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Capitulo 1

Introduccion

El propésito de esta tesis es dar una descripcién detallada de los resultados
del articulo [3], visto desde una extension elemental en particular, en este caso
una ultrapotencia *Q de los racionales, donde utilizaremos los axiomas de ZFC.
Este articulo, como varias publicaciones de investigacién no siempre cuenta con
argumentos completos, lo cual en ocasiones hace dificil su lectura. Esperamos que la
exposicion encontrada en esta tesis pueda dar una introduccién mds accesible a las
ideas ingeniosas de Cherlin.

Ahora resumiremos los resultados principales descritos en este trabajo. Sea *Q
una ultrapotencia de los racionales, asi tenemos que Th(*Q) = Th(Q). Sea K/*Q una
extension finita y O la cerradura entera de *Z en K, donde *Z es un modelo no estdndar
de Z en *Q. El resultado principal de Cherlin es caracterizar los ideales de O y dar una
nocidn de factorizacién prima de ideales adecuada en este contexto.

Como sabemos en una extension algebraica finita de los racionales Q, su anillo de
enteros algebraicos es un dominio de Dedekind, lo cual no ocurre en nuestro anillo
de enteros no estandar O. Sin embargo, muchas de las propiedades de los dominios
de Dedekind las recuperamos al utilizar ideales definibles. Una de las claves para
usar este hecho es el Teorema de Robinson, que nos dice que Z y O, el anillo de
enteros algebraicos de una extension finita K/Q, son definibles en dicha extension,
generalizando este resultado a nuestro campo numérico no estindar K, tendremos
como consecuencia que la clase de extensiones finitas de *Q coincide con las de Q.
Estos hechos se dan sin demostracion en el articulo de Cherlin; en §3 daremos las
demostraciones.

En §4 aplicamos el resultado de §3 para recuperar factorizacién primaria para
ideales definibles; a su vez probamos que todo ideal primo definible es maximo, la cual
es una de las propiedades que definen a un dominio de Dedekind. Mas especificamente,
si a C O es definible se demostrara que:

a= Hw p®

donde ¢ sera el conjunto de los ideales primos definibles y s(p) : ¢ — *N es una
funcién definible (en nuestro contexto las potencias pueden ser infinitas y a su vez nos
daremos cuenta que la cantidad de divisores también puede ser infinita).
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Para el andlisis de los ideales no definibles utilizaremos ultrapotencias para
considerar dichos ideales como puntos limite de los ideales definibles, es decir a cada
ideal maximo m le asociaremos un ultrafiltro D(m) € Ult(D(gp)), donde Ult(D(p))
es el espacio de Stone sobre el conjunto de subconjuntos definibles de @, denotado
por D(p). Asi obtenemos una gavilla °N sobre el espacio de Stone Ult(D(p)), cuya
fibra sobre D(m) es el conjunto de cortaduras de Dedekind de la ultrapotencia de *N
respecto a D(m).

Asi podemos dar una factorizacién adecuada para cualquier ideal a C O:
a= HM msn(m)’

donde M c Ult(D(p)) es el subespacio denso de ideales maximos y s, : M — °N es
una seccion en la gavilla.
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Preliminares

En la siguiente discusién hablaremos un poco de las nociones basicas que debemos
tener en cuenta para leer este documento.

2.1. Teoria de Numeros Algebraicos

Como ya sabemos Z es un subanillo del anillo Q, ahora tomamos una extensioén
algebraica finita K de Q para algtn polinomio irreducible, por lo que Z es subanillo de
K. Recordemos que x € K es un entero algebraico sobre Z si x es raiz de un polinomio
irreducible y ménico P con coeficientes en Z. Si tomamos todos los enteros algebraicos
en la extension finita K, a este conjunto se le conoce como la cerradura integral de Z
en K y se denota por O.

Ademds recordemos que el anillo O es un dominio de Dedekind, es decir, cumple
con ser Noetheriano, integramente cerrado y todo ideal primo de O es maximo. La
propiedad importante de dichos dominios es el hecho de que para cada ideal de O
este tiene una factorizacién tnica en ideales primos y ademads, cada ideal es a lo mds
2-generado. Recordemos que gracias a esta propiedad podemos enunciar el siguiente
teorema:

Teorema 2.1 (chino del resto). Sea a = [] ;" un ideal y p; € }", entonces

existe a € O, tal que a = p; méd p}"

Ademds tenemos que recordar que dado un ideal a de O, la norma del ideal a esta
dada por
N(a) = O/a]|

Para mas detalles consultar [9]

2.2. Teoria de Modelos

En esta secciébn daremos una pequefia discusiéon sobre la teoria de modelos
involucrada en esta tesis, para mds informacién consulte [7].

En la l6gica de predicados, se usan lenguajes de primer orden para describir
estructuras matematicas en las que nos referimos sélo a elementos y no a subconjuntos.

5
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Un lenguaje formal de primer orden £ = {f,;Rg; C,} es una coleccién de simbolos
que representan funciones, relaciones y constantes respectivamente. Una L-estructura
M es una coleccion de funciones, relaciones, constantes y un conjunto no vacio
llamado universo, es decir, M = (M, fM ,R["f ,C)), donde f) ,R% ,C) son funciones,
relaciones y constantes que corresponden a f,, Rg, C,, respectivamente. En general los

superindices M se omiten. Por ejemplo Q = (Q,+,—,+,<,1,0) es una estructura la
cual contiene a los racionales como el universo, con las funciones +, —, -, la relacion
<y las constantes 0, 1, que corresponden al lenguaje £ = {+, —, -, <, 1,0} para formar

enunciados de la forma Va, bdx (ax = b) y VYa,bdc (a < ¢ < b).

Un L-término es un “polinomio 16gico” que involucra variables, constantes y
funciones. Por ejemplo 1 + (1 + (1 + 1)) el cual es el término 4, y (v; + v2)(v3 + 1).
Una L-formula atomica es un expresion que involucra sélo £-términos y relaciones
(incluyendo la relacién igualdad), por ejemplo v; < (vi + v»)(v3 + 1). El conjunto de
L-formulas es el conjunto mas pequefio ‘W que contiene a las formulas atomicas y es
cerrado con respecto a los operadores 16gicos (=, A, V, 3, V), por ejemplo si ¢,y € W,
entonces —@, (¢ V ), (¢ A ) estan en ‘W y si ¢ € W entonces Jv; ¢ y Vv; ¢ estdn en
W.

Diremos que una variable v es libre en una férmula ¢ si no esta dentro del alcance
de los cuantificadores dv o Vv, escribiremos ¢(¥), ¥ = (vy, ..., ;) para indicar que ¢
tiene sus variables libres en {vy, ..., v,,}. Asi, si b € M", escribimos M | ¢(b) si ¢(b)
se cumple en M. Llamaremos a una férmula, L-enunciado, si ésta no tiene variables
libres. Si una férmula tiene variables libres diremos que esta es un n-predicado, donde
n es el nimero de variables libres. Un aspecto importante es que el conjunto de
L-férmulas es un conjunto numerable, si £ es numerable. La numeracion de Godel
es una funcién que asigna a cada simbolo y férmula de un lenguaje formal un nimero
natural inico, denominado nimero de Godel (GN) [12].

Una L-teoria es un conjunto T de L-enunciados. Un modelo de T es una
L-estructura M, tal que para cada L-enunciado ¢ € T, M [ ¢; en este caso
escribiremos M | T. Una teoria es consistente si no produce contradicciones, de
este modo podemos hablar que una teoria es satisfactible si tiene un modelo. Asi el
teorema de completud de Godel nos dice que una teoria es consistente si y sélo si
es satisfactible. Otra propiedad importante a considerar es cudndo una teorfa 7 tiene
funciones de skolem, es decir, si para toda £-férmula ¢(v, w) existe una funcién f € £
tal que T | Yw((Jvop(v, w)) — d(f (W), w)).

Una teorfa es completa si para todo par de féormulas (¢, —¢) al menos una de ellas
forma parte de la teorfa. Asi para una £ -estructura M, su teoria completa Th(M) es el
conjunto de todos los enunciados que se satisfacen en M. Dos estructuras My N son
elementalmente equivalente si sus teorias completas son iguales, denotado por M = N.

Sean My N dos L-estructuras con dominios M y N respectivamente. Un L-encaje
n: M — N esuna funcién uno a uno n : M — N que preserva la interpretacion de
todos los simbolos de £, es decir, Vf,R,C € L,no f¥ = fNon, no R = RV,
n(CY) = CN. Un L-encaje biyectivo es llamado un L-isomorfismo. Si M C N y la
funcidn inclusién es un L-encaje, entonces diremos que M es una subestructura de N
o que N es una extension de M.

Si ¥ (¥) es una L-férmula interpretada en M, y ¢"(¥) su contraparte en N, y si

Vb e M™, M E ¢™(b) siy sélosi N E ¢" (n(b)),

decimos que 1 es un encaje elemental. Si ademas, M C N, entonces decimos que M
es una subestructura elemental de N, denotado por M < N.
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Teorema 2.2 (Lowenheim-Skolem). Sean L un lenguaje, N una L-estructuray X C
N. Entonces existe una L-estructura Mtal que X C M, M Ny | MILI X |+ L]

Hablemos un poco de definibilidad; diremos que X C M" es definible en M si
existen una L-férmula ¢(vy, ..., vy, Wi, ..., Wy,) Y b € M™ tales que

X={aeM" : ME ¢@a,b)).

Diremos que ¢(¥,b) define a X con pardmetros b. Sea A C M, diremos que X es
definible con pardmetros en A si existe Y(V,wy, ..., w;) y b e Al tal que (¥, D) define
a X. Si A = 0, entonces diremos que es definible sin pardmetros, por ejemplo el
conjunto de nimeros primos es definible sin pardmetros con la siguiente férmula
peEPo (p#1ANMq(1 <q<p)—qtp)dondeq|p e Fk(p = kq).

Ahora podemos hablar de un ideal primo definible, el cual serd un ideal primo que
cumple con ser un conjunto definible. Otro punto es recordar el concepto de funcion
definible, 1a cual es considerada como un conjunto definible.

Ahora veamos el siguiente hecho

Teorema 2.3. Sea una L-estructura M la cual admite funciones de skolem, podemos
encontrar para X C M una subestructura elemental minima X de M que contenga a
X, la cual es llamada cerradura de skolem de X en M.

En particular, si X es una substructura de M con funciones de skolem, entonces X
es una substructura elemental de M.

En el texto trabajaremos con cocientes de estructuras, por consiguiente trataremos
un poco este tema en lo que sigue. Sea M una L-estructura y sea E(X,y) una relacién
de equivalencia definible en M™, es decir

1. VX(E(X, X))

2. VX, J(E(X,§) = E(, X))

3. VX, 5, 2E(XJ) A E(y,2) = E(X,2)

Tomemos el cociente de M /E el cual lo denotaremos por S g. Sea

S = {SEg : E unarelacién de equivalencia definible en M"™ para algin m}.

Con estos elementos podemos construir un nuevo lenguaje L% = LU {Sg, fele
donde tomaremos a cada S g y fg como 1-predicados. Asi

M= (M, Sk, fe, ', R, CY),

donde S g es un universo auxilar llamado suerte, para cada relacién de equivalencia E 'y
fe: M™ — Sg, tal que fg(a) = a/E y asi una nueva L%-estructura M que contiene
ala L-estructura My a los cocientes S g. Notemos que £ sélo depende de L, ya que
la relacién de equivalencia definible E se determina sélo por una L-férmula. Asi para
una L-estructura M la teoria completa de M® es Th(M?®?), la cual contiene a Th(M).
Es costumbre utilizar como universo en M®, M*4 = M U | | Sg.
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2.3. Ultraproductos

Esta seccion estd enfocada a una de las herramientas mds importantes para la
caracterizacion de los ideales en nuestro anillo de enteros algebraicos no estandar.
Comenzaremos por recordar lo que es un dlgebra booleana, es una estructura 8 =
(B,+,:,7,0,1) donde B es un conjunto parcialmente ordenado cerrado respecto a
las operaciones suma, producto y complemento respectivamente, dichas operaciones
son conmutativas, asociativas y distributivas. Ademds cumple con los siguientes
enunciados:

L (Vxlx+y)-y=yA(x-y)+y =yl
2. VxAy)(x+y=1Ax-y=0).

Tomemos un conjunto A y sea P(A) su conjunto potencia, es decir, el conjunto de
todos los subconjuntos de A. P(A) es una dlgebra booleana con las operaciones union,
interseccién y complemento, asi como la relaciéon de orden parcial inducida por la
contencién tomando como 0 =@y 1 = P(A).

Un subconjunto ¥ de un algebra booleana B, es un filtro sobre B, si cumple las
siguientes propiedades:

. F#0y0¢ 7.
2. VxeF yyeB,six<yentoncesy € F.
3. El producto de dos elementos de ¥ pertenece a ¥ .

Una base filtro es un subconjunto B de un dlgebra booleana B, con las siguientes
propiedades:

1. B0y0¢3B.
2. Vx,y3z(z < xy).

Existen dos tipos de filtros los principales y los no principales, los principales son
los filtros generados por un conjunto finito de elementos y los no principales que no
son generados por un conjunto finito de elementos.

Daremos un ejemplo de un filtro no principal sobre P(Z), sea

F' ={ACZ:Z- A es finito}

supongamos que es principal, es decir, que es generado por un conjunto finito C C
P(Z). Como todo elemento de C tiene complemento finito, entonces la interseccion de
todos los elementos de C tiene también complemento finito. Si quitamos una cantidad
finita de elementos a esa interseccion, también tendrd complemento finito por lo que
este nuevo conjunto X estard en ¥’. Pero X no contiene a ningin elemento de C, lo
cual es una contradiccion.

Un filtro F es un ultrafiltro en X, si para todo subconjunto Bde X, Be ¥ 0 X—-B €
¥, es decir, es un filtro maximo. Cuando hablemos de un ultrafiltro, lo denotaremos
por U. Una observacion importante es que un ultrafiltro U es principal si y sélo si U
es generado por un elemento. Ademads, dado un filtro, el teorema del ultrafiltro nos dice
que “para todo filtro sobre un dlgebra booleana, existe un ultrafiltro que contiene a ese
filtro”(usando el axioma de eleccién).
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Sea I un conjunto de indices y M; una L-estructura para cada i € [. Sea
[1;c; M; el producto cartesiano de los conjuntos M;. Tomemos un ultrafiltro U sobre
el dlgebra booleana P(I). Ahora definamos la siguiente relacién de equivalencia, sea
a, B (S Hiel M; )

a~yboliel:a,=b}eU.

Un ultraproducto, es el conjunto cociente con respecto ~q; y se denota por

[ [Miru.
iel
En particular, si M; es igual para cada i € I, entonces [[,.; M;/U = [[M!'/U y lo
llamaremos ultrapotencia.
Para cada a € [];; M;, denotaremos a la clase de a como [a] = {13 ca ~q bl
Asi diremos que [a] € [],c; Mi/U.

iel

Teorema 2.4 (LoS). Sea ¢ es una L-formula, entonces V(a] € [],.; Mi/U
[Lea Mi/UE¢(a]) e liel: M E ¢la)} € U.
Demostracion. [4] m]

Aplicando este teorema a solo un [L-enunciado tenemos el principio de
transferencia, el cual nos dice:

ﬂMi/‘LI|=¢<:>{ieI:Mi|=¢}e‘Ll

iel



Capitulo 3

Teorema de J. Robinson

Sea *Q una ultrapotencia de Q, es decir,
Q=0 /U,

donde U es un ultrafiltro no principal en 7.

Tenemos que *Q es campo ya que Q lo es, [4].

Lema 3.1. Sea *Q una ultrapotencia de Q, entonces *Q tiene caracteristica cero, es
decir, para todo *r # 0y *n, tal que *n*r = 0, entonces *n = 0

Demostracion. Sea *r # 0y *n, tal que *n*r = 0, entonces {i € J|n;r; = 0} € U, ya
que {i € Ilr; # 0} € U, entonces {i € I|n;r; = 0} N{i € I|r; # 0} € U. Como Q es de
caracteristica cero, {i € J|n;r; =0} N {i € I|r; # 0} C {i € I|n; = 0} € U y por lo tanto
*n=0. m]

Proposicion 3.1. Sea K una extension algebraica de grado n de *Q, para un polinomio
minimo P(x) de grado n. ‘K es isomorfo al ultraproducto

[1K:/U,

donde U es el ultrafiltro asociado a la ultrapotencia *Q de Q y K; es una extension
algebraica finita de grado n para toda i € I asociada al polinomio P(x).

Demostracion. Por transferencia desde Q, *Q es de caracteristica 0, asi por el teorema
del elemento primitivo tenemos, K =" Q(6), 6 € K.

Sea g € *Q" el vector de coeficientes del polinomio minimo P(x) asociado a 6,
g = Cqn-1,"qn-2, .-, *qo)- Sea *qx =" {qri}, con k = 0,...,n — 1, asi podemos asociarle
la siguiente familia de vectores ((gn-1.i> gn-2.i» ---» 90.i)) € Q, esto induce una familia de
polinomios {P;(X)} (podemos suponer que son minimos para toda 7). Por tanto, para
cada i inducimos una extension algebraica de grado n K;/Q, asi podemos construir el
ultraproducto [] K;/U, el cual es un campo (por teorema de Los). Ya que K; = Q(6;),
con P;(6;) = 0, el elemento 6 =" {6;} genera [] K;/U como una *Q-algebra, asi la
funcién *@ — 6, induce el isomorfismo deseado. O

Notacion 3.1. En algunas ocasiones, denotaremos @ € K por @ = [«;] para destacar
que pertenece a un ultraproducto.

10



CAPITULO 3. TEOREMA DE J. ROBINSON 11

En este capitulo, probaremos que el teorema de definibilidad de J. Robinson se
cumple en nuestro campo de nimeros no estindar, el cual nos hard mas facil la
definicién de férmulas en el futuro:

Teorema 3.1 (J. Robinson, [11]). Sean K un campo numérico de grado n, O el anillo
de los enteros algebraicos en K, y Z el anillo de los enteros racionales. Entonces O 'y
Z son ambos definibles en K por formulas que solo dependen de n.

Notacion 3.2. Sea A un conjunto definible, entonces existe ¢, una L—férmula, la cual
define a A, en el transcurso de este texto, usaremos la notacion a € A para ¢4(a)

Aplicando el teorema de Los a la formula de Robinson ¢,(x), tenemos que la
*cerradura integral de *Z es definible en K, es decir, que [] O;/U es definible en K.
Andlogamente tenemos que *7Z es definible en K.

Nos falta mostrar que *cerradura integral de *Z en K coincide con la cerradura
integral O de *Z.

Por el teorema 9.2 en pagina 65 de [8], que nos dice que si K es extension de grado
n de Q y x pertenece a la cerradura integral de Z en K, entonces existe un polinomio
monico P(x) de grado no mas que n con coeficientes en Z tal que P(x) = 0. Aplicando
el principio de transferencia a esta afirmacion, obtenemos que cada x en *cerradura
integral de *Z es raiz de un polinomio ménico de grado no mas que n con coeficientes
en *Z. Se deduce que x pertenece a la cerradura integral O de *Z. Es decir

xe0 e A2y, . zue1 €Nz + 21X+ oo + 201 X7 + X7 = 0)
s lie IIZ,"() +ZigXxi + ...+ zi,n_lx?_l + X:’ =0} e U
oliellx;€eO0;}elU

S X E 1_[ 0,/7/{

Hemos probado el siguiente:

Corolario 3.1. Sea K una extension finita de *Q, y sea O la cerradura integral de *Z
en K. Entonces O 'y *Z son definibles sobre K.

Sea Ex’é la L-teoria de extensiones de grado n de Q, es decir, un enunciado
pertenece a Exa si 'y s6lo si es cierto para cada extension K/Q. Del mismo modo Ex7;
denota la L-teoria de extensiones enteras de grado n de Z. Tenemos el siguiente:

Corolario 3.2. Los modelos de Exé son las extensiones de grado n de todos los campos
racionales no estdndar *Q.

Demostracion. Sea K una extension algebraica de grado n de *Q y ¢ €Exg. Ya que
para toda K extension algebraica de grado n de Q, K k= ¢, y también tenemos que ‘K
es un ultraproducto de extensiones algebraicas de grado n de Q. Por lo tanto por el
teorema de f.o§ tenemos que K E ¢. O



Capitulo 4

Ideales Definibles

El anillo O de enteros de K es por definicién la cerradura integral de *Z en K.
Primero notemos que O y *Z no son dominios de Dedekind. Por ejemplo, *Z tiene
ideales infinitamente generados i.e.

(M *(n)
donde *(n) := n*Z, con n nimero natural estindar. Ademas, existen ideales primos que
no son maximos. Por ejemplo, tomemos una ultrapotencia *Z de Z, sea s una cortadura
aditiva de *N y sea
P=N7"P) = Naes "(P)",
el cual es primo y no maximo (véase capitulo 7 donde se discute este ejemplo con
detalle).

Proposicion 4.1. Todo ideal primo definible, es mdximo.

Demostracion. Sea p un ideal primo definible. Consideremos la enunciado:
Yp: (Va,peO)aBep— (@epVBep) - [(VxeO)(x¢p) — (Ja,be 0)Tye
p)(1 = ax +by)],

Vemos que ¢, € Exﬁé, la cual nos muestra que nuestro ideal primo definible p es
maximo.
O

Asi tenemos por la proposicién 4.1, observacién 5.3 y el ejemplo anterior las
contenciones estrictas:

{p € O: p primo definible} C {p C O: p es maximo} C {p C O: p es primo}

Como *Z es una extension elemental de Z, el Corolario 3.2 nos dice que los ideales
definibles de O se comportan como ideales en un anillo estindar de enteros algebraicos.
En lo que sigue desarrollaremos este hecho.

Notacion 4.1. ¢ := {p : p es ideal primo definible en O} c 29.

Proposicion 4.2. Sea a un ideal definible, entonces a es 2-generado, es decir, a =

(a,B), con a,B € O.

12
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Demostracion. Sea a un ideal definible, por la definibilidad de a podemos enunciar lo
siguiente:

¢ : (. € O)(Vy € A)(Fy1,y2 € O)y = v1 +¥2B)
por lo que ¢, € Ex&, por lo que a = (@, ). O

En consecuencia, el siguiente conjunto serd de interés:
9 ={(a,B) CO X0 : (a,p) es un ideal primo definible}

Sea Exaeq la £%9-teorfa completa de extensiones finitas de grado n de Q.

Proposicion 4.3. o es definible en O utilizando la teoria Exgq.

Demostracion. Primero, veamos a ¢ como un subconjunto ()-definible de O x O, como
sigue:

é(x,y) : Yw,2)(da,b)(wz = ax + by) = (e, d)w =cx+dy V z = cx + dy).

A continuacién, la siguiente relacién de equivalencia Egy,((a,b),(a’,b’)) : AM €
GL, c O*)(a’ = ax+ by A b’ = ax’ + by’), donde GL, es grupo de matrices invertibles
de 2 x 2, 1a cual es @-definible, nos proporciona una suerte S Equ, » asi tenemos que p =
TEq, (9), donde 7g, , es la funci6n canénica del cociente. Por lo tanto o es definible en
O utilizando el lenguaje £ 9.

o

Andlogamente tenemos que J el conjunto de todos los ideales definibles de O,
también es definible en O utilizando el lenguaje L 4.

Proposicion 4.4. Existe una biyeccion definible entre Oy *N, con pardmetros en O.

Demostracién. Fijando un entero algebraico, podemos hallar una base entera de O, y
asf una funcién biyectiva de O a *Z", la cual seria O-definible.

Sea P; el conjunto de nimeros primos en *N, el cual es definible sin pardmetros.
Ahora utilizaremos P; para formar los siguientes conjuntos definibles p € P, <
dq1, .-, gm € P1)(p = q1...9m), €s decir, P, es el conjunto de nimeros que son producto
de m numeros primos, con m > 2. Observemos que los conjuntos P,, son disjuntos

entre si y *N = U, Py, Asi podemos hallar la siguiente funcién biyectiva definible
de *N'x "N a *N

(%,9,2) € NX*Nx N & (z€ Py A(@lay, ...,ay_1 € Py)(a) < az < ... < ay_j <2)).
Sea
(x,y)) e ' NX"Z o (x=2yVx=-2y-1),
una funcién definible de *Z a *N. Por lo tanto tenemos lo deseado. O

Nota 4.1. Apartir de este momento utilizaremos el lenguaje £, aunque sélo para
poder cuantificar sobre los ideales en @, y asi poder tradudir teoremas del caso estandar
a nuestro contexto, es decir, al caso no estandar.

En el teorema siguiente, utilizaremos la siguiente notacién:

1 ps(a,v) =N ps(a,v)’
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la cual, como sabemos, es la definicion alternativa del producto de ideales en la teoria
de nimeros.

Teorema 4.1. Sea a es un ideal definible en O, entonces

a=T] ps(a,v)’

donde p varia sobre un conjunto definible de primos definiblesy s : 3X o — *N es una
funcion definible e 3 es el conjunto de todos los ideales definibles de O. Ademds para
todo a € J el sup s(a, .) existe.

Demostracion. Consideremos el siguiente teorema en Exf’Qeq que garantiza la

existencia de p":

Vp=(a,f) epy ne" N, existe b € J, tal que

1. Vp' e p,sibCp’ — p =" (que dice que sélo hay un primo que contiene b)

2. V*m < *n,a B € b (que dice que b contiene los generadores de la potencia
P

3. V' < *n,I'm’ < *ntal que @™ B "™ ¢ b (que dice que b no es igual otra
potencia mas pequefia.)

Porloque a € p" < b € I cumpliendo las propiedades 1,2, 3, tal que a € b. Lo
cual nos define a p "

Ahora podemos extender la funcién potencia 9 XN — 3, (p,m) — p",ap X*N —
3. Por tanto, podemos definir s : I X ¢ — *N como

[(s(a,p) =*m) & (m e " NA"m#0) A(V'm’ € N)('m' < m)aCp™)A(a ¢

POV [s(a,p) =0 & a ¢ pl.

Luego la factorizacién primaria, es decir, el hecho de que a = () p*? es consecuencia
del siguiente enunciado en el lenguaje £ ®:

(Va € I[(Vp € p)a C p @) A s(a,p) # 0] A [(Vx € O)(Vp € p)(x € PP A s(a, p)
0) - (x € a)]

Por otro lado la expresion [ ] p*® donde s es definible nos da un ideal definible.

Ya que la existencia del sup s(a,.) es un £ ®d-enunciado para cada ideal definible,
entonces tenemos lo deseado.
O

Ahora podemos enunciar el teorema chino de residuo para ideales definibles.

Teorema 4.2 (chino definible del residuo). Sea a = [] p*“? un ideal definible, con s
definible y f : ¢ — O una funcion definible, entonces

da €O, tal que a = f(p) méd p* P
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Demostracion. Gracias al Teorema 4.1 podemos cuantificar elementos en p*“? ya que
es un ideal definible.

Procederemos a construir el enunciado del teorema chino del residuo para cualquier
ideal definible y funcién definible f : 9 — O (f(p) = b & ¢s(p, b, 7)), ya que p*™P es
definible:

(Ja € O)(Yp € pIb € O)ps(p,b,8) Aa—b € p*™)

Por lo tanto el enunciado anterior nos proporciona lo deseado, es decir

Ja €O, talquea = f(p) méd p* P



Capitulo 5

Ideales Maximos y Ultrafiltros

Comenzaremos con el estudio de los ideales de O clasificando todos los ideales
maximos. Esto involucrar al dlgebra booleana de todos los subconjuntos O—definibles
de g (esto es porque podemos ver a 9 < X C *N, con X O-definible), los cuales los
denotaremos por Def(p).

Def(p) = {S C ¢ : S es O—definible}.

Def(p) tiene un orden parcial con respecto a la inclusion.
Un ejemplo de un conjunto definible S lo tenemos cuando tomamos un ideal
definible a = (a, b) y sea:

S ={pep:pla}eDef(p)}
Definicion 5.1. Sea S € Def(p), diremos que S es acotado si y s6lo si existe
f:10,"n] — S definible y sobre.

Lema 5.1. Sea K =[] K;/U, donde U es el ultrafiltro asociado a la ultrapotencia *Q
de Q y K; es una extension algebraica finita de grado n para todai € I. S es acotado
siy sélo si S es hiperfinito, es decir, S = [ Si/U, donde S; C g; es finito para todo i.

Demostracion. Ya que g es O-definible en *N, existe ¢, la cual define a p en *N. Asi,
por el teorema de LoS, podemos definir p; y §;, para cada i. Por lo tanto p = (e, 8) € S
siysolosi X = {i : (¢,8) € S;} € U. Como S es acotado, existe una funcién
f:10,"n] — S definible y sobre, por lo tanto por el teorema de Los, f es definible si y
s6losi Y ={i: f; : [0,n;] — S; es definible y sobre} € U. Lo cual nos lleva a que S, es
finito para cada i € Y € U. Por lo tanto S es hiperfinito.

Inversamente, utilizando el hecho de que podemos ver a g; como un subconjunto
definible de N; = N para cada i, y ya que S; es finito para cada i, podemos formar una
funcién f; = [0,n;] — S; definible y sobre (en efecto podemos definirla con el orden
de N). Asi tenemos que f = [[ fi/U : T1[0,n;]/U — T1S;/U es definible y sobre.
Por lo tanto S es acotado. O

Observemos que esta definicién de ser acotado es un poco mas restrictiva que la
nocién que tenemos en el caso estandar, ya que si tomamos:

I=10,"n+m),donde *‘n € “‘Nyme N,

16
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este conjunto no es definible, ya que esto implicaria que N seria definible en *N.
Ademas, vemos que tiene cotas superiores en “N, pero no puede ser acotado en el
sentido que dimos en la definicién anterior. Ya que si existiera dicha funcién definible
y sobre g : [0, *n’] — I, tendriamos que I es definible.

Antes de seguir con nuestra discusion, daremos una definicién para la norma
absoluta de un ideal definible. Sea a un ideal definible, asi tenemos que a = (a,f),
entonces aplicando la proposicién 3.1:

N(a) = “{N((@i, B},

donde 9t((«;, 8;)) es la norma absoluta de un ideal en el caso estandar.

Notemos que la norma clésica ng de una extension finita K/Q de grado n es
definible para un ideal definible a, de hecho

N(a) = M & existen My, ..., M, € Ny {yq,...,¥,} una base entera de O, tal
que M,..M,, = My {Mvy\, ..., M,;y,} es una base para a.

Es decir, Nt(a) = M & [AM,,... M, e NY(M| # 1V ...V M, # ) A[@y1,..s ¥ €
O)YVxeOAyy, ...y € Z)(x = y1v1 + . + YY) My ..M, = M A(Na € )@wy, ..., w, €
Z)(a = W1M171 +..+ WnMn’)/n))]

La norma en % siendo un ultraproducto de normas definibles, es definible.

Notacion 5.1. Sap = {p € 9 : p| (a,b)} y si el ideal (a, b) es principal entonces lo
denotaremos como: S, ={p€p:p|(a)}.

Proposicion 5.1. Sea S € Def(gp). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. S es acotado.
2. N(p):pe S} C*Nesacotado en *N
3. S =S, donde (a, b) es un ideal no cero de O.

Demostracion. 1 = 2.Sea f : [0,n] — S definible y sobre, entonces Jto f : [0, *n] —
J(S), es definible y sobre.

2 = 3. Andlogamente al lema 5.1, 9(S) es hiperfinito, entonces tenemos que existe
*N € *N tal que 9(S) < *N. Ya que 9(a) € a es un teorema en el lenguaje £ (ver
[9]), se sigue que *N! es divisible para cada p € S, asi [,es P # 0. Asi tenemos que
Mpes P = a es un ideal definible no cero (véase Teorema 4.1), entonces Ja, 8 tal que

a=(a,B)y
S={p:pl(@p)}

3 = 1. Podemos ver que p = (@,8) € Sypsiysélosi X = {i : (@;,8:) | (a;, b))} € U
y por lo tanto S; = {p; = (@;,5) : (@;,0;) | (ai,b;)} es finito y asi S = [[S;/U es
hiperfinito, y por tanto acotado.

O

Nota 5.1. Sea S C p acotadoy g : ¢ — "N definible, entonces g(§) tiene supremo. En
efecto, ya que existe f : [0, " n] — S sobre, Im(f o g) =Im(g), por lo tanto basta probar
que f : [0,*n] — *N tiene supremo.

Un ejemplo de un conjunto definible que no es acotado, es el siguiente
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peS o @peM[(Vae ™ N)a|p—a=1Va=p]AOp) =p),

(es decir, S consiste en todos los ideales primos definibles tal que su norma absoluta
es un numero primo en *N). Notemos que S es un subconjunto propio de ¢ puesto
que la norma absoluta de un ideal primo en general, es p™ [9]. En este ejemplo vemos
que no puede existir una funcién f : [0,"n] — S definible y sobre, ya que si dicha
funcién existiera, tendriamos una funcién definible y sobre g : [0,"n] — {*p € "N :
*p es primo}, lo cual es imposible debido al inciso 2 de la proposicién anterior. Por lo
tanto S' no es acotado.

Para comenzar con la clasificacion de los ideales mdximos de O, probaremos los
siguientes hechos:

Proposicion 5.2. Sea a un ideal propio de O, entonces el conjunto: B, = {S, : a € a}
es subbase filtro en Def(p).

Demostracion. Veamos que B, tiene la propiedad de la interseccidn finita, es decir,
ﬁle S4 # 0,donde k € Ny S, € 3B, Sisuponemos lo contrario, tendriamos que
ai, ..., aj son primos relativos. Por lo que 1 € a, entonces tendremos que a = O, lo cual
es una contradiccién. Asi tomando el conjunto B/, de todas las intersecciones finitas de
elementos de B,, formamos una base de filtro.

O

Proposicion 5.3. Si D es un filtro en Def(p), es decir que D C Def(p) C 29, sea
mD)={a€e0:S5,€D}cO.
Entonces m(D) es un ideal de O.

Demostracion. Sea a,b € m(D), demostraremos que a — b € m(D). Como a, b € m(D)
entonces S ,, S, € D tal que

Sa={pep:pl@lySy={pep:p|®)

Yaque S, NS, € S,p, como D es un filtro, entonces S,-, € D, por lo tanto a — b €
m(D).

Sea a € Oy b € m(D), probaremos que ab € m(D). Como b € m(D), tenemos que
S, € D. Seap € §p, como p divide a (b), tenemos que b € p y por tanto que ab € p.
Entonces (ab) C p y por tanto p divide a (ab) lo cual nos lleva a que S, € S 4, como D
es filtro, obtenemos lo deseado. O

Definicion 5.2.

1. Siaesunideal de O sea D(a) el filtro en Def(gp) generado por el conjunto:
{Sqs:aea}

2. Si D es un filtro en Def(p) seam(D) ={a€ O : S, € D} cO.

Observacion 5.1. Si a # 0 entonces D(a) contiene un conjunto acotado. Por lo que el
filtro se llamara “filtro acotado”. En efecto, como existe a € a tal que a # 0 entonces
S, € D(a) donde S, es acotado.

Definicion 5.3. Si D es un filtro en Def(p), se le llamara filtro acotado si S € D
acotado. Si ademads D es un ultrafiltro, entonces se le llamara ultrafiltro acotado.

Observacion 5.2. Si a,b € a, entonces S, € D(a), en efecto como S,, S, € D(a),
entonces S, NS, €S, € D(a).
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Teorema 5.1.

L

1I1.

Iv.

Si p es un ideal primo no cero de O entonces D(p) es un ultrafiltro acotado en

Def(p).

. Si D es un ultrafiltro acotado en Def(p) entonces m(D) es un ideal mdximo de

0.

La correspondencia D < m(D) es 1-1 entre los ultrafiltros acotados en Def(p)
y los ideales mdximos de O.

Si p es un ideal primo no cero de O entonces m(D(p)) es el unico ideal mdximo
que contiene a p.

Demostracion. Notemos primero que si D(a) es solo la cerradura respecto a la
operacion de contencién (2) del conjunto {S,; : a,b € a}, yaque sia, b, a,b € ason
arbitrarios entonces para adecuados ¢, d tenemos que el ideal O-definible (a, b,d, b/)
esigual a (c,d), asique Sop NSy = Sca.

1.

1I.

1II.

1v.

Supongamos que p es primo. Para ver que D(p) es un ultrafiltro es suficiente
considerar una particién (X, Y) de algun conjunto acotado S € D(p); debemos
entonces mostrar que X o Y estd en D(p). Podemos asumir por la proposicién 5.1
que S =S, cona,b € p,y escribimos a (a,b) = [ ¢*@.

Seaa = [y a"® y b = []y ¢*@. Entonces p contiene ab = (a, b), por lo tanto
p contiene a a 0 b y no a ambos ya que son primos relativos. Si por ejemplo
p2a=(cd)entonces X =S4 € D(p).

Si D es algun filtro en Def(p), entonces m(D) es un ideal por la proposicién 5.3,
como S 4 2 S, NSpy Su 2 S, Supongamos entonces que D es un ultrafiltro
acotado, m = m(D), y a ¢ m(D). Sea S = S, entonces S ¢ D (yaquesi S € D,
entonces a € m(D)), asi S es disjunto de algun conjunto acotado 7' € D.

Como T es definible, la funcién caracteristica st : ¢ — {0, 1} es definible ya que
s7(p) =a & (a=1Ap € T)V(a = OAp ¢ T), y por teorema 4.1, [ p*7® también
lo es. Ahora escojamos b, ¢ los generadores para [] p*”®, entonces b, c € m(D) y
(a,b,c) = O (ya que (a, b, ¢) no tiene divisores primos definibles), y esto prueba
que m(D) es maximo.

Mostraremos que las funciones D — m(D) y m(D) — D(m) son inversas una
del otra.

i) Fijemos un ultrafiltro D. Claramente D C D(m(D)) y como D es maximo,
entonces D = D(m(D)).

ii) Fijemos ahora un ideal maximo m. Claramente m C m(D(m)) y como m es
maximo, entonces m = m(D(m)).

En primer lugar m(D(p)) es un ideal conteniendo p. Si nosotros consideramos
algun ideal a conteniendo p, entonces D(p) € D(a) y ya que D(p) es maximo,
D(a) = D(p). Por lo tanto a € m(D(a)) = m(D(p)) y asi m(D(p)) es el tnico ideal
maximo conteniendo p.

]

Observacion 5.3. En particular si p es un ideal primo definible, el ultrafiltro D(p) es
principal ya que contendrd a S,;, = {p}, donde p = (a,b). Ya que tenemos ultrafiltros
no principales en nuestra construccion, entonces tendremos ideales maximos que no
son definibles.
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La anterior proposicidon suministra una adecuada descripcion del espacio de ideales
maximos, y como asociar a un ideal primo, un tnico ideal maximo que lo contenga.
Ahora procederemos a la clasificacion de los ideales primos. Llamaremos a un ideal a
un m-ideal, si tiene la propiedad de estar contenido en un Unico ideal maximo m. La
clasificacion de tales ideales depende de la construccién de una ultrapotencia definible.



Capitulo 6

Ultrapotencias Definibles

Sea A una estructura con un subconjunto definible P C A, y consideremos a D un
ultrafiltro en:

Def(P) = {X C P : X es A-definible} c 2
Lo cual es un dlgebra booleana. Ahora sea:
Def(A?) = {f : P — A | f es definible}

Definicién 6.1. Sea Def(A”)/D la ultrapotencia definible inducida por la siguiente
relacion de equivalencia:

f~g = {i:fO=gW}eD
Notacion 6.1. Sea
°Ap = °A = Def(A")/D
y también sea
f=1f: P> Al
con f definible, donde [-] es la clase de f en °A.

Nota 6.1. A cada a € A le asociaremos ¢, : P — a, lo cual induce el encaje diagonal
AtA A

Proposicion 6.1. Si A admite funciones de skolem definibles, entonces A : A — °A es
un encaje elemental, es decir A < °A.

Demostracion. Ya que A substructura de °A, y A admite funciones de skolem
definibles, entonces, A es cerrado respecto a funciones de skolem definibles y por lo
tanto es una substructura elemental de °A [1]. O

Proposicion 6.2. D es principal & A es un isomorfismo.

Demostracion. [=]. Si D es principal, tenemos que existe S = {a} € D. Por lo que
tendremos que f ~ ¢y, es decir que s6lo nos interesara la imagen de la funcién en el
elemento a. Por tanto A es un isomorfismo.

[<]. Si A es un isomorfismo, tenemos que la funcién identidad id : P — P es
equivalente a una funcién constante c,, con a € P, pero como el conjunto en donde

21
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pueden ser iguales es {a} ya que la funcién id asigna imagenes distintas a cada p € P,
entonces tenemos que {a} € Dy como D es ultrafiltro, tendremos D debe de constar
de todos los conjuntos que contienen a a (ya que la interseccién de {a} con cualquier
conjunto de D debe ser no vacia). Asi tenemos que D es principal.

O

Supongamos que A : A — °A es un encaje elemental. Denotamos °P =Def(P")/D,
entonces cada funcién definible f : P — A induce una funcién

°F:°P —>°A, °F(°g)=°(fog), parag: P —>Pe°ge’P

En particular para la funcién identidad id:P — P, tenemos:
OF(Oid) — Of

Aplicaremos esta construccion al anillo de los enteros no estandar O.

Como establecimos anteriormente, podemos definir *Z en O y tratar la totalidad de
la situaciéon como codificando en *Z, ya que para cada a € O existen zy, ...,z, € Z tal
que z,+22a+73a*+...+z,a" ' +a" = 0, asi que mientras las propiedades algebraicas de la
anillo O son interesantes en si mismas, la l6gica detras de O, es realmente sélo la 16gica
de *Z. Asi tenemos que como *Z admite funciones de skolem definibles, entonces O
también admite funciones de skolem definibles.

Tomaremos P = g (viendo a ¢ como un subconjunto de O) y todo ultrafiltro
serd sobre Def(g). Denotaremos °O = °Op = Def(0O¥)/D.

Ahora fijamos un ideal maximo m C O (no necesariamente definible), sea D =
D(m), y consideremos °Op.

Un elemento °g € °p, es la clase de una funcién g : ¢ — @, la cual nos proporciona
una p-familia de ideales primos definibles

{g(P)} = {glap, Bp)} = (@}, B},

por lo tanto la ultrapotencia nos genera un ideal primo definible (°a’, °f’) indexado por

o

g-
Nota 6.2. Sea °N la ultrapontencia de *N asociada a D, °a = (°a’, °f’) el ideal indexado
por °g y °k € °N, decimos que °a € °a’ siy sélo si existe S € D tal que f(q) € g(q)X@,
donde f : p > Oy k : ¢ — *N son las funciones definibles asociadas a °a y °k
respectivamente.

Proposicion 6.3. En °Op la clase °id € °p C °O representa a un ideal mdximo
2-generado M = (°a, °B) donde °a, °B son funciones definibles.

Demostracion. Basta probar que 9t es maximo. Supongamos que no lo es, entonces
F°x ¢ M, (°x,°a, °B) # °O. Pero como tenemos que {p € @ : (xy, @p,Bp) = O} € D ya
que (@, By) es un ideal maximo en O, lo nos lleva a que (°x, °e, °B) = °0, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto 9t es maximo. O

Explotaremos la relacion entre el ideal no necesariamente definible m y el ideal
definible M con el fin de llevar acabo la clasificacién de los m-ideales en el capitulo
siguiente. El resto de esta seccion esta dedicada a una andlisis preliminar de esta
relacién.

El siguiente teorema sirve como una ilustracién del principio general de que el
andlisis de los ideales no definibles puede ser reducido al andlisis de los ideales
definibles.
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Teorema 6.1. Si m es un ideal mdximo de O y D = D(m) entonces
MNO =m
y el homomorfismo inducido
h:0/m— °Op/M
es un isomorfismo, es decir M extiende m.

Demostracién. Para la primera afirmacion, fijamos a € O. Entonces

aeM

< °Op satisface que °c, € M

— {pegp:aepleD

— S,€eD

< a € m(D) = m, como se deseaba.

Asi h es un monomorfismo. Probaremos que /4 es epimorfismo, elegimos °f € °Op
y fijamos un conjunto acotado S € D. Probaremos que °f mdd M estd en la imagen
de h.

Por el Teorema 4.2 nosotros podemos encontrar a € O satisfaciendo:

a=f(p) médp VpeS
Entonces °Op satisface que °c, = °f mod M, asi Ala méd m) =°f mod M. O

La reduccién de la clasificacion de los m-ideales a la clasificacion de los 9t-ideales
se lleva a cabo de manera similar. Sin embargo un punto relativo a la transferencia de
la estructura de segundo orden de O a °Op merece aclaracién ya que necesitaremos
cuantificar elementos en conjuntos no definibles.

Dado X C O definible, definido por la férmula y(x, @), establecemos:

°X =°Xp ={°f:°0p ExCf,a)

Equivalentemente °X = {°f : {p : f(p) € X} € D}, y podemos por tanto extender esta
notacién a conjuntos no definibles X también. Esto es inadecuado desde nuestro punto
de vista, ya que no produce la ecuacién siguiente deseable: °m = M.

Proposicion 6.4. Sea a es un ideal de O (no necesariamente definible) y °a por el
procedimiento sugerido, entonces °a = a°Op.

Demostracion. Fijemos °f en °a'y escogemos a,b en m asi que S, C {p : f(p) € a}.
Sea o’ el ideal generado por el conjunto {f(p) : p € S,p} € a, notemos que a’ es
definible ya que f y S, lo son. Entonces a’ = (c,d) para c,d adecuados y asi para
algtn p € S, podemos escribir f(p) = cfi(p) + df2(p) con fi, f> definibles. Entonces
°f = ¢°fi + d°f> estd en a°Op. Por otro lado si x°f € a°0, con x € ay °f € °O,
entonces {p : f(p)x € a)} € Dy por lo tanto x° f € °a. m]

Podemos mostrar que en efecto, cuando m es no definible m°Op = °m no sdlo
falla en ser maximo, incluso no es primo. m°Op = °m estard contenido en al menos 3
diferentes ideales maximos, exactamente uno de los cuales es definible, a saber, Mt. La
prueba de este hecho ocupa el resto de esta seccion.

Primeramente consideraremos ideales definibles sobre m°Op = °m, es decir
definible usando pardmetros de °m.
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Teorema 6.2. Si m estd contenido en el ideal propio definible W de °Op entonces
A =M

Demostracién. Un ideal propio definible U de °Op corresponde a dos funciones
definibles fi, f> : ¢ — Otales que A = (° f1, ° f»). Podemos asumir que para cada g € g,
(f1(a), f2(a)) # Oy entonces fijamos una funcién definible g : ¢ — g tal que para cada
q €, g@ 2 (fila), 2(q)) # O, esto se puede realizar gracias a la definibilidad de
cada (fi(q), f2(q)) y por tanto tiene una factorizaciéon en primos definibles para cada q.
Entonces la funcién g nos genera un ideal primo %A C B, € Oy por tanto conteniendo
a m. Afirmamos que:

Para § € D, tenemos g(S) € D (6.1)

Para probar lo anterior, supondremos que (6.1) no se cumple, asi que podemos tomar
S,T € Dcon g(S)NT = O (sin perdida de generalidad podemos tomar a S, T acotados).
Por el Teorema 4.2 escojemos a € O tal que:

a=0 moéd gparage T Aa=1 mdd qparaqe g(S) (6.2)
Entonces a € m C B, asi {q € 9 : a € g(q)} € D. Por lo tanto

Sniaep:acgl@l={aeS:acg(@}eD

pero el anterior conjunto es vacio por (6.2), lo cual es una contradiccion. Asi (6.1) se
cumple. Ya que D es un ultrafiltro se sigue que {q : g(q) = q} € D (por [2] Corolario
1.11), es decir, °g = °id. Por tanto P, = IN.

Hasta ahora hemos demostrado que 2 C 9. Escribiendo A = IMA’, afirmamos
que A = °Op. De lo contrario el argumento que han dado muestra que A’ C M ya
que A’ | Ay por tanto A € A, asi que m C A C M2, Esta posibilidad es facilmente
eliminada ya que si fijamos S € D acotado y sea b = [[g g € m. Si m C 92 entonces
M2 divide a b°Op, por tanto {q € ¢ : o? divide a b} € D. Como el anterior conjunto es
vacio, tenemos una contradiccion. O

Andlogamente podemos probar el siguiente resultado:

Teorema 6.3. Sean m, n ideales mdximos de O, y sea D = D(m). Las siguientes son
equivalentes:

1. n= 0N A para algiin ideal definible N de °Op.
2. 1= 0NN para algiin ideal mdximo definible R de °Op
3. D(n) = f(D(m)) para alguna funcion definible f : 9 — .

Demostracion. 1 = 2. Sean = O N A, con A un ideal definible de °Op. Como A es
definible, existen fi, f> : ¢ — O funciones definibles tales que U = (° f1,° f>), Podemos
asumir que para cada q € @, (f1(9), f2(q)) # Oy entonces fijamos una funcién definible
g: 9 — ptal que para cada q € p, g(q) 2 (fi(q), f2(a)) # O. Entonces la funcién g nos
genera un ideal maximo definible 9, tal que A c N C O y por tanto conteniendo a n.

Ya que O N % es un ideal de O conteniendo a n, por la maximalidad de n tenemos
n=0nN€%.

2 = 3. Ahora suponemos que se cumple que existe un ideal miximo definible
9 de °Op tal que n = O N N. Como N es definible y maximo podemos escoger una
funcién definible f : ¢ — @, que nos genera el ideal 9. Demostraremos que D(11) =
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{S Cp:f1(S) e Dm)} =: f(D(m)). Sin pérdida de generalidad tomemos S € D(1)
acotado, por tanto, existe a,b € ntalque S = {p € p : p | (a,b)}. Ahora vemos que
S =hep: fGeS={ecp: f»] (b)), comon c N, tenemos que
{pep: f(p)]| (ab)} € D(m) (yaque a,b € N si el anterior conjunto estd en D(m).
Y por tanto f~1(S) € D(m), asi D(n) C f(D(m)). Por [2], tenemos que f(D(m)) es un
ultrafiltro. Entonces D(n1) = f(D(m)).

3 = 1 supongamos que D(1t) = f(D(m)) para alguna funcién definible f : p — .
Usando f podemos generar un ideal maximo definible M. Basta mostrar que n c N,
Pero como para cada a,b € n, S,y € D(n) = f(D(m)), tenemos que f -1(s @h) =1{p €
9 f(P) € Sant ={pegp: f(p) | (a,b)} € D(m) y entonces n C N, por lo tanto
n=0NM€N.

O

Ahora vamos a volver a la pregunta: ;cuantos ideales mdximos de °Op puede
contener °m = m°Op?, probaremos que el nimero de tales ideales es al menos 3.

Teorema 6.4. Sea m un ideal no definible de O, D = D(m). Entonces el niimero de
ideales mdximos de °Op conteniendo °m = m°Op es al menos 3.

Demostracion. Fijamos un orden lineal definible < de g (podemos utilizar el heredado
por la contencién que tenemos g C *N), y por tanto también de °pp. Sea °D = {°Sp :
S € Dj}. Afirmamos que podemos aumentar °D con cualesquiera de los siguientes
conjuntos:

X={"pp€’pp:°pp<pM}, Y={"pp€°pp:°pp>p M.

Afirmamos que °D U {X} y °D U {Y} generan filtros propios. Teniendo en cuenta el
filtro principal D(9)t) esto dard lugar a al menos 3 ultrafiltros, y por tanto a al menos 3
ideales médximos ( por el teorema 5.1).

Basta verificar que °D U {Y} genera un filtro propio. Para ello supongamos lo
contrario que para un conjunto S de D tenemos °Sp N'Y = 0, es decir, no hay una
funcién f : 9 — @ definible tal que ° f >p IN. Esto es falso, por que si definimos una
funcién f : § — S de tal forma que f(p) = p’ donde p’ > p y no existe p” tal que
p<p” <p VpeS (conlaexcepcion de la p mas grande en S, si hay una) entonces
claramente ° f >p M. m]



Capitulo 7

m-ideales

Empezaremos por considerar un ideal maximo definible m en el anillo de enteros
algebraicos no estandar Q. Definiremos como los m-ideales, a los ideales a de O
contenidos en m (no necesariamente definibles) y en ningtin otro ideal maximo.

Proposicion 7.1. Si a es un m—ideal definible entonces a = m" para algiin nimero
natural no estandar n € *N.

Demostracion. Como my a son definibles, a tiene una factorizacién en ideales primos
definibles y como m es el tinico que lo divide, entonces se tiene lo deseado. O

En general sea
se={ne'N:acm”

Entonces s, es una cortadura de Dedekind, en el sentido de que s, es un segmento
inicial de *N, lo cual nos lleva a que s, puede o no tener elemento maximo. Nos
referiremos al conjunto de todas las cortaduras como la complecion de Dedekind de
*N, y escribiremos m < s, m > s, m = s de acuerdom € s,m ¢ s, s = [1,m], donde
m e *N.

Observacion 7.1. (<, m" = {J,s, m" para cualquier cortadura de Dedekind s.

Demostracion de la observacion. Claramente (1, ., m" 2 (J,-, m", y reciprocamente
sia € (<, m" entonces el exponente n de m en la factorizacion de (a) en ideales
definibles debe ser al menos s, asi a € | J,,,, m". O

Notacion7.1. m* =

Podemos extender la definicién de un m-ideal para el caso en que m no es
necesariamente definible, es decir, ideales a de O contenidos en m (no necesariamente
definible) y en ningiin otro ideal mdximo. Ahora daremos algunas caracterizaciones
para m-ideales:

m
m<s MU,

Lema 7.1. Sea m un ideal mdximo (no necesariamente definible) de O, a C m.
Entonces los siguientes son equivalentes:

1. aes un m-ideal
2. D(a) = D(m)

3. para alguna n € *N el conjunto m™ := {a" : a € m} estd contenido en a

26
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Demostracion. 1 = 2 Es claro que D(a) € D(m). Ahora supongamos que D(a) no es
ultrafiltro, entonces existe U ultrafiltro distinto de D(im) conteniendo D(a), por tanto,
dichos ultrafiltros nos genera dos ideales maximos distintos conteniendo a a lo cual es
imposible por Teorema 5.1. Por lo que D(a) es un ultrafiltro.

2 = 1 primero veamos que a estd contenido en m; si a € a, entonces S, € D(a) =
D(m) por lo tanto a € m(D(m)) = m. Ahora demostraremos que m es inico:

acm’

= D(a) C D(m")

= D(m) c D(m’")

= D(m) = D(m’)

=>m=n.

3 = 2 Como paracadaa € m, S,» = §,, entonces D(in) C D(a), y ya que D(in) es
maximo, tenemos lo deseado.

2 = 3 Fijamos a € ay factorizamos (a) = [], p*®™. Sea n =sup,(s(p)) (véase
teorema 4.1). Afirmamos que m™ C a. De hecho fijamos b € m®™, escribimos (b) =
I1, p®,yseaS = {p € ¢ : t(p) > 0}. Entonces ¢ > s sobre §. Como S € D(m) = D(a),
fijamos (c,d) C atal que S 4 C S. Por lo tanto b € (a,c,d) = [[s,,, PP < a, donde
r(p) < min[s(p), #(p)] < 1(p). m|

Note también que si m es definible, entonces 3. es equivalente a:
3’. Para alguna n, m" C a.

Teorema 7.1. Supongamos que m es un ideal mdximo definible. Entonces cada m-ideal
puede escribirse tinicamente como a = m*, donde s, es la cortadura de Dedekind en
*N, asociada a a definida arriba.

Demostracion. Nétese primero que cada ideal a de la forma m* es un m-ideal, porque
si elegimos n > s entonces m” C a.

Supongamos entonces que a es un m-ideal. Si a es cualquier elemento de a 'y (a)
tiene la factorizacién (a) = m*J con (J, m) = O entonces m* C a. En efecto, para alguna
n > s, m" C a. Por otro lado, (J, ") = O, entonces tenemos 1 = ), aib? + By, donde
biemAyeJ, porlotanto Vb € m  b* = abh(F a;ib?) + Byb* € (m", m*J) C a.

Claramente a € m*. Sin > s, debemos mostrar que m” C a; entonces se sigue que
a2 s, m" = m® y la prueba estard completa.

Fijamos n > s,. Entonces a ¢ m”", asi podemos elegir a € a — m" y escribimos
(@) = mKJ con (m,J) = O,k <n—1. Asim” € m""! € mf C a. Esto completa la
prueba. O

Ahora podemos usar la técnica del capitulo anterior, para reducir el caso de los no
definibles a los definibles. En la presente situacion esto parece requerir ligeramente
mas cuidado de lo que en realidad se requiere.

Teorema 7.2. Sea M C °O el ideal mdximo definible asociado a m como en Capitulo
5. La funcion n : A — a := AN O desde M-ideales de °O a los m-ideales de O es una
correspondencia biunivoca.

Demostracion. Sea °N la ultrapontencia de *N asociado a D(m). Ahora debemos
verificar primero que  manda los i-ideales a los m-ideales. Asumimos por tanto que
A es un M-ideal y que M™” C A, con °n € °N. Fijamos un conjunto acotado S en D y
sean = supg °n(q) (ver Nota 5.1). Fijamos a € m. Probaremos que a" estd en U, asi que
a := AN O es un m-ideal. Esto es de hecho evidente: a™ estd en A, y @’ divide a a”.
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Probaremos la proposicién definiendo un inverso para m, una funcién extension e
de m-ideales a de O a los Mi-ideales A = e(a) en °Op. Como hemos sefialado, a°Op en
general no es un Mi-ideal (ya que existen al menos 3 ideales maximos que lo contienen).
Si localizamos °Op en M, es decir tomamos

COp)m = {% | €°0p, B € °0p — M)

y entonces intersecamos la localizacion de (a°Op )y con °Op, en efecto conseguimos
un ideal adecuado e(a). Tomaremos un enfoque diferente, equivalente a lo anterior.

Sea a un m-ideal de O y definimos una cortadura de Dedekind s, en °Np por:
nes, = aCMn

El ideal e(a) := M es un NMi-ideal. Asi s6lo necesitamos verificar que roeyeorn
son funciones identidad.

Calculando o e:

moe(a) = MM N O, el cual contiene a a. Por otro lado si a ¢ a A a € IN sea
(@) = M™A en °Op con °n € °Np, (A, M) = °Op. Entonces a ¢ M ™! y probaremos
que a C M1 entonces tenemos a ¢ 7 o e(a), lo cual muestra que o e(a) = a.

Para ello, procederemos por contradiccién. Supongamos b € a, b ¢ M "t
Entonces (b) = M*A con °k < °n, (W,M) = °Op. Ahora a € M ¥, asi para algun
conjunto S € D(m) tal que a € [[5q*® (ver Nota 6.2). Como a es un m-ideal,
tenemos que D(a) = D(m) (por Lema 7.1), por lo que podemos encontrar u,v € a
tal que S(,,) € S.Como b € [Tg, a“V A b ¢ [[g q ¥+ entonces

ae ]_[ qok(Q) - (b’ u, V) — I_l qok/(d) Ca
N

con °k’ < °k, asi a € a, lo cual es una contradiccion.

Ahora, calculando e o 7:

Sea A un Ni-ideal de °Op, por Teorema 7.1 A = Ni**. Entonces e o m(A) = N0,
Debemos mostrar que sqno = sy. Por definicion:

1. OHES(Q[QO) = M"2ANO.
2. °nesy & M "2

Claramente 2 = 1, ya que si °n € sqno) € sau mn oA peroA2D2ANOy
por tanto M 2 AN O. Ahora mostraremos que —2 = —1 para completar la prueba.
Fijemos °a € A, °a ¢ M. Usando Teorema 4.2 para elegir

acO a=f(q) méd @

para toda q en algin S € D(m), donde °k es elegido tan grande que M* € Ay £ :
¢ — O es la funcién definible asociada a °a. Como a — f(q) € A A f(q) € A para todo
qge S’ CS,tenemos que a € A, por tanto a € AN O y como °k > °n, tenemos que
(a—"°a) e M*cm™, por lo tanto a = °a (mod M™), asi a ¢ M. Esto prueba —1,
como desedbamos. ]

Notacion 7.2. Si a es un m-ideal de O sea s, la siguiente cortadura de Dedekind de
ONDZ

Sq = {°n M 2 al.
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Combinando los Teoremas 7.1, 7.2 tenemos:

Corolario 7.1. Para cualquier ideal mdximo m de O, cualquier m-ideal de O puede
ser escrito unicamente como a = N> N O.

Para cualquier ideal maximo m de O y una cortadura de Dedekind s de °Np (D =
D(m)) acordando momentaneamente escribiremos

m* =M NO.
Entonces reescribimos el corolario y la proposicién anterior, como:

Teorema 7.3. Cualquier m-ideal a de O puede ser expresado de manera tinica como
a = m’® donde el exponente s es una cortadura de Dedekind en °Np. Existe una
correspondencia biunivoca entre los ideales m* de Oy los ideales M de °Op.

Este resultado es mds satisfactorio si nosotros adoptamos el siguiente punto de
vista, para cada a € O escribimos la factorizacion de a en primos, de la forma:

(@) = [T,
donde exp(a, ) es una funcion definible de p a *N. De hecho, si escribimos
Specy(0) := 9 € Spec(O) = {m € O | m es un ideal maximo}

generamos una gavilla

°N

Spec(O)

donde la fibra sobre m es °Npy), y exp(a, -) extiende a una seccién como sigue; sea m
un ideal maximo de O, sea D = D(im) y

exp(a,m) := °exp(a, )p
el cual yace en °Np.
Proposicion 7.2. Para cualquier cortadura de Dedekind s en °Np
m* ={a€O:expa,m) > s}

Demostracion. Sea I = {a € O : exp(a,m) > s}, mostraremos que I es un ideal. Si
a,bel, a+be(a,b), entonces

exp(a + b, m) > exp((a, b), m) = min [exp(a, m), exp(b, m)] > s

porloque a+b € I. Analogamente, seaa € Iy b € O, ab € (a) por lo que exp(ab, m) >
exp(a, m) > s, por lo tanto ab € I. Lo que muestra que / es un ideal.

Ya que I C O, basta probar que I € MM* = (Jo,o, M7, es decir, sia € I, a € M* si
y sélo si existe °n > s tal que a € M™. Sea °n := °exp(a,-) > s, pero por la Nota 6.2,
tenemos que a € Mexp@) Por otro lado si a € m*, entonces existe °n tal quea € nn,
siy sélo si °exp(a, -) > °n. O
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Por tanto esta férmula deberia ser tomada como la definicion de m*. Entonces es
fécil probar la primera parte del Teorema 7.3 sin mirar tan de cerca a °Op.

Ahora especialicemos este resultado para clasificar los ideales primos p de O. Como
cada ideal primo p es un m-ideal para un m adecuado por Teorema 5.1, y como los
m-ideales son clasificados por cortaduras en °Np, los ideales primos serdn clasificados
por “cortaduras primas”.

Definicion 7.1. Si s es una cortadura de Dedekind en °N = °Np:

1. s es una cortadura no principal < s es cerrado respecto a la suma de 1, es
decir, cerrado respecto a la funcidn sucesor.

2. ses una cortadura aditiva <= s es cerrado respecto a la suma.
Podemos introducir dos relaciones de equivalencia sobre °N por:

1. °m ~1 °n & | °m — °n| es finito

2. °’m ~, °n & |log(°m/°n) | es finito

Para la primera relacion, la clase de °n € °N la denotaremos por U(°n) por
ser el universo de °n, que como denota la relacién son los elementos de °N que se
encuentran a distancia finita de °n. Para la segunda tomaremos U'"°2(°n) por ser el
universo “’logaritmo”de °n.

Sea °n € °N fija y la cortadura s = {°m € °N | °m < U(°n)}, veremos que s es una
cortadura no principal. Sea °m € s, si °m es estrictamente menor que U(°n), entonces
°m estd a distancia infinita de U(°n), y al sumarle 1 a °m también serd menor que U(°n)
y por tanto °m+ 1 € 5. Si °m € U(°n), entonces °m + 1 estard a distancia finita de °m el
cual estd a distancia finita de °n, por lo tanto °m + 1 estd a distancia finita de °n por lo
que°m+ 1€ U(°n) C s.

Veamos que si fijamos °n € °N y formamos la cortadura s = {°m € °N | °m <
U's(°n)}, probaremos que s es una cortadura aditiva. Sea °m, °m’ € s; sin perdida de
generalidad supongamos que °m, °m’ € U'°%(n), y supongamos que °m < °m’. Por tanto
tenemos la siguiente desigualdad

2°m’
log( o )

(om + om/)
log| ———
n

ya que | log(%) |< oo. Por lo que °m + °m’ € s, asi s es aditiva.

Cortaduras no principales y aditivas estdn en correspondencia biunivoca con las
cortaduras de los cocientes ordenados °N/ ~; y °N/ ~; respectivamente. Existe una
biyeccion natural entre las cortaduras aditivas y las no principales; a saber la inyeccién
i :° N — °N definida por i(°n) = 2’" induce un isomorfismo de orden entre los 2
cocientes ordenados °N/ ~,, °N/ ~| y esto induce una biyeccién entre las cortaduras
en los cocientes ordenados. Asi si s es no principal podemos definir la cortadura aditiva
2%, y reciprocamente asociaremos a una cortadura aditiva s, la cortadura no principal
log s.

Con la finalidad de reducir la clasificacién de los m-ideales primos a la clasificacién
de los Mi-ideales primos completamos el Teorema 7.3 como sigue, pero antes daremos
una definicién para la suma de cortaduras:

Definiremos s + ¢ por:

< 00

[} o/

°k > s+t & paraalgin°m > s, °m’ > t, tal que °k = °m + °m’.
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En general s + ¢ # {°m

+° m < s,°m’ < t}. Ya que para una cortadura aditiva
s, tenemos {°m + °m’ : °m < s, s.

Teorema 7.4. m*m’ = m**'. Equivalentemente, la correspondencia del Teorema 7.2
preserva la multiplicacion.

> s o ¢ .
Demostracion. Ahora como m* = o, m',m' = (Jo, m7,y

°k>s+t °i>s,° j>t

por tanto podemos ver a m* como unién de potencias de m?, donde °i es una cortadura
principal, por lo que tenemos que demostrar que

U mk=Um’Um]= U mim/

ok>s+t °i>s °j=t °izs,° jzt

asi s6lo basta probar el teorema cuando s, £, s + f son enteros, °i,° j, °i + °j € °Np.

Usaremos la férmula m™ = {a € O : exp(a, m) > °i}, mencionado anteriormente.
Entonces claramente m'm’™/ € m'™"/, en efecto si S| = {p : exp(a,p) > iy} y S =
{p : exp(b,p) = j,}, con §,S2 € D(m), entonces Vp € S| N Sy, explab,p) > iy + j,
y por lo tanto S = {p : exp(ab, p) > i, + j,} € D(m). Para la inclusién inversa fijamos
a € m'™"J y escribimos (a) = [ ¢ donde °k > °i + °j. Podemos tomar °k = °k; + °k,
con °ky > °i,°ky > °j. Sean:

a= H qkl(Q)’b — 1—[ qkz(Q).
Entonces a € ab € m ‘m’/ como querfamos. o

Teorema 7.5. El m-ideal m* es primo si y solo si s es aditivo o s = 1. Por tanto, en
particular, en la correspondencia entre m-ideales y los M-ideales, los ideales primos
de un lado estdn en correspondencia con los ideales primos del otro lado.

Demostracion. El segundo enunciado se sigue inmediatamente del primero, ya que los
ideales correspondientes son asociados con la misma cortadura. Esta correspondencia
entre los m-ideales primos y los M-ideales primos, a primera vista puede parecer
evidente, pero si requiere de una prueba.

Fijemos un m-ideal m* y asumimos que s es aditivo. Entonces m* es primo, ya que
si ab € m*, entonces

exp(a, m) + exp(b, m) = exp(ab, m) > s

(el hecho de que exp(-, m) sea un homomorfismo se sigue de que exp(-, p) lo es para
todo p € p) y asi por la aditividad de s, exp(a,m) > s o exp(b,m) > s, asi que a 0 b
estd en m®.

Sim'esprimoy s > 1, °m,°n < sentonces m® 2 m™ m”, asi m* 2 m"m’”" =

m ™7 el cual prueba que °m + °n < s, entonces s es aditivo. O

Corolario 7.2. Un ideal a es primo si y sélo si, cumple con las siguientes propiedades:
1. aes un m-ideal, para algiin m.

2. Siparatodaa, a* € a = a€ .
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Demostracion. [=] Por Teorema 5.1, a es un m-ideal, para algin m. 2. se cumple por
ser a primo.

[<] como a es un m-ideal, a = m®, con s una cortadura. Entonces tenemos que
probar que s es aditiva, supongamos que no lo es, que existe n < s tal que 2n £ s, por
tanto tenemos las siguientes contenciones:

m* > m® > m?”

Tomemos a € m" — m?, pero como a*> e m** ¢ m* = a, entonces por[2.]a € a = m?,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto s es aditiva, asi que a es primo. O



Capitulo 8

Ideales Generales

Nuestra intencidn es expresar a cada ideal a de O en la forma:

a=[]m™ 8.1)

meM

donde M sera el espacio de los ideales maximos, y s, toma valores en el conjunto de
cortaduras de Dedekind en °Np donde D = D(m), m € M. Una manera de hacer esto
comprensible es realizar lo siguiente.

Comenzamos definiendo el siguiente conjunto:

Sea °Np, la complecién de Dedekind de °Np, es decir

°N = {s : s es una cortadura de Dedekind en °N}

con la operacion suma antes definida. Notemos que °N tiene un orden lineal (véase [5]
para mds propiedades sobre la aritmetica de °Np).
Abhora sea:
N ={m,c): me M,c e °Np, D =D(m)).

El espacio M de ideales maximos es visto como un subconjunto abierto denso
del espacio de Stone de D(g). En efecto si X € Def(p), entonces X C ¢ definible,
asi tenemos a = [],cxp = (a,b) C m para algin ideal maximo m, por lo tanto
X = S.p € D(m). N es una gavilla sobre M. Dando una topologia a A/ asociando
a cualquier definible S € My cualesquiera f,g : S — "N funciones definibles el
conjunto abierto bdsico:

Os.fe=f{(m,c) e N:meS,°g<c<°f, D=D(m)}

donde ° f, °g € °Np son como en el Capitulo 5.

Cualquier funcién s : M — N satisfaciendo 7 o s = id ( con x la proyeccién
de N a My id la identidad en M ) es llamada una seccién de NV. No usaremos las
secciones continuas de NV , en vez de eso utilizaremos las secciones semicontinuas de
N, las cuales estin definidas como las secciones de A que son continuas con respecto
a la siguiente topologia mas gruesa:

Os.f={(m,c) € N :meS,c<°fdonde°f € °Np, con D = D(m)}

33
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Vamos a relacionar los ideales de O y las secciones semicontinuas de A/ como
sigue. Si a es un ideal de O, sea s, : M — N definida por s(m) = (m,c) donde
¢ estda determinada por a,, = m° (aqui a,, = aQy, con a localizado en m; esto es un
m-ideal).

Teorema 8.1. La correspondencia a +— s, es un isomorfismo entre el reticulo de
ideales de O y el reticulo de secciones semicontinuas con soporte compacto de
N. Respecto a esta correspondencia, la multiplicacion de ideales corresponde a la
adiccion puntual de secciones, siendo esta adicion la adicion de cortaduras.

Demostracion. En lo que concierne a la adiccidn de cortaduras, revise el Teorema
7.4. Es claro que cada s, tiene soporte compacto (ya que el soporte de una funcién
es cerrado y el espacio de Stone es compacto) y que la correspondencia a +— s, €s
1 — 1 puesto que si dos ideales tienen la misma localizacién en cada ideal maximo,
deben coincidir. Por tanto debemos verificar que el rango de a — s, es precisamente el
conjunto de secciones semicontinuas con soporte compacto.
Observemos en primer lugar que
%= s

Ya que para cualquier a, b tenemos s, ) = inf(s), S)), s6lo tenemos que mostrar que
cualquier seccidén semicontinua es un infimo de las secciones continuas de la forma
S(a,p) (sOlo trataremos con la secciones con soporte compacto). Esto es casi directo
de la topologia general. (Usando el teorema chino del Resto). En efecto, sea s una
seccién semicontinua con soporte compacto, asi podemos hallar, utilizando el teorema
chino del resto, A = {a € Ola € m, para todo m, con s(m) = (m,c) y ¢ # 0}, es decir,
podemos hallar a en cada elemento del sopote de la seccién s. y como para cualesquiera
par de elementos a,b € A, s, = Inf(s(), S)), tenemos una sucesion en el soporte de
s, ¥y ya que dicho soporte es compacto, entonces s = inf 5¢ ). O
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