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Introduccion

A consideracién del lector, el primer capitulo pretende dar una introduccién general
y rapida de los conceptos basicos de geometria diferencial, esto con el objetivo de hacer
un vinculo con el contenido de los siguientes capitulos, ya que a través del desarrollo de
conexiones en haces principales se pueden obtener elementos fundamentales de geometria
diferencial, asi como el término geodésica y la construccién del mapeo exponencial sin
considerar una variedad con una métrica riemanniana y que al tomarla se obtenga una
construccién equivalente. Los temas centrales a tratar son los siguientes: en una situacion
general se desarrollardn los conceptos de Haces Principales P(M,G), Haces Vectoriales
(E, M, 7g,F*), Haces asociados E(P,F) y distribuciones sobre variedades diferenciales.
Para la variedad base M, el ejemplo tipico para entender estas construcciones es el Haz
lineal L(M) y la variedad tangente T'M (que también es un haz vectorial) como uno de
los haces asociados mas importantes a este haz principal. Naturalmente, la teoria de Lie
juega un papel sobresaliente para el desarrollo de este trabajo, tanto en grupos como en
algebras de Lie.
Dado un grupo de Lie GG, un haz principal P es un G-espacio que se proyecta sobre la
variedad M con la particularidad de que la proyecciéon 7 sea localmente trivial, por lo
que la fibra en cada punto es difeomorfa a G. A través de la accién de G obtenemos una
distribuciéon & G-invariante que se origina a partir del dlgebra de Lie g de G, llamada
Distribuciéon Fundamental. Enseguida introducimos el concepto de Conexién I' sobre P,
nuevamente una distribucién G-invariante complementaria a la Fundamental. La distribu-
cién Fundamental es representada como una vertical y la Conexién como una horizontal en
el espacio tangente a P. Mediante estos dos objetos podemos definir caminos horizontales
7* en P que se proyectan sobre un camino 7 en M predeterminado, en particular, los ca-
minos que se proyectan sobre un lazo en M con punto inicial y final x estan determinados
de manéra Unica por su punto inicial en la fibra de x. Es asi como presentamos el concepto
de Holonomia. El conjunto de lazos con punto inicial y final x en M es un grupo y de
aqui se induce una accién en la fibra de x que genera el grupo de holonomia ®(z), y que
basicamente es el mismo para todo punto en M donde cabe mencionar que ®(x) es un
grupo de Lie.
La conexién I' en P se puede llevar a cualquier haz asociado y asi definir el transporte
paralelo, una herramienta bésica para toda esta teoria. Particularmente en una variedad
riemanniana (M, g), de todas las conexiones en el haz lineal tomaremos la de Levi-Civita
(la tnica que es simétrica y compatible con la métrica) para aplicar la holonomia, donde
el grupo de holonomia lineal ¥(z) actia en T, M en forma de isometrias. Por ultimo,
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haciendo teoria de representaciones se obtiene el teorema de descomposicién de De Rham,
que establece que una variedad simplemente conexa y completa se puede descomponer
de manera tnica como producto de irreducibles salvo permutaciones, donde el término
irreducible se define a partir de la accién del grupo de holonomia lineal sobre el espacio
tangente a M en el punto en cuestién.

En este trabajo no abordaremos la clasificacion de variedades riemannianas irreducibles;
sin embargo, podemos comentar que se conocen todas: Las euclidianas que son de dimen-
sién uno, los espacios Simétricos y las variedades de Berger (espacios no simétricos). El
espacio R" es euclidiano (producto de n espacios irreducibles dados por el producto carte-
siano) y todas las esferas son espacios simétricos irreducibles. Las variedades de Berger son
de mi interés y me gustaria estudiarlas en el futuro para dar continuidad a este trabajo.



Capitulo 1

Variedades Diferenciales

1.1. Estructura Diferencial

Definiciéon 1.1.1. Sea M un conjunto, diremos que M tiene estructura diferencial si
existen funciones biyectivas x, : Uy, C R®™ — M donde « estd en un conjunto de indices A
vy U, es un conjunto abierto de R", tales que cumplen con las siguientes propiedades:

L. U Xa(Ua) =M.
a€A

2. Si xa(Ua) N xs(Ug) = W, los conjuntos x5 (W) y Xgl(W) son abiertos en R" y
la funcién XEI °Xa : Xal(W) C R® — XEI(W) C R™ es diferenciable en el sentido
euclidiano.

3. La familia § = {(Xa,Ua)}aeca es llamado atlas y es maximal con el orden dado por
C bajo las condiciones anteriores.

El conjunto M adquiere una topologia dada por la estructura diferenciable, es decir,
los subconjuntos x,(U,) son vecindades abiertas para todo punto de M. La condicién
de maximalidad del atlas no es necesaria, es decir, al tener una estructura diferenciable
sabemos que éste puede ser completado a un atlas maximal, por lo que podemos manejar
una estructura diferenciable pensando siempre en completarlo.

El par ordenado (xa,Us) se conoce como carta coordenada y M es llamada n — variedad
diferenciable o variedad diferenciable de dimensién n o simplemente la denotaremos como
M™.

Definicion 1.1.2. Sean M; y M variedades diferenciables de dimensién n y m respecti-
vamente, una funcién ¢ : My — My es diferenciable en p € M; si para dos cartas (x,U) y
(X, V) para p y ¢(p) respectivamente, la funcién

Y lopox:UCR®—R™

es diferenciable en el sentido euclidiano. Se dice que ¢ es diferenciable si lo es en todo
punto de M.
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Observamos que al considerar un punto p en una variedad M™ y una carta (x,U)
automdticamente la vecindad x(U) de p adquiere coordenadas locales 1, ..., x, a través
del homeomorfismo Y, es decir, para cualquier punto ¢ € x(U) se tiene que x~'(q) =
(21(q), ...,z (q)) y de ahora en adelante x~!(p) = 0 siempre que tomemos una carta a
partir de el punto dado p.

Definicion 1.1.3. Sea M una n-variedad diferenciable, una funcién diferenciable ¢ :
(—€,€) — M se llama curva suave en M, definimos el vector tangente a la curva en el
punto ¢(0) como la funcién ¢/(0) : D — R, donde D es la familia de funciones en M
diferenciables en el punto ¢(0), dada por

C0)(f) = gifoclimo -

Y denotaremos el conjunto de vectores en el punto p como T,M = {/(0) | ¢ es una curva
en M} llamado el espacio tangente a M en p.

Observacion 1.1.4. Si x(U) es una vecindad coordenada para p = ¢(0) en M con coor-
denadas locales (z1, z9, ..., z,,) definidas por la carta, tenemos que fox = F(x1,x2,...,xy)
y x toc(t) = (z1(t), 22(t), ..., (t)). Por lo que foc = F(x1(t), z2(t), ..., 2,(t)) y el vector
tangente a ¢ se expresa como

LO)(f) = S (0),5(0), . rm_zx Zm

83;,

Es decir, la expresiéon anterior depende sélo de la derivada de ¢ en las coordenadas
(x1,22,...,25) y por lo tanto el vector tangente depende tnicamente de la carta coor-
denada (x,U).

Definicién 1.1.5. Con las operaciones suma de funciones y la multiplicaciéon por escalar
el espacio tangente a M en p, T,M es un espacio vectorial generado por las funciones

o] o]
Ozx1’ Oxg " ’8:(: :D—=R.

Observacién 1.1.6. Dado que T, M es un espacio vectorial (real) cuya dimension es n,
la funcién

0 0 0
(Y1,Y2, - Yn) '—>y18—$1+y28—$2+m+yn8—% (1.1)

es un isomorfismo lineal ¢ : R" — T, M.

Una vez definido el espacio tangente a una variedad en un punto, podemos hablar de
la diferencial de una funcién entre variedades diferenciales en cada punto, y diremos que
una funcién es diferenciable si lo es en cada punto.

Definicién 1.1.7. Sea ¢ : My — My es una funcién diferenciable, dy,p : T,My — T,,M> la
diferencial de ¢ en p € M se define como d,p(v) := (¢ o ¢)’(0) donde ¢ es una curva que
en el tiempo ¢t = 0 pasa por p y cuyo vector tangente es v.
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Es facil ver que la diferencial es una transformacién lineal entre espacios vectoriales.
Diremos que ¢ es un difeomorfismo si es una funcién biyectiva y su inversa es una funcién
diferenciable.

Observacion 1.1.8. La diferencial de ¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales en cada
punto p € M si ¢ es un difeomorfismo.

Definicién 1.1.9. Sean M y N variedades de dimensiéon m y n respectivamente, decimos
que ¢ : M — N funcién diferenciable es una inmersién (sumersion) si dptp : T,M — Ty N
es inyectiva (suprayectiva) para todo p € M.

Si ademads v : M — (M) C N es un homeomorfismo, donde (M) tiene la topologia
heredada de IV, diremos que % es un encaje. Por lo tanto un subconjunto de una variedad
N es una subvariedad si la inclusién es un encaje.

También diremos que ¢ : M — M una funcién diferenciable en M es una transformacion
(diferenciable) si ¢ es difeomorfismo.

Definicién 1.1.10. Definimos el haz tangente de una n-varidead como el conjunto T'M =
{(p,v) : p € M,v € T,M}. El haz vectorial también se escribe cominmente como T'M =
Upem T M.

Notemos que T'M es una 2n—variedad diferenciable dada por el atlas § = {(Xa, Ua)}ae As
donde una carta (,U) en § es de la forma Y = x x ¢ y U = U x R" con (x,U) una car-
ta en el atlas § de M y ¢ es el isomorfismo lineal definido en la Ecuacién 1.1 (el atlas
definido anteriormente no es maximal). Y definimos la proyeccién como la funcién dife-
renciable 7 : TM — M dada por (p,v) — p para obtener el siguiente diagrama que
interpretaremos mas adelante como una trivializacién local de T'M.

UXR%)Z(U)CTM

x(U)cM

Para M™ y N™ variedades consideremos el producto
M x N ={(p,q) [ peM,qe N}

donde una carta en un punto (pg, go) puede ser tomada como (p x 1, U x V') donde (¢, U)
y (¥, V) son cartas de pg y go en M y N respectivamente.

Dado un vector Z(,, 4) = (Xo,Yo) en T(,, 4)M x N tenemos que existe una curva
(p(t),q(t)) en M x N donde (p(0),¢(0)) = (po,qo) tal que el vector tangente a la cur-
va p(t) en pp es Xy y el vector tangente a la curva ¢(t) en gg es Yy en T,0M y Ty, N
respectivamente. Definimos ¢ : M — M x N como ¢1(p) = (p,q0) y ¢2: N = M x N
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como ¢2(q) = (po,q). Introducimos la notacién X, .y = dpd1Xp ¥ Y(po.q) = dg2Yy y
para cada f: M x N — R se tiene que:

2y (1) = 5 0(8),a(0)) g

= L), )= + = F(po (1)l i=o
= Xp.a) () + Y (f)

De esta forma, el espacio tangente T(, ;)M X N se puede identificar con la suma directa
de espacios vectoriales T, M © T, N. Si ahora ¢ : M x N — V es diferenciable, donde V' es
una variedad diferenciable y definiendo ¢y : M — V como ¢1(p) = ¢(p,q0) y ¢2: N =V
como ¢2(q) = ¢(po, q), se obtiene ficilmente que

d(po,qo)¢(Z(po,qo)) = dpy$1 (Xpo) + dqoﬁbl(yzzo)' (1.2)

Definicion 1.1.11. Un campo vectorial en M es una funcion X : M — T'M, se dira que
X es campo vectorial diferenciable si es diferenciable como funcién entre variedades y se
denotara como X (p) o X, con p € M.

Observacién 1.1.12. Para un campo X y una carta (xa,Us) en un punto p, el campo
se escribe localmente como

= 9,
Xp = Zak(p)8—:nk’ (1.3)
k=1

donde a es una funcién diferenciable sobre U,. El conjunto de campos vectoriales sobre
M se denota como X(M).

Definiciéon 1.1.13. Sea ¢ : M — M una transformacién diferenciable sobre M"™. Deno-
taremos la diferencial de ¢ como dy : X(M) — X(M) definida como

de(X)(p) = dpp(Xp).

Ademds definimos las operaciones suma y “producto”’de campos vectoriales +,- :
X(M) x X(M) — X(M) como

(X +Y)(p) =X(p) +Y(p)

como la suma usual de vectores en cada punto p y
(XY)(f) =X (f))

donde f es una funcién diferenciable sobre M. Definimos el corchete de dos campos vec-
toriales como [X,Y] = XY - Y X.

Observacién 1.1.14. Para X,Y € X(M), el corchete [, | : X(M) x X(M) — X(M)
cumple con las siguientes propiedades:

1. [X,Y] =-[Y, X],
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2. [aX +bY,Z] =a[X, Z] 4+ b]Y, Z] donde a y b son nimeros reales,

3. [fX,9Y] = fg[X, Y]+ fX(9)Y — gY(f)X donde f y g son funciones diferenciables
sobre M,

4. [[X, Y], Z] +[[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (Identidad de Jacobi).

1.2. Variedades Riemannianas

Definiciéon 1.2.1. Sea M una n-variedad diferenciable, definimos una métrica Rieman-
niana g =<, > como un producto interior en cada espacio tangente 7,,M para cada punto
pen M (g, =<,>p) que varfa de manera diferenciable sobre M, es decir, si p € M tiene
una carta coordenadas (Xq, Uy ) con coordenadas (z1, ..., ¥, ), entonces < (%i(q), %(q) >y

es una funcién diferenciable para todo q € x(Uq).

Para una funcion diferenciable entre variedades riemannianas ¢ : M — N, se dice que
la funcién ¢ es una isometria si ocurre que

< u,v >p=< dpp(u), dpp(v) >,

para todo punto p de M y u,v € T, M y que ¢ es una isometria local si para todo p en la
variedad M existe ua vencindad U de p tal que ¢ |g: U — ¢(U) es una isometria.

Definicién 1.2.2. Sea M una variedad Riemanianna y X,Y,Z € X(M). Una conexién
afin es una funcién V : X(M) x X(M) — X(M) que se denota V(X,Y) = VxY y que
cumple con las siguientes propiedades:

L. VixigvZ = fVxZ +gVxZ con f,g € C>®(M),
2. Vx(Y—i-Z) =VxY +VxZ,
3. VxfY =fVxY + X(f)Y

Observaciéon 1.2.3. Sic: I C R — M es una curva suave sobre M, podemos derivar ¢
como funcién entre variedades, es decir, % : I CR — T, M define un campo vectorial
sobre la curva c. En general si V' es un campo vectorial sobre la curva ¢, decimos que
Y € X(M) induce el campo V si Y(c(t)) = V(¢).

Proposicion 1.2.4. Con las hipdtesis de la observacion anterior, se tiene que una cone-
zTion afin define un unico campo vectorial sobre la curva ¢ llamado derivada covariante de
un campo vectorial V' a lo largo de una curva c, dado como

DV

R

que cumple con las propiedades:
p D DV  DW
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2. Bipvy =LV L dy,

Diremos que un campo vectorial V'(t) es paralelo a lo largo de una curva c(t) si V (t) €
T.pyMy % = () para todo t.

Proposicién 1.2.5. Sic(t) es una curva en M y Vi vector en el punto inicial a la curva,
entonces existe un unico campo vectorial paralelo V(t) a lo largo de ¢ tal que V(0) = Vj
llamado el transporte paralelo de Vy a lo largo de c.

Ademds diremos que una conexién V es compatible con una métrica riemanniana
g =<,> si para cualquier curva « y cualesquiera campos vectoriales paralelos X y Y
sobre a(t) se tiene que el producto < X, Y >o(t) €8 constante para todo t.

Definicion 1.2.6. Una conexién afin V en una variedad riemanniana M es simétrica si
VxY — VyX = [X,Y] para todo X,Y € X(M).

Teorema 1.2.7 (Levi-Civita). Dada una variedad riemanniana (M,g) existe una unica
conexion afin V simétrica y compatible con la métrica.

Definiremos una geodésica como una curva v : I C R — M sobre M si cumple que
%(ﬁ—;’) = 0. Las geodésicas son curvas muy especiales, ya que jugaran el papel de rectas
en la variedad M, es decir, curvas que minimizan distancias, por lo que se construye una
funcién llamada exponencial. Al igual que las cartas, la funcién (o mapeo) exponencial se
define localmente a través del espacio tangente, es decir, dado un punto p en la variedad
existe una vecindad W del origen en T),M, tal que para cualquier X € W, la condicién
inicial (p, X') define una geodésica v; a través del mapeo exponencial Exzp, : V — M, de
tal manera que 790 = p y 4(0) = X. Por lo que existe una vecindad U de p en M, donde
todos los puntos en la vecindad pueden ser unidos con p a través de una geodésica. La
construcciéon de la funcién puede consultarse en [2, pag. 72|. Més adelante se construird el
mapeo exponencial utilizando herramientas que son equivalentes a las que se utilizan
comunmente.

Definicién 1.2.8. Una variedad Riemanniana M es completa (o geodésicamente com-
pleta) si para todo punto ¢ en M, la funcién exponencial Exp, estd definida para todo
veT,M.

Teorema 1.2.9 (Hopf-Rinow). Sea M wuna variedad riemanniana coneza, entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. M es una variedad completa.

2. M es completo como espacio métrico (con la métrica d, generada por la métrica
riemanniana).

3. Todo conjunto acotado (con respecto la métrica dgy) es relativamente compacto.

Ademds, si alguno de estos se cumple, entonces para cualquier ¢ € M existe una geodésica
v que une a q y a p tal que Long(y) = d(p,q).

Se le agregara en el Capitulo 3 una equivalencia mas, la cual tendrd un peso muy
importante en la prueba del teorema final.
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1.3. Funciones con valores en un espacio vectorial

Como vimos anteriorente, el espacio tangente a una variedad en cada punto es una

espacio vectorial (real o complejo) que podemos identificar con un espacio euclidiano. Pa-
ra el espacio R” siempre consideraremos la estructura diferenciable generada por la carta
(Idgn,R™), por lo que cada espacio espacio vectorial sobre los reales (o los complejos)
tambien puede ser considerado como una variedad diferenciable.
Denotaremos entonces C*°(M, V') como el conjunto de todas las funciones diferenciables
f: M — V donde V es un espacio vectorial con la estructura diferenciable de un espacio
euclidiano, y C*°(M,R) lo denotaremos simplemente como C*°(M). La construccién de
espacio tangente nos acerca a esta ultima definicién, pues como habiamos visto, un vec-
tor X, € T,M en el espacio tangente a una variedad M en el punto p opera funciones
diferenciables alrededor de un punto y recibimos nuevamente una funcién diferenciable, y
es por eso que un campo vectorial X € X(M) ademds de ser una funcién diferenciable al
tangente T'M también es considerada como un operador

X : C®(M) — C=(M),

en el espacio de funciones diferenciables con valores reales dado como X (f)(p) = dpf.
Ademas consideramos a C°°(M, V) como un C*°(M)-médulo, es decir, para f € C*(M)
y H € C®(M,V) se tiene que f - H es nuevamente un elemento de C*°(M, V).

Definicion 1.3.1. Una forma r- forma diferencial es una funcién

w:X(M) x - xX(M) — C*(M,V)

r—veces

multilineal y antisimétrica, es decir,
i) Para X3,..., X, € X(M) y g,h € C°(M) y cualquier indice 1 <i<n

w(Xl, vy g - Xi+h - lev ...,XT) =
g- w(Xl, coey Xy ...,XT) +h- w(Xl, ...,XZ{, ...,Xr).
ii) Para una permutacién de indices 7 : (1,2,..,7) — (7 (1), ..., 7(r))
W(le maXr) = (_1)AWW(X7T(1)7 -'-7X7r(7’))7
donde A, es la paridad de la .

A partir de una carta (U, x) sabemos que cada campo vectorial X € X(M) tiene una

expresion local
- 0
X = a;=—,

donde a; € C°°(M) por lo que podemos definir las 1- formas locales dx', ..., dz™ para la
coordenadas locales (z1, ..., z,,) dadas por la regla de correspondencia

of

=q;——.
J .
0z

da? (X)(f)
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Denotamos Q" (M) al conjunto de r-formas diferenciales definidas en una variedad M".
Como consecuencia de la antisimetria de las formas, si n < 7 se tiene que w = 0 si
w es una 1-forma y definimos Q(M) = U QF(M). Ahora veremos con la operacién
producto exterior A cémo construir formas de grado superior a partir de formas de
grados inferiores.

Definicién 1.3.2. Para w; € Q" (M) y we € Q°(M) la r + s-forma w; A ws se define como
w1 A WQ(Xl, veey X?‘a Xr+1, ey Xr+s)

1
= m Z(_l)Aﬁwl (XT('(l)7 ey Xﬂ(r))w2(X7r(7“+1)7 ey X7r(7“+s))

donde la suma se efectiia sobre todas las posibles permutaciones .

r+s

Con la definicién anterior obtenemos que wi A wg = (—1)" 5wy A wy.

Ejemplo 1.3.3. Para wy,ws € Q(M) tenemos que
1
w1 A CUQ(X,Y) = 5(0.)1(X)0.)2(Y) — wl(Y)wg(X)).

En particular tenemos para las 1-formas que wy A wy = —wse A wy y trivialmente
wAw=0.
Si ¢ es una transformacién en M definiremos la funcién ¢* : QY(M) — QY(M) como
(Y*w)(X) = w(dy(X)) para todo X € X(M).
Consideraremos el operador derivada exterior para formas d con la siguientes propiedades:

1. Para toda r, d : Q" (M) — Q"TL(M) es lineal.
2. Dados w; € Q" (M) y wy € Q°(M), se tiene que
d(wi Awe) = d(wi) Awa + (—1)"wy A d(wa).
3. dd=0.
Proposicién 1.3.4. Si Xy, X1, ... X, € X(M) yw € Q" (M) entonces
dw(Xo, X1, X)) =

1 i+ o % 1.4
— > (DX X K K X, (1.4)
0<i<j<r

donde X; es el término que se omite. El casor =1 (que se utilizard en el capitulo siguiente)
se ve como

Ao(X,Y) = (X (V) ~ Y (&(X)) ~ (X, V) (15)

Si ademas f : M — N es una funcién diferenciable entre variedades, entonces definimos
para w’ € Q"(N) la r-forma w = f*w' en M como

(F*)p(X1, oo X) = W (df (K1), oo dF (X)),

Por lo que se puede probar mediante la definicién de derivada exterior que

d(f'w') = fdW). (L6)
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1.4. Distribuciones y Teorema de Frobenius

Definicion 1.4.1. Sea M una n-variedad, una distribucién de dimensién k es una asigna-
cién para cada p € M, p — S, donde S}, es un subespacio vectorial de T, M de dimensién
k.

Se dirda que la distribucién es diferenciable si existen campos vectoriales X7, ..., X
(base para S) sobre M, tales que para cada p en M, los vectores Xi(p), ..., Xx(p) son base
para el subespacio S,. Una distribucion es involutiva si para dos campos vectoriales X,Y
tales que X(p) y Y(p) estdn en S, para todo p € M, el bracket [X,Y](p) estd en S, es
decir, para X; y X; elementos de la base para S, su bracket se expresa como

k
(X0, X5 =D aX;.
=1

Una subvariedad N de M es una variedad integral de la distribucién S si dado f: N —
M el encaje de N en M se cumple que dpf(T,M) = S,. La variedad N es llamada
variedad integral maximal de S si no existe otra variedad integral de S que contenga a N
estrictamente.

Teorema 1.4.2 (Frobenius). Sea S una distribucion involutiva en M. Para todo punto
p de M, existe una unica variedad integral maximal N(p) de S y cualquier otra variedad
integral de p es una subvariedad abierta de N(p).

Este teorema tiene una formulacion diferente, pero totalmente equivalente con las
definiciones previas:
Consideramos €2(M) como el anillo de todas las formas en M"™ con la operacién derivada
exterior. Decimos que Z es un ideal de 2(M) si df € 7 siempre que 6 € Z.
Una variedad integral de un ideal Z C €2(M) es una subvariedad S de M tal que 6(dfs) = 0
para todo 0 € Z, donde fg: S — M es el encaje de la subvariedad S en M.

Teorema 1.4.3. Sea T C (M) un ideal generado por n—k 1-formas ', ....0" % donde
o' =Y A ne’
j=1

para algunas 1-formas 7; (de modo que T es cerrado). Entonces para cada punto de
la variedad M existe una carta (U,p) donde las 1-formas 0',...,0"% son linealmente
independientes y el sistema de coordenadas locales (y',...,y™) dado por la carta (U,p)
cumple que:

n

kL dy™.

1. T es generado por las 1-formas dy

2. La variedad integral definida por I viene dada por el sistema

k+1 _ k+2 _ n o__
Yy = Ck+1,Y = Cg+2,-- Y = Cn

donde c; son constantes.
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1.5. Grupos de Lie

Definicién 1.5.1. Un Grupo de Lie es una variedad diferenciable G con una estructura de
grupo tal que la funcién G x G — G dada por la regla de correspondencia (a,b) — a~ b
es diferenciable.

Sea a € G, denotaremos las funciones b — ab y b — ba sobre G como L, y R,
respectivamente. Sea X un campo vectorial sobre G, diremos que X es L-invariante (R-
invariante) si dL,0X = XoL, (dR,0oX = XoR,). Para cada elemento a en G denotaremos
ad(a) : G — G definida como ad(a)(g) = a ' ga.

Definicion 1.5.2. Un élgebra de Lie g es un espacio vectorial sobre R junto con una
operacion [, |: g X g — g que cumple con
2. [m7 [ya ZH + [27 [m,y]] + [y7 [z,az]] =0.

Definimos el dlgebra de Lie g como conjunto de campos vectoriales sobre un grupo de
Lie G que son L-invariantes (junto con el corchete). Para cada a € G, la diferencial de la
funcién ad(a) : G — G define una transformacién en g que denotaremos como Ad(a) y

cumple que
Ad(a)A = dRg, 0o dL4(A) = dR,(A)

gracias a la invariancia por la izquierda de A por ser un elemento de g.

Observacién 1.5.3. La funcién ag(X) : g — T.G dada por ag(X) = X(e) es un
isomorfismo entre g y T.G, ya que si a(X) = a(Y') entonces se tiene que

X(a)=XoLsle)=dLsoX(e) =dL,o0Y(e)=Y oL, =Y (a)

por lo tanto « es inyectiva. Para la sobreyectividad sea v € T.G, definimos el campo
L-invariante X como X (a) = dL4v para todo aeG.

De esta manera, si d es la dimensién de G como variedad, g tiene dimensién d y es una
subalgebra de Lie del dlgebra de Lie X(G).

Ademads cada morfismo de grupos diferenciable ¢ : G — H entre grupos de Lie induce
un morfismo de algebras ¢ : g — h que viene dado por ¢ = al_il odepoag.

g-------- >
07e g
69 7'y

Definicién 1.5.4. Un grupo uniparamétrico de transformaciones (diferenciables) es una
familia de funciones {¢ : R x M — M} (denotado como ¢(t,a) = ¢t(a)) donde M es una
variedad diferenciable que satisface:
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1. Para todo t € R, ¢, : M — M es una transformacion diferenciable sobre M.
2. Para todo t,s € R, ¢rys = pr 0 5.

Observacién 1.5.5. Cada grupo uniparamétrico de transformaciones en una varidad M
induce localmente un campo vectorial X sobre M, definiendo X (p) como el vector tangente
a la curva ¢;(p) donde ¢y(p) = p. El inverso también es posible, es decir, cada X campo
vectorial sobre M induce un grupo uniparamétrico de transformaciones en G (ver [1] pag.
13).

Proposicion 1.5.6. Sean X un campo vectorial en M, a; el grupo uniparamétrico de
transformaciones de X, y ¥ una transformacion en M. Entonces el grupo uniparamétrico
de di)(X) estd dado por 1o s orp™L,

Suponiendo que X € X(M) tiene un grupo uniparamétrico ¢y, se tiene para Y € X(M)
que
Y —dp (Y
X, Y] = lim L= 92eY)

t—0 t (1'7)

Diremos que X € X(M) es invariante respecto a una transformacion ¢ si dp(X) = X, es
decir, para cada p en M se tiene que dy)(X)(p) = X(¢(p)). Por la Proposicién 1.5.6 po-
demos deducir que su correspondiente grupo uniparamétrico ¢; conmuta con v, es decir,
pro =1 op

Si tomamos A € g con su respectivo grupo uniparamétrico de transformaciones ¢; obte-
nemos para cualquier g € G que:

¢i(g9) = (proLg)(e) = (Lg o ¢i)(e)
= Ly(pi(e)) = gpr(e)
= Rapt(e)gy

por lo que ¢; esta definido globalmente en G. Considerando a; = ¢;(e), tenemos gracias a
las propiedades de grupo uniparamétrico que

por lo tanto, A esté en correspondencia con un subgrupo (uniparamétrico) a; en G.

Observacién 1.5.7. Aplicando ag_la una base {v1,...vg} del espacio T.G tenemos que

el conjunto {a~'(v1),...,a ! (vg)} es una base de campos vectoriales para g. Denotamos
oz_l(vj) =Ajecgparal <j<d

Definicién 1.5.8. Decimos que un grupo de Lie G actia (diferenciablemente por la de-
recha) sobre una varidead M si cumple que:

1. Todo elemento a en G induce una transformacién (diferenciable) sobre M, (a,p) —
pa.
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2. Para todo a y b elementos de G 'y p € M, p(ab) = (pa)b.

Observacion 1.5.9. A través de la accién de G sobre M, todo elemento A de g induce
un campo vectorial sobre M como sigue:
Considerando a; el subgrupo paramétrico de A y tomando 6, : G — M por 7y,(a) = pa,
obtenemos o : g — X(M) definida como

d

a(A)(p) = £5p(at)|t:0-

El campo o(A) es llamado campo fundamental y se denota simplemente como A*.

Un ejemplo de un grupo de Lie que utilizaremos en los siguientes capitulos es GL,(R),
el conjunto de matrices de n x n invertibles con coeficientes reales. La operacién de grupo
estd dada por la multiplicacién usual de matrices y la estructura diferenciable proviene de
la identificaciéon de M, «,(R) con R™.



Capitulo 2

Haces Fibrados

El concepto de haz fibrado esta definido de manera general para espacios topolégicos
sin necesidad de una estructura diferenciable, sin embargo, aqui consideraremos siempre
variedades diferenciales para poder manejar varias herramientas que dependen totalmente
de la diferenciabilidad.

2.1. Fibrados sobre Variedades

Definiciéon 2.1.1. Sea M™ una variedad diferenciable. Un haz fibrado sobre M es una
cuarteta (E, M, F, ) donde E y F son variedades diferenciales, 7 : E — M es una sumer-
sién suprayectiva y para cada p en M existe una vecindad U C M y un homeomorfismo
Y entre 7 H(U) y U x F,

UxF—x Y (U)CE
proyx us
i
U UcM

esta propiedad es llamada trivializacion local y F' es denominada la fibra en el punto p,
esto gracias a que 71 ({p}) = {p} x F, que denotaremos por simplicidad como E,,.

Como primera observacién, la dimension de E es igual a la de M maés la de F' gracias
a la trivialidad local de F.
El ejemplo de haz fibrado que podemos considerar hasta ahora es el haz tangente a una
variedad M™, es decir TM = (T'M,M,R", ), donde 7 coincide con la proyeccién sobre
el primer factor. De esta primera definicién surgen varios tipos de fibrados sobre una
variedad gracias a que no hemos hecho ninguna restricciéon con respecto a la fibra F'. Para
F' considerado como un espacio vectorial tenemos la siguiente definicién:

Definicién 2.1.2. Un haz vectorial sobre una variedad M es un haz fibrado (F, M, F*, )
donde F = F* es un espacio vectorial y la trivializacién local considerada como el par
ordenado (U, 1) es llamado carta de haz. La familia de cartas de haz § = {(Ua, ¥a) faca

13
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es llamado atlas de haz vectorial y cualesquiera dos elementos en la familia son compatibles,
i.e., si para cada p € U,NUg se tiene que 9, o¢6_1 {p} xF* — {2} xF* es un isomorfismo
lineal.

Las definiciones de carta de haz y atlas de haz se consideran para cualquier tipo de
haz fibrado, y las funciones de transicién 1, o 1/16_1 tienen la propiedad de conservar la
estructura algebraica que tengan ademas de la diferenciable de la fibra, esto se verd en la
siguiente seccidn cuando la fibra es un grupo. El haz tangente T'M es un haz vectorial cuyo
atlas de haz vectorial es § = {(Ua, Xa) taca, donde una carta de haz (U, ¥) en § tiene la
regla de correspondencia x(gq, W) = (q, ¢(w)) para ¢ el isomorfismo de R™ en T, M definido
en el primer capitulo a través de la carta (U, x) del atlas de la variedad diferenciable en

p.

x(U) x R2 z x{U)cTM
proy: w

x(U)
Figura 2.1: La trivializacién local de TM dada por la familia §.

x(U)c M

Ejemplo 2.1.3. T*M = {(p,v;)|p € M,v,, € (T,M)*} con fibra (T,M)* es naturalmente
un haz vectorial, donde (7,,M)* es el espacio dual del espacio tangente 1), M.

Ahora daremos un par de definiciones que ayudardan al manejo de fibrados y que se
identificaran en algunos casos particulares (que hasta ahora sélo ha sido TM).

Definicién 2.1.4. Una seccién (diferenciable) en un haz fibrado (E, M, F, 7) es una fun-
cién diferenciable s : M — FE y cumple que mg o s = Idys. Denotaremos como S(E) al
conjunto de secciones de E sobre M.

Las secciones en el haz tangente T'M son precisamente X(M), el conjunto de campos
vectoriales diferenciales en M y S(T*M) es Q' (M), el conjunto de las 1- formas sobre M.

Definicién 2.1.5. Sean (E', M',F' wp/), (E, M,F* 7g) haces vectoriales y F : E' — E
una funcién diferenciable. Decimos que F' es una transformacion entre haces si existe
f : M' — M diferenciable tal que g o F' = f o g y para todo z en M’ se cumple que
F(E’) C Ey(. (diremos que F' es fibrada) ademds de ser lineal en cada fibra.

£ L E
TE TE
M/ L) M

Figura 2.2: El diagrama conmuta sobre las fibras.

Una forma de plantear las distribuciones a través de haces fibrados vectoriales es la
siguiente:
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Definicion 2.1.6. Una distribucién I' sobre M de dimensién k visto como un fibrado es
un haz vectorial (I', M,F* 7) donde T’ = UpemI'p es una subvariedad de 7'M de dimensién
n + k, con un atlas de haz vectorial dado por la familia § = {(Ua, Xa)}aca cuya regla de
correspondencia para una carta (U, x) viene dada como

k
X(pv (a17 ceey (lk)) = (p7 Z aJY}(p))7
=1

donde el conjunto {Y7, ..., Y;} es una base de campos vectoriales sobre U para la distribu-
ciéon I' y 7 es la restriccién de la proyeccién a I' en cada punto.

2.2. Haces Principales

Definicién 2.2.1. Sea M™ variedad diferenciable y (P, M, G, r) haz fibrado donde G es
un grupo de Lie de dimensién d. (P, M, G, m) es un haz principal (fibrado) si satisface las
siguientes propiedades:

1. G actia libremente por la derecha sobre P, es decir, si R,u = ua = x para alguna
u € P entonces a = e (P es un G-espacio).

2. M es difeomorfo al cociente P/G y la proyeccién natural P — P/G coincide con .

3. La trivializacién local en una vecindad U dada por ¢ : 7~ }(U) — U x G tiene la
forma ¢ (u) = (7(u), p(u)), donde ¢p(ua) = ¢(u)a para toda a € G.

Denotaremos este haz simplemente como P(M, G) siempre que se hable de un haz fibrado
con estas propiedades.

Fijando un elemento ug tal que 7(up) = z, se tiene que la fibra sobre z denotada G,
conserva la estructura de grupo de Lie ya que cada u en G, tiene la forma uga con a € G.
Notemos ademds que si P es un G-espacio entonces T'P también lo es definiendo la accién
como (u, ) - a = (ua,d,Rq(V)) para v € T,Py a € G.

El ejemplo maés sencillo para una haz principal es P = M x G llamado el haz trival, donde
G es cualquier grupo de Lie que actiia en P = M X G mediante la accién (z,a)b = (z, ab)
y la proyeccién 7 dada como la proyeccion sobre el primer factor.

Para entender mejor el significado de conexiones afines en variedades riemannianas, mos-
traremos ahora dos ejemplos de haces principales, el haz de marcos lineales y afines, y
veremos méas adelante la relacion que tienen estos dos en la construccion de conexiones en
una variedad donde una métrica riemanniana no es necesaria.

Ejemplo 2.2.2. Sea M™ una variedad y G = GL,(R) las matrices invertibles de n xn con
coeficientes reales. Denotamos L(M) = {u = (x,B;)|reM} el Haz de marcos lineales
en M donde B, = {Xi,..., X,,} es una base del espacio vectorial T,,M en cada punto de
la variedad M y llamaremos a los elementos de L(M) marcos lineales.

Un marco lineal w € L(M) puede ser considerado como un isomorfismo lineal

u:R" =T, M
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dada por u(e;) = X; para 1 < i < n, donde e; es el i-ésimo vector candénico en R”.
Definimos la accién por la derecha de GL,(R) sobre L(M) como

(2, { X1, ... Xp DA = (z,{u(Aeq), ...,u(Aey,)},

denotaremos u(Ae;) = A(X;) y A(B;) sera la aplicacién de la matriz A a todos los elemen-
tos de B, para simplificar notacién. Dicha accién es libre, ya que si (z,B8;) = (z, A(B:))
entonces u(Ae;) = u(e;) y tendriamos que A es la matriz identidad I,,. Si (U, ) es una
carta de M entonces cualquier vector X; en B, se expresa como

0
‘? —_— _= ;

donde (A7) es una matriz invertible que varfa diferenciablemente en U, por lo que {z...z;, }U
{(A}), (42),...(A?)} son coordenadas locales en 71 (U) y por lo tanto L(M) es localmente
trivial.

Ejemplo 2.2.3. Consideramos A" = {(7,1)|77 = (n1, ...,mn) € R"} el espacio afin de R" y
el grupo de transformaciones afines

A(n,R) = {(‘g )A€ CLyR).E = (61, 6) € B
con la operacién sobre A™ dada como <§ i <717> = (A7, 1) + (€,1).

Definimos el Haz de marcos afines como A(M) = {(z, pz, By)|z € M,v, € T, M} donde
la accién de grupo A(n,R) sobre A(M) se escribe como

14 = (on B2 (4 5) = (o + @), AB)

Consideramos ahora el espacio afin definido por el espacio vectorial T, M, llamado espacio
tangente afin y denotado como A, M. Cada elemento @ = (z, pg, B;) en A(M) define una
transformacién afin @ : A™ — A, M dada como

(61, ...,fn, 1) — Pz + (lel 4+ ...+ ann)

El espacio tangente y el espacio tangente afin tiene una relaciéon directa y esto se debe a
que el espacio euclidiano R” y el espacio afin A" son esencialmente el mismo. Probar que
A(M) es un haz principal es similar a la prueba que hicimos para L(M).

Definicién 2.2.4. Sean Q(N, H) y P(M,G) dos haces principales, decimos que una fun-
ciéon f : Q(N,H) — P(M,G) es una transformacién entre haces si como funcién entre
variedades f es diferenciable y existe f : H — G morfismo de grupos de Lie, tal que para
todo v € Q y b € H la funcién cumple que f(vb) = f(v)f(b).

Con la notacién de la definicién anterior diremos que:
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» La funcién f es un encaje si lo es como funcién diferenciable y que también f : N —
M lo sea.

» Q(N, H) es un subhaz de P(M, @) si identificamos Q con f(Q) C P, H con f(H) <
Gy N con f(N)C M.

» Q(M,H) es una reduccién de la estructura de grupo de Lie G a H si N = M y

f=1Idy.

» La estructura de grupo de G es reducible a H un subgrupo de Lie de G (H < G) si
Q(M, H) es una reduccién.

Ejemplo 2.2.5. Consideramos las inclusiones de v : L(M) — A(M) y 4 : GL,(R) —
Ay, (R) como

(2,B:) 2 (2,0,,B,) y A <‘§ ‘f) .

Por lo que v(L(M)) es un subhaz de A(M) donde 4(GL,(R)) < A,(R).

2.3. Haz Asociado

Consideraremos ahora otro tipo de haz fibrado, éste dependera de un haz principal
P(M,G). Sea F* un variedad donde G acttia por la izquierda, definimos una accién libre
por la derecha de G sobre el producto P x F como (u,&)a = (ua,a 1€), y consideramos
E = P xX¢g F el conjunto de clases de equivalencia definida por la accién del grupo.
Escribiremos la clase de equivalencia [(u,£)] simplemente como ué para facilitar la nota-
cién y definimos la funcién diferenciable 7 : E — M dada como 7g(uf) = m(u). Para
establecer una estructura local trivial en E consideramos a z en M y su correspondiente
vecindad U, tal que 771 (U) =2 U x G. Por la definicién de E tenemos que

N U) xg F =75 (U),

utilizando la trivialidad local en P se tiene que 771 (U) xg F = (U x G x F)/G donde la
accion de G sobre el producto U x G X F' se escribe como

(€, a,8)b = (x,ab,b™'€);

de esta manera tenemos que [(z,a,¢)] = [(x,e,a™1¢)] para cualquier a € G donde obtene-
mos que ﬁEI(U ) 2 U x F. Por lo tanto, la fibra de E, de E sobre x se puede identificar
con la variedad F'. El haz fibrado (P xg F, M, F,7g) es llamado Haz Fibrado Asociado
y se denota como E(P, F).

El haz asociado no tiene ninguna restricciéon sobre su fibra, y como aporte consideraremos
casi siempre que su fibra sea un espacio vectorial. Ahora veremos que el haz tangente es
un objeto en comun a L(M) y A(M) visto como haz asociado a ambos.
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Ejemplo 2.3.1. Si consideramos P = L(M) y F = R", la accién de GL,(R) viene dada
por el isomorfismo lineal que representa una matriz. Vamos a mostrar que L(M) x g, r)R"
es exactamente el haz tangente T'M . Definimos la funcién p : L(M) x R® — T'M como

p(u, &) = p(z, {X1, ..., Xn}), &) = (2,66 X1 + ... + E.X0).

Veamos que la funcién p es constante en las fibras del espacio cociente E(L(M),R"), i.e.,

si p(u, §) = p(v,7) entonces [(u,§)] = [(v,7)]-
Sea v = (y, By); si p(u,&) = p(v,7) tennemos que (v,7) = (y, {Y1,..., Yn},7) y obviamente
r =y, ademas tenemos la ecuacién

HEXi+ ..+ EX, =mY1 4+ o+ Y. (2.1)

Como B, y B, son dos marcos lineales en x, existe una matriz A € GL,(R); tal que

B, = A(B;), es decir, X; = A(Y;) para 0 < i < n, y junto con la ecuacién anterior
tenemos que & = A;n; para 1 <i < n, por lo que £ = Af, que es lo mismo que 7 = A71E.
Por lo tanto, vj = (uA)(A~1€) = u&; como la funcién p es continua, suprayectiva, constante
en la fibras del espacio cociente L(M) X L.(®) R™ y ademas tiene la misma dimension,

llegamos a que TM = E(L(M),R").
L(M) x GL,(R)

3

E(L(M),R™)

Figura 2.3: p es constante en las fibras de 7.

Ejemplo 2.3.2. Para describir el haz asociado al haz de marcos afines utilizaremos el
espacio tangente afin en cada punto z € M denotado A, M y definiremos el haz tangente
afin A[M] = Ugep Az M. De esta manera definimos la funcién p : A(M) x A" — A[M]
como

(2, pos Bz), (1,1)) = po + (mXa + . + 10 X)),
donde se prueba de manera anédloga que A[M] = E(A(M),A").

Ahora enunciaremos dos teoremas que nos ayudaran a reducir un haz principal.

Teorema 2.3.3. Sea G un grupo de Lie, H un subgrupo cerrado de G y M wvariedad
paracompacta. El haz pricipal P(M,G) es reducible a un subhaz Q(M,H) si y sdlo si
E(P(M,G),G/H), el haz fibrado asociado a P, admite un seccion.

Teorema 2.3.4. Sea E(P, F) un haz asociado donde la variedad base M es paracompacta
y la fibra F es difeomorfa a un espacio euclidiano. Si A C M es cerrado, entonces toda
seccion o : A — E se puede extender a todo M. En particular para A igual al vacio existe
una seccion definida en M.
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El primer resultado forma parte de la teoria elemental de haces fibrados, por lo que
no ahondaremos en su prueba y consideraremos este teorema vélido. De esta forma la
variedad M tendré la propiedad de ser paracompacta (la prueba de este teorema puede
ser consultado en [3]). El segundo es consecuencia inmediata de la paracompacidad de la
variedad M y puede ser consultado en [1].

Ejemplo 2.3.5. Sea M una variedad (paracompacta). Consideramos el subgrupo cerrado
O(n) del grupo de Lie GL,(R) que consta de las matrices ortogonales (A~1 = A?) que
preservan el producto interior en R™. Como el cociente GL,(R)/O(n) es un espacio vec-
torial real de dimension %n(n + 1) obtenemos gracias al el teorema anterior que el haz
Q(M,O(n)) es una subhaz reducido de L(M). Ademdas podemos introducir una métrica
en cada espacio tangente como sigue:

Cada v = (2,{Xy,...X,}) elemento de @ define una métrica g en T, M dada como
g(X,Y) =< u 1(X),u (V) > donde <,> es el producto real usual. Si A € O(n) te-
nemos que (uA) cumple que

< (uA)7HX), (wA)THY) > =< AN X)), A H(Y) >
=<u Y(X),uH(Y) >
=g(X,Y).

Por lo que la métrica g no depende de u, de esta forma podemos dotar a M de una
métrica en cada espacio tangente. Inversamente, dado (M, g) una variedad riemanniana
consideramos el subconjunto @ de L(M) cuyos elementos son ortonormales con respecto
a g, es decir, u € @ siy sblo si < {,n >= g(u&,un). Q es un subhaz de L(M) ya que
para cualquier x € M y {Xy,..., X;,} vectores en T, M ortonormales con respecto a g,
existe u € L(M) tal que u(e;) = X; y andlogamente podemos ver que ub € ) siempre que
be O(n).

El haz Q(M,0O(n)) es llamado Haz de marcos ortonormales y se denota como O(M).

2.4. Conexiones en Haces Principales

En esta seccién desarrollaremos el concepto de conexién y 1-forma de conexién en un

haz fibrado principal con el objetivo de poner en correspondencia biunivoca la definiciones
de conexién en haces fibrados y conexién afin de variedades riemannianas.
Consideramos un haz principal fibrado P(M, G), para cada elemento u de P tenemos por
la trivialidad local del espacio que el tangente T, P en u es isomorfo a Tr )M @ Ty,)G
de la Definicién 2.2.1 para una carta de haz (U,v), por lo que cabe mencionar que la
descomposicién del espacio tangente no es candnica ya que depende de la trivialiacién
local.

Ademaés cada campo vectorial fundamental A* sobre P asociado a un elemento A en
el algebra de Lie g de G es tangente a la fibra en cada punto, es decir, para todo v € P
y G la fibra en u (con x = 7(u)) siempre se tiene que A}, € T,G,. Tomando los campos
fundamentales A7, ..., A7 asociados a una base en g obtenemos una base para el tangente
a la fibra en cada punto que varia diferenciablemente. Llamaremos a esta distribucion la
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T, P Tyu)G

Figura 2.4: El tangente de P en u se ve como la suma directa T7(,) M @ Ty, G.

Distribucién Fundamental, la denotaremos como & y la manejaremos en el contexto
de haz vectorial. Ademads, por la invariancia de la fibra bajo la accién de G tenemos que

duRa(A}) = (Ad(a™")A);,

ua

para cualquier a € G y A € g. Una vez establecido lo anterior tenemos la siguiente
definicion:

Definicién 2.4.1. Sea P(M,G) un haz fibrado principal. Una conexién I' en P es una
distribucion de dimensiéon n sobre P que cumple:

1. T,P=T, & &, para todo u € P.

2. T'yq = dRy(T',) para todo u € Py a € G, donde R, es la transformacién inducida
por a € G (Ryu = ua).

Los subespacios vectoriales I';, y &,, son llamados subespacio horizontal y subespacio
vertical respectivamente.

T.,P &,

/ﬁ

Figura 2.5: El tangente de P en u es la suma directa &, ® I,

Por la trivialidad local del haz tenemos una descomposiciéon de cada campo vectorial en su
componente horizontal y componente vertical como elementos en cada subespacio definido
anteriormente, es decir, dado {U, }4ep una cubierta de trivializaciones locales de P, para
cada o € A obtenemos la descomposocion X(U,) = H,+V,. Tomando una base de campos
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vectoriales {X1,..., X;,} para la distribucién I' en U,, sabemos que los campos A7, ..., A
forman una base global para la distribucién &, de esta forma al tomar 8 € A tal que
Un NUg # @, se tiene que

Holv,nus = Hpluaunugs

por lo que la descomposicién local se puede extender a todo P, gracias a que los “em-
palmes”de los abiertos que conforman las trivializaciones locales de las componentes hori-
zontales son compatibles entre si, y por lo tanto, tenemos la descomposicién global en P
como campos vectoriales horizontales y verticales

x(P) =x"+xv.

Observamos que la dimensién de la distribucion I' y la variedad M son la misma, por lo
que I'y, = T, )M para cada u en P. Como la proyeccién m : P — M es una sumersién
suprayectiva, y dado que ésta es constante en cada fibra, concluimos que el nicleo de la
transformacion lineal d,7 : T,,P — Ty (,)M es exactamente &, el subespacio vertical. De
esta forma d, 7 es un isomorfismo entre I'y, y T ,) M.

Si con estas propiedades asociamos cada vector horizontal con un vector en M, la siguiente
pregunta seria: jexistird la misma correspondencia entre campos vectoriales horizontales
y campos vectoriales sobre M7 La respuesta seria cierta pididendo que los campos hori-
zontales sean invariantes bajo la accién del grupo G (al igualque la conexién). Antes de
probar el siguiente resultado manejaremos la siguiente notacién:

Para cada vector X, en T}, P denotaremos hX, y vX, como las componentes horizontal
y vertical de X, respectivamente. Un levantamiento horizontal de un campo vectorial X
sobre M es un campo vectorial horizontal X* sobre P, tal que X™* se proyecta sobre X,
i.e., dym(X;) = Xr(y) para todo u € P.

Proposicién 2.4.2. Dada una conexion en P y X € X(M), existe un unico levantamiento
horizontal X* G-invaritante sobre P de X e inversamente, todo campo vectorial horizontal
sobre P invariante por la accion de G es el levantamiento de un campo vectorial sobre M.

Demostracion. Sea X € X(M) y consideremos {(Uy, %) }aca una cubierta de trivializa-
ciones locales del haz P. Tomamos (U,1) en la cubierta y por las propiedades de haz
principal tenemos que 1 (z,¢e) - g = 9 (x,g) para ¢ : U x G — 7~ 1(U).

UxG

Denotemos 7~ (U) = W, para cada g € G consideramos la funcién diferenciable ¢g : U —
W dada como v4(x) = 1(z, g). Definimos entonces el campo vectorial X en W como

X¢(1’79) = d;p’l,[)g(Xm) = dw(x,e)Rg o d:ﬂ,[)e(X:p)
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Esta ultima igualdad se sigue gracias a que ¢ cumple que Y(z,e)-g=1(x,g)y que tanto
W como TW son G-espacios. Claramente X se proyecta en X, pues

(2,00 (Xp(r,g)) = die,g)T © dathg(Xa) = du( 00hg) (X)) = X,

donde la tltima igualdad es cierta gracias a que ¢, deja invariante el primer factor. El
campo X también es G-invariante ya que por definicién

dw(x,g)Rg’ (Xw(:c,g)) = dw(x,g)Rg’ © dw(x,e)Rg © d:cl/}e(X:c)
= dw(x,e)Rg-g’ (¢] dm¢e(Xm)
= Xy(a,9-9')-

Tomando X* = hX obtenemos un campo horizontal que también se proyecta sobre X y
sigue siendo G-invariante. Haciendo la misma construccién para otra carta (U’,1’) donde
WNW'# &, se tiene la compatibilidad del campo X*, y de esta forma el campo se puede
extender a todo P. El regreso es claro, ya que dr(X™*) = X es diferenciable y gracias a
que X* es G-invariante se tiene que dm(dR,X*) = X y asi el campo sobre M estd bien
definido. O

Del resultado anterior tenemos que para cada carta (U, ¢) de M, los vectores X; = a%i
tienen sus respectivos levantamientos horizontales tinicos X que forman una base (local)
para distribucién T’ en 7= 1(U).

Si, por ejemplo, f y g son funciones en P, X* y Y* son levantamientos horizontales; enton-
ces el campo fX*+ gY™ vuelve a ser horizontal, pero no necesariamente es invariante por
la accién de G, y de acuerdo a la proposicién anterior, no es un levantamiento horizontal.

Observacion 2.4.3. Si denotamos X*, Y™ los levantamientos horizontales de X,Y €
X (M) y A*, B* los campos vectoriales fundamentales de A, B € g, se tienen las siguientes
propiedades:

1. X*4+Y™ es el levantamiento horizontal de X+Y pues en coordenadas locales X1, ...X,,

X = Zn:aiXi Y = Zn: biXi,
i=1 =1

por lo tanto, sus levantamientos X* y Y* tienen la forma

n n

X* =) (@) (X))t YT =) (b)) (X))

i=1 i=1

donde (a;)* = a;om, (b;)* = b;om, y como (a;)* + (b;)* = (a; + b;)*, se tiene que
(X +Y)* = X* +Y*.

2. El campo f*X* es el levantamiento horizontal de fX, donde f es una funcién en M
y f* es la funcién en P definida como f* = fom.
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3. En general [X*,Y*] no es un campo vectorial horizontal, pero h[X* Y*] es el levan-
tamiento horizontal de [X, Y], esto sucede porque

dr(h[X*,Y*]) = dr([X*,Y*]) = [drX*,drY*] = [X,Y].

4. Para un campo horizontal Z, el campo [A*, Z] es un campo horizontal, ya que si a;
es el subgrupo uniparamétrico inducido por A, tenemos por la ecuacién 1.7 que

(A%, 7] = i £~ 48, (2)
t—0 t

Como Z es horizontal, el campo dR,,(Z) vuelve a ser horizontal (Z puede no ser
invariante bajo la accién de G, por lo que en general la expresion anterior no siempre
se anula).

5. El campo [A*, B*] es un campo fundamental, puesto que ¢ es un homomorfismo de
algebras de Lie, y por lo tanto

[A*7B*] = [O’(A),O’(B)] = U([A7 B]) = ([A7 B])*

Una manera equivalente de definir la conexién I' es mediante una 1-forma llamada

1-forma de conexidn, dicha 1- forma se denota w y toma valores en el dlgebra de Lie g
de G de la siguiente manera:
Como vimos en el primer capitulo, la funcién ¢ toma elementos en el algebra de Lie g y
los manda a campos vectoriales que pertenecen a la distribucién fundamental &, es decir,
para cualquier A € g siempre se tiene que v(A*) = A*. De esta forma definimos para
cualquier campo vectorial X en P la 1-forma de conexién w : X(P) — g como

w(X) =vX
la componente vertical o simplemente el tinico elemento A en g tal que A* = v.X.
Proposicion 2.4.4. La 1-forma de conexion w cumple con las siguientes propiedades:
a) w(A*) = A para toda A € g.
b) Todo X € X(P) cumple que w(dR,(X)) = Ad(a™"w(X) para todo a € G.

Demostracion. De la definicién de w, el primer punto se cumple trivialmente de la de-
finicién de campo vectorial fundamental. Para la segunda condicién se considera el caso
en el que X es horizontal, como I' es invariante bajo la accién del grupo G, se tiene que
dR,X = X y por lo tanto los dos miembros de la igualdad se anulan.

Si X = vX entonces X = A* para algtin A € g, de esta manera

(Row)u(X) = wua(dRa(X)) = wya(dRa(A"))
= Ad(a™HA
— Ad(a™)(wa(X)).
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Proposicién 2.4.5. Para w una I1-forma (diferenciable) en P(M,G) con valores en g
que cumplen con (a) y (b) del resultado anterior existe una unica conexién I' en P para la
cual w es su forma de conexion.

Demostracion. Definimos la distribucion I'Y para cada u € P como
Y ={X e T,Plw(X) = 0}. (2.2)

I'¥ es una distribucién diferenciable ya que w es diferenciable. Ademads todo vector X €
T, P se ve como
X =X —w(X)") +w(X)"

donde el primer sumando es horizontal y el segundo vertical ya que w(X)* es vertical
por el inciso (a) y w(X — w(X)*) = 0 que lo hace horizontal. Para ver que la suma es
directa tomamos X € I'Y N &, como la funcién o, : g = &, dada por o,(A) = A} es
un isomorfismo lineal para todo u en P tenemos que X es un elemento que cumple tanto
w(X)* = X como w(X) = 0 por lo que el vector X debe ser necesariamente nulo.

Para la segunda propiedad tomamos dR,(X) con X € I'Y y utilizando (b) obtenemos que

w(dR, (X)) = Ad(a™Hw(X) =0
de donde concluimos que dR,(X) € T'Y,. O

Denotaremos simplemente a I'Y como I' ahora que sabemos que la correspondencia
entre conexiones y las 1- formas de conexién es biunivoca.

2.5. Grupo de Holonomia

Ahora que tenemos el concepto de levantamiento en campos vectoriales, nos interesa
considerar el levantamiento horizontal de una curva z;, la cual serd una curva u; en P
cuyos vectores tangentes en cada punto pertenecen al subespacio I';,, para toda t.

Teorema 2.5.1. Dada una curva x; en M con t € [0,1] y un elemento u € 7~ () fijo
existe un unico levantamiento horizontal u; en Py cumple que ug = u.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z; estd contenido en una
vecindad U para (U, ), una trivializacién local del haz P. Fijamos ug en la fibra m7=!(x¢) y
consideramos la curva vy = 1(z¢, g), donde 9(xg,g) = u. La curva v; cumple trivialmente
que 7(v¢) = x; por construccién, pero vy = dy,14(&+) no necesariamente es un vector hori-
zontal como habiamos visto en la prueba de levantamiento de campos vectoriales. Ahora
encontremos la unica curva a; : [0,1] — G con ayg = e, tal que uy = vy - a; es horizontal;
ademas, por la invariancia de la fibra bajo la accién de G la curva u; se sigue proyectando
sobre ;.

Suponiendo que u; es horizontal, ésta cumpliria con que w(u;) = 0 para todo t € [0, 1]. De-
rivando la curva u; = vpa; vista como una funcién con regla de correspondencia (vy, ay) —



2.5. GRUPO DE HOLONOMIA 25

v - az, obtenemos para tg € [0,1] que

oy )y = &
de b Ty

= Ut() CLt() + Uto CLt()

(Ve - o)1=ty + E(Uf/o “ag)|i=t,

= Uty
Aplicando la 1- forma de conexién w al vector ; obtenemos

Wy (’L.Lt) = Wy, (i}tat) + Wy, ('Utdt)
= Wy (dR[lti}t) + Wut((vtat)(at_ldt))
= Ad(a; "wy, (b0) + a; 'y

Donde el primer sumando se obtiene de la definicién de la forma de conexién w, y la
segunda del hecho de que via; = (viar)(a;'ay) es un vector en el punto us, por lo que
esta igualdad se anula si y sélo si —w(9) = atat_l para toda ¢t € [0,1]. De esta forma, la
unicidad de la curva a; se prueba con el siguiente resultado:

Lema 2.5.2. Sea Y; con t € [0,1] una curva en g = T,G. Ezxiste una inica curva a; con
t€[0,1] en G, tal que a;a;* = Y;.

Demostracion del lema. Tomamos un campo X € X(G x [0,1]), donde esta variedad es
considerada dentro de una vecindad G x (a,b) con [0,1] C (a,b) por cuestiones de dife-
renciablidad, y de igual manera ampliamos el intervalo de definicién de Y; y a; a (a,b). El
campo X se define como

X(gvt) = (Y;f 9, 1)7

tomando 1 = % y donde la operacién Y; - g viene dada como Y; - g = dRy(Y;). Tomando
un flujo local alrededor del origen (e, 0)

¢:(e,e) xVx[0,1] = G x [0,1]

cuya expresién se ve como ¢(s, g,t) = (a(s, g,t),s+t), tenemos que para el punto (e, 0) el
flujo se escribe como ¢(s,e,0) = (a(s,e,0),s) = (as,s) donde s < € < 1y por definicién
de flujo solucién se tiene que

o(s,e,t) = X(as,s) := (Ys - as, 1).

Por otro lado (ﬁ(O, e,t) = (a, 1), por lo que a; = Y; - a; y por lo tanto asa; ' = Ys, donde
la construccion de la curva ag es unica. Haciendo la misma construccion de la curva en el
punto (as,,s0) con 0 < sp < € < 1, y suponiendo que sg es el supremo de los valores en
[0,1] donde la construccién de la curva buscada es posible, tomamos ¢, la curva solucién
en el punto y encontramos b : (so — 9,59 + J) — G, tal que

i)sbs_l = Y50+5-

De donde obtenemos por continuidad que b_, = as_,, por lo tanto podemos extender a
as COMO ag1, = by. Por lo que sop = 1y as estd definido en todo el intervalo [0, 1]. O
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Con la prueba del lema concluimos que el levantamiento de curvas horizontales es unico
para una conexién I' en P. O

Si llamamos 7 = x¢, tenemos que a cada elemento u en la fibra de zy le corresponde
un valor en la fibra de x1 dado por el levantamiento tinico de 7 en el punto uw por lo que
la curva z; define una funcién 7 : 771 (xg) — 7 (z1).

" (z) ™)

Ug
U1

Figura 2.6: La curva 7 define un isomorfismo entre las fibras.

La funcién 7 es biyectiva, esto se deduce de la unicidad del levantamiento horizontal de
la curva dado un punto inicial y del hecho de que el transporte paralelo conmuta con la
accién del grupo G, es decir, suponiendo que uy # vg para ug,vp € 7 *(xg) y tomando ug
como el elemento neutro existe b € G tal que vy = ugb, de modo que

7(vo) = 7 0o Rp(up) = Ry o 7(uo),

esto gracias a que los levantamientos horizontales son invariantes bajo la accién del grupo
de Lie G. De modo que Ry o 7 es el levantamiento horizontal con condicién inicial vg y
por lo tanto 7(ug) # 7(vg). Por lo que para todo a € G se tiene que 7(ua) = 7(u)a, esta
propedad es conocida como G-equivariante.

Si consideramos ahora C(z) el conjunto de curvas cerradas con punto inicial y final igual
a x, tenemos por la deduccién anterior que cada uno de los elementos de C'(x) induce una
biyeccién G-equivariante en la fibra m—!(x), de modo que si ademéas consideramos C(x)
junto con la composicién de lazos, obtenemos una estructura de grupo donde el elemento
neutro es el lazo constante x y el inverso de cada curva es ella misma pero recorrida en el
sentido contrario; por lo que al tomar todas las biyecciones G-equivariantes que inducen
los elementos de C(z) junto con la composicién de funciones obtenemos un subgrupo de
Hom(n~1(x)) el grupo de automorfismos en la fibra.

Definicion 2.5.3. Con la notacién anterior tenemos que

i) El conjunto de biyecciones G-equivariantes en la fibra de x dados por los transportes
paralelos de los elementos en C(x) forman un grupo con la composicién llamado
grupo de holonomia de I" en x y se denota como ®(x).

i) El conjunto de biyecciones G-equivariantes definidos por elementos en C%(z), el
conjunto de lazos contraibles, forma un subgrupo de ®(z) llamado el grupo de
holonomia restringido de I' en x y se denota ®(z)°.
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Por otro lado, si fijamos un elemento u en la fibra de x, tenemos que cada lazo T
determina un tnico elemento 7(u) en la fibra 77!(x). Como la fibra es isomorfa a G e
identificando a w con el elemento neutro (u = wue), tenemos que existe a € G tal que
7(u) = ua.

a1 (1’0)
ug ¢ e

To

Tt

Figura 2.7: El levantamiento tico de la curva 7 determina un tnico elemento en el grupo

G.

Para un punto fijo w en la fibra de g, los elementos en G determinados por la evaluacion
en u de elementos en ®(x) forman un subgrupo de G denotado ®(u). Este grupo es llamado
grupo de holonomia de I' en u € P. El subgrupo de holonomia restringido ®(u)° se define
de manera andloga considerando solamente los elementos en G' que provienen de ®(x¢)".

Observacién 2.5.4. Los grupos ®(u) y ®(x) son isomorfos al igual que ®°(u) y ®°(x),
con u € 7~ 1(z). El isomorfismo viene dado como vimos anteriormente por la evaluacién
de todos ellos en el punto u.

Proposicién 2.5.5. Sea u € P, el grupo ®(u) cumple las siguientes propiedades:
a. Siv=ua con a € G, entonces ad(a™1)®(u)=®(v).

b. Si u y v pueden unirse con una curva horizontal sobre P, entonces ®(u) = ®(v) y
PO (u) = ®0(v).

Demostracion.

(a) Si b en ®(u), entonces existe una curva horizontal 7% que une al punto u con ub,
por lo que la curva horizontal R,7* une al punto ua con (ub)a, pero ua = v y (ub)a =
v(a='ba) = v(ad(a=1)b). Por lo tanto ad(a~')b es un elemento de ®(v), y asi llegamos a
que ®(v) = ad(a=1)®(u).

(b) Si u y v pueden unirse con una curva horizontal, por lo anterior, ub se puede unir con
vb con una curva horizontal también. De esta manera tenemos que u se puede unir con

una curva horizontal a ub si y sélo si v se puede unir con una curva horizontal a vb de
donde obtenemos que b € ®(u) si y sélo si b € ®(v). O

Cabe mencionar que el grupo de holonomia ®(u) es un subgrupo de Lie de G al igual

que ®(u)? y que este dltimo es un subgrupo conexo de Gy es un subgrupo normal de
O (u).
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2.6. Forma de Curvatura y Mapeos de conexiones

Sea P(M,G) un haz principal y I" una conexién sobre P. Definimos para ¢ una r- forma
en P, la r-forma Yh dada por

(X1, s Xp) o= 9(hX1, ..., hX,).

Para w la 1-forma de conexién consideramos la 2- forma (dw)h llamada la forma de
curvatura ) asociada a la conexién I'.

Teorema 2.6.1 (Ecuacién Estructural). Siw y Q son la forma de conexion y forma de
curvatura para una conexion I' definida en una haz principal, se tiene que

QX,Y) = dw(X,Y) + %[w(X),w(Y)]. (2.3)

Demostracion. La prueba se hard mediante tres casos, ya que gracias a la multilinealidad
de las formas consideraremos sélo los casos para los cuales los campos son verticales u
horizontales.

i) Si X e Y son horizontales, tenemos por definicién que w(X) = w(Y) = 0, por lo que la
igualdad se cumple a partir de la definicién de €.

i1) Si X e Y son verticales, entonces existen A, B € g; tal que A* = X y B* =Y, donde
obtenemos que Q(X,Y) =0, y asi concluimos que

0 =dw(A*,B*) + %[w(A*),w(B*)].

Por otro lado, de la Proposicién 1.3.4 se tiene que

dw(A*, BY) = %(X(B) —Y(A) — w([A*, BY))).

Dado que A y B no dependen del punto en P, se tiene que X(B) = 0 = Y(A) y como
w([A*, B*]) = [w(A*),w(B*)], entonces se cumple la igualdad.

iii) Si X es horizontal e Y = B*, entonces (X, A) = 0y w(X) = 0. Nuevamente por la
Proposicién 1.3.4, y tomando en cuenta que B*(X) = 0 = X(B*), la ecuacién se ve como

duw(X, B) = —%w([X, B)).

Por el punto (4) de la Observacién 2.4.3 sabemos que [X, B*| es horizontal. De esta forma
la ecuacion 2.3 se satisface.
O

Del resultado anterior obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.6.2. Si X y Y son campos horizontales sobre P, se tiene que

QX, V) = —%w([X, v)).



2.6. FORMA DE CURVATURA Y MAPEOS DE CONEXIONES 29

Teorema 2.6.3. Sea f : Q(N,H) — P(M,G) una transformacion entre haces, tal que f :
N — M es un difeomorfismo. Supongamos que Q tiene una conexion I, y consideramos
su respectiva forma de conexion ' y Q' su forma de curvatura, entonces:

i) Eziste una unica conexion I' en P tal que df (') =T.

i) Siw yQ son las formas de conexion y curvatura para la conexion I', entonces f*w =
fw y [*Q fQ’ donde f es el morfismo de dlgebras de Lie que induce f, i.e
f= aGl od, f oap, donde ag y ag son los isomorfismos de g con T.G y b con
T H definidos en el primer capitulo.

iii) Si f(u') = u para v’ € Q, entonces f : H — G envia ®(u') sobre ®(u) y ®°(u') sobre
OO (u).

Demostracion.

i) Tomamos u' € Qy a € G de tal manera que u = f(u')a y definimos el espacio horizontal
en T,,P como Iy, := dRq o df (T")).
Veamos que ', no depende del representante. Supongamos que v = f(v')b para v’ € Q y
b € G; dado que f es fibrada y f es un isomorfismo sabemos que existe ¢ € H tal que
u' = v'¢. Definiendo ¢ = f(¢') tenemos que

u=f@)b=f'ch = f) ()= fu)eb,
por lo tanto a = ¢b. De la definicién de I';, tenemos lo siguiente:
de ®) df(l—‘;/) = de o df(rlulcl) = de o df(dRc/(F/u/))
=dRyodRj ., o df (T)) = dRy o dR.. o df (T'},)
= dR, o df (T).

De modo que el espacio horizontal estd bien definido.
Ahora para ver que I' es una conexién notamos primero que para b € G

ub = dRab o df(l“;,) = de(dRa o dfl“;,) = de(Pu)

Por ultimo veamos que T,,P =T', + G:

Considerando la trivialidad local de haces fibrados s6lo hace falta ver que d,7np : I'yy, —
T, M es un isomorfismo lineal (7p(u) = x). Por hipétesis d,ym¢ : I'yy — Ty N con mg(u') =
Yy dy f: TyN — T, M son isomorfismos lineales, ademas I' es invariante por la accién de

G.

F/ du/ f

—T
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Por lo que B B
drpody f(Tl) =dyfodng(ll,) =d,f(ITyN)=T,M

y de esta manera d,mp es un isomorfismo lineal entre I'y, y T, M

i) Veamos primero que w(d, f(Y)) = f(w'(Y)) se cumple para cualquier Y € T,/Q. Con-
siderando los casos para Y horizontal o vertical, el primero se cumple trivialmente debido
a que df manda el espacio horizontal de ) en el espacio horizontal de P. Para el caso
vertical se tiene que Y = B* en ¢/ donde B € § y definimos A = f (B) € g, de esta manera
dy f(Y) = A* en f(u') ya que si tomamos b; el grupo uniparamétrico asociado a B se
cumple que f(u'b) = f(u)f(by) y entonces dy f(Y) = %f(u’)f(bt)h:o = A*, donde f(by)
es el subgrupo uniparamétrico asociado a A*. Por lo tanto

w(dy f(Y)) = w(A*) = A= f(B) = f(W(B")) = f('(Y)).

Dado que f*w = fw' y aplicando el operador derivada tenemos que d(f*w) = di( fuh).
Ademds tenemos por la ecuacién 1.6 del primer capitulo que d(f*w) = f*(dw) y d(fw') =
fd(w'") .Utilizando la ecuacién estructural llegamos a que

P wl) + £ =~ f( W) + O
y asf obtenemos que f*Q = fQ ya que
Flw,w]) = [Fw, ffo] = [fo', fu'] = F([w',o).

i) Sea 7 un lazo en x = 7w(u) y 7 = f~(7) el lazo en y = f~1(z). Si consideramos el
levantamiento horizontal de 7/ que comienza en u’ € 7~ !(y) entonces f(7*) es el levanta-
miento horizontal que comienza en f(u') de la curva 7 por unicidad y concluimos que f
manda ®(u’) en ®(u) y ®°(u’) en ®°(u). O

Esto nos dice que para el ejemplo 2.2.5 dada una conexién I' en L(M) existe una tnica
conexién I en A(M) tal que dy(I') = T. Veamos primero un resultado que nos ayudaré a
identificar mejor la forma que tienen las conexiones en el haz de marcos afines con respecto
a conexiones en el haz lineal.

Proposicién 2.6.4. Sea Q(M, H) un subhaz de P(M,G) donde H < G es un subgrupo de
Lie. Supongamos que existe un subespacio m de g tal que g=m®d b y que ad(H)(m) =m
(recordemos que Ad(a)(C) = dR,-1(C) para toda a € H y C € m) donde b es el dlgebra
de Lie del subgrupo H. Entonces cualquier 1-forma de conexion w en P, la h-componente
W' de w es una 1-forma de conexion en Q.

Demostracion. Sea A € g dada como A = B+ C donde B € my C € b, por lo que
A* = B*+C* dado que A* = 0(A) y o es un morfismo de algebras de Lie. De esta manera
w(A*) = w(B*) + w(C*), donde w'(A*) = w(C*) es la h-componente y p(A*) = w(B*) la
m-componente. Si restringimos ¢ la m-componente de w a ) tenemos para cada X € T'Q
v a € H que

W(dR,X) = W (dRyX) + p(dR,X)
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y por otro lado
Ad(a™Hw(X) = Ad(a™HW'(X) + Ad(a™ ) p(X).

Como los valores del lado izquierdo de ambas ecuaciones coinciden y por hipétesis Ad(a=1)p(X)
sigue siendo un elemento en m, concluimos que las h-componentes de las dos ecuaciones
coinciden y por lo tanto w’ es una 1- forma de conexién definida en Q). O

Si ahora consideramos el encaje & : R” — A, (R) dado por

e

donde 0,2 denota la matriz cero en My, (R") y 3 : Ap(R") = GL,(R) como

A€
<01r—>A,

tenemos que ker(f3) = Im(é). Consideramos la sucesién exacta

0—R" % A,(R) - GL,(R) — 1,

ademas la funcion 4 del ejemplo 2.2.5 cumple que B o4 es la funcién identidad en GL,(R).
Tomando la sucesion exacta de sus respectivas algebras de Lie

0— R/ % a,(R) 2 gl (R) — 0,

obtenemos que 3o ¥ es la identidad en gl,(R) el dlgebra de Lie de GL,(R) y es por eso
que la sucesién exacta se escinde, i.e.,

a,(R) = g, (R) + R" (2.4)

donde R™ = R". Sea ahora @ una forma de conexién en A(M) y tomamos la 1-forma
~v*@ en L(M) definida como v*@(X) = w(dy(X)) si X € X(L(M)). Gracias a la identidad
(2.4) y que Ad(GL,(R))(R™) = R™ (ya que la operacién viene dada por multiplicacién
de matrices a vectores columna) tenemos que existen w 1-forma definida en gl,(R) y ¢
1-forma definida en K™ tal que

Yo=w+p (2.5)

y por la proposicién 2.6.4 w es una 1-forma de conexion en el haz de marcos lineales.

Proposicién 2.6.5. Si 8 : A(M) — L(M) es la transformacion entre haces dada por
ﬁ(m,vx,ﬁx) = (z,B;) y T es la conexion generada por la forma de conexion & entonces (3
manda I' en la conexion I' generada por la forma de conexion w

Demostracion. Sea X € T;A(M), u= B(i) y X = dB(X). La transformacién £ : A(M) —
L(M) esta asociada al homomorfismo de grupos 5 : A, (R") — GL,(R) y tomando GL,(R)
como el cociente A, (R)/R™ obtenemos a L(M) como el cociente A(M)/R™, donde R™ actia
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sobre A(M) considerando sus elementos en A,(R) a través del homomorfismo &. Como

X = B(X) = B(X), existen a € R" C A, (R) y A € R" C a,(R) tal que
X = dRs(X) + A%,
Si consideramos X como vector horizontal con respecto a la conexién I' obtenemos que
0=0a&(X) =0(dRsX) = ©(A%) = ad(a™ "o (X) + A.

Por lo que del primer y tltimo término se concluye que w(X) = ad(a)A y de la ecuacién
2.5 se tiene que ad(a)A = w(X) + ¢(X). Tanto p(X) y ad(a)A son elementos de R" y
w(X) de gl,(R), por lo que w(X) debe de anularse y asi 5(X) es horizontal con respecto
a la conexién I'.

O

Llamaremos conexién lineal a una conexién definida en el haz de marcos lineales.
Definimos la 1-forma canénica 6 sobre L(M) que toma valores en R™ dada por

0(X) = u(d,7(X)) para X € T,,L(M)

y de la definicién se infiere que 6(X) = 6(hX), en otras palabras, § es horizontal con
respecto a cualquier conexion.

Definicién 2.6.6. Sea w una forma de conexién definida en A(M) y I' su respectiva
conexiéon. Diremos que la conexion I' es una conexién afin si la 1-forma ¢ definida a
partir de @ es la forma canédnica 6.

Teorema 2.6.7. La transformacion entre haces B : A(M) — L(M) manda toda conexion
afin en M en una conexion lineal en M. Mds ain, la correspondencia entre conexiones
afines y conexiones lineales es biunivoca.

Este resultado es consecuencia del Teorema 2.6.3 y de la Proposicién 2.6.5.



Capitulo 3

Conexiones Riemannianas

3.1. Transporte paralelo en haces asociados

Como vimos en el capitulo anterior, el haz asociado tiene una estructura diferenciable
gracias a la trivialidad local del espacio. De esta forma la proyeccién 7 : P(M,G) x FF —
E(P, F) es diferenciable en el sentido usual. Si consideramos una conexién I' en P(M,G),
ésta define un subespacio horizontal y uno vertical en E(P, F) de la siguiente manera:
Primero definimos el espacio vertical V¢ en el punto u§ como el tangente a la fibra F, para
m(u) = x. Denotamos ahora 7¢ la restriccién a un valor fijo de F' k de la proyeccién. Por lo
que el subespacio horizontal estard dado como la imagen del subespacio horizontal en u
bajo d, 7, i.e., ng = d,7¢(I'y). Como la funcién 7 es suprayectiva y el espacio vertical es
simplemente la imagen de T¢ F' k¥ bajo de7y, (la restriccién a un valor fijo u en P) concluimos
que la dimensién de la imagen de I', bajo d,7¢ tiene dimensiéon n ya que d7 es también
suprayectiva y por la construccién de los subespacios vertical y horizontal obtenemos

TueE =Tl ® Vie.

Una consecuencia de la construccion del subespacio horizontal en F es que la imagen bajo
m¢ de cualquier curva horizontal es una curva horizontal, més atin:

Proposicion 3.1.1. Dada una curva xy en M y upy existe una unica curva horizontal
v en E tal que vy = upép.

Demostracion. La prueba de existencia de una curva horizontal es analoga a la prueba
para conexiones en haces principales. Sea u; el levantamiento horizontal en ug de x; y
tomemos la curva en E u:&y que es horizontal por la construccién anterior y que ademés
mr(uwé) = x¢ = mg(y). Por la unicidad de levantamiento horizontal de curvas en P
obtenemos que vy = u&p. O

De la misma forma en la que obtuvimos la funcién inducida por una curva 7 = x; en
M (via levantamiento dnico de curvas horizontales), definimos el transporte paralelo

T 7TE~1(:ECL) — ﬂEl(ajb),

33
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que también es una biyeccién entre fibras. Si consideraremos F* = F* para F un campo,
el transporte paralelo definido en F es un isomorfismo lineal.

Definicién 3.1.2. Sea 7 =z : I — M una curvaen M y s : I — E una seccién sobre
la curva, es decir, m o ¢ = z; para toda t € I. Para cada ¢ definimos V;,¢; la derivada
covariante de ¢; en la direccién de #; como el elemento en 73" (z;) dado por

t+h
T

d
V:thDt TR

1
ah Gtn) lh=0= }ng}) E[Tﬁh(s@wh) — @] (3.1)

Notemos que para cualquier seccién ¢ : M — E y cualquier curva 7 = x;, la curva
©(z¢) es una seccién sobre 7. Tomando un flujo local z; : (—¢,e) — M alrededor de z € M,
es decir © = xg, para un campo vectorial X sobre M, definimos la derivada covariante de
la seccién ¢ en la direccién del campo X como

Vxp(z) == Vigp(zo).

Veamos ahora un resultado que nos ayudara a manejar la derivada covariante de ma-
nera més sencilla.

Proposicién 3.1.3. Sea X € T,M, u € 7! (x) y X* € T, P horizontal tal que dr(X*) =
X y definimos la funcién diferenciable f : P — F* como f(u) = v~ o(w(u)). Entonces la
derivada covariante de la seccion @ en la direccion de X se ve como

Vi = u(df (X*)). (3.2)

Demostracion. Supongamos que x; : (—&,&) — M es un flujo local del campo X alrededor
de un punto x y consideramos u; su levantamiento horizontal con uyg = u. De la definicién
de levantamiento horizontal sabemos que 1y = X*, por lo que

AF(X) = Jim - (F(un) ~ f()
= i [y o(an) — 5 (o)

y entonces )
u(df (X)) = lim —fuo ' o(n) — (o)),

de donde soélo hace falta ver que

wouy () = 70 (0(xn)).

Sea & = u,:lgo(:nh) y consideremos la curva horizontal vy = w;£ en E. Por definicién de
transporte paralelo sabemos que 70 (vg) = v para cada t; como () = upé y vg = ugé =

uou; (p(xy)) se tiene que

o (ung) = T (p(zn)) = wouy, 'p(xy).
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Diremos que una seccién ¢ es paralela con respecto a la conexién si para cualquier

curva 7 = x; se cumple que 7 (¢(xg)) = ¢(x;) para todo ¢, como consecuencia de esto ¢

es paralela (con respecto a la conexién) si para cualquier vector X en T'M se tiene que
Vxe=0.

La funcién V : X(M) x S(E) — S(E) definida como V(X, ) = Vx¢ tiene las siguientes
propiedades:

Proposicién 3.1.4. Sean X, Y € X(M), g € C(M)*>® y ¢,9 € S(E), entonces la funcion
V cumple:

1. Vxiyp =Vxp+ Vyp,

2. Vx(p+1v)=Vxp+ Vxi,

3. Vgxp =gVxe,

4. Vx(gp) = gVxp + (Xg)p.

Demostracion.
(1) Por la Ecuacién 3.2 tenemos que
Vxiye =u(df (X +Y)%)) = u(df (X" +Y7))

= u(df (X™) +df (V")) = u(df (X7)) +u(df (Y™))
=Vx¢+ Vyep.

(2) Se deduce del hecho de que el transporte paralelo es un isomorfismo lineal en cada fibra,
i.e., de la Ecuacién 3.1 se tiene que

Tf+h(90($t+h) + (Ten)) = Tf+h(90($t+h)) + Tf+h(7/)($t+h))-
(3) Nuevamente por la Ecuacién 3.2
Vyxtp = u(df ((9X)")) = u(df (g X))
= u(g*df (X)) = u((g o m)df (X))
=g-uldf(X*) =g Vxe.
(4) Al igual que una regla del producto

Vx(gp) = h’n%% [g(xt+h)7'f+h(90(xt+h)) — g(w¢) ()

h—
= lim o) [ (plwesn)) — ()] + ol lglaren) — (o)
3 (1 (plan) - 9@ (geeen) - o(w0)
= g() lim - [ (p(rin)) — )]

o1
+ o(xt) }ng% 7 [9(ze4n) — g(x)] +0
=gVxp+ (Xg)p.
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La manera en la que definimos la derivada covariante en un haz vectorial E sobre M
es equivalente a la definicion de conexién afin sobre la variedad M, es decir, al considerar
P(M,G) = L(M) el haz de marcos lineales, notamos que el haz asociado es el haz tangente
TM, por lo que las secciones sobre éste son X(M) los campos vectoriales sobre M. Por
lo tanto podemos analizar las conexiones afines sobre una variedad a través de conexiones
lineales en el haz L(M).

3.2. (Geodésicas y desarrollos

Definicién 3.2.1. Sea I' una conexién lineal en L(M) y £ € R™. Definimos el campo
vectorial horizontal estandar asociado a £ como el tnico campo vectorial horizontal
B(£) en P tal que dn(B(£),) = u€.

Proposicion 3.2.2. Sea B(£) el campo vectorial horizontal estindar asociado al vector
£EeR", a€Gl,(R) yb la forma candnica, entonces:

1) 6(B(¢)) = ¢.
2) dRq(B(§)) = B(a™'¢).
3) B+c-n)=DB(&)+c-B(n) conn R yceR. Ademds B(§) # 0 siempre que
£#0.
Demostracion.
(1) Por definicién 8(B(£),) = utd,m(B(€)y) = u~t ou(€) = €.

(2) Notemos primero lo siguiente:
Si X, € T,L(M) es horizontal y a € GL,(R) y tomando el vector d,R,(X,) en T, P se
tiene que

(R50)(Xy) = 0(duRa(Xu)) = (ua)_l(dﬂ'ua o dyRa(Xu))
= a TN (dTug 0 duRe(XW)) = a u (dym(Xy))
=a 1(6(X,)).
La igualdad del segundo renglén se cumple gracias a que d, R, (X,,) vuelve a ser un vector

horizontal por la invariancia del subespacio horizontal bajo la accién del grupo. Por lo
anterior obtenemos que

0(dR4(B(€))) = a” '€ = 0(B(a™'¢))

y por la propiedad tnica de los campos vectoriales horizontales estandar se concluye que

dR.(B(€)) = B(a™"¢).

(3) La primera parte es consecuencia directa de la linealidad de d, 7 y u~!. Para la segunda
parte sabemos que d,m(B(§)y) = u de la definicién de 6 y como u es un isomorfismo lineal
se tiene que u(&) = 0 sélo si & = 0. O
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Observacién 3.2.3. Asi como los campos vectoriales verticales {A7, ..., A*,} (donde A; €
gl,,(R)) forman una base en cada fibra en L(M), considerando los vectores candnicos
€1,...,en en R" {B(ey),..., B(e,)} es una base de campos vectoriales horizontales para el
subespacio horizontal I';, en cada punto wu.

Como vimos en el capitulo anterior, el haz tangente afin A[M] es isomorfo al haz
tangente T'M, donde la funcién p del Ejemplo 2.3.2 define la fibra A, M, que cuando
fijamos un elemento p, € T, M la fibra tiene la forma {p, + X|X € T, M} isomorfa a T, M
para cada punto z € M. Notemos ademads que si p, = 0, entonces podemos hablar de
A, M simplemente como T, M.

Considerando 7 el levantamiento horizontal en A(M) de una curva 7 en M, obtenemos el
transporte paralelo afin en las fibras A;, M de su haz asociado, es decir,

Lo Ay, M — Ay M

donde 7 = x¢. Si tomamos una seccién Z llamada campo puntual en el haz asociado y
consideramos 7 : Az, M — A, M, entonces,

F(Zy,) : 10,1] = Ay M

define una curva en la fibra A, M. Ademds tenemos que existe una correspondencia bi-
univoca entre campos vectoriales y campos puntuales.

Definicién 3.2.4. Sea 7 = z; una curva en M y Z = 0, el campo puntual que le
corresponde al campo vectorial cero sobre M. El desarrollo de la curva 7 en el espacio
tangente afin es la curva en A,, M dada por la expresién 7t (0, ).

Mostraremos ahora la relacion que hay entre los desarrollos y el transporte paralelo
lineal, esto, por supuesto, viene dado por la relacién entre la conexién afin y la conexién
lineal.

Teorema 3.2.5. Sea 7 = x; una curva en M y definimos Y; = Tg(j:t) la curva en Ty, M
dada por el transporte paralelo lineal en T'M. Si Cy es el desarrollo de la curva T en Ay, M
de tal manera que Cy = 04, entonces %Ct =Y;.

Demostracién. Sean ug € 7 (zg), u; el levantamiento horizontal en L(M) a través de
ug y U el levantamiento horizontal en A(M) con respecto a la conexién afin que pasa
por @y = ug (visto como elemento en L(M)). Como habiamos visto en la tltima seccién
del capitulo anterior, el haz de marcos lineales se ve como el cociente A(M)/R™ via la
transformacién entre haces 5 : A(M) — L(M), por lo que el levantamiento en A(M) de

. ~ «
la curva z; tiene la forma 4; = way, donde a; € R™ — A(M). Como en la prueba de
levantamiento tnico de curvas horizontales derivamos y obtenemos

Up = UGy + UGy

Por lo que al aplicar a este vector la 1-forma & asociada la conexién afin I' y utilizando
que @ = w + 6 se tiene que

0 = &) = Ad(a; M) (@ (1)) + a; tay
= Ad(a; ) (w(in) + 0(i)) + a; "ar = Ad(a; ) (O(r)) + a; iy
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por lo tanto 8(iy) = —asa; '
De la Proposicién 3.1.3 sabemos que 7¢(4;) = ug o u; *(#) y de esta forma

Yy = 76(d) = uo o uy ' (#) = uo(0(i))

= —uo(dtat_l) = —UO(dt)'

Por otro lado la curva C; cumple que

y por lo tanto

dc, .

d—tt = —up(a) =Y
O
Ay M

Ty M o .

Ci =Y,
Ct
To Cy = 7:(% (Oxt)
Oz,

Figura 3.1: Desarrollo de la curva 7 expresado en términos del transporte paralelo.

Como consecuencia de este resultado obtenemos que

Corolario 3.2.6. C; es un segmento de recta que comienza en el origen si y sdlo si el
campo Ty es paralelo a lo largo de T.

Demostracion. Si iy es paralelo con respecto a la curva 7, entonces por el resultado anterior
sabemos que Y; = Tg(a';t) = Zp y como Ct =Y; se tiene que Cy = tiy es un segmento de
recta. Si ahora C; = tvy para algun vector vg € T, M, entonces vy = C, =Y, por lo que
vo = 14(i¢) para todo t y asi @ es paralelo con respecto a 7. O

Diremos que 7 = x; es una geodésica con respecto a una conexion lineal si el 4; es
paralelo a lo largo de 7. Observemos que x; es geodésica si y sélo si V;,@; = 0 para todo
t y por el corolario 3.2.6 sabemos que el desarrollo de una geodésica es un segmento de
recta.

Ademas si z; y ys son dos parametrizaciones de una geodésica 7, entonces s = s(t) es
una reparametrizacion de la curva, i.e., yy4) = ¢, de donde se obtiene por la regla de la
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cadena que gy - % = &y y como el transporte paralelo no depende de la parametrizacién
de la curva 7 tenemos que

. ds . t - t), . ds t), . ds

o = li=o= 0 = (i) = 75 (- ) =70 (W) *
por lo que % es una constante distinta de cero y asi s(t) = at+b. Veamos ahora la relacién
entre geodésicas y campos horizontales estandar.

Proposicién 3.2.7. Consideremos T' una conexion lineal en L(M). Sea B(§) el campo
vectorial horizontal (con respecto a T') asociado al vector § € R™, by una curva integral
para B(§) y T = x4 una geodésica con respecto a la conexion I'. Entonces

(i) w(bt) es una geodésica con respecto a la conexion en L(M).
(ii) T es la proyeccion de una curva integral para un campo vectorial estindar.

Demostracion.

(i) Sim(by) = x4, entonces dn(b;) = i para todo t, como b; es una curva integral se tiene
que by = B(§)p, y por la definicién de B(&) obtenemos que

iy = dm(by) = dn(B(E)p,) = bi€.

La curva b€ es el levantamiento horizontal de 7 en T'M ya que b; es levantamiento hori-
zontal en L(M). Por notacién, consideraremos 77 el transporte paralelo en L(M) y 72 el
transporte paralelo en T'M, ambos sobre la curva 7. De esta manera 75 (b:£) = 7¢(bt)€ = boé
yva que £ es independiente de ¢, por lo que z; es paralelo a lo largo 7 = x; y de esta forma
T es una geodésica.

(i4) Siahora T = x; es una geodésica, consideramos uy € 7' (2¢) y definimos & := ug ' (40).
Tomamos u; el levantamiento horizontal en L(M) de T a través de ug y consideramos la
curva horizontal u;§ en TM que nuevamente es el levantamiento horizontal en T'M de

7, que ademas cumple que g = ugf. Como Z; es paralela a lo largo de 7 por ser una
geodésica obtenemos que

iy =77 (d0) = 7 (uo€) = 77 (u0)é = usé,

por lo que #; = u£ (de nuevo porque & es independiente de t). Aplicando la forma candnica
0 a 1; se tiene

O((itt),) = uy (i) = uy ' (i) = €.

Por lo que u; es una curva integral para el campo vectorial horizontal estdndar B(¢). O

Como consecuencia directa del resultado anterior, obtenemos la unicidad de geodésicas
dada una condicién inicial en cualquier punto.

Teorema 3.2.8. Para (z,v;) € T'M existe una unica geodésica T = xy en M con respecto
a una conexion lineal en L(M) tal que xog = x y vy = Zg.
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Demostracion. Considerando ug € 7~ *(x) y € = ug ' (v,), tomamos como geodésica la
proyeccién de by, la curva integral que pasa por el ug del campo B(§). Si tomamos uy €
7~ 1(z) distinto de up entonces 1y = uja para algiin a € GL,(R), por lo que

§= ual(vm) = (ula)_l('um) = a_lul_l(vx)
y en consecuencia a¢ = uj ! (v, ). Tomando el campo B(af) = dR,-1B(&), sabemos que la
curva integral b; que pasa por u; cumple que by = bia y como ambas son horizontales se
tiene que 7(by) = 7(b), de donde obtenemos la unicidad de la geodésica. O

Observacion 3.2.9. Como sabemos, la existencia de una curva integral b, se obtiene
solamente para —e < t < g, por lo que diremos que una conexién lineal es completa
en L(M) si toda geodésica x; = m(b;) estd definida para ¢ € R. Esto implica que cualquier
campo vectorial horizontal estandar es completo, i.e., todas sus curvas integrales b; estan
definidas en todo R.

Para cualquier condicién inicial (z,v,), denotaremos Exp(t - v,) = x4 como el mapeo
exponencial donde z; es geodésica para —e < t < ¢ y 29 = z. Consideremos 0 el
campo vectorial nulo en T'M para tomar asi a M como subconjunto de T'M, es decir,
M ={(x,0,) | x € M,0, € T, M}.

Teorema 3.2.10. Existe una vecindad de M, U en T'M tal que el mapeo exponencial
Exp:U — M es diferenciable.

Demostracion. Definimos el campo vectorial diferenciable
B:L(M)xR"— TL(M) x R" como (u,a) — (>, a;B(e;)u,a)

donde B(e;) es el campo vectorial horizontal estdndar asociado al vector candnico e; y
a = (ay,...,a,) € R™ Para el campo B consideramos ¢(u,§,t) curva integral definida en
W x I5, donde W es un abierto de L(M) x R™ y Is = (=6, 0).

Consideramos los conjuntos K = B.(0) C R™ compacto y U* C L(M) abierto tales que
U* x K C W y definimos ¢ = py o ¢, es decir, p(u,§,t) es la proyeccién sobre el primer
factor en el producto L(M) x R™.

Por lo tanto las curvas ¢(u,§,t) son curvas integrales para el campo vectorial horizontal
estandar B(§) que comienzan en el punto u, de esta forma 7(p(u,&,t)) son geodésicas con
condicién inicial (7(u), ug). Consideramos el conjunto

U={ut) | (u,&,t) eU" x K x Is} C TM.
Donde definimos el mapeo exponencial que viene expresado precisamente como
Exp(t - u()) == m(p(u, &, 1)).

Por otro lado, notamos que el conjunto V' = {t& | (§,t) € K x Is} es abierto en R™.
Como U* x V es abierto en el producto L(M) x R™ y utilizando la proyeccién 7 : L(M) x
R™ — T'M obtenemos que 7(U* x V) es abierto en T'M ya que 7 es una funcién abierta,
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(uv t&)‘—| (ua 5, t) _ 1/)(% 57 t)

U*xV U* x K x Is L(M)
T i TL
v E
T™M ——> U P M

pero justamente 7(U* x V') = U, por lo que U es abierto en T'M justo donde el mapeo
exponencial estd definido por lo que la expresion

Exp(l : u(tf)) = W((p(uv tg? 1))

define igualmente el mapeo exponencial. Como la eleccién del abierto U fue arbitrario
consideramos U como la unién de todos los abiertos U.

El mapeo exponencial estd bien definido en la interseccion de los abiertos U gracias al hecho
de ser considerado como la proyecciéon de curvas integrales de campos vectoriales. O

Por el teorema anterior, se cumple que para cada (z,0,) en M existe una vecindad
U, en T,M de 0, tal que el mapeo exponencial es un difeomorfismo a alguna vecindad
abierta W, de x en M. Esto gracias a que, como se definié en la Proposicién 3.2.2, el mapeo
exponencial estda definido a base de curvas integrales de campos vectoriales horizontales
estandar que nunca se anulan y por lo tanto, la derivada del mapeo exponencial tampoco
se anula.
De esta forma, Exp|: U NT,M — M es biyectiva para (z,0,) € U y por el teorema de la
funcion inversa existen U, y W, vecindades de 0, y = en T, M y M respectivamente tal
que Exp, : U, — W, es un difeomorfismo.
Considerando Ezp, : U, — W, tenemos que para cualesquieray € W, y u = (z, X1, ...X},)
en L(M) existe un vector Y = >, ap Xy, tal que la geodésica Exp(tY) = x¢ cumple
que xg = x (por definicién) y z1 = y. De esta forma podemos tomar en V, un sistema de
coordenadas llamado sistema normal de coordenadas, i.e. para todo y € W,

y=>_ Bap,(t(a;- X;))
j=1

dada la descomposicion del vector Y en T, M.

3.3. Conexiones Riemannianas

Para continuar el vinculo que hemos hecho hasta ahora con la teoria de conexiones
I" en haces principales y conexiones V en variedades, diremos que una métrica fibrada
g en un haz vectorial E' es un producto interior en cada fibra E, con x € M que varia
diferenciablemente en el siguiente sentido: si ¢ y 1 son secciones (diferenciables) de E, en-
tonces g (p(z), 1 (z)) es diferenciable como funcién sobre M. De esta manera una métrica
riemanniana es particularmente una métrica fibrada en el haz tangente T M.
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Definicién 3.3.1. Sean un haz principal P(M,G) y g una métrica fibrada en el haz
asociado E(P, F'). Una conexién I' definida en P es llamada conexién métrica si el
transporte paralelo en F preserva la métrica, i.e., para cualquier curva7T =x;con 0 <t <1
se tiene que el transporte paralelo 7 : 75" (z9) — 75" (1) es una isometria.

En términos de variedades riemannianas esta definicién nos indica que una conexién
lineal en L(M) es una conexién métrica con respecto a una métrica riemanniana g, si la
conexién afin V que se construye a partir de I' cumple la propiedad de ser compatible con
la métrica g.

Teorema 3.3.2. Sea g una métrica fibrada en TM, el haz vectorial asociado a L(M) y
consideremos el subhaz O(M), la reduccion del haz definido por la métrica g (Ejemplo
2.8.5). Una conexion T' en L(M) es reducible a una conexién en O(M) si y sdlo si T es
una conerion meétrica.

Demostracion. Consideremos x; una curva en M, u; su levantamiento horizontal que pasa
por ug € O(M) y para &,n € R"™ tomamos los levantamientos horozontales u:§ y usn en E.
Si I' es reducible a una conexién en O(M) se tiene que uy € O(M) para toda ¢ y por lo
tanto

9(uo(§), uo(n)) =< &n >= g(u(§), ur(n))
y asi llegamos a que I' es una conexién métrica.

Si ahora I' es una conexion métrica se tiene que

9(uo(§),uo(n) =< &n >= g(ur(§), ue(n)),

y por definicién de O(M) se concluye que u; € O(M), lo que significa I' es reducible a una
conexién en O(M). O

Este resultado serd de gran utilidad més adelante donde todas las conexiones lineales
definidas en L(M) seran reducidas al haz de marcos ortonormales O(M).

Proposicion 3.3.3. Sean A* un campo vectorial fundamental de A € gl,,(R) sobre L(M) y

B(&) un campo vectorial horizontal estandar (con respecto a una conexion lineal) asociado
al vector £ en R™. Entonces [A*, B(§)] = B(A(E)).

Demostracion. Sea a; el subgrupo uniparamétrico correspondiente a A. Por la ecuacién

1.7
- _ -1
4, B()] = tig 2O = IRaBE) _ g, DO = Bl 9

)

esta dltima igualdad por el punto (2) de la Proposicién 3.2.2. Notemos que la correspon-
dencia £ € R" con el vector B(§), € T',M es lineal, por lo que

B@_B@fQZBOmél?§>=BMQ

t—0

lim
t—0 t
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Definimos la forma de torsion © := D6 y probaremos la siguiente ecuacién estruc-
tural:

Teorema 3.3.4. Siw es la 1-forma de conexion asociada a una conexion lineal, entonces
la forma de torsion tiene la siguiente expresion:

O(X,Y) = do(X,Y) + %(w(X)H(Y) — W(Y)O(X)). (3.3)

Demostracion. Por la bilinealidad de las 2- formas consideraremos de nuevo los casos en
los que X y Y sean horizontales y/o verticales. Los casos para los cuales X y Y son ambos
horizontales o verticales son triviales ya que ambos lados de la ecuaciéon se anulan gracias
aque w(X)0(Y)=0=w(Y)§(X).

Consideremos ahora X horizontal y Y vertical, por la observacién anterior sélo basta
tomar Y = A* y X = B(). Por definicién O(B(£), A*) =0y w(B(£)) = 0 = 0(A*), por
lo que la ecuacién se reduce a

0= d(B(£), A*) — %w(A*)G(B(é)),

de donde se obtiene primero que —iw(A*)0(B(£)) = —1 AE. Por otro lado, de la ecuacién
(1.5) del primer capitulo y de la Proposicién 3.3.3 obtenemos

A0(B(), A7) = ~50([B(E), A°]) = S0(1A", B)]) = S0(B(AE) = S A€,
por lo que la expresién de teorema se cumple. ]

Definicién 3.3.5. Sea X,Y € T,M y X*,Y* € T,L(M) con u € 7 '(z) tal que
dym(X*) = X y dyw(Y*) =Y. Definimos el tensor de torsién 7' como

T(X,Y) = u(20(X*,Y™)).

Notemos primero que T no depende de la opcién de u € 7~ (x). Tomando v € 7~ 1(z)
distinto de u existe a € GL,(R), tal que u = va, por lo que la expresién anterior se ve
como

v(20(X;,Y))) = ua™ (20(X;, Y))) = u(20(dR. X}, dR.YY)),

esto gracias a que a7 10(X) = 0(dR,X), ad(a™)w(X) = w(dR,X) y que d,m(dR, X}) = X
(de igual forma para Y).

Proposicion 3.3.6. El tensor de torsion en términos de la derivada covariante se wve
como
T(X,Y)=VxY -VyX — [X,Y]. (3.4)

Demostracion. Por la proposicén 3.1.3, VxV = u(df(X*)) = u(X*(f)) donde f(u) =
u‘l(YW(u)), i.e., f tiene la expresién en términos de la forma candnica 6 dada como f(u) =
0(Y,). Por lo que VxY = u(X*0(Y,))) vy de esta forma:
T(X,Y)=uO(X",Y")) =u(X"0(Y") - Y 0(X™) — 0[X™,Y™])
= u(X70(Y")) —u(Y"0(X")) —u(0[X", Y7])
=VxY - VyX —u(0[ X", V")),
donde u(0[X*,Y*]) = uou ! (d,n[X*,Y*]) = [duym(X*),d,7(Y*)] = [X,Y]. O
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Con este resultado tenemos que dentro de todas las conexiones lineales I', podemos
considerar las conexiones (lineales) métricas con respecto a una métrica riemanniana g
y tomar aquella cuya torsiéon sea cero. Esta conexién I' define a través de la derivada
covariante la conexién (afin) de Levi-Civita V, es decir, V es simétrica y compatible con
g.

Ahora para una variedad conexa y completa probaremos una equivalencia relacionada
directamente con la teoria de desarrollo de curvas.

Teorema 3.3.7. Sea (M, g,V) una variedad riemanniana conezxa junto con la conexion
de Levi-Civita. Entonces, (M, q,V) es completa si y sdlo si para cualquier punto x € M
y cualquier curva Cy en Tp(M) que comience en el origen 0, existe una tnica curva T en
M que tiene por desarrollo la curva Ct.

Demostracion. Sea Cy una curva en T, M para un punto fijo en la variedad, como el mapeo
exponencial estd definido en todo T, M y considerando la contruccién de éste (dado como la
proyeccién de curvas solucién para campos vectoriales horizontales asociados a un vector)
definimos la curva

E$pm(u£t) =To 90(1%615, 1) = It,

donde C; = u&; para algtn elemento u en la fibra 7=!(z) en L(M) y & es una curva
en R™ que comienza en el origen. Por cuestiones de diferenciabilidad supondremos que
Cy esta definida en una vecindad abierta del cero (—a,a) por lo que & tendra el mismo
dominio de definicién.

Afirmamos que z; tiene por desarrollo a la curva C;. En efecto, por construccién u; =
©(u, &, 1) es el levantamiento horizontal de la curva x; que comienza en ug = u 'y ademés

iy = dr(B(&)u,) = wis

por definicién, pues B(& )y, = %g@(uo, &t,1). Tomando la curva

Yy o= 7g() = uoé,

obtenemos que %Ct =Y}, por lo tanto z; es una curva cuyo desarrollo es exactamente Cj.
Inversamente, si cualquier curva en el espacio tangente T1,M cumple con las hipdtesis,
se tiene en particular que las rectas son el desarrollo de una curva en M, es decir, para
todo vector v,, C; = tv, es el desarrollo de una geodésica con t € R y por lo tanto M es
completo. O

La expresién (M, g, V) significa tomar la conexién de Levi-Civita de la métrica g, pero
a partir de ahora sélo hablaremos de una variedad riemanniana (M, g), donde la conexién
de Levi-Civita viene implicita en esta notacién.

3.4. Grupo de Holonomia Lineal

Para esta ultima seccién del capitulo consideraremos el grupo de holonomia lineal ¥(x)
correspondiente a una conexién en L(M) en cada punto x, que nos serd muy 1til en la
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prueba de ultimo capitulo.

Notemos primero que W(z) actia sobre el espacio tangente T, M, esto viene dado por el
transporte paralelo sobre los elementos en C(z) (los lazos con punto inicial y final ) como
sigue:

El grupo de holonomia lineal se define como

U(x) = {fr 7 (2) — 7 (2)|7 € C(a)},

donde f, es una biyeccién GLy,(R)-equivariante en 77 '(z) = GL,(R), es decir, si 7 = z;
es un elemento de C'(x), tenemos que para cada u € le(x) existe un unico levantamiento
horizontal u; en L(M), tal que up = u y u1 = ug y de esta manera tomamos f,(u) = ug.
Definimos para cada u € L(M) la funcién

fr(uw): T,M — T, M

como fr(u)(v;) = u(g§), donde v, = u§. Esta operacién viene dada simplemente como la
evaluacién del levantamiento horizontal de 7 en T'M, pues tomando, como antes, v, = u&
y uz el levantamiento horizontal tal que ug = u, definimos la curva horizontal vy = u:§ en
TM, donde vy = v, y v1 = u(gf).

Veremos ahora los subespacios invariantes de T,M para los cuales la accién bajo cada
elemento en ¥(x) los deja invariantes. Supongamos que T, M es reducible bajo la accién
del grupo ¥(x), i.e., existe T, un subespacio no trivial que es invariante bajo la accién de
U(z) . Sea T, ?j la imagen de T bajo el transporte paralelo de una curva 7 = x4, tal que
xro =x y r1 = y. La opcién de esta curva es irrelevante ya que, tomando p otra curva con
estas caracteristicas hacemos el lazo 7 * 1~ que por el supuesto inicial deja invariante al
subespacio T, y de esta manera concluimos que 7(7,.) = u(7%). Gracias a que el transporte
paralelo es un isomorfismo de espacios vectoriales, podemos considerar la distribucién T’
tomando a M conexo por trayectorias. En estos términos diremos que (M, g) es reducible
o irreducible si la accién del grupo ¥(z) sobre T, M lo es.

Por 1ltimo, gracias al Teorema 3.3.2 utilizaremos que toda conexién en L(M) se puede
reducir a O(M) y que ¥(z) es un subgrupo O(n), por lo que la accién de cada elemento
en el grupo de holonomia lineal es una transformacién ortogonal en cada espacio tangente
con respecto a la métrica riemanniana.

Proposicion 3.4.1.

i) La distrubucion T' es involutiva.

ii) Sea M' la subvariedad integral maximal de T' (a través de un punto en M ). Entonces
M’ es totalmente geodésica.

iii) Si M es completa entonces M’ también lo es con respecto a la métrica inducida.

Demostracion.

(i) Considerando un sistema de coordenadas locales alrededor de algin punto z en la varie-
dad M dado por el mapeo exponencial, sabemos que para cualquier punto y en W, existe
un vector Y, tal que Exp,(tY) = y en t = 1 y tomando X;(z),...,Xk(z) base para T,



46 CAPITULO 3. CONEXIONES RIEMANNIANAS

obtenemos X, ..., X campos vectoriales dados como X;(y) = 79(X;(x)) los transportes
paralelos de los vectores a lo largo de la geodésica que une a x con .

Para ver que T” es involutiva basta ver que [X,Y] = VxY — Vy X es elemento de 7" si
tanto X como Y lo son. Sea 7 = x; una curva integral para el campo X. Como vimos
anteriormente

1
VxY = lim = [1(Yz,) — Y]

donde 7¢(Yz,) sigue siendo un elemento de T, ya que el trasporte paralelo a lo largo de 7
deja invariantes a los elementos de T”, por lo que VxY € T” y andlogamente para Vy X.
Por lo que [X,Y] € T'

(ii) Sea T = z; geodésica en M con condicién inicial (y, X), donde X € T,. Supongamos
que existe una carta (x, U) con coordenadas locales (x1, ..., z, ) alrededor del punto y € M,
tal que 8/9z;, ...,0/0x) generan a T' (esta carta serd construida en el siguiente teorema),
donde k = dim(T"), por lo que existe 0 < & < 1, tal que la curva 7 tiene la forma
zy = (z'(t),...,2"(t)), donde

k

) dxd 0
X=do=2 Grl=o 5
j=1 !

Como 7 es geodésica tenemos que los vectores &; son paralelos a lo largo del transporte
paralelo de 7 (1 (i) = 4:)) lo que significa que @; € T}, . Por lo que dditj =0Oparak<j<n

y 0 <t < ¢, lo que significa que z; € M'.

(iii) Sea 7 = z; una geodésica en M con condicién inicial (y, X), donde X € T,. Como
M; es totalmente geodésica se tiene que 7 € M; Supongamos que T es una geodésica
minimizante, entonces existe una vecindad normal alrededor de 2y = y (con un sistema
normal de coordenadas), tal que d(y,z;) = Long(z)|) para 0 < t < a, donde d es la
funcién distancia definida por g. Dado que la distancia d(y,x;) se define como el infimo
de las longitudes de todas las geodésicas en M que unen a xy = y con x¢, tenemos para la
funcién distancia d’ inducida por la métrica riemanniana ¢’ en M, que

Long(gjt”g = d(y7gjt) S d/(y,ﬂft),

por lo que 7 = x; también es una geodésica minimizante para la funcién distancia d’
donde 0 <t < a. Haciendo la misma construccién en el punto z,, concluimos que 7 es una
geodésica minimizante para M. O

No perdamos de vista que las transformaciones inducidas por el grupo de holonomia
son ahora ortogonales, por lo que para cada x € M, consideraremos T el complemento or-
togonal de T.. Similarmente, esta asignacién generd una distribucién involutiva, ortogonal
y complementaria a T".

Teorema 3.4.2. Para cada punto x en M eziste una carta (x,U) con un sistema de
coordenadas locales (z1,...,xz,) enU, tal que {0:,}F_ y {02, }7_y 1 son bases locales para
T" y T" respectivamente, donde 0y, = 0/0x;.
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Demostracion. Sea x € M y M/ la subvariedad integral maximal de 7" en z y supongamos
que la dimensién de T” es k. Dado que M/ es una variedad por si misma tomamos una
carta (x1,V) de M, alrededor de = con coordenadas (yi, ..., yx), por lo que los vectores
{(8/0yi)= }¥_, generan el subespacio T, completamos este conjunto a una base de T}, M con
n — k vectores Xj11(2), ..., X»(x). Tomando el sistema normal de coordenadas generada
por la base

{a/ayla [EL3) 8/8yk7 Xk—l—l(x)? EEE) Xn(x)}y

obtenemos una nueva carta (x’,U’) con coordenadas locales (y1, ... ,Yk, Tkil, - »Tn)
alrededor de x. Para cada ¢ € U'tenemos que

X a) = (@), - v (@), a1 (q); - - - Tn(q))-

Anslogamente también T” es una distribucién involutiva y existe una carta (x”,U”) con
coordenadas locales (z1,..., Tk, 2k+1,- .-, 2n), tales que el conjunto {8/8zj};-‘:k+1 es una
base para T” y de la misma forma para q € U”

//—1(

X' (a) = (@1(9)s - -5 2(9) 241(a), -+ 20 (9))-

Suponiendo que las dos cartas estdn definidas en una vecindad abierta del cero de R",
podemos suponer que las vecindades son la misma tomando la interseccién W = x/(U’") N
X"(U"), de esta manera x' y x” tienen el mismo dominio de definicién.

Definimos las funciones diferenciables

F=mpox" 1: W —RF

dada por F(q) = (x1(q), ..., zx(q)), donde 7 : R¥ x R"™* — RF es la proyeccién sobre las
primeras k coordenadas y

G=mp_rox 1:W— R™F

como G(q) = (x441(q), ..., 7n(q)), donde 7 : R¥ x R*~% — R"~* es la proyeccién sobre
las dltimas n — k coodenadas.

Observamos para cada vector fijo (ci,...,cx) en RF que F~Y(c1,...,c) es una subvarie-
dad integral de T" y para cada vector (cpii,...,cn) en R"* G~ Y(¢pq1,...,¢n) €s una
subvariedad integral para T” por construccién.

Definimos la funcién x ' = (F,G) : W — RFxR™* dada como x'(¢) = (21(q), ..., zn(q))
diferenciable, pues tanto F' como G lo son. Hace falta ver que x es una carta local.
En efecto: Por construccién la diferencial de ™! en un punto ¢ € W se ve como

dyx~t = d,F +d,G,

ademads dyF'y d,G son suprayectivas y ker(d,F)+ker(d,G) = TyM ya que ker(d,F) = T,/
y ker(d,G) = Té, por lo que dqx_l es un isomorfismo lineal. De esta manera existe una
vecindad abierta U de x € M tal que x : W — U es un difeomorfismo y entonces (x,U) es
la carta local buscada. O
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Figura 3.2: Construccién de la carta (x,U).

Como consecuencia de este teorema tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.4.3. Sea x € M y sean M y M las subvariedades integrales mazimales
de las distribuciones T y T" respectivamente. Entonces existe una vecindad de x en M
de la forma V. =V'x V" tal que V' C M, y V" C M son vecindades de x en M' y M"
respectivamente, ademds la métrica riemanniana g en V es el producto de las métricas g’
yqg en V' y V" respectivamente.

Demostracion. Consideramos la carta (x,U) construida en el Teorema 3.4.2 y tomando ¢ €
R, tal que Q" = {veR"|||v|| < ¢} C U, definimos V' = x(QF x {0}) y V" = x({0} x Q7).
Por construccién V! ¢ M’y V" € M”, por lo tanto V =V’ x V" es la vecindad deseada.
Veamos ahora que g es el producto directo de ¢’ y ¢”, es decir, que g(X;, X;) es inde-
pendiente de las coordenadas xgi1,...,Z, para 1 < 4,7 < k, de la misma forma, que
9(X;, X;) es independiente de z1,...,x, para k+1 < 4,5 < ny que g(X;, X;) = 0 si
X; € Ty X; € T". Esta ultima se cumple trivialmente pues las distribuciones 7" y T"”
son ortogonales por construccién. Para probar la primera parte sabemos que [X;, X,,,] =0
para 1 <i< kyk+ 1< m < n por construccién de la carta (x,U) y dado que la torsién
es nula
0=VnX;— VX —[Xi, Xn] =V Xi — ViXn,

de esta forma V,, X; = V,; X,,,. Del inciso (i) de la Proposicién 3.4.1 se tiene que V,,, X; € T”
y V;X,, € T”, por lo tanto V,,X; = V;X,, = 0. Ademds sabemos que para cualesquiera
tres campos X;, X; y X, que la métrica cumple

Xm(9ij) = 9(Vx,, Xi, Xj) + 9(Xi, Vx,, Xj).

Tomando X;, X; € T"y X, € T" y utilizando la expresién anterior tenemos que X, (g; ;) =
0, por lo que la métrica ¢’ definida en M/, es independiente de las coordenadas xy1, ...,
y como la prueba es andloga para ¢”, concluimos que g = (¢/,¢”) en la vecindad V. [

Proposicién 3.4.4. Si T' yT" son las distribuciones involutivas complementarias vy or-
togonales definidas por el grupo de holonomia V(z), entonces ¥(x) se descompone como
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el producto de dos subgrupos normales ¥ (x)" y W(x)", tal que V(x) actia trivialmente en
TV y U (x)" actia trivialmente en T..

Demostracion. Sea T un elemento de C(x) y consideremos su correspondiente elemento en
el grupo de holonomia lineal f, € ¥(z) y u = (x,{Xy,...,X,}) en O(M), de tal manera
que {X1,..., Xy} es base para T\, y {Xj41,..., X} es base para T). Si tomamos v' € T,
entonces existe & € R™ tal que u(¢') = v, por lo que & = (&;, ..., &, 0,..,0) es un elemento
del subespacio R¥ x {0} € R" y mediante la accién de f,(u) existe A € O(n), tal que

frw)(v) = u(Ag') € T; & A¢' € R* x {0}.

Esto implica que la matriz A deja invariante el subespacio R¥ x {0}. Utilizando el mismo
argumento para vectores en T tenemos que A también deja invariante el subespacio
{0} x R"*. Por lo que la matriz tiene la forma:

A_aO_aO 10_'
Vo ») " \o 1)\o ») 7992

donde a € O(k) y b € O(n—k). Suponiendo que la curva 7 esta contenida en una vecindad
de la forma V' x V" obtenemos la descomposicién de la curva como 7 = (71, 72), donde
neViyneV”

Por la misma razén f.(u) se descompone como el par ordenado (fi(uq), f2(u2)), donde

fl(ul) : TIM/ — TxM/ y fg(Ug) : TIM// — TxM//

para w3 = (x,X1,...,X;) € O(ML) v uz = (2, Xg41,..., Xn) € O(MY), definidas como
filur)(v1) = ui(aéy) para & € R* x {0}, tal que ui(&1) = v1 y fa(uz)(ve) = ua(b€2) para
& € {0} x R*, tal que ug(£3) = vo.

Las curvas 71 y 7o pueden ser consideradas curvas en la variedad M, por lo que to-
mando fr, (u1,uz) el isomorfismo generado por la curva 71 tenemos que éste se ve como
(f1, Idp,ppr)(ur,u2) y andlogamente el isomorfismo f-, (ui,ug) para la curva  se ve co-
mo (Idrp, prr, f2)(u1,u2), donde fr,(ui,uz) le corresponde la matriz g1 y g2 a fr, (u1,u2),
obteniendo una descomposicién del elemento f; como

f‘r(u) = fﬁ(uhu?) ’ fT2(u17u2)7

y mediante la construccién de estos sabemos que f, deja invariante a T y f., deja
invariante a T, llegando a que ¥(z) = ¥'(x) x ¥’ (z).

En el caso general (y considerando que la variedad en la que trabajamos es simplemente
conexa) la curva puede descomponerse en producto de curvas de este tipo. Tomamos una
homotopia H(t,s) que contrae al lazo 7 al punto z, es decir, H(t,0) = =z y H(t,1) =
xt, de tal manera que H(0,s) = H(1l,s) = 0 = x. Cubriendo H([0,1] x [0,1]) con una
cantidad finita de abiertos de la forma V'’ x V", podemos encontrar una subdivisién en
m? cuadrados de [0, 1] x [0, 1] cuya imagen esté totalmente contenidos en cada uno de los
abiertos mencionados. Consideramos la curva imagen bajo H de la curva que une a los
puntos en el siguiente orden:

0,00 > (O k+1) = G+LE+1) =G +1k) = (G k) = (G k+1),
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Figura 3.3: Curva A(j, k) como unién de p y « en la vecindad V' x V.

donde la imagen del cuadrado [j,j + 1] x [k,k + 1] es una curva a en una vecindad
V" x V" y u una curva que une a z con el punto donde esté basada . Definimos el lazo
A(j, k) = p* a* p~t y utilizando la trivialidad local de a, obtenemos la descomposicién
a=(a/;a")en V" x V" por lo que la curva A(j, k) se descompone como

NG k) =pxa s pu=ty N(j, k) = px o’ % pt,
y a cada una de estas curvas les corresponde fy y fyr en W' (z) y U”(z) respectivamente
(porque el transporte paralelo sobre p deja invariante los espacios 77 y T").
La curva 7 es el producto de todas las curvas A(j, k) ya que todas las curvas definidas
dentro del cuadrado [0, 1] x [0, 1] se anulan unas a otras y lo mismo para sus respectivos

transportes paralelos. Asi concluimos que el grupo de holonomia lineal es el producto de
U (z)y ¥ (x). O



Capitulo 4

Teorema de descomposicion de
De Rham

Como vimos en el capitulo anterior, una variedad (M, g) es irreducible si no existen
subespacios propios del tangente en un punto que sean invariantes bajo la accién del gru-
po de holonomia. En el caso contrario consideramos 7). un subespacio propio invariante
bajo la accién de ¥(z) y a partir de este consideramos su complemento ortogonal T que
también cumple con ser invariante bajo la accién de ¥(x). Con esta hipétesis probamos
que ¥(z) se descompone como producto de subgrupos normales ¥(z)" y ¥(x)” que justa-
mente son los grupos de holonomia de M/, y M/ (las subvariedades integrales maximales
provenientes de las distribuciones involutivas 7" y T") y que por si solas son variedades
riemannianas.

El teorema de descomposicién de De Rham establece que una variedad (M, g) simplemente
conexa y completa se descompone de manera tnica en producto de subvariedades irredu-
cibles, salvo orden y (M, g) es isométrica a este producto. Esto significa que el teorema
es un corolario del desarrollo de la teoria que vimos en los capitulos anteriores, ya que
al considerar la variedad (M’,¢’') aplicamos nuevamente el mismo proceso que hicimos al
principio para descomponerla hasta encontrar todas las subvariedades irreducibles y ha-
cemos lo mismo con (M", ¢"). Por lo tanto, la descomposicién sélo se verd afectada por la
eleccién de los subespacios propios invariantes bajo la acciéon del grupo de holonomia de
la respectiva variedad en cada paso.

El objetivo del capitulo es encontrar la isometria entre la variedad M y M. x M/ fijando
un elemento 0 en la variedad M consideramos las subvariedades integrales M’ y M" a
través de este. La idea de la prueba consiste en encontrar proyecciones p’ : M — M’y
p’: M — M" de tal manera que p = (p/,p”) sea la isometria buscada. Las proyecciones
se definiran utilizando la holonomia de la variedad y haciendo la construccion de la pro-
yeccién p’ se verd que la construccién de p” es simétrica.

Consideremos C3; = {v : [0,1] — M|y(0) = 0} el conjunto de curvas en M que tienen
punto inicial en 0, tomando un elemento 7 = z; en este conjunto, consideramos el desa-
rrollo de esta curva en el punto 0, es decir, la tnica curva C; en ToM, tal que Cy = 0,

o1
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Co=2y

d -
EC} = TO(Zt)-
El siguiente paso es descomponer el desarrollo de la curva como C; = A; + By, donde
Ay € T} y By € T} para toda t, sabemos que T} = ToM’, de modo que la curva A,
es una curva en el tangente a M’ en 0 y como vimos en el capitulo anterior existe una
correspondecia biunivoca entre curvas en una variedad y los desarrollos de éstas en su
punto inicial. Por lo tanto existe una tinica curva 7 = x; en M’, tal que %At = 74(24).
Tomando P’ : Cg/[ — Cgm como P'(z) = x;, nuestra meta es probar que el punto final
x1 de la curva proyeccion x; depende solamente del punto final de la curva z;, es decir, si
w; € CY,, tal que z; = wy, entonces r1 = Z1, donde P'(w;) = Z; y de esta forma definir
la funcién p := (p/,p") : M — M’ x M" como la evaluacién en el punto final de ambas
curvas p(z) = (z1,y1) (donde la construccién de la curva y; es andloga). Esta prueba se
realizarda mediante una lista de pasos que nos ayudaran a reducir el problema a cuestiones
locales.

Wy

o0-————— — — Z1 M

2(1,0) 0

Figura 4.1: Homotopia entre las curvas z; y w;.

Observacion 4.0.5. Si dos curvas 71 y 72 tienen un mismo punto inicial y final entonces
Ty Lo 7 es un lazo que es contraible y por tanto existe una homotopia z(t,s) que en
particular puede ser tomada como z(t,0) = 71, 2(t,1) = 12, 2(0,5) =0y 2(1,s) = z.

A continuacién mostraremos una proposiciéon que reducira el caso de las dos curvas z
Yy We.

Proposicién 4.0.6. La proyeccién de las curvas 71 = z; y 7o = wy sobre M’ se reduce a
proyectar dos curvas Kx uxn y K*xv*xn para p y v totalmente contenidas en una vecindad
de la forma V. =V'x V" donde el punto inicial de n es 0 y el punto final de k es z; = wy.

Demostracién. Recordemos que la vecindad V' cumple con que V! ¢ M. y V' C M,
para todo z € M. Entonces para un ntimero natural m podemos subdividir I x I en m?
cuadrados de tal manera que la imagen de cada cuadrado bajo la homotopia z : I x I — M
estd totalmente contenida en una vecindad V = V'’ x V”. Consideramos uno de estos
rectangulos

R = {(t,8)|t1 § t § t2,81 § S § 82}

para 0 < t1,t9 < 1y 0 < s1,82 < 1, donde el punto H(t1,s1) es en centro de la vecindad
V' x V" que contiene a H(R). Ahora consideramos 7 la imagen bajo z(¢, s) de la curva que
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consta de unir los puntos (0, s1), (¢1,1),(t1,s2) ¥ (1,s2) como se muestra en la imagen.
Las curvas wy y 7T» tienen mismo punto final e inicial y por lo tanto son homotdpicas

72
SoF----

S1

T

t t2
Figura 4.2: Las nuevas curvas son homotépicas a las originales.

por la observacién anterior, al igual que 71 y 71 la curva que proviene de la imagen bajo
z(t, s) que consta de unir los puntos (0, s1), (t2, s1),(t2,52) v (1,s2), por lo tanto 71 y T
son homotdpicas entre si y ademéas cumplen con las propiedades requeridas. Definiendo 7
como z(t,s1) con 0 < ¢ < t; y k como z(t,s2) con ta <t < 1, tenemos que p y v estan
en la vecindad V al ser contruidas a través de los lados del rectangulo R, es decir, para
t1 <t<tyyss <s<so pu==z(tsy)*z(t1,s)yv==z(ts1)* z(ta, ). O

A partir de ahora el problema se reduce a considerar las nuevas curvas encontradas,
pues u y v son homotodpicas y pertenecen a una vecindad “cuadrada”. Més adelante vere-
mos que la proyeccién natural en V' y p’ coinciden si se tiene este caso, pero ahora probare-
mos una propiedad de la funcién p’ donde no se requieren consideraciones locales. Antes de
esto debemos sefialar que la construccién de la proyeccién p = (p/, p’) es independiente del
punto 0 € M, es decir, para cualquier punto z en M existe p, = (pl,pY) : M — M, x M.

Proposicién 4.0.7. Sea 7 = 2z, 0 <t < 1, una curva en M con z9 =0 y a € (0,1). Si
11 = 2} la curva T restringida al intervalo [0,a], o = 2? la curva T restringida al intervalo
[a,1] y 75 su proyeccion sobre la subvariedad integral mazimal M'(z,) de T' a través de
Zq, entonces la proyeccion sobre M|, de las curvas 7 y ( = 4 % 71 es la misma.

Demostracion. Observamos que la proyeccién sobre la subvariedad M) de cualquier curva
estd dada por su respectivo desarrollo (tinico) y que si X; es la T'-componente del vector
%, entonces 7¢(Xy) = (7)§(44), donde 7/ = x; es la proyeccién de la curva. Sea ¢ = wy,
hay que probar que los transportes paralelos de las T’-componentes de los vectores de
las curvas 7 y ¢ sobre si mismas al punto inicial 0 coinciden para cualquier t, es decir,
¢ (X:) = ¢4(X;). Esto se cumple trivialmente si t € [0,a] pues las curvas coinciden en
ese intervalo, si a < ¢t < 1 sabemos que 1w, coincide con su 7’-componente pues 75 es la
proyeccién de la curva 72 y por la primera observacién tenemos que (72)%(X;) = (75)% (uy).
Por lo tanto (11)§(72)q(Xe) = (11)§(72)a(we) y como (m)§(72)s = 75 v (1)§(73)e = 6,
tenemos que p'(7) = p/(74 * 11). O

Proposicion 4.0.8. Sea 7 = z; una curva en M totalmente contenida en una vecindad
de la forma V. =V'x V" ym : V =V’ la proyeccion natural, entonces P'(z;) = m1(z).
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Figura 4.3: la proyeccion de 7 y ¢ es la misma.

Demostracidon. Sea z; € V, entonces existen curvas wy € V' y y, € V" tal que z; = (wy, y¢)
donde wg =0€ My yg =0 € M". Sea Ty = (w¢,0) la proyeccién de la curva z en V.
Al igual que en la proposicién anterior, probaremos que 74(X¢) = (7)5(z¢), donde 7 es el
transporte paralelo sobre la curva Z; y por unicidad se concluye que x; = T;. Dado que
la curva inicial se descompone en un par ordenado de curvas y como la métrica en M
estd dada por el producto de las métricas de M’ y M” en la vecindad V' (¢ = (¢, ¢")),
tenemos que el transporte paralelo de z; es el transporte paralelo de cada una de sus
entradas, es decir, si ( = wy y v = y; se tiene que 7¢ = (¢4,7)) y el vector velocidad
de 7 estd dado como Z; = (w,0),, + (0,9¢),,, donde la T'-componente de z; es el primer
sumando y Zy = (1, 0)z,, por lo tanto tenemos que

Té(Xt) = (C(g?’}/é)(wtao)m = (Cé(wt%’}/é(o))
= (Cé(wt)a 0) = (Cév 0)(wt7 0)z,
= (F)o(@)
y asf concluimos que P’'(2;) = m1(2¢). O

Para los siguientes resultados necesitaremos las siguientes definiciones: como ya utili-
zamos anteriormente, para cualquier curva z;, %; se descompone como suma de vectores
X, €T, yY; €T que llamamos su T’- componente y T"-componente respectivamen-
te. Diremos que z; es una T"-curva si Y; = 0 o T”-curva si X; = 0, ademds si tenemos
z: I x I — M una funcién diferenciable, definimos z(¢,0) = z; y 2(0,s) = y* y para
valores fijos sg,ty € I denotamos z(t,sg) como zs,(t) y z(to,s) como zy(s). SI 7 =z y
T = y® definimos Ty, = 25, (1) ¥ Tty = 21, (5)-

Proposicién 4.0.9. Sea z : I x I — M una funcion diferenciable, donde z(I x I) estd con-
tenida en una vecindad V = V' x V". Si para todo so,to € I zs,(t) es una T'-curva y zy,(s)
es una T" -curva, entonces el transporte paralelo de las curvas Ty, es el mismo para toda
so al igual que Ty, para toda to.
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Figura 4.4: La funcién z(t, s) vista como un par ordenado (z},%.) en la vecindad V' x V",

Demostracion. Supongamos que zg = y° = 0, dado que la imagen de z estd en V, tenemos
que x; = (x},0) por ser una 7”-curva y de la misma manera y* = (0,y,). En este sentido
2(t,s) = (z},y.) puede ser vista como una funcién con coordenadas diferenciables para
ciertas curvas z; € V' y y. € V", Ahora, si tomamos ( = z}, v = vy, y so,to € I, obtenemos
que 75, = (¢, Ys,) ¥ Tto = (},,77). Por lo tanto tenemos que los transportes paralelos de las
curvas estan dadas como (?So)g = (szl Adpn) y (Tio)sh = (Idgr,~s)) como en la proposicién
anterior. Por lo tanto el transporte paralelo de las T'-curvas es el mismo para todas al
igual que el de las T”-curvas definidas por la funcién z(t, s). O

Corolario 4.0.10. Con la notacién de la proposicion anterior:

1. El transporte paralelo a lo largo del “paralelogramo”dado por la curva cerrada 71 o

7_'3_11 oTy, o7 para 0 <t <1 y0 < s1 < s, es trivial.

2. Para cualquier t y s, Z4(t) es paralelo a & a lo largo de la curva z/(s), es decir,
(7)3 (1) = 25(t)-

3. Para cualquier s y t, Z(s) es paralelo a y° a lo largo de la curva z4(t), es decir,
(75)2 (1) = 2(s)-

En el capitulo anterior probamos que el transporte paralelo sobre una 7’-curva man-
tiene fijo a todo T"”-vector, el transporte paralelo de todo T"”-vector sobre una T"-curva
sigue siendo un T”-vector. Usando que 7";11 =771y 7, =7 (como transportes paralelos),
la primera afirmacion se cumple al anularse cada uno de los transportes paralelos y andlo-
gamente para T’-vectores. Para la segunda afirmacién (la tercera es totalmente andloga)
tenemos que (7¢)%(#;) = (Idg,72)(#},0) = (&},0) = 24(t) por lo anterior. Enseguida cons-
truiremos dicha funcién a partir de isometrias locales que podremos extender mas alla de
una vecindad de la forma V' x V" pero antes definiremos U (z) = {w € M/|d"(z,w) < r}

donde d” es la funcién distancia definida por la métrica ¢” en M".

Proposicién 4.0.11. Sea 7 = x; una T'-curva. Entonces existe r € RT y una familia de
isometrias § = {fe : U (xo) — U/ (z4)}, tal que la diferencial de f; en xy coincide con el
tranporte paralelo de la curva 7' = x; de 0 at, es decir, dy, fy = 7.
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S
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S Ts0
7:'_ 7__to
0 T to [

Figura 4.5: El transporte paralelo de cualquier vector a lo largo de la curva cerrada es
trivial al considerarlo como suma de sus componetes en T y T".

Demostracion. Supongamos por ahora que la curva x; estd contenida en una vecindad de
la forma V =V’ x V" con origen en xy y que existe 7 € R tal que U/ (x;) C V", tomando
7 = (x,0) definimos f; : U (zg) — U} (x;) como fi(zo,y) = (z4,y).

Si (0,Y) es un vector en T§, existe una curva (xo,y°) : I. — U"(x0) tal que y° =Y por lo
que

) d. . d .
dyo f:(0,Y) = Eft 0 Y¥ls=0 = Eft(xmy )s=0
d o
= E(xhys)’szo = (07y )
=(0,Y).

U (o) I U (1)

Figura 4.6: Isometria f; definida en una vecindad V = V' x V".

Como T es una T’-curva tenemos que el transporte paralelo de un T"-vector en xg es
constante, i.e., 7(0,Y) = (0,Y). Ademds tenemos como consecuencia que

9z (dmoft(yi)a d:voft(yé)) = Gxo (Yb Y2)
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O

Para el caso méas general, en el que la curva 7 no tenga la particularidad que tomamos
en la proposicién anterior, utilizaremos el siguiente hecho: sabemos que para cada valor de
t € [0,1] tenemos vecindades V;, = V;, x V! que cubren a la curva. Como es compacta,
existe un numero finito de vecindades Vy, V1, ..., V] que cubren la curva en su totalidad y
una r € R donde las bolas U estan totalmente contenidas en cada una de las vecindades
VY para 0 <k <.

A cada una de ellas le corresponden su respectiva familia de isometrias §o, 1, ...5;, de esta
manera si tomo ¢ en [0, 1] arbitrario, definiremos la isometria f; : U (xg) — U’ (x¢) como
Jt = fr, 00 fty o fo, donde cada f;; pertenece a la familia §; para 0 < j <k <.

1"
V ‘/zll
V/l
4 /
f t1 f to f t3 f t
T T~ ) | .. — I~
?Eetl \/
Uy (zy
Z/{”

Figura 4.7: Isometria f; definida como composicién de isometrias locales.

Si ahora tomamos 7 = y® una T"-curva, donde y° = x( que esté contenida en U ()
definimos z : [0,1] x [0, s1] — M como z(t,s) = fi(y*), de modo que la homotopia z(t, s)
satisface las propiedades de la Proposicién 4.0.9 y por lo tanto el Corolario 4.0.10.

Proposicion 4.0.12. Utilizando la motacion anterior se tieme que la proyeccion de la

curva 7 * 71 en la subvariedad M (y*°) coincide con la curva s, = zs,(t).

1 se reduce al punto y*°, veamos

1

Demostracién. Como la py s, proyeccion de la T"-curva 7~
solamente que el transporte paralelo de los vectores tangentes a las curvas 7s, y 7 * 7~
sobre si mismas al punto y*° es el mismo. Esto se cumple trivialmente por los primeros
dos puntos del Corolario 4.0.10 ya que para cada t, el transporte paralelo de z; a y*° sobre
7 %771 es el mismo que el transporte paralelo de Z, (t) a lo largo de 75, a y®. O

Proposicién 4.0.13. Sea 7 = x; una T'-curva y T = y* una T"-geodésica parametrizada
por longitud de arco (p.l.a) donde xo = y°. Si Yo = 3° y Yy = 72 ("), entonces la funcion

z(t,s) = fi(y®) estd determinada de manera inica como exp,,(sYy).
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Figura 4.8: Los transportes paralelos al punto inicial y* coinciden.

Demostracion. Sabemos que para s = 0, exp,, (0) = x; y sit = 0 tenemos que exp,, (s7°) =
y* por ser T una geodésica p.la. Ahora tomamos expy, (sYy,) ¥ 2t,(s), ambas son T"-
curvas con la mismas condiciones iniciales en s = 0, por lo tanto existe 0 < d;, < s tal
que expy, (sY,) = z1,(s) en [0,84,). Utilizando nuevamente que la curva 7 es compacta,
existe 0 < 0 < sg de tal manera que exp,,(sY:) = z(s) en [0,1] x [0,0). Sea a el supremo
de las d’s que cumple con lo anterior y probemos que a = sg. Supongamos que a < Sg, en
primer lugar z,(t) es una T’-curva ya que

21_1?(11 Zs(t) = 24(t)
y ademaés el transporte paralelo de 7, es el limite del transporte paralelo de 75 cuando
s — a. Consideramos ahora la T"-geodésica y" parar > 0, donde u € [—r,r], u = a—s (por
lo que s € [a—r, a+7]) y definimos la funcién diferenciable w(t,u) = fi(y*) en [0, 1] x[—r,7].
Notemos que w(t,u) = z(t, s) para s € [a—¢,a] y utilizando el argumento anterior para la
w(t,u) definida en [0, 1]x [0, r] tenemos que w(t, u) coincide con exp,, 4 (uY;) parau € [0,¢)
con 0 < e <7, ie,wlt,a—s)=erp,, ) ((a—s)Y;) para s € [0,1] X [a,a + ¢), por lo que
tenemos una extension de z(t, s), es decir, z(t, s) = exps, ((sY;) para (t,s) € [0,1] %[0, a+¢)
lo que contradice la hipotesis de haber considerado a a como el supremo de los ntimeros
que satisfacen la igualdad y por lo tanto a = sg. O

Gracias a que la variedad riemanniana (M, g) es completa se tiene que la homotopia
z(t,s) = expy, (sY:) estd definida para s € R, esto significa que las isometrias locales f;
sélo fueron objetos auxiliares de modo que podemos abarcar esa construcciéon mas alla de
las consideraciones locales que hicimos en un principio. Sin més predmbulos, mostraremos
a partir de los resultados previos que la proyeccién p’ estd bien definida y es una isometria.

Proposicién 4.0.14. La proyeccion p' del punto final de las curvas k * *n y k*v *n
descritas anteriormente es el mismo.

Demostracion. Sea z; el punto final de la curva 7, z9 el punto inicial de la curva  y llame-
mos solamente z al punto final de k. La prueba se llevara a cabo mediante los siguientes
pasos:
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1 Sea r’ la proyeccién de k sobre la subvariedad M’(z3). Por la Proposicién 4.0.7 sabemos
que la proyeccién de la curva x * u * 1 coincide con la proyeccién de ' * u * n sobre la
subvariedad M'(z1).

0

Figura 4.9: La proyeccién sobre M’ de k * p * 1 es la misma que la de s’ * p * n por la
Proposicién 4.0.7.

2. Utilizando la Proposicién 4.0.8 a la curva p se tiene que p = (u/, ”"). Ahora tomemos
¢*, T"-geodésica que une a z3 con el punto final de la curva p/. Si X es un T’-vector en
29 sabemos que el transporte paralelo a lo largo de la curva pu~! es igual que hacer el
transporte paralelo sobre (1/)~! % (*, porque el transporte paralelo de los T’-vectores a lo
largo de p” y ¢* es el mismo.

Figura 4.10: Tomamos la proyeccién de p en V' por la Proposicién 4.0.8 y sustituimos su
V" _proyeccién por una geodésica C*.

3. Ahora consideramos la funcién z(t,s) a partir de las curvas £* y ' y utilizando la
Proposiciéon 4.0.12 tenemos que la proyecciéon de la curva s’ * u sobre la subvariedad
M'(z1) es ' * y/, donde R’ es la curva obtenida a partir de la funcién z(¢,s) de la T'-
curva k' y la T"-geodésica £*. Esto gracias a que la proyeccién se define a través del
transporte paralelo de los vectores tangentes al punto inicial. Como habiamos visto en el
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paso anterior, todos los vectores tangentes en x’ recorridos a lo largo de la misma curva
son nuevamente T”-vectores y es lo mismo transportarlos a lo largo de p = (¢, 1”") que a
lo largo de (p/)~1 % £*.

Figura 4.11: &’ se obtiene de la funcién z(¢, s) por la Proposicién 4.0.12, es decir &’ = z(t, 1).

4. Usando el mismo argumento para la curva v tenemos que la proyeccién de la curva ' * v
es # x1/, donde v =V, V") en V=V xV".

Figura 4.12: La proyeccién de la curva v/ se obtiene de la misma forma.

5. Utilizando que 1 es compacta podemos suponer que existen 71,12, ..., M, curvas tales que
n; € Vj = V] x V[, donde las vecindades Vi cubren a la curva ny n =g x -+ x 1.
1

m

Figura 4.13: Las dos proyecciones p/ y v/ en M'(z1) y la divisién de n por pedazos.
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6. Haciendo el mismo proceso, tomamos 7, = (1}, 7) v sea ¢; la T”-geodésica que une el
punto inicial de ¢’ con el punto final de 7;, entonces la proyeccién de la curva &' p/ s ny,
es Ki * g * 7727 donde ki * ug es la curva que se obtiene de tomar la funcion z(¢,s) a
partir de las curvas ¢ y &' * . Igualmente para v/ tenemos la proyeccién ky, * vy * .. Las
funciones z(t, s) fueron construidas a partir del transporte paralelo del vector tangente de
la geodésica ¢} al punto inicial a lo largo de & * ' o &' * /.

niz -+ Mk-1 Tk i > k

Figura 4.14: Las dos proyecciones son curvas que tienen mismo punto final.

Como (')~ % i/ es una curva cerrada en V', sabemos que el transporte paralelo a lo
largo de esta curva es trivial para T”-vectores, en particular para el vector tangente inicial
a (;, lo que significa que al hacer el transporte paralelo de este vector sobre estas dos
curvas obtenemos el mismo vector resultante y de esta manera las curvas uy y vy inician
y terminan en los mismos puntos (terminan en el punto inicial de kg, curva que se obtiene
de la funcién z(t, s) de la T'-curva &’ y una T"-geodésica que termina en el punto final de
Uk 0 vg) por lo que aplicamos el argumento del paso 3.

Continuamos con este proceso con las curvas 7q,...,mx_1 y obtenemos las T’-curvas
Rx[LkM *Np_1 %+ %71 Y K* U1 *Tg_1%---*7; en M’ con el mismo punto final. [

Ahora que la funcién p’ estd bien definida tomamos F' = (p/,p”), donde la construccién
de la segunda es simétrica. Basta ver que p’ es diferenciable para que F' : M — M’ x M" lo
sea. La diferenciabilidad de p’ se cumple gracias a su construccion, es decir, para cualquier
punto z € M, tomamos 2z’ = p’(z) y v la inica geodésica minimizante que une estos puntos.
Utilizando que la subvariedad M” es completa, obtenemos que 7; es una T"”-geodésica, de
modo que haciendo la misma construccién de la Proposicién 4.0.11, obtenemos una funcién
diferenciable f local que coincide con p’ de V] x V] a U, (2") C V], x V,, por lo que p’ es
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diferenciable y asi F' lo es. Para ver que F es una isometria, es decir, que para todo z € M
y dados Z1,Zs € T, M se tiene que

9:(Z1, Z2) = g(d.p'(Z1),d.p"(Z2)) + gon(d=p" (Z1), d=p" (Z2)),

basta analizar los casos para los cuales Z; y Z3 son T"-vectores (o T”-vectores). Suponga-
mos que existen a, y 3, T'-curvas, tales que ag = By =z y &g = Z1 y By = Zo, de modo
que al proyectar estas curvas y luego derivarlas obtengo d.p'(Z1) y d.p'(Zs3) respectiva-
mente. Como la proyeccién p’ es independiente de la curva que esté considerando, tomo
a* v * 7', donde 7/ es una T’-curva que une a 0 con 2/, por lo que al proyectar obtengo
axvy*7' donde @y es la curva que se obtiene de la homotopia z(t, s) que proviene de a; y
~¢. Esta construccién sirve para notar que el vector d,p’(Z;) se obtiene precisamente del
transporte paralelo de &g a lo largo de la T”-geodésica v, es decir, d.p'(Z1) = ao = i (co).
Como el transporte paralelo es una isometria entre fibras obtengo que

gz’(d07/§0) = g.(cw, fo)-

Observemos que si alguno de estos es un T"”-vector, entonces la proyeccién se colapsa a un
solo punto, por lo que la diferencial de la proyeccion se anula y es por eso que la igualdad
se cumple. Es asi como concluimos que M es isometrica al producto M’ x M", donde
suponemos que M’ y M" son irreducibles.

Ejemplo 4.0.15. Veamos que S™ es irreducible para toda n > 2, claro estd que para
n = 1 las hip6tesis del teorema no se cumplen dado que S' no es simplemente conexo,
sin embargo, esta variedad es de dimension uno, por lo que la descomposicién es trivial y
el grupo de holonomia es {1}. Probemos que G, el grupo de holonomia de la n-esfera es
SO(n), esto se hara por induccién sobre n.
Para n = 2 basta observar el transporte paralelo de los circulos pasan por el punto NV,
considerando S? como subvariedad de R? y que el grupo de holonomia es basicamente el
mismo para cualquier punto. Como sabemos, si dos subvariedades son tangentes a lo largo
de una curva, entonces el transporte paralelo definido en cada una de las subvariedades de
un vector tangente a ambas variedades a lo largo de dicha curva es exactamente el mismo.
Para 7, la circunferencia inscrita en la esfera, consideramos el cono C, que intersecta
tangencialmente a la esfera. Tomando cualquier vector tangente X, el transporte paralelo
a lo largo de 7 de este vector, 7(X) tiene una rotacién sobre el espacio tangente TnS?,
esto gracias a que el cono el isométrico a un plano (y el transporte paralelo sobre plano es
una funcién constante), por lo que el transporte paralelo de este vector sobre el cono tiene
una rotacion que depende del angulo que forma el cono con la recta que une al origen y el
vértice del cono.

Por lo que el grupo de holonomia del punto N es todo SO(2). Supongamos ahora que
el grupo de holonomia de S"~! es SO(n — 1) y que el punto N es el (n + 1)-ésimo vector
canonico €,41. Primero que nada, sabemos que G,—1 es un subgrupo de G,, visto como

= (1D %) ca,
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Figura 4.15: El trasporte paralelo sobre 7 no es trivial

Tomando A € SO(n), sabemos que este elemento tiene la forma A = (&;...d,,), donde dy
son vectores (columna) unitarios y ortogonales entre si. Consideramos ahora el subespacio
Wi =< @y, ...,dn_1 >, el complemento ortogonal de &, en TnS™ y W5 el complemento
ortogonal de €, en TnS".

Como < @y, &, >N S" = S?, existe g € Gy, tal que g(é,) = @, y por lo tanto g(Ws) = Wy
por la hipdtesis de induccién, es decir, g(€x) = 2;”:_11 a;,0j, esto significa que el elemento

g tiene la forma
B 0 Bl 0
g—A-<0 1>,p01¢10queg-< 0 1>—A.

De esta forma llegamos a que A € G, y asi concluimos que SO(n) = G,,.
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.11\877,

Sn—l

Snfl

Figura 4.16: El grupo de holomia de la esfera es SO(n)
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