UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE INGENIERIA

DIVISION DE INGENIERIA MECANICA E INDUSTRIAL

Conveccién natural y conduccién de calor en un sistema
de anulos esféricos concéntricos

Tesis

que para obtener el titulo de

Ingeniero Mecéanico

presenta

Francisco Javier Lira Rangel

Tutor: Dr. Rubén Avila Rodriguez

Ciudad Universitaria, abril 2015




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Dedicatorias

A mis padres Rosalva y Javier por el apoyo a lo largo de mi vida.
A mi hermana Alondra por brindarme tantas alegrias.

A mi novia Claudia quien me apoyd y alenté a continuar.



Agradecimientos

A la Universidad Nacional Auténoma de México por haberme
proporcionado una formacién integral.

Al Departamento de Termofluidos de la Facultad de Ingenieria por brindar
sus instalaciones y equipo de computo.

Al Dr. Rubén Avila Rodriguez por la direccién de ésta tesis.

Investigacién realizada gracias al Programa de Apoyo a Proyectos de
Investigacion e Innovacién Tecnolégica (PAPIIT) de la UNAM IN117314
"Transferencia de calor en un sistema esférico (fluido-s6lido) con campo
magnético y movimientos de rotacion y precesion”.

Agradezco a la DGAPA-UNAM la beca recibida.






Indice general

1. Introduccién

1.1. Motivaciébn . . . . . . . . .. 1
1.2. Estadodel Arte . . . . . . . .. ... ... ... ... 2
1.2.1. Simulaciones de conveccién sin rotaciéon . . . . . . . . 2
1.2.2. Simulaciones de conveccién con rotaciéon . . . . . . . . 4
1.2.3. Dinamos Numéricos . . . . . . . ... ... .. .... 8

1.3. Objetivos . . . . . . . . 10
2. Modelo Fisico 11
2.1. Estructura general de la Tierra . . . . . . ... .. ... ... 11
2.1.1. Corteza . . . . . . . . ..o 11
2.1.2. Manto . . . . . . . .. 12
2.1.3. Nucleo . . . .. ... . ... ..o 12

2.2. Conveccién del manto . . . . . . . ... .. ..., 13
2.2.1. Modelo de capas a 660 kilémetros (Modelo I) . . . . . 14

2.2.2. Modelo de conveccién completa del manto (Modelo IT) 14
2.2.3. Modelo de conveccién con rotacion a gran escala (Mo-

deloIII) . . . . . oo 14

2.3. Modelo propuesto . . . . . . . ... o 16
3. Modelo Matematico 18
3.0.1. Flujo incompresible . . . . .. ... ... .. ... .. 18
3.0.2. Conveccién natural . . . . . . .. ... ... ... ... 19

3.1. Ecuacién de continuidad . . . . . . .. ... ... 19
3.2. Ecuacion de cantidad de movimiento . . . . . . . . ... ... 20
3.3. Ecuacién delaenergia . . . . . ... ..o 22
3.4. Ecuacién de difusibn de calor . . . . . ... ... ... .. .. 23
3.5. Parametros adimensionales . . . ... ... ... ....... 23
3.5.1. Numero de Rayleigh . . . ... ... ... ....... 23

vi



3.5.2. Numerode Prandtl . . . . . . . .. ... .. ... ... 24

4. Algoritmo Numérico 25
4.1. Método de residuos pesados (ponderados) . . . .. ... ... 25
4.2. Método de Galerkin . . . . . . .. ... ... ... 27
4.3. Puntos Gauss-Lobatto-Legendre . . . . . .. ... ... ... 27
4.4. Cuadratura Gauss-Lobatto-Legendre . . . . . . . ... .. .. 28
4.5. Método de la esfera cubica . . . . . . . . . .. ... ... ... 28
4.6. Generacion delamalla . . . . . . . . ... ... .. ... ... 30

5. Resultados 35
5.1. Difusién en estado transitorio . . . . . . . . . . ... ... .. 35
5.2. Validacion . . . . . . . ... 39
5.3. Dos dnulos de fluido . . . . ... .. ... ... ... ... .. 42

6. Conclusiones 61
6.1. Conclusiones . . . . . . . . . . ... 61
6.2. Trabajo futuro . . . .. .. . ... ... ... 62

Apéndices 63

Apéndice A. Ecuacion de difusion de calor en estado transitorio 64

Apéndice B. Ecuaciones adimensionales 73
B.1. Ecuacién de continuidad . . . . . . .. ..o 74
B.2. Ecuacién de cantidad de movimiento . . . . . . .. ... ... 74
B.3. Ecuacién de la energfa . . . . . ... ..o 76

Apéndice C. Transformacién del vector gravedad a coordena-
das cartesianas. 77

7. Bibliografia 79

vii



Nomenclatura

-

3.

s O

3

Difusividad térmica [%2] .

Expansion volumetrica termal [%]

Tensor de esfuerzos viscosos [Pa].

Vector gravedad [S%]

Vector fuerza [N].

Vector gravedad en coordenadas cartesianas.

Vector gravedad en coordenadas esféricas.

Vector velocidad [%] .

Derivada material.
Incremento de densidad.
Incremento de temperatura.
Flujo de energia [W].

Flujo de masa [%}

Flujo de calor [W].

Flujo de trabajo [W].
Relacion de aspecto.

Relacion de aspecto en un anulo.

viii



Ns Relacién de aspecto respecto al sistema.
5 Variacién respecto al tiempo.

| o Integral en la superficie de control.

fVC Integral en el volumen de control.

7 Viscosidad dindmica [Iﬁ—gs} .

\V4 Vector nabla.

v Viscosidad cineméatica [%2}
p Densidad [%]

Poo Densidad del fluido quieto.
A Area [mZJ.

Cy Calor especifico a volumen constate [kg%} .
Cy Constante gravitacional [%;1}

dV  Diferencial de volumen [m?].

e Energia total por unidad de masa [?—;} .

fr Componente radial del vector gravedad.

k Conductividad térmica [%]

D Presion [Pal.

Te, Radio externo de un anulo en el sistema [m].
Te Radio externo [m].

Ti Radio interno [m].

Ts Radio total del sistema [m)].

T Temperatura [K].

Teo Temperatura del fluido quieto.

o . 2
u Energia interna por unidad de masa [r:—z}

ix



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

El comportamiento de los planetas esta estrechamente ligado con los pro-
cesos térmicos que tienen lugar en el interior de los mismos. En particular
las caracteristicas térmicas y los materiales internos que se pueden compor-
tar como fluidos son los responsables de la mayor parte de los fenémenos
internos y externos que suceden en los planetas.

Por ejemplo, el comportamiento de los fenémenos que ocurren sobre la
superficie terrestre son producidos por el calor proveniente del interior de la
Tierra, la formacién de montanas, la tecténica de placas, la generacién de
magma, entre otras, se pueden vincular con los procesos de transporte de
energia que se llevan a cabo en el interior de la Tierra.

Por otro lado, la dinamica de los fenémenos que se presentan en el in-
terior de la Tierra esta asociada a los movimientos de material interno que
son causados por la diferencia de temperaturas entre el nicleo y la corteza.
A este tipo de movimientos se les conoce como procesos convectivos y son
de suma importancia, ya que con ellos se pueden explicar los procesos de
deformacion de la corteza, tales como la formacién de islas y montanas, la
actividad volcanica e incluso el campo magnético terrestre.

Por las razones antes mencionadas es evidente la importancia que pre-
senta el conocer y comprender las caracteristicas del flujo de calor en el
interior de los planetas y los patrones de flujo que se presentan en las capas
(nticleo externo, océano y atmésfera) de fluido que constituyen nuestro pla-



neta. Estas cuestiones son la motivacion del presente trabajo.

En lo que resta del capitulo se describen las lineas de investigacion que
se han desarrollado en torno a la simulacién de la transferencia de calor en
el interior de planetas.

1.2. Estado del Arte

En la siguiente seccion se abordan algunas de las diferentes investiga-
ciones que se han llevado a cabo para simular la transferencia de calor por
conveccién en el interior de los planetas. Como se muestra més adelante las
investigaciones se dividen en tres disciplinas principales; simulaciones sin
rotacién, simulaciones con rotacién y dinamos numéricos.

1.2.1. Simulaciones de conveccién sin rotacién

Fréderic Deschamps (2010) usa un modelo paramétrico de la conveccién
y reporta los efectos que tiene la relacion de aspecto en la transferencia de
calor en el interior de un anulo esférico, el cual esta sujeto a calentamiento
en la frontera interna y un enfriamiento en la frontera externa. Las simula-
ciones que realizan muestran los patrones de temperatura en el anulo para
diferentes niimeros de Rayleigh! Ra y razones de aspecto® n = f [Deschamps
et al., 2010]. Ver figura 1.1.

Para predecir los resultados del experimento GeoFlow en la estaciéon es-
pacial internacional Feudel (2011) lleva a cabo simulaciones para dos esferas
concéntricas con un radio exterior dos veces mayor al interno y un campo
de fuerza dependiente del radio proporcional a r—°. Los resultados de su
trabajo reportan tres patrones estables de flujo para el estado estacionario;
axisimétrico, octaédrico y siete celdas. También sefiala que al incrementar el
nimero de Rayleigh la dindmica se vuelve dependiente del tiempo, [Feudel
et al., 2011]. Ver figura 1.2.

'El ntimero de Rayleigh es una medida del balance entre las fuerzas que impulsan la
conveccién (diferencia de densidad) y las fuerzas que se le oponen (friccién viscosa y la
difusién térmica).

2Se define a la relacién de aspecto como la razén del radio interno sobre el radio externo

Te

n=i



Figura 1.1: Efecto de la relacién de radios f = :—; cuando el nimero de
Rayleigh es Ra = 10%;a) f= 0.4, b) f= 0.6 y e) f= 0.8 La columna izquierda
muestra isosuperficies de temperatura adimensional a) Azul: T = 0.005,
rojo: T' = 0.010, b) Azul: T" = 0.017, rojo: T' = 0.55 y ¢) Azul: T' = 0.55,
rojo: T' = 0.60. La columna derecha muestra la distribucién de temperatura
adimensional en cortes ecuatoriales, [Deschamps et al., 2010].

Octaédrico Axisimétrico Siete celdas

Figura 1.2: Patrones convectivos en el experimento GeoFlow segiin Feudel,
[Feudel et al., 2011].



Posteriormente Frédéric Deschamps (2012) publica un articulo en el que
realizaron simulaciones de conveccién en un anulo esférico con fuentes de
calor volumétricas en el interior de las esferas. A diferencia de su articulo
anterior, [Deschamps et al., 2010] el flujo de calor es igual a cero en la fron-
tera interior, la temperatura en la frontera exterior es constante e incluye
un término fuente homogéneo en el interior. Sus resultados muestran la evo-
lucién de la temperatura en el estado de cuasi equilibrio. [Deschamps et al.,
2012]. Ver figura 1.3.

En el trabajo publicado por [Avila et al., 2013] se realiza un estudio
comparativo de los efectos que tiene la relacion de aspecto sobre el ntimero
de Rayleigh critico. Efectiian una serie de simulaciones para dos campos de
gravedad radial de la forma r~", donde la distribucién de temperatura es ge-
nerada por un término fuente o una diferencia de temperaturas impuesta en
la esfera exterior e inferior. En el articulo reportan los nimeros de Rayleigh
criticos para las diferentes simulaciones [Avila et al., 2013]. Este trabajo se
toma como referencia para comparar los nimeros de Rayleigh criticos.

Cabe mencionar que las simulaciones e investigaciones numéricas hasta
ahora reportadas en la literatura se han realizado considerando el ntcleo
externo o el manto exclusivamente. Hasta el momento no se han reportado
problemas que combinen el caso de conveccién - difusion - conveccién, que
en este trabajo de tesis se presenta.

Es importante resaltar que las simulaciones mencionadas se realizan solo
en un anulo esférico, donde la diferencia de temperaturas, entre la frontera
interna y externa del anulo es invariante en el tiempo por lo que el nlimero
de Rayleigh se mantiene constante en toda la simulacién. En el presente
trabajo al tomar en cuenta mas de dos anulos esféricos en donde una de
las fronteras presenta una temperatura que varia con el tiempo trae como
consecuencia que los nimeros de Rayleigh, en el fluido de la capa interna y
en el fluido de la capa externa sean funcién del tiempo.

1.2.2. Simulaciones de conveccién con rotacion

Para hacer un analisis detallado de la fisica terrestre y representar a los
planetas en un modelo mas préximo a la realidad se han hecho simulaciones
en las cuales se incorpora la rotacién.



Figura 1.3: Evolucién de la temperatura en el tiempo cuando Rayyg =
1.7%10° y relacién de radios f= 0.4, donde Ray g es el nimero de Rayleigh-
Roberts definido por Ray g = # % y H eslarazon de calentamien-
to interno. Columna izquierda: isosuperficies de temperatura adimensional
T = 0.06897. Columna central: distribucién de temperatura en latitud de
10° a 60° y de 160° a 280° en longitud. Columna derecha: cortes polares de
la distribucién de temperatura. Secuencia durante el cuasi equilibrio. [Des-

champs et al., 2012].
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Figura 1.4: Patrones de viento zonal encontrados por Aurnou y Olson, [Aur-
nou and Olson, 2001].

En un articulo publicado por Aurnou y Olson (2001) simulan la genera-
cién de viento zonal ? en esferas concéntricas con rotacién donde la gravedad
varia linealmente con el radio. El modelo numérico se basa en una conveccién
térmica que depende del tiempo, un fluido tipo Boussinesq que rota con con-
diciones de frontera de no deslizamiento para un caso y libre de esfuerzo para
el segundo. Las simulaciones presentan un comportamiento del viento zonal
que se propaga en direccién Este en la region ecuatorial y en direccion Oeste
en latitudes mayores. Segtin Aurnou y Olson (2011) el comportamiento del
fluido es semejante a la dindmica de la atmosfera de planetas como Jupiter y
Saturno, los cuales tienen flujos con velocidades altas en la region ecuatorial
originados por conveccién profunda [Aurnou and Olson, 2001].Ver figura 1.4

Evonuk y Glatzmaier (2006), [Evonuk and Glatzmaier, 2006],realizan si-
mulaciones en dos dimensiones en el plano ecuatorial, tomando en cuenta
flujo incompresible, para mostrar los efectos del tamano del nticleo en el flujo
convectivo en planetas gigantes. Sus resultados muestran que a una veloci-
dad de rotacién alta las simulaciones con presencia y ausencia del niicleo son
equivalentes, en cambio cuando la velocidad de rotacién es baja el patron
de flujo es completamente distinto. Ver figura 1.5.

Se han publicado articulos en los que se estudia el experimento Geo-
Flow, el mas detallado de ellos es el publicado por Futterer (2007), en el que
muestra los patrones de flujo convectivo; estado estacionario y convecciéon

3El viento zonal (ZW) se refiere a la parte axi simétrica de la velocidad azimutal.



(a) Sin nticleo y rotacién baja (b) Con ntcleo y rotacién baja

(c) Sin nicleo y rotacién alta (d) Con nicleo y rotacién alta

Figura 1.5: Efectos de la rotacién en los patrones de flujo convectivo en
ausencia (lado izquierdo) y en presencia (lado derecho) de nicleo. [Evonuk
and Glatzmaier, 2006]



cadtica. Asi mismo, muestra los niimeros de Taylor caracteristicos, para ca-
da uno de los patrones, [Futterer et al., 2008].

Moghadam y Rahimi (2009) simulan la transferencia de calor en un sis-
tema en el que la esfera interna presenta una rotacién que depende del
tiempo y la esfera externa rota a una velocidad constante. Concluyen que
flujos resultantes presentan un retardo en la transferencia de calor debido
a las velocidades angulares de las dos esferas [Moghadam and Rahimi, 2008].

La tdltima linea de investigaciéon, como se muestra a continuacién, se re-
fiere a los dinamos numéricos que estudian el campo magnético que genera
el movimiento convectivo del material que conforma al nicleo externo.

1.2.3. Dinamos Numéricos

Se han publicado diversos articulos en los que se recrea numéricamente
el efecto dinamo que describe la distribucién de velocidades, calor y campo
magnético. A continuacion se hace un breve repaso de algunos de los articu-
los publicados.

Heimpel (2005) estudia el efecto que tiene el tamano del nicleo interno
en la formaciéon del campo magnético. En su trabajo muestra los patrones
de temperatura, velocidad angular y campo magnético y cémo se relacionan
entre si. Resalta una clara relacién entre la cantidad de celdas convectivas y
los campos magnéticos auto sostenibles con forma de dipolo, [Heimpel et al.,
2005]. Ver figura 1.6.

Simitiev y Busse (2005) analizan la relacién que existe entre el nimero
de Prandtl y la estructura que presenta el campo magnético, asi como los
efectos que tiene el nimero de Rayleigh sobre las celdas convectivas y en
consecuencia el efecto dinamo. En este articulo muestran que los ntimeros
de Prandtl elevados y préximos a la unidad generan un dinamo comparable
al geodinamo terrestre, por otro lado, distingue dos patrones de conveccion;
rollos que se propagan en la direcciéon azimutal y celdas que se distribuyen
en la zona ecuatorial, [Simitev and Busse, 2005]. Ver figura 1.7.

En las tres lineas de investigacion que se describieron los estudios se cen-
tran en el nicleo liquido de planetas terrestres o se abordan por separado
las distintas capas que conforman a los planetas. En el presente trabajo de



Figura 1.6: Patrones de flujo convectivo, vorticidad y campo magnético ana-
lizados por Heimpel. Muestra las isosuperficies de la vorticidad y las lineas
de campo magnético para diferentes relaciones de aspecto xy = :—Z [Heimpel
et al., 2005].

Figura 1.7: Patrones de campo magnético dipolar analizados por Simitiev y
Busse. [Simitev and Busse, 2005].



tesis se estudian, de una forma simplificada, las distintas capas que con-
forman a los planetas terrestres. En particular se estudian los efectos de la
temperatura en fluido confinado en primer y ultimo anulo del sistema.

1.3. Objetivos

s Estudiar la transferencia de calor por difusién en un sistema de esferas
concéntricas.

s Estudiar la transferencia de calor por conveccién en un sistema de
esferas concéntricas.

= Comparar, con la literatura disponible actual, los ntimeros de Rayleigh
criticos tomando en cuenta un campo de gravedad radial de la forma
= cuando n = 1,3).

= Estudiar los patrones convectivos y de temperatura provocados por la
gravedad radial.

= Estudiar el comportamiento del fluido confinado entre el niicleo interno
y el manto, y el fluido confinado entre la corteza y la capa exterior.

10



Capitulo 2

Modelo Fisico

En la siguiente seccién se describe el modelo de capas en el interior de
la Tierra y las caracteristicas principales que presentan, asi como el modelo
simplificado que se estudia para resolver la transferencia de calor y el flujo
convectivo.

En particular para este trabajo se simula la convecciéon en la capa co-
rrespondiente al nticleo externo y una capa externa que puede representar la
capa oceanica o atmosférica o una seccion externa del manto que se puede
comportar como un fluido.

2.1. Estructura general de la Tierra

La estructura general de la Tierra consta de tres capas distintas; la cor-
teza, manto y nucleo. Estas capas se subdividen en zonas de acuerdo a sus
propiedades fisicas. Las propiedades que se utilizan para diferenciar estas re-
giones se basan en la naturaleza (liquido o sélido) y la resistencia promedio
del material.

2.1.1. Corteza

Es la capa externa relativamente delgada y comprende dos tipos: la corte-
za continental y la corteza ocednica. La corteza oceanica tiene aproximada-
mente 7 kilémetros de espesor compuesta de rocas igneas con una densidad
promedio de 3.0 gramos por centimetro ctibico. En contraste la corteza con-
tinental tiene de 35 a 45 kilémetros de espesor con una densidad promedio

11



Corleza 7 - 70
km

5150 km
Nucleo
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6,371 km

Figura 2.1: Estructura interna de la Tierra

de 2.7 gramos por centimetro ctbico, [Tarbuck et al., 2010].

2.1.2. Manto

El manto representa méas del 82 % del volumen de la Tierra, consiste en
un anulo esférico de roca sélida que se extiende a una profundidad de 2900
kilbmetros y a su vez se divide en dos; el manto superior que comprende la
frontera corteza-manto hasta una profundidad de 660 kilémetros, desde los
660 hasta 2900 kilémetros de profundidad se encuentra el manto inferior que
a causa del incremento de presién y temperatura es capaz de fluir, [Tarbuck
et al., 2010].

2.1.3. Ntcleo

La composiciéon del nticleo se describe como una aleacion de hierro-niquel
con pequenas cantidades de otros elementos con una densidad aproximada
de 11 gramos por centimetro ctibico. Esta dividido en dos regiones; el nticleo
externo formado por una capa liquida de 2270 kilémetros de espesor, donde
a causa del movimiento del hierro metdlico el campo magnético de la Tierra
es generado. Finalmente, se encuentra el ntcleo interno delimitado por una
esfera de 1216 kilémetros de radio, [Tarbuck et al., 2010].

12



Para poder representar la estructura interna de la tierra en la simulacién
se requiere de la relacién de aspecto! , de cada una de las capas. La relacién
de aspecto del sistema se define como la razén del radio externo de un anulo

,
del sistema entre el radio total del sistema 7y = —. De acuerdo con las
T

S
caracteristicas descritas, el cuadro 2.1 presenta las relaciones de aspecto de
las capas de la Tierra.

Ntcleo Manto Corteza
Interno | Externo | Interior | Superior | Continental
Na 0 0.35 0.61 0.90 0.98
Ns 0.19 0.54 0.89 0.98 1

Cuadro 2.1: Relacién de aspecto de cada una de las capas de la Tierra.

El d4nulo formado por la corteza es muy delgado, lo que dificulta su vi-
sualizacién. Por tal motivo en este trabajo se modifica la relacién de aspecto
para la corteza y el manto como se muestra en el modelo propuesto.

2.2. Conveccion del manto

El manto consiste casi en su totalidad de roca soélida, a pesar de ello es
suficientemente caliente para presentar caracteristicas de un flujo convectivo
de baja velocidad que es producido por la combinacién de tres procesos
térmicos:

1. Calentamiento desde la frontera interior (manto-nicleo).
2. Calentamiento en el interior producido por isétopos radioactivos.

3. Enfriamiento desde la superficie exterior del planeta.

En este trabajo se logran la primera y tercera condicién imponiendo una
temperatura mas grande que la temperatura externa para todos lo casos. La
segunda condicién se trata en un caso especifico en donde se introduce un

!La relacién de aspecto de un dnulo esférico es la razén del radio interno al radio externo

T
y se define por 7, = —
r

e

13



término fuente localizado.

Tomando en cuenta los procesos térmicos descritos se presentan tres mo-
delos de conveccién. Los primeros dos se centran en la conveccion del manto
y omiten el efecto dinamo causante del campo magnético, en contraste el
tercer modelo incorpora el efecto dinamo que trata de explicar los patrones
del campo magnético.

2.2.1. Modelo de capas a 660 kilémetros (Modelo I)

Este modelo sostiene que existen dos zonas de conveccién (ver figu-
ra 2.2a.), la primera zona se extiende desde la corteza hasta una profundidad
de 660 kilometros, en ella el material interno se mueve a mayor velocidad.
La segunda zona de conveccién la conforma el manto inferior en donde el
movimiento es a menor velocidad que en la primera [Tarbuck et al., 2010].

2.2.2. Modelo de conveccién completa del manto (Modelo IT)

El segundo modelo explica que la conveccién se efectiia en la totalidad
del manto [Tarbuck et al., 2010]; el material méas frio situado en la frontera
exterior se mueve hacia la frontera nicleo-manto, por otro lado el material
que se encuentra en la frontera interior asciende a la superficie en forma de
plumas mantelicas?. El modelo se encuentra ilustrado en la figura 2.2b.

2.2.3. Modelo de conveccion con rotacién a gran escala (Mo-
delo III)

Por ultimo Lister propone un modelo que incluye la rotacién, propone
que la convecciéon en el interior de la Tierra tiene dos zonas convectivas.
La capa exterior (el manto), donde el fluido de baja velocidad se enfria al
estar en contacto con la frontera exterior (corteza, atmoésfera u océano) y
en la frontera interna gana calor al estar en contacto con el niicleo externo.
A esta capa le sigue una region liquida comprendida por el ntcleo exterior
donde a consecuencia de las altas temperaturas el flujo convectivo tiene ma-
yor velocidad. Al sumar la rotacién se generar un efecto en las corrientes

2Las plumas mantélicas son rocas solidas en contacto con el nicleo que disminuyen su
densidad debido a la temperatura. Estas rocas fluyen hacia el limite entre el manto y la
corteza donde, por la poca presion, se pueden fundir y acumular.
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Litosfera
oceanica

Material
en
descenso

Nicleo

Material en
descenso

(b) Modelo II descrito por [Tarbuck et al., 2010].

Ratacion , Litosfera (corteza
+ manlo superior)

Nucleo interno
(radio 1,200 km)

(c) Modelo III descrito por [Lister, 2008].

Figura 2.2: Modelos de Conveccién en el manto
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convectivas del nucleo externo, el cual provoca que el patréon de flujo sean
columnas helicoidales alineadas paralelamente al eje de rotacién y tangentes
al nucleo interno, de tal manera que si el fluido es conductor eléctrico se
presenta un campo magnético [Lister, 2008].

Segun lo anterior el manto presenta movimiento convectivo que en com-
paraciéon con el movimiento convectivo del niicleo externo es es de menor
velocidad, es por ello que en este trabajo de tesis se considera como un sélido
la parte correspondiente al manto. Para incluir las caracteristicas restantes
descritas en los tres modelos anteriores en la secciéon 2.3 se describe el
modelo que se estudia en el presente trabajo.

2.3. Modelo propuesto

En este trabajo se plantea reproducir el modelo de capas de los planetas
terrestres, en especifico la estructura de la Tierra bajo las siguientes consi-
deraciones; se toma en cuenta que los planetas son esferas y cada capa que
conforma su estructura es un anulo esférico concéntrico con difusividad tér-
mica « unitaria, las fronteras de los anulos con fluido son rigidas, la fuerza
de gravedad estd dirigida hacia el centro de las esferas y varia segtn el radio.

Como muestra la figura 2.3 el modelo consta de seis dnulos esféricos
con diferentes relaciones de aspecto, que se presentan en el cuadro 2.2. Los
anulos formados por los radios r1-r3 y rg-r7 contienen un fluido y los anulos
intermedios se consideran como sélidos conductores.

Anulo 1 2 3 4 5 6
Na 0.35 109|086 (0931|094 |0.8
s 054 |06 1| 07 | 0.75| 0.8 1

Cuadro 2.2: Relaciones de aspecto para el modelo propuesto.

Las condiciones de frontera térmicas son las siguientes; la frontera in-
terior del primer anulo esférico y la frontera exterior del tltimo anulo se
mantienen a una temperatura constante, la temperatura de la superficie in-
terior T es superior a la temperatura Th de la superficie exterior, ver figura
2.3. Para las condiciones de frontera de los fluidos se tiene la condicién de
no deslizamiento en las superficies internas y externas del dnulo interior y

16



Figura 2.3: Modelo propuesto.

el anulo exterior.
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Capitulo 3

Modelo Matematico

Para todo fenémeno fisico existe una ecuacién matematica que representa
el comportamiento del fenémeno en estudio. En este trabajo se considera un
modelo que implica dos capas de fluidos, una confinada en el anulo esférico
interno y la segunda en el dnulo esférico externo, y cuatro capas interme-
dias en fase sélida. Es por ello que en el siguiente capitulo se presentan las
ecuaciones que rigen el comportamiento tanto de la parte sélida como de la
parte del fluido.

En las siguientes paginas se presentan las ecuaciones de la dindmica de
los fluidos y algunos parametros adimensionales representativos del modelo
fisico presentado en el capitulo anterior.

3.0.1. Flujo incompresible

La densidad en un fluido (liquidos y gases) es una funcién de la tempe-
ratura y la presién, por lo que alteraciones en estas dos variables causa que
la densidad cambie, dificultando el desarrollo matematico.

Para poder simplificar la solucién de las ecuaciones de dinamica de los
fluidos se requiere hacer una serie de suposiciones, entre ellas, se asume que
el flujo es incompresible. Esto significa que la densidad es constante en todo
el fluido sin importar las variaciones de temperatura y presién que se susci-
ten.

En particular, para los liquidos esta consideracion es vilida ya que la
densidad varia muy poco respecto a la temperatura y se requieren de pre-
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siones muy altas para que la densidad pueda variar.

Esta consideracion se traduce en ecuaciones mas sencillas de resolver.

3.0.2. Conveccidén natural

La conveccion es una forma de transferencia de calor entre un fluido en
movimiento y una superficie, en particular la conveccion natural se presenta
cuando el movimiento del fluido es producido por una corriente convectiva
que, como en el interior de los planetas, se puede generar cuando un fluido
sin movimiento esta sujeto a una fuerza de cuerpo y presenta un gradiente
de densidad, que disminuye en la direccion de la fuerza de cuerpo. Cuando
se conjuntan estas caracteristicas se produce una fuerza de flotaciéon que
genera un movimiento en el interior del fluido que se conoce como corriente
convectiva.

Como se introdujo en el parrafo anterior se requiere de dos caracteristi-
cas para generar un flujo convectivo: el gradiente de densidad y una fuerza
de cuerpo. Para el caso de este trabajo el gradiente de densidad lo genera un
gradiente de temperatura (entre la superficie interior y la superficie exterior
a menor temperatura) y la fuerza de cuerpo es generada por un campo gra-
vitacional.

Una de las caracteristicas fundamentales para que se presente un flujo
convectivo es que la densidad pueda variar en el interior del fluido, es por
ello que para acoplar la conveccién natural con el flujo incompresible se to-
ma en cuenta la aproximacion de Boussinesq. La cual considera la variacion
de la densidad por efecto de la temperatura tinicamente en los términos de
la fuerza de cuerpo.

3.1. Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad representa el principio de conservacion de
masa. Este principio describe que la variaciéon de masa en el tiempo es igual
a la masa que entra en un sistema menos la masa que sale de dicho sistema.

dp

(2

dv + Z (piAi®;), — > (piAiTi), = 0 (3.1)
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que en su forma vectorial se escribe de la siguiente manera:

dp ~
E + V- (p¥) =0 (32)

si tomamos en cuenta que el fluido es incompresible, la variacién de la den-
sidad respecto al tiempo y la posicién es cero, por lo que ( 3.2) se simplifica
a:

V-5=0 (3.3)

3.2. Ecuacion de cantidad de movimiento

La ecuacién de cantidad de movimiento de un fluido describe que la
variacién de la cantidad de movimiento m - ¥ es igual a la suma de fuerzas
que acttian sobre el fluido y en forma integral se escribe:

NG
S F= ( /V ) ﬁpdV) + Z (i), — Z (B,  (34)
en forma vectorial:

ﬁ_qapv(_‘) dv
D E= T GtV (o8 )+

El término entre paréntesis es la ecuacién de continuidad por lo que el

dv (3.5)

dv d
lado derecho de la igualdad se simplifica a pEdV, donde T es la derivada
() 00 .

material definida como — = —+ v - V().
dt ot 0
En este trabajo solo se consideran las fuerzas de superficie (viscosas
y presién) y las fuerzas de gravedad. Si se toman en cuenta las fuerzas
mencionadas la ecuacién ( 3.5) se escribe:

dv

'OE =pgG—Vp+V -1y (3.6)

Adicionalmente, el fluido en estudio es un fluido Newtoniano y la ecua-
cién de cantidad de movimiento se transforma a:
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dv

p—

dt

Para introducir la conveccion a la ecuacion de cantidad de movimiento

se tiene que considerar la variacién de la densidad respecto a la temperatura

en el término gravitacional. Si en la ecuacion de cantidad de movimiento se
escribe en el término gravitacional la densidad p mas un incremento Ap:

= pg — Vp + pV>3o (3.7)

dv
pi
dt
Para relacionar la variacién de la densidad con la temperatura se recurre
al coeficiente de expansién volumétrica termal S definido como:

1(0p 1 Ap 1p—poo
p

=(p+Ap)G— Vp+uV’s (3.8)

p\oT p AT~ pT —Tx

De donde se despeja la variacion de la densidad Ap = —fSp (T — To) y
se sustituye en ( 3.8). Como resultado se obtiene la ecuacién de cantidad de
movimiento considerando la conveccién.

dv
po = p[l = B (T~ T)|§ — Vp + 4¥°T (3.10)

En el presente trabajo se simula en coordenadas cartesianas por lo que
la fuerza de gravedad para el sistema esférico gs se transforma, mediante
la matriz de transformacién, a su equivalente en un sistema cartesiano gg,
[Dumas, 1991]. Ver apéndice C.

- _fT‘
9e= 55> (21,22, 73)
VT + 25 + x5

En este trabajo se toman en cuenta que la componente f, varia segin el
radio por lo que se puede escribir como:

(3.11)

-C
I (x1, 12, 23) (3.12)

(:E% —1-33% —i—:v%) 2

ge =

. . . n+1
Donde €y es una constate gravitacional con unidades ®5— y n es un

numero entero.
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3.3. Ecuaciéon de la energia

La ecuacién de la energia se basa en la primera ley de la termodindmica,
la cual postula que la variacién de la energia total de un sistema es igual al
flujo de calor menos el flujo de trabajo, esto es Q — W = F y en su forma
integral:

Q—W:i(/vcepdv>+/sc <e+i>p(6~ﬁ)dA (3.13)

que en su forma vectorial se escribe:

de
pdt+v Vp+pV - 0=V (kVT)+ V- (V- 1) (3.14)

el trabajo de las fuerzas viscosas es equivalente a V(¥ - 135) = U-(V - 735)+ @,
donde @ es la funcién de disipacién viscosa. Sustituyendo esta consideracion
en la ecuacion ( 3.14):

de
pdt+v Vp+pV - T=V.-(kVT)+7- (V- -1i5)+ @ (3.15)

Al utilizar las fuerzas viscosas de la ecuacion de cantidad de movimiento
y sustituir la energia total e = u + %'6;2 + g;x; en la ecuacién anterior, tanto
la energia cinética como la energia potencial se cancelan y se obtiene:

du
p—
dt
Si du =~ ¢,dT la ecuacion de la energia se convierte en:

4PV T =V (kVT)+ (3.16)

dr
dt

Para finalizar en este trabajo la disipacién de las fuerzas viscosas es
despreciable y la densidad es constate, lo que implica que la divergencia de
la velocidad es igual a cero V-4 = 0. De igual modo, el calor especifico ¢, y
la conductividad térmica k son constantes y la ecuacién ( 3.17) se simplifica
a:

pey——+pV - 3=V - (kVT)+ o (3.17)

ar
ooy = kT (3.18)
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3.4. Ecuaciéon de difusion de calor

Al ser sélidos, los cuatro anulos centrales del modelo propuesto no pre-
senta movimiento y la Unica ecuaciéon que se resuelve es la de la energia.
Como la velocidad en la parte solida es igual a cero, la densidad es constan-
te y la funcion de disipacion viscosa es despreciable la ecuacién de la energia
se reduce a:

or )
peoar = kT (3.19)

Para el caso de difusién de calor el anulo esférico interior y exterior no
presentan movimiento (velocidad igual a cero) por lo que la tnica ecuacién
que se resuelve es la ecuacién ( 3.19). Para fines de comparacién la ecuacién
( 3.19) se resuelve de forma analitica en el apéndice A.

3.5. Parametros adimensionales

Cuando las ecuaciones de la dinamita de los fluidos se transforman a su
forma adimensional se encuentran niimeros adimensionales que para el caso
del presente trabajo son los siguientes.

3.5.1. Numero de Rayleigh

El nimero de Rayleigh es un indicador muy importante para la trans-
ferencia de calor por conveccién, cuando este pardmetro se encuentra por
encima de un valor critico la transferencia de calor por conveccion domina
el fenémeno, en caso contrario la transferencia de calor es dominada por la
difusion.

gL3BAT
a=—7—

2

(3.20)

donde ¢ es la gravedad, L es una longitud caracteristica, que de ahora en
adelante se define como la diferencia entre radio externo y radio interno
de los anulos con fluidos. L = r. — r; y AT es la diferencia de temperatu-
ras de la superficie interior y la superficie exterior de los anulos con fluidos
AT =T, —T,,.
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Para poder comparar los resutados de este trabajo con la literatura se
utiliza otra definicién del ntimero de Rayleigh !, Avila et al. [2013]:

T, — T\
T 1 | TP
Ra, = —" VZd” (3.21)

donde Cj es la contante gravitacional, 8 es la constante de expansién volu-
métrica termal, d es la diferencia entre radio externo y radio interno de los
anulos con fluidos d = 7. — 4. T}, es la temperatura de la superficie interior
de los &nulos con fluidos, 7, es la temperatura de la superficie exterior de
los dnulos con fluidos y « es la difusividad térmica .

3.5.2. Numero de Prandtl

El ntimero de Prandtl es la medida de la efectividad de la difusién de la
cantidad de movimiento sobre la difusién de calor que tiene un fluido, esto
es:

!'Ntimero de Rayleigh definido en la seccién 6 del trabajo de Avila et al. [2013] 6.
Basic temperature field given by a temperature diference between the internal and external
spheres, and g(r) as a known function of r, n #0”
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Capitulo 4

Algoritmo Numeérico

Las ecuaciones planteadas para este trabajo se resuelven con el método
de los elementos espectrales. Este método parte del método de los residuos
pesados y se basa en construir la solucién de una ecuacién diferencial de
una serie de aproximaciones locales. Fragmenta un dominio en subdomi-
nios (elementos) simples y utiliza interpolaciones para encontrar la soluciéon
aproximada.

En general el método de los residuos pesados emplea funciones de ex-
pansién como base para una serie truncada de la solucién de la ecuacion
diferencial parcial a resolver. Para asegurar que la soluciéon aproximada sa-
tisface la ecuacién diferencial se utilizan funciones de prueba para minimizar
el residual (residuo) que se forma cuando la solucién aproximada es susti-
tuida en la ecuacion diferencial parcial. La combinacién de las expansiones
y las funciones de prueba le da nombre a diferentes métodos.

Una ventaja del método es que permite incrementar el orden de los poli-
nomios de interpolacién mientras el numero de elementos se mantiene cons-
tante. Otro punto importante es que se puede aplicar en geometrias com-
plejas y permite implementar el algoritmo de la esfera cubada para generar
una malla computacional esférica.

4.1. Meétodo de residuos pesados (ponderados)

Parte de una ecuacion diferencial escrita como:

L(u)=0 (4.1)
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y se asume que la solucién u(x,t) pude ser representada por su forma apro-
ximada:

u‘;(m t) = up(x,t) Zul D, ( (4.2)

donde ®;(z) son funciones analiticas de prueba (expansién), u;(t) son coefi-
cientes indeterminados y ug(z, t) se selecciona para satisfacer las condiciones
iniciales y de frontera. Al sustituir la solucién aproximada en la ecuacion
diferencial se genera un residual (error):

L(u®) = R(u®) (4.3)

el objetivo es que el residual (error) sea lo mas préximo a cero y se define el
producto interno entre dos funciones como

9) = /Q f(2)g(x)dz (4.4)

Para asegurar que el residual sea cero N debe tender a infinito y se impone
la condicién del producto interno del residual R respecto a la funcion de
peso vj(x)

(v;(x), R) = 0 j=1,....N (4.5)

El método de los residuos pesados no determina la forma de las funciones
de peso a usar, es por ello que dependiendo de la funcién que se utilice el
método cambia de nombre. En el cuadro 4.1 se hace un resumen de algunas
de las funciones de peso y el nombre que toma el método.

Funcién de peso Tipo de método
vj(z) = 0(x — x;) Colocacion

vj(x) = { (1) ?j;tgog?] Volumenes finitos
vj(x) = aT Minimos cuadrados
vj(z) = 2 Momentos
vj(z) = @5 Galerkin
vj(x) = U;(# ®5) Petrov-Galerkin

Cuadro 4.1: Resumen de métodos segtn la funcién de peso.
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4.2. Método de Galerkin

Para este trabajo se utiliza el método de Galerkin, también conocido
como Bubnov-Galerkin descrito en [Karniadakis and Sherwin, 1999], en el
cual las funciones de peso son iguales a las funciones de prueba v; = ®; y
el producto interno del residual respecto a la funcién de peso es

(0y(@) = @,(@). ) = | @) Rla)dz =0 (4.6)

Dentro del método existen dos aproximaciones para resolver la ecuacién
diferencial; 1) dividir el dominio £ en subdominios elementales €2, mientras
el orden del polinomio de las funciones de expansion se mantiene constante,
también conocido como aproximacién tipo h, y 2) aumentar el orden del
polinomio de las funciones de expansién en un sélo dominio, conocido como
aproximacion tipo p. Cuando se combina las dos aproximaciones se dice que
es un método de elementos espectrales hp y es el método que se utiliza en
el presente trabajo.

Si en cada dominio elemental €2, se considera un elemento estandar Qg
en el cual las coordenadas locales tienen rangos de —1 < &1, &2, &3 < 1 se pue-
den expresar las coordenadas globales en términos de las coordenadas locales
gracias la transformacion z = x¢(£). De igual forma se pueden expresar las
funciones de expansién globales ®;(z) en términos de las expansiones locales

Pp(8)-

Recordando que que la solucién aproximada u’ se expresa en términos de
las funciones de expansion globales, también se puede expresar en términos
de las expansiones locales del siguiente modo

N—-1 N P
u(z) = O(x)u; =YY ¢5(us (4.7)
=0 e=1 p=0

debido que hay mas coeficiente de expansiones locales que coeficientes de
expansiones globales se utilizan restricciones extra para igualar su nimero.

4.3. Puntos Gauss-Lobatto-Legendre

En este trabajo las funciones de expansién ¢, son el polinomio de Lagran-
ge a través (evaluados) de los ceros del polinomio Gauss-Lobatto-Legendre
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lo que resulta en expansiones locales de la forma:

(E—1)(E+1)Lp(E)
P(P+1)Lp(&p)(& — &)

Pp(§) = (4.8)

4.4. Cuadratura Gauss-Lobatto-Legendre

Segun la restriccién del producto punto se tienen que evaluar integrales
de la forma f_ll u(&)d€. Esto se logra integrando numéricamente usando la
cuadratura Gaussiana que representa al integrando como un polinomio de
Lagrange

Q-1
u(€) =Y u(&)hi(€) +e(u) (4.9)
1=0

donde @ es el numero de puntos, &; es la abscisa en el intervalo [-1,1], h; es
el polinomio de Lagrange y €(u) es el error de aproximacion. Si se sustituye
en la integral se obtiene la forma general de la cuadratura Gaussiana:

-1

1 Q-1
[ wlede~ 3 wiute) + R (4.10)
=0

En este trabajo se utiliza la cuadratura Gauss-Lobatto-Legendre que define
las abscisas y los pesos como

-1 i=0
=< &g, i=1....Q-2 (4.11)
1 i=Q-1
w? = 2 i=0,...,Q—1 (4.12)
" QQ-D[Loa(&)P '
R(u) = 0 si u() € Pag_s([~1,1])  (4.13)

4.5. Meétodo de la esfera cubica

El método de la esfera ciibica esta basado en la descomposicién de la
esfera en seis regiones idénticas obtenidas proyectando los lados de un cubo
circunscrito en una esfera a la superficie de la misma. Con este método
cualquier punto que se encuentre en las caras del cubo puede proyectarse a
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Figura 4.1: Transformacion de la esfera cubica, [Ronchi et al., 1996].

A
7 a
S fa,a,a)
-. a " punto en la esfera
a ‘. o =g (XY, Z)
— _ R.. @
L
) . .F.I.JJ
T
00,0 o‘_ z

cara 1 del cubo '

Figura 4.2: Sistema coordenado local (z,y) y absoluto (X, Y, Z) para la cara
I, [Nair et al., 2005].

la superficie de la esfera y viceversa,Ronchi et al., 1996].

Si cada cara del cubo tiene coordenadas locales (z, y) se pueden proyectar
a la superficie de la esfera y después obtener las coordenadas en el sistema de
referencia absoluto X, Y, Z, que se encuentra en el centro del cubo, mediante
las transformaciones del cuadro 4.2, [Nair et al., 2005]:

Para este trabajo la malla computacional es de suma importancia ya
que dependiendo del numero de elementos, la cantidad de puntos en cada
elemento y la disposicién de los puntos en los elementos se puede o no tener
resultados confiables de la conveccién en el método numérico. Por esta razon
en este trabajo se asegura que el método numérico cuente con los datos sufi-
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Cara X,Y,Z X,y

L Fary) a(x %)
II %(_xac%y) CL(%,%)
11 El—a,—2,y) a(%,5E)
v %(m, —a,y) a(%,%z)
v bCya o
VI Jwe—a) a(Z )

R = av/3 (radio de la esfera)
N e

Cuadro 4.2: Transformaciones entre coordenadas locales y coordenadas ab-
solutas para el método de esfera cuibica.

cientes para resolver las ecuaciones de la trasferencia de calor y la dindmica
de los fluidos.

4.6. Generacion de la malla

Para generar la malla computacional se parte de los anulos esféricos de-
finidos en el capitulo 2. Se utiliza el radio interno y externo de cada uno de
los anulos para definir una serie de cubos internos, con incrementos equi-
distantes entre caras. En las caras de estos cubos se define una malla local
con incrementos constantes en x,y. Posteriormente se utilizan las transfor-
maciones del cuadro 4.2 para las seis caras de cada uno de los cubos.

Para cada anulo al conjunto de puntos formado por las proyecciones de
cada cara se le denomina de ahora en adelante Macro elemento, figura 4.3
y 4.4.

Una vez conformados los macro elementos se procede a dividir cada uno
de ellos en 9x9x3 elementos locales, 9 elementos en la direccién azimutal,
9 elementos en la direcciéon polar y 3 elementos en la direccién radial. Por
motivos de visualizacién se presentan las imagenes del una division en 5x5x3
de un macro elemento en la figura 4.5

Para finalizar en cada elemento local se introducen los puntos Gauss-
Lobatto-Legendre con ayuda de la transformacién = = x¢(¢), figura 4.6. Se
utiliza un polinomio de grado 7 para cada una de las tres direcciones lo que
genera un total de 343 puntos por elemento local.
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Figura 4.3: Conjunto de puntos formado por la caras I del primer &dnulo
esférico (Macro elemento)

En resumen la malla computacional consta de 78,732 elementos con 343
puntos cada uno. En la figura 4.7 se muestra el resultado final de la malla.
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| 12

(a) Vista Frontal (b) Vista Lateral

Figura 4.4: Malla del Macro elemento correspondiente a las caras I del primer
anulo.

ZL Zi

(a) Vista Frontal (b) Vista Lateral
Figura 4.5: Ejemplo de la division del macro elemento correspondiente a las
caras I del primer anulo en 5x5x3 elementos, 5 elementos en la direccién

azimutal, 5 elementos en la direcciéon polar y 3 elementos en la direcciéon
radial.
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Bg Bg

(a) Malla generada con una pro- (b) Malla con puntos Gauss-
yeccién equidistante Lobatto-Legendre

Figura 4.6: Mapeo de los puntos Gauss-Lobatto-Legendre en uno de los
elementos locales (vista frontal).
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(a) Vista frontal malla completa

(¢) Anulos esféricos en distintos
(b) Corte meridional de la malla  colores.

Figura 4.7: Malla computacional.
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Capitulo 5

Resultados

En el presente capitulo se presentan los resultados de difusion y los casos
de conveccién que se analizan en esta tesis. El caso de difusién se compara
con la solucién analitica que se obtiene en el apéndice A. Para el primer
caso de conveccion se plantea validar la malla y el algoritmo numérico com-
parando con los resultados disponibles en la literatura, cuando sélo el primer
anulo presenta conveccion. En los casos restantes se estudian los efectos que
tiene la conveccién del anulo interno sobre el flujo de calor en el dnulo ex-
terno.

En el cuadro 5.1 se presentan los casos que se estudian. Para todas las
simulaciones se presentan los patrones de temperatura y para las simulacio-
nes de conveccion se agregan los patrones convectivos que se generan.

5.1. Difusion en estado transitorio

En esta seccion se analiza numéricamente el caso de conduccién de calor
en estado transitorio y se compara con la solucién analitica del apéndice A.
Al no presentar conveccion los anulos con fluido se comportan como sélidos,
lo que convierte al fenémeno en un caso unidimensional.

La descripcién de este caso, si se recuerda el modelo propuesto en la sec-
cién 2.3, es la siguiente: se imponen para toda la simulacién temperaturas
constantes en la superficie interior T'(r1) = 771 y en la superficie exterior
T(r7) = Ty, donde la temperatura interior es mayor a la temperatura exte-
rior 171 > T5. En el tiempo igual a cero ¢t = 0 la distribucién de temperatura
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Fenémeno Caso

Difusién Conduccién en estado transitorio (validacién)

Ra; = 7.50F + 3 (validacion)
Ra; =2.87TFE + 2
Ra; =2.87TFE + 3
Ra; =5.75E + 3
Conveccién  Ra; = 1.00E + 4
Ra; =2.15F +4
Ra; =2.76F + 4
Ra; = 3.45F + 4
Ra; = 5.46F + 4

Cuadro 5.1: Resumen de casos estudiados. Los nimeros de Rayleigh son
calculados con la distribucién de temperaturas de la conduccion estado es-
tacionario.

en el interior de sistema es cero T'(r) = 0 = F(r).

Con tales condiciones la ecuacién para la conduccion de calor en estado
transitorio, ver apéndice A,se convierte en:

En la figura 5.1 se muestra la distribucién de temperatura para distintos
tiempos y para su estado estacionario t = 0.9s.
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Figura 5.1: Distribucién de temperatura en un corte ecuatorial para distintos
tiempos
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En la figura 5.2 se compara la solucién numérica (puntos) con la solucién
analitica (lineas discontinuas) en distintos tiempos de la simulacién.

La solucién numérica de cada punto de la malla se compara con la solu-
cién analitica con N = 50 y se calcula el error. En el cuadro 5.2 se presenta
el porcentaje de error maximo para los distintos pasos de tiempo, en ella se
puede apreciar que el error diminuye a medida que el sistema se aproxima
al estado estacionario.

400 t=0.054 + B
t=0.108 X
t=0.162  *
t=0.216 O
t=0.270 L]

350 i t=0.324 o ]
t=0.378 e

= t=0.432 =
£ t=0.486 4
B Eiﬁi ﬁ i iiii“ t=0.540 v
300 |- % U808 o g pooooRE g § L ]
x XX xx x X KKRKXXX x
X *
X
250 | Rt ]
X X
xx x X X +
+ +
200 + B
+
+
+
+
+
150 | L .
* +
w7t
100 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
r(m

Figura 5.2: Comparacién de la solucién numérica y la solucién analitica en
distintos tiempos. Gréafica T" vs. r solucién numérica en puntos y solucién
analitica en linea discontinua.
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t(s)  emax(%)

0.0564 7.98E-1
0.108 3.35E-1
0.162 1.78E-1
0.270 4.52E-2
0.324 2.16E-2
0.378  9.66E-3
0.432 3.81E-3
0.486 6.97E-4
0.54  1.88E-3

Cuadro 5.2: Tabla de porcentaje de error méximo definido como e( %) =

Tnumérica - Tanalitica

x 100.

Tanah’tica

5.2. Validacion

Para validar el cédigo y la malla numérica generada para el caso de con-
veccion se compara con los resultados reportados por [Avila et al., 2013], en
donde se tiene un espacio anular de relacién de aspecto n = 0.35, tempera-
turas fijas en la superficie interior y exterior, y el campo de gravedad que
decrece con el radio en funciéon de %3

Para generar las condiciones equivalentes en el modelo propuesto se re-
quiere que solo el anulo interno tenga conveccién y que la temperatura en
la superficie exterior del d4nulo interno sea constante T'(r2) = c. Para lograr
la primera condicién se elimina la conveccién para el dnulo externo, como
consecuencia el espacio entre ry y r2 se comporta como un sélido. Para la
segunda condicién se propone utilizar un coeficiente de difusién muy elevado
ag = 1E + 5 en el espacio entre r7 y 1o, con esta condicién se asegura que
la temperatura sea muy aproximada a la temperatura exterior del sistema
T(ry) = Ty. De nueva cuenta se imponen para toda la simulacién temperatu-
ras constantes en la superficie interior T'(r;) = T3 y en la superficie exterior
T(r7) = T», donde la temperatura interior es mayor a la temperatura exte-
rior 17 > T5.

Si se recuerda la ecuacion de cantidad de movimiento, la condicion equi-

valente para que el campo de gravedad se comporte en funcién de T%, el
término de la fuerza de flotacion se escribe con n = 2:
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. -C -C
gc = £ p— (71, 20, 23) = WT? (71,22, 23) (5.1)

2 2 2
V&) + x5+ 23

Finalmente, se calculé el nimero de Rayleigh Ra, superior al valor critico
para observar el patrén convectivo y las condicién inicial es la distribucién
de temperatura en estado estacionario de la seccion anterior.

El efecto de la conveccion se puede apreciar claramente en los patrones
de temperatura figura 5.3. El movimiento del fluido que se encuentra proé-
ximo a la superficie interna se calienta y la fuerza de flotacién lo conduce
de forma ascendente a la superficie externa. Las zonas de ascenso del fluido
transportan calor a la superficie y se traduce en un aumento de temperatura
en esta zona. Una vez que el fluido caliente llega a la superficie externa, a
menor temperatura, es enfriado y la fuerza de flotacion lo conduce al centro
del sistema, zona de descenso de fluido (menor temperatura).

MNodalTernp

Figura 5.3: Campos de temperatura Ra, = 7500. Del lado izquierdo se
muestra un corte meridional mientras que el lado derecho un corte ecuatorial.

Los campos de velocidad y las lineas de flujo, figura 5.4, muestran la
simetria en el movimiento del fluido, tanto en el plano ecuatorial como el
meridional se presenta el mismo patrén convectivo.
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Figura 5.4: Campos de velocidad y lineas de flujo Ra, = 7500. Corte meri-
dional lado izquierdo. Corte ecuatorial lado derecho.

Una forma para visualizar en tres dimensiones los efectos de la convec-
cién es una isosuperficie de una temperatura caracteristica o la temperatura
promedio del fluido. En la figura 5.5 se presenta la superficie de tempera-
tura promedio de la simulacién.

Figura 5.5: Superficie de temperatura promedio 7" = 345 en el caso Ra, =
7500.

Los resultados mostrados coinciden cualitativamente con los publicados
por [Avila et al., 2013] y [Futterer et al., 2008], figuras 5.6 y 5.7. Los ni-
meros de Rayleigh son distintos pero el patrén de conveccion es muy similar,
por lo que se puede decir que la malla y el coédigo funcionan correctamente.
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Figura 5.6: Resultados publicados por [Avila et al., 2013]. Lado derecho:
campo de velocidades y superficie de temperatura promedio. Lado izquierdo:
campo de velocidades y lineas de flujo. Caso n = 0.35 y Ra = 6000.

Figura 5.7: Resultados publicados por [Futterer et al., 2008]. Patrén de tem-
peratura, se visualiza una superficie de temperatura arbitraria en color rojo
(s6lo hemisferio sur) n = 0.5 y Ra = 4000.

5.3. Dos anulos de fluido

Para continuar el andlisis se toman en cuenta el espacio anular interno y
externo tienen conveccién, ademas todo el sistema tiene una difusion térmica
constante « y se imponen para toda la simulacion temperaturas constantes
en la superficie interior T'(r1) = T y en la superficie exterior T'(r7) = Tb,
donde la temperatura interior es mayor a la temperatura exterior 77 > T5.

Estas condiciones implican que las temperaturas promedio en la super-
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ficie externa del primer anulo T'(r2) = Ty; y la superficie interna del dltimo
T(rg) = Tse pueden variar, lo que se refleja en el nimero de Rayleigh que
al igual que la temperatura no es constante. Para diferenciar los nimeros
adimensionales se agrega un subindice para diferenciar Ra; y Ra..

Es importante mencionar que el estudio de conveccién - difusién - con-
veccién, que este trabajo analiza, no ha sido estudiado previamente. Las
publicaciones actuales se limitan al estudio de la conveccién en un solo es-
pacio anular.

Uno de los objetivos de este trabajo es analizar los efectos que tiene la
conveccion del anulo interno sobre la conveccién en el dnulo externo. Por
ello se modifica el campo de gravedad que decrece en funcién de %1, esta
modificacion permite que los dos nimeros de Rayleigh se encuentren proxi-
mos a sus valores criticos usando la misma constante gravitacional Cy, tal

y como sucede en el modelo real.

En el cuadro 5.3 se muestra el resumen de los resultados que se analizan
a continuacion.

Caso Ra; Condicién Ra, Condicién
1 2.87E+2  Subcritico 9.40E+1 Subcritico
2 2.87TE+3 Subcritico 9.40E+2 Subcritico
3 5.75E+3  Critico 1.89E+43 Subcritico
4 1.00E+4 Supercritico 3.31E+3 Subcritico
5 2.15E+4 Supercritico 7.11E+3 Subcritico
6 2.76E+4 Supercritico 9.10E+3 Subcritico
7 3.45E+4 Supercritico 1.14E+4 Subcritico
8 5.46E+4 Supercritico 1.80E+4 Critico

Cuadro 5.3: Tabla resumen de resultados. Los nimeros de Rayleigh se cal-
culan con las temperaturas del caso de difusion.

Como se mencioné anteriormente la temperatura en las superficies T'(r2) =
Tsi vy T(r¢) = Tse y los nimeros Ra; y Ra. varian en el tiempo como lo
muestra la figuras 5.9 a 5.12. Para los casos 1 y 2, figura 5.9, la constante
gravitacional que se utiliza provoca que la fuerza de flotacién no sea capaz
de transportar calor a la superficie y las temperaturas Ty; v Tse permane-
cen constantes. En los casos restantes, figuras 5.10 a 5.12, se observa que
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las temperaturas de las superficies Ts; v Tse incrementan de manera consi-
derable. El incremento de la temperatura Ty provoca una disminucién del
nimero de Rayleigh Ra;. En cambio el incremento de la temperatura Ty,
provoca una aumento en Rae.

Como se describi6 en el parrafo anterior en cuanto cambia la tempera-
tura de la superficie interna T'(r2) = Ts; el nimero de Rayleigh interno Ra;
también cambia. Este comportamiento es mas evidente en los casos 3 a 8,
figura 5.10 a 5.12. De igual forma cuando la temperatura de la superficie
externa T'(r¢) = Tse aumenta se refleja en la variacién del nimero de Ray-
leigh externo Rae.

También se puede apreciar el lapso de tiempo que transcurre para que el
nimero de Rayleigh interno cambie es menor al lapso de tiempo requerido
para el ntimero de Rayleigh externo. Este comportamiento se explica por
el retraso en la trasferencia de calor por conduccion que se presenta en los
anulos sélidos que se localizan en la parte intermedia del modelo.

Si se muestran en una sola gréafica, figura 5.8a , los nimeros de Ray-
leigh internos Ra; de todos los casos se aprecia el efecto de la constante
gravitacional Cy sobre la conveccién. A medida que aumenta la constante
gravitacional el tiempo de inicio de la conveccion se acorta. Por otro lado
las pendientes que presentan las curvas son mayores, indicando que la los
patrones de temperatura cambian mas rapido.

En la figura 5.8b se presentan los nimeros de Rayleigh externos Ra.
de todos los casos. Nuevamente se aprecia que a medida que la constante
gravitacional aumenta el tiempo de inicio para que las pendientes cambien
se acorta. El comportamiento del nimero de Rayleigh externo Ra,. para los
casos 3 a 8 sugiere que en el transcurso del tiempo el nimero de Rayleigh
externo puede aumentar hasta llegar al valor critico e iniciar la conveccion.

44



80000

70000

60000

50000

40000

30000

20000

10000

35000

30000

25000

20000

15000

10000

5000

T T T T - .
casol ——
caso2 --——----

—e caso3 -
i \ caso4

\ caso5 ———-—

e caso6 -------

S caso7 -~ -

i ST caso8 ——-—

1 1 L | | )

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
t (s)

(a) Comparacién de nimeros de Rayleigh internos de los 8
casos.

T T T T T T
casol ——
caso2 -------
caso3 -
B _ caso4
7 caso5 ———-—
7 caso6 -
- caso7
7 caso8 —— -
1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
t (s)

b Comparacién de numeros de Raylel h externos de los 8
g
casos.

Figura 5.8: Comparaci()ribde numeros de Rayleigh.



3000 T T T T T T T T T T 345
2800 Ra: - 340
RaeI - K-
2600 - s 4 335
e O
2400 - 330
2200 -4 325
2000 - 320
L8O [ 4 315
1600 <4 310
1400 - 305
essecessecsecesesessssssesesssessceses socssessssstssssesessstssssasesessoszea)
1200 - 300
1000 -4 295
800 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 290
0 0.01 002 003 004 005 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11
t (s)
(a) Caso 1
6000 T T T T T T T T T T 345
5500 - Ra 1 340
Rag ------
s - 335
5000 se
- 330
4500
-4 325
4000 |- 1 320
3500 T 4 315
-4 310
3000
- 305
2500
- 300
2000 -4 295
1500 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 290
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11
t (s)
(b) Caso 2
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46

T (K

T (K



11000 T T T T T T T T T 345
Rai
4 340
10000 | Rae
Si
Tse —— { 335
9000 |
4 330
8000 1 325
4 320
7000 |
———————————————————————————————————————————— 4 315
6000 | 1 310
4 305
5000
4 300
4000
4 295
3000 1 1 1 1 1 1 1 1 1 290
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1
22000 345
4 340
20000
4 335
18000 1 330
16000 | 1 325
4 320
14000 |
——————————————————— 4 315
12000 | 1 310
305
10000 |
300
8000 - e
%%%%%%M%*’fy@é@é ] 295
6000 L L L L L L 290
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
t (s)
(b) Caso 4

Figura 5.10: Graficas de Ra vs. t y T vs. t de los casos 3 y 4.
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Figura 5.11: Graficas de Ra vs. t y T vs. t de los casos 5 y 6.
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Ahora se analiza la velocidad promedio en el interior del dnulo interno
Vi v en el interior del anulo externo V., figuras 5.13 a 5.16. En los casos
1y 2, figura 5.13, al principio de la simulaciéon tanto V; como V. presen-
tan oscilaciones abruptas, en lo que resta de la simulacién las velocidades
tienden a un valor fijo que es insuficientes para generar patrones convectivos.

El caso 3, figura 5.14a presenta el inicio de la conveccion en el anulo
interno, en la primera mitad de la simulacién V; permanece en velocida-
des cercanas a cero y en la segunda mitad incrementa significativamente.
En esta ocasion la velocidad V; es lo suficientemente grande para iniciar el
transporte de energia del interior hacia el exterior. En contraste V. dismi-
nuye y se mantiene aproximadamente en cero, con lo cual la conveccién no
es significativa.

En general los casos 4, 7y 8, figuras 5.14b y 5.16, presentan un com-
portamiento similar al descrito anteriormente. Por otra parte los casos 5 y
6, figura 5.15 presentan aumentos y disminuciones abruptas en la velocidad
Ve v de nueva cuenta no es suficiente para iniciar la conveccién en el anulo
externo.

La variacion de la velocidad se refleja en el cambio de los patrones con-
vectivos que al principio de las simulaciones tienen un patrén simétrico en
el plano meridional y el ecuatorial. A medida que transcurre la simulacién
presentan patrones variables asimétricos. En todos los casos se presentan un
patrén inicial caracteristico que se modifica a lo largo de la simulacién. Es-
te cambio es mas evidente y abrupto cuando el nimero de Rayleigh aumenta.

Aunque en los casos que se estudian no se presenta el inicio de la con-
veccién en el sector anular exterior, el andlisis de los resultados muestra que
es necesario que la viscosidad del fluido confinado en el dnulo externo sea
menor en dos ordenes de magnitud para que coexistan ! los dos fenémenos
convectivos.

LEl estudio para que los dos fenémenos convectivos coexistan se plantea como trabajo
futuro.
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Como se menciona en el andlisis de la velocidad promedio, el dnulo ex-
terno presenta en todos los casos velocidades bajas, lo que ocasiona que el
numero de Rayleigh se mantenga en la zona Subcritica. Es por ello que sélo
se muestran las los patrones convectivos del anulo interno.

A continuacién se presentan los patrones convectivos y la distribucién
de temperatura en el interior del anulo interno para los casos convectivos.
Se observa que el patrén convectivo para los casos 3, 5 y 6 es similar, estos
generan una superficie de temperatura promedio que asemeja un octaedro
justo en los primeros instantes de la simulacién y mientras transcurre la
simulacién se comporta de manera erratica.

(a) Isosuperficie inicial (b) Isosuperficie final

Figura 5.17: Caso 3: Superficies de temperatura promedio

NecdTarnp NeddTsrmp

(a) Temperatura inicial (b) Temperatura final

Figura 5.18: Caso 3: Distribucion de temperatura plano meridional
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En el caso 4 y 7 se nota una comportamiento particular de la superficie
de temperatura promedio. El caso 4, figuras 5.19 y 5.20, en los instantes
iniciales presenta un cubo con protuberancias en los vértices. El caso 7, fi-
guras 5.25y 5.26 al inicio de la simulacion la isosuperficie de temperatura
forma un poliedro de 12 vértices. En ambos casos en el transcurso de la
simulacién la superficie se perturba y adquiere formas distintas.

(a) Isosuperficie inicial (b) Isosuperficie final

Figura 5.19: Caso 4: Superficies de temperatura promedio

NeddTermp NeddTermp
395

- 380

(a) Temperatura inicial (b) Temperatura final

Figura 5.20: Caso 4: Distribuciéon de temperatura plano meridional
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(a) Isosuperficie inicial (b) Isosuperficie final

Figura 5.21: Caso 5: Superficies de temperatura promedio

NodalTermp _ Nodalferrp
395 395

- 380
[ 360

(a) Temperatura inicial (b) Temperatura final

Figura 5.22: Caso 5: Distribucion de temperatura plano meridional
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(a) Isosuperficie inicial (b) Isosuperficie final

Figura 5.23: Caso 6: Superficies de temperatura promedio

ModalTerrp
395

380
[ 360

(a) Temperatura inicial (b) Temperatura final

Figura 5.24: Caso 6: Distribucion de temperatura plano meridional
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(a) Isosuperficie inicial (b) Isosuperficie final

Figura 5.25: Caso 7: Superficies de temperatura promedio

ModdTeme
395

(a) Temperatura inicial (b) Temperatura final

Figura 5.26: Caso 7: Distribucion de temperatura plano meridional
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(a) Isosuperficie inicial (b) Isosuperficie final

Figura 5.27: Caso 8: Superficies de temperatura promedio

(a) Temperatura inicial (b) Temperatura final

Figura 5.28: Caso 8: Distribucion de temperatura plano meridional
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones

Se logré estudiar la transferencia de calor por difusién en un sistema de
esferas concéntricas y se demuestra que al discretizar el dominio en forma
hp reduce el error a niveles minimos. Del mismo modo se valid6 el método
numérico y la malla computacional para el caso de conveccion n = 3 en el
anulo interno. Se observé que el patrén de conveccion es semejante al repor-
tado en la literatura.

Finalmente se estudié el caso de conveccién n = 1 en dos anulos con-
céntricos. Se logré determinar el comportamiento del niimero de Rayleigh
cuando solo se impone una temperatura en alguna de las superficies del anu-
lo. También se estudié el comportamiento de la velocidad promedio en el
espacio anular y se observo sus efectos sobre la conveccion.

Se determiné el comportamiento del nimero de Rayleigh interno y ex-
terno del sistema. Se observé que mientras que el numero de Rayleigh in-
terno disminuye en el transcurso del tiempo, el numero de Rayleigh externo
aumenta. También se identificé que existe un retardo en el inicio del incre-
mento del numero de Rayleigh externo, debido a la difusividad térmica de
los dnulos sélidos que se encuentran en la seccidén intermedia del sistema.

Se logrdé identificar los patrones convectivos que se generan cuando se mo-
difica la constante gravitacional. De igual modo se observo que el aumento
de la constante gravitacional acorta el intervalo de inicio de la conveccion
en el anulo interno del sistema.
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Se observo que para el sistema con dos dnulos de fluido en ningtn caso se
llega al estado estacionario en los patrones de flujo, ya que la temperatura
en las superficies T; v Tse varia considerablemente.

6.2. Trabajo futuro

A pesar de que se logré determinar el comportamiento del niimero de
Rayleigh y de la temperatura en el caso conveccién - difusién -conveccién no
se logro alcanzar el valor critico que inicia la conveccién en el &nulo externo.
Por esta razén un punto de oportunidad es estudiar las condiciones que per-
mitan la conveccién en los dos anulos con fluido. También es importante
incluir la rotacién en el estudio para representar mejor el comportamiento
de un planeta.
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Apéndice A

Ecuacion de difusion de calor
en estado transitorio

En esta seccién se resuelve por superposicién la ecuaciéon de difusion de
calor para el caso unidimensional en estado transitorio sin generacién de
calor por términos fuente en coordenadas esféricas.

Como se muestran en la figura 2.3 el sistema esférico consiste en una
regién anular esférica con una distribucién de temperatura inicial F'(r), la
superficie de la esfera externa de radio r, se encuentra a una temperatura
T, y la esfera interna de radio r; a una temperatura 7;. Segliin estas con-
diciones no hay variacién de la temperatura en la direccién polar €} ni en
la direccién acimutal € y el término fuente es igual a cero. En consecuen-
cia la ecuacion de transferencia de calor en coordenadas esféricas se reduce a:

0 0
ko L,or k|0 koo o 0 or
2or\" o | Trst o | 4 | T iEsmeds | 06 o =crgy

ko (,0r\ T A\
ﬁa TE *C'UPE ()

Para resolver la ecuacién A.2 por superposicién se toma en cuenta que
la funcién de temperatura es una suma de la temperatura en estado esta-
cionario y la temperatura en estado transitorio, en donde las condiciones de
frontera no homogéneas corresponden al estado estacionario y las condicio-
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nes de frontera homogéneas, excepto para la distribucién de temperatura
inicial F'(r), al estado transitorio, [Hahn and Ozisik, 2012].

T(r, t) = TET(T, t) +TrE (T>

Con las siguientes condiciones de frontera:

Tee(ri) =1, Tpr(ri,t)

0
Trr(re) =T, Trr(re,t) =0

y condicién inicial:

TET(T, t = 0) = F(T)

Para el estado estacionario la variacion de la temperatura respecto al
tiempo es igual a cero por lo que la temperatura es inicamente funcién de
la posicion y la ecuacién A.1 se simplifica a:

d dTgg(r)
T <r2dr> =0 (A.3)

La tnica manera que la variacion respecto al radio A.3 sea igual a cero
es que el argumento sea una constante C. Y al ordenar los términos:

dTEE(T) . g
dr 2
Volviendo a integrar:
Cy
/dTEE(r) = /err
-C
TEE( ) = . ! + Cy (A4)

ri

To
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Resolviendo las ecuaciones A.5y A.6 para las constantes Cy y Co:

Tiro(To - Tz)

C) =
To — T3
ro(To — T;
szM'i‘Ti
To —T;

Al sustituir las dos constantes en la soluciéon general A.4 y reordenar
los términos se obtiene la temperatura en estado estacionario :

Tpe(r) = W (1 - ?:> +T; (A7)
Para el estado transitorio se hace el siguiente cambio de variable:
U(r,t) =rTer(r,t) (A.8)
y sus derivadas:

oU (r,t oT ,t 0
(r ):T er(r )+TET(r,t)—T

or or or

= raTE;:r’ t) + TET(T, t)
a2U(T, t) aQTET(T‘, t) 8TET(7’, t) 87“ 8TET(T, t)
oz o2 * or  Or + or
82TET(T‘, t) 8TET(T, t)
B or? 2 or
8U(T, t) 6TET (7", t)
ot | ot

que en la ecuaciéon A.2 se traduce en:
02U (r,t) _ cpdU(r,1)
oz kOt

Para resolver por separacién de variables la nueva variable U(r, t) se des-
compone en el producto de dos funciones:

(A.9)

U(r,t) = R(r)['(t)

con sus respectivas condiciones de frontera y condicién inicial:

U(ri, t) = R(r)I'(t) =0
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U(ro,t) = R(ro)I'(t) =0
U(r,0) = R(r)I'(0) =rF(r) —rTeg = G(r)
y al sustituir en A.9 se obtiene:

32R(T) 1 or'(t)
It = —
(*) Or? aR(T) Ot
donde o« = wp ©8 la difusividad térmica. La ecuacién anterior se reordena

separando las variables y se iguala a la constante —\?

1 0%R(r) 1 00t
Re) o7~ N Tt ot (4.10)

Tomando el lado derecho de la igualdad A.10 para integrarlo se obtiene
la funcion I'(t):

1 or(t)
al(t) ot N

/ th)@I‘(t) = / —a\?0t

I(t) = Cre N

(A.11)

Ahora se toma el lado izquierdo de la igualdad A.10, se reordena y se

obtiene una ecuacion diferencial cuya solucién puede ser encontrada utili-
zando su polinomio caracteristico.

1 9%R(r) _ e
R(r) oOr?
O?R(r)
Or?

+MR(r)=0
La solucién general de la ecuacion diferencial anterior es:

R(r) = Cysin A\r + Cs cos(Ar) (A.12)

Para encontrar las constantes C'y y Co se utiliza la primer condicién de
frontera de U(r,t):

R(r;) =0 0 = Cysin(Ari) 4+ C5 cos(Ar;) (A.13)
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resolviendo A.13 para la constante C3 y sustituyendo en A.12:

Cy sin(Ary)

Cs =~ cos(Ar;)

Cy sin(Ar;)

R(r) = Cysin(Ar) — “eos(vrT)

cos(Ar)

ordenando y usando la identidad de diferencia de angulos:

C
R(r) = cos(iri)(sm()\r) cos(Ar;) — sin(Ar;) cos(Ar))
R(r) = Cysin (A(r —r;)) (A.14)
Cs

donde C4 es el cociente . Para encontrar los valores de A se utiliza

cos(Ar;)
la segunda condicién de frontera de U(r,t):

R(r,) =0 0 = Cysin (A(ro — 1)) (A.15)

para asegurar que la igualdad A.15 se cumpla los valores del argumento de
sin (/\(7"0 — r,)) deben ser multiplos de m como se muestra a continuacién.

Aro — 1) =nmw
Como es posible tener mas de un valor de A ahora se nombra con A,
a sus distintos valores posibles y la funcién R(r) se define como una suma

infinita de todos los valores de A,

nm

Ap = ———
(1o —14)

R(r) = Z Cysin (An(r — 1))

Ahora se multiplican las funciones R(r) y I'(¢) para encontrar la funcién
U(r,t) y el producto de las constantes C; y Cy se nombra C),

U(r,t) = Z Chsin (A (r — ri))e*a)‘%t (A.16)
n=1
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Para encontrar el valor de la constante C), se utiliza la condicién inicial
U(r,0) y se multiplica por el operador f:;r. sin (Am(r — rl)) dr en ambos
lados de la igualdad

U(r,0) = G(r) G(r)=>_ Cpsin (An(r — 1))
n=1
/TO G(r)sin (A (r—r;)) dr = /To Z Crsin (An(r—r;)) sin (A (r—r;)) dr
r=r; T=Tip=1

y al usar la propiedad de las funciones ortogonales

/b 0 cuando n # m

=a

w(z)[pn(x)]?dz  cuando n =m

en el lado derecho de la igualdad y despejar para C),

_ f:iri G(r) sin ()\n(r — rz)) dr
fr” sin? ()\n(r — TZ)) dr

r=r;

Ch

que se simplifica resolviendo las dos integrales. Realizando la integral del
denominador se obtiene:

C. = f:in- G(r)sin (An(r —15)) dr
o [2/\71(7" — 1) — sin (20, (1 — Ti))} .

o f:iri G(r)sin (An(r —r;)) dr
n = 0
o | Ty - sin (2T
2 To
Cp= G(r)sin (An(r — 1)) dr (A.17)

TO - Ti r=r;

Al sustituir la funcién G(r) en A.17 se obtienen las integrales A y B

9 [
Cp = / [rE(r) — rTgg) sin (Ay(r — ;) dr (A.18)
B

To = TiJr=r; ~~~—
A
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Como la distribucién de temperatura inicial F'(r) puede ser una funcion
arbitraria, solo la integral B se resuelve sustituyendo la temperatura en
estado estacionario Tgg

sin (A (r —r;)) dr

ordenando y agrupando los términos comunes

/ )
r=r;

To(To - Tz)

To — T3

(r—mri) +rT;| sin (A (r —ry)) dr

integrando por partes B

I I i e S Lo "
1 = ﬁ"‘ i TnCOS( n(’l“ 7"1)) + )\7%811’1( n(r Tz)) N
C

1 N (re—"7;) 0
+)\7% S1n W — Sln 7 T’L))
_ —1)"
:C(/\nl rogo&&ﬁ)’( ) -7 +)\12|:W0]>

1 T, T, —-1)"
=—— ro(To l)—i-Ti (rOW( ) —m>
)\n To — T4
— 1 |r(T, — T3)
By = T; _1)m
! )\n To — T4 * (rO( ) rZ)




Al resolver la integral By

—Tzro(To - Tz) "
S TN R A
[ T i) TiToldo — 1 nmir 1
[ LG’:L:)/T (T; T) cos(ﬁ)—W)
=~ Wo(zoﬁ_ & <W(1)n - 1)
B, = [ — riroiio - T;) (—1)" —1)

Restando Bs de Bj y simplificando se obtiene la integral B

B —By= _ (7’0(_)\1)” ) roiTO_—T?i) o I Tiro:lio - 1T;) (=) = 1)
_ ()" (To = T) (re—=Ti)  roTi(=1)"(ro — 74) N riro(To — T') (re—T7)
N7 (re—T7) nm N (re—"7;)
N riTi(;OW_ i) N riro(—l)mETo —T;) B riro(I;Loﬂ— Ti)
— (Tomrri) <7"o(—1)n(Tz‘ —To) + T;(ri — ro(—l)n)>
_ (Ton—ﬂri) <W - TOTO(—l)n + Ty — M)
B — By = (Tn;T)<TT - rOTo(—1)"> (A.19)

Ahora se sustituye el resultado de la integral B en A.18




Con la constante C), determinada se sustituye en A.16 y se reorganiza

o 2 To T.O . TZ

U(Ta t) = nzl S—— /T” ’I”F(T) dr — (nﬂ)(mﬂ — rOTO(_l)n>] sin ()\n(r B ri))e_a)\%t
2 ° g
— w; W(roTo(—l)” _ rl-TZ-) sin ()\n(r _ Ti))e—a)\it
2 > , v
. )\n -1 a)\nt/ F d
+7’o—7“inzzlsm( (r—ri)e T:riT (r)dr

2> ) TOTO(—l)n Y

U t) = — 1 An —ry —aAnt
(r,t) nzlsm( (r —ri))e )
To — T4 1 n i .

Al dividir U(r,t) entre el radio se obtiene la temperatura en estado
transitorio Tgr. Finalmente se suman las temperaturas Trp v Trr para
obtener la funcién de la temperatura para el sistemas:

7GO(TO - Tz)

T 2 = r T (=1 — T
T(T, t) = (1 — ;) +T; + Ezsnl ()\n(r _ ,ri))efa)\%t o 0( ) it
n=1

n

To — T

2 °° To
+ mz sin (A (1 — m))e‘”it/ rF(rydr  (A21)
o Y n=1 T=Ti
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Apéndice B
Ecuaciones adimensionales

En la siguiente seccién se adimensionalizan las ecuaciones del capitulo

3.
V-9=0
g . o
Py = PL=B(T =Tx)]§ = Vp+pVo
dT—kV2T
T

Se definen los siguientes parametros adimensionales:

. _d . T
Ui - ;Ui .%'Z- - E
v T — Too
"= —t T =
d? A

donde d es la diferencia de radios en el espacio anular con fluido d = r. —r;.
Al diferenciar las variables dimensionales en términos de los parametros
adimensionales:

d2
ot = —ot* oT = ATOT*
14
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B.1. Ecuacién de continuidad

Al desarrollar la ecuacién de continuidad:

81}1 81/2

803
— + —
al’ 1 81'2

—=0
81‘3

sustituyendo los parametros adimensionales:

v 0v}
d? 0z}

v 0vsy
d? 0z}

*
1/87)3_

=0
d? 0z}

* *
ovy  0v
* * *
Ox7  Oxy  Ox}

*
ov; _

0

=0

(B.1)

(B.4)

B.2. Ecuacion de cantidad de movimiento
Al escribir la ecuacién de cantidad de movimiento en sus tres direcciones
se tiene:
’1:12
8111 8’[)1 81}1 (%1 1 ap
Z -t e i —B(T-T _ -
ot vl oxy 2 0x9 +Us oxs g1 = B( ~) g1 pOx1
n 82’01 n 821)1 n 821)1
. ox? = Oz 0%
ia:
31}2 8’02 61}2 81}2 1 3]9
e il ) g —B(T-T _ -
875 vl 8.1?1 2 8332 + s 81‘3 92 B ( OO) 92 paxg
i 82112 n 621/2 i 82’02
Y 8,17% 833% 8:1:%
;31
61)3 81)3 81)3 61)3 1 817
Z7S i g —B(T —-T _ -
o T T 2o, +v3 D5 g3 — B ( ) 93 PR
I 827)3 822)3 821)3
. ox3  0z3 023



Al ser la misma ecuacién para las tres direcciones se utiliza el subindice
1 para simplificar el desarrollo:
-

24
V2 ov} (91)1 82}1 =

+ 1 9p
43 ot d3lc‘)* di“a* d“a

dpdaz?
1/82 * 82 * 82 *
+v d38x*2 d38$*2 d3ax*2

(B.6)

Ul %
: = g; + BAT g T™ —

Sustituyendo los parametros adimensionales:

ov; Lour O} ovf\ AT 0T 1 Op
@\ e T ay T ey ) =9 T AT

82 * 62 * 82 *
+ -
d3 (8 Ox3? 833 >

(B.7)

2

v
Dividiendo entre B

ov; ov; ov;
8t*+v16 *+U28 *+U3

L ov B a3 d3BATg; . d> Op
ox} 2T T 2 oz’

82 0% O%f
+ *2 + *2
8m x5 oz}

Al sustituir la componente de la gravedad en coordenadas cartesianas

_Cg
g’i - 7“”+1 m’L

Gv;‘Jr *8v*+ 60;‘+ .
ot Lo ”263 vs

o’

a3 d?’BATC'g:Ei . d> Op
&L‘:’;_

29 L2t

2 ox;
N (921);‘ N 821;; N 820;‘
8:1:’1‘2 83732 (9:1:§2

El coeficiente de la temperatura adimensional es el ntimero de Rayleigh
y se escribe:
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ovy  ov;  ovf vy d d*> Op
& T Ra;T* —
ot* o oz} T oz} s ozl 2 o 2ozt
o*v;  O*vf 0%}
+ 7 i U; (B8)

+ 5+
oxi%  Oxsr  Oxs?

En forma vectorial la ecuacién de cantidad de movimiento se puede es-
cribir de la siguiente formas:

d’l—f* d3—» * d2 * *2 =%
W:ﬁg‘i‘RCLT —va+v v (Bg)

B.3. Ecuaciéon de la energia

Al desarrollar la ecuacion de la energia:

(B.10)

oT oT oT oT O*T  0*T 9T
ot Oy o

+v +v3—=« + +
20wy Ows Ox? 0z}  0x3

sustituyendo los parametros adimensionales:

d? v

vAT (0T o1t 0T o7
ot o T 2o +”3ax§

aAT [ 9*°T* 9*°T*  O*T*
2 *2 + *2 + *2
d oy oxs or}
(B.11)

dividiendo entre % dAQT resulta el numero de Prandtl en el lado derecho:

or*  OT* | oT* OT"
ot~ Voxt T oxy T 0y

a [ 0°T* N 0°T* N 0T (B.12)
v\ ox2  Oxsr Oxi? '

en su forma compacta se escribe:

a1 AVARY A (B.13)
dt*  Pr '
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Apéndice C

Transformacion del vector
gravedad a coordenadas
cartesianas.

En este capitulo se transforma a coordenadas cartesianas la fuerza de
gravedad para del sistema esférico gs, mediante la matriz de transformacion
M, a su equivalente en un sistema cartesiano gg, [Dumas, 1991].

ge = Mg; (C.1)
singcosf —rsingsind rcos¢cosf||—f.| |—sin¢coslf,
ge =|sin¢gsin@ rsingcos rcos¢sinf|| 0 |=|—singsinff,
cos Y 0 —7rsin 0 —cos Y fy

Al relacionar las funciones trigonométricas con las coordenadas cartesia-
nas ge resulta de la siguiente forma:

P
¢ Vg 4 x5 + 23

En este trabajo se toman en cuenta que la componente f, varia segin el
radio por lo que se puede escribir como:

(z1,22,73) (C.2)

—C,
- g
gC — nt1 (1'1,372,563) (03)
(ac% + 23 + m%) 2
. . . n+1
Donde Cj es una constate gravitacional con unidades *5— y n es un

numero entero.
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1 sy
Si tomamos en cuenta que (z1,z2,x3)2 es el vector de posicién r, se
puede escribir de forma compacta:

. —C
ge = r"iﬁ (21,72, 73) (C.4)
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