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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Abreviaturas

c.a. caminata aleatoria
v.a. variable aleatoria
ii.d. independientes e identicamente distribuidas

LFGN Ley Fuerte de los Grandes Niumeros
TCL Teorema Central del Limite

1.2. Introduccion

Este trabajo esta basado en el articulo Anscombe’s Theorem 60 Years
Later publicado por el Doctor Allan Gut en el ano de 2012 (Gut 2012). En
dicho articulo se estudian la Ley Fuerte de los Grandes Numeros (LFGN) y
el Teorema Central del Limite (TCL) para caminatas aleatorias con tiempos
cambiados aleatoriamente.

Los teoremas limite usuales (LFGN y TCL) nos permiten conocer el com-
portamiento asinténtico que tiene una caminata aleatoria {S,;n € N}. En la
préctica, los ensayos S, Ss, ..., Sk se registran uno tras otro, evidentemen-
te, dadas las complicaciones précticas para registrar una cadena infinita de
eventos, se registran hasta un ntmero finito k. Este valor, por lo general, esta
determinado por un suceso, es decir, k es el primer momento de la caminata
aleatoria en el que “algo especial ocurre”. Para ver algunos ejemplos en los
que este tipo de registros se lleva a cabo, véase el Capitulo 5.
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Al conjuntar los registros en que “algo especial ocurre” obtenemos un
conjunto de indices aleatorios. La caminata aleatoria asociada a este conjunto
aleatorio de indices es de la que nos interesa estudiar su comportamiento
asintotico.

La teoria que aqui se estudia, tiene aplicaciones directas en la Teoria de
Renovaciéon, en la Teoria del Riesgo de Seguros, en las Politicas de Rem-
plazo, Teoria del Conteo y en la Teoria de Colas. Algunos ejemplos de sus
aplicaciones pueden verse en el Capitulo 5.

En el Capitulo 1 presentaremos la mayoria de los resultados previos para
desarrollar este trabajo. Algunos otros se presentan directamente en el texto.

En el Capitulo 2 se enuncia el Teorema de Anscombe que es pionero en el
desarrollo de teoremas limite para caminatas aleatorias con indices cambiados
aleatoriamente. Se demuestran también la LFGN y el TCL para las dichas
caminatas. Demostrar el TCL para sumas aleatorias sera una labor ardua y
se requerird demostrar una cantidad importante de resultados previos. Este
Capitulo contiene la parte medular del presente trabajo.

En el Capitulo 3 se estudia el proceso 7(t) = min{n : S, > t} para
obtener una versién de la LFGN y el TCL para dicho proceso 7(t). También
se presenta el método SRW que es una serie de pasos que utilizaremos a partir
del Capitulo 3 para demostrar los teoremas limite asociados a caminatas
aleatorias con tiempos cambiados aleatoriamente.

El Capitulo 4 demuestra la LFGN y el TCL para caminatas aleatorias
bidimensionales. Este Capitulo es de suma relevancia pues en la teoria que en
éste se desarrolla descansan todas las aplicaciones presentadas en el Capitulo
5.

En el Capitulo 5 se presentan algunas aplicaciones que puede tener la
teoria expuesta en este trabajo. Analizaremos con detalle algunas de estas
aplicaciones que caen dentro de la Teoria de Renovacién, la Teoria del Riesgo
de Seguros, la Teor{a de las Politicas de Remplazo y la Teor{a del Conteo. Co-
mo primera aplicacion se presenta un proceso cronomatografico que consiste
en separar sustancias al hacerlas pasar a través de una columna; y tras ver
este suceso como un proceso estocastico, se calcula la distribucién asintotica
normal con la que se aproxima el tiempo necesario que se requiere para que
una particula dada recorra la longitud total de la columna.

En la siguiente aplicacion se supone un rio con dos niveles, en el primer
nivel la particula avanza longitudinalmente a una velocidad constante mien-
tras que, en el segundo nivel la particula permanece en reposo. Suponemos
que la particula permanece en la fase mévil un tiempo aleatorio para luego
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cambiar a la fase de estacionareidad, en la que también permanece un tiempo
aleatorio. La particula alterna asi entre un nivel y el otro. Se procede a cal-
cular la aproximacion asintética normal para estimar el tiempo necesario que
requiere una particula para recorrer dentro del rio una distancia fija L > 0.

La siguiente aplicacion muestra un método para determinar la aleatorei-
dad de una maquina encriptadora que trabaja con n discos que se mueven
alternadamente a velocidad constante durante un tiempo ¢.

En la siguiente aplicacion se presenta la politica de reemplazo determina-
da por la edad tal como la propone (Barlow and Proschan 1965) en el que un
articulo es reemplazado por otro al descomponerse o al transcurrir un tiempo
fijo a, lo primero que ocurra. Se procede con calcular diversas distribuciones
asintoticas normales asociadas al nimero de reemplazos que se hacen "por
muerte naturalguando transcurre un tiempo fijo ¢t > 0, es decir, el nimero de
reemplazos realizados dentro del intervalo de tiempo [0, ¢] cuando el articulo
se descompone antes que tenga una tiempo a de funcionamiento.

En otra aplicacion se analiza un modelo de conteo en el que se registran
las llegadas aleatorias de particulas a un contador, pero cuando una particula
arriba al contador, éste se queda inactivo durante un tiempo aleatorio. Des-
pués de esto se vuelve a activar y espera a que llegue la siguiente particula,
este periodo de espera se denomina “tiempo muerto”. Luego, se responde a
la pregunta ;Cuanto “tiempo muerto total”transcurre durante el intervalo
de tiempo [0,%] 7

Por tltimo se supone la existencia de una compania aseguradora con
cierto capital R > 0 y se calcula la probabilidad de ruina a un tiempo ¢ > 0.

1.3. Preliminares

A continuacion presentamos la teoria necesaria para desarrollar nuestro
trabajo. Todo lo presentado aqui es ampliamente conocido, por lo que la
mayoria de los resultados sélo los enunciaremos sin demostrarlos. Empecemos
con algunas definiciones.

Definicién 1.3.1 (Caminata Aleatoria). Sea {X;}2, una sucesion de varia-
bles aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, definidas sobre un
espacio de probabilidad (€2, F,P) y que toman valores en un subconjunto de
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Z (0 en7¢). La sucesion {S;}22, definida por

es llamada caminata aleatoria.

Definicién 1.3.2 (Proceso Estocéstico). Un proceso estocdstico es una co-
leccion de variables aleatorias {X; : t € T} parametrizada por un conjunto
T, llamado espacio parametral, en donde las variables toman valores en un
conjunto S llamado espacio de estados.

Definicién 1.3.3. Sea X wuna variable aleatoria con distribucion Normal,
con media pi y varianza . Esto lo denotaremos por X ~ N(u,c?)

Ahora veamos algunos resultados que ocuparemos a lo largo de este tra-
bajo.

Teorema 1.3.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Sean X y Y wariables
aleatorias tales que Var(X) < oo y Var(Y) < co. Entonces

E(XY) < |[E(XY)| < EIXY] < [|X[2f[Y [l = VE(X?) - E(Y?)
Teorema 1.3.2 (Lema de Borel-Cantelli). Sea {A,,n > 1} un conjunto
arbitrario de eventos, entonces

)

o0

> P(4,) <00 = P(lfmsupA,) =0.
n=1

n—o0

ii) Si los eventos {An,n > 1} son independientes entonces

o0

> P(4,) =00 = P(imsupA,)=1
n=1

n—o0

El siguiente es un Teorema relativo a la independencia de variables alea-
torias.

Teorema 1.3.3. Sean X1, X,,..., X, wvariables aleatorias y hi,ho, ..., h,
funciones medibles. Si X1, Xo, ..., X, son independientes, entonces también
lo son hi(X1), ha(Xa), ..., ho(X,).
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Los siguientes son resultados referentes a la esperanza de una variable
aleatoria.

Lema 1.3.1. Sea X una variable aleatoria tal que E|X| < oo, entonces
[E(X)| < E|X]

Lema 1.3.2. Sea X una variable aleatoria. Si E(X?) < oo, entonces

E|X| < oo.
Corolario 1.3.1. Sea X una variable aleatoria, si 0> = Var(X) < oo,
entonces

E|X| < 0.

Las siguientes son definiciones de los distintos tipos de convergencia que
ocuparemos en este trabajo.

Definicién 1.3.4 (Convergencia casi segura). Sean X1, Xo, ... variables alea-
torias. Se dice que X,, converge casi sequramente (c.s.) a la variable aleatoria
X cuando n — 0o si y solo si

P{w: Xp(w) = X(w) cuando n — co}) =1
La notacion empleada para referirnos a esta convergencia es
X, =5 X cuando n — oo.

Definicién 1.3.5 (Convergencia en probabilidad). Sean X, Xs, ... variables
aleatorias. Se dice que X,, converge en probabilidad a la variable aleatoria X
cuando n — 0o sty solo si para toda € > 0 se cumple que

PH{w : [ Xn(w) — X(w)| >¢€}) = 0 cuando n — oo.
La notacion empleada para referirnos a esta convergencia es
X, Py X cuando n — oo.

Para definir el siguiente tipo de convergencia, es necesario introducir pre-
viamente otro concepto.
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Definicién 1.3.6. Sea X una variable aleatoria y Fx su funcion de distri-
bucion, se denota por C(Fx) al conjunto de continuidad de Fx, es decir

C(Fx)={x: Fx(x) es continua en x}.

Definicién 1.3.7 (Convergencia en distribucién). Sean X, X1, Xo, ... varia-
bles aleatorias y Fx, Fx,, Fx,, ... sus respectivas funciones de distribucion.
Se dice que X,, converge en distribucion a la variable aleatoria X cuando
n — 0o sty solo si

Fx, (x) = Fx(x) cuando n — oo, para todo v € C(Fy).

La notacion empleada para referirnos a esta convergencia es

d
X, — X cuando n — oco.

La relacion que guardan entre si estos tres tipos de convergencia podemos
verla en el siguiente Lema

Lema 1.3.3. Sean X y X1, Xs,... variables aleatorias. Cuando n — oo se
llega a las siguientes implicaciones

i) Xp— X = X, -5 X
i) Xp <5 X = X, =5 X
P d

i) X, — X=X, — X

El siguiente teorema usualmente se conoce como la Ley Fuerte de los
Grandes Numeros (LFGN), pero en este trabajo nos referiremos a este como
LFGN de Kolmogorov para distinguirla del resto de las LFGN que desarro-
llaremos.

Teorema 1.3.4 (Ley Fuerte de los Grandes Numeros de Kolmogorov). Sean
X1, Xo, ... variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
tales que E| X1 < oo y E(X7) =p. 515, = X1+ Xo+ -+ X,, entonces
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El siguiente teorema también es muy importante en la teoria de probabi-
lidades y piedra angular para el desarrollo de este trabajo. Se le conoce como
el Teorema Central del Limite (TCL) o Teorema del Limite Central. Aqui
nos referiremos a €l con el primero de los nombres mencionados.

Teorema 1.3.5 (Teorema Central del Limite). Sean Xy, Xs,... variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con E(X,) = p < 0o
y 0 < Var(X,) =0? < oo, y ademds S, = X1 + Xo + - -+ X,,. Entonces

Sp—np 4 .
—FF — N(0,1 — 0.
o~ (0,1) si n—

Los siguientes son resultados un poco menos conocidos que los anteriores
pero pueden encontrarse, por ejemplo, en Gut (2005).

Teorema 1.3.6 (Desigualdad de Kolmogorov). Sean X1, Xs, ..., X,, variables
aleatorias independientes con media 0 y supongamos que VarXy < oo para
toda k =1,2,...n, sea Sy = Zle X;. Entonces para x > 0,
< ZZ:I VCL’/’Xk

2

P(max [Sk| > z) <
1<k<n T

En particular, si X1, X, ..., X,, son idénticamente distribuidas, entonces
i nVarX;
P(max [Si| > z) < ———
1<k<n x
Una consecuencia de esta desigualdad es el siguiente Corolario que a con-
tinuaciéon demostramos.
Corolario 1.3.2. Sean X1, Xs,...X,, variables aleatorias idénticamente dis-
tribuidas con media 0 y varianza finita, sea Sy =Y .| X;. Stz >0 yr <y
son dos niumeros naturales entonces

— X
P( mix Sk — S| > z) < L2 rVarks

r1<k<rs 2

k
i=r1+1

idénticamente distribuidas, tenemos que S}, se distribuye igual que Zf:_lr 'YX, =
Sk—r, - Usando esto y la Desigualdad de Kolmogorov (Teorema 1.3.6) tenemos
que

Demostracion. Definamos S, = S,,—S,, = > X; y como las (X;);>1 son

—ry)VarX
P( mix [SL] > 2) = P( max |Si > z) < 2 “)2 by
r1<k<rg 1<k<ro—r; X
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Los siguientes dos Lemas son conocidos como Teorema de Cramér o de
Slutsky.

Lema 1.3.4. Sea {X,}no12.. y {Yn}no12.. sucesiones de variables aleato-
rias. Supongamos que existe una variable aleatoria X y una constante c tales
que

X, 4L x
Y, 25 ¢

entonces
X, +Y, 5% X+e

Lema 1.3.5. Sea {X,}no12.. y {Ya}no12.. sucesiones de variables aleato-
rias. Supongamos que existe una variable aleatoria X y un niumero real ¢
tales que

X, 4 x
Yni>c

entonces ;
X, Y, —X-c

y ademds si ¢ # 0, entonces

X, /Y, % X/e.



Capitulo 2

Teoremas limite para sumas
aleatorias

2.1. Introducciéon

Hay dos teoremas muy importantes y ampliamente conocidos en Teoria de
Probabilidad: la Ley Fuerte de los Grandes Numeros LEGN (Teorema 1.3.4) y
el Teorema Central del Limite TCL (Teorema 1.3.5). En ese sentido, sabemos
bien qué es lo que pasa con las sumas parciales de variables aleatorias i.i.d.
cuando el subindice n es un natural cualquiera; pero ;Qué pasa cuando ese
natural es uno elegido de manera aleatoria? ;Se siguen cumpliendo estos
Teoremas Limite?

La respuesta, como podra imaginar el lector es si; siempre y cuando la
familia de subindices aleatorios cumpla ciertas condiciones. En este capitulo
demostraremos la LFGN y el TCL para sumas aleatorias.

El desarrollo de estos dos teoremas es de suma importancia pues muchas
veces nos encontramos situaciones dentro de la teoria de probabilidades que
involucra la suma hasta un numero aleatorio. Es de interés particular estudiar
el comportamiento asintético de dicha suma aleatoria.

Como punto de partida comenzaremos este capitulo presentando un Teo-
rema Limite para sumas aleatorias que histéricamente sirvié como fuente
de inspiracion para los teoremas de este capitulo; hablamos del Teorema de
Anscombe, el cudl enunciaremos sin demostrarlo.

17
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2.2. El Teorema de Anscombe

El Teorema de Anscombe fue publicado hace relativamente “poco tiem-
po”, en el ano de 1952. Su enunciacién al comienzo de este trabajo es una
forma de dar el crédito a la persona que enuncié por primera vez este re-
sultado, pues practicamente todo lo que desarrollamos en esta tesis es una
consecuencia de dicho enunciado.

Hay dos razones por las que omitiremos su demostracion, la primera es
por que no encontramos una fuente bibliografica que la presentara (los textos
sélo citan la fuente original Anscombe (1952)) y encontrar dicha fuente nos
fue una labor imposible.

La segunda razén por la que no demostramos el Teorema de Anscombe
es por que a lo largo de los teoremas de este capitulo (y de los siguientes )
probaremos resultados casi analogos pero con ciertas modificaciones que son
especificos para los fines de este trabajo.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Anscombe). Supdngase que Y1,Ys,Ys, ... son
variables aleatorias tales que

d
Y, =Y cuando n — oo

y que {T(t),t > 0} es una familia de variables aleatorias positivas con valores
en los enteros, tal que, para alguna familia de reales positivos {b(t),t > 0}
donde b(t) /oo cuando t — oo se cumple que
t

™) 1 cuando t — oo.

b(t)
Finalmente suponga que, para algin € > 0 dado y para n > 0 existe 6 > 0 y
ng tal que para toda n > ny,

P Y.—Y,| > < 2.1
({k:mmw | ) 1 (2.1)

entonces
Yo LY cuando t— oo.

A la condicién (2.1) se le conoce como “Condicién de Anscombe”.
Observemos que si tomamos una sucesién de variables aleatorias X, Xo, . ..
i.i.d. tal que E(X;) = py Var(X,) = 0% < oo y si para cada n € N nombra-

mos a la v.a.

Y,
Vno
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Entonces el Teorema Central del Limite (Teorema 1.3.5) nos indica que
Y, -4 N(0,1)

por lo tanto, después de encontrar unos €, y ¢ adecuados y verificar que
efectivamente se cumple la Condicién de Anscombe (2.1), el Teorema de
Anscombe nos diria que

Xi+Xo+ .. 4+ X —7(t
1+ Xo+ .+ X — () d, N(01)
T(t)o

Es decir, tendriamos una versién del TCL para sumas aleatorias.

Lo que aqui demostraremos a diferencia de lo anterior, es una versién del
Teorema de Anscombe, en la que se realiza una prueba directa en lugar de
verificar la condicién (2.1). Dicha versién fue publicada por Réyi en el ano
de 1957 (véase Renyi (1957)) y en este trabajo lo hemos llamado TCL para
Sumas Aleatorias pero también podriamos referirnos a él como Teorema de
Rényi (Teorema 2.4.1).

2.3. LFGN para Sumas Aleatorias

De acuerdo con Allan Gut, “La base para el modelo probabilistico es la
estabilizacién de frecuencias relativas.” [Gut, 2005] Es decir, siempre que un
experimento aleatorio se realiza, los resultados que arroja se van haciendo
mds y mds estables. Precisamente es la LFGN (Teorema 1.3.4) la que nos
dice que esto se cumple siempre que tengamos variables aleatorias X, X, ...
i.i.d con media finita p y que la media aritmética converge casi seguramente
a . Asi que al hablar de la LFGN estamos hablando de una Ley que sustenta
los modelos probabilisticos que cumplen las hipétesis correspondientes.

Dada la importancia de la LFGN nos sera conveniente contar con una
version de esta Ley para sumas aleatorias. Antes de demostrarla, necesita-
mos enunciar un par de resultados para asegurar que ciertas propiedades se
cumplan sobre sucesiones de variables aleatorias cuando éstas toman indices
aleatorios.

Para empezar observemos que si tenemos a las variables aleatorias Y7, Y, . ..
y a una familia de indices aleatorios que divergen a infinito, es de esperarse
que {Y;,i > 1} y {Y;@4),t > 0} se comporten de manera parecida a medida
que n y t crecen. Este resultado es precisamente nuestro primer lema.
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Lema 2.3.1. Sea Y1, Y5, ... una sucesion de variables aleatorias y {7(t),t >
0} una familia de variables aleatorias que toman valores en los enteros posi-
tivos. Si

Y, =Y  cuando n — oo

7(t) <5 400 cuando t — oo,

entonces
Yr(t) i) Y st t — oo.

Demostracion. Sea A C €) el evento definido de la siguiente manera
A={w:Y,(w) =Y}
por lo que su complemento queda definido asi
A ={w: Y, (w) > Y} ={w: Y,(w) » Y},
pero la hipdtesis nos dice que
P(A)=Pw:Y,(w)—=Y)=1

por lo que
P(A)=P(w:Y,-»Y)=1-P(A) =0.

Por otro lado, si de manera andloga definimos al evento B C €2 como
B ={w:7(t,w) - +o0}
entonces su complemento queda definido de la siguiente manera
B ={w: 7(t,w) » o0}
y haciendo uso de la hipétesis de que 7(t) —% 400, lo anterior implica que
P(B°) = P(w: 7(t,w) » o0) =1 —P(B)
=1—-P(w:7(t,w) = 4+00) =0,

por lo tanto
0 < P(A°U B°) < P(A°) +P(B°) = 0. (2.2)



2.3. LFGN PARA SUMAS ALEATORIAS 21

Por 1ultimo definamos al evento C' C € de la siguiente forma
C = {w : Y-r(t,w) (w) — Y}

por lo que
C={w: Yrw(w) » Y}

Supongamos ahora que existe w € AN B. Como w € A entonces Y,,(w) —
Y cuando n — oo. Esto implica que para cada £ > 0, existe N; € N tal que
para todo n > N; se cumple que

Vo (w) — Y| < e

pero también w € B entonces 7(t,w) — oo cuando ¢ — oo; por lo que, para
N; € N existe M € N tal que para todo t > M se cumple que

Ny <|r(t,w)| = 7(t,w)
entonces, dado que w € Ay w € B, siempre que t > M se cumplird que
‘YT(t,w)(w) — Y‘ <€

es decir
YT(t,w) (w) —-Y

lo que implica que w € C.
En otras palabras, lo que demostramos es que

ANnBcCcC

pero recordemos que AN B C C < C° C A°U B°. Utilizando esto y (2.2)
obtenemos que
P(C°) < P(A°UB%) =0

es decir,
P(w 1 Vi (@) = V) = P(C) = 1 — P(C°) = 1.

Por lo tanto
Yo Z5Y cuando t — oo

de esta forma queda demostrado el lema. O
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Es bien sabido que si tenemos dos sucesiones de variables aleatorias, di-
gamos {X,,,n > 1} y {Y,,,n > 1} tales que X,, =% X y Y, % Y entonces
se tiene que

XY, &% XY, (2.3)

Lo mismo ocurrird cuando multipliquemos tiempos aleatorios ponderados
{th)} por alguna sucesion de variables aleatorias con el tiempo cambiado.

Aunque lo anterior pudiera parecer una consecuencia trivial de (2.3), lo
cierto es que cambiar los tiempos de la sucesion hace que los calculos sean
mas laboriosos. Aun asi, como se puede ver en el siguiente lema, el resultado
sigue siendo cierto.

Lema 2.3.2. Sea {7(t),t > 0} una familia de variables aleatorias que toman
valores en los enteros positivos, tal que para alguna 0 € (0,00) se cumple

que # =% 0 cuando t — oo, y si ademds {G,,n € N} es una familia de

variables aleatorias tales que G =% k cuando t — oco; entonces

t C.S.
#GT@) — 0K

Demostracion. Primero demostremos para el caso en que k # 0.
Supongamos pues que k # 0. Como # =% g existe un conjunto A; C )

de probabilidad cero tal que @ — 0 siw e Q\ Ay Tomemos un w € Q\ Ay
arbitrario y un € > 0. Entonces existe N; € N tal que si ¢ > N; se cumple

que

s. (2.4)

7(t, w) £
t 2k

Como también G, =% k, existe un conjunto Ay C Q de probabilidad
cero tal que Gty — K siw € Q\ Ay; entonces para algin w € Q\ A, y para
e > 0 existe Ny € N tal que si t > Ny, se cumple que

€
Gritw) — K| < =——.
G = 2(6+0)
Lo cual es posible por que 6 > 0y 6 > 0.

Sea algin w € Q\ A; U Ay y consideremos a nuestro € > 0; entonces
existen los naturales N7 y Ny que para ese w en particular cumplen lo que se
explicé anteriormente. Sea N = méx{/N;, No} entonces, si ¢ > N se cumple
que

T(t,w)
t

T(t, w T7(t, w
GT(t,w)_ (t )KJ—I— (t )/{—6%

GT(t,w) — 0k
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IA

T(t,w) T(t, w) T(t,w) €

—— |Grtw) — — 0| < 2.5
; |Grew H‘HK" t t 2(5+9)+‘H‘2| | (29)

para poder continuar con las desigualdades observemos que tenemos dos

casos.

Caso 1: T(tt’w) > 4.

T(tw)_e

En este caso, 0 < -

— —T(tt’“’) — 9’ < 0, donde la dltima desigualdad

T(t w)

se da por lo obtenido en (2.4). En resumen tenemos: < 0 + 0, entonces

T(t,w) ¢ e
t 2(5+9)<(5+9> B

<
200+6) 2

Caso 2: T(w < 0.
En este caso se cumple lo siguiente
T(t,w) ¢ £ e €

010 ~asye “lwT o

Ahora si, podemos seguir con las desigualdades que habiamos dejado pen-
dientes en (2.5). Asi pues, tenemos que

T(t,w) € i | _€ + € _
t 2(6+0) \ | 2
t
T( ;CU) Gr(t,w) —0k| <e.

Analicemos el caso que habiamos dejado pendiente. Supongamos ahora
que k£ = 0. Para demostrar el Lema basta proceder de manera andloga al
caso anterior pero ahora tomando § = £ en (2.4) entonces llegamos a que

T(t €
:T)‘GT(t)‘ <§<€.

T(t, w)
t

Gr(t,w)

Ahora bien, como la w que escogimos fue arbitraria y esto se cumple para
cadaw € O\ A1 U Ay y P(A; U Ay) < P(A;) + P(As) = 0 entonces

t C.S.
mGT(t) — 0K

que es lo que se queria demostrar. O
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El primer Teorema de este Capitulo es la Ley Fuerte de los Grandes Niime-
ros para sumas aleatorias. La herramienta fundamental para demostrarla es,
precisamente, la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros de Kolmogorov (Teore-
ma 1.3.4) y los lemas anteriores nos ayudaran a hacer la tarea méas sencilla.

Teorema 2.3.1 (LFGN para sumas aleatorias). Sean X1, Xs, ... variables
aleatorias i.i.d. con E|X;| < oo y E(X1) = p y sea Sy = Yy Xgyn > 1
y supongamos que {7(t),t > 0} es una familia de variables aleatorias con
valores en los enteros positivos, es decir T : [0,00) x Q — {1,2,...} y es tal
que 7(t) =2 400 cuando t — co. Entonces se cumplen

i)
Srt)
7(t)

C.S.
— i cuando t — 0.

Xr)

7(t)

£2550 cuando t — 0.

®)

2% 9 cuando t — oo para alguna 0 € (0,00), entonces

iii) Si ademds,

ST C.S. .
%—hu@ st t — o0.

Demostracion. (i) Como X, Xo, ... son variables aleatorias i.i.d. con E|X;| <
oo vy E(X7) = u se cumplen las hipétesis de la Ley Fuerte de Kolmogorov,
por lo que

Sn C.S.
_> /’l’

Este resultado, junto con la hipétesis de que 7(t) 2 +00 nos permite em-
plear el Lema 2.3.1, entonces se cumple que

Srt)
7(t)

que es lo que se queria demostrar en (i).

C.S.
— u cuando t — 00
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(ii) Veamos que:

T(t)—1

> x
=1

(2

7(t)
S: 1 Xr() 1
© _ = E X, = =10 _)

T(t)—1

_ X T(0) - .
e
() -
Por (i) sabemos que —7— Z X; %3 psit — ooy el factor (())1 “5

1=1
si t — oo. También por (i) sabemos que
tanto

S (t)
(1)

=% 41 cuando t — oo por lo

Xr(t)
7(t)
asi queda demostrado (ii).
(iii) Observemos que

=50 cuando t — oo,

Srity _ Sy T(2)
t r(t) t

considerando la hipotesis adicional sabemos que T(t) =% 0y por (i) sabemos

Sty

C.S.
que — u. Recordemos que la suma finita de Varlables aleatorias es una
Varlab<|e aleatoria, entonces por Lema 2.3.2 concluimos que
S‘r(t) S‘r(t) T(t> c.s.

P M

0

El dltimo resultado de este Capitulo es una generalizacién del Teore-
ma 2.3.1(ii). También existe una generalizacién para el Teorema 2.3.1(i) y
2.3.1(iii) que no presentaremos en este trabajo; pero puede encontrarse una
demostracion en Gut (2009), pag 14. Como dato para el lector interesado,
dicha prueba es semejante a la que ya hicimos en 2.3.1(i) pero en lugar de
usar la LFGN de Kolmogorov se utiliza la LFGN de Marcinkiewicz-Zygmund,
véase Gut (2005).

Para facilitarnos trabajo al demostrar el Teorema 2.3.2, vamos a apoyar-
nos en dos resultados previos. El primero es una consecuencia del Lema de
Borel-Cantelli (Lema 1.3.2) y el segundo es una desigualdad con respecto a
la esperanza de una variable aleatoria.
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Lema 2.3.3. Sean X, Xo,... una sucesion de variables aleatorias tales que
para todo € > 0 se cumple que

o0

> P(IX,| > €) < o0, (2.6)

entonces
X, =% 0.

Demostracion. Sea € > 0 arbitraria. Debido a que tenemos una sucesion
X1, Xo, ... de variables aleatorias que cumplen (2.6) para toda € > 0 podemos
emplear el Lema de Borel-Cantelli (1.3.2.i) para obtener que

P(lim sup{| X,| > E}) = 0.
n—00 2

De la anterior ecuacion se sigue que

Pimsup{|X, | > 5}) = F (ﬂ J x> §}>

—1-P [ﬂ U{|Xn|>%}])
—1-p (Y ﬂ{|Xn|sg}>
—1—-P U{‘v’mzn{|Xm|§%}}>

:1—u>(3new{vmzn{|xm|g§}}):o

despejando en la tltima igualdad tenemos que
[P(ane D\I{VmZn{|Xm| < %}}) ~1. (2.7)
Para poder concluir debemos observar que

{3 en{vm = n{1X, < 53} € (30 € W {¥m 2 n{|X,| < 1))
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por lo tanto, utilizando (2.7) obtenemos

1=P <3n e N {vm > n{| X < %}})
<P (3In e N{Vm >n{|X,| <e}}) <1.
es decir,
P(w: X, —0) =1

lo que es equivalente a lo que se queria demostrar.
O

Lema 2.3.4. Sea Y wuna variable aleatoria tal que E(Y) < oo, si ademds
Y > 0 entonces

i P(Y > n) < E(Y).

Demostracion. Desarrollando tenemos que

e(v) = [Ty arva = [ ( I du) APy (dy)

utilizando Fubini

la funcién F(u) = P(Y > u) es no creciente, por lo que tomando la suma
inferior del intervalo [k — 1, k] obtenemos

es decir i
/ P(Y > u) du>P(Y > k),
k—1
por lo tanto
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Asi hemos demostrado que

O

Aunque ahora no sea evidente la importancia del siguiente teorema, va a
ser esencial en la demostracion del TCL para caminatas aleatorias bidimen-
sionales (Teorema 4.4.1).

Teorema 2.3.2. Sean X, Xo, ... variables aleatorias i.i.d. con media finita
wy Sy =2 Xk,n > 1y supongamos que {7(t),t > 0} es una familia
de variables aleatorias que toman wvalores en los enteros positivos, tal que
7(t) =5 400 cuando t — .

Si ademds E|X1|" < oo, 7 > 0 entonces

)

Xr(t) c.s.
— 0 cuando t— oo
T(t)l/r
ii) y si también se cumple que # =% 0 cuando t — oo para alguna

0 € (0,00), entonces

Xr)
tl/r

0 si t— oco.

Demostracion. (i) Debido a nuestra hipdtesis de E|X;|" < oo, 7 > 0 si para
cualquier € > 0 definimos a la variable aleatoria

| Xq|"
6T

Y —

tenemos que Y es no negativa y debido a la hipétesis de que E|X;|" < oo,
ademas se cumple

X 1
E(Y)=E (' Ei' ) = E[X3|" < oo,

Por lo tanto, empleando el Lema 2.3.4 obtenemos

Y P > k) <E(Y) < oo
k=1
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pero para cualquier n € N

er €

asi que
- |X1| 1/r) _ -
Pl— >k = P(Y > k) < oc.
k=1

Como esto se cumple para cualquier € > 0, tenemos que

Z P (1X:] > Enl/r) < oo para todo e > 0.
n=1
Debido a que las variables aleatorias X7, X, X3,... son idénticamente

distribuidas, lo anterior es equivalente a

Z P (| X,| >en'/") < oo para todo e > 0

n=1
usando el Lema 2.3.3 llegamos a que

Xn C.S.
T 0.

Puesto que por hipdtesis 7(t) =% 400 podemos emplear el Lema 2.3.1 y asi
obtenemos que

XT(t) c.s. .
—0 st t— o0.
T(t)Vr

(ii) Si @ <% 0 para 0 € (0, 00), entonces

()"
ti/r

o gur

a partir de ésto y con ayuda de (i) y del Lema 2.3.2 concluimos que

Xewy  Xewy TV s 0 g
1/ :T(t)l/r A/ —0-67"=0.
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2.4. TCL para Sumas Aleatorias

En esta seccion demostraremos el TCL para sumas aleatorias. El trabajo
para demostrar el Teorema de Rényi o el TCL para sumas aleatorias es mucho
mas extenso que el Teorema anterior, por lo tanto, vamos a apoyarnos de
varios lemas antes de enunciarlo. Empecemos con una definicién:

Definicién 2.4.1. Sea [r] : R — R la funcion definida como: El menor
entero mayor o igual que r.

Observemos que de acuerdo con esta definicién, para cualquier niimero
real r se cumple que r < [r] < r + 1. El siguiente lema, tal como dicta la
intuicién, demuestra que ¢y [t]| crecen igual de rédpido cuando t — oo.

Lema 2.4.1. Sea k > 0 una constante y f : (0,00) — (0,00) una funcion

dada por f(t) = % entonces

lim f(t) =

t—o0

Demostracion. Como ya habiamos visto, para cualquier r € R se tiene
r<lr]<r+1.

Sir = kt para algunos k > 0y t > 0y sacando reciprocos de las desigualdades
anteriores llegamos a

L

kt+1 ° [kt] = Kkt
Ahora multiplicando todo por la constante positiva kt obtenemos

ko ke ke
kt+1 = [kt] = kt

sacando el limite de cada cociente cuando t — oo tenemos que

kt
or lo tanto lm =1 O
por i ( ]
El siguiente lema formaliza el despeje de un factor cuando una familia de
indices ponderada converge en probabilidad a un real positivo. Su demostra-

cién es una mera reescritura de la definiciéon de convergencia en probabilidad.
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Lema 2.4.2. Sit,0 > 0 y {7(t),t > 0} una familia de variables aleatorias

que toman valores en los enteros positivos, tal que # 20 cuando t — 0,
entonces
7(t)

P
—= = 1.
o
Demostracion. Sea € > 0, entonces

T (I WA (. P B

t—o00 t—o00

(1)

P
—~ — 0y como 6 > 0 entonces

lim[P(‘@—H

pero

> 59) =0
7(t)

P
— = 1.
to

0

Recordemos que para demostrar la LFGN para sumas aleatorias usamos
el Lema 2.3.2 que nos ayudo a multiplicar convergencias casi seguras de
tiempos aleatorios ponderados con variables aleatorias con tiempo cambado
aleatoriamente. El siguiente lema guarda semejanza con el anterior, pero
ahora nuestra familia de indices ponderada converge en probabilidad a un real
positivo y se multiplica por una funcién real positiva acotada en el intervalo
(0, 1]. Demostraremos que el producto de las convergencias es la convergencia
en probabilidad del producto.

Lema 2.4.3. Sea {7(t),t > 0} una familia de variables aleatorias que toman
valores en los enteros positivos, tal que para alguna 6 € (0,00) se cumple que
# 20 cuando t — oo, y si ademds f : (0,00) — (0,1] es una funcién tal

que para algin k € (0, 1] se cumple que f(t) — Kk cuando t — oo; entonces

7(t)

Tf(t)&@& sit — o0.



32 CAPITULO 2. TEOREMAS LIMITE PARA SUMAS ALEATORIAS

Demostracion. Para demostrarlo tomamos cualquier € > 0 luego considera-
mos el siguiente conjunto con sus respectivas igualdades y contenciones

foi|earro - on| > ]
o [Prs@ - g0+ s —oe] > <}

\_/

o o w -0+ o070 - )] > ¢}
< w0 - o] + 0100 - 0l >
C{w £(6) @(w)—e >%}U{w:9|(f(t)—m)| >—}J
~ B

donde la tltima contencion de debe al hecho de que para cuales quiera
nimeros reales x y v, six+y>€:>x> S0yYy>s.

Si w € A entonces |T§ (w) —

57 = 3 bues f(t) € (0,1]. Por lo tanto

weAg{w @(w)—e >%}
y como () L 0, entonces
[P({w ™ () 9'>§})H—°§o.

Si w € B entonces w € {w : [f(t) — K| > 5} y como f(t) — k, entonces

|7

| @) () —bn
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Debido a que el € > 0 fue arbitrario, lo anterior se traduce a
t
# f(t) 2 6k

O

A este punto, hemos demostrado tres lemas que basicamente los probamos
para demostrar con mas facilidad el siguiente lema.

Lema 2.4.4. Seant, 0 >0 y {7(t),t > 0} una familia de variables aleatorias

que toman valores en los enteros positivos, tal que @ 20 cuando t — 0,
entonces
7(t)

7 A,

[10]

Demostracion. Obsérvese que

ahora bien, sabemos por hipotesis que ) B 0,y por el Lema 2.4.2 se tiene

t
que
T(t) p
—= =1
o ’
por otro lado, el Lema 2.4.1 nos dice que

limizl

t—oo [t0]

entonces por Lema 2.4.3 concluimos que

7(t)

7 B,

[20]
]
Asi hemos probado el primer resultado “importante” para la demostracién

de el TCL para sumas aleatorias. Antes de seguir, necesitamos introducir
algunas definiciones.
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Definicién 2.4.2. Sean 0,t > 0. Definimos ng como el menor entero mayor
igual que 0t, es decir, de acuerdo con la Definicion 2.4.1

Definicién 2.4.3. Sean 6,t > 0 y ng como en la Definicion 2.4.2. Para
cualquier € > 0 definimos

3
nj = [no(l - —)—‘ + 1.
0
Definicién 2.4.4. Sean ng como en la Definicion 2.4.2 y € > 0. Definimos
3

En los siguientes cinco lemas, nos centraremos a probar resultados refe-
rentes a las definiciones anteriores, que son, la herramienta fundamental para
la demostracion del TCL para sumas aleatorias.

Empezamos por ver el orden de cada uno de los ng,n; y ny con respecto
a los otros.

Lema 2.4.5. Sean ¢ > 0, 8 > 0 y ng,n] y n5 como en las definiciones

precedentes. Si t > 6% entonces

ni < n, < nj.

Demostracion. Sea ¢ > 0 como en la hipdtesis. Para relajar la notacién
omitiremos de nj y nj el superindice.

Observemos que por hipétesis se tiene que 6 > 0, entonces 0 < %. Su-
mando una unidad de ambos lados de la desigualdad anterior obtenemos
1<1+ %. De aqui se concluye que

3

no = [t0] < [t0](1 + %) < ﬁte}(l + %)W = 1.

En conclusion
ng < Ngo. (29)

Para demostrar que n; < ng, primero que nada hay que observar que las
hipétesis de § > 0y ¢ > & > 0 implican que ¢6 > 0, por lo que
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Ahora hay que analizar dos casos.
Caso 1. Supongamos % € (0, 1), entonces

por lo que
[t07(1 — %) > 0.

Ademas, como t > 6% entonces

5 e’ o e’
te >1:>t9~§>1:> (t91§>1:>—[t9}§<—1,

sumando de ambos lados [tf] obtenemos

3

0] — [tm% < [th] — 1.

35

(2.10)

(2.11)

Conjuntando los resultados 2.10 y 2.11 conseguimos la siguiente expresion

3

0 < [t6](1 — %) — 1]

. %3[1:9} < [t0] — 1

con lo que
3

[[t@}(l _ %)W < [[th] —1] = [t0] — 1.

Por lo tanto .

= [[tﬂ(l . %)W +1< [t0] = no.

Caso 2. Ahora supongamos que % > 1, entonces tenemos que

1-—<0

3
0
lo que implica que

6](1 — %) <0= ﬁtem - %)W <0,

por lo que

= [(tma—%?)w +1<1< 0] = no
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donde la ultima desigualdad se sigue del hecho que [t0] > 1. En resumen,

obtenemos que

De las ecuaciones (2.9) y (2.12) se concluye la demostracién del lema.
n1 < ng < na.
U

Tal como lo hicimos en la demostracion anterior, para relajar la nota-
cién a partir de este punto utilizaremos ny y no para referirnos a nj y n;
respectivamente.

El lema siguiente hace evidente la fuerte dependencia que guardan los
nimeros ng,ny y neg a los reales positivos €,60 y t; por lo que no deberia
sorprendernos la belleza del resultado siguiente.

Lema 2.4.6. Seane > 0, 8 >0yt > 6% Sean ng,ny y ny como en las
definiciones precedentes, entonces

N9 — Ny 2¢e

lim )

Demostracion. De acuerdo con las definiciones 2.4.2, 2.4.3 y 2.4.4 tenemos
la siguiente igualdad

om0+ - [10-]
e2ng £2[16] =T

Veamos cémo se comporta el primer sumando cuando ¢t — co. Tenemos que

o1 +5) _ [0+ 9] pog+ ) +1
210 - 28 S 20

se sigue que
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M oh T2 g
Anélogamente
(971 — <) [Hﬂﬂfi%] [t07(1 — <
2hg] = 2] S 2

y cuando t tiende a infinito

- [0-D]
29" ik e2[t0] = g2

Cma-9] 1
P e2[t0] T2y

por lo tanto

oL+ )1 —ro(l=F)] 1 e 1

tli}Ig €2n0 o ? + 5 _2
Y como )
| =0
t—oo £2[t0]
Entonces 9
Jfm 2222,
t—o0 €2n0 0

El siguiente lema nos provee de cotas para n;. Como n; depende de ¢, 6

y t, las cotas también dependeran de estos reales. De hecho, para evitar que
. . 1
ny sea menor o igual a cero, nos limitaremos a el caso en que 0 < ¢ < 63.

Lema 2.4.7. Sean 6 >0,0<e < e yt> E% Sean ng,ny y ne como en las

definiciones precedentes, entonces

83
O<n1—t9(1—g)<3.
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L e 1
Demostracion. De acuerdo con las hipdtesis supongamos 0 < € < 63, enton-

ces se tiene que
o o
<) = T <l =0<1-—2

A partir de ésto, se llega a las siguientes conclusiones:

L t0<[t0] = t0(1—5) < [t0](1—=) < ﬁtm( 3)] —n—1<n,
por lo tanto

83 3

(1- =) <m = O<n1—t9(1—%).

Asi demostramos la primer desigualdad del Lema.

I1. Para demostrar la segunda, haremos uso de los siguientes incisos
3

i [t0)(1—2) —0t(1— ) =(1—=)([th] —0t) < (1 - ) < L.

ILii. ﬁtem - %)W (1 -2y <1+1=2.

ILiii. ﬁwm - %)W Fl-0t1-2)<2+1=3.

Conjuntando las desigualdades obtenidas en I y en IL.iii. tenemos
0<n — to (1 —

con lo que queda demostrado el Lema. O

En el lema anterior, pedir la restriccién de que 0 < € < 05 es suficiente
para nosotros pues nos interesan los casos en que ¢ es pequeno. De hecho, un
tratamiento sunllar al que se desarroll6 en el Lema nos lleva a la conclusién de
que Sl e > 03 entonces (1— —)+2 < my—th(1— ) < 1, donde evidentemente

1-— 7 es un numero negativo tan grande como nuestra ¢ grande lo permita.
Pero ese caso es innecesario para nuestros fines.

Con ayuda del Lema 2.4.7, en el lema siguiente encontramos una cota
mas elegante para n.

Lema 2.4.8. Sean 6 > 0, 0<e<bs3 yt> 5. Sean ng y ny como en las

3
definiciones precedentes y o = 5, entonces

ny < t(0 — a).
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Demostracion. Tomemos como punto de partida nuestra hipdtesis sobre t.

6
8_3<t
lo que es equivalente a
32 3 _ 3 3
?_§_53—§_83—Oz<’
como 0 < £3/2 = ¢® — o, entonces
3 <t(e? —a).

Sumando t# de ambos lados, y haciendo un poco de calculos

t0+3 <t +t(e - a)

0 —te® +3 <t — ot
3
to(1 — ?) +3 <t — ).
Como por hipétesis t > 5% entonces t > sig Asi tenemos las hipétesis del
Lema 2.4.7, por lo tanto 0 < ny — t6(1 — %) < 3. Sumando esta desigualdad
a nuestro resultado anterior:

g3 £
§)+t9(1——)+3<3+t(9—a)

w

ny — t9(1 —

0
ny < t(@—a)

que es lo que se queria demostrar.
O

El siguiente lema es importante por que relaciona nuestra familia aleatoria
de indices con las n; y ny que hemos venido trabajando. De hecho lo que dice
es que si t es muy grande, con probabilidad cercana a 1, nuestra 7(t) caerd
dentro del intervalo (n,ns).

Lema 2.4.9. Supongamos que {7(t),t > 0} es una familia de variables alea-
torias que toman valores en los enteros positivos, tal que para algun 0 > 0 se
tiene que

7(t)

t
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/ e l
Ademds sean algin ¢ tal que 0 < & < 03, t > 6% Y Ng, N1 Y Ny como en las
definiciones precedentes, entonces

lim [P(T(t) ¢ [nl,ng]) = 0.

t—o0

Demostracion. Demostrar que th’m P(r(t) ¢ [n1,n2]) = 0 es equivalente a
—00

demostrar
tliglo P(r(t) < mni)+ tliglo P(r(t) > ny) =0
es decir
tliglo P (T(t) < [H(ﬂ(l - %3)-‘ + 1) +tli>r£10 P (T(t) > [[tﬂ(l + %3)-‘) = 0.

Como la funcién de probabilidad es no negativa, lo Unico que tenemos que

demostrar es que cada limite es igual a cero cuando t — oc.

. .y . t P
Para esto primero observemos que por hlpOteSIS z(t) — 9, entonces para

t
todo a > 0 se cumple que

t) —td t) —to
1imu><@—9 >a) = lim[P(L>a)+lim[P(L <—a) —0.
t—00 t t—o0 t t—o0 t
Y como la funciéon de probabilidad es no negativa, entonces
lfm P (M > a) =0 (2.13)
t—00 t
y también
lfm P (M < —a) = 0. (2.14)
t—o0 t

Asi las cosas, procedemos a demostrar lo siguiente:
Afirmacién 1: th P(r(t) <ny) =0.
— 00

Sea o = % Observemos que se cumplen las hipotesis del Lema 2.4.8,
entonces tenemos que
ny < t(0 — )

por lo que se cumple

{7(t) <mi} C{7(t) <t(0 — )}
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entonces
lim sup P(7(¢t) < ny) <limsup P (7(t) < t(0 — «))
t—o0 t—o0
t t) —to
= limsup P (ﬂ —0< —a) = limsup P <L < —a) .
t—o00 t t—o00 t

Debido al resultado obtenido en (2.14) sabemos que el limite existe y es igual
a cero, entonces
limsup P(7(¢) <ny) <0

t—o0

y como la funcién de probabilidad es no negativa concluimos que
lim P(7(t) < ny) = 0.
t—o0

Afirmacién 2: tlim P(r(t) > ny) = 0.
—00

3
Nuevamente tomamos o = &, entonces

y por (2.13) sabemos que

3
lim P (T(t) > t(1+ 6—)) =0. (2.15)
t—o0 2
Por otro lado tenemos que
3 3 3
1+ 5) <M +5) < [0 +5)] =n
2 2 2
entonces 5
{r(t) > na} € {r(t) > 1+ 5)}
entonces

3
lim sup P(7(¢t) > ny) < limsup P (T(t) > t(1+ E—)) =0

t—o00 t—00 2

donde la ultima igualdad nos la da el resultado (2.15). De nueva cuenta, como
la funcién de probabilidades es no negativa concluimos que

tliglo P(7(t) > ngy) = 0.

Conjuntando los resultados de las Afirmaciones 1 y 2, se demuestra el lema.
U
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Dejemos un poco de lado el trabajo con los ni,ny y ng, para demos-
trar la siguiente implicaciéon que nos sera util hacia el final de la prueba del
Lema 2.4.11.

Lema 2.4.10. Sea {Y,,}en una sucesion de variables aleatorias, sea 6 > 0.
Si para cualquier € > 0 se cumple que

) €
T}LIEOP(‘Y"‘ >¢g) < 25 (2.16)
entonces
Y, 25 0.
Demostracion. Sea un 6 > 0 cualquiera. Vamos a demostrar que
lim P(|Y,]| >¢) <6
n—oo

para lo cudl hay que analizar dos casos.
Caso 1. Supongamos § > 25.
Se sigue que

lim P (Y, > ¢) < 25 < 6.
n—00 0

Caso 2. Supongamos § < 2%.
Tenemos que 6 < 25 = % < g, entonces

nl>a c{ml > 5}

por lo tanto,
00
P(Y, >¢) <P[|Y.]> 5

sacando limites de ambos lados y utilizando la hipdtesis (2.16) para ¢, obte-
nemos

00 266
lIm P(|Ya|>e) < lm P(|Y,]>—= | <-—=—=94§
y como esto se cumple para cualquier 6 > 0 se concluye que
lim P (|Y,| >¢) =0.
n—oo

Como la hipétesis del Lema plantea que esto se cumple para cualquier € > 0
lo que tenemos es equivalente a

Y, — 0.
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Practicamente todo el trabajo que hemos venido desarrollando a partir
de que definimos los ni,ns y n3 e incluso el Lema 2.4.10 ha sido para poder
demostrar el siguiente resultado. Asi que podemos alegrarnos de tener las
herramientas necesarias para abordar el proximo lema.

Lema 2.4.11. Sean 0,t > 0, ng como en la definicion 2.4.2 y sean X1, X, ...
una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con media 0 y varianza o = 1.
Sea S, =Y 1_; X, n>1y supongamos que {7(t),t > 0} es una familia de
variables aleatorias que toman valores en los enteros positivos, tal que

t
ygﬁ si t— 00

entonces g s
2 —Pno P cuando t — oo (2.17)
VAL

Demostracion. Sea € > 0.

El Lema 2.4.5 nos asegura que para toda ¢t > E% se cumple nf < ng < nj.
En esta demostracién queremos ver como se comporta el cociente (2.17)
cuando t es grande, entonces podemos considerar iinicamente el caso en que
t > 6% > 6%, Asi las cosas, tenemos que

P (‘ Sr(t) - Sno

)

> 8) =P (‘S’T(t) — Sno‘ > 6\/770)

=P({|Sr(ty = Sno| > £v/no} N{7(t) € [n1,m2]})
+ P{|Srt) = Sno| > evmo} N{7(t) & [n1,m2]})
<P({]Sr(t) = Sny| > ev/n0} N {7(t) € [n1,n0]})
+ P{|Sr) = Sno| > ev/no} N {7(t) € [0, na]})
+ P(7(t) & [n1,n2]}) ... (4).

Ahora bien, sea w € {|S-@) — Sno| > £y/Mo} N{7(t) € [n1,n0]}, entonces

i [85(w) — Sug(@)] > [Srt)(®) — Sualw)| > e/

n1<k<ng

por lo tanto:

{|Sr) = Snp| > ev/no} N{7(t) € [n1, 10} S { max [Sgk — Sny| > ey/no}-

n1<k<ng
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Anéalogamente tenemos que

{|S-t) — Sno| > ev/no} N{7(t) € [no, na]} € { méx |S — Sno| > ey/no}

no<k<ng

asi podemos acotar por arriba a (), es decir

(i) .. <P( mix [Sk = Syl > £y/7ig) + P( mix |Sk — Sp| > ey/0)

+P(r(t) ¢ [0, ma)) . .. (i),

Para seguir acotando, haremos uso del corolario de la Desiguladad de
Kolmogorov (Corolario 1.3.2). Observemos que se cumplen las hipdtesis, es
decir, X1, X, ...X,, son variables aleatorias i.i.d. con media 0 y varianza po-
sitiva y finita, de hecho, el supuesto de este lema nos dice que 02 = 1. Con
esto en mente, tenemos que

(i7)... <o ™M 12 7o

827’Lo 52710

= 22 L P(r(t) ¢ [, ma]) (2.18)

52710
es decir, reescribiendo la primer y ultima desigualdad hemos obtenido
S‘r(t) - Sno

P

( Vo
Ahora veamos como se comporta el resultado (2.18) cuando ¢t — oo. Por

un lado, de acuerdo con el el Lema 2.4.6 se tiene que

> a) <27 pir() ¢ [nn, ).

€2n0

, Mo — N 2e
lim = —
t—oo  £2ny 0

y por otro lado, por el Lema 2.4.9 afirma

h'm [P(’T(t) ¢ [nl,ng]) = O

t—o0

por lo tanto

lim P ( Sr(t) — Sno
t—o0o

) —
VAL

LN — Ty
>2) < Jim "4 B0 ¢ onl) =
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Srt) = Sno
Vo

y aplicando el Lema 2.4.10 concluimos que
Sra)y — Sn
lfm P (‘7@ 0

> o)~

Que es lo que queriamos demostrar. O

Haciendo Y =

Antes de enunciar y demostrar el TCL para caminatas aleatorias, demos-
traremos un sencillo corolario del TCL usual.

Corolario 2.4.1. Sean t,0 > 0. Sea nyg como en la definicion 2.4.2 y sean
X1, Xo, ..., X, variables aleatorias idénticamente distribuidas con media 0 y
varianza finita. Sea Sy = Zle X;, entonces

Shno

V1o
Demostracion. Como se cumplen las hipdtesis del Teorema Central del Limi-
te (Teorema 1.3.5) se tiene que % N N(0,1). Luego, observemos que

{[0t]} =0 = N

—Ly N(0,1).

por lo tanto tenemos que

O

Ahora si, lleg6 el momento de enunciar y demostrar el TCL para sumas
aleatorias o Teorema de Rényi. Gracias al trabajo que hemos hecho antes, su
demostracion se reduce a unas cuantas lineas.

Teorema 2.4.1 (TCL para sumas aleatorias). Sean X1, Xo, ... variables alea-
torias i.i.d. con media 0 y varianza o? finita y positiva. Sea S, =Y ;_, Xi, n >
1 y supongamos que {T(t),t > 0} es una familia de variables aleatorias que
toman valores en los enteros positivos, tal que

@L@(O<9<oo) si t— 00, (2.19)

entonces
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Srt)

o\/7(t)

%5 N(0,1) si t— o0

i) y también
Sty d .
—> N(0,1) si t — o0
oV ot 0,1)

Demostracidn. (i) Para empezar, como 0 < 0% = Var(X) entonces si defi-
nimos ¥ = 2 tenemos que Var(Y) = Var(2) = 1 por lo tanto, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que o2 = 1.

Sea ng = [0t] el menor entero mayor igual que 6¢, entonces

St _ ( Sho N Sty — 5n0> ng
() Vo Vo T(t)

Necesitamos los siguientes resultados:

(2.20)

a) 2 —5 N(0,1).

Este resultado lo tenemos gracias al Corolario 2.4.1.

S‘r(t) - Sno p

b) — 0.

v 1o
Este resultado lo sabemos por el Lema 2.4.11

T(t

c) ) 251
Ny
Obsérvese que

() _ ()

g [0

y el Lema 2.4.4 nos da el resultado deseado.

Usando la informacién de a) y b) y lo que nos proporciona el Lema de
Slutsky (Lema 1.3.4) sabemos que

Sno + S‘r(t) - Sno

Non N 4 N(0,1)
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y usando c¢) y el segundo Lema de Slutsky (Lema 1.3.5) concluimos que

Sno T_no
N(0,1).
(r* NG )\ e

Asi queda demostrado el inciso ).
(i1) Para demostrar el inciso i7) consideramos la siguiente ecuacién

Srwy _ <5no L S — Sno) 1o
Vot \y/no Vo ot

» .
fL—Z — 1 podemos proceder de manera analoga a

ahora, si llegamos a que

como hicimos en ) para concluir que \T/@ 4N (0,1) si t — oo. Pero eso
es inmediato por que gracias al Lema 2.4.1 sabemos que

Ht ot

—=—— =1 sit =00
y de acuerdo con el Lema 1.3.3, la convergencia puntual implica convergencia
en probabilidad, por lo que obtenemos el resultado deseado. Asi este teorema
queda demostrado. O
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Capitulo 3

Teoria de Renovacion para
caminatas aleatorias

3.1. Introducciéon

En este capitulo estudiaremos el comportamiento asintotico del proceso
del primer tiempo de arribo asociado a una caminata aleatoria S,. Para
explicar esto con mayor claridad, presentamos las siguientes definiciones.

Definicién 3.1.1 (Proceso de Renovacién). Un proceso de renovacion es
una sucesion infinita de variables aleatorias Ty, Ty, ... que son no negativas,
independientes e idénticamente distribuidas.

Definicién 3.1.2 (Proceso de Conteo de Renovacién). Dado un proceso de
renovacion {T1,Ts,...} se definen los tiempos reales de renovacidn como
So=0yS, =>r,T para n > 1. El proceso de conteo de renovacion
es

N(t) =méx{n: S, <t} para cadat > 0. (3.1)

Observemos que N(t) cuenta el numero de eventos ocurridos durante el
intervalo de tiempo [0, ¢].

El ejemplo clésico que ilustra a un proceso de renovacion es el siguiente:
supongase que se tiene una coleccién numerable de focos, donde el i-ésimo
foco tiene un tiempo de vida aleatorio X; > 0, con i = 1,2, .... Supongamos
también que los tiempos {X; : i € N} son i.i.d. Ahora imaginese que se prende
el primero de los focos y en el instante que se descompone, inmediatamente
es reemplazado por el segundo. Cuando éste se descompone inmediatamente

49
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es reemplazado por el tercero, continuando de esta manera por de cada uno
de los focos restantes. En este ejemplo N(t) es el nimero de focos que se han
reemplazado en el intervalo de tiempo [0, t].

Ahora veamos la siguiente definicion

Definicién 3.1.3 (Primer tiempo de arribo). Sean X1, X, ... variables alea-
torias i.i.d, S, = > X; y S ={S, : n € N} la caminata aleatoria . De-
finimos T(t) como el primer tiempo de arribo asociado a S, de la siguiente
manera

7(t) =min{n: S, >t} parat>0.

Donde min (J=o0

Observemos que hay notables diferencias entre las definiciones 3.1.2 y
3.1.3. La primer diferencia es que si { X7, Xs, ...} es un proceso de renovacién
entonces X > 0 para toda £ > 1. Por lo que se cumple

Para una demostracién rigurosa de esto véase la explicacién referente a
(5.50) en la Seccién 5.9.

Por otro lado, si las variables aleatorias {X;, X, ...} son i.i.d. pero sin
que necesariamente sean un proceso de renovacién, entonces podria ocurrir
que X, < 0 para alguna &k € N. En este sentido, seria extrano hablar del
max{n : S, < t}, puesto que la sucesién Xi, X, ... es infinita, no podriamos
saber con certeza cuando sera el natural n més grande tal que .S, <t.

En cambio tiene mas sentido hablar de la primera vez que la caminata
aleatoria rebasa t. Este proceso es al que llamamos 7(t).

Aunque aqui estudiaremos el comportamiento asintético del proceso de
primer tiempo de arribo cuando las variables X, pueden tomar valores ne-
gativos, nos restringiremos a el caso en que E(X}) es positiva. Dicho esto, la
siguiente definicién nos seré de gran utilidad.

Definicién 3.1.4. Seax € R, definimos xt = méx{z,0} y2~ = — min{z, 0}.

3.2. Lema del Sandwich

En esta seccion, como su nombre lo indica nos enfocaremos en un Le-
ma cuya enunciacion y demostracion es relativamente sencilla, sin embargo
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decidimos asignarle una seccion propia debido a su importancia en la demos-
tracién de los teoremas limite que se enunciaran a partir de este punto.

De hecho, el Lema del Sandwich junto con algin Teorema Limite valido
para sumas aleatorias (por ejemplo el Teorema 2.4.1) forman una herramienta
fundamental para demostrar teoremas limite referente a sumas aleatorias. A
este conjunto de pasos ordenados se les conoce como el método SRW. (Véase
la Seccién 3.4).

El siguiente lema es consecuencia de la forma en que definimos el primer
tiempo de arribo (def. 3.1.3)

Lema 3.2.1 (Lema del Sandwich). Sean X1, Xs, ... variables aleatorias i.i.d
con media p tal que 0 < p < 00, S, = > | X;, y 7(t) el primer tiempo de
arribo asociado a S, es decir T(t) = min{n : S, > t}, para t > 0; entonces

t < S’r(t) <t+ Xr(t) =t+ X:(t)'

Demostracion. Por definicién de 7(t) sabemos que t < .. Para demostrar
la segunda desigualdad hay que observar que también por definicién de 7(t)
sabemos que S;(;) es la primera vez que el proceso es mayor que ¢, entonces
en 7(t) — 1 el proceso no ha rebasado t, es decir

Sri-1 <t
por lo tanto
Sry = (X1 +Xo+ .+ Xpyo1) + Xoy = Sr—1 + Xy < t+ Xoq)-

Ahora observemos que X, es necesariamente positivo pues de lo contrario
tendrfamos que S-;—; > t lo cudl es una contradiccién a la definicién de
7(t).

Por lo tanto X:T(t) = X, con lo que se demuestra la tltima igualdad que
nos exige este Lema. O

3.3. LFGN para el primer tiempo de arribo

Asi como en el Capitulo 2 demostramos la LFGN para sumas aletorias,
aqui demostraremos la LFGN para el primer tiempo de arribo. Para hacerlo
utilizaremos fuertemente el Teorema 2.3.1 por lo que necesitamos la hipdtesis
de que 7(t) =% co. Hace falta anadir una hipdtesis a las que ya tenfamos
desde el Lema 3.2.1, la hipétesis adicional es suponer que E|X;| < oco.
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Lema 3.3.1. Sean X, Xs, ... variables aleatorias i.i.d. con media p tal que
0<pu<oo, EX;] <oo, S, =30 ,Xi, y7(t) = min{n : S, > t}, para
t > 0; entonces

7(t) =% 00

Demostracion. Como se cumplen las hipdtesis de la LFGN (Teorema 1.3.4)
entonces g

n c.S.
— — p cuando n — o0.
n

Como p € (0,00) y como para toda n € N se cumple que n > 0, y puesto
que n — 00, se concluye que

S, <5 0.
Por lo tanto, existe un conjunto A C 2 tal que P(A) = 0 y cumple que
Sp(w) > 00 siwe N\ A (3.2)

Con esto en mente, primero demostremos que si w € 2\ A entonces 7(t,w)
es no decreciente.

Seaw € Q\ Ay r < s tales que 7,5 € [0,00). Debido a (3.2) existen
R, S € N tales que para toda n > R y para toda m > S se cumple que

Sp(w)>r v Splw)>s (3.3)
Para los naturales n y m escogidos en (3.3) se tiene que

7(r,w) =min{k : Sp(w) >r}<n, y
7(s,w) =min{k : Sp(w)> s} <m

Lo anterior nos da cotas superiores para 7(r,w) y 7(s,w) cuando r, s € [0, 00)
son numeros fijos, es decir 7(r,w), 7(s,w) < 0o, entonces

r <8< Srsw) < 00

por lo que
r < ST(S,M)

lo que implica que 7(r,w) < 7(s,w), ya que 7(r,w) es el natural mas pequeno
tal que 7 < S;(;). De esta manera queda demostrado que para toda w € Q\ A,
7(t,w) es no decreciente.
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Ahora demostraremos que 7(t,w) es no acotada si w € 2\ A. Para esto,
supongamos que existe M € N tal que para todo ¢t € R se cumple que
T(t,w) < M.Seaw € Q\ A, como 7(t,w) toma valores en los enteros positivos
lo que en realidad sabemos es que

T(t,w) € {1,2,3,..., M} paratodat e R. (3.4)

Sea Sa(w) = max{S;(w), Sa(w), ..., Su(w)}, entonces de acuerdo con
(3.2) tenemos que para cualquier nimero real ¢ > 0 existe un natural N tal
que para todo n > N se cumple que S,(w) > t, entonces

1<7(t,w) < N+1< o0,
y de acuerdo con (3.4) es tal que
t < ST(U,J) (w) < Sa(w)

pero t puede ser tan grande como se quiera, y para que Sa(w) sea cota
superior de cualquier nimero real, necesariamente se requiere que Sa(w) =
00, pero eso es una contradiccion, ya que A es un numero finito menor o
igual a M por lo que Sa(w) es una suma finita de variables aleatorias reales
Xi(w), Xo(w), ... Xa(w) con lo que necesariamente Sa(w) < 0o.

Como llegamos a una contradicciéon a partir de suponer que existia una
cota para 7(t,w), concluimos que la funcién es no acotada superiormente.

Ahora bien, 7(t) es no decreciente y no acotada superiormente siempre
que w € Q\ A, por lo tanto

7(t) 22 0.
]

Necesitamos una herramienta més antes de demostrar la LFGN para el
primer tiempo de arribo y es un resultado basico de Analisis Matematico,
por lo cuél lo enunciamos sin demostrar.

Proposicién 3.3.1. Sean {a,}n>1 y {an}tn>1 dos series reales, entonces se
cumple
lim sup(a, + b,) < limsup(a,) + limsup(b,)

y también
liminf(a,) + liminf(b,) < liminf(a, + b,).
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El Teorema siguiente es la LFGN para el primer tiempo de arribo. Recor-
demos que en la LFGN de Kolmogorov nos dice que % £ 1. Sin embargo,
en el Teorema 3.3.1 no tenemos una suma de variables aleatorias S,, sino que
en su lugar tenemos la funcién 7(t) entendida como en la definicién 3.1.3,
es decir 7(t) = min{n : S, > t} la cudl si involucra a una suma de varia-
bles aleatorias. Por lo tanto el Teorema siguiente es, en efecto, un Teorema
transitorio de la LEFGN aplicado a la funcion primer tiempo de arribo.

Teorema 3.3.1 (LFGN para el primer tiempo de arribo). Sean X, Xo, ...
variables aleatorias i.i.d. con media u, tal que 0 < p < oo y E|X;| < oc.
Ademds sea S, =Y . X; y 7(t) el primer tiempo de arribo asociado a S,

entonces

T(t) cs 1

—= — — cuando t — 0.

t %

Demostracion. Por un lado tenemos la hipétesis de que Xi, X, ... son v.a.
ii.d. con pu < ooy E|X;| < oo; por otro lado, gracias al Lema 3.3.1 se tiene
que 7(t) = oo con lo que completamos todas las hipétesis del Teorema 2.3.1,
por lo tanto

ST C.S. XT C.S.
RN Loy W 250 cuando t — oo. (3.5)
7(t) 7(t)

Esto nos dice que existe un conjunto A C €2 de probabilidad cero, tal que las
convergencias anteriores se dan para toda w € Q\ A.

Dejando un poco de lado ese resultado, con las hipotesis que tenemos
podemos usar el Lema del Sandwich (Lema 3.2.1) obteniendo asi

t < Sr(t) <t+ X—r(t)
al dividir las desigualdades anteriores entre el numero positivo 7(t) tenemos
T XT
t St Ko
@) () T () T(@)

Ahora bien, para cualquier w € Q \ A se tiene lo siguiente:

(3.6)

1. En la primera desigualdad de la ecuacién (3.6) sacando limite superior
de ambos lados y usando (3.5) tenemos

Sritw) _

lim sup < lim sup (3.7)

t—soo T(t,w) tsoo T(t,w)
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2. Utilizando la segunda parte de la desigualdad (3.6) tenemos

Sritw)  Xrpw) <t
T T(tw)

T(t,w) 7(t,w)

sacando limite inferior a ambos lados de la desigualdad y de acuerdo a
la Proposicién 3.3.1 tenemos

ST w . X w ST w XT w
lminf | =20 ) 4+ lim inf @)\ g ((Sre) A
twoo \ 7T(t,w) t—00 T(t,w) twoo \7T(t,w) T(t,w)

t
< limi .
<tmint (55 (38)

Por propiedades de limite inferior y por la ecuacién (3.5) sabemos que

X‘r w
lminf | — 27090 ) — _im sup

y también por (3.5) sabemos que lim inf (%) = . Por lo tanto de

las desigualdades (3.8) nos queda

< .
o= h{gg}f T(t, w)

(3.9)

Conjuntando los resultados obtenidos en (3.7) y (3.9) tenemos

lim sup

lim inf
mI Gy S S

t—oo T(t,w)

por lo tanto, para cada w € 2\ A se cumple que

como P(A) =0, concluimos

T(t) cs

t
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3.4. El método SRW

El método SRW es una serie ordenada de pasos que utilizaremos a partir
de este capitulo para demostrar los teoremas limite de sumas aleatorias.
Es decir, utilizando este método es como demostraremos el TCL para el
primer tiempo de arribo (Teorema 3.5.1) y los teoremas limite para caminatas
aleatorias bidimensionales (Teoremas 4.3.1 y 4.4.1). Este método también se
utilizé para demostrar el Teorema 3.3.1.

El nombre de método SRW se adopta por las siglas de la frase en inglés
Stopped Random Walks method. Esta frase podria traducirse como “Método
para las Caminatas Aleatorias con Tiempo Cambiado Aleatoriamente” por lo
que posiblemente también podriamos referirnos a él como método CATICA.

El método SRW consiste en aplicar los siguientes pasos:

a) Un Teorema Limite ordinario, como la LFGN o el TCL

b) Un Teorema transitorio que nos diga que el resultado del teorema limite
ordinario es también valido para sumas aleatorias como el Teorema 2.3.1
o el Teorema de Anscombe.

¢) Una desigualdad del sandwich, es tipico el uso del Lema 3.2.1.

El lector podra darse cuenta que, en efecto, estos fueron los pasos que
seguimos para demostrar el Teorema 3.3.1.

3.5. TCL para el primer tiempo de arribo

Tal como en el Capitulo anterior, probar el TCL es mas laborioso que
probar la LEGN. Por lo que tendremos que demostrar varios resultados antes
de aventurarnos a demostrar el TCL para el primer tiempo de arribo.

Para esa prueba también utilizaremos el método SRW que iremos desa-
rrollando a través de los lemas. Empecemos con una proposicién que nos sera
util para demostrar el lema subsecuente.

Proposicién 3.5.1. Sean X1, Xy, ... variables aleatorias i.i.d. entonces X2, X2, . ..

son variables aleatorias i.i.d.

Demostracion. Como la funcién h : (R, Bg) — (R, Br) dada por h(z) = z?
es medible entonces para cualquier n € N y para el subconjunto de varia-
bles aleatorias {X;,, X;,, ..., X;, } C {Xi1,Xs,...} se tiene que, por el Teo-
rema 1.3.3 las v.a.’s h(X;,), h(X5,), ..., h(X;,) son independientes, y como

in
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esto se cumple para cualquier subconjunto finito de variables en X7, X2, ..
se sigue que la coleccién completa es independiente.
Asf mismo, las variables son idénticamente distribuidas X?. O

)

Lema 3.5.1. Sean X1, Xo, ... variables aleatorias i.i.d. con media i, tal que
0<pu<oovyseaS,=> . ,X;y7(t) el primer tiempo de arribo asociado a
Sy si ademds 0 < VarX = 0 < 0o, entonces

X,

AT Py

o?7(t)
Demostracion. Debido a la Proposicién anterior (Proposicion 3.5.1) y a que
las v.a.’s X1, X, ... son i.i.d. entonces X7, X2 ... también son i.i.d. Ademds

por el Lema 3.3.1 sabemos que 7(t) — oo.
Por otro lado, como 0% < 0oy 0 < p1 < 0o se cumple que

F|X?| = E(X?) = Var(X;) + B2(X;) = 0% + p? < 00
entonces por el Teorema 2.3.2.7 obtenemos

Xr(t) c.s.

-0
7(t)
Como 0 < o < 0o entonces
XT C.S.
®) — 0.

o+/7(t)

De acuerdo con el Lema 1.3.3 .ii se concluye que la convergencia en proba-
bilidad que nos pide este lema es una consecuencia de la convergencia casi
segqura que ya hemos obtenido. O

El siguiente Lema nos presenta un TCL para sumas aleatorias para el
caso en que 7(t) es el primer tiempo de arribo asociado a S y sin necesidad
de que p = 0 como se pedia en el Teorema 2.4.1.

Lema 3.5.2. Sean X, Xo, ... variables aleatorias i.i.d. con media i, tal que
0<pu<oovyseaS,=>r,X;y7(t) el primer tiempo de arribo asociado a
S; y si ademds 0 < VarX, = 02 < oo, entonces

Sry =71 4 .
ZO P L N(0,1) si t— oo
o/7(t) 1) ot
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Demostracion. Sea Y; = X; —py S, = >" | Y;. Queremos aplicar el TCL
para sumas aleatorias (Teorema 2.4.1) a la sucesién Y7, Ys, ... con tiempo de
paro dado por 7(t) = min{n : S, > t}. Veamos que se cumplen las hipétesis
necesarias.

Primero que nada, veamos que E(Y;) = 0, lo cual es inmediato porque

E(Y:) = E(X; —p) = E(X;) —p=0.

Ahora veamos que 0 < Var(Y;) < oco. Pero esto también es casi inmediato
dado que
0< Var(V;) = Var (X; — p) = 0* < 0.

Ahora bien, como las v.a. X7, X5, ... son i.i.d. entonces también lo son
las v.a. Y7, Y5, ...

Por otro lado, debido a que 0 < 02 < 0o entonces por el Corolario 1.3.1
se obtiene que E|X;| < oo, por lo que podemos usar el Teorema 3.3.1, con lo

C.S.

que obtenemos, # =% L€ (0, 00). Utilizando el Lema 1.3.3.7 obtenemos

la convergencia en probabilidad pues es una consecuencia de la convergencia
casi sequra que ya tenemos. Es decir, obtenemos que

t 1
& L € (0, 00)
t H
Con estos resultados, ya podemos emplear el Teorema 2.4.1. Obtenemos
SI

o—r

N(0,1) si t— oo,

es decir
(X, - Sey — 7(t
2z (Xi =) = 27 T(n i>N(O,1) si t — 00.
o+/T(t) o\/7(t)
]
Lema 3.5.3. Sean X, Xo, ... variables aleatorias i.i.d. con media i, tal que

0<pu<ooyseaS,=> 5 X;yrt(t) el primer tiempo de arribo asociado a
S; y si ademds 0 < VarX, = 02 < oo, entonces

t— ur(t)

e N(O 1) si t— oo.
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Demostracion. Sea t > 0. Por el Lema del Sandwich (Lema 3.2.1) se obtiene
t< Sy <t+ Xo

restamos u7(t) de cada lado de las desigualdades anteriores, y como /o271 (t) >
0 podemos dividir entre este factor sin que se alteren las desigualdades ante-
riores, entonces nos queda

t—pr(t) _Sep —p7(t) t—pr(t) Ko
Vo?7(t) Vorr(t) T \Jorr(t)  \Jorr(t)

Trabajemos con la primera desigualdad. Observemos que para toda x € R
y para toda w € () se cumple

{ST(t) — pr(t) <x} c {t—w(t) <x}
o’r(t) o’r(t)

por lo tanto si calculamos la probabilidad de ambos conjuntos tenemos

[P(ST(“_—“T(OSSC> §P<ﬂ§x>
o?7(t) o?7(t)

lo que es equivalente a

(3.10)

Fs,y-nrv () < F iy (7).

Ahora, por el Lema 3.5.2 sabemos que tli)l’&FST(t)f;m—(t) () = Fz(x) siempre
Vo2r(t)
que z € C(Fz)! y donde Z es una variable aleatoria con distribucién N (0, 1).

Como la distribuciéon Normal es continua en R se obtiene que C(Fz) = R.
Asi pues, sacando limite inferior de la desigualdad anterior llegamos a que

Fz(z) =lminfFs_, wro(r) < Hminf F o (). (3.11)
t— SO t— ey
& \/O'ZT(t) > ‘72"'(’5)

Regresemos a la Ecuacién (3.10). Para simplificar la notacién sea

S’r(t) — ,LLT(t) W, — t— ,uT(t) Y, = Xr(t)

Zy = T
o?7(t) o?7(t) o?7(t)

LC(Fz) son los puntos donde la funcién Fz es continua. Recordemos que las funciones
de distribucién tienen a lo mas una cantidad numerable de puntos de discontinuidad. Véase
la Definicién 1.3.6
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Ahora nuestro objetivo es acotar por arriba el limite superior de Fyy (), para
esto, de la segunda desigualdad de la Ecuacién (3.10) al sustituir por los
valores arriba explicados llegamos a que

Zy < Wy +Y,

con un tratamiento analogo al que hicimos con el caso anterior llegamos a
que
Fw, v, < Fy,. (3.12)

Ahora, sea ¢ > 0 entonces
Fy(r—e) =P{{Wi <z —cepn{[Vi| <eh) +P({W: <z —e} n{Yy[ > ¢}).
Observemos que
Wy <z—ce}n{lYy| <e} =W, <zx—e}n{-—-e<-Y, <&}

C{Wi<z-Yin{-e< Y, <e}={W;+ Y, <a}n{lYy < ¢}

por lo que podemos concluir

FWt(ZIZ'—E)
SPIWi Y <apnfyy| <e} + PAW, <o —e}n{[Yy] > ¢})
<P{W,+Y, <z} +P(¥| >2)

es decir,
Fy,(x —¢) < Fwav (@) + P(IYi] > €).

Ahora, sacando limite superior de ambos lados y de acuerdo con la Pro-
posicion 3.3.1, obtenemos

lim sup Fy, (z — ¢) < limsup [Fy,.v,(x) + P (|Y;| > ¢)]

t—00 t—o00
< fmsup [Fy, 4, (2)] + lmsup [P (|| > )] (3.13)
t—00 t—00

pero de acuerdo con el Lema 3.5.1 sabemos que

Xr) P

Y, = —0
o?7(t)
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por lo que, para nuestro € > 0 se cumple que th’m P (|Y;| > €) = 0, entonces
—00
de la desigualdad (3.13) obtenemos

lim sup Fyy, (z — €) < limsup Fy, vy, (2). (3.14)

t—o0 t—o00

Sacando limite superior a la desigualdad (3.12) y conjuntando con la
desigualdad (3.14) obtenemos

limsup Fy, (x — ¢) < limsup Fy, 1y, () < limsup Fyz,(x),
t—o0 t—o0 t—o00

recordemos que x € R = C(Fy), entonces (por Lema 3.5.2) Fyz () —
Fz(x). Por lo tanto

limsup Fy,(x —¢) < Fz(z) VzreR

t—o00

y como esto se cumple para toda € > 0 entonces se sigue que

lim |limsup Fy,(x —¢)| = limsup Fy, () < Fz(x). (3.15)

e—0 t—o00 t—00

Finalmente, conjuntando los resultados (3.11) y (3.15) llegamos a

limsup Fy, (z) < Fz(z) < h'{n inf Fy,(z) VxeR
—00

t—o00

con lo que se concluye lo siguiente
Fw,(x) = Fz(z) cuando t 00 y VreR

es decir
t— ur(t)

23 N(0,1) si t— oo.
o?7(t)

O
Ha llegado la hora de demostrar el TCL para el primer tiempo de arribo,

y gracias al trabajo que hemos hecho, podremos lograrlo en unos cuantos
pasos.
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Teorema 3.5.1 (TCL para el primer tiempo de arribo). Sean X, Xo, ...
variables aleatorias i.i.d. con media p, tal que 0 < p < 0o y sea S, =Y+ | X;
y 7(t) el primer tiempo de arribo asociado a S; y si ademds 0 < VarX; =
0% < 00, entonces
T(t) — ﬁ d :
——F — N(0,1) si t— oo.

o2t

us

Demostracion. Debido a que 0 < 02 < oo, sabemos por el Corolario 1.3.1

que E|X;| < oo. Con este resultado, tenemos las hipitesis para utilizar el
Teorema 3.3.1. Asi pues, obtenemos

7(t) PN 1

— sit— o0.
t M

Sea A C 2 el conjunto de probabilidad cero tal que @ — i siw e Q\A
y sea cualquier € > 0. Como por hipdtesis 0 < p < oo, se tiene que i > 0,
entonces para cada w € Q0 \ A existe T' € N tal que si t > T entonces

t) 1
&__‘<£
t plo

multiplicando toda la desigualdad por p > 0

<€

como esto se cumple para todo € > 0 y para cada w € Q\ A, se concluye que

t C.S.
0,

1.

(1)

Por propiedades de los limites, como —=x > 0 también obtenemos del re-

. t c.s. . .
sultado anterior que 4/ @u — 1, pero como la convergencia casi segura

implica la convergencia en probabilidad (Lema 1.3.3 4i) ), de lo anterior se
sigue que

ey (3.16)



3.5. TCL PARA EL PRIMER TIEMPO DE ARRIBO

Por otro lado, el Lema 3.5.3 y la simetria de la Normal implican que
ut(t) —t 4

———— — N(0,1) si t— oo,
o?7(t)

aplicando un poco de algebra y dado que p > 0

ut(t) —t T(t) — i

IO U R0
o?7(t) 2

QL

N(0, 1
o1 prt) 0.1)

st t— oo.

Ahora, debido a la ecuacién (3.16) y al segundo lema de Slutsky (Le-
ma 1.3.5) se llega a que

T(t) =1 | ¢ [7(t) d
Z_ii ) ( Tu) — N(0,1)
es decir, t
) " %5 N(0,1)
Zt

3
con este resultado concluimos la demostracion.
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Capitulo 4

Caminatas aleatorias
bidimensionales con tiempo
cambiado aleatoriamente

4.1. Introduccion

La importancia de un TCL para caminatas aleatorias bidimensionales es
grandisima. Para darnos un atisbo de su impacto en multiples ramas de la
probabilidad basta con mirar el Capitulo 5 en donde se exponen algunas de
las aplicaciones que tiene el TCL para c.a. bidimensionales (Teorema 4.4.1).
Las aplicaciones de este Teorema tienen impacto, por ejemplo, en la Teoria de
Renovacion, en la Teoria del Riesgo de Seguros, en las Politicas de Remplazo
y en la Teoria de Colas.

Por tal motivo, este Capitulo es la parte medular de nuestro trabajo.
De hecho es en el TCL para c.a. bidimensionales (Teorema 4.4.1) donde
convergen todos los teoremas que hemos desarrollado y que desarrollaremos
en esta tesis.

Dicho lo anterior, podemos comenzar familiarizandonos con las siguientes
hipétesis, que son con las que trabajaremos a lo largo de todo el Capitulo.

Sea {(Up,V,),n > 1} una caminata aleatoria de dos dimensiones con
incrementos i.i.d. (X, Yy), £ > 1 tal que 0 < ps = E(Y) < ooy 1 =
E(X) < 0.

Observemos que nada se asume sobre la independencia entre las variables
X y Yy, esta hipotesis es esencial en muchas aplicaciones como se vera méas

65
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adelante, (véase, por ejemplo la Seccién 5.5) .
El proceso que en este capitulo nos interesa analizar es la caminata alea-
toria

{Uzrw), t > 0}

donde 7(t) es el primer tiempo de arribo asociado a V.

4.2. Teoria de Renovacién para caminatas alea-
torias bidimensionales

En esta secciéon comprobaremos que todo lo que hasta ahora sabemos
de Teoria de Renovacién para caminatas aleatorias lo podemos aplicar al
proceso del primer tiempo de arribo {7(¢), t > 0} asociado a V', cuando
tenemos una caminata aleatoria de dos dimensiones {(U,,V,),n > 1} con
incrementos i.i.d. (X, Yx), k> 1.

Primero definamos el proceso del primer tiempo de arribo asociado a una
caminata aleatoria bidimensional.

Definicién 4.2.1. Sea §, = o{(Xy, V%) : k <n} paran>1,yV,=>" YV}
definimos el proceso del primer tiempo de arribo asociado a V' como

7(t) =min{n : V,, > t}, t>0.

Antes de proseguir, observemos que con la definiciéon anterior, y debido a
que 0 < py < 0o tenemos casi todas las hipdtesis para que 7(¢) cumpla los
teoremas del Capitulo 3. Dado que Y7, Y, ... son idénticamente distribuidas y
V, = > i ,Y;; practicamente lo inico que nos faltaria saber es que Y7,Y5,. ..
son independientes. El siguiente Lema nos proporciona dicho resultado.

Lema 4.2.1. Sea {(U,, V,,),n > 1} una caminata aleatoria de dos dimensio-
nes con incrementos i.i.d. (X, Yy), k > 1, entonces si j # k se cumple que
Y; y Yy son independientes, y también X; y X son independientes.

Mads atn, los incrementos X1, Xs, ... son independientes, asi como tam-
bién lo son los incrementos Y1,Yo, . . ..

Demostracion. Sean j # k. Sabemos que si los vectores aleatorios (Xj,Y;)
y (Xy, Yy) son independientes, entonces para cualesquiera par de borelianos

A, B C R? se tiene que

P((X;,Y;) € A, (X}, Y3) € B) = P((X;,Y;) € A)P((X),Y}) € B).
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Sean A; y Bj cualesquiera dos borelianos de R. Entonces definimos a los
borelianos de R? A y B de la siguiente manera: A =R x A; y B = R x B;.
En consecuencia, tenemos las siguientes igualdades

P(Y; € Ay, Y; € By) = P((X,.Y;) € A, (X, Yi) € B)

=P((X,,Y;) € AP((Xy, Yx) € B) =P(Y; € A1)P(Y), € By).

Como esto se cumple para cualesquiera borelianos A; y By de R se concluye
que Y; y Yj, son independientes. De manera andloga se demuestra que X; y
X}, son independientes.

Observemos que con el mismo método empleado anteriormente, se puede
demostrar la independencia de cualquier subconjunto finito de incrementos;
de este modo, obtenemos que los incrementos X7, X», ... son independientes,
de manera analoga se cumple que Y7, Y5, ... son independientes. O

Con el resultado anterior tenemos todas las hipdtesis necesarias para que
7(t) = min{n : V, > t} cumpla el Lema del Sandwich (Lema 3.2.1), la
LFGN para el primer tiempo de arribo (Teorema 3.3.1) y si ademds 0 <
VarY,; < oo entonces también se cumple el TCL para el primer tiempo de
arribo (Teorema 3.5.1). Para formalizar ésto, tenemos el siguiente Lema.

Lema 4.2.2. Sea {(U,,V,),n > 1} una caminata aleatoria de dos dimen-
siones con incrementos i.i.d. (Xy,Yy), k> 1 tal que 0 < ps = E(Y) < 00 y
7(t) = min{n : V,, > t}, t> 0; entonces se cumplen

i) Lema del Sandwich para V,,

< Vi <t + Yy =t+ YT(t)+.

i) Si ademds se tiene que E|Y)| < oo entonces se cumple

7(t) BiNS

iii) Si ademds se tiene que E|Y| < oo entonces se cumple la LFGN para el
primer tiempo de arribo asociado a V'

T(t) cs. 1
— =5 —  cuando t — 0.
t K2
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w) Si ademds 0 < o3 = VarY; < oo, entonces se cumple el TCL para el
primer tiempo de arribo asociado a 'V .

(1) - £

2
o5t

5

%y N(0,1)  si t— oo.

Demostracion. (i) . El Lema 4.2.1 nos permite saber que las variables aleato-
rias Y1, Ys, ... soni.i.d. y como por hipétesis tenemos que 0 < s = E(Y) < 00
y 7(t) = min{n : V,, > t}, entonces se cumple el Lema del Sandwich (Le-
ma 3.2.1) para la familia {Y;,k > 1} y V,, = > | ¥; con tiempo de paro
7(t).

(i1) Por lo explicado en el inciso anterior junto con la hipétesis de que
E]Y;| < oo, entonces se cumple el Lema 3.3.1, con lo que se llega al resultado.

(117) Puesto que tenemos las mismas hipdtesis que en el inciso anterior,
se cumple el Teorema 3.3.1.

(iv) Debido a que 0 < 02 = VarY < co y a que tenemos que Y7, Ys, ...
son i.id, 0 < pe = EY) <00, V,, = >0, Y,y 7(t) = min{n : V,, > t},
entonces, por TCL para el primer tiempo de arribo (Teorema 3.5.1) aplicado
a 7(t) obtenemos el resultado deseado. O

4.3. LFGN para Caminatas Aleatorias Bidi-
mensionales

Como ya se dijo, lo que nos interesa analizar es la caminata aleatoria
unidimensional

{Urw), t > 0}

pero cuando 7(t) es el primer tiempo de arribo asociado a V.
Ahora procederemos a demostrar la LEGN para el proceso {Uy),t > 0}.

Teorema 4.3.1 (LFGN para c.a. bidimensionales.). Sea {(U,,V,,),n > 1}
una caminata aleatoria de dos dimensiones con incrementos i.i.d. (X, Yy), k >
1 tal que 0 < pe = E(Y) < 00, 1 = E(X) < 00, E|X| <00 y E|Y| < 00. Sea
7(t) el proceso del primer tiempo de arribo asociado a V', entonces

Urt) cs,
t K2

cuando t — oo.
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Demostracion. Por el Lema 4.2.2 ii) y 4ii) se cumple

T(t) — 00 (4.1)
() ex, 1 (4.2)
t K2

Recordemos que el Lema 4.2.1 nos asegura que las variables aleatorias
X1, X, ... son i.id. Utilizando esto, las hipétesis de que p; = E(X) < oo
y E|X| < oo y los resultados (4.1) y (4.2) podemos emplear la LEGN para
Sumas Aleatorias (Teorema 2.3.1 (iii) ) a la caminata aleatoria U, = > | X,
y al conjunto aleatorio de indices 7(t), obteniendo asi

Urt) cso M1

t - (4.3)

con lo que se concluye la prueba. O

4.4. TCL para caminatas aleatorias bidimen-
sionales

En esta seccion demostraremos el TCL para caminatas aleatorias bidi-

mensionales; es decir, cuando el proceso {U-(),t > 0} de una caminata alea-

toria {(Ug, Vi), k > 1} es condicionado por el indice aleatorio 7(¢) = min{n :
V,, > t}. Para demostrarlo, nuevamente utilizaremos el método SRW.

Lema 4.4.1. Sea {(Uy,V,),n > 1} una caminata aleatoria de dos dimen-
siones con incrementos i.i.d. (Xy,Yy), k> 1 tal que 0 < ps = E(Y) < 00 y
p1 = E(X) < oo. Sea 7(t) el proceso del primer tiempo de arribo asociado a
V' y también supongamos que o3 = VarX < oo, 0 < 05 = VarY < co y que

V2 =Var(uX — 1Y) > 0.
Si S, = U, — 111V, entonces
S

1
Y/ st

~%5 N(0,1) si t— oo.
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Demostracion. Si definimos a la funcién h : R> — R con regla de corres-
pondencia h(z,y) = pz + poy entonces h es una funcién Borel medible,
y como por hipétesis (X7,Y7), (X2, Y3),... es una familia bidimensional de
variables aleatorias independientes entonces el Teorema 1.3.3 nos indica que
h(X1,Y1), h(X5,Ys),... también es una familia de v.a. independientes. Adi-
cionalmente, son idénticamente distribuidas, es decir los incrementos

po X1 — Y1, o Xo — 1Yo, ... son i.i.d. (4.4)
Entonces construimos para cada n > 1 la caminata aleatoria S,, = usU,, —

11V, Asi nuestra caminata aleatoria tiene incrementos s Xy — 1Yy i.i.d. Sea
k > 1 un natural cualquiera, se tiene lo siguiente

E(pa Xy — paYe) = E(paXi) — E(uaYe) = p2b(Xi) — pE(Ys)

= Mof1 — Hijb2
=0
es decir

Por otro lado, como 0%, 03 < oo entonces por la desigualdad de Cauchy-
Schwartz (Teorema 1.3.1) se cumple que

E(XY) < VE(X?) - E(Y?). (4.6)

Adicionalmente recordemos que como 0 < X? entonces 0 < E(X?); y
también recordemos que E(X?) = 02 +[E(X)?. Debido a que ambos sumandos
son finitos, entonces E(X?) < oo. Por lo tanto

0 < E(X?) < oo (4.7)

andlogamente
0<E(Y?) <oo (4.8)

por lo tanto de (4.6) se sigue que

E(XY) < oo. (4.9)



4.4. TCL PARA CAMINATAS ALEATORIAS BIDIMENSIONALES 71

Por otro lado tenemos que

Var(pus Xy — Vi) =E [(12 Xy — 1 Ye)?] — B (2 Xy — 111 Yz)
=E(u3 X7 + 13Yy — 2p0p XiYe) — [12E(Xx) — nE(Y2)]?
=3 E(X7) + (YY) — 2pap E(XYe) — pippss — pius
+ 2045

=1 E(X7) + piE(YY) — 2p0pn E(X,Y)

puesto que gy, e < ooy por (4.7), (4.8) y (4.9) todos los sumandos
anteriores son finitos, por lo tanto concluimos que

v = Var(psXy, — mY) < 00,
pero por hipotesis también sabemos que
v =Var(ueXy — 1Y) >0

por lo tanto
0 <72 =Var(uXy — 1Y) < co. (4.10)

Por tltimo, debido a que 0 < 03 < oo, el Lema 1.3.1 nos asegura que

E|Yi| < co. Esto junto con las hipdtesis que ya tenemos en este Teorema nos
permite emplear el Lema 4.2.2(iii), el cudl nos indica que

t C.S. .
m—>— s1t — 00.

t K2
De la anterior convergencia, utilizando el Lema 1.3.3.i7 podemos concluir
que

1 sit— oo (4.11)
H2
donde evidentemente i € (0,00).

Ahora bien, (4.5), (4.10), (4.4 ) y (4.11) en su conjunto forman las hipéte-
sis del Teorema 2.4.1.77 que podemos emplear a la caminata aleatoria S,, =
> py 2 Xy — 1Yy por lo que obtenemos la siguiente convergencia

Sre)

1
77215

—Ly N(0,1) si t — o0

lo que concluye la prueba. O
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Ahora demostremos un lema maés.

Lema 4.4.2. Sea {V,,,n > 1} una caminata aleatoria con incrementos i.i.d.
Y1, Y, ... tal que 0 < pg = E(Y)) < 00 y 0 < 02 = VarY; < co. También
supongamos que T(t) es el proceso del primer tiempo de arribo asociado a 'V,

entonces
Vi — ¢

Vit

Demostracion. Debido a que 0 < us < 00, se cumple

2250,

EY)? = E(Y?) =03 + u3 < 0. (4.12)

Ademis, debido a que 0 < 03 < oo el Corolario 1.3.1 nos asegura que E]Y;| <
00, con esto podemos emplear el Lema 4.2.2.7 y .44, para obtener

7(t) £ oo, (4.13)
) ey 1 (4.14)
t M2

Las hipotesis de este lema junto con los resultados (4.12), (4.13) y (4.14)
nos permiten emplear el Teorema 2.3.2.41, obteniendo asi

YT C.S
AN} (4.15)

Vit

Por otro lado, gracias al Lema 4.2.2.4, sabemos que 7(t) = min{n : V,, > t}
cumple el Lema del Sandwich (Lema 3.2.1), por lo tanto

t< Vi <t+ Y.

Si t > 0 lo anterior nos implica que

Vi —t _ Yo
Vi TV
En (4.15) existe un conjunto A C €2 donde P(A) = 0 y tal que para toda

w € Q\ A se cumple que

0< (4.16)

V) (W)
N 0. (4.17)
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Escogemos una w € Q2 \ A, entonces en la ecuacién (4.16) tendriamos

Vi (W) —t < Yoty (W)
Vi TVt

Al sacar limite cuando ¢ tiende a infinito, de (4.17) se sigue

0<

VT w —t YT w
0 < 1fm @ =t Yoo (@)

t—o0 \/E t—o0 \/l_f

Como esto ocurre para toda w fuera de un conjunto del conjunto A que tiene
probabilidad cero, concluimos que

= 0.

Vo 1 en
Vi

Por 1ltimo, el resultado mas fuerte de este trabajo.

Teorema 4.4.1 (TCL para c.a. bidimensionales). Sea {(U,, V,),n > 1} una
caminata aleatoria de dos dimensiones con incrementos i.i.d. (Xg, Yz), k >1
tal que 0 < poe = E(Y) < 00 y 1 = E(X) < 00. Sea 7(t) el proceso del primer
tiempo de arribo asociado a 'V y también supongamos que o2 = VarX < oo,
0<o?=VarY < oo, ademds

v =Var(uX — 1Y) > 0,

entonces
Ury — 22t

T2 4y N(0,1)  cuando t — 0o

—3/2
YHg / \/1_5

Demostracion. Si para cada n > 1 construimos la caminata aleatoria .S,, =
polUy — p Vs, donde Uy, = >0 Xy y Vi, = >0, Vi, entonces el Lema 4.4.1
nos indica que

S

Ly
H2

—Ly N(0,1) si t— o0
Ny

pero S, = uxU, — 1V, entonces tenemos
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Srwy 2Ury — m11Voq
Yy 5t v
_ meUry =ty Vo d

7\/% 7\/, —>N(0,1).

Reescribiendo la tltima igualdad haciendo un poco de algebra obtenemos

Uspy — H Vi —t
O p _m@( ® )LN(OJ) (4.18)

e N

pero el Lema 4.4.2 nos dice que

Yoty Z1 e
Vi

por lo que

‘/T _t c.s
Hiy/ T2 ( ) ) s g,
v Vi

De lo anterior, con ayuda del Lema 1.3.3.7: obtenemos que

Vi — t
“1W_2< © )éo. (4.19)
gl Vi

De acuerdo con (4.18), (4.19) y el Lema de Slutsky (Lema 1.3.4) podemos
asegurar que

Urity =t mf( 1) —t)

W(mys) 7N
,le/7 ( T(t) — t)
ol Vit
_ Uo7t N(0,1)

1 (5yiE)

Lo que concluye la prueba.



Capitulo 5

Algunas aplicaciones

En este capitulo vamos a explorar algunas de las aplicaciones que tiene
la teoria que hemos desarrollado a lo largo de este trabajo. El resultado mas
fuerte que hasta ahora logramos fue el obtenido en el Teorema 4.4.1, por lo
que las aplicaciones que aqui mencionaremos, tienen su base en el sustento
tedrico que nos proporciona dicho resultado.

Las aplicaciones que tiene el Teorema 4.4.1 pueden ser muchas, aqui sélo
mencionaremos unas cuantas. Otras aplicaciones adicionales a las aqui expli-
cadas pueden encontrarse en Gut (2009).

5.1. Cromatografia

La cromatografia es una técnica para separar sustancias que se encuentran
mezcladas. Consiste en pasar la mezcla que queremos separar (fase mévil)
a través de una sustancia que se encuentra inmévil (fase estacionaria) a lo
largo de una columna. En este proceso se dan repetidos procesos de sorcién
y desorcion de la fase mévil a lo largo de la fase estacionaria. Como cada
componente de la mezcla tiene un comportamiento distinto ante la fase es-
tacionaria, sus procesos de sorciéon y desorcion son distintos. Por lo que cada
componente llega al final de la columna a diferente tiempo. De este modo,
los componentes de la mezcla quedan separados.

75
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5.1.1. El proceso estocastico cromatografico

Para entender la cromatografia como un proceso estocastico, vemos al
proceso cromatografico como un proceso repetido de sorcién-desorcién, en
donde el tiempo en que una particula pasa en un estado, primero sorcién (o
fase mévil) es independiente del tiempo que pasa en el estado de desorcion (o
fase estacionaria). Andlogamente el tiempo que la particula permanece en la
fase mévil (estacionaria) es independiente una de otra. Se empieza contando
el tiempo al inicio de la fase movil.

Con esto en mente, nombramos a las siguientes variables aleatorias

= X tiempo durante el cual la molécula avanza por k-ésima vez, es decir,
el tiempo en que la molécula permanece en la k-ésima fase movil, para

k=1,2,3,...

w {Xg, k > 1}, es la familia de variables aleatorias que representa el
tiempo en que la molécula permanece en la fase mévil.

= Y} tiempo durante el cual la molécula permanece en reposo por k-ésima
vez, es decir, el tiempo que la molécula permanece en la k-ésima fase
estacionaria, para k =1,2,3,.. ..

» {Y}, k> 1}, es la familia de variables aleatorias que representa el tiem-
po en que la molécula permanece en la fase estacionaria.

Podemos suponer que los tiempos en que la particula pasa en cada fase mévil
(estacionaria) son independientes, es decir las familias

{X,} soniid. y {Y,} sonii.d. (5.1)

También vamos a suponer que los tiempos de sorcion y desorcién son inde-
pendientes, por lo que se cumple

Observemos también que este modelo s6lo admite variables aleatorias

positivas, es decir
X, Ye >0 VEe N (5.3)

Sea
To=(X1+Y)+ (Xo+Y9) + -+ (Xn +Y5) (5.4)
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Observemos que al tiempo T, el proceso ha tenido n periodos de avance
y n periodos de estacionareidad, es decir, T, es el tiempo total transcurrido
hasta la n-ésima etapa de estabilidad (contando también el tiempo en que la
molécula permanece en las n etapas previas de movilidad).

Como se dijo anteriormente, los tiempos (X7 + Y1), (Xs + Y2),... son
independientes. Sea

Sn=X1+Xo+ -+ X, (5.5)

S, es el tiempo transcurrido durante n visitas de la molécula a la fase mévil.
Supongamos ahora que la velocidad longitudinal de la particula en la fase
movil es una constante v, entonces

es la distancia longitudinal recorrida por la molécula cuando viaja por un
tiempo T,.
Ahora definamos al proceso del primer tiempo de arribo asociado a T"

7(t) = min{n : T,, > t} (5.7)

7(t) representa el nimero de visitas que hace la molécula a cada ciclo de fases
movil-estacionaria cuando ha transcurrido el tiempo t.

La siguiente recta representa una posible muestra de la distribucién de
T,.
En la grafica anterior podemos ver que 7(t1) = 1, 7(t3) = 2 y 7(t3) = 4.

Ahora bien, si definimos

Wk = 'UXk (58)
Entonces de acuerdo con el Teorema 1.3.3 las familias {Wy, k > 1} y {Z, k >
1} son, cada una, i.i.d. Por lo que si definimos
Up=> Wi=)Y vXp=v-5, (5.10)
k=1 k=1

V=Y Z=>Y Xp+Yi=T, (5.11)
k=1 k=1
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entonces (U,,V,,) es una caminata aleatoria bidimensional con incrementos
i.id. (W, Z). Si ademds suponemos que 0 < p, = E(Z) < 00, p,, = E(W7) <
00, 02 =VarW, < oo, 0?2 =VarZ; <oy

72 = Var(,uzwl - Nwzl) >0
y puesto que (5.7) nos indica que
7(t) = min{n : T, > t} = min{n : V,, > t}.

A partir de ésto, por el TLC para c.a. bidimensionales (Teorema 4.4.1) se

tiene que
Hw ¢
Mz

—3/2
Esto es una aproximacion a la distribucién Normal estandar de v - S;),

es decir, de la distancia longitudinal recorrida por la molécula cuando viaja
por un tiempo T,.

v Sr(r) — d
— N(0,1) cuando ¢ — oo. (5.12)

5.1.2. Aproximacion a la distancia real

El resultado que logramos en (5.12) es una aproximacién de la distancia
longitudinal recorrida por la molécula cuando viaja por un tiempo 7,,. En la
practica, conocer la distancia que recorre la molécula en el tiempo aleatorio
T,, no nos es de mucha utilidad. Nosotros quisiéramos un resultado similar
pero cuando la molécula ha viajado por un tiempo arbitrario ¢t > 0.

Hay muchas ventajas para preferir trabajar con t que con T,,. Por ejemplo,
t puede ser escogido a nuestro antojo en cualquier punto del intervalo (0, 00)
y T, al ser una caminata aleatoria, salta aleatoriamente sobre la recta. Por
ejemplo, en la siguiente gréafica T,, presenta valores dados, mientras que ¢
puede ser cualquier punto:

Con esto en mente, consideramos a la funcién «(t) : [0,00) — [0, 00)
definida de la siguiente manera

a(t) := el tiempo total en que la molécula permanece en la fase
mévil durante el intervalo [0, ¢].

Si pudiéramos demostrar que a(t) y S7(t) se encuentran muy cerca para
valores grandes de t, entonces cuando t > 0 sea lo suficientemente grande,
tendriamos que
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Sy = el tiempo en que la molécula permanece en la fase
mévil durante el intervalo [0, ¢].

Por lo tanto tendriamos

v+ 8-y = la distancia que la molécula recorre
durante el intervalo [0, ¢].

Para lograr un resultado que nos permita validar dichas aproximaciones,
hay que probar la siguiente proposicion.

Proposicién 5.1.1. Para cualquiert € [0,00) se cumple que
0<ST(t) —aft) <Trp —t. (5.13)

Demostracion. Sea t € [0, 00). Por definicién 7(t) = min{n : T,, > t}, por lo
que si Try—1 > t, tendriamos que

T(t) < 7(t) — 1
lo cual es una clara contradiccion. De lo anterior se sigue que
Try-1 <t < T

por lo cual tenemos 3 casos que analizar.
Caso 1
Try—1+ Xy <t < Try. (5.14)

La representaciéon grafica de (5.14) la podemos apreciar a continuacion;
entonces se tiene que

a(t) = S

y de (5.14) se sigue que
0< Tr(t) —t

por lo tanto
0= Sr(t) — Oz(t) < T-r(t) —t.

Caso 2
t = Tr(t)—l < TT(t)~ (515)

La representacién grafica de (5.15) puede apreciarse en la siguiente recta.
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En este caso se tiene que

a(t) = Srp—1 = Sr@) — Xrp)

= S-r(t) — a(t) = Xq—(t)- (5.16)
Gracias a (5.3) sabemos que
Xrey =20y Yoy 20, (5.17)

luego, como se cumple (5.15) y (5.17), entonces
L —t=Tr = Trp-1 = Xy + Yry 2 Ko 2 0.
Usando (5.16) se concluye que
0< S —a(t) <Try —t. (5.18)
Caso 3

Try—1 <t <Trp—1+ Xrw.

Lo anterior podemos verlo en la siguiente grafica.
En este caso existe un real 6 tal que 0 < 6 <1 con la propiedad de que

t=Trp-1+ 00X (5.19)
= at) = Srp-1+ X (5.20)
entonces
Trwy =t =Try = (Try—1 + 0X7))
=(Trty—1 + Xry + Yry) — (Triy—1 + 0X7))
=Yei) + Xo) — 0Xr)
> Xy — 0Xrq)
=(Sr-1 + Xry) — (Sry-1 + 0Xo())
:S’T(t) — Oz(t)
=Srt)-1 + Xr@) — aft)
> Srp)-1+0Xr0) —aft) =0
donde la tltima igualdad se debe a (5.20). Por lo tanto

0< Sy —alt) <Trgy —t

Y asi queda demostrada la proposicion.
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Con base en nuestro anterior resultado, si t > 0 de la Proposiciéon 5.1.1
se llega a que
0< S’r(t) — a(t) < Trg —t
TVt T
De acuerdo con (5.9) sabemos que Z; = X; + Y], 75 = Xy + Y, ... son
va. Lid. ypor (5.11)y (5.4) V, =3 Zy => 1 Xpg + Y, =T, . Como
supusimos 0 < p, < 00, 02 < oo y por (5.7) 7(t) = min{n : T, > t} =
min{n : V,, > t}, entonces el Lema 4.4.2 afirma que

(5.21)

TT —t c.s.
W_~ s, (5.22)
Vit

Conjuntando los resultados de (5.21) y (5.22) se concluye que

ST(t) —aft) o5
\/% )

lo cual, utilizando el Lema 1.3.3.47 nos permite obtener

Sriy —aft) p
2r) TV Py, 5.23
7 (5.23)

multiplicando por la constante —wv /y,u;?’/ ? obtenemos

ca(t) —v- S,
v-of )_3/2” O 2,y (5.24)
=V

Utilizando (5.12), (5.24) y el lema de Slutsky (Lema 1.3.4) obtenemos

v Sy — Z—Zt v-a(t) —v- Sy

v-alt) — et
= Tz“ — N(0,1) cuando t— . (5.25)
Y=V

Lo que obtenemos en (5.25) es una aproximacién a la distribucién Normal
estdndar de v - «(t), que precisamente es la distancia exacta que recorre la
particula en el intervalo de tiempo [0, ¢].
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5.1.3. Distribucion exponencial de las fases

La distribucién exponencial se utiliza para medir el tiempo que trans-
curre entre dos sucesos, por lo tanto, tal como hemos descrito el proceso
estocastico cromatografico en 5.1.1, las distribuciones que mejor se adaptan
al comportamiento de las familias de variables aleatorias { Xy, k > 1} i.i.d. y
{Yi, k > 1} i.i.d. son las distribuciones exponenciales. Supongamos entonces
que

Xy ~exp(p) Y1~ exp(N)

para algunos p, A > 0. Para simplificar la notacién, sean X y Y v.a. tales que
X ~exp(p) Y ~exp(N)
Observemos también que, por (5.2)

X1lY

por lo que

Cov(X,Y) =0,

y de (5.8) y (5.9) tenemos que

11
0<uz=[E(Z)=[E(X+Y):;+X

y también tenemos que
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Var(Z) =Var(X +Y) = Var(X) + Var(y)+

1 1

—|—2COU(X,Y) = E—Fﬁ
2 2
e+ A

Var(W) =Var(v- X)

Por otro lado

Cov(pW, pwZ) = poptyCov(W, Z) = pp,Cov(v - X, X +Y)
= Uy Cov(X, X +Y) = vpz iy, (Cov(X, X) 4+ Cov(X,Y))

p+A v 1

= Ul Var(X) =v- =

() pA o
_(pt )
=

por lo tanto

vV =Var(uW — puZ) = 1i2Var(W) + 12 Var(Z2) — 2Cov(u. W, j1,2)
v

C(p AP P 0P PN (et N

N2 22N o)
_ U AR X)) et )

oY 2 )
0P 20 A + 0PN 0P + 0PN — 20PN — 20202
[AN2

202

= [N > 0,

entonces tenemos todas las hip6tesis para (5.25), por lo que

v-alt) — VAL

M LN N(0,1) cuando t — oo (5.26)
202 ut
(utA)?

es decir, tenemos que la distancia que recorre la molécula en un tiempo ¢

A . . 2
converge en distribuciéon a una normal con media /\”j:i y varianza (2: +’;’)\§
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5.1.4. Tiempo necesario para recorrer la distancia L

Hasta ahora lo que hemos hecho nos sirve para conocer la distancia que
recorre la particula dentro de la columna cuando ha pasado un intervalo de
tiempo [0, t]. Sin embargo es natural preguntarse ; Cuénto tiempo debe pasar
para que la particula recorra toda la columna?.

Para responder esta pregunta, desarrollaremos una férmula que nos per-
mita conocer el tiempo requerido para que la molécula recorra una distancia
L > 0. En particular, L puede ser igual a la longitud de la columna.

De acuerdo con (5.6)

v-Sy=v(Xi+Xo+ -+ X,)

es la distancia longitudinal recorrida por la molécula cuando transcurre un
tiempo T,,. Por lo que tiene sentido definir

V(L) =min{n:v-S, > L} (5.27)

que representa el niimero de visitas que hace la molécula a la fase mévil para
recorrer una distancia fija L > 0.
Por ejemplo, sean 0 < L; < L, dos distancias distintas y v - Sy,v - .S, ...
las v.a. definidas en (5.6) tal como se muestran en la grafica siguiente
entonces tendriamos que V(L) =2y V(Lg) = 4.

De acuerdo con (5.27) tenemos que
TV(L) = (X1 + Yi) + (Xz + }/2) + -+ (XV(L) + YV(L))

Al tiempo Ty (1) el proceso ha tenido V(L) periodos de avance y V(L) pe-
riodos de estacionareidad, pero precisamente V(L) periodos de avance es el
minimo numero de periodos que se requiere para recorrer la distancia L > 0.
Por lo tanto

Ty es el tiempo minimo que la molécula necesita
para recorrer la distancia L.

Observemos que tenemos una caminata aleatoria bidimensional (75, v.S,,).
Debido a que las familias de v.a. {Xy,k > 1} y {Yi, k > 1} son i.id., el
Teorema 1.3.3 y a que hi(z,y) = = + vy, ho(z) = vx son funciones borel-
medibles, entonces los incrementos dados por (Xj + Y, vXy) son i.i.d.
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Utilizando la notacién de (5.8), (5.9), (5.10) y (5.11) lo que tenemos es una
caminata aleatoria bidimensional (V,,,U,) con incrementos i.i.d. (Zg, Wy).

Si nuevamente suponemos que las distribuciones de X}, Y; son indepen-
dientes y exponenciales con pardametros p, A respectivamente, entonces por
los resultados de la subseccion 5.1.3 sabemos que

A
v
fy = — < 00
i
2 )2
we+ A
Var(Z) = PESE
2
Var(W) = — < o

Var(pwZ — W) = Var(p,W — p,2) =
202
- 12N?

De este modo, tenemos las hipdtesis necesarias para el TCL para cami-
natas aleatorias bidimensionales (Teorema 4.4.1), el cual afirma que

Ty — BHNL
W 95 N(0,1) cuando L — oo. (5.28)

2uL

A2y

Esto es, el tiempo en que la molécula recorre la distancia L converge en

e . AL . 2ul
distribuciéon a una normal con media % y varianza 357.

5.2. Movimiento del agua en un rio

En los rios, hay capas de agua que se agrupan por niveles, en donde cada
una corre a velocidades distintas. Incluso puede haber una capa en donde el
agua se queda estancada, es decir, que mantiene una velocidad nula.

En este modelo supondremos que a lo largo de todo el rio hay dos niveles,
el superior que avanza a una velocidad constante v (fase mévil) y el nivel
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inferior en donde el agua se queda estancada (fase estacionaria). También
debemos de suponer que una determinada particula se mueve de manera
aleatoria entre las dos fases, permaneciendo en cada una de estas un tiempo
aleatorio y positivo.

Con esto obtenemos que el tiempo en que una particula permanece en
cada fase es aleatorio, independiente y positivo. Las variables aleatorias que
se ajustan a este modelo son, nuevamente, exponenciales.

Lo que obtenemos es una situacién andloga a lo tratado en el proceso
cromatografico, por lo que si definimos

n { X%, k> 1}, el tiempo en que la molécula permanece en la fase mévil.

s {Yi, k> 1}, el tiempo en que la molécula permanece en la fase estacio-
naria.

Donde { X,k > 1} y {Ys, k > 1} son dos familias de variables aleatorias
i.i.d. con las siguientes distribuciones

Xy, ~exp(p) vy Yi~exp(N).

para algunas g, A > 0.
Ya hemos dicho que la fase mévil tiene una velocidad constante v > 0.
Definimos, analogo a la seccién anterior a

a(t) ;== el tiempo en que la molécula permanece en la fase
moévil durante el intervalo de tiempo |0, ¢],

entonces utilizando la notacién de la Secciéon 5.1 y dado que se cumplen las
hipétesis del Teorema 4.4.1, podemos emplear la férmula obtenida en (5.26),
con lo que se tiene

v - Oz(t) _ vt
L w4, N(0,1) cuando t — oo
202 pt
(u+A)?

es decir, la distancia que recorre la molécula a lo largo del rio en un tiempo

C . . . . 202 uAt
t converge en distribucién a una normal con media ;’T)"; y varianza (: +‘f\)3.

Asi mismo, de acuerdo con (5.28) sabemos que

Ty — LE

N N(0,1) cuando L — o0
2uL

A2y
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esto nos dice que el tiempo en que la molécula recorre la distancia longitudinal
L > 0 a lo largo del rio, converge en distribuciéon a una normal con media
% y varianza % Aqui la distancia L > 0, bien podria ser la distancia
que recorre el rio para unir dos lagos.

Un estudio mas detallado del movimiento de un rio visto como proceso

estocastico puede encontrarse en Kaijser (1917).

5.3. Proceso de Renovacion Alternativo

Podemos hacer una generalizacién de los dos procesos anteriores. Obser-
vemos que, en ambos casos, tenemos una caminata aleatoria bidimensional
con incrementos { (X, Yx)}rew 1.i.d, donde cada una de las dos familias de
variables aleatorias { Xy, k > 1} y {Yk, k > 1} son i.i.d. Ambas familias son
definidas positivas, con esperanza finita y para cada k € N se cumple que X},
y Y% son independientes.

Lo que tenemos es un proceso estocastico con dos fases, digamos fase I
representado por la familia { X}, k > 1} y fase 2 representado por la familia
{Yy,k > 1}. Cada tiempo aleatorio Xy, el proceso transita de la fase 1 a
la fase 2 y cada tiempo aleatorio Y el proceso transita de la fase 2 a la
fase 1. Los tiempos aleatorios de transiciéon ocurren de acuerdo a la siguiente
secuencia:

X, X1+, X1+ + X0, X1+ Y1+ X0+ Y5, ... (5.29)

Este proceso es usualmente llamado proceso de renovacion alternativo.

5.3.1. «(t) para el Proceso de Renovacion

Lo que nos interesa saber es el tiempo en que el proceso permanece en
alguna de las dos fases durante el intervalo de tiempo [0,¢]. Siguiendo la
notacién que hasta ahora hemos utilizado, representamos por

a(t) := el tiempo en que el proceso permanece en la fase 1
durante el intervalo de tiempo [0, ¢].

. Definimos de acuerdo con (5.9), (5.11), (5.7), (5.4) y (5.5)

Iy =X, +Ys
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B
k=1

Vi=> Zy=> X+Yi=T,
k=1 k=1

7(t) =min{n: T, >t} =min{n : V,, >t} sit>0.

Debido a que

0<p, =E(X;) <oo, 0<py=EY7) <o0
0<o?=Var(X;) <oo, 0< 05 =Var(Y}) < o0
entonces tenemos que

0<p.=EZ)=HX+Y)=
= Ha T fy < OO

y también

0?2 =Var(Z)=Var(X +Y) =Var(X) + Var(y)+
+2Cou(X,Y) = 02 + 0, < 0.

Por otro lado

COU(:UZXv ,U:L‘Z) = ,UZIU:CCOU(Xa Z) = (:ux + My)MxCOU(Xa X+ Y)
= (e + py) 1z (Cov(X, X) + Cov(X,Y))
= (o + fy) a0

por lo que

N =Var(pX — puu2) = 1izVar(X) + 1zVar(Z) — 2Cov(p. X, 1. 2)
= (Ha + )07 + p15(0% + 03) — 2(0 + 1) 20

= ,uiai + uiai > 0.

Observemos que lo que se tiene es una c.a. bidimensional (S,,V,) con
incrementos i.i.d. (X, Z;). Puesto que se cumplen las hipdtesis del TCL
para c.a. bidimensionales (Teorema 4.4.1) entonces
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Sry) — B2t
(t)ig”z —Ly N(0,1) cuando t — oo. (5.30)

mps 2Vt

Debido a lo expuesto en la subseccion 5.1.2 se cumple la Proposicién 5.1.1
y en consecuencia se llega a (5.23), es decir

Sry —a(t) P
O B,
Vi

Multiplicando ambos lados por la constante —1/ fyl,uz_g/ 2,

a(t) _S'r(t) i)()

Vi

Sumando nuestro anterior resultado con (5.30) y utilizando el Lema de
Slutsky (Lema 1.3.4) obtenemos

Q) — B2t Q) — 2
A )_3/2“2 = 0 ket BN N(0,1) cuando t — oo. (5.31)
Y1z \/1_f (pgo2+uzop)t

(e +py )3

La ecuacién (5.31) representa el tiempo en que el proceso permanece en
la fase 1 o dentro de la familia { X}, k > 1} durante el intervalo [0, ¢].

Para saber el tiempo en que el proceso permanece en la fase 2, hay que
definir

B(t) := el tiempo en que el proceso permanece en la fase 2
o dentro de la familia {Yj, k > 1}.

Para conocer (t) basta darnos cuenta de que 3(t) =t — a(t). Por lo que si
queremos conocer ((t) cuando ¢t es grande, basta aproximar el valor de «/(t)
utilizando (5.31) y luego hacer la resta correspondiente.

5.3.2. TN(t) Yy TM(t)

Asi como lo hicimos en los procesos para modelar la cromatografia y el
movimiento del agua en el rio; ahora lo que nos interesa conocer es el tiempo
que se necesita para que el proceso de renovacién alternativo pase un tiempo
fijo t en alguna de las dos fases.
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Supongamos primero que queremos conocer el tiempo que se requiere para
permanecer en la fase 1 (el estado X}) durante un tiempo fijo ¢.
Utilizaremos la misma notacién que se empled en la seccion 5.1. Tenemos

Zp = X, + Y,
Sn:ZXk
k=1

Vo= Zp=> Xp+Yi=T,
k=1 k=1

Ahora definamos
N(t) = min{n : S, > t}. (5.32)

De este modo

Tn@y representa el tiempo que necesita correr el proceso para
estar durante un tiempo ¢ en la fase 1.

Observemos que tenemos una caminata aleatoria bidimensional (7},, S,,) con
incrementos i.i.d. dados por (X + Yy, Xi) = (Zk, Xk).
Debido a los resultados obtenidos en 5.3.1 sabemos que

0 <ty <00, 0< pty <00
0 <ol <00, 0<0) <00
implican que

0 < = pig + pty < 00
Var(Z) :U§+UZ

n=Var(pX —p.2) ="
=Var(pu:Z — p,X)

= pos + pho, > 0.

Como tenemos todas las hipdtesis para el TCL para la c.a. bidimensional
(T,., Sn) (Teorema 4.4.1) obtenemos
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T _ Muc‘f‘ﬂyt
N(t) L d
———=— — N(0,1) cuando t — o0 (5.33)
(HgoZ+uiop)t
3

El resultado anterior nos dice la distribucién asintética normal del tiempo
que se necesita correr el proceso para estar durante un tiempo ¢ > 0 en la
fase 1.

Por otro lado, si definimos

Thr(ry como el tiempo que necesitamos correr el proceso
para estar durante un tiempo t en la fase 2.

De manera andaloga a lo que ya hicimos, definamos

Z = X + Y,
R, =) Y
k=1

1 k=1

k=
M(t) = min{n: R, >t}
v = Var(uyZ — p.Y).

Lo que tenemos es una c.a. bidimensional (7, R,,) con incrementos i.i.d.
(Z,,Y,). Procediendo de manera anédloga se comprueba que cumple las hipéte-
sis para el TCL para c.a. bidimensionales (Teorema 4.4.1) con lo que se con-
cluye que la distribucién asintética normal de Ty () estd dada por

Doyt Thyy — Lt
—ng = Y& 1 N(0,1) cuando ¢ oo, (534)
Yoty "Vt W

Y

5.3.3. Tiempo para recorrer una distancia L

Cuando analizabamos los procesos cromatograficos y del movimiento de
agua en un rio, no nos interesaba realmente calcular el tiempo que se ne-
cesitaba correr los procesos para estar un tiempo t en las fases moviles. Lo
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que nos interesaba era saber cuanto tiempo habia que dejar los procesos para
recorrer una distancia fija L.

Si lo que tenemos es un proceso alternativo de renovacién, tal que en la
fase 1 se avanza a una velocidad constante v > 0 y en la fase 2 permanece
detenido, andlogo a lo que se ha definido en (5.8), (5.9), (5.10), (5.11), (5.4)

y (5.5)

Wk:U~Xk
=X+ Y
Un—Zv X,=v-5,
k=1
k=1 k=1

Puesto que U, =v- 5, =v-(X;+ Xo+---+ X,,) es la distancia longitudinal
recorrida por una particula cuando transcurre un tiempo 7, (o V,,) en el
procesode renovacion alternativo, entonces tiene sentido definir

V(L) =min{n:v-S, > L} =min{n:U, > L} si L>0. (5.35)

Obtenemos asi, una caminata aleatoria bidimensional (V,,, U,,) con incre-
mentos ii.d. (Zg, Wy). Como ya se ha visto en las subsecciones anteriores se
tiene

0 <=0 py <00 0<p,=py+p, <oo

0 <o =002 <00 O<a§:a§+a§<oo

Cov(uW, puZ) =0pzfin0;
=0 507 + 0y 1,0,
7 =Var(pZ — p.W) = ol + o’ — 2Cov(uW, p,2)
= ,uiaizﬂ + v%uiai > 0.
Como se cumplen las hipétesis para el TCL para c.a. bidimensionales (Teo-
rema 4.4.1), al usarlo obtenemos

Ty — =L Ty(gy — el
% = ()2 —— L 2 N(0,1) cuando t — oo (5.36)
Yo VL (goi+uiop)L

o3
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Donde (5.36) representa la distribucién asintética normal de Ty (1), es decir,

del tiempo que debe dejarse correr el proceso para alcanzar la distancia L > 0.
Otra forma de llegar a (5.36) es considerar que para la distancia L > 0

existe un tiempo t > 0 tal que L = vt. De acuerdo con (5.32) tenemos

V(L) =min{n :vS, > L =vt} =min{n: S, >t} = N(t)

por lo que se cumple (5.33). Sustituyendo t = % obtenemos

TN 5 — /Jz‘l’,ufyt TV Iy — (:U'»"v‘l':ufy)L
N0 T ke D ) TN N(0,1) cuando t — oo (5.37)
(pdo2+p2ol)t (ugoi+uzof)L
13 i

donde se llega a lo mismo que en (5.36).

5.4. Maquina encriptadora

Las maquinas encriptadoras usualmente tienen un ntmero determinado
de rodillos. Cuando uno quiere encriptar un mensaje, lo que se hace es mo-
ver los rodillos de manera aleatoria, escribir el mensaje y la maquina nos
dara como resultado un mensaje encriptado. La parte fundamental de este
mecanismo es el movimiento aleatorio de los rodillos.

Para automatizar una maquina encriptadora, lo que debemos hacer es
lograr que los rodillos se muevan de manera aleatoria; asi que buscamos un
mecanismo que haga lo siguiente:

Hacemos girar el primer rodillo a una velocidad constante v > 0 du-
rante un tiempo aleatorio. Este tiempo lo puede proporcionar un generador
electrénico aleatorio (noise generator). Cuando el primer rodillo se detiene
empieza a girar el segundo rodillo durante otro tiempo aleatorio e indepen-
diente del primero con la misma velocidad v. Se prosigue asi hasta llegar al
ultimo rodillo. Cuando el iltimo rodillo se detiene, empieza a girar nueva-
mente el primer rodillo. Este proceso ocurre durante un intervalo de tiempo
fijo [0, ¢].

Al finalizar el intervalo de tiempo [0, ¢] al menos un rodillo habra girado
y es posible que el o los rodillos que giren habran cambiado de posicion. Para
saber qué tan aleatorio fue este cambio, nos gustaria saber su esperanza y
varianza.

Para calcular lo anterior, supongamos que tenemos una maquina con d
rodillos. Para cada 1 <7 < dy k € N definamos las variables aleatorias
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X ,gi): la duracion de la k-ésima rotacién
del rodillo 1.

Definamos también para cada k € N
Zi=X"+ X2+ x

que representa el tiempo que se requiere para mover todos los rodillos en la
k-ésima rotacion.
Si definimos la v.a.
v =2, - x

Yk(i) representa el tiempo que se requiere para mover una vez todos los rodillos
excepto el i-ésimo. '

Para este modelo suponemos que las familias { X ,gl) : k> 1} son ii.d. para
cadai=1,2,...,d puesto que el tiempo en que un rodillo estd en movimiento
es i.i.d. al tiempo en que otro rodillo estd en movimiento; ademas el tiempo
en que un rodillo esta en reposo es i.i.d. al tiempo en que el otro rodillo esta
en reposo.

Ademads que se cumple

0< [E(Xl(i)) <o y 0< Var(Xl(i)) < 00.

Con lo anterior, debido a que la suma finita de funciones medibles es medible,
entonces el Teorema 1.3.3 nos asegura que {Yk(’)} es una familia de v.a. i.i.d.
y ademas que para toda k € N

v L xY
por lo que si definimos
poi = (X)), o2y = Var(X))
y también
Hy,i = E(y,") = Mot + Mo+ 0+ Heio1 + faivr + 0+ fad
como suponemos independencia entre familias tenemos también que
op;=Var(Y)) =03 400yt 00, F 00 Tt 0ny
y como claramente se cumple que
O<Yk(i)<oo y O<O’§yi<00

Observemos que tenemos un proceso de renovacién alternativo tal como se
describié en la Subseccion 5.3, donde
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X ,gi) representa la fase 1
Yk(’) representa la fase 2

entonces se cumple (5.31), es decir

Feallvi . %5 N(0,1) cuando t — oo. (5.38)

\/ (13,102 12,102 )t
(tr,iHi1y,0)3

En donde «(t, ) representa el tiempo en que ha estado en movimiento el
i-ésimo rodillo durante el intervalo de tiempo [0, t], por lo que (5.38) describe
su distribucién asintética normal.

Si queremos conocer la distancia longitudinal L > 0 que ha recorrido el
rodillo en el intervalo de tiempo [0, ¢], basta con obtener L = v - a(t,i) en
donde v > 0 es la velocidad longitudinal constante en que se mueven los
rodillos.

Debido a que tenemos un proceso de renovacion alternativo, se cumple
(5.37), por lo que

(@) (b it ity i) L
Tviy = o

2 2 2 2
(/’l’yﬁiow,i—i_u;c,ioy,i)[/
W‘i«,i

donde T‘(/Z() 1) representa el tiempo que se debe dejar encendido el generador
para que el i-ésimo rodillo avance una distancia L. Obsérvese que sin € N y
D > 0 es la longitud de la circunferencia de cada uno de los rodillos, entonces
un rodillo estara en la misma posicion al recorrer las distancias Ly y Ly +nD.

N N(0,1) cuando L — oo (5.39)

5.5. Politica de Reemplazo determinada por
la edad

Imaginemos que tenemos cierto articulo con un tiempo de vida aleatorio.
Cuando el articulo se descompone, inmediatamente es reemplazado por uno
nuevo. La compania duena del articulo tiene una politica de reemplazo al
tiempo a > 0 (o cuando el articulo cumple una edad a), es decir, el articulo
es reemplazado al pasar un tiempo a de su instalacién o cuando éste se
descomponga, lo primero que suceda.
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Para ilustrar este proceso, podemos pensar en un foco y una cierta com-
pania. El foco es reemplazado cada 6 meses o al momento de descomponerse,
lo que ocurra primero. El reemplazo ocurre de manera instantanea y a partir
de ese momento se le da nuevamente un lapso de 6 meses para reemplazarlo o
hasta que se descomponga el nuevo foco. Este proceso contintia sin detener-
se. A esta proceso, Barlow y Proschan lo denominan politica de reemplazo
determinada por la edad. Véase Barlow and Proschan (1965).

En el contexto de este proceso es de interés preguntarnos ;Cudntas uni-
dades seran reemplazadas por fallo dentro del intervalo de tiempo [0, t]? Por
“fallo” nos referimos a las unidades que se descomponen antes de cumplir un
tiempo a de vida; donde a es un tiempo fijo previamente establecido.

Podemos responder la pregunta anterior con la teoria que ya hemos desa-
rrollado en este trabajo. Para eso, definamos las siguientes variables aleato-
rias:

X}, : El tiempo de vida del k-ésimo articulo.

Asumimos ahora, que la familia de variables aleatorias { X, k > 1} es inde-
pendiente e idénticamente distribuida. Luego, definamos

k
Wi =min{Xy,a} y Up=>» Wi
=1

Sea
7(t) = min{n : U, > t},

observemos que 7(t) es igual al nimero de reemplazos hechos en el intervalo
[0,%]. Un ejemplo para ilustrar este hecho es la siguiente recta.

En este ejemplo tenemos que 7(¢;) = 2y 7(t2) = 4. Observemos que efec-
tivamente, al tiempo ¢; se han hecho 2 reemplazos y puesto que suponemos
que el reemplazo es instantaneo, al tiempo t, se han realizado 4 reemplazos.
Observemos también, que los reemplazos se cuentan desde el primer articulo
que ponemos al tiempo ¢t = 0.

Ahora definamos

7o . 1 siXk<a . 1 SiXk:Wk
BT N<a T siX,>a |0 sia=W,;
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k
Vi=Y_Z
1=1
por lo que
Vi =21+ Zo+ -+ Zryy

es igual al nimero de reemplazos hechos por fallo de los articulos en el inter-
valo de tiempo [0, t].

Construimos la caminata aleatoria bidimensional (V,,,U,,) con incremen-
tos i.i.d. (Zg, W}). Observemos que en este ejemplo Z; y W) no son indepen-
dientes. Queremos aplicar el TCL para c.a. bidimensionales (Teo 4.4.1) por
lo que nos falta ver como se comportan las esperanzas y varianzas de Wj y
Z.

Sea I’ la funcién de distribucién del tiempo de vida de los articulos.
Calculando,

tw = E(Wy) = E(min{ Xy, a})
:/0 xdF(z) +a(l — F(a))

02 = Var(W,) = E(W?) — E2(W;)

_ /0 PdF(z) +aX(1— F(a)) — 2

e = E(%) = Elynica) = PXe < 0) = [ dF(@)
0

= F(a).
Observemos que

5 5 12 si X <a
Zi = <o) = 0 si X, >a =7

por lo que

o = Var(Zy) = £(22) — E2(Z) = E(Z) — EX(2)
— Fla) — F*(a) = F(a)(1 — F(a)).
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Ahora veamos que

0 en otro caso

0 si X, >a

Wk SiXkSCL Xk SiXkSCL
Wka = WkI{nga} = =

por lo tanto

[E(Wka) = /Oa ZL’dF(l’)

y entonces

COU(Wk, Zk) [E(Wka) [E(Wk)[E(Zk) = aLL’dF(SL’) — (/Oﬂ Sl?dF(LL’) + a(l — F(CL))) F(a)

F(a) /O +dF(z) — aF(a) + aF2(a)

xdF F(a)) - aF(a)(1 — F(a))

= (1- F(a)) (/Oa:ch( )—aF(a))

\\
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por lo que

v =Var(uWi — pw2y) = pi2os, + 11,02 = 2., Cov(Wi, Zy)
202 4 120% — 21 — F(a)) ( [ war) - aF(a))
0

=F?%(a) /Oa 22dF(z) + F*(a)a*(1 — F(a))

— F(a)

(/Oa :ch(x))2 +2a(1 — F(a)) /Oa 2dF (z) + d2(1 — F(a))?

. F(a)(1— F(a)

(/Oa xdF(:c))2 +2a(1 — F(a)) /Oa 2dF (z) + a*(1 — F(a))?

— 9F(a) UO wdF(z) +a(l — F(a))] (1 F(a)) (/0 :ch(x))
+ 2F%(a) UO rvdF(x) +a(l— F(a))] a(l — F(a))

_F2(q) /0 " R2dF(2) + F2(a)a2(1 — F(a)

+ (/0 xdF(a:)) (—F2(a) + F(a)(1 = F(a) —2F(a)(1 — F(a)))

—F2(q) /0 " 22dF(2) + F2a)a(1 — F(a)) — Fla) ( /0 ’ :):dF(:E)) .

Por lo tanto, si suponemos que 0 < fi,, < 00, , < 00, 02 < 00, 0y < 00y
7? > 0, entonces el TLC para c.a. aleatorias bidimensionales (Teorema 4.4.1)
1n0S asegura que

Vi — 42t
— N(0,1) cuando t — oo, (5.40)
Z_%
es decir,
F(a)
Ve — T dF (z) +a(1—F(a))t

—%5 N(0,1).

[FZ(a) J§ #2dF (2)+F2(a)a2 (1~ F(a)) - F(a)( f§ xdF(x))2]t
(i 2dF(z) +a(1-F(a)))’
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De este modo obtenemos el comportamiento asintético normal de V.. Re-
cordemos que V() es igual al nimero de reemplazos hechos por fallo de los
articulos en el intervalo de tiempo [0, ¢].

5.5.1. Distribucion exponencial del tiempo de vida

En esta subseccion analizaremos lo que ocurre para el caso particular en
que los tiempos de vida de los articulos tienen una distribucion exponencial
con parametro A > 0. Es decir, para cada k € N

Xy ~ exp(N),
entonces se tiene que
Flz)=1—¢e >0
y haciendo los cédlculos respectivos tenemos que
Py = /a zf(x)dx +a(l — F(a)) = /a e Mdx + ae”
0 0
= (—ae‘m + % — ;e”") + ae™

— (1 o e—)\a)

a 1
o2 :/ 2 f(x)dr +a*(1 — F(a)) — p2 = <—a26_m - 2axe_’\“
0

1 1 1 1 1
—2ﬁ6_’\“ + 2;) +ae M — (— —92—e M4 —6_2)‘“)

1 —2Aa 1 —Aa
:p(l — € ) — QCLXe

p, =F(a)=1—e

0’5 :F(a)(l — F(a,)) = (1 _ e—)\a)e—)\a
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Cov(Wi, Z) = (1 — F(a)) (/ of (@)dz — aF(a))
0

1 1
_ ,—Aa o ,—Aa - T e\ = Aa
=e [( ae —i-)\ 3¢ ) a(l—e )]
1

— Xe—)\a(l o e—Aa) o ae—)\a.

Por lo que

v =plon, + 1ol = 2t pnCov(Wy, Zy)

1 1
=(1- e_’\“)2 (ﬁ(l — TPy QCLX6_)\CL)
1
4 ﬁ(l o e—Aa)2(1 o e—Aa)e—)\a
o 2(1 o e—Aa) (%(1 o e—Aa)) (%e—)\a(l o e—Aa) o ae—Aa)
1 1 1 1 1
. —a\2 —2\a —Aa —\a —2)\a
—(1 — e ) [ﬁ — ﬁe — 2&}6 —+ ﬁe — ﬁe
1 —Aa 1 —2)\a 1 —a
_2ﬁ6 + 2ﬁ6 + ane
1 1
_ —da\2 —da
=(1=e™) (r‘r )
1 —Aa
==

De acuerdo con (5.40 ) tenemos que el nimero de reemplazos hechos por
fallo de los articulos en el intervalo de tiempo [0,¢] que representamos por
Vi) tiene la siguiente distribucién asintética normal

_efka)

1
— )
Ga ) —Ly N(0,1) cuando t — oo.

Simplificando

— N(0,1) cuando t— oo. (5.41)
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Un hecho importante en (5.41) es que ambos parametros de la distribucién
asitotica normal son At, esto nos indica que el ntmero de reemplazos por
fallo no dependen de a. Asi pues, el numero de reemplazos hechos antes de
un tiempo a > 0 no de pende de cudn grande o pequeno sea a, por lo que
ningin a es adecuada para reemplazar los articulos. Dicho esto, lo mejor en
este caso es reemplazar los objetos sélo hasta el momento en que fallen, de lo
contrario podriamos reemplazar un articulo al que le queda un largo tiempo
de vida. Esto se debe a que los articulos que tienen un tiempo de vida con
distribucion exponencial no envejecen.

5.6. Politica de Reemplazo considerando el
costo

En esta seccion seguiremos estudiando las Politicas de Reemplazo basadas
en la edad. De acuerdo con lo estudiado en la seccién anterior (5.5), serfa
natural para cualquier inversionista preguntar sobre el costo a pagar por los
reemplazos dentro del intervalo de tiempo [0,%]. Esta pregunta es una que
también podemos responder usando el TCL para c.a. bidimensionales.

Sean
c1:  El costo del reemplazo cuando falla el componente. (5.42)
¢y : El costo del reemplazo cuando el componente no falla. (5.43)

De acuerdo con Barlow and Proschan (1965), Capitulo 4; se debe cumplir

que
C1 > Co (5 44)

lo cual es bastante 16gico, pues si se tuviera lo opuesto (¢; < ¢;) entonces
ninguna compania reemplazaria el equipo antes de que éste se descomponga.
Acorde con la notacién de la Seccién anterior, tenemos

X}, : El tiempo de vida del k-ésimo articulo.

k
Wk = min{Xk,a} y Uk = ZWZ

i=1
7(t) = min{n : U, > t}.
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Definamos

c1 si X, <a

Zr = alpxisay T ealpnse = { o si Xp > a

De esta manera la v.a. Z; arroja el costo del k-ésimo reemplazo. Luego defi-

namos
k

Vie = E Zy,
i=1

con lo que
Vi =21+ 2o+ + Zrw)

es igual al costo total del reemplazo de los articulos en el intervalo de tiempo
[0, t].

Sea F' la funcion de distribucion del tiempo de vida de los articulos. De
la Seccién anterior, sabemos

o = E(Wy) = /Oa zdF(z) 4+ a(l — F(a))

— Var(Wy) = / 2dF(z) + (1 — F(a)) — 2.
0
Nos resta calcular lo siguiente
My = [E(Zk) = [E(Cl[{XkSa} + CZI{Xk>a}) = Cl[P(Xk S Cl) + CQ[P(Xk > a) =
=1 F(a) 4+ co(1 — F(a))
observemos que

2 .
72 _ c si X <a
F ca si Xy >a

por lo que

o’ :Var(Zk) =EZ%) -B(2) =
=ciF(a) + (1 — F(a)) — (a1F(a) + c2(1 = F(a)))?
_ch(a) + (1 — F(a)) — AF*(a) — 2c1c5F(a)(1 — F(a)) — c3(1 — F(a))?
=ciF(a)(1 = F(a)) + (1 = F(a))F(a) = 2c1¢2F (a)(1 — F(a))
=F(a)(1 = F(a))(c1 — e2)*.
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Ahora observemos que

aWi si Xe <a aX si X <a
Wka:{l k ES :{1k ES

oWy, si X, >a ol si X, >a

por lo tanto
[E(Wka) = C / LL’dF(SL’) + Cga(l — F(a)),
0
entonces

COU(Wk, Zk) :[E(szk) — [E(Wk)[E(Zk) = (Cl /Oa l’dF(!L’) + Cga(l — F(a)))

— (/Oa xdF(x) +a(l — F(a))) [c1F(a) + c2(1 — F(a))]
=a(l — F(a))(—c1F(a) — co(1 — F(a)) + ¢2)

+ /Oa xdF (z) [c; — 1 F(a) — c2(1 — F(a))]
=aF(a)(1— F(a))(ca —c1) + /Oa xdF(z) (1 = F(a))(c; — c2)

=(1—F(a))(c1 — ca) (/ xdF(x) — aF(a)) .
0
Con estos datos, ya es viable calcular

v =Var(p.Wi = pw2)
=plon + 115,07 = 2411, Cov (Wi, Z)

Si se cumple que 0 < 1, < 00, p, < 00, 02 < 00, Oy < 00y Y2 > 0
entonces por el TLC para c.a. aleatorias bidimensionales (Teorema 4.4.1) se
tiene que

Vi — L2t
— N(0,1) cuando t — oo. (5.45)
Z_%)

Esto nos dice el comportamiento asintético normal de V., donde V()
es el costo total de los reemplazos hechos en el intervalo de tiempo [0, ¢].

Observemos que si en (5.44) tomamos ¢; = ¢ = 1 entonces V() es igual
al nimero de articulos reemplazados en el intervalo de tiempo [0, ¢].
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5.7. Politica de Reemplazo aleatorio

Otra propuesta de politica de reemplazo presentadas en Barlow and Pros-
chan (1965), Capitulo 3; consiste en hacer reemplazos programados en tiem-
pos aleatorios; es decir, el articulo se reemplaza al instante en que falla o en
un tiempo aleatorio previamente establecido, lo primero que suceda.

De acuerdo con lo expuesto por Barlow y Proschan, en ocasiones es
impractico o imposible en un momento estricto en el tiempo, reemplazar
un artefacto . Podemos pensar, por ejemplo, en un mecanismo que tiene un
ciclo de trabajo aleatorio. Seria impractico reemplazarlo en el momento en
que se encuentra a la mitad del ciclo. En estos casos, la politica que se utili-
zaria para hacer remplazos seria una aleatoria en la que se tome ventaja del
tiempo adecuado para hacer el reemplazo, por ejemplo, al principio o al final
de un ciclo.

Podemos estudiar esto de una forma muy parecida a lo que hicimos en
las dos secciones anteriores de politicas de reemplazo. Consideramos las si-
guientes familias independientes de variables aleatorias i.i.d.

X}, : Tiempo de vida del k-ésimo articulo.

Y}, : Tiempo planeado para efectuar el reemplazo del k-ésimo articulo.

A partir de ésto, se define
Wi =min{X,, i}, U, =) W,
i=1

7(t) = min{n : U, > t}
de este modo 7(t) es igual al nimero de reemplazos hechos en el intervalo
0, t].
Ahora definamos
PR 0 SleZYk_ 0 SlYk:Wk

=1

De esta forma V) es igual al ntimero de reemplazos hechos por falla
del articulo en [0,t]. Nuevamente si se cumple que 0 < p, < oo, p, <
00, 02 < 00, 0, < 00y 7? > 0, entonces tendriamos (5.45) que nos indica
el comportamiento asintético normal de V7).
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5.8. Modelos de Conteo

Supongamos que tenemos un contador que registra las llegadas de deter-
minadas particulas. Cuando una particula llega, el contador tarda un tiempo
aleatorio en registrarlo. Si alguna otra particula arriba en ese momento, el
contador no lo registra y no afecta en nada al proceso.

Definamos las siguientes variables aleatorias:

Wy : tiempo que tarda el k-ésimo registro.

i=1

Z : tiempo que tarda en llegar la k-ésima particula

o el k-ésimo tiempo muerto.
i=1

Para ilustrar este proceso puede verse la siguiente grafica:
Hay algunas observaciones que hay que hacer evidentes:

La familia {Wj, k > 1} es i.i.d.

La familia {Z;, k > 1} es i.i.d.

Suponemos que los incrementos bidimensionales {(Wy, Zx)} son i.i.d.

Suponemos que Wj, y Z; son independientes para toda k> 1y j > 1.

Con estos datos, concluimos que se tiene un Proceso de Renovacion Alterna-
tivo (véase Seccién 5.3) donde la fase 1 corresponde a la familia {Z;, k > 1}
y la fase 2 corresponde a la familia {Wy, k > 1}.

De acuerdo a la notacién de la Seccion 5.3 tenemos que

ar@) :es el tiempo en que el proceso permanece en la fase I o dentro
de la familia {Zy, k > 1} durante el intervalo [0, ¢].

En otras palabras, o, es igual al tiempo muerto total dentro del intervalo
[0,].
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Para determinar el comportamiento asintético normal de o) basta usar
la férmula (5.31). Obtenemos

Mz t
= zuz:u:)t SN N(0,1) cuando t — oo. (5.46)
ILL'LUO-Z—l—lLLZO-’LU

(Nz+ﬂw)3

Qr(t) —

Del mismo modo y de acuerdo a lo visto en 5.3.2, si definimos

Tn@ el tiempo que necesita correr el proceso para

estar durante un tiempo ¢ en la fase 1.

Obtenemos que T es el tiempo que se requiere para tener un total de
tiempo muerto ¢. Por (5.33) se tiene

Tngy — =0t
P2 =5 N(0,1) cuando t— co. (5.47)
(o2 +p2od)t
u3

Gut (2009) en 4.3.8 define otro modelo de conteo al que llama modelo
de conteo tipo I, asi mismo esboza una manera de obtener una distribucién
asintotica normal para el nimero de registros hechos por las particulas en el
intervalo de tiempo [0, ¢].

5.9. Teoria del Riesgo en Seguros

Supongamos que hay una compania de seguros con las siguientes carac-
teristicas:

= Los tiempos entre reclamos son positivos e i.i.d. (estos son tiempos
de un proceso de renovacién). A esta familia de variables aleatorias
podemos designarla como

entonces

U, = i Wi,
k=1

es el tiempo transcurrido hasta el n-ésimo reclamo.
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= Los montos de cada reclamo son positivos e i.i.d. A esta familia de v.a.
la denotaremos como

entonces
n
V, = E A
k=1
es el monto acumulado al pagar cada uno de los n reclamos.

= Supongamos también que la compania recibe primas de sus asegurados
a una tasa constante [3.

= El capital inicial de la compania de seguros es u. Esta cantidad es
conocida como la Reserva de la compania. Esta Reserva cambia con el
tiempo de acuerdo con lo que la aseguradora recibe o tiene que pagar,
asi, la reserva al tiempo t es la funcién R(t). Debido a la ya explicado

sabemos que
R(0) = u.

Sea
M(t) = max{n : U, < t}. (5.48)

Asi M (t) es el niimero de reclamos en el intervalo de tiempo [0, t]. Por lo que

V() : total del monto pagado en los reclamos durante

el intervalo de tiempo [0, t],
de este modo podemos saber que la Reserva al tiempo ¢ esta dada por
R(t) = u+ Bt — V. (5.49)
De acuerdo con la definicién 3.1.3 sabemos que
7(t) = min{n : U, > t}.
Como Wy, > 0 para todo k > 1, entonces de (5.48) se tiene que
M(t)+1=7(t). (5.50)

En efecto, para probar (5.50) observemos que debido a que Wy > 0
para toda K > 1 entonces los incrementos de U, son siempre positivos
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para cualquier n > 1, por lo que dada la sucesion {U,},>o se tiene que
0= Uo <U;<U;<
De esta forma si M(t) = k para alguna k = 0,1,2,..., entonces ¢t €
[Ug, Ug+1), es decir
Up <t <Urn

por lo que 7(t) = k+ 1. Con lo que la afirmacién(5.50) es correcta. De (5.50)
se concluye lo siguiente

Vewy = Vw1 = Ve + Zr)- (5.51)

Definiendo p, = E(Z), py = E(Wy), 02 = Var(Zy),02 = Var(Wy) y 7> =
Var(u, Wy, — p1wZy,) si las variables ji,,7? v t son todas distintas de cero, de
acuerdo con (5.51) obtenemos que

Vi — 22t Vg +Zrw — 42t Ve — ﬁ—it ZT@

2 2 - 2
° t ° t ° t
13, 13, Y uw

VM@ e /uw
1
t2

Vi@ — 5—215 _ Vi — 5—215 B @ZT@) (5.52)
ﬁt “Y_Zt 72 t% ' '
i i

Si ademas 0 < g, < 00, . < 00, 02 < 00, 02 < 00y 2 > 0, entonces el
Teorema (4.4.1) nos asegura que

por lo que

Vi) — et a
———f* — N(0,1) cuando t — oo. (5.53)

2
2y
w3,

Por otro lado (4.15) garantiza que

3 ZT C.S
Pu Zrt) s, ) (5.54)

72Vt
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y por el Lema de Slutsky (Lema 1.3.4) junto con (5.53), (5.54) y el Teore-
ma 1.3.3.7, de (5.52) se llega a que
Vi — £t
Lz““’ SN N(0,1) cuando t — . (5.55)
Z—it
Con base en el anterior resultado y utilizando la funcién Reserva vista en
(5.49) obtenemos

—R(t) +u+ (5— fj—;)t .
: — N(0,1) cuando ¢ — oo. (5.56)
2t
3,

Utilizando la simetria de la Normal, concluimos que

R(t)—u— (- £
- ( Mw) i>N(0,1) cuando t — oo (5.57)

2
ot
en donde (5.57) nos indica el comportamiento de R(t), es decir, la Reserva
al tiempo t y la probabilidad de ruina.
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