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Ainsi est-il du coeur de ’homme. Le besoin de faire ceuvre qui dure, qui lui
survive, est le signe de sa supériorité sur tout ce qui vit ici-bas. C’est ce
qui a fondé sa domination, et c’est ce qui la justifie dans le monde entier.

Jules Verne, L’Ile mystérieuse, 1874
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Resumen

Se presenta un modelo de difusién con saltos y su implementacion para la simulacion de
valores de una serie financiera en particular, a saber el tipo de cambio EUR/USD; con esos
datos se obtienen sucesiones de valores en riesgo, se evaliia su cobertura incondicional para
cuatro niveles de confianza y se comparan contra sucesiones obtenidas a través de dos mo-
delos distintos: difusién pura y paramétrico.

Palabras clave: procesos de difusién con saltos, valor en riesgo, VaR, cobertura incondicio-
nal, riesgo de mercado, finanzas, Ito.

Abstract

A jump-diffusion process and its implementation for the simulation of values of a particular
financial series, namely the foreign exchange rate EUR/USD, are presented; sequences of
values at risk using these data are obtained and tested for unconditional coverage with four
confidence levels and compared against sequences obtained through two different models:
pure diffusion and parametric.

Keywords: Jump-diffusion processes, value at risk, VaR, unconditional coverage, market
risk, finance, Ito.



Prefacio

Esta tesis es producto en buena parte de mi deseo de acercar el obtuso mundo de la inves-
tigacion cientifica, en particular el de la matematica aplicada, al que en mi humilde opinién
le hace falta literatura pragmatica; al apurado mundo de los negocios, que pocas veces se
detiene a ver los ultimos avances cientificos que bien podrian beneficiarlo. Después de todo
no se debe investigar por investigar persiguiendo inicamente mayor cantidad de publicacio-
nes y citas ni para satisfacer requerimientos burocraticos. Se debe también tener interés en
realizar una investigacién 1til ain cuando resulte un reto mayor; por otro lado el mundo de
los negocios haria bien en interesarse mas por la investigacién pues es lo que nos hace avanzar
como civilizacién: perpetuar el status quo puede resultar en consecuencias catastroficas. La
perfeccién no es un estado inalcanzable es un proceso interminable.

El desarrollo que presento, como en la construcciéon de cualquier otro modelo, se trata no
solo de aplicar operaciones matematicas a una expresion dada si no también de comprender
la interpretacion de cada expresion y sus implicaciones en el modelado. Hay que saber qué
quiere decir y cual es la intencién de cada expresion matematica; si no podemos comprender
no podemos innovar.

Hice el esfuerzo de presentar los temas de esta tesis de una manera didactica, intuitiva y
tratable y no en el popular estilo de los textos escritos por y para los “iniciados” que suelen
ser, en mi opinion, excesivamente densos y dificiles de digerir.

Para lograr obtener el mayor provecho de esta obra sera conveniente que el lector tenga co-
nocimientos cuando menos basicos de algebra lineal, cdlculo diferencial e integral, estadistica
descriptiva e inferencial, ecuaciones diferenciales, procesos estocésticos, calculo de Ito, finan-
zas, administracion del riesgo, modelos y simulacién.

El que usted, mi querido lector, tenga en sus manos esta tesis es testimonio de que dandole la
oportunidad a un vastago, que bajo otras corrientes de pensamiento hubiera sido abandonado
a su propia suerte, éste puede alcanzar una vida como la de cualquier otra persona, aportar
a la sociedad y dejar frutos tras de si que quiza serviran de semilla para futuras obras en
beneficio de la humanidad.

No cabe duda de que la salud y la educacién son pilares de la calidad de vida y los impulsores
fundamentales de la movilidad social. Por eso quiero dar mi més sincero agradecimiento a la
comunidad del Hospital Shriners México por ofrecerme tratamiento médico gratuito sin el cual



no hubiera logrado caminar. De igual manera al pueblo de México por ofrecerme, a través de
la UNAM, educacion superior gratuita la cual de ninguna otra forma hubiera logrado obtener.

También agradezco a la propia UNAM y su comunidad por abrirme las puertas y educarme,
en particular por considerarme meritorio de las becas del Programa de Fortalecimiento de
Estudios de Licenciatura 2008-1, 2008-11, 2009-1, 2009-11, 2010-1 y 2010-II y del Programa de
Movilidad Estudiantil Internacional a Nivel Licenciatura 2011-I1.

Extiendo mis agradecimientos a la Reykjavik University, al Utlendingastofnun y a la co-
munidad de Islandia por permitirme disfrutar una experiencia altamente enriquecedora y
fascinante.

Mi tesis no es un mero requisito burocratico para obtener un titulo o grado. Se dice que la
tesis es la ultima obra como estudiante y la primera como profesional. Para mi es mucho mas:
es una gran oportunidad, primero como ser humano y después como actuario, de contribuir
a nuestro infinito proyecto de civilizacién.

Esta obra la he escrito no solamente para mi ni para el distinguido jurado, si no para ti
profesional del futuro de donde quiera que seas. Espero sirva de apoyo en cualquier obra en

beneficio de los demas.

Gracias.



Introduccion

La ocurrencia de eventos atipicos — en particular aquellos denominados extremos también
conocidos como cisnes negros (baja frecuencia y alta severidad) — y las consecuencias que
estos conllevan ha sido un problema que ha ocupado cada vez maéas la atencién de varios
investigadores, banqueros, operadores, accionistas, reguladores y gobiernos.

En los ltimos anos se ha experimentado una gran volatilidad en los mercados financieros, en
particular durante la crisis financiera de 2007 y 2008; esto ha dado lugar a una discusién sobre
los masivos fracasos en la medicion y administracion de riesgos financieros. Zhang, Zhou y
Zhou (2013) sentencian que dicha mala administracién de riesgos probablemente surge de
ignorar y omitir algunos de los principales factores de riesgo como lo es el riesgo de saltos.

De igual manera la medida de riesgo VaR, que es el actual estandar regulatorio, ha dejado
mucho que desear al no lograr capturar adecuadamente los movimientos de los precios par-
ticularmente durante momentos de gran volatilidad (Zhang y otros, 2013).

Frecuentemente, se recurre a la distribucion normal para modelar los log-rendimientos de
los productos, sin embargo ésta presenta dos distintivas desventajas: su simetria, es decir no
contiene el sesgo que caracteriza a las distribuciones de pérdidas de los log-rendimientos de
productos financieros y la concentracién de su masa cerca de la media (regla 68-95-99.7);
considerando que las densidades empiricas de log-rendimientos de series financieras tienen
mas masa cerca del origen, menos en los flancos y mas en la cola que la distribuciéon normal
se observa una subestimacién de la frecuencia de eventos extremos y en consecuencia subes-
timaciones en el valor en riesgo (Dowd, 2005; Sueishi y Nishiyama, 2005).

En el presente trabajo se estudia una de las formas de subsanar dicha subestimacion con el
objeto de brindar mas informacién para la toma de decisiones tanto para la operacion activa
de productos financieros como para la gestion y evaluacion del riesgo de mercado.

El acercamiento es a través de procesos de difusion con saltos, los cuales modelan el popular
movimiento browniano geométrico utilizado frecuentemente para el calculo del valor en riesgo
con un componente de saltos, a saber un proceso Poisson compuesto con variables aleatorias
normales; el componente de difusién representa el comportamiento usual de la serie analizada
mientras que el componente de saltos modela aquellos periodos de mayor volatilidad que la
difusiéon no alcanza a capturar.



Este acercamiento al célculo del valor en riesgo puede ser de gran utilidad para prever el
impacto de eventos de gran magnitud y menor frecuencia que los movimientos usuales de los
log-rendimientos de los productos financieros.

La tesis encuentra su justificacién en el vacio que existe en la literatura sobre este tema. Al
realizar una busqueda el 2 de febrero de 2014 en TESIUNAM (UNAM, 2014) se encontraron
32 trabajos de titulacion que tratan de valor en riesgo de los cuales solo 23 estaban disponibles
para su consulta en linea a saber: Arechiga Alvarado (2012); Argtiello Gémez (2008); Bucio
Pacheco (2012); De Jestis Gutiérrez (2008); Espinoza Avila (2006); Gonzalez Moreno (2005);
Guerrero Galeana (2001); Ibarra Castillo (2005); Lacayo Linares (2007); Lépez Avila (2013);
Lépez Gonzalez (2012); Luna Arias (2006); Martinez Lira (2000); Membrillo Zarco (2011);
Mendoza Delgado (2011); Pedraza Albino (2007); Pérez Pérez (2007); Pérez Reséndiz (2012);
Ramos Garcia (2005); Reyes Armendériz (2001); Rueda Balderas (2001); Sanchez Cervantes
(2002); Yanez Salinas (2005); en ninguno de ellos se utiliza algin proceso de difusién con
saltos.

Realizando otra buisqueda también en TESIUNAM se encontraron 12 tesis que tratan de Pro-
cesos de Lévy, a saber (Agoitia Hurtado, 2010; Contro Prado, 2007; Delgado Vences, 2005;
Gachuz Atitlan, 2013; Molina Escobar, 2000; Pardo Millan, 2000); Gachuz Atitlan menciona
el uso de un proceso de difusién con saltos en teoria de la ruina y en la tesis de Agoitia
Hurtado se encuentra una aplicacién en riesgo de crédito para un proceso de difusion con
saltos pero en ningtin caso los utilizan para estimar valor en riesgo.

No se encontré otro trabajo de titulacién de la UNAM que versara sobre los procesos de
difusion con saltos y tampoco se encontré alguna fuente que desarrollara o presentara un
ejemplo concreto del uso de los procesos de difusién con saltos para el calculo de valor en
riesgo.

De manera que la aportacién de esta tesis beneficiara a aquel profesional preocupado por el
impacto de saltos en su cartera de inversion, al regulador que desee implementar un nuevo
requerimiento al mercado, al profesor que esté interesado en un ejercicio de los resultados
principales del calculo de Ito utilizados en este trabajo y al estudiante interesado en estos
temas.

Objetivos
Objetivo general

Determinar si es posible aplicar procesos de difusiéon con saltos para la obtencién de una
sucesién de valores en riesgo de un producto financiero especifico con base en su cobertura
incondicional correcta y, en su caso, comparar la sucesion obtenida contra otras halladas a
través de diferentes metodologias.



Objetivos particulares

1. Indagar sobre los usos de los procesos de difusiéon con saltos en finanzas.

2. Construir un modelo para simular el rendimiento de un producto financiero utilizando
procesos de difusién con saltos.

3. Segregar cambios atipicos de cambios regulares en el rendimiento de un producto fi-
nanciero.

4. Determinar los parametros del modelo.
5. Determinar y analizar la cobertura de la sucesién de valores en riesgo.

6. Comparar la sucesion obtenida contra otras halladas a través de diferentes metodo-
logias.

Delimitacion

Esta tesis no tiene la intencién de presentar un resumen y mucho menos un compendio de
los principales resultados, definiciones y aplicaciones de los procesos de Lévy ni de calculo de
Ito. Se limita a mencionar unicamente aquellos requeridos para cumplir el objetivo el cual
es una implementacion especifica de un proceso particular. Si el lector desea conocer mas
resultados y ejemplos de las aplicaciones de procesos estocédsticos en las finanzas es remitido
a Cont y Tankov (2004) y Steele (2001); un relato sistemético de los principales resultados
del célculo de Ito lo puede encontrar en Gihman y Skorohod (1972) aunque los anteriores no
son los tnicos libros dedicados al tema y no estan dirigidos a un ptblico principiante por lo
que quiza acudir a literatura introductoria resulte benéfico.

Exclusiones

Es importante advertir al lector de lo que no encontrara en este trabajo. Esta tesis de nin-
guna manera es un compendio, una compilaciéon ni un estudio exhaustivo de valor en riesgo
en general ni de backtesting, stresstesting o pruebas de hipdtesis en particular. Tampoco es
un estudio exhaustivo del calculo de Ito ni de los procesos de difusion con saltos.

Los siguientes temas no son tratados en esta tesis al estar fuera de su alcance y exceder sus
propositos:

Otros tipos de riesgo, incluyendo riesgo de crédito.

Valuacion de activos.

Valuacién de pasivos.

Célculos de reservas.
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= Otros aspectos de los activos financieros: liquidez, eficiencia, costos, accesibilidad, as-
pectos operacionales, fiscales y aspectos contables (como clasificaciones bajo NIF y
IFRS).

= Prondstico de series de tiempo financieras incluyendo rendimientos de productos finan-
cieros, indices bursatiles y variables macroeconémicas.

= Otros métodos matemaéticos incluyendo: Box-Jenkins, ARIMA, ARCH, GARCH, inno-
vaciones, teoria de valores extremos, copulas, Ornstein Uhlenbeck y mean reversion.

= Métodos y estrategias de especulacion y arbitraje como day trading y speed trading.
= Analisis de sensibilidad.

= Analisis fundamental.

= Requerimientos y modelado de capital.

» Teoria de la ruina.

La estructura de la tesis es como sigue:

En el capitulo 1 el lector encontrara una breve resena sobre el origen y usos de los proce-
sos de difusién con saltos en finanzas, sus ventajas y los ultimos avances en este campo de
investigacion; también encontrard la definicion e interpretacion de valor en riesgo y algunas
menciones de este concepto en la regulacion financiera; finalmente se presentan algunos valo-
res bibliométricos de estos temas los cuales muestran su relevancia en el mundo académico.

En el capitulo 2 se menciona un par de resultados principales del calculo de Ito y se presenta
el proceso de difusiéon con saltos partiendo de una funcion equivalente a la conocida e intuitiva
funcién de interés compuesto hasta llegar a la ecuacién diferencial estocastica en cuestiéon y
su solucion, proceso estocastico sobre el que gira esta tesis.

En el capitulo 3 se encuentra todo lo necesario para la aplicaciéon del modelo: el producto
financiero y la fuente de sus datos, el método para segregar los saltos, la determinacién de

los parametros y el algoritmo utilizado para la simulacion.

En el capitulo 4 se presenta la hipdtesis nula, se exponen los resultados obtenidos y se
comparan contra otros modelos.

11



Simbolos y notacién

[: fin de definicién, fin de demostracion, fin de teorema 6 fin de corolario.
@: conjunto vacio.

R: conjunto de los nimeros reales.

R*: subconjunto de los niimeros reales positivos, R N {0} = &.

N: conjunto de los nimeros naturales, NN {0} = @.

[P[e]: probabilidad.

E[e]: esperanza (valor esperado).

{e}: conjunto.

| @ |: valor absoluto.

L : independencia.

[e, e]: intervalo cerrado, z € [a,b] < a <z <b.

(e, ®): intervalo abierto, z € (a,b) < a <z < b.

z € la,b) & a<z<bh

z € (a,b] & a<ax<bh

~: distribucion.

x ~ N(u,0?): x se distribuye normal con media=px y varianza=c2.
T: tamano del periodo analizado, es decir el nimero de dias observados.

S;: valor del instrumento financiero en el tiempo ¢.
dX: diferencial de X.

%ﬁ;): derivada parcial de f(e) respecto a X.
Supuestos:

1. S; € {0} UR™ Vi, es decir, se considera que los precios no pueden ser negativos.
2. S; Vt estan denominados en EUR, mas detalles en la Seccion 3.1.

3. t € NU {0}, ya que las observaciones de los precios son discretos, aunque el modelo se
desarrolla con t € RT U {0}.

l; = — (Sy — Si—1): las pérdidas (ganancias) que hay de t — 1 a t.
= Sil; > 0, hubo pérdida det —1 a t.
s Sil; =0, no hubo cambio det — 1 a t.

» Sil; <0, hubo ganancia de t — 1 a t.

12



Capitulo 1

Contexto

Chaos was the law of nature; Order was the dream of man.

Henry Adams, The education of Henry Adams, 1918

1.1. Antecedentes

Segun van der Pas (1971), fue Jan Ingen-Housz el primero en descubrir, en 1784, un fenémeno
cuya consecuente investigacion ha desarrollado una de las areas de la ciencia méas amplias
y vividas con cada vez mas aplicaciones en biologia, quimica, fisica y por supuesto finanzas
(Dunkel y Héanggi, 2009; Ingen-Housz, 1784).

Se trata del fenémeno actualmente conocido como movimiento browniano, llamado asi en
honor a Robert Brown, el primero en documentar detalladamente experimentos relacionados
con este fenémeno (Brown, 1828).

De la variedad de procesos estocasticos utilizados en finanzas, los procesos de Wiener, es
decir, aquellos que modelan el movimiento browniano, han sido los més utilizados y estudia-
dos de todos (Cont y Tankov, 2004).

Varias décadas después, en 1900, Louis Bachelier propuso utilizar el movimiento browniano
para modelar el precio de un activo en la bolsa de Paris; en 1965 Samuelson toma en con-
sideracion que el precio de una acciéon no puede ser negativo e introduce el movimiento
browniano geométrico utilizando la distribucién log-normal mejorando el modelo (Bache-
lier, 1900; Samuelson, 1965).

Eventualmente estos trabajos encaminaron a Fischer Black y Myron Scholes a desarrollar su
famoso modelo descrito en el articulo seminal: Pricing of Options and Corporate Liabilities
(Black y Scholes, 1973).

13



14 CAPITULO 1. CONTEXTO

En él, Black y Scholes utilizan el supuesto de que el rendimiento del precio de las acciones
se distribuye log-normalmente y utilizan el movimiento browniano geométrico para modelar
el comportamiento del activo subyacente (acciones) que posteriormente utilizan para valuar
opciones. Ademas se sugiere que este método se puede utilizar también para valuar pasivos
corporativos como acciones simples, bonos corporativos y warrants e incluso valuar bonos
considerando la posibilidad de incumplimiento. Poco tiempo después Robert C. Merton ex-
tiende, restringe y da férmulas explicitas utilizando el modelo de B&S (Merton, 1973).

Un par de anos después, Merton (1976a) complementa ese modelo al involucrar un proceso
de saltos, a saber, un proceso Poisson compuesto. El argumento que da para esto es que
la validez de la formula B&S depende de que se satisfaga la condiciéon de que en intervalos
pequenos de tiempo los precios de las acciones sélo pueden cambiar en cantidades pequenas;
como estudios empiricos muestran que existen demasiados valores atipicos para considerar
unicamente una distribucién log-normal de varianza constante, existe una razén para justifi-
car la existencia de dichos saltos. Ese articulo desperté el interés en los ahora denominados
procesos de difusion con saltos cuya definicién se presenta en la Seccion 2.1.

La suposicion base de que el precio de un activo (generalmente acciones) asemeja un movi-
miento browniano mezclado con un proceso Poisson compuesto ha sido considerada por varios
otros autores, entre ellos: Amin (1993); Andersen y Andreasen (2000); Hilliard y Schwartz
(2005); Kou (2002); Matei (2006); Matiussi (2010); Merton (1976b); Naik (1993) y Venegas
Martinez (2001).

Estos tipos de procesos forman parte de una categoria mas amplia de procesos estocasticos
denominados procesos de Lévy, en honor al matematico francés Paul Pierre Lévy. Los
procesos Lévy son los procesos equivalentes en tiempo continuo a las caminatas aleatorias,
son procesos con incrementos independientes y estacionarios; para una definicién matematica
ver la definicién 3.1 en Cont y Tankov (2004).

Ejemplos de otros procesos de Lévy son los procesos de varianza gamma (variance gam-
ma), procesos normal inversa gaussiana (normal inverse gaussian), procesos CGMY (Carr,
Geman, Madan & Yor) también denominados procesos KoBoL (Koponen, Boyarchenko &
Levendorskii) y procesos FMLS (finite moment log-stable).

1.2. Ventajas de los procesos de difusion con saltos

Es comun que se utilice la distribucién normal para modelar el comportamiento del rendi-
miento (log-rendimiento) de las carteras de productos financieros. Ademdas de su sencillez
otro argumento que se da al uso de este modelo emana del teorema central del limite ya que
se arguye que éste aplica por la gran cantidad de productos que generalmente constituyen
las carteras de instituciones financieras (Jorion, 2007).

Los procesos de difusién con y sin saltos son ampliamente utilizados para la valuacién de di-
versos instrumentos financieros, la cual es de interés para muchos participantes en el mercado
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Figura 1.1: Distribucién normal. Fuente: Wikimedia Commons (2013)

(bancos de inversién, comerciales y de ahorro, fondos de pensién y de cobertura, aseguradoras,
corporaciones financiadas con derivados y muchos otros). Sin embargo se ha documentado el
fracaso de la distribucién normal para modelar con exactitud el comportamiento de los ren-
dimientos de diversos activos y diferentes investigadores han buscado nuevos modelos (J.P.
Morgan/Reuters, 1996; Nawalkha, Beliaeva y Soto, 2007).

Es intuitivo pensar que pérdidas pequenas seran mas frecuentes que pérdidas medianas y
que las pérdidas grandes seran menos frecuentes o incluso raras, pero esta intuicién no basta
para tener una clara perspectiva de qué es una pérdida grande y qué es raro o frecuente.
Por ejemplo, en la distribucién normal, 68 % de los valores caen dentro de un rango de una
desviacion estandar alrededor de la media; 95 %, dentro de un rango de dos desviaciones
estandar; y 99.7 %, dentro de un rango de tres desviaciones estandar (Figura 1.1). Esto es, si
x ~ N(pu,0%):

Plu— o<z <pu+ o) ~0.6827,
P(pu—20 <z < p+20) = 0.9545,
P(p—30 <2< p+30) ~0.9973.

Es decir, utilizar inicamente la distribucién normal para modelar el rendimiento de pro-
ductos financieros puede resultar en una subestimacion de la probabilidad de ocurrencia de
movimientos menos esperados.

Los procesos de difusién puros (es decir, sin saltos) son utiles para modelar varias series de
tiempo econémicas y financieras debido a su propiedad de continuidad. Sin embargo, puede
resultar poco realista utilizarlos para modelar variables cuyos valores pueden cambiar signi-
ficativamente en un corto periodo de tiempo, por ejemplo, cuando una noticia o un evento
inesperado genera cambios stubitos en los mercados, es decir, un salto (Penati y Pennacchi,
2001).
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Los saltos son estadistica y financieramente importantes: cuando se publican sorpresivas no-
ticias sobre la macroeconomia, las curvas de rendimientos de ciertos productos financieros
pueden presentar cambios bruscos. De esta forma, los modelos que consideran saltos ofrecen
un interesante camino para analizar el impacto de variables macroeconémicas en los rendi-
mientos de los instrumentos financieros (Johannes, 2004).

En series de tiempo financieras, los procesos de difusién con saltos también permiten describir
y capturar el impacto de cambios anormales en el precio de activos cuando hay un evento
serio e incierto en el mercado como son incumplimientos (default), fallas operacionales o si-
niestros. También son capaces de exhibir fenémenos que los procesos de difusiéon puros no
logran: leptocurtosis y asimetria en la distribucion de los rendimientos asi como las grandes
fluctuaciones generadas en caidas y recuperaciones (crashes and rallies), periodos caracteri-
zados por su gran volatilidad (Matei, 2006; Platen y Bruti-Liberati, 2010; Wang, Lin y Fuh,
2009).

Desde el inicio, los procesos Poisson han sido el componente que introduce los saltos en los
procesos de difusion y el enfoque de varios investigadores (por ejemplo, Ball y Torous (1983);
Beckers (1981); Merton (1976a); Press (1967)) y es también el componente de saltos utilizado
en el modelo de esta tesis (véase la Seccion 2.2).

Los movimientos violentos en los mercados no deben ser descartados ya que pueden repre-
sentar una porcién importante de las pérdidas o ganancias en un periodo de tiempo largo.
Los participantes del mercado realizan estudios considerando la alta variabilidad de las series
de tiempo financieras y la perceptible probabilidad de ocurrencia de movimientos violentos
en los mercados para calcular valor en riesgo, el cual es obligatorio calcular para ciertas ins-
tituciones financieras en algunas jurisdicciones (Cont y Tankov, 2004).

Es claro que los modelos de difusion con saltos tienen grandes posibilidades de aplicacion y
sus implementaciones siguen siendo investigadas (Ait-Sahalia, 2004), algunas de las cuales
son presentadas en la siguiente seccion.

1.3. Estado del arte

Cada vez son mas populares las diferentes formas de modelar factores de riesgo a través
de ecuaciones diferenciales estocdsticas (véanse por ejemplo los trabajos de Bjork, Di Masi,
Kabanov y Runggaldier (1997); Duffie, Pan y Singleton (2003); Geman y Roncoroni (2006);
Glasserman y Kou (2003)). En particular, las ecuaciones diferenciales estocésticas con saltos
ofrecen la infraestructura matematica mas flexible y numéricamente accesible para modelar
diferentes variables a través del tiempo (Platen y Bruti-Liberati, 2010).

En modelos financieros, econémicos, actuariales y de la teoria del riesgo, los procesos de
difusion con saltos son comunmente utilizados para describir la dinamica de variables como
pueden ser precios de activos, calificaciones crediticias, indices bursatiles, tasas de interés,
tipos de cambio o precios de mercancias (commodities). En dichas dindmicas se tiene que
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considerar incertidumbres generadas por eventos atipicos especificos en contraposicion al
comportamiento normal de los factores de riesgo. Varios autores han discutido la presencia
de dichos saltos en series de datos financieros (Platen y Bruti-Liberati, 2010).

El incluir el componente de los saltos ayuda a una mejor valuacién de ciertos productos
financieros, en particular opciones (Jorion, 1988). La valuacién de productos derivados y
el modelado de curvas de rendimiento (term structure modelling) son quizé las dreas de
aplicacién mas avanzadas del célculo de Ito (Nawalkha y otros, 2007). Especificamente, se
han propuesto diferentes acercamientos para la valuacion de opciones utilizando procesos de
difusién con saltos, por ejemplo:

= Modelado del precio de una accién desde una perspectiva econémica viendo el proceso
precio de la accién como un proceso produccién (Zhang y Zhao, 2006).

» Modelado del precio de mercancias (Blanco y Soronow, 2001).

» Modelado de la probabilidad de caidas en indices bursatiles y tipos de cambio (Andersen
y Andreasen, 2000).

= Obtencién de la curva de rendimientos de tasas de interés a corto plazo (Johannes,
2004).

» Generacion de la “sonrisa” (smile) a corto plazo observada en las volatilidades implicitas
de precios de opciones (Cont y Tankov, 2004).

= Modelado de eventos crediticios como incumplimientos y cambios en las calificaciones
crediticias (Jarrow, Lando y Turnbull, 1997).

= Valuacion de opciones reales y sus valores de garantia sobre proyectos de infraestruc-
tura, donde los saltos modelan el impacto de incidentes de emergencia y uso de dicha
informacién para mitigar riesgos (Zhang, Guo, Chai, Gong y Wang, 2010).

» Desarrollo de coberturas con opciones sobre acciones (Venegas Martinez, 2001).

Otros autores han extendido la aplicaciéon de estos procesos a otras areas de las ciencias
financieras por ejemplo:

= Modelado y descripcion general del comportamiento de diversos factores de riesgo como
son:

e Acciones (Das y Uppal, 2004; Quezada, 2008).
e Acciones utilizando también la distribucién uniforme (Hanson y Westman, 2002b).

e Tasas de interés (Das, 2002).

Factores econémicos como tasas de depreciaciéon y devaluacién (Rivas Aceves y
Venegas Martinez, 2007; Venegas Martinez, 2000, 2005).

Tipos de cambio e indices bursétiles (Ait-Sahalia, 2004; Jorion, 1988).
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» Modelado de riesgo operacional y valor presente neto (Jarrow, 2008).

= Modelado de estructuras de término de tasas de interés y analisis de la estructura
temporal (curva cupdn cero) de tasas de interés (Ahn y Thompson, 1988).

» Modelado de precios de activos y curvas cupén cero y generaciéon de coberturas (Rung-
galdier, 2003).

= Resolucién a través de procedimientos computaciones de modelos de mercados LIBOR
(Glasserman y Merener, 2003).

= Modelado del comportamiento del valor de una firma y valuacién de securities con
riesgo de incumplimiento (Zhou, 1997).

» Estudio del impacto de los saltos en los prondsticos que realizan analistas para esce-
narios normales, optimistas y pesimistas, involucrando econometria bayesiana (Louth,
Joos, Satchell y Weyns, 2010).

» Modelado de los log-rendimientos del indice S&P 500 durante una década (Hanson y
Westman, 2002a).

= Pronésticos de la volatilidad de los rendimientos de activos financieros (Andersen, Bo-
llerslev y Diebold, 2007).

» Calculo de probabilidades de incumplimiento (Han, 2009).

Algunos autores utilizan los procesos de difusién con saltos en combinacién con otras meto-
dologias para realizar pronésticos:

» Mezclados con modelos ARCH para el pronéstico de precios de commodities (Bernard,
Khalaf, Kichian y McMahon, 2006).

» Mezclados con modelos deterministas como reversién a la media (mean reversion) para
la descripcién de precios al contado (spot) y futuros de diferentes activos y la valuacion
de derivados sobre ellos, en particular activos no almacenables como lo es la electricidad
(Geman y Roncoroni, 2006; Straja, 2001; Weron, Bierbrauer y Triick, 2004; Weron y
Misiorek, 2008).

= Mezclados con un modelo econométrico estacionario para el pronéstico del valor del oro
durante 10 anos (Shafiee y Topal, 2010).

= Mezclados con modelos ARCH para el modelado y comparacion de prondsticos de
densidades del indice S&P 500 basados en precios de opciones e informacion historica
(Shackleton, Taylor y Yu, 2010).

= Mezclados con modelos GARCH para el modelado y prondstico de volatilidades de
acciones (Visser, 2009).
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» Meade (2010) investiga y compara diferentes métodos de prondstico de densidad para
el precio de dos mezclas de petréleo hasta dos anos, entre ellos, difusion con saltos,
regresion a la media, ARMA y GARCH.

Al poder ver cualquier proceso Lévy como una superposicién de procesos Wiener y Poisson es
natural que durante los tltimos anos algunos autores hayan trabajado en aplicar los procesos
Lévy en los mismos campos de desarrollo de los de difusién con saltos, incrementando de
esta forma su popularidad en finanzas y administracién de riesgos en los ltimos afios (Cont
y Tankov, 2004; Sueishi y Nishiyama, 2005):

» Carr y Wu (2004); Tankov y Voltchkova (2007) los han implementado en la valuacién
de opciones.

» Carr, Geman, Madan y Yor (2002) los han utilizado para el modelado de activos.
» Eberlein y Raible (1999) han trabajado en el modelado de tasas cupén cero.
» Eberlein, Keller y Prause (1998) los usan para la administracién de riesgos.

» Lee y Hannig (2010); Sueishi y Nishiyama (2005) han experimentado con procesos de
varianza gamma, procesos normal inversa gaussiana y procesos CGMY.

» Madan, Carr y Chang (1998) utilizan los procesos de varianza gamma para valuar
opciones.

» Cartea y del Castillo Negrete (2007) trabajan con los procesos CGMY, KoBol y FMLS
en valuacion de opciones.

» Cont y Tankov (2004); Crosby (2010); Gihman y Skorohod (1972); Steele (2001) con-
tienen estudios generales de los procesos de difusién con saltos y otros procesos de
Lévy.

Exceptuando cuando se trabaja con un solo activo, la enorme mayoria de las aplicaciones
financieras de los procesos con saltos requiere un modelo que involucre dependencia (correla-
ci6én) entre los componentes de la cartera (Cont y Tankov, 2004). Algunos ejemplos con este
acercamiento multivariado son los trabajos de Johannes, Polson y Stroud (2009); Luciano y
Schoutens (2006); Press (1967); Wang y otros (2009).

Es natural considerar que la estimacion del valor en riesgo también puede realizarse cuando
los instrumentos son modelados a través de procesos de difusién con saltos, tema sobre el
cual gira esta tesis. El lector podra encontrar mas ejemplos de trabajos donde se hace esta
consideracién en las publicaciones de Denis, Fernandez y Meda (2009); Dowd (2002); Duffie
y Pan (1997, 2001); Gibson (2001); Guan, Xiaoqing y Chong (2004); Wang y otros (2009);
Zhang y otros (2013).
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1.4. Valor en riesgo

El diccionario de la Real Academia Espanola define riesgo como contingencia o proximidad
de un dano. En el contexto financiero se puede definir riesgo como una pérdida monetaria
potencial generada por uno o varios eventos especificos. Los riesgos a los que esta expues-
ta una entidad financiera se pueden clasificar dependiendo de la naturaleza del evento que
podria desencadenar dicha pérdida (Real Academia Espanola, 2013).

Una de estas categorias es el llamado riesgo de mercado, al cual se estd expuesto cuando
existe la posibilidad de cambios en los pardmetros (factores de riesgo) que inciden en la va-
luacién de los instrumentos financieros de los cuales se tiene posesion, es decir, el riesgo de
mercado es la posibilidad de cambios en los precios de los instrumentos financieros (BAN-
JERCITO, 2013; Bank for International Settlements, 2003).

Existen otras categorias y sub-categorias del riesgo, las cuales no seran tratadas en esta tesis
tales como: riesgo de crédito, de liquidez, operacional, de reputacion, legal, fiscal, de cumpli-
miento y tecnolégico. Estas categorias no son ni universalmente exhaustivas ni mutuamente
exclusivas. El tratamiento, medicion, gestion, categorizacion y administracion que se le den
0 no a estos riesgos dependerd de las obligaciones y necesidades de cada entidad financiera.

Bajo las definiciones de Artzner, Delbaen, Eber y Heath (1999) una medida de riesgo es
un mapeo de G a R donde G es el conjunto de todos los riesgos, es decir, el conjunto de todas
las funciones reales valuadas en el conjunto de todos los estados de la naturaleza el cual
se supone finito. En el citado articulo se encuentra mas informacion sobre las definiciones
matematicas y el tratamiento de riesgo y medida de riesgo.

No se debe confundir esa definicién de medida (measure) con las definiciones utilizadas en
teorfa de la probabilidad (Chow y Teicher, 1997) y en anélisis matemético (Bartle, 1995) ni
con otros conceptos como métrica.

Valor en riesgo es una medida de riesgo, en particular para los fines de ésta tesis, de mer-
cado, la cual se ha convertido en una herramienta basica para la administracién de riesgos
financieros (Berkelaar, Cumperayot y Kouwenberg, 2002).

Usualmente valor en riesgo se denota por VaR por sus siglas en inglés: Value at Risk, aunque
puede encontrarse como: var, VAR, Var, o VQR. No confundir valor en riesgo con varianza
(variance), variable, auto-regresion vectorial (Vector Autoregression) u otras siglas y abre-
viaturas similares que denotan conceptos diferentes.
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Definicién 1.1. Dados t € RTU{0}, p € [0,1] C Ry un horizonte de tiempo', el valor en
riesgo en el tiempo ¢ para una cartera de productos financieros dada, denotado por VaR,(t)
es tal que:

Pll; > VaR,(t)] < p,
donde:

= [, es una variable aleatoria que denota las pérdidas (y ganancias) de una cartera de
productos financieros en el tiempo ¢ para el mismo horizonte de tiempo dado.

» [; > 0 cuando hay pérdidas y en consecuencia VaR,(t) se reporta como un nimero
positivo.

» Generalmente se utiliza un p cercano a 0, por ejemplo: 10%, 5%, 1% 6 0.5 %.
mg=1—-p. [l

Observe que: P[l; > VaR,(t)] <p e P[l; < VaR,(t)] > 1 —p.

Si l; es una variable aleatoria continua entonces P [l; > VaR,(t)] = py P[l: < VaR,(t)] = 1—p.
En esta tesis se considera el supuesto de que [; es continua (aunque en la realidad estd res-
tringido a, cuando menos, la divisibilidad de la moneda en la cual estdn denominados los
precios y la precisién de la informacién utilizada).

1—p € [0,1] C R, generalmente 1 —p = ¢ cercano a 1, por ejemplo: 90 %, 95 %, 99 % 6 99.5 %.
P[l; € (—o0,VaR,(t)]] =1 —p, y P[ls & (—o0,VaR,(t)]] = P[l; € (VaR,(t),c0)] = p.

Las observaciones li,1ls,...,l;_1,l; pueden ser vistas como una muestra aleatoria con una
distribucién f(e,#); considérese a 7(f) como una funcién real de #; en particular es posible
que 7(6) = ;.

Siguiendo esta perspectiva se puede obtener un estadistico g(ly,...,l;) para 7(0) tal que
Pir(0) < g(l,...,l1)] =, donde g(l1,...,l;) = VaR,(t), i.e. VaR,(t) es un estadistico para
hyy=1-p

Entonces el intervalo (—oo, VaR,(t)] puede verse como un intervalo de confianza para ;.
En este caso se trata de un intervalo de confianza unilateral (one-sidded confidence interval)
y a VaR,(t) se le llama limite superior de confianza para [; (one-sidded upper confidence

limit) (Mood, Graybill y Boes, 1974).

LE] horizonte de tiempo es el punto en el tiempo para el cual se estan estimando las pérdidas. Por ejemplo,
si se elije horizonte de tiempo de un dia, cuando se calcula el valor en riesgo en el tiempo t se estd estimando
la potencial pérdida al tiempo t + 1. Véase la definicién de [; utilizada en esta tesis en la seccién de simbolos
y notacién. Para evitar hacer uso de mas supuestos y dada la disponibilidad de informacién en esta tesis, la
muestra aleatoria estd compuesta por observaciones diarias, véase el capitulo 3.
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A 1 —p se le denomina probabilidad de cobertura asociada al intervalo (—oo, VaR,(t)].
Como la probabilidad 1 — p no depende de algin parametro 6 de la distribuciéon f a1 —p
también se le puede llamar coeficiente de confianza (confidence coefficient) o nivel de
confianza (confidence level) para el intervalo (—oo, VaR,(t)] (Casella y Berger, 2001; Muk-
hopadhyay, 2000).

Por lo anterior a (—oo, VaR,(t)] se le puede llamar un 100(1 — p) % intervalo de confianza
para [;. También es posible ver a (VaR,(t),c0) como un intervalo de confianza para l; donde
el nivel de confianza es p. En este caso la probabilidad de cobertura asociada al intervalo
(VaR,(t),00) es p y a VaR,(t) se le llamara limite inferior de confianza para [, (one-sided
lower confidence limit).

A p, Jorion (2007) le llama nivel de probabilidad (probability level) mientras que Dowd
(2002) le llama nivel de probabilidad a 1 — p. Més alld de los nombres que se le dan a los
valores hay que recordar las definiciones matematicas y que el niimero cercano a 1 es gene-
ralmente la probabilidad de que las pérdidas sean menores o iguales a VaR.

VaR,(t) se puede calcular en cualquier momento ¢ de la existencia de la cartera de productos
financieros: puede ser al final de cada dia habil, en el transcurso de cada dia h&bil, al final
del mes, al final de un trimestre, etc.

VaR,(t) debe tener un horizonte de tiempo dado, puede ser de n dias, n horas, n semanas,
etc. La eleccion del horizonte de tiempo y del momento en el que se calcula VaR depende
de: 1) la disponibilidad de informacién, es decir, la cantidad de observaciones de [; tanto en
historia (temporalidad, tamano del periodo) como en frecuencia (cantidad de observaciones
en el periodo); y 2) las regulaciones, normatividad y necesidades de la entidad financiera a
cargo del célculo del valor en riesgo.

Recapitulando:

» VaR satisface las definiciones de: medida de riesgo, funcion, variable aleatoria, estadisti-
co, estimador y limite (superior o inferior) de confianza (que especifica un intervalo de
confianza). También bajo definiciones no matematicas puede ser considerado como un
indicador y una herramienta de administracion de riesgo.

= A pyal—pseles puede llamar probabilidad de cobertura, coeficiente de confianza,
nivel de confianza y nivel de probabilidad.
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VaR,(t) también satisface la definicién del (g)-ésimo cuantil de las pérdidas®.

La informacién disponible, el valor de p, el método de cédlculo de VaR y los supuestos que se
hagan determinaran si VaR,(t) pertenece o no a la muestra aleatoria.

FEjemplo 1. El valor en riesgo de la cartera “Alfa” calculado al cierre del 30 de diciembre de
2013 es 1,000 USD a un dia con un nivel de confianza del 95 %.

Lo anterior se puede interpretar como: La probabilidad de que haya una pérdida en la cartera
“Alfa” al cierre del dia 31 de diciembre de 2013 comparado contra el cierre del dia anterior
menor o igqual a mil délares es del 95 %. También como: Hoy 30 de diciembre de 2013 hay
tan solo un 5 % de probabilidad de que la cartera “Alfa” tenga pérdidas mayores a mil ddlares
para el cierre del dia de manana.

En las interpretaciones anteriores se esta haciendo una suposicion que debe ser contemplada
al leer VaR en los informes financieros generados. VaR es calculado en un punto del tiempo
en particular, sin embargo es comtn que las entidades financieras modifiquen constantemente
la composicién de sus carteras por lo que el valor en riesgo de la cartera que sera operada
dentro del horizonte de tiempo no necesariamente serd el mismo que el valor en riesgo de la
cartera sobre la que se calculé VaR. Al primero se le denomina VaR verdadero (true VaR);
y al segundo, VaR hipotético o estimado (hypothetical VaR o estimated VaR). Generalmente
no es posible calcular el valor en riesgo verdadero al no saber qué modificaciones tendra la
cartera en el horizonte de tiempo considerado.

2

Mood y otros (1974) definen el g-ésimo cuantil como:
(o =Mf{z:PX <2z]>q},

misma definicién que utiliza Jorion (2007) para construir su definicién de VaR, mientras que Borovkov (1998)
lo define como:

Cg=sup{z:PX <z] <q}.
En particular, para distribuciones continuas se tiene:

(o =Mf{z:PX <z] =g} (1.1)
contra

Cg =sup{z : PX <z] =q}. (1.2)

Kaas, Goovaerts, Dhaene y Denuit (2008) rechazan la definicién de Jorion y definen valor en riesgo como el
inverso (reciproco) de la funcién de distribucién de probabilidad acumulativa

VaR, = F(q).

Aqui es donde se pueden apreciar diferentes opciones para elegir al valor en riesgo. Esta eleccién dependera
de si se conoce la distribucion de las pérdidas, es decir, se supone alguna distribucién en particular de la
muestra aleatoria, esto es, las observaciones y/o simulaciones con las que se cuente y del criterio de quien
calcule el valor en riesgo.
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Incluso es posible que la cartera al tiempo ¢ y al final del horizonte de tiempo sean las mismas
pero dentro de ese intervalo pudo haber modificaciones en la cartera que generen pérdidas o
ganancias. Por ejemplo: la cartera al cierre del dia de ayer y al cierre del dia de hoy fue la
misma pero por la manana se adquirieron productos financieros que fueron vendidos horas
mas tarde y generaron pérdidas en la compania; en este caso el valor en riesgo no daria in-
formacion alguna sobre dichas pérdidas.

Estos cambios tienen impacto al realizar backtesting al ser un procedimiento que utiliza a las
pérdidas para evaluar el valor en riesgo (véase el capitulo 4). En algunos casos, las pérdidas
contra las que se evalia el valor en riesgo también incluyen tarifas y comisiones que no son
consideradas riesgo de mercado. El estudio de estos efectos queda fuera del alcance de esta
tesis; se remite al lector a Basel Committee on Banking Supervision (2011a) y a las referen-
cias ahi contenidas.

Es indispensable que le haga notar al lector y que toda persona involucrada con la toma de
decisiones sobre la cartera en discusién (como pueden ser los operadores, accionistas, oficiales
de riesgo, clientes, comités directivos y las autoridades y reguladores financieros) comprendan
que el valor en riesgo no brinda informacién sobre la magnitud de las pérdidas
que pudieran exceder VaR. Pudieran ser “pequenos”’ excesos o podrian ser violaciones
catastroficas que lleven a la entidad financiera a la ruina.

Lo anterior es uno de los factores que afecta la eleccion de p. Esto también habla de la nece-
sidad de saber como se calculé VaR, es decir, como se calcularon las pérdidas y finalmente es
uno de los argumentos por los cuales el valor en riesgo debe ser considerado inicamente co-
mo un indicador de riesgo y no como un criterio absoluto de las decisiones que se deben tomar.

Para la toma de decisiones es sensato considerar otras medidas de riesgo como pudieran ser
valores en riesgo calculados de forma diferente u otras medidas que si den informacién sobre
la magnitud de las pérdidas que puedan exceder VaR, ademés de por supuesto, las diversas
estadisticas de la cartera.

La Definicién 1.1 sigue siendo ambigua ya que no se ha especificado atin qué es una pérdida.
Bajo el contexto de riesgo de mercado hay dos definiciones de pérdida: 1) la no concretizaciéon
de ingresos futuros esperados y 2) la merma de lo que ya se posee. Se expone la diferencia
entre estas dos definiciones bajo un sencillo ejemplo.

Suponga que el dia de hoy usted tiene en sus manos un Centenario (la moneda de oro acunada
por la Casa de Moneda de México). Usted sabe que el dia de hoy puede acudir a su institucién
financiera de confianza y le darfan a cambio 20,000 MXN. Al monitorizar el mercado del oro
usted ha determinado que el dia de manana esa misma institucion le daria a cambio 21,000
MXN. Al acudir al dia siguiente a dicha institucién le indican que se lo cambiaran por 19,000
MXN. ; Cudl fue la pérdida, 1,000 MXN 6 2,000 MXN? Bajo la primera definicién la pérdida
seria de dos mil pesos mientras que bajo la segunda definicion la pérdida seria de tan sélo
mil pesos. Claro que usted también podria ser asaltado y despojado de su Centenario pero
ese evento ya no pertenece al riesgo de mercado.
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Es importante tener claro qué definicién de pérdida se estd utilizando cuando se calcula y
expresa el valor en riesgo. Utilizando la primera definicién se esta calculando una pérdida
potencial con base en el rendimiento esperado y se llama VaR relativo. Bajo la segunda
definicién se esta calculando una pérdida potencial con base en cero y se llama VaR ab-
soluto. Si el horizonte de tiempo es corto, el rendimiento esperado podria ser pequeno y la
diferencia entre ambos valores no seria grande. Sin embargo, a mayor horizonte de tiempo,
mayor diferencia habra entre el relativo y el absoluto.

En esta tesis se trabaja con VaR absoluto (véase la definicién de [; en la tabla de simbolos y
notacion).

Existen varias formas de estimar el valor en riesgo, incluso nuevas formas siguen siendo
desarrolladas al dia de hoy. Entre los diferentes métodos se pueden encontrar:

s Métodos de valuacion: aquellos donde se hacen valuaciones de los instrumentos que
constituyen las carteras tomando en cuenta al menos uno de los parametros que influyen
en su precio (los factores de riesgo de mercado). Ejemplo: métodos de valuacién local
(local valuation) como el método de valuacién delta normal (delta normal valuation) y
los métodos de valuacién completa (full valuation).

= Métodos paramétricos: donde se hacen suposiciones sobre la distribucion de las pérdidas
o sobre los factores de riesgo con los cuales se hacen valuaciones de los instrumentos. Se
denominan paramétricos ya que se requiere calcular parametros como son medias y des-
viaciones estandar de las distribuciones consideradas. Ejemplo: modelos de simulacién
Monte Carlo.

= Métodos no paramétricos: donde no se hace suposicion alguna sobre la distribucion de
las pérdidas, es decir, se utiliza la distribucion empirica. Ejemplo: método histérico.

= Métodos semiparamétricos: donde se hacen suposiciones sobre la distribucién de las
pérdidas pero estos supuestos sélo aplican a las colas de las distribuciones. Ejemplo:
teoria de valores extremos.

= Métodos de variacion de tiempo: aquellos que tengan en cuenta modificaciones en el
modelo a través del tiempo. Por ejemplo, si la varianza de los rendimientos aumen-
ta a través del tiempo también lo hara el valor en riesgo (time varying). Algunas
metodologias que toman en cuenta estas variaciones son los métodos de promedios
moéviles (moving averages=MA), modelos de autoregresién condicional de varianza he-
teroscedéstica (generalized autoregressive conditional heteroskedastic models=GARCH)
y promedios méviles ponderados exponencialmente ( exponentially weighted moving ave-

rage=EWMA).

Estas categorias no son mutuamente exclusivas y no se pretende realizar un listado exhaus-
tivo de todos los métodos de calculo de VaR.
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En esta tesis se trabaja con procesos de difusién con saltos aplicados directamente sobre los
precios del instrumento, es decir, sin considerar los factores que influyen en su valor. Esto
es, no se realizan valuaciones. El calculo del valor en riesgo con procesos de difusién con
saltos no es un método de valuacién pero si un método paramétrico. Como se muestra en la
Seccion 3.3, una vez elegido un horizonte de tiempo los pardametros del modelo permanecen
constantes para cada estimacion del valor en riesgo. De esta forma, el modelo no considera
variacién en el tiempo (esto no prohibe que cada vez que se realice una nueva observacién,
por ejemplo al transcurrir un dia hébil, no se puedan recalcular los pardametros con la nueva
informacién obtenida).

Legislacién VaR

Estimar y publicar VaR es un requerimiento legal para varias instituciones financieras en
diversas jurisdicciones, pero su papel va mas alla de ser un simple dato informativo, es tam-
bién una herramienta reguladora y se utiliza como parametro para limitar los riesgos que una
entidad financiera puede tomar.

Por ejemplo en Estados Unidos hay requerimientos de capital basados en VaR (Cuoco y Liu,
2006). En México las instituciones de crédito tienen la obligacién de calcular valor en riesgo
de sus posiciones e incluirlo en la publicacién de sus estados financieros (CNBV, 2013) y las
sociedades de inversion deben establecer un limite de valor en riesgo en funcién de sus activos
netos y publicarlo en el prospecto de informacion al ptblico (CNBV, 2012).

Una de las lecciones de la crisis del 2008 ha sido la necesidad de fortalecer la cobertura de
riesgo de la estructura de capital. Uno de los factores clave fue el fracaso de capturar grandes
riesgos dentro o fuera del balance general asi como exposiciones relacionadas con derivados.
En respuesta a estos defectos, el Comité de Regulacién Bancaria de Basilea ( Basel Committee
on Banking Supervision) publicé una serie de reformas al marco de Basilea II, las cuales au-
mentan el requerimiento de capital para las carteras de negociacién. Este nuevo tratamiento
(que forma parte de las ahora llamadas reglas de Basilea III) introduce un requerimiento
de capital basado en valor en riesgo estresado para periodos de estrés significativo (Basel
Committee on Banking Supervision, 2011b).

Un ejemplo mexicano de la puesta en practica de estas guias se puede encontrar en las reglas
publicadas por la CONSAR para el calculo del valor en riesgo estresado para las AFORES
(CONSAR, 2010; CONSAR, 2013).

La literatura que trata de valor en riesgo es extensa y numerosa. Para una introduccion
didactica se refiere al lector a Jorion (2007) y Dowd (2005); para las sugerencias y observa-
ciones sobre regulacién financiera basada en VaR, las numerosas publicaciones del Comité
de Regulacién Bancaria de Basilea; para los requerimientos de VaR, la legislacién de las
autoridades financieras en cada jurisdiccion; y para el estado del arte, los ultimos articulos
publicados en las revistas arbitradas, algunos de los cuales son citados en este trabajo.
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Figura 1.2: Difusién con saltos

1.5. Meétricas bibliograficas

A partir de la publicacion de los articulos seminales de Black, Scholes y Merton una gran
cantidad de autores han estudiado los procesos de difusién con saltos. De igual manera, el
interés en el valor en riesgo se ha incrementado durante los tltimos anos. A continuacion, se
presentan algunas estadisticas que demuestran la relevancia de este campo de estudio.

Se obtuvieron los resultados que se resumen en los Cuadros 1.1 y 1.2 realizando el 14 de
noviembre de 2013 consultas en cuatro bases de datos académicas, a saber: Web of Knowledge,
Google Scholar, Microsoft Academic Search y Scopus.

Citas WoK Google Scholar MSAS Scopus
Black y Scholes (1973) 5,896 23,503 6,797 N/D
Merton (1973) 2,385 8,747 2,730 2,175
Merton (1976b) 1,055 4,021 1,285 1,091
Kou (2002) 268 922 304 291
Jorion (2007) N/D 2,916 351 N/D
Christoffersen (1998) 379 1,254 378 411

Cuadro 1.1: Cantidad de citas. Fuentes: Elsevier (2013); Google (2013b); Microsoft (2013);
Thomson Reuters (2013).

Resultados de consultas WoK Google Scholar MSAS Scopus
“jump diffusion” 1,312 19,200 1,647 4,715
“jump diffusion” AND “finance” 93 11,500 286 3,029
“jump diffusion” AND “market risk” ) 1,570 253 177
“value at risk” 2,160 60,600 3,274 7,144
“value at risk” AND “jump diffusion” 24 1,710 110 222

Cuadro 1.2: Cantidad de resultados. Fuentes: Elsevier (2013); Google (2013b); Microsoft
(2013); Thomson Reuters (2013).
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Value at Risk - VAR
Publications: 3,401 | Citation Count: 21,922
Stemming Variations: values at risk, Value at Risks
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Figura 1.3: Valor en riesgo
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La figuras 1.2 y 1.3 muestran el nimero de citas y publicaciones de cada ano de los temas de
que trata esta tesis (Microsoft, 2013). Se puede observar que el interés en el valor en riesgo
aumentd después de la crisis financiera de 2008.

Las figuras 1.4 y 1.5 muestran el porcentaje de una muestra de libros en inglés publicados has-
ta 2008 que contienen dichas palabras. Mas detalles de la metodologia y datos se encuentran
en Google (2013a,c).



Capitulo 2

Construccion del modelo

... they ran their heads very hard against wrong ideas, and persisted in
trying to fit the circumstances to the ideas, instead of trying to extract
ideas from the circumstances.

Charles Dickens, Great Ezpectations, 1860

2.1. Resultados preliminares

En esta seccién unicamente se presentan los resultados mas importantes que son requeridos
para la construccién y desarrollo del modelo. No se presentan demostraciones de estos resul-
tados, en cambio si sus respectivas referencias.

Definicién 2.1 (Cont y Tankov (2004); Platen y Bruti-Liberati (2010)). Un proceso de
difusion con saltos también llamado proceso Ito con saltos es un proceso de Lévy que
tiene como componentes un proceso de Wiener y un proceso Poisson compuesto. m

Teorema 2.2 (Gihman y Skorohod (1972); Nawalkha y otros (2007)). Si el proceso Sy tiene
la diferencial estocdstica:

dSt = a(St, t)dt + b(St, t)th (21)
Of(X,t) Of(X,t) . 9%f(X,t)

y la funcion f(X,t) es continua y tiene derivadas =5, =55~ Y “4xz— también continuas,
entonces el proceso f(Sy,t) también posee una diferencial estocdstica y

df(S,,t) = {af(astt’t) + 6f§§é’ D (S0, 1) + %% [b(St,t)]Q} xdt + [%b(&,w} « AW,

(2.2)

30
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donde:
» S; es un proceso estocdstico (conocido como proceso de Ito),
= W, es un proceso de Wiener,
» a(e) y b(e) son funciones de Sy y t. O

A (2.2) se le llama Férmula de Ito, aunque hay otras versiones y resultados relacionados
a los que diferentes autores también les llaman Férmula de It6 y Lema de Ito (Steele, 2001).
Este es uno de los resultados principales del calculo de Ito y permite resolver ecuaciones
diferenciales estocésticas para procesos que cumplen (2.1) siendo la versién equivalente a la
regla de la cadena para dichos procesos (Higham, 2001).

Corolario 2.3 (Crosby (2010); Gihman y Skorohod (1972); Nawalkha y otros (2007)). Si el
proceso Sy tiene la diferencial estocdstica:

dSt = CL(St, t)dt + b(St, t)th + C(J, St, t)dNt (23)

y la funcion f(X,t) es continua y tiene derivadas 8f(8)t(’t), 8fa(§’t) Y 825%’”

entonces el proceso f(Sy,t) también posee una diferencial estocdstica y

también continuas,

arcsn) —{ 210 050 (s, 0TI s fwans | 20 D < aws

+ [f (St + e(J, Si, 1), ) — f(Si, )] % dNy

(2.4)
donde:
= Sy es un proceso estocdstico, en particular es un proceso de difusion con saltos;

» W, es un proceso de Wiener (para fines de ésta tesis basta saber que Wy ~ N(0,t) para
toda t);

» a(e) y b(e) son funciones de S; y t;
» c(®) es una funcion de Sy, t y J;

» N, es un proceso Poisson (para fines de esta tesis basta saber que N; ~ Poisson(\t)
para toda t con A € RT);

J devuelve valores reales y es descrita en la Subseccion 2.2.0. [

A (2.4) se le llama Férmula de Ito para procesos de difusién con saltos (véase la
férmula 1.57 en Nawalkha y otros (2007)) y es el caso unidimensional para procesos con
saltos de la llamada Férmula generalizada de Ito (véase Gihman y Skorohod (1972).
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Este es el resultado que permite resolver la ecuacion diferencial estocéstica sobre la que se
basa el modelo de esta tesis. Se le llama corolario ya que es un caso especial de la formula
generalizada de It6 (el Corolario 2.3 no es corolario del Teorema 2.2).

Las definiciones de proceso de Lévy, proceso de Ito, proceso de Wiener, proceso Poisson y
proceso Poisson compuesto y en general mas informacion de estos y los procesos de difusion
con saltos las puede encontrar el lector en Cont y Tankov (2004); Gihman y Skorohod (1972);
Platen y Bruti-Liberati (2010).

2.2. Modelo

El precio del instrumento financiero se modela con el siguiente proceso de difusién con saltos:

S, = So [e@*%‘*)t*"ﬁ } [ﬁ (14 J;)

1=0

. (2.5)

A continuacién se presenta una construccion intuitiva de este modelo partiendo de una co-
nocida funcién agregando componentes con un proposito especifico, y se define el significado
de cada literal.

Para denotar el precio de un instrumento financiero se utiliza la letra S como lo hacen otros
autores, por ejemplo (Kou, 2002; Merton, 1976a; Wang y otros, 2009), ya que el origen de
la aplicacién de esta familia de modelos a las finanzas fue la valuacién de opciones tomando
como instrumento subyacente una accién bursatil, en inglés: Stock.

Se utilizan los términos producto financiero e instrumento financiero de manera in-
tercambiable. De igual manera se utilizan los términos precio y valor también de forma
intercambiable. El instrumento y su precio se definen en la Seccion 3.1.

2.2.1. Rendimiento

Para comenzar la construccion del modelo se parte de una sencilla igualdad que se basa en
la teorfa del interés (Kellison, 2000):

S1=S(1+7), (2.6)
donde:
= Sy es el precio del instrumento en el tiempo t = 0;
= S; es el precio del instrumento en el tiempo ¢t = 1;

» 1 es el rendimiento de este instrumento en el intervalo de tiempo [t = 0,¢ = 1].
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Consideraciones:

= £t = 0 es el tiempo inicial, es decir, el momento desde el que se empieza a observar la
serie S;. No necesariamente es el momento en que el producto es concebido o creado,
es decir, Sy es un valor conocido y se le llama valor inicial del S; (Glasserman, 2004).

= 7 es el rendimiento aritmético (lo equivalente a la tasa de interés compuesto efectiva en
el periodo de tiempo).

2.2.2. Rendimiento instantaneo

Ahora, también de manera equivalente a la teoria del interés, se puede considerar rendimiento
instantaneo:

(14+7r)=¢", (2.7)
donde:

= 1 es el rendimiento instantdaneo del producto financiero. En este caso, en el intervalo
de tiempo [t = 0,t = 1].

Consideraciones:

» El rendimiento instantaneo se puede entender como un concepto equivalente a la fuerza
de interés utilizada en teoria del interés (IKellison, 2000).

= El precio de un producto financiero no puede ser negativo. Este problema se evita al
introducir la funciéon exponencial.

= 11 € R lo que indica que si puede haber rendimiento negativo. Es decir, el precio puede
decrementar o incluso el rendimiento puede ser cero; esto es, el precio permanece sin
cambios en el periodo contemplado.

» 1 permanece constante en el mismo periodo sobre el cual r es aplicado. En (2.6) se estd
considerando que 7 es el rendimiento en el intervalo de tiempo [t = 0,¢ = 1]. Entonces,
pen (2.7) también serfa el rendimiento instantdneo que aplica en el periodo de tiempo
[t=0,t=1].

= La consideracién anterior se hace por dos motivos:

e Para fines de simplificacién se considera un intervalo de tiempo unitario (de ta-
mano uno), donde ¢ puede ser medido en afios, dias, segundos, etc.

e Si se considera que el rendimiento se mantendrd constante (sera el mismo) en
otros intervalos de tiempo ya no es necesario pensar en r; como el rendimiento en
[t =0,t=1], ro como el rendimiento en [t = 1,¢ = 2], etc., si no que una sola r
basta para designar a todos ellos (también sélo serd necesario una sola ).
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2.2.3. Generalizacion para cualquier t

Dada la consideracién anterior se concluye que el rendimiento del producto en el periodo
[t = 0,t = 2] puede ser calculado como (1+7)(1+7) = (1+47)2. También puede ser calculado
como ete* = e?. Generalizando el rendimiento del instrumento financiero en un intervalo de
tiempo de tamano ¢ se tiene que:

(14 7)" = e para cualquier valor t € RT U {0} .

Entonces;
Sy = So(1+7)*
y también:
S, = Spett, (2.8)
donde:

= S; es el valor de un instrumento financiero en el tiempo ¢;
= 7 es el rendimiento de este instrumento en cualquier intervalo de tiempo de tamano 1;
= 4 es el rendimiento instantdneo de este producto en cualquier punto del intervalo [0, ¢];

» t € RT U {0} ya que se esta hablando de tiempo (no existen los tiempos negativos).
Cabe mencionar que no se ha especificado una condicién de discretizacion, es decir, se
estd hablando de tiempo continuo.

2.2.4. Introduccion de una ecuacion diferencial

La funcién (2.8) es la solucién a la ecuacién diferencial:

con condicién inicial S; = Sy para t=0.

Demostracién: Sea S; = Sye'”. Entonces,

asy d ”
a a5
= Spe*u
= Stf.
por ser Spett = S,. ]

Observaciones: Si i = 0 entonces (2.8) se reduce a S; = Sp, es decir, no hay rendimiento y
el precio permanece constante en [0, t]; y (2.9) queda como dS; = 0, es decir, el tamano de los
incrementos/decrementos infinitesimales del precio del instrumento en ese mismo intervalo
de tiempo también es cero.
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2.2.5. Difusion

Se puede sumar un término estocdstico a la ecuacién diferencial (2.9) obteniendo como re-
sultado una ecuacién diferencial estocéstica (SDE por sus iniciales en inglés; Stochastic Dif-
ferential Equation):

dS; = uSydt + oS dWy, (2.10)
con condicién inicial S; = Sy para t = 0, cuya solucién es la siguiente expresion:
Sy = SpelttT oW — G ety toviz (2.11)

donde:

= W, es un proceso estocastico conocido como proceso de Wiener y es el que genera
la existencia de la difusion, la cual se puede entender como ruido o microsaltos en el
rendimiento y cuya magnitud es afectada por el coeficiente de difusién, W, = v/tz donde
2z~ N(0,1), es decir, W; ~ N(0,1).

= A 0 se le llama coeficiente de difusion (diffusion coefficient en inglés). Se puede
entender como el equivalente a la desviacién estandar para una SDFE o como el tamano
de los microsaltos; o € RT U {0}.

= En esta ecuacién a p se le suele llamar coeficiente de deriva o coeficiente de
tendencia (drift coefficient en inglés).

Observaciones:

» Note que si ¢ = 0 (y/o de cualquier otra forma se elimina el término estocéstico) la
SDE (2.10) se reduce a (2.9); y su solucién (2.11), a (2.8).

= Por otro lado si = 0,

e e
Sy = Spe T = SpetT VI,

Si X ~ N(u,0?), entonces aX +b ~ N(ap+ b,a’0?). Si X ~ N(u,0?), luego X ~
Lognormal(y, 02). Como z ~ N(0, 1), entonces

Viz ~ N (0,¢)
oVtz ~ N (O, t02)

—to? —to?
20 +oVitz ~ N (Ta,t02)

- 02 _t 2
e toviz Lognormal( 20 ,tch) .

Al ser una variable aleatoria lognormal, su valor esperado es:

7to'2 —to to
E[e 2 +J\/EZ:| —= e 2 +T:eO:1.
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Como 5j € R,

—to? —to?
E [506 2 +G\/£Z] = S()E |:€ 2 +J\/EZ] = Sol = So.

Se puede ver que si el coeficiente de tendencia es cero, entonces, salvo las pequenas
variaciones dadas por la difusién, el valor se mantendra sin grandes cambios a través del
tiempo, esto es, el valor del instrumento no crecera ni decrecera de manera considerable.

En general, se tiene que:

t t¢72 \/z t02 2
et toVE | Tognormal | tu — T,ta ,

B[S = So [T +vE] = 5, [ 545 | = 5 [e"].

Es decir, el valor esperado de S; en (2.11) es el valor de S; en (2.8). Esto es, los pequenos
cambios inducidos por la difusién no cambian el comportamiento general del valor del
instrumento.

Finalmente, si tanto p = 0y o = 0, entonces (2.10) queda como dS; = 0y (2.11) se
reduce a S; = Sy lo que significa que si el rendimiento instantdaneo del instrumento
es cero — lo que también puede verse por (2.7) como que el rendimiento del precio de
los instrumentos es cero en el periodo de tiempo [0,¢] — y si no hay difusién, entonces
el precio del instrumento permanece igual en el intervalo de tiempo [0,¢] y el tamano
de los incrementos/decrementos infinitesimales del precio de los instrumentos en ese
mismo intervalo de tiempo también es cero.

El proceso estocéstico (2.11) es la solucién de la SDE (2.10).

Demostracién:

La SDE a resolver es:

dSt = IMStdt + O'Stth.

Al comparar (2.10) con (2.1),

G(St, t) = ,USt
b(St,t) = USt.

Sea f (S, t) = In(S;) con derivadas continuas para S; > 0:

df(Siyt) = dIn(S;)

0f(Sit) _
ot

df(Sit) 1
ox S,

?f(Sit)  —1

X2 (S)?
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Sustituyendo en (2.2):

dIn(S,) = {0 + Situst + (%) [ﬁ] (USt)2} dt + [Slt(aSt)} v,

y entonces
L, W,
dln(St) =\ u— 50' dt+0d t-

Integrando respecto al tiempo (Movellan, 2011),

t t 1 t
/ dIn(S;) = / (,u - —a2> dr —i—/ adW,.
0 0 2 0

Como [, dW, = W, (Oksendal, 2000),

In(S;) — In(Sp) = (u - %02) t+oW,.

Como In(a) — In(b) = In(a/b) con a > 0y b > 0, se tiene que

é _ e(,u—%UQ)t—l-cht
So

Sy = Soe("*%“z)ﬁawt.

2.2.6. Saltos

Como refieren Kou (2002); Matei (2006); Penati y Pennacchi (2001); Platen y Bruti-Liberati
(2010), al sumar otro término estocastico a la ecuacién (2.10) se obtiene la siguiente SDE:

dSt = ,uStdt + O'Stth + JStht, (212)

con condicién inicial S; = Sy para t=0, cuya solucion es la siguiente expresion:

Ny
S, =S, e(ﬂ_%az)t-Hth] [H (1+J;)

1=0

(2.13)
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donde:

» N, € NU {0} para toda ¢ es un proceso de conteo que indica la cantidad de saltos
ocurridos en un intervalo de tamano t o, dicho de otra manera, N, indica la cantidad
de saltos que han ocurrido desde el tiempo 0 hasta el tiempo ¢. En esta tesis se utilizé
el proceso Poisson. Para este trabajo basta saber que N; ~ Poisson(At) donde A es la
cantidad promedio de saltos que ocurren en un intervalo de tiempo de tamano 1. Mas
detalles del tratamiento que le daran a los saltos en el Capitulo 3.

= ./ indica el tamano de los saltos. Dependiendo del modelo, puede considerarse un valor
fijo (J € R) o variable (ya sea una funcién o una variable aleatoria). En general, J;
indica el tamano del i-ésimo salto. Por ejemplo, si N; = 2 entonces J; es el tamano
del primer salto; y Jo, el tamano del segundo. Se considera que J; = 0. De la misma
manera {J; para ¢ > 1} pueden considerarse constantes (iguales o diferentes entre si),
o variables definidas por una funcién o variable aleatoria. Dos de los modelos populares
para las J; son el de Merton (1976b) que utiliza una distribucién lognormal y Kou (2002)
que utiliza una doble exponencial asimétrica. En esta tesis se ha utilizado la distribucion
normal con J; ~ Normal(v, ¢?) tal que J; > —1 de tal forma que se permite la existencia
de saltos tanto positivos como negativos y no se permite que los precios de los activos
sean menor a cero.

También se considera el supuesto de que todas las J; son variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (para cada t), es decir, la ocurrencia de un salto
en un momento futuro dado no afecta la probabilidad de la ocurrencia ni la magnitud
de otro salto en otro momento posterior. Una vez realizadas nuevas observaciones se
pueden recalcular los pardmetros dada la nueva informaciéon observada y en ese caso
saltos pasados (ya ocurridos) si podrian aumentar (o disminuir) la probabilidad de ocu-
rrencia de saltos y/o modificar la magnitud esperada de saltos futuros. Para fines de
simplificacién en esta tesis se considera la media muestral de los saltos (ver la Seccién
3.3).

En este modelo se hace el supuesto de que la frecuencia y severidad de los saltos y la
difusion son todas independientes entre si: N; L J;, N, LW,y J; LW, para todas t e i. Por
un lado la difusién y los saltos son independientes (la ocurrencia de un salto/microsalto
no afecta la probabilidad de ocurrencia de un microsalto/salto); y por otro lado la
frecuencia de los saltos tampoco influye su severidad. El considerar estos supuestos le
da mayor flexibilidad al modelo pudiéndose adaptar a saltos de cualquier tamano y
frecuencia sin forzar alguna segregacion a priori.

Observaciones:

» Note que si J = 0 (es decir, el tamano de los saltos es cero) y/o de cualquier otra
forma se elimina el segundo término estocastico, la SDE (2.12) se reduce a (2.10) y su
solucién (2.13) se reduce a (2.11).

» Observe que si V; = 0, entonces dN; = 0 (es decir, si no ocurren saltos en un intervalo
de tamano ¢ tampoco ocurriran saltos en un intervalo de tamano dt) (2.12) de nuevo se
convierte en (2.10). Ahora, como [])_, (1 + Ji) = (1 + Jo) = (1+0) = 1 (2.13) también
se convierte en (2.11).
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El proceso estocéstico (2.13) es la solucién de la SDE (2.12).
Demostracién:
La SDE a resolver es:

dS; = pSydt + oS dW, + JSidN;.
Al comparar con (2.3) se observa que

G(St,t) = ,LLSt
b(St,t) == O'St
C(J, St, t) = JSt

Ahora, sea f(S;,t) = In(S;) con derivadas continuas para S; > 0:

df (Se,t) = dIn(Sy)

(St _,
ot

Of (S, t) 1
oxX S,

?f(Si,t) -1
9X2  (S)?

F (S, + c(J, Sp,t),1) = In(S, + JS,).

Sustituyendo en (2.4),

39

dn(S,) = {o + Situst + (1> L;—ﬂ (ast)Z} dt + {i(ost)} AWV, + [In(S, + JS,) — In(S,)] NV,

2 t) S}

1
= (u - 502) dt + odW, + In (%) dN,
t

1

Integrando respecto al tiempo,

t t 1 t t
/dln(ST):/ (u——oZ) d7'+/ adWT+/ In(1+ J)dN..
0 0 2 0 0

Como [ dW, = W, (Oksendal, 2000) y ademés
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[y JAN, = 32N J; entonces, [iIn(1+ J)dN, = SN In(1+ J;) .

1=

N
1
In(S;) — In(Sy) = (u — 502) t+ oW, + Z In(1+.;).
=0

Como In(a) + In(b) = In(ab) y In(a) — In(b) = In(a/b) cona >0y b > 0:

S 1 I
In 2t — (Iu——O'2>t+UWt+lnH(1+Ji)’

2
So i=0
y entonces
é _ e(u—%cﬂ)t-{—aWri—lnHf.v:to(l-i-Ji).
So
Como et = e%e?,
N,
St _ e(u—%oz)twwﬁ} [eml‘[i:to(ul]i)]
So

LN, es una variable aleatoria discreta. Como recordard el lector en sus cursos de calculo integral (de
variable real) la integral de Riemann (que desde el punto de vista geométrico se interpreta como la drea
bajo la curva) se define como el supremo de las sumas inferiores (igual al infimo de las sumas superiores),
donde dichas sumas pueden entenderse como la drea de un rectangulo con altura igual al infimo (o supremo)
de la funcién evaluada en el intervalo de las abscisas y base igual al tamano del intervalo de las abscisas
considerado; es decir, integrales de funciones que tomaban valores (dominio) de un subconjunto de los
nimeros reales (Haaser, LaSalle y Sullivan, 1990).

La distribucién Poisson toma valores de los nuimeros naturales (y el cero) de tal forma que, pensando
de manera equivalente a la integral de Riemann, cualquier rectdngulo con base de tamano menor a uno
tendra tamano cero (porque el dominio es un conjunto discreto) y, en consecuencia, drea igual con cero. Se
puede entender esta integral como la suma de las veces (ocasiones) en que N; # 0 donde cada ocasién es el
tamano del salto J;, una suerte de rectdngulo discreto. Es decir, no se obtiene una drea (base por altura)
si no simplemente la suma de las alturas de puntos, donde la cantidad de puntos es la cantidad de saltos y
la altura de cada punto es la intensidad de cada salto (véase la Figura 2.1). El lector puede encontrar mds
informacién sobre estas integrales de procesos de saltos en las obras de Ait-Sahalia (2004); Cont y Tankov
(2004); Primbs (2008); Runggaldier (2003).

Note que J depende de t (al depender de N;) aunque en la notacién se agrega el subindice hasta después
de integrar. Si se hace el supuesto de que J no depende de ¢ (y en consecuencia tampoco de Ny), es decir,
In(1 + J) no depende de Ny, se tiene que:

/t In(1+ J)dAN, = In(1 +.J) /t 4N, = [In(1 + J)|N;.
0 0

In(1+J)N, = Eﬁi‘o In(1+J;) siy sélo si J; = J para todas las i. No basta con que J; sean variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, J debe ser un valor real (no una variable aleatoria) para que se
cumpla lo anterior. Considerar este supuesto limita a que todos los saltos sean de igual tamano y el proceso
de difusién con saltos quedaria como:

Sy = Sp [elrmzo?)treWe] (1 4 )N,
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Figura 2.1: Integral de un proceso de saltos. Fuente: Elaboracion propia.

y al ser e™(® = ¢, entonces
St [e(ﬂ—%og)t“’wﬂ [ﬁ (14 J;)
5o i=0 o
Finalmente:




Capitulo 3

Aplicacién del modelo

La science, mon gar¢on, est faite d’erreurs, mais d’erreurs qu’il est bon de
commettre, car elles menent peu a peu a la vérité.

Jules Verne, Voyage au centre de la Terre, 1864

3.1. Producto financiero

Para esta tesis se ha elegido como instrumento financiero al ddlar estadounidense teniendo
una posicion en euros, es decir, se trabaja con un tipo de cambio, a saber el par de divisas
EUR/USD.

Suponga que usted tiene en su mano billetes de euros, a usted le conviene que el dolar se
deprecie respecto al euro, o lo que es lo mismo, que el euro se aprecie respecto al délar. Si
hoy EUR/USD=1.3 significa que hoy puede cambiar 1 euro por 1 délar con 30 centavos. A
usted le convendria que manana EUR/USD=1.4, ya que en tal caso su euro le alcanzaria
para comprar mas délares. A usted no le convendria que manana EUR/USD=1.2 porque
significaria que su euro seria intercambiado por menos délares. Siguiendo esta postura se le
llama pérdida al caso en el que el valor de EUR/USD disminuye de un dia a otro.

= Dolar estadounidense: moneda oficial de los Estados Unidos de América; también
es utilizado en El Salvador, Panamé, Ecuador, Zimbabwe y Timor Leste. Su cédigo es

USD.

= Euro: moneda oficial de 18 paises de la Unién Europea, a saber: Alemania, Austria,
Bélgica, Chipre, Eslovaquia, Eslovenia, Espana, Estonia, Finlandia, Francia, Grecia,
Irlanda, Italia, Letonia, Luxemburgo, Malta, Paises Bajos y Portugal, también es uti-
lizado en Andorra, Kosovo, Ménaco, Montenegro, San Marino, Vaticano y algunos
territorios de los anteriores (ECB, 2013). Su cédigo es EUR.

Ademads hay varias monedas indexadas tanto al euro como al délar estadounidense (Eun y
Resnick, 2009). EUR/USD es el par de monedas més operado del mundo. En Abril de 2013

42
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Figura 3.1: EUR/USD. Fuente: Elaboracién propia.

se operaban en promedio 1,289 miles de millones de USD al dia representando 24.1 % del
mercado cambiario (Bank for International Settlements, 2013).

Origen de los datos: Se utiliza el tipo de cambio diario al contado (spot rate) publicado
por el banco central estadounidense (Federal Reserve System), el lector puede consultar dicha
serie en: Federal Reserve System (2014). Se trabaja con los datos del 3 de abril de 2012 al 21
de abril de 2014 (véase la Figura 3.1).

No se toman en cuenta tarifas, comisiones ni impuestos. De esta forma no hay diferencia

entre VaR verdadero y VaR estimado (hipotético) ni entre pérdidas verdaderas y pérdidas
estimadas (hipotéticas).

3.2. Saltos

Cuando se trabaja con procesos de difusion con saltos surge una interrogante fundamental:
qué es un salto? De manera intuitiva se puede decir que es un movimiento mas grande de



44 CAPITULO 3. APLICACION DEL MODELO

lo normal. Sin embargo, la interrogante persiste: ;qué tan grande debe ser un movimiento
para ser considerado un salto?. Weron y otros (2004) dan una respuesta sencilla pero in-
tuitivamente inmediata y coherente: se considera como salto todo movimiento que exceda
3 distribuciones estandar de todos los movimientos en el precio. Hay otros autores que han
trabajado en deteccion, filtracién y separacion de saltos y que han desarrollado pruebas de
hipétesis y reglas de decision més sofisticadas (como ejemplo véanse los trabajos de Ait-
Sahalia (2004); Alt-Sahalia y Jacod (2009); Fan y Fan (2011); Johannes y otros (2009); Lee
y Hannig (2010); Lee y Mykland (2008); Meade (2010); Tauchen y Zhou (2011)).

En esta tesis se utiliza un criterio similar al de Weron y otros (2004): se considera salto
aquel log-rendimiento diario negativo que exceda 1, 2 6 3 desviaciones estandar de los 10
log-rendimientos diarios inmediatamente previos. Se utilizaron desviaciones estandar moéviles
de tal forma que el criterio de segregacién se pueda adaptar a cambios en la volatilidad del
mercado de divisas y se consideraron sélo los saltos negativos ya que para fines de VaR son
las pérdidas los movimientos de interés. Si los movimientos positivos también se consideraran
como saltos, la media muestral de la distribucion del tamano de los saltos, v;, resultaria

cercana al cero, lo que reduciria considerablemente el impacto de los saltos (véase la Figura
3.2).

3.3. Parametros

El tratamiento de los datos en esta tesis se realizé de la siguiente manera:

Del 03 de abril de 2012 al 18 de abril de 2014 hay 514 observaciones (dfas habiles). Con éstas
se pueden calcular 513 log-rendimientos diarios. Los primeros diez (del 03 de abril de 2012
al 17 de abril de 2012) se utilizaron para segregar los saltos.

Asi, quedaron 503 log-rendimientos diarios separados en saltos y difusion y ya fue posible
obtener los parametros para calcular VaR el dia t para el dia t+1, con los datos conocidos
hasta el dia t.

Por ejemplo, suponga que “hoy” es el dia jueves 18 de abril de 2013 (para mayor precision,
el final del dia). Entonces el dia de hoy ya se conoce el tipo de cambio de este dia, esto es, la
observacion mas reciente del tipo de cambio es la de hoy 18 de abril de 2013, y el dia de hoy
se calculara el valor en riesgo para el dia de manana viernes 19 de abril de 2013. Es decir,
la informacion que es de interés calcular el dia de hoy es aquella medida de riesgo que dara
informacion sobre las posibles pérdidas del dia de manana. En consecuencia, sélo es posible
utilizar la informacién conocida hasta el dia de hoy, inclusive la de hoy mismo que es el dato
mas reciente.

Siguiendo esta misma légica, se tendra que esperar hasta el dia de manana viernes 19 para
saber si el VaR calculado el dia de hoy jueves 18 fue mayor o menor que las pérdidas real-
mente ocurridas del jueves al viernes.
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Figura 3.2: Log-rendimientos y saltos. Fuente: Elaboraciéon propia.
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A continuacién se explica la forma en que se calcularon los pardmetros, tomando en cuenta que
en el calculo de los siguientes cinco parametros al dia ¢ se considera inclusive la informacién
del mismo dia actual ¢:

= iy se calculd el promedio (media muestral) de los log-rendimientos de los ultimos 10
dias sélo cuando no son saltos, es decir, si en los tltimos 10 dias hubo un salto entonces
¢ sera el promedio de los 9 log-rendimientos restantes.

» o7: se calculd la varianza muestral de los log-rendimientos de los tltimos 10 dias sélo

cuando no son saltos.

= 1 se calculd el promedio (media muestral) de los log-rendimientos de los tltimos 252
dias s6lo cuando son saltos.

» ¢7: se calculd la varianza muestral de los log-rendimientos de los tltimos 252 dfas s6lo
cuando son saltos.

= )\ se calculd el promedio (media muestral) de la cantidad de saltos ocurridos de los
ultimos 252 dias, para fines de simplificacién se consideré una misma probabilidad de
ocurrencia de un salto para todos los VaR siendo ésta el promedio de todas las \; a la
que se denota por \.

Se eligiéo un rango de 10 dias para los parametros de la difusion de tal forma que el modelo
se adaptara velozmente a cambios en el comportamiento del mercado de divisas. Asimismo
se consideraron 252 dias para los parametros de los saltos para evitar que haya parametros
nulos, ya que si en los ultimos n dfas no hubo saltos entonces v; = 0 y ¢? no existe, y también
para considerar toda la informacién histérica disponible (que en este caso es la de un afo)
como referencia para los saltos que podrian ocurrir en el dia ¢.

En este modelo sélo es posible simular el valor del producto financiero para aquellos dias
t en los que estan disponibles los cinco parametros en ese mismo dia. En dichos casos se
calcularon sucesiones de 252 valores en riesgo, del 18 de abril de 2013 al 18 de abril de 2014
(todos dias hébiles), con la intencién de estimar las pérdidas que ocurririan del 19 de abril
de 2013 al 21 de abril de 2014 respecto al dia habil inmediato anterior.

3.4. Simulacion

Diversos autores calculan VaR con diferentes valores de p (por ejemplo, 95 %, 99 % y 99.9 %)
a multiples horizontes de tiempo (como 1, 7, 10 6 28 dias) y utilizando distintos tamanios
de muestra (que van de los 252, 500, 510 6 1000 dias hasta 8 anos). Usualmente se conside-
ran dias habiles, un ano contiene aproximadamente 252. Algunas autoridades determinan los
requisitos que deben cumplir las entidades financieras en sus célculos de VaR (Basel Commit-
tee on Banking Supervision, 1996, 2011c; CCV, 2010; CNBV, 2012; CONSAR, 2013; Jorion,
2007).
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Para calcular el valor en riesgo a un dia (al dia ¢ 4+ 1) del producto financiero calculado el
dia t (considerando toda la informacién obtenida hasta el dia t) que se denota por VaR,(t)
se sigui6 el siguiente procedimiento:

1. Se obtuvo la serie de datos, se calcularon los log-rendimientos diarios, se segregaron los
saltos y se calcularon los parametros: p, o2, vy, G y A como recién se describid.

2. Se obtuvieron 1,000 valores pseudo-aleatorios de z, ~ N(0,1).

3. Se obtuvieron 1,000 valores pseudo-aleatorios de N; ~ Poisson(\), los cuales fueron una
sucesién de ceros y unos.

4. Para toda i se obtuvieron 1,000 valores pseudo-aleatorios de J; ~ N(14,?), los cuales
se obtuvieron simulando otros 1,000 valores de z;, ~ N(0,1), donde J; = 2z, + 4. En
este caso s6lo se requirié un solo ¢ (i = 1)".

5. Se calcularon los 1,000 valores pseudo-aleatorios de Sy, siguiendo la siguiente férmula:

Ny
Si = Sy [elert)izoT =] [H (14 ;)

1=0

El tamano del periodo es 1 (un dia hébil). Como la frecuencia de observacién de los
datos es diaria, de un dia a otro a lo mas puede ocurrir un solo salto, esto es:

= cuando de t a t + 1 si ocurre un salto, Ny =1y

[T L+ J) = Thig A+ Ji) = (14 Jo) (L4 1) = (L+0) (L+ J1) = (L+ L) y
» cuando de ¢ a ¢t + 1 no ocurre un salto, NV, =0y

I L+ 0) =TI (1 +J) = (14 J) = 1+0=1.

6. Se ordenaron de mayor a menor los 1,000 valores simulados de S;;1, se tomé el valor
950 més pequeno y le fue restado a S; (el dltimo valor conocido hasta ¢)* obteniendo
de esta forma VaRgs o (t)°.

De la misma forma se obtuvieron VaRggy(t), VaRge5%(t) y VaRgg .o (t).

Posteriormente se “obtuvo” una nueva observacién del mercado (como si hubiera transcu-
rrido un dia habil), se calculé el nuevo log-rendimiento, se determing si era salto o no, se
calcularon los nuevos parametros y se repitio el procedimiento por los restantes 251 dias.

De esta forma se obtuvieron cuatro sucesiones de valor en riesgo de 252 elementos cada una:
» VaRg5%(2013-04-18), ..., VaRgs; % (2014-04-18),
n VaRgg%(2013-04-18), ..., VaRgg % (2014-04-18),

LComo los valores de los productos financieros no pueden ser negativos, en el caso de que .J; < —1 debe
considerarse J; = —1.

2Si se desea tener VaR,(t) en términos del valor del instrumento financiero no es necesario hacer dicha
resta y se tiene una definicién alternativa de valor en riesgo donde P [Si11 < VaR,(t)] < p.

3De esta forma el cuantil si forma parte de la muestra aleatoria.
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s VaRgg5%(2013-04-18), . .., VaRog 5% (2014-04-18), y
n VaRg oo (2013-04-18), . . ., VaRgg 9% (2014-04-18).

Estos son los datos que se utilizaron para realizar la prueba de hipétesis de la cual se habla
en el siguiente capitulo.

También es posible simular directamente la ecuacién diferencial estocastica en lugar de su
solucién. Para esto se recurre a métodos numéricos. Estos son particularmente ttiles cuando
la SDE no tiene solucién analitica. El lector interesado en este tema puede consultar el
trabajo de Higham (2001), mientras que puede consultar una extensién del método utilizado
en el articulo anterior para ecuaciones que involucren saltos en Higham y Kloeden (2005).
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Resultados y discusion

Fuvery fabulist has told how the human mind has always struggled like a
frightened bird to escape the chaos which caged it; how — appearing sud-
denly and inexplicably out of some unknown and unimaginable void; pas-
sing half its known life in the mental chaos of sleep; victim even when
awake, to its own ill-adjustment, to disease, to age, to external suggestion,
to nature’s compulsion; doubting its sensations, and, in the last resort,
trusting only to instruments and averages — after sixty or seventy years
of growing astonishment, the mind wakes to find itself looking blankly into
the void of death. That it should profess itself pleased by this performance
was all that the highest rules of good breeding could ask; but that it should
actually be satisfied would prove that it existed only as idiocy.

Henry Adams, The education of Henry Adams, 1918

4.1. Hipdtesis

El Backtesting es una herramienta para validar un modelo de VaR (Jorion, 2007). En este
capitulo se realiza backtesting del modelo formalizando con una prueba de hipdtesis.

El backtesting del valor en riesgo se realiza comparando los estimados de las pérdidas que se
esperan al dia siguiente con las pérdidas efectivamente ocurridas en ese siguiente dia. Una
violacién ocurre cuando las pérdidas reales exceden el estimado. Distintos métodos de esti-
macién del valor en riesgo se pueden comparar contando las violaciones (Basel Committee
on Banking Supervision, 2013).

4.1.1. Resultados preliminares

Corolario 4.1 (Hoel (1962); Mood y otros (1974); Wilks (1938)). [Teorema de Wilks| Sea
Xi,..., X7 una muestra con distribucién conjunta fx, . x,(z1,...,2z7;0) donde se hace el

49
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supuesto de que 0 satisface condiciones de regularidad muy generales. Suponga que el espacio
parametral © es unidimensional. Probando la hipétesis Hy : 0 = 60y, donde 6, es conocida,
—2In(A7) se distribuye aproximadamente y?(1) cuando H, se cumple y el tamaifio de la
muestra 1" es grande, donde:

» Ar es la variable aleatoria que tiene valores

A = supe, L (0; 21, ..., 27)/supg L (0;21,...,27), el cual es el cociente generalizado
de verosimilitud para una muestra de tamano 7’;

= O es el subconjunto de O especificado por Hy;

= L es la funcién de verosimilitud: L (6;21,...,27) = [[_, f(z:;6). O
El principio del cociente generalizado de verosimilitud establece que Hy debe rechazarse para
Ar pequena pero, como —2In(A7) se incrementa cuando Ar disminuye, una prueba de hip6te-
sis equivalente a la prueba del cociente generalizado de verosimilitud es una que rechaza H,

para —2In(Ar) grande’.

En efecto, como M\ € [0, 1] cuando Ay — 1, entonces Hy se cumple y deberia aceptarse. Si
Ar — 0, Hy no se cumple y deberia rechazarse.

Ademss, cuando Ay — 1, entonces In(Ar) — 0; y cuando Ay — 0, In(Ap) — —oo0.
Finalmente, cuando Ay — 1, entonces —2In(Ar) — 0; y cuando Ay — 0, —2In(\p) — co.

Ahora, como el corolario da una distribucién aproximada de los valores de —2 ln(S\T), cuando
Hy se cumple una prueba de hipotesis de tamano « es:

v: Rechazar Hy siy sélo si — 2In(Ay) > x2_ (1),

donde x?_,(1) es el (1 — a)-ésimo cuantil de una distribucién chi-cuadrada con un grado de
libertad. Es decir, si x ~ x*(1), entonces P [y < xi_,(1)] =1— .

Recordar que una prueba de hipdtesis es de tamafio a si’:
supyee, P[Rechazar Hy| = a.

Es decir, la maxima probabilidad de rechazar Hy cuando Hj se cumple, también llamada la
probabilidad de error tipo I es a.

1Se utiliza la tilde en SLT para distinguirla de A, la intensidad del proceso Poisson V; descrita en la Seccién
3.3. Tampoco confundir Ay con A.
2No confundir p con .
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En efecto:
P[Rechazar Hy] =P |:—21D(S\T) > X%_a(l)]

—1-P [—2ln(5\T) < Xf_a(n]
=1-(1-a)

= Q.

4.1.2. Hipdtesis nula

1 sily € (VaR,(t), +o0),
Sea X; =
0 sily ¢ (VaR,(t),+00).

Definicién 4.2. Se dice que una sucesién de valores en riesgo® {(VaR,(t),+00)},_, tiene
cobertura incondicional correcta si P[X; = 1] = p para toda t (Christoffersen, 1998;
Jorion, 2007)%. O

El objetivo general de esta tesis es determinar si es posible construir {(VaR,(t), +oo)};f:1 con
cobertura incondicional correcta, donde S; para toda t se simularon utilizando procesos de
difusién con saltos, es decir, S; para toda t estdn determinadas por (2.5).

Por lo anterior la hipétesis nula es:

Hy : P[X; = 1] = p para toda t.

Observaciones:

Si se acepta Hy:
P[X; = 1] = p para toda t, y
P[X; = 0] = 1 — p para toda t.

Pl € (VaR,(t), +00)] = p para toda t, y
P[l; ¢ (VaR,(t),4+00)] = 1 — p para toda t.

P[VaR,(t) < l; < +o00] = p para toda t, y
P[—oc0 < Iy < VaR,(t)] = 1 — p para toda t.

P[l, > VaR,(t)] = p para toda t, y
P[l; < VaR,(t)] =1 — p = q para toda t.

3A la sucesién de intervalos {(VaR,(t), —&—oo)},tT:1 se le llama sucesién de valores en riesgo.
4No confundir esta definicién de cobertura (coverage) con la definicién de cobertura de riesgo (hedge)
(Hull, 2009).
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Se comparé esta ultima igualdad con (1.1) y (1.2).

Se observa que si X; ~ Bernoulli(§) para toda ¢, entonces f(x;) = 6”(1 — 6)' =t para toda ¢
con § € ©=10,1] CR.

Sea 6 el estimador de méxima verosimilitud de 6. Por lo anterior, y por ser Xy,..., X7 una
muestra aleatoria Bernoulli:

En particular, cuando se acepta Hy: X; ~ Bernoulli(p) para toda ¢, entonces
f(z) = p™(1 — p)'~*t para toda ¢t con p =6y € Oy = {p} € [0,1] C R con p = b, conocida.

4.1.3. Prueba de hipédtesis
v: Rechazar Hy siy sélo si LR > x3__ (1),

donde:

= x? (1) es el (1 —a)-ésimo cuantil de una distribucién chi-cuadrada con un grado de
libertad, es decir, si y ~ x*(1), P [x < xi .(1)] =1-«;

» LR=2In [)‘(ZL% (1- )‘()T‘Ztﬂ‘“] —21In [pztllwt (1-— p)T—ZLwt] :
¢ o T
- X =g

LR = —2In(\y) ya que:’

SLR de las siglas en inglés: Likelihood Ratio.
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by Sup@oL(e;xh"‘axT)
Ar =

SUpPg L (9;1‘1, s 7xT)

SUDgeo, [11—1 f(21;0)
SUPgcg HtT:1 f(x;0)

SUPgeo, Hthl v (1 — @)
SUDgco HtT:1 07t (1 — 0)t—=

SUPgeo, [82&1%(1 - Q)sztllxt}

Supyeg (9517 (1 - )7 Tha|

B pZ?:1 Tt (1 _ p)T*ZZ:1 Tt
N HAZtT:1 zf(l — é)T—Zle Tt

T T
_ pZt:l Tt (1 _ p)T_thl Tt
XZthl Tt (1 — X)T_Zthl we

}

=2 {ln [pZtTﬂ“(l - p)T*ZtT:”“} —In [)‘(23:1%(1 - )‘()sztlm} }

pZtT:I Tt (1 _ p)T_ZtT:I Tt
XZtT:1 Tt (1 — X)T_ZtT:1 Tt

—2In[Ay] = -2 {ln

=21n [XET:l mt(l _ X)T*Z$:1 mt:| —92]n [pZthl xt(l _ p)T*Zthl xt:|

= LR.

Note que si no hubo violaciones, entonces X = 0 y LR estd indeterminado. En caso de que
esto ocurra para un p que represente uno o menos de un dia del periodo analizado, se con-
cluird que Hy debe ser aceptada (para 252 dias, p = 0.5 % representa 1.26 dias esperados con
violacién y p = 0.1 % representa 0.252 dias esperados con violacién).

Recordar que si hay muchos menos dias con violacién de los esperados esto puede ser senal de
que algo anda mal y, por el valor de LR que se obtendria, Hj seria rechazada. Por ejemplo,
sip=>5%, en 252 dias se esperan 12.6 dias con violacién. En ese caso si se obtuvieran 6 o
menos violaciones, entonces H seria rechazada por la prueba de hipétesis.
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4.2. Cobertura y analisis

Al comparar las cuatro sucesiones de valor en riesgo mencionadas en la Seccién 3.4 (conside-
rando saltos) con los movimientos en los valores realmente ocurridos durante ese periodo, se
obtienen cuatro sucesiones de X; para cada criterio de segregacion de saltos con las cuales se
puede realizar la prueba de hipdtesis.

Se eligié o = 0.05. Entonces x?_ g5-095(1) = 3.84 (Mood y otros, 1974).

En los cuadros 4.1, 4.2 y 4.3 se resumen el nimero de violaciones observadas, los estadisti-
cos LR y los resultados de las pruebas de hipdtesis que se obtuvieron para cada valor de p
utilizando el modelo de difusiéon con saltos cuando estos tltimos se definen como aquellos
log-rendimientos negativos que exceden una, dos o tres deviaciones estandar (véanse las Fi-
guras 4.1, 4.2 y 4.3 respectivamente).

P Violaciones LR H,
5% 11 0.22 Aceptada
1% 2 0.12 Aceptada

0.5% 1 0.06 Aceptada
0.1% 0 Indeterminado Aceptada

Cuadro 4.1: Con una desviacién estandar.

P Violaciones LR Hy
5% 24 8.68 Rechazada
1% 2 0.12 Aceptada
0.5% 0 Indeterminado  Aceptada
0.1% 0 Indeterminado  Aceptada

Cuadro 4.2: Con dos desviaciones estandar.

D Violaciones LR Hy
5% 24 8.68 Rechazada
1% 8 7.64 Rechazada
0.5% 4 3.79 Aceptada
0.1% 1 1.26  Aceptada

Cuadro 4.3: Con tres desviaciones estandar.

Se simularon también cuatro sucesiones de valor en riesgo del mismo periodo y para el mismo
producto financiero, pero sin considerar la existencia de saltos, donde:

i = 8, [eli Aot o]
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Al comparar estos valores con los movimientos en los rendimientos efectivamente ocurridos
al dia siguiente, considerando la misma prueba de hipotesis, se obtuvieron los resultados des-
critos en el Cuadro 4.4 (véase la Figura 4.4).

P Violaciones LR Hy
5% 19 2.98 Aceptada
1% 6 3.50 Aceptada
0.5% 6 9.34 Rechazada
0.1% 3 9.40 Rechazada

Cuadro 4.4: Difusion sin saltos.

También sin considerar la existencia de saltos se calcularon las cuatro sucesiones de valor en
riesgo por medio del modelo paramétrico (Duffie y Pan, 1997; Hull, 2009) para los mismos
cuatro valores de p, donde se considera que los log-rendimientos se distribuyen normalmente,
esto es:

In (S*i) ~ N (s, 02). (4.1)

Se tiene que
VaR,(t) = Si—1 — Si—1 [engt+ﬂt:| : (4.2)

donde z, es el p-ésimo cuantil de una distribucién N (0,1) . Si z ~ N(0,1), P[z < z,] = p.

6 De la Definicién 1.1:
P[l, > VaR,(t)] < p.
Como l; = — (Sy — S;—1) = Si—1 — Sy,
P[S;—1 — St > VaR,(t)] < p.
Por (4.2):

P [Si—1 — S > Sp—1 — S—q (e7777H)]
P [_St > =51 (ezp”t‘“‘t)]
P [St < St—l (engf+#t)]

[ <o
Si—1

]P’[ln( St > <zpat+ut] <p
St—1

Es decir, VaR,(t) cumple la definicién de cuantil conforme (4.1).



“erdoad uoroeIoqe[s ojuen “eind UOISNJIP DA F'F IS

1.4

1.38

1.36

1.34

1.32

13 =

1.28

1.26

1.24

1.22

i [

19/04/2013 19/06/2013 19/08/2013

—VaR 95%
& Violaciones VaR 95%

—VaR 99%
® Violaciones VaR 99%

T
19/10/2013 19/12/2013

—VaR 99.5% —VaR 99.9%
¢ Violaciones VaR 99.5% @ Violaciones VaR 99.9%

19/02/2014
— EUR/USD

19/04/2014

SISI'TVNV A VHNLIHAIOD ¢F

69



60 CAPITULO 4. RESULTADOS Y DISCUSION

Asimismo, se compar6 de nueva cuenta esos valores con los movimientos en los rendimientos
efectivamente ocurridos al dia siguiente y se ejecuté la misma prueba de hipdtesis obteniendo
los resultados del Cuadro 4.5 (véase la Figura 4.5).

P Violaciones LR H,

5% 19 2.98  Aceptada
1% 6 3.50  Aceptada
0.5% § 9.34 Rechazada
0.1% 5 20.47 Rechazada

Cuadro 4.5: Modelo paramétrico.

Ademas de aceptar o rechazar la hipdtesis nula, y en consecuencia el modelo, con esta in-
formacion también es posible comparar los modelos que si tengan cobertura incondicional
correcta. Es sensato preferir aquel que tenga menor cantidad de violaciones.

P A B C
95% 13 JD 1o JD 1o
1% 3 JD1lo620 JD 1o 6 20
05% 1 JD 1o JD 20

01% 0 JD16620 JD 1o 6 20

Cuadro 4.6: Comparacion de modelos.

En el Cuadro 4.6,
= La columna A es la cantidad de violaciones esperadas en 252 dias;

= La columna B es el modelo con cobertura incondicional correcta y cantidad de viola-
ciones mas cercana a las esperadas;

= La columna C es el modelo con cobertura incondicional correcta y menor cantidad de
violaciones;

= JD 1o indica el modelo de difusién con saltos considerando una desviacién estandar;
= JD 20 indica el modelo de difusién con saltos considerando dos desviaciones estandar;
= JD 30 indica el modelo de difusién con saltos considerando tres desviaciones estandar.

También es posible comparar la magnitud de los valores en riesgo. Se preferira aquel que
se acerque mas a la realidad, es decir, aquel cuya magnitud se acerque mas a la pérdida
realmente ocurrida sin que ésta exceda el VaR. Por ejemplo, si un modelo determina que el
VaR del dia de manana es de 20 centavos y otro modelo determina un VaR de 15 centavos
y al dia siguiente la pérdida realmente ocurrida fue de 10 centavos en ningin modelo hubo
violacion, pero se preferiria aquel que se acercé mas a la pérdida realmente ocurrida, es decir,
aquel que pronosticoé una pérdida de 15 centavos.
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Para observar esto, en aquellos modelos que si obtuvieron cobertura incondicional correcta
se calcul6 la distancia promedio del valor simulado al valor realmente ocurrido’, es decir,

Sy St — [Sie1 — VaRy(t)]

n*

Y

donde:
= S, 1y S; son los valores realmente ocurridos;
» Si—1 — VaR,(t) es el valor simulado de S; al nivel de probabilidad p;

= n* es el numero de dias, en el periodo de evaluaciéon de 252 dias, en los que no hubo
violaciones; n* < 252.

Estos resultados se resumen en el Cuadro 4.7.

D JD 30 JD 20 JD lo PD Paramétrico
95 % NA NA 0.0118 0.01039  0.01037
1% NA 0.0181 0.0172 0.0134 0.0136
0.5% 0.0176 0.0206 0.0189 NA NA
0.1% 0.0226 0.0248 0.0220 NA NA

Cuadro 4.7: Distancias promedio al valor observado.

NA denota No Aplica (no se calcula cuando no hay cobertura incondicional correcta), mien-
tras que PD significa difusion pura, es decir, el modelo que no considera saltos.

En el mismo cuadro se destaca en negritas el valor méas pequeno por nivel de probabilidad,
es decir, el modelo que arroja la distancia promedio a las pérdidas reales mas pequena y en
consecuencia la mas realista por cada nivel de probabilidad para estos datos.

Otro punto a tomar en consideracién es el tamano de las violaciones. Para esto se considera
la medida de riesgo conocida como VaR condicional (CVaR) también denominada expected
shortfall (ES), conditional loss o expected tail loss (ETL) definida como lo hacen Artzner y
otros (1999) y Jorion (2007):

]E[lt|lt > VaRq(t)],
la cual habla del tamano esperado de las violaciones cuando éstas ocurren. Esta medida com-

plementaria suple la desventaja fundamental del VaR. Los resultados sobre las violaciones se
presentan en el Cuadro 4.8. SV significa sin violaciones.

"Unicamente se consideran los valores cuando no hubo violaciones, es decir, para aquellos dias ¢ donde
Sy > Si—1 — VaRy(t), entonces Sy — (Si—1 — VaR,(t)) > 0.
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P JD30c JD 20 JD lo PD Paramétrico
9%5%  NA NA 0.0030 0.00385 0.00386
1% NA 0.0015 0.0018 0.0051 0.0050
0.5% 0.0026 SV 0.0016 NA NA
0.1% 0.0018 SV SV NA NA

Cuadro 4.8: VaR condicional.

En negritas aparece el C'VaR mas pequeno, es decir, el tamano promedio de las violaciones
mas pequeno para cada nivel de probabilidad.

Tomando en cuenta todos estos resultados se tiene que para g = 95 %, el modelo paramétri-
co es el que predice pérdidas mas cercanas a la realidad cuando no hay violaciones. Sin
embargo, no es el que obtiene menor cantidad de violaciones ya que subestima la ocurren-
cia de dichos movimientos, al menos en comparacion con los modelos que si consideran saltos.

Si se deseara adoptar la perspectiva usual del riesgo de mercado del dia a dia, para este nivel
de probabilidad se podria elegir el modelo paramétrico; y el modelo de difusion con saltos
que segrega en funcién de una distribucién estandar, para una perspectiva conservadora ya
que es en el que se observo menos violaciones y tamano promedio de violaciones mas pequeno.

Para ¢ = 99 %, el modelo de difusién pura es el que genera valores en riesgo m&s cercanos a
las pérdidas que ocurrieron al dia siguiente, pero este modelo tampoco es el que logra menos
violaciones. Esa cualidad la obtienen los modelos que si consideran saltos con base en una
o dos distribuciones estandar. De esos dos, el que considera dos desviaciones estandar como
criterio para segregar a los movimientos grandes de los pequenos fue el que logré un ezxpected
shortfall mas pequeno.

Si se deseara adoptar la perspectiva usual recién descrita en ese nivel de probabilidad, se
podria elegir el modelo de difusion pura; y el de difusién con saltos con dos distribuciones
estandar, para una perspectiva que considere la posibilidad de movimientos mas extremos.

Para ¢ = 99.5% y 99.9 %, los modelos paramétrico y de difusién sin saltos no alcanzaron a
obtener cobertura incondicional correcta. La hipotesis nula sélo se aceptd para los modelos
que si le dan un tratamiento separado a los saltos. De estos, el que segrega con base en dos
desviaciones estandar no tuvo violaciones en ambos niveles de probabilidad. Sin embargo,
para p = 99.5%, el que considera tres desviaciones estandar fue el que logré una distancia
promedio menor a las pérdidas realmente ocurridas, mientras que para p = 99.9 % esto lo logré
el que so6lo considera una desviacién estandar y estos dos ultimos son los que podrian elegirse.

Por estas razones es coherente, si se estan tratando niveles de probabilidad mayores a 99 %,
considerar solo aquellos modelos que si le dan un tratamiento particular a los saltos.



Conclusiones

Bajo el paradigma actual de la administracién de riesgos financieros, en particular, del riesgo
de mercado, el valor en riesgo es uno de los indicadores primordiales de las expectativas del
producto financiero. Por eso es fundamental que se comprenda su definicion y los elementos
utilizados para su calculo ya que ésta no basta para explicar el origen del valor obtenido.

De acuerdo con la perspectiva que el administrador de riesgo quiera obtener, se puede recurrir
a distintas formas de modelar el producto financiero. Es importante determinar en cada caso
particular qué modelo es el conveniente segin la informacion disponible y las intenciones del
analista.

Un modelo que pronostique consistentemente pérdidas mayores a las efectivamente ocurri-
das tendra pocas violaciones y sera un modelo conservador. Por el contrario, un modelo que
pronostique pérdidas menores quiza tenga mayor numero de violaciones y serfa un modelo
maés arriesgado. Este es un importante punto que debe tomarse en cuenta. Si una institucion
financiera se rige por un modelo conservador, sus requerimientos de capital podrian aumentar
y sus limites de operacion de instrumentos mas riesgosos disminuir, lo que podria representar
un excesivo costo de oportunidad para la institucién. Por otro lado, si se elige un modelo de
valor en riesgo demasiado arriesgado, es posible que el no considerar la posibilidad de ciertas
pérdidas genere severas consecuencias a la institucion si éstas llegaran a ocurrir.

Este delicado balance de riesgo puede ser influenciado por los intereses de cada parte: los
reguladores querran mayor control mientras que los especuladores no desearan ser tan con-
servadores. Por esto es importante someter a rigurosos analisis las ventajas y desventajas de
cada modelo para cada instrumento, cartera, periodo, nivel de confianza y estado actual de
los mercados.

En este caso de estudio en particular se encontré que si es posible obtener sucesiones de valo-
res en riesgo con cobertura incondicional correcta y son de particular utilidad para niveles de
confianza de 99.5 % y 99.9 %, niveles en los cuales si no se considera la existencia de saltos y
se les da un tratamiento por separado no es posible obtener cobertura incondicional correcta
con los modelos paramétrico y de difusion pura.

Lo anterior no es sorprendente ya que, por la propia naturaleza de la distribuciéon normal,
los movimientos grandes son subestimados y fue esta deficiencia (y el impacto que tiene en
las decisiones) una de las motivaciones de esta investigaciéon (véase la Figura 4.6).

64
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Figura 4.6: Distribuciéon empirica de los log-rendimientos y la distribucién normal calculada
con la media y varianza de los mismos log-rendimientos. Fuente: Elaboracion propia.

La utilidad principal de este modelo es evitar la subestimacion del impacto que los saltos
pueden tener en el valor del instrumento financiero.

Ademas de lo ya detallado, cabe destacar que en esta tesis inicamente se utilizé un solo pro-
ducto financiero. Las carteras de las instituciones financieras usualmente estan constituidas
por cientos de productos financieros distintos.

El reto inmediato es extender este modelo a un caso multivariado. La dificultad reside prin-
cipalmente no en la férmula (el proceso estocastico utilizado) si no en el manejo de las series
y la complejidad computacional en almacenamiento y tiempo de ejecucién.

Dicho andlisis seria de gran interés puesto que podria estudiarse la utilidad de este modelo en
otros mercados financieros. Asimismo podria analizarse la correlacién de los datos en distintos
periodos de mayor o menor volatilidad, tanto en su componente de intensidad de microsal-
tos como en los componentes de frecuencia e intensidad de saltos. Lo anterior ofreceria una
panoramica comprensiva del comportamiento y salud de la cartera, datos sobre los cuales
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podrian apoyarse decisiones operativas que tendrian un impacto directo sobre la cartera, la
institucion financiera, sus acreedores y el mercado financiero. Se deja como propuesta para
futuros trabajos de titulacién un estudio en esta direccion.

Este modelo podria ser de particular interés para los reguladores financieros para establecer
limites de riesgo o requerimientos de capitalizacién en funcion de VaR y C'VaR. Al calcularlos
con un modelo de difusién con saltos, en particular para periodos donde se pueda esperar
mayor volatilidad y ocurrencia de saltos, se obtendria una alerta temprana de los potenciales
riesgos de pérdidas grandes. En el caso de la institucion financiera, esta alerta podria ser
proporcionada por pruebas de estrés siguiendo una metodologia similar.

Otros ejercicios de interés serian calculos del valor en riesgo considerando muestras aleatorias
de diferentes tamanos y frecuencias a distintos horizontes de tiempo, asi como la validacién
de modelos para valores en riesgo utilizando las pruebas de hipétesis descritas por Berkowitz,
Christoffersen y Pelletier (2011); Christoffersen (1998); Christoffersen, Hahn y Inoue (2001);
Corradi y Swanson (2013); Giacomini y Komunjer (2005). Se sugiere a futuros egresados
exploren dichas investigaciones y hagan un ejercicio analogo al presentado para el trabajo de
titulacion.
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