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Introduccion

La primera realizacién de un condensado de Bose-Einstein (y la primera
observaciéon de un estado cuantico macroscopico en un sistema de muchos
cuerpos), en 1995, marca una nueva era, no solo en la fisica atémica, sino
en la fisica cuantica. La razén es que los gases atomicos ultrafrios tienen
conexiones naturales con otros problemas como el estudio de electrones en
redes cristalinas o la superfluidez, con la ventaja de que su estudio tedrico y

experimental resulta mucho mas sencillo.

En efecto, los pardmetros experimentales importantes (como la interac-
cién entre los dtomos, el nimero de éstos o la geometria de la trampa) en
tales gases pueden ser facilmente ajustables y controlarse con mucha mayor
precisiéon que en cualquier otro sistema cuantico, como en un sélido. De esta
manera, los gases ultrafrios se colocan en una posicién en la cual se pueden
construir puentes entre la fisica atémica, éptica cuantica, materia condensada

y fisica de estado sélido.

Uno de los efectos méas prominentes en este respecto es la realizacién
experimental de una junta de Josepshon en condensados de Bose-Einstein
débilmente acoplados. El transporte de atomos ha mostrado la existencia
de una transiciéon de fase cuantica de un régimen superfluido a un régimen
de aislante de Mott que depende de las interacciones interatéomicas y de las

poblaciones iniciales en los pozos.



Introduccién

Existen dos aproximaciones tedricas para estudiar las juntas de Josephson
que describen razonablemente bien el comportamiento dindamico y la transi-
cién de fase: una aproximacién de campo medio a través de la ecuacion de
Gross-Pitaevskii y una descripcion completamente cuantica por medio del
Hamiltoniano de Bose-Hubbard. En esta tesis seguiremos el camino teérico
dado por el Hamiltoniano de Bose-Hubbard, puesto que las propiedades de
N cuerpos pueden ser estudiadas con este esquema, particularmente las pro-
piedades de un cuerpo, que son las que nos dan la temperatura, la entropia

y el nimero de particulas de un sistema.

El Hamiltoniano de Bose-Hubbard también nos proporciona una manera
de aprovechar que una gas de bosones en una red 6ptica es un sistema des-
crito por el ensemble microcanénico, dado que es un sistema cerrado con un
nimero fijo de particulas con energia total fija. Los eigenestados del Hamil-
toniano son, entonces, los apropiados para describir el valor esperado para
las propiedades de pocos cuerpos y encontrar después los valores esperados

en el ensemble candnico.

El propodsito de esta tesis es estudiar los valores esperados de las propie-
dades de un cuerpo en un gas de bosones atrapado en una red 6ptica de dos,
tres y cuatro pozos, concretamente la temperatura, la entropia y la pobla-
cién, tanto en su fase superfluida como en su fase de aislante, mediante el
ensemble canénico, aprovechando que los ensambles microcanénico y canoni-
co son equivalentes en el equilibrio. Esta equivalencia también se investiga
comparando el promedio de la poblacién de particulas obtenido en ambos

ensembles.
La tesis se organiza de la siguiente manera:

En el primer capitulo, tras un pequeno repaso general a la condensacion

de Bose-Einstein de un gas ideal, se discute brevemente las interacciones
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presentes en un gas real, las cuales le dan el caracter dindmico al condensado
cuando se encuentra atrapado en una red optica. Para redondear, se aborda
un poco el funcionamiento experimental de las redes épticas. Finalmente,
introducimos el concepto de temperatura negativa.

En la primera parte del segundo capitulo, se introducen los conceptos y he-
rramientas tedricas necesarias para el presente trabajo: estados de equilibrio,
ensembles estadisticos y el Hamiltoniano de Bose-Hubbard. En la segunda
parte, se establen dos propiedades del sistema: que los estados del Hamilto-
niano en la base de niimero exhiben la propiedad de estacionariedad cuando
evolucionan en el tiempo y que, experimentalmente, a los estados del sistema
se les puede asociar una temperatura negativa.

En el tercer capitulo, se encuentran la temperatura y entropia del sis-
tema hallando que éste presenta estados de temperatura negativa. Como se
discutira a fondo, las temperaturas negativas descubiertas usando el Hamil-
toniano de Bose-Hubbard se deben al acotamiento de estados natural que se
genera al considerar la aproximacién de pocos modos. Asimismo, se estudia
la poblaciéon de particulas en el ensemble canénico y en el microcanénico
y se muestra que el sistema exhibe la no equivalencia entre ambos, lo cual
probablemente se debe también a las limitaciones del modelo.

Por 1ltimo, se lleva a cabo una sintesis con los resultados encontrados.



Capitulo 1

Condensados de Bose-Einstein

Este capitulo esta dedicado a establecer el trasfondo tedrico en el cual
transcurre este trabajo de tesis. Esto incluye la fisica basica de la condensa-
cion de Bose-Einstein en redes opticas, asi como una revision de la historia

de sistemas con temperaturas negativas.

Tanto las propiedades estadisticas de los bosones como de la del Con-
densado de Bose-Einstein de un gas ideal son temas tratados en todos los
libros esenciales de Fisica Estadistica [13], [10], por lo que solo resumiremos
los conceptos elementales de la condensacion. En cambio, lo que hace verda-
deramente merecedor de estudio al Condensado de Bose-Einstein es el hecho
de que en los experimentos reales el gas es no ideal y las interacciones entre
los bosones son responsables de la mayoria de sus propiedades. La seccion 1.1
esta dedicada a revisar, por un lado, el caso ideal y, por el otro, el caso mas
importante y realista de a&tomos ultrafrios en un potencial confinante con in-
teraccion. En la seccion 1.2 se estudia como se forma este potencial, que para
nuestros los fines de esta tesis es una red optica, y se describe brevemente de
qué manera se realizan las mediciones sobre el Condensado en la red éptica.

Finalmente, se revisa el concepto de temperatura negativa y su relaciéon con
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el sistema a estudiar.

1.1. La condensacion de Bose-Einstein

Condensacion de Bose-Einstein de un gas ideal libre

homogéneo

La distribucién de particulas en estados | m) con energias €, de un sistema
en equilibrio termodinamico se puede tratar facilmente en el ensemble gran
canénico. La energia total de una cierta configuracién {n,,} se obtiene al
sumar sobre todos los niveles de energia por su ntimero de ocupacion E;, =
Yo o Mmém ¥ €l total de particulas estd dado por la suma del nimero de
ocupacién Ny = Y n,,. La funcién de particién Z (7, V, p), donde T es
la temperatura, p es el potencial quimico y V' es el volumen, se obtiene

- N
al sumar el factor de Boltzmann exp( s

——— ) sobre todas las posibles
kgT
B

configuraciones

oo oo o0

E(T, Vo)=Y JJe P (1.1)

N=0 nm m

El potencial quimico p es la energia necesaria para anadir o quitar una
particula del sistema y donde por simplicidad definimos o« = pu/kgT vy f =
1/kgT. Notando que la doble suma puede reemplazarse por una sola suma

en los nimeros de ocupacién, la funciéon de particién queda

[e.9]

sV = [ eaﬁem. (1.2)

m
Una vez conocida la funcién de particiéon, se pueden obtener todas las

relaciones termodindmicas siguiendo las reglas usuales. Asi, el gran potencial
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QB (Tv vv /J“) €s

Qp(T,V,p) = kT (Ep(T,V,p)) = kT In(1—e Py (1.3)

y el nimero medio de particulas es

(T, Vi) & 1
N — - - - . 1.4
op ; efem—a — 17 (14)
como se debe verificar que Y n,, = N, se tiene que
1

S 1.5
n eﬁfm_a _ 1 ( )

que es la llamada distribucién de Bose-Einstein.

De esta distribucion se deduce que el potencial quimico tiene que ser
menor que el nivel fundamental individual ¢y = 0 para que n,, sea positiva
para todos los estados y para que el nimero de ocupacion ny no diverja. Esto
significaria que para T — 0 todos los niimeros de ocupaciéon y que, por
tanto, Ny, serian 0. Para resolver el dilema, es requisito que para 7" — 0,
el potencial quimico i se pegue a €, de una manera tal que el estado mas
bajo de una sola particula tenga una ocupacién macroscopica sin llegar a ser
infinita.

Si las energias del sistema, para N suficientemente grande, se pegan lo
bastante, en el limite termodindmico la diferencia de energias tiende a 0 y se
obtiene una distribucién continua de estados y se puede definir una densidad

de estados f(F). Para particulas libres en una caja de volumen V| f(E) es

f(E) = % (2}1—”;)3/2 VE. (1.6)

6
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En el limite termodindmico, el nimero total de particulas y el volumen del

sistema divergen, por lo que resulta mejor calcular la densidad

1 & f(E) 1 e 93/2(2) 1 e
N* = — — 7 dE + — = — 1.
V/o ebem—a — ] +V1—ea g +V1—eo" (17)

donde se ha separado la contribucion del estado base debido a que no es
posible contarlo en la integral, pues f(F) = 0. También se ha introducido las

funciones de Bose, definidas por

gn(z) = ﬁ /000 dxeme—__l. (1.8)

Bajas temperaturas y/o altas densidades significan que el potencial quimi-
co aumenta, acercandose al estado base €y, que es su cota superior. La den-

sidad en los estados excitados se satura con un valor maximo de

0
N;mc - 93/2( ) :
/\dB

(1.9)

Si a partir de este punto se aumenta la densidad a volumen y temperatura
constantes, las particulas anadidas ya no pueden ocupar estados excitados
y tienen que poblar el estado base del sistema, formando el Condensado de

Bose-Einstein.

Si en vez de aumentar la densidad se disminuye la temperatura, también
es posible saturar los estados excitados. A la temperatura critica 1., en que
ocurre el condensado, el nimero de particulas en el sistema es igual al niimero
maximo de atomos en los estados excitados. Por debajo de esta temperatura,

se escribe
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kgT

N = NAT) + (E>393/2(0) , (1.10)

donde N, es la contribucion a la poblacion debida a las particulas en el estado

base. Entonces, obtenemos la expresion

NCJ(VTC) L (%)3 (1.11)

para la fraccién de particulas que se encuentran en el estado base, depen-

diendo de la temperatura.

Interacciones en un gas de bosones

En principio, un gas de bosones ideal alcanza la condensacion de Bose-
Einstein al disminuir la temperatura y/o al aumentar la ”densidad”. No
obstante, para que el sistema sea estable en la vida real, las colisiones de
més de dos cuerpos deben ser suficientemente raras (es decir, debe acercarse
bastante a un gas ideal), lo que solo es posible a bajas densidades, por lo
que la realizacion de un Condensado de Bose-Einstein necesité técnicas ex-
perimentales que permitieran alcanzar la regién ultrafria (desde 1 pK hasta
temperaturas cada vez més cercanas al 0).

Experimentalmente, sin embargo, las colisiones son cruciales para que
funcione la técnica del enfriamiento por evaporacion, con la cual finalmente
se lograria la condensacién de Bose-Einstein. Los efectos de la interaccion
van mucho mas alla de la produccion del condensado; a pesar de la extre-
madamente baja densidad, la aparente débil interaccion es responsable por
toda la dinamica del sistema, simplemente porque todas las otras energias
son aun mas pequenas.

Debido a la baja densidad y temperatura de los gases ultrafrios, las in-
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teracciones relevantes son colisiones que pueden ser descritas por un solo
pardmetro, la longitud de dispersién de onda s [2], que es independiente de
los detalles del potencial de interaccion. Entonces, el potencial de interaccion
interparticula se aproxima por un seudopotencial, también llamado potencial
de contacto y que tiene la forma

B 4mth2o,

U(z) = - d(x)=g0(x), (1.12)

siendo m la masa reducida de dos atomos; ay. la longitud de dispersién, y

d (z), la funcién delta de Dirac.

Se puede notar que el potencial de contacto es de corto alcance e isotrépico
y, por tanto, similar al de esferas duras. En efecto, puesto que la longitud
de onda de De Broglie de las particulas se hace tan grande en el régimen
ultrafrio, los atomos parecen estar chocando en todo momento, por lo que es
suficiente un potencial con el menor alcance posible.

En presencia de una resonancia de Feshbach magnética, la longitud de
dispersién depende de la intensidad del campo magnético aplicado externa-

mente B como|19]

as(B) = ag (1 - BA_BBO> . (1.13)

Aqui, ay, es la longitud de dispersién de fondo (que representa el valor
fuera de la resonancia), By denota la posicién de la resonancia donde la
longitud de dispersion diverge y AB es el ancho de la resonancia.

Debido a la dependencia de la longitud de dispersion con el campo magnéti-
co, éste se puede calibrar experimentalmente al variar la resonancia de Fesh-
bach via el campo magnético externo y entonces, mediante la Ec. (1.12), pue-

de decidirse externamente si el potencial de contacto es repulsivo (a5 > 0) o

9
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atractivo (as < 0).

1.2. Redes 6pticas unidimensionales

Las interacciones no son el tnico efecto experimental al que es sometido
un Condensado de Bose-Einstein; también lo es el potencial de confinamiento,
pues éste es posible crearlo en el laboratorio a través de un haz de luz laser
e inclusive pueden crearse potenciales periddicos. La teoria de como la luz es

capaz de atrapar los atomos se describe brevemente a continuacion.

Fuerzas 6pticas para atrapar particulas

Uno de los factores esenciales que hacen posible la realizacion del Con-
densado de Bose-Einstein es la posibilidad de atrapar el gas en un recipiente
que no lo caliente y, por tanto, destruya. Esto se logra al crear potencia-
les conservativos llamados trampas épticas dipolares o simplemente trampas
dipolares, las cuales utilizan la fuerza conservativa que resulta de la interac-
cién dispersiva de lo momentos eléctricos dipolares que son inducidos por luz
altamente desintonizada con la luz misma.

Mas explicitamente, las trampas dipolares estan basadas en el principio de
la interaccion entre un campo eléctrico oscilante con polarizacion e, frecuencia
w y amplitud F (r,t) de un haz ldser y los dtomos del gas, que al estar
expuestos al campo se les induce un momento dipolar eléctrico p (r,t). El
momento dipolar oscila con la frecuencia del laser w y se relaciona con el

campo eléctrico de la siguiente forma:

p =aE (r,t), (1.14)
donde « es una polarizabilidad compleja que depende de la frecuencia del

10
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laser.

Si el campo tiene forma

E (r,t) = eEre™' + eE*re ™" (1.15)

la polarizabilidad se acopla con el campo eléctrico via el potencial

U(r) = —5(p B}, = —5—Re(0) I(r), (1.16)

2¢qc

donde los brackets representan el promedio temporal de un ciclo y la inten-
sidad de la luz es I (r) = 2¢qc|E (r) |2.

La energia potencial es entonces proporcional tanto a la intensidad como
a la parte real de la polarizabilidad, la cual contiene la componente en fase de
la oscilacion dipolar, responsable de la dispersién. La dependencia espacial
del potencial U(r) conlleva una fuerza dipolar que también es dependiente
de la posicién F(r) y como ésta es conservativa, basta sacar el gradiente del

potencial

F(r) = —Re(a)VI. (1.17)

Para obtener una expresiéon para la polarizabilidad, se usa el modelo de
Lorentz, en el cual una electrén de masa m y carga —e esta atado eldstica-
mente al nicleo de un atomo con frecuencia caracteristica wy, que es igual
a la frecuencia de la transicién éptica, de manera que simula un oscilador
armoénico con amortiguamiento I.

Si, ademds, tomamos en cuenta la naturaleza cuantica del sistema, es
decir, consideramos que el d&tomo posee niveles de energia (con solo dos de
ellos que solo hay dos de ellos con diferencia de energia AE = hwy, en el

modelo mas sencillo), y que interactua con fotones que tienen una energia

11
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hw, entonces, con esta aproximacién semiclasica, se puede mostrar que la

polarizacién « puede escribirse como[9]

(1.18)

T 2
o (w) = 6megc® — /< r

wh — w? =i (WPwp)
donde T es la tasa de amortiguamiento en resonancia debida a la pérdida de

energia por radiaciéon del electrén en su decaimiento. Con esto, el potencial

dipolar queda explicitamente escrito como

3mc? r r
Uy (1) = — I(r). 1.19
i) =G (oot ) 1) (1.19)

También, al considerar la luz del laser como un flujo de fotones con energia
hw, la potencia absorbida P = p - E puede ser considerada como un proceso

repetitivo de absorcién-emisién de fotones con tasa de dispersién

P 1
Lgis = — = —1 I, 1.2
s =t ™ e m () (1.20)
que, usando la Ec.(1.18), queda
3mc? r r 2
ais (1) 2hw (wg —w * wo + w) (r) ( )

Se observa que en resonancia, w = twy, no tiene sentido hablar de un
potencial dipolar. Sin embargo, experimentalmente los laseres son sintoni-

. w
zados cerca de la resonancia, de manera que se puede suponer — =~ 1y

Wo
|w — wo| = & <K wp, con lo cual la expresién para el potencial dipolar y la
tasa de dispersion se reducen a
v =2 (122
r)=——=I(r :
2w 6

12
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Ty (r) = ;’”—h; (g)zl (r) . (1.23)

De la Ec. (1.22) se notas que si 6 < 0 (desintonizacién roja), el potencial
dipolar es negativo y el campo atrae a los dtomos. Por tanto, los minimos
de potencial se encuentran en las posiciones de méaxima intensidad. Para el
caso de § > 0 (desintonizacién azul), el potencial es positivo y el campo
repele a los dtomos. Los minimos de potencial corresponden a los minimos

de intensidad.

También se observa que la tasa de dispersiéon va como I/6%, mientras que
el potencial va como I/§. Basta, entonces, trabajar con frecuencias suficien-
temente desintonizadas para reducir la dispersiéon mientras se mantiene una
profundidad razonable en la trampa, dos de los criterios importantes para el

diseno de trampas.

Comunmente, para atrapar atomos en trampas épticas dipolares, se utili-
za un haz de luz laser cuya seccién transversal es gaussiana. Entonces, consi-
deremos un haz laser gaussiano propagandose en la direcciéon z con longitud
de onda A y potencia Fy. En un plano perpendicular a z, la intensidad radial

del haz laser puede ser escrita como

1 —2r? 1
I(z,r) = [y———— exp 5 5 ], (1.24)
2 wo 1+ (2/zr)
1+ (=

%R

donde r y z son sendas posiciones radial y longitudinal con respecto al foco
del haz. La intensidad cae dentro de la distancia wy (el ancho minimo del haz
en el foco) del eje éptico, desde su maximo valor Iy en el foco, hasta Iy/e?, lo
que lleva a una forma gaussiana. La intensidad dependde, a lo largo del eje

de simetria, del alcance de Rayleigh zg, el cual esta definido como

13
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2
g = ”Two (1.25)

El ancho del haz en la posicion z a lo largo del eje de propagacion es

w(z) = wey |1 + (i)Q. (1.26)

ZR

Entonces, podemos escribir el potencial como

Ulr,z) = Uoﬁ exp (‘jé" : - (zl/zRf) (1.27)

donde la profundidad del pozo U, puede ser calculada usando Ij.

Creacion de redes 6pticas unidimensionales

Considérese ahora, dos haces de laser que se contrapropagan de manera
que las secciones transversales gaussianas se sobrepongan. En este caso, se
forma un patron de interferencia en donde en medio de una onda estacionaria
de longitud A, el potencial A/2-periédico (red) visto por los dtomos en esta

onda estacionaria es

U(x) = Upsen?(kz), k= =. (1.28)
Si se ubica el origen de coordenadas en un pozo especifico, y se desarrolla
el potencial a segundo orden, se obtiene lo siguiente:
22 L1 99
U(x) ~ Upk*z® = Jmw (1.29)

2 2
donde w = Uk .

14
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Se observa que entonces es posible tratar el potencial que confina a los
atomos como un potencial armonico.

Esta aproximacién armoénica es valida si el pozo tiene suficiente profun-
didad para contener varios estados ligados y la temperatura es lo bastante

baja para que solo los estados al fondo del pozo se encuentren ocupados, es

decir, kT < hw << Uy.

Mediciones en redes opticas

Realizar experimentos con condensados de Bose-Einstein en redes 6pticas
solo tiene algin sentido si se es capaz de extraer informacién del sistema una
vez que la experiencia ha sido realizada. El método més popular (aunque
totalmente destructivo) para obtener informacién de una muestra atémica
en un trampa es llamado tiempo de vuelo, con el cual se puede adquirir
informacion acerca del nimero de atomos en la trampa o la temperatura del
ensemble, que ademas, caracterizan el sistema.

Con este método la trampa se apaga y los dtomos son soltados en una
trayectoria balistica. Después de una fase de expansién balistica suficiente-
mente larga (del orden de los milisegundos), la distribucién resultante, que se
obtiene por medio de diferentes métodos de imagen, refleja directamente la
distribucién de velocidades en el momento en que se apaga la trampa. Esto
debe hacerse rapida y adiabdticamente para que la muestra no se caliente.

El nimero total de dtomos se determina al ajustar una funcion de distri-
bucion al perfil de densidad de la imagen e integrar la funcién sobre todo el
plano de la imagen. La temperatura del gas se determina a partir del ancho
de la misma distribucién.

En el caso de un gas se halle lejos de la temperatura critica del conden-

sado, la distribucién de densidad en un potencial atrapante U(7) viene dada

15
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directamente por el factor de Boltzmann

N*(7) = Nie PV, (1.30)

donde N*0 es la densidad pico de la nube térmica.
m
Para un potencial arménico U(7) = 5} (wia? + wly® + w22?), la distribu-

cién resultante es gaussiana en todas direcciones:

z2 y2 22
— 5.2 772 -
N*(F) = Nje 2eie e 2% (1.31)
kgT :
g; = .
con La temperatura del gas, entonces, se obtiene como
wim

1

T

— %afwf. (1.32)

En el caso de que la nube se encuentre en su fase condensada, hay que
recordar que la mayor parte de la poblacién de particulas se encuentra en
el estado base. Como el estado base de N particulas que no interactuan es
simplemente la multiplicacién @ (7,7%,...75) = [[, #(r;) de funciones de
una sola particula

o) = T (et iy ) (1.33)

)= ’
la distribucién de densidad
N*=N|¢| (1.34)

es gaussiana con tamano independiente del nimero de particulas. En este

| h
caso, el ancho esta dado por o; = .
2mwi

Comparando este ancho con el de una nube térmica (1.31), en donde

kgT > hw, es notorio que la distribucion de un gas en su estado conden-

16
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sado siempre es mas estrecha que una distribucién puramente térmica. La
aparicion de un pico agudo en la distribucion de densidad es, por lo tanto,
una clara muestra de la presencia del condensado de Bose-Einstein en un gas

confinado.

La distribuciéon de momentos se puede calcular al integrar la distribucion
de densidad sobre todo el espacio. Para la nube térmica, el resultado es una
distribucién que siempre es isotrépica, mientras que los atomos condensados
estan localizados con una incertidumbre de h? en el espacio fase, por lo que
su distribucion de momentos en un potencial anisotrépico es anisotrépico
también.

Entonces, si un gas es liberado al apagar una trampa (no esférica) y se
expande libremente, la manera en que lo hace es una clara indicacién de
si el gas es térmico o esta en un estado condensado. Después de un largo
tiempo de expansion, una gas térmico siempre tendra una forma esférica de-
bido a su distribucién isotrépica. El condensado, por otra parte, se expande
anisotropicamente con un momento més grande en direccién a donde inicial-

mente obedecia al confinamiento mas fuerte.

1.3. Temperaturas negativas

La primera mencién de temperaturas negativas parece deberse a Purcell
y Pound [14], que en 1951 usaron este concepto para describir la inversién
de poblacién en sistemas de espin nuclear. En 1956, Ramsay [15] lo forma-
liza y discute varias de sus consecuencias, entre ellas, una modificacién a la
Segunda Ley de la Termodindamica y, de modo mas notable, la posibilidad
(tedrica) de construir méquinas de Carnot con eficiencias mayores a uno. Méas

recientemente, se logré un estado macroscopico al que le corresponderia una
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temperatura negativa en un gas de bosones ultrafrio en una red éptica.

A continuacién, se discutirdan brevemente las temperaturas negativas, co-
mo se reportaron en sistemas de espin para usarlas de base en la discusion de
temperaturas negativas en sistemas de gases ultrafrios en el siguiente capitu-

lo.

Sistema de dos niveles

En principio hay que recordar que si S'y E son la entropia y energia de
un sistema macroscépico, respectivamente, la temperatura de éste esta dada

por

%: (2_2))( , (1.35)

donde el subindice indica que la parcial debe de realizarse manteniendo cons-
tantes las variables X adecuadas al sistema.

La Ec. (1.35) puede obtenerse usando solo la Termodindmica pues a ésta
no le importa de que estdn hechos (atémicamente) los sistemas, sino las
propiedades macroscépicas de estos.

Sin embargo, en gran cantidad de sistemas estudiados por la Fisica, tomar
en cuenta la estructura atémica es ineludible, por lo cual, la Segunda Ley
de la Termodinamica tiene un origen estadistico en el que la entropia queda

definida a través de la cantidad de estados microscépicos accesibles I'(E, X):

S(E,X) =k n[(E, X).! (1.36)

Si el espectro de energia crece mondtonamente, la entropia también lo

!Esta entropia se refiere a un sistema abierto o cerrado con energia promedio E. Si
el sistema es cerrado la energia no cambia, en tanto que si es abierto, la energia fluctia
respecto a su valor promedio.
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hara y la temperatura serd necesariamente positiva. En sistemas clasicos esto
siempre es cierto, pues el espectro de energia solo estd acotado por abajo (el
estado base), mientras que el nimero de estados disponibles es infinito?. En
sistemas cudnticos, sin embargo, se puede tener espectros de energia finitos

y, por tanto, acotados por arriba y por abajo.

Por ejemplo, si en un sistema de nicleos de espin 1/2 sujetos a un cam-
po magnético externo se puede lograr despreciar las energias cinéticas y de
interacciéon mutua (es decir, si tenemos un sistema de fermiones en sitios
distinguibles de una red, tal como en el experimento de Purcell), entonces
solo la energia de espin cuenta y podemos considerar al sistema como uno
de dos niveles. En estas condiciones, la energia total mas baja solo se logra
con toda la poblacién en el estado mas bajo, es decir, solo puede alcanzarse
de una manera, por lo que corresponde a S = 0. De la misma manera, la
energia total mas alta solo es posible con todos los elementos del sistema en
el estado mas alto, lo cual, de nuevo, solo se logra de una manera y corres-
ponde a S = 0. Las energias intermedias se alcanzan con algunos elementos
en el estado mas bajo y el resto en el estado més alto; esto puede claramente
lograrse de diferentes maneras y le corresponde entonces una entropia mayor.
Por tanto, entre los estados de mayor y menor energia, la entropia crece, llega

a un maximo y luego disminuye; todo esto conforme la energia crece.

Este comportamiento se muestra en la Fig. 1.1. Como puede verse, con-
forme aumenta la energia del sistema (se calienta), la temperatura pasa de
T = 0" aT = ocot. Conforme se calienta mds el sistema, la temperatura
pasa a T = oo™ y entonces se vuelve menos negativa hasta terminar con la
temperatura més “caliente.®® 7" = 0. En otras palabras, las temperaturas

negativas son mas “calientes” que cualquier temperatura positiva, incluyendo

2Principalmente debido a la energfa cinética.
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la temperatura infinita.
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Figura 1.1: Grafica de entropia como funcién de la energia interna en un sistema con dos

niveles de energfa. El méximo corresponde a (g—fj) + = 0, en donde los dos estados estan

igualmente poblados.

En el experimento de Purcell, los espines nucleares fueron alineados pa-
ralelamente con un campo magnético externo. Entonces, el campo se invir-
ti6 tan rapidamente que los espines permanecieron en su posicion original,
volviéndose ahora antiparalelos y, en consecuencia, caracterizando un estado

con temperatura negativa.
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Capitulo 2

Estados de equilibrio de un gas
de bosones en redes 6pticas

unidimensionales

Este capitulo esta dedicado a analizar las propiedades intrinsecas de los
eigenestados de un sistema y, partir de esto, argiiir la existencia de estados

de equilibrio en el sistema.

2.1. Estados de equilibrio

Es una experiencia de todos los dias el que sistemas macroscopicos ais-
lados, después de un cierto tiempo, se aproximen a algin estado estable sin
importar qué tan lejos de este punto se encontraban. La evolucion temporal
puede ser rapida o con lentitud glacial, pero en todos los sistemas existe la
tendencia a alcanzar un estado terminal al que llamamos estado de equilibrio.

Dicho mas precisamente, cada vez que se realice un experimento, aunque

es previsible que haya fluctuaciones (especialmente para variables microscépi-
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cas), sobre una gran cantidad de repeticiones del experimento, en promedio,
todos los valores esperados (temporales o sobre un ensemble) de las cantida-
des macroscépicas fisicas medibles! necesarias para la descripcion del sistema
se estabilizan.

Este hecho fenomenolégico es el que permite el desarrollo de la Termo-
dinamica, pues solo en estos estados de equilibrio tiene sentido hablar de la
energia interna o de la temperatura. Equilibrio significa un estado de balan-
ce, un sistema cerrado que esta en equilibrio no experimentara cambios al
transcurrir el tiempo. Vale la pena remarcar que tiene sentido hablar de la
falta de cambios en el equilibrio unicamente en sistemas termodindmicos, que
son los que estan compuestos de un nimero macroscopico de particulas.

En efecto, el tamano de los sistemas que se estudian en los laboratorios de
atomos ultrafrios es del orden de 10* particulas, lejos del niimero de particulas
(~ 10%3) de los sistemas fisicos tipicos. Este hecho, junto con las limitaciones
propias del Hamiltoniano de Bose-Hubbard, el modelo usado en estos siste-
mas que reduce dramaticamente el espacio de Hilbert de un sistema de N
cuerpos?, produce comportamientos de recurrencia que no son compatibles
con el concepto de estado de equilibrio.

Las redes opticas son un ejemplo de esto ultimo, particularmente en el
caso de la dindamica de un gas de bosones ultrafrio con interaccion en una red
éptica [2]. En este sistema se observa que la evolucion temporal de alguna
cantidad fisica, por ejemplo, el valor esperado de la poblaciéon de particulas
para cada pozo, pasa de ser una cantidad que oscila de forma consistente
con la condicién inicial® a un estado en el que las particulas del gas dejan de

moverse entre los pozos y el promedio en la poblacién se estabiliza. La pobla-

Por ejemplo, temperatura o nimero de particulas.

2Ms4s adelante explicaremos con mayor detalle el Hamiltoniano y sus limitaciones.

3Por supuesto, si esta condicién inicial es un eigenestado del sistema, entonces la po-
blacién de cada pozo permanece constante y no hay oscilacién.
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cion, sin embargo, no mantiene un estado constante al correr el tiempo, pues
se observan recurrencias, es decir, se observan nuevamente las oscilaciones
coherentes con regularidad casi periddica. El comportamiento de recurrencia
es dependiente del nimero de particulas en el sistema, pues entre mayor es

la poblacién, los tiempos de relajacion y recurrencia también aumentan.

0.8

N, 06
N

04

0.2

00 'l i i i
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
t

—

Figura 2.1: Evolucién del sistema para dos poblaciones totales diferentes, N = 100 (azul)
y N = 1000 (rojo). Cuando aumenta la poblacién, también aumenta el tiempo que tarda
en decaer al equilibrio, asi como el tiempo de separacién entre las recurrencias. Tomado

de [2].

Sin embargo, es posible pensar en los estados a los que decae el siste-
ma como de equilibrio por varias razones. Primero, porque para tiempos
suficientemente largos, los resultados de medir la poblacién en puntos arbi-
trarios son esencialmente los mismos. Segundo, debido a su dependencia de la
poblacion, las recurrencias son tan poco frecuenciaes después de cierto tiem-
po que virtualmente desaparecen. Finalmente, los estados terminales tienen

un comportamiento cualitativamente igual al dado por los eigenestados del
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sistema, que por definicién son estados que no cambian con el tiempo.

Para concretar esta idea, obsérvese el comportamiento de dos gases de
N = 100 y 1000 bosones, respectivamente, en un pozo doble, modelados a
través de un Hamiltoniano de Bose-Hubbard con un espacio de Hilbert de
tamano N + 1. En la Fig. 2.1 se observa claramente que las recurrencias

tienden a desaparecer al aumentar la cantidad de particulas en los pozos.

A su vez, en la Fig. 2.2 es notorio que el comportamiento de la poblacion,
cuando el sistema evoluciona y llega al equilibrio, coincide en general con
el comportamiento de la poblacion de los eigenestados en el sentido de que
al incrementarse la interaccién entre las particulas, ambos estados presentan
una transicion del superfluido al de autoatrapamiento como funcién de la

energia.
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Figura 2.2: Comparacién del valor esperado de la poblacién de particulas en un potencial
de dos pozos, entre el promedio temporal en la base de nimero (rojo) y de eigenestados
(azul) como funcién de la energia de interaccién entre particulas. Tomado de [2].

Esto muestra que aunque los valores esperados pueden mostrar fluctua-
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ciones alrededor del estado fijo (y con independencia del tiempo), cuanti-
tativamente estas desviaciones son pequenas en comparacion con el valor
particular que tiene el valor esperado la mayor parte de de tiempo. En este

sentido, el sistema, ciertamente, se equilibra.

2.2. Ensembles en la Fisica Estadistica

Ensemble microcandnico

Un ensemble es un conjunto de microestados; cada microestado es una
descripciéon completa de un posible estado del sistema. Clasicamente, esto
significa conocer todas las posiciones y momentos de cada particula; cuanti-
camente, seria conocer la funciéon de onda de todas las particulas. Por otro
lado, un macroestado es una caracterizacion del mismo sistema pero descrito
a través de una cantidad pequena de variables llamadas variables de estado
(y al menos una de las variables es extensiva), es decir, corresponde a una
descripcién macroscopica del sistema.

Los dos modelos describen el mismo sistema si el macroestado esta ca-
racterizado por una distribucién de probabilidad* sobre un conjunto dado de
microestados (el ensemble); en funcién del ensemble considerado, la distri-
bucién toma una forma u otra.

En el ensemble microcanonico, cada microestado tienen el mismo nimero
de particulas (N), el mismo volumen (V') y la misma energia (E), es decir,
todos son sistemas aislados. Entonces, si 2 = Q(N,V, E) es el nimero de
posibles estados (que, en este caso, es también la degeneracion del sistema),
la probabilidad de seleccionar un estado al azar del ensemble es simplemente

P(N,V,E) =1/9.

4Probabilidad de encontrar el sistema en algin microestado.
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Los promedios de una propiedad Z en el ensemble son, entonces, simple-

mente calculados como promedios sin peso sobre los valores z;, es decir,

(@) = iPr; = %Zw | (2.1)

La entropia en este ensemble se obtiene directamente del niimero de mi-

croestados accesibles

S(N,V,E) = kylnQ(N,V, E), (2.2)

donde kg es la constante de Boltzmann. Todas las otras variables termo-
dindmicas del sistema, o variables que definen el macroestado, se pueden
obtener a partir de las relaciones conocidas de la Termodinamica. Por ejem-

plo, la temperatura (77), presién (P) y potencial quimico () se obtienen

usando
% B aS(zgr,Ev, 5) 23)
= =
y
—£ = —as(lg’EV’ ) (2.5)

Ensemble candnico

En el ensemble candnico se considera, ahora, que los microestados son
sistemas cerrados isotérmicos, es decir, que cada uno de ellos tiene la misma

cantidad de particulas (IV), volumen (V') y temperatura (7), por lo que se
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puede considerar que para cada sistema el resto de los microestados funciona
como bano térmico.
Al aislar esta coleccién de microestados, la cantidad de miembros del

ensemble N, su volumen total y su energia total £ quedan fijas, es decir,

N =Y in;, (2.6)

donde F; es la energia de cada microestado y n; el nimero de sistemas en
ese microestado.

Para un macroestado, los sistemas del ensemble son indistingibles, por lo
que para cada distribucién {n;} el nimero de estados del ensemble consistente

con la distribucién es

M

La distribucién mdas probable es la que maximiza Q7 ({n;}), pues en el

Qp ({ni}) = (2.8)

limite N’ — oo la probabilidad de otra distribucién es despreciable. Enton-
ces, se maximiza Qr ({n;}) con las constricciones dadas por las Ecs. (2.6) y

(2.7), lo que da una distribucién més probable:

n; = Ne @ PFi (2.9)

Aqui a y 8 son los multiplicadores de Lagrange usados para maximizar

la Ec. (2.8) con constricciones. La probabilidad de obtener un estado es

N N e_/BEj
po_ N , (2.10)
TN Zj U Zj e=PE;
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Z(B) = 32, e PPNV es llamada la funcién de particién canénica y cumple
la misma funcién que Q(N,V, E). En efecto, comparando esta funcién con
las férmulas de la Termodindmica, se puede mostrar que 5 = 1/kgT y que

la energia libre de Helmholtz F' es

I Z(N,V,T)

F(N,V,T) = T

: (2.11)

con lo cual es posible obtener toda la termodindmica del sistema. Por ejemplo,

las ecuaciones de estado son

OF(N,V,T)

§ =~ (2.12)
_ OF(NVLT)
pP= = (2.13)
y
_OF(N,V,T)

Al igual que en el caso del ensemble microcanénico, podemos encontrar
los promedios de alguna propiedad a través de la funcién de particién. Asi,

la energia media es
1 _BE,
(E) =) E;P;= 22 Eje PEi . (2.15)

Equivalencia entre ensembles

En el ensemble microcanodnico, el macroestado del sistema queda especifi-
cado a través de un nimero fijo de particulas, un volumen fijo y una energia

fija (N, V y E, respectivamente). En el ensemble canoénico, sin embargo, el
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mismo macroestado esta definido por los parametros N, V y T, y la energia
es variable; en principio, puede tomar valores desde cero a infinito.

Los dos ensembles, no obstante, conllevan el mismo comportamiento ter-
modindmico, ya que como se puede mostrar [13], las fluctuaciones de la
energia en el ensemble candnico van como 1/ V/N, por lo que en el limite
termodinamico los posibles valores de la energia quedan siempre muy cerca
del valor maximo de la distribucion E,,.., es decir, la gran mayoria de todas
las energias de los sistemas que conforman el ensemble canénico tienen en
realidad la misma energia: la energia fija del ensemble microcandnico.

Con base en este resultado, es posible realizar algunas cuentas que mues-
tren la relacion entre los diversos elementos de los ensembles.

— BTS

Entonces, reescribiendo la Ec. (2.2) como 2 , notamos que

e PF — (TS =BE _ ()o=PE (2.16)

es decir,

Z(N,V,T)=> Q(N,V,E)e " (2.17)

Podemos interpretar el ensemble candénico como una coleccién de ensem-
bles microcanénicos, cada uno con energia F;, pesados por e #:.
Al usar el valor maximo de la energia, se puede eliminar la suma de la

Ec. (2.17): F 2 Q(N,V, Epaz)e PPmaz con lo cual escribimos

an = —FB = IHQ(N,‘/,Emam) - 5Emax . (218>

Y como F' = E — ST, la ecuacion anterior queda:

S =kpInQN,V, Epas) (2.19)
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recuperando el resultado del ensemble microcandnico.

2.3. Gas de Bose-Einstein en un potencial ar-
monico

Hasta ahora ninguna clase de fuerza externa o entre los atomos se ha
tomado en cuenta al hacer las cuentas del condensado para el caso de un gas
ideal (un nimero de particulas no interactuantes). En contraste, los experi-
mentos son realizados en trampas Opticas con un ntmero finito de atomos
que interactuan entre si.

Considérese un sistema compuesto de un gas ideal de N bosones de volu-
men fijo V' en un reservorio térmico a temperatura T'. Estas variables sugieren
el uso del ensamble candnico para encontrar las propiedades termodinami-
cas del sistema; sin embargo, este camino presenta obstaculos de caracter
matematico que dificultan el problema sin agregar nada al entendimiento de
la fisica. Por esta razon, se aprovecha la equivalencia entre ensambles para
simplificar el problema y se utiliza entonces el ensamble gran canoénico.

La funcién de particion del ensamble gran canoénico es

=(T,V,p) = Z e*N Ze‘ﬂEm : (2.20)
N m

donde p es el potencial quimico y o = pu/kpT.
Ahora bien, la energia total del sistema es la suma de las energias indivi-
duales del gas. Entonces, si n bosones se encuentran en el estado m (es decir,

el nimero de ocupacién n,,), la energia total del sistema es

E=> tumem, (2.21)
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siempre y cuando la cantidad de particulas permanezca constante:

> nm=N. (2.22)

Usando las dos ecuaciones anteriores, = (T,V, ) puede reescribirse en

términos de los niimeros de ocupaciéon como

(T, V, 1) = i > et e (2.23)

N=0 nm m
Considerando que la doble suma puede reemplazarse por una sola suma
en los nimeros de ocupacién y que esta suma es geométrica, la Ec. (2.20)

queda:

1

HT,BEWL . (2.24)

EB(Ta ‘/a/l) - H

Para que la serie en efecto converja, se necesita que la condicién [e®=¢m | <

1 se cumpla, lo cual es cierto si

< €m Ym . (2.25)

El potencial quimico p tiene que ser menor que todas las energias del gas,
en particular, debe ser menor que el nivel fundamental individual €, que se
toma como 0.

Una vez conocida la funciéon de particién, se pueden obtener todas las
relaciones termodinamicas siguiendo las reglas usuales. Asi, el gran potencial

QB(T7 v7 N) s

Qp(T, V1) = kT (Ep(T,V, ) = kT In (1 — e Fom) (2.26)
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y el nimero medio de particulas es

- aQB(T,V,M) . 1 )
N = o => e (2.27)

m

como se debe verificar que Y n,, = N, se tiene que

1

Ny = —F————
m eﬁemfa _ 1 )

(2.28)

que es la llamada distribucién de Bose-Einstein.

Como ya quedo detallado en la seccion 1.2, las trampas usadas para con-
finar los condensados de Bose-Einstein pueden ser aproximadas por medio
de un potencial de oscilador arménico U = % (wia? + w2y? + w?2?). Si las

energias de este potencial para N suficientemente grande se pegan lo bastan-

te, entonces es posible definir una densidad de estados (adimensionalizada)

dada por f(F) = 5 (f:)g, y cambiar la suma infinita sobre los microestados
a una integral, con el detalle de que el estado base no contribuye a pesar
de que entre mas baja es la temperatura, mas particulas se encontraran en
este estado. Por tanto, lo correcto es escribir explicitamente su contribucién

y reemplazar el resto de la suma por la integral. Entonces,

N =npmeg+ Y T (2.29)
m>0
La energia media es
E = Z Eijkﬁijk — /dﬁf(é)ﬁijknijk, (230)
ijk
donde €, = E};jj’“ =i+ 7 + k es una energia adimensional y la densidad de

€2

2(hw)”

estados para un potencial arménico es f(€) =

Realizando el cambio de variable z = (e se obtiene la siguiente expresién
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para la energia:

E = 3kgT (%)394(04) : (2.31)

donde g4(«) es parte de las funciones de Bose, definidas por

gn(a) = %n) / dxefz—__l. (2.32)

Al trabajar andlogamente y tomando en cuenta que las funciones de Bose

cumplen

dgn (a)
do

= gn-1(), (2.33)

se obtienen los siguientes resultados para el gran potencial, la entropia y el

nimero medio de particulas:

Q(vanu’) = _kBT (%) g4(Oé) ) (234>
S(Tow.p) = ks (’%T) (4g4(a) — 0g3(@)) (2.35)

! _ ksT\?
N = (E) g3(a) . (2.36)

Obsérvese que en las expresiones para el potencial termodindmico y las
ecuaciones de estado, su dependencia del volumen se ha cambiado por una
dependencia de la frecuencia w. Este cambio no es meramente cosmético,

pues w es la variable termodinamica correcta para describir el sistema.

En efecto, las "paredes”del sistema estan definidas por el ancho del po-

zo de potencial y al variar la frecuencia de la trampa con N constante (al
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comprimir o expandir las ”"paredes”de la trampa), el sistema se calienta o
enfria, por lo que el trabajo solo puede ser hecho sobre el sistema al variar el
potencial arménico, es decir, al variar w.

Maés aun, es notorio que en las Ecs. (2.34) (2.35) y (2.36), al cambiar N
por AN, E por AE y S por AS, con u y T fijas, entonces hay que cambiar
1/w? por 1/Aw? para mantener la extensividad de las ecuaciones de estado,

con lo cual 1/w? también es extensiva.

De esta manera, en reemplazo del volumen, se identifica [16] a 1/w3 como
la variable extensiva adecuada para tratar la termodinamica de un gas de
bosones en una trampa armonica.

Bajas temperaturas (") y/o altas "densidades” (N* = N/ (%)3) signifi-
can que « se acerca a 0, pero las funciones de Bose crecen mondtonamente,
por lo que existe una temperatura critica 7, y una “densidad” critica N}
tales que a« = 0 y g3(a) alcanza su méximo. Para temperaturas y densidades
por debajo de las criticas, las funciones de Bose dejan de tener sentido debido
a la restriccién del potencial quimico (Ec. (2.28)). El nimero de particulas

Se escribe, entonces,
c Ao g3 ) :

donde N, es la contribuciéon a la poblacion debida a las particulas en el nivel
fundamental y en donde ya no cuesta nada quitar o meter particulas pues el

potencial quimico esta en su nivel més bajo u = 0. Entonces,

% - (%)3 | (2.38)

Esta ecuacion da la fraccién de particulas que se encuentran en el estado

base. Para T" > T,, el nivel fundamental esta termodinamicamente vacio, el
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numero de bosones es despreciable desde el punto de vista macroscépico, pero
a partir de T' =T, la poblacién empieza a crecer con valores del orden de N
hasta llegar a T' = 0, cuando todos los bosones estan en el nivel fundamental.
Este cambio brusco de comportamiento es tipico de una transformacion de
fase; solo que los bosones no se condensan en el espacio real (de coordenadas),

sino en el origen del espacio de estados.

2.4. El Hamiltoniano efectivo para un gas de
Bose en potenciales unidimensionales

finitos

Una vez conocida la interaccion entre dos pares de particulas y el efecto del
potencial de confinamiento externo sobre los atomos a muy bajas energias, se
puede conocer el Hamiltoniano que describe dichos sistemas. Este es llamado
el Hamiltoniano de Bose-Hubbard, que fue originalmente introducido por
Fisher et al., [7] para describir la destruccién de la superfluidez debida a

interacciones fuertes y desorden.

Mas precisamente, el Hamiltoniano de Bose-Hubbard se obtiene de un
Hamiltoniano de muchos cuerpos general con un seudopotencial de inter-
accién dado por la Ec. (1.12)con base en dos hipétesis: 1)que las energias
involucradas son mucho menores que la separacion entre la banda de energia
mas baja y la primera banda excitada, dada por wy (es decir, solo se toma en
cuenta aquélla) y 2)que las funciones de onda se encuentran esencialmente

localizadas en cada pozo.

Con todo lo anterior, se construye el Hamiltoniano de Bose-Hubbard:
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H=-A ni (bjbz-H + bjﬂb,-) +U zn: N, (N - 1) , (2.39)
=1 i=1

donde A es el factor de tunelaje entre sitios de la red vecinos y que incluye
los términos de energia cinética y el potencial de confinamiento de la red
optica; b; y bl-L son los operadores de creacién y aniquilacion en el sitio i,
respectivamente; U, la energia de interaccion de cada sitio, y N, = bgbi es el
operador local de nimero.

Como puede verse, el Hamiltoniano de Bose-Hubbard tiene dos tipos de
energias que describen dos diferentes procesos compitiendo entre si: la energia
cinética A, que es ganada por la deslocalizacion de los dtomos sobre los sitios
de la red y la interaccion repulsiva U, que favorece que las particulas se
queden en un solo sitio de la red.

Por este motivo, usualmente se usa la razon entre la energia de interaccién
y la energia de tunelaje U/A como el pardmetro adecuado para describir el
sistema, aunque en este trabajo se preferira el pardametro A = ——. En una

A
red Optica con atomos frios, la razon entre las dos energias puede cambiarse
facilmente al variar la profundidad de la red.

El Hamiltoniano de Bose-Hubbard no es un modelo que se pueda resolver
en forma exacta, ni siquiera en una dimensién, por lo que la forma maés eficaz
de estudiarlo tedricamente es a través de métodos numéricos. Sin embargo,
esto representa dificultades de computo, pues el nimero de eigenestados, da-

do por un nimero N de particulas y un nuimero n de pozos en la red, es
(N +n—1)!

n!(n—1)"
cualquier computadora. Inclusive en el caso de fijar los pozos en un nimero

el cual se vuelve un nuimero rdpidamente inmanejable para

pequeno, la cantidad de estados serfa aproximadamente N !, la cual no per-
mite una simulacién con un gran nimero de particulas y, por tanto, aumenta

el riesgo de resultados incorrectos.
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2.5. Estados estacionarios en redes 6pticas

Como ya ha sido establecido en estudios anteriores [2, 12|, para ciertos
estados iniciales, el sistema con Hamiltoniano (2.39) muestra una transicién
de un comportamiento superfluido al de uno de autoatrapamiento conforme
las energias de tunelaje e interaccién se vuelven comparables, o bien, cuando

el pardametro A se incrementa de cero a un valor critico A, ~ 1.

La transicion también ocurre para valores fijos de A cuando se varia el
estado inicial del sistema, pues esto es simplemente otra forma de variar la
energia de éste. De hecho, ya se han reportado experimentos [1] en los que
se observan los estados de autoatrapamiento como funcién de la poblacion

inicial.

1.

0.8

D.o_l L ! L | L ! ! ! | ! L ! | 1 |
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5

6?’1

(a) A=0.1
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(b) A =30

(c) A=15.0

Figura 2.3: Valor de esperado de la poblacién del pozo 2, (N») para los eigenestados como
funcién de las eigenenergias ¢, para A = 0.1, 3.0 y 15.0, en el caso de un potencial de
cuatro pozos y N = 25. Tomado de [2].

39



Estados de equilibrio de un gas de bosones

Esto puede apreciarse en la Fig. 2.3, donde se muestra la naturaleza
intrinseca de los eigenestados conforme aumenta A. Para A pequeno, los
estados estacionarios no manifiestan transicién, mientras que para A mas
grande, la aparicion del estado de autoatrapamiento se hace patente con cla-
ridad. Hay que remarcar que en este caso la transicion queda como funcion
de la energia para A fijo, es decir, para cada A hay una energia ¢, con la cual
el sistema alcanza el autoatrapamiento.

El comportamiento queda resumido en los diagramas de fase que se ven
en la Fig. 2.4. Las energias permitidas del sistema son las que se encuentran
dentro del ”édrea”delimitada por los eigenvalores €y(A) v en(A), que son el
mas chico y més grande, respectivamente, para una A dada.

Para cuando A > A, siempre existe una energia critica e.(A) para la cual,
si el sistema tiene cualquier otra energia, tal que € > €., éste se halla en un
estado de autoatrapamiento, mientras que si la energia se encuentra debajo

de su punto critico, el sistema esta en un estado deslocalizado.
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(a) Dos pozos
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Figura 2.4: Diagramas de fase del Hamiltoniano (2.39) para (a) dos pozos y N = 2000
particulas, (b) tres pozos y N = 150 y (c) cuatro pozos y N = 30 particulas.

La regiéon en la que se cumplen las condiciones A > A, y € > ¢, al mismo
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tiempo se encuentra en donde la recta de energias ey (A) cambia de pendiente.

2.6. Temperaturas negativas en sistemas con

grados de libertad cinéticos

Hasta hace poco, los sistemas de espin eran los tinicos en los que se podia,
experimentalmente, lograr temperaturas negativas [14, 11], debido sobre to-
do, a que su espectro discreto provee de forma natural energias acotadas, con
lo que las temperaturas negativas parecian ser solo una curiosidad.

Sin embargo, recientemente, la obtencién experimental de un gas de bo-
sones ultrafrio en un estado de temperatura negativa [3] ha atraido de nuevo
la atencién sobre el tema como un ejemplo en el que la temperatura negativa
se da para grados de libertad de movimiento.

Aunque los atomos ultrafrios en trampas épticas son sistemas aislados en
los que los parametros son totalmente controlables, la creaciéon de un estado
con temperatura negativa no resulta inmediata, pues no todas las energias
principales de este tipo de sistemas son intrinsecamente acotadas.

En efecto, puede mostrarse que el sistema estd descrito por el Hamilto-

niano de Bose-Hubbard [2]:

H= —Ag (b}le + bglbi) + Uiz:; N, <N - 1) . (2.40)

Aqui, A representa el tunelaje entre pozos vecinos (lo que incluye tanto la
energia potencial arménica V' oc w? como la energfa cinética T' = p?/2m); b; y
b: son los operadores de creacién y aniquilacién del pozo i, respectivamente;
U es la energia de interaccion de cada sitio, y N es el operador de ntimero

por sitio. Suponiendo que los parametros U y A no divergen, la cantidad
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de estados posibles esta dada por las diferentes maneras de acomodar los N
(N +n—1)!

atomos en los n sitios de la red, es decir, —————.
Nl(n —1)!

Puesto que este Hamiltoniano describe bosones en la banda mas baja de
la red, la energia cinética queda acotada por arriba y por abajo. Sin embar-
go, tanto el potencial arménico como el potencial de interaccion solo tienen
cota por abajo, pues los experimentos con Condensados de Bose-Einstein se
realizan con redes épticas desintonizadas al rojo (V' > 0), por facilidad, y

con interaccién repulsiva (U > 0) para evitar que el condensado se colapse

[5].

Para crear el estado de temperatura negativa, Braun et al. [3] convirtie-
ron el potencial arménico en antiatrapante (V' < 0) y las interacciones en
atractivas (U < 0), dandoles asi una cota superior y la posibilidad de que los

atomos se encuentren en los estados energéticos mas altos.

Para crear estas cotas de energia, Braun et al. [3] partieron de un gas
ultrafrio en su fase superfluida en un potencial atrapante con interaccién
repulsiva. De ahi, aumentaron la intensidad de la interaccién hasta llevar
al gas a una transicion de fase cuantica que lo dejé como un aislante de
Mott [8]. Entonces, al igual que en los experimentos en sistemas de espin,
rapidamente invirtieron tanto el signo de la interacciéon como el del potencial
armoénico. Finalmente, disminuyeron la intensidad de la interaccion hasta que
el gas dejo su fase de aislante de Mott y se volvié un superfluido atractivo,

quedando en un estado de temperatura negativa.
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Figura 2.5: Energias correspondientes a los tres términos del Hamiltoniano para 7' > 0 y
T <0.

A pesar de que la creacion experimental de estos estados demuestra que
son reales, vale la pena preguntarse qué tan cierto es que correspondan a
temperaturas negativas.

En primer lugar, la forma en que se consiguen las temperaturas negativas
es cuestionable. Pensando solo en términos de ocupacién de niveles de energia,
la receta de Braun de manipular los ldser para obtener una antitrampa con
interacciones atractivas y, por tanto, tornando las energias en acotadas por
arriba, crea efectivamente estados de temperatura negativa. Sin embargo, si
se piensa cuidadosamente, el proceso pierde sentido. El sistema inicial tiene
una temperatura definida (la temperatura de la condensacién ~ 1079K);
para que llegue a un estado de temperatura negativa deberia obtener calor
de algtin lado®, pero lo tinico que se hace es invertir el signo de los potenciales

de atrapamiento y de interaccion.

5Recordemos que las temperaturas negativas son més calientes que todas las tempera-
turas positivas.
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También, como ya se ha mencionado, es posible pensar un estado de equi-
librio como un estado estable en el que al sistema le ”gusta.®tar y del cual
no lo alejan pequenos cambios. En efecto, cuando se juntan dos sistemas en
diferentes estados, ambos evolucionaran hasta un estado de equilibrio comun
que tendera a estar méas cercano al estado inicial del sistema ma&s grande,
por ejemplo, al modificar ligeramente el estado de una taza de agua caliente
echandole una gota de agua fria, su estado final no habra cambiado en forma
significativa respecto al estado inicial. Sin embargo, esto no sucede con los
sistemas de temperatura negativa; en cuanto se pone en contacto con cual-
quier otro sistema con temperatura "normal”, el sistema con temperatura
negativa muestra su inestabilidad abandonando su estado y acercandose al
estado inicial con temperatura "normal” [17]. Esto siempre sucede sin impor-
tar si el sistema con temperatura "normal”’tiene un tamano muy pequeno
respecto al sistema con temperatura negativa. Es como si la gota de agua

enfriara toda la taza de agua caliente.
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Capitulo 3

Propiedades termodinamicas de
un gas de Bose-Einstein con
interaccion en potenciales

unidimensionales

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos en el estudio de
las variables termodinamicas de temperatura, entropia y poblacién de un
gas de N bosones con interacciéon en un potencial confinante de dos, tres
y cuatro pozos en una dimension, modelado mediante un Hamiltoniano de
Bose-Hubbard (2.39).

Para empezar, se utiliza la equivalencia entre ensembles estadisticos para,
a través del promedio del ensemble candnico, analizar el papel de la tempe-
ratura en el sistema. Después, a partir de las temperaturas encontradas se
construye la funcién entropia y, finalmente, se encuentra los promedios térmi-
cos de la poblacién de particulas y son comparados con su valor esperado en

la base de eigenestados.
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3.1. Temperatura y entropia

Tal como ya se ha resumido, si un sistema esta en equilibrio, tiene sentido
hablar de caracterizarlo con variables termodinamicas. Aun mas, si el equi-
librio existe, el valor de estas variables debe ser el mismo en los diferentes
ensembles estadisticos.

Asi, aunque el sistema a estudiar esté aislado, con un niimero de particulas
N y energia ¢ dados y, por tanto, naturalmente descritos en el ensemble
microcandnico, es posible encontrar los valores medios de otras variables del
sistema usando el ensemble candénico. Entonces, el valor de la observable O

en este ensemble seria

1 N

(0) = > {6alOlén)e /", (3.1)

n
donde Z es la funcién de particiéon candnica, y ¢, y €, son las soluciones a

la ecuacién de eigenvalores

H (M) |64 (1)) = 0 (A) 6 (A)) . (3.2)

Si la observable es H, la Ec. (3.1) no solo permite conocer la energia (que
ademds ya se sabe a través del ensemble microcanénico), sino que asocia una

temperatura a esa energia

L X
€= Z ene /KT (3.3)

Resolviendo para T', es posible, entonces, obtener las temperaturas de los
estados estacionarios del sistema y, con esto, averiguar la entropia S y el
promedio térmico de la poblacion N.

Para ello, se recurre al siguiente procedimiento: primero, se resuelve la
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Ec. (3.2) para diferentes valores de A, debajo de la transicién al autoatrapa-

miento, cerca de la transicién y por encima de ésta.

Como energia media €, se seleccionan al azar valores permitidos en el
diagrama de fase de la secciéon 2.5 para los valores dados del parametro A.

Con estas energias es posible resolver la ecuacién

1 N
=gz 2 (3.4)

para la temperatura en el ensemble canénico asociada al estado en el ensemble

microcanénico, definido por su energia ¢ y nimero de particulas N.

Este proceso se realiza para un sistema de dos, tres y cuatro pozos con
poblaciones de N = 2000, 150 y 30, respectivamente. En la Fig. 3.1 se muestra
la dependencia del inverso de la temperatura respecto a la energia, para cada
caso. No se presentan los resultados para todos los valores de A, pues son

cualitativamente los mismos.

500 ¢

=500t

-1000 ¢+

04 ~02 00 02 04
€

(a) Dos pozos
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Figura 3.1: Inverso de la temperatura como funcién de la energia € para los casos de
N =2000, N =150 y N = 30, para dos,tres y cuatro pozos. En todos los casos los calculos
fueron realizados usando A = 0.1, 1.0 y 10.0, aunque solo se presentan los resultados para
A=0.1.
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Al contar ya con la temperatura, resulta sencillo determinar la entropia

de la relacion

0s 1

Las graficas de la Fig. 3.2 muestran los resultados para la entropia de cada

numero de pozos, con los mismos valores de A y N usados para la tempera-

tura.
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5
41
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N H
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€

(b) Tres pozos

€

(¢) Cuatro pozos

Figura 8.2: La entropia como funcién de la energia e para dos,tres y cuatro pozos; todos
con A =0.1.
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Como puede observarse, el sistema muestra estados los que la energia au-
menta mientras que la entropia disminuye, es decir, de temperatura negativa.
Esto es consistente con el hecho de que el sistema estd modelado a través de
un Hamiltoniano que solo ocupa la primera banda de energia y consiste de
un numero finito de particulas y, por tanto, tiene sus espectros de energia

acotados por arriba y por abajo.

Sin embargo, el espectro de energias se "ve” acotado solo por las simpli-
ficaciones del modelo. El Hamiltoniano de Bose-Hubbard no toma en cuenta
todas las energias presentes en el sistema, como las de los estados hiperfinos
que causan que, experimentalmente, haya una cantidad infinita de modos

electromagnéticos volviendo el espectro no acotado.

3.2. El promedio térmico de la poblacion

Una vez obtenida la temperatura para cada estado, es posible, mediante la
Ec. (3.1), determinar el valor promedio térmico (correspondiente al ensemble
canénico) del nimero de particulas de alguno de los pozos (NZ)T y compararlo
con el valor esperado en la base de eigenestados (correspondiente al ensemble

microcanénico) (¢n|Ni|dn).

Los puntos rojos en las Figs. 3.3, 3.4 y 3.5 corresponden al promedio
térmico, mientras que los puntos azules representan el promedio en los eige-
nestados. Esta vez se presentan los resultados para todos los casos, es decir,
con N = 2000, 150 y 30 para dos, tres y cuatro pozos, respectivamente, y
A=0.1, 1.0 y 10.0.
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—_—
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€

(c¢) Cuatro pozos

Figura 3.3: Comparacién del promedio en la poblaciéon de un pozo en los ensembles
microcanénico (azul) y candnico como funcién de la energia (rojo) para dos, tres y cuatro
pozos en el caso A = 0.1.

Obsérvese que las poblaciones de las descripciones microcanénica y canéni-
ca no concuerdan entre si, particularmente por encima de la transiciéon del
estado deslocalizado al de autoatrapamiento. El promedio en el ensemble mi-
crocandnico tiene valores iniciales para las poblaciones de alrededor de N/2,
N/3 y N/4 de la poblacién total, respectivamente, mostrando un comporta-
miento deslocalizado, pero para energias mayores, la poblacion total se junta
en alguno de los pozos exhibiendo el régimen del autoatrapamiento. Mien-
tras tanto, el promedio térmico de la poblaciéon nunca se aleja de los valores
iniciales por abajo o por encima de la transicién, es decir, se encuentra en el

régimen deslocalizado para todas las energias.
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P
30

(c¢) Cuatro pozos

Figura 3.4: Casos con A = 1.0 para dos, tres y cuatro pozos.

Esta discrepancia puede interpretarse de manera analoga al fenémeno
que se presenta en el modelo de Ising de dos dimensiones. En éste segundo,
la magnetizacién no es naturalmente espontdanea (rompimiento de simetria)
y solo puede lograrse mediante un campo magnético externo. En el caso
estudiado aqui, el momento en que la poblacién se junta en alguno de los
pozos (su "rompimiento de simetria”) tampoco sucede espontdneamente y
solo se ve en el modelo que toma en cuenta explicitamente las interacciones
entre particulas.

Mas probablemente, la discrepancia es debida, al igual que en el caso de
las temperaturas negativas, a los fallos del modelo aplicado. Al usar el Ha-
miltoniano de Bose-Hubbard con una cantidad finita y pequena de pozos (a
lo que llamaremos un Hamiltoniano de pocos modos) se reduce significati-

vamente la cantidad de estados del sistema. Esto genera dos problemas: el
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primero es que se da lugar a un Hamiltoniano efectivo en el que existe una
gran coleccion de atomos en el sistema en el mismo estado y que, por tanto,
interactian con la misma fuerza, es decir, las interacciones interparticulas
aparecen como de largo alcance cuando éstas se encuentran en el mismo es-
tado, lo que da lugar a un sistema donde la equivalencia entre ensembles no

se cumple.

El otro problema surge al considerar que el ensemble microcanénico se
construye no solo asumiendo una gran cantidad de particulas, sino también
una gran cantidad de estados que estas particulas pueden ocupar. Es decir,
es posible que con el Hamiltoniano de pocos modos no tenga sentido usar el
ensemble microcanénico para encontrar las propiedades termodindmicas del

sistema.

10}
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N 06 :

—_
»

Z

02+ 1
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(a) Dos pozos
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N1
N
600 800 1000 1200 1400
€
(b) Tres pozos
10+t -
N1
N

€

(¢) Cuatro pozos

Figura 3.5: Casos con A = 10,0 para dos, tres y cuatro pozos.
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Capitulo 4

Conclusiones

Se ha realizado el andlisis de las propiedades termodinamicas de un gas
de N bosones interactuantes confinados en un potencial de dos,tres y cuatro
pozos unidimensional a través del modelo de Bose-Hubbard correspondiente.
Este analisis se concentro en el estudio de los promedios térmicos de las

propiedades de un cuerpo (temperatura, entropia y poblacion).

El uso del modelo de Bose-Hubbard supone las condiciones del ensemble
microcanénico (sistema cerrado con energia definida). Dado que se puede
considerar que el sistema estudiado cumple estas condiciones, la manera na-
tural de analizarlo es a través del Hamiltoniano de Bose-Hubbard dos, tres

y cuatro modos para cada caso.

Al servirse de este modelo, se arguyé que los estados de equilibrio son
robustos en el sentido de que para cada valor de la energia, la evolucion
dindamica de las propiedades de pocos cuerpos de cualquier estado inicial
arbitrario alcanza un estado estacionario. Este comportamiento se observa
para N = 2000 particulas en dos pozos, N = 150 particulas en tres pozos
y N = 30 particulas en cuatro pozos, en donde la interaccion y el tunelaje

se caracteriza por el pardmetro A = NU/A, responsable de la transicién del



Conclusiones

régimen deslocalizado al de autoatrapamiento.

Se calcularon los diagramas de fase para cada ntimero de pozos a fin
de establecer el espacio de energias permitidas del sistema dado un valor
de A. Como cada valor fijo de energia define un ensemble microcandnico,
suponiendo que en equilibrio los ensembles microcanénico y canénico son
equivalentes, se calculd la temperatura y la entropia asociadas a cada estado
de equilibrio con valores de A de 0.1, 1.0 y 10.0 para los diferentes niimeros
de pozos, encontrando para todos los casos que ambas variables tienen un
comportamiento consistente con el de sistemas con energia acotada por arriba
y por abajo. Este resultado se atribuye a las limitaciones intrinsecas del
modelo de Bose-Hubbard de pocos modos y no deberia ser posible en la
realidad, en la cual las diferentes energias involucradas no permiten una
acotacion de la energia total.

En relacién con el promedio de la poblacion (N7), se encontré que los
resultados de la descripcion microcanénica no concuerdan con los de la des-
cripcién candnica, particularmente por encima de la transicién de la deslo-
calizacion al autoatrapamiento. Dicho de otra manera, el promedio térmico
de la poblacion, ya sea debajo o encima de la transicién, es esencialmen-
te N/NumPozos, mientras que el promedio en el ensemble microcandénico
muestra efectivamente la transicion.

Al igual que en el estudio de la temperatura y entropia, los resultados
pueden atribuirse a las limitaciones del Hamiltoniano de Bose-Hubbard, aun-
que esta vez provienen, mas probablemente, de usar el modelo reducido que
describe los casos de dos,tres y cuatro pozos. Esto disminuye el nimero de
estados que tiene el sistema, lo que provoca que se vea como uno en el que la
equivalencia entre ensembles no se da o en el que simplemente no es posible

usar el ensemble microcanoénico.
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Apéndice A

Deduccion del Hamiltoniano de
Bose-Hubbard en
potenciales unidimensionales

finitos

Conocida la interaccion entre dos pares de particulas y el efecto del poten-
cial de confinamiento sobre los &tomos a muy bajas energias, se puede conocer
la dinamica del gas deduciendo, de primeros principios, el Hamiltoniano que
describe dichos sistemas, el Hamiltoniano de Bose-Hubbard.

Sea, entonces, un gas de bosones confinado en un potencial unidimensional
formado por la interferencia de dos haces de laser desintonizados, de manera
que la interferencia forma n pozos de potencial con paredes finitas y con
simetria en el origen. Puesto que los bosones se encuentran confinados por un
potencial éptico, se puede asumir que el gas se encuentra lo suficientemente
frio y diluido como para que la interaccion W entre ellos se encuentre descrita

por



Deducciéon del Hamiltoniano de Bose-Hubbard

W) = T 50y (A1)

m

donde a; es la longitud de dispersién y d (z) la funcién delta de Dirac.
Al incluirse el potencial de red V7, el Hamiltoniano mas general del sis-

tema de N bosones escrito en segunda cuantizacion es

H=Hr+ Hy, (A.2)
2
donde Hr es la parte del Hamiltoniano debida a la energia cinética T' = —

y el potencial unidimensional V7,

Hy =Y al (pi T+ V1 |9;) a;, (A.3)

ij

y Hy es la parte del Hamiltoniano debida a la interaccion entre particulas

1
Hw = 2 Z aja;r' (pips| W |owpor) aray - (A.4)
ikl

Los operadores a; y a} crean y aniquilan particulas en cada nivel de
energia y cumplen la regla de conmutacién usual [ak, aﬂ = 0k, ¥ |¢:) son un
conjunto completo de funciones de onda ortonormales y estados estacionarios
de T + V.

Se elije que el potencial V}, sea simétrico respecto al origen, lo que re-
sulta en un potencial no periédico. En general, puede considerarse cualquier
potencial siempre que cumpla con la condicién de que dados n pozos, el es-
pectro de energias sea tal que los n primeros niveles estén por debajo de las
barreras del potencial. Ademas, se puede demostrar que para un potencial

de n pozos, las energias se separan en bandas de n niveles de manera que la

separaciéon entre los niveles consecutivos de cada banda es mucho menor que
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la separacion entre las bandas [4] [10], de manera analoga al potencial de un
cristal. La separacion de energia, tanto entre las bandas como entre niveles
consecutivos depende de la profundidad de los pozos y de la separacién entre
ellos.

Como el sistema es un gas de bosones que se encuentra a muy bajas
temperaturas, solo los niveles més bajos de energia se encuentran ocupados,
por tanto, solo se seleccionan para trabajar los n primeros estados asociados
a la primera banda de energia, lo que se conoce como aproximacion de n
modos. Aunque en general las n-tuplas son tales que dos niveles en cada
una no son equiespaciados, se puede garantizar que lo estén ajustando el
ancho y la profundidad de los pozos (véase Fig. A.1 para el caso de n = 3).
Experimentalmente, esto se logra variando la intensidad y longitud de onda

de los laser que forman el potencial.

‘ 1 I 1 l
| ! ]
Ve \ /\ /\ /
| 7 \ 4 \ !
\/ ~ \J
' 2 ' 0 ' 2 '
X

Figura A.1: Trampa Optica de tres pozos. La amplitud de los pozos de los extremos es
menor que la de los del centro aunque su profundidad es mayor, debido a que se necesita
asegurar que los tres niveles mas bajos de energia estén igualmente espaciados. Las energias
correspondientes son: —ey = 3.533, —e; = 3.704 y —eo = 3.881. El cuarto nivel —e3 =
8.999 se encuentra por encima de los maximos de potencial —(Vp = 7.04).

Mediante el método de Split Operator [6], las n primeras funciones de
onda estacionarias ¢;(x) y sus correspondientes energias pueden ser encon-

tradas numéricamente, como se puede ver en la Fig. A.2.
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(%)

¢ (%)

¢,

Vix)

-2 0 2

X
Figura A.2: Las funciones de onda @ (), ¢1(x) y ¢2(z) para un potencial externo Vi, =
Voe_("’_2)2/”? + ‘/;Le_"’c2/‘7g + Vge_("””)z/”? + V!0, El primer estado estacionario ¢q es
una funcién par sin nodos, el segundo estado ¢; es impar con un solo nodo y el tercer

estado @9 es una funcién par con dos nodos, como era de esperarse dada la simetria del
potencial.

A pesar de que las funciones de onda ¢; (x) son eigenestados de Hr, el
interés del presente trabajo reside en estudiar las poblaciones de particulas
en cada pozo, por lo que resulta mas conveniente hacerlo a través de una
base de funciones ortonormales diferentes; esta base es tal que las funciones
de onda de una particula se encuentran localizadas en cada pozo. Entonces,
se realizard una transformacion de la base de eigenestados a una de estados
localizados.

Dado que se ha escogido que los niveles de energia en el potencial de n
pozos se encuentren igualmente espaciados, se puede establecer una analogia

entre los eigenestados de la componente z del operador de momento angular
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J y las funciones de onda de una particula asociadas al potencial de n pozos,
pues como es bien sabido, las energias de la componente J, estan igualmente
espaciadas. Si se toma un sistema de tres niveles (como el de dos particulas
con espin 1/2) y se rotan 90 grados sus eigenestados |11), |10) y ]00), los

estados resultantes se escriben como una combinacién lineal de los originales:

1
s [|11> +/2]10) + |00>} , (A.5)
1
5 “11) —V2|10) + |oo>} (A.6)
Yy
= [11) 4100} (A7)
7 . :
En general, para un sistema de n niveles, témese en cuenta la siguiente
rotacion:

n—1

w’i = Z Dg7k+1§0k y (AS)

k=0

con los coeficientes dados por la matriz de rotacion de Wigner [18]

Dy (e B,7) = (k4 1 e e | ) (A.9)

siendo a = 0, 8 = § y v = 3. Se identifica el ntimero de pozos n con el
ntimero de momento angular j. El conjunto de estados a transformar (k + 1|
el de los asociados a las funciones estacionarias oy y los estados rotados |7)
estan asociados a las funciones de onda localizadas ;.

El conjunto de funciones de onda ¢ son funciones estacionarias, con lo

cual se cumple
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(T + VL) |lox) = € |ox) - (A.10)

Entonces, la parte sin interaccion del Hamiltoniano se transforma en

n—1
HT = Z ekazak . (All)
k
w(%)
() //\
W, (x)
T
Vix)
| 2 ' 0 ' 2 |
X

Figura A.3: Funciones de onda localizadas al realizar la respectiva rotacién. Visualmente,
se aprecia que éstas son efectivamente localizadas. El traslape entre las funciones es menor

al 6 %.

Al aplicar la rotacién, el Hamiltoniano (A.11) se reescribe de la siguiente

manera:

n—1

1,J
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donde A; ; es la tasa de tunelaje entre los sitios 7 y j. Como las funciones ro-
tadas son localizadas (Fig. A.3), la tasa de tunelaje entre pozos no adyacentes
es mucho mas pequena que la que existe entre sitios adyacentes, por lo cual,
se puede tomar en cuenta solo la tasa para los vecinos mas cercanos. Mas
aun, si los niveles de energia de la primera banda se encuentran igualmente
espaciados, la tasa de tunelaje entre pozos no adyacentes es idénticamente

cero. Entonces,

n—1

Hr ==Y Aiir (bjbiﬂ v bjﬂbi) . (A.13)

i=1

Los coeficientes A; ;1 incluyen un factor que es el espaciamiento entre
niveles de energia €, —e_1 = A y otro factor propio de la transformacion, en
otras palabras, los coeficientes A; ;11 dependen de la posicién i-ésima dentro

del potencial.

Puesto que el conjunto de funciones resultante de la rotacion v; es loca-
lizado, sus correspondientes operadores b! (b;) crean (o destruyen) un bosén

en el i-ésimo pozo.

En resumen, el Hamiltoniano de un gas de bosones ultrafrio en un po-
tencial unidimensional, sin potencial de interacciéon entre particulas, puede
ser escrito de manera no diagonal, de modo que su comportamiento quede

determinado por el tunelaje de particulas entre pozos adyacentes.

Para la parte del Hamiltoniano que toma en cuenta la interaccién entre

particulas, reescribimos la Ec. (A.4) hasta los primeros n niveles:

n
HW = Z w,-jklaZa;akal, (A14)
ijkl=0

con
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wis = [ doi(a) ) @) or ) o). (A15)

En general, las funciones de onda estacionarias ¢, tienen una paridad
definida debido a que el potencial unidimensional V;, se escogié simétrico
respecto al origen. En consecuencia, los coeficientes w;;x; que tengan paridad

total impar desapareceran. Es decir,

n—1
HW = Z wijklajazakal; Z—l—j—|—]€—|—l:0,2,4 . (A16>
ijkl=0

Al igual que con el Hamiltoniano Hr, cuando se realiza la sustitucién del
conjunto de operadores de creacién y aniquilacion {aj, ak} por el conjunto
{b}, bi}, aparecen términos de tunelaje entre diferentes pozos. Estos términos
pueden ser ignorados, pues las funciones de onda resultantes de la rotacion

son efectivamente localizadas y el traslape entre ellas es aproximadamente

cero. Es decir, cumplen que

Finalmente, el Hamiltoniano efectivo que describe un gas de N atomos
de Bose con interaccion entre particulas confinado en un potencial externo
simétrico y con niveles de energia igualmente espaciados puede escribirse

como

H = Hy + Hy, (A.18)

con
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n—1
Hp = — ZAi,i—H (bibm + sz'+1bi) ; (A.19)
i=1
Hy = Uzn: N, (N - 1) : (A.20)
i=1
_ Arh? o

donde U = g [ dzy} (x), g y N; es el operador de ntmero para el

1-ésimo pozo.
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Apéndice B

Un poco mas sobre

temperaturas negativas

Por diferentes razones, el tema de las temperaturas negativas suele re-
sultar bastante desconcertante la primera vez que alguien se encuentra con
él, pues es un concepto altamente contraintuitivo. Para aclarar algunos de
sus puntos mas oscuros y explicar tema problemas, es pertinente hacer las

siguientes acotaciones mas alla del principal de esta tesis.

Como ya se ha mencionado, todos los sistemas cuyos componentes poseen
un espectro energético con un nimero finito de valores, exhiben temperaturas
negativas. Dicho resultado es consecuencia del comportamiento de la entropia
como funciéon de la energia, cuya funcionalidad no se le pide que sea siempre
creciente. En particular, los sistemas aqui considerados, comparten la carac-
teristica de poseer un espectro acotado, dado que el modelo de Bose-Hubbard
que hemos empleado para describirlos, parte de dicha hipétesis (se considera
solamente la primera banda de energia de una red 6ptica de n pozos y por
lo tanto una particula tiene la posibilidad de ocupar un nimero limitado de

estados).



Un poco mas sobre temperaturas negativas

Hay que aclarar que si bien el concepto de temperaturas negativas surge,
como se menciona antes, como resultado la existencia de espectros de energia
acotados propios de los sistemas cudnticos (como los compuestos por espines)
y de las aproximaciones de los modelos para estudiar sistemas de muchos
cuerpos, es la existencia de estados de equilibrio en sistemas macroscépicos

reales la que justificaria plenamente su existencia genuina.

N.F. Ramsey[15] motivado por la capacidad experimental de lograr siste-
mas macroscopicos de espines todos con una misma polarizacién (como los
realizados en resonancia magnética nuclear en la década de 1950, en los que
un sistema de espines en estado de equilibrio inicial es polarizado por la ac-
cién de un campo externo[14]) y la inherente implicacién de la existencia de
temperaturas negativas, propuso una reformulacion de la segunda ley de la
termodindmica. En dicha formulacion se considera al enunciado de Kelvin y
su sentido inverso como prueba irrefutable de la validez de las temperaturas
negativas. Sin embargo, los enunciados asumen intrinsicamente la idea de
estabilidad, por lo que es la inestabilidad de los sistemas con temperaturas
negativas, la que destruye la hipdtesis que usa Ramsey para demostrar el

enunciado inverso.

Ramsey propone que las temperaturas negativas son parte fundamental
de la Fisica y no solo un resultado matematico posible debido a la definicién
de temperatura como la pendiente de la recta tangente a la curva S = S(FE)
y a la acotacién del espectro de energia. En efecto, es facil ver que tanto
como la Primera Ley, como la Tercera Ley de la Termodinamica son consis-
tentes con las temperaturas negativas. La Primera Ley simplemente porque
no involucra la nocién de temperatura y, por tanto, los conceptos de calor y
trabajo son igualmente aplicables a temperaturas negativas. La Tercera Ley

porque, tomando la convencién de Ramsey[15] de que la escala adecuada de
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temperatura de frio a caliente corre —o0°K, ..., —0°K, +0°K, ..., +00°K ,!. La
imposibilidad de llegar al 0 absoluto se cambia a la imposibilidad de alcanzar

el menos infinito de temperatura.

Para el caso de la Segunda Ley de la Termodindmica, a continuacién pa-
rafraseamos la version atribuida a Kelvin junto con la formulacion propuesta
por Ramsey, y posteriormente enunciamos literalmente los argumentos dados

por este autor.

El enunciado de Kelvin de la Segunda Ley establece que dado que, en un
proceso, la conversion de todo el trabajo en calor es irreversible, lo que hace
imposible construir una maquina que como unico resultado convierta todo
el calor en trabajo. Invertir este postulado, como se asienta en el trabajo
de Ramsey, tiene como hipdtesis que si siempre se puede convertir el calor
en trabajo en forma irreversible entonces se puede construir una maquina
en donde el trabajo se puede convertir en calor como tnico resultado. Para
demostrar su enunciado Ramsey supone la existencia de banos térmicos con
temperatura negativa. El postulado que debe ser usado para la segunda ley

debe ser, segin Ramsey:

”Es imposible construir una méquina cuyo unico efecto sea 1) la extrac-
ciéon de calor de un reservorio a temperatura positiva y su conversién en
trabajo o 2) el desecho de calor en un reservorio a temperatura negativa con

el correspondiente trabajo hecho sobre la maquina”.[15]

La razén de este cambio se hace obvia al considerar la eficiencia de una
maquina de Carnot entre dos reservorios con temperaturas negativas, uno a
T1, del cual la maquina absorbe calor ()1, y otro a temperatura 75 menor, en

donde se desecha el calor ()5. La eficiencia de esta méaquina es, entonces,

'Es decir, la medida de la temperatura adecuada deberfa ir como —1/T
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Q- T
—1-2=-1-22<0, B.1
n o T (B.1)

pues al ser las dos temperaturas negativas |Ty| > |T1].

Este resultado significa que tenemos una méaquina de Carnot que en vez
de recibir calor del bano térmico més caliente y transformarlo en trabajo, es
el trabajo el que debe suministrarse para mantener el ciclo. La maquina obte-
nida es realmente sorprendente si se considera su ciclo en sentido inverso pues
entonces el trabajo se produce conforme el calor pasa del reservorio de menor
temperatura al de mayor temperatura. Es decir, existe una maquina que en
un ciclo cerrado no tiene ningun otro efecto que extraer calor de un bano
térmico y convertirlo integramente en trabajo contradiciendo, por lo tanto,
la segunda ley en la formulacién de Kelvin sin contradecir la formulacion de
Ramsey.

Nétese que la formulacion de Ramsey es la inversa de la formulacion de
Kelvin (p implica q, entonces q implica p), lo cual las hace légicamente equi-
valentes. Sin embargo, debido a que en la Fisica la teoria queda subyugada al
resultado experimental, las dos formulaciones son fisicamente inconsistentes,
tal como demuestra la existencia de una maquina con eficiencia mayor que
uno. Dicho de otra forma, aunque la nueva formulacion permite la existencia
de temperaturas negativas no resuelve el problema de la existencia de una
maquina nunca vista en la naturaleza.

Un problema adicional de la forma en que Ramsey aborda las tempe-
raturas negativas s la ligereza con la cual asume la existencia e estados de
equilibrio. El concepto de temperatura solo puede ser desarrollado a través de
los procesos reversibles, los que, a su vez, provienes directamente de suponer
estados de equilibrio. Ramsey sin embargo, solo menciona el caso especifico

e los espines, en el cual el tiempo en que se equilibra el sistema es corto
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respecto al tiempo en que éste comienza a intercambiar energia con el resto
del universo. El argumento, aun suponiendo que se cumple en todos los casos
que reunen las condiciones para las temperaturas negativas, es insuficiente. El
equilibrio, mas que el no cambio del estado del sistema en un cierto tiempo,
es la resistencia del estado a cambiar debido a perturbaciones. Los estados a
os que se les quiere asociar una temperatura negativa, sin embargo, son alta-
mente susceptibles a las perturbaciones, sin importar lo pequenas que estas
sean. Como se muestra en [17], un estado con temperatura negativa al que se
le permite entrar en contacto térmico con otro a temperatura positiva, termi-
nara con una temperatura de equilibrio que siempre es positiva, sin importar
la diferencia de tamafio (nimero de particulas) entre los dos sistemas, ni que
cualquier temperatura negativa es, por definiciéon, mucho maéas caliente” que
cualquier temperatura positiva. Es decir, los estados de temperatura negati-
va son incapaces de permanecer en ese estado, por lo que son naturalmente

inestables

En conexion con el trabajo aqui abordado y su plausibilidad conviene es-
tablecer la relacion existente entre la Fisica Estadistica y la Termodindmica.
Como es bien sabido, la Fisica Estadistica nos provee del formalismo que
conecta los sistemas de muchos cuerpos y las variables que caracterizan sus
estados con la descripcion de estos en términos de unas cuantas variables
propias de la Termodindmica. Sin embargo, la solidez de la Fisica Estadisti-
ca y, en particular las predicciones derivadas del esquema de los Ensembles,
descansa en el hecho de la existencia de estados de equilibrio en sistemas ma-
croscopicos. Pero un estado de equilibrio esté caracterizado por ser estable,
y es precisamente de esta propiedad de la que adolecen todos los sistemas
cuanticos que exhiben temperaturas negativas. Al ponerlos en contacto con

cualquier sistema, independientemente de tu tamano, tenderan a adquirir
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una temperatura positiva como prescribe la Segunda Ley. En otras palabras,
es una idealizacion la descripcién de sistemas en aislamiento absoluto y la

existencia genuina de temperaturas negativas.
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