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Introduccion

La teoria de graficas es una rama de las matematicas relativamente nue-
va, ésto debido a que tuvo su origen en 1736 de la mano del matematico
Leonhard Euler. Su objetivo era encontrar una solucién al famoso proble-
ma de los siete puentes de Konigsberg [14] y, dedujo que el problema no
tenia solucion, para afirmar ésto inventd una herramienta matematica rela-
tivamente sencilla, pero muy poderosa, la cual se ha ido desarrollando por
diversos matematicos, y es lo que ahora conocemos como la teoria de graficas.

Posteriormente surge la teoria de digraficas, la cual es una teoria mas
general, es decir, la teoria de graficas esta contenida dentro de la teoria de
digraficas. Como es bien sabido, en estas teorias surgen muchos problemas de
sumo interés, aunque regularmente en algunos casos, primero surgen proble-
mas en la teorfa de gréaficas y luego se generalizan en el contexto de la teoria
de digraficas. Por ello, aunque en este texto nos enfocaremos en digraficas,
es plausible dar antes una introduccion a las graficas. En el capitulo 1 se
estudian las nociones basicas de estas teorias.

En la mayoria de todas las areas de las matematicas, surgen muchos pro-
blemas relacionados con el concepto de particién y, no es la excepcion en las
teorias de graficas y digraficas, debido a ésto aparecen conjeturas de mucho
interés relacionado con este tema. Aunque en este texto mencionemos mas
de una conjetura, la principal y de las que se derivan las demas es la siguien-
te; "Toda digrafica D es A-particionable”, para dar una idea intuitiva de que
significa esto, primero encontremos una trayectoria 7' de méxima longitud en
D, el nimero de vértices de T' lo representaremos como A. Ahora escojamos
un par de nimeros positivos a y b, de tal forma que A = a + b. Asi decir que
D es A-particionable, es decir, que si A = a + b, entonces existe una particién
de los vértices de D, en dos conjuntos A y B de tal forma que en D[A] y
D|B] (las digréficas inducidas por A y B respectivamente), se cumple que
una trayectoria de maxima longitud en D[A] tiene a lo més a vértices y una
trayectoria de méxima longitud en D[B] tiene a lo més b vértices.



2 Introduccién

El capitulo 2 trata primeramente sobre una pequena introduccién histori-
ca a las conjeturas principales que se estudian en este texto. Posteriormente
se trabaja con las fuentes de trayectos de cada digrafica D (el conjunto de
vértices iniciales de todas las trayectorias de maxima longitud en D), después
se utiliza lo anterior para probar una conjetura en ciertas clases de digrafi-
cas, como son; las que contienen ntcleo, las que cualesquiera par de ciclos
en D no comparten flecha, entre otras mas. Luego se trabaja con digrafi-
cas aciclicas (sin ciclos), utilizando una funcién m(v) que denota el nimero
de vértices de una trayectoria de méaxima longitud en D, donde esta tra-
yectoria tiene como vértice terminal o final al vértice v, con esta funcion
m, encontramos una particion de los vértices de D, llamada la particién de
Gallai-Roy-Vitaver (GRV). Finalmente trabajamos con coloraciones propias
y coloraciones cromaéticas (coloracién en donde no se repiten colores en cual-
quier trayectoria) para encontrar diferentes tipos de particiones.

El capitulo 3 trata sobre particiones en generalizacién de torneos, pa-
ra ello primero se dan las nociones basicas de estas clases de digraficas.
Posteriormente se prueba que para digraficas cuasi-transitivas, semicomple-
tas extendidas y localmente in-semicompletas se cumple una de las con-
jeturas planteada en esta tesis, y que como colorario de ésta, se cumple
que son A-particionables. Finalmente se prueba otra conjetura (mas fuer-
te que la principal) para digraficas semicompletas extendidas y localmente
in-semicompletas.



Capitulo 1

Nociones basicas

En esta seccién vamos a introducir algunos conceptos de la teoria de
graficas y digraficas. Vamos a suponer que el lector tiene un conocimiento
basico de la teoria de conjuntos.

1.1. Graficas

Definicién 1.1. Una grdfica G consiste de un conjunto finito no vacio
de objetos llamados vértices, denotado por V(G), junto con una coleccion de
pares no ordenados de distintos vértices, llamadas las aristas de G, denotado
por A(G).

Las graficas se pueden representar mediante puntos que representan los
vértices y lineas que unen a parejas de puntos, que representan las aristas.
Por ejemplo en la figura 1.1 vemos la representacion de una grafica GG, donde:

V(G) = {:Ula T, T3, T4, Ts, xﬁ}

y
A(G) = {x129, 1273, T3T4, T5Ty, T5T6}
Definicién 1.2. Definimos el orden de una grdfica G como el nimero de

vértices distintos de G.

Definicién 1.3. La vecindad de un vértice v de una grdfica G, denotada
por N (v), se define como el conjunto {u € V(G) | wve A(G)}.

Definicién 1.4. El grado de un vértice v de una grifica G, denotado por
gr(v), se define como el nimero |N (v)].
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Figura 1.1: Representacion geométrica de una grafica G.

Definicién 1.5. Sea G una grdfica. Definimos al grado minimo de G como
el grado minimo que puede tener un vértice de G y lo denotamos como 9 (G).

Definicién 1.6. Sea G una grdfica. Definimos al grado mdzimo de G como
el grado maximo que puede tener un vértice de G y lo denotamos como A (G).

Definicién 1.7. Diremos que H es una subgrdfica de una grdfica G, st H

y G son grdficas que satisfacen: V(H) C V(G) y A(H) C A(G).

Definicién 1.8. Sean G una grdfica y S CV(G). Definimos G[S] como la
grafica inducida por S, donde satisface lo siguiente: V(G[S]) = S, y para
cada par, s y t de vértices en G, st € A(G) si y sdlo si st € A(G[S]).

1.2. Particiones de graficas

Definicién 1.9. Sean G una grdfica y Vi, Va,. .., V., subconjuntos no vacios
de V(G) y ajenos dos a dos. Decimos que una sucesion (Vi, Va, ..., V) forma
una n-particion P de V(G), si cumplen que V(D) = Uﬁz?Vk, es decir, la
particion P es el conjunto {V1, Vs,..., V,}.

Definicién 1.10. Sean G una grdfica y A un subconjunto de V(G). Decimos
que A es independiente, si para cada par de vértices uy v en V(G) se tiene
que no existe uv arista en G.

Definicién 1.11. Una grifica G es llamada k-partita, si cumple que V(G)
tiene una k-particion, donde los k conjuntos son independientes.

Definicién 1.12. Una grdfica G es llamada bipartita, si cumple que V(G)
tiene una 2-particion, donde los dos conjuntos son independientes.



1.4. Digréaficas )

1.3. Caminos, trayectorias, paseos y ciclos de
graficas

Definicién 1.13. Un wv-camino de una grifica G es una sucesion « de
vértices de G, a = (u = g, Uy, Us,. .., U, = v), donde u;u;s1 € A(G), para
1 =0,1,...,n—1.

Diremos que « es un camino cerrado Si U, = u.

Definicién 1.14. Un uv-paseo de una grifica G es un uv-camino de G,
donde no se repiten aristas.

Definicién 1.15. Una uwv-trayectoria de una grifica G es un uv-camino
de G, donde no se repiten vértices.

Definicién 1.16. La longitud de un uv-camino (paseo, trayectoria) o es
igual a n, st @ = (Ug, Uy, Usg, . .., Uy).

Definicién 1.17. Diremos que \(G) es el orden de una trayectoria de lon-
gitud mdzrima en G.

Observacién 1.1. jCuidado!, A\(G) no es la longitud mdzima de una trayec-
toria en G, si no el orden, es decir, el nimero de vértices de una trayectoria
de longitud mdzima en G.

Definicién 1.18. Un ciclo v de una grdfica G es un uv-camino en G en el
cual la longitud de v es mayor o igual que 2 y solo se repiten el primer y el
ultimo vértice.

1.4. Digraficas

Definicion 1.19. Una digrdafica D consiste de un conjunto finito no vacio
de objetos llamados vértices, denotado por V (D), junto con una coleccion de
pares ordenados de distintos vértices, llamadas las flechas de D, denotado por

F(D).

Las digraficas se pueden representar mediante puntos que representan
los vértices de D y con flechas —, donde cada flecha une sélo un par de
vértices de D. Notemos que un par ordenado (a,b), donde a y b son vértices
de D, representara una flecha de D, siempre y cuando la flecha comience en
el punto a y termine en el punto b. Por ejemplo en la figura 1.2 vemos la
representacion de una digrafica D, donde:

V(D) - {xh T, T3, T4, Ts, xﬁ}
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Figura 1.2: Representacion geométrica de una digréfica D

y

F(D) - {(xl? x27)7 (1’2, 173)7 (ZE3, .I‘4), (135, $4), (1757 x6)7 (xﬁv 5(35)}

Notacién. Sea D una digrdfica. Si f = (u,v) € F(D), entonces diremos que
v incide desde u y u incide hacia v; u es adyacente hacia v y v es adyacente
desde u; uw domina a v y v es dominado por u.

Notacién. Sean D una digrifica y, S y T, dos conjuntos en V(D). Una
ST-flecha es una flecha (s,t) donde s estd en S yt estd en T. También una
sT-flecha es una flecha donde s estd en V(D), t estd en T y (s,t) es una
flecha de D.

Definicién 1.20. Definimos el orden de una digrdfica D como el niumero
de vértices distintos de D.

Definicién 1.21. La in-vecindad de un vértice u de una digrdfica D, de-
notado por N~ (u), se define como el conjunto {v € V(D) | (v, u) € F(D)}.

Definicién 1.22. La ez-vecindad de un vértice u de una digrdfica D, de-
notada por N* (u), se define como el conjunto {v € V(D) | (u, v) € F(D)}.

Definicién 1.23. La vecindad de un vértice u de una digrdfica D, denotada
por N(u), se define como el conjunto N~ (u) U N* (u).

Definicién 1.24. El exzgrado de un vértice u de D, denotado por &3, (u), se
define como el nimero |[NT (u)].

Definicién 1.25. El ingrado de un vértice u de D, denotado por ép,(u), se
define como el nimero [N~ (u)].

Definicién 1.26. El grado de un vértice u de D, denotado por dp(u), se
define como el mimero 6}, (u) + 65, (u).
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Figura 1.3: Digrafica H inducida por los vértices blancos de la digrafica D

Definicién 1.27. Sean D y D’ dos digrdficas. Definimos a la unién de D
con D’, como D U D’ donde satisface lo siguiente: V(D U D’) = V(D) U
V(D) y F(DU D’) = F(D) U F(D’).

Definicién 1.28. Diremos que H es una subdigrdfica de una digrdfica D,
si Hy D son digrdficas que satisfacen: V(H) C V(D) y F(H) C F(D).

Definicién 1.29. Sean D una digrdfica y H una subdigrifica de D. Si V(H) y
V(D) son iguales, entonces decimos que H es una subdigrdifica generadora

de D.

Definicién 1.30. Sean D una digrdfica y S CV(D). Definimos D[S] como la
subdigrdfica inducida por S, donde satisface lo siguiente: V(D[S]) = S,
y para cada par, sy t de vértices en S, (s,t) € F(D[S]) si y solo si (s,t) €
F(D).

Ejemplo 1. En la figura 1.3 se muestran la digrifica D y la digrdfica H
inducida por los vértices blancos de la digrafica D.

Definicién 1.31. Sea D una digrdfica. Definimos UG(D) como la grdfica
subyacente de D, donde V(D) = V(UG(D)) y F(V(UG(D))) = {uv | (u,v)
€ F(D) o (v,u) € F(D)}.

Ejemplo 2. En la figura 1.4 se muestran una digrifica D y UG(D) como la
grafica subyacente de D.

1.5. Particiones de digraficas

Definicion 1.32. Sean D una digrdafica y Vi, Va,..., V,, subconjuntos no
vacios de V(D) y ajenos dos a dos. Decimos que la sucesion (Vi, Vo, ...,

Vy.) forma una n-particion P de V(D), si cumplen que V(D) = Uﬁz’ka,

es decir, la particion P es el conjunto {Vi, Va,..., V,}.
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UG(D)

Figura 1.4: D y UG(D)

Definicién 1.33. Sean D una digrdfica y A un subconjunto de V(D). Deci-
mos que A es independiente, si para cada par de vértices u y v en V(D) se
tiene que no existe flecha entre ellos.

Definicién 1.34. Una digrdfica D es llamada k-partita, si cumple que
V(D) tiene una k-particion, donde los k conjuntos son independientes.

Definicién 1.35. Una digrdfica D es llamada bipartita, si cumple que
V(D) tiene una 2-particion, donde los dos conjuntos son independientes.

1.6. Caminos, trayectorias, paseos y ciclos de
digraficas

Definicién 1.36. Un uwv-camino de una digrifica D es una sucesion o de
vértices de D, a = (u = ug, Uy, Us, ..., u, = v), donde (u;,u;11) € F(D),
para i =0,1,...,n—1.

Diremos que a es un camino cerrado St u, = u.

Definicién 1.37. Un wv-paseo de una digrdfica es un uv-camino en D,
donde no se repiten flechas.

Definicién 1.38. Una uwv-trayectoria de una digrdafica D es un uv-camino
en D, donde no se repiten vértices.

Observaciéon 1.2. En la mayoria de los textos acerca de la teoria de digrafi-
cas definen de forma mds general a un camino (paseo, trayectoria, ciclo), «
= (ug, uy, Us,..., U,), en donde (u;,u;+1) € F(D) o (uit1,u;) € F(D), para
i =0,1,...,n—1, y definen como camino (paseo, trayectoria, ciclo) dirigido,
a = (ug, uy, Us,. .., U,), en donde (u;,uiy1) € F(D), parai =0,1,....,n—1.
Pero en este texto siempre trabajaremos con caminos (paseos, trayectorias,
ciclos) dirigidos, por lo que nos conviene definir a los caminos (paseos, tra-
yectorias, ciclos) dirigidos simplemente como caminos (paseos, trayectorias,
ciclos).
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Figura 1.5: D y A(D)

Definicién 1.39. La longitud de un uv-camino (paseo, trayectoria) o es
igual a n, st @ = (Ug, Uy, Usg, . .., Uy).

Definicién 1.40. Diremos que \(D) es el orden de una trayectoria de lon-
gitud mdxima en D.

Observacién 1.3. jCuidado!, A\(D) no es la longitud mdzima de una trayec-
toria en D, si no el orden, es decir, el niumero de vértices de una trayectoria
de longitud mdxima en D.

Ejemplo 3. En la figura 1.5 se muestra una digrafica D con dos trayectorias
de mdzima longitud Ty y Ty, ambas de D, donde:

Tl — {xli Xo, I3, ZU4} Yy TQ = {xli Te, Ty, ZU4}
Notemos que las longitudes de estas trayectorias es 3, pero el orden es 4, por

lo tanto A\(D) = 4.

Definicién 1.41. Un ciclo v de una digrafica D es un uv-camino en D en
el cual la longitud de v es mayor o igual que 2 y solo se repiten el primer y
el dltimo vértice.

Definicién 1.42. Una digrdfica D es llamada aciclica si no contiene ci-
clos.

Presentamos dos resultados basicos, de los cuales su demostracién se pue-
de consultar en [13].

Proposicion 1. Si eziste un uv-camino en una digrdfica D, entonces existe
una uv-trayectoria en D.

Proposicion 2. Si existe un camino cerrado en una digrdfica D, entonces
existe un ciclo en D.



10 Nociones bésicas

Figura 1.6: D es fuertemente conexa y D’ es no fuertemente conexa

1.7. Conexidad

Definicién 1.43. Decimos que una grdfica G es coneza, si para cada par
de vértices u y v en G, existe un uv-camino en G.

Definicién 1.44. Decimos que una digrdfica D es débilmente coneza, si
UG(D) es conexa.

Definicién 1.45. Decimos que una digrdafica D es unilateralmente coneza,
st para cada par de vértices u y v en D, existe un uv-camino o un vu-camino,
ambos en D.

Definicién 1.46. Decimos que una digrafica D es fuertemente coneza, si
para cada par de vértices u y v en D, existe un uv-camino y un vu-camino,
ambos en D. Una digrifica es no fuertemente coneza, sino es fuertemente
conexa.

Definicién 1.47. Sean D una digrdfica y C una subdigrdfica de D. Decimos
que C es una componente fuertemente coneza de D, si es una subdigrdfi-
ca fuertemente conexa mdxima por contencion de D, es decir, con el mayor
numero posible de vértices y flechas de D, de tal forma que preserve la pro-
piedad de ser fuertemente coneza.

Ejemplo 4. En la Figura 1.6, D es fuertemente conexa y D' es no fuerte-
mente conexa (pues no existe wv-camino en D’), también notemos que D y
D’ son débilmente conexas y D es unilateralmente conexa, pero D' no es uni-
lateralmente coneza (pues no eziste uv-camino en D’y no eziste vu-camino
en D’).

1.8. Algunas clases de digraficas

Definicién 1.48. Una digrdfica D es simétrica, si para cada (u,v) en
F (D), entonces (v,u) estd en F (D).
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Figura 1.7: S es simétrica y T es transitiva

Definicién 1.49. Una digrdfica D es transitiva, si para tres vértices dis-
tintos u, vy w tal que (u,v) y (v,w) estan en F(D), entonces (u,w) estd en
F(D).

Ejemplo 5. En la figura 1.7 se muestran dos digraficas Sy T.

Notemos que S es simétrica, pues (x;,xiv1) y (Tiy1,x;) son flechas de D,
para i € {1, 2, 8}. Ademds T es transitiva pues (yi,y2), (y2,Y3) v (Y1,Y3)
son flechas de D, también (y2,ys), (Y3, Y1) ¥ (Y2, ys4) son flechas de D, final-
mente como (y1,ys), (ys,ya) ¥ (y1,ys) son flechas de D, se concluye que T es
transitiva.

Definicién 1.50. Una digrdfica D es llamada trayectable o también lla-
mada hamiltoniana, si existe una trayectoria en D que pasa por todos los
vértices de D.

Observaciéon 1.4. En la mayoria de los textos se usa con mayor frecuencia
la definicion de digrdfica hamiltoniana, en vez de digrdafica trayectable, sin
embargo, en este texto nosotros solo acunaremos la definicion de digrdfica
trayectable.

Ejemplo 6. En la figura 1.7 se ve claramente que S y T son trayectables.

Definicién 1.51. Sea G una grdfica. Una orientacion de G es una digrdfi-
ca D que cumple que V(G) = V(D) y que F(D) = {(u,v) | uv es una arista
de G} y no contiene ciclos de longitud 2.

Ejemplo 7. En la figura 1.8 se muestran una grdafica G y O una orientacion
de G, pero notemos que L no es una orientacion de G pues se forma el ciclo
(u,v,u) de longitud 2 en L.
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Nociones bésicas

Figura 1.8: Grafica G, O una orientaciéon de G y L no orientacion de G

D

Figura 1.9: Digrafica semicompleta
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Definicién 1.52. Una digrifica D es semicompleta, si para cualesquiera
dos vértices x,y de D, se tiene que (x,y) o (y,z) es flecha de D.

Ejemplo 8. En la figura 1.9 se muestra una digrdfica D, ésta es semicom-
pleta, ya que cada vértice es adyacente a los restantes.
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Capitulo 2

Conjeturas de particiones de
trayectorias

2.1. Introduccién histdrica

En la teoria de digraficas existen muchos problemas de gran importancia,
de los cuales una gran mayoria estan relacionados con el concepto de parti-
cién.

La historia del problema principal, que estaremos trabajando en este tex-
to, tiene su origen en 1966, en uno de los primeros articulos publicados en
[1] por Laszlé Lovéasz donde se presenta el siguiente resultado:

Teorema 2.1. Si G es una grdfica y a, b, son dos enteros positivos de tal
forma que a +b = A(G) — 1, entonces eziste una particion {A, B} de tal
forma que A(G[A]) < a y A(G[B]) < b.

M. Stiebitz en [2] demostré un resultado similar en el que consideraba el
grado minimo ¢ como parametro. La conjetura de particion de trayectorias
en inglés llamada The Path Partition Conjecture (esta conjetura es la que
se menciond en la introduccién) es un problema similar a los dos proble-
mas mencionados anteriormente, la versién no dirigida de esta conjetura fue
discutida por primera vez por L. Lovasz y P. Mihok en el ano de 1981 en
Szegeded, Hungria; fue mencionada en la tesis de P. Hajnal [3] y J. Vronka
[4], v fue presentada por primera vez en 1983 en un articulo de Laborde,
Payan y Xuong [5].

Conjetura 2.1. (J. M. Laborde, C. Payan y N. H. Xuong [5]). Para cada
grafica G y, a, b dos enteros positivos tales que a + b = X\ (G), existe una
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particion A U B de los vértices de G de tal forma que \(G[A]) < a y A\(G[B])
< b.

Sin embargo nosotros nos enfocaremos en conjeturas similares, especifi-
camente, a su estudio en digraficas.

Una conjetura que fue postulada en 1955 por Bondy es la siguiente.

Conjetura 2.2. (Bondy [6]). Para cada digrdfica D y a, b dos enteros posi-
tivos tales que a + b = X (D), existe una particion {A, B} de los vértices de

D de tal forma que A\(D[A]) = a y \(D[B]) = b.

Al tomar en cuenta el hecho de que toda grafica se puede representar
como una digréifica simétrical, notemos que la conjetura 2.2 generaliza la
version no dirigida (conjetura 2.1), ademds observemos que las hipétesis son
mas fuertes como consecuencia de tener la igualdad en el orden de las tra-
yectorias de maxima longitud en cada particion.

En este trabajo también estudiaremos una conjetura mas débil, pero antes
mencionemos algunas definiciones.

Definicién 2.1. Definimos como un trayecto de una digrdfica D, a una tra-
yectoria de longitud maxima en D. El orden de un trayecto es el numero
de vértices en el trayecto, es decir, es el nimero \ (D) (recuérdese la defini-
cion 1.40).

Notacién. Diremos que T, es un y-trayecto de una digrdfica D, si T, es
un trayecto donde su vértice inicial es y.

Definicién 2.2. Si a, b es un par de nimeros enteros positivos (en algunos
casos alguno de los dos cero), definimos una (a, b)-particion {A, B} de
una digrdfica D, como una particion de V(D) en dos conjuntos A y B de
tal manera que \(D[A]) < a y A\(D[B]) < b. Si para cada par de nimeros
enteros positivos a, b tales que A\(D)= a + b, existe una (a, b)-particion de
D, entonces decimos que D es A\-particionable.

Ahora si, como ya hemos mencionado las definiciones, empecemos con la
conjetura prometida anteriormente.

Conjetura 2.3. Toda digrdfica es \-particionable.

Un caso particular que llamaremos el caso a = 1, es la siguiente conjetura.

1Una grafica G se puede ver como una digrafica simétrica D, es decir, si existe una
arista uv de G, entonces (u,v) y (v,u) son flechas de D.
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Conjetura 2.4. Si D es una digrdfica, entonces D tiene una (1, \(D)— 1)-
particion.

Definicién 2.3. Sea D una digrdfica. Definimos la fuente de trayectos
S(D), como el conjunto de vértices iniciales de todos los trayectos de D.

Conjetura 2.5. Si D es una digrdfica, entonces D tiene una (1, \(D)— 1)-
particion {A, B}, donde A C S(D).

Observacién 2.2. Notemos que en el contexto de las conjeturas 2.4 y 2.5,
A o B pueden ser vacios. Por ejemplo cuando D consta de un solo vértice,
entonces hacemos: A = V(D) y B =0, y obtenemos asi la particidn buscada.

Ahora que hemos mencionado algunas conjeturas, vamos a dar unos ejem-
plos con algunas digraficas especificas para que quede mas claro lo que em-
pezaremos a estudiar.

Figura 2.1: T es A-particionable

Ejemplo 9. Sea T una trayectoria de orden n, como en la figura 2.1. Cla-
ramente \(T) = n. Si a y b son dos enteros positivos, de tal forma que n =
a + b, entonces hacemos:

A ={xy, xo,..., 1.} Yy B ={xq11, Taro,.y Tnlt

Claramente tenemos que A U B = V(D) y N\(T[A]) = a y \(T[B]) =n —a
= b. Por lo tanto {A, B} es una (a,b)-particion de T, y por lo tanto T es
A-particionable.
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Ty

Ty

Ts5

Ty D

Figura 2.2: D es A-particionable

Ejemplo 10. Sea D una digrdfica como en la figura 2.2. Notemos que A(D)
= 4 y que sus trayectos son los siguientes: T; = (xq, x3, 1, T;), parai € {4,
5, 6}. Ahora sean, 1 < a < b, de tal forma que, a + b = X\(D) = 4. Tenemos
entonces los dos siguientes casos posibles:

Caso 1. Sia =11y b =3, entonces hacemos:

A= {I’Q} Yy B = {.7517 X3, T4, Ty, ZL'(;}

Entonces tenemos que A\(D[A]) = 1 y A\(D[B]) = 3, esto dado que D[A] es un
solo vértice y en D[B] solo se forman los siquientes trayectos T! = (x5, w1,
x;), para i € {4, 5, 6}. Por lo tanto {A, B} es una (1, 3) = (a, b)-particion
de D.

Caso 2. Sia =21y b =2 entonces hacemos:

A= {xl, xﬁ} Y B = {$2, T3, Ty, $5}

Entonces tenemos que \(D[A]) = 2 y A\(D[B]) = 2, esto dado que D[A] sélo
existe la flecha (x1, x¢) y en D[B] tenemos la flecha (xs, x3). Por lo tanto
{A, B} es una (2, 2) = (a,b)-particion de D.

Del caso 1 tenemos que D cumple las conjeturas 2.4, y 2.5, y juntando los 2
casos también tenemos que D es A-particionable.
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2.2. Particiones de digraficas con fuente de
trayectos

En esta seccién vamos a trabajar con la definicién de fuente de trayectos
y con las conjeturas 2.4 y 2.5. Vamos a mostrar que estas conjeturas son
validas para ciertas clases de digraficas.

Lema 2.1. Sea D una digrdfica con fuente de trayectos S(D). Si x, y perte-
necen a S(D) yy € Nt (x), entonces x pertenece a cada y-trayecto.

Demostracion. Procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos que x
no pertenece a algin y-trayecto T, entonces como y € N*(x), obtenemos una
trayectoria T = (x,y) U T, que es de mayor longitud que T}, en contradiccién
con la definicién de trayecto, por lo tanto x pertenece a cada y-trayecto en

D. [l

Corolario 2.1. Sea D una digrdfica con fuente de trayecto S(D). Conside-
remos a x un vértice en S(D). Si cada que y esté en N~ (x) se cumpla que
x pertenece a cada y-trayecto, entonces eliminando a x de D se eliminan
también todos los w-trayectos, donde w estd en N(x) N S(D).

Demostracion. Sea x un vértice en S(D). Consideremos 7T, un w-trayecto
con w € N(z). Tenemos los dos posibles casos:

Caso 1. Si w € NT(x), entonces por el lema 2.1 x pertenece a T, entonces
eliminando z se elimina el w-trayecto.

Caso 2. Si w € N~ (x), entonces por hipdtesis x pertenece a T, entonces
eliminando z se elimina el w-trayecto. O]

Debido al corolario anterior podemos dar la siguiente definicion:

Definicién 2.4. Sea D una digrdfica. Decimos que un vértice © en S(D)
es un eliminador local de trayectos, si cada que y en N~ (z) N S(D),
entonces cada y-trayecto de D contiene a .

Observacion 2.3. Notemos que si © es un eliminador local de trayectos de
una digrdfica D, entonces x elimina a todos los trayectos de D que tienen
como vértice inicial un vértice de la vecindad de x.

Ejemplo 11. Consideremos D como en la figura 2.3. Los trayectos de D son
los siguientes: T = (w, z, y1, Yo, 2) y T" =(w, 11, Yo, 2, x), por lo que w
€ S(D), ademds como w € N~ (z) y como T y T’ contienen a x, entonces
concluimos que x es un eliminador local de trayectos en D, es decir, x elimina
a todos los trayectos cuyos vértices iniciales pertenecen a la vencidad de z.
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Como observacion notemos que N (x) = {z, w}, pero como no ezisten z-
trayectos en D entonces se sigue cumpliendo que x es un eliminador local de
trayectos.

Figura 2.3: w es un eliminador local de trayectos en D

Definicién 2.5. Una clase ¢ de digraficas se llama una clase hereditaria
(hereditariamente inducida) de digrificas, si cada subdigrdfica (subdigrdfi-
ca inducida) de p pertenece a la clase p.

Proposiciéon 3. Supongamos que @ es una clase hereditariamente inducida
de digrdficas, con la propiedad de que cada digrdfica en @ tiene un eliminador
local de trayectos x € S(D). Entonces la conjetura 2.5 es vdlida para la clase

0.

Demostracion. Demostraremos la prueba por induccién sobre el orden de la
digrafica. Consideremos los pasos de induccion:

1.- Paso base.

1.1- Si D es de orden 2, entonces V(D) = {x,y} donde = es un eliminador
local de trayectos, consideremos los dos siguientes casos posibles:

Caso 1. Si A(D) = 1, entonces ponemos A = {x,y} y B = (), entonces {4,
B} esuna (1, A(D) — 1)-particién con A C S(D), pues A([A]) =1y X([B])=
0=AD) - L.

Caso 2. Si A(D) = 2, entonces ponemos A = {z} y B = {y}, entonces {A4,
B} es una (1, A(D) — 1)-particién con A C S(D), pues A([A]) = 1y A([B])=
1=AD) - 1L

2.- Hipétesis de induccién. Si D es una digréfica en o de orden n —
1, entonces D contiene una (1, A(D) — 1)-particiéon {A, B}, con A C S(D).



20 Conjeturas de particiones de trayectorias

3.- Paso inductivo. Sea D una digréfica en ¢ de orden n, queremos de-
mostrar que D contiene una (1, A(D) — 1)-particién {A, B}, con A C S(D),
para ello consideremos a x en S(D) un eliminador local de trayectos en D y
consideremos los dos siguientes casos posibles:

Caso 1. Si A(D —z) < A(D), entonces claramente, ({z}, V(D) — {z}) es
una (1,A(D) — 1)-particién de D, con {z} C S(D), pues A([{z}]) =1y
V(D) —{z})= A (D —2) < A(D).

Caso 2. Si A (D —x)=A(D), entonces como g es hereditariamente inducida,
D —x € p, y como el orden de D — x es n — 1, entonces por hipdtesis de
induccién D — x tiene una (1, A(D — x) — 1)-particién (A’, B), con A'C
S(D — z). Como z es un eliminador local de trayectos y A (D —x) = A(D),
N(z) N S(D —z) = 0, esto se cumple dado que al eliminar z se eliminan
los w-trayectos, con we N(z) -corolario 2.1-, y como A'C S(D — x), enton-
ces A = A" U {x} es un conjunto independiente, entonces {A, B} es una (1,
A(D — z) — 1)-particién de D, con A C S(D), y como A (D —z) = A(D),
entonces { A, B} es la particién buscada. O

Corolario 2.2. Si D es una digrdafica con la propiedad de que cualesquiera
par de ciclos en D no comparten flechas, entonces D tiene una (1, \(D) —

1)-particion {A, B}, con A C S(D).

Demostracion. Sea S(D) la fuente del trayecto de D y supongamos que D
tiene un trayecto de orden A(D). Como la propiedad de que cualquier par de
ciclos en D no comparten flecha es hereditariamente inducida, entonces basta
con probar que D tiene un x-eliminador local de trayectos. Supongamos por
contradiccién que D no contiene dicho vértice y sea x; € S(D). Entonces
como x; no es un eliminador local de trayectos, tenemos que existe x5 en
N~(z1) N S(D) y existe un zs-trayecto de tal manera que no contiene a ;.
Nuevamente como x5 no es un eliminador local de trayectos, existe x3 en
N~ (z2) N S(D) y existe un xs-trayecto que no contiene a xo. Continuando
con el mismo razonamiento construimos una sucesion x, xs...de elementos
de S(D), donde (z;41, ;) esta en F(D). Como S(D) es finito, existe un par
© < j, tal que x; = z;. Entonces la subsucesiéon z;, z;11,...,x; contiene un
camino cerrado en D, por lo tanto contiene un ciclo C'. Ahora sea v un vértice
en V(C), y denotemos v+ y v~ su ex-vecino y su in-vecino respectivamente,
ambos en C, asi, existe un v-trayecto T, que no contiene a v*. Como v~
estd contenido en cada v-trayecto (lema 2.1), entonces tenemos que existe
una vv~-trayectoria T,,- contenida en T,, donde v* no esta en T,,-, pero
entonces la flecha (v~, v) es compartida por el ciclo C'y el ciclo C" = (v, v)
U Ty, (véase la figura 2.4), en contradiccion con la hipétesis. Por lo tanto
D tiene un z-eliminador local de trayectos y por la proposicion 3 se concluye
la prueba. O
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Figura 2.4: Prueba del corolario 2.2

Definicién 2.6. Sea D una digrdfica. HC V(D) es dominante, si para cada
zen V(D) — H existe y en H, de tal forma que (y, x) estd en F(D).

Definicién 2.7. Sea D una digrdfica. H C V(D) es absorbente, si para
cada x en V(D) — H existe y en H, de tal forma que (z, y) estd en F(D).

Definicién 2.8. Sea D una digrdfica. N C V(D) es un nicleo de D, si N
es independiente y absorbente.

Definicién 2.9. Sea D una digrifica. S C V(D) es un conjunto solucién
de D, si N es independiente y dominante.

Comentario: el concepto de nicleo fue descrito por primera vez en [15]
por Von Neumann, la definicién original de un ntcleo N de una digrafica
D, era aquella donde N es independiente y dominante, es decir, un conjunto
solucién. Cabe mencionar que el articulo donde nos basamos [12], los autores
utilizan la definicion de nicleo como conjunto solucién, pero para mostrar
algunos hechos extras, nosotros nos basaremos en la definicién 2.8, sin afectar
el contenido del articulo [12].

Ejemplo 12. Sea D como en la figura 2.5, entonces N = {by, bs, b3} es
un nucleo de D, pues claramente N es independiente, y para cada a; € N
— V(D), tenemos que (a;, b;) € F(D), para i € {0, 1, 2}. Por lo que N es
absorbente.

Teorema 2.4. Sea D una digrdfica con orden de trayectos A\(D) y fuente
S(D). Si D[S(D)] tiene al menos un conjunto solucion, entonces D tiene una
(1, \(D) — 1)-particion {A, B} con A C S(D).
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(2]

bl bZ bg

Figura 2.5: Ejemplo de un nicleo N = {by, by, b3}

Demostracion. Sean A = S’ un conjunto solucién de D[S]y B = V(D) — N.
Supongamos por contradiccion que existe una 7' trayectoria de orden A(D)
en D[B]. Sea x el vértice inicial de T, claramente z € V(D) — S’ y como
S" es dominante, entonces existe y en N de tal forma que (y,z) estd en
F(D), entonces (y,x) U T es una trayectoria de orden A(D) + 1, lo cual
contradice la definicién de trayecto. Por lo tanto A\(D[B])< A(D) — 1. Como
S" es independiente A(D[S’]) = 1. Por lo tanto {A, B} es una (1, A(D) —1)
particiéon con A = 5" C S(D).

[

Teorema 2.5. Sea D una digrdfica con orden de trayectos N\(D) y fuente
S(D). Si D[S(D)] tiene al menos un nicleo, entonces D tiene una (1, A\(D)
— 1)-particion {A, B} con A C S(D).

Demostracion. Sean A = N un nicleo de D[S]y B = V(D) — N. Suponga-
mos por contradiccion que existe una 7" trayectoria de orden A(D) en D[B].
Sea x el vértice final de T', claramente x € V/(D)—N y como N es absorbente,
entonces existe y en N de tal forma que (z,y) estd en F(D), entonces T" U
(x,y) es una trayectoria de orden A(D) + 1, lo cual contradice la definicién
de trayecto. Por lo tanto A(D[B])< A(D) — 1. Como N es independiente
A(D[N]) = 1. Por lo tanto {A, B} es una (1, A\(D) —1) particién con A = N
C S(D). O

Teorema 2.6. (Richardson [17]) Toda digrifica sin ciclos impares (ciclos de
longitud impar) tiene al menos un nicleo.

El teorema anterior fue demostrado por M. Richardson en [17], poste-
riormente Victor Neumann Lara en [11] hizo una demostracién més general,
es decir, para digraficas con numero de vértices finito o infinito, para ello
utilizé un nuevo concepto llamado seminticleo:
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Definicién 2.10. Sea D una grdfica y R un conjunto independiente de vérti-
ces en D. Decimos que R es un seminicleo si cada que x esté en V(D) —
R y exista una Rz-flecha, entonces existe una una xR-flecha en D.

Ejemplo 13. Sea D como en la figura 2.5, R ={bs, b3} es un seminiicleo de
D, pues R es independiente y como a; esta V(D) — R, (b;, a;), (a;, b;) estin
en las flechas de D, para i € {2, 3}, entonces R es un seminicleo de D, en
otras palabras existe Rb; flecha y existe Rb; flecha, para i € {2, 5}.

Victor Neumann en [11] enuncié y demostré el siguiente resultado:

Teorema 2.7. St D es una digrdfica D en donde cada subdigrdfica inducida
de D tiene seminicleo distinto del vacio, entonces D tiene almenos un nicleo.

Observacién 2.8. El resultado anterior sirve para demostrar que las digrafi-
cas simétricas, transitivas, bipartitas, o, aciclicas, tienen al menos un nicleo,
veamos un ejemplo:

Teorema 2.9. Si D es una digrdfica simétrica, entonces D tiene un nicleo.

Demostracion. Vamos a utilizar el teorema 2.7, es decir, vamos a demostrar
que cualquier subdigréafica inducida de D tiene semintcleo distinto del vacio.
Si H es una subdigrafica inducida de D simétrica, entonces H es simétrica.
Sea x € V(D) y consideremos S = {z}. S es seminticleo de H, pues si y
€ H- Sy (y,z) € F(H), entonces por ser H simétrica (z,y) € F(D), es
decir, cada que existe una yS flecha existe una Sy flecha. Por lo tanto S es
semintucleo no vacio y por el teorema 2.7, D tiene al menos un nicleo. O]

Teorema 2.10. Sea D una digrifica con orden de trayectos \(D) y fuente
S(D). Si D[S(D)] es aciclica, transitiva, simétrica, o, bipartita, entonces D
tiene una (1, A\(D) — 1)-particion {A, B} con A C S(D).

Demostracion. Sabemos por el teorema 2.6 y la observacién 2.8 que en cual-
quier caso D[S(D)] tiene nicleo y entonces por el teorema 2.5 se sigue la
prueba del teorema. O

2.3. Particiones de digraficas sin ciclos

Definicién 2.11. Sea D una digrdfica. Definimos la funcion m: V(D) —
IN, donde m(v) es igual al mdzximo orden de las trayectorias en D con vértice
final o terminal v.

Definicién 2.12. Sea D una digrdfica. La digrdfica de condensacion DC
estd definida como sigue: V(DC) = {Componentes fuertemente conexas de
D} y (Cy, Cy) € F(DC) si y sélo si existe una C1Cy-flecha en D.
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Figura 2.6: D y sus componentes fuertemente conexas F} y Fy, y DC su
digrafica de condensacion

Ejemplo 14. Sea D como en la figura 2.6. Tenemos que sus componentes
fuertemente conexas son D[{x1, x9, x3}/=F1 y DKx4, x5, x6, x7, x8}] = Fo.
Como existe FyFy-flecha en D, entonces DC' es la trayectoria mostrada en la
figura 2.6.

Definicién 2.13. Sean D una digrdfica y DC su digrdfica de condensacion,
para cada v en V(DC), definimos la funcién m, donde m(v) es igual al mdzi-
mo orden de las trayectorias en DC' con vértice final o terminal v.

Definicién 2.14. Sean D una digrifica y DC su digrdfica de condensacion.
Para cada 1 < i < X\(DC) definimos el:

Nivel i = {ve V(DC) | m(v) =i}.

Notacién. Si consideramos a F una componente fuertemente conexa de D,
entonces diremos que cada vértice v de F estd sobre el nivel m(F).

Ejemplo 15. Sean D y su digrdfica de condensacion DC como en la figura
2.0. Notemos que m(F;) = 1, para i € {1, 2}. También tenemos que los
vértices x; estan sobre el nivel 1, para i € {1, 2, 8}, y los vértices x; estdn
sobre el nivel 2, para j € {4, 5, 6, 7, 8}.

Definicién 2.15. Si D es una digrifica, definimos la altura h(D) de D,
como el nimero de niveles de DC.

Lema 2.2. Sean D una digrdfica y DC su digrdfica de condensacion, entonces
DC es aciclica (sin ciclos).
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Figura 2.7: Prueba del lema 2.2

Demostracion. Sean D una digrafica y DC' su digrafica de condensacion.
Supongamos por contradiccién que existe un ciclo C=(Fi,... F,,_1, F,, F})
en DC, donde F; es una componente fuertemente conexa de D, para i € {1,
2,..., n}. Definimos:

F=FRU(fi, )UFRU(fy f5)UFU--- UF, 1 U(f,_q, fa) UF, U ([,
fi) U F1, donde cada f; € V(F}), para j € {1, 2,..., n}, cada f; € V(Fj),
para j € {2,...,n — 1}, y fi € Fj, para j € {1, n}, (véase la figura 2.7).
Claramente F' es una subdigrafica fuertemente conexa de D que contiene
propiamente a cada Fj, parai € {1, 2,..., n}, lo cual es imposible pues cada
F; es una subdigrafica fuertemente conexa méaxima por contencién en D. Por
lo tanto DC' no puede contener ningin ciclo. ]

Lema 2.3. En cada digrdfica D se cumple que h(D) = X\(DC).

Demostracion. Sean D una digrafica y DC' su digréfica de condensacion.
Sea T' = (@1, ¥2,..., Tapc)) un trayecto en DC'. Observemos que cada w;
estd sobre el nivel 7, con 1 < ¢ < A(DC), pues de no ser asi, existe x;, con 1 <
i < A(DC), donde m = m(x;) # j. Como (21, xa,..., x;) es una trayectoria
de orden ¢ en DC, se tiene que m > j. Sea T" = (y1,y2,. .. ,Ym==2;) Una
trayectoria en DC'. Ahora notemos que existen h, k, con 1 < h <myj <
k < ADC), donde yp=x, pues de lo contrario 7" U (xj, Zj41,. .., Ta(pe))
serfa una trayectoria en DC' de mayor orden que 7', lo cual es imposible.
Entonces se forma el siguiente camino cerrado C' en DC', donde C' = (y,=xy,
Yht1s- - - Ym=2Tj, Tj11,- - -, k), lo cual es una contradiccién pues todo camino
cerrado contiene un ciclo, lo cual no puede suceder en DC', pues es aciclica
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(lema 2.2). Asi que cada z; esta sobre el nivel ¢ y por lo tanto el nimero de
niveles es A\(DC') y por lo tanto h(D) = A(DC). O

Teorema 2.11. Sea D una digrdfica fuertemente conexa con |V(D)| > 2. D
es bipartita si y solo si D no contiene ciclos impares (de longitud impar).

Demostracion. = Si D es una digrafica fuertemente conexa y bipartita. Sea
{V1, V4} la biparticién de V(D) en conjuntos independientes. Supongamos
por contradiccién que D contiene un ciclo de longitud impar C' =(zg, x1,. . .,
Tok, To), también sin pérdida de generalidad supongamos que xy € Vi, como
(x0, 1) € F(D) y V; es independiente, se tiene que z; € V5. Andlogamente
como (z1, ) € F(D) y V3 es independiente, se tiene que x5 € V. Entonces
deducimos que los vértices con indice impar quedan en V; y los vértices con
indice par quedan en V5, y entonces en el paso 2k obtendremos que xo; € V.
Ahora como (zax, xo) € F(D) y xo € V1, se tiene que Vj no es independiente,
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto D no puede contener ciclos impares.

< Sea D una digréfica fuertemente conexa con |V(D)| > 2 y sin ciclos
dirigidos impares. Consideremos x € V(D) y definamos:

A ={v € V(D) | existe un zv-camino de longitud par en D}

y
B ={v € V(D) | exste un zv-camino de longitud impar en D}.

Notemos que:

1.- Ay B son no vacios.

Demostracién. Notemos que x € A, pues siempre existe el camino trivial de
longitud cero, por lo tanto A # (). Ahora como |[V(D)| > 2, se tiene que existe
v € V(D), con v # x. Como D es fuertemente conexa existe un xv-camino
C = (x =, x9,..., z, =v) en D y por lo tanto xo € B, por lo tanto B #
0.

2-ANB=0.

Demostracién. Supongamos por contradiccién que A N B # (), entonces exis-
te v en A N B, en consecuencia existe C' un zv-camino de longitud par y C’
un zv-camino de longitud impar ambos en D. Ahora como D es fuertemente
conexa, existe C” un vx-camino. Si C” tiene longitud par, entonces C' U C”
es un camino cerrado de longitud impar en D, y si C” tiene longitud impar,
entonces C' U C” es un camino cerrado de longitud impar en D, en cualquier
caso obtenemos un camino cerrado de longitud impar en D, pero todo ca-
mino cerrado de longitud impar contiene un ciclo de longitud impar, lo cual
es imposible pues D no contiene ciclos de longitud impar. Por lo tanto A N
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B =10.

3-AUB=V(D).

Demostracién. Claramente A UB C V(D). Ahora sea v €V (D), como D es
fuertemente conexa existe un xv-camino de longitud par o de longitud impar
en D, entonces v € A U By por lo tanto V(D) C AU B.

4.- A y B son independientes.

Demostraccién.Supongamos por contradiccion que A no es independiente,
entonces existen y, z en A de tal forma que (y, z) € F(D). Como y € A, existe
C' un zy-camino de longitud par en D, entonces tenemos que C' U (y, z) es
un xz-camino de longitud impar, entonces z € A N B, lo cual contradice el
punto 2. Por lo tanto A es independiente. Andlogamente B es independiente.

De 1, 2, 3 y 4 obtenemos que {A, B} es una biparticién de V(D) en con-
juntos independientes. Por lo tanto D es bipartita. ]

Teorema 2.12. Si D de es una digrdfica con altura h(D) y sin ciclos impares,
entonces D tiene una (h(D), h(D))-particion.

Demostracion. Sean Fy, Fs,. .., F, las componentes fuertemente conexas de
D. Notemos que como D no contiene ciclos impares, entonces cada F; no con-
tiene ciclos impares. Notemos también que no podemos ocupar directamente
el teorema 2.11 a todas las F;, para i € {1, 2, 3,..., n}, pues puede suceder
que alguna F; tenga un solo vértice. Si denotamos { A, Br, } como la bipar-
ticién de F; en conjuntos independientes, tomando en cuenta que si alguna
componente F; tiene un solo vértice, hacemos Br. = (), entonces obtenemos
que cada {Afg, Br} es una (1,1)-particién, para i € {1, 2, 3,..., n}, pues
por la independencia de Ag, y Bp,, tenemos que \(D[Af,]) = 1y N(D[Bg,])
<1, parai € {1, 2,..., n}. Definimos:

i=1 ]

Observemos que si T' es una trayectoria en D[A], entonces T tiene a lo mds
un vértice de A;, para i € {1, 2, 3,..., n}, pues de lo contrario, existirfa 7"
= (x1,..., Ty) una trayectoria en D[A], donde xp, x es un par de vértices
de Ajy1 <h k<myk=h+r (con0 < r). Consideremos 17 = (z,
Thil, - Thir—1), cOmo A; es independiente, entonces, xp41 € A%y, con Aj
# A’ ,. Ahora ), € A),,, de nuevo por la independencia de cada conjunto
tenemos que A%, # A, Si AL, = Aj, entonces se forma el ciclo (4,
ALy, A;) en DC aciclica por el lema 2.2, lo cual es imposible, de modo que
si seguimos con el mismo procedimiento tendremos que T = (A, Al
A, ) es una trayectoria en DC, donde, zj,1; € A}, parai € {1, 2, 3,...,
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Figura 2.8: Prueba del teorema 2.12.

r—1}. Porlo que C'=Tpc U (A, 1, A;) es un ciclo en DC (véase la figura
2.8), lo cual es imposible pues DC' es aciclica (lema 2.2). Andlogamente el
resultado es vélido para B.

En consecuencia el orden de un trayecto en D[A] es a lo mas A(DC)
h(D) (lema 2.3), por lo tanto A(D[A]) < h(D). Andlogamente A(D|[B])
h(D). Por lo tanto {A, B} es una (h(D), h(D))-particién de D.

RVANI

Corolario 2.3. Sea D una digrdfica sin ciclos impares. Si D tiene altura
h(D) < 2, entonces D es A-particionable.

Demostracion. Sean a, b dos niimeros positivos de tal forma que A(D)= a+b,
entonces b = A\(D) — a. Consideremos los dos siguientes casos posibles:

Caso 1: Si h(D) = 1, entonces por el teorema 2.12 D contiene una (1, 1)-
particién {A, B} y como A(D[A]) <1 < ay AMD[B]) <1 <, se tiene que
{A, B} es una (a,b)-particién y por lo tanto D es A-particionable.

Caso 2: Si h(D) = 2, entonces por el teorema 2.12 D contiene una (2, 2)-
particién {A, B}. Consideremos los siguientes dos subcasos posibles:

Subcaso 1: Si @ = 1, entonces como D no contiene ciclos impares por el
teorema 2.10 D contiene una (1, A(D) — 1) = (a, b)-particion.
Subcaso 2: Sia > 2, entonces podemos suponer que b = A\(D) — a > 2, pues
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claramente D tiene una (a, b)-particién si y sélo si tiene una (b, a)-particién,
asi b > 2, pues de lo contrario tendriamos el subcaso 1. Entonces tenemos
que {A, B} es una (a, A\(D) — a) = (a, b)-particién de D, pues \(D[A]) < 2
<ay AD[B]) <2<b=AD) — a.

En cualquier subcaso siempre existe una (a, b)-particién de D y por lo tanto
D es A-particionable. O

2.4. Particiones de Gallai-Roy-Vitaver

Empezaremos en esta seccién definiendo una particién de los vértices de
una digrafica D aciclica (sin ciclos), llamada particién de Gallai-Roy-Vitaver
(GRV), primero daremos la definicién y luego probaremos que en realidad
es una particion de los vértices de D y, que es en realidad una particién en
conjuntos independientes.

Definicién 2.16. Sea D una digrdfica aciclica con orden de trayecto (D).
Definimos la particion GRV de V(D) conformada por los elementos de la
sucesion (Vi, Vo, Vs,..., Vapy), donde:

Vi ={ve V(D) | m(v) =3}, i€ {1, 2..., \(D)}.

Y m es la funcion de la definicion 2.10.

Lema 2.4. La particion GRV de una digrdfica aciclica D estd bien definida,
es decir, es en realidad una particion de V(D) y ademds es una particion de
conguntos independientes.

Demostracion. Sean D una digrafica y B = UZZ\(D)Vka donde: V; = {v €
V(D) | m(v) =i}, i€ {1, 2,..., A(D)}. Demostraremos que B es una par-
ticién de V(D) y que V; es independiente, para i = 1, 2,..., A\(D). Para ello
probemos los siguientes incisos:

1- Vi # 0, parai € {1,2,..., \(D)}.

Demostracién. Supongamos por contradiccién que existe un ¢ € {1, 2,...,
A(D)}, de tal forma que V; = (). Sean T un trayecto de D y T; = (x1, 2a,. . .,
x;) la subtrayectoria de T'. Notemos que 7; es una trayectoria de orden i que
termina en x;, y como V; = (), entonces m(x;) > i. Asi existe una trayectoria
P que termina en x; y que es de orden mayor que 7. Consideremos al camino
P U (@, 41, .., Txp)) ¥ Notemos que ésta no es una trayectoria, de lo con-
trario seria una trayectoria de orden mayor que la de 7', lo cual es imposible
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pues 1" es un trayecto. Asi este ltimo camino contiene un camino cerrado y

por lo tanto un ciclo. Lo cual es una contradiccién pues D no contiene ciclos.
Por lo tanto V; # 0, para i € {1, 2,..., \(D)}.

2- B =V(D).

Demostracién. Tenemos que B CV(D), esto dado que por definicién cada
Vi CV(D), parai € {1,2,..., \(D)}. Seav € V(D), tenemos que m(v) = i,
para algin 1 < ¢ < A(D), entonces v € V; y por lo tanto V(D) C B.

3-VinV;=0,sit# j,conl<i,j<A(D).

Demostracién. Supongamos por contradiccién que existe x en V; N V;, con
i #jy1l<i j<AUD). Esto implica que m(z) =i = j, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto V; N'V; = 0.

4.- V; es independiente, para i € {1, 2,..., A(D)}.

Demostracién. Sea 1< i < A(D). Supongamos por contradicciéon que V; no
es independiente, entonces existen z,y en V; de tal forma que (z,y) € F(D).
Como m(z) = i, existe T' = (x1,..., x; = x) una trayectoria en D. Note-
mos que y € V(T), pues de lo contrario 7" U (z,y) es una trayectoria en
D de orden i + 1 que termina en y, lo cual es imposible pues m(y) = i.
Entonces existe k con 1 < k < i, donde x; = y, en consecuencia se forma el
siguiente ciclo C' = (z=y, T41,. .., T;= x, y), lo cual es una contradiccién
pues D es aciclica. Por lo tanto V; es independiente, parai € {1, 2,..., A(D)}.

De 1, 2y 3 tenemos que B es una particién de V(D) y de 4 tenemos que es una
particion en conjuntos independientes, que es lo que se queria demostrar. [

Ejemplo 16. Sea D como en la figura 2.9, observemos que D es aciclica,
es decir, no tiene ciclos. Por lo tanto podemos considerar su particion GRV.
Observemos que A(D) = 6, por lo que su particion serd de la forma {Vi, Vs,
Vs,..., Vi}. El lector puede comprobar facilmente viendo la figura 2.9 que
cada conjunto estd definido como sigue:
Vi ={x;}, parai € {1, 2, 6}.
Y
‘/:Q) = {1'3, y3}; ‘/;1 = {I’4, Ya, 24} Yy ‘/5 = {$5, y5}

Y como habia de esperarse, cada V; es independiente, para i € {1, 2,..., 6}.
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Particion GRV de V(D)

Figura 2.9

Lema 2.5. Sea D una digrdfica aciclica con orden de trayecto \(D) y parti-
cion de GRV {Vi, Vo, Va,..., Va(py }-

1.- Si (v;, vj) € F(D), conv; € V; yv; € V;, entonces i < j.
2.- 81 T es una trayectoria en D, entonces

\V(T)N V;| < 1, para cada i € {1, 2,..., \(D)}.

Demostracion. 1.- Si (v, v;) € F(D), con v; € V; y v;€ V;, entonces existe
T = (uy,..., w; = v;) una trayectoria en D. Notemos que v; ¢ V(T'), pues de
lo contrario v; = u; con 1 < h < i, y obtenemos el siguiente ciclo C' = (uy
=V}, Uht1,- - -, Ui=V;, vj) en D, lo cual es imposible pues D es aciclica.
Entonces 7" = (uy,..., u; = v;, v;) es una trayectoria en D de orden i + 1
que termina en v;, asi m(v;) = j > ¢ + 1, y por lo tanto i < j.

2.- Sea T' = (x1,..., o) una trayectoria en D y supongamos por contra-
diccién que existe i € {1, 2,..., A(D)} de tal forma que |V(T) NV, | > 2.
Entonces existen g, xpy. en V(T) NV, con 1 < k < hyr > 0. Notemos
que Tiyr—1 € Vinpyr) ¥ (Thir—1, Tagr) € F(D). Entonces por 1, tenemos
que m(Tgsr—1) < m(xpy,) = i. Andlogamente m(xgi,—2) < Mm(Tpyr—1) <
7. Si seguimos con el mismo procedimiento en el paso r llegariamos a que:
M(Tgsr—r) = m(xy) < i, pero m(xy) = ¢ y esto es una contradiccién y viene
de suponer que existe dicho i. Por lo tanto |V(T) N V;| < 1, para cada i €
{1,2,..., \(D)}. O

Corolario 2.4. Sea D una digrdfica aciclica. Si T = (x1, ©2, x3,..., T,) €S
una trayectoria en D, 1 < i, j < n y ademds i < j, entonces m(x;) < m(x;).
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Demostracion. Si 1 < 4,7 < n , con ¢ < j, entonces j = ¢+ r, con r >
0. Notemos que como (zji,—1, Tir,) € F(D), entonces por el lema 2.5,
m(zirr—1) < m(x;y,). Andlogamente como (Z;y,—2,Zi4,—1) € F(D), por el
lema 2.5, m(x;y,—2) < m(z;1,_1), entonces m(z;y,_2) < m(z;y,). Procedien-
do de manera andloga en el paso r, concluiremos que m(z;) = m(zip,—r) <
m(z;+,) = m(z;), que es lo que se queria demostrar. O

Teorema 2.13. Cada digrifica aciclica D es \-particionable.

Demostracion. Sean a y b dos nimeros positivos de tal forma que A(D)=
a + b. Consideremos la particién de GRV {Vi, Vo, Vi,..., Vypy} de V(D).

Sean

a A(D)
A= U Vk y B = U Vk
k=1 k=a+1

Por el lema 2.5, cada trayectoria en D tiene a lo mas un vértice en cada V;,
entonces A(D[A]) < a y AMD[B]) < AM(D) — a = b, entonces {A, B} es una
(a, b)-particién. Por lo tanto D es A-particionable. O

Definicién 2.17. Sea D una digrdfica. Para cada subdigrafica M aciclica de
D, definimos la funcion my;: V(M) — N, donde my(v) es el mdzimo orden
las trayectorias en M que terminan en v.

Observacién 2.14. Si D es una digrdfica y M es una subdigrdfica aciclica
de D, entonces podemos considerar (Vi, Va, Vs,..., Vaarn) para obtener la
particion GRV de V(M), pero notemos que v € V; si y solo si mp(v) =i .

Teorema 2.15. Cada digrifica D con un unico ciclo es A-particionable.

Demostracion. Sean C' = (u, x1 = v, Za,..., T, u) el ciclo de Dy a,b dos
nimeros positivos de tal forma que A(D)= a +b. Sea M = D — (u,v),
claramente M es aciclica, pues (u,v) es una flecha del tinico ciclo C' en D,

entonces podemos considerar {Vi, Vo, V5, ..., Vi } la particion GRV de
V(M). Sabemos que v € V; y v € V;, con 1 < 4,5 < A(M). Notemos que
i < j, pues sea T = (r1= v, ,..., T,, u), notemos también que T es una

trayectoria en M, pues C es un ciclo en D = M U (u,v), entonces por el
corolario 2.4, tenemos que i = my (v = x3) < my(u) = j. Ahora hagamos
una re-etiquetacién de indices al conjunto {Vi, Va, Vi, ..., Vyan } como {V;,,
Vie, Vigs - -, V}A(M)}, de tal forma que V;, = V; y V., = V. Definimos:

a A(M)
A UV}T y B = U Vi,

1 r=a+1

T

Claramente A U B = V(D). Ahora por el lema 2.5, cada trayectoria en D
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Figura 2.10: M y M’ son subdigraficas aciclicas maximas de D

tiene a lo mds un vértice en cada V;_, con 1 < r < \(M), entonces \(M[A])
<ay MM[B]) < A(M) —a < XD) — a = b. Por construccién la flecha
(u,v) es una BA-flecha, pues v € By v € A, entonces M[A] = D[A] y
M|[B] = D[B], entonces {A, B} es una (a, b)-particién de D. Por lo tanto D
es A-particionable. [

En vista de la prueba anterior, nos preguntaremos si podremos generali-
zar la idea, para cualquier digrafica no con un solo ciclo, si no con mas, la
respuesta es que si, y entonces comencemos con la siguiente definicion:

Definicién 2.18. Sean D una digrdfica y M una subdigrdfica generadora de
D. Decimos que M es aciclica mdzima, si M es aciclica y F(M) es mdzima
por contencion.

Observacién 2.16. Si D es aciclica, entonces claramente D es la unica
digradfica aciclica mdzima en D.

Ejemplo 17. Sean D una digrdfica y M, M’ subdigraficas generadoras de D,
como se muestran en la figura 2.10. El lector puede verificar que M y M’ son
subdigraficas aciclicas mdximas de D.

Observacién 2.17. Si D es una digrafica que contiene propiamente a M
(subdigrifica aciclica mdzima), entonces F(D) — F(M) # (), esto dado que
como M esta contenida propiamente en D, entonces existe al menos una

flecha en F(D) — F(M).

Lema 2.6. Sean D una digrafrica y M una subdigrdfica generadora de D. Si
M es aciclica mdazxima, entonces para cada (u,v) en F(D) — F(M), se tiene
que (u,v) esta en un ciclo de D.

Demostracion. Supongamos que M es aciclica méxima y consideremos los
dos siguientes casos posibles:
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Caso 1. Si F(D)—F(M) = (, entonces es claro que se cumple por vacuidad.
Caso 2. Si F(D)—F(M) # (), entonces consideremos (u,v) € F(D)— F(M)
y supongamos por contradiccién que (u,v) no estd en ningin ciclo de D, en-
tonces es claro que si hacemos M’ = M U (u,v) tendriamos que M’ es acicli-
ca, también tendriamos que F(M) estda contenido propiamente en F'(M'),
lo cual es una contradiccién pues M es aciclica maxima. Por lo tanto cada

(u,v)-flecha en F(D) — F(M) pertenece a algin ciclo de D. O

Lema 2.7. Sean D una digrdfica y M una subdigrdfica aciclica mdxima de
D. Si (u,v) € F(D) — F(M), entonces eziste T = (uy=v,..., Upt1=u) una
vu-trayectoria en M, donde C = (u;=u, us=v,..., Upy1=u) es un ciclo en D
que contiene a (u, v).

Demostracion. Supongamos que (u,v) € F(D)— F(M), entonces por el lema
2.6 tenemos que (u,v) estd en un ciclo C' = (u; = u, ug = v,..., Upy1 = u)
de D, afirmamos que C es un ciclo de M U (u,v), pues de lo contrario M U
(u,v) seria aciclica y F(M) estarfa contenida propiamente en F'(M U (u,v)),
lo cual es imposible pues M es aciclica maxima en D. Entonces sea T' = (us
= V,..., Upy1 = u), como C es un ciclo de M U (u,v), entonces claramente
T es una vu-trayectoria en M. O]

Teorema 2.18. Sea D una digrdfica sin ciclos de longitud 2. St D contie-
ne una subdigrdfica M aciclica maxima con A\(M) < 3, entonces D es \-
particionable.

Demostracion. Consideremos los siguientes 2 casos posibles:

Caso 1: Si A(M) < 2, entonces afirmamos que D es aciclica, pues de lo
contrario M esté contenida propiamente en D y en consecuencia existe (u, v)
en F(D)— F(M) (observacién 2.17) y por el lema 2.6, (u,v) esta en un ciclo
C' y como D no contiene ciclos de longitud 2, entonces C' tiene longitud ma-
yor que 2, asi por el lema 2.7 existiria una vu-trayectoria de orden mayor que
2 en M, lo cual es imposible pues A(M) < 2. Finalmente como D es aciclica
por el teorema 2.15 tenemos que D es \-particionable.

Caso 2: Si A(M) = 3, entonces como M es aciclica consideremos {V;, V5,
V3} su GRV particién de M. Por el lema 2.6, podemos considerar para cada
(u,v) € F(D) — F(M) el ciclo C de D, donde C' = (u, uy = v,..., u;, u),
con 2 < ¢ (pues D no contiene ciclos de longitud 2). Por el lema 2.7 T' = (u;
= ,..., U;, u) es una vu-trayectoria en M de orden > 3 y como A(M) = 3,
entonces i = 2y mys(u) = 3, entonces u € V3. Por el corolario 2.4 tenemos
que mps(uz) < mpy(u) = 3, y como (u1, ug) es una trayectoria de orden 2
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en M que termina en uy obtenemos que mys(uz) = 2. Andlogamente por el
corolario 2.4 tenemos que my(uy = v) < mpr(ug) = 2, entonces my(v) =
1 y por lo tanto v € V;. Definimos:

A=V, yv B=VWUW

Claramente A U B = V(D). Ahora nuevamente por el lema 2.5 cada tra-
yectoria en M tiene a lo més un vértice en cada V;, para i € {1, 2, 3}, en
consecuencia A(M[A]) < 1y MM[B]) <2. Como u € V3 y v € V1, se tiene que
cada flecha (u,v), es una BA-flecha en D. Como D es la unién de M junto
con el conjunto de las (u,v)-flechas, entonces M[A] = D[A] y M[B] = D|B]|
y asi {A, B} es una (1, 2)-particién de D.

Ahora sean a, b dos nimeros enteros positivos de tal forma que A\(D) = a+b,
sabemos que 3 = A(M) < A(D) = a+ b, entonces sin pérdida de generalidad
podemos suponer que 1 < a 'y 2 < b, en consecuencia {A, B} es una (a,b)-
particién de D, pues {A, B} es una (1, 2)-particién de D y entonces \(D[A])
<1<ay\D[B]) <2 <b. Por lo tanto D es A-particionable. O

Observaciéon 2.19. Notese que en la prueba anterior, obtuvimos que, si M
es una subdigrdfica aciclica mdzima de alguna digrdfica D, donde A\(M) < 8,
entonces D sélo contiene ciclos de longitud a lo mas 3.

2.5. Coloraciones y particiones

En esta seccion definiremos el concepto de coloracion para poder mostrar
que bajo cierta coloracion, las digraficas son A-particionables, empecemos
entonces con la siguiente:

Definicion 2.19. Una k-coloracién de una digrdfica D, es una particion
{C4,..., Cx} de V(D), donde a cada v € C; se le asigna el color i, con i €
{1, 2..., k}.

Definicién 2.20. Una k-coloracion {C,. .., Ck} de una digrdfica D es propia,
si cada conjunto C; es independiente, con i € {1, 2,..., k}. Diremos que D
es k-colorable propiamente si existe una k-coloracion de los vértices de D.

Ejemplo 18. Sea D como en la figura 2.11, tenemos que A = {x1,..., x4} ¥y
B ={y1,. .., ya} son independientes, por lo que le asignamos a cada vértice de
A el color 1 y a cada vértice de B el color 2 (véase la figura 2.11), obtenemos
asi un 2-coloracion propia de los vértices de D.
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Digrafica D Asignacion de la coloracion propia a V(D)

Figura 2.11

Definicién 2.21. El numero cromdtico x (D) de una digrdfica D es el mini-
mo numero k de colores para que D sea k-colorable propiamente.

Ejemplo 19. Sea D como en la figura 2.11. En el ejemplo 18 obtuvimos
una 2-coloracion de V(D), asi x(D) < 2. Ahora es claro que D no puede
tener una 1-coloracidn propia en sus vértices, pues el conjunto V(D) no es
independiente. entonces cualquier coloracion propia de V(D) tiene que tener
mds de un color, y entonces x (D) > 2. Por lo tanto x (D) = 2.

Teorema 2.20. (Gallai-Roy-Vitaver) Para cada digrdfica D se tiene que
x(D) < A(D).

Demostracion. Sean D una digréfica y M una subdigrafica aciclica maxima
de D. Consideremos (V1, Va, Vs,... Vi) su GRV particién de V(M). Por el
lema 2.2 tenemos que cada V; es independiente, para i € {1, 2, 3,..., A(M)}.
Entonces si le asignamos a cada vértice de V; el color i, obtenemos asi una
A(M)-coloracién K propia de V(M) = V(D) en M. Por el lema 2.6 podemos
considerar para cada (u,v) en F(D) — F(M) el ciclo C de D, donde C' =
(up = u, ug = v, ..., u; = u). Consideremos también T = (uy = v,..., u; =
u) y por el lema 2.7 T' es una vu-trayectoria en M. Ahora por el corolario
24 h =my(uy = v )< my(u; =u ) =k, entonces v € Vj, y u € Vi, con
h < k, es decir u y v no estdn en un mismo elemento de GRV), por lo que
al agregar la flecha (u,v), cada conjunto V; preserva su independencia en
D, parai € {1, 2, ..., A(M)}. Finalmente como D esta conformada por M
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junto con las flechas de la forma (u,v), entonces se concluye que K también
es una A(M)-coloracién propia para V(M) = V(D) en D. Por lo tanto x(D)
< AMM) < XD). O

Definicién 2.22. Una k-coloracidn prismitica de una digrifica D es
una k-coloracion propia de D donde cualquier par de vértices sobre una misma
trayectoria tienen distinto color. Diremos que D es k-colorable prismdtica st
existe una k-coloracion prismdtica de los vértices de D.

Definicién 2.23. El ndmero prismdtico p(D) de una digrdfica D es el
minimo numero k de colores para que D sea k-colorable prismdtica.

Ejemplo 20. Sean D y su 4-coloracion prismdtica asignada a V(D), como
se muestra en la figura 2.12. Entonces obtenemos que ¢ (D) < 4. Ahora como
D contiene al menos una trayectoria de orden 4, entonces cualquier colora-
cion tiene que tener por lo menos 4 colores, entonces 4 < p(D). Finalmente
entonces p (D) = 4.

Proposicién 4. Sea C = {C},..., Cy} una k-coloracion propia de una
digrafica D. C' es prismatica si y solo si para cada trayectoria T en D se
tiene que:

\V(T)NC; | < 1, parai € {1, 2..., \(D)}.

Demostracion. = Supongamos que C' es prismatica y consideremos 7' una
trayectoria en D. Sea 1 < i < k, como C' es una coloracién prismatica, tene-
mos que cada vértice de T tiene a lo mas un vértice de C}, y en consecuencia
V(T)nCy| <1.

< Procedamos por el método contrapositivo. Si C' no es prismatica, en-
tonces existe T' una trayectoria en D, donde dos vértices distintos x,y de T'
tienen el mismo color j, con 1< j <k, en consecuencia |[V(T)N C; | > 2. O

Proposicién 5. Si D es una digrdfica con (D) = A(D) entonces D es
A-particionable.

Demostracion. Sean a y b dos enteros positivos de tal forma que A(D) =
a+b. Sea {C,..., Cyxp)} una A(D)-coloracién prismatica de D. Definimos:

(D)
A={]JG y B= ] G

=1 i=a+1
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Coloracion prismatica de V(D)
Figura 2.12

Por la proposicién 4 tenemos que cada trayectoria en D tiene a lo mas
un vértice en cada Cj, en consecuencia A(D[A]) < a y AM(D[B]) < A(D) —
a = b, en consecuencia {A, B} es una (a,b)-particién y por lo tanto D es
A-particionable. O

Proposicién 6. Para cada digrdfica D se cumple que:

X(D) < MD) < ¢(D).

Demostracion. Sea D una digrafica. Por el teorema 2.20 x(D) < A(D). Sea C
una ¢(D)-coloracién prismatica de V(D) y consideremos 7' una trayectoria
de orden A\(D) en D, es claro que como C' es prismética, cada par de vértices

de T tienen distinto color, en consecuencia C' tiene asignado al menos A(D)
colores. Por lo tanto A(D) < ¢(D). O

Ejemplo 21. En este ejemplo mostraremos que las desigualdades de la pro-
posicion 6, pueden ser estrictas. Sea D y su 3-coloracion propia, como se
muestra en la figura 2.13. Notemos que D no admite una 2-coloracion pro-
pia, por lo tanto x(D) = 3. También notemos que \(D) = 5. Ahora también
notemos que, entre cualquier par de vértices de D, existe una trayectoria en-
tre ellos, por lo que para colorear prismdticamente a V(D) necesitamos que
cada par vértices de D tengan asignados distintos colores, y en consecuencia
necesitamos al menos 7 colores y viceversa con 7 colores es claro que pode-
mos colorear prismdticamente a V(D). Por lo tanto ¢(D) = 7. Finalmente
concluimos que:

x(D) < AD) < (D).
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Figura 2.13: x(D) < A(D) < ¢(D)

Corolario 2.5. Si D es una digrdfrica aciclica entonces A\(D) = ¢(D).

Demostracion. Si D es una digréfica aciclica, podemos considerar {V;, V5,
Vs,..., Vaipy} la GRV particién de V(D). Por el lema 2.2 cada V; es inde-
pendiente, por lo que asignandole el color i a cada vértice de V;, con i €
{1, 2,..., \(D)}, obtenemos una A(D)-coloracién propia C' de V (D), ademés
por el lema 2.5 y la proposicion 4 C' es una A\(D)-coloracién prismética, y
entonces p(D) < A(D). Por la proposicion 6 A\(D) < ¢(D). Por lo tanto A\(D)
= (D). O

Definiciéon 2.24. Una digrdfica D es llamada trayecto-perfecta, si para
cada subdigrdfica inducida D’ de D, se cumple que x(D’) = \(D’).

Lema 2.8. D es una digrdfica con x(D) = n = |V(D)| si y sélo si D es
semicompleta.

Demostracion. = Sea V(D) = {vy,..., v, }. Procedamos por el método con-
trapositivo: Si D no es semicompleta, entonces existen v;, v; en V(D), con
1<t <j <n de tal forma que no hay flecha entre ellos, entonces le asignamos
el color ¢ a ese par de vértices y coloreamos los demas vértices con n — 2
colores distintos, asi obtenemos una (n— 1)-coloracién propia de V (D), y por
lo tanto x(D) # n .

< Supongamos que D es semicompleta de orden n. Sea C' una x(D)-coloracién
propia de V(D), como D es semicompleta, entonces entre cualquier par de
vértices existe flecha y como C' es propia se tiene que C' tiene por lo menos
n colores distintos, entonces n < x(D). Ahora si le asignamos dos colores
distintos a cada par de vértices de D, obtenemos una n-coloracién propia,
por lo que x(D) < n. Por lo tanto x(D) = n.

]
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Corolario 2.6. Una digrafica D es trayecto-perfecta si y solo si en cada
trayectoria T en D, se tiene que la subdigrdfica inducida por V(T) es semi-
completa.

Demostracion. = Supongamos que D es una digrafica trayecto-perfecta. Sea
T una trayectoria en D y sea n el orden de T, notemos que dado que en
D[V(T)] hay exactamente n vértices y como 7" es una trayectoria de orden n
en D[V(T)], se tiene que A(D[V (T')]) = n, entonces por hipdtesis A(D[V (T)])
= x(D[V(T)]) = n, en consecuencia por el lema 2.8 D[V (T')] es semicompleta.

< Sean D’ una subdigrafica inducida de D y T una trayectoria en D’ de
orden A(D'), entonces por hipétesis D[V (T')] es semicompleta de orden A(D’)
y por el lema 2.8 tenemos que x(D[V(T)]) = M(D’). Como x(D[V(T)]) <
x(D’), se tiene que A\(D') < x(D’). Por proposicién 6 tenemos que x(D’) <
A(D'). Por lo tanto x (D) = A(D’). Por lo tanto D es trayecto-perfecta. [

Corolario 2.7. Si D es una digrifica trayecto-perfecta, entonces x (D) =
A(D) = ¢(D).

Demostracion. Sean C' una x(D)-coloracién propia de V(D) y T una trayec-
toria en D, como D es trayecto-perfecta, entonces por la proposicion 2.6, se
tiene que D[V (T')] es semicompleta, y entonces por el lema 2.8 cada par de
vértices tienen distintos colores, por lo que C' es prismatica, en consecuencia
©(D) < x(D). Por la proposicién 6 tenemos que x(D) < A(D) < (D), en
consecuencia, x(D) = A\(D) = ¢(D). O

Teorema 2.21. Cada digrdfica D trayecto-perfecta es A-particionable.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del colorario 2.5 y de la pro-
posicién 5. O

Lema 2.9. Toda digrdfica transitiva D es trayecto-perfecta.

Demostracion. Consideremos T' = (z1,..., x,,) una trayectoria en D. Sea x;
€ V(T), con 1< i < n, tenemos que (;, Tit1), (Tip1, Tiv2) estan en F(D) N
F(D[V(T)]) y como D es transitiva, entonces las flechas (z;, x;12) € F(D)N
F(D[V(T)]). Anélogamente como las flechas (z;, x;12), (Zi12, Ti13) estan en
F(D) N F(D[V(T)]), entonces las flechas (z;, x;43) € F(D) N F(D[V(T)]).
Siguiendo este mismo razonamiento tenemos que z; es adyacente hacia x;,
para j € {i+1,i+2, ..., n}. Si las flechas (z;_9, ;1) v (z;-1, ;) estédn
en F(D), entonces las flechas (z;_o, z;) € F(D) N F(D[V(T)]), esto por
ser D transitiva. Siguiendo este mismo razonamiento obtenemos que x; es
adyacente hacia z;, j € {i — 1,7 — 2,..., 1}. Por lo tanto tenemos que z;
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es adyacente a todos los vértices de 7', esto se cumple para 1< ¢ < n, por
lo que D[V(T)] es semicompleta y por la caracterizacién del corolario 2.6
obtenemos que D es trayecto-perfecta. O

Teorema 2.22. Cada digrdfica D transitiva es \-particionable.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del lema 2.5 y el teorema
2.21. O

Definicién 2.25. Una digrdfica D es llamada caminable, si existe un ca-
mino en D que pasa por todos los vértices de D.

Definicién 2.26. Sea D una digrdfica. Para cada subdigrdfica D’ de D defi-
nimos el nimero n(D’), donde n(D’) = |V(D’)|.

Lema 2.10. Sea D una digrdfica. Si C' es un camino en D, entonces para
cualquier par y, z en V(C), se tiene que eziste una yz-trayectoria o una zy-
trayectoria, ambas en C.

Demostracion. Sea C = (x1,..., x,) un camino en D. Sean y,z en V(C),
entonces, y = x; y 2 = x;, con, 1 <4, j, < n. Consideremos los dos siguientes
casos posibles:

Caso 1. Sii < j, entonces C' = (y = x;, Tiy1, ..., T; = Z), €S UN Yz-camino
en (', y como todo yz-camino contiene una yz-trayectoria, se concluye que
existe una yz-trayectoria en C.

Caso 2. Sij < 1, entonces C' = (2 = xj, Tjt1, ..., &; = y). Andlogamente
a la prueba del caso 1, existe una zy-trayectoria en C'.

Por lo tanto siempre existe una yz-trayectoria o una zy-trayectoria, ambas

en C. O]
Corolario 2.8. En cada digrdfica D caminable, se cumple que ¢ (D) =n(D).

Demostracion. Sea D una digréfica caminable, entonces existe un camino C,
que pasa por todos los vértices de D, y por lo tanto C' tiene orden n(D).
Supongamos por contradiccién que D admite una K coloracién prismatica,
con menos colores que 7(D), entonces existe un par de vértices z,y en V(D) =
V(C), que tienen el mismo color, y por el lema 2.10, tenemos que x,y estan
sobre una trayectoria T en C, y como T también es una trayectoria en D
y como z,y tienen el mismo color, se tiene que K no es prismatica, lo cual
es una contradiccion. Entonces cualquier coloracion prismatica necesita al
menos 7(D)-colores y por lo tanto n(D) < ¢(D). Claramente se cumple que
©(D) < n(D). Por lo tanto (D) = n(D). O

Corolario 2.9. 5i D es una digrdfica y H es una subdigrdfica caminable de
D, entonces ¢(H) = n(H).
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Demostracion. Como H es una digrafica caminable el resultado es conse-
cuencia inmediata del colorario 2.8. O

Lema 2.11. Sea D una digrdfica. Si F;, y F;, son dos componentes fuerte-
mente conexas del nivel v de D, entonces no existe flecha entre ambas com-
ponentes.

Demostracion. Supongamos por contradiccion y sin pérdida de generalidad,
que existe una F;, Fj,-flecha. Ahora como m(F;,) = i, entonces existe T' =
(X1, Xa,..., X; = Fj,) una trayectoria en DC. Ahora F;, estaen V(T'), pues de
lo contrario T' U (Fj,, F;,) seria una trayectoria en DC' que termina en Fj, y
de mayor orden que i, lo cual es imposible, pues m(F;,) = i. Ahora entonces,
existe, 1 < 7 < ¢, de tal forma que Fj, = X;, en consecuencia se forma el
ciclo C = (X; = F,,, Xj11,..., X; = F,, F;,) en DC, lo cual contradice el
lema 2.2. Por lo tanto no existe flecha entre ambas componentes. O

Definicién 2.27. Una componente caminable W de una digrdfica D es una
subdigrdfica inducida caminable mdxima por contencion en V(D).

Observacién 2.23. Notemos que si D es una digrdfica fuertemente cone-
za, entonces contiene un camino cerrado que pasa por todos sus vértices,
esto dado que si x1,..., x, son los vértices de D, entonces por ser fuer-
temente conexa, existe una xi1xo-trayectoria, entonces también existe una
Toxz-trayectoria, sequimos asi hasta abarcar todos sus vértices y unimos es-
tas trayectorias, asi finalmente obtenemos un camino C' que pasa por todos
sus vértices, ahora nos fijamos en el vértice x,,, y al ser fuertemente coneza,
eziste una x,xi-trayectoria T, entonces C7 = C'U T es el camino cerrado
buscado.

Lema 2.12. Sean D wuna digrdfica y Dy la subdigrdfica inducida por los
vértices de los niveles 1 y 2. Si T = (Fy, F,) es una trayectoria en DC,
donde F; es una componente fuertemente conezxa del nivel i, para i € {1, 2},
entonces D[V(Fy)J V(F,)] contiene una componente caminable de Ds.

Demostracion. Sea T = (Fy, Fy) una trayectoria en DC' con las propiedades
de las hipdtesis. Como Fj; es una componente fuertemente conexa del nivel
1, entonces contiene un camino cerrado que pasa por todos los vértices de
F; (observacién 2.23), para i € {1, 2}. Entonces como 7' contiene una F; Fy-
flecha de DC' se tiene que D[V (F}) U V(F,)] contiene un camino W que pasa
por todos sus vértices. Ahora notemos que W es una componente caminable
de D,, pues nos lo garantiza el hecho de que DC sea aciclica (lema 2.2) y el
lema 2.11. O]



2.5. Coloraciones y particiones 43

Lema 2.13. Sean D wuna digrafica y D, la subdigrdfica inducida por los
primeros n niveles. Si T = (Fy, Fs,..., F,) es una trayectoria en DC, donde
F; es una componente fuertemente conexa del nivel i, para i € {1, 2,..., n},
entonces DUV (F;)] contiene una componente caminable de D,,.

Demostracion. La prueba es exactamente de la misma manera que el lema
2.12. Pues si T' = (F}, Fy,..., F,) es una trayectoria en DC, con las propieda-
des de las hipétesis, entonces D[ U,V (F;)] contiene un camino W que pasa
por todos sus vértices, y entonces W sera la componente buscada. O

Observaciéon 2.24. FEs claro que si le pedimos al lema 2.13, la condicion de
que U} F; contenga el mayor nimero de vértices de D,,, entonces W serd una
componente caminable de mdximo orden de D,,.

Teorema 2.25. Si D es una digrdfica, entonces:

©(D) = maz {n(W) | W es una componente caminable de D}
(donde ¢ (D) es el nimero prismdtico).

Demostracion. Primero definimos D; como la subdigrafica de D inducida por
todos los vértices que estan en los primeros ¢ niveles de D. Notemos que si
D tiene h niveles, entonces D) = D.

Definimos:

W(D;) = max {n(W) | W es una componente caminable de Di}

Vamos a construir una coloracién prismdtica con exactamente W(D;) =
W (D) colores, de la siguiente manera:

Sea F' una componente fuertemente conexa de D; y coloreemos sus vérti-
ces con colores 1, 2, 3,..., n(F'). Hacemos este mismo procedimiento para
todas las componentes fuertemente conexas de D; (usando este mismo con-
junto de colores mientras se pueda). Como W (D) = max{n(F') | F es una
componente fuertemente conexa de D;} y como no existe flecha entre cada
par de componentes (lema 2.11), podemos usar W(D;)-colores para colo-
rear propiamente a los vértices de D;. Ahora para colorear a Dy usamos
el hecho de que D; ha sido coloreada propiamente con W (D;)-colores. Sea
S una componente fuertemente conexa del nivel 2, primero consideremos a
las componentes caminables de D; que tienen vecinos en S. Sea r el mayor
nimero usado para colorear estas componentes. Coloreamos los vértices de
S con colores r + 1,r +2,..., r + n(S) (véase la figura 2.14). Hacemos lo
mismo para cada componente fuertemente conexa del nivel 2. Obtenemos
asi por los lemas 2.11 y 2.12, y la observacién 2.24, una coloracién propia
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Figura 2.14

de Dy con W(Ds3) colores. Seguimos asi con la iteracién y supongamos que
Dy ha sido coloreada propiamente con W (Dj,_q)-colores. Consideremos a
S’ una componente fuertemente conexa del nivel h, también consideremos
a las componentes caminables de Dj_; que tienen una vecindad en S’. Sea
r’ el mayor numero usado para colorear estas componentes. Coloreamos los
vértices de S con colores ' + 1,7 +2, ..., " + n(S"). Hacemos lo mismo
para cada componente fuertemente conexa del nivel h. Obtenemos asi por los
lemas 2.11 y 2.13, y la observacién 2.24, una C' coloracién propia de D,= D,
con W(Dy)= W(D)-colores. Por construccion, cada par de vértices en una
misma componente tienen distintos colores y como dos vértices estan sobre la
misma trayectoria, si estan sobre la misma componente caminable. Entonces
se concluye que C' es una W (D)-coloracién prismatica. Por lo tanto tenemos
que ¢(D) < W(D). Ahora por el corolario 2.9, tenemos que cualquier colo-
racién prismatica de D necesita al menos W (D) colores, por lo que W (D)
< @(D). Por lo tanto p(D) = W (D) = max {n(W) | W es una componente
caminable de D}. O

Corolario 2.10. Si D es una digrdfica de tal manera que al menos una de
sus componentes caminables de mayor orden es trayectable, entonces D es
A-particionable.

Demostracion. Sea D una digrafica, y supongamos que W es una compo-
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nente caminable de mayor orden de D, donde W es trayectable, entonces
W contiene una trayectoria que pasa por todos los vértices de W, y en con-
secuencia A(D) = n(W), pues de lo contrario cualquier trayecto 7" en D,
seria una componente caminable de mayor orden que W. Por lo tanto por el
teorema 2.25, tenemos que ¢(D) = n(W), y en consecuencia \(D) = p(D).
Entonces por la proposicién 5 D es A-particionable. O]
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Capitulo 3

Particiones en generalizaciones
de torneos

En la primera parte de esta seccion vamos a trabajar con una nueva
conjetura, mas general que las conjeturas de la unidad 2, ésta probaremos que
sera valida para las digraficas cuasitransitivas, semicompletas extendidas y
localmente insemicompletas. En la segunda parte de esta seccién probaremos
que la conjetura 2.2 (mencionada en el capitulo 2), es cierta para digréficas
localmente insemicompletas y semicompletas extendidas.

3.1. Generalizaciones de torneos

Definicién 3.1. Un torneo es una digrdfica semicompleta sin ciclos de lon-
gitud 2 (es decir, una orientacion de una grdfica completa).

Definicién 3.2. Una digrdfica D es cuasi-transitiva, si siempre que tres
vértices distintos x, y, z de V(D), cumplan que (x, y) y (y, z) sean flechas de
D, entonces (x, z) o (z, x) es una flecha de D.

Definicién 3.3. Una subdigrdfica de k-trayectorias—q-ciclos (factor de
k-trayectorias-q-ciclos) ' de una digrdfica D es una coleccion (generadora)
de k trayectorias y q ciclos en D, ajenos dos a dos.

Cuando k = 0, T' es una subdigrdfica de g-ciclos (y un factor de g-ciclos
si es generadora) y cuando q¢ = 0, I' es una subdigrdfica de k-trayectorias
(y un factor de k-trayectorias si es generadora).

Una subdigrdfica de k-trayectorias-q-ciclos en donde q puede ser arbitrario
(incluyendo el cero) es llamada una subdigrdfica k-trayectorias-ciclos.

Ejemplo 22. En la figura 3.1 mostramos una digrdfica D, con una subdigradfi-
ca de 2-trayectorias de D y como también es una subdigrdfica generadora,
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Figura 3.1: Ejemplos de digréaficas de 2-trayectorias y 2-ciclos de D

entonces también es un factor de 2-trayectorias de D. También mostramos
una subdigrdafica de 2-ciclos de D, pero como no es subdigrdafica generadora
de D, entonces no es un factor de 2-ciclos de D.

Definicién 3.4. Para una digrdfica D denotaremos A, (D) al mdzimo nimero
de vértices contenidos en una subdigrdfica de k-trayectorias de D.

Definicién 3.5. Una subdigrdfica de k-trayectorias de una digrdfica D, que
cubre A\ (D) vértices es llamada una subdigrdfica de k-trayectorias
mdzima de D.

Ejemplo 23. En la figura 3.1 la subdigrdfica de 2-trayectorias de D es cla-
ramente una subdigrdfica de 2-trayectorias mdzrima de D.

Observacién 3.1. Notemos que A\ (D) = X\(D), esto dado que el mdximo
numero de vértices que puede contener una subdigrdfica de 1-trayectorias de
D es claramente \(D).

Observacién 3.2. Si ke {1, 2,..., |V(D)|}, entonces A\(D) < A\ (D). Esto
dado que St T es un trayecto, entonces A\(D) = |V(T)|. Consideremos los 2
siguientes casos posibles:
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Caso 1. Sik> \(D), entonces claramente cualquier digrdfica de k-trayectorias
contiene mds de \(D) vértices y por lo tanto \(D) < \g(D).

Caso 2. Si k < X(D), entonces vamos a construir una digrdfica de k —
trayectorias con \(D) vértices, de la siguiente manera. Si T = (xq,...,
D)), definimos T; = {x;}, para i € {1, 2,..., k — 1}, y sea T}, = (v,
Tht1,e s xA(D)), entonces D), = U;‘f’lei es claramente una subdigrdfica de k
trayectorias en D de orden \(D), y entonces \(D) < \¢(D).

Observacién 3.3. Andlogamente a la observacion 3.2 también obtenemos
que si h < k, entonces A\, (D) < A (D).

Definicién 3.6. Para una digrdfica R con conjunto de vértices V(R) = {uy,
Ug,. .., u.} y digrdficas Hy, Ho,...,H,, donde V(H;) N V(H;) =0 (i # j).
Definimos D = R[H,,..., H,.] donde V(D) = V(Hy) U---U V(H,) y donde
(z, y) € F(D) siy sdlo si x € V(H;), ye V(H;) y (u, uj) € F(R), para i
# 4, y st i = j, entonces (z, y) € F(H;). En otras palabras, D se obtiene a
partir de R, sustituyendo la digrdfica H; por los vértices u;, para cada i € {1,

2,..., 1}

Notacién. En la definicion anterior diremos que, D = R[Hy,..., H,], es la
composicion de R con Hy, Hs,... H,.

Ejemplo 24. En la figura 3.2 (a) mostramos una digrdfica R y digrdficas,
H,, Hy, H3. En la figura 3.2 (b) mostramos D = R[H,, Hy, H3] como la
composicion de R con Hy, Hy, Hs.

Definicién 3.7. Sean D y R digrdficas. Decimos que D es una extension
de R, si existe una composicion D = R[Hy,..., H,], donde r = |V (R)| y
cada congunto V(H;) es independiente, para i € {1, 2,..., r}.

Definicién 3.8. D es una digrdfica semicompleta extendida, si es la ex-
tension de una digrdfica semicompleta S. Es decir si existen una digrdfica
semicompleta S y conjuntos independientes, Ey, Es,..., Es, donde s = |V(S)]
Yy D= S/El, EQ,. cey ES/

Ejemplo 25. En la figura 3.2 (b) si le quitamos todas las flechas a las digrdfi-
cas Hy, Hy, Hs y la componemos con R (semicompleta), obtenemos asi una
digrdfica semicompleta extendida D = R[H,, Hs, Hs] (véase la figura 3.2

(¢)).

Definicién 3.9. Una digrdfica D es localmente in-semicompleta, si la
in-vecindad de cada vértice de D induce una digrdfica semicompleta.
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U1
T
D= R[Hl’HZ’H3]
(a) Digréficas sin componer. (b) Composicién de digraficas.

()

Figura 3.2: Composiciéon de digraficas
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3.2. Teoremas auxiliares

En esta seccién enunciaremos ciertos resultados de los cuales no daremos
su demostracion, la demostracion el lector la podré consultar en la biblio-
grafia, sin embargo, estos resultados los utilizaremos en la siguiente seccién.

Teorema 3.4. (Bang-Jensen y Huang [8]). Sea D una digrdfica cuasitransi-
tiva.

(a) Si D no es fuertemente coneza, entonces D = T[Hy,. .., H;J, para alguna
gridfica orientada T, donde cada digrafica H; es una componente fuertemente
conexa de D, para i =1, 2,..., .

(b) Si D es fuertemente conexa, entonces D = S[Q1,..., Qs/, para alguna
digrdfica semicompleta fuertemente conexa S, donde (); es una de las sub-
digrdficas de D, de tal manera que UG(Q);) es una de las componentes conezas
de UG(D). Cada Q; es o bien una digrdfica cuasi-transitiva no fuertemen-
te conexa o un solo vértice, y si (q;, qj, ¢;) es un ciclo de longitud 2 en S,
entonces QQ; y QQ; ambas son un solo vértice.

Teorema 3.5. (Bang-Jensen et al. [9]). Sea D = S[E\, ..., E] una digrdfica
semicompleta extendida fuertemente conexa. Sim; denota el mdximo niumero
de vértices de F; de tal manera que puedan ser cubiertos por un ciclo de D,
para i € {1, 2,..., s}. Entonces cada ciclo de mdzima longitud de D contiene
precisamente m; vértices de E;, para i € {1, 2,..., s}.

3.3. Algunos resultados en generalizaciones
de torneos

En esta seccién vamos a probar algunos resultados que se asemejan a la
conjetura 2.3, solo que de forma mas general. Primero vamos a empezar con
el siguiente:

Teorema 3.6. Si D es una digrdfica trayectable y q un entero positivo, en-
tonces eziste una particion {A, B} de V(D) de tal forma que se cumple lo
siquiente:

(1) A\(D[A]) < g;
(ii) A\ (D[B]) < M\ (D) — q, para cada k = 1, 2,..., |V(B)|, siempre que
)\k(D) — q Z 0.

Demostracion. Sean D una digréfica trayectable, con |V(D)| =ny q > 1.
Como D es trayectable entonces existe una trayectoria T' = (x1, Za,..., x,)
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que pasa por todos los vértices de D. Consideremos los siguientes 2 casos
posibles:

Caso 1. Si ¢ > n, entonces definimos A = V(D) y B = (). Notemos que
AD[V(D)]) = AM(D) = n < q, y en este caso |V (B)| = 0, entonces la afir-
macién ii se cumple por vacuidad. Por lo tanto {A, B} cumplen con las
condiciones i y ii del teorema.

Caso 2. Si ¢ € {1, 2,..., n — 1}, entonces definimos A = (z1, T, z,) (la
subtrayectoria de 7" que une a x; con z,) y B = (z441, T, x,) (es decir la
subtrayectoria de T que une x,41 con x,). Claramente {A, B} es una parti-
cién de V(D)y ADV(A)]) = M(zw, T 1)) = q y ADV(B)]) = M(zgen.
T, x,)) = AMD) — ¢, y por la observacién 3.2: A(D) < A\y(D) para k € {1,
2,...,|V(B)|}, entonces A\ (D[B]) < Ax(D) — gq. Por lo tanto { A, B} cumple
las condiciones i y ii del teorema.

O

Lema 3.1. Sea D = S[Q1, Qo,. .. ,Q;/, donde S es una digrdfica semicompleta
fuertemente conexa y cada Q; es un unico vértice o una digrdfica cuasitransi-
tiva no fuertemente conexa. Denotemos los vértices de S por V(S) ={1, 2,...,
s}, donde cada vértice i ha sido expandido a Q; en D. Si C = (¢1, ¢a,. .., ¢,
c1) es un ciclo en S; = SK1, 2, 3,..., l}] (es decir la subdigrifica inducida

por {1, 2, 8,..., I} en S), con I < 5, y |V(Q.,) < |V(Qe,), para j € {2,

3,..., z}. Entonces existe un ciclo C’ en D que pasa por todos los vértices de
Qe -
Demostracion. Sea C' = (cq, ¢g,. .., C,, c1) uncicloen S;, con I < sy [V(Q.,)]

< |V(Q,)|, para j € {2, 3,..., z}. Si ¢ = [V(Q.,)], es claro que como (ci,
Ca,..., C;) es una trayectoria en S; y como q = [V(Q.,)| < |V(Q.,)|, para j
€ {2, 3,..., 2z}, entonces al expandir cada vértice ¢; a Q., en D, para i € {1,
2,..., z}, obtenemos una subdigréfica T}, de g-trayectorias en D, donde T},
= U;’»ZITj, T} es una trayectoria en D, cada par de trayectorias son ajenas, y
cada vértice inicial de T; es un vértice de )., y cada vértice final de T} es un
vértice de ()., . Consideremos z; el vértice inicial de T} y y; el vértice final de
T;, para j € {1, 2,..., ¢}. Ahora como (c;, ¢1) es una flecha de S;, entonces
al expandir estos vértices a Q., v Q.., respectivamente en D, se forman las
siguientes flechas en D, (y;, zj41) ¥ (yq, 1), con j € {1, 2,..., ¢ — 1}, y
entonces se forma el siguiente ciclo C" = U?;}(Tj U (yj,2j41)) U (T U (yq,
r1)) en D (véase la figura 3.3). Donde claramente C” es un ciclo que pasa
por todo los vértices de @), . [
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Lema 3.2. Sea D = S[Q1, Qs,. .., Qs/, donde S es una digrdfica semicom-
pleta fuertemente conexa y cada QQ; es un unico vértice o una digrafica cua-
sitransitiva no fuertemente conexa. Denotemos los vértices de S por V(S) =
{1, 2, 3,..., s}, donde cada vértice i ha sido expandido a Q; en D. Sir < s
y S, =SHA1, 2, 3,..., r}] (es decir la subdigrdfica inducida por {1, 2, 5,. ..,
r} en S) es un torneo aciclico, entonces A\(D[A]) = \(@Q1) + \(Q2) + -+ +
NQr1) + MQ,), donde A = V(Q1) U V(Qz) Us--U V(Q,1) U V(Q,).

Demostracion. Si S, es un torneo aciclico, entonces contiene una trayectoria
que pasa por todos sus vértices, entonces sin pérdida de generalidad supon-
gamos que T' = (1, 2, 3,..., r) es una trayectoria en S, que pasa por todos sus
vértices (pues de otra manera simplemente hariamos una re-etiquetacién a
sus vértices). Ahora vamos a definir una trayectoria de orden A\(Q1) + A(Q2)
+ 4+ MQr—1) + MNQ,) en D[A] de la siguiente manera: Sea Ty, un trayecto
en Q;, parai € {1, 2,..., r}. Notemos que como (i,7+ 1) es una flecha de S,,
entonces al expandir estos vértices ); y ();+1 respectivamente en D, tenemos
que existe una flecha en D (y por lo tanto en D[A]) que une a los trayectos
To, v Tg.,., parat € {1,2..., r—1}. Entonces es claro que la unién de estos
trayectos con la respectiva flecha que los une forma una trayectoria de orden
)\(Ql) + )\(Qz) +---+ )\(Qr—l) + /\<Qr> en D[A]

Observemos que no pude existir una trayectoria de mayor orden, pues de
lo contrario se formaria un ciclo en S, (que es un torneo aciclico). Enton-
ces finalmente concluimos que A\(D[A]) = M(@Q1) + M(@Q2) + -+ M@Qr—1) +

A@r)-
O

Lema 3.3. Sea D = S[E,..., E] una digrdfica semicompleta extendida
fuertemente conexa. Sil;j denota el mdximo nimero de vértices de E; de tal
manera que puedan ser cubiertos por una subdigrdfica de k-trayectorias en
D, parai =1, 2,..., s. Entonces cada subdigrdfica de k-trayectorias mdzima
de D cubre exactamente l; vértices de E;, para i € {1, 2,..., s}.

Demostracion. Sea D' la digrafica semicompleta extendida, obtenida a par-
tir de D, agregando un nuevo conjunto independiente de vértices F,.1 donde

Eqiy = {s1, s2,..., s} y cada s; es un ex-vecino y un in-vecino de cada
vértice de D (es decir cada vértice s; forma un 2-ciclo con cada vértice de
D), para i € {1, 2,... k}. Claramente por construccién D’ es una digréfica

semicompleta extendida fuertemente conexa. Notemos que el maximo ntime-
ro de vértices de E; de los cuales se encuentran en un ciclo de D’ es [; , para
ie{l,2,...,s},ykparai= s+1. Esto ltimo dado que por la construccién
de D' siempre podemos formar un ciclo C' con [;;, vértices de E; y k vértices
de Ey, 1, la construccion es como sigue:
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Consideramos una subdigrafica Tg,= U?ZlTj de k-trayectorias que cubre
exactamente [;;, vértices de E;, donde T} es una trayectoria en D y cada
par de trayectorias son ajenas, para j € {1, 2,..., k}. Consideremos x; como
el vértice inicial de T; y y; como el vértice final de Tj, para j € {1, 2,...,
k}. Ahora por la construccién de D', notemos que se forma el siguiente ciclo
' = Uf;ll(Tj U (yj, 85, Tj41)) U (T U(sg, 1)) en D’ (véase la figura 3.4).
Donde + C’ cubre exactamente ;) vértices de E; y k vértices de Fqiq, vy
como claramente no puede existir un nimero mayor que [;; de vértices de
E; que puedan ser cubiertos por un ciclo de D', esto para i € {1, 2,..., s},
entonces se sigue entonces lo anteriormente afirmado.

Ahora si consideremos una subdigrafica T de k-trayectorias maxima de D,
notemos que por construccién de D', formamos un ciclo C' de méxima lon-
gitud en D', donde V(C) = V(T) U V(Es11), y entonces por el teorema
3.5 tenemos que C' contiene exactamente [; , vértices de E; y por lo tanto T'
contiene también exactamente [; ; vértices de E;, parai € {1, 2,..., s}. O

Lema 3.4. Sea D = S[Q1, Qa,..., Qs/, donde S es una digrdfica semicom-
pleta fuertemente conexa y cada Q; es un solo vértice o es una digrafica
cuasitransitiva no fuertemente conexa. Para cada k € {1, 2,..., |V(D)|} e
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ie {1, 2,..., s}, existe un numero entero v;y, de tal manera que cada sub-
digrdfica de k-trayectorias mdxima Dy, de D satisface que: |V(Q;) N V(Dy)|
= v, Y cualquier subdigrdfica de k-trayectorias de D no contiene mds de v;
vértices de Q);.

Demostracion. Sea D' = S|Ey, Fs,...,E,], donde E; es un conjunto indepen-
diente de vértices de cardinalidad |V(Q;)|, para i € {1, 2,...., s}. Claramente
D' es una digréafica semicompleta extendida. Definimos /; ; como el maximo
numero de vértices de F; de tal manera que puedan ser cubiertos por una
subdigrafica de k-trayectorias en D', para i € {1, 2,..., s}. Por el lema 3.3,
cada subdigréfica de k-trayectorias méxima W} en D’ contiene exactamente
li p vértices de E;, para i € {1, 2,..., s}. Sea v;;, el maximo ntmero de vérti-
ces en una subdigrafica de [; j-trayectorias en @);.

Afirmacién 1. Cualquier digrafica de k-trayectorias en D, no puede con-
tener mas de v;;, vértices de Q;, para i € {1, 2,..., s}.

Supongamos por contradicciéon que existen ;, con 1 < 7 < sy una sub-
digréfica de k-trayectorias 7T}, de D, de tal forma que T} cubre al menos v;
+ 1 vértices de @;. Como v;; es el mdximo nimero de vértices que puede
ser cubierto por una subdigrafica de [; ;-trayectorias en ();, entonces al me-
nos un vértice de los v + 1 vértices de ; no puede ser cubierto por [
trayectorias (ajenas) de );, y entonces tampoco puede ser cubierto por [;
trayectorias (ajenas) de T}, lo cual nos dice que T} cubre al menos [;; + 1
vértices de I, lo cual contradice a la definicién del ntimero /.

Afirmacién 2. Si W} es una digréfica de k-trayectorias maxima en D', en-
tonces puede ser extendida a una digrafica de k-trayectorias en D que cubre
exactamente v; ;, vértices de @, para i € {1, 2,..., s}.

Vamos a construir dicha digrafica de la siguiente manera: parai € {1, 2,.. .,
s}, consideramos {ei,..., e, } los l;; vértices de E; que son cubiertos por
Wy, también consideremos Dy, , = Uéz'“lT] una digréfica de [; j-trayectorias
méxima en ();. Ahora sabemos que cada vértice e; de E; es cubierto por una
trayectoria P; de Wj. Sea y; el vértice de P; que estd antes que e; en la suce-
sién P; (nétese que y; puede ser igual a e;), para j € {1, 2,..., [, }. Notemos
que si y; # e;, entonces y; no es vértice de E;, pues E; es independiente, para
i€ {1, 2,..., l;x}. Ahora sea z; el vértice inicial de T}, notemos que si y; es
adyacente hacia e;, y como D es una composicién, entonces y; es adyacente
hacia x;, esto para j € {1, 2,..., l;}. Ahora finalmente sustituyendo cada
vértice e; por la trayectoria Tj, para j € {1, 2,..., l;;}, se forma asi una
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digrafica W, de k-trayectorias en D (véase la figura 3.5) que cubre exacta-
mente v; , vértices de Q);, para i € {1, 2,..., s}.

Utilizando las afirmaciones 1 y 2 podemos asegurar que si Dj, es una digrafica
de k-trayectorias maxima en D, entonces cubre exactamente v, ;, vértices de
Q;, pues por la afirmacién 1 sabemos que cada digrafica de k-trayectorias
de D cubre a lo mas v;, vértices de ();, y por la afirmacién 2 se sigue que
existe una grafica que cubre al menos v, vértices de @;, para i € {1, 2,...,
s}. Entonces al ser Dy méxima se concluye que Dy cubre exactamente v;
vértices de Q). O

Observacion 3.7. En el lema 3.4 si Dy, es una subdigrdfica de k-trayectorias
mdzima en D, entonces es claro que | V(Dy)| =v1x + vag + -+ + sk En par-
ticular si Dy es un trayecto en D (es decir una subdigrifica de 1-trayectorias
mdzima en D), entonces A\(D) = A\y(D) = |V(Dy)| = vi1 + va1 + -+ Us1.

Observacion 3.8. En el lema 3.4 se cumple que: v;; < v para i € {1,
2, ..., s}. Pues supongamos por contradiccion que existe un i € {1, 2,...,
s}, de tal forma que v;1 > v;y. Consideremos Dy un trayecto en D (es
decir una subdigrdafica de 1-trayectorias en D), entonces sabemos por el lema
3.4 que |[(V(Dy) N V(Q;)| = vi1 y como en la prueba de la observacion 3.2
vimos que stempre podemos construir una subdigrdafica D, de k-trayectorias
de orden mayor o igual que |V(D1)| que contiene a todos los vértices de D;.
Entonces se cumple que |V(Dy) N V(Q;) | > vix > vk, pero esto es una
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contradiccion pues por el lema 3.4 sabemos que |V(Dy) N V(Q;)| < v;y. Por
lo tanto vy < vy para i € {1, 2,..., s}.

Observacién 3.9. De forma mds general y andloga a la observacion 3.8,
si h < k, utilizando la observacion 3.3 obtenemos que A\, (Q;) < M (Qi) y
entonces podemos concluir que v;, < v;y, para i € {1, 2,..., s}.

Observacién 3.10. Con las hipdtesis del lema 3.4 y debido a este lema, es
inmediato que si {A, B} es una particion de V(D) y si k€ {1, 2,...,|V(B)|}
y Dy es una subdigrdfica de k-trayectorias de D[B], y si para algin r € {1,
2,..., s}, D N Q, consiste de b trayectorias ajenas. Entonces v,j, > Ay (Q)y).

Teorema 3.11. Si D es una digrdfica cuasitransitiva y q un entero positivo,
entonces existe una particion {A, B} de V(D) de tal forma que se cumple lo
siguiente:

(i) A\(D[A]) < g¢;
(ii) A\, (D[B]) < Mg (D) — q, para cada k = 1, 2,..., |V(B)|, siempre que

Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre |V (D)| = n.

1.- Paso base: Si [V(D)| = 1, entonces hacemos {A, B} = {V(D), 0}, la
cual es la particién buscada, pues claramente A(D[V(D)]) = A(D) =1 < g,
y en este caso |V(B)| = 0, entonces la afirmacién ii se cumple por vacuidad.

2.- Hipétesis de induccién: Sig es un entero positivo y D’ es una digrafica
cuasitransitiva, con |V (D')| < n, entonces D’ contiene una { A’, B’} particién
de V(D'), de tal forma que esta particién cumple i y ii.

3.- Paso inductivo: Sea D una digrafica cuasitransitiva con |V(D)| = n.
Consideremos los 2 siguientes casos posibles:

Caso 1:Si D es fuertemente conexa.

Por el teorema 3.4 de la definicién de semicompleta extendida nosotros po-
demos afirmar que D = S[Q1, Qs. .., Qs], donde S es una digrafica semicom-
pleta fuertemente conexa y cada (); es o bien una digrafica cuasitransitiva
no fuertemente conexa o un unico vértice, para i € {1, 2,..., s}. Sea vy, el
numero como en la definicién del lema 3.4, es decir, v; 5, es el nimero entero
de tal manera que cada subdigrafica de k-trayectorias maxima Dy de D sa-
tisface que |V(Q;) N V(Dg)| = vj.

Si existe una trayectoria que pasa por todos los vértices de D, entonces por
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el teorema 3.6 se concluirfa la prueba. Entonces supongamos sin pérdida de
generalidad que v;; < |V(Q;)|, para j € {1, 2,..., }, y v;1 = |V(Qy)|, para j
€ {l+1, I[+2,..., s}, es decir, no existe un trayecto en D que pase por todos
los vértices de @);, para j € {1, 2..., [}, pero si existe un trayecto en D que
pase por todos los vértices de Q;, para j € {I+ 1, [+ 2,..., s}.

Sea ¢ un entero positivo, si ¢ > vy 1 + vo1 +-- -+ Vs, entonces {A,B} =
{V(D), 0} es la particién asignada, pues A(D[V(D)]) = A(D) = A;(D) y por
la observacion 3.7 A(D) = vi1 + v21 + -+ -+ vs1 < ¢, y en este caso |V(B)]
= 0, entonces la afirmacién ii se cumple por vacuidad. Podemos suponer en-
tonces que ¢ < v11 + V21 +- -+ vs1. Asi podemos definir entonces r y 7,
de tal forma que las siguientes desigualdades se cumplan:

Yr = V11 + V2.1 4 Ur—1,1 < q S V1,1 + V2.1 44 (U
Consideremos los siguientes dos subcasos posibles:

Subcaso 1: Si r < [ entonces supongamos que el orden de (), es menor
que el orden de D, de otra manera D = Q,. Como (@, es una digrafica no
fuertemente conexa o un solo vértice y como D es fuertemente conexa, en-
tonces D consistiria de un solo vértice, lo cual se reduce al caso base.

Sea ¢ = q — 7, > 0. Podemos usar la hipdtesis de induccién para Q. y ¢/,
asi existe una particién {A,, B,} de tal forma que se cumple que A\(Q.[4,])
< ¢y MQB]) < M(Qr) — ¢, para b =1, 2,..., |V(B,)|, siempre que
M(Qr) — ¢ >0.Sean A =V (Q1) UV (Q2) U---UV(Q,—1) UA, y B =B,
U V(Qri1) UV(Qry2) U---U V(Qs). Claramente {A, B} es una particién de
V(D), mostraremos que Ay B cumplen con las propiedades iy ii del teorema:

Afirmacién 1. Una trayectoria en D[A] tiene a lo més g vértices.

Denotemos a los vértices de S por V(S) = {1, 2, 3,..., s}, donde cada vértice
i ha sido expandido @; en D. Definamos S; = S[{1, 2,..., [}], la subdigrafica
inducida por {1, 2, 3,..., [} en S. Afirmamos que S, es aciclica, de no ser
asi contendria un ciclo C' = (¢1, ¢a,..., ¢, ¢1), y sin pérdida de generalidad
podemos suponer que |V(Q.,)| < [V(Q,)|, para j € {2, 3,..., z}. Entonces
al expandir cada vértice ¢; a ()., en D por el lema 3.1 obtenemos que se forma
un ciclo C” (en consecuencia una trayectoria 7¢,) en D que pasa por todos los
vértices de V(Q.,), v asi por el lema 3.4 tenemos que |V(Q.,) N V(T{)| =
Veyn = |V(Qe, )|, lo cual contradice la forma de definir él nimero /. Entonces
como S; es aciclica tenemos que S, = S[{1, 2,..., r}] es un torneo aciclico y
entonces por el lema 3.2:

AMDIA]) = AM@Q1) + MQ2) + -+ MQr—1) + MQ:[A]) vy por la observacion
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3.10 sabemos que A(Q;) < v;1, parai = 1,2,...,r — 1, y por la hipétesis de
induccion M@, [A,]) < ¢, entonces obtenemos que:

A(D[4]) < V1,1 + V21 o+ Vg + I =v+d=0@—-4¢)+4qd=q

Afirmacién 2. Una trayectoria en D[B] tiene a lo mas A\y(D) — g vértices.

Sean k y Dy una subdigrafica de k-trayectorias maxima de D[B], con k €
{1, 2,..., |V(B)|}, y supongamos que Dy N @, consiste de b trayectorias aje-
nas, con b > 0, por la observacion 3.10 obtenemos que v, > \y(Q,) (donde
definimos A\g(D) = 0). Consideremos ahora los siguientes dos casos posibles:

Caso B1.Si b > 0, entonces siempre que A\y(Q),) — ¢' > 0 se tiene por hipdte-
sis de induccién que A\p(Q[B;]) < (@) — ¢ < v — ¢

Sabemos por el lema 3.4 que como Dy [B] es una subdigréfica de k-trayectorias
maxima de D[B], entonces |V (Q;) N V(Dg[B]) | < vix, parai € {r + 1, r+
2,..., s}, y como |V(Q,[B,]) N V(Dg[B]) | < \(Q.[By]) (pues Dy N Q,
consiste de b trayectorias), entonces para cada b >0 se tiene lo siguiente:

M(DIBI) = [V(DYBY] < M@ [B) + vpsapet -+ v < (v ) + vesr
44 Vs = V11 -+ V21 4+ 4 Ur-1,1 + Ur k + Ur+1,k R o Usk — Q-

Por la observacién 3.8: v;1 < vk, para ¢ € {1, 2,..., r — 1, entonces}:
Me(D[B]) < wip +vop + 4+ Ui g + Uk + Vppr + 0+ Vs — G

Por la observacion 3.7: A, (D) = vy + v+ - - +0r—1 + Uk + U1 p+ - - +0s 4,
entonces se concluye que:

As(D[B]) < A(D) — ¢

Caso B2. Si b = 0, entonces tenemos que \o(Q,[B;]) = 0, y como v,) —
200 —q =00 —q+% >0 — (Vi1 + v+ V) F Y =V —
(v + vr1) + 7 = 0, entonces

v — ¢ > 0y el lector puede verificar que se siguen cumpliendo las desigual-
dades del caso B1 .

Por lo tanto de las afirmaciones 1 y 2 se concluye que A y B cumplen con
las propiedades i y ii del teorema.

Subcaso 2. Sir > [, entonces sea ¢ = ¢ — 7, > 0. Sabemos por definicién
del niimero [ que existe una trayectoria que pasa por los todos los vértices
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de Q,, entonces sean A, una subdigrafica de @), con ¢’ vértices de tal manera
que exista una trayectoria que pase por todos sus vértices y B, = @, — A,.
Definimos A = V(Q1) U V(Q2) U---U V(Q,—1) U A,y B= B, UV(Qr41)
U V(Qrs2) U+ U V(Qs).

Ahora vamos a demostrar que A y B cumplen con las propiedades i y ii del
teorema.

Afirmacién 1. Una trayectoria en D[A] tiene a lo més g vértices.

Sabemos por el lema 3.4, que si D;[A] es una subdigréfica de 1-trayectorias
maxima (es decir un trayecto) de D[A], entonces |V (Q;) N V(D1[A])| < vz,
para ¢ € {1, 2 ,..., r — 1}, y ademds claramente |V (A,) N V(D;[A])] <
|[V(A,)| = ¢'. Entonces concluimos lo siguiente:

AMDIA]) = |[V(D1[A)D)] < vig + voq1 + -+ o110 + ¢ =% + (¢ — V)

Afirmacién 2. Una trayectoria en D[B] tiene a lo méas \g(D) — ¢ vérti-
ces.

Sea k € {1, 2,..., [V(B)|}. Sabemos por el lema 3.4 que si Dy es una sub-
digrafica de k-trayectorias maxima de D[B], entonces |V (Q;) N V(Dg)| <

Vi, parad € {r + 1, 1+ 2,..., s}, y ademads claramente, |V (B,) N V(Dy)| <
|V (B,)|. Entonces concluimos lo siguiente:

Me(D[B]) = [V(Dp)| < [V(Br)| + vrpap + Vg 0+ s
Como existe una trayectoria que pasa por todos los vértices de @),, se tiene
que v,1 = |V(Q,)], y como v,; < v, en consecuencia |V(Q,)| < vk, pero

vk < IV(Qy)], ast |V(Q,)| = vrx. De lo anterior llegamos a que |V(B,)| =
V(Q, — A,)| = v, — ¢, y entonces se tiene la siguiente desigualdad:

M(D[B]) < (0rp — ¢ ) + U1k + Vg + 0 Vs

Como ¢ =q— v =q — ( V11 + V91 +c -+ UT,LI), en consecuencia:
A(D[B]) S wvig + g1 44 Upiin + Vg e sk — G

Por la observacion 3.8: v;1 < v, para i =1, 2,..., r — 1, asi que:

Me(D[B]) < w1 + Vo ++ A+ Vp_1 g + Upp +o 0+ Vsg — ¢
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Por la observaciéon 3.7:
Me(D) = v1g + vag + -+ U1k + Uk + Upgp1x + -+ Usy, entonces se
concluye que:

Ae(D[B]) < M(D) = q.

Por lo tanto de las afirmaciones 1 y 2, A y B cumplen las propiedades i
y ii del teorema.

Asi queda demostrado el caso donde D es fuertemente conexa, ahora de-
mostremos el:

Caso 2. Si D no es fuertemente conexa, entonces por el teorema 3.4, existen
una gréfica orientada transitiva Ty digréficas fuertemente conexas, H; (i =
1, 2,...,1), de tal forma que D = T[Hy, Hs,. .., H;]. Definimos los siguientes
parametros:

* pi" es el maximo niimero de vértices de una trayectoria en D — V(H;)
de tal forma que el vértice terminal domina a un vértice de H;, el vértice
terminal de la trayectoria es adyacente hacia un vértice de H;.

* end
)

pi™ es el maximo ntimero de vértices en una trayectoria en D de tal manera
que el vértice terminal de la trayectoria pertenece a H;.

Observacién 3.12. Notemos que una trayectoria en D — H; donde el vértice
final domina a un vértice de H; induce una nueva trayectoria con orden pi* +
1 que termina en un vértice de H;, y por lo tanto pi™ + 1 < p¢"® | y entonces

7
0<p<p.

Vamos a construir dos subconjuntos de vértices Ay B de V(D) con las
siguientes caracteristicas:

(a) Si ps™d < q, entonces colocamos V(H;) en A.

(b) Si pi™ > ¢, entonces colocamos V (H;) en B.

(c) Si pi" < ¢ < p™@, entonces sea ¢, = ¢ — pi™ > 0, entonces el orden de
H; es menor que el orden de D, pues de lo contrario D = H;, pero D no es
fuertemente conexa y H; es fuertemente conexa. Entonces podemos usar la
hipdtesis de induccion para cada H;, asi existe una particion con elementos
de (A;, B;) de V(H;), de tal forma que A(H;[A;]) < ¢} v \e(H;[Bi]) < A\e(H;)
— ¢, parak =1,2,..., |V(B;)], coloquemos A; en A, y B; en B.
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. in
Trayectoria de orden p; Trayectoria de orden pe

H H

i |
Figura 3.6: Componente y sus parametros

Maés precisamente, definimos A" = {z € V(D) | = € V(H;) para algin i
€ {1,..., k} tal que p"® < ¢}, B' = {zx € V(D) | z € V(H;) para algin i €
{1,..., k} tal que p* > ¢}. Notemos que A’ y B’ son disjuntos, esto tltimo
lo garantiza la observacién 3.12. Consideremos también J = {i | pi* < ¢ <
p¢™@}. donde J es el conjunto de indices de las particiones {A;, B;} de V(H;),
definidas en c.

Como una simple observacién notemos que si i ¢ J, entonces V(H;) C
Ao V(H;) C B,size A pid < q, entonces y € A’ para cada y € V(H;),
ysixz € B, pi* > q, entonces y € B’ para cada y €V (H,).

Asi Ay B quedan definidos de la siguiente manera:
A=A"U (UjeJ A)yB=DB"U (UJEJ B;).

Por lo anteriormente dicho A y B forman una particién de V (D), ahora vea-

mos que cumplen las condiciones i y ii del teorema.

Afirmacién 1. Una trayectoria en D[A] tiene a lo mds ¢ vértices.
Sea P = (z1, x9,..., T}) una trayectoria de maxima longitud en D([A]),

y supongamos sin pérdida de generalidad que x, € H;. Consideremos los dos
siguientes casos posibles:
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end

Caso Al. Sii ¢ J, entonces como x € A, entonces x; € A, entonces pf

< ¢q. Como P es una trayectoria donde su vértice final estd en H;, entonces
A(D[A]) = [V(P)] < pi** < q.
Caso A2. Sii € J, entonces notemos primero que si existe una H;H;-flecha

(con i # j), entonces H; C B, pues si P, es una xy-trayectoria de orden p{™

en D con y € V(H;), entonces afirmamos que V(P,,) NV (H;) =0, pues de lo
contrario existirfa una H;H;-trayectoria en D, y al ser T transitiva existiria
una H;H;-flecha en D (véase la prueba del lema 2.9), y por lo tanto como
existe H;H;-flecha en D, entonces se formaria un ciclo de longitud 2 en T' que
es una orientacion, esto es una contradiccion. Como existe una H; H;-flecha
en Dy como D es composicién en particular existe un vértice h; de H;, de
tal forma que y domina a h;, entonces P,, es una trayectoria en D — V(H;)
de orden p¢™® donde su vértice final domina a un vértice de H j, por lo que
Pt > |V(Pyy)| = pi™ > ¢, y por lo tanto H; C B.

Utilizando este tiltimo hecho podemos concluir que P N H;[A] = (24, Tpits- - -,
xy) = (zn, P, x) para algin h € {1, 2,..., k}, pues de otra manera P con-
tendria al menos una H; H;-flecha (para algin j # ¢), y por lo tanto un vértice
de B, pero ésto es imposible pues P es una trayectoria en D[A].

Entonces (x1, P, x5_1) es una trayectoria cuyo vértice domina a zj que es
un vértice de H;, por lo que |V((z1, P, z_1))| < pi" y claramente:

V((zn, P, zx))| < MH;[A)]) = ¢, = q — pi" (véase la figura 3.7). Entonces:
(DIA]) = V(P)| = [V((@1, P, e1)| + [V ((z, P, 2))| < pi" + (q — p™)
= q.

Trayectoria (x1,P,xn_1)

Xh-1

Trayectoria (xp, P, xk)

Figura 3.7: Figura caso A2
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Afirmacién 2. Una trayectoria en D[B] tiene a lo mas Ay (D) — g vértices

Sean k € {1,2,..., |V(B)[} y Wy = US_, T} una subdigréfica de k-trayectorias
de D[B] de tal forma que |V( Wy)| = \e(D[B]).
Sea i € {1, 2,..., k} y supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ es el
primer indice de tal manera que una trayectoria de W}, comienza en V(H,;).
Consideremos P = T, para algtin s € {1, 2,..., k}, donde el vértice inicial
x de P comienza en V(H;). Consideremos los siguientes casos posibles:

Caso B1. Si ¢ ¢ J, entonces existe una trayectoria P’ en D — V(H;), de
tal forma que pi" = |V(P’)| > q y el vértice terminal domina a un vértice
de H;, y al ser D una composicién asi que también domina a x, en conse-
cuencia P' U P = P” es una trayectoria de orden mayor o igual que ¢ +
|V(P")], la prueba de que P” es una trayectoria es similar a la prueba del
caso A2, es decir, de no ser asi se formaria un ciclo de longitud 2 en T,
asi que consideramos una nueva digrafica W) de k-trayectorias de D confor-
mada por P”, y las otras k—1 trayectorias de Wy, — P (véase la figura 3.8) de
orden \g(D[B]) + |V(P’)| y como |V (P’)| > q, entonces tenemos lo siguiente:

Me(D) > |[V(W])| = \(D[B]) + |V(P")| > \(D][B]) +¢, en consecuencia:
A(D) > Me(D[B]) + g, alo que:

— M(D) < — M\(DI[B]) — gq, y asi finalmente:

Figura 3.8: Figura caso Bl
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Caso B2. Sii € J, entonces supongamos que b trayectorias de W} empiezan
en H;[B;] y sin pérdida de generalidad supongamos que T4, T5,..., T}, son di-
chas trayectorias, denotemos y; al primer vértice de T; que no estd en H; (si
es que existe).

Vamos a construir una subdigrafica W] de k trayectorias en D de orden
P+ N(Hy) + (VW) — M(H;[B;])) de la siguiente manera:

Consideremos T7, T3,..., T, las trayectorias ajenas de una digrafica de b-
trayectorias en H; de orden X\,(H;), si x; es el vértice final de la trayectoria
T!, parai € {1, 2,..., b}, notemos que como D es composicién, entonces
x; es adyacente hacia y; (si es que existe), para i € {1, 2,..., b}, entonces
asi podemos sustituir cada trayectoria T; por la trayectoria 7, y si conside-
ramos a una trayectoria P de orden p® en D — H;, donde su vértice final
domina un vértice de H;, entonces en particular domina al vértice inicial de
T} (véase la figura 3.9), asi formamos la digrafica W) de k-trayectorias de D,
en otras palabras W) se forma sustituyendo las b trayectorias de H;[B;] por
las b trayectorias ajenas en H; de orden A\,(H;) y anteponiendo una trayec-
toria de orden pi" a exactamente una de las trayectorias, donde claramente
[VIW)| = pi™ + N(H;) + ([V(We)| — \o(H:i[Bi])), entonces:

M(D) > VW) = pin + N(Hy) + (VW] — M(Ei[B)).

Y por hipdtesis de induccién sabemos que:

MNo(H;[Bi]) < M(H;) — ¢}, en consecuencia:

Ae(D) = pi" + No(Hi) + (IV(We)| = Ap(Hi[Bi])) =

> pi" + M(H:) + VW) = M(Hi)+q; = pi" + V(W] + ¢;

— pin 4 V(W) + g — pi = [V(Wi)] + g = M(D[B)) + g, asi que:
A(D) > M(D[B]) + g, entonces:

Me(D[B]) < Ak(D) — q.

De las afirmaciones 1 y 2 obtenemos que A y B cumplen las condiciones
iy ii del teorema.
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Trayectorias que empiezan en H;

Generacion de W'
Figura 3.9: Figura caso B2

Corolario 3.1. Si D = S[Ey,..., E] es una digrdfica semicompleta ex-
tendida y q un entero positivo, entonces existe una particion de V(D) con
elementos de (A, B), de tal forma que se cumple lo siguiente:

(1) A(D[A]) < q;

(1)) \e(D[B]) < M\ (D) — q, para cada k = 1, 2,..., |V(B)|, siempre que
/\k (D) —q > 0.

Demostracion. Consideremos los 2 siguientes casos posibles:

Caso 1: D es fuertemente conexa.
La prueba es la misma que en el caso 1 del teorema 3.11.

Caso 2: D no es fuertemente conexa.

Sean Si, Sa,..., S5, de tal forma que si ¢ < j, entonces existe S;S;-flecha y
cada S; es una digrafica fuertemente conexa o una grafica k-partita en D.
Definimos a T; = S; U Sy U---U S;.

Sear € {2,..., 1 + 1} y consideremos los dos siguientes casos posibles:

Subcaso 1: Si A(D[T,_1]) = ¢, entonces hacemos A = T, y B= V(D)
— A, donde A U B es la particion asignada que cumplen las condiciones i y
ii del teorema.

Subcaso 2: Si A(D[T,_1]) < q¢ < ADIT,], entonces primero notemos que
S, es semicompleta extendida fuertemente conexa, entonces por el teorema
3.6, tenemos que existe una particién de V(S,), con elementos de (A,, B,),
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donde A(D[A,]) < ¢ — A(DIT, 1)), ¥ M(D[B.]) < M(S,) — (g — A(D[T,1))),
parab e 1,2,..., |V(B,)|.

Ahora la prueba es completamente igual a la prueba del teorema 3.6, es decir
definimos:

A=T, ,UA yvB=V(D) — A

Para probar la propiedad i, observamos que un trayecto en A esta conforma-
do por un trayecto en D[T,_1] mds un trayecto en A,, es decir, un trayecto
en A tiene orden A\(D[T,_1]) + MD[A,]) < X(D[T,_1] ) + (¢ — MN(D[T,_41])
= ¢, es decir, \(D[A])< q.

Para probar la propiedad ii, primero sea W) una digrafica de k-trayectorias
de D[B] y supongamos que intersecta en b-trayectorias (b > 0) a D[B,], nue-
vamente como lo hicimos en la prueba del teorema anterior, formamos una
nueva digrafica W) de k-trayectorias, remplazando estas b-trayectorias por
una digrafica maxima de b-trayectorias de D[S,| y anteponiendo a una de
estas trayectorias una de orden \(D[ T,_4]). Entonces obtenemos que:

V(W] = A(D(B]) + (M(S:) = M(D[B])) + A(D[T,-1)).
Y como N\(D[B,]) < M(S,) — (¢ — AN(D[T,—1])), se sigue que:

)\b<ST‘) 2 Ab(D[BT]) +q — )‘<D[TT71])’ luegoz
> M(D([B]) + M(D[Br]) +¢ = MDIT1]) = M(D[Br]) + MD[T,-1]) =

> |V(W})|, entonces:
Me(D) > M(D[B]) + ¢, y finalmente concluimos que:

Me(D[B]) < M(D) = q.
]

Teorema 3.13. [[10]] Si D es una digrdfica in-semicompleta fuertemente
conezxa, entonces D es trayectable.

Lema 3.5. [Ban Jensen et. al [16]] Sean D una digrdfica localmente in-
semicompleta y X y Y dos componentes fuertemente conexas de D. Si un
vértice x € X domina a algun vértice de Y, entonces x domina a Y (es decir
T es adyacente hacia todo vértice de Y).
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Demostracion. Sean X y Y dos componentes fuertemente conexas de D, y
supongamos que existe (z,y) una XY-flecha en D. Sea ¢y € V(B) — {y},
vamos a demostrar que x domina a y’. Como Y es fuertemente conexa, existe
(v =11, Yo, - -, Yo = y) una y'y-trayectoria en Y. Ahora notemos que x y 4,1
son in-vecinos de y, = y. Como existe una XY-flecha en D, entonces por el
lema 2.2 sabemos que no existe Y X-flecha en D y como D es localmente in-
semicompleta, entonces obtenemos que = es adyacente hacia y,_1, es decir x
domina a ¥, _1, andlogamente como x y ¥, _» son in-vecinos de ¥, _1, entonces
x domina a y,_o, procediendo de manera analoga obtendremos claramente
que x domina a y; = y'. Finalmente como 3 fue arbitrario y = domina a y,
entonces concluimos que = domina a Y. O

Lema 3.6. Sean D una digrdfica localmente in-semicompleta y H una com-

ponente fuertemente conexa de D. Si P = (1, xa,..., x)) €s una trayectoria
en D con x, € V(H), entonces PN H = (xp, xpi1,..., 1) para algin h €
{1, 2,..., k} (es decir PN H es una trayectoria que contiene a xy).

Demostracion. Supongamos por contradiccion que P N H consiste de al me-
nos 2 trayectorias ajenas, y entonces consideremos P; y P la pentltima y
ultima trayectoria respectivamente en P N H (la ultima trayectoria en P N
H es la que contiene al vértice xy), también como H es fuertemente conexa
entonces contiene un camino cerrado C' que pasa por todos sus vértices (ob-
servacion 2.23), si (P, P, P,) es la trayectoria P, junto con la subtrayectoria
de P que une P, con P, y la trayectoria P,, entonces (P, P, P,) U C' es
un camino cerrado cerrado en D y por lo tanto es una digrafica fuertemente
conexa que contiene propiamente a H (pues V((Py, P, P»)) # V(H), ya que
Py y P, son ajenas), lo cual es una contradicciéon ya que H es componente
fuertemente conexa. Por lo tanto P N H = (zp, Tpy1,- .-, T)) para algun h
e{l,2,..., k}. O

Lema 3.7. Sea D una digrdfica localmente in-semicompleta fuertemente co-
nexa. Entonces para cada vértice v € V(D), existe un trayecto que pasa por
todos los vértices de D y este trayecto tiene como vértice terminal a v (es

decir m(v) = |V(D)|).

Demostracion. Sea v € V(D), primero sabemos por el teorema 3.13 que D
es trayectable, entonces cada trayecto de D contiene a todos los vértices de
D.Sea T = (x1,..., x,) un trayecto. Consideremos los dos siguientes casos:

Caso 1: Si x,, = v entonces claramente se cumple.

Caso 2: Si x, # v, entonces vamos a construir un trayecto cuyo vértice
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terminal sera v, de la siguiente manera:

Sea 1 <r < n, donde z,, = v. Consideremos A = {z1,..., 2.} y B = {41, .-,
xp,}. Claramente A U B = V(D) y como D es fuertemente conexa existe al
menos una BA-flecha.

Sea 1 € {r+1, r+2,..., n} de tal forma que z; sea in-vecino de A.

Sea j € {1, 2,..., r} el primer indice para el cual (z;, z;) € F(D). Como z;_;
y @; son in-vecinos de x;, entonces por ser D localmente in-semicompleta y
por la definicién de j, entonces (z,_1, ;) € F(D). Consideremos 17" = (z1,
To,. .., Tj—1) U (xj_1, x;) U (4, ¥;) U (2, Tj41,. .., T, = v) una trayectoria
que termina en v. Actualizamos A = {x1, zo,..., zj_1, T, Tj,..., T}y B =
{Zr41,- ., o} — {x;} (véase la figura 3.10).

Si B =(), entonces T" es la trayectoria buscada, de otra manera volvamos al
inicio con esta nueva actualizacién de A y B.

Como D es una digrafica finita, podemos proceder de esta misma manera
hasta que B = (), y asf encontramos dicho trayecto 7" que tiene como vértice
terminal a v. [

Particion inicial Actualizacion de la particion

Figura 3.10

Lema 3.8. Sea D una digrdfica localmente in-semicompleta fuertemente co-
nexa y Py, Ps,..., Py, b-trayectorias ajenas en D. Si x; denota el vértice final
de P;, para i € {1, 2,..., b}, entonces existe un b-factor en D cuyos vértices
términales son precisamente x;, para i € {1, 2,..., b}.

Demostracion. Sabemos que como D es in-semicompleta y fuertemente co-
nexa, entonces por el lema 3.7 tenemos que D contiene un trayecto T que
pasa por todos los vértices de D y su vértice final es x,. Supongamos sin
pérdida de generalidad que x; estd antes que x;,1 en T, para ¢ € {1, 2,...,
b — 1}. Denotemos T} = (T, x1) la subtrayectoria de T que comienza en el
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vértice inicial de 7"y termina en z;, ahora denotemos también T; = (T, x;) la
subtrayectoria de T' que comienza en el vértice que es dominado por x;_; en
T y termina en z;, para i € {2, 3,..., b}. Claramente U;?:lTj, es un b-factor
(es decir una digréfica de b-trayectorias generadora), con vértices terminales
x;, para i € {1, 2,..., b}.

O

Teorema 3.14. Si D una digrdfica localmente in-semicompleta y q un nime-
ro entero positivo, entonces eziste una particion { A, B} de V(D), de tal forma
que se cumple lo siguiente:

(1) A(D[A]) < ¢;
(1) \e (D[B]) < A (D) — ¢, para cada k € {1, 2,..., |V(B)|}, siempre que

Demostracion. Consideremos los 2 siguientes casos posibles:

Caso 1: Si D es fuertemente conexa, entonces por el teorema 3.13 D es
trayectable y entonces por el teorema 3.6, entonces se concluye la prueba.

Caso 2: Si D no es fuertemente conexa, entonces la idea de la demostra-
cién es como la prueba del teorema 3.6, es decir, si Hy, Hs,..., H son las
componentes fuertemente conexas de D, entonces para cada H;, definimos
los pardmetros p™ y p¢™¢ (como se definieron en la prueba del teorema 3.7).
Vamos a construir dos subconjuntos de vértices Ay B de V(D), con las si-

guientes caracteristicas:

(a) Si ps™ < g, entonces colocamos V (H;) en A.

(b) Si pi* > ¢, colocamos V (H;) en B.

(c) Si pi* < q < p"e) entonces sea ¢, = q — pi" > 0, como H; es in-
semicompleta y fuertemente conexa, entonces por el teorema 3.13 es tra-
yectable, y entonces andlogamente al caso 1 existe una particién de V(H;),
conformado por los elementos de (4;, B;) de tal forma que A(H;[A;]) = ¢!
v M(HL(BJ) = [VH)| — df = M(H)) — df para k € {1, 2, ... [V(B)]}
Coloquemos A; en Ay B; en B.

Mas precisamente, definimos como A’ = {z € V(D) | z € V(H;) para alguna
i€ {l,..., k} tal que pi"® < q} y como B’ = {z € V(D) | z € V(H;) para
alguna i € {1,..., k} tal que p* > ¢ }. Notemos que A’ y B’ son disjuntos
esto lo garantiza la observacién 3.7. Consideremos también J = {i | pi* <
q < p$™}, donde J es el conjunto de indices de las particiones, conformada
por los elementos de (A;, B;) de V(H;) definidas en c.
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Como una simple observacién notemos que si ¢ ¢ J, entonces V(H;) C A’ o
V(H;) C B’ (six € A, pi"® < q, entonces y € A’ para cada y € V(H;), y si
r € B/, pi™ > q, entonces y € B’ para cada y € V(H;). Asi Ay B quedan
definidos de la siguiente manera:

A=A"U (Uje] Aj))yB=DB'U (UjeJ B;).

Por lo anteriormente dicho A y B forman una particién de V (D), ahora vea-
mos que cumplen las condiciones i y ii del teorema.

Afirmacién 1. Una trayectoria en D[A] tiene a lo més ¢ vértices.

Sea P = (z1, xa,..., ) una trayectoria de méxima longitud en D([A]), y
supongamos sin pérdida de generalidad que z, € H;, ahora tenemos los dos
siguientes casos posibles:

end

Caso Al. Sii ¢ J, entonces como x; € A, entonces x € A’, entonces pf

< g. Como P es una trayectoria donde su vértice final estd en H;, entonces

A(D[A]) = [V(P)| < pe? < q.

Caso A2. Si ¢ € J, entonces por el lema 3.6 tenemos que P N H; = (xzp,
Thit, .-, Tg) paraalgin b € {1, 2,..., k}. Ahora (x1, P, x;,_1) es una trayec-
toria cuyo vértice domina a x;, (que es un vértice de H;), por lo que |V ((zy,
P, z,_1))] < pi™ y claramente |V((zp, P, z1))| < MH;[A)]) = ¢, = ¢ — pi™.
Entonces:

ADIA) = [V(P)| = V(1. P, an )| + V(@ )| < 5 + (g — pi")

Afirmacién 2. Una trayectoria en D[B] tiene a lo mas \;(D) — ¢ vérti-
ces.

Sean k € {1,2,..., |V(B)[} y W), = US_, T; una subdigréfica de k-trayectorias
de D[B], de tal forma que |V( Wy)| = A\(D[B]).

Sea i € {1, 2,..., k} y supongamos sin pérdida de generalidad que i es el
primer indice de tal manera que una trayectoria de W comienza en V (H;).
Consideremos P = Ty, para algin s € {1, 2,..., k}, donde el vértice inicial

x de P comienza en V(H;). Consideremos los siguientes casos posibles:

Caso B1l. Si i ¢ J, entonces existe una trayectoria P’ en D — V(H;) de
tal forma que p* = |V(P’)| > q y el vértice terminal domina un vértice
de H;, y asi por el lema 3.5 domina a z, en consecuencia P’ U P = P” es
una trayectoria de orden mayor o igual que g + |P'|, la prueba de que P”
es una trayectoria es igual a la prueba del lema 3.5, pues de lo contrario
se formaria una digréfica fuertemente conexa que contiene propiamente a
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H; -componente fuertemente conexa-, asi que podemos considerar una nueva
digrafica W, de k-trayectorias de D conformada por P” y las otras k — 1
trayectorias de Wy, — P (véase la figura 3.11), por lo que el orden de W} es
Me(D[B]) + |P’| y entonces:

Ae(D) = [V(Wp)| = Me(D[B]) + |P'| = Ae(D[B]) + ¢, y ast:

Ae(D) = Ae(D[B]) + g luego:

— M(D) < — M\ (DI[B]) — g, finalmente:

Digrafica W',

Figura 3.11: Figura caso Bl

Caso B2. Sit € J, entonces supongamos que b trayectorias de W), empiezan
en H;[B;] y sin pérdida de generalidad supongamos que T3, T,..., T}, son
dichas trayectorias. Denotemos z; como el ultimo vértice de la trayectoria Tj
N H;, para j € {1, 2,..., b}.

Vamos a construir una subdigrafica W), de k trayectorias en D de orden pi"
+ [V(H;)| + ([V(W)| — M\o(H;[B;])) de la siguiente manera:

Por el lema 3.6 H; contiene un b-factor, es decir, una subdigréifica de b-
trayectorias de orden |V'(H;)|, cuyos vértices terminales de estas trayectorias
son precisamente xy, a,...,rp. Consideremos 77, T5,..., T} las trayectorias
de dicho b-factor de H;, donde x; es el vértice final de T}, para j € {1, 2,...,
b}. Sustituyendo T N H; por T}, para j € {1, 2,..., b} y considerando una
trayectoria P de orden p;" en D — H;, donde su vértice final domina a un
vértice de H;, entonces por el lema 3.5 en particular domina al vértice ini-
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cial de 77, y si unimos también P con 77, entonces generamos W) (véase la
figura 3.12), donde claramente el orden de esta digrafica es pi + |V(H;)| +
(IVWe)| — Ao(H;[Bi])), entonces:

Me(D) = VW] = pi* + [V(H)| + (IV(Wi)| = Ae(Hi[Bi])).-

Y como |V (H;)| = M\p(H;), luego:

A(D) Z pi" + Mo(Hy) + (VW) = Mo(Hi[By])).

Y como i € J, tenemos que A\ (H;[B;]) = \(H;) — ¢}, asi que:

Ae(D) > pi* + No(Hy) + [VWe)| — No(Hi)+q; = pi" + [V(Wy)| + ¢} =
=p" + VW) + ¢ — pi" = [V(W)| + ¢ = M(D[B]) + ¢, por lo que:

M(D) > M(D[B]) + g, entonces:

Ae(D[B]) < Ae(D) — q.

Trayectorias que empiezan en H[B] Generacion de W'

Figura 3.12: Figura caso B2
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3.4. Mas resultados en digraficas localmen-
te in-semicompletas y semicompletas ex-
tendidas

En esta seccion siguiendo con las mismas ideas del capitulo anterior, va-
mos a probar la conjetura 2.2 (mencionada en el capitulo 2) para las digréficas
locamente in-semicompletas y semicompletas extendidas.

Teorema 3.15. Sea D una digrdfica localmente in-semicompleta. Si a,b es
un par de enteros positivos, tales que A\(D) = a + b, entonces eziste una
particion {A, B} = V(D), de tal forma que cumplen lo siguiente:

(1) A(D[A]) = a

(ii) A\(D[B]) = b.

Demostracion. Sea a,b un par de enteros positivos, tales que \(D) = a + b.
Consideremos los dos siguientes casos posibles:

Caso 1: D es fuertemente conexa.
Por el teorema 3.13 D es trayectable y entonces la prueba es igual al Ejemplo
2 del capitulo 2.

Caso2: D no es fuertemente conexa.

Siguiendo con las mismas ideas de la prueba del teorema 3.14, sean Hi,
H,,..., H, las componentes fuertemente conexas de D.

Vamos a construir dos subconjuntos de vértices A y B de V(D), con las si-
guientes caracteristicas:

(a) Si p¢™ < a, entonces colocamos V (H;) en A.

(b) Si pi" > a, entonces colocamos V(H;) en B.

(c) Si pi" < a < p¢™, entonces sea a;, = a — p™ > 0, como H; es in-
semicompleta y fuertemente conexa, entonces por el teorema 3.13 es tra-
yectable, y entonces analogamente a la prueba del teorema 3.6 existe una
particién de V' (H;), con elementos de (A;, B;), de tal forma que A(H;[A;])
=a, y N(H;[B;]) = |V(H;)| — a, = \(H;) — a, coloquemos A; en Ay B; en B.

Més precisamente, definimos A" = {x € V(D) | « € V(H;) para algin ¢
€ {1,..., k} tal que p&"® < a}, B' = {z € V(D) | x € V(H;) para algin
i € {1,..., k} tal que pi" > a}. Notemos que A’ y B’ son disjuntos pues
lo garantiza la observacién 3.7. Consideremos también J = {i | pi* < a <
p$™@}, donde J es el conjunto de fndices de las particiones {A;, B;} de V (H;),



3.4. Mas resultados en digraficas loc. in-sem. y sem. extendidas 75

definidas en (c).
Asi Ay B quedan definidos de la siguiente manera:

A=AU (Ujes 4) y B=B"U (Uje; Bj)-

=
En la prueba del teorema 3.14 vimos que A y B forman una particiéon de
V (D), y también si hacemos k = 1, y ¢ = a, entonces obtenemos que:
MDI[A]) <ay MD[B]) < AXD) —a=0.

Entonces es claro que si exhibimos una trayectoria de orden a y b, en Ay B
respectivamente, concluiriamos la prueba. Vamos a exhibir dichas trayecto-
rias de la siguiente manera:

Sea P un trayecto en D y supongamos sin pérdida de generalidad que P
pasa por las componentes fuertemente conexas Hy, Hs,..., H;, para algin ¢
€ {1, 2,..., s}, de otra manera harfamos una re-etiquetacién a cada H;.

En el lema 3.8 vimos que P N H; es una trayectoria, para i € {1, 2,...,
t}. Denotemos x; el vértice terminal de P N H;, para i € {1, 2,..., t}, y
también recordemos la definicién 2.11 del capitulo 2, es decir la funciéon m,
donde m(v) denota el maximo nimero de vértices de una trayectoria en D
que termina en el vértice v.

Observacién 01: Sii € {1,2,..., s}, entonces m(z;) = pi"?.

Sea P, (s, una trayectoria de orden m(z;) que termina en x; € H;, entonces
claramente m(z;) = |V(Pr@_ 1)) < pi"?.

Sea P; una trayectoria de orden p{™? con vértice terminal en H;, sabemos por
el lema 3.6 que P; — (P, N H;) es una trayectoria cuyo vértice final domina a
un vértice de H;, y entonces por el lema 3.5 domina a todo H;. También por
el lema 3.7 existe un trayecto en H; que pasa por todos sus vértices y tiene
como vértice final z;, entonces es claro que la unién de P, — (P, N H;) con
este ultimo trayecto de H; es una trayectoria de orden p¢™? que termina en

i
x;, v por lo tanto p¢™ < m(x;).

Observacién 02; Si 1< i < t, entonces P N (Hy, Ho, ..., H;) es una tra-
yectoria de orden m(x;).

SiT=Pn(Hy,H,,...,H;), entonces sabemos que P N (Hy, Hy, ..., H;) es
una trayectoria con vértice final x;, entonces el orden de T es menor o igual
que m(z;). Ahora supongamos por contradiccién que existe una trayectoria
T’ de orden mayor que el orden de T cuyo vértice final es z; y consideremos
P =PnN (Hi,...,Hy), entonces T'U P’ es una trayectoria, ya que si no es
una trayectoria entonces se formaria al menos una componente fuertemente
conexa que contiene propiamente alguna Hy, con k € {i+1,...,t}, lo cual no
es posible, pero entonces T' U P’ es una trayectoria en D de orden mayor que
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el orden de P, lo cual es una contradiccién. Asi el orden de T es igual a m(z;).

Observacién 03: Sii > 1, entonces m(x; 1) < pi".

Por la observaciéon O2 podemos considerar P, ,) la subtrayectoria de P
de orden m(z;_1) que termina en x;_;, notemos que V(P ,_,)) N V(H;) =
0, pues supongamos que existe un h; € V(Pps,_,))N V(H;) y como x; 1 €
V(Pu(z_y)) N V(H;—1), entonces existe una subtrayectoria P’ de Py, ),
que empieza en un vértice de H; y termina en un vértice de H;_1, pero como
P pasa por H;_ 1y H; (en ese orden), entonces existe una H; 1 H;-flecha, lo
cual es imposible pues se formaria una componente fuertemente conexa que
contiene H;_; y H; (véase el lema 2.2). Asi P, ,) es una trayectoria en D
— H; cuyo vértice final x;_; domina a un vértice de H;, entonces m(z;_1) <

n
b

Observacién 04: Sii € {1, 2,..., t}, entonces |V (P N Hy)| + |[V(P N Hy)|
Esto es una consecuencia inmediata de la observacién O2.

Observacién 05: Si ¢ <t, entonces m(z;) = pit,. Sabemos por la obser-
vacién O3 que m(z;) < pit;.

Sgpongamos que m(z;) < piy, entonces existe una trayectoria T/, de orden
pit, > m(w;) cuyo vértice final 2™ domina a un vértice hiq de Hipq. Note-
mos primero que si j € {i +2,i+ 3,..., s}, entonces V(TN V(H;) = 0,
pues supongamos que existe j € {i + 2,7+ 3,..., s}, de tal forma que y €
V(T{)N V(H;), entonces como el vértice final 2™ de T/, domina al vérti-
ce hiy1 de H;yq, entonces existe una H;H;,; trayectoria. Como P pasa por
Hi1, Hiyo,. .., Hj, entonces existe una H;; Hj-trayectoria, y asi entonces se
forma una componente fuertemente conexa que contiene H; y H; 41 (véase el
lema 2.2), lo cual es una contradiccién.

Asi T/, es una trayectoria que estd en H; U Hy U--+ U H; de orden pit; >
m(z;) y como su vértice final 2 domina al vértice h;y; de Hy 1, entonces por
el lema 3.5, 2 domina al vértice inicial de la trayectoria P N H;y,. Por la
observacién O4 y como pi't; > m(x;), entonces sustituyendo la trayectoria (P
N Hy) U (PN Hy)U---U (PN H;) por la trayectoria T;7, obtenemos una
nueva trayectoria de mayor orden que la de P, lo cual es una contradiccion.

Afirmacién Al: Si H; C A, coni € {2,3,4,...,t}), entonces H; 1 C A.
Si H; C A, entonces pi™ < a. Por las observaciones O1 y O3, tenemos que,
P = m(zi) = pi* < pi"* < a.

end

Entonces finalmente p{"{ < a, y asi H;_; C A.
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Afirmacién A2: Si H; C B, coni € {1, 2, 3, ..., t — 1}, entonces H,; 4,
C B.

Si H; C B, entonces pi" > a. Por las Observaciones O1 y O3, tenemos que
Py = mlx) = pi*t > i > a.

Entonces finalmente pit; > a,y asi H;; C B.

Sea H;, con i € {1, 2,..., t}, y consideremos los siguientes casos posibles:

Subcaso 1: Si ¢ ¢ J, entonces V(H;) C A o V(H;) € B y por las afir-
maciones Al y A2 podemos suponer sin pérdida de generalidad que existe j
€{1,2,...,t — 1}, de tal forma que (H; U Hy U---U H;) C Ay (Hj4; U
Hi»U---UH)CB.

Por la observacién O5 P, = (P N Hy) U (P N Hy) U---U (P N Hj), es una
trayectoria en A de orden m(z;) (por observacién O5) = pit; (por el inciso
b) > a, pero ya sabemos que cualquier trayectoria en A tiene a lo més orden
a, y por lo tanto concluimos que:

ADIA]) = [V(R)| = a.

Claramente si P, = (P N Hjy) U (P N Hjyp) U---U (P N H;), enton-
ces |[V(B)| = |V(P)| — |[V(P,)| = A(D) — a = b, y como habfamos probado
que cualquier trayectoria en B tiene orden a lo mas A\(D) — a = b, entonces
concluimos que:

AD[B]) = [V(R)| = A(D) —a=b.
Asi entonces queda demostrado el subcaso 1, ahora vamos a la prueba del:
Subcaso 2: Sii € J, entonces pi" < a < pfne.

Afirmacién C1.1: Sii > 1, entonces H;,_; C A.
Por las observaciones O1 y O2 sabemos que m(z;_1) = pf™¢ y m(x;_;) <
pi" < q, entonces p¢"™{ < a, y asi H;_; C A.

Afirmacién C1.2: Sii < t, entonces H;y; C B.

Por las observaciones O5 y O1, tenemos que pit, = m(x;) y m(z;) = pi"?,
entonces p?}rl = p¢™ > q, y entonces H;y; C B.

Asi de las afirmaciones C1.1, C1.2, Al, y A2 podemos asegurar que (H;
UHyU---UH; 1) CAy (Hiy1 UHjp U---UHy) CB.

Como i € J, entonces podemos considerar a la particién {A;, B;) de V(H;}
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(véase el inciso ¢), donde P, es una trayectoria en A; de orden a; = a — pi", y
P, una trayectoria en B; de orden |V(H;)| — a}, donde P, tiene como vértice
terminal z; (esto ultimo se puede hacer debido al lema 3.7).

Vamos a construir 2 trayectorias en A y B de la siguiente manera:

* Sabemos nuevamente por el lema 3.5, que z;_; domina a todo vértice de H;,
en particular domina al vértice inicial de P,, entonces P! = (H; U Hy U---U
H; 1) U P,, es claramente una trayectoria en A, donde |V (P.)| = (|[V(P N
H)| 4+ V(PN H)| + -+ V(PN Hi—1)|) + |[V(P)| = m(z;—1) + a) (esta
ultima igualdad por la observaciéon O4).

Y como a, = a — pi" y m(z;_1) = pi", entonces:

V(P =pi" +a —pi" =

Entonces P! es una trayectoria en A de orden a, pero ya sabemos que cual-
quier trayectoria en A tiene a lo mas orden a, y por lo tanto concluimos que:

ADIA]) =V (F)| = a.

* Sabemos que x; domina al vértice inicial de la trayectoria P N H;,q, en-
tonces P, = P, U (H;y1 U Hipo U---U Hy) es claramente una trayectoria en
B, donde |V(P))| = |V(P)| — |V(P.)| = M(D) — a, y como habiamos proba-
do que cualquier trayectoria en B tiene a lo mas (A(D) — a = b) vértices,
entonces concluimos que:

A(DIB)) = [V(B)| = b.

Por lo tanto queda demostrado el subcaso 2 y asi concluimos la prueba. [J

Recordemos que en el lema 3.3, definimos el nimero /; 5, para una digrafica
D = S[Ei, Es,..., E;] semicompleta extendida, donde /; es el maximo
numero de vértices de F; que cubre una digrafica de k-trayectorias, en este
nuevo contexto, vamos a trabajar con trayectos, es decir digraficas de 1-
trayectorias de D, por lo que denotaremos l;; como [; y serd el méximo
nimero de vértices de E; que puede cubrir una trayectoria de D.

Definicién 3.10. Sean D una digrdafica y T, T’ un par de trayectorias en
D. Si T y T tienen solo como vértices en comun a su vértice inicial y a su
vértice final, entonces diremos que T y T” son internamente ajenas.

Definicién 3.11. Sea D una digrafica. Un (s, t)-separador es un subcon-
gunto Z C V(D) — {s, t}, de tal forma que D — Z no contiene st-trayectorias.

Definicién 3.12. Sean D una digrifica y H una subdigrdfica de D. Un
HH-separador es un subconjunto Z C V(D) — V(H), de tal forma que D
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— Z no contiene st-trayectorias, para cada par s, t de vértices distintos en H
(es decir D — Z no contiene HH-trayectorias no triviales).

Proposicién 7. Sean D = S[E;, Es,..., E] una digrdfica semicompleta
extendida ei € {1, 2,..., s}. Si eliminando k vértices de D se eliminan todas
las E;E;-trayectorias (no triviales), entonces una trayectoria de D contiene
a lo mds k + 1 vértices de E; (es decirl; < k + 1).

Demostracion. Supongamos por contradicciéon que existe una trayectoria T’
en D, que cubre al menos (k + 2) vértices, llamemos a estos vértices 1, 2,
ooy kyk+1,k+2,..., n (suponiendo que en ese orden estén en 7).
Eliminemos k vértices de T' y elijamos dos vértices distintos ¢ y r de los
sobrantes. Sea (i,T,i + 1) la subtrayectoria de T' que une i con i + 1.
Si(i,T,i4+1) = (i = xq, xa,..., 1,= i+1), entonces como E; es independiente
podemos considerar al primer indice j (j € {3,...,t}) parael cual z; € V(E;),
asl ;1 ¢ V(E;).

Como z;_; domina a x; € V(E;), entonces por ser D composicién, x;_4
domina al vértice r € V(E;), y por lo tanto (i = zy, 29,..., ;1) U (z;_1,
r) es una F;E;-trayectoria de orden mayor que 2, en contradiccién con la
hipétesis.

]

Lema 3.9. Sean D = S[E;, E,,. .., Es] una digrdfica semicompleta extendida
ei€ {1, 2,...,s}t. Siexisten k E;E;-trayectorias (no triviales) internamente
ajenas, donde |V (E;)| > k, entonces existe un ciclo en D que contiene k+1
vértices de Fj;.

Demostracion. Sean Ty, Ts,. .., Ty k E;E;-trayectorias (no triviales) interna-
mente ajenas en D. Denotemos x; y y; el vértice inicial y terminal respecti-
vamente de T}, y también denotemos como 77 = T; — {z;, y;} (la trayectoria
T; menos su vértice inicial y su vértice final), para j € {1, 2,..., k} (notemos
que estas trayectorias son claramente ajenas dos a dos).

Vamos a construir un ciclo de la siguiente manera:

Sean zi, 22,..., 2k, Zk+1 k + 1 vértices distintos de F;. Notemos que como x;
domina al vértice inicial de T}, entonces por ser D composicién z; domina al
vértice inicial de T;. Andlogamente por ser D composicién el vértice final de
T} domina al vértice zj,1, para j € {1, 2, ..., k — 1}. Asi U?Zl(zj,ﬂ,zjﬂ)
U (2k+1, T}, z1) es un ciclo en D que pasa por k +1 vértices de E;. ]

Teorema 3.16. (Teorema de Menger) [10, teorema 7.3.1 (b)] Sean D una
digrdfica y u, v € V(D) un par de vértices distintos. Si la flecha (u, v) no
estd en F(D), entonces el mdzimo nimero de uwv-trayectorias internamente
ajenas es igual al minimo nimero de vértices en un (u, v)-separador.
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Lema 3.10. Sean D = S [Ey, Es,. .., E;] una digrdfica semicompleta exten-
dida e i € {1, 2,..., s}. Sil; < |V(E;)|, entonces eziste un E;-separador Z;
de cardinalidad l; — 1.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que con [; — 1 vértices de
V(D) — V(E;) no podemos eliminar a todas las E; E;-trayectorias no triviales,
entonces el minimo nimero de vértices en un uv-separador es al menos [;,
con u,v un par de vértices distintos en FE;, entonces por el teorema 3.16 D
contiene [; F;FE;-trayectorias internamente ajenas y entonces por el lema 3.9
tenemos que D contiene un ciclo C' que pasa por [; vértices de Ej;.

Sean x € V(C) N V(E;) y z el predecesor de x en el ciclo C. Como [; <
|V(E;)|, entonces existe y € V(E;) — V(C). Notemos que como z domina a
x € V(E;), entonces al ser D una composiciéon tenemos que z domina a y.
Asi si T, es la xz-subtrayectoria de C, entonces T,, U (z,y) es claramente
una trayectoria de D que pasa por (I; + 1) vértices de E;, lo cual contradice
al lema 3.3. Por lo tanto existe un conjunto Z; de cardinalidad [; — 1 de tal
forma que D — Z; no contiene una trayectoria no trivial que conecte dos
vértices de Fj;. O

Lema 3.11. Sea P un trayecto en D. Para cadai € {1, 2,..., s}, tal que l; <
| V(E;)|, se cumple que el conjunto V(P) — V(E;) contiene un E;-separador
de cardinalidad l; — 1.

Demostracion. Seai € {1,2,..., s} tal que l; < |V(E;)|, entonces por el lema
3.10, tenemos que existe Z; un E;-separador de cardinalidad [; — 1.

Por el Lema 3.3 P contiene [; vértices de F; y entonces claramente para
cortar todas las F; F;-trayectorias que son inducidas por P, se necesitan [; —
1 vértices de P — Ej;. Por lo tanto P contiene todos los [; — 1 vértices de

Z;. [l

Teorema 3.17. Sea D una digrdfica semicompleta extendida. Si a, b es un
par de enteros positivos, tales que \(D) = a + b, entonces eziste una particion
{A, B} de tal forma que cumplen lo siguiente:

(i) \(DJA]) = a

(ii) \(D[B]) = b.

Demostracion. Sea a,b un par de enteros positivos tales que A(D) = a + b.
Consideremos los dos siguientes casos posibles:

Caso 1: D es trayectable.
La prueba es igual al ejemplo 2 del capitulo 2.

Caso2: D no es trayectable.
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Sean P un trayecto en D y a,b un par de enteros positivos, tales que |V (P)|
=AD)=a+0b.

Si P = (1, 2, .., Tq, Tayi1,.--, TA(D)), entonces sean P = (z1, Ta,.. ., T4)
¥y P> = (Zaq1,- - -, Tx(p)y) dos trayectorias.

Para cada ¢ € {1, 2,..., s}, definimos:

* E;1 como el conjunto de vértices de E; que estan en la trayectoria P;.

* E; 5 como el conjunto de vértices de E; que estan en la trayectoria Ps.

* iy = |Ei,|, para j € {1, 2}.

Como D no es trayectable, podemos considerar I = {1, 2, ..., s} como
el conjunto de indices ¢ de tal forma que P no cubre todos los vértices F;.
Por el lema 3.11 para cada i € I, tenemos que V' (P) contiene un F;-sepador,
Z; de orden [; — 1. Sean:

Observacién 01: Sii € Iy, entonces |Z; NV (Ps)| < mio — 1.

Sii € Iy, entonces |Z; N V(Py)| > ;1. Supongamos por contradiccion que
|Z; N V(P)| > mi9, entonces |Z;| = |Z; N V(P)| + |Z: N V(P)| > nin +
ni2 = l;, lo cual es imposible pues |Z;| = [; — 1.

Definimos Uy = U,¢;, (V(E:) — V(P)) y Uz = Uy, (V(E:) — V(P)), v

también definimos:
A:V(Pl)UUl y B:V(PQ)UUQ

Notemos que por construccién {A, B} es una particién de V(D).

Para cada ¢ € {1, 2,..., s}, definimos:

*E,=ENA

* Ez{,2 == Ez N B

De la misma manera a la prueba de la proposiciéon 6 y los lemas 3.10 y 3.11,
se siguen las siguientes observaciones:

Observacién Al: Sii € Iy, entonces Z; N V(P;) es un Ej-separador de or-
den a lo més n;; — 1.

Observacién A2: Si i € Iy, entonces Z; N V(P,) es un [ ,-separador de
orden a lo més 7;, — 1.

Ahora vamos a probar las siguientes afirmaciones para concluir la prueba
del teorema:
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Afirmacién 1: A(D[A]) = a.
Primero notemos que por definicién P; es una trayectoria en D[A] de orden
(M1 + M2a +--+ 051 = a).
Por la observaciéon Al tenemos que, Z; N V(P1) es un Ej ;-separador de or-
den a lo mas n,; — 1, entonces por la proposicién 6 tenemos que cualquier
trayectoria en D[A] cubre a lo mds n;; vértices de Ej,, para i € {1, 2,...,
s}. Entonces finalmente concluimos que P; es un trayecto en D[A] de orden a.

Afirmacién 2: A(D[B]) = b.
Primero notemos que por definicién P, es una trayectoria en D[B] de orden
(M2 + M2 + -+ ns2 = A(D) —a=0).
Por la observacién A2 tenemos que Z; N V(%) es un E; ,-separador de or-
den a lo més 7,2 — 1, entonces por la proposicién 6 tenemos que cualquier
trayectoria en D[B] cubre a lo mas 7o vértices de Ej,, para i € {1, 2,...,
s}. Entonces finalmente concluimos que Ps es un trayecto en D[B] de orden b.

[]
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