
	
  

	
  

	
  

 
 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO 
PROGRAMA DE MAESTRÍA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMÁTICAS Y 

DE LA ESPECIALIZACIÓN EN ESTADÍSTICA APLICADA. 
  
 
 

SINGULARIDADES KLENIANANAS 
Y LA CORRESPONDENCIA  DE MCKAY 

 
 
 

TESIS 
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE: 

MAESTRO EN CIENCIAS 
 
 
 
 

PRESENTA: 
DIEGO CORRO TAPIA 

 
 
 
 

JOSÉ LUIS CISNEROS MOLINA 
INSTITUTO DE MATEMÁTICAS DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL 

AUTÓNOMA DE MÉXICO, UNIDAD CUERNAVACA 
 
 
 
 

MÉXICO, D. F. ABRIL 2015 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



ii



Jurado:
Xavier Goméz-Mont
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y Ángeles por toda la risa y su compañ́ıa.
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Introducción

Este trabajo es una exposición introductoria a la teoŕıa de las representaciones y la
teoŕıa de la resolución de singularidades. La historia comienza con el gran matemático
alemán Felix Klein, quien en su trabajo [13] clasificó de manera geométrica los grupos
finitos G de SU(2), que son los grupos ćıclicos, los grupos binarios diédricos, el binario
octaédrico, el binario dodecaédrico y el binario icosaédrico.

Al considerar la acción natural del grupo G sobre C2 obtenemos una superficie
X = C2/G la cual tiene una singularidad aislada. Estas singularidades se conocen
como singularidades klenianas o singularidades de Du Val, ya que fueron estudiadas
por el matemático británico Patrick Du Val en [26], [27] y [28]. Tomando una resolución
de X, es decir una variedad suave X̃ y un morfismo (en alguna categoŕıa adecuada)
de X̃ a X que es un difeomorfismo en todos lados, excepto el punto singular y su
preimagen, la cual es una curva algebraica que se conoce como el divisor excepcional y
puede estar compuesto de varias componentes irreducibles. En este trabajo nos interesa
una resolución en particular, que se conoce como la resolución mı́nima, la cual es única
y cuyo divisor excepcional tiene el menor número de componentes. La información de
como se intersectan las componentes del divisor excepcional de la resolución mı́nima
se codifica en una gráfica conocida como la gráfica mı́nima de la resolución y Du Val
mostró que está gráfica corresponde a los diagramas de tipo ADE.

Después el matemático británico John McKay observo en [16] que la gráfica de tipo
ADE asociada con la singularidad kleniana de C2/G puede ser obtenida únicamente
mediante las representaciones irreducibles de G y la representación inducida por la
inclusión G ⊂ GL(2,C). A está observación se le conoce como la correspondencia de
McKay.

Aunque este hecho pueda parecer una simple coincidencia, en 1983 el matemáti-
co Uruguayo Gerardo González-Sprinberg y el matemático francés Jean-Louis Verdier
mostraron en [9] que hay una razón geométrica detrás de la observación de McKay.

En este trabajo empezamos en el caṕıtulo 1 dando una introducción a la teoŕıa
de representaciones lineales (en espacios vectoriales complejos) de grupos finitos, para
al final del caṕıtulo definir el carcaj de McKay, el cuál es una gráfica dirigida. Para
los grupos finitos de SU(2) el carcaj resulta ser una gráfica (no dirigida), pero para
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obtener la gráfica es necesario conocer los cáracteres irreducibles de los grupos finitos
de SU(2), lo cual exponemos rápida y superficialmente en el segundo caṕıtulo.

En el tercer caṕıtulo comenzamos dando una introducción a la teoŕıa de resolución
de singularidades, concentrándonos en la técnica de resolución mediante explosiones,
dando una corta introducción a los conceptos y técnicas. Como ejemplos, construimos
con cuidado las gráficas de las resoluciones de las singularidades asociadas a los grupos
ćıclicos y los grupos binarios diédricos. Pero nos topamos con una complicación: de-
mostrar que las gráficas que obtenemos corresponden a la resolución mı́nima, para lo
cual necesitamos calcular los números de intersección de las componentes del divisor
excepcional.

Para resolver esto consideramos un algoritmo expuesto en [20] y probado en [19]
por András Némethi con el cual, obtenemos la gráfica con número de intersección a
partir de la gráfica de la resolución de una curva. Con este algoritmo calculamos las
gráficas de la resolución mı́nima de las singularidades asociadas a los grupos finitos de
SU(2), y obtenemos, como observo McKay, las gráficas del final del caṕıtulo 2.
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Caṕıtulo 1

Representaciones de grupos

En este caṕıtulo trabajaremos con representaciones lineales de grupos finitos, que
no es otra cosa que ver al grupo G como un subgrupo de matrices de GL(n,F), donde
F es el campo de los números reales o complejos. Aunque se dan definiciones para los
dos campos, realmente sólo nos interesan los resultados que hay para representaciones
sobre el campo de los números complejos.

Notamos que toda representación se descompone en representaciones irreducibles,
y que para un grupo finito sólo hay un número finito de representaciones irreducibles.
Veremos que las representaciones sólo dependen de su carácter, que es una función del
grupo en el campo C.

Para los caracteres definimos un producto interior, con el cual, por el teorema de
ortogonalidad de Schur, los caracteres irreducibles son ortonormales. Más aun notamos
que el conjunto de caracteres forma un espacio vectorial, y los caracteres irreducibles
son una base, la cual está en biyección con las clases de conjugación de G.

Al considerar los subgrupos finitos G de SL(2,C) tenemos una representación natu-
ral dada por la inclusión de G en el grupo SL(2,C). Tomamos el carácter χ asociado, y
utilizando el producto interior podemos descomponer a los caracteres χ⊗χi, donde χi
son los caracteres irreducibles, en una suma de caracteres irreducibles. Utilizando estás
descomposiciones obtenemos una digráfica, que se conoce como el carcaj de McKay.

1.1. Representación de grupos (finitos)
Sean G un grupo, F el campo de números reales R o el campo de números complejos

C y V un espacio vectorial sobre F de dimensión finita. Denotemos por Aut(V ) el grupo
de automorfismos de V . Una representación de G nos da una forma de ver al grupo
G como un grupo de transformaciones lineales de V . Las representaciones permiten
convertir problemas de teoŕıa de grupos en problemas de álgebra lineal, la cual es más
fácil trabajar.
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CAPÍTULO 1. REPRESENTACIONES DE GRUPOS

Definición 1.1 (Representación)
Una representación de G en V sobre el campo F es un homomorfismo de grupos

ρ : G Ñ Aut(V ).

El grado de la representación ρ es la dimensión n de V .
Como ρ : G Ñ Aut(V ) es un homomorfismo de grupos, tenemos las siguientes dos

propiedades:

ρ(e) = IdV ,
ρ(gh) = ρ(g)ρ(h) para todo g, h ∈ G,

donde e es el elemento neutro de G, y IdV es el automorfismo identidad de V .
Ejemplo 1.2
Consideramos cualquier grupo G, y cualquier espacio vectorial V . Definimos la repre-
sentación ρ : G Ñ Aut(V ) como

ρ(g) = IdV para todo g ∈ G.

Esto muestra que todo grupo tiene una representación de grado arbitrario.
Ejemplo 1.3 (La representación trivial)
La representación 1G : G Ñ GL(1,F) = Aut(F) dada por

1G(g) = (1) para todo g ∈ G,

es llamada la representación trivial de G.
Ejemplo 1.4
Sean G el grupo diédrico Dn = 〈a, b | an = b2 = e, b−1ab = a−1〉 y V = C2; entonces
tenemos que Aut(V ) = GL(2,C). Consideremos las siguientes matrices en GL(2,C):

A =
(
e2iπ/n 0

0 e−2iπ/n

)
, B =

(
0 1
1 0

)
.

Es fácil corroborar que se cumple lo siguiente

Ak =
(
e2iπk/n 0

0 e−2iπk/n

)
,

An = B2 =
(

1 0
0 1

)
,

B−1AB = A−1 =
(
e−2iπ/n 0

0 e2iπ/n

)
.

Definimos una representación de grado dos ρ : G Ñ GL(2,C) como:

ρ(aibj) = AiBj.
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1.1. REPRESENTACIÓN DE GRUPOS (FINITOS)

Definición 1.5
Sean ρ : G Ñ Aut(V ) y σ : G Ñ Aut(W ) dos representaciones de G sobre F. Un
morfismo lineal ϑ : V Ñ W es G-equivariante si para todo g ∈ G y todo v ∈ V se
cumple lo siguiente

σ(g)
(
ϑ(v)

)
= ϑ

(
ρ(g)(v)

)
.

Definición 1.6
Sean ρ : G Ñ Aut(V ) y σ : G Ñ Aut(W ) dos representaciones de G sobre F. Decimos
que ρ es equivalente a σ si existe un isomorfismo α : V Ñ W que es G-equivariante.

Proposición 1.7
La equivalencia de representaciones es una relación de equivalencia ya que para cua-
lesquiera representaciones ρ, σ y τ de G sobre F se cumple:
(a) ρ es equivalente a ρ;
(b) si ρ es equivalente a σ entonces σ es equivalente a ρ;
(c) si ρ es equivalente a σ y σ es equivalente a τ , entonces ρ es equivalente a τ .

Demostración. (a) Tómese α = IdV .
(b) Ya que σ(g) = α−1ρ(g)α para todo g ∈ G, entonces tenemos que ρ(g) = ασ(g)α−1

para todo g ∈ G. Aśı σ es equivalente a ρ.
(c) Tenemos que σ(g) = α−1ρ(g)α y τ(g) = β−1σ(g)β para todo g ∈ G. Entonces
τ(g) = β−1α−1ραβ = (αβ)−1ρ(g)(αβ) para todo g ∈ G. Aśı se sigue que ρ es equiva-
lente a τ .

A continuación, en el siguiente ejemplo, vemos que si tenemos una representación
de G, entonces podemos ver a los elementos de G como matrices y la multiplicación
de G como multiplicación de matrices.

Ejemplo 1.8
Sea ρ : G Ñ Aut(V ) una representación de G en V sobre F. Consideremos una base
{v1, . . . , vn} de V y el isomorfismo α : V Ñ Fn dado por

α(vi) = (0, . . . , 1, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
i−esima posición

∈ Fn

Entonces la representación σ : G Ñ GL(n,F) definida como

σ(g) = αρ(g)α−1

es equivalente a ρ.

Con este último ejemplo notamos que usualmente existen varias (al menos tantas
como elecciones de base) representaciones equivalentes a una representación ρ dada.
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CAPÍTULO 1. REPRESENTACIONES DE GRUPOS

También con el último ejemplo notamos que cada representación ρ : G Ñ Aut(V )
de grado n es equivalente (mediante la elección de una base de V ) a una representa-
ción σ : G Ñ GL(n,F).

Como una representación ρ : G Ñ Aut(V ) es un homomorfismo de grupos, podemos
considerar el núcleo

Ker ρ = {g ∈ G | ρ(g) = IdV }

el cual es un subgrupo normal de G.

Definición 1.9
Una representación ρ : G Ñ Aut(V ) es fiel si Ker ρ = {e}. Es decir, si ρ es un mono-
morfismo de grupos.

Observación 1.10
Como se tiene que α−1ρ(g)α = IdV si y sólo si ρ(g) = IdV , entonces se sigue que todas
las representaciones que son equivalentes a una representación fiel, son fieles.

La siguiente representación nos será de gran utilidad más adelante.

Ejemplo 1.11 (Representación regular)
Sea G = {g1, . . . , gn} un grupo finito. Consideremos el espacio vectorial FG libremente
generado por G, es decir

FG = {λ1g1 + · · ·+ λngn | λi ∈ F}

con la suma y la multiplicación naturales; esto es, si tenemos que

u =
n∑
i=1

λigi y v =
n∑
i=1

µigi

son elementos de FG y λ ∈ F, entonces definimos

u+ v :=
n∑
i=1

(λi + µi)gi,

λv :=
n∑
i=1

(λµi)gi.

Con estas operaciones FG es un espacio vectorial sobre F con base {g1, . . . , gn}, y por
lo tanto de dimensión n.

Podemos definir para cada g ∈ G un automorfismo de FG utilizando la multipli-
cación de grupo de G. Como ggi = gj para algún indice j ∈ {1, . . . , n}, tenemos que
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1.2. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES

multiplicar por un elemento fijo g, manda la base en si misma. Entonces por extensión
lineal tenemos un automorfismo de FG

αg : FG Ñ FG,∑
i

λigi Ñ
∑
i

λi(ggi).

Definición 1.12
Con esto tenemos una representación de G en FG sobre F. La representación ρreg : G Ñ

Aut(FG), es llamada la representación regular , y está definida de la siguiente manera

ρreg(g) = αg.

La representación regular es fiel debido a que si para algún g ∈ G se tiene que
ρreg(g) = IdFG, entonces para todo v ∈ FG tenemos que ρreg(g)(v) = v. Suponiendo
sin perdida de generalidades que g1 = e (si no, reordenemos a los elementos de G),
tenemos que e = g1 = ρreg(g)(g1) = gg1 = ge = g, y por tanto Ker ρreg = {e}.

Proposición 1.13
Una representación ρ de un grupo finito G es fiel si y sólo si Im ρ es isomorfa a G.

Demostración. Por el primer teorema de isomorfismo de grupos sabemos que Im ρ ∼=
G/Ker ρ. Por lo que si ρ es fiel, i.e. Ker ρ = {e}, entonces tenemos que G ∼= Im ρ. De
manera rećıproca, utilizando el hecho de que

|Im ρ| = |G|/|Ker ρ|,

si G ∼= Im ρ entonces |Ker ρ| = 1. Por lo que Ker ρ = {e}.

Ejemplo 1.14
La representación trivial 1G : G Ñ GL(1,F) es fiel si y sólo si G = Ker ρ = {e}.

1.2. Representaciones irreducibles
Como estamos trabajando con espacios vectoriales de dimensión finita, si tenemos

dos espacios vectoriales V y W de la misma dimensión n, entonces fijando una base
en cada espacio vectorial obtenemos un isomorfismo α : V Ñ W . Si tenemos una
representación ρ : G Ñ Aut(V ) podemos definir una nueva representación σ : G Ñ

Aut(W ) v́ıa el isomorfismo α como

σ(g) = αρ(g)α−1.

Debido a que V y W son arbitrarios, esto nos dice que hay una forma de comparar
las representaciones.
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CAPÍTULO 1. REPRESENTACIONES DE GRUPOS

Definición 1.15
Sea ρ : G Ñ Aut(V ) una representación de G en V sobre F. Decimos que un subespacio
W ⊂ V es G-invariante si para todo g ∈ G sucede

ρ(g)(W ) ⊂ W

Ejemplo 1.16
Los subespacios {0} y V de V son invariantes para cualquier grupo G y cualquier
representación ρ.

Ejemplo 1.17
Consideremos G = C3 = 〈a | a3 = e〉, V = FG y la representación regular ρreg : G Ñ

Aut(FG). Como G = {e, a, a2} = {g1, g2, g3} y V tiene como base a {v1, v2, v3}, con
vi = gi tenemos lo siguiente:

ρ(e)(v1) = v1, ρ(e)(v2) = v2, ρ(e)(v3) = v3,

ρ(a)(v1) = v2, ρ(a)(v2) = v3, ρ(e)(v3) = v1,

ρ(a2)(v1) = v3, ρ(a2)(v2) = v1, ρ(a2)(v3) = v2.

Tomando w = v1 + v2 + v3 y considerando W = span({w}) el subespacio vectorial
de dimensión 1 de V generado por w. Como

ρ(e)(w) = ρ(e)(v1 + v2 + v3) = v1 + v2 + v3 = w,

ρ(a)(w) = ρ(a)(v1 + v2 + v3) = v2 + v3 + v1 = w,

ρ(a2)(w) = ρ(a2)(v1 + v2 + v3) = v3 + v1 + v2 = w,

tenemos entonces que W es un subespacio vectorial G-invariante de V .

Proposición 1.18
Sean ρ : G Ñ Aut(V ) y σ : G Ñ Aut(W ) dos representaciones de G sobre F y sea
ϑ : V Ñ W un morfismo lineal G-equivariante. Entonces los subespacios Kerϑ y Imϑ
son G-invariantes.

Demostración. Sean v ∈ Kerϑ y ρ(u) ∈ Imϑ. Entonces para todo g ∈ G como ϑ es
G-equivariante se tiene

0 = σ(g)
(
ϑ(v)

)
= ϑ

(
ρ(g)(v)

)
y

σ
(
ϑ(u)

)
= ϑ

(
ρ(g)(u)

)
,

por lo tanto ρ(g)(v) ∈ Kerϑ y σ(g)
(
ϑ(u)

)
∈ Imϑ. Con esto al ser g ∈ G, v ∈ Kerϑ y

ρ(u) ∈ Imϑ arbitrarios obtenemos el resultado.
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1.3. TEOREMA DE MASCHKE

Definición 1.19
Una representación ρ : G Ñ Aut(V ) es irreducible si no es de grado cero y los únicos
subespacios vectoriales de V que son G-invariantes son {0} y V .
Una representación es reducible si no es irreducible. Es decir existe un subespacio
G-invariante no trivial.

Observación 1.20
Cualquier representación ρ : G Ñ Aut(V ) de grado 1 es irreducible, ya que al tener
dim(V ) = 1, los únicos subespacios de V son {0} y V .

Ejemplo 1.21
Como la representación trivial ρ : G Ñ GL(1,C) de un grupo finito es irreducible al
ser de grado 1, concluimos que todo grupo finito tiene una representación irreducible.

Definición 1.22
Dada una representación ρ : G Ñ Aut(V ), diremos que un subespacio vectorial G-
equivariante U de V es irreducible si la representación ρ|U : G Ñ Aut(U) definida
como

ρ|U(g)(u) = ρ(g)(u),
es irreducible.

Ejemplo 1.23
Para una representación reducible ρ : G Ñ Aut(V ), tomando una baseB = {v1, . . . , vk}
del subespacio vectorialG-invarianteW y extendiéndola a una base B̃ = {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn}
de V , obtenemos una representación equivalente σ : G Ñ GL(n,F) y para todo g ∈ G
tenemos

(1.1) σ(g) =
(
X(g) 0
Y (g) Z(g)

)
,

para unas matrices X(g), Y (g) y Z(g), donde X(g) es una matriz de k × k.

Una representación de grado n es reducible si y sólo si es equivalente a una repre-
sentación de la forma (1.1).

Observación 1.24
Las funciones g Ñ X(g) y g Ñ Y (g) en (1.1) son representaciones de G en GL(k,F)
y en GL(n− k,F) respectivamente.

1.3. Teorema de Maschke
Aplicando las mismas ideas del ultimo ejemplo de la sección anterior, notamos que

para una representación ρ : G Ñ Aut(V ), si tenemos que

V = U ⊕W,

9



CAPÍTULO 1. REPRESENTACIONES DE GRUPOS

con U y W subespacios vectoriales G-invariantes de V , tomando B1 = {u1, . . . , um}
una base de U y B2 = {w1, . . . , wk} una base de W , obtenemos una base B =
{u1, . . . , um, w1, . . . , wk} para V . Con esta base obtenemos una representación σ : G Ñ

GL(m+ k,F) que es equivalente a ρ, dada por

σ(g) =
(
X(g) 0

0 Y (g)

)
,

con X(g) ∈ GL(m,F) y Y (g) ∈ GL(k,F).

Más generalmente, si V = U1 ⊕ · · · ⊕ Ur, es una suma directa de subespacios
vectoriales G-invariantes Ui, y Bi es una base de Ui, entonces podemos amalgamar
B1, . . . , Br para obtener una base B de V y una representación, que es equivalente a
ρ, σ : G→ GL(n,F) definida como

σ(g) =


X1(g) 0

. . .
0 Xr(g)

 .
El teorema de Maschke nos dice que siempre podemos descomponer al espacio

vectorial V de una representación ρ : G Ñ Aut(V ) en subespacios vectoriales G-
invariantes irreducibles, y tiene como consecuencia directa el hecho de que cada repre-
sentación es equivalente a una suma directa de representaciones irreducibles.

Definición 1.25
Dada una familia finita de representaciones ρi : G Ñ Aut(Vi) con i ∈ {1, . . . , r}, toman-
do V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr definimos la suma directa de representaciones
ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρr : G Ñ Aut(V ) de la siguiente manera: tomando g ∈ G y v = v1+· · ·+vr ∈
V con vi ∈ Vi para i ∈ {1, . . . , r} tenemos que

(ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρr)(g)(v) = ρ1(g)(v1) + · · ·+ ρr(g)(vr)

Ejemplo 1.26
Sean dos representaciones, ρ : G Ñ GL(n,F) y σ : G Ñ GL(m,F). Denotemos

ρ(g) = X(g) y σ(g) = Y (g).

Usando el echo de que Fn+m es isomorfo a Fn⊕Fm, y que v́ıa este isomorfismo tenemos
que GL(n+m,F) es isomorfo a GL(n,F)⊕GL(m,F), obtenemos que ρ⊕σ is equivalente
a la representación τ : G Ñ GL(n+m,F) dada por

τ(g) =
(
X(g) 0

0 Y (g)

)

10
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Observación 1.27
La suma directa de representaciones ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρr es reducible ya que cada Vi es
G-invariante, y Vi 6= {0}, Vi 6= V1 ⊕ · · · ⊕ Vr.
Teorema 1.28 (Teorema de Maschke)
Sean G un grupo finito, y ρ : G Ñ Aut(V ) una representación de G sobre F. Si U
es un subespacio vectorial G-invariante de V , entonces existe un subespacio vectorial
G-invariante W de V tal que

V = U ⊕W.

Demostración. Sea 〈 , 〉 un producto interior en V . Este producto existe ya que si la
dimensión de V es n, entonces V es isomorfo a Fn y en el espacio vectorial Fn, con
F = R ó F = C, siempre existe el producto interior canónico.

A continuación construimos un producto interior que es invariante por la represen-
tación de G y está definido en u, v ∈ V como

〈u, v〉G = 1
|G|

∑
g∈G
〈ρ(g)(u), ρ(g)(u)〉.

Este producto es invariante bajo los automorfismos ρ(x) con x ∈ G, ya que si el ı́ndice
g corre sobre todo el grupo G, entonces el ı́ndice h = gx corre sobre todo G y aśı

〈ρ(x)(u), ρ(x)(v)〉G = 1
|G|

∑
g∈G
〈ρ(g)ρ(x)(u), ρ(g)ρ(x)(v)〉

= 1
|G|

∑
h∈G
〈ρ(h)(u), ρ(h)(v)〉

= 〈u, v〉G.

Sea W el complemento ortogonal de U respecto al producto interior 〈 , 〉G, entonces
tenemos que V = U ⊕ W . Como U es G-invariante entonces para g ∈ G y u ∈ U
tenemos que ρ(g)(u) ∈ U , y tomando w ∈ W tenemos por construcción que

0 = 〈w, u〉G = 〈ρ(g)(w), ρ(g)(u)〉G.

Por lo tanto tenemos que para g ∈ G y w ∈ W arbitrarios ρ(g)(w) es ortogonal a
U respecto al producto interior 〈 , 〉G y por tanto ρ(g)(w) ∈ W . Aśı tenemos que
W es un subespacio vectorial G-invariante y esto completa la prueba del teorema de
Mashcke.
Observación 1.29
Por el teorema de Maschke tenemos que ρ es equivalente a la representación σ ⊕ τ
donde σ : G Ñ Aut(U) y τ : G Ñ Aut(W ) están dadas por

σ(g) := ρ(g) |U y τ(g) := ρ(g) |W .

Entonces is ρ es reducible, es equivalente a una suma directa de representaciones.

11
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Definición 1.30
Decimos que una representación ρ : G Ñ V es completamente reducible si ρ es equiva-
lente a ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρr, donde cada ρi : G Ñ Aut(Vi) es una representación irreducible.

Por el siguiente teorema vemos que toda representación es completamente irredu-
cible.

Teorema 1.31
Si G es un grupo finito, entonces cada representación no cero (V 6= {0}), ρ : G Ñ

Aut(V ) de G sobre F, es completamente reducible.

Demostración. Sea ρ : G Ñ Aut(V ) una representación no cero. La demostración es
por inducción sobre el grado de la representación ρ. Si deg(ρ) = dim(V ) = 1 entonces
{0} y V son los únicos subespacios vectoriales de V . Por lo tanto ρ es irreducible.
Supongamos que el resultado es cierto para representaciones de grado menor que n, lo
cual es nuestra hipótesis de inducción.

Si ρ es irreducible entonces el resultado es cierto, aśı que supongamos que ρ es
reducible. Entonces V tiene un subespacio vectorial G-invariante U distinto de {0} y
V . Por el teorema de Mascke existe un subespacio vectorial G-invariante W tal que
V = U ⊕W .
Como en la observación 1.29, dos representaciones σ : G Ñ Aut(U) y τ : G Ñ Aut(W ),
tales que ρ es equivalente a σ ⊕ τ . Como deg(σ) = dim(U) < dim(V ) = deg(ρ) y
deg(τ) = dim(W ) < dim(V ) = deg(ρ), tenemos entonces por la hipótesis de inducción
que σ es equivalente a una representación de la forma

σ1 ⊕ · · · ⊕ σr,

donde cada σi : G Ñ Aut(Ui) es irreducible; y también de manera análoga τ es equi-
valente a una representación de la forma

τ1 ⊕ · · · ⊕ τs,

donde cada τj : G Ñ Aut(Wj) es irreducible.
Aśı tenemos que ρ es equivalente a la representación

σ1 ⊕ · · · ⊕ σr ⊕ τ1 ⊕ · · · ⊕ τs,

y hemos probamos el resultado.

Este último teorema nos dice que cada representación es equivalente a una suma
directa de representaciones irreducibles. Por lo tanto para estudiar a las representa-
ciones, nos concentramos en las representaciones irreducibles.

Primero que nada damos todas las representaciones irreducibles de grupos finitos
abelianos sobre C, v́ıa el Lema de Schur (1.32).

12
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Teorema 1.32 (Lema de Schur)
Tomemos F = C y sea G un grupo finito. Sean ρ : G Ñ Aut(V ) y σ : G Ñ Aut(W )
dos representaciones irreducibles de G sobre F.

(1) Si ϑ : V Ñ W es un morfismo lineal G-equivariante de espacios vectoriales ,
entonces se tiene que ϑ es un isomorfismo que hace a ρ y σ equivalentes, ó ϑ(v) = 0
para todo v ∈ V .

(2) Si ϑ : V → V es un isomorfismo G-equivariante entonces ϑ es un multiplo escalar
del morfismo identidad.

Demostración. (1) Supongamos que Imϑ 6= {0}. Recordemos que por la proposición
1.18 tenemos que Imϑ es un subespacio vectorial G-invariante de W y como W es
irreducible, obtenemos que Imϑ = W . Igualmente tenemos por la proposición 1.18
que Kerϑ es un subespacio vectorial G-invariante y además sabemos que Kerϑ 6= V .
Juntando esto con el hecho de que V es irreducible, entonces Kerϑ = {0} y aśı ϑ es
un isomorfismo.
(2) Tomando una base B de V tenemos que V es isomorfo a Fn, con n = dim(V ),
y Aut(V ) es isomorfo a GL(n,F). Sea A ∈ GL(n,F) la matriz asociada a ϑ v́ıa el
isomorfismo. Debido a que det(A−tIn) es un polinomio de una variable con coeficientes
en C, entonces tiene una ráız en C. Por lo tanto existe un valor propio λ ∈ F de ϑ,
aśı que Ker(ϑ− λIdV ) 6= {0}. También tenemos para v ∈ V , que

ρ(g)
(
ϑ(v)− λv

)
= ϑ

(
ρ(g)(v)

)
− λρ(g)(v),

y por tanto Ker(ϑ − λIdV ) es un subespacio vectorial G-invariante no trivial de V .
Como V es irreducible tenemos que Ker(ϑ− λIdV ) = V . Por lo tanto

(ϑ− λIdV )(v) = 0 para todo v ∈ V.

Es decir, ϑ = λIdV , como se deseaba.

La parte (2) del Lema de Schur tiene la siguiente proposición inversa.

Proposición 1.33
Sea ρ : G Ñ Aut(V ) una representación de G en V sobre C, y supongamos que todo
morfismo lineal de V a V que es G-equivariante es un múltiplo escalar de IdV . Entonces
ρ es irreducible.

Demostración. Supongamos que ρ es reducible, aśı que existe un subespacio vectorial
G-invariante U de V distinto de {0} y V . Por el teorema de Maschke, hay un subespacio
vectorial G-invariante W de V tal que

V = U ⊕W.

13
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Entonces al proyección π : V Ñ V definida como π(u + w) = u para todo u ∈ U ,
w ∈ W , es G-equivariante, ya que para todo g ∈ G se cumple

π
(
ρ(g)(u+ w)

)
= π

(
ρ(g)(u)

)
+ π

(
ρ(g)(w)

)
= ρ(g)(u) = ρ(g)

(
π(u+ w)

)
.

Claramente π no es un múltiplo escalar de IdV , lo cual es una contradicción de nuestras
hipótesis. Por lo tanto ρ is irreducible.

Proposición 1.34
Si G es un grupo abeliano finito, entonces toda representación ρ : G Ñ Aut(V ) irre-
ducible sobre C tiene grado 1.

Demostración. Sean G un grupo abeliano finito, ρ : G Ñ Aut(V ) una representación
irreducible sobre C y x ∈ G. Como G es abeliano se tiene para todo v ∈ V , g ∈ G lo
siguiente

ρ(g)
(
ρ(x)(v)

)
= ρ(gx)(v) = ρ(xg)(v) = ρ(x)

(
ρ(g)(v)

)
,

y por lo tanto el automorfismo ρ(x) : V → V es G-equivariante. Por el Lema de Schur
(2) (teorema 1.32), este automorfismo es un múltiplo escalar del morfismo identidad
IdV , es decir λxIdV . Entonces

ρ(x)(v) = λxv para todo v ∈ V.

Esto implica que todo subespacio vectorial de V es G-invariante. Como ρ es irreducible,
deducimos que deg(ρ) = dim(V ) = 1.

Utilizando el siguiente resultado de teoŕıa de grupos (ver [11, pp. 100]).

Teorema 1.35
Todo grupo abeliano finito G es isomorfo a un producto directo de grupos ćıclicos

Cn1 × · · ·Cnr .

Es claro que para conocer las representaciones irreducibles de grupos abelianos fi-
nitos basta conocer las representaciones irreducibles de productos de grupos ćıclicos.

Sea G = Cn1 × · · · × Cnr y para i ∈ {1, . . . , r} sea ci un generador de Cni
. Tome-

mos
gi = (e, . . . , ci, . . . , e)︸ ︷︷ ︸

i−esima posición

.

Entonces
G = 〈g1, . . . , gr〉, con gni

i = e y gigj = gjgi para todo i, j.
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Consideremos ahora una representación irreducible ρ : G Ñ GL(n,C) de G sobre
C. Por la proposición 1.34, vemos que n = 1, aśı que para i ∈ {1, . . . , r} existe λi ∈ C
tal que

ρ(gi) = (λi)
(donde (λi) es una matriz de 1×1). Como gi tiene orden ni, entonces se sigue que λni

i =
1; esto es, λi es una ni-ráız de la unidad. También, los valores λ1, . . . , λr determinan
ρ, ya que para g ∈ G, tenemos g = gi11 · · · girr para ciertos enteros i1, . . . , ir, y aśı

(1.2) ρ(g) = ρ(gi11 · · · girr ) = (λi11 · · ·λirr ) ∈ GL(1,C).

Denotemos a una representación ρ de G que satisface (1.2) para todo i1, . . . , ir, como

ρ = ρλ1,...,λr .

De manera rećıproca, dadas cualesquiera ni-ráıces de la unidad λi con i ∈ {1, . . . , r},
la función

gi11 · · · girr Ñ (λi11 · · ·λirr )
es una representación de G. Existen n1 · · ·nr representaciones que son de esta forma,
y cualesquiera dos distintas de ellas no son equivalentes.

Con esto hemos probado el siguiente teorema.
Teorema 1.36
Sea G un grupo abeliano finito Cn1 × · · · × Cnr . Las representaciones ρλ1,...,λr de G
construidas anteriormente son irreducibles y tienen grado 1. Hay |G| de estas represen-
taciones, y cada representación irreducible de G sobre C es equivalente a exactamente
una de ellas.

Consideremos H = 〈g〉 un grupo ćıclico de orden n generado por g, y sea ρ : H Ñ

Aut(V ) una representación. Por el teorema 1.31 podemos suponer sin pérdida de ge-
neralidades que

ρ = ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρr,
es una suma directa de representaciones irreducibles ρi : G Ñ Aut(Ui) sobre C. Cada
representación ρi tiene grado 1, por la proposición 1.34; sea ui un vector que genera a
Ui. Tomemos ω = e2πi/n. Entonces para cada i, existe un entero mi tal que

ρi(g)(ui) = ωmiui.

Aśı para la base {u1, . . . ur} de U1 ⊕ · · · ⊕ Ur tenemos que la matriz asociada al auto-
morfismo ρ(g) es de la forma

(1.3)


ωm1 0

. . .
0 ωmr

 .
El siguiente resultado es consecuencia directa de esto.

15
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Proposición 1.37
Sea G un grupo finito y ρ : G Ñ Aut(V ) una representación de G sobre C. Si g ∈ G,
entonces existe una base B de V para la cual la matriz A(g) asociada al automorfismo
ρ(g) respecto a B es diagonal. Si g tiene orden n, entonces las entradas en la diagonal
de la matriz A(g) son n-ráıces de la unidad.

Demostración. Sea H = 〈g〉 < G. Como ρ|H : H Ñ Aut(V ) es una representación de
H sobre C, el resultado se sigue de (1.3).

Por último veamos que un grupo finito G tiene un número finito de representaciones
irreducibles. Para esto consideraremos la representación fiel ρ : G Ñ Aut(CG) y el
hecho de que toda representación es completamente reducible.

Proposición 1.38
Sean ρ : G Ñ Aut(V ) y σ : G Ñ Aut(W ) dos representaciones de G sobre C, y sea
ϑ : V Ñ W un morfismo lineal G-equivariante. Entonces existe un subespacio vectorial
G-invariante U de V tal que V = Kerϑ⊕ U y U ∼= Imϑ.

Demostración. Como Kerϑ es por la proposición 1.18 un subespacio vectorial G-
equivariante de V , entonces existe por el teorema de Maschke un subespacio vectorial
G-invariante U de V tal que V = Kerϑ ⊕ U . Definamos una función ϑ : U Ñ Imϑ
como

ϑ(u) = ϑ(u).

Veamos que ϑ es un isomorfismo G-equivariante entre U y Imϑ. Claramente al ser ϑ
un morfismo lineal G-equivariante, entonces ϑ es un morfismo lineal G-equivariante. Si
u ∈ Kerϑ entonces u ∈ Kerϑ∩U = {0}; por lo que Kerϑ = {0}. Ahora sea w ∈ Imϑ;
por lo que w = ϑ(v) para algún v ∈ V . Escribiendo a v = k + u con k ∈ Kerϑ, u ∈ U
tenemos que

w = ϑ(v) = ϑ(k) + ϑ(u) = ϑ(u) = ϑ(u).

Por lo tanto Imϑ = Imϑ. Con esto hemos establecido que ϑ : U Ñ Imϑ es un isomor-
fismo lineal G-equivariante.

Proposición 1.39
Sea ρ : G Ñ Aut(V ) una representación de G sobre C, y escribamos a

ρ = ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρr,

como una suma directa de representaciones irreducibles ρi : G Ñ Aut(Ui) de G sobre
C. Si U es cualquier subespacio vectorial G-equivariante irreducible de V , entonces
U ∼= Ui para algún i.
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Demostración. Como V es isomorfo de manera G-equivariante a U1⊕· · ·⊕Ur, podemos
suponer sin perdida de generalidades que

V = U1 ⊕ · · · ⊕ Ur.

Aśı para u ∈ V , tenemos que u = u1 + · · ·+ur para vectores únicos ui ∈ Ui. Definimos
πi : U Ñ Ui como

πi(u) = ui.

Entonces πi : U Ñ Ui es un morfismo linealG-equivariante ya que ρ(g)(u) = ρ1(g)(u1)+
· · ·+ ρr(g)(us) para todo g ∈ G, y por tanto

πi
(
ρ(g)(u)

)
= ρi(g)(ui).

Como ρ|U y ρi son irreducibles, y π 6= 0, entonces el Lema de Schur (1) (teorema 1.32)
implica que πi es un isomorfismo G-equivariante. Por lo tanto U ∼= Ui. Es decir ρ|U es
equivalente a ρi.

Teorema 1.40
Consideremos la representación regular ρreg : G Ñ Aut(CG), y escribamos

ρreg = ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρr,

como una suma directa de representaciones donde cada ρi : G Ñ Aut(Ui) es una repre-
sentación irreducible de G sobre C. Entonces toda representación irreducible σ : G Ñ

Aut(W ) de G sobre C es equivalente a alguna de las representaciones ρi.

Demostración. Sea σ : G Ñ Aut(W ) una representación irreducible de G sobre C,
y sea w ∈ W un vector no cero. Suponiendo que G = {g1, . . . , gn}, notemos que
{∑n

i=1 λiσ(gi)(w) | λi ∈ C} es un supespacio vectorial G-invariante de W ; como σ es
irreducible, se sigue entonces que

(1.4) W =
{

n∑
i=1

λiσ(gi)(w) | λi ∈ C
}
.

Definamos ahora ϑ : CG Ñ W como

ϑ
( n∑
i=1

λigi
)

=
n∑
i=1

λiσ(gi)(w).

Claramente ϑ es un morfsimo lineal, e Imϑ = W , por (1.4). Más aun, ϑ es un morfismo
lineal G-equivariante, ya que para g ∈ G, tenemos

ϑ
(
ρreg(g)(

n∑
i=1

λigi)
)

= ϑ
( n∑
i=1

λiggi
)

=
n∑
i=1

λiσ(ggi)(w) = σ(g)
(
ϑ
( n∑
i=1

λigi
))
.
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Por la proposición 1.38, existe un subespacio vectorial G-equivariante U de CG tal
que

CG = U ⊕Kerϑ y U ∼= Imϑ = W.

Lo último nos dice que ρreg|U es equivalente a σ, y al ser σ irreducible, entonces también
lo es ρreg|U . Por la proposición 1.39 tenemos que ρreg|U es equivalente a alguna ρi. Por
lo tanto σ es equivalente a alguna de las representaciones ρi.

Este teorema nos dice que existe un conjunto finito de representaciones irreducibles
de G sobre C tal que toda representación irreducible de G sobre C es equivalente a
alguna de ellas. Esto último es expresado en el siguiente corolario.

Corolario 1.41
Si G es un grupo finito, entonces existen un número finito de representaciones irredu-
cibles no equivalentes entre śı.

Más adelante daremos una forma de saber cuantas representaciones irreducibles
hay.

1.4. Caracteres de una representación
A continuación estudiaremos los caracteres de un grupo, los cuales nos dicen bási-

camente como se comportan las representaciones, y son más sencillas de obtener.

Definición 1.42
Sea ρ : G Ñ Aut(V ) una representación de G en V sobre C, y sea B una base de V .
Un carácter de G (o el carácter de ρ) es la función χ : G Ñ C dada por

χ(g) = tr(A(g)),

donde A(g) es la matriz asociada al automorfismo ρ(g) respecto a B. Más aún, χ es
un carácter irreducible de G si es el carácter de una representación irreducible; y χ es
reducible si es el carácter de una representación reducible.

El carácter de la representación no depende de la elección de la base B, ya que
si B̃ es otra base de V , entonces para la matriz Ã(g) asociada al automorfismo ρ(g)
respecto a la base B̃, tenemos

Ã(g) = T−1A(g)T

donde T es la matriz de cambio de base y por lo tanto

tr(Ã(g)) = tr(T−1A(g)T ) = tr(A(g)).
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Ejemplo 1.43
Sea G un grupo ćıclico de orden n generado por g. Sea ω ∈ C una n-ésima ráız de la
unidad. Por el teorema 1.36 y por (1.3) tenemos que hay n representaciones irreducibles
ρ1, . . . , ρn que son de la forma

ρi(g) = (ωi).
Por lo tanto hay n caracteres irreducibles χ1, . . . , χn que son de la forma

χi(g) = ωi.

Proposición 1.44
(1) Representaciones equivalentes tienen el mismo carácter.
(2) Si x y y son elementos conjugados en el grupo G, entonces

χ(x) = χ(y).

Demostración. (1) Sean ϑ : V → W un isomorfismo de espacios vectorialesG-invariante
y B = {v1, . . . , vn} una base de V . Entonces B̃ = {ϑ(v1), . . . , ϑ(vn)} es una base de
W ; aśı, si A(g) es la matriz asociada a ρ(g) respecto a B y Ã(g) es la matriz asociada
σ(g) respecto a B̃, como ϑ

(
ρ(g)(vi)

)
= σ(g)

(
ϑ(vi)

)
para cada i ∈ {1, . . . , n}, entonces

se cumple que
A(g) = Ã(g).

Por lo tanto el carácter de ρ coincide con el carácter de σ al no depender de las bases.
(2) Supongamos que x y y son elementos conjugados en G, aśı que x = g−1yg para
algún elemento g ∈ G. Sea ρ : G Ñ Aut(V ) una representación de G sobre C, y sea B
una base de V . Entonces para las matrices asociadas a los automorfismos tenemos

A(x) = A(g−1yg) = A(g−1)A(y)A(g),

ya que ρ(g−1yg) = ρ(g−1)ρ(y)ρ(g) y ρ(g−1) =
(
ρ(g)

)−1
. Por lo tanto tenemos que

χ(x) = χ(y).

Definición 1.45
Si χ es el carácter de la representación ρ : G Ñ Aut(V ) de G sobre C, entonces la
dimensión de V es llamada el grado de χ.

Ejemplo 1.46
Si ρ : G Ñ Aut(V ) es cualquier representación de G sobre C de grado 1, entonces para
cada g ∈ G existe un número complejo λg tal que

ρ(g)(v) = λgv para todo v ∈ V.

El carácter χ de ρ está dado por
χ(g) = λg
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y χ tiene grado 1. Los caracteres de grado 1 son llamados caracteres lineales; estos
son, claramente, caracteres irreducibles.

Notemos que el teorema 1.36 nos da todos los caracteres irreducibles de grupos
abelianos finitos; en particular, todos son caracteres lineales.

Todo carácter lineal de G es un homomorfismo de grupos de G al grupo multipli-
cativo C \ {0}

Ejemplo 1.47
El carácter de la representación trivial 1G : G Ñ GL(1,C), con 1G(g) = (1) es un
carácter lineal, llamado el carácter trivial de G. Lo denotamos también por 1G.
Entonces

1G : g Ñ 1 para todo g ∈ G.

Aśı dado cualquier grupo G, conocemos al menos uno de los caracteres irreducibles
de G, a saber el carácter trivial.

Proposición 1.48
Sea χ el carácter de una representación ρ : G Ñ Aut(V ) de G sobre C. Supongamos
que g ∈ G tiene orden m, y e ∈ G es el elemento neutro de G. Entonces

(1) χ(e) = dim(V );

(2) χ(g) es una suma de m-ráıces de la unidad;

(3) χ(g−1) = χ(g);

(4) χ(g) es un número real, si g es conjugado a g−1.

Demostración. (1) Sea n = dim(V ), y sea B una base de V . Entonces la matriz
asociada al automorfismo ρ(e) = IdV , es la matriz identidad In. De manera consecuente

χ(e) = tr(In) = n,

y por tanto χ(e) = dim(V ).
(2) Por la proposición 1.37 existe una base B de V tal que la matriz asociada al
automorfismo ρ(g) es 

ω1 0
. . .

0 ωn


donde cada ωi es una m-ráız de la unidad. Por lo tanto tenemos que

χ(g) = ω1 + · · ·+ ωn
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es una suma de m-ráıces de la unidad.
(3) De manera análoga por la proposición 1.37 tenemos que la matriz asociada al
automorfismo ρ(g−1) es 

ω−1
1 0

. . .
0 ω−1

n


y por tanto χ(g−1) = ω−1

1 + · · ·+ ω−1
n . Cada m-ráız de la unidad compleja ω satisface

ω−1 = ω, ya que para todo real t,

(eit)−1 = e−it,

que es el conjugado complejo de eit. Por lo tanto

χ(g−1) = ω1 + · · ·+ ωn = χ(g).

(4) Si g es conjugado a g−1 entonces χ(g) = χ(g−1) por la proposición 1.44 (2). También
χ(g−1) = χ(g) por (3), y por tanto χ(g) = χ(g); esto es, χ(g) es real.

El siguiente teorema nos da una primera idea de la importancia de los caracteres,
mostrando que podemos determinar el núcleo de una representación a partir de conocer
su carácter.

Teorema 1.49
Sea ρ : G Ñ GL(n,C) una representación de G y sea χ el carácter de ρ.

(1) Para g ∈ G,

|χ(g)| = χ(e) si y sólo si ρ(g) = λIn para algún λ ∈ C.

(2) Ker ρ = {g ∈ G | χ(g) = χ(e)}.

Demostración. (1) Sea g ∈ G, y supongamos que g tiene orden m. Si ρ(g) = λIn con
λ ∈ C, entonces λ es una m-ráız de la unidad, y χ(g) = λn, aśı que por lo tanto
|χ(g)| = n = χ(e).

De manera rećıproca, supongamos que |χ(g)| = χ(e). Por la proposición 1.37, existe
una base B de Cn de manera que la matriz asociada a ρ(g) con respecto a esta base es

ω1 0
. . .

0 ωn


donde cada ωi es una m-ráız de la unidad. Entonces

(1.5) |χ(g)| = |ω1 + · · ·+ ωn| = n = χ(e).
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Notemos que por la desigualdad del triángulo, para cualesquiera números complejos
z1, . . . , zn tenemos que

|z1 + · · ·+ zn| 6 |z1|+ · · ·+ |zn|,

con igualdad solamente cuando los argumentos z1, . . . , zn son todos iguales.
Como |ωi| = 1 para todo i, entonces de (1.5) tenemos que ωi = ωj para todo i, j. Aśı

ω1 0
. . .

0 ωn

 =


ω1 0

. . .
0 ω1

 = ω1In.

Entonces para todas las bases B′ de Cn tenemos que la matriz asociada a ρ(g) es ω1In,
y por lo tanto ρ(g) = λIn.
(2) Si g ∈ Ker ρ entonces ρ(g) = In, y por tanto χ(g) = n = χ(e). Supongamos ahora
que χ(g) = χ(e). Entonces por (1) tenemos que ρ(g) = λIn para algún λ ∈ C. Esto
implica que χ(e) = χ(g) = λχ(e), y por tanto λ = 1. Con esto ρ(g) = In, y entonces
g ∈ Ker ρ. Aśı que hemos probado (2).

Definición 1.50
Si χ es el carácter de G, entonces el núcleo de χ, denotado por Kerχ, está definido
como

Kerχ = {g ∈ G | χ(g) = χ(e)}.

Decimos que χ es fiel si Kerχ = {e}. Por el teorema 1.49 (2), si ρ es una represen-
tación de G sobre C con carácter χ, entonces Ker ρ = Kerχ, y por lo tanto el carácter
χ de una representación ρ es fiel si y sólo ρ es fiel.

Ejemplo 1.51
Sea G un grupo ćıclico de orden n generado por g ∈ G. Sea ω ∈ C una n-ésima ráız de
la unidad, y consideremos la representación ρ : G Ñ GL(1,C) dada por ρ(gk) = (ωk).
Entonces el carácter χ de ρ está dado por χ(gk) = ωk, y por tanto tenemos que
ωk = χ(gk) = χ(e) = χ(gn) = ωn = 1, si y sólo si k = n, y por tanto g = e. Entonces
este carácter es fiel.

Proposición 1.52
Sea χ un carácter de G. Entonces χ es un carácter de G. Si χ es irreducible, entonces
χ también lo es.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidades que χ es el carácter de una
representación ρ : G Ñ GL(n,C) (tomando posiblemente una base). Por lo cual

χ(g) = tr(ρ(g)).
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Si A = (aij) es una matriz de n×n con coeficientes en C, definimos la matriz conjugada
A = (aij). Notemos que si A = (aij) y B = (bij) son matrices de n×n con coeficientes
en C, entonces

(1.6) AB = A B,

ya que la entrada ij-ésima de A B es
n∑
k=1

aikbkj,

que es igual al conjugado complejo de ∑n
k=1 aikbkj, la ij-ésima entrada de AB.

Se sigue de (1.6) que la función ρ : G Ñ GL(n,C), definida como

ρ(g) = ρ(g),

es una representación de G. Debido a que

tr(ρ(g)) = tr
(
ρ(g)

)
= tr(ρ(g)) = χ(g),

tenemos que el carácter de la representación ρ es χ.
Es claro que si ρ es reducible entonces ρ es reducible. Por lo tanto χ es irreducible

si y sólo si χ es irreducible.

Definición 1.53
El carácter regular de G es el carácter de la representación regular ρreg : G Ñ Aut(CG).
Lo denotamos como χreg.

El carácter regular es fiel ya que la representación regular es fiel.

Proposición 1.54
Si χreg es el carácter regular de G, entonces

χreg(e) = |G| y
χreg(g) = 0 si g 6= e.

Demostración. Sean g1, . . . , gn los elementos del grupo finito G, y sea B la base
{g1, . . . , gn} del espacio vectorial CG. Por la proposición 1.48 (1), χreg(e) = dim(CG) =
|G|.

Tomemos ahora g ∈ G distinto de e ∈ G. Entonces para i ∈ {1, . . . , n}, tenemos
que gig = gj para algún j con j 6= i. Por lo tanto bajo la base B la matriz asociada al
automorfismo ρreg(g), dado por

ρreg(g)(gi) = ggi = gj,
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tiene puros ceros en el renglón i-ésimo excepto en la columna j-ésima; en particular
la entrada ii-ésima es cero para todo i. Se sigue entonces que

χreg(g) = 0.

Proposición 1.55
Sea ρ : G Ñ Aut(V ) una representación de G sobre C, y supongamos que

ρ = ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρr,

es una suma directa de representaciones irreducibles ρi : G Ñ Aut(Ui). Entonces el
carácter de ρ es igual a la suma de los caracteres de las representaciones ρ1, . . . , ρr.

Demostración. Tomando bases B1, . . . , Br de los espacios Ui obtenemos que ρ = ρ1 ⊕
· · · ⊕ ρr es equivalente a la representación σ : G Ñ GL(n,C) dada por

σ(g) =


X1(g) 0

. . .
0 Xr(g)


donde Xi(g) es la matriz asociada al automorfismo ρi(g) respecto a la base Bi.
De esto se sigue que, si χ es el carácter de ρ y χi es el carácter de ρi, entonces
χ(g) = χ1(g) + · · ·+ χr(g).

1.5. El carcaj de McKay
El conjunto de todas las funciones ϑ : G Ñ C es un espacio vectorial sobre C,

definiendo la suma de dos funciones ϑ y φ como

(ϑ+ φ)(g) = ϑ(g) + φ(g) para todo g ∈ G,

y definiendo el producto escalar para λ ∈ C como

(λϑ)(g) = λ(ϑ(g)) para todo g ∈ G.

A continuación estudiemos este espacio vectorial para conocer cuantas representaciones
irreducibles puede tener un grupo finito G.

Definición 1.56
A este espacio vectorial le podemos definir un producto interno de la siguiente manera.
Supongamos que ϑ y φ son funciones de G a C. Definimos

〈ϑ, φ〉 = 1
|G|

∑
g∈G

ϑ(g)φ(g).
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Para cada pareja ϑ, φ, de funciones de G a C, el número complejo 〈ϑ, φ〉 satisface
las siguientes condiciones:

(1.7) 〈ϑ, φ〉 = 〈φ, ϑ〉

esto sucede por que tenemos que

1
|G|

∑
g∈G

ϑ(g)φ(g) = 1
|G|

∑
g∈G

(
φ(g)ϑ(g)

)
=
( 1
|G|

∑
g∈G

φ(g)ϑ(g)
)
;

también para cualesquiera funciones ϑ1, ϑ2 y φ de G a C se tiene para todo λ1, λ2 ∈ C
lo siguiente

(1.8) 〈λ1ϑ1 + λ2ϑ2, φ〉 = λ1〈ϑ, φ〉+ λ2〈ϑ2, φ〉

debido a que para λ1, λ2 ∈ C tenemos

1
|G|

∑
g∈G

(λ1ϑ1(g) + λ2ϑ2(g))φ(g) = λ1
( 1
|G|

∑
g∈G

ϑ1(g)φ(g)
)

+ λ2
( 1
|G|

∑
g∈G

ϑ2(g)φ(g)
)
;

por último para toda función no cero ϑ, el producto interior es positivo

(1.9) 〈ϑ, ϑ〉 > 0

y esto último por que para todo g ∈ G, se tiene que ϑ(g)ϑ(g) = |ϑ(g)|2 > 0 y al ser ϑ
no cero, se tiene que |ϑ(h)| > 0 para algún h ∈ G. Por lo tanto

1
|G|

∑
g∈G

ϑ(g)ϑ(g) = 1
|G|

∑
g∈G
|ϑ(g)|2 > 0.

Notemos que la condición (1.7) implica que 〈ϑ, ϑ〉 es siempre un número real, y
que las condiciones (1.7) y (1.8) nos dan

〈φ, λ1ϑ1 + λ2ϑ2〉 = λ1〈φ, ϑ1〉+ λ2〈φ, ϑ2〉

para todo λ1, λ2 ∈ C y para cualesquiera funciones ϑ1, ϑ2, φ de G a C.
Al ser los caracteres funciones χ : G Ñ C, con el producto interno definido arriba,

obtenemos un producto interno de caracteres que cumple lo siguiente.

Proposición 1.57
Sean χ y ψ caracteres de G. Entonces se tiene que

〈χ, ψ〉 = 〈ψ, χ〉 = 1
|G|

∑
g∈G

χ(g)ψ(g−1),

y por lo tanto 〈χ, ψ〉 es un número real
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Demostración. Por la proposición 1.48 (3) tenemos ψ(g) = ψ(g−1) para todo g ∈ G.
Por lo tanto

〈χ, ψ〉 = 1
|G|

∑
g∈G

χ(g)ψ(g−1).

Como {g−1 | g ∈ G} = G, también tenemos, haciendo un cambio en el ı́ndice en la
suma, que

〈χ, ψ〉 = 1
|G|

∑
g∈G

χ(g−1)ψ(g) = 〈ψ, χ〉 = 〈χ, ψ〉.

Por lo tanto 〈χ, ψ〉 es un número real.

Más aun el número real 〈χ, ψ〉 es un entero, y usando el Lema de Schur (teorema
1.32), obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.58 (Relación de ortogonalidad de Schur)
Sean ρ : G Ñ Aut(U) y σ : G Ñ Aut(V ) dos representaciones irreducibles no isomorfas
de G sobre C, con caracteres χ y ψ respectivamente. Entonces

〈χ, χ〉 = 1, y
〈χ, ψ〉 = 0.

Para demostrarlo, consideramos primero los siguientes resultados, que son conse-
cuencia directa del Lema de Schur (teorema 1.32).

Corolario 1.59
Sean ρ : G Ñ Aut(U) y σ : G Ñ Aut(V ) representaciones irreducibles de G sobre
C, y sea h : U Ñ V un morfismo lineal G-equivariante. Entonces el morfismo lineal
h̃ : U Ñ V definido como

h̃ = 1
|G|

∑
g∈G

σ(g−1)hρ(g)

es G-equivariante y cumple lo siguiente.

(a) Si ρ y σ no son equivalentes, entonces h̃ = 0.

(b) Si V = U y ρ = σ entonces h̃ = (1/n)tr(h)IdU , donde n = dim(U).

Demostración. Primero notemos que h̃ es G-equivariante ya que para x ∈ G, y ob-
servando que si g ∈ G corre sobre todo G entonces también lo hace y = gx, tenemos
que

σ(x−1)h̃ρ(x) = 1
|G|

∑
g∈G

σ(x−1g−1)hρ(gx) = 1
|G|

∑
y∈G

σ(y−1)hρ(y) = h̃

y por tanto para todo x ∈ G obtenemos h̃ρ(x) = σ(x)h̃; es decir h̃ es un morfismo
lineal G-equivarinate.
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La parte (a) se sigue aplicando el Lema de Schur (teorema 1.32) a la función h̃.
Para la parte (b) del corolario tenemos que por el Lema de Schur (teorema 1.32) que
h̃ = λIdU para algún número complejo λ ∈ C. Más aun en este caso tenemos por un
lado que

tr(h̃) = 1
|G|

∑
g∈G

tr
(
ρ(g−1)hρ(g)

)
= 1
|G|

∑
g∈G

tr(h) = tr(h),

y por otro lado tenemos tr(h̃) = tr(λ IdU) = nλ. Juntando las dos igualdades obtene-
mos que λ = (1/n)tr(h).

Tomando B = {u1, . . . , un} una base de U y B′ = {v1, . . . , vm} una base de V
obtenemos representaciones ρ̃ : G Ñ GL(n,C) equivalente a ρ, y σ̃ : G Ñ GL(m,C)
equivalente a σ.

Reinterpretemos el corolario 1.59 para las representaciones ρ̃ y σ̃. Las entradas de
las matrices

(
aij(g)

)
= ρ̃(g) y

(
bkl(g)

)
= σ̃(g) están dadas como sigue

ρ̃(g)(uj) =
∑
i

aij(g)ui y

σ̃(g)(vl) =
∑
k

bkl(g)vk.

Las entradas de la matriz (xki) asociada al morfismo lineal h : U Ñ V respecto a las
bases B y B′ están dados por

h(ui) =
∑
k

xkivk,

y de manera análoga las entradas de la matriz (x̃ki) asociada al morfismoG-equivariante
h̃ están dados por

(1.10) h̃(ui) =
∑
k

x̃kivk.
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Pero por como definimos h̃ tenemos entonces para ui ∈ B lo siguiente

h̃(ui) = 1
|G|

∑
g∈G

σ(g−1)hρ(g)(ui)(1.11)

= 1
|G|

∑
g∈G

σ(g−1)h
(∑

j

aji(g)uj
)

= 1
|G|

∑
g∈G

σ(g−1)
(∑

j

aji(g)
∑
l

xljvk
)

= 1
|G|

∑
g∈G

∑
l,j

xljaji(g)
(∑

k

bkl(g−1)vk
)

=
∑
k

(
1
|G|

∑
j,l,
g∈G

bkl(g−1)xljaji(g)
)
vk

Aśı juntando (1.10) y (1.11) obtenemos que

(1.12) x̃ki = 1
|G|

∑
j,l,
g∈G

bkl(g−1)xljaji(g).

Si ρ̃ y σ̃ son representaciones irreducibles no isomorfas, entonces h̃ = 0 y por tanto

(1.13) 0 = 1
|G|

∑
j,l,
g∈G

bkl(g−1)xljaji(g).

Corolario 1.60
Sean ρ : G Ñ Aut(U) y σ : G Ñ Aut(V ) representaciones irreducibles no isomorfas de
G sobre C. Sea {u1, . . . , un} base de U y sea {v1, . . . , vm} base de V . Tomando ρ̃ : G Ñ

GL(n,C) la representación equivalente a ρ, y σ̃ : G Ñ GL(m,C) la representación
equivalente a σ, con ρ̃(g) =

(
aij(g)

)
y σ̃(g) =

(
bkl(g)

)
, entonces para cualesquiera

i, j, k, l tenemos
1
|G|

∑
g∈G

bkl(g−1)aij(g) = 0.

Demostración. Como ρ y σ son irreducibles y no isomorfas, entonces ρ̃ y σ̃ son irre-
ducibles y no isomorfas. Sea h : U Ñ V el morfismo lineal definido por la matriz (xki)
con la entrada xlj = 1 y el resto igual a cero. Entonces por la ecuación (1.13) tenemos
que

1
|G|

∑
g∈G

bkl(g−1)aji(g) = 0,

para todos los ı́ndices i, j, k, l.
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Corolario 1.61
Sea ρ : G Ñ Aut(U) una representación irreducible de G sobre C y sea {u1, . . . , un}
una base de U . Entonces tomando ρ̃ : G Ñ GL(n,C) la representación equivalente a ρ
con ρ̃(g) =

(
aij(g)

)
tenemos

1
|G|

∑
g∈G

akl(g−1)aji(g) = 1
n
δkiδlj =

{
1/n si i = k y j = l
0 en otro caso.

Donde δki es la delta de Kronecker.

Demostración. Tomando (xlj) una matriz de n×n tenemos un morfismo lineal h : U Ñ

U , y de ésta tenemos un morfismo G-equivariante h̃ : U Ñ U . Por el corolario 1.59 (b)
tenemos que h̃ =

(
1/n

)
tr(h)IdU , es decir si (x̃ki) es su matriz asociada tenemos que

x̃ki = 1
n

tr(h)δki = 1
n

∑
l,j

δljxljδki.

Juntando esto con la ecuación (1.12) obtenemos

1
|G|

∑
j,l,
g∈G

akl(g−1)xljaji(g) = 1
n

tr(h)δki = 1
n

∑
l,j

δljxljδki.

Tomando la matriz (xlj) con xlj = 1 y el resto de los coeficientes cero obtenemos que,
para todos los indices i, j, k, l, sucede

1
|G|

∑
g∈G

akl(g−1)aji(g) = 1
n
δkiδlj.

Con estos resultados ya podemos probar el teorema de relación de ortogonalidad
de Schur.

Demostración de la relación de ortogonalidad de Schur. Como dos representaciones equi-
valentes tienen el mismo carácter, tomemos {u1, . . . , un} base de U y {v1, . . . , vm} base
de V . Sean ρ̃ : G Ñ GL(n,C) la representación equivalente a ρ, con ρ̃(g) =

(
aij(g)

)
y

σ̃ : G Ñ GL(m,C) la representación equivalente a σ con σ̃(g) =
(
bkl(g)

)
. Entonces pa-

ra el carácter χ de ρ y el carácter ψ de σ tenemos χ(g) = tr
(
ρ̃(g)

)
y ψ(g) = tr

(
σ̃(g)

)
.

Aśı obtenemos que el producto interno de caracteres cumple por el corolario 1.61 lo
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siguiente

〈χ, χ〉 = 1
|G|

∑
g∈G

χ(g−1)χ(g)

= 1
|G|

∑
g∈G

tr
(
ρ̃(g−1)

)
tr
(
ρ̃(g)

)
= 1
|G|

∑
g∈G

(∑
j

ajj(g−1)
)(∑

i

aii(g)
)

=
∑
i,j

(
1
|G|

∑
g∈G

ajj(g−1)aii(g)
)

=
∑
i,j

(
1
n
δjiδji

)

= 1
n

∑
j=i

δ2
ji

= 1.

Y por ultimo por el corolario 1.60 tenemos que se cumple

〈χ, ψ〉 = 1
|G|

∑
g∈G

ψ(g−1)χ(g)

= 1
|G|

∑
g∈G

tr
(
ρ̃(g−1)

)
tr
(
σ̃(g)

)
= 1
|G|

∑
g∈G

(∑
j

bjj(g−1)
)(∑

i

aii(g)
)

=
∑
i,j

(
1
|G|

∑
g∈G

bjj(g−1)aii(g)
)

=
∑
i,j

1
|G|
· 0

= 0.

El teorema 1.40 nos dice que para un grupo finito G existen un número finito
de representaciones irreducibles ρ1, . . . , ρr de G sobre C . Si χi es el carácter de ρi,
entonces por el teorema 1.58, tenemos que

(1.14) 〈χi, χj〉 = δij para todo i, j.

En particular, esto último implica que los caracteres irreducibles χ1, . . . , χr son todos
distintos.
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Tomemos ahora ρ una representación de G sobre C. Por el teorema 1.28, ρ es
equivalente a una suma directa de representaciones irreducibles de G sobre C. Cada
una de estas representaciones es equivalente a alguna ρi, por lo que existen enteros no
negativos d1, . . . , dr tales que

(1.15) ρ ∼= (ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρ1)⊕ (ρ2 ⊕ · · · ⊕ ρ2)⊕ · · · ⊕ (ρr ⊕ · · · ⊕ ρr),

donde para cada i, hay di factores ρi.
Por lo tanto el carácter ψ de ρ está dado por

(1.16) ψ = d1χ1 + · · ·+ drχr.

Usando (1.14), obtenemos de esto último que

〈ψ, χi〉 = 〈χi, ψ〉 = di, y(1.17)
〈ψ, ψ〉 = d2

1 + · · ·+ d2
r.(1.18)

En resumen hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 1.62
Sea χ1, . . . , χr los caracteres irreducibles de G. Si ψ es cualquier carácter de G, en-
tonces

ψ = d1χ1 + · · ·+ drχr

para algunos enteros no negativos d1, . . . , dr. Además se tiene que,

di = 〈ψ, χi〉, y

〈ψ, ψ〉 =
r∑
i=1

d2
i .

Observación 1.63
El teorema 1.58 también nos dice que en el espacio vectorial que consiste de funciones
de G a C los caracteres irreducibles de G, χ1, . . . , χk, son linealmente independientes,
ya que si

λ1χ1 + · · ·+ λkχr = 0,
tenemos por (1.14) que

0 = 〈λ1χ1 + · · ·+ λrχr, χi〉 = λi.

El siguiente teorema nos da un método efectivo para determinar si una represen-
tación es irreducible o no.

Teorema 1.64
Sea ρ : G Ñ Aut(V ) una representación de G sobre C con carácter ψ. Entonces ρ es
irreducible si y sólo si 〈ψ, ψ〉 = 1.
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Demostración. Si ρ es irreducible entonces por el teorema 1.58 tenemos que 〈ψ, ψ〉 = 1.
De manera rećıproca, supongamos que 〈ψ, ψ〉 = 1. Además tenemos que

ψ = d1χ1 + · · ·+ drχr

para enteros no negativos di, y por (1.17), tenemos

1 = 〈ψ, ψ〉 = d2
1 + · · ·+ d2

r.

Se sigue que uno de los enteros di es 1 y el resto cero. Entonces por (1.15), ρ = ρi para
algún i, y por lo tanto es irreducible.

Con todo esto podemos probar que toda representación ρ de G sobre C está com-
pletamente determinada por su carácter.
Teorema 1.65
Supongamos que ρ y σ son representaciones de G sobre C, con caracteres χ y ψ,
respectivamente. Entonces ρ y σ son equivalentes si y sólo si χ = ψ.
Demostración. En la proposición 1.44 vimos que representaciones equivalentes tienen
el mismo carácter. Lo que nos falta demostrar es la parte rećıproca de esta proposición.

Aśı que supongamos que χ = ψ. De nuevo supongamos que ρ1, . . . , ρr son las
representaciones irreducibles de G sobre C, con caracteres χ1, . . . , χr. Sabemos por
(1.15) que existen enteros no negativos ci, di tales que

ρ = (ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρ1)⊕ (ρ2 ⊕ · · · ⊕ ρ2)⊕ · · · ⊕ (ρr ⊕ · · · ⊕ ρr)

con ci factores ρi para cada i, y

σ = (ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρ1)⊕ (ρ2 ⊕ · · · ⊕ ρ2)⊕ · · · ⊕ (ρr ⊕ · · · ⊕ ρr)

con di factores ρi para cada i. Por (1.17) tenemos que

ci = 〈χ, χi〉, di = 〈ψ, χi〉.

Como χ = ψ, se sigue que ci = di para todo i, y por tanto ρ es equivalente a σ.

Ya con todo esto podemos calcular el número de representaciones irreducibles de
un grupo finito G sobre C, calculando el número de caracteres irreducibles. Para esto
último nos apoyaremos en las clases de conjugación de G.
Definición 1.66
Sea G un grupo finito y sean x, y ∈ G. Decimos que x es conjugado a y en G si

y = g−1xg para algún g ∈ G.

El conjunto de todos los elementos conjugados a x en G es

xG = {g−1xg | g ∈ G},

y es llamado la clase de conjugación de x en G.
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Como todo elemento x ∈ G está en la clase de conjugación xG, entonces G es
unión de clases de conjugación. Por el siguiente resultado tenemos que las clases de
conjugación de G forman una partición de G.

Proposición 1.67
Para un grupo finito G, si x, y ∈ G, entonces sucede que xG = yG o xG ∩ yG es vaćıo.

Demostración. Supongamos que xG∩yG es no vaćıo, y tomemos z ∈ xG∩yG. Entonces
existen g, h ∈ G tales que

z = g−1xg = h−1yh.

Por lo tanto x = gh−1yhg−1 ∈ yG y por tanto xG ⊂ yG. De manera análoga despejando
y obtenemos que yG ⊂ xG, y aśı tenemos que xG = yG.

Definición 1.68
Una función de clase sobre G es una función ψ : G Ñ C tal que ψ(x) = ψ(y) cuando x
y y son elementos conjugados de G (es decir, ψ es constante en clases de conjugación).

Observación 1.69
Los caracteres son funciones de clase por la proposición 1.44 (2).

El espacio C de funciones de clase forman un subespacio vectorial del espacio
vectorial formado por todas las funciones de G a C, ya que si ψ, φ ∈ C y λ ∈ C
entonces tenemos para x y y conjugados en G lo siguiente

(ψ + φ)(x) = ψ(x) + φ(x) = ψ(y) + φ(y) = (ψ + φ)(y), y

(λψ)(x) = λψ(x) = λψ(y) = (λψ)(y).

Observación 1.70
Por cada clase de conjugación xG de G podemos definir una función de clase dada por

φx(y) =
{

1 si y ∈ xG,
0 si y 6∈ xG.

Si tenemos que
G = xG1 t · · · t xGl

entonces dada una función de clase φ : G Ñ C tomando ai = φ(xi) tenemos entonces
que

φ = a1φx1 + · · ·+ alφxl
.

Entonces como claramente las funciones φxi
son linealmente independientes (al ser las

clases de conjugación disjuntas) tenemos que forman una base de C y aśı tenemos que

(1.19) dim(C) = l,

donde l es el número de clases de conjugación de G.
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Proposición 1.71
Sea φ : G Ñ C una función de clase, y sea ρ : G Ñ Aut(V ) una representación irredu-
cible de G sobre C, con carácter χ y grado n. Sea ρφ ∈ Aut(V ) definido como

ρφ =
∑
g∈G

φ(g)ρ(g).

Entonces ρφ = λIdV , con
λ = 1

n

∑
g∈G

φ(g)χ(g).

Demostración. Notemos primero que

ρ(x−1)ρφρ(x) =
∑
g∈G

φ(g)ρ(x−1)ρ(g)ρ(x) =
∑
g∈G

φ(g)ρ(x−1gx).

Tomando u = x−1gx, esta última expresión se convierte en

ρ(x−1)ρφρ(x) =
∑
u∈G

φ(xux−1)ρ(u) =
∑
u∈G

φ(u)ρ(u) = ρφ.

Entonces tenemos que para todo x ∈ G se cumple que ρ(x)ρφ = ρφρ(x), es decir ρφ
es G-equivariante, y por el Lema de Schur (2) (teorema 1.32), existe λ ∈ C tal que
ρφ = λIdV . Entonces tenemos que

λn = tr(λIdV ) = tr(ρφ) =
∑
g∈G

φ(g)tr(ρ(g)) =
∑
g∈G

φ(g)χ(g).

Teorema 1.72
Los caracteres irreducibles forman una base del subespacio de funciones de clase C.

Demostración. Por la observación 1.63 tenemos que los caracteres irreducibles son
linealmente independientes en el espacio vectorial de funciones de G a C, y son ele-
mentos de C por la observación 1.69. Aśı que sólo falta ver que generan al subespacio
C.

Consideremos V1 el subespacio vectorial generado por los caracteres irreducibles y
utilzando el producto interior dado en la definición 1.56, tomemos V2 el complemento
ortogonal a V1 en C. Demostremos que V2 es vaćıo; supongamos que no lo es, y tomemos
φ ∈ V2. Recordemos además que los caracteres χi son irreducibles.
Sea ρ : G Ñ Aut(V ) una representación arbitraria de G sobre C de grado n, y tomemos

ρφ =
∑
g∈G

φ(g)ρ(g).
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Por (1.15) tenemos que ρ es una suma directa de las representaciones irreducibles
ρi : G Ñ Aut(Vi) para subespacios Vi ⊂ V . Entonces ρ es de la forma

ρ = ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρ1︸ ︷︷ ︸
d1

⊕ · · · ⊕ ρr ⊕ · · · ⊕ ρr︸ ︷︷ ︸
dr

,

por lo que
ρφ = ρ1φ ⊕ · · · ⊕ ρ1φ︸ ︷︷ ︸

d1

⊕ · · · ⊕ ρrφ ⊕ · · · ⊕ ρrφ︸ ︷︷ ︸
dr

.

Aplicando la proposición 1.71 a cada ρiφ obtenemos que

ρφ = d1λ1IdV1 + · · ·+ drλrIdVr

= d1
1
n1
〈φ, χ1〉+ · · ·+ dr

1
nr
〈φ, χr〉.

Como φ es ortogonal a todos los χi entonces tenemos que ρφ = 0.
Aplicando esto a la representación regular ρreg : G Ñ Aut(CG), y calculando el

valor de
(
ρreg

)
φ

en el vector de la base e ∈ CG, tenemos

0 =
(
ρreg

)
φ
(e) =

∑
g∈G

φ(g)ρreg(g)(e) =
∑
g∈G

φ(g)g,

y al ser los vectores g linealmente independientes en CG, al ser una base, concluimos
que φ(g) = 0 para todo g ∈ G.

Por lo tanto el complemento ortogonal en C del subespacio generado por los ca-
racteres χi, que es el mismo que el generado por los caracteres irreducibles χi, es
el subespacio trivial. Aśı concluimos que los caracteres irreducibles son una base de
C.

Corolario 1.73
El número de representaciones irreducibles de un grupo finito G, sobre C, es el número
de clases de conjugación de G.

A continuación vemos por último otra construcción algebraica entre representacio-
nes de G sobre C.

Definición 1.74
Si ρ : G Ñ Aut(V ) y σ : G Ñ Aut(W ) son dos representaciones de G sobre C, podemos
definir el producto tensorial de las representaciones ρ ⊗ σ : G Ñ Aut(V ⊗W ) como
sigue

(ρ⊗ σ)(g)(v ⊗ w) = ρ(g)(v)⊗ σ(g)(w).

35
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Proposición 1.75
Sean ρ : G Ñ Aut(V ) y σ : G Ñ Aut(W ) dos representaciones con caracteres χ y ψ,
respectivamente. Entonces el carácter de ρ⊗ σ es el carácter producto χψ, donde

(χψ)(g) = χ(g)ψ(g).

Demostración. Sea g ∈ G. Por la proposición 1.37 podemos elegir una base {v1, . . . , vm}
de V y una base {w1, . . . , wn} de W tales que

ρ(g)(vi) = λivi y σ(g)(wj) = µjwj

para algunos λi, µj. Entonces

χ(g) =
m∑
i=1

λi, ψ(g) =
n∑
j=1

µj.

Entonces para i ∈ {1, . . . ,m} y j ∈ {1, . . . ,m}, (ρ ⊗ σ)(g)(vi ⊗ wj) = ρ(g)(vi) ⊗
σ(g)(wj) = λiµj(vi ⊗ wj). Como los vectores vi ⊗ wj forman una base de V ⊗W , si φ
es el carácter de ρ⊗ σ entonces

φ(g) =
∑
i,j

λiµj =
(∑

i

λi

)∑
j

µj

 = χ(g)ψ(g).

Lema 1.76
Si α1, . . . , αr son números complejos distintos, la matriz

A =


1 α1 α2

1 · · · αr−1
1

1 α2 α2
2 · · · αr−1

2
· · · · · · ·
1 αr α2

r · · · αr−1
r


es invertible

Demostración. Supongamos que x1, . . . , xr son variables indeterminadas, y considere-
mos

∆ = det


1 x1 x2

1 · · · xr−1
1

1 x2 x2
2 · · · xr−1

2
· · · · · · ·
1 xr x2

r · · · xr−1
r

 .
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Si i 6= j y xi = xj entonces dos filas de la matriz son iguales y por tanto ∆ = 0. De
esto se sigue que ∆ es divisible por∏

i<j

(xi − xj) = (x1 − x2)(x1 − x3) · · · (x1 − xr)

×(x2 − x3) · · · (x2 − xr)
...

×(xr−1 − xr).

Notemos que el coeficiente del termino xr−1
1 xr−2

2 · · · xr−1 en este producto es 1, ya que
por la forma en que hemos escrito el producto el termino xr−1

1 proviene de todos los
factores en la primera fila, el termino xr−2

2 proviene de todos los factores en la segunda
fila, y aśı sucesivamente. Por otro lado para obtener el termino xr−1

1 xr−2
2 · · · xr−1 en la

expansión del determinante ∆, debemos tomar xr−1
1 de la primera fila de la matriz, xr−2

2
de la segunda fila y aśı sucesivamente. Por lo tanto el coeficiente de xr−1

1 xr−2
2 · · · xr−1

en ∆ es ±1. Se sigue que
∆ = ±

∏
i<j

(xi − xj).

Para obtener el resultado, substituimos los valores αi en la matriz y concluimos que
la matriz A tiene determinante distinto de cero.

Teorema 1.77
Sea χ un carácter fiel de G, y supongamos que χ toma exactamente r valores distintos
sobre G. Entonces todo carácter irreducible de G es una componente de alguna de las
potencias χ0 χ1, . . . , χr−1.

Demostración. Supongamos que α1, . . . , αr son los valores que toma χ sobre G. Para
1 6 i 6 r definimos

Gi = {g ∈ G | χ(g) = αi}.

Supongamos sin perdida de generalidades que α1 = χ(e) (en caso contrario un cambio
en el ı́ndice basta), para tener G1 = Kerχ. Como χ es fiel, entonces G1 = {e}.
Tomemos ahora ψ un carácter irreducible de G. Basta demostrar que 〈χj, ψ〉 6= 0 para
alguna j ∈ {0, . . . , r − 1}. Para 1 6 i 6 r − 1, sea

βi =
∑
g∈Gi

ψ(g),

y notemos que β1 = ψ(e) 6= 0. Aśı obtenemos que para todo j > 0 se cumple

〈χj, ψ〉 = 1
|G|

∑
g∈G

(χ(g))jψ(g) = 1
|G|

r∑
i=1

αiβi.
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Sea A la matriz de r× r cuya entrada ij-ésima es (αi)j−1, y sea b el vector horizontal
con entradas βi. Como A es una matriz invertible por el lema 1.76, y b 6= 0 ya que
β1 6= 0 concluimos que bA 6= 0. Pero la entrada (j + 1)-ésima en el vector horizontal
bA es igual a |G|〈χj, ψ〉, aśı tenemos que 〈χj, ψ〉 6= 0, para algún j ∈ {1, . . . , r − 1},
como se deseaba probar.

Con esto ya podemos definir el carcaj de McKay.

Definición 1.78 (Carcaj de McKay)
Sea ρ : G Ñ Aut(V ) una representación de G sobre C, con carácter χ. Sean ρ1, . . . , ρd
las representaciones irreducibles de G. Si χ1, . . . , χd son los caracteres irreducibles
entonces tomando

nij = 1
|G|

∑
g∈G

χ(g)χi(g)χj(g−1)

tenemos que
ρ⊗ ρi =

∑
j

nijρj.

El carcaj de McKay de la representación ρ es la gráfica dirigida Γρ, que se obtiene de
la siguiente manera:

(a) En Γρ por cada representación irreducible tenemos un vértice;

(b) si nij > 0 ponemos existe una flecha de ρi a ρj, con peso nij.

Observación 1.79
Como el número de representaciones irreducibles de G sobre C es el número de clases
de conjugación de G, entonces Γρ tiene un número finito de vértices y flechas.

Si φ es el carácter de la representación ρ⊗ ρi entonces

nij = 〈φ, χj〉.

Ejemplo 1.80
Ya vimos en el teorema 1.36 que las representaciones irreducibles de los grupos ćıclicos
Cn = 〈b | bn = e〉 son

ρi(bk) = (ωki),
donde ω es una n-ráız de la unidad. Entonces los caracteres irreducibles son

χi(bk) = ωik.

La representación ρ0 : G Ñ GL(2,C2) dada por la inclusión de G en SU(2) está dada
por

ρ0(bk) =
(
ωk 0
0 ω−k

)
,
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y de e esto concluimos que para el carácter χ0 de ρ0 se cumple

χ0 = χ1 + χn−1.

Aśı obtenemos que para cualquier otro carácter irreducible se tiene

χ0χi =
(
χ1 + χn−1

)
χi = χi+1 + χn−1+i.

Cabe recordar que los ı́ndices son todos modulo n, con χn = 1G. Con esto cuan-
do tomamos el producto interior de χ0χi con un carácter irreducible χj obtenemos
utilizando el teorema 1.58 que

nij =
{

1 si i = j + 1 ó i = j − 1
0 si otros casos

Al final nos queda el siguiente carcaj de McKay

1G

χ2χ1 χn−1
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Caṕıtulo 2

El carcaj de McKay para grupos
finitos de SU(2)

Como en este trabajo nos interesan los grupos finitos de SL(2,C), en el comienzo
de este caṕıtulo empezamos viendo rápidamente que los grupos finitos de SL(2,C) son
conjugados a los grupos finitos de SU(2) y como obtener los grupos finitos de SU(2),
a partir de los grupos finitos de SO(3); para una discusión más detallada de esto se
recomienda ver [14, Caṕıtulos I,II].

Después nos concentramos en calcular las tablas de los caracteres irreducibles de
los grupos finitos de SO(3), para a partir de estos caracteres, ver algunas formas de
obtener las tablas de los caracteres irreducibles de los grupos finitos de SU(2), pero sin
hacer todos los cálculos. Ya con las tablas de los caracteres irreducibles de los grupos
finitos de SU(2) vemos en la última sección que el carcaj de McKay es de hecho una
gráfica para estos grupos, y presentamos la gráfica de McKay para cada grupo finito
de SU(2).

2.1. Subgrupos finitos de SO(3) y SL(2,C)
Los subgrupos finitos que son de nuestro interés son los subgrupos de SL(2,C).

Pero por el siguiente resultado basta conocer los caracteres irreducibles de SU(2).

Proposición 2.1
Todo subgrupo finito G de SL(2,C) es conjugado en SL(2,C) a un subgrupo de SU(2).

Para demostrar este resultado es útil probar el siguiente lema.

Lema 2.2
Dados dos productos hermitianos 〈 , 〉 y 〈 , 〉∗ en C2, existe T ∈ GL(2,C) tal que para
todo x, y ∈ C2 se cumple

〈x, y〉∗ = 〈T (x), T (y)〉.
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Demostración. Usando Graham-Schmidt, sean B = {e1, e2} una base de C2 que es
ortonormal con respecto 〈 , 〉 y B∗ = {ẽ1, ẽ2} una base ortonormal con respecto a
〈 , 〉∗. Existe una matriz de cambio de base T ∈ GL(2,C), que manda B∗ en B.
Además para todo i, j se cumple que

〈ẽi, ẽj〉∗ = δi,j = 〈T (ẽi), T (ẽj)〉,

donde δij es la delta de Kroneker. Por linealidad tenemos entonces el resultado

Demostración de la proposición 2.1. Sea 〈 , 〉 el producto hermitiano usual de C2, en-
tonces el siguiente producto hermitiano 〈 , 〉G es invariante respecto a G, y está definido
para u, v ∈ C2 como

〈u, v〉G = 1
|G|

∑
A∈G
〈A(u), A(v)〉.

Es un producto hermitiano, ya que 〈 , 〉 es un producto hermitiano, y claramente es
invariante respecto a G, ya que para B ∈ G tenemos que el ı́ndice C = AB corre sobre
todo G al correr el ı́ndice A sobre todo G y por tanto

〈B(u), B(v)〉G = 1
|G|

∑
A∈G
〈(AB)(u), (AB)(v)〉 = 1

|G|
∑
C∈G
〈C(u), C(v)〉 = 〈u, v〉G.

Por el lema 2.2 tenemos que existe una matriz T ∈ GL(2,C) tal que para todo u, v ∈ C2

tenemos
〈T (u), T (v)〉 = 〈u, v〉G,

y por lo tanto TGT−1 está en U(2), ya que para una matriz A ∈ G se cumple lo
siguiente, para todo u, v ∈ C2

〈TAT−1(u), TAT−1(v)〉 = 〈AT−1(u), AT−1(v)〉G = 〈T−1(u), T−1(v)〉G = 〈u, v〉.

Podemos suponer sin perdida de generalidades que det(T ) = 1, ya que si no el resultado
sigue siendo valido para T̃ = (1/det(T ))T . Con esto vemos que G es conjugado en
SL(2,C) a un subgrupo de SU(2).

El problema es ahora conocer quienes son los subgrupos finitos de SU(2). Para
resolverlo es de gran utilidad el siguiente teorema que nos da una relación entre los
grupos finitos de SU(2) y los grupos finitos de SO(3).

Teorema 2.3
Existe un homomorfismo de grupos de SU(2) sobre SO(3) con núcleo {±I2}.

Demostración. Tomando la siguiente caracterización del grupo especial unitario,

(2.1) SU(2) =
{(

z1 z2
−z2 z1

)
| z1, z2 ∈ C con |z1|2 + |z2|2 = 1

}
,
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tenemos el siguiente morfismo φ : SU(2) Ñ H entre el grupo especial unitario y el
grupo de cuaterniones H, definido como

φ

(
z1 z2
−z2 z1

)
= z1 + z2j.

Al tener que la norma en el grupo de cuaterniones está definida para q = z1 + z2j
como

|q|2 = |z1|2 + |z2|2,

entonces tenemos que φ manda a SU(2) de manera isomorfa sobre los cuaternios
unitarios.

Sea H− el subconjunto de cuaterniones con parte real igual a cero, y definamos un
producto interior 〈 , 〉 sobre H− como

〈q1, q2〉 = tr(q1q2).

Con este producto interior H− es isométrico a R3, y es invariante bajo la conjugación
qvq−1 por los cuaternios unitarios |q| = 1.

Aśı tenemos un homomorfismo de grupos π : SU(2) Ñ O(3), el cual es continuo.
Como SU(2) es conexo entonces realmente tenemos un homomorfismo continuo de
grupos

π : SU(2) Ñ SO(3).

Este morfismo tiene como núcleo a {−I2, I2}.

Para una demostración más detallada ver [14, 4]

A los subgrupos finitos G de SU(2) para los cuales existe un subgrupo finito Γ de
SO(3) de manera que G = π−1(Γ) se les conoce como grupos binarios.

Entonces conociendo los grupos finitos de SO(3) ya conocemos varios grupos fi-
nitos de SU(2) v́ıa el homomorfismo π. El siguiente resultado nos dice quienes son
exactamente los subgrupos finitos de SO(3).

Teorema 2.4
Los grupos finitos de SO(3) son, salvo conjugación, los grupos ćıclicos de orden n, Cn,
los grupos diédricos de orden 2n, Dn, el grupo alternante A4, el grupo simétrico S4 y
el grupo alternante A5.

Demostración. Ver [14, 4]

Tenemos la siguiente tabla que nos da las presentaciones de subgrupos finitos de
SO(3):
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Γ ⊂ SO(3) Generadores Relación

Cn β βn = e
Dn β, γ β2 = γn = (βγ)2 = e
A4 β, γ β3 = γ3 = (βγ)2 = e
S4 β, γ β3 = γ4 = (βγ)2 = e
A5 β, γ β3 = γ5 = (βγ)2 = e

Tabla 2.1: Presentaciones de grupos finitos de SO(3)

Observación 2.5
Al grupo S4 en la literatura se le conoce también como el grupo Tetraédico, al grupo
S4 se le conoce como el grupo Octaédrico, y por último al grupo A5 se le conoce como
el grupo Icosaédrico. Esto es por que son la rotaciones de R3 que dejan invariante al
tetraedro, octaedro e icosaedro respectivamente.

Por ultimo falta ver quienes son los grupos finitos de SU(2) que no son binarios, es
decir que no son preimagen de algún subgrupo finito de SO(3). Para esto necesitamos
el siguiente lema.

Lema 2.6
Si A ∈ SU(2) tiene orden 2 entonces A = −I2.

Demostración. Sea A =
(
a b
c d

)
. Entonces como A2 = I2, entonces A−1 = A y por

tanto (
d −b
−c a

)
= A−1 = A =

(
a b
c d

)
.

Esto implica que a = d y b = c = 0, y como det(A) = ad = 1 obtenemos que
a = d = ±1.

Proposición 2.7
Sea G un grupo finito de SU(2), entonces G = π−1(Γ), para algún subgrupo finito Γ
de SO(3) si y sólo si G no es ćıclico de orden impar.

Demostración. Supongamos que G no es preimagen de algún subgrupo finito Γ de
SO(3), entonces −I2 6∈ G. Entonces π manda G de manera isomorfa sobre π(G). Si
π(G) tuviera un elemento de orden 2, entonces G tendŕıa un elemento de orden 2 y
por el lema 2.6 se tendŕıa que −I2 está en G. Por lo tanto π(G) no tiene elementos de
orden 2. Como un grupo diédrico, un grupo ćıclico de orden par, el grupo tetraédrico,
el grupo octaédrico y el grupo icosaédrico tienen un elemento de orden 2, entonces
a π(G) solo le queda ser ćıclico de orden impar. Por lo tanto G es ćıclico de orden
impar.
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Por último el siguiente resultado nos dice que ya no hay más subgrupos de SU(2)
que sean finitos.
Teorema 2.8
Todos los subgrupos finitos de SU(2) son los binarios, y el ćıclico de orden impar.
Demostración. Ver [14, 4]

Para terminar esta sección damos la siguiente tabla, que es obtenida de la tabla
2.1, tomando b = π(β) y c = π(γ), para tener las siguientes presentaciones de los
subgrupos finitos de SU(2):

G ⊂ SU(2) Notación Generadores Relación

Ćıclico de orden n Cn b bn = e

Binario n-diédrico D̃n b, c b2 = cn = (bc)2 = I2
Binario Tetraédrico Ã4 b, c b3 = c3 = (bc)2 = I2
Binario Octaédrico S̃4 b, c b3 = c4 = (bc)2 = I2
Binario Icosaédrico Ã5 b, c b3 = c5 = (bc)2 = I2

Tabla 2.2: Presentaciones de grupos finitos de SU(2)

2.2. Tablas de caracteres de subgrupos finitos de
SO(3)

Por el corolario 1.73 tenemos que hay tantos caracteres irreducibles de G como
clases de conjugación de G. Para encontrar los caracteres, antes veamos quienes son
las clases de conjugación de los subgrupos finitos G de SO(3).
Proposición 2.9
Un grupo ćıclico G = Cn de orden n tiene n clases de conjugación.
Demostración. Como los grupos ćıclicos son abelianos entonces para cualquier elemen-
to x ∈ G se tiene que para todo elemento g ∈ G se cumple

gxg−1 = gg−1x = x.

Por lo tanto la clase de conjugación consiste de un solo elemento.

Como el grupo G = Cn tiene exactamente n elementos, concluimos que las clases
de conjugación son de la forma {gi} con i ∈ {0, . . . , n− 1}, donde g es el generador de
G .

Para conocer las clases de conjugación de los grupos Dn, A4, S4 y A5 nos serán de
gran utilidad los siguientes conceptos y resultados.
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Definición 2.10
Sea x ∈ G. El conmutador de x en G, denotado por CG(x), es el subgrupo de G que
consiste de los elementos de G que conmutan con x; es decir

CG(x) = {g ∈ G | xg = gx}.

Teorema 2.11
Sea x ∈ G. Entonces el tamaño de la clase de conjugación xG está dado por

|xG| = |G : CG(x)| = |G|/|CG(x)|.

En particular |xG| divide a |G|.

Demostración. Notemos primero que para g, h ∈ G, tenemos que g−1xg = h−1xh, si y
sólo si hg−1xgh−1 = x, es decir, si y sólo si hg−1 ∈ CG(x). Con esto la función f que
va de xG a las clases laterales derechas de CG(x) en G, dada por

g−1xg Ñ CG(x)g,

es inyectiva. Como f es claramente suprayectiva, tenemos que f es una biyección,
probando que |xG| = |G : CG(x)|.

Definición 2.12
El centro de G, denotado por Z(G), está definido como

Z(G) = {z ∈ G | zg = gz para todo g ∈ G}.

Observación 2.13
Tenemos |xG| = 1 si y sólo si g−1xg = x para todo g ∈ G, es decir, si y sólo si
x ∈ Z(G).

Con esto podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 2.14 (Ecuación de clase)
Sean x1, . . . , xl los representantes de las clases de conjugación de G. Entonces

|G| = |Z(G)|+
∑

xi 6∈Z(G)
|xGi |.

Demostración. Como G es la unión disjunta de las clases de conjugación xGi , entonces
tenemos que

G =
∑
xi

|xGi | =
∑

xi∈Z(G)
|xGi |+

∑
xi 6∈Z(G)

|xGi |.

Pero como |Z(G)| = ∑
xi∈Z(G) |xGi |, entonces obtenemos el resultado.
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Ahora podemos conocer quienes son las clases de conjugación de Dn. Esto es más
sencillo hacerlo con dos casos distinguiendo cuando n es par, y cuando n es impar.

Teorema 2.15
El grupo diédrico G = Dn con n impar tiene exactamente 1

2(n+ 3) clases de conjuga-
ción:

{e}, {γ, γ−1}, . . . , {γ(n−1)/2, γ−(n−1)/2}, {β, γβ, . . . , γn−1β},

donde γ y β son los generadores dados en la presentación de la tabla 2.1.

Demostración. Consideremos primero γi con 0 6 i 6 n− 1. Como CG(γi) contiene a
〈γ〉, el subgrupo generado por γ, entonces

|G : CG(γi)| 6 |G : 〈γ〉| = 2.

También tenemos que β−1γiβ = γ−i, entonces {γi, γ−i} ⊂ (γi)G. Como n es impar,
γi 6= γ−i y por tanto |(γi)G| > 2. Usando el teorema 2.11, tenemos que

2 > |G : CG(γi)| = |(γi)G| > 2.

Por lo tanto tenemos igualdad, y aśı

(γi)G = {γi, γ−i}.

A continuación, CG(β) contiene {e, β}; y como β−1γiβ = γ−i, entonces ningún ele-
mento de la formaγi ó γiβ con 0 6 i 6 n− 1 conmuta con β. Por lo tanto

CG(β) = {e, β}.

Aplicando el teorema 2.11 tenemos que |βG| = n. Como todos los elementos γi ya están
en alguna de las clases (γi)G, entonces βG debe contener a los n elementos restantes
de G.
Es decir,

βG = {β, γβ, . . . , γn−1β}.

Teorema 2.16
El grupo diédrico G = Dn con n = 2m par tiene exactamente m + 3 clases de conju-
gación:

{e}, {γm}, {γ, γ−1}, . . . , {γm−1, γ−m+1}, {γ2jβ | 0 6 j 6 m−1}, {γ2j+1β | 0 6 j 6 m−1},

donde γ y β son los generadores dados en la presentación de la tabla 2.1.

47
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Demostración. Como β−1γmβ = γ−m = γm, el conmutador de γm en G contiene a γ
y β, y por tanto CG(γm) = G. Por lo tanto la clase de conjugación de γm en G es
simplemente {γm}. Como en la demostración anterior, tenemos (γi)G = {γi, γ−i} para
0 6 i 6 m− 1.

Para cada entero j tenemos que

γjβγ−j = γ2jβ, γj(γβ)γ−j = γ2j+1β.

Se sigue que

βG = {γ2jβ | 0 6 j 6 m− 1}, (γβ)G = {γ2j+1β | 0 6 j 6 m− 1}.

Ahora prosigamos a conocer las clases de conjugación de S4 en general. Antes nos
va a ser de gran ayuda los siguientes resultados más generales.

Proposición 2.17
Sea x un k-ciclo (i1 i2 . . . ik) ∈ Sn, y sea g ∈ Sn. Entonces gxg−1 es el k-ciclo
(g(i1) g(i2) . . . g(ik)).

Demostración. Sea A = {i1, . . . , ik}. Para ik ∈ A,

(gxg−1)
(
g(ir)

)
= gx(ir) = g(ir + 1) ( o en su caso g(i1) si r = k).

También para 1 6 i 6 n y i 6∈ A,

(gxg−1)
(
g(i)

)
= gx(i) = g(i).

Por lo tanto g(i1 i2 . . . ik)g−1 = (g(i1) g(i2) . . . g(ik)), y aśı hemos probado la proposi-
ción.

Consideremos ahora cualquier permutación x ∈ Sn. Escribamos a x como un pro-
ducto de ciclos disjuntos

x = (a1 . . . ak1)(b1 . . . bk2) . . . (c1 . . . cks),

con k1 > k2 > · · · > ks. Por la proposición 2.17 tenemos para g ∈ Sn lo siguiente

gxg−1 = g(a1 . . . ak1)g−1g(b1 . . . bk2)g−1 . . . g(c1 . . . cks)g−1(2.2)
= (g(a1) . . . g(ak1))(g(b1) . . . g(bk2)) . . . (g(c1) . . . g(cks)).
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Llamamos a (k1, . . . , ks) la forma de ciclo de x, y notamos que x y gxg−1 tienen la
misma forma de ciclo. Por otro lado, dadas dos permutaciones x y y con la misma
forma de ciclo, digamos

x = (a1 . . . ak1)(b1 . . . bk2) . . . (c1 . . . cks),

y = (a′1 . . . a′k1)(b′1 . . . b′k2) . . . (c′1 . . . c′ks
),

existe un g ∈ Sn que manda a1 Ñ a′1, . . . , cks Ñ c′ks
, y por (2.2) tenemos que

gxg−1 = y.

Con esto hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 2.18
Para x ∈ Sn, la clase de conjugación xSn de x en Sn consiste de todas la permutaciones
en Sn que tienen la misma forma de ciclo que x.

Aśı ya podemos conocer las clases de conjugación de S4 ya que sólo tenemos las
siguientes formas de ciclo:

(1), (2), (3), (2, 2), (4).
Entonces existen exactamente cinco clases de conjugación de S4 con los siguientes
representantes:

e, (1 2), (1 2 3), (1 2)(3 4), (1 2 3 4).
Para calcular el tamaño de las clases de conjugación, simplemente contamos el número
de 2-ciclos, 3-ciclos y aśı continuamos. El número de 2-ciclos es igual al números de
parejas que se pueden elegir de {1, 2, 3, 4}, el cual es

(
4
2

)
= 6. El número de 3-ciclos

es 8 = 4 × 2 (4 al elegir el elemento que se queda fijo y dos porque hay 2 3-ciclos
que fijan un elemento dado). De manera similar, existen seis elementos con forma de
ciclo (2, 2) y existen seis 4-ciclos, Por lo tanto para G = S4, los representantes g de las
clases de conjugación, los tamaños de las clases de conjugación |gG| y los ordenes de
los conmutadores |CG(g)| (obtenidos usando el teorema 2.11) son como sigue:

Representante e (1 2) (1 2 3) (1 2)(3 4) (1 2 3 4)

Tamaño de la clase 1 6 8 3 6
Orden del representante 1 2 3 2 4

Tabla 2.3: Tamaño clases de conjugación de S4

A continuación calculemos más generalmente las clases de conjugación de An. Dada
una permutación par x ∈ An, probamos en el teorema 2.18 que la clase de conjugación
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xSn consiste de todas la permutaciones en Sn que tienen la misma forma de ciclo que
x. La clase de conjugación xAn de x en An definida como

xAn = {gxg−1 | g ∈ An},

esta claramente contenida en xSn ; sin embargo xAn puede que no sea igual a xSn .
Un ejemplo donde la igualdad no se da es considerar x = (1 2 3) ∈ A3; en este caso
xA3 = {x}, mientras que xS3 = {x, x−1}.

El siguiente resultado determina precisamente cuando xAn y xSn son iguales, y que
sucede cuando la igualdad no se da.

Proposición 2.19
Sea x ∈ An con n > 1. (1) Si x conmuta con alguna permutacion impar en Sn, entonces
xSn = xAn. (2) Si x no conmuta con ninguna permutacion par en An entonces x se
descompone en dos clases de conjugación en An del mismo tamaño, con representantes
x y (1 2)x(1 2)−1.

Demostración. (1) Supongamos que x conmuta con cualquier permutación impar g.
Sea y ∈ xSn , aśı que y = hxh−1 para algún h ∈ Sn. Si h es par entonces y ∈ xAn ; y si
h es impar entonces hg ∈ An y además

y = hxh−1 = hgxg−1h−1 = (hg)x(hg)−1,

aśı que de nuevo y ∈ xAn . Por lo tanto xSn ⊂ xAn , y aśı xSn = xAn . (2) Supongamos
que x no conmuta con ninguna permutación impar. Entonces

CSn(x) = CAn(x).

Por lo tanto por el teorema 2.11, como |An| = (1/2)|Sn| tenemos

|xAn| = |An : CAn(x)| = 1
2 |Sn : CAn|

= 1
2 |Sn : CSn| =

1
2 |x

Sn|.

A continuación observemos que

{hxh−1 | h es impar} = ((1 2)x(1 2)−1)An

ya que toda permutación impar tiene la forma a(1 2) para algún a ∈ An.Con esto
obtenemos que

xSn = {hxh−1 | h es par} ∪ {hxh−1 | h es impar}
= xAn ∪ ((1 2)x(1 2)−1)An .

Como |xAn| = (1/2)|xSn|, las clases de conjugación xAn y ((1 2)x(1 2)−1)An deben de
ser disjuntas, y del mismo tamaño, como queŕıamos probar.
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Ahora encontremos las clases de conjugación de A4. Los elementos de A4 son la
identidad e, junto con las permutaciones con forma de ciclo (2, 2) y (3). Como (1 2)(3 4)
conmuta con la permutación impar (1 2) la proposición 2.19 implica que

(1 2)(3 4)A4 = (1 2)(3 4)S4 = {(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}.

Sin embargo el 3-ciclo (1 2 3) no conmuta con ninguna permutación impar: ya que si
g(1 2 3)g−1 = (1 2 3) entonces (1 2 3) = (g(1) g(2) g(3)) por la proposición 2.17, aśı que
g tiene que ser e, (1 2 3) o (1 3 2), una permutación par. Por lo tanto por la proposición
2.19, tenemos que (1 2 3)S4 se descompone como dos clases de conjugación de A4 de
tamaño 4, con representantes (1 2 3) y (1 2)(1 2 3)(1 2)−1 = (1 3 2).

Por lo tanto las clases de conjugación de A4 son:

Representante e (1 2)(3 4) (1 2 3) (1 3 2)

Tamaño de la clase 1 3 4 4
Orden del representante 1 2 3 3

Tabla 2.4: Clases de conjugación de A4

Por último calculamos las clases de conjugación de A5. Las permutaciones pares
distintas de la identidad en S5 son aquellas que tienen forma de ciclo (3), (2, 2) y
(5). Los elementos (1 2 3) y (2 3)(4 5) conmutan con la permutación impar (4 5); pero
(1 2 3 4 5) no conmuta con ninguna permutación impar: ya que si g(1 2 3 4 5)g−1 =
(1 2 3 4 5) y por la proposición 2.17 tenemos que (g(1) g(2) g(3) g(4) g(5)) = (1 2 3 4 5).
Por lo que g tiene que ser e, (1 2 3 4 5) . Por la proposición 2.19 las clases de conjugación
de A5 están representadas por e, ((1 2 3), (1 2)(3 4), (1 2 3 4 5) y (1 2)(1 2 3 4 5)(1 2)−1 =
(1 3 4 5 2). Usando la proposición 2.19 (2), vemos que los tamaños de las clases de
conjugación y los órdenes de los conmutadores son como sigue:

Representante e (1 2 3) (1 2)(3 4) (1 2 3 4 5) (1 3 4 5 2)

Tamaño de la clase 1 20 15 12 12
Orden del representante 1 3 2 5 5

Tabla 2.5: Tamaño de las clases de conjugación de A5
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2.3. Tablas de Caracteres
Ya con las clases de conjugación de los subgrupos finitos de SO(3) concentrémonos

en calcular los caracteres irreducibles de los grupos finitos de SO(3), ya que con estos,
por la siguiente proposición, conocemos algunos caracteres irreducibles de los grupos
finitos de SU(2).

Proposición 2.20
Supongamos que N es un subgrupo normal de G, y sea χ̃ un carácter del grupo G/N .
Definimos χ : G Ñ C en g ∈ G como

χ(g) = χ̃(gN).

Entonces χ es un carácter de G, que tiene el mismo grado que χ̃ y es llamado el
levantamiento de χ̃

Demostración. Sea ρ̃ : G/N Ñ GL(n,C) una representación de G/N asociada a χ̃. La
función ρ : G Ñ GL(n,C) que está dada por la composición

g Ñ gN Ñ ρ̃(gN)

es un homomorfismo de grupos. Por lo tanto ρ es una representación de G. El carácter
χ de ρ satisface para todo g ∈ G lo siguiente

χ(g) = tr(ρ(g)) = tr(ρ̃(gN)) = χ̃(gN).

Y más aún, como χ(e) = χ̃(N), se tiene que χ y χ̃ tienen el mismo grado.

Aśı v́ıa el homomorfismo de grupos π : SU(2) Ñ SO(3), podemos levantar caracte-
res irreducibles en el caso de los grupos binarios. Cabe notar que en general calcular
los caracteres irreducibles de un grupo en general no es trivial. Comencemos con el
caso más sencillo que es el de los grupos ćıclicos.

En el caṕıtulo 1 se calcularon las representaciones irreducibles ρj de los grupos
ćıclicos G = Cn y todas tienen grado 1. Tomando ω una n-ésima ráız de la unidad
estas representaciones están definidas como

ρj(g) = ωj,

donde g es el generador de G. Entonces los caracteres irreducibles χj son de la forma

χj(g) = ωj.
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Como el resto de los grupos finitos de SU(2) son los binarios, enunciaremos primero
los caracteres irreducibles de los grupos finitos de SO(3) y después calcularemos los
caracteres irreducibles de los grupos binarios. Para demostraciones sobre como obtener
estos caracteres se invita al lector a consultar [12] la cual es una excelente referencia.

Los caracteres irreducibles del grupo diédrico Dn con n impar son los siguientes:

Representante e γr (1 6 r 6 (n− 1)/2) β

1G 1 1 1
χ2 1 1 −1
ψj 2 ωjr + ω−jr 0
(1 6 j 6 (n− 1)/2

Tabla 2.6: Caracteres irreducibles del grupo diédrico Dn con n impar
ω es una n-ráız de la unidad

Los caracteres irreducibles de Dn en el caso en que n = 2m son los presentados en la
siguiente tabla:

Representante e γm γr (1 6 r 6 m− 1) β γβ

1G 1 1 1 1 1
χ2 1 1 1 −1 −1
χ3 1 (−1)m (−1)r 1 −1
χ4 1 (−1)m (−1)r −1 1
ψj 2 2(−1)j ωjr + ω−jr 0 0
1 6 j 6 m− 1

Tabla 2.7: Caracteres irreducibles del grupo diédrico Dn con n par
ω es una n-ráız de la unidad
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Los caracteres irreducibles del grupo tetraédrico A4 son los siguientes, usando los
elementos generadores γ y β dados en la sección anterior en la tabla 2.1:

Representante e γβ γ β
1G 1 1 1 1
χ2 1 1 ω ω2

χ3 1 1 ω2 ω
χ4 3 −1 0 0

Tabla 2.8: Caracteres irreducibles de A4
ω es una 3-ráız de la unidad

De manera análoga definiendo γ y β como en la tabla 2.1 tenemos que los caracteres
irreducibles de S4 son:

Representante e β2γ β βγ γ

1G 1 1 1 1 1
χ2 1 −1 1 1 −1
χ3 2 0 −1 2 0
χ4 3 1 0 −1 −1
χ5 3 −1 0 −1 1

Tabla 2.9: Caracteres irreducibles de S4

Por último damos los caracteres irreducibles de A5 tomando otra vez a γ y β como
en la sección anterior los caracteres irreducibles son:

Representante e β βγ γ3 γ

1G 1 1 1 1 1
χ2 4 1 0 −1 −1
χ3 5 −1 1 0 0
χ4 3 0 −1 1

2(1 +
√

5) 1
2(1−

√
5)

χ5 3 0 −1 1
2(1−

√
5) 1

2(1 +
√

5)

Tabla 2.10: Caracteres irreducibles de A5
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Conociendo todos los caracteres irreducibles de los subgrupos finitos de SO(3),
podemos levantar estos caracteres a SU(2) para obtener caracteres de los subgrupos
finitos de SU(2). Es decir si χ̃ es un carácter de Γ subgrupo finito de SO(3) entonces
para G = π−1(Γ) podemos considerar el carácter χ que se define en g ∈ G como sigue

χ(g) = χ̃
(
π(g)

)
.

Notemos que si χ̃ es irreducible, entonces χ es irreducible ya que como por cada
elemento h en Γ tenemos dos elementos en G, π−1(h) = {g,−g} entonces escogiendo
un representante de la preimagen bajo π obtenemos

〈χ, χ〉 = 1
|G|

∑
g∈G

χ(g)χ(g−1)

= 1
2|Γ|2

∑
h∈Γ

χ̃(h)χ̃(h−1)

= 〈χ̃, χ̃〉.

Entonces podemos a partir de la representación ρ0 inducida por la inclusión de
SU(2) en GL(2,C) podemos encontrar algunos caracteres irreducibles que no teńıamos
antes, aunque no hay un algoritmo bueno a seguir.

Por ejemplo calculemos los caracteres irreducibles de Ã4. Primero necesitamos cal-
cular el carácter χ0. Como el grado de ρ0 es 2, entonces χ0(I2) = 2 y χ0(−I2) = −2.
Ademas bc es de orden 2 por lo que χ0(bc) es una suma de 1 y -1; como además es con-
gruente con 0 modulo 2, entonces ρ0(bc) = 0. Por último por [14, Caṕıtulo II,Sección 2]
la traza de un elemento g de SU(2) es 2 cos(ϕ) donde en el caso del binario tetraédrico
por la sección 3 del mismo caṕıtulo ϕ es π/2 o es π/3. Como cos(π/2) = 0 entonces
tenemos que χ0(b) = 1 = χ0(c).

Como χ0 es irreducible y χ0 = χ01G donde 1G es el carácter trivial, tenemos por
la proposición 2.21 que χ0χ0 = 1G + χ4 donde χ4 es otra representación. Con esto
obtenemos la siguiente tabla de caracteres irreducibles

Por último agregamos las tablas de los caracteres irreducibles de los demás grupos,
que se obtienen de manera similar, tomando b y c los generadores de la tabla 2.2. Para
el caso del binario octaédrico se sugiere revisar [21].
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Representante I2 −I2 bc b −b c −c

1G 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 1 ω ω ω2 ω2

χ3 1 1 1 ω2 ω2 ω ω
χ0 2 −2 0 1 −1 1 −1
χ4 3 3 −1 0 0 0 0
χ5 = χ0χ3 2 −2 0 ω2 −ω2 −ω −ω
χ6 = χ0χ2 2 −2 0 ω −ω ω2 −ω2

Tabla 2.11: Caracteres irreducibles de Ã4
ω es una 3-ráız de la unidad

Representante I2 −I2 b2c b −b bc c −c

1G 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 −1 1 1 1 −1 −1
χ3 2 2 0 −1 −1 2 0 0
χ4 3 3 1 0 0 −1 −1 −1
χ5 3 3 −1 0 0 −1 1 1
χ0 2 −2 0 1 −1 0

√
2 −

√
2

χ6 = χ0χ4 − χ0 4 −4 0 −1 1 0 0 0
χ7 = χ0χ2 2 −2 0 1 −1 0 −

√
2
√

2

Tabla 2.12: Caracteres irreducibles de S̃4
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Representante I2 −I2 b −b bc c3 −c3 c −c

1G 1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 4 4 1 1 0 −1 −1 −1 −1
χ3 5 5 −1 −1 1 0 0 0 0
χ4 3 3 0 0 −1 (1+

√
5)

2
(1+
√

5)
2

(1−
√

5)
2

(1−
√

5)
2

χ5 3 3 0 0 −1 (1−
√

5)
2

(1−
√

5)
2

(1+
√

5)
2

(1+
√

5)
2

χ0 2 −2 1 −1 0 (1−
√

5)
2 − (1−

√
5)

2
(1+
√

5)
2 − (1+

√
5)

2
χ7 2 −2 1 −1 0 (1+

√
5)

2 − (1+
√

5)
2

(1−
√

5)
2 − (1−

√
5)

2
χ8 4 −4 −1 1 0 1 −1 1 −1
χ9 6 −6 0 0 0 −1 1 −1 1

Tabla 2.13: Caracteres irreducibles de Ã5

Representante I2 −I2 cr(1 6 r 6 (n− 1)) b cb

1G 1 1 1 1 1
χ2 1 1 1 −1 −1
χ3 1 −1 (−1)r 1 −1
χ4 1 −1 (−1)r −1 1
ψj 2 (−2)j ωjr + ω−jr 0 0

Tabla 2.14: Caracteres irreducibles de D̃n con n impar
ω es una 2n-ráız de la unidad

Representante I2 −I2 cr(1 6 r 6 n− 1) b cb

1G 1 1 1 1 1
χ2 1 1 1 −1 −1
χ3 1 −1 (−1)r i −i
χ4 1 −1 (−1)r −i i
ψj 2 (−2)j ωjr + ω−jr 0 0

Tabla 2.15: Caracteres irreducibles de D̃n, con n par
ω es una 2n-ráız de la unidad
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2.4. La grafica de McKay para los grupos finitos de
SU(2)

La proposición que demostramos a continuación nos permite ver que para la repre-
sentación de un subgrupo finito G de SU(2) dada por la inclusión de G en SU(2), los
nij son simétricos respecto a los ı́ndices.

Proposición 2.21
Para la representación ρ0 : G Ñ GL(2,C), inducida por la inclusión de G en SU(2),
con carácter χ0, tenemos que si χi y χj son caracteres irreducibles de G entonces
〈χ0χi, χj〉 6= 0 si y sólo si 〈χ0χj, χi〉 6= 0.

Demostración. Como todo elemento de SU(2) tiene traza real, entonces para todo
g ∈ G se tiene que χ0(g) es un número real y por tanto

〈χ0χi, χj〉 = 1
|G|

∑
g∈G

χ0(g)χi(g)χj(g)

= 1
|G|

∑
g∈G

χi(g)χ0(g)χj(g)

= 〈χi, χ0χj〉
= 〈χ0χj, χi〉.

Para subgrupos finitos de SU(2) tenemos por la siguiente proposición que el carcaj
de McKay de la representación dada por la inclusión de G en SU(2)es una gráfica.

Proposición 2.22
Para G un subgrupo finito de SU(2), si consideramos al espació vectorial C2 y consi-
deramos la representación ρ0 : G Ñ GL(2,C), dada por la inclusión del grupo G en
SU(2), entonces tenemos que para todo par de ı́ndices i, j se cumple

nij = nji 6 1, y

nii = 0.

Demostración. Por la demostración de la proposición 2.21, para ρ0 tenemos que nij =
nji. Para ver que nii = 0 notemos que

nii = 〈χ0χi, χi〉 = 1
|G|

∑
g∈G

χ0(g)|χi(g)|2.
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Si G es de orden par es decir binario, entonces contiene a −Id, y entonces para todo
g ∈ G se tiene que −g ∈ G. Como χ0(g) = −χ0(−g) obtenemos que

2nii = 1
|G|

∑
g∈G

χ0(g)(|χi(g)|2 − |χi(g)|2) = 0.

En el caso en que G tiene orden impar sabemos por 2.7 que G es ćıclico. Sea a ∈ G el
generador, entonces sabemos que a 6= I2 y an = I2 donde I2 es la matriz identidad de
SU(2). Esto último nos dice que se cumple

(2.3) (I2 + a+ a2 + · · ·+ an−1)(I2 − a) = 0.

Como a ∈ SU(2) entonces tenemos que

det(I2 − a) = det
(

1− α −β
β 1− α

)
= 1− (α + α) + |α|2 + |β|2 = 2− 2Re(α).

Para que det(I2 − a) = 0 se debe de cumplir que la parte real de α sea 1; pero como
|α|2 + |β|2 = 1 al estar a ∈ SU(2), esto implica que α = 1 y β = 0. Por lo tanto Id− a
es invertible, y tenemos por (2.3) que (I2 + a+ a2 + · · ·+ an−1) = 0. Con esto último
y recordando que los caracteres de los grupos ćıclicos son potencias de ráıces de la
unidad vemos que

nii = 1
|G|

∑
g∈G

χ0(g)|χi(g)|2 = 1
|G|

∑
g∈G

χ0(g) = 1
|G|

tr(I2 + a+ a2 + · · ·+ an−1) = 0.

Por último notemos que nij = 1 ó nij = 0 debido a que nij es entero positivo y además
sucede

nij = 1
|G|

∑
g∈G

χ0(g)χi(g)χj(g) 6 1
|G|

√∑
g∈G
|χ0(g)|2|χi(g)|2

√∑
g∈G
|χj(g)|2

<
1
|G|

√
4
∑
g∈G
|χi(g)|2

√∑
g∈G
|χj(g)|2

= 2
|G|

√
|G|〈χi, χi〉

√
|G|〈χj, χj〉

= 2
|G|

√
|G|

√
|G| = 2.

Usando estas propiedades y las tablas de caracteres calculadas en el apéndice te-
nemos que para los grupos finitos de SU(2) la representación ρ0 tiene los siguientes
diagramas:
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1G

χ2χ1 χn−1

Figura 2.1: Gráfica de McKay del grupo Cn, con n vértices

1G

ψ1

χ2

ψ2 ψn−1

χ3

χ4

Figura 2.2: Gráfica de McKay del grupo D̃n, con n+ 3 vértices

1G χ0 χ4

χ5

χ3

χ6 χ2

Figura 2.3: Gráfica de McKay del grupo Ã4, con 7 vértices

1G χ0 χ5 χ6

χ3

χ4 χ7 χ2

Figura 2.4: Gráfica de McKay del grupo S̃4, con 8 vértices

1G χ0 χ5 χ8 χ3 χ9

χ4

χ2 χ7

Figura 2.5: Gráfica de McKay del grupo Ã5, con 9 vértices
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Caṕıtulo 3

Singularidades

En este caṕıtulo comenzamos probando el resultado que dio Felix Klein en [13], el
cual dice que al considerar G un grupo finito de SU(2), entonces los polinomios sobre
C2 que son G-invariantes, están generados por tres polinomios x, y y z que cumplen
una relación polinomial R(x, y, z) = 0. Con esto damos un homeomorfismo entre el
cociente de C2 por la acción de G y la variedad algebraica definida por R.

Después damos una breve introducción a la teoŕıa de las singularidades y su reso-
lución v́ıa explosiones, viendo varios ejemplos para dejar claro las nociones geométri-
cas. Analizamos el concepto de una resolución mı́nima y mencionamos el criterio de
Castelnuovo. Con éste criterio podemos saber cuando una resolución es mı́nima sólo
fijándonos en los números de intersección del divisor excepcional.

Lo siguiente es dar la noción de la gráfica dual o la gráfica de la resolución, la
cual codifica información sobre el divisor excepcional, y vemos los casos del los grupos
ćıclicos y los grupos binarios tetraédricos. Como la correspondencia se da para la
gráfica de la resolución mı́nima, falta corroborar que efectivamente la resolución es
mı́nima.

Para esto consideramos un algoritmo de András Nemethi, el cual nos da una fórmu-
la para calcular los números de intersección a partir de las multiplicidades de las com-
ponentes del divisor excepcional, y además nos da un método para obtener la gráfica
mı́nima de una singularidad de una superficie de la forma zn + f(x, y) = 0, a partir
de la gráfica de la resolución de la singularidad de la curva f(x, y) = 0. Con este
algoritmo calculamos la gráfica dual de la resolución mı́nima para todos los grupos
finitos de SU(2).

3.1. C2/G ∼= V (C)
Dado un grupo finito G de SU(2) podemos definir una acción derecha de G sobre

el álgebra de polinomios C[z1, z2] como sigue, tomando a z = (z1, z2) ∈ C2, g ∈ G una
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CAPÍTULO 3. SINGULARIDADES

matriz y f ∈ C[z1, z2] un polinomio,

(fg)(z) := f
(
g−1(z)

)
.

Claramente esto es una acción ya que

(f Id)(z) = f(z),(
f(gh)

)
(z) = f

(
(gh)−1(z)

)
= f

(
h−1g−1(z)

)
= (fh)

(
g−1(z)

)
=
(
(fh)g

)
(z)

Definición 3.1
Un polinomio f ∈ C[z1, z2] es G-invariante si para todo g ∈ G se cumple que

fg = f.

El conjunto de polinomios G-invariantes es denotado por SG y es una subálgebra de
C[z1, z2].

Observación 3.2
Si f es un polinomio homogéneo de grado n entonces para todo g ∈ G se tiene que fg
es homogeneo de grado n, ya que tomando

g−1 =
(
α −β
β α

)

entonces para z = (z1, z2) se tiene que

g−1(z) = (αz1 − βz2, βz1 + αz2).

Además f es de la forma
f =

∑
i+j=n

aijz
i
1z
j
2.

Aśı se tiene que

(fg)(z) = f
(
g−1(z)

)
=

∑
i+j=n

aij
( i∑
l=0

(−1)l
(
i

l

)
αi−lzi−l1 β

l
zl2
)

+
( j∑
k=1

(
j

k

)
βj−kzj−k1 αkzk2

)

=
∑

i+j=n,k,l

(
i

l

)(
j

k

)
αi−lzi−l1 β

l
zl2β

j−kzj−k1 αkzk2 .

y en esta última expresión cada término tiene grado i− l + l + j − k + k = i+ j = n.

Aśı como un polinomio se descompone en una suma de polinomios homogéneos, y
esta descomposición no cambia bajo la acción entonces un polinomio es G-invariante
si y sólo si cada uno de sus componentes homogeneas es G-invariante.
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Por esta última observación basta fijarse en los polinomios homogéneos que son
invariantes bajo G para conocer los polinomios G-invariantes.

Siguiendo las técnicas de [14, Caṕıtulo II, Secciones 6,7,8] y [13, 18] obtenemos
que para los grupos finitos G de SU(2) los polinomios invariantes están generados por
tres polinomios G invariantes f1, f2, f3 ∈ C[z1, z2], los cuales dependen del grupo, y
además cumplen una relación polinomial. En la siguiente tabla presentamos las relación
asociada a cada grupo G:

Grupo Relación

Ćıclico Cn fn1 + f3f2

Binario dihédrico D̃n f 2
3 + f1(f 2

2 + fn1 )
Binario Tetraédrico Ã4 f 4

1 + f 3
2 + f 2

3
Binario Octaédrico S̃4 f 2

3 + f1(f 3
2 + f 2

1 )
Binario Icosaédrico Ã5 f 5

1 + f 3
2 + f 2

3

Aśı tomando φ : C[x, y, z] Ñ SG un homomorfismo de álgebras, definido como
φ(x) = f1, φ(y) = f2, φ(z) = f3. Por la tabla se tiene que si llamamos h a el
polinomio generado por la relación, entonces el núcleo de φ es el ideal generado por h.
Aśı tenemos que

C[x, y, z]/〈h〉 ∼= SG.

Con esto tenemos una función F : C2 Ñ C3 definido como

F = (f1, f2, f3).

Observación 3.3
La función F nos define un homorfismo de álgebras ψ : C[x, y, z] Ñ SG definido para
p ∈ C[x, y, z] como

ψ(p) = p ◦ F.

El polinomio p ◦F es G-invariante ya que para todo g ∈ G y todo z ∈ C2 se tiene que(
(p ◦ F )g

)
(z) = (p ◦ F )

(
g−1(z)

)
= p(f1

(
g−1(z)

)
, f2
(
g−1(z)

)
, f3
(
g−1(z)

)
)

= p((f1g)(z), (f2g)(z), (f3g)(z)) = p(f1(z), f2(z), f3(z))
= p ◦ F (z).

Este homomorfismo es sobreyectivo y el núcleo es el ideal generado por h. Entonces ψ
nos da el isomorfismo

C[x, y, z]/〈h〉 ∼= SG.
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Definiendo V = {(x, y, z) ∈ C3 | h(x, y, z) = 0} una variedad algebraica af́ın
tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.4
Esta función F : C2 Ñ C3 cumple las siguientes propiedades:
(1) F (C2) = V .
(2) F (z) = F (w) si y sólo si w = gz para algún g ∈ G.
(3) F es propia y cerrada.
(4) La función F : C2 Ñ V es abierta.

Demostración. Ver el [14, Caṕıtulo II, Sección 9].

Con esta proposición tenemos que la función F es continua al ser cerrada e induce
una función F̃ : C2/G Ñ V que es continua. Además como F : C2 Ñ V es abierta,
entonces es una función cociente y por lo tanto F̃ es un homomeorfismo. Es decir
usando la proposición 3.4 hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 3.5
La función continua F induce un homeomorfismo F̃ : C2/G ∼= V entre el espacio de
órbitas C2/G y la variedad algebraica af́ın V .

3.2. Singularidades
Definición 3.6
Un subconjunto V de Cn es un conjunto algebraico si V es el lugar geométrico de los
ceros comunes a una colección S ⊂ C[x1, . . . , xn] de polinomios.

Sea I(V ) ⊂ C[x1, . . . , xn] el ideal que consiste de los polinomios que se anulan en
todo V . El teorema de ‘bases’ de Hilbert (o Nullstellensatz de Hilbert) nos dice que
todo ideal visto como un C[x1, . . . , xn]-módulo está finitamente generado. Para una
exposición de esto ver [22, Apéndice Algebraico, Sección 6] y [1, Caṕıtulo 6, pp. 67,69].
De esto se sigue que todo conjunto algebraico puede ser definido utilizando una familia
finita de ecuaciones polinomiales.

Observación 3.7
La unión V ∪V ′ de dos conjuntos algebraicos V y V ′ en Cn es otra vez un conjunto alge-
braico en Cn, ya que śı V está definido por la colección de polinomios {f1, . . . , fs} y V ′
está definido por la colección de polinomios {g1, . . . , gk}, entonces V ∪V ′ está definido
por la colección de polinomios {figj}.

Definición 3.8
Un conjunto algebraico no vació V es una variedad algebraica si no se puede expresar
como la unión de dos subconjuntos algebraicos propios.
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Proposición 3.9
Una variedad es irreducible si y sólo si I(V ) es un ideal primo.

Demostración. Ver [22, Caṕıtulo 1, Sección 3,pp. 35].

Las variedades algebraicas V que vamos a estar estudiando están definidas por un
solo polinomio h, y se les conoce como hipersuperficies. El gradiente ∇h tiene rango
uno o cero.

Definición 3.10
Un punto p ∈ V es llamado no singular si

rango
( ∂h
∂x1

(p), . . . , ∂h
∂xn

(p)
)

= 1.

En caso contrario (i.e. que tenga rango cero) decimos que p es un punto singular .

Observación 3.11
El gradiente ∇h tiene rango cero en un punto p si y solo si ∇h(p) = (0, . . . , 0), y
esto sucede si y sólo si ∂h/∂xi se anula en p para toda i ∈ {1, . . . , n}. Como h es un
polinomio entonces todas las parciales ∂h/∂xi son polinomios.
Por lo tanto concluimos que el conjunto singular Sing(V ), que consiste de todos los
puntos singulares, es un subconjunto algebraico de V .

Teorema 3.12
El conjunto V \Sing(V ) de puntos no singulares de V es una variedad diferenciable no
vaćıa. De hecho esta variedad es una variedad anaĺıtica compleja de dimension n− 1.

Demostración. Para ver una demostración consultar [17, Caṕıtulo 2, Teorema 2.3].

Observación 3.13
Una variedad compleja nunca puede ser una variedad suave en una vecindad de un
punto singular. Una demostración de este hecho aparece en [17, Caṕıtulo 2, pp. 13].

En la siguiente tabla vemos que el polinomio h que define las superficies tiene en
todos los casos un solo punto singular en el origen. A estos puntos singulares se les
conoce como singularidades Klenianas, al ser Felix Klein el primero en estudiarlas en
[13].
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Grupo ∇h
Ćıclico Cn (nxn−1, z, y)
Binario Dihédrico D̃n (y2 + (n+ 1)xn, 2xy, 2z)
Binario Tetrahédrico Ã4 (4x3, 3y2, 2z)
Binario Octahérico S̃4 (y3 + 3x2, 3xy2, 2z)
Bianario Icosahédrico Ã5 (5x4, 3y2, 2z)

3.3. Resolución de singularidades
Definición 3.14
Dadas dos variedades algebraicas V ⊂ Cn y W ⊂ Cm decimos que f : V Ñ W es una
función regular si es de la forma

f = (f1, . . . , fm),

donde cada fi pertenece a C[x1, . . . , xn]/I(V ) y además para cada x ∈ V se tiene que
f(x) ∈ W .

El espacio proyectivo Pn−1 es el espacio cociente obtenido de Cn \O con la relación
de equivalencia∼ definida como (x1, . . . , xn) ∼ (y1, . . . , yn) si y sólo si existe λ ∈ C\{0}
tal que λ(x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn). Denotamos a las clases de equivalencia como
[x1 : · · · : xn]. Notemos que si se tiene f un polinomio homogeneo, entonces si f es cero
en (x1, . . . , xn) se tiene que f es cero en toda la clase de equivalencia [x1 : · · · : xn].
Aśı podemos definir la topoloǵıa de Zariski en Pn pero ocupando ahora polinomios
homogeneos.

Utilizando las cartas coordenadas usuales de Pn tenemos que el espacio proyectivo
es localmente isomorfo Cn. Una discusión más detallada de esto está dada en [10,
Caṕıtulo 1, Sección 2, Proposición 2.2]. Utilizando estas cartas se tiene la siguiente
noción de función regular:

Definición 3.15
Una función f : V Ñ W entre variedades casi-proyectivas afines, con V ⊂ Pn es regular
si para todo punto p ∈ V la función inducida entre vecindades coordenadas U de p y
U ′ de f(p), f : U Ñ U ′ es regular.

Definición 3.16
El campo de funciones racionales sobre V consiste de funciones de la forma f/g con
f, g ∈ C[x1, . . . , xn]/I(V ).

Definición 3.17
Una función f : V Ñ W entre variedades algebraicas V ⊂ Cn y W ⊂ Cm es una
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función racional si es de la forma

f = (f1, . . . , fm),

donde cada función es fi está en el campo de funciones racionales de V .
Una función racional la cual es invertible con inversa racional es llamada una función
birracional.

De manera análoga a la definición de funciones regulares para el caso proyectivo,
se definen las funciones racionales entre variedades algebraicas proyectivas utilizando
las cartas coordenadas de los espacios proyectivos.

Definición 3.18
Una resolución de la variedad singular V consiste de una variedad suave Ṽ y una
función birracional propia φ : Ṽ Ñ V la cual define un isomorfismo sobre V \Sing(V ).

Definición 3.19
El divisor excepcional de la resolución φ : Ṽ Ñ V es

φ−1
(
Sing(V )

)
.

En las superficies V que obtenemos de las acciones de los grupos finitos de SU(2)
el conjunto Sing(V ) consiste de un solo punto, aśı para obtener una resolución iremos
explotando puntos en estas superficies.

Definición 3.20
La explosión B de el origen O en Cn es la siguiente variedad algebraica en Cn×Pn−1:

B =
{(

(x1, . . . , xn), [t1 : · · · : tn]
)
∈ Cn × Pn−1 | xitj = xjti

}
.

Observación 3.21
También podemos explotar un punto (a, b, c) distinto de O, tomando un cambio de
coordenadas dado por x̃ = x+ a, ỹ = y + b y z̃ = z + c.

Observación 3.22
Notemos que tenemos una función regular π : B Ñ Cn dada por

π
(
(x1, . . . , xn), [t1 : · · · : tn]

)
= (x1, . . . , xn).

Además notemos que las cartas coordenadas de Pn−1 nos inducen cartas coordenadas
Bi de B.
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Definición 3.23
Sea V ⊂ Cn una variedad algebraica af́ın que contiene al punto O. Sea B la explosión
de O en Cn y sea π : B Ñ Cn la función definida en la observación 3.22. La explosión
de O en V está definida como

Ṽ = π−1(V \O) ⊂ B.

Restringiendo π a Ṽ obtenemos una función racional π : Ṽ Ñ V .

Proposición 3.24
La función racional π : Ṽ Ñ V define un isomorfismo entre V \O y Ṽ \ π−1(O)

Demostración. Definimos ρ : Cn \O Ñ Cn × Pn−1 como

ρ(x1, . . . , xn) =
(
(x1, . . . , xn), [x1 : · · · : xn]

)
.

Claramente ρ está bien definida y es la inversa de π. Como además es una función
regular, entonces al restringir obtenemos el resultado.

Definición 3.25
Sean V ⊂ Cn una variedad algebraica af́ın, B la explosión de O en Cn y Ṽ la explosión
de O en V . El divisor excepcional de la explosión es E = π−1(O) ∩ Ṽ .

Observación 3.26
En cada explosión obtenemos un nuevo divisor excepcional, el cual puede constar de
varias componentes irreducibles. Cuando obtenemos una resolución explotando, al final
nos queda la unión de todos los divisores excepcionales al cual también denotamos por
E y es llamado el divisor excepcional de la resolución.

Definición 3.27
En el caso en que V es una superficie o una curva con singularidad aislada, una buena
resolución Ṽ consiste de una resolución en la cual las componentes irreducibles Ei del
divisor excepcional de la resolución E = E1∪· · ·∪Ek, son todas suaves y se intersectan
de manera transversal. Es decir, la suma directa de sus espacios tangentes nos da el
espació tangente de la variedad algebraica Ṽ . Además pedimos que

Ei ∩ Ej ∩ El = ∅.

Observación 3.28
Si tenemos una resolución φ : Ṽ Ñ V que no es buena, entonces pueden suceder tres
cosas:

(1) Alguna componente Ei del divisor excepcional E tiene un punto p singular.

(2) Dos componentes no se intersectan transveralmente en un punto p; es decir se
intersectan de manera tangnte.
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(3) Existe un punto p que está en tres componentes irreducibles distintas del divisor
excepcional E.

En los tres casos podemos utilizar la observación 3.21 para ir explotando el punto p. Al
final en un número finito de pasos obtenemos a partir de nuestra resolución φ : Ṽ Ñ V
una buena resolución

Antes de proseguir veamos algunos ejemplos, pero antes de adentrarnos en las
superficies V = V (h) que tenemos, empecemos con algo más manejable: curvas.

Ejemplo 3.29
El caso de h(x, y) = y2 − x3 Entonces obtenemos la siguiente curva:

x

y

Figura 3.1: Imagen real de la curva y2 − x3

Como se tienen dos cartas Bi = {((x, y), [t1 : t2]) ∈ B | ti 6= 0}, comenzamos con
t1 6= 0. Tomamos u = t2/t1 obtenemos y = xu y aśı tenemos

0 = h(x, y) = h(x, xu) = x2u2 − x3 = x2(u2 − x).

Esto sucede si y solo śı x = 0 ó u2 − x = 0, pero si x = 0, entonces u = 0. Aśı en la
primera carta obtenemos que

B1 ∩ Ṽ = V (u2 − x)

y como el gradiente de u2 − x es

(−1, 2u) 6= (0, 0)

tenemos que en esta carta Ṽ es una curva suave. Además el divisor excepcional es

E ∩B1 = {
(
(x, y), u

)
∈ B1 ∩ Ṽ | x = 0} = {

(
(0, 0), 0

)
}.
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En la segunda carta se tiene t2 6= 0 y tomando v = t1/t2 obtenemos x = yv. Con esto
vemos que

0 = h(x, y) = h(yv, y) = y2 − y3v3 = y2(1− yv3).
Esto se cumple si y sólo si y = 0 ó 1− yv3 = 0. Si y = 0, entonces x = 0. Entonces en
la segunda carta se tiene que

B2 ∩ Ṽ = V (1− yv3).

y el gradiente de 1− yv3 es
(−3v2y,−v3)

el cual solo se anula en el (0, 0), pero éste no es un punto en B2 ∩ Ṽ y por lo tanto
tenemos que la curva en esta carta es no singular. El divisor excepcional está dado por

E ∩B2 = {(v, y) ∈ B2 ∩ Ṽ | y = 0} = ∅.

Ahora veamos algunos ejemplos de superficies. Empecemos con el polinomio h(x, y, z) =
xn + yz que asociado al grupo ćıclico Cn.

Observación 3.30
En la segunda carta tomando x = v1y y z = v3y el polinomio h se convierte en
y2(vn1 yn−2 + v3). Aśı la superficie Ṽ está dada por la ecuación

vn1 y
n−2 + v3 = 0.

En esta carta no tenemos singularidades ya que el gradiente de vn1 yn−2 + v3 es(
nvn−1

1 yn−2, (n− 2)yn−3vn1 , 1
)
6= (0, 0, 0).

Además en esta carta el divisor excepcional E∩B2 consiste de los puntos que cumplen
y = 0 y vn1 yn−2 + v3 = 0. Esto sucede si y sólo si v3 = 0 y v1 es libre. Por lo tanto

E ∩B2 = {(t, 0, 0) | t ∈ C}.

En la tercera carta tampoco aparecen singularidades ya que de manera análoga a la
segunda carta obtenemos una superficie definida por el polinomio

wn1 z
n−2 + w2

el cual tiene el siguiente gradiente(
nwn−1

1 zn−2, 1, (n− 2)zn−3wn1
)
6= (0, 0, 0).

Igualmente de manera análoga obtenemos que en esta carta el divisor excepcional se
ve como

E ∩B3 = {(w1, 0, 0) | w1 ∈ C}.
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Además bajo el cambio de coordenadas notamos que la curva que encontramos en la
primera carta, la cual forma parte del divisor excepcional, es distinta a la curva que
encontramos en la segunda carta, la cual también forma parte del divisor excepcional.
Aśı vemos que el divisor excepcional tiene dos componentes irreducibles.
La singularidad aparece en la primera carta, en la cual tomando y = u2x y z = u3z el
polinomio h se convierte en x2(xn−2 + u2u3). La superficie generada por el polinomio

xn−2 + u2u3

y es justamente la superficie asociada al grupo ćıclico Cn−2. Además el divisor excep-
cional en esta carta es

E ∩B1 = {(0, u2, 0) | u2 ∈ C} ∪ {(0, 0, u3) | u3 ∈ C}.

La curva {(0, u2, 0) | u2 ∈ C} es enviada por el cambio de coordenadas de B1 a B2 a la
curva {(v1, 0, 0) | z1 = 0}, y la curva {(0, 0, u3) | u3 ∈ C} es enviada por el cambio de
coordenadas B1 Ñ B3 a la curva {(w1, 0, 0) | w1 ∈ C}. Ademas estas dos componentes
se intersectan de manera transversal.
Por lo tanto si n = 2k + 1 es impar podemos, mediante k − 1 explosiones, reducir
la resolución de la singularidad de Cn a simplemente resolver la singularidad de C3.
En el caso de n = 2k par, esto se traduce, mediante k − 1 explosiones, a resolver la
singularidad de C2.

Ejemplo 3.31
Demos la resolución de la singularidad de la superficie V asociada a C2 definida por
x2 + yz. En la primera carta tomando y = u2x y z = u3x tenemos que el polinomio se
convierte en el polinomio x2(1 + u2u3). La superficie Ṽ ∩B1 definida por el polinomio

1 + u2u3

tiene el siguiente gradiente
(0, u3, u2)

el cual es cero si y sólo si u2 = u3 = 0, pero estos puntos no pertenecen a Ṽ ∩ B1.
Su divisor excepcional en esta carta está dado por los puntos x = 0 y 1 + u2u3 = 0.
Entonces el divisor excepcional en esta carta se ve como

E ∩B1 =
{

(0, t,−1
t
) | t ∈ C \ {O}

}
.

En la segunda carta obtenemos que h se convierte en el siguiente polinomio y2(v2
1 +v3).

La superficie en esta carta está definida por el polinomio

v2
1 + v3
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el cual tiene el siguiente gradiente

(2v1, 0, 1) 6= (0, 0, 0).

Entonces Ṽ ∩ B2 no tiene puntos singulares, y el divisor excepcional en esta carta
consiste de los puntos y = 0 y v2

1 +v3 = 0, entonces el divisor excepcional en esta carta
es

E ∩B2 = {(t, 0,−t2) | t ∈ C}.

Como v1 = 1/u2, v3 = u3/u2 y y = u2x, entonces la curva (0, t,−1/t) en B1 bajo las
coordenadas de B2 es (1/t, 0,−1/t2) que es exactamente la curva E ∩B2.
El caso de la tercera carta es análogo, solo hay que escribir w1 = v1, z = y y w2 = v3.
Entonces la nueva superficie no tiene puntos singulares y el divisor excepcional tiene
una sola componente.

Aśı para el caso de n par tenemos una buena resolución para las superficies aso-
ciadas a Cn.

Ejemplo 3.32
Consideremos el caso de la superficie V generada por el polinomio x3 + yz, asociada
al grupo ćıclico G = C3, la cual tiene una singularidad en O = (0, 0, 0). En la primera
carta tomando y = u2x y z = u3x tenemos que el polinomio se convierte en el polinomio
x2(x+ u2u3). La superficie entonces está definida por la ecuación polinomial

x+ u2u3 = 0

y el polinomio x+ u2u3 tiene como gradiente a

(1, u3, u2) 6= (0, 0, 0).

Entonces en esta carta no hay puntos singulares. El divisor excepcional en esta carta
consiste de los puntos x = 0 y x+u2u3 = 0, y esto se cumple en los puntos de la forma
(0, u1, 0) y (0, 0, u3). Por lo tanto

E ∩B1 = {(0, t, 0 | t ∈ C} ∪ {(0, 0, t) | t ∈ C}.

Además notemos que en esta carta las componentes irreducibles del divisor excepe-
cional se intersectan de manera transversal. En la segunda carta obtenemos que el
el polinomio x3 + yz se convierte en y2(v3

1y − v3), y aśı la superficie en esta carta
está definida por la ecuación

v3
1y + v3 = 0

y el polinomio v3
1y + v3 = 0 tiene gradiente

(2v2
1, v

3
1, 1) 6= (0, 0, 0).
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El divisor excepcional en esta carta está definido por las ecuaciones y = 0 y v3
1y+v3 = 0,

y esto se cumple para los puntos de la forma (v1, 0, 0). Por lo tanto

E ∩B2 = {(t, 0, 0) | t ∈ C}.

Bajo el cambio de coordenadas x = v1y, u2 = 1/v1 y u3 = v3/v1 esta curva es enviada
a la curva {(0, 1/t, 0)} en la carta B1, y por tanto es una de las componentes de E∩B1.
En la última carta tomando x = w1z y y = w2z, el polinomio x3 + yz se convierte en
el polinomio z2(w3

1z + w2), y la superficie está definida por el polinomio

w3
1z + w2

el cual tiene gradiente
(3w2

1z, 1, w3
1) 6= (0, 0, 0).

El divisor excepcional en esta carta está dado por las ecuaciones z = 0 y w3
1z+w2 = 0,

las cuales solo satisfacen puntos de la forma (w1, 0, 0). Entonces

E ∩B3 = {(t, 0, 0) | t ∈ C}.

Bajo el cambio de coordenadas x = w1z, u2 = w2/w1 y u3 = 1/w1 la curva {(t, 0, 0)}
es enviada a la curva {(0, 0, 1/t)} que es la otra componente de E ∩ B1. Aśı tenemos
una superficie sin singularidades, y el divisor excepcional tiene dos componentes.

Con esto concluimos que en general para lo grupos ćıclicos podemos obtener buenas
resoluciones de los puntos singulares de las superficies asociadas.

Otro ejemplo similar es el caso de las superficies obtenida por la acción del grupo
binario dihédrico D̃n.

Observación 3.33
La superficie V asociada al grupo binario dihédrico D̃n está definida por el polinomio
z2 +x(y2 +xn) = z2 +xy2 +xn+1. En la primera carta (haciendo un abuso de notación)
tomando y = yx y z = zx el polinomio z2 + xy2 + xn+1 se convierte en el siguiente
polinomio x2(z2 + xy2 + xn−1). La superficie Ṽ en esta carta está definida por

z2 + xy2 + xn−1 = 0.

El polinomio z2 +xy2 +xn−1 nos define la superficie asociada al grupo dihédrico D̃n−2
y tiene gradiente (

y2 + (n− 1)xn − 2, 2xy, 2z
)

que se anula únicamente en O. El divisor excepcional está dado por las ecuaciones
x = 0 y z2 + xy2 + xn−1 = 0, las cuales se cumplen solo para puntos de la forma
(0, y, 0). Entonces

E1 ∩B1 = {(0, t, 0) | t ∈ C}.
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En la segunda carta tomando x = xy y z = zy el polinomio z2 +xy2 +xn+1 se convierte
en el polinomio y2(z2 + xy + xn+1yn−1), y la superficie Ṽ en esta carta está definida
por

z2 + xy + xn+1yn−1 = 0

y el polinomio z2 + xy + xn+1yn−1 tiene el siguiente gradiente(
y
(
1 + (n+ 1)xnyn−2

)
, x
(
1 + (n− 1)xnyn−2

)
, 2z

)
.

el cual se anula solamente en O; notemos que esta singularidad es distinta de la sin-
gularidad encontrada en la primera carta, ya que el cambio de coordenadas de la
primera carta a la segunda está definido sólo para los puntos donde la primera en-
trada es distinta de cero. El divisor excepcional está dado por las ecuaciones y = 0
y z2 + xy + xn+1yn−1 = 0 y estas ecuaciones se cumplen sólo en los puntos (x, 0, 0).
Entonces

E1 ∩B2 = {(t, 0, 0) | t ∈ C},

lo cual es otra componente del divisor excepcional, por las mismas razones que se
expusieron para ver que tenemos otra singularidad en esta carta.
Por último en la tercera carta tomando x = zx y y = yz el polinomio z2 + xy2 + xn+1

se convierte en el polinomio z2(1 + xy2z + xn+1zn−1). La superficie que obtenemos de
explotar en esta carta está definida por la ecuación

1 + xy2z + xn+1zn−1 = 0

y el polinomio 1 + xy2z + xn+1zn−1 tiene gradiente(
xy2z + (n+ 1)xnzn−1, 2xyz, (n− 1)xn+1zn−2

)
.

Entonces el gradiente se anula cuando x = 0 ó y = 0 ó z = 0. Pero los puntos
(0, y, z) y (x, y, 0) no están en la superficie y el caso y = 0 implica en la primera
componente del gradiente que z = 0 o x = 0. Por lo tanto los puntos donde el gradiente
no tiene rango 1 no están sobre la superficie, y aśı concluimos que la superficie es
suave. El divisor excepcional está definido, en esta carta, por las ecuaciones z = 0 y
1+xy2z+xn+1zn−1 = 0, pero la colección de puntos que cumplen estas dos ecuaciones
es vaćıo, es decir

E1 ∩B3 = ∅.

Aśı en esta explosión tenemos dos puntos singulares, donde cada uno aparece sólo en
una carta. La superficie en la primera carta es la superficie asociada al grupo binario
dihédrico D̃n−2, aśı que nos enfocamos en el segundo punto.
Este punto está en la superficie definida por el polinomio z2 +xy+xn+1yn−1, entonces
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en la primera carta tomando y = yx y z = zx se convierte en el polinomio x2(z2 + y+
x2n−2yn−1) y aśı nuestra nueva superficie está definida por la ecuación

z2 + y + x2n−2yn−1 = 0.

El polinomio z2 + y + x2n−2yn−1 tiene el siguiente gradiente(
(2n− 2)x2n−3yn−1, 1 + (n− 1)x2n−2yn−2, 2z

)
,

el cual nunca se anula. El divisor excepcional en esta carta está dado por las ecuaciones
x = 0 y z2 + y + x2n−2yn−1 = 0. Entonces

E2 ∩B1 = {(0,−t2, t) | t ∈ C}.

El divisor excepcional que tenemos de la primera explosión está definido por las ecua-
ciones y = 0 y z2 + y + x2n−2yn−1 = 0, entonces en esta carta se ve como

E1 ∩B1 = {(t, 0, 0) | t ∈ C},

y por tanto las dos curvas se intersectan de manera transversal.
En la segunda carta obtenemos una superficie definida por la ecuación polinomial

z2 + x+ xn+1y2n−2 = 0.

El polinomio z2 + x+ xn+1y2n−2 tiene gradiente(
1 + (n+ 1)xny2n−2, (n− 2)xn+1y2n−3, 2z

)
,

el cual nunca se anula, y por lo tanto no hay puntos singulares. El divisor excepcional
en esta carta está dada por las ecuaciones polinomiales y = 0 y z2 +x+xn+1y2n−2 = 0,
de esto concluimos que

E2 ∩B2 = {(0,−t2, t) | t ∈ C}.

Bajo un cambio de coordenadas vemos que este divisor se corresponde con el que se
encontró en la primera carta.
Para terminar, en la tercera carta la superficie está definida por la ecuación polinomial

1 + xy + xn+1yn−1z2n−2 = 0.

El polinomio 1 + xy + xn+1yn−1z2n−2 tiene gradiente(
y + (n+ 1)xnyn−1z2n−2, x+ (n− 1)xn+1yn−2z2n−2, (2n− 2)xn+1yn−1z2n−3

)
,

el cual se anula cuando x = 0 ó y = 0, ó z = 0. Pero notemos que los puntos con
x = 0 ó y = 0 no están en la superficie y el caso z = 0 implica que y = 0 y x = 0.
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Por lo tanto, no tenemos puntos singulares. El divisor excepcional está definido por
las ecuaciones z = 0 y 1 + xy + xn+1yn−1z2n−2 = 0 por lo cual concluimos que

E2 ∩B3 =
{(1

t
,−t, 0

)}
.

Esto corresponde bajo el cambio de coordenadas a la misma componente que encontra-
mos en las otras dos cartas. Además, el divisor excepcional que se obtuvo en la primera
explosión en esta carta está definido por las ecuaciones y = 0 y 1+xy+xn+1yn−1z2n−2 =
0. De esto concluimos que

E1 ∩B3 = ∅.
Al final de estas explosiones tenemos que el divisor excepcional está conformado por
dos curvas que se intersectan transversalmente.

Con el ejemplo anterior vemos que de manera análoga a los grupos ćıclicos, la
resolución de las superficies asociadas al grupos binario dihédrico D̃n se reduce a
resolver la superficie asociada a D̃2 cuando n es par, y a resolver la superficie dada
por D̃3 cuando n es impar. Estos dos casos son nuestros siguientes ejemplos. Estas
resoluciones van a ser también buenas resoluciones.

Ejemplo 3.34
En el caso de D̃2 la superficie está definida por la ecuación

z2 + xy2 + x3 = 0.

Para la primera carta tomamos y = yx y z = zx para obtener la superficie Ṽ1 ∩ B1
dada por la ecuación

z2 + xy2 + x = 0.
El polinomio z2 + xy2 + x tiene gradiente

(y2 + 1, 2xy, 2z),

el cual sólo se anula en los puntos (0, i, 0) y (0,−i, 0), los cuales śı están sobre la
superficie. El divisor excepcional dado por x = 0 y z2 + xy2 + x = 0 está dado como

E1 ∩B1 = {(0, t, 0) | t ∈ C}.

En la segunda carta tenemos tomando x = xy y z = zy, que la superficie Ṽ1 ∩ B2
está definida por la ecuación polinomial

xy + yx3 + z2 = 0.

El polinomio xy + yx3 + z2 tiene gradiente(
y(1 + 3x2), x(1 + x2), 2z

)
,
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el cual se anula en O, (i, 0, 0) y (−i, 0, 0) que son puntos en la superficie. El divisor
excepcional está definido por y = 0 y xy + yx3 + z2 = 0 y es de la forma

E1 ∩B2 = {(t, 0, 0) | t ∈ C}.

Bajo un cambio de coordenadas vemos que éste se corresponde con el divisor que
tenemos en la primera carta.
En la tercera carta tenemos tomando x = xz y y = yz, que la superficie Ṽ1 ∩ B3
está definida por la igualdad

1 + zxy2 + x3z = 0.

Esta superficie no tiene puntos singulares ya que el gradiente de 1 + zxy2 + x3z es

(zy2 + 3zx2, 2xyz, xy2 + x3),

el cual se anula solamente cuando x = 0 ó y = 0 ó z = 0. Pero los puntos con x = 0
ó z = 0 no están en la superficie y el caso de y = 0 implica que x = 0. El divisor
excepcional está dado por las ecuaciones z = 0 y 1 + zxy2 + x3z = 0, pero ningún
punto las satisface a las dos por lo tanto

E1 ∩B3 = ∅.

En la superficie Ṽ1 ∩B2 es donde nos aparecen todos los puntos singulares siendo uno
de estos O. Aśı explotando esta superficie Ṽ1 ∩ B2 definida por xy + yx3 + z2 en O
obtenemos en la primera carta una superficie Ṽ2 ∩B1 definida por la igualdad

y + yx2 + z2 = 0.

El polinomio y + yx2 + z2 tiene como gradiente a

(2xy, 1 + x2, 2z),

el cual solo se anula en los puntos (i, 0, 0) y (−i, 0, 0) los cuales śı están en la superficie.
El divisor excepcional está dado por x = 0 y y + yx2 + z2 = 0 y por lo tanto tenemos

E2 ∩B1 = {(0,−t2, t) | t ∈ C}.

El divisor que ya tenemos de la primera explosión está definido por y = 0 y y+ yx2 +
z2 = 0 entonces en está carta se ve como E1 ∩ B1 = {(t, 0, 0) | t ∈ C}, y por tanto
estas dos curvas se intersectan transversalmente. En la segunda carta obtenemos la
superficie Ṽ2 ∩B2 definida por la ecuación

x+ y2x3 + z2 = 0.
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El polinomio x+ y2x3 + z2 tiene como gradiente a(
1 + 2y2x2, 2yx3, 2z

)
,

el cual nunca se anula, es decir no hay singularidades en Ṽ2∩B2. El divisor excepcional
está dado por las ecuaciones y = 0 y x+ y2x3 + z2 = 0, y por lo tanto tenemos

E2 ∩B2 = {(−t2, 0, t) | t ∈ C},

que bajo el cambio de coordenadas de B2 a B1 es enviado a E1 ∩B2.
En la tercera carta tenemos la superficie Ṽ2 ∩B3 definida por la ecuación

xy + x3yz2 + 1 = 0.

El polinomio xy + x3yz2 + 1 tiene el siguiente gradiente(
y(1 + 3x2z2), x(1 + x2z2), 2x3yz

)
,

el cual sólo se anula si x = 0 ó y = 0 ó z = 0. Los puntos con x = 0 ó y = 0
no están en Ṽ2 ∩ B3, y en el caso z = 0 tenemos y = 0 y x = 0, pero O tampoco
está en Ṽ2 ∩ B3. Aśı que Ṽ2 ∩ B3 es una superficie suave. El divisor excepcional en
esta carta está definido por z = 0 y xy + x3yz2 + 1 = 0. Pero ningún punto satisface
simultáneamente las dos ecuaciones. Aśı concluimos que

E2 ∩B3 = ∅.

El divisor E1 está dado, en esta carta, por las ecuaciones y = 0 y xy + x3yz2 + 1 = 0,
las cuales no se cumplen al mismo tiempo para ningún punto y por tanto

E1 ∩B3 = ∅.

En la primera carta de la superficie Ṽ2 nos aparecen dos singularidades (i, 0, 0) y
(−i, 0, 0) distintas de O. Por la observación 3.21 podemos explotar en alguna de ellas,
pero antes hay que hacer un cambio de variable. Tomando x = x − i, como Ṽ2 ∩ B2
está definida por el polinomio y+yx2 +z2 al sustituir nos queda el siguiente polinomio

yx2 − 2ixy + z2.

En la primera carta obtenemos la superficie Ṽ3 ∩B1 definida por

yx− 2iy + z2 = 0.

El gradiente del polinomio yx− 2iy + z2 es

(y, x− 2i, 2z),
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el cual se anula solamente en el punto (2i, 0, 0) el cual si está en Ṽ3 ∩ B1. El divisor
excepcional en esta carta está definido por x = 0 y yx− 2iy+ z2 = 0, y aśı concluimos
que

E3 ∩B1 = {(0,−t
2i

2 , t) | t ∈ C}.

En la segunda carta tenemos la superficie Ṽ3 ∩B2 definida por la ecuación

x2y − 2ix+ z2 = 0.

Ésta superficie no tiene puntos singulares ya que el gradiente del polinomio x2y−2ix+
z2 es

(2xy − 2i, x2, 2z),
ya que los polinomios 2xy − 2i y x2 no se pueden anular simultáneamente. El divisor
excepcional está definido por y = 0 y x2y − 2ix+ z2 = 0. Entonces

E3 ∩B2 = {(−it
2

2 , 0, t) | t ∈ C}.

Bajo el cambio de coordenadas este divisor se corresponde con el que obtuvimos en la
primera carta. El divisor E2 está definido en esta carta por x = 0 y x2y− 2ix+ z2 = 0
entonces está dado como

E2 ∩B2 = {(0, t, 0) | t ∈ C},

y por tanto los divisores E2 y E3 se intersectan en esta carta transversalmente.
En la tercera carta tenemos la superficie Ṽ3 ∩B3 definida por

x2yz − 2ixy + 1 = 0.

El gradiente del polinomio x2yz − 2ixy + 1 es

(2xyz − 2iy, x2z − 2ix, x2y),

el cual no se anula en ningún punto de Ṽ3 ∩ B3. El divisor excepcional E3 ∩ B3 que
aparece en esta carta es una curva suave que corresponde al divisor excepcional que
tenemos en las otras cartas. El divisor E2 no aparece en esta carta ya que ningún
punto satisface al mismo tiempo x = 0 y x2yz − 2ixy + 1 = 0.
Por ultimo como en la primera carta Ṽ3∩B1 tiene una singularidad en (2i, 0, 0) tomando
x = x+ 2i y sustituyendo en yx− 2iy + z2 para obtener el polinomio

xy + z2

En la primera carta tenemos una superficie Ṽ4 ∩B1 definida por

y + z2 = 0.
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El polinomio y + z2 no es singular en Ṽ4 ∩B1 ya que su gradiente es

(0, 1, 2z) 6= (0, 0, 0).

El divisor excepcional está definido por x = 0 y y + z2 = 0, entonces es

E4 ∩B1 = {(0,−t2, t) | t ∈ C}.

En la segunda carta tenemos la superficie Ṽ4 ∩B2 dada por

x+ z2 = 0.

El polinomio x+ z2 no es singular ya que su gradiente es

(1, 0, 2z) 6= (0, 0, 0).

El divisor excepcional está determinado por los puntos que cumplen y = 0 y x+z2 = 0,
que son de la forma

E4 ∩B2 = {(−t2, 0, t) | t ∈ C},
y éste se corresponde con el cambio de coordenadas con el divisor que tenemos en la
primera carta. El divisor E3 está definido en esta carta por x = 0 y x+z2 = 0 entonces
es

E3 ∩B2 = {(0, t, 0) | t ∈ C},
y por tanto se intersectan transversalmente en esta carta.
En la tercera carta tenemos la superficie Ṽ4 ∩B3 definida por

yx+ 1 = 0.

Esta superficie no tiene puntos singulares ya que el gradiente de yx+ 1 es

(y, x, 0),

y sólo se anula en puntos que no están en Ṽ4 ∩ B3. El divisor excepcional está dado
por z = 0 y yx+ 1 = 0 entonce es

E4 ∩B3 =
{

(1
t
,−t, 0) | t ∈ C \ {0}

}
.

El divisor E3 no aparece en esta carta por que está definido por x = 0 y yx + 1 = 0
las cuales no se satisfacen al mismo tiempo.
Aśı hemos obtenido al final de este proceso una buena resolución para D̃2 en la cual
el divisor excepcional tiene 4 componentes irreducibles.

Para terminar con nuestros ejemplos estudiemos rápida y superficialmente el caso
de D̃3.
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Ejemplo 3.35
Demos ahora la resolución explotando de la superficie V definida por el grupo D̃3 la
cual está definida por el polinomio

z2 + xy2 + x4.

En la primera carta obtenemos la superficie Ṽ1 ∩B1 definida por el polinomio

z2 + xy2 + x2

el cual tiene gradiente
(2x+ y2, 2xy, 2z).

Por lo tanto Ṽ1∩B1 tiene un punto singular en O. El divisor excepcional en esta carta
está definido por x = 0 y z2 + xy2 + x2 = 0 entonces es de la forma

E1 ∩B1 = {(0, t, 0) | t ∈ C}.

En la segunda carta la superficie Ṽ1 ∩ B2 tiene una singularidad en O la cual no se
corresponde bajo el cambio de coordenadas con la singularidad obtenida en la primera
carta. La componente del divisor excepcional que aparece en esta carta es la misma
de la primera carta.
En la tercera carta no aparecen nuevas singularidades ni nuevas componentes del di-
visor excepcional.
A continuación explotemos la superficie Ṽ1∩B1 en O. En la primera carta en la super-
ficie Ṽ2∩B1 no aparecen singularidades y aparece dos nuevas componentes irreducibles
E2 y E3 del divisor excepcional.
En la segunda carta la superficie Ṽ2∩B2 tiene una singularidad en O y las componentes
del divisor excepcional E2 y E3 son las mismas que se obtuvieron en la primera carta
y además intersectan a la componente de E1 transversalmente en O.
En la tercera carta la superficie Ṽ2∩B3 no tiene singularidades y aparecen las mismas
componentes E2 y E3 que tenemos en las otras cartas y aparece en esta carta la com-
ponente E1.
Explotemos ahora la superficie Ṽ2 ∩ B2. En la primera carta la superficie Ṽ3 ∩ B1 no
tiene singularidades, aparece una sola nueva componente E4 del divisor excepcional la
cual intersecta transversalmente a las componentes E1, E2 y E3 en los puntos(0,−1, 0),
(0, 0, i) y (0, 0,−i) respectivamente.
En la segunda carta la superficie Ṽ3∩B2 no tiene puntos singulares y aparece la misma
componente E4 que obtuvimos en la primera carta.
Por último en la tercera carta la superficie Ṽ3∩B3 es suave y tiene la misma componen-
te E4 que tenemos en las otras dos cartas la cual también intersecta transversalmente
a las componentes E2 y E3 en los puntos (i, 0, 0) y (−i, 0, 0). La componente E1 no
aparece en esta carta.
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Explotemos ahora la superficie Ṽ1 ∩B2 en O. En la primera carta la superficie Ṽ4 ∩B1
no tiene singularidades y el divisor excepcional E5 en esta carta consta de una sola
componente que intersecta transversalmente a la componente E1.
En la segunda carta tenemos la superficie Ṽ4 ∩ B2 la cual es suave y contiene a la
misma componente de E5 que aparece en la primera carta.
En la tercera carta tenemos la superficie Ṽ4∩B3 la cual no tienen singularidades y tiene
la misma componente de E5 que aparecen en las dos primeras cartas, y no contiene la
componente E1.
Aśı al final tenemos una resolución de V para la cual el divisor excepcional consta
de cinco componentes irreducibles E1,E2,E3,E4 y E5 las cuales se intersectan de la
siguiente manera

E5 ∩ E1 6= ∅ E1 ∩ E4 6= ∅ E4 ∩ E2 6= ∅ y E4 ∩ E3 6= ∅.

Observación 3.36
No todas las singularidades se pueden resolver explotando puntos singulares, el ejemplo
clásico es el paraguas de Whitney dado por la ecuación

x2 − y2z = 0.

Esta superficie tiene como conjunto singular todos los puntos donde el gradiente

(2x,−2yz,−y2)

se anula, el cual es todo el eje z. De la gráfica real (ver figura3.2), vemos que el origen
O es un punto singular distinto, por lo cual parece una buena elección como centro de
la explosión.
En la carta z tomando x = xz y y = yz, este polinomio se convierte en el polinomio

dado por z2(x2−yz), y la superficie que obtenemos en esta carta es otra vez el paraguas
de Whitney. De esto concluimos que por más que explotemos no vamos a obtener una
resolución de la superficie.
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Figura 3.2: Gráfica real del paraguas de Whitney

3.4. Número de intersección
Observación 3.37
Notemos que una buena resolución no existe de manera única, ya que si φ : Ṽ Ñ V es
una buena resolución con divisor excepcional E y volvemos a explotar en O obtenemos
una nueva resolución ψ : Ṽ1 Ñ V la cual es otra vez buena y su divisor excepcional
consiste de E y una nueva componente excepcional. Por lo tanto los espacios Ṽ y Ṽ1
no son difeomorfos.

Para resolver ésta posible ambigüedad consideramos el siguiente tipo particular de
resoluciones.
Definición 3.38
Una resolución φ : Ṽ Ñ V es una resolución mı́nima si para cualquier otra resolución
ψ : Ṽ1 Ñ V existe una función racional ρ : Ṽ1 Ñ Ṽ tal que ψ = φ ◦ ρ.

Por la observación 3.28 si tenemos una resolución mı́nima podemos obtener una
buena resolución. Determinar cuando una resolución es mı́nima con la definición que
tenemos es complicado, pero con los números de intersección podemos determinar con
el divisor excepcional cuando la resolución es mı́nima.
Definición 3.39
El número de intersección de superficie de Riemann S en una superficie algebraica Ṽ
no singular, denotado por S • S es la clase de Euler de su haz normal en Ṽ evaluada
en el clase [S] ∈ H2(S;Z).
Proposición 3.40
Si explotamos el plano complejo C2 en un punto, el divisor excepcional es una copia
de P1 con número de interesección −1.
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Demostración. Claramente de la definición 3.20 claramente se tiene para cualquier
punto p ∈ C2 que

π−1(p) ∼= P1.

Para ver que tiene número de intersección −1 ver [30, Caṕıtulo 3].

La proposición rećıproca a la proposición anterior es la siguiente:

Proposición 3.41 (Criterio Castelnuovo)
Sea Ṽ una superficie algebraica no singular y C una curva homeomorfa a P1 con
número de intersección −1. Entonces se C puede implotar (blow down) para obtener
una nueva superficie no singular.

Demostración. Éste es una caso particular de un teorema de Castelnouvo más general
para divisores excepcionales de tipo excepcional (ver [6, Caṕıtulo 3, pp. 64]).

Teorema 3.42
La resolución mı́nima está caracterizada por no contener curvas no singulares con
número de intersección −1.

Demostración. Ver [2, pp. 106].

En general calcular los números de intersección del divisor excepcional no es trivial
y en la siguiente sección proponemos una forma de ver que las resoluciones de las
singularidades aisladas asociadas a los grupos Cn y D̃n son mı́nimas, mediante las
gráficas duales.

3.5. Gráfica dual
Las resoluciones de las superficies dadas por Cn y D̃n que obtuvimos en la sección

3.3 por lo expuesto en la sección 3.4 son buenas resoluciones que además son únicas,
al ser mı́nimas. Les podemos asociar una gráfica Γ de la siguiente manera: Si el divisor
excepcional es de la forma

E = E1 ∪ · · · ∪ Ek
donde cada Ei es una curva irreducible, tenemos un vértice vi por cada componente
Ei. Si además las componentes Ei y Ej se intersectan entonces los vértices vi y vj van
a estar unidos por una arista en Γ. Ésta gráfica es conocida como la gráfica dual de la
resolución.

Observación 3.43
Notemos que la gráfica de la resolución no es necesariamente única, a menos que
tengamos la resolución mı́nima.
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Ejemplo 3.44
En el caso de los grupos ćıclicos Cn vimos que en el caso par n = 2k tenemos que
explotar k − 1 veces para llegar al caso de C2 ya que en cada explosión disminuimos
en dos el grado del polinomios x2k − yz. Además vimos en la observación 3.30 que
al divisor excepcional la agregamos por cada explosión dos componentes irreducibles
que se intersectan en el nuevo punto singular, aśı cuando explotamos una componente
intersecta solo una de las componentes del nuevo divisor excepcional. El divisor ex-
cepcional de C2 consta de una sola componente irreducible como vimos en el ejemplo
3.31, aśı el divisor excepcional de la resolución consta de

2k − 2 + 1 = 2k − 1 = n− 1,

componentes irreducibles.
En el caso impar con n = 2k + 1 tenemos que explotar k − 1 veces para llegar al
caso de C3. En cada explosión le agregamos el divisor excepcional dos componentes
irreducibles que se intersectan en el nuevo punto singular, aśı cuando explotamos una
componente intersecta sólo una de las componentes del nuevo divisor excepcional. Y
como vimos en el ejemplo 3.32 el divisor excepcional de C3 consta de dos componentes
irreducibles, aśı, al final el divisor excepcional de la resolución consta de

2k − 2 + 2 = 2k = n− 1,

componentes irreducibles.
Es decir en el caso de los grupos ćıclicos Cn la gráfica Γ asociada a la resolución
mı́nima tiene n− 1 vértices, y siguiendo como se van intersectando en cada explosión
obtenemos la siguiente gráfica llamada diagrama de Dynkin de tipo An−1 que es

Figura 3.3: Diagrama asociado a la resolución de xn − yz = 0, con n− 1 vértices
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Ejemplo 3.45
En el caso de D̃n en la observación 3.33 que en cada explosión disminuimos el grado
del polinomio z2 + xy + xn+1 en dos, por lo que si n = 2k ó n = 2k + 1 después de
k− 1 explosiones llegamos el caso de D̃2 o al caso de D̃3. Además en cada explosión le
agregamos al divisor excepcional dos componentes irreducibles que se intersectan y un
nuevo punto singular que está en solo una de las componentes. Aśı al final obtenemos
de los ejemplos 3.34 y 3.35 que tenemos n+ 2 vértices y siguiendo como se intersectan
después de cada cada explosión obtenemos la siguiente gráfica llamada diagrama de
Dynkin de tipo Dn+2 que es

Figura 3.4: Diagrama asociado a la resolución de z2 + x(xn + y2), con n+ 2 vértices

Para los últimos casos que corresponden a las superficies obtenidas de los grupos
binarios Ã4, S̃4 y Ã5 podemos obtener, de manera análoga a los grupos Cn y D̃n,
explotando una buena resolución que también resulte ser mı́nima. Pero presentamos
el siguiente algoritmo para obtener en general las gráficas asociadas a las resoluciones
mı́nimas.

3.6. Algoritmo de la Gráfica Dual
Presentaremos primero un algoritmo para obtener la gráfica dual de la resolución

mı́nima, aśı como el número de intersección de las componentes del divisor excepcional
de la resolución. Este algoritmo fue dado en [20, 19], y está basado en obtener una
buena resolución para una curva.

Empezamos notando que todos los polinomios f ∈ C[x, y, z] que obtenemos de
los grupos finitos de SU(2) son de la forma xn + g(y, z), donde g ∈ C[y, z] es un
polinomio en dos variables. A continuación damos una resolución de la curva plana γ
definida por g(y, z) mediante explosiones; a diferencia del caso de superficies siempre
podemos obtener una resolución (que además sea buena, por la observación 3.28). A
ésta resolución le asociamos de manera análoga al caso de superficies una gráfica como
sigue.

En cada explosión de la curva γ, el divisor excepcional de la resolución son puntos
disjuntos. Pero como también estamos explotando la superficie C2, estos puntos están
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sobre copias del espacio proyectivo P1 por la proposición 3.40. De hecho visto en las
cartas locales de P1 estos puntos están en la intersección de la curva Ei ∼= P1 y otra
curva algebraica. Al final vamos a tener una resolución de γ que está en una resolución
de C2, y tenemos el divisor excepcional de ésta resolución

E = E1 ∪ · · · ∪ Ek.

Ademas vamos a tener una familia de curvas {γ1, . . . , γl} que intersectan a una sola
componente de E (al ser una buena resolución). Por cada componente Ei ponemos un
vértice, con dos pesos: −ek y mk, donde ek es el número de intersección de Ek y mk

su multiplicidad (más adelante en los ejemplos veremos como calcular estos números).
Dos vértices están unidos por una arista si Ei intersecta a Ej. Por cada γj, si intersecta
a Ei ponemos una flecha con multiplicidad uno.

Ejemplo 3.46
Resolvamos la curva y3 + z2 la cual tiene una singularidad aislada en el origen. En la
primera carta, explotando, nos queda

y2(y + z2).

El polinomio y + z2 no tiene singularidades, pero la componente E1 = {y = 0} del
divisor excepcional es tangente a la curva y + z2 en el (0, 0).

z

y

Figura 3.5: Verde, divisor y = 0; azul, curva y + z2

El divisor excepcional tiene multiplicidad 2, ya que proviene de y2 = 0. En la otra
carta obtenemos que no hay intersección de la curva.

Explotando otra vez nos queda que en la primera carta no hay intersección. En la
segunda carta nos queda (

y2z2
)
(z(y + z)).
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La curva y + z no es singular pero intersecta a las componentes E1 = {y = 0} y
E2 = {z = 0} en el mismo punto que es el (0, 0), aśı que volvemos a explotar. El
divisor E2 tiene multiplicidad 3 ya que está dado por z3 = 0.

z

y

Figura 3.6: Verde, divisor y = 0; azul, curva y + z; rojo, E2

En la tercera explosión no obtenemos curvas singulares, y las componentes del
divisor E se intersectan transversalmente. E3, dado por z6 = 0, intersecta a la curva γ
transversalmente y tiene multiplicidad 6. Como E3 aparece en la ultima explosión tiene
número de intersección −1 por la proposición 3.40. Esquemáticamente obtenemos lo
siguiente

E3 − 1 (6)

E1 (2) E2 (3)

Aśı la gráfica dual asociada a la resolución de la curva es
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(3)
w2

(6)
w3

−1

(2)
w1

(1)

Figura 3.7: Gráfica Γx de resolución de y3 + z2 = 0

Algoritmo para obtener la gráfica
Si tenemos la gráfica dual Γg de la curva g(y, z) entonces podemos obtener la gráfica

dual Γx de la resolución mı́nima de xn + g(y, z). Para encontrar el número de inter-
sección de un vértice w (el cual representa una componente del divisor excepcional)
utilizaremos la siguiente formula

(3.1) ewmw +
∑
v∈νw

mv = 0,

Donde νw es el conjunto de vértices y flechas adyacentes a w. Una demostración de
ésta formula puede ser consultada en [15, Teorema 2.6].

También necesitamos la noción de una cadena de vértices G(u, v, a), para enteros
u, v y a con mcd(u, v, a) = 1, que se obtiene de la siguiente forma:

Consideramos la congruencia

v + x
u

mcd(u, a) ≡ 0
(
mod

a

mcd(u, a)

)
.

Observación 3.47
Ésta ecuación tiene solución por la condición mcd(u, v, a) = 1.

Sea 0 6 x1 < a/mcd(u, a) su solución y tomemos

v + x1
u

mcd(u, a) = a

mcd(u, a)m1.

Si x1 6= 0 consideramos la fracción continua

a/mcd(u, a)
x1

= k1 −
1

k2 −
1

. . . −
1
ks
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donde k1, . . . , ks > 2. Después definimos m1, . . . ,ms como

−k1m1 + u

mcd(u, a) +m2 = 0 y − kimi +mi−1 +mi+1 = 0.

Aśı en el caso en que x1 6= 0 tenemos que la cadena de vértices G(u, v, a) es

−k1

(m1)

(
u

mcd(u, a)

) −k2

(m2)

−ks

(ms)

(
v

mcd(v, a)

)

En el caso en que x1 = 0 la cadena G(u, v, a) no tiene vértices y es solo una arista.

Paso 1.
Sea w un vértice de Γg, y supongamos que νw = {w1, . . . , ws} donde los wi son vértices
o flechas. Tomemos dw = mcd(mw,mw1 , . . . ,mws) y sw = |νw|. Por cada vértices w de
Γg ponemos mcd(dw, n) vértices ‘sobre’ w, con multiplicidad mw/mcd(mw, n) en Γx.
Estos nuevos vértices pueden ser indexados por el grupo Zmcd(dw,n).
Además a cada nuevo vértice le asociamos género g̃ utilizando la siguiente formula

2− 2g̃ = (2− swmcd(mw, n) +∑
v∈νw

mcd(mw,mv, n)
mcd(dw, n) .

Al vértice w también le asociamos este género.

Observación 3.48
Las curvas algebraicas (complejas) con género 0 son isomorfas a P1 (ver[22, Caṕıtu-
lo III, Sección 6.6, Corolario 3]).

Consideremos ahora una arista e = (w, v) de Γg

(mw) (mv)

En Γx ponemos de = mcd(mw,mv, n) copias ‘sobre’ e de cadenas de tipo

G

(
mw

de
,
mv

de
,
n

de

)
.

Estas cadenas pueden ser indexadas por el grupo Zde . Las puntas de las flechas de estas
cadenas las identificamos con los vértices nuevos que pusimos ‘sobre’ w y v, v́ıa los
morfismos naturales Zmcd(de,n) Ñ Zmcd(dw,n) y Zmcd(de,n) Ñ Zmcd(dv ,n), respectivamente.

Ahora consideremos la flecha de Γg:
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(mw)
(1)

Ponemos una cadena de tipo G(mw, 1, n) ‘sobre’ ésta flecha en Γx, cuyo “lado derecho”
es una flecha en Γx con multiplicidad 1 y cuyo “lado izquierdo” les identificado con el
único vértice ‘sobre’ w.

Observación 3.49
A los nuevos vértices que aparecen en estas cadenas les asociamos género 0.

Paso 2.
Una vez que acabamos con el paso 1 tenemos todos los vértices y aristas de la gráfica
Gx, y todas las multiplicidades de los vertices y las flechas. Con ésta información po-
demos calcular usando (3.1) todos los números de intersección de los vértices.

Paso 3.
Ahora se borran de la gráfica todas las flechas y las multiplicidades. Esto nos da una
posible gráfica de una resolución. Si hay vértices con número de intersección −1 y
género 0, los implotamos (blow down).

Ejemplo 3.50
Para ser un poco más explicito con la operación de implotar vértices, demos un par
de ejemplos. Para la gráfica

−3
w1

−1
w2

−4
w3

al implotar el vértice w2 obtenemos la gráfica

−2
w1

−3
w3

Para la siguiente gráfica

−3
w1

−1
w2

al implotar obtenemos

−2
w1
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CAPÍTULO 3. SINGULARIDADES

Utilizamos el algoritmo a continuación para encontrar las gráficas de las resolu-
ciones mı́nimas de las singularidades asociadas a los grupos binario tetraédrico Ã4,
binario octaédrico S̃4 y el binario icosaédrico Ã5.

Ejemplo 3.51
El polinomio asociado a la superficie que genera el grupo binario tetraédrico es

x4 + y3 + z2.

Aśı tomando g(y, z) = y3+z2, tenemos que la gráfica Γg de la buena resolución es la que
calculamos en el ejemplo 3.46. Aśı solo tenemos que aplicar el algoritmo que dimos arri-
ba a Γg con n = 4. Además utilizando la formula (3.1) podemos encontrar los números
de intersección que nos faltan para obtener:

(3)
w2

−2

(6)
w3

−1

(2)
w1

−3

(1)

Figura 3.8: Gráfica Γg de la buena resolución de y3 + z2

A continuación calculamos los dw y sw para cada vértice, que son

dw1 = mcd(2, 6) = 2, dw2 = mcd(3, 6) = 3, dw3 = mcd(6, 2, 3, 1) = 1,

sw1 = 1, sw2 = 1, sw3 = 3,
Aśı tenemos que poner mcd(2, 4) = 2 vértices por w1 con multiplicidad 2/mcd(2, 4) = 1
y género

2− (2− 1)2 + 2
2 = 0,

después agregamos mcd(3, 4) = 1 vértices por w2 con multiplicidad 3/mcd(3, 4) = 3 y
género

2− (2− 1) + 1
1 = 0,

y por último ponemos mcd(1, 4) = 1 vértices por w3 con multiplicidad 6/mcd(6, 4) = 3
y género

2− (2− 3)2 + 2 + 1 + 1
1 = 0,

obteniendo lo siguiente
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(3)
w2

−2

(6)
w3

−1

(2)
w1

−3

(1)

(1) v1
0

(3)
v3

v2(3)

(1) v1
1

Ahora consideramos la arista e1 = (w1, w3). Sobre ella tenemos que colocar de1 =
mcd(2, 6, 4) = 2 cadenas de vértices de tipo G(2/2, 6/2, 4/2) = G(1, 3, 2). Aśı nos
quedan 1/mcd(1, 2) = 1, 2/mcd(1, 2) = 2 y tenemos la siguiente ecuación

3 + x ≡ 0 (mod 2).

La solución es x1 = 1, y tenemos que 3 + 1 = 2m1 por lo que m1 = 2. Además 2/1 = 2
por lo tanto k1 = 2. Aśı al poner las cadenas de tipo G(1, 3, 2) obtenemos
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(3)
w2

−2

(6)
w3

−1

(2)
w1

−3

(1)

(1) v1
0

(3)
v3

v2(3)

(1) v1
1

−2

(2)

−2
(2)

Proseguimos considerando la arista e2 = (w1, w2). Ponemos de2 = mcd(6, 3, 4) =
1 cadenas de vértices de tipo G(6, 3, 4). Para construirla consideramos primero los
enteros 6/mcd(6, 4) = 3 y 4/mcd(6, 4) = 2, y después encontramos una solución a la
ecuación

3 + 3x ≡ 0 (mod 2),

la cual es satisfecha por x1 = 1. Entonces tenemos que 3 + 3 = 2m1 para m1 = 3, y
2/1 = 2 por lo que k1 = 2. Aśı la gráfica en este paso queda como sigue
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(3)
w2

−2

(6)
w3

−1

(2)
w1

−3

(1)

(1) v1
0

(3)
v3

v2(3)

(1) v1
1

−2

(2)

−2
(2)

(3)

−2

Por último consideramos la flecha
(6) (1)

y ponemos una cadena de tipoG(6, 1, 4).
Para construir ésta cadena consideramos los enteros 6/mcd(6, 4) = 3 y 4/mcd(6, 4) =
2, y a continuación resolvemos la ecuación

1 + 3x ≡ 0 (mod 2).

La solución es x1 = 1 y aśı tenemos de 1 + 3 = 2m1 que m1 = 2. Además tenemos que
2/1 = 2 por lo que k1 = 2. Al final obtenemos la siguiente gráfica:
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(3)
w2

−2

(6)
w3

−1

(2)
w1

−3

(1)

(1) v1
0

(3)
v3

v2(3)

(1) v1
1

(1)

−2

(2)

−2
(2)

(3)

−2

(2) −2

Lo siguiente es utilizar la ecuación (3.1) para calcular los números de intersección
que faltan. Después de hacer esto, y borrar de la gráfica las multiplicidades y las flechas
nos queda

w2

−2

w3

−1
w1

−3

v1
0

−2
−3

v3

v2

−1

v1
1

−2

−2

−2

−2

−2

A continuación empezamos a implotar los vértices con número de intersección −1, ya
que todos los vértices tienen género 0, para obtener la siguiente secuencia de gráficas
hasta obtener la gráfica dual de la resolución mı́nima.
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w2

−1

w1

−2

v1
0

−2
−3

v3

v1
1

−2

−2

−2

−1

−2

w1

−1

v1
0

−2
−2
v3

v1
1

−2

−2

−2

−2

Al final de este proceso terminamos con la gráfica dual de la resolución mı́nima a la
cual se le conoce como el diagrama de Dynkin de tipo E6:

−2

v1
0

−2 −2
v3

−2 −2

v1
1

−2

Figura 3.9: Diagrama asociado a la resolución de x4 + y3 + z2 = 0

Observación 3.52
Como la superficie asociada al grupo binario icoasédrico está determinada por el po-
linomio x5 + y3 + z2 entonces podemos de manera análoga obtener la gráfica mı́nima
de la resolución a partir de la gráfica Γg con g(y, z) = y3 + z2 y n = 5.
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Ejemplo 3.53
Por la observación anterior podemos empezar el algoritmo para obtener la gráfica
mı́nima de la resolución para el caso icosaédrico con la figura 3.8. El siguiente paso es
calcular los valores dw para los vértices que son los mismos que en el caso tetraédrico.
Lo primero que cambia es el número de vértices nuevos que hay que colocar. Tenemos
que colocar mcd(2, 5) = 1 vértices por w1 con multiplicidad 2/mcd(2, 5) = 2 y género
0; después agregamos mcd(3, 5) = 1 vértices por el vértice w2 con multiplicidad 3 y
género 0; y por último mcd(1, 5) = 1 vértices por w3 con multiplicidad 6 y género 0,
obteniendo aśı la siguiente gráfica:

(3)
w2

−2

(6)
w3

−1

(2)
w1

−3

(1)

(2) v1

(6)
v3

v2(3)

A continuación por la arista e1 = (w1, w3) colocamos de1 = mcd(2, 6, 5) = 1 cadenas
de tipo G(2, 6, 5). Para construir ésta cadena debemos de resolver primero la ecuación

6 + 2x ≡ 0 (mod 5).

La solución es x = 2 y aśı tenemos 6 + 4 = 10 = 5m1, de lo cual concluimos que
m1 = 2. A continuación escribimos la siguiente fracción continua

5
2 = 3−

1
2.

De esto, utilizando −6 + 2 + m2 = 0, vemos que m2 = 4. Al final al poner la cadena
de tipo G(2, 6, 5), obtenemos
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(3)
w2

−2

(6)
w3

−1

(2)
w1

−3

(6)
v3

(1)

(4)

−2

(2)

−3
(2) v1 v2(3)

El siguiente paso es considerar la arista e2 = (w3, w2) y colocamos de2 = mcd(6, 3, 5) =
1 cadenas de tipo G(6, 3, 5). Para construirla debemos de resolver la ecuación

3 + 6x ≡ 0 (mod 5),

la cual tiene como solución a x = 2, y de esto, obtenemos que m1 = 3. Ahora nos
fijamos en la siguiente expresión en fracción continua

5
2 = 3− 1

2

De esto se sigue, utilizando el echo de que −9 + 6 + m2 = 0, que m2 = 3. Al agregar
la cadena de tipo G(6, 3, 5) obtenemos la siguiente gráfica

(3)
w2

−2

(6)
w3

−1

(2)
w1

−3

(6)
v3

(1)

(4)

−2

(2)

−3
(2) v1

(3)

−3

(3)

−2
v2(3)
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Por último consideramos la flecha
(6) (1)

, y colocamos una cadena de tipo
G(6, 1, 5). Para obtener ésta cadena debemos considerar la ecuación

1 + 6x ≡ 0 (mod 5)

la cual tiene a x = 4 como solución y de esto se sigue que m1 = 5. Ahora consideramos
la siguiente expresión

5
4 = 2−

1

2−
1

2−
1
2

.

Entonces de ésto, utilizando que −10+6+m2 = 0 y el hecho que −kimi+mi−1+mi+1 =
0, obtenemos que m2 = 4, m3 = 3 y m4 = 2. Aśı agregando a la gráfica la cadena
de tipo G(6, 1, 5), y poniendo los números de intersección que faltan, utilizando la
ecuación (3.1), obtenemos lo siguiente

(3)
w2

−2

(6)
w3

−1

(2)
w1

−3

(6)
v3

−2

(1)

(4)

−2

(2)

−3
(2) v1

−1

(3)

−3

(3)

−2
v2(3)

−1

(5)−2

(4)−2

(3)−2

(2)−2

Borrando, las flechas y multiplicidades, y haciendo la serie de todas las implosiones
necesarias hasta ya no tener vértices con número de intersección −1 (ya que todos los
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vértices tienen género 0), obtenemos la siguiente gráfica, que se llama diagrama de
Dynkin de tipo E8

−2−2−2

−2

−2 −2 −2 −2

Ejemplo 3.54
El siguiente ejemplo es el del caso de la resolución de la superficie dada por el grupo
binario octaédrico. La superficie está dada por el polinomio z2 + xy3 + x3, aśı que
aplicamos el algoritmo a una buena resolución de la curva xy3 + x3 = 0. Ésta curva
tiene una singularidad en el origen. Entonces explotando, en la primera carta nos
queda

x3(xy3 + 1).

La curva dada por xy3 + 1 = 0 no tiene puntos singulares, y además el divisor excep-
cional E1 = {x = 0} no intersecta a la curva en esta carta.

En la segunda carta obtenemos
y3(xy + x3),

y la curva dada por xy+ x3 = 0 es singular en el origen. Aśı que volvemos a explotar,
para obtener en la primera carta

x3y3
(
x2(y + x)

)
.

La curva y + x = 0 no tiene puntos singulares, pero intersecta a las componentes del
divisor excepcional E1 = {y = 0}, y E2 = {x = 0} en el (0, 0). En la segunda carta
obtenemos

y3
(
y2(x+ yx3)

)
,

y la curva x+ yx3 = 0 es no singular, y no intersecta al divisor excepcional E2 = {y =
0}. Aśı que explotamos la segunda carta en el origen, y obtenemos aśı

x6y3
(
x2(x(y + 1))

)
.

La curva y + 1 = 0 es no singular y nos queda que intersecta transversalmente a las
componentes del divisor excepcional E1 = {y = 0} y E3 = {x = 0}, además de que las
componentes del divisor excepcional se intersectan transversalmente, como se muestra
en el siguiente diagrama
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CAPÍTULO 3. SINGULARIDADES

E1

E3

y + 1 = 0

En la segunda carta nos queda lo siguiente

x3y6
(
x2y2(y(1 + x))

)
,

donde la curva 1 +x = 0 no tiene puntos singulares y hay una intersección transversal
de la curva y las componentes del divisor excepcional E2 = {x = 0} y E3 = {y = 0}
como se muestra en el siguiente diagrama

E3

E2

x+ 1 = 0

Al final nos queda la siguiente gráfica Γg, asociada a la buena resolución de g(x, y) =
xy3 + x3

(9)
w3

−1

(3)
w1

−3

(5)
w2

−2

(1) (1)

A continuación aplicamos el algoritmo con n = 2, entonces calculamos primero los
número dw para obtener

dw1 = 3 dw2 = 1 dw3 = 1.
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Aśı tenemos que poner mcd(2, 3) = 1 vértices de género 0 sobre w1 y un vértice de
género 0 sobre w2 y w3 respectivamente, con pesos (3), (5) y (9) obteniendo el siguiente
diagrama

(9)
w3

−1

(3)
w1

−3

(5)
w2

−2

(1) (1)

(9)
v3

(3)
v1

(5)
v2

Ahora consideramos la arista e1 = (w1, w3), y tenemos que poner de1 = mcd(3, 9, 2) =
1 cadenas de tipo G(3, 9, 2). Para esto hay que considerar la ecuación

9 + 3x ≡ 0 (mod 2),

la cual tiene como solución x = 1, y aśı tenemos que m1 = 6. Como 2/1 = 2 entonces
la cadena solo consta de un vértice, y al ponerla en la gráfica obtenemos

(9)
w3

−1

(3)
w1

−3

(5)
w2

−2

(1) (1)

(9)
v3(6)

−2

(3)
v1

(5)
v2

A continuación consideramos a la arista e2 = (w3, w2), y ponemos de2 = mcd(9, 5, 2) =
1 copias de la cadena de tipo G(9, 5, 2). Entonces tenemos que resolver al ecuación

5 + 9x ≡ 0 (mod 2),

la cual tiene como solución x = 1, y de esto se sigue que m1 = 7. Como 2/1 = 2
entonces la cadena G(9, 5, 2) tiene un solo vértice por lo cual al ponerla en la gráfica
obtenemos
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(9)
w3

−1

(3)
w1

−3

(5)
w2

−2

(1) (1)

(9)
v3(6)

−2

(3)
v1 (7)

−2

(5)
v2

En el siguiente paso consideramos la flecha
(9) (1)

, y colocamos una cadena de
tipo G(9, 1, 2), para lo cual es necesario considerar la ecuación

1 + 9x ≡ 0 (mod 2),

y su solución que es x = 1. De esto obtenemos que m1 = 5, y que la cadena es de un
sólo vértice. Al colocarla en la gráfica, queda la siguiente gráfica

(9)
w3

−1

(3)
w1

−3

(5)
w2

−2

(1) (1)

(9)
v3(6)

−2

(3)
v1 (7)

−2

(5)
v2

(5) −2

(1)

Por último consideramos la flecha
(5) (1)

, y colocamos en la gráfica una cadena
de tipo G(5, 1, 2). Para hacer esto resolvemos la ecuación

1 + 5x ≡ 0 (mod 2).

La solución es x = 1, y aśı vemos que m1 = 3 y que la cadena consta de un sólo vértice.
Al poner ésta cadena en la gráfica obtenemos, colocando los números de intersección,
utilizando la ecuación (3.1), la siguiente gráfica
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(9)
w3

−1

(3)
w1

−3

(5)
w2

−2

(1) (1)

(9)
v3

−2

(6)

−2

(3)
v1

−2

(7)

−2

(5)
v2

−2

(3) −2

(1)

(5) −2

(1)

Borrando las flechas y multiplicidades, y haciendo todas las implosiones necesa-
rias, hasta haber eliminado todos los vértices con número de intersección −1 (ya que
todos los vértices tiene género 0), obtenemos la gráfica mı́nima de la resolución de la
singularidad octaédrica, que es llamada diagrama de Dynkin de tipo E7

−2 −2 −2 −2 −2 −2

−2

Figura 3.10: Gráfica de la resolución mı́nima de la singularidad octaédrica

Por último notemos que podemos aplicar este mismo algoritmo en los casos de los
grupos ćıclicos y los grupos binarios dodecaédricos, para obtener la gráfica mı́nima
de la resolución y aśı corroborar que las gráfica que obtuvimos en la sección 3.3, v́ıa
explosiones, es efectivamente la gráfica de la resolución mı́nima. En estos dos casos no
se cubrirán todos los detalles, pero se darán la idea del procedimiento.

Ejemplo 3.55
Para el caso ćıclico Cn de orden n, el polinomio que define la superficie es xn+yz = 0.
Aśı tomando g(y, z) = yz y resolviendo la singularidad en el origen mediante una
explosión obtenemos la siguiente gráfica Γg:

(2)
w

−1
(1) (1)
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Ahora tenemos que fijarnos en dos casos, cuando n = 2k es par y cuando n = 2k + 1
es impar.En ambos casos solo agregamos un vértice nuevo el cuál tiene multiplicidad 1
en el caso par y multiplicidad 2 en el caso impar. En ambos casos el género del vértice
es 0. En el caso par tenemos que agregar, por simetŕıa, dos copias de G(2, 1, n). Para
esto tenemos que resolver en el caso par la siguiente ecuación

1 + x ≡ 0 (mod k),

la cual tiene como solución x = k−1, y de esto deducimos que m1 = 1. Ahora tenemos
que aplicar inducción sobre k para probar el hecho de que k/(k − 1) se puede escribir
como fracción continua de la forma

2−
1

2−
1

. . . −
1
2

con el número 2 apareciendo k − 1-veces en la expresión. Esto último nos dice que la
cadena G(2, 1, n) tiene k−1 vértices. Nuestra base de inducción es k = 2, y claramente
2/1 = 2. A continuación notamos que

k

k − 1 = 2−
1

k − 1
k − 2

y por nuestra hipótesis de inducción obtenemos el resultado. Aśı para k > 2 la gráfica
que obtenemos es

(2)
w

−1
(1) (1)

(1)
w0

−2

(1)

−2

(1)

−2
(1)

(1)

−2

(1)

−2
(1)

En el caso en que k = 1, tenemos que resolver la siguiente ecuación

1 + x ≡ 0 (mod 1),

la cual tiene solución cuando x = 0, por lo tanto en la gráfica sólo ponemos una flecha
para obtener
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(2)
w

−1
(1) (1)

(1)
w0

−2
(1) (1)

En el caso impar tenemos que agregar, de nuevo por simetŕıa, dos copias de G(2, 1, n).
Para esto necesitamos resolver la ecuación

1 + 2x ≡ 0 (mod 2k + 1),

la cual tiene como solución a x = k, y de esto se sigue que m1 = 1. Aplicando inducción
a k, tomando como caso base k = 1 vemos que siempre tenemos la siguiente expresión

2k + 1
k

= 3−
1

2−
1

. . . −
1
2

donde el 2 aparece k−1 veces. Esto nos indica que la cadena G(2, 1, n) tiene k vértices.
Al final la gráfica que obtenemos es

(2)
w

−1
(1) (1)

(2)
w0

−1

(1)

−3

(1)

−2

(1)

−2
(1)

(1)

−3

(1)

−2

(1)

−2
(1)

En ambos casos (el par y el impar) al implotar todos los vértices con número de
intersección −1 (por que todos los vértices tienen género 0) y borrar las flechas nos
queda la siguiente gráfica que es exactamente la figura 3.3 que hab́ıamos encontrado
en la sección 3.5.

−2−2−2−2 −2 −2 −2 −2

En otras palabras es la gráfica de la resolución mı́nima como se hab́ıa afirmado.
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Ejemplo 3.56
Para ocuparnos del caso de los grupos binarios diédricos, nos es de gran utilidad
encontrar la gráfica de la resolución (mediante el algoritmo) del polinomio

y2 + xn.

Este polinomio tiene una singularidad aislada en el (0, 0), para n > 2. Explotando, en
la segunda carta nos queda lo siguiente:

y2(1 + yn−2xn).

El polinomio 1 + yn−2xn no tiene puntos singulares y no intersecta a el divisor excep-
cional.
En la primera carta obtenemos:

x2(y2 + xn−2);

en este caso el polinomio y2 + xn−2 es del mismo tipo que el polinomio con el cual
empezamos e intersecta a el divisor excepcional en el origen. Aśı vemos que mediante
un número finito de explosiones llegamos a dos casos familiares; el caso y2 +x2 cuando
n es par, que son dos rectas que se intersectan en el origen, y el caso de y2 +x3 cuando
n es impar, que es la cuspide que ya resolvimos en el ejemplo 3.29.
En el caso n = 2, al explotar nos queda un divisor excepcional de multiplcidad 2, que
intersecta a las dos componentes de la curva. Aśı la gráfica de la resolución, se ve como
sigue:

w1
−1

(2)
(1)

(1)

En el caso n = 3 nos queda la gráfica del ejemplo 3.29:

(6)
w3
−1

(3)
w2
−2

(2)
w1
−3

(1)

Para el caso n = 2k vimos que al explotar pasamos en la primera carta al caso
n−2 = 2(k−1), y sólo tenemos una nueva componente del divisor excepcional de mul-
tiplicidad 2. Al seguir explotando aumenta por dos la multiplicidad. Al final llegamos
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al caso de n = 2 y al explotar tenemos una nueva componente del divisor excepcional
de multiplicidad 2k, ya que hemos explotado k veces. Ésta nueva componente inter-
secta a dos componentes distintas de la curva. Utilizando la formula 3.1 obtenemos los
números de intersección que nos faltan. Aśı nos queda la siguiente gráfica.

wk
−1

(2k)
wk−1
−2

(2k − 2)
w2
−2

(4)
w1
−2

(2)
(1)

(1)

En el caso de n = 2k+ 1 de manera análoga al caso par, en cada explosión aumen-
tamos en dos el número de multiplicidad y después de k − 1 explosiones llegamos al
caso de n = 3. Siguiendo el ejemplo 3.29, al volver a explotar obtenemos una nueva
componente de multiplicidad 2k, y todav́ıa tenemos que volver a explotar. En ésta
nueva explosión aumenta en uno la mutiplicidad, y todav́ıa tenemos que hacer una
última explosión. La última componente tiene dos veces la multiplicidad de la penúlti-
ma componente anterior, e intersecta a la antepenúltima y a la penúltima componente
del divisor excepcional. Además intersecta a la única componente de la curva. Aśı,
calculando los números de intersección con la formula 3.1, la gráfica para este caso nos
queda como sigue:

(
2(2k + 1)

)
wk+2
−1

(2k + 1)
wk+1
−2

(2k)
wk
−3

(2k − 2)
wk−1
−2

(4)
w2
−2

(2)
w1
−2

(1)

Ejemplo 3.57
El ultimo ejemplo que daremos en ésta sección es el de la gráfica mı́nima para los
grupos binarios diédricos. Para esto utilizaremos el ejemplo anterior. Recordemos que
el polinomio asociado al grupo binario diédrico D̃n es

z2 + x(y2 + xn),

entonces al aplicar el algoritmo necesitamos la gráfica de la resolución de

x(y2 + xn),

que es una curva que consta de dos componentes. Observemos que la componente
dada por x = 0, en la primera explosión sólo intersecta a la componente del divisor
excepcional en la segunda carta, y en ésta carta la curva ya no es singular. Pero
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CAPÍTULO 3. SINGULARIDADES

en la primera carta aumenta la multiplicidad de la componente del divisor en uno.
Como ésta es la carta que continuamos explotando, a partir de las gráficas del ejemplo
pasado obtenemos las gráficas de los binarios diédricos como sigue. Hay que agregar
una flecha al vértice que corresponde a la componente del divisor excepcional de la
primera explosión. Después hay que aumentar las multiplicidades en uno, y utilizar la
formula 3.1 para obtener los números de intersección obtenemos las siguientes gráficas:

wk
−1

(2k + 1)
wk−1
−2

(2k − 1)
w2
−2

(5)
w1
−2

(3) (1)

(1)(1)

(
4(k + 1)

)
wk+2
−1

(
2(k + 1)

)
wk+1
−2

(2k + 1)
wk
−3

(2k − 1)
wk−1
−2

(5)
w2
−2

(3)
w1
−2

(1)(1)

Apliquemos el algoritmo a estas dos gráficas para obtener la gráfica mı́nima de la
resolución. En la primera gráfica todos los vértices tienen multiplicidad de la forma
2j + 1 con 1 > j > k. Los vértices w1 y wk tienen una flecha adyacente y por tanto

dw1 = dwk
= 1.

Para cualquier otro vértice wj tenemos

dwj
= mcd(2j − 1, 2j + 1, 2j + 3) = 1.

Aśı como n = 2 en este caso, sobre el vértice wj debemos de poner mcd(1, 2) = 1
vértices nuevos, con multiplicidad (2j + 1)/mcd(2j + 1, 2) = 2j + 1 y género 0. Ahora
consideremos las aristas que son de la forma

wj

(2j + 1)
wj+1

(2j + 3)
ei

Por cada una de estas aristas debemos de poner dei
= mcd(2j + 1, 2j + 3, 2) = 1

cadenas de tipo G(2j + 1, 2j + 3, 2). Para esto debemos resolver la ecuación

2j + 3 + (2j + 1)x ≡ 0 (mod 2).

Como 2j + 3 es impar claramente x = 1 es la solución y aśı obtenemos la siguiente
cadena:
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−2

(2j + 2)
(2j + 1) (2j + 3)

Ahora solo tenemos que considerar las flechas
(3)

(1) y
(2k + 1)

(1). Notamos
que considerando solo la última y después tomando k = 1 obtenemos la primera. Por
ésta segunda flecha hay que poner una cadena de tipo G(2k + 1, 1, 2) por lo que hay
que resolver la siguiente ecuación:

1 + (2k + 1)x ≡ 0 (mod 2).

La solución es x = 1 y por tanto nos queda la siguiente cadena:

−2

(2k + 2)
(2k + 1) (1)

Al final juntando todo y utilizando la formula 3.1 para obtener los números de inter-
sección, obtenemos la siguiente gráfica:

wk
−1

(2k + 1)
wk−1
−2

(2k − 1)
w2
−2

(5)
w1
−2

(3) (1)

(1)(1)

(1)

−2 (2)

−2
v1
(3)

−2

(4)

−2
v2
(5)

−2

(6)

−2(
2(k − 1)

) −2
vk−1

(2k − 1)

−2

(2k)

−2
vk

(2k + 1)

−2

(2k + 2)
(1)

−2 (2k + 2)

(1)

Después de quitar todas las flechas e implotar todos los vértices que sean necesarios
obtenemos la siguiente gráfica, de 2k− 2 + 1 + 2 + 1 = n+ 2 vértices, con números de
intersección, la cual es la que hab́ıamos obtenido en la sección 3.5.

−2

−2 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −2

−2
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Por ultimo apliquemos el algoritmo a la última gráfica, que es la gráfica que para n
impar. En este caso lo único que cambia es que dwk+1 = mcd(2(k+ 1), 4(k+ 1)) = 2, y
por tanto hay que colocar mcd(2, 2) = 2 vértices con multiplicidad 2(k+1)/mcd(2(k+
1), 2) = k + 1 y género 0. Para el vértice wk+2 como dwk+2 = 1, al tener una flecha
adyacente, solo colocamos un vértice con multiplicidad 4(k + 1)/mcd(4(k + 1), 2) =
2(k + 1) y género 0. De las aristas solo necesitamos calcular las ultimas dos de la
derecha, ya que el resto salen de los cálculos que hicimos para la gráfica anterior.
Empezamos con la siguiente arista:

(2k + 1)
(
4(k + 1)

)
ek

Por ésta arista debemos de poner dek
= mcd(2k + 1, 4(k + 1), 2) = 1 cadenas de tipo

G(2k + 1, 4(k + 1), 2). Entonces resolvemos la siguiente ecuación

4(k + 1) + (2k + 1)x ≡ 0 (mod 2).

Su solución es x = 0, por lo tanto solo tenemos que dibujar una arista.
El caso de la arista

(
4(k + 1)

) (
2(k + 1)

)
ek+1

es análogo al anterior, solo que ahora hay que poner dek+1 = mcd(4(k+1), 2(k+1), 2) =
2 aristas.

Para terminar consideramos la flecha

(
4(k + 1)

)
(1)

Por ésta flecha hay que colocar una cadena de tipo G(4(k + 1), 1, 2). Igual que en
los casos anteriores ésta cadena consiste de solo una arista. Al final juntando todo
obtenemos la siguiente gráfica:
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(
4(k + 1)

)
wk+2
−1

(
2(k + 1)

)
wk+1
−2

(2k + 1)
wk
−3

(2k − 1)
wk−1
−2

(5)
w2
−2

(3)
w1
−2

(1)(1)

(1)

−2 (2)

−2
v1
(3)

−2

(4)

−2
v2
(5)

−2

(6)

−2

(2k)

−2
vk

(2k + 1)

−2
vk+2(

2(k + 1)
)

−2 v1
k+1

(k + 1)

−2
v2
k+1

(k + 1)

(1)

Al remover todas la multiplicidades y todas las flechas, aśı como implotar todos los
vértices con número de intersección menos uno (debido a que todos los vértices tienen
género 0), obtenemos la siguiente gráfica con 2k + 3 = n+ 2 vértices:

−2

−2 −2 −2 −2 −2 −2 −2

−2

−2

Aśı vemos que la figura 3.4 que obtuvimos en la sección 3.5 es la gráfica de la resolución
mı́nima.

Resumiendo, en está sección mediante el algoritmo de Némethi, obtuvimos las
gráficas de las resoluciones mı́nimas de las singularidades asociadas a los grupos finitos
G de SU(2), que son las siguientes:
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CAPÍTULO 3. SINGULARIDADES

−2 −2 −2 −2 −2

−2

Figura 3.11: Gráfica de la resolución mı́nima de la superficie asociada al grupo binario
tetraédrico Ã4

−2−2−2

−2

−2 −2 −2 −2

Figura 3.12: Gráfica de la resolución mı́nima de la superficie asociada al grupo binario
icosaédrico Ã5

−2 −2 −2 −2 −2 −2

−2

Figura 3.13: Gráfica de la resolución mı́nima de la superficie asociada al grupo binario
octaédrico S̃4

−2−2−2−2 −2 −2 −2 −2

Figura 3.14: Gráfica de la resolución mı́nima de la superficie asociada al grupo ćıclico
Cn, con n− 1 vértices

−2

−2 −2 −2 −2 −2 −2 −2

−2

−2

Figura 3.15: Gráfica de la resolución mı́nima de la superficie asociada al grupo binario
diédrico D̃n, con n+ 2 vértices
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Caṕıtulo 4

Conclusión

Al final de este trabajo obtuvimos dos gráficas para cada grupo finito G de SU(2):
la primera la llamamos en este trabajo la gráfica de McKay, y la obtuvimos utilizando
la representación inducida por la inclusión de G en SU(2) y como se relaciona ésta
representación con las representaciones irreducibles de G.

La segunda gráfica, que nosotros llamamos la gráfica dual de la resolución mı́nima,
fue obtenida tomando la resolución mı́nima (mediante explosiones) de la singularidad
aislada de C2/G y fijándonos en como se intersectan las componentes irreducibles del
divisor excepcional de ésta resolución.

Al comparar para cada grupo finito G de SU(2) la gráfica de McKay (final de la
sección 2.4) y la gráfica de la resolución mı́nima (final de la sección 3.6), notamos que
son casi iguales; la única diferencia es que la gráfica de McKay tiene siempre un vértice
más que la gráfica dual. Éste vértice extra corresponde a la representación trivial, que
como notamos en el primer caṕıtulo, todo grupo la tiene. A este hecho se le conoce
como la correspondecia u observación de McKay, al ser el matemático John McKay el
primero en notar éste fenómeno.

Ésta correspondencia entre la gráfica dual y la gráfica de McKay puede parecer un
echo fortuito pero en [9] los matemáticos Gérardo Gonzáles-Sprinberg y Jean-Louis
Verdier muestran que hay un hecho geométrico detrás de esto, y es conocido como la
correspondencia geométrica de McKay.
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