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Introduccion

Este trabajo es una exposiciéon introductoria a la teoria de las representaciones y la
teoria de la resolucion de singularidades. La historia comienza con el gran matemaético
alemén Felix Klein, quien en su trabajo [13] clasificé de manera geométrica los grupos
finitos G' de SU(2), que son los grupos ciclicos, los grupos binarios diédricos, el binario
octaédrico, el binario dodecaédrico y el binario icosaédrico.

Al considerar la accién natural del grupo G sobre C? obtenemos una superficie
X = C?/G la cual tiene una singularidad aislada. Estas singularidades se conocen
como singularidades klenianas o singularidades de Du Val, ya que fueron estudiadas
por el matematico britdnico Patrick Du Val en [26], [27] y [28]. Tomando una resolucién
de X, es decir una variedad suave X y un morfismo (en alguna categoria adecuada)
de X a X que es un difeomorfismo en todos lados, excepto el punto singular y su
preimagen, la cual es una curva algebraica que se conoce como el divisor excepcional y
puede estar compuesto de varias componentes irreducibles. En este trabajo nos interesa
una resolucion en particular, que se conoce como la resolucién minima, la cual es tinica
y cuyo divisor excepcional tiene el menor ntimero de componentes. La informacion de
como se intersectan las componentes del divisor excepcional de la resolucién minima
se codifica en una grafica conocida como la grafica minima de la resoluciéon y Du Val
mostro que esta grafica corresponde a los diagramas de tipo ADE.

Después el mateméatico britdnico John McKay observo en [16] que la gréfica de tipo
ADE asociada con la singularidad kleniana de C?/G puede ser obtenida tinicamente
mediante las representaciones irreducibles de GG y la representacién inducida por la

inclusiéon G C GL(2,C). A esta observacién se le conoce como la correspondencia de
McKay.

Aunque este hecho pueda parecer una simple coincidencia, en 1983 el matemaéti-
co Uruguayo Gerardo Gonzalez-Sprinberg y el matematico francés Jean-Louis Verdier
mostraron en [9] que hay una razén geométrica detrds de la observacion de McKay.

En este trabajo empezamos en el capitulo 1 dando una introduccién a la teoria
de representaciones lineales (en espacios vectoriales complejos) de grupos finitos, para
al final del capitulo definir el carcaj de McKay, el cudl es una grafica dirigida. Para
los grupos finitos de SU(2) el carcaj resulta ser una gréafica (no dirigida), pero para
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obtener la grafica es necesario conocer los caracteres irreducibles de los grupos finitos
de SU(2), lo cual exponemos rapida y superficialmente en el segundo capitulo.

En el tercer capitulo comenzamos dando una introduccién a la teoria de resolucion
de singularidades, concentrandonos en la técnica de resoluciéon mediante explosiones,
dando una corta introducciéon a los conceptos y técnicas. Como ejemplos, construimos
con cuidado las graficas de las resoluciones de las singularidades asociadas a los grupos
ciclicos y los grupos binarios diédricos. Pero nos topamos con una complicacion: de-
mostrar que las graficas que obtenemos corresponden a la resoluciéon minima, para lo
cual necesitamos calcular los niimeros de interseccion de las componentes del divisor
excepcional.

Para resolver esto consideramos un algoritmo expuesto en [20] y probado en [19]
por Andras Némethi con el cual, obtenemos la grafica con ntimero de interseccién a
partir de la grafica de la resolucién de una curva. Con este algoritmo calculamos las
graficas de la resoluciéon minima de las singularidades asociadas a los grupos finitos de
SU(2), y obtenemos, como observo McKay, las graficas del final del capitulo 2.



Capitulo 1

Representaciones de grupos

En este capitulo trabajaremos con representaciones lineales de grupos finitos, que
no es otra cosa que ver al grupo G como un subgrupo de matrices de GL(n,F), donde
F es el campo de los niimeros reales o complejos. Aunque se dan definiciones para los
dos campos, realmente solo nos interesan los resultados que hay para representaciones
sobre el campo de los niimeros complejos.

Notamos que toda representacién se descompone en representaciones irreducibles,
y que para un grupo finito s6lo hay un nimero finito de representaciones irreducibles.
Veremos que las representaciones sélo dependen de su caracter, que es una funcion del
grupo en el campo C.

Para los caracteres definimos un producto interior, con el cual, por el teorema de
ortogonalidad de Schur, los caracteres irreducibles son ortonormales. Mas aun notamos
que el conjunto de caracteres forma un espacio vectorial, y los caracteres irreducibles
son una base, la cual estd en biyeccién con las clases de conjugacion de G.

Al considerar los subgrupos finitos G de SL(2, C) tenemos una representacion natu-
ral dada por la inclusiéon de G en el grupo SL(2, C). Tomamos el cardcter y asociado, y
utilizando el producto interior podemos descomponer a los caracteres x ® y;, donde y;
son los caracteres irreducibles, en una suma de caracteres irreducibles. Utilizando estas
descomposiciones obtenemos una digrafica, que se conoce como el carcaj de McKay.

1.1. Representacion de grupos (finitos)

Sean G un grupo, I el campo de ntimeros reales R o el campo de niimeros complejos
C y V un espacio vectorial sobre F de dimensién finita. Denotemos por Aut(V') el grupo
de automorfismos de V. Una representacion de G nos da una forma de ver al grupo
G como un grupo de transformaciones lineales de V. Las representaciones permiten
convertir problemas de teoria de grupos en problemas de algebra lineal, la cual es mas
facil trabajar.



CAPITULO 1. REPRESENTACIONES DE GRUPOS

Definicién 1.1 (Representacion)
Una representacion de G en V' sobre el campo F es un homomorfismo de grupos

p: G — Aut(V).
El grado de la representacion p es la dimension n de V.

Como p: G — Aut(V') es un homomorfismo de grupos, tenemos las siguientes dos
propiedades:

p(e) = Idv,
p(gh) = p(g)p(h)  para todo g,h € G,
donde e es el elemento neutro de G, y Idy es el automorfismo identidad de V.

Ejemplo 1.2
Consideramos cualquier grupo G, y cualquier espacio vectorial V. Definimos la repre-
sentacién p: G — Aut(V) como

p(g) = Idy para todo g € G.
Esto muestra que todo grupo tiene una representacién de grado arbitrario.

FEjemplo 1.3 (La representacién trivial)
La representacién 1g: G — GL(1,F) = Aut(F) dada por

lg(g) = (1) para todo g € G,
es llamada la representacion trivial de G.

FEjemplo 1.4
Sean G el grupo diédrico D, = (a, b| a® =b* =e, b~ tab=a"') y V = C? entonces
tenemos que Aut(V') = GL(2,C). Consideremos las siguientes matrices en GL(2,C):

€2i7r/n 0 0 1
A‘( 0 2] B={1 o)

Es facil corroborar que se cumple lo siguiente

2imk/n 0
ko (&
AY = ( 0 €—2i7rk/n> ’

—2im/n 0
-1 o -1 _ (&

Definimos una representacién de grado dos p: G — GL(2,C) como:

pla't’) = A'B.
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Definicién 1.5
Sean p: G — Aut(V) y 0: G — Aut(W) dos representaciones de G sobre F. Un
morfismo lineal ¥: V. — W es G-equivariante si para todo g € G y todo v € V se

cumple lo siguiente
o(9)(9(v)) =9 (p(9)(v)).

Definicién 1.6
Sean p: G — Aut(V) y 0: G — Aut(W) dos representaciones de G sobre F. Decimos
que p es equivalente a o si existe un isomorfismo a: V' — W que es G-equivariante.

Proposicién 1.7

La equivalencia de representaciones es una relacion de equivalencia ya que para cua-
lesquiera representaciones p, o y T de G sobre F se cumple:

(a) p es equivalente a p;

(b) si p es equivalente a o entonces o es equivalente a p;

(c) si p es equivalente a o y o es equivalente a T, entonces p es equivalente a T.

Demostracion. (a) Témese a = Idy .

(b) Ya que o(g) = a~'p(g)a para todo g € G, entonces tenemos que p(g) = ac(g)a
para todo g € G. Asi ¢ es equivalente a p.

(c) Tenemos que o(g) = a 'p(g)a y 7(g9) = B 'o(g)B para todo g € G. Entonces
7(9) = B ra paf = (af) ' p(g)(af) para todo g € G. Asi se sigue que p es equiva-
lente a 7. ]

-1

A continuacion, en el siguiente ejemplo, vemos que si tenemos una representacion
de GG, entonces podemos ver a los elementos de G como matrices y la multiplicacion
de G como multiplicacién de matrices.

Ejemplo 1.8
Sea p : G — Aut(V) una representacién de G en V' sobre F. Consideremos una base
{v1,...,v,} de V y el isomorfismo « : V' — F" dado por

a(v;) =(0,...,1,...,0) € F"

i—esima posicién

Entonces la representacion o: G — GL(n,F) definida como

a(g) = ap(ga™

es equivalente a p.

Con este tltimo ejemplo notamos que usualmente existen varias (al menos tantas
como elecciones de base) representaciones equivalentes a una representacién p dada.
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También con el ultimo ejemplo notamos que cada representacién p: G — Aut(V)
de grado n es equivalente (mediante la eleccién de una base de V') a una representa-
cién o: G — GL(n,F).

Como una representacion p: G — Aut(V') es un homomorfismo de grupos, podemos
considerar el ntucleo

Kerp={g € G|p(g) =1dyv}
el cual es un subgrupo normal de G.
Definicién 1.9

Una representacién p: G — Aut(V) es fiel si Ker p = {e}. Es decir, si p es un mono-
morfismo de grupos.

Observacion 1.10
Como se tiene que o !p(g)a = Idy si y sélo si p(g) = Idy, entonces se sigue que todas
las representaciones que son equivalentes a una representacion fiel, son fieles.

La siguiente representacion nos sera de gran utilidad méas adelante.

FEjemplo 1.11 (Representacion regular)
Sea G ={g1,...,gn} un grupo finito. Consideremos el espacio vectorial FG libremente
generado por G, es decir

IFG:{)\lgl—i-—i-)\ngn])\ZEIF}

con la suma y la multiplicacién naturales; esto es, si tenemos que

u=> Ngi Y v=)_ i
i—1 i—1

son elementos de FG y A\ € F, entonces definimos

n

u+v:=> (N + 1),
=1

A= (M) gi-

i=1

Con estas operaciones FG es un espacio vectorial sobre F con base {g1,...,9n}, y por
lo tanto de dimension n.

Podemos definir para cada g € G un automorfismo de FG utilizando la multipli-
cacién de grupo de G. Como gg; = g; para algin indice j € {1,...,n}, tenemos que

6



1.2. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES

multiplicar por un elemento fijo g, manda la base en si misma. Entonces por extensiéon
lineal tenemos un automorfismo de FG

ay: FG — FG,
ZAigi e Z/\z‘(ggz'>-

Definicién 1.12
Con esto tenemos una representaciéon de G' en FG sobre F. La representacion preg: G —
Aut(FG), es llamada la representacion regular | y estd definida de la siguiente manera

preg(Q) = Qg.

La representacion regular es fiel debido a que si para algin g € G se tiene que
Preg(9) = Idpg, entonces para todo v € FG tenemos que pyeg(g)(v) = v. Suponiendo
sin perdida de generalidades que g; = e (si no, reordenemos a los elementos de G),

tenemos que e = g1 = preg(9)(91) = gg1 = ge = g, y por tanto Ker p,; = {e}.

Proposiciéon 1.13
Una representacion p de un grupo finito G es fiel si y solo si Im p es isomorfa a G.

Demostracion. Por el primer teorema de isomorfismo de grupos sabemos que Im p =
G /Ker p. Por lo que si p es fiel, i.e. Ker p = {e}, entonces tenemos que G = Im p. De
manera reciproca, utilizando el hecho de que

lm p| = |G/ [Ker |,
si G = Im p entonces |Ker p| = 1. Por lo que Ker p = {e}. O

Ejemplo 1.14
La representacién trivial 1g: G — GL(1,TF) es fiel si y s6lo si G = Ker p = {e}.

1.2. Representaciones irreducibles

Como estamos trabajando con espacios vectoriales de dimensién finita, si tenemos
dos espacios vectoriales V' y W de la misma dimensiéon n, entonces fijando una base
en cada espacio vectorial obtenemos un isomorfismo a: V. — W. Si tenemos una
representacion p: G — Aut(V) podemos definir una nueva representaciéon o: G —
Aut(WW) via el isomorfismo o como

o(g) = ap(g)a

Debido a que V' y W son arbitrarios, esto nos dice que hay una forma de comparar
las representaciones.
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Definicién 1.15
Sea p: G — Aut(V') una representacion de G en V' sobre F. Decimos que un subespacio
W C V es G-invariante si para todo g € G sucede

plg)(W) CcW

Ejemplo 1.16
Los subespacios {0} y V de V son invariantes para cualquier grupo G y cualquier
representacion p.

Ejemplo 1.17

Consideremos G = C3 = (a | a® =€), V = FG y la representacion regular pree: G —
Aut(FG). Como G = {e,a,a*} = {g1,92,93} y V tiene como base a {vy,vs,v3}, con
v; = ¢; tenemos lo siguiente:

ple)(vi) =vi,  ple)(v2) =2, ple)(vs) = vs,
pla)(vi) = vy,  pla)(va) =v3, ple)(vs) = vy,
p(a®)(v1) =3, p(a®)(va) = vi,  p(a®)(vs) = va.

a

Tomando w = vy + vy + v3 y considerando W = span({w}) el subespacio vectorial
de dimensién 1 de V' generado por w. Como

ple)(w) = ple)(vr + vz +v3) = v1 + 2 + U3 = w

pla)(w) = p(a)(vr + vy + v3) = vy + v3 +v1 = w,

pla®)(w) = p(a®)(vy + vz + v3) = vs + v1 + V2 = W,
tenemos entonces que W es un subespacio vectorial G-invariante de V.

Proposicion 1.18
Sean p: G — Aut(V) y 0: G — Aut(W) dos representaciones de G sobre F y sea
¥V — W un morfismo lineal G-equivariante. Entonces los subespacios Ker v y Im 1
son G-invariantes.

Demostracion. Sean v € Kerd y p(u) € Im). Entonces para todo g € G como 9 es
G-equivariante se tiene

0= 0(9)(19(1))) = 19(P(9)(”)) y
o (9(u)) = 9(pl9)(w)),

por lo tanto p(g)(v) € Kerd y a(g)(ﬁ(u)) € Imd. Con esto al ser g € G, v € Kerd y
p(u) € Im ¥ arbitrarios obtenemos el resultado. O
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Definicién 1.19

Una representacién p: G — Aut(V) es irreducible si no es de grado cero y los tnicos
subespacios vectoriales de V' que son G-invariantes son {0} y V.

Una representacion es reducible si no es irreducible. Es decir existe un subespacio
G-invariante no trivial.

Observacion 1.20
Cualquier representacién p: G — Aut(V') de grado 1 es irreducible, ya que al tener
dim(V') = 1, los tnicos subespacios de V son {0} y V.

Ejemplo 1.21
Como la representacion trivial p: G — GL(1,C) de un grupo finito es irreducible al
ser de grado 1, concluimos que todo grupo finito tiene una representacion irreducible.

Definicién 1.22
Dada una representacién p: G — Aut(V'), diremos que un subespacio vectorial G-
equivariante U de V' es irreducible si la representacion ply: G — Aut(U) definida

plu(g)(u) = plg)(w),

es irreducible.

Ejemplo 1.23
Para una representacion reducible p: G — Aut(V), tomando una base B = {vy, ..., v}

del subespacio vectorial G-invariante W y extendiéndola a una base B = {vq, ..., Uk, Ug11, - - -

de V, obtenemos una representacién equivalente o: G — GL(n,F) y para todo g € G
tenemos

(1) o) = (207 )

para unas matrices X (g), Y(g) v Z(g), donde X(g) es una matriz de k x k.

Una representacion de grado n es reducible si y sélo si es equivalente a una repre-
sentaciéon de la forma (1.1).

Observacion 1.24
Las funciones ¢ — X(g) y g — Y (g) en (1.1) son representaciones de G en GL(k,F)
y en GL(n — k,F) respectivamente.

1.3. Teorema de Maschke

Aplicando las mismas ideas del ultimo ejemplo de la seccién anterior, notamos que
para una representacion p: G — Aut(V'), si tenemos que

V=UaW,

,Un}
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con U y W subespacios vectoriales G-invariantes de V', tomando By = {uy,..., Uy}
una base de U y By = {wi,...,wg} una base de W, obtenemos una base B =
{u1, ..., tm,wr, ..., wp} para V. Con esta base obtenemos una representacion o: G —
GL(m + k,F) que es equivalente a p, dada por

olg) = ( Xég) Y?g) ) ,

con X(g) € GL(m,F) y Y(g) € GL(k,F).

Mas generalmente, si V' = U; & --- & U,, es una suma directa de subespacios
vectoriales G-invariantes U;, y B; es una base de U;, entonces podemos amalgamar

By, ..., B, para obtener una base B de V' y una representaciéon, que es equivalente a
p, 0: G — GL(n,F) definida como

Xi(g) 0
a(g) =
0 X.(9)

El teorema de Maschke nos dice que siempre podemos descomponer al espacio
vectorial V' de una representacién p: G — Aut(V) en subespacios vectoriales G-
invariantes irreducibles, y tiene como consecuencia directa el hecho de que cada repre-
sentaciéon es equivalente a una suma directa de representaciones irreducibles.

Definicion 1.25

Dada una familia finita de representaciones p;: G — Aut(V;) coni € {1,...,r}, toman-
do V. = Vi & --- & V, definimos la suma directa de representaciones
p1® - D pr: G— Aut(V) de la siguiente manera: tomando g € Gy v = v1+-- 40, €
V con v; € V; para i € {1,...,r} tenemos que

(P& ®p)(9)(v) = pr(g)(v1) + -+ pr(g)(vr)

FEjemplo 1.26
Sean dos representaciones, p: G — GL(n,F) y 0: G — GL(m, F). Denotemos

plg) =X(g) vy olg)=Y(9).

Usando el echo de que F"™™ es isomorfo a F* @F™, y que via este isomorfismo tenemos
que GL(n+m, F) es isomorfo a GL(n, F)®GL(m, F), obtenemos que p&Ho is equivalente
a la representacién 7: G — GL(n + m,F) dada por

7(9) = ( X(()g> Y(()g) )

10



1.3. TEOREMA DE MASCHKE

Observacion 1.27
La suma directa de representaciones p; @ --- @ p, es reducible ya que cada V; es
G-invariante, y V; Z {0}, ViZ Vi@ --- @ V.

Teorema 1.28 (Teorema de Maschke)
Sean G un grupo finito, y p: G — Aut(V') una representacion de G sobre F. Si U
es un subespacio vectorial G-invariante de V', entonces existe un subespacio vectorial
G-invariante W de V' tal que

V=UsW.

Demostracion. Sea (, ) un producto interior en V. Este producto existe ya que si la
dimension de V' es n, entonces V' es isomorfo a F” y en el espacio vectorial F", con
F =R 6 F = C, siempre existe el producto interior canénico.

A continuacién construimos un producto interior que es invariante por la represen-
tacion de G y esta definido en u,v € V' como

(u,v)g = al > (plg)(w), p(g)(u)).

Este producto es invariante bajo los automorfismos p(z) con z € G, ya que si el indice
g corre sobre todo el grupo G, entonces el indice h = gx corre sobre todo G y asi

(p(x)(u), p(r)(v))a |Cl;| 2%([)(9)/)( )(w), p(g)p(z)(v))
1
| %(p(h)(u), p(h)(v))
= (u,v)qg

Sea W el complemento ortogonal de U respecto al producto interior ( , )q, entonces
tenemos que V = U @& W. Como U es G-invariante entonces para g € Gy u € U
tenemos que p(g)(u) € U, y tomando w € W tenemos por construccion que

0= (w,u)g = {p(g)(w), p(g9)(u))c-

Por lo tanto tenemos que para g € G y w € W arbitrarios p(g)(w) es ortogonal a
U respecto al producto interior ( , )¢ y por tanto p(g)(w) € W. Asi tenemos que
W es un subespacio vectorial G-invariante y esto completa la prueba del teorema de
Mashcke. O

Observacion 1.29
Por el teorema de Maschke tenemos que p es equivalente a la representacién o & 7
donde o: G — Aut(U) y 7: G — Aut(W) estdn dadas por

a(g) = p(9) lv y  7(9):=p9) lw-

Entonces is p es reducible, es equivalente a una suma directa de representaciones.

11
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Definicion 1.30
Decimos que una representacion p: G — V' es completamente reducible si p es equiva-
lente a p; @ -+ - @ p,, donde cada p;: G — Aut(V;) es una representacién irreducible.

Por el siguiente teorema vemos que toda representacion es completamente irredu-
cible.

Teorema 1.31
Si G es un grupo finito, entonces cada representacion no cero (V- # {0}), p: G —
Aut(V) de G sobre F, es completamente reducible.

Demostracion. Sea p: G — Aut(V) una representacion no cero. La demostracion es
por induccién sobre el grado de la representaciéon p. Si deg(p) = dim(V') = 1 entonces
{0} y V son los tinicos subespacios vectoriales de V. Por lo tanto p es irreducible.
Supongamos que el resultado es cierto para representaciones de grado menor que n, lo
cual es nuestra hipotesis de induccion.

Si p es irreducible entonces el resultado es cierto, asi que supongamos que p es

reducible. Entonces V' tiene un subespacio vectorial G-invariante U distinto de {0} y
V. Por el teorema de Mascke existe un subespacio vectorial G-invariante W tal que
V=UaW.
Como en la observacién 1.29, dos representaciones o: G — Aut(U) y 7: G — Aut(W),
tales que p es equivalente a o @ 7. Como deg(c) = dim(U) < dim(V) = deg(p) vy
deg(7) = dim(W) < dim(V') = deg(p), tenemos entonces por la hipdtesis de induccion
que o es equivalente a una representacion de la forma

01@"'@07‘7

donde cada o;: G — Aut(U;) es irreducible; y también de manera anédloga T es equi-
valente a una representacién de la forma

7-1@...@7-8’

donde cada 7;: G — Aut(WW;) es irreducible.
Asi tenemos que p es equivalente a la representacion

01D Do, 1B DTy,
y hemos probamos el resultado. O]

Este ultimo teorema nos dice que cada representacion es equivalente a una suma
directa de representaciones irreducibles. Por lo tanto para estudiar a las representa-
ciones, nos concentramos en las representaciones irreducibles.

Primero que nada damos todas las representaciones irreducibles de grupos finitos
abelianos sobre C, via el Lema de Schur (1.32).

12
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Teorema 1.32 (Lema de Schur)
Tomemos F = C y sea G un grupo finito. Sean p: G — Aut(V) y o: G — Aut(W)
dos representaciones irreducibles de G sobre .

(1) Si 9:' V. — W es un morfismo lineal G-equivariante de espacios vectoriales |
entonces se tiene que ¥ es un isomorfismo que hace a p y o equivalentes, 6 ¥(v) =0
para todo v € V.

(2) Si0:V —V esun isomorfismo G-equivariante entonces 9 es un multiplo escalar
del morfismo identidad.

Demostracion. (1) Supongamos que Im v # {0}. Recordemos que por la proposicién
1.18 tenemos que Im ¥ es un subespacio vectorial G-invariante de W y como W es
irreducible, obtenemos que Im¥ = W. Igualmente tenemos por la proposicién 1.18
que Ker ¢ es un subespacio vectorial G-invariante y ademas sabemos que Kerd # V.
Juntando esto con el hecho de que V es irreducible, entonces Kerd = {0} y asi 9 es
un isomorfismo.

(2) Tomando una base B de V tenemos que V es isomorfo a F", con n = dim(V),
y Aut(V) es isomorfo a GL(n,F). Sea A € GL(n,F) la matriz asociada a 9 via el
isomorfismo. Debido a que det(A—t1,,) es un polinomio de una variable con coeficientes
en C, entonces tiene una raiz en C. Por lo tanto existe un valor propio A € F de v,
asi que Ker(¥ — Mdy) # {0}. También tenemos para v € V, que

p(9)(9(v) = W) =9 (p(g)(v)) — Ap(9)(v),

y por tanto Ker(d — Aldy) es un subespacio vectorial G-invariante no trivial de V.
Como V es irreducible tenemos que Ker(d¥ — Aldy ) = V. Por lo tanto

(¥ — Aldy)(v) =0 para todov € V.

Es decir, ¢ = AIdy, como se deseaba. O
La parte (2) del Lema de Schur tiene la siguiente proposicién inversa.

Proposiciéon 1.33

Sea p: G — Aut(V') una representacion de G en V' sobre C, y supongamos que todo
morfismo lineal de V a 'V que es G-equivariante es un maltiplo escalar de Idy,. Entonces
p es irreducible.

Demostracion. Supongamos que p es reducible, asi que existe un subespacio vectorial
G-invariante U de V distinto de {0} y V. Por el teorema de Maschke, hay un subespacio
vectorial G-invariante W de V tal que

V=UoW.

13
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Entonces al proyeccién 7: V' — V definida como 7(u + w) = u para todo u € U,
w € W, es G-equivariante, ya que para todo g € G se cumple

m(p(g)(u+w)) = 7(p(9)(w)) +7(p(g) (w)) = pg)(w) = p(g)(m(u+w)).

Claramente 7w no es un multiplo escalar de Idy, lo cual es una contradiccion de nuestras
hipétesis. Por lo tanto p is irreducible. O]

Proposicién 1.34
Si G es un grupo abeliano finito, entonces toda representacion p: G — Aut(V') irre-
ducible sobre C tiene grado 1.

Demostracion. Sean G un grupo abeliano finito, p: G — Aut(V') una representacion
irreducible sobre C y z € GG. Como G es abeliano se tiene para todo v € V, g € G lo
siguiente

p(9)(p(x)(v)) = plgz)(v) = p(xg)(v) = p()(p(9)(v)),

y por lo tanto el automorfismo p(z): V' — V es G-equivariante. Por el Lema de Schur
(2) (teorema 1.32), este automorfismo es un miltiplo escalar del morfismo identidad
Idy, es decir \,1dy. Entonces

p(x)(v) = A\yv para todov € V.

Esto implica que todo subespacio vectorial de V' es G-invariante. Como p es irreducible,
deducimos que deg(p) = dim(V) = 1. O

Utilizando el siguiente resultado de teoria de grupos (ver [11, pp. 100]).

Teorema 1.35
Todo grupo abeliano finito G es isomorfo a un producto directo de grupos ciclicos

Cy %Oy

Es claro que para conocer las representaciones irreducibles de grupos abelianos fi-
nitos basta conocer las representaciones irreducibles de productos de grupos ciclicos.

Sea G = Cy, X --- x C, yoparai € {l,...,7} sea ¢; un generador de C,,,. Tome-
mos

i—esima posicién
Entonces
G =(g1,.-.,9-), con g;" = ey gigj = g;g; para todo i, j.

14
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Consideremos ahora una representacién irreducible p: G — GL(n,C) de G sobre

C. Por la proposicién 1.34, vemos que n = 1, asi que para i € {1,...,r} existe \; € C
tal que
plgi) = (X)
(donde (\;) es una matriz de 1 x 1). Como g; tiene orden n;, entonces se sigue que A" =
1; esto es, A; es una n;-raiz de la unidad. También, los valores Ay, ..., A, determinan
p, ya que para g € G, tenemos g = gi' - - - g para ciertos enteros iy, ..., 4., y asi
(1.2) plg) = plgi' -~ g7) = (AT -~ A7) € GL(L,C).
Denotemos a una representaciéon p de G' que satisface (1.2) para todo iy, ..., ., como
P = Pxi,..) )\
De manera reciproca, dadas cualesquiera n;-raices de la unidad A; con i € {1,...,r},

la funcién
7:1 o e ir il o .. ir
91 9y — (/\1 )\r )
es una representacion de . Existen ny - - - n, representaciones que son de esta forma,

y cualesquiera dos distintas de ellas no son equivalentes.
Con esto hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 1.36

Sea G un grupo abeliano finito C,, x --- x C,, . Las representaciones py, .. de G
construidas anteriormente son irreducibles y tienen grado 1. Hay |G| de estas represen-
taciones, y cada representacion irreducible de G sobre C es equivalente a exactamente
una de ellas.

Consideremos H = (g) un grupo ciclico de orden n generado por g, y sea p: H —
Aut(V') una representaciéon. Por el teorema 1.31 podemos suponer sin pérdida de ge-
neralidades que

p=p1D-Dpr,
es una suma directa de representaciones irreducibles p;: G — Aut(U;) sobre C. Cada
representacion p; tiene grado 1, por la proposicion 1.34; sea u; un vector que genera a
U;. Tomemos w = e2™/™. Entonces para cada i, existe un entero m; tal que

pi(g)(us) = w™u;.

Asi para la base {uy,...u.} de Uy @ --- @ U, tenemos que la matriz asociada al auto-
morfismo p(g) es de la forma

w™ 0
(1.3) :
0 w™r
El siguiente resultado es consecuencia directa de esto.
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Proposicién 1.37

Sea G un grupo finito y p: G — Aut(V') una representacion de G sobre C. Si g € G,
entonces eziste una base B de V para la cual la matriz A(g) asociada al automorfismo
p(g) respecto a B es diagonal. Si g tiene orden n, entonces las entradas en la diagonal
de la matriz A(g) son n-raices de la unidad.

Demostracion. Sea H = (g) < G. Como p|g: H — Aut(V) es una representacién de
H sobre C, el resultado se sigue de (1.3). O

Por 1ltimo veamos que un grupo finito G tiene un ntimero finito de representaciones
irreducibles. Para esto consideraremos la representacion fiel p: G — Aut(CG) y el
hecho de que toda representacion es completamente reducible.

Proposicién 1.38

Sean p: G — Aut(V) y 0: G — Aut(W) dos representaciones de G sobre C, y sea
9: V. — W un morfismo lineal G-equivariante. Entonces existe un subespacio vectorial
G-invariante U de V tal que V =Kerd & U y U = Im9.

Demostracion. Como Ker1 es por la proposicién 1.18 un subespacio vectorial G-
equivariante de V', entonces existe por el teorema de Maschke un subespacio vectorial
G-invariante U de V tal que V = Ker¢ @ U. Definamos una funcién 9: U — Imd
como

Veamos que 9 es un isomorfismo G-equivariante entre U y Im 4. Claramente al ser ¢
un morfismo lineal G-equivariante, entonces 19 es un morfismo lineal G-equivariante. Si
u € Kerd entonces u € KerdNU = {0}; por lo que Kerd = {0}. Ahora sea w € Im 9J;
por lo que w = Y¥(v) para algin v € V. Escribiendo a v = k +wu con k € Kerd, u € U
tenemos que

w=19(v) =9(k)+9I(u) =9(u) =I(u).

Por lo tanto Im Y = Im ). Con esto hemos establecido que ¥: U — Im 1 es un isomor-
fismo lineal G-equivariante. O

Proposicién 1.39
Sea p: G — Aut(V) una representacion de G sobre C, y escribamos a

p=p1D--Dpr,
como una suma directa de representaciones irreducibles p;: G — Aut(U;) de G sobre

C. Si U es cualquier subespacio vectorial G-equivariante irreducible de V', entonces
U = U; para algin 1.

16
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Demostracion. Como V' es isomorfo de manera G-equivariante a Uy ®- - -®U,., podemos
suponer sin perdida de generalidades que

V=U,®---aU,.

Asi para u € V, tenemos que u = uy + - - - + u, para vectores unicos u; € U;. Definimos
m;: U — U; como
mi(u) = u;.

Entonces 7;: U — U; es un morfismo lineal G-equivariante ya que p(g)(u) = p1(g)(u1)+
-+« + pr(9)(us) para todo g € G, y por tanto

mi(p(9)(w)) = pilg)(ws).

Como p|y v p; son irreducibles, y m # 0, entonces el Lema de Schur (1) (teorema 1.32)
implica que 7; es un isomorfismo G-equivariante. Por lo tanto U = U;. Es decir p|y es
equivalente a p;. O

Teorema 1.40
Consideremos la representacion reqular pr,: G — Aut(CG), y escribamos

preg:pl@"'@prv

como una suma directa de representaciones donde cada p;: G — Aut(U;) es una repre-
sentacion irreducible de G sobre C. Entonces toda representacion irreducible o: G —
Aut(W) de G sobre C es equivalente a alguna de las representaciones p;.

Demostracion. Sea o: G — Aut(W) una representacién irreducible de G sobre C,
y sea w € W un vector no cero. Suponiendo que G = {g,...,¢g,}, notemos que
{3, Nio(g:)(w) | A; € C} es un supespacio vectorial G-invariante de W; como o es
irreducible, se sigue entonces que

i=1
Definamos ahora 9: CG — W como

93 Na) = 3 Vo) ).

i=1

Claramente ¥ es un morfsimo lineal, e Im ¢ = W, por (1.4). Més aun, ¥ es un morfismo
lineal G-equivariante, ya que para g € G, tenemos

ﬁ(ﬂreg(g)(zn:l /\igi)) = 19( zn:l Aiggi) = f:l Xio(99:)(w) = o(g) (79( 2”21 Az‘%)) :
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Por la proposicion 1.38, existe un subespacio vectorial G-equivariante U de CG tal
que
CG=UdKerdyU=ZImv=W.

Lo 1ltimo nos dice que preg|rr €s equivalente a o, y al ser o irreducible, entonces también
1o €s preg|v. Por la proposicién 1.39 tenemos que preg|y €s equivalente a alguna p;. Por
lo tanto o es equivalente a alguna de las representaciones p;. O

Este teorema nos dice que existe un conjunto finito de representaciones irreducibles
de G sobre C tal que toda representacion irreducible de GG sobre C es equivalente a
alguna de ellas. Esto tultimo es expresado en el siguiente corolario.

Corolario 1.41
St G es un grupo finito, entonces existen un numero finito de representaciones irredu-
cibles no equivalentes entre si.

Mas adelante daremos una forma de saber cuantas representaciones irreducibles
hay:.

1.4. Caracteres de una representacion

A continuacién estudiaremos los caracteres de un grupo, los cuales nos dicen basi-
camente como se comportan las representaciones, y son mas sencillas de obtener.

Definicién 1.42
Sea p: G — Aut(V) una representacion de G en V sobre C, y sea B una base de V.
Un cardcter de G (o el cardcter de p) es la funcién y: G — C dada por

x(g) = tr(A(g)),

donde A(g) es la matriz asociada al automorfismo p(g) respecto a B. Mas atn, y es
un caracter irreducible de G si es el caracter de una representacion irreducible; y x es
reducible si es el cardcter de una representacion reducible.

El carécter de la representacion no depende de la eleccion de la base B, ya que
si B es otra base de V, entonces para la matriz A(g) asociada al automorfismo p(g)
respecto a la base B, tenemos

Alg) =T " A(g)T
donde T es la matriz de cambio de base y por lo tanto

tr(A(g)) = t2(TA(g)T) = tr(A(9)).

18
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Ejemplo 1.43

Sea GG un grupo ciclico de orden n generado por g. Sea w € C una n-ésima raiz de la
unidad. Por el teorema 1.36 y por (1.3) tenemos que hay n representaciones irreducibles
Pl -, P que son de la forma

pilg) = ().

Por lo tanto hay n caracteres irreducibles x1, ..., x» que son de la forma

Xi(g) =w.

Proposicién 1.44
(1) Representaciones equivalentes tienen el mismo cardcter.
(2) Six yy son elementos conjugados en el grupo G, entonces

x() = x(y).

Demostracion. (1) Sean d: V — W un isomorfismo de espacios vectoriales G-invariante

y B = {v1,...,v,} una base de V. Entonces B = {¢(v1),...,9(v,)} es una base de
W asi, si A(g) es la matriz asociada a p(g) respecto a B y A(g) es la matriz asociada
o(g) respecto a B, como ﬁ(p(g)(vi)) =o(9g) (19(1)1)) para cada i € {1,...,n}, entonces
se cumple que B
A(g) = Alg)-

Por lo tanto el caracter de p coincide con el caracter de o al no depender de las bases.
(2) Supongamos que x y y son elementos conjugados en G, asi que x = g~ 'yg para
algin elemento g € G. Sea p: G — Aut(V') una representacién de G sobre C, y sea B
una base de V. Entonces para las matrices asociadas a los automorfismos tenemos

A(z) = Alg™yg) = Alg™ ) A(y) A(9),
ya que p(g~'yg) = p(g~")p)p(g) vy plg~!) = (p(g))_l- Por lo tanto tenemos que
x(@) = x(y). O

Definicién 1.45
Si x es el caracter de la representacién p: G — Aut(V) de G sobre C, entonces la
dimension de V' es llamada el grado de x.

Ejemplo 1.46
Si p: G — Aut(V) es cualquier representacién de G sobre C de grado 1, entonces para
cada g € G existe un nimero complejo A, tal que

p(g)(v) = Aju  para todo v € V.

El caracter x de p esta dado por
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y x tiene grado 1. Los caracteres de grado 1 son llamados caracteres lineales; estos
son, claramente, caracteres irreducibles.

Notemos que el teorema 1.36 nos da todos los caracteres irreducibles de grupos
abelianos finitos; en particular, todos son caracteres lineales.

Todo caracter lineal de G' es un homomorfismo de grupos de G al grupo multipli-
cativo C\ {0}

Ejemplo 1.47

El cardcter de la representacién trivial 1¢: G — GL(1,C), con 1g(g) = (1) es un
caracter lineal, llamado el caracter trivial de GG. Lo denotamos también por 14.
Entonces

lg: g — 1 paratodo g € G.

Asi dado cualquier grupo G, conocemos al menos uno de los caracteres irreducibles
de GG, a saber el caracter trivial.

Proposicién 1.48
Sea x el cardcter de una representacion p: G — Aut(V') de G sobre C. Supongamos
que g € G tiene orden m, y e € G es el elemento neutro de G. Entonces

(1) x(e) = dim(V');

(2) x(g) es una suma de m-raices de la unidad;
(3) x(g7") = x(9);

(4) x(g) es un nimero real, si g es conjugado a g~ *.

Demostracion. (1) Sea n = dim(V), y sea B una base de V. Entonces la matriz
asociada al automorfismo p(e) = Idy, es la matriz identidad I,,. De manera consecuente

y por tanto x(e) = dim(V).
(2) Por la proposicién 1.37 existe una base B de V tal que la matriz asociada al
automorfismo p(g) es

w1 0
0 Wn
donde cada w; es una m-raiz de la unidad. Por lo tanto tenemos que
x(9) =wit -+ w
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es una suma de m-raices de la unidad.
(3) De manera anédloga por la proposicién 1.37 tenemos que la matriz asociada al
automorfismo p(g~1) es

wit 0

-1
0 w,

y por tanto x(g7) = w; ' + - - +w;l. Cada m-raiz de la unidad compleja w satisface
w™! =, ya que para todo real ¢,

(eit>—1 — e—it’

que es el conjugado complejo de e®. Por lo tanto

X(g™) =wi 4 +w, = x(9)-

x(g7") por la proposicién 1.44 (2). También

X(9); esto es, x(g) es real. m

(4) Si g es conjugado a g~! entonces x(g)
x(97") = x(g) por (3), y por tanto x(g)

El siguiente teorema nos da una primera idea de la importancia de los caracteres,
mostrando que podemos determinar el nticleo de una representacion a partir de conocer
su caracter.

Teorema 1.49
Sea p: G — GL(n,C) una representacion de G y sea x el cardcter de p.

(1) Para g € G,

Ix(g9)| = x(e) siy sdlo si p(g) =N, para algin \ € C.

(2) Kerp={g € G|x(g9) =x(e)}

Demostracion. (1) Sea g € G, y supongamos que g tiene orden m. Si p(g) = Al, con
A € C, entonces A es una m-raiz de la unidad, y x(g) = An, asi que por lo tanto

IX(9)l =n = x(e).
De manera reciproca, supongamos que |x(g)| = x(e). Por la proposicion 1.37, existe
una base B de C" de manera que la matriz asociada a p(g) con respecto a esta base es

w1 0

0 Wp,

donde cada w; es una m-raiz de la unidad. Entonces
(1.5) IX(9)] = w1+ +wa| = n = x(e).
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Notemos que por la desigualdad del tridngulo, para cualesquiera niimeros complejos
Z1, ..., 2y tenemos que

R N IR A |

con igualdad solamente cuando los argumentos z1, ..., 2, son todos iguales.
Como |w;| = 1 para todo ¢, entonces de (1.5) tenemos que w; = w; para todo i, j. Asi

w1 0 w1 0
= = wlln.

0 Wn, 0 w1

Entonces para todas las bases B’ de C" tenemos que la matriz asociada a p(g) es wi1,,
y por lo tanto p(g) = AL,.

(2) Si g € Ker p entonces p(g) = I,,, y por tanto x(g) = n = x(e). Supongamos ahora
que x(g) = x(e). Entonces por (1) tenemos que p(g) = A, para algin A € C. Esto
implica que x(e) = x(g) = Ax(e), y por tanto A = 1. Con esto p(g) = I, y entonces
g € Ker p. Asi que hemos probado (2). ]

Definicién 1.50
Si x es el caracter de G, entonces el nicleo de x, denotado por Ker y, esta definido
como

Kery ={g € G| x(g9) = x(e)}.

Decimos que x es fiel si Ker x = {e}. Por el teorema 1.49 (2), si p es una represen-
tacion de G sobre C con caracter y, entonces Ker p = Ker x, y por lo tanto el caracter
x de una representacion p es fiel si y s6lo p es fiel.

Ejemplo 1.51

Sea GG un grupo ciclico de orden n generado por g € GG. Sea w € C una n-ésima raiz de
la unidad, y consideremos la representaciéon p: G — GL(1,C) dada por p(g*) = (w¥).
Entonces el caracter y de p estd dado por x(¢*) = w*, y por tanto tenemos que
Wk = x(g*) = x(e) = x(¢g") = w" =1, si y s6lo si k = n, y por tanto g = e. Entonces
este caracter es fiel.

Proposicién 1.52
Sea x un cardacter de G. Entonces X es un cardcter de G. Si x es irreducible, entonces
X también lo es.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidades que x es el caracter de una
representacion p: G — GL(n,C) (tomando posiblemente una base). Por lo cual

x(g) = tr(p(g))-

22



1.4. CARACTERES DE UNA REPRESENTACION

Si A = (a;;) es una matriz de n xn con coeficientes en C, definimos la matriz conjugada
A = (a;;). Notemos que si A = (a;;) y B = (b;j) son matrices de n x n con coeficientes
en C, entonces

(1.6) AB = AB,
ya que la entrada ij-ésima de A B es
Z aikgkg»
k=1

que es igual al conjugado complejo de Y ;'_; aixbyj, la ij-ésima entrada de AB.
Se sigue de (1.6) que la funcién p: G — GL(n, C), definida como

es una representacion de GG. Debido a que

tr(p(9)) = tr(p9)) = trp(9)) = x(9),

tenemos que el caracter de la representacion p es .
Es claro que si p es reducible entonces p es reducible. Por lo tanto x es irreducible
si y solo si X es irreducible. O

Definicién 1.53
El cardcter regular de G es el caracter de la representacion regular pree: G — Aut(CG).
Lo denotamos como Xyeg-

El caracter regular es fiel ya que la representacion regular es fiel.

Proposicién 1.54
S% Xreg €5 €l cardcter reqular de G, entonces

Xreg(€) = |G| y
Xreg(9) = 0 si g # e.

Demostracion. Sean gq,...,¢g, los elementos del grupo finito G, y sea B la base
{91,...,9n} del espacio vectorial CG. Por la proposicion 1.48 (1), xyeg(e) = dim(CG) =
|G].

Tomemos ahora g € G distinto de e € G. Entonces para i € {1,...,n}, tenemos
que g;g = g; para algtn j con j # 7. Por lo tanto bajo la base B la matriz asociada al
automorfismo pye(g), dado por

preg(.g)(gi) = 99 = 9j,
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tiene puros ceros en el renglon i-ésimo excepto en la columna j-ésima; en particular
la entrada ii-ésima es cero para todo i. Se sigue entonces que

Xreg(g) =0.

Proposicion 1.55
Sea p: G — Aut(V) una representacion de G sobre C, y supongamos que

p=p1D--Dpr,

es una suma directa de representaciones irreducibles p;: G — Aut(U;). Entonces el

cardcter de p es igual a la suma de los caracteres de las representaciones py,. .., py.
Demostracion. Tomando bases By, ..., B, de los espacios U; obtenemos que p = p; &
-+ @ p, es equivalente a la representacion o: G — GL(n,C) dada por
Xi(9) 0
olg) =
0 X (9)

donde X;(g) es la matriz asociada al automorfismo p;(g) respecto a la base B;.
De esto se sigue que, si x es el caracter de p y x; es el caracter de p;, entonces

x(9) = xa(g) + -+ x:(9)- O

1.5. El carcaj de McKay

El conjunto de todas las funciones ¥: G — C es un espacio vectorial sobre C,
definiendo la suma de dos funciones ¥ y ¢ como

(U + ¢)(9) =9J(g) + ¢(g9) para todo g € G,

y definiendo el producto escalar para A € C como
(M) (g) = A(9(g)) para todo g € G.

A continuacién estudiemos este espacio vectorial para conocer cuantas representaciones
irreducibles puede tener un grupo finito G.

Definicién 1.56
A este espacio vectorial le podemos definir un producto interno de la siguiente manera.
Supongamos que ¢ y ¢ son funciones de G a C. Definimos

1 _
(9, ¢) = al gezcﬂ(g)cb(g)-
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1.5. EL CARCAJ DE MCKAY

Para cada pareja v, ¢, de funciones de G a C, el niimero complejo (1, ¢) satisface
las siguientes condiciones:

(1.7) (0, 0) = (6, 9)

esto sucede por que tenemos que

a1 51050 = g7 5 (00)70) = (57 2 o070):

geG geG geG

también para cualesquiera funciones 91, 5 y ¢ de G a C se tiene para todo A\, Ay € C
lo siguiente

(1.8) (A1 + AU, ) = A (D, @) 4+ Ao (U2, @)

debido a que para A, Ay € C tenemos

]G|Z (M01(g) + AaVa(g)) d(g) = (|G’ZT91 )+)\2<|G’2792 )

geG geG geG

por ultimo para toda funcién no cero 9, el producto interior es positivo
(1.9) (¥,9) >0

y esto tltimo por que para todo g € G, se tiene que 9(g)J(g) = [9(g)|* = 0 y al ser ¥
no cero, se tiene que |[J(h)| > 0 para algin h € G. Por lo tanto

19
|G|g§, il |G|g§'

Notemos que la condicién (1.7) implica que (J,9) es siempre un ntimero real, y
que las condiciones (1.7) y (1.8) nos dan

(P, MV + Atg) = X1<¢7 ) + X2<¢7 V)

para todo Ay, Ay € C y para cualesquiera funciones 1,95, ¢ de G a C.
Al ser los caracteres funciones y: G — C, con el producto interno definido arriba,
obtenemos un producto interno de caracteres que cumple lo siguiente.

Proposicién 1.57
Sean x y 1 caracteres de G. Entonces se tiene que

< ¢> (L% |G|ZX

geG

y por lo tanto (x,v) es un nimero real
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Demostracién. Por la proposicion 1.48 (3) tenemos 1(g) = (g~') para todo g € G.

Por lo tanto
X, ¥ > x(g
|G| geG

Como {g7' | ¢ € G} = G, también tenemos, haciendo un cambio en el indice en la
suma, que

X, Y |G|Zx g Y(9) = (¥, x) = (x, V).

geG

Por lo tanto (x, 1) es un ntimero real. O

Més aun el nimero real (y,®) es un entero, y usando el Lema de Schur (teorema
1.32), obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.58 (Relacién de ortogonalidad de Schur)
Sean p: G — Aut(U) yo: G — Aut(V') dos representaciones irreducibles no isomorfas
de G sobre C, con caracteres x y v respectivamente. Entonces

o) =1,y
(x,¥) =0.

Para demostrarlo, consideramos primero los siguientes resultados, que son conse-
cuencia directa del Lema de Schur (teorema 1.32).

Corolario 1.59
Sean p: G — Awt(U) y 0: G — Aut(V) representaciones irreducibles de G sobre
C, y sea h: U — V un morfismo lineal G-equivariante. Entonces el morfismo lineal
h: U —V definido como

~ o St el

geG

es G-equivariante y cumple lo siguiente.
(a) Sip y o no son equivalentes, entonces h=0.
(b) SiV =U yp=oc entonces h = (1/n)tr(h)Idy, donde n = dim(U).

Demostracion. Primero notemos que h es G-equivariante ya que para ¢ € G, y ob-
servando que si g € G corre sobre todo GG entonces también lo hace y = gx, tenemos
que

,1 71 7
o(z hp(x |G\ > ol “Hhp(gr) |G\ > oy hp(y) =h

geG yeG

y por tanto para todo z € G obtenemos hp(z) = o(z)h; es decir h es un morfismo
lineal G-equivarinate.
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La parte (a) se sigue aplicando el Lema de Schur (teorema 1.32) a la funcién h.
Para la parte (b) del corolario tenemos que por el Lema de Schur (teorema 1.32) que
h = \dy para algiin nimero complejo A € C. Mas aun en este caso tenemos por un
lado que

]G\ Ztr( —1 Yhp(g > \G’ Ztr ) =tr(h

geG gelG

y por otro lado tenemos tr(h) = tr(AIdy) = nX. Juntando las dos igualdades obtene-
mos que A = (1/n)tr(h). O

Tomando B = {uy,...,u,} una base de U y B’ = {vy,...,v,} una base de V
obtenemos representaciones p: G — GL(n,C) equivalente a p, y 6: G — GL(m,C)
equivalente a o.

Reinterpretemos el corolario 1.59 para las representaciones p y o. Las entradas de
las matrices <aij(g)> =p(g)y (bkl(g)) = 0(g) estan dadas como sigue

i) = Z@ij(g)u y
= Z bri(9) vk

Las entradas de la matriz (xy;) asociada al morfismo lineal h: U — V respecto a las
bases By B’ estan dados por

h(u;) =Y xpivg,
k

y de manera andloga las entradas de la matriz (Z;) asociada al morfismo G-equivariante
h estan dados por

(1.10) h(u;) = ;ikivk.
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Pero por como definimos h tenemos entonces para u; € B lo siguiente

(1.11) h(u;) ’G‘ > of (u;)

geG

|G| Z h(}j:aji(g)ua')

geG

|G| 2l )(Zaji(g)zl:x,jvk)

geCG

]G‘ Z Z’Il]a]z (Zbkl Uk)

geG g

- Z <|G| Z biu(g xljaﬂ(g)>vk
gEG

Asi juntando (1.10) y (1.11) obtenemos que

(1.12) T = |G! Z bia(g™ ) aja5:(9).
€

gG

Si p y ¢ son representaciones irreducibles no isomorfas, entonces h = 0 y por tanto

(1.13) |G| Z bra (g™ ") wija5:(9)-
S

gG

Corolario 1.60
Sean p: G — Aut(U) y o: G — Aut(V') representaciones irreducibles no isomorfas de
G sobre C. Sea {uy,...,u,} base de U y sea {vy,...,v,} base de V. Tomando p: G —
GL(n,C) la representacion equivalente a p, y c: G — GL(m,C) la representacion
equivalente a o, con p(g) = (aij(g)) yo(g) = (bkl(g)), entonces para cualesquiera
1,7k, tenemos

|G| Zbkl _1 am g)=0.

geG

Demostracion. Como p y o son irreducibles y no isomorfas, entonces p y ¢ son irre-
ducibles y no isomorfas. Sea h: U — V el morfismo lineal definido por la matriz (zy;)
con la entrada x;; = 1 y el resto igual a cero. Entonces por la ecuacién (1.13) tenemos
que

‘G’ Zbkl a]z ):07

geG

para todos los indices 1, 7, k, (. O
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Corolario 1.61
Sea p: G — Aut(U) una representacion irreducible de G sobre C y sea {uy, ..., u,}
una base de U. Entonces tomando p: G — GL(n,C) la representacion equivalente a p

con p(g) = (aij(g)) tenemos

1 [ 1n sii=kyj=I
gezGakl )aji(g) = ﬁ‘ski(sli - { 0 en otro caso.

IGI
Donde 6y; es la delta de Kronecker.

Demostracion. Tomando (x;;) una matriz de n xn tenemos un morfismo lineal h: U —
U,y de ésta tenemos un morfismo G-equivariante h: U — U. Por el corolario 1.59 (b)
tenemos que h = (1 / n) tr(h)Idy, es decir si (Tx;) es su matriz asociada tenemos que

_ 1
T = ﬁtr(h )Oki = Z5z]$zg5m

lJ

Juntando esto con la ecuacién (1.12) obtenemos

1
\G! Z le xljaﬂ(g) = n (h 51% = Zél]xl](skz

Jsly l,J
geG

Tomando la matriz (x;;) con x;; = 1 y el resto de los coeficientes cero obtenemos que,
para todos los indices 1, 7, k, [, sucede

1
|G| Z akl agz ) = E(Skiélj

geG

]

Con estos resultados ya podemos probar el teorema de relacién de ortogonalidad
de Schur.

Demostracion de la relacion de ortogonalidad de Schur. Como dos representaciones equi-
valentes tienen el mismo caracter, tomemos {u1, ..., u,} base de U y {vy,...,v,} base

de V. Sean p: G — GL(n,C) la representacién equivalente a p, con p(g) = (aij(g)) y
7: G — GL(m, C) la representacion equivalente a o con 6(g) = (bkl( )) Entonces pa-

ra el cardcter x de p y el cardcter 1) de o tenemos x(g) = tr( (g )) y ¥(g) = tr(&(g)).
Asi obtenemos que el producto interno de caracteres cumple por el corolario 1.61 lo
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siguiente

—1
(X X) |G|ZX

geG

\G|Z“( )tr(5(9))
@l Z<Za“ ))(Z%(g))

geG  j

=3 (161 Zyosts st

geG
_ Z ( 6J15]1>

=1.

Y por ultimo por el corolario 1.60 tenemos que se cumple

-1
A |G| 2,V

|G\ g;;“"( D)tr(5(9))
e gez(;(;b“ o) (L auls))

R <\G| 5 et

geG

T a0

:O.
[l

El teorema 1.40 nos dice que para un grupo finito G existen un ntmero finito
de representaciones irreducibles pi,...,p, de G sobre C . Si y; es el caracter de p;,
entonces por el teorema 1.58, tenemos que

(].].4) <XZ7 X]> = 61’]’ para todo Z,j
En particular, esto ultimo implica que los caracteres irreducibles x1, ..., X, son todos
distintos.
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Tomemos ahora p una representacion de G sobre C. Por el teorema 1.28, p es
equivalente a una suma directa de representaciones irreducibles de G sobre C. Cada
una de estas representaciones es equivalente a alguna p;, por lo que existen enteros no
negativos dy, ..., d, tales que

(1.15) PEPLO@p) B (D Bp) & D (o@D py),

donde para cada ¢, hay d; factores p;.
Por lo tanto el caracter ¢ de p esta dado por

Usando (1.14), obtenemos de esto ultimo que

(1.17) (WU, xi) = (X, V) = di,y
(1.18) () = df + -+ + d2.

En resumen hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 1.62
Sea x1,...,Xr los caracteres irreducibles de G. Si 1 es cualquier caracter de G, en-
tonces

Y =dixy+ -+ dox,

para algunos enteros no negativos dy, . ..,d.. Ademds se tiene que,
di = (@D» XZ>7 Y
(W) =>_d;.
i=1

Observacion 1.63
El teorema 1.58 también nos dice que en el espacio vectorial que consiste de funciones
de G a C los caracteres irreducibles de G, x1, ..., X%, son linealmente independientes,
ya que si

Aix1+ o+ Axe =0,

tenemos por (1.14) que
0=(\xa+- -+ Xxm Xi) = Ao

El siguiente teorema nos da un método efectivo para determinar si una represen-
tacion es irreducible o no.

Teorema 1.64
Sea p: G — Aut(V') una representacion de G sobre C con cardcter 1. Entonces p es
irreducible si y sdlo si (1,1) = 1.
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Demostracion. Si p es irreducible entonces por el teorema 1.58 tenemos que (¢, ¢) = 1.
De manera reciproca, supongamos que (,1) = 1. Ademads tenemos que

¢:d1X1+"'+err
para enteros no negativos d;, y por (1.17), tenemos
L= (), ¢)=di +--+d;.

Se sigue que uno de los enteros d; es 1 y el resto cero. Entonces por (1.15), p = p; para
algin ¢, y por lo tanto es irreducible. O]

Con todo esto podemos probar que toda representacion p de G sobre C esta com-
pletamente determinada por su caracter.

Teorema 1.65
Supongamos que p y o son representaciones de G sobre C, con caracteres x y 1,
respectivamente. Entonces p y o son equivalentes si y solo si x = 1.

Demostracion. En la proposicion 1.44 vimos que representaciones equivalentes tienen
el mismo caracter. Lo que nos falta demostrar es la parte reciproca de esta proposicién.

Asi que supongamos que Y = . De nuevo supongamos que pi,...,p, son las
representaciones irreducibles de G sobre C, con caracteres xi,...,X,. Sabemos por
(1.15) que existen enteros no negativos ¢;, d; tales que

p=(1 & @p)® (P& Sp)® & (p D D pr)
con ¢; factores p; para cada 7, y
o= ® - ®p)®(2® - ®p) @B (0, @B pr)
con d; factores p; para cada i. Por (1.17) tenemos que
¢ =X Xi), di = (¥, xq)-
Como x = 1, se sigue que ¢; = d; para todo ¢, y por tanto p es equivalente a o. O

Ya con todo esto podemos calcular el nimero de representaciones irreducibles de
un grupo finito G sobre C, calculando el ntimero de caracteres irreducibles. Para esto
ultimo nos apoyaremos en las clases de conjugacion de G.

Definicién 1.66
Sea GG un grupo finito y sean z,y € G. Decimos que x es conjugado a y en G si

y=g 'zrg paraalgin g € G.
El conjunto de todos los elementos conjugados a z en G es
¢ ={g7'xg | g € G},

y es llamado la clase de conjugacion de x en G.
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Como todo elemento z € G esta en la clase de conjugacién z¢, entonces G es

unién de clases de conjugacion. Por el siguiente resultado tenemos que las clases de
conjugacion de G forman una particion de G.

Proposicién 1.67
Para un grupo finito G, si x,y € G, entonces sucede que 2¢ = y“ 0 29Ny es vacio.

Demostracién. Supongamos que 2¢Ny% es no vacio, y tomemos z € %Ny“. Entonces
existen g, h € G tales que
2 =g tzg = h yh.

Por lo tanto z = gh™'yhg™' € 4 y por tanto ¢ C y©. De manera analoga despejando
y obtenemos que y¢ C 2%, y asi tenemos que z¢ = 3. O]

Definicién 1.68
Una funcién de clase sobre G es una funcién ¢: G — C tal que ¥(z) = ¢(y) cuando x
y y son elementos conjugados de G (es decir, 9 es constante en clases de conjugacién).

Observacion 1.69

Los caracteres son funciones de clase por la proposicion 1.44 (2).

El espacio C' de funciones de clase forman un subespacio vectorial del espacio
vectorial formado por todas las funciones de G a C, ya que si ¢, € C' 'y A € C
entonces tenemos para x y y conjugados en G lo siguiente

(¥ + ) (x) = (@) + o) = ¥(y) + o(y) = W+ 9)(y), ¥
(M) () = () = Mp(y) = (M) (y)-

Observacion 1.70
Por cada clase de conjugacion #¢ de G podemos definir una funcién de clase dada por

1 siyé€ 2%,

¢x(y) :{ 0 Siyng.

Si tenemos que
G=a0U---Uaf

entonces dada una funcién de clase ¢: G — C tomando a; = ¢(x;) tenemos entonces
que
¢ = a1¢x1 + -+ al¢:pl-

Entonces como claramente las funciones ¢,, son linealmente independientes (al ser las
clases de conjugacién disjuntas) tenemos que forman una base de C'y asi tenemos que

(1.19) dim(C) =1,

donde [ es el nimero de clases de conjugacién de G.
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Proposicién 1.71
Sea ¢: G — C una funcion de clase, y sea p: G — Aut(V') una representacion irredu-
cible de G sobre C, con cardcter x y grado n. Sea py € Aut(V) definido como

po = > #(9)p(g)

geG

Entonces py = Ndy, con

Z¢

gEG

Demostracion. Notemos primero que

p(z Npgp(z) = > olg p(g)p(x) = d(g)p(z~ gx).

geG geq

Tomando u = 7 1gz, esta ultima expresién se convierte en

pla™psp(x) = Y dlaur™)p(u) = Y ¢(u)p(u) =

ueG ueG

Entonces tenemos que para todo x € G se cumple que p(z)py = ppp(z), es decir py
es G-equivariante, y por el Lema de Schur (2) (teorema 1.32), existe A € C tal que
ps = Aldy. Entonces tenemos que

An = tr(Aldy) = tr(pg) = D d(g)tr(p(g)) = >_ ¢(9)x(9)

geG geG

Teorema 1.72
Los caracteres irreducibles forman una base del subespacio de funciones de clase C.

Demostracion. Por la observacién 1.63 tenemos que los caracteres irreducibles son
linealmente independientes en el espacio vectorial de funciones de G a C, y son ele-
mentos de C' por la observacion 1.69. Asi que solo falta ver que generan al subespacio
C.

Consideremos V; el subespacio vectorial generado por los caracteres irreducibles y
utilzando el producto interior dado en la definicién 1.56, tomemos V5 el complemento
ortogonal a V; en C'. Demostremos que V5 es vacio; supongamos que no lo es, y tomemos
¢ € V5. Recordemos ademas que los caracteres ; son irreducibles.

Sea p: G — Aut(V') una representacion arbitraria de G sobre C de grado n, y tomemos

po = > #(9)p(g)

geG
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Por (1.15) tenemos que p es una suma directa de las representaciones irreducibles
pi: G — Aut(V};) para subespacios V; C V. Entonces p es de la forma

pP=p1D DD D DDy,
—_— —_—
d1 dr

por lo que
P =P16D  DP1pD - DPrp DD Prg -
d1 dr

Aplicando la proposicién 1.71 a cada p;s obtenemos que
Py = dl)\lld\/l + -+ dr/\rIdVT

1, 1, _
=d—(0, X))+ +d—(0,X,)-
ny ny
Como ¢ es ortogonal a todos los ; entonces tenemos que pg = 0.
Aplicando esto a la representacién regular pyes: G — Aut(CG), y calculando el

valor de (preg>¢ en el vector de la base e € CG, tenemos

0= (pres) ,(€) = 2 ¢(9)preal9)(€) = 3 0(9)g,

geG geG

y al ser los vectores g linealmente independientes en CG, al ser una base, concluimos
que ¢(g) = 0 para todo g € G.

Por lo tanto el complemento ortogonal en C' del subespacio generado por los ca-
racteres ;, que es el mismo que el generado por los caracteres irreducibles x;, es

el subespacio trivial. Asi concluimos que los caracteres irreducibles son una base de
C. O

Corolario 1.73
El niumero de representaciones irreducibles de un grupo finito G, sobre C, es el numero
de clases de conjugacion de G.

A continuaciéon vemos por tltimo otra construcciéon algebraica entre representacio-

nes de G sobre C.

Definicién 1.74
Sip: G — Aut(V)yo: G — Aut(IW) son dos representaciones de G sobre C, podemos
definir el producto tensorial de las representaciones p ® o: G — Aut(V ® W) como
sigue

(r®0o)(g)(v@w) = p(g)(v) ®o(g)(w).
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Proposiciéon 1.75
Sean p: G — Aut(V') y 0: G — Aut(W) dos representaciones con caracteres x y 1,
respectivamente. Entonces el cardcter de p ® o es el cardcter producto x, donde

(x¥)(g) = x(9)¥(9).

Demostracion. Sea g € G. Por la proposicién 1.37 podemos elegir una base {vy, ..., v, }
de V' y una base {wy,...,w,} de W tales que

p(9)(vi) = Nivi y o(g)(w;) = pjw;

para algunos \;, p;. Entonces

X@) =3 A vlo) =X n

i=1
Entonces para ¢ € {1,...,m} y j € {1,....m}, (p ® 0)(g9)(vi ® w;) = p(g)(v;) ®

o(g)(w;) = Nip;(v; @ wy). Como los vectores v; @ w; forman una base de V@ W, si ¢
es el caracter de p ® o entonces

$g) =D_ iy = (Z /\i> (Z uj) = x(9)¥(9).

O
Lema 1.76
Si aq, ..., q, son numeros complejos distintos, la matriz
) Y J
2 r—1
1 o of -+ o X
2 r—
A — 1 ay a7 -+ oy
2 r—1
1 o o -+ o
es invertible
Demostracion. Supongamos que x1, ..., x, son variables indeterminadas, y considere-
mos
2 r—1
1z 27 -+ a3 X
2 r—
To I [P €T
A = det 2 2
2 r—1
1 o i - a
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Sii # jy x; = x; entonces dos filas de la matriz son iguales y por tanto A = 0. De
esto se sigue que A es divisible por

H(l“i —x;) = (x1 — x2)(x1 —23) - -+ (11 — 7))

i<j
X (xg — x3) -+ (X9 — 2y)
X (ZCT,1 — I‘T).

Notemos que el coeficiente del termino @} ‘a5 ™2 ---x,_1 en este producto es 1, ya que

por la forma en que hemos escrito el producto el termino ;! proviene de todos los
factores en la primera fila, el termino x5~ 2 proviene de todos los factores en la segunda
fila, y asf sucesivamente. Por otro lado para obtener el termino ] *a5 2+ 2,_; en la
expansion del determinante A, debemos tomar 27! de la primera fila de la matriz, 5 >
de la segunda fila y asi sucesivamente. Por lo tanto el coeficiente de '} ‘a2 -z,

en A es +1. Se sigue que
A==x]](=

i<j
Para obtener el resultado, substituimos los valores «; en la matriz y concluimos que
la matriz A tiene determinante distinto de cero. O]

Teorema 1.77
Sea x un cardcter fiel de G, y supongamos que x toma exactamente r valores distintos
sobre G. Entonces todo cardcter irreducible de G es una componente de alguna de las

potencias X° x', ..., X"}
Demostracion. Supongamos que «q, ..., «, son los valores que toma y sobre GG. Para
1 < i < r definimos

Gi={9€ G |x(9) = ai}.
Supongamos sin perdida de generalidades que a3 = x(e) (en caso contrario un cambio
en el indice basta), para tener G; = Kery. Como x es fiel, entonces G; = {e}.

Tomemos ahora ¢ un carécter irreducible de G. Basta demostrar que (x’, ) # 0 para
alguna j € {0,...,r —1}. Para 1 <i<r —1, sea

Bzzzmv

9€G;

y notemos que 31 = 1(e) # 0. Asi obtenemos que para todo j > 0 se cumple

00.4) = g S0 V0 = gy Lot

geG
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Sea A la matriz de r x r cuya entrada ij-ésima es (a;)’ !, y sea b el vector horizontal
con entradas ;. Como A es una matriz invertible por el lema 1.76, y b # 0 ya que
p1 # 0 concluimos que bA # 0. Pero la entrada (j + 1)-ésima en el vector horizontal
bA es igual a |G|(x?, 1), asi tenemos que (x?, 1) # 0, para algin j € {1,...,r — 1},
como se deseaba probar. O

Con esto ya podemos definir el carcaj de McKay.

Definicién 1.78 (Carcaj de McKay)

Sea p: G — Aut(V) una representaciéon de G sobre C, con caracter . Sean py, ..., pq
las representaciones irreducibles de G. Si xi,...,xq son los caracteres irreducibles
entonces tomando ]

mii = (e > x(9)xi(9)xi(g™)

geG
tenemos que
PP = nijp;.
J

El carcaj de McKay de la representacion p es la grafica dirigida I'y, que se obtiene de
la siguiente manera:
(a) En I', por cada representacién irreducible tenemos un vértice;

(b) si n;; > 0 ponemos existe una flecha de p; a p;, con peso n;.

Observacion 1.79
Como el nimero de representaciones irreducibles de G sobre C es el niimero de clases
de conjugacion de G, entonces I', tiene un ntmero finito de vértices y flechas.

Si ¢ es el cardcter de la representacion p ® p; entonces

nij = (&, X;)-

Ejemplo 1.80
Ya vimos en el teorema 1.36 que las representaciones irreducibles de los grupos ciclicos

Cn=(b]b"=e) son 4
pi(0) = (W),

donde w es una n-raiz de la unidad. Entonces los caracteres irreducibles son
k ik
X (0%) = W,

La representacion pg: G — GL(2,C?) dada por la inclusién de G en SU(2) estd dada
por
k
ky _ [W 0
m) = (4 ).
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y de e esto concluimos que para el caracter xo de py se cumple
X0 = X1+ Xn-1-
Asi obtenemos que para cualquier otro caracter irreducible se tiene

XoXi = (Xl + anl)Xi = Xi+1 T Xn—1+-

Cabe recordar que los indices son todos modulo n, con x, = 1lg. Con esto cuan-
do tomamos el producto interior de xpx; con un caracter irreducible y; obtenemos
utilizando el teorema 1.58 que

o rsii=jr16i=j-1
1 0 siotros casos

Al final nos queda el siguiente carcaj de McKay

i

X1 X2 Xn—1
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Capitulo 2

El carcaj de McKay para grupos
finitos de SU(2)

Como en este trabajo nos interesan los grupos finitos de SL(2,C), en el comienzo
de este capitulo empezamos viendo rapidamente que los grupos finitos de SL(2, C) son
conjugados a los grupos finitos de SU(2) y como obtener los grupos finitos de SU(2),
a partir de los grupos finitos de SO(3); para una discusién mas detallada de esto se
recomienda ver [14, Capitulos I,I1].

Después nos concentramos en calcular las tablas de los caracteres irreducibles de
los grupos finitos de SO(3), para a partir de estos caracteres, ver algunas formas de
obtener las tablas de los caracteres irreducibles de los grupos finitos de SU(2), pero sin
hacer todos los calculos. Ya con las tablas de los caracteres irreducibles de los grupos
finitos de SU(2) vemos en la tltima seccién que el carcaj de McKay es de hecho una
grafica para estos grupos, y presentamos la grafica de McKay para cada grupo finito

de SU(2).

2.1. Subgrupos finitos de SO(3) y SL(2,C)
Los subgrupos finitos que son de nuestro interés son los subgrupos de SL(2,C).

Pero por el siguiente resultado basta conocer los caracteres irreducibles de SU(2).

Proposicién 2.1
Todo subgrupo finito G de SL(2,C) es conjugado en SL(2,C) a un subgrupo de SU(2).

Para demostrar este resultado es ttil probar el siguiente lema.

Lema 2.2
Dados dos productos hermitianos { , ) y {, )« en C?, existe T € GL(2,C) tal que para
todo x,y € C? se cumple

(2,y). = (T'(z), T(y)).
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Demostracién. Usando Graham-Schmidt, sean B = {ej, es} una base de C? que es
ortonormal con respecto ( , ) y B* = {é1,é;} una base ortonormal con respecto a
( , )« Existe una matriz de cambio de base T' € GL(2,C), que manda B* en B.
Ademas para todo i, j se cumple que

(€i,€j)x = 0iy = (T(€:),T(&)),
donde ¢;; es la delta de Kroneker. Por linealidad tenemos entonces el resultado O

Demostracién de la proposicion 2.1. Sea { , ) el producto hermitiano usual de C?, en-
tonces el siguiente producto hermitiano (, )¢ es invariante respecto a G, y esta definido

para u,v € C? como
1
(1,0)g = 21 3 (A(w), Aw))
| ’ AeqG
Es un producto hermitiano, ya que ( , ) es un producto hermitiano, y claramente es
invariante respecto a GG, ya que para B € GG tenemos que el indice C' = AB corre sobre

todo G al correr el indice A sobre todo Gy por tanto

(B(u), B(v))ae = |é’ > ((AB)(u), (AB)(v)) = ,(1;| > {Cw),C(v)) = (u,v)c-

AeG CeG

Por el lema 2.2 tenemos que existe una matriz T € GL(2, C) tal que para todo u,v € C?
tenemos

(T'(w), T(v)) = (u,v)q,

y por lo tanto TGT ™! estd en U(2), ya que para una matriz A € G se cumple lo
siguiente, para todo u,v € C?

(TAT (u), TAT ' (v)) = (AT (u), AT (v))g = (T (), T (v))a = (u,v).

Podemos suponer sin perdida de generalidades que det(T") = 1, ya que si no el resultado
sigue siendo valido para T = (1/det(7"))T. Con esto vemos que G es conjugado en
SL(2,C) a un subgrupo de SU(2). O

El problema es ahora conocer quienes son los subgrupos finitos de SU(2). Para
resolverlo es de gran utilidad el siguiente teorema que nos da una relaciéon entre los
grupos finitos de SU(2) y los grupos finitos de SO(3).

Teorema 2.3
Eziste un homomorfismo de grupos de SU(2) sobre SO(3) con nicleo {£15}.

Demostracion. Tomando la siguiente caracterizacion del grupo especial unitario,

(2.1) SU(2) = {( o f) | 21,2 € C con |21]* + |2o]* = 1},

—Z2 2
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tenemos el siguiente morfismo ¢: SU(2) — H entre el grupo especial unitario y el
grupo de cuaterniones H, definido como

Z1 22\ .
¢ <—22 Zl> =21+ 22]-

Al tener que la norma en el grupo de cuaterniones esta definida para ¢ = 27 + 297
como

] = |21]* + |22,

entonces tenemos que ¢ manda a SU(2) de manera isomorfa sobre los cuaternios
unitarios.

Sea H~ el subconjunto de cuaterniones con parte real igual a cero, y definamos un
producto interior ( , ) sobre H~ como

(91, ¢2) = tr(q1qy)-

Con este producto interior H~ es isométrico a R?, y es invariante bajo la conjugacién
quq~! por los cuaternios unitarios |g| = 1.

Asi tenemos un homomorfismo de grupos m: SU(2) — O(3), el cual es continuo.
Como SU(2) es conexo entonces realmente tenemos un homomorfismo continuo de
grupos

m: SU(2) — SO(3).

Este morfismo tiene como ntcleo a {—1y, I5}.

Para una demostracion més detallada ver [14, 4] O

A los subgrupos finitos G de SU(2) para los cuales existe un subgrupo finito I' de
SO(3) de manera que G = 7~ 1(T") se les conoce como grupos binarios.

Entonces conociendo los grupos finitos de SO(3) ya conocemos varios grupos fi-
nitos de SU(2) via el homomorfismo 7. El siguiente resultado nos dice quienes son
exactamente los subgrupos finitos de SO(3).

Teorema 2.4

Los grupos finitos de SO(3) son, salvo conjugacion, los grupos ciclicos de orden n, C,,
los grupos diédricos de orden 2n, D, el grupo alternante Ay, el grupo simétrico Sy y
el grupo alternante As.

Demostracion. Ver [14, 4] O

Tenemos la siguiente tabla que nos da las presentaciones de subgrupos finitos de

SO(3):
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' € SO(3) | Generadores Relacién
C, 15} fh=e
D,, B, B=q"=(By)=e
Ay 8,7 F=7=(By)=e
Sy B, F=yt=(By)=e
As B, F=y=(B)=e

Tabla 2.1: Presentaciones de grupos finitos de SO(3)

Observacion 2.5

Al grupo Sy en la literatura se le conoce también como el grupo Tetraédico, al grupo
Sy se le conoce como el grupo Octaédrico, y por tltimo al grupo As se le conoce como
el grupo Icosaédrico. Esto es por que son la rotaciones de R? que dejan invariante al
tetraedro, octaedro e icosaedro respectivamente.

Por ultimo falta ver quienes son los grupos finitos de SU(2) que no son binarios, es
decir que no son preimagen de algun subgrupo finito de SO(3). Para esto necesitamos
el siguiente lema.

Lema 2.6
Si A € SU(2) tiene orden 2 entonces A = —1I.

Demostracion. Sea A = (a b
c d

(& ) =ar=a= ()

Esto implica que a = d y b = ¢ = 0, y como det(A) = ad = 1 obtenemos que
a=d==+l1. L

). Entonces como A? = I, entonces A~! = A y por

tanto

Proposicién 2.7
Sea G un grupo finito de SU(2), entonces G = w~Y(T"), para algin subgrupo finito T
de SO(3) si y sdlo si G no es ciclico de orden impar.

Demostracion. Supongamos que G no es preimagen de algin subgrupo finito I' de
SO(3), entonces —I, ¢ G. Entonces m manda G de manera isomorfa sobre 7(G). Si
7(G) tuviera un elemento de orden 2, entonces G tendria un elemento de orden 2 y
por el lema 2.6 se tendria que —I5 esta en G. Por lo tanto 7(G) no tiene elementos de
orden 2. Como un grupo diédrico, un grupo ciclico de orden par, el grupo tetraédrico,
el grupo octaédrico y el grupo icosaédrico tienen un elemento de orden 2, entonces
a m(G) solo le queda ser ciclico de orden impar. Por lo tanto G es ciclico de orden
impar. ]
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Por ultimo el siguiente resultado nos dice que ya no hay méas subgrupos de SU(2)
que sean finitos.

Teorema 2.8
Todos los subgrupos finitos de SU(2) son los binarios, y el ciclico de orden impar.

Demostracion. Ver [14, 4] O
Para terminar esta secciéon damos la siguiente tabla, que es obtenida de la tabla

2.1, tomando b = 7(5) y ¢ = m(y), para tener las siguientes presentaciones de los
subgrupos finitos de SU(2):

G C SU(2) Notaciéon | Generadores Relacién
Ciclico de orden n C, b " =e
Binario n-diédrico D, b, c b =c" = (be)? = I,
Binario Tetraédrico | A, b, c B =c = (be)? = I
Binario Octaédrico S, b, ¢ b =ct = (bc)? = I,
Binario Icosaédrico A5 b, c b =c=(bc)? =1,

Tabla 2.2: Presentaciones de grupos finitos de SU(2)

2.2. Tablas de caracteres de subgrupos finitos de

SO(3)

Por el corolario 1.73 tenemos que hay tantos caracteres irreducibles de G como
clases de conjugacién de G. Para encontrar los caracteres, antes veamos quienes son
las clases de conjugacién de los subgrupos finitos G de SO(3).

Proposiciéon 2.9
Un grupo ciclico G = C,, de orden n tiene n clases de conjugacion.

Demostracion. Como los grupos ciclicos son abelianos entonces para cualquier elemen-
to x € G se tiene que para todo elemento g € G se cumple

grg~' = g9~ v = .
Por lo tanto la clase de conjugacion consiste de un solo elemento. O]

Como el grupo G = (), tiene exactamente n elementos, concluimos que las clases
de conjugacion son de la forma {g’} con i € {0,...,n— 1}, donde g es el generador de
G .

Para conocer las clases de conjugacion de los grupos D,,, Ay, Sy v As nos seran de
gran utilidad los siguientes conceptos y resultados.
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Definicion 2.10
Sea = € G. El conmutador de x en G, denotado por Cg(x), es el subgrupo de G que
consiste de los elementos de G que conmutan con x; es decir

Co(z) ={g € G|xg=gr}

Teorema 2.11
Sea x € G. Entonces el tamano de la clase de conjugacion x¢ estd dado por

29| = |G : Ca()| = |G|/|Ca(2)].

En particular |2€| divide a |G|.

Demostracion. Notemos primero que para g, h € G, tenemos que g 'zg = h~'zh, siy
sélo si hg twgh™ = x, es decir, si y s6lo si hg~! € Cg(x). Con esto la funcién f que
va de 7% a las clases laterales derechas de Cg(z) en G, dada por

g 'zg — Ca(z)g,

es inyectiva. Como f es claramente suprayectiva, tenemos que f es una biyeccion,
probando que |2%| = |G : Cg(z)]. O

Definicién 2.12
El centro de G, denotado por Z(G), esta definido como

Z(G) =1z € G| zg = gz para todo g € G}.
Observacion 2.13

Tenemos |#¢] = 1 si y s6lo si g~
z € Z(G).

l2g = x para todo g € G, es decir, si y s6lo si

Con esto podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 2.14 (Ecuacién de clase)
Sean x1,...,x; los representantes de las clases de conjugacion de G. Entonces

Gl=1z(G)+ > |af].

A YA(E))
Demostracién. Como G es la unién disjunta de las clases de conjugacién x¢, entonces
tenemos que
G a a
G=) lil= > i+ > |7l
x; z,€2(Q) 2, ¢2(G)
Pero como |Z(G)| = ¥.ez(c) |4, entonces obtenemos el resultado. O
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Ahora podemos conocer quienes son las clases de conjugaciéon de D,,. Esto es mas
sencillo hacerlo con dos casos distinguiendo cuando n es par, y cuando n es impar.

Teorema 2.15
El grupo diédrico G = D,, con n impar tiene exactamente %(n + 3) clases de conjuga-
cion:

{e}. {7, 7—1},... (a2 4= (DY {3 4B,y BY,

donde v y B son los generadores dados en la presentacion de la tabla 2.1.

Demostracion. Consideremos primero 'yi con 0 <7< n—1. Como Cg(’}/i) contiene a
(), el subgrupo generado por -, entonces

G Coly)] <1G: (D] =2,

También tenemos que 193 = 7%, entonces {7',7~'} C (7%)¢. Como n es impar,
7" #~7 y por tanto |(7¢)¢| > 2. Usando el teorema 2.11, tenemos que

221G : Co(v) =1(1)° = 2.
Por lo tanto tenemos igualdad, y asi
(V) ={

A continuacién, Cg(3) contiene {e, 3}; y como 3719'3 = v7%, entonces ningn ele-
mento de la forma~y® 6 v‘f con 0 < i < n — 1 conmuta con 3. Por lo tanto

CG(B) = {675}'

Aplicando el teorema 2.11 tenemos que |3%| = n. Como todos los elementos 7 ya estdn
en alguna de las clases (7')“, entonces 3% debe contener a los n elementos restantes

de G.
Es decir,

BY ={B,78,...,.7"'B}.

Teorema 2.16
El grupo diédrico G = D,, con n = 2m par tiene exactamente m + 3 clases de conju-
gacion:

{eh, (V"L vy ' Ty L (B 0< G < m=1 (T8 0 < < m—1,

donde v y B son los generadores dados en la presentacion de la tabla 2.1.
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Demostracién. Como f~14™3 = y~™ = 4™ el conmutador de v™ en G contiene a
y B,y por tanto Cg(y™) = G. Por lo tanto la clase de conjugacion de v en G es
simplemente {y™}. Como en la demostracién anterior, tenemos (') = {%, v~} para
0<i<m—1.

Para cada entero j tenemos que
VBT =98, A (VB =47
Se sigue que
BE={"B10<j<m—1}, () ={¥B0<j<m—1}
O

Ahora prosigamos a conocer las clases de conjugaciéon de Sy en general. Antes nos
va a ser de gran ayuda los siguientes resultados mas generales.

Proposicién 2.17
Sea x un k-ciclo (i1iy...1;) € Sn, y sea g € S,. Entonces grg™' es el k-ciclo

(9(i1) g(i2) - .. g(ix)).

Demostracion. Sea A = {iy,...,i}. Para i € A,

(9297 ")(9(ir)) = g2(ir) = g(i + 1) (‘0 en su caso g(ir) sir = k).

También para 1 <i<nyi ¢ A,
(9297 (9(i)) = g (i) = g(i).

Por lo tanto g(iyia...ix)g~" = (g(i1) g(i2) ... g(ix)), y asi hemos probado la proposi-
cion. ]

Consideremos ahora cualquier permutacion x € S,,. Escribamos a x como un pro-
ducto de ciclos disjuntos

r=(ar ... ap)(b ... bg,)...(c1 ... cx,),

con ky = ko > -+ > k. Por la proposicion 2.17 tenemos para g € S, lo siguiente

-1

(2.2) grg b =glay ... ar)g  g(by ... br,)g ... glcr ... c)g
(

glar) .. glar,))(g(br) - g(br,)) - (g(cr) .. glcx,)).
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Llamamos a (ky,...,ks) la forma de ciclo de =, y notamos que x y grg~! tienen la
misma forma de ciclo. Por otro lado, dadas dos permutaciones z y y con la misma
forma de ciclo, digamos

.ﬁE:(al akl)(bl ka)...<Cl Cks),
y=(ay ...ap )by ... b)) ... () ... ),
existe un g € S, que manda a; — af,...,cp, — ¢}, y por (2.2) tenemos que
grg—t =y

Con esto hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 2.18
Para x € S, la clase de conjugacion x°* de x en S, consiste de todas la permutaciones
en S, que tienen la misma forma de ciclo que x.

Asi ya podemos conocer las clases de conjugacion de Sy ya que solo tenemos las
siguientes formas de ciclo:
(1),(2),(3),(2,2), (4).

Entonces existen exactamente cinco clases de conjugacién de Sy con los siguientes
representantes:
e,(12),(123),(12)(34),(1234).

Para calcular el tamafio de las clases de conjugacion, simplemente contamos el ntimero
de 2-ciclos, 3-ciclos y asi continuamos. El nimero de 2-ciclos es igual al niimeros de

parejas que se pueden elegir de {1,2,3,4}, el cual es (4) = 6. El nimero de 3-ciclos

2
es 8 = 4 x 2 (4 al elegir el elemento que se queda fijo y dos porque hay 2 3-ciclos
que fijan un elemento dado). De manera similar, existen seis elementos con forma de
ciclo (2,2) y existen seis 4-ciclos, Por lo tanto para G = Sy, los representantes g de las
clases de conjugacion, los tamafios de las clases de conjugacién |g“| y los ordenes de

los conmutadores |Cg(g)| (obtenidos usando el teorema 2.11) son como sigue:

Representante e (12) (123) (12)(34) (1234)
Tamano de la clase 1 6 8 3 6
Orden del representante | 1 2 3 2 4

Tabla 2.3: Tamano clases de conjugacién de Sy

A continuacién calculemos mas generalmente las clases de conjugacién de A,,. Dada
una permutacién par x € A,,, probamos en el teorema 2.18 que la clase de conjugacion
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25" consiste de todas la permutaciones en S,, que tienen la misma forma de ciclo que
z. La clase de conjugaciéon x4 de x en A, definida como

i = {gzg~" | g € A},

Sn An Shn .

esta claramente contenida en z°"; sin embargo z“" puede que no sea igual a x
Un ejemplo donde la igualdad no se da es considerar z = (123) € Ajs; en este caso
x4 = {7}, mientras que z°* = {z, 27!}

El siguiente resultado determina precisamente cuando z4» y 2 son iguales, y que
sucede cuando la igualdad no se da.

Proposicién 2.19

Sea x € A, conn > 1. (1) Six conmuta con alguna permutacion impar en S,,, entonces
a9 = x4, (2) Si x no conmuta con ninguna permutacion par en A, entonces x se
descompone en dos clases de conjugacion en A,, del mismo tamano, con representantes
vy (12)x(12)7L.

Demostracion. (1) Supongamos que x conmuta con cualquier permutacién impar g.

Sea y € 257, asi que y = haeh™! para algin h € S,,. Si h es par entonces y € z47; y si

h es impar entonces hg € A,, y ademas
y = hah™ = hgug™'h™' = (hg)z(hg) ™",

A Sn —

asi que de nuevo y € x4, Por lo tanto z°» C 2" y asf 2% = 2. (2) Supongamos
que x no conmuta con ninguna permutacién impar. Entonces

Por lo tanto por el teorema 2.11, como |A,| = (1/2)]S,| tenemos
1
1 1
= §|Sn :Cs, | = §|x |.
A continuacién observemos que
{haxh™ | h es impar} = ((12)z(12)~ )"

ya que toda permutacién impar tiene la forma a(12) para algin a € A,.Con esto
obtenemos que

2% = {hah™" | h es par} U {hah™" | h es impar}
=2 U ((12)z(12)71)4.

Como |z = (1/2)|x%"], las clases de conjugaciéon x* y ((12)z(12)71)*" deben de
ser disjuntas, y del mismo tamano, como queriamos probar. O
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Ahora encontremos las clases de conjugacion de A,. Los elementos de A4 son la
identidad e, junto con las permutaciones con forma de ciclo (2,2) y (3). Como (12)(34)
conmuta con la permutacién impar (12) la proposicién 2.19 implica que

(12)(34)% = (12)(34)% = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Sin embargo el 3-ciclo (123) no conmuta con ninguna permutacién impar: ya que si
g(123)g~' = (123) entonces (123) = (g(1) g(2) g(3)) por la proposicién 2.17, asi que
g tiene que ser e, (123) o (132), una permutacién par. Por lo tanto por la proposicién
2.19, tenemos que (123)%* se descompone como dos clases de conjugaciéon de A, de
tamarfio 4, con representantes (123) y (12)(123)(12)~! = (132).

Por lo tanto las clases de conjugacion de Ay son:

Representante e (12)(34) (123) (132)
Tamano de la clase 1 3 4 4
Orden del representante | 1 2 3 3

Tabla 2.4: Clases de conjugacién de Ay

Por ultimo calculamos las clases de conjugacién de As. Las permutaciones pares
distintas de la identidad en S; son aquellas que tienen forma de ciclo (3), (2,2) y
(5). Los elementos (123) y (23)(45) conmutan con la permutacion impar (45); pero
(12345) no conmuta con ninguna permutaciéon impar: ya que si g(12345)g™ =
(12345) y por la proposicién 2.17 tenemos que (g(1) g(2) g(3) g(4) g(5)) = (12345).
Por lo que g tiene que ser e, (1234 5) . Por la proposicién 2.19 las clases de conjugacion
de Aj estdn representadas por e, ((123), (12)(34), (12345) y (12)(12345)(12)7! =
(13452). Usando la proposicién 2.19 (2), vemos que los tamanos de las clases de
conjugacion y los 6rdenes de los conmutadores son como sigue:

Representante e (123) (12)(34) (12345) (13452)
Tamarnio de la clase 1 20 15 12 12
Orden del representante | 1 3 2 5 5

Tabla 2.5: Tamano de las clases de conjugacion de As
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CAPITULO 2. EL CARCAJ DE MCKAY PARA GRUPOS FINITOS DE SU(2)

2.3. Tablas de Caracteres

Ya con las clases de conjugacién de los subgrupos finitos de SO(3) concentrémonos
en calcular los caracteres irreducibles de los grupos finitos de SO(3), ya que con estos,
por la siguiente proposicion, conocemos algunos caracteres irreducibles de los grupos
finitos de SU(2).

Proposicién 2.20
Supongamos que N es un subgrupo normal de G, y sea X un cardcter del grupo G/N.
Definimos x : G — C en g € G como

x(9) = X(gN).

Entonces x es un cardcter de G, que tiene el mismo grado que X y es llamado el
levantamiento de x

Demostracion. Sea p: G/N — GL(n,C) una representacién de G/N asociada a Y. La
funcién p: G — GL(n,C) que estd dada por la composicién

g— gN — p(gN)

es un homomorfismo de grupos. Por lo tanto p es una representaciéon de G. El cardcter
x de p satisface para todo g € G lo siguiente

x(9) = tr(p(g)) = tr(p(gN)) = X(gN).
Y més atin, como x(e) = X(N), se tiene que x y X tienen el mismo grado. O

Asi via el homomorfismo de grupos 7: SU(2) — SO(3), podemos levantar caracte-
res irreducibles en el caso de los grupos binarios. Cabe notar que en general calcular
los caracteres irreducibles de un grupo en general no es trivial. Comencemos con el
caso mas sencillo que es el de los grupos ciclicos.

En el capitulo 1 se calcularon las representaciones irreducibles p; de los grupos
ciclicos G = (), y todas tienen grado 1. Tomando w una n-ésima raiz de la unidad
estas representaciones estan definidas como

donde g es el generador de GG. Entonces los caracteres irreducibles x; son de la forma

X;(g) = &’
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2.3. TABLAS DE CARACTERES

Como el resto de los grupos finitos de SU(2) son los binarios, enunciaremos primero
los caracteres irreducibles de los grupos finitos de SO(3) y después calcularemos los
caracteres irreducibles de los grupos binarios. Para demostraciones sobre como obtener
estos caracteres se invita al lector a consultar [12] la cual es una excelente referencia.

Los caracteres irreducibles del grupo diédrico D,, con n impar son los siguientes:

Representante e Y (1<r<(n—-1)/2) p
» 1 1 1
Yo 1 1 1
V; 2 W 4 wIT 0

I<js(n-1)/2

Tabla 2.6: Caracteres irreducibles del grupo diédrico D,, con n impar
w es una n-raiz de la unidad

Los caracteres irreducibles de D,, en el caso en que n = 2m son los presentados en la

siguiente tabla:

Representante | e ™ Y (1I<r<m-1) [ 4B
lg 1 1 1 1 1
X2 1 1 1 -1 -1
Yo e (—1) 1l
X4 L (=™ =" -1 1
Y, 2 2(—1) W+ wI" 0 0

I<j<m—1

Tabla 2.7: Caracteres irreducibles del grupo diédrico D,, con n par
w es una n-raiz de la unidad
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CAPITULO 2. EL CARCAJ DE MCKAY PARA GRUPOS FINITOS DE SU(2)

Los caracteres irreducibles del grupo tetraédrico A4 son los siguientes, usando los
elementos generadores v y 8 dados en la secciéon anterior en la tabla 2.1:

Representante | e ~8 v S
1g 1 1 1 1
X2 1 1 w W?
X3 1 1 W ow
X4 3 =1 0 0

Tabla 2.8: Caracteres irreducibles de Ay
w es una 3-raiz de la unidad

De manera analoga definiendo v y 5 como en la tabla 2.1 tenemos que los caracteres
irreducibles de .S, son:

Representante | e 3%y 3 By ~
1o 111 11
X2 1 -1 1 1 -1
X3 2 0 -1 2 0
v 3 1 0 -1 -1
X5 3 -1 0 -1 1

Tabla 2.9: Caracteres irreducibles de S,

Por ultimo damos los caracteres irreducibles de A5 tomando otra vez a vy S como
en la seccion anterior los caracteres irreducibles son:

Representante | e 3 [y o i
1o 111 1 1
Yo 4 1 0 —1 —1
s 5 -1 1 0 0
» 3.0 —1 Y1+v5) 1(1-v5)
s 30 -1 11-v5) (1+v5)

Tabla 2.10: Caracteres irreducibles de As
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2.3. TABLAS DE CARACTERES

Conociendo todos los caracteres irreducibles de los subgrupos finitos de SO(3),
podemos levantar estos caracteres a SU(2) para obtener caracteres de los subgrupos
finitos de SU(2). Es decir si X es un caracter de I' subgrupo finito de SO(3) entonces
para G = 77 1(T") podemos considerar el cardcter y que se define en g € G como sigue

x(9) = X(n(9))-

Notemos que si x es irreducible, entonces y es irreducible ya que como por cada
elemento h en T tenemos dos elementos en G, 7=!(h) = {g, —g} entonces escogiendo
un representante de la preimagen bajo m obtenemos

XX X
|G|Z

geG

R0

hel’
= (X, X)-

Entonces podemos a partir de la representacion pg inducida por la inclusion de
SU(2) en GL(2, C) podemos encontrar algunos caracteres irreducibles que no tenfamos
antes, aunque no hay un algoritmo bueno a seguir.

Por ejemplo calculemos los caracteres irreducibles de A4. Primero necesitamos cal-
cular el cardcter xo. Como el grado de pg es 2, entonces xo(ls) = 2y xo(—1I2) = —2.
Ademas be es de orden 2 por lo que xo(bc) es una suma de 1 y -1; como ademés es con-
gruente con 0 modulo 2, entonces py(bc) = 0. Por ultimo por [14, Capitulo II,Seccién 2]
la traza de un elemento g de SU(2) es 2 cos(y) donde en el caso del binario tetraédrico
por la seccion 3 del mismo capitulo ¢ es 7/2 o es m/3. Como cos(m/2) = 0 entonces
tenemos que xo(b) =1 = xo(c).

Como Y es irreducible y xo = xolg donde 14 es el caracter trivial, tenemos por
la proposiciéon 2.21 que xoXxo = lg + x4 donde x4 es otra representacion. Con esto
obtenemos la siguiente tabla de caracteres irreducibles

Por 1ltimo agregamos las tablas de los caracteres irreducibles de los demas grupos,
que se obtienen de manera similar, tomando b y ¢ los generadores de la tabla 2.2. Para
el caso del binario octaédrico se sugiere revisar [21].
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Representante | Iy, —1Iy bc b —b c —c

1g 1 1 1 1 1 1 1

X2 1 1 1 w w w? w?

X3 1 1 1 W W w w

X0 2 -2 0 1 -1 1 -1

X4 3 3 -1 0 0 0 0

X5 = X0X3 2 -2 0 w —w —w —w

X6 = XoX2 2 -2 0 w —-w w -

Tabla 2.11: Caracteres irreducibles de ;14
w es una 3-raiz de la unidad

Representante | I, —I, bc b —b bc c —c
1g 1 1 1 1 1 1 1
X2 1 1 -1 1 1 1 —1 -1
X3 2 2 o -1 -1 2 0 0
X4 3 3 1 0 0o -1 -1 -1
X5 3 3 -1 0 0 -1 1 1
X0 2 -2 0 1 -1 0 V2 =2
Xe =Xoxa—Xo| 4 -4 0 -1 1 0 0 0
X7 = XoX2 2 -2 0 1 -1 0 —v2 2

Tabla 2.12: Caracteres irreducibles de 54
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Representante | Iy —1y —b be c? —c3 c —c
1a 1 1 1 1 1 1 1 1
X2 4 4 1 0 -1 -1 -1 -1
X3 5 5 -1 -1 1 0 0 0 0
Y4 3 3 0 0 -1 (1+2\/5) (1+2\/5) (1—2\/5) (1—2\/5)
X5 3 3 0 0 -1 (1—2\/5) (1—2\/5) (1+2\/5) (1+2\/5)
Yo 5 _o 10 0D 0V (VB _(6vA)
. 5 _o 10 0D @ (VB (o)
Xs 4 -4 -1 1 0 1 -1 1 -1
X9 6 -6 0 0 O -1 1 -1 1
Tabla 2.13: Caracteres irreducibles de As

Representante | Iy, —I, Jd(1<r<(n—-1)) b ¢b

1o 11 1 11

Yo 11 1 1 1

X 1 -1 (—1) 1 -1

4 1 -1 (—1) 11

oy 2 (=2) Wt 4 wIT 0 0

Tabla 2.14: Caracteres irreducibles de D,, con n impar
w es una 2n-raiz de la unidad

Representante | Iy -1, Jd(1<r<n—-1) b ¢b
" 11 1 11
X 11 1 1 -1
X3 1 -1 (—1) i -
4 1 -1 (—1) i i
oy 2 (=2) Wi+ wIT 0 0

Tabla 2.15: Caracteres irreducibles de En, con n par
w es una 2n-raiz de la unidad
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CAPITULO 2. EL CARCAJ DE MCKAY PARA GRUPOS FINITOS DE SU(2)

2.4. La grafica de McKay para los grupos finitos de
SU(2)

La proposicion que demostramos a continuacion nos permite ver que para la repre-
sentacion de un subgrupo finito G de SU(2) dada por la inclusion de G en SU(2), los
n;; son simétricos respecto a los indices.

Proposicion 2.21

Para la representacion py : G — GL(2,C), inducida por la inclusion de G en SU(2),
con cardcter Xo, tenemos que si X; Y X; son caracteres irreducibles de G entonces
(XoXis Xj) 7 0 si y solo st (XoXj, Xi) 7# 0.

Demostracion. Como todo elemento de SU(2) tiene traza real, entonces para todo
g € G se tiene que xo(g) es un nimero real y por tanto

<XOXi>Xj ]G| Z Xo (9)

geG
xi(g X;(9)
-1 2
= (Xis XoX;)
= (X0Xj: Xi)-

]

Para subgrupos finitos de SU(2) tenemos por la siguiente proposicién que el carcaj
de McKay de la representacién dada por la inclusion de G en SU(2)es una gréfica.

Proposicion 2.22

Para G un subgrupo finito de SU(2), si consideramos al espacié vectorial C* y consi-
deramos la representacion py: G — GL(2,C), dada por la inclusion del grupo G en
SU(2), entonces tenemos que para todo par de indices i,j se cumple

Demostracion. Por la demostracion de la proposicion 2.21, para py tenemos que n;; =
n;i. Para ver que n;; = 0 notemos que

= (XoXi Xi) = |G|ZXO 9)|xi(g)
geG
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2.4. LA GRAFICA DE MCKAY PARA LOS GRUPOS FINITOS DE SU(2)

Si GG es de orden par es decir binario, entonces contiene a —Id, y entonces para todo
g € G se tiene que —g € G. Como xo(g) = —xo(—g) obtenemos que

My = |G| > xo0(9)(Ixi(9) = |xi(9)[*) = 0.

geG

En el caso en que G tiene orden impar sabemos por 2.7 que G es ciclico. Sea a € G el
generador, entonces sabemos que a # I, y a™ = I donde [ es la matriz identidad de
SU(2). Esto ultimo nos dice que se cumple

(2.3) (L+a+a*+--+a" (I —a)=0.

Como a € SU(2) entonces tenemos que

det(ly — a) = det (1 %a 1_—6a> =1—(a+a)+|af*+|8)* =2 — 2Re(a).

Para que det(l; — a) = 0 se debe de cumplir que la parte real de « sea 1; pero como
la|* +|B])? = 1 al estar a € SU(2), esto implica que a = 1y = 0. Por lo tanto Id — a
es invertible, y tenemos por (2.3) que (I +a+a®+---+a" ') = 0. Con esto ultimo
y recordando que los caracteres de los grupos ciclicos son potencias de raices de la
unidad vemos que

1
N = Xo(9)|xi(g Xo(g —tr(ls +a+ a4+ a" ) = 0.
P @S0

Por tltimo notemos que n;; = 1 6 n;; = 0 debido a que n;; es entero positivo y ademas
sucede

Ng; = |G| ZXO |G| Z Ix0(9)*Ix:i(9) Z X9

geG 9eG geq@
G 43 a9, > Ix(g)P?
| | geqG geG

— lG’¢|G|<xi,xi>¢|G|<xj,xj>

= gpienidi=2

]

Usando estas propiedades y las tablas de caracteres calculadas en el apéndice te-
nemos que para los grupos finitos de SU(2) la representacion py tiene los siguientes
diagramas:
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Paall
....

X1 X2 Xn—1

Figura 2.1: Grafica de McKay del grupo C,,, con n vértices

]-G .. X3

/ ¢1 ¢2 @%—1
X2 X4

Figura 2.2: Grafica de McKay del grupo En, con n + 3 vértices
e X0 XxXa Xo X2

X5

X3

Figura 2.3: Grafica de McKay del grupo A4, con 7 vértices

Figura 2.5: Grafica de McKay del grupo As, con 9 vértices
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Capitulo 3

Singularidades

En este capitulo comenzamos probando el resultado que dio Felix Klein en [13], el
cual dice que al considerar G un grupo finito de SU(2), entonces los polinomios sobre
C? que son G-invariantes, estdn generados por tres polinomios x, ¥ y z que cumplen
una relacién polinomial R(z,y,z) = 0. Con esto damos un homeomorfismo entre el
cociente de C? por la accién de G y la variedad algebraica definida por R.

Después damos una breve introduccién a la teoria de las singularidades y su reso-
lucion via explosiones, viendo varios ejemplos para dejar claro las nociones geométri-
cas. Analizamos el concepto de una resolucion minima y mencionamos el criterio de
Castelnuovo. Con éste criterio podemos saber cuando una resoluciéon es minima soélo
fijandonos en los niimeros de interseccion del divisor excepcional.

Lo siguiente es dar la nocién de la grafica dual o la grafica de la resolucion, la
cual codifica informacién sobre el divisor excepcional, y vemos los casos del los grupos
ciclicos y los grupos binarios tetraédricos. Como la correspondencia se da para la
grafica de la resolucion minima, falta corroborar que efectivamente la resolucion es
minima.

Para esto consideramos un algoritmo de Andras Nemethi, el cual nos da una férmu-
la para calcular los niimeros de interseccion a partir de las multiplicidades de las com-
ponentes del divisor excepcional, y ademéas nos da un método para obtener la gréafica
minima de una singularidad de una superficie de la forma 2™ + f(z,y) = 0, a partir
de la gréfica de la resolucién de la singularidad de la curva f(x,y) = 0. Con este
algoritmo calculamos la grafica dual de la resolucién minima para todos los grupos
finitos de SU(2).

3.1. C*/G=V(0)

Dado un grupo finito G de SU(2) podemos definir una accién derecha de G sobre
el dlgebra de polinomios C[z1, 23] como sigue, tomando a z = (21, 23) € C?, g € G una
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CAPITULO 3. SINGULARIDADES

matriz y f € Clzq, 23] un polinomio,

(f9)(2) = f(97'(2)).
Claramente esto es una accién ya que
(f 1d)(2) = f(2),
(F(gh)(z) = f((gh) (=)
= (M) (g7(2))

F(hlg7'(2))
(7)) ()

Definicién 3.1
Un polinomio f € C|z1, 23] es G-invariante si para todo g € G se cumple que

fg=1r.

El conjunto de polinomios G-invariantes es denotado por S y es una subélgebra de
Clz1, 29|

Observacion 3.2
Si f es un polinomio homogéneo de grado n entonces para todo g € G se tiene que fg
es homogeneo de grado n, ya que tomando

()
entonces para z = (z1, z3) se tiene que
g H(2) = (@21 — Bzo, B2y + azy).
Ademas f es de la forma

f= Z Gijziz%-

i+j=n
Asi se tiene que

U = £(576) = 3 a1 ([Ja s Fe) 4 (Z()ﬁ )

—zl -1 k; -k _k_k
= 3 ()
i+j=n,k,l

y en esta tltima expresion cada término tiene gradot — Il +[l+j—k+k=1+j=n.
Asi como un polinomio se descompone en una suma de polinomios homogéneos, y

esta descomposicién no cambia bajo la accion entonces un polinomio es G-invariante
si y sélo si cada uno de sus componentes homogeneas es G-invariante.
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Por esta tultima observacion basta fijarse en los polinomios homogéneos que son
invariantes bajo GG para conocer los polinomios G-invariantes.

Siguiendo las técnicas de [14, Capitulo II, Secciones 6,7,8] y [13, 18] obtenemos
que para los grupos finitos G de SU(2) los polinomios invariantes estan generados por
tres polinomios G invariantes fi, f2, f3 € C[z1, 23], los cuales dependen del grupo, y
ademas cumplen una relacion polinomial. En la siguiente tabla presentamos las relacién
asociada a cada grupo G-

Grupo Relacion

Ciclico C), i+ f3fo
Binario dihédrico D, | f2 + fi(f2+ f7)
Binario Tetraédrico Ay | fi+ f3 + f2
Binario Octaédrico Sy | f2+ fi(f3 + f?)
Binario Icosaédrico As F+ 3412

Asf tomando ¢: Clz,y,2] — S¢ un homomorfismo de algebras, definido como
o(x) = fi, oy) = fa, &(2z) = f3. Por la tabla se tiene que si llamamos h a el
polinomio generado por la relacion, entonces el nicleo de ¢ es el ideal generado por h.
Asi tenemos que

Clz,y,2]/(h) = SC°.

Con esto tenemos una funciéon F: C? — C? definido como

F= (f17f2?f3)‘

Observacion 3.3
La funcién F nos define un homorfismo de algebras 1: Clz,vy, 2] — S¢ definido para
p € C[z,y, z] como

U(p) =po F.

El polinomio po F' es G-invariante ya que para todo g € Gy todo z € C? se tiene que

((poF)g)(z) = (o F)(g7'(2) = p(hi(97'(2), Lo(97'(2), fs(97'(2)))
= p((£19)(2), (£20)(2), (f39)(2)) = P(f1(2), fol2), fs(2))
=po F(z).

Este homomorfismo es sobreyectivo y el nticleo es el ideal generado por h. Entonces
nos da el isomorfismo

Clz,y, 2]/ (h) = SC°.
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CAPITULO 3. SINGULARIDADES

Definiendo V' = {(z,y,2) € C* | h(z,y,z) = 0} una variedad algebraica afin
tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.4

Esta funcion F: C?* — C? cumple las siquientes propiedades:
(1) F(C*) =V,

(2) F(z) = F(w) si y sélo si w= gz para algin g € G.

(3) F' es propia y cerrada.

(4) La funcién F: C* — V es abierta.

Demostracion. Ver el [14, Capitulo 11, Seccion 9. ]

Con esta proposicion tenemos que la funcién F' es continua al ser cerrada e induce
una funcién F: C2/G — V que es continua. Ademés como F: C? — V es abierta,
entonces es una funciéon cociente y por lo tanto F es un homomeorfismo. Es decir
usando la proposicion 3.4 hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 3.5 B
La funcién continua F induce un homeomorfismo F: C*/G = V entre el espacio de
érbitas C*/G y la variedad algebraica afin V.

3.2. Singularidades

Definicién 3.6
Un subconjunto V' de C" es un conjunto algebraico si V' es el lugar geométrico de los
ceros comunes a una coleccion S C Clzy, ..., x,| de polinomios.

Sea I(V) C Clzy,...,x,] el ideal que consiste de los polinomios que se anulan en
todo V. El teorema de ‘bases’ de Hilbert (o Nullstellensatz de Hilbert) nos dice que
todo ideal visto como un Clzy, ..., z,]-mbdulo estd finitamente generado. Para una
exposicion de esto ver [22, Apéndice Algebraico, Seccion 6] y [1, Capitulo 6, pp. 67,69].
De esto se sigue que todo conjunto algebraico puede ser definido utilizando una familia
finita de ecuaciones polinomiales.

Observacion 3.7

La uniéon VUV” de dos conjuntos algebraicos V' y V' en C™ es otra vez un conjunto alge-
braico en C", ya que si V estéd definido por la coleccién de polinomios { f1,..., fs} y V’
esté definido por la coleccién de polinomios {gi, . .., gx}, entonces VUV estd definido
por la coleccién de polinomios { f;g;}.

Definicién 3.8
Un conjunto algebraico no vacié V' es una variedad algebraica si no se puede expresar
como la unién de dos subconjuntos algebraicos propios.

64



3.2. SINGULARIDADES

Proposicién 3.9
Una variedad es irreducible si y solo si I(V') es un ideal primo.

Demostracion. Ver [22, Capitulo 1, Seccion 3,pp. 35]. O]

Las variedades algebraicas V' que vamos a estar estudiando estan definidas por un
solo polinomio h, y se les conoce como hipersuperficies. El gradiente Vh tiene rango
uno o cero.

Definicién 3.10
Un punto p € V es llamado no singular si

oh oh
Tango(aixl(ﬁ% sy 87(]9)) =L

n

En caso contrario (i.e. que tenga rango cero) decimos que p es un punto singular.

Observacion 3.11

El gradiente Vh tiene rango cero en un punto p si y solo si Vi(p) = (0,...,0), y
esto sucede si y s6lo si Oh/Ox; se anula en p para toda i € {1,...,n}. Como h es un
polinomio entonces todas las parciales 0h/0z; son polinomios.

Por lo tanto concluimos que el conjunto singular Sing(V'), que consiste de todos los
puntos singulares, es un subconjunto algebraico de V.

Teorema 3.12
El conjunto V' \ Sing(V') de puntos no singulares de V' es una variedad diferenciable no
vacia. De hecho esta variedad es una variedad analitica compleja de dimension n — 1.

Demostracion. Para ver una demostracion consultar [17, Capitulo 2, Teorema 2.3]. [

Observacion 3.13
Una variedad compleja nunca puede ser una variedad suave en una vecindad de un
punto singular. Una demostracién de este hecho aparece en [17, Capitulo 2, pp. 13].

En la siguiente tabla vemos que el polinomio h que define las superficies tiene en
todos los casos un solo punto singular en el origen. A estos puntos singulares se les
conoce como singularidades Klenianas, al ser Felix Klein el primero en estudiarlas en
[13].
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Grupo Vh

Ciclico C, (na"~", 2,y)
Binario Dihédrico D, (y* + (n+ 1)z", 22y, 22)
Binario Tetrahédrico A, (423, 3y?, 22)
Binario Octahérico S, (y3 + 322, 3xy?, 22)
Bianario Icosahédrico As (5z*, 3y?, 22)

3.3. Resolucién de singularidades

Definicién 3.14
Dadas dos variedades algebraicas V C C* y W C C™ decimos que f: V — W es una
funcion regular si es de la forma

f: (flv"'7fm)7

donde cada f; pertenece a Clzy,...,2,]|/I(V) y ademés para cada x € V se tiene que
f(z) e W.

El espacio proyectivo P"~! es el espacio cociente obtenido de C™\ O con la relacién
de equivalencia ~ definida como (1, ..., x,) ~ (y1,...,ys) siy sblosi existe A € C\{0}
tal que A(zy,...,2,) = (Y1,...,¥Yn). Denotamos a las clases de equivalencia como
[€1 : -+ 1 x,]. Notemos que si se tiene f un polinomio homogeneo, entonces si f es cero
en (r1,...,x,) se tiene que f es cero en toda la clase de equivalencia [z7 : -+ : z,].
Asi podemos definir la topologia de Zariski en P" pero ocupando ahora polinomios
homogeneos.

Utilizando las cartas coordenadas usuales de P" tenemos que el espacio proyectivo
es localmente isomorfo C". Una discusion méas detallada de esto estd dada en [10,
Capitulo 1, Seccién 2, Proposicion 2.2]. Utilizando estas cartas se tiene la siguiente
nociéon de funcién regular:

Definicién 3.15
Una funcién f: V' — W entre variedades casi-proyectivas afines, con V' C P" es regular

si para todo punto p € V' la funcién inducida entre vecindades coordenadas U de p y
U' de f(p), f: U — U’ es regular.

Definicién 3.16
El campo de funciones racionales sobre V' consiste de funciones de la forma f/g con

frg€Clxq,...,x,)/I(V).

Definicién 3.17
Una funcién f: V. — W entre variedades algebraicas V' C C" y W C C™ es una
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funcién racional si es de la forma

f:(f17"'afm)a

donde cada funcion es f; estd en el campo de funciones racionales de V.
Una funcion racional la cual es invertible con inversa racional es llamada una funcion
birracional.

De manera andloga a la definicion de funciones regulares para el caso proyectivo,
se definen las funciones racionales entre variedades algebraicas proyectivas utilizando
las cartas coordenadas de los espacios proyectivos.

Definicién 3.18 ~
Una resolucion de la variedad singular V' consiste de una variedad suave V' y una
funcién birracional propia ¢: V' — V' la cual define un isomorfismo sobre V' \ Sing(V).

Definicién 3.19 B
El divisor excepcional de la resolucién ¢: V — V es

¢~ (Sing(V)).

En las superficies V' que obtenemos de las acciones de los grupos finitos de SU(2)
el conjunto Sing(V") consiste de un solo punto, asi para obtener una resolucién iremos
explotando puntos en estas superficies.

Definicién 3.20
La explosiéon B de el origen O en C" es la siguiente variedad algebraica en C* x P*~1:

B = {((xl,...,xn), [ZREERE: tn]) cCr x prt | @ity = il?jti}-

Observacion 3.21
También podemos explotar un punto (a, b, c) distinto de O, tomando un cambio de
coordenadas dado porz =z +a,y=y+by z=2+c.

Observacion 3.22
Notemos que tenemos una funciéon regular 7: B — C™ dada por

W((xl,...,xn),[tl HERR- tn]> = (T1,...,2,).

Ademds notemos que las cartas coordenadas de P! nos inducen cartas coordenadas

Bi de B.
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Definicién 3.23

Sea V' C C" una variedad algebraica afin que contiene al punto O. Sea B la explosién
de O en C" y sea m: B — C" la funcién definida en la observacién 3.22. La exzplosién
de O en V estd definida como

V= = 1(V\O) C B.
Restringiendo 7 a V obtenemos una funcién racional 7: V — V.

Proposiciéon 3.24 B ~
La funcién racional w: V. — V define un isomorfismo entre V\ O y V \ 771(0)

Demostracién. Definimos p: C*\ O — C" x P"~! como

p(xy, ... x,) = ((xl,...,:pn),[xl ; xn])

Claramente p esta bien definida y es la inversa de w. Como ademés es una funcion
regular, entonces al restringir obtenemos el resultado. O]

Definicién 3.25 B
Sean V' C C" una variedad algebraica afin, B la explosién de O en C" y V la explosion
de O en V. El divisor excepcional de la explosién es E = 71(0)NV.

Observacion 3.26

En cada explosion obtenemos un nuevo divisor excepcional, el cual puede constar de
varias componentes irreducibles. Cuando obtenemos una resolucién explotando, al final
nos queda la unién de todos los divisores excepcionales al cual también denotamos por
E y es llamado el divisor excepcional de la resolucion.

Definiciéon 3.27

En el caso en que V' es una superficie o una curva con singularidad aislada, una buena
resolucién V consiste de una resolucién en la cual las componentes irreducibles E; del
divisor excepcional de la resolucion £ = F,U- - -U E}, son todas suaves y se intersectan
de manera transversal. Es decir, la suma directa de sus espacios tangentes nos da el
espaci6 tangente de la variedad algebraica V. Ademés pedimos que

Observacion 3.28
Si tenemos una resolucion ¢: V. — V' que no es buena, entonces pueden suceder tres
cosas:

(1) Alguna componente E; del divisor excepcional E tiene un punto p singular.

(2) Dos componentes no se intersectan transveralmente en un punto p; es decir se
intersectan de manera tangnte.
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(3) Existe un punto p que estd en tres componentes irreducibles distintas del divisor
excepcional E.

En los tres casos podemos utilizar la observacion 3.21 para ir explotando el punto p. Al
final en un nuimero finito de pasos obtenemos a partir de nuestra resoluciéon ¢: V' — V
una buena resolucion

Antes de proseguir veamos algunos ejemplos, pero antes de adentrarnos en las
superficies V' = V(h) que tenemos, empecemos con algo méas manejable: curvas.

Ejemplo 3.29
El caso de h(x,y) = y* — x* Entonces obtenemos la siguiente curva:

Y

Figura 3.1: Imagen real de la curva y* — 23

Como se tienen dos cartas B; = {((z,y),[t1 : t2]) € B | t; # 0}, comenzamos con
t1 # 0. Tomamos u = t5/t; obtenemos y = xu y asi tenemos

0= h(z,y) = h(z,zu) = 2%u* — 2° = 2*(u® — 2).

Esto sucede si y solo si x = 0 6 u> —x = 0, pero si # = 0, entonces u = 0. Asi en la
primera carta obtenemos que

BNV =V(u?-z)
y como el gradiente de u? — x es
(—1,2u) # (0,0)
tenemos que en esta carta V es una curva suave. Ademas el divisor excepcional es
EN By ={((z,y),u) € BinV |z =0} = {((0,0),0)}.
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En la segunda carta se tiene to # 0 y tomando v = t;/t obtenemos = = yv. Con esto
vemos que

0= h(z,y) = hiyv,y) = y* — y*v* = y*(1 — yo°).
Esto se cumple si y s6losiy =06 1 —yv3 = 0. Si y = 0, entonces z = 0. Entonces en
la segunda carta se tiene que

BNV =V(1—yo).

y el gradiente de 1 — yv? es

(—3v%y, —v%)
el cual solo se anula en el (0,0), pero éste no es un punto en By N 1% y por lo tanto
tenemos que la curva en esta carta es no singular. El divisor excepcional estd dado por

ENBy,={(v,y) € BNV |y=0}=0.

Ahora veamos algunos ejemplos de superficies. Empecemos con el polinomio h(z,y, z) =
2™ 4+ yz que asociado al grupo ciclico C),.

Observacion 3.30
En la segunda carta tomando x = vy y 2 = w3y el polinomio h se convierte en
y?(vPy" % + v3). Asi la superficie V estd dada por la ecuacién

VY2 4 v3 = 0.
En esta carta no tenemos singularidades ya que el gradiente de v]y" ™2 + v3 es
(nof ™'y, (n = 2)y" 07, 1) # (0,0,0).

Ademas en esta carta el divisor excepcional F'N By consiste de los puntos que cumplen
y =0y vy" 2+ v3 = 0. Esto sucede si y sélo si v3 =0y v; es libre. Por lo tanto

EN B, = {(t,0,0) | t € C}.

En la tercera carta tampoco aparecen singularidades ya que de manera analoga a la
segunda carta obtenemos una superficie definida por el polinomio

n. n—2
wyz" T4 ws
el cual tiene el siguiente gradiente

(nw?_lz”_Q, 1, (n— 2)2”_3w?> # (0,0,0).

Igualmente de manera analoga obtenemos que en esta carta el divisor excepcional se
ve como

EﬂB3 = {(wl,0,0) ’ wy € (C}
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Ademaés bajo el cambio de coordenadas notamos que la curva que encontramos en la
primera carta, la cual forma parte del divisor excepcional, es distinta a la curva que
encontramos en la segunda carta, la cual también forma parte del divisor excepcional.
Asi vemos que el divisor excepcional tiene dos componentes irreducibles.

La singularidad aparece en la primera carta, en la cual tomando y = usx y 2z = uzz el
polinomio A se convierte en z%(z" 2 + usu3). La superficie generada por el polinomio

In72 + Ugus

y es justamente la superficie asociada al grupo ciclico C),_5. Ademas el divisor excep-
cional en esta carta es

EﬂBl = {(0,'&2,0) ’ U € C} U {(0,0,Ug) ’ Uus € C}

La curva {(0,us,0) | uy € C} es enviada por el cambio de coordenadas de B; a Bs a la
curva {(v1,0,0) | 21 = 0}, y la curva {(0,0,u3) | us € C} es enviada por el cambio de
coordenadas B; — Bs a la curva {(w,0,0) | w; € C}. Ademas estas dos componentes
se intersectan de manera transversal.

Por lo tanto si n = 2k + 1 es impar podemos, mediante k — 1 explosiones, reducir
la resolucion de la singularidad de C), a simplemente resolver la singularidad de Cs.
En el caso de n = 2k par, esto se traduce, mediante k£ — 1 explosiones, a resolver la
singularidad de Cs.

Ejemplo 3.31

Demos la resolucién de la singularidad de la superficie V' asociada a Cy definida por
22+ yz. En la primera carta tomando y = usz y 2 = usx tenemos que el polinomio se
convierte en el polinomio z%(1 4 uyu3). La superficie V N B, definida por el polinomio

1+ UoU3

tiene el siguiente gradiente
(Oa Uus, Ug)

el cual es cero si y sélo si us = uz = 0, pero estos puntos no pertenecen a V' N By.
Su divisor excepcional en esta carta estd dado por los puntos z = 0y 1 4+ uguz = 0.
Entonces el divisor excepcional en esta carta se ve como

ENB = {(O,t,—1)|t€C\{O}}.

En la segunda carta obtenemos que h se convierte en el siguiente polinomio y?(v? +v3).
La superficie en esta carta esta definida por el polinomio

2
v + U3
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el cual tiene el siguiente gradiente
(2v1,0,1) # (0,0,0).

Entonces V' N By no tiene puntos singulares, y el divisor excepcional en esta carta
consiste de los puntos y = 0 y v} +wv3 = 0, entonces el divisor excepcional en esta carta

€S
EN By ={(t,0,—t*) |t € C}.

Como vy = 1/ug, v3 = uz/us y y = usx, entonces la curva (0,¢, —1/t) en By bajo las
coordenadas de By es (1/t,0,—1/t%) que es exactamente la curva E N Bs.

El caso de la tercera carta es andlogo, solo hay que escribir wy = vy, 2 =y y wy = v3.
Entonces la nueva superficie no tiene puntos singulares y el divisor excepcional tiene
una sola componente.

Asi para el caso de n par tenemos una buena resolucion para las superficies aso-
ciadas a C),.

Ejemplo 3.32

Consideremos el caso de la superficie V' generada por el polinomio 23 + yz, asociada
al grupo ciclico G = Cs, la cual tiene una singularidad en O = (0,0,0). En la primera
carta tomando y = usx y 2 = uzx tenemos que el polinomio se convierte en el polinomio
2?(x + uguz). La superficie entonces estd definida por la ecuacién polinomial

T+ usug =0
y el polinomio = + usus tiene como gradiente a
(1, us, UQ) 7& (O, O, 0)

Entonces en esta carta no hay puntos singulares. El divisor excepcional en esta carta
consiste de los puntos z = 0y x +usuz = 0, y esto se cumple en los puntos de la forma
(0,u1,0) y (0,0, us). Por lo tanto

ENB, ={(0,t,0|teC}U{(0,0,t)|teC)

Ademas notemos que en esta carta las componentes irreducibles del divisor excepe-
cional se intersectan de manera transversal. En la segunda carta obtenemos que el
el polinomio z3 + yz se convierte en y*(v3y — v3), y asi la superficie en esta carta
esta definida por la ecuacién
3
vy +vs =0

y el polinomio vy + v3 = 0 tiene gradiente
(21}%7 Uili ]-) 7& (07 07 0)
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El divisor excepcional en esta carta estd definido por las ecuaciones y = 0y viy+uvs = 0,
y esto se cumple para los puntos de la forma (vq,0,0). Por lo tanto

EN By ={(t,0,0) |t € C}.

Bajo el cambio de coordenadas = = vy, us = 1/v1 y uz = v3/v; esta curva es enviada
ala curva {(0,1/t,0)} en la carta By, y por tanto es una de las componentes de ENB;.
En la dltima carta tomando = w2z y y = w2, el polinomio 2% + yz se convierte en
el polinomio z?(w$z + ws), y la superficie estd definida por el polinomio

3
Wiz + Wo

el cual tiene gradiente
(Bwiz, L, w?) # (0,0,0).

El divisor excepcional en esta carta estd dado por las ecuaciones z = 0 y w3z +wy = 0,
las cuales solo satisfacen puntos de la forma (wq,0,0). Entonces

EN By ={(t,0,0) |t €C}.

Bajo el cambio de coordenadas = = wyz, uy = we/w;y y uz = 1/wq la curva {(¢,0,0)}
es enviada a la curva {(0,0,1/t)} que es la otra componente de E'N By. Asi tenemos
una superficie sin singularidades, y el divisor excepcional tiene dos componentes.

Con esto concluimos que en general para lo grupos ciclicos podemos obtener buenas
resoluciones de los puntos singulares de las superficies asociadas.

Otro ejemplo similar es el caso de las superficies obtenida por la acciéon del grupo
binario dihédrico En

Observacion 3.33 -

La superficie V' asociada al grupo binario dihédrico D,, esta definida por el polinomio
22 +x(y?+2") = 22 +xy? +2""!. En la primera carta (haciendo un abuso de notacion)
tomando y = yx y z = zx el polinomio 2? + xy? + 2" se convierte en el siguiente
polinomio #2(22 + zy? + 2. La superficie V en esta carta esté definida por

24ra+am =0

El polinomio 22 + zy? + 2"~ ! nos define la superficie asociada al grupo dihédrico Dy s
y tiene gradiente
<y2 + (n—1)z" — 2,22y, 22)

que se anula tnicamente en O. El divisor excepcional estd dado por las ecuaciones
x =0y 224+ 2y®> + 2"t = 0, las cuales se cumplen solo para puntos de la forma
(0,,0). Entonces

Eyn By ={(0,t,0) | t € C}.
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En la segunda carta tomando x = zy y z = zy el polinomio 22+ xy? + 2" se convierte

en el polinomio y?(2% + xy + 2" 1y" 1), y la superficie V en esta carta estd definida
por
Zay+a"y =0

y el polinomio 2% + xy + 2" 1y ! tiene el siguiente gradiente

(y(l + (n + 1)x"y"’2>,x(1 + (n — 1):1:”3/”’2), 2z>.

el cual se anula solamente en O; notemos que esta singularidad es distinta de la sin-
gularidad encontrada en la primera carta, ya que el cambio de coordenadas de la
primera carta a la segunda estd definido sélo para los puntos donde la primera en-
trada es distinta de cero. El divisor excepcional esta dado por las ecuaciones y = 0
y 22 4+ zy + 2"yt = 0 y estas ecuaciones se cumplen sélo en los puntos (z,0,0).

Entonces
EyN By ={(t,0,0) | t € C},

lo cual es otra componente del divisor excepcional, por las mismas razones que se
expusieron para ver que tenemos otra singularidad en esta carta.

Por 1ltimo en la tercera carta tomando x = zx y y = yz el polinomio 2% + zy? + x
se convierte en el polinomio z2(1 + zy?z + 2" ™12"~1). La superficie que obtenemos de
explotar en esta carta esta definida por la ecuacién

n+1

1 +ay’z+ a2t =0
y el polinomio 1 + xy?z + 2""12"~! tiene gradiente
(:Uyzz + (n+ )z"z" ', 2xyz, (n — 1)$”+1z"_2>.

Entonces el gradiente se anula cuando x = 0 6 y = 0 6 z = 0. Pero los puntos
(0,y,2) v (x,4,0) no estan en la superficie y el caso y = 0 implica en la primera
componente del gradiente que z = 0 o x = 0. Por lo tanto los puntos donde el gradiente
no tiene rango 1 no estan sobre la superficie, y asi concluimos que la superficie es
suave. El divisor excepcional estd definido, en esta carta, por las ecuaciones z = 0 y
1+ ay?z+ 2" 2" = 0, pero la coleccién de puntos que cumplen estas dos ecuaciones
es vacio, es decir

E,N B; =0.

Asi en esta explosion tenemos dos puntos singulares, donde cada uno aparece sélo en
una carta. La superficie en la primera carta es la superficie asociada al grupo binario
dihédrico D,,_s, asi que nos enfocamos en el segundo punto.

Este punto estd en la superficie definida por el polinomio 22 + xy 4+ 2" 1y"~!, entonces
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en la primera carta tomando y = yx y z = zz se convierte en el polinomio (2 +y +

2?7~ 2y"=1) y asf nuestra nueva superficie estd definida por la ecuaciéon

ZQ + y _|_ m2n—2yn—1 — 0

n=2,n=1 tiene el siguiente gradiente

El polinomio 2% +y + x
((2n o 2):L,2n—3yn—1’ 14+ (7’L _ 1)x2n—2yn—2, 22)7

el cual nunca se anula. El divisor excepcional en esta carta estd dado por las ecuaciones
r=0y 22 +y+ 2?2y ! = 0. Entonces

EyN By = {(0,—t*t) | t € C}.

El divisor excepcional que tenemos de la primera explosion esta definido por las ecua-

ciones y = 0y 22 +y + 22" 2y"~1 = 0, entonces en esta carta se ve como

ElﬂBl :{(t,0,0)]tG(C},

y por tanto las dos curvas se intersectan de manera transversal.
En la segunda carta obtenemos una superficie definida por la ecuacién polinomial

24ty =0
El polinomio 22 + z + 2" "1y?"~2 tiene gradiente
(1 + (n + ]_).Tnan_Q, (n . 2)1771+1y2n—37 22,)7

el cual nunca se anula, y por lo tanto no hay puntos singulares. El divisor excepcional
en esta carta estd dada por las ecuaciones polinomiales y = 0y 2% +x 42" 1y?" =2 = 0,
de esto concluimos que

EyN By = {(0,—t*t) | t € C}.

Bajo un cambio de coordenadas vemos que este divisor se corresponde con el que se
encontrd en la primera carta.
Para terminar, en la tercera carta la superficie esta definida por la ecuaciéon polinomial

1+ zy 4+ 2"y 12272 = 0.
El polinomio 1 + xy + 2" y" 1222 tiene gradiente
(y + (n + 1>xnyn—122n—2, T+ (n - 1>$n+1yn—2z2n—27 (2n _ Q)xn—l—lyn—len—i’))?

el cual se anula cuando z = 0 6 y = 0, 6 z = 0. Pero notemos que los puntos con
x =06y = 0 no estan en la superficie y el caso z = 0 implica que y = 0y x = 0.
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Por lo tanto, no tenemos puntos singulares. El divisor excepcional estd definido por

las ecuaciones z = 0y 1 + zy + 2"y 12272 = () por lo cual concluimos que

FyN Bs = {(1—750)}

Esto corresponde bajo el cambio de coordenadas a la misma componente que encontra-
mos en las otras dos cartas. Ademas, el divisor excepcional que se obtuvo en la primera
explosion en esta carta esté definido por las ecuaciones y = 0y 1+ay+a"Hyn 122772 =

0. De esto concluimos que
E1 N Bs = 0.

Al final de estas explosiones tenemos que el divisor excepcional estd conformado por
dos curvas que se intersectan transversalmente.

Con el ejemplo anterior vemos que de manera andloga a los grupos ciclicos, la
resoluciéon de las superficies asociadas al grupos binario dihédrico D,, se reduce a
resolver la superficie asociada a Dy cuando n es par, y a resolver la superficie dada
por 53 cuando n es impar. Estos dos casos son nuestros siguientes ejemplos. Estas
resoluciones van a ser también buenas resoluciones.

Ejemplo 3.34
En el caso de D, la superficie esta definida por la ecuacion

24yt + 23 =0.

Para la primera carta tomamos y = yx y z = zx para obtener la superficie ViN B
dada por la ecuacion
2 +ay+x=0.

El polinomio 2% 4 zy? + x tiene gradiente

el cual s6lo se anula en los puntos (0,7,0) y (0,—4,0), los cuales si estan sobre la
superficie. El divisor excepcional dado por x = 0y 2% + 2y? + x = 0 est4d dado como

E1m31:{<0,t70)|t€(c}

En la segunda carta tenemos tomando z = zy y z = zy, que la superficie Vi N By
esta definida por la ecuacién polinomial

xy +yx® 4+ 2% = 0.
El polinomio zy + yz® + 2% tiene gradiente

(y(l + 32%), 2(1 + 27), 22),
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el cual se anula en O, (4,0,0) y (—4,0,0) que son puntos en la superficie. El divisor
excepcional estd definido por y = 0y 2y + y2® + 22 = 0 y es de la forma

ElﬂBgz{(t,0,0)|t€C}

Bajo un cambio de coordenadas vemos que éste se corresponde con el divisor que
tenemos en la primera carta.
En la tercera carta tenemos tomando x = zz y y = yz, que la superficie Vi N Bs
esta definida por la igualdad

1+ zay®> +2%2 =0.
Esta superficie no tiene puntos singulares ya que el gradiente de 1 + zzy? + 232 es
(zy? + 3222, 2wyz, vy* + 2°),

el cual se anula solamente cuando x =06 y =0 6 z = 0. Pero los puntos con z = 0
6 z = 0 no estan en la superficie y el caso de y = 0 implica que =z = 0. El divisor
excepcional estd dado por las ecuaciones z = 0 y 1 + zxy? + 232 = 0, pero ningtn
punto las satisface a las dos por lo tanto

ElﬁB;g:@.

En la superficie Vi N B, es donde nos aparecen todos los puntos singulares siendo uno
de estos O. Asi explotando esta superficie Vi N By definida por zy + yr® + 2% en O
obtenemos en la primera carta una superficie V5 N By definida por la igualdad

y+yr® + 22 =0.
El polinomio y + ya? + 22 tiene como gradiente a
(22y, 1 + 2%, 22),

el cual solo se anula en los puntos (7,0,0) y (—4,0,0) los cuales si estén en la superficie.
El divisor excepcional estd dado por z =0y y + yz* + 22 = 0 y por lo tanto tenemos

EyN By = {(0,—t*t) | t € C}.

El divisor que ya tenemos de la primera explosion esté definido por y = 0y y + ya? +
2? = ( entonces en estd carta se ve como E; N By = {(¢,0,0) | ¢ € C}, y por tanto
estas dos curvas se intersectan transversalmente. En la segunda carta obtenemos la
superficie V5 N By definida por la ecuacién

x4yt + 22 = 0.
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CAPITULO 3. SINGULARIDADES

El polinomio x + 3?23 + 22 tiene como gradiente a
(1 + 2222, 2ya®, 22),

el cual nunca se anula, es decir no hay singularidades en V5N B,. El divisor excepcional
estd dado por las ecuaciones y = 0 y = + y?23 + 22 = 0, y por lo tanto tenemos

EyN By = {(—t*,0,t) | t € C},

que bajo el cambio de coordenadas de B, a By es enviado a £y N Bs.
En la tercera carta tenemos la superficie V5 N By definida por la ecuacién

vy + 2Pyt +1=0.
El polinomio zy + x3yz? + 1 tiene el siguiente gradiente
(y(l +3222%), 2 (1 + 2%2%), 23:33/2),

el cual solo se anula si x = 06y = 006 2z = 0. Los puntos con x = 06y = 0
no estdn en V5 N Bz, yen el caso z = 0 tenemos y = 0 y = 0, pero O tampoco
estd en 172 N Bs. Asi que 172 N Bz es una superficie suave. El divisor excepcional en
esta carta estd definido por z = 0 y zy + 23y2? + 1 = 0. Pero ningin punto satisface
simultaneamente las dos ecuaciones. Asi concluimos que

FE>N By = 0.

El divisor E; estd dado, en esta carta, por las ecuaciones y = 0 y xy + 23y2z% +1 = 0,
las cuales no se cumplen al mismo tiempo para ningtin punto y por tanto

ElmBgz(Z).

En la primera carta de la superficie Vs nos aparecen dos singularidades (7,0,0) y
(—14,0,0) distintas de O. Por la observacién 3.21 podemos explotar en alguna de ellas,
pero antes hay que hacer un cambio de variable. Tomando z = z — 4, como Vi N By
esté definida por el polinomio y 4 y? + 22 al sustituir nos queda el siguiente polinomio

yr? — 2izy + 2°.
En la primera carta obtenemos la superficie Vi N By definida por
yr — 2iy + 22 = 0.
El gradiente del polinomio yx — 2iy + 2% es

(y,x — 2i,22),
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el cual se anula solamente en el punto (2i,0,0) el cual si esta en V3 N By. El divisor
excepcional en esta carta estd definido por x = 0y yz — 2iy + 22 = 0, y asi concluimos

que
2 .

t“1
EsN B, = {(0,—7,15) | t € C}.
En la segunda carta tenemos la superficie V3 N By definida por la ecuacion
a2y — 2z + 22 = 0.

Esta superficie no tiene puntos singulares ya que el gradiente del polinomio 2y — 2ix +
2% es
(2zy — 24,27, 22),

ya que los polinomios 2zy — 2 y 22 no se pueden anular simultdneamente. El divisor
excepcional estd definido por y = 0 y 2%y — 2ix + 22 = 0. Entonces

42

t
EsN By = {(—%,O,t) |t eC}.

Bajo el cambio de coordenadas este divisor se corresponde con el que obtuvimos en la
primera carta. El divisor F, esta definido en esta carta por x = 0y 2%y — 2iz + 22 = 0
entonces esta dado como

EQﬂBQ - {(O,t,()) ]tGC},

y por tanto los divisores Ey y E3 se intersectan en esta carta transversalmente.
En la tercera carta tenemos la superficie V3 N Bs definida por

z2yz — 2ixy +1 = 0.
El gradiente del polinomio x%yz — 2izy + 1 es
(2zyz — 2iy, %2 — 2ix, 2%y),

el cual no se anula en ningin punto de ‘73 N Bs. El divisor excepcional E3 N B3 que
aparece en esta carta es una curva suave que corresponde al divisor excepcional que
tenemos en las otras cartas. El divisor Fs no aparece en esta carta ya que ningin
punto satisface al mismo tiempo z = 0 y z?yz — 2izy + 1 = 0.

Por ultimo como en la primera carta V3N B, tiene una singularidad en (2,0, 0) tomando
x = x + 2i y sustituyendo en yx — 2iy + z? para obtener el polinomio

Ty + 22
En la primera carta tenemos una superficie V; N B; definida por

y+ 22 =0.
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El polinomio y + 22 no es singular en Vin B ya que su gradiente es
(0,1,2z) # (0,0,0).
El divisor excepcional estd definido por z = 0 y y + 22 = 0, entonces es
E,N By = {(0,—t*t) | t € C}.
En la segunda carta tenemos la superficie V. N By dada por
x4+ 22 =0.
El polinomio = + 22 no es singular ya que su gradiente es
(1,0,2z) # (0,0,0).

El divisor excepcional estd determinado por los puntos que cumplen y = 0y z+2% = 0,
que son de la forma
E,sN B2 - {(_tzaoat) | te C}?

y éste se corresponde con el cambio de coordenadas con el divisor que tenemos en la
primera carta. El divisor F esta definido en esta carta por x = 0 y .+ 2% = 0 entonces
es

EsnN By, ={(0,t,0) | t € C},

y por tanto se intersectan transversalmen’ge en esta carta.
En la tercera carta tenemos la superficie V, N Bs definida por

yr+1=0.
Esta superficie no tiene puntos singulares ya que el gradiente de yx + 1 es
(y7 x? 0)7

y s6lo se anula en puntos que no estén en V4 N By. El divisor excepcional estd dado
por z =0y yxr + 1 = 0 entonce es

Eyn By = {(1,_@0) [tec\{o}}.

El divisor E3 no aparece en esta carta por que estd definido por x =0y yr +1 =0
las cuales no se satisfacen al mismo tiempo. -

Asi hemos obtenido al final de este proceso una buena resolucién para Ds en la cual
el divisor excepcional tiene 4 componentes irreducibles.

Para terminar con nuestros ejemplos estudiemos rapida y superficialmente el caso
de D3.

80



3.3. RESOLUCION DE SINGULARIDADES

Ejemplo 3.35 N
Demos ahora la resolucién explotando de la superficie V' definida por el grupo Dj la
cual esté definida por el polinomio

22+ :By2 + 2t
En la primera carta obtenemos la superficie V; N B; definida por el polinomio
22 4 ay? + 2?

el cual tiene gradiente
(22 + 9%, 22y, 22).

Por lo tanto V; N B; tiene un punto singular en O. El divisor excepcional en esta carta
estd definido por z = 0 y 2% + xy? + 22 = 0 entonces es de la forma

Eyn B, ={(0,t,0) | t € C}.

En la segunda carta la superficie Vi N By tiene una singularidad en O la cual no se
corresponde bajo el cambio de coordenadas con la singularidad obtenida en la primera
carta. La componente del divisor excepcional que aparece en esta carta es la misma
de la primera carta.

En la tercera carta no aparecen nuevas singularidades ni nuevas componentes del di-
visor excepcional.

A continuacién explotemos la superficie V; N B; en O. En la primera carta en la super-
ficie VaN By no aparecen singularidades y aparece dos nuevas componentes irreducibles
FE5 v E3 del divisor excepcional.

En la segunda carta la superficie V3N B tiene una singularidad en O y las componentes
del divisor excepcional Fs y F5 son las mismas que se obtuvieron en la primera carta
y ademds intersectan a la componente de E; transversalmente en O.

En la tercera carta la superficie V3 N Bs no tiene singularidades y aparecen las mismas
componentes Fy v F3 que tenemos en las otras cartas y aparece en esta carta la com-
ponente Fj.

Explotemos ahora la superficie V5 N Bs. En la primera carta la superficie V3 N B; no
tiene singularidades, aparece una sola nueva componente F, del divisor excepcional la
cual intersecta transversalmente a las componentes Fy, Fy y E3 en los puntos(0, —1,0),
(0,0,7) y (0,0, —i) respectivamente.

En la segunda carta la superficie V3N B, no tiene puntos singulares y aparece la misma
componente F; que obtuvimos en la primera carta.

Por Gltimo en la tercera carta la superficie V3N Bs es suave y tiene la misma componen-
te E4 que tenemos en las otras dos cartas la cual también intersecta transversalmente
a las componentes Ey y E3 en los puntos (7,0,0) y (—¢,0,0). La componente E; no
aparece en esta carta.
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Explotemos ahora la superficie f/l N By en O. En la primera carta la superficie ‘74 N B;
no tiene singularidades y el divisor excepcional E5 en esta carta consta de una sola
componente que intersecta transversalmente a la componente Ej.

En la segunda carta tenemos la superficie V; N B, la cual es suave y contiene a la
misma componente de F5 que aparece en la primera carta.

En la tercera carta tenemos la superficie V41N B; la cual no tienen singularidades y tiene
la misma componente de E5 que aparecen en las dos primeras cartas, y no contiene la
componente Fj.

Asi al final tenemos una resolucién de V' para la cual el divisor excepcional consta
de cinco componentes irreducibles Fy,FEs, F3,FEy v Es5 las cuales se intersectan de la
siguiente manera

E5ﬂE1%@E10E4#®E4HE27£@yE4ﬂE37é®

Observacion 3.36
No todas las singularidades se pueden resolver explotando puntos singulares, el ejemplo
clasico es el paraguas de Whitney dado por la ecuacion

v? — 9?2 =0.
Esta superficie tiene como conjunto singular todos los puntos donde el gradiente

(21‘, _2yz7 _y2>

se anula, el cual es todo el eje z. De la grafica real (ver figura3.2), vemos que el origen
O es un punto singular distinto, por lo cual parece una buena eleccién como centro de
la explosion.

En la carta z tomando x = xz y y = yz, este polinomio se convierte en el polinomio
dado por 2%(z%—yz), y la superficie que obtenemos en esta carta es otra vez el paraguas
de Whitney. De esto concluimos que por mas que explotemos no vamos a obtener una
resolucion de la superficie.
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Figura 3.2: Grafica real del paraguas de Whitney

3.4. Numero de interseccion

Observacion 3.37

Notemos que una buena resolucién no existe de manera tnica, ya que si ¢: V — V es
una buena resolucién con divisor excepcional E y volvemos a explotar en O obtenemos
una nueva resolucién ¢: V; — V la cual es otra vez buena y su divisor excepcional
consiste de E y una nueva componente excepcional. Por lo tanto los espacios 1% y Vi
no son difeomorfos.

Para resolver ésta posible ambigiiedad consideramos el siguiente tipo particular de
resoluciones.

Definicién 3.38
Una resolucion ¢: V' — V' es una resolucion minima si para cualquier otra resolucion
1: Vi — V existe una funcion racional p: V; — V tal que ¢ = ¢ o p.

Por la observacion 3.28 si tenemos una resoluciéon minima podemos obtener una
buena resolucion. Determinar cuando una resolucién es minima con la definiciéon que
tenemos es complicado, pero con los niimeros de interseccién podemos determinar con
el divisor excepcional cuando la resoluciéon es minima.

Definicién 3.39 N
El nimero de interseccion de superficie de Riemann S en una superficie algebraica V'
no singular, denotado por S e S es la clase de Euler de su haz normal en V' evaluada

en el clase [S] € Hy(S;Z).

Proposicién 3.40
Si explotamos el plano complejo C? en un punto, el divisor excepcional es una copia
de P con nimero de intereseccion —1.
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Demostracion. Claramente de la definicion 3.20 claramente se tiene para cualquier
punto p € C% que
mH(p) =P

Para ver que tiene ntimero de interseccion —1 ver [30, Capitulo 3]. O

La proposicién reciproca a la proposiciéon anterior es la siguiente:

Proposiciéon 3.41 (Criterio Castelnuovo)

Sea V una superficie algebraica no singular y C una curva homeomorfa a P* con
numero de interseccion —1. Entonces se C' puede implotar (blow down) para obtener
una nueva superficie no singular.

Demostracién. Este es una caso particular de un teorema de Castelnouvo mas general
para divisores excepcionales de tipo excepcional (ver [6, Capitulo 3, pp. 64]). ]

Teorema 3.42
La resolucion minima estd caracterizada por no contener curvas no singulares con
numero de interseccion —1.

Demostracion. Ver [2, pp. 106]. O

En general calcular los nimeros de interseccion del divisor excepcional no es trivial
y en la siguiente seccién proponemos una forma de ver que las resoluciones de las
singularidades aisladas asociadas a los grupos C,, y D, son minimas, mediante las
graficas duales.

3.5. Grafica dual

Las resoluciones de las superficies dadas por C, y D, que obtuvimos en la seccion
3.3 por lo expuesto en la seccion 3.4 son buenas resoluciones que ademéas son unicas,
al ser minimas. Les podemos asociar una grafica I' de la siguiente manera: Si el divisor
excepcional es de la forma

E=FU---UE

donde cada F; es una curva irreducible, tenemos un vértice v; por cada componente
E;. Si ademés las componentes £; y E; se intersectan entonces los vértices v; y v; van

a estar unidos por una arista en I'. Esta grafica es conocida como la grafica dual de la
resolucion.

Observacion 3.43
Notemos que la gréafica de la resolucion no es necesariamente tnica, a menos que
tengamos la resoluciéon minima.
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Ejemplo 3.44

En el caso de los grupos ciclicos C),, vimos que en el caso par n = 2k tenemos que
explotar k — 1 veces para llegar al caso de C5 ya que en cada explosién disminuimos
en dos el grado del polinomios 2?* — yz. Ademds vimos en la observacién 3.30 que
al divisor excepcional la agregamos por cada explosion dos componentes irreducibles
que se intersectan en el nuevo punto singular, asi cuando explotamos una componente
intersecta solo una de las componentes del nuevo divisor excepcional. El divisor ex-
cepcional de Cy consta de una sola componente irreducible como vimos en el ejemplo
3.31, asi el divisor excepcional de la resolucién consta de

2%k —2+1=2k—1=n—1,

componentes irreducibles.

En el caso impar con n = 2k + 1 tenemos que explotar £ — 1 veces para llegar al
caso de C3. En cada explosién le agregamos el divisor excepcional dos componentes
irreducibles que se intersectan en el nuevo punto singular, asi cuando explotamos una
componente intersecta sélo una de las componentes del nuevo divisor excepcional. Y
como vimos en el ejemplo 3.32 el divisor excepcional de C5 consta de dos componentes
irreducibles, asi, al final el divisor excepcional de la resolucién consta de

2%k —24+2=2k=n—1,

componentes irreducibles.

Es decir en el caso de los grupos ciclicos C), la grafica I' asociada a la resolucion
minima tiene n — 1 vértices, y siguiendo como se van intersectando en cada explosion
obtenemos la siguiente grafica llamada diagrama de Dynkin de tipo A, _; que es

— o e - ---0o—o

Figura 3.3: Diagrama asociado a la resolucion de " — yz = 0, con n — 1 vértices
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Ejemplo 3.45

En el caso de D en la observacion 3.33 que en cada explosion disminuimos el grado
del polinomio 2? + xy + 2" en dos, , por lo que si n = 2k 6 n = 2k + 1 después de
k — 1 explosiones llegamos el caso de D, 0 al caso de D3 Ademas en cada explosion le
agregamos al divisor excepcional dos componentes irreducibles que se intersectan y un
nuevo punto singular que esta en solo una de las componentes. Asi al final obtenemos
de los ejemplos 3.34 y 3.35 que tenemos n + 2 vértices y siguiendo como se intersectan
después de cada cada explosion obtenemos la siguiente gréafica llamada diagrama de
Dynkin de tipo D,,.2 que es

Figura 3.4: Diagrama asociado a la resolucién de 2% + z(z" + y?), con n + 2 vértices

Para los tltimos casos que corresponden a las superficies obtenidas de los grupos
binarios Ay, Sy y As podemos obtener, de manera andloga a los grupos C, y D,,
explotando una buena resolucién que también resulte ser minima. Pero presentamos
el siguiente algoritmo para obtener en general las graficas asociadas a las resoluciones
minimas.

3.6. Algoritmo de la Grafica Dual

Presentaremos primero un algoritmo para obtener la grafica dual de la resolucion
minima, asi como el nimero de interseccién de las componentes del divisor excepcional
de la resolucién. Este algoritmo fue dado en [20, 19], y estd basado en obtener una
buena resoluciéon para una curva.

Empezamos notando que todos los polinomios f € C|x,y, 2] que obtenemos de
los grupos finitos de SU(2) son de la forma z™ + g(y, 2), donde g € Cly, 2] es un
polinomio en dos variables. A continuacién damos una resoluciéon de la curva plana ~
definida por ¢(y, z) mediante explosiones; a diferencia del caso de superficies siempre
podemos obtener una resolucién (que ademads sea buena, por la observacién 3.28). A
ésta resolucion le asociamos de manera andloga al caso de superficies una gréafica como
sigue.

En cada explosion de la curva v, el divisor excepcional de la resolucion son puntos
disjuntos. Pero como también estamos explotando la superficie C2, estos puntos estan
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sobre copias del espacio proyectivo P! por la proposicién 3.40. De hecho visto en las
cartas locales de P! estos puntos estdn en la interseccién de la curva E; = P! y otra
curva algebraica. Al final vamos a tener una resolucion de v que estd en una resolucion
de C?, y tenemos el divisor excepcional de ésta resolucién

E=FEU---ULj.

Ademas vamos a tener una familia de curvas {7,...,7} que intersectan a una sola
componente de F (al ser una buena resolucién). Por cada componente E; ponemos un
vértice, con dos pesos: —ep v my, donde e es el nimero de interseccion de Ej v my
su multiplicidad (més adelante en los ejemplos veremos como calcular estos niimeros).
Dos vértices estan unidos por una arista si £; intersecta a £j. Por cada +;, si intersecta
a I; ponemos una flecha con multiplicidad uno.

Ejemplo 3.46
Resolvamos la curva y® + 22 la cual tiene una singularidad aislada en el origen. En la
primera carta, explotando, nos queda

vy + 22).

El polinomio y + 2? no tiene singularidades, pero la componente £ = {y = 0} del
divisor excepcional es tangente a la curva y + 2% en el (0,0).

Figura 3.5: Verde, divisor y = 0; azul, curva y + 22

El divisor excepcional tiene multiplicidad 2, ya que proviene de y? = 0. En la otra
carta obtenemos que no hay interseccion de la curva.

Explotando otra vez nos queda que en la primera carta no hay interseccién. En la
segunda carta nos queda
(427 (2(y + 2)).
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La curva y + z no es singular pero intersecta a las componentes Fy = {y = 0} y
E; = {z = 0} en el mismo punto que es el (0,0), asi que volvemos a explotar. El
divisor Es tiene multiplicidad 3 ya que estd dado por 23 = 0.

Y

Figura 3.6: Verde, divisor y = 0; azul, curva y + z; rojo, F»

En la tercera explosiéon no obtenemos curvas singulares, y las componentes del
divisor F se intersectan transversalmente. Es, dado por 2% = 0, intersecta a la curva
transversalmente y tiene multiplicidad 6. Como FE5 aparece en la ultima explosion tiene
nimero de interseccion —1 por la proposicién 3.40. Esquematicamente obtenemos lo
siguiente

Es —1(6)

Asi la grafica dual asociada a la resolucién de la curva es
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Figura 3.7: Gréfica I';, de resolucién de y3 + 22 = 0

Algoritmo para obtener la grafica

Si tenemos la grafica dual I'y de la curva g(y, z) entonces podemos obtener la gréafica
dual T', de la resolucién minima de z" + ¢(y, z). Para encontrar el nimero de inter-
seccién de un vértice w (el cual representa una componente del divisor excepcional)
utilizaremos la siguiente formula

(3.1) CuMy + Z m, =0,

VEVy

Donde v, es el conjunto de vértices y flechas adyacentes a w. Una demostracion de
ésta formula puede ser consultada en [15, Teorema 2.6].

También necesitamos la nocién de una cadena de vértices G(u,v,a), para enteros
u, vy a con med(u,v,a) = 1, que se obtiene de la siguiente forma:

Consideramos la congruencia

NI — q—2
! Imcd(u,a)_ me med(u,a) )

Observacion 3.47
Esta ecuacién tiene solucién por la condiciéon med(u, v, a) = 1.

Sea 0 < 77 < a/mcd(u, a) su solucién y tomemos
a

u
vEn med(u,a)  med(u, a)ml‘

Si x1 # 0 consideramos la fraccién continua

a/med(u, a) 1
i i Nt A P
T L 1
o
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donde kq, ..., ks > 2. Después definimos my, ..., m,; como

—]i'lml + +me =20 y — kzml +mi_1 + My = 0.

med(u, a)

Asi en el caso en que x; # 0 tenemos que la cadena de vértices G(u,v,a) es

(o) oo ()

En el caso en que 27 = 0 la cadena G(u, v, a) no tiene vértices y es solo una arista.

Paso 1.
Sea w un vértice de I'y, y supongamos que v,, = {wy, ..., ws} donde los w; son vértices
o flechas. Tomemos d,, = med (M, My, - -, M) ¥ Sw = |Vw|. Por cada vértices w de

I', ponemos mcd(d,,, n) vértices ‘sobre’ w, con multiplicidad m,,/mcd(m,,,n) en I';.
Estos nuevos vértices pueden ser indexados por el grupo Zcd(d,,,n)-
Ademas a cada nuevo vértice le asociamos género g utilizando la siguiente formula

(2 — spmed(my, n) + X ,e,, med(my, my,n)

2—-2g=
g med(d,,, n)

Al vértice w también le asociamos este género.

Observacion 3.48
Las curvas algebraicas (complejas) con género 0 son isomorfas a P! (ver[22, Capitu-
lo III, Seccién 6.6, Corolario 3]).

Consideremos ahora una arista e = (w,v) de I,

(M) (M)

*—0

En I', ponemos d. = med(m,,, m,,n) copias ‘sobre’ e de cadenas de tipo

My My N
G T Mo T
de  de d.
Estas cadenas pueden ser indexadas por el grupo Z,, . Las puntas de las flechas de estas
cadenas las identificamos con los vértices nuevos que pusimos ‘sobre’” w y v, via los
morfismos naturales Zcd(d,,n) — Zmed(dwn) Y Lmed(den) — Lmed(dy,n), T€SPectivamente.

Ahora consideremos la flecha de T'y:
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(M)

— (1)

Ponemos una cadena de tipo G(m,,, 1,n) ‘sobre’ ésta flecha en I, cuyo “lado derecho”
es una flecha en I', con multiplicidad 1 y cuyo “lado izquierdo” les identificado con el
Unico vértice ‘sobre’” w.

Observacion 3.49
A los nuevos vértices que aparecen en estas cadenas les asociamos género 0.

Paso 2.
Una vez que acabamos con el paso 1 tenemos todos los vértices y aristas de la grafica
G, v todas las multiplicidades de los vertices y las flechas. Con ésta informaciéon po-
demos calcular usando (3.1) todos los niimeros de interseccion de los vértices.

Paso 3.

Ahora se borran de la grafica todas las flechas y las multiplicidades. Esto nos da una
posible grafica de una resolucién. Si hay vértices con nimero de interseccion —1 y
género 0, los implotamos (blow down).

Ejemplo 3.50
Para ser un poco mas explicito con la operacién de implotar vértices, demos un par
de ejemplos. Para la grafica

-2 -3
wy w3
Para la siguiente grafica
-3 -1
w1 Wa
al implotar obtenemos
-2
w,
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Utilizamos el algoritmo a continuacion para encontrar las graficas de las resolu-
ciones minimas de las singularidades asociadas a los grupos binario tetraédrico Ay,
binario octaédrico Sy y el binario icosaédrico As.

Ejemplo 3.51
El polinomio asociado a la superficie que genera el grupo binario tetraédrico es

a4y + 22

Asf tomando g(y, z) = y*+22, tenemos que la grafica T, de la buena resolucion es la que
calculamos en el ejemplo 3.46. Asi solo tenemos que aplicar el algoritmo que dimos arri-
ba a 'y con n = 4. Ademas utilizando la formula (3.1) podemos encontrar los ntimeros
de interseccion que nos faltan para obtener:

(2) (6) (3)

wq w3 Wa

Figura 3.8: Grafica I'; de la buena resolucién de y* + 22

A continuaciéon calculamos los d,, y s, para cada vértice, que son
dy, =med(2,6) =2, dy, =mcd(3,6) =3, dy, =mecd(6,2,3,1) =1,

Sw; = 17 Swy = 17 Swz = 37

Asi tenemos que poner med(2,4) = 2 vértices por wy con multiplicidad 2/med(2,4) =1
y género

2-1)2+2
_ 5 —
después agregamos med(3,4) = 1 vértices por wy con multiplicidad 3/med(3,4) =3y
género

p 0,

2—1 1
SCEDE I

y por tltimo ponemos med(1,4) = 1 vértices por w3 con multiplicidad 6/med(6,4) = 3

y género

C(2-3)2+42+4141
: =

9 0,

obteniendo lo siguiente
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e
(1)
(3)
(1) vy * . « 12(3)
(1) vi *

Ahora consideramos la arista e; = (wq,ws). Sobre ella tenemos que colocar d,, =
med(2,6,4) = 2 cadenas de vértices de tipo G(2/2,6/2,4/2) = G(1,3,2). Asi nos
quedan 1/med(1,2) =1, 2/med(1,2) = 2 y tenemos la siguiente ecuaciéon

34+ 2 =0 (mod 2).

La solucién es x; = 1, y tenemos que 3+ 1 = 2m; por lo que m; = 2. Ademds 2/1 = 2
por lo tanto k3 = 2. Asi al poner las cadenas de tipo G(1,3,2) obtenemos
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(2) o8
(1) v « v*(3)
—2
2
2
(1) vy
Proseguimos considerando la arista es = (w;,ws). Ponemos d., = med(6,3,4) =

1 cadenas de vértices de tipo G(6,3,4). Para construirla consideramos primero los
enteros 6/mcd(6,4) = 3 y 4/med(6,4) = 2, y después encontramos una solucién a la
ecuacion

3+ 3z =0 (mod 2),

la cual es satisfecha por x1 = 1. Entonces tenemos que 3 + 3 = 2m, para m; = 3, y
2/1 =2 por lo que k; = 2. Asi la grafica en este paso queda como sigue
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) (1)

Por tltimo consideramos la flecha e ° y ponemos una cadena de tipo G(6, 1,4).
Para construir ésta cadena consideramos los enteros 6/med(6,4) = 3 y 4/med(6,4) =
2, v a continuaciéon resolvemos la ecuacion

1+ 3z =0 (mod 2).

La solucién es 1 = 1 y asi tenemos de 1+ 3 = 2m; que m; = 2. Ademés tenemos que
2/1 =2 por lo que k; = 2. Al final obtenemos la siguiente gréfica:
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Lo siguiente es utilizar la ecuacién (3.1) para calcular los nimeros de interseccién
que faltan. Después de hacer esto, y borrar de la grafica las multiplicidades y las flechas
nos queda

w1 W3 Wa
—3 1 2

A continuacién empezamos a implotar los vértices con ntimero de interseccion —1, ya
que todos los vértices tienen género 0, para obtener la siguiente secuencia de graficas
hasta obtener la grafica dual de la resoluciéon minima.
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Al final de este proceso terminamos con la grafica dual de la resoluciéon minima a la
cual se le conoce como el diagrama de Dynkin de tipo Eg:

1
Uy v3 Ch

—2 -2 —2 -2 -2

Figura 3.9: Diagrama asociado a la resolucién de x* + 3 4+ 22 = 0

Observacion 3.52

Como la superficie asociada al grupo binario icoasédrico estd determinada por el po-
linomio x® + y3 + 22 entonces podemos de manera aniloga obtener la grifica minima
de la resolucién a partir de la grifica T'y con g(y,z) = y> + 22 y n = 5.

97



CAPITULO 3. SINGULARIDADES

Ejemplo 3.53

Por la observacion anterior podemos empezar el algoritmo para obtener la grafica
minima de la resolucién para el caso icosaédrico con la figura 3.8. El siguiente paso es
calcular los valores d,, para los vértices que son los mismos que en el caso tetraédrico.
Lo primero que cambia es el nimero de vértices nuevos que hay que colocar. Tenemos
que colocar med(2,5) = 1 vértices por w; con multiplicidad 2/med(2,5) = 2 y género
0; después agregamos med(3,5) = 1 vértices por el vértice we con multiplicidad 3 y
género 0; y por ultimo med(1,5) = 1 vértices por wz con multiplicidad 6 y género 0,
obteniendo asi la siguiente grafica:

(2) v' e . « v*(3)
A continuacién por la arista e; = (wy, ws) colocamos d., = med(2,6,5) = 1 cadenas
de tipo G(2,6,5). Para construir ésta cadena debemos de resolver primero la ecuacion
6 + 22 =0 (mod 5).

La solucion es x = 2 y asi tenemos 6 + 4 = 10 = 5my, de lo cual concluimos que
my = 2. A continuacién escribimos la siguiente fracciéon continua

De esto, utilizando —6 4 2 + mg = 0, vemos que mo = 4. Al final al poner la cadena
de tipo G(2,6,5), obtenemos
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(2) (6) (3)

wq w3 Wa

El siguiente paso es considerar la arista eo = (ws, ws) y colocamos d., = mcd(6, 3,5) =
1 cadenas de tipo G(6,3,5). Para construirla debemos de resolver la ecuacion

34 6z =0 (mod 5),

la cual tiene como solucién a x = 2, y de esto, obtenemos que m; = 3. Ahora nos
fijamos en la siguiente expresion en fraccion continua

5 1
S_3_=
2 2

De esto se sigue, utilizando el echo de que —9 4+ 6 + mo = 0, que my = 3. Al agregar
la cadena de tipo G(6,3,5) obtenemos la siguiente gréfica
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) (1)

Por ultimo consideramos la flecha o—— | y colocamos una cadena de tipo
G(6,1,5). Para obtener ésta cadena debemos considerar la ecuacion

1+ 6x =0 (mod 5)

la cual tiene a x = 4 como solucién y de esto se sigue que m; = 5. Ahora consideramos
la siguiente expresion

92—

Entonces de ésto, utilizando que —104+6+msy = 0y el hecho que —k;m;+m;_1+m; 1 =
0, obtenemos que my = 4, m3 = 3 y my = 2. Asi agregando a la grafica la cadena
de tipo G(6,1,5), y poniendo los nimeros de interseccién que faltan, utilizando la
ecuacion (3.1), obtenemos lo siguiente

(2) (6) (3)

w1 w3 W2

Borrando, las flechas y multiplicidades, y haciendo la serie de todas las implosiones
necesarias hasta ya no tener vértices con nimero de intersecciéon —1 (ya que todos los
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vértices tienen género 0), obtenemos la siguiente grafica, que se llama diagrama de
Dynkin de tipo Eg

Ejemplo 3.54

El siguiente ejemplo es el del caso de la resolucion de la superficie dada por el grupo
binario octaédrico. La superficie estd dada por el polinomio 2% + zy® + 23, asi que
aplicamos el algoritmo a una buena resolucién de la curva zy3 + 2® = 0. Esta curva
tiene una singularidad en el origen. Entonces explotando, en la primera carta nos
queda

2 (zy® +1).

La curva dada por zy® + 1 = 0 no tiene puntos singulares, y ademas el divisor excep-
cional Ey = {x = 0} no intersecta a la curva en esta carta.

En la segunda carta obtenemos
Y (zy +a?),

y la curva dada por xy + 22 = 0 es singular en el origen. Asi que volvemos a explotar,
para obtener en la primera carta

r3y? (x2 (y + x)) :

La curva y + x = 0 no tiene puntos singulares, pero intersecta a las componentes del
divisor excepcional Fy = {y = 0}, y Fo = {z = 0} en el (0,0). En la segunda carta
obtenemos

v (v (@ +y2®)),

y la curva z +yx® = 0 es no singular, y no intersecta al divisor excepcional Ey = {y =
0}. Asi que explotamos la segunda carta en el origen, y obtenemos asi

2y (¢ (2(y + 1))

La curva y + 1 = 0 es no singular y nos queda que intersecta transversalmente a las
componentes del divisor excepcional £y = {y = 0} y F3 = {x = 0}, ademas de que las
componentes del divisor excepcional se intersectan transversalmente, como se muestra
en el siguiente diagrama
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Es

E,

Ty+1=0

En la segunda carta nos queda lo siguiente
2y (2 (y(1+ 2))),

donde la curva 1+ z = 0 no tiene puntos singulares y hay una interseccion transversal
de la curva y las componentes del divisor excepcional Ey = {z = 0} y E3 = {y = 0}
como se muestra en el siguiente diagrama

Es

r+1=0

Al final nos queda la siguiente grafica I';, asociada a la buena resolucién de g(x,y) =
3 3
Yy’ +

A continuacién aplicamos el algoritmo con n = 2, entonces calculamos primero los
namero d,, para obtener

doy =3 dyy =1 dy, = 1.
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Asi tenemos que poner med(2,3) = 1 vértices de género 0 sobre w; y un vértice de
género 0 sobre wq y w3 respectivamente, con pesos (3), (5) y (9) obteniendo el siguiente
diagrama

Ahora consideramos la arista e; = (wy, ws), y tenemos que poner d., = med(3,9,2) =
1 cadenas de tipo G(3,9,2). Para esto hay que considerar la ecuacién

9+ 3z =0 (mod 2),

la cual tiene como solucién x = 1, y asi tenemos que m; = 6. Como 2/1 = 2 entonces
la cadena solo consta de un vértice, y al ponerla en la grafica obtenemos

A continuacion consideramos a la arista ey = (w3, we), y ponemos d., = med(9,5,2) =
1 copias de la cadena de tipo G(9,5,2). Entonces tenemos que resolver al ecuacion

549z =0 (mod 2),

la cual tiene como solucién x = 1, y de esto se sigue que m; = 7. Como 2/1 = 2
entonces la cadena G(9,5,2) tiene un solo vértice por lo cual al ponerla en la grafica

obtenemos

103



CAPITULO 3. SINGULARIDADES

©) (@

En el siguiente paso consideramos la flecha o«—— | y colocamos una cadena de
tipo G(9,1,2), para lo cual es necesario considerar la ecuacién

1492 =0 (mod 2),

y su solucion que es x = 1. De esto obtenemos que m; = 5, y que la cadena es de un
sOlo vértice. Al colocarla en la gréfica, queda la siguiente grafica

G) 1)

Por ultimo consideramos la flecha «—— | y colocamos en la grafica una cadena
de tipo G(5,1,2). Para hacer esto resolvemos la ecuaciéon

1+ 5z =0 (mod 2).

La solucién es x = 1, y asi vemos que m; = 3y que la cadena consta de un soélo vértice.
Al poner ésta cadena en la grafica obtenemos, colocando los niimeros de interseccion,
utilizando la ecuacion (3.1), la siguiente grafica
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Borrando las flechas y multiplicidades, y haciendo todas las implosiones necesa-
rias, hasta haber eliminado todos los vértices con nimero de interseccién —1 (ya que
todos los vértices tiene género 0), obtenemos la grafica minima de la resolucién de la
singularidad octaédrica, que es llamada diagrama de Dynkin de tipo E-

-2 =2 2 -2 =2 =2
-2

Figura 3.10: Grafica de la resolucién minima de la singularidad octaédrica

Por tultimo notemos que podemos aplicar este mismo algoritmo en los casos de los
grupos ciclicos y los grupos binarios dodecaédricos, para obtener la grafica minima
de la resolucién y asi corroborar que las grafica que obtuvimos en la seccion 3.3, via
explosiones, es efectivamente la grafica de la resolucién minima. En estos dos casos no
se cubriran todos los detalles, pero se daran la idea del procedimiento.

Ejemplo 3.55

Para el caso ciclico (), de orden n, el polinomio que define la superficie es 2" +yz = 0.
Asi tomando ¢(y,z) = yz y resolviendo la singularidad en el origen mediante una
explosién obtenemos la siguiente grafica I',:
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Ahora tenemos que fijarnos en dos casos, cuando n = 2k es par y cuando n = 2k + 1
es impar.En ambos casos solo agregamos un vértice nuevo el cudl tiene multiplicidad 1
en el caso par y multiplicidad 2 en el caso impar. En ambos casos el género del vértice
es 0. En el caso par tenemos que agregar, por simetria, dos copias de G(2,1,n). Para
esto tenemos que resolver en el caso par la siguiente ecuacion

1+ 2=0 (mod k),

la cual tiene como solucién x = k—1, y de esto deducimos que m; = 1. Ahora tenemos
que aplicar induccién sobre k para probar el hecho de que k/(k — 1) se puede escribir
como fraccién continua de la forma

con el nimero 2 apareciendo k — 1-veces en la expresion. Esto ultimo nos dice que la
cadena G(2,1,n) tiene k—1 vértices. Nuestra base de induccién es k = 2, y claramente
2/1 = 2. A continuacién notamos que

y por nuestra hipdtesis de induccién obtenemos el resultado. Asi para k > 2 la gréfica
que obtenemos es

En el caso en que k£ = 1, tenemos que resolver la siguiente ecuacion
1+z2=0 (mod 1),

la cual tiene solucién cuando x = 0, por lo tanto en la gréafica sélo ponemos una flecha
para obtener
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En el caso impar tenemos que agregar, de nuevo por simetria, dos copias de G(2,1,n).
Para esto necesitamos resolver la ecuacion

1422 =0 (mod 2k + 1),

la cual tiene como solucién a x = k, y de esto se sigue que m; = 1. Aplicando inducciéon
a k, tomando como caso base kK = 1 vemos que siempre tenemos la siguiente expresion

2k+1 1
-3
k 1

donde el 2 aparece k— 1 veces. Esto nos indica que la cadena G(2, 1, n) tiene k vértices.
Al final la grafica que obtenemos es

O O 1O w O @O (@)

(Do e e (1)

-2 -2 -3 -1 -3 =2 =2

En ambos casos (el par y el impar) al implotar todos los vértices con ntimero de
interseccion —1 (por que todos los vértices tienen género 0) y borrar las flechas nos
queda la siguiente grafica que es exactamente la figura 3.3 que habiamos encontrado
en la seccion 3.5.

o ---¢—¢ —————— @ ——0 - -——-0———9

-2 -2 =2 =2 -2 -2 =2 =2
En otras palabras es la grafica de la resoluciéon minima como se habia afirmado.
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Ejemplo 3.56
Para ocuparnos del caso de los grupos binarios diédricos, nos es de gran utilidad
encontrar la grafica de la resolucion (mediante el algoritmo) del polinomio

v+ ",

Este polinomio tiene una singularidad aislada en el (0,0), para n > 2. Explotando, en
la segunda carta nos queda lo siguiente:

v+ y "),

El polinomio 1 + y"~22™ no tiene puntos singulares y no intersecta a el divisor excep-
cional.

En la primera carta obtenemos:

2*(y* + 2" %)
en este caso el polinomio y? + 2" 2 es del mismo tipo que el polinomio con el cual
empezamos e intersecta a el divisor excepcional en el origen. Asi vemos que mediante
un nimero finito de explosiones llegamos a dos casos familiares; el caso 32 + 2% cuando
n es par, que son dos rectas que se intersectan en el origen, y el caso de y? + 2 cuando
n es impar, que es la cuspide que ya resolvimos en el ejemplo 3.29.

En el caso n = 2, al explotar nos queda un divisor excepcional de multiplcidad 2, que
intersecta a las dos componentes de la curva. Asi la grafica de la resolucion, se ve como
sigue:

(1)
(2)

wq
-1

(1)

En el caso n = 3 nos queda la grafica del ejemplo 3.29:
(1)
(2) 6) (3

w1 Wws wao

-3 -1 =2

Para el caso n = 2k vimos que al explotar pasamos en la primera carta al caso
n—2 = 2(k—1), y sélo tenemos una nueva componente del divisor excepcional de mul-
tiplicidad 2. Al seguir explotando aumenta por dos la multiplicidad. Al final llegamos
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al caso de n = 2 y al explotar tenemos una nueva componente del divisor excepcional
de multiplicidad 2k, ya que hemos explotado k veces. Esta nueva componente inter-
secta a dos componentes distintas de la curva. Utilizando la formula 3.1 obtenemos los
numeros de interseccion que nos faltan. Asi nos queda la siguiente gréfica.

(1)

2 ) (2k—2) | (2k)
~———o—o - — — - (1)

w1 Woy Wg—1 W

-2 =2 -2 -1

En el caso de n = 2k + 1 de manera anéloga al caso par, en cada explosion aumen-
tamos en dos el nimero de multiplicidad y después de k — 1 explosiones llegamos al
caso de n = 3. Siguiendo el ejemplo 3.29, al volver a explotar obtenemos una nueva
componente de multiplicidad 2k, y todavia tenemos que volver a explotar. En ésta
nueva explosion aumenta en uno la mutiplicidad, y todavia tenemos que hacer una
ultima explosion. La ultima componente tiene dos veces la multiplicidad de la pentlti-
ma componente anterior, e intersecta a la antepentltima y a la pentltima componente
del divisor excepcional. Ademds intersecta a la Unica componente de la curva. Asi,
calculando los niimeros de interseccion con la formula 3.1, la grafica para este caso nos
queda como sigue:

(1)

2 @ (2k-2) (k) | (2@k+D)
w1 wa - Wg—1 Wy Wi42 wk+(12k i 1)
—2 —2 -2 -3 —1 -2

Ejemplo 3.57

El ultimo ejemplo que daremos en ésta seccién es el de la grafica minima para los
grupos binarios diédricos. Para esto utilizaremos el ejemplo anterior. Recordemos que
el polinomio asociado al grupo binario diédrico D,, es

2+ a(y® +a"),
entonces al aplicar el algoritmo necesitamos la grafica de la resolucion de
2 n
z(y” +a"),

que es una curva que consta de dos componentes. Observemos que la componente
dada por x = 0, en la primera explosion soélo intersecta a la componente del divisor
excepcional en la segunda carta, y en ésta carta la curva ya no es singular. Pero
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en la primera carta aumenta la multiplicidad de la componente del divisor en uno.
Como ésta es la carta que continuamos explotando, a partir de las gréaficas del ejemplo
pasado obtenemos las graficas de los binarios diédricos como sigue. Hay que agregar
una flecha al vértice que corresponde a la componente del divisor excepcional de la
primera explosién. Después hay que aumentar las multiplicidades en uno, y utilizar la
formula 3.1 para obtener los ntimeros de interseccion obtenemos las siguientes graficas:

(1)

(1)
(5) 2k —1) | (2k+1

1 Wk
-2 =2 -2 -1
(1) (1)
5 2k — 1 2k + 1 4(k +1)
w, Euj _— W1 - 1;: >um E | wy, §2(k_%1))
-2 =2 -2 -3 -1 -2

Apliquemos el algoritmo a estas dos graficas para obtener la grafica minima de la
resolucién. En la primera grafica todos los vértices tienen multiplicidad de la forma
27+ 1con 1> j > k. Los vértices wy y wy tienen una flecha adyacente y por tanto

dy, = dy, = 1.
Para cualquier otro vértice w; tenemos
dy, =mcd(2j — 1,25 +1,2j +3) = 1.

Asi como n = 2 en este caso, sobre el vértice w; debemos de poner med(1,2) = 1
vértices nuevos, con multiplicidad (25 + 1)/mcd(25 + 1,2) = 25 + 1 y género 0. Ahora
consideremos las aristas que son de la forma

(27 +1)  (2+3)

w

i G Wi

Por cada una de estas aristas debemos de poner d.,, = med(2j + 1,25 + 3,2) = 1
cadenas de tipo G(2j5 + 1,25 + 3,2). Para esto debemos resolver la ecuacién

2j+3+(2j+ 1)z =0 (mod 2).

Como 2j + 3 es impar claramente z = 1 es la solucién y asi obtenemos la siguiente
cadena:

110



3.6. ALGORITMO DE LA GRAFICA DUAL

(27 +1) (25 +3)
(25 +2)
(3) (2k + 1)
Ahora solo tenemos que considerar las flechas —(1) y «——(1). Notamos

que considerando solo la ultima y después tomando k = 1 obtenemos la primera. Por
ésta segunda flecha hay que poner una cadena de tipo G(2k + 1,1, 2) por lo que hay
que resolver la siguiente ecuacion:

14+ (2k+ 1)z =0 (mod 2).

La solucion es = 1 y por tanto nos queda la siguiente cadena:

(2k+1) (1)

(2k + 2)

Al final juntando todo y utilizando la formula 3.1 para obtener los niimeros de inter-
seccion, obtenemos la siguiente grafica:

(1) (1)

(5) (2k—1) | (2k+1
(3) ( )(1)
w1y Wa Wr_1 Wk
-2 =2 -2 -1

A @2 (6) (2(k — 1)) Rt (2F) Uk (2k+2)

(3) (5)

Después de quitar todas las flechas e implotar todos los vértices que sean necesarios
obtenemos la siguiente grafica, de 2k — 2+ 1+ 2+ 1 = n + 2 vértices, con niimeros de
interseccion, la cual es la que habiamos obtenido en la seccién 3.5.

(2k —1) (2k+1)

—2 —2
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Por ultimo apliquemos el algoritmo a la tltima grafica, que es la grafica que para n
impar. En este caso lo tinico que cambia es que dy,,, = med(2(k+1),4(k+1)) =2,y
por tanto hay que colocar med(2,2) = 2 vértices con multiplicidad 2(k+1)/med(2(k +
1),2) = k+ 1y género 0. Para el vértice wyio como dy,,, = 1, al tener una flecha
adyacente, solo colocamos un vértice con multiplicidad 4(k + 1)/med(4(k + 1),2) =
2(k + 1) y género 0. De las aristas solo necesitamos calcular las ultimas dos de la
derecha, ya que el resto salen de los calculos que hicimos para la grafica anterior.
Empezamos con la siguiente arista:

(2k +1) (4k +1))

Por ésta arista debemos de poner d., = med(2k + 1,4(k + 1),2) = 1 cadenas de tipo
G(2k + 1,4(k + 1), 2). Entonces resolvemos la siguiente ecuacion

4(k+1)+ (2k+ 1)z =0 (mod 2).

Su solucién es x = 0, por lo tanto solo tenemos que dibujar una arista.
El caso de la arista

(4(k +1))

(2k +1))

€r+1

= med(4(k+1),2(k+1),2) =

es analogo al anterior, solo que ahora hay que poner d
2 aristas.

€k+1

Para terminar consideramos la flecha
(4(k +1)) »——(1)

Por ésta flecha hay que colocar una cadena de tipo G(4(k + 1), 1,2). Igual que en
los casos anteriores ésta cadena consiste de solo una arista. Al final juntando todo
obtenemos la siguiente grafica:
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3.6. ALGORITMO DE LA GRAFICA DUAL

(1)

(1)
5 (5) 2k—1) @k+1) |(Ak+D)  (2(k+1)

W Wg42 Wi+1
-2 =2 —2 -3 -1 —2

—2 Uli+1
(k+1)
-9 -
Uk Vk+2
(2k +1) (2k +1))
—2 °
UI%H
(k+1)

Al remover todas la multiplicidades y todas las flechas, asi como implotar todos los
vértices con nimero de interseccién menos uno (debido a que todos los vértices tienen
género 0), obtenemos la siguiente grafica con 2k + 3 = n + 2 vértices:

-2

Asi vemos que la figura 3.4 que obtuvimos en la seccién 3.5 es la grafica de la resoluciéon
minima.

Resumiendo, en estd secciéon mediante el algoritmo de Némethi, obtuvimos las
graficas de las resoluciones minimas de las singularidades asociadas a los grupos finitos
G de SU(2), que son las siguientes:

113



CAPITULO 3. SINGULARIDADES

Figura 3.11: Grafica de la resolucién minima de la superficie asociada al grupo binario
tetraédrico Ay

Figura 3.12: Grafica de la resolucién minima de la superficie asociada al grupo binario
icosaédrico As

Figura 3.13: Gréfica de la resolucién minima de la superficie asociada al grupo binario
octaédrico Sy

— o - - - —0  —— -—-—-—-06———9

-2 -2 =2 =2 -2 -2 =2 =2

Figura 3.14: Grafica de la resoluciéon minima de la superficie asociada al grupo ciclico
C,, con n — 1 vértices

Figura 3.15: Grafica de la resolucién minima de la superficie asociada al grupo binario
diédrico D,,, con n + 2 vértices
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Capitulo 4

Conclusion

Al final de este trabajo obtuvimos dos graficas para cada grupo finito G de SU(2):
la primera la llamamos en este trabajo la grafica de McKay, y la obtuvimos utilizando
la representacién inducida por la inclusién de G en SU(2) y como se relaciona ésta
representacion con las representaciones irreducibles de G.

La segunda gréfica, que nosotros llamamos la grafica dual de la resolucién minima,
fue obtenida tomando la resoluciéon minima (mediante explosiones) de la singularidad
aislada de C?/G y fijandonos en como se intersectan las componentes irreducibles del
divisor excepcional de ésta resolucion.

Al comparar para cada grupo finito G de SU(2) la grafica de McKay (final de la
seccién 2.4) y la grafica de la resolucién minima (final de la seccién 3.6), notamos que
son casi iguales; la tinica diferencia es que la grafica de McKay tiene siempre un vértice
mas que la grafica dual. Este vértice extra corresponde a la representacién trivial, que
como notamos en el primer capitulo, todo grupo la tiene. A este hecho se le conoce
como la correspondecia u observacion de McKay, al ser el matematico John McKay el
primero en notar éste fenémeno.

Esta correspondencia entre la grafica dual y la grafica de McKay puede parecer un
echo fortuito pero en [9] los matematicos Gérardo Gonzales-Sprinberg y Jean-Louis
Verdier muestran que hay un hecho geométrico detras de esto, y es conocido como la
correspondencia geométrica de McKay.
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