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5. Álgebras laxas de (−)E 69

6. Ejemplos 82
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Imagen

La ciencia adolescente

Corŕıa por unas calles que crećıan a través de todo el espacio frente a mı́.
Las personas corŕıan hacia todos lados, alarmadas, gritando, tropezando; al-
gunas moŕıan en la estampida, con la boca sumamente abierta, en un grito
ahogado, con una garganta roja, enrojecida por unos vasos sangúıneos con-
gestionad́ısimos que, en ocasiones, estallaban en borbotones escarlata.

Entre todo ese caos visual, corporal y humano, logré divisar un adoles-
cente (o una) que permanećıa quieto (o quieta), de pie, y asombrosamente
intacto. Balbuceaba palabras que yo deseaba adivinar (por qué era intocable);
quizá hab́ıa un secreto cient́ıfico en sus palabras, un secreto que manteńıa el
orden, la tensión, la cohesión, el determinismo (en su sentido más amplio).

Miré sus manos, que prestidigitaban; sin embargo, no eran las manos de
un mago; eran las manos de un ilusionista (un escéptico, por supuesto), un
ateo.

Sin darme cuenta, comencé a fijarme, atrancarme en mi cuerpo, perd́ıa
caoticidad: ganaba fijeza: calma pero no certidumbre... Calma pero no certi-
dumbre... Calma

3





Introducción

En [1993], Korostenski y Tholen queŕıan demostrar que los sistemas de fac-
torización ortogonal sobre una catgoŕıa A y las seudoálgebras normales sobre
A de la seudomónada (−)2 : Cat → Cat son equivalentes; en dicho art́ıculo,
sólo consiguieron demostrar que los sistemas de factorización ortogonal y los
sistemas de factorización de Eilenberg-Moore son equivalentes. Rosebrugh y
Wood lograron demostrar la primera equivalencia en [2002].

En contraste con lo que ocurre en Con (es decir, si consideramos un
conjunto X y la mónada (−)X : Con → Con, no es tan dif́ıcil caracterizar las
álgebras de (−)X), es de llamar la atención que, a pesar de que la categoŕıa 2

sea tan simple, las seudoálgebras normales de la seudomónada (−)2 : Cat →
Cat (que es una mónada 2) no tengan una caracterización sencilla. Esto nos
motivó a preguntarnos por las caracterizaciones de las seudoálgebras de otras
mónadas 2 que resultan de elevar a alguna categoŕıa sencilla. Nos planteamos
considerar la categoŕıa que consiste de un solo objeto, la identidad y un
morfismo idempotente (categoŕıa que estamos denotando en la tesis como
E), con el fin de caracterizar sus seudoálgebras normales. No se logró el
cometido, pero śı se obtuvieron muchos resultados interesantes análogos a los
relacionados con sistemas de factorización, además de un ejemplo prometedor
(por lo menos a mı́ me lo parece), el de la sección 6.4.

El trabajo aparece de la siguiente manera. En los caṕıtulos 1, 2 y 3 se
tratan los preliminares para presentar el problema. En el caṕıtulo 1 se tratan
introductoriamente las categoŕıas 2, los seudofuntores, las transformaciones
y las modificaciones; este caṕıtulo es un fragmento de la sección §4.1 de Mak-
kai y Paré [1989]. En el caṕıtulo 2 se tratan las seudomónadas sin iteraciones
y las seudomónadas, las cuales son mónadas 2 cuando las condiciones de
coherencia de la unidad y la multiplicación son triviales, como en el caso
de (−)2 y (−)E ; de hecho, como en el caso de elevar a cualquier categoŕıa
(pequeña) C, pues toda categoŕıa C tiene estructura de comonoide al con-
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siderar el único funtor C → 1 a la categoŕıa con un solo objeto y una sola
flecha (la counidad) y la diagonal δC : C → C × C (la comultiplicación).
En el caṕıtulo 2 también se mencionan los resultados de Marmolejo y Wood
[2013] que afirman la equivalencia entre seudomónadas y seudomónadas sin
iteraciones. La única demostración en este caṕıtulo es la de la reducción en el
número de condiciones de coherencia a las que está sujeta una seudomónada
sin iteraciones; quien arbitró el art́ıculo Marmolejo y Wood [2013] hizo la
observación de que tal reducción era posible; sin embargo, es en este trabajo
donde esa demostración aparece impresa por primera vez. En el caṕıtulo 3 se
tratan las seudoálgebras de una seudomónada y las de una seudomónada sin
iteraciones, y se menciona la biequivalencia entre ambas categoŕıas 2, la cual
se demuestra en Marmolejo y Wood [2013]; la única demostración que apa-
rece en este caṕıtulo es básicamente la misma que la de 2 de la Proposición
8.1 de Marmolejo [1997].

En el caṕıtulo 4 se obtienen condiciones necesarias para las seudoálge-
bras de (−)E , funtor 2 considerado tanto como seudomónada sin iteraciones
como como seudomónada; por supuesto, tales condiciones se infieren con el
objetivo de caracterizar las seudoálgebras normales de (−)E . Las condiciones
necesarias para una seudoálgebra de (−)E se obtienen de dos maneras: (1)
haciendo uso de los resultados de Marmolejo y Wood [2013]; en particular,
los de su sección 7; y (2) infiriendo resultados análogos a los de Grandis y
Tholen [2006], Garner [2007], Rosický y Tholen [2002], Rosebrugh y Wood
[2002] y Korostenski y Tholen [1993]. La idea de que quizá se pod́ıa conse-
guir una caracterización por este camino surgió del Teorema 3.2 de Grandis
y Tholen [2006]:

Todo sistema de factorización ortogonal (E ,M) sobre una cate-
goŕıa K es equivalente a un sistema de factorización débil natural
(L,R) sobre K para el cual L y R son idempotentes. En este caso,
las categoŕıasKL yKR de coálgebras de la comónada L y de álge-
bras de la mónada R, respectivamente, son equivalentes a EF y
a MF , consideradas como subcategoŕıas plenas correflexiva y re-
flexiva de K2, respectivamente, con F el sistema de factorización
de Eilenberg-Moore correspondiente al sistema de factorización
ortogonal (E ,M).

El caṕıtulo 5 trata sobre unas posibles álgebras laxa y colaxa canónicas de
(−)E y sobre la relación de estas álgebras con ciertos isomorfismos naturales.
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En el caṕıtulo 6 se dan ejemplos de seudoálgebras normales de (−)E . En
la sección 6.2 se demuestra que a toda categoŕıa C cuyos idempotentes se
escinden se le puede dar una estructura de seudoálgebra normal para (−)E ;
que una generalización de este resultado a categoŕıas tamizadas A pod́ıa dar
seudoálgebras normales de (−)A se le ocurrió a Omar Antoĺın. En la sección
6.3 se trata el funtor ē : 2 → E, el cual escoge al idempotente de E; este
funtor induce un funtor 2 de las seudoálgebras de (−)2 a las seudoálgebras
de (−)E . Aśı que ē se convierte en una fuente de muchos ejemplos para seu-
doálgebras de (−)E , ya que hay muchos ejemplos de sistemas de factorización
ortogonal: consúltese, por ejemplo, el CatLab de André Joyal. Nosotros sólo
mencionamos dos de esos ejemplos. Finalmente, en la sección 6.4 se trata
un ejemplo mı́nimo no estricto; quedará más o menos claro, una vez visto el
ejemplo, que de este se pueden extraer más ejemplos.
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Caṕıtulo 1

Categoŕıas 2

Definición 1.1. Una categoŕıa 2 (o una 2-categoŕıa) A consiste de

(i) un conjunto de objetos (no necesariamente pequeño) Ob(A);

(ii) una categoŕıa A(a, b) para cada par de objetos a, b ∈ Ob(A) (a los ob-
jetos de A(a, b) se los llamará flechas —morfismos, flechas 1, 1-flechas,
celdas 1 o 1-celdas— de A con dominio a y codominio b; escribire-
mos f : a → b para indicar que f es un objeto de A(a, b); a las fle-
chas de la categoŕıa A(a, b) se las llamará celdas 2 —o 2-celdas—, y si
f, g ∈ A(a, b), escribiremos α : f ⇒ g o α : f → g para indicar que
α es una celda 2 con dominio f y codominio g; la composición (verti-
cal) en A(a, b) la denotaremos con ·, de manera que la composición de
α : f ⇒ g y β : g ⇒ h la denotaremos β · α; la identidad sobre f la
denotaremos 1f);

(iii) un objeto de A(a, a), la flecha identidad 1a : a → a, para cada objeto
a ∈ Ob(A);

(iv) un funtor de composición

◦a,b,c : A(a, b)× A(b, c) → A(a, c)

para cada tripleta de objetos a, b, c ∈ Ob(A).

Y se cumple que,

(v) dada a
f

g

α b , se tiene que f1a = f , α1a = α, 1bf = f , 1bα = α;
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(vi) el diagrama de funtores

A(a, b)×A(b, c)×A(c, d)

1A(a,b)×◦b,c,d

◦a,b,c×1A(c,d)

A(a, c)×A(c, d)

◦a,c,d

A(a, b)×A(b, d) ◦a,b,d
A(a, d)

(1.1)

conmuta para toda cuarteta de objetos a, b, c, d ∈ Ob(A).

Denotaremos la composición (horizontal) de celdas 1 y celdas 2 con el
infijo ◦, o simplemente mediante la yuxtaposición; es decir, gf = g ◦ f =
◦a,b,c(f, g) y βα = β ◦ α = ◦a,b,c(α, β).

Observación 1.2. El efecto de ◦a,b,c está dado por la composición

f : a→ b, g : b→ c 7→ gf : a→ c

de celdas 1 y por las siguientes composiciones de celdas 1 y celdas 2:

a
f

g

α b h c 7→ a
hf

hg

hα c

a
f

b
h

i

β c 7→ a
hf

if

βf c ,

donde hα = ◦a,b,c(α, 1h) y βf = ◦a,b,c(1f , β). Es decir, dadas las celdas 2

a
f

g

α b
h

i

β c ,

se tiene que

◦a,b,c(α, β) = ◦a,b,c(α, 1h) · ◦a,b,c(1g, β)

= ◦a,b,c(1f , β) · ◦a,b,c(α, 1i)

(ver Proposición II.3.1 de Mac Lane [1998]); o sea, el diagrama

hf hα

βf

hg

βg

if
iα

ig

(1.2)
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conmuta en la categoŕıa A(a, c): la composición horizontal β◦α es la diagonal
común

(βg) · (hα) = (iα) · (βf)

del diagrama anterior.
Nos referiremos a ejemplos del diagrama conmutativo (1.2) como casos

de naturalidad interna, más espećıficamente, de naturalidad de β: en el caso
de la categoŕıa 2 CAT, la conmutatividad de (1.2) es una consecuencia de
la naturalidad de la transformación natural β.

Observación 1.3. La funtorialidad de ◦a,b,c : A(a, b) × A(b, c) → A(a, c)
queda expresada por la ley de intercambio (ver §II.5 de Mac Lane [1998]).
Dadas celdas 2

a

f

α

h

β
g b

i

γ

k

δj
c ,

se tiene que
(δβ) · (γα) = (δ · γ)(β · α), (1.3)

y de aqúı tenemos que

i(β · α) = (iβ) · (iα), (δ · γ)f = (δf) · (γf),

pues 1i · 1i = 1i, y similarmente para 1f .
De (1.3), también obtenemos

i1f = 1if = 1if.

Observación 1.4. La condición de asociatividad de la composición hori-
zontal queda expresada por el diagrama (1.1) y es, por la Observación 1.2,
equivalente a lo siguente: dadas celdas 2 como en

a
f

g

α b
h

i

β c
j

k

γ d ,

se tiene que

j(hα) = (jh)α, j(βf) = (jβ)f, (γh)f = γ(hf).
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Definición 1.5. Sean A y B categoŕıas 2 . Un seudofuntor (u homomorfismo)
Φ : A→ B consiste de

(i) una función sobre objetos Ob(A) → Ob(B) (que también denotaremos
Φ);

(ii) un funtor
Φa,b : A(a, b) → B(Φa,Φb)

para cada par de objetos a, b ∈ Ob(A) (y escribiremos Φf para Φa,bf
y Φα para Φa,bα, aśı que para la celda 2

a
f

g

α b ,

se tiene

Φa
Φf

Φg

Φα Φb ,

y la funtorialidad de Φa,b queda expresada por las identidades

Φ1f = 1Φf , Φ(β · α) = Φβ · Φα);

(iii) un isomorfismo Φa : 1Φa
∼=

−→ Φ1a para cada objeto a ∈ Ob(A);

(iv) un isomorfismo de funtores

A(a, b)× A(b, c)
◦a,b,c

Φa,b×Φb,c

A(a, c)

Φa,c

B(Φa,Φb)× B(Φb,Φc) ◦Φa,Φb,Φc

Φa,b,c

B(Φa,Φc)

(dadas las celdas 1 f : a → b y g : b → c, escribiremos Φf,g para

Φa,b,c(f, g), aśı que Φf,g : (Φg)(Φf)
∼=

−→ Φ(gf); si los isomorfismos Φf,g

son todos identidades, diremos que Φ es un funtor 2 o un 2-funtor); es
decir, dadas dos celdas 2

a
f

g

α b
h

k

β c ,
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el siguiente diagrama conmuta:

ΦhΦf Φf,h

ΦβΦα

Φ(hf)

Φ(βα)

ΦkΦg
Φg,k

Φ(kg)

. (1.4)

Y se cumple que,

(v) si f : a→ b en A, entonces

Φa
1Φa

Φ1a

Φa Φa
ΦfΦ1a

Φf

Φ1a,f Φb = 1ΦfΦ1a

y

Φa
Φ1bΦf

Φf

Φf,1b Φb
1Φb

Φ1b

Φb Φb = 1Φ1bΦf ;

(vi) dadas a
f
→ b

g
→ c

h
→ d en A,

Φb
Φg

Φc
Φh

=

Φb
Φg

Φ(hg)
Φg,h

Φc
Φh

Φa

Φf

φ(gf)

Φ(hgf)

Φf,g

Φgf,h

Φd Φa

Φf

Φ(hgf)

Φf,hg

Φd

.

Observación 1.6. Las igualdades en (v) de la definición anterior son equi-
valentes a la conmutatividad de los siguientes diagramas, respectivamente:

ΦfΦ1a
Φ1a,f

1

(Φf)1Φa

ΦfΦa

ΦfΦ1a

y

Φ1bΦf
Φf,1b

1

1Φb(Φf)

ΦbΦf

Φ1bΦf

.
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La igualdad en (vi) es equivalente a la conmutatividad del siguiente dia-
grama:

ΦhΦgΦf ΦhΦf,g

Φg,hΦf

ΦhΦ(gf)

Φgf,h

Φ(hg)Φf
Φf,hg

Φ(hgf)

. (1.5)

Definición 1.7. Si A
Φ
→ B

Ψ
→ C son seudofuntores de categoŕıas 2, definimos

su composición ΨΦ : A→ C como sigue: para

a
f

g

α b
h

c ,

hacemos

(ΨΦ)a = Ψ(Φa),

(ΨΦ)f = Ψ(Φf),

(ΨΦ)α = Ψ(Φα).

Y (ΨΦ)a = ΨΦa ·ΨΦa; es decir, (ΨΦ)a es

ΨΦa

1ΨΦa

ΨΦa

ΨΦ1a

ΨΦa

Ψ1Φa
ΨΦa ,

y (ΨΦ)f,h = ΨΦf,h ·ΨΦf,Φh; o sea, (ΨΦ)f,h es

ΨΦa

(ΨΦh)(ΨΦf)

Ψ(ΦhΦf)

ΨΦ(hf)

ΨΦf,Φh

ΨΦf,h

ΨΦc .

Es fácil ver que tal composición es asociativa.

Definición 1.8. Sean A y B categoŕıas 2 y Φ,Ψ : A → B seudofuntores.
Una transformación t : Φ → Ψ consiste de
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(i) una celda 1 ta : Φa → Ψa para cada objeto a ∈ Ob(A);

(ii) una celda 2

Φa
ta

Φf
tf

Ψa

Ψf

Φb
tb

Ψb

para cada celda 1 f : a→ b en A.

Y cumple que

(iii)

Φa
ta

ΦfΦg
Φα tf

Ψa

Ψf =

Φa
ta

Φg
tg

Ψa

ΨfΨg
Ψα

Φb
tb

Ψb Φb
tb

Ψb

para toda celda 2 a
f

g

α b ;

(iv)

Φa

Φ(gf)

ta

Φf

Φf,g

Ψa

tf

Ψf

Φa
ta

Φ(gf)

Ψa

Ψ(gf)

Ψf

tgf Ψf,g
Φb

tb

Φg tg

Ψb

Ψg

= Ψb

Ψg

Φc
tc

Ψc Φc
tc

Ψc

para cualesquiera celdas 1 a
f
→ b

g
→ c;

(v)

Φa
ta

Φ1a
t1a

Ψa

1ΨaΨ1a
Ψa

=

Φa

1ΦaΦ1a
Φa

Φa
ta

Ψa Φa
ta

Ψa

para todo a ∈ Ob(A).
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Se dice que la transformación t es fuerte si tf es un isomorfismo y estricta

si es una identidad para toda celda 1 a
f
→ b. Si es estricta también se dice

que es natural 2.

Definición 1.9. Sean A y B categoŕıas 2, Φ,Ψ : A → B seudofuntores y
t, u : Φ → Ψ transformaciones. Una modificación µ : t→ u consiste de

(i) una familia 〈µa〉a∈Ob(A) de celdas 2 µa : ta → ua tal que

(ii)

Φa
ta

ua

µa

Φf

Ψa

Ψf =

Φa
ta

Φf
tf

Ψa

Ψf

Φb ub

uf

Ψb Φb
tb

ub

µb Ψb

para toda celda 1 f : a→ b.

Definición 1.10. Sean A y B categoŕıas 2. Definimos entonces Hom(A,B)
como la categoŕıa 2 cuyos objetos son los seudofuntores A→ B, cuyas celdas
1 son las transformaciones entre estos seudofuntores y cuyas celdas 2 son las
modificaciones entre estas transformaciones.

Definimos la composición entre transformaciones en Hom(A,B) como si-

gue: sean Φ,Ψ,Θ : A → B seudofuntores y Φ
t
→ Ψ

u
→ Θ transformaciones.

Entonces, dado a ∈ Ob(A), definimos

(ut)a := uata

y, dada f : a→ b,
(ut)f := (ubtf ) · (ufta).

Definimos la composición vertical y horizontal entre modificaciones. Sean
µ y ν modificaciones en la siguiente configuración:

A Bt ⇓ ⇓ u ⇓ v

Φ

Ψ

µ ν .
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Definimos su composición vertical como (ν · µ)a = νa · µa. Sean µ y ν modi-
ficaciones en la siguiente configuración:

A B

t ⇓ ⇓ u

v ⇓ ⇓ w

Φ

Ψ

Θ

µ

ν

.

Definimos su composición horizontal como (νµ)a = νaµa, y (νt)a = νata.

Definición 1.11. Sean A,B,C categoŕıas 2 y A
Φ
→ B

Ψ
→ C seudofuntores.

Se tienen los siguientes seudofuntores.

(i)

Hom(Φ, C) : Hom(B,C) → Hom(A,C)

Θ 7→ ΘΦ

t : Θ → Θ′ 7→ tΦ

µ : t→ u 7→ µΦ,

donde

(tΦ)a = tΦa

(tΦ)f = tΦf

y
(µΦ)a = µΦa;

todos los isomorfismos Hom(Φ, C)Θ y Hom(Φ, C)t,u son identidades,
aśı que Hom(Φ, C) es un funtor 2.

(ii)

Hom(A,Ψ) : Hom(A,B) → Hom(A,C)

Θ 7→ ΨΘ

t : Θ → Θ′ 7→ Ψt

µ : t→ u 7→ Ψµ,
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donde

(Ψt)a = Ψta

(Ψt)f = (ΨΘf,tb)−1 ·Ψtf ·Ψ
ta,Θ′f ,

es decir, (Ψt)f es la composición

ΨΘa
Ψ(Θ′fta)

Ψ(tbΘf)

Ψtf

ΨΘ′fΨta

Ψta,Θ
′f

ΨΘfΨtb

(ΨΘf,tb )−1

ΨΘ′b ,

y
(Ψµ)a = Ψµa;

todos los isomorfismos Hom(A,Ψ)Θ son identidades y los isomorfismos
Hom(A,Ψ)t,u : Ψu ·Ψt→ Ψ(u · t) (que son modificaciones en este caso)
están definidos como

(Hom(A,Ψ)t,u)a = Ψta,ua.

Observación 1.12. En efecto, Ψµ es una celda 2 Ψt⇒ Ψu : ΨΘ → ΨΘ′ en
Hom(A,C), es decir, una modificación Ψt → Ψu : ΨΘ ⇒ ΨΘ′ : A→ C. Por
(1.4),

Ψua,Θ′f ·ΨΘ′fΨµa = Ψ(Θ′fµa) ·Ψ
ta,Θ′f (1.6)

y, por definición de µ,

Ψuf ·Ψ(Θ′fµa) = Ψ(µbΘf) ·Ψtf . (1.7)

Aśı que de (1.6) y (1.7), se tiene que

(ΨΘf,ub)−1 ·Ψuf ·Ψ
ua,Θ′f ·ΨΘ′fΨµa = (ΨΘf,ub)−1 ·Ψuf ·Ψ(Θ′fµa) ·Ψ

ta,Θ′f

= (ΨΘf,ub)−1 ·Ψ(µbΘf) ·Ψtf ·Ψ
ta,Θ′f

= ΨµbΨΘf · (ΨΘf,tb)−1 ·Ψtf ·Ψ
ta,Θ′f .
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Definición 1.13. Sea A una categoŕıa 2. Una equivalencia (f, g, α, β) en A
es un par de celdas 1

a
g

b
f

con isomorfismos α : 1b
∼=

gf , β : fg
∼=

1a , y en este caso decimos que
a y b son equivalentes, denotándolo como a ≃ b.

Observación 1.14. Es fácil ver que todo seudofuntor Φ : A → X preserva
equivalencias; en efecto, dado un seudofuntor Φ : A → X y (f, g, α, β) una
equivalencia en A, obtenemos en X la equivalencia

(Φf,Φg, (Φf,g)−1ΦαΦb,Φ
−1
a ΦβΦg,f).

En particular, el funtor 2 representable A(a,−) : A→ CAT preserva equiva-
lencias, aśı que la composición con una equivalencia produce una equivalencia
de homocategoŕıas.

Definición 1.15. Una biequivalencia (Φ,Ψ, h, e) de categoŕıas 2 consiste de
un par de seudofuntores

A
Φ

B
Ψ

y equivalencias h : 1B
≃

ΦΨ , e : ΨΦ
≃

1A en las respectivas cate-
goŕıas 2 Hom(B,B) y Hom(A,A).
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Caṕıtulo 2

Seudomónadas y seudomónadas

sin iteraciones

Definición 2.1. Una seudomónada D sobre una categoŕıa 2 A es una sexteta
(D, d,m, β, η, µ) donde D : A → A es un seudofuntor, d : 1A → D y m :
D2 → D son transformaciones fuertes y β : mdD → 1D, η : 1D → mDd y
µ : m(Dm) → m(mD) son modificaciones tales que para todo a ∈ A

D4a

µDa

D2ma

DmDa
mD2a

Dµa

D3a
Dma

=

D4a
D2ma

mD2a
m−1

ma

D3a

mDa
Dma

µa
D3a

mDa

D3a
Dma

mDa
µa

D2a

ma

D3a
Dma

mDa

D2a

maµa

D2a

ma

D2a ma Da D2a ma Da

(2.1)
y

D2a
ma

=

D3a
Dma

D2aDdDaD3a

Dma

mDa

µa Da D2a

DdDa

DdDa

Dβa

Dηa
1
D2a

D2a ma Da .

D2a
ma

D3a
mDa

(2.2)

Si d,m son estrictas y β, η, µ identidades, diremos que (D, d,m) es una
mónada 2 (o una 2-mónada).
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Ejemplo 2.2. Hay un ejemplo clásico elemental (o toda una clase de ejem-
plos elementales) de seudomónada. Tenemos que toda categoŕıa pequeña C ∈
Cat tiene estructura de comonoide con counidad el único funtor !C : C → 1

de C a la categoŕıa con un solo objeto y una sola flecha, y con comultiplica-
ción el funtor diagonal δC : C → C × C; es decir, los siguientes diagramas
conmutan:

C

λ

= C

δC

= C

̺

1× C C × C
1×!C!C×1

C × 1

(2.3)

y

C
δC

δC

C × C

δC×1

C × C
1×δC

C × C × C . (2.4)

Del diagrama (2.4), tenemos que

(((−)C)C)C
(−)C(−)δC

(−)δC (−)C

((−)C)C

(−)δC

((−)C)C
(−)δC

(−)C

conmuta. Del diagrama (2.3),

(−)C
(−)C (−)!C

1
(−)C

((−)C)C

(−)δC

(−)C
(−)!C (−)C

1
(−)C

(−)C

conmuta. Además, (−)δC y (−)!C son transformaciones naturales 2. Que (−)δC

y (−)!C sean transformaciones naturales 2 se sigue del hecho de que Cat es
cerrada cartesiana; más precisamente, de que tiene exponenciales; es decir,
se tiene un isomorfismo

Cat(A×B,D) ∼=
ϕ−1

Cat(A,DB) ,
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natural en A y en D. En particular, como los ϕ−1
D son funtores para cada

D ∈ Cat, dada una transformación natural γ : H ⇒ H ′ : A → DB y un
funtor G : D → D′,

G ◦ Ĥ = ĜB ◦H y G ◦ γ̂ = ĜB ◦ γ.

De la primera igualdad se seguiŕıa la naturalidad de (−)δC y (−)!C y de la
segunda, la naturalidad 2 de (−)δC y (−)!C .

Por lo tanto, ((−)C , (−)!C , (−)δC ) es una mónada 2.

Definición 2.3. Una seudomónada sin iteraciones D sobre una categoŕıa 2
A consiste de

(i) una función sobre objetos Ob(A) → Ob(A),

(ii) una celda 1 da : a→ Da para todo a ∈ A,

(iii) un funtor (−)D : A(a,Db) → A(Da,Db) para todo par de objetos
a, b ∈ A,

(iv) una celda 2 invertible Da : 1Da → daD para todo a ∈ A,

(v) una celda 2 invertible

a
da

f

Df

Da

fD

Db

para todo morfismo f : a→ Db,

(vi) una celda 2 invertible

Da
fD

(hDf)D
Df,h

Db

hD

Dc

para todo f : a→ Db y h : b → Dc.

Y cumple las siguientes condiciones de coherencia:
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(i) para todo a ∈ A

a da

da

Dda

Da

1Da

daD

Da
= 1da,

Da

(2.5)

(ii) para todo f : a→ Db

Da
fD

Dda,f

Da

1Da

daDDa

(fDda)D

fD

(Df )
D

Db = 1fD,

(2.6)

(iii) para todo f : a→ Db

Df,db

Db 1Db

dbD

Db

Da

fD

(dbDf)D

Db = (Dbf)
D,

(2.7)

(iv) para toda celda 2 ϕ : f → g : a→ Db

a da

Dg

g

Da

fDgD
ϕD

=

a da

f

g

ϕ Df

Da

fD

Db Db,

(2.8)

(v) para todo f : a→ Db, h : b→ Dc

a da

f
Df

Da

fD

=

a

D
hDf

hDf

da Da

Df,h
(hDf)D

fD

Db

hD

Db,

hD

Dc Dc

(2.9)
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(vi) para toda ϕ : f → g : a→ Db y toda h : b→ Dc

Db
hD

= Df,h

Db
hD

Da

fD

gD

ϕD

(hDg)D

Dg,h

Dc Da

fD

(hDf)D

(hDg)D

(hDϕ)D Dc

(2.10)

(vii) para todo f : a→ Db y toda ψ : h→ k : b→ Dc

Df,k

Db
hD

kD
ψD

= Df,h

Db
hD

Da

fD

(kDf)D

Dc Da

fD

(hDf)D

(kDf)D

(ψDf)D Dc

(2.11)

(viii) para todo f : a→ Db, h : b→ Dc y j : c→ De

Db hD Dc
jD

=

Db hD

(jDh)D
Dh,j

Dc
jD

Da

fD

(hDf)D

(jDhDf)D

((jDh)Df)D

Df,h

D
hDf,j

(Dh,jf)
D

De Da

fD

((jDh)Df)D

D
f,jDh

De

(2.12)

Proposición 2.4. Las ocho condiciones de coherencia en la definición an-
terior se pueden reducir a sólo cinco.

Demostración. Las condiciones (2.6), (2.8), (2.10) y (2.12) implican (2.9).
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En efecto, considérese el pegamiento

a

Da

Da

Db

Dc

Da

Db

da

da

daD

1Da

(fDda)D

(gDfDda)D

((gDf)Dda)D

fD

gD

fD

(gDf)D

gD

Da
Df,g

D
fDda,g

(Df,gda)
D

D
(gDf)da

D
−1
f,g

.

Entonces, apĺıcase (2.6) al pegamiento de Da y de Df,g para obtener

a

Da Db

Dc

Da

Db

da

da

fD

(fDda)D

(gDfDda)D

((gDf)Dda)D

gD

fD

(gDf)D

gD

(D−1
f

)D

D
fDda,g

(Df,gda)
D

D
(gDf)da

D
−1
f,g

.

Ahora úsese (2.8) en el pegamiento de (Df,gda)
D, DgDfda y D

−1
f,g para obtener

a

Da Db

DcDa Db

da

da

fD

(fDda)D

(gDfDda)D

gD

fD gD

(D−1
f

)D

D
fDda,gD

gDfDda

.
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Luego úsese (2.10) en el pegamiento de (D−1
f )D y DfDda,g para obtener

a

Da Db

DcDa Db

da

da

fD

(gDf)D

(gDfDda)D

gD

fD gD

Df,g

(gDD−1
f

)D
D
gDfDda

.

Volvemos a usar (2.8), ahora en el pegamiento de (gDD−1
f ) y DgDfDda y obte-

nemos

a Da Db

DcDa Db

da

da

fD

(gDf)Df gD

fD gD

Df,g

D
gDf

D
−1
f

Ahora usamos (2.8) para remplazar la celda 2 DgDf como sigue:

a

Da

Da

Db

Dc

Da
Db

da

da

da

f

fD

(gDf)D

((gDf)Dda)D

(gDf)D

gD

fD

gD

(D−1

gDf
)D

(D
gDf

)D

Df,g

D
(gDf)Dda

D
−1
f
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Entonces usamos (2.6) para remplazar (D−1
gDf

)D y obtenemos

a

Da
Da

Da

Db

Dc

Da
Db

da

da

da

f

fD

(gDf)D

((gDf)Dda)D

daD

1Da

(gDf)D

gD

fD

gD

D
da,gDf

(D
gDf

)D

Df,g

D
(gDf)Dda

D
−1
f

Da

Finalmente usamos (2.12) en el pegamiento de Df,g y Dda,gDf para obtener

a

Da

Da

Db

Dc

Da

DbDa

da

da

fda

daD

1Da

(fDda)D

(gDfDda)D

((gDf)Dda)D

fD

gD

(gDf)D

gD

fD

Da
Df,g

D
fDda,g

(Df,gda)
D

D
(gDf)da

D
gDf

D
−1
f

Cuando comparamos el pegamiento con el que empezamos con este último,
vemos que podemos cancelar, en ambos, las cinco celdas 2 superiores; luego,
obtenemos una condición equivalente a (2.9).

Ahora mostraremos que la condición (2.5) es superflua. Notemos que el
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pegamiento de la izquierda es igual a

a Da

Da

Da

da

1DadaD

da

1Da

daD

1Da

Da

Dda

DaD
−1
a

Aqúı usamos (2.6) sobre la composición Dada
D y vemos que el pegamiento

anterior es igual a

a Da

Da

Da

da

(daDda)D
daD

daD

da 1Da

daD

1Da

(D−1
da )D

Da

Dda

D
−1
da,da

D
−1
a

Entonces usamos (2.9) en el pegamiento de Dda y D
−1
da,da para obtener

a Da

Da

Da

da

(daDda)D
daDda

1Da

daD

1Da

(D−1
da

)D
Da

D
daDda

D
−1
a

Nótese que la condición (2.8) nos dice en particular que el pegamiento de
DdaDda y (D−1

da )
D es la identidad de daDda. Luego, el pegamiento original es

la identidad de da. Aśı que (2.5) es consecuencia de (2.6), (2.8) y (2.9).
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Afirmamos que (2.7) se sigue de (2.6), (2.10), (2.11) y (2.12). En efecto,
(2.7) es la identidad de fD, igual a

Da

Db

Db

fD

1Db

dbD

(dbDf)D

fD

(D−1
da

)D

Df,db

(D−1
b
f)D

y este último pegamiento claramente es igual a

Da

Db

Db Db

fD

1Db

dbD

(dbDf)D

fD

1Db

dbD

1Db

Db

Df,db

(D−1
b
f)D

Db

D
−1
b

Entonces usamos (2.6) en dbDDb y obtenemos

Da

Db

Db Db

fD (dbDdb)D

1Db

dbD

dbD

(dbDf)D

fD

dbD

1Db

(D−1
db

)D

Db

Df,db

(D−1
b f)D

D
−1
db,db

D
−1
b
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Ahora usamos (2.12) en el pegamiento de Df,db y D
−1
db,db para obtener

Da

Db

Db

Db

fD (dbDdb)D

1Db

dbD

((dbDdb)Df)D

(dbDdbDf)D

(dbDf)D

fD

dbD

1Db

(D−1
db )D

Db

D
dbDdb,f

(D−1
b f)D

(D−1
db,dbf)

D

D
−1
b

D
−1

dbDf,db

Ahora usamos (2.11) en el pegamiento de DdbDdb,f y (D−1
db )

D y obtenemos

Da

Db

Db

Db

fD

(dbDf)D

1Db

dbD

((dbDdb)Df)D

(dbDdbDf)D

(dbDf)D

fD

dbD

1Db

Df,db

Db

((D−1
db )Df)D

(D−1
b
f)D

(D−1
db,db

f)D

D
−1
b

D
−1

dbDf,db
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Tenemos que (2.6) implica que D
−1
db,db(D

−1
db )

D es igual a dbDDb; de aqúı,

Da

Db

Db

Db

fD (dbDf)D

1Db

dbD

(dbDdbDf)D

(dbDf)D

fD

dbD

1Db

Df,db

Db

(dbDDbf)
D

(D−1
b
f)D

D
−1
b

D
−1

dbDf,db

Finalmente aplicamos (2.10) al pegamiento de (D−1
b f)D y DdbDf,db y todo se

cancela, aśı que obtenemos la identidad de fD.

Proposición 2.5. Dada una seudomónada sin iteraciones D sobre una ca-
tegoŕıa 2 A, se puede inducir un seudofuntor D′ : A → A como sigue: se
define D′ sobre objetos como lo está D sobre objetos. Dados dos objetos
a, b ∈ Ob(A), se define D′

a,b como la composición

A(a, b)
db◦−

A(a,Db)
(−)D

A(Da,Db) .

Para todo a ∈ Ob(A), se define D′
a := Da. Para f : a → b y h : b → c, se

define D′f,h : D′hD′f → D′(hf) como (Ddchf)
D · Ddbf,dch.

Proposición 2.6. Dada una seudomónada sin iteraciones D, la familia de
celdas 1 〈da : a → Da〉a∈A se puede extender a una transformación fuerte
d : 1A → D′, donde D′ es el seudofuntor inducido en la proposición anterior:
dado f : a→ b, se define df := Ddbf ,

a da

f df

Da

(dbf)D=D′f

b
db
Db .

Proposición 2.7. Dada una seudomónada sin iteraciones D, se puede de-
finir una transformación fuerte m : D′2 → D′: dado a ∈ A, se define
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ma := (1Da)
D y, dada f : a→ b, se define mf como

D′2a
(1Da)

D

D′2f (D′f)D

((1Db)
DdDbD′f)D

(D−1
1Db

D′f)D

D1Da,dbf

D′a

D′f

D
−1
dDbD′f,1Db

D′2b
(1Db)

D
D′b .

Proposición 2.8. Dada una seudomónada sin iteraciones D, se puede de-
finir el siguiente par de modificaciones: dado a ∈ A, se define βa := D1Da

y
ηa como

D′a

daD

(madDada)D

1Da

D′da

(D−1
1Da

da)D

D′a

D′a .

D
−1
dDada,1Da

D′2a

ma

Es decir, se tienen las modificaciones β : mdD′ → 1D′ y η : 1D′ → mD′d.

Proposición 2.9. Dada una seudomónada sin iteraciones D, se puede de-
finir una modificación µ : m(D′m) → m(mD′) como sigue: dado a ∈ A,
definamos µa como

D′3a D′ma

mD′a
(madDama)D

maD

(D1Da
ma)D

DdDama,1Da

D′2a

ma

D
−1
1
D2a

,1Dba

D′2a ma D′a .
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Teorema 2.10. Toda seudomónada sin iteraciones D induce una seudomó-
nada (D′, d,m, β, η, µ), donde D′, d,m, β, η, µ son el seudofuntor, las trans-
formaciones fuertes y las modifiaciones de las proposiciones anteriores, res-
pectivamente.

Teorema 2.11. Si (U, u, nβ, η, µ) es una seudomónada sobre una categoŕıa 2
A con U1a = 1Ua para todo a ∈ A, entonces U induce una seudomónada sin
iteraciones D de la siguiente manera. Sean a, b ∈ Ob(A); def́ınase Da := Ua,
da := ua, (−)D como la composición

A(a, Ub) U A(Ua, U2b)
nb⋆ A(Ua, Ub) ,

Da := ηa : 1Ua → nUda. Sean f : a → Ub y h : b → Uc en A; def́ınase Df

como el pegamiento

a ua

f uf

Ua

Uf

Ub
uUb

1Ub

βb

U2b

nb

Ub

y Df,h como el pegamiento

Ua
Uf

U2a
nb

U2h nh

Ub

Uh

U3c
nUc

Unc
µ−1c

U2c

nc

U2c nc Uc .
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Caṕıtulo 3

Seudoálgebras

Definición 3.1. Sea (D, d,m, β, η, µ) una seudomónada sobre una categoŕıa
2 A. Un álgebra laxa de D es una cuarteta (a, h, ψ, α) donde a ∈ Ob(A),
h : Da→ a es una celda 1 de A, ψ y α son celdas 2 de A

a da

1a

ψ

Da

h

D2a Dh

ma

Da

h
α

a Da
h

a

y tal que satisface las siguientes condiciones de coherencia:

D3a

µa

D2h

Dma
mDa

Dα

D2a
Dh

=

D3a
D2h

mDa
m−1

h

D2a

ma
Dh

α
D2a

ma

D2a
Dh

ma
α

Da

h

D2a
Dh

ma

Da

hα

Da

h

Da
h

a Da
h

a ,

(3.1)

Da
h

=

D2a
Dh

Da
Dda

D2a

Dh

ma

α a Da

Dda

Dda

Dψ

ηa
1Da

Da
h

a

Da
h

D2a
ma

(3.2)
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y

Da dDa

1Da

βa

D2a

ma

Dh

α

Da

h =

Da dDa

h

D2a

Dh
dh

Da
h

a a
da

1a
ψ

Da

h

a .

(3.3)

Un álgebra colaxa de D es una cuarteta (a, h, ζ, γ) donde a ∈ Ob(A),
h : Da→ a es una celda 1 de A, ζ y γ son celdas 2 de A, y tal que satisface
las condiciones de coherencia anteriores, salvo que la dirección de las celdas
2 en los diagramas es en sentido opuesto.

Una seudoálgebra de D es un álgebra laxa (a, h, ψ, α) de D tal que ψ y
α son invertibles. Una seudoálgebra normal de D es una seudoálgebra de D
en la cual ψ es una identidad.

Proposición 3.2. Sean (D, d,m, β, η, µ) una seudomónada sobre una cate-
goŕıa 2 A y (a, h, ψ, α) una cuarteta como en un álgebra laxa de D. Si ψ y
α son invertibles y satisfacen (3.1) y (3.2), entonces satisfacen (3.3).

Demostración. Consideremos el siguiente pegamiento:

βa

D2a
ma

Dh
Da

h

χ

Da

dDa

1

dDa
d−1
h

Da
h

a

da

D2a 1

DdDa

D2a Dh

ma

Da
h

χ
ηDa

D3a
mDa

Da
h

a .
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Hágase la siguiente sustitución:

βa

D2a
ma

Dh
Da

h

χ

=

d−1
dDa

D2a
Dh

d
D

2
a d−1

Dh

Da
hd

D
a

d−1
h

Da

dDa

1

dDa
d−1
h

Da
h

a

da

Da

dDa

dDa

D3a
D2h

D
m
a

D2a
D
h

Dχ

a

da

D2a
1

D2a
Dh

Da D2a

D
dD
a

1

Dβa

D2a
Dh

Da

usando que d−1
h◦Dh◦dDa es igual al pegamiento de d−1

dDa, d
−1
Dh y d−1

h . Hágase
entonces la sustitución (2.2). Luego, la siguiente:

dh

D2a
Dh

Da
dDa

dDa
d−1
dDa

D2a
Dh

dD2a
d−1
Dh

Da

dDa =

Da
h

dDa

dDa

d−1
h

a
da

da
d−1
da

Da

dDa

D2a
DdDa

D3a
D2h

D2a D2a
Dh

DdDa

Da
Dda

D2a .

Dd−1
h

D3a
D2h

Ahora hágase la sustitución

ψ

Da
h

a
da

da
d−1
da

Da
h

dDa
d−1
h

a

da =

a
1

da

da

a

da

Da
Dda

D2a
Dh

Da Da
1

Dda

Da .

Dψ−1

D2a
Dh

Como consecuencia de (3.2), se tiene que el pegamiento de Dψ−1 y χ es h◦ηa.
Por otro lado, el pegamiento de ηa, Dd−1

h y m−1
h es Dh ◦ ηDa. Finalmente,

35



se obtiene el siguiente pegamiento:

dh

D2a
Dh

Da
h

Da

dDa

h

dDa

a
da

1

ψ

d−1
h

a

da

D2a 1

DdDa

D2a

ma

Dh Da
h

χ

ηDa

D3a
mDa

Da
h

a ;

aśı que, como d−1
h , ηDa y χ son invertibles, se obtiene (3.3) (considerar el

diagrama con el que se inició).

Nota 3.3. Dada una seudomónada (D, d,m, β, η, µ), por la proposición ante-
rior, una seudoálgebra de (D, d,m, β, η, µ) se suele definir como una cuarteta
(a, h, ψ, χ), con ψ y χ celdas 2 invertibles, tal que satisface (3.1) y (3.2).

Definición 3.4. Sea (D, d,m, β, η, µ) una seudomónada sobre la categoŕıa 2
A y sean (a, h, ψ, α), (b, k, ϕ, γ) seudoálgebras de D. Una celda 1

(f, ̺) : (a, h, ψ, α) → (b, k, ϕ, γ)

es un par (f, ̺) donde f : a→ b es una celda 1 en A y

Da
Df

h

Db

k
̺

a
f

b

es una celda 2 invertible en A tal que satisface las siguientes dos condiciones:

a da

1a

ψ

Da

h

Df
Db

k
̺

=

a da

f

Da

Df
df

a
f

b b
db

1b

ϕ

Db

k

b

(3.4)
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y

D2a

α

D2f

Dh
ma

D̺

D2b
Dk

=

D2a
D2f

ma
m−1

f

D2b

mb
Dk

γDa

h

Da
Df

h
̺

Db

k

Da
Df

h

Db

k̺

Db

k

a
f

b a
f

b.

(3.5)

Dadas dos celdas 1 (f, ̺), (f ′, ̺′) : (a, h, ψ, α) → (b, k, ϕ, γ), una celda 2

ξ : (f, ̺) ⇒ (f ′, ̺′)

es una celda 2 ξ : f ⇒ f ′ en A tal que

Da
Df

h
̺

Db

k =

Da

h

Df

Df ′

Dξ Db

k

a
f

f ′

ξ b a
f ′

̺′

b.

(3.6)

Las seudoálgebras de D, las celdas 1 y celdas 2 anteriores forman una cate-
goŕıa 2, la cual denotaremos como D-Alg.

Definición 3.5. Sea D una seudomónada sin iteraciones sobre la categoŕıa
2 A. Una seudoálgebra de D consiste de

(i) un objeto a de A,

(ii) un funtor (−)a : A(x, a) → A(Dx, a) para todo x ∈ A,

(iii) una celda 2 invertible

x dx

h

ah

Dx

ha

a

para toda h : x→ a,
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(iv) una celda 2 invertible

Dx
ha

Dy

gD

(hag)a

ag,h

a

para toda h : x→ a y toda g : y → Dx.

Y se cumplen las siguientes condiciones de coherencia:

(i) para cada ϕ : h→ k : x → a

x
dx

k

ak

Dx

haka
ϕa

=

x
dx

h

k

ϕ
ah

Dx

ha

a a ,

(3.7)

(ii) para cada h : x→ a

Dx
ha

adx,h

Dx

1Dx

dxDDx

(hadx)a

ha

(ah)
a

a = 1ha ,

(3.8)

(iii) para toda h : x→ a y toda g : y → Dx

y
dy

g
Dg

Dy

gD

=

y

ahag

hag

dy
Dy

ag,h
(hag)a

gD

Dx

ha

Dx,

ha

a a

(3.9)

(iv) para toda h : x→ a y toda ψ : f → g : y → Dx

Dx
ha

= ag,h

Dx
ha

Dy

fD

gD

ψD

(hag)a

ag,h

a Dy

fD

(haf)a

(hag)a

(haψ)a a ,

(3.10)
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(v) para toda ϕ : h→ k : x→ a y toda g : y → Dx

ag,k

Dx
ha

ka
ϕa = ag,h

Dx
ha

Dy

gD

(kag)a

a Dy

gD

(hag)a

(kag)a

(ϕag)a a ,

(3.11)

(vi) para toda h : x→ a, g : y → Dx y j : z → Dy

Dy
gD

Dx
ha

=

Dy
gD

(hag)a
ag,h

Dx
ha

Dz

jD

(gDj)D

(hagDj)a

((hag)aj)a

Dj,g

a
gDj,h

(ag,hj)
a

a Dz

jD

((hag)aj)a

aj,hag

a .

(3.12)

Dadas dos seudoálgebras (a, (−)a) y (b, (−)b) para D (para facilitar la
escritura se ha omitido el resto de la estructura de las seudoálgebras), una
celda 1 de seudoálgebras f : (a, (−)a) → (b, (−)b) consiste de una celda 1
f : a→ b en A y una celda 2 invertible para toda h : x→ a

Dx
(fh)b

ha

f [h]

a
f

b

sujetas a las condiciones de coherencia siguientes:

x
dx

h

ah

Dx

f [h]
ha

(fh)b
=

x
dx

h bfh

Dx

(fh)b

a
f

b a
f

b ,

(3.13)
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para toda g : y → Dx

Dy
gD

(hag)a

ag,h

Dx

f [h]
ha

(fh)b
=

Dy
gD

(hag)a

((fh)bg)b

(fhag)b

(f [h]g)b

f [hag]

bg,fh

Dx

(fh)ba
f

b

a
f

b ,

(3.14)

para toda κ : h→ k : x → a

Dx

haka
κa

(fh)a

f [h]

=

Dx

ka (fk)b

f [k]

(fh)b

(fκ)b

a
f

b a
f

b

(3.15)

Dadas dos celdas 1 f : (a, (−)a) → (b, (−)b), f ′ : (b, (−)b) → (c, (−)c), su
composición está dada por la composición usual f ′f en A, y para toda h :
x→ a la celda 2

Dx

(fh)b
(f ′fh)cha

(f ′f)[h] =

f [h] f ′[fh]

a
f

b
f ′

c .

Es directo mostrar que la composición f ′f satisface (3.13), (3.14), (3.15).
Dadas dos celdas 1 f, g : (a, (−)a) → (b, (−)b), una celda 2 α : f ⇒ g es

una celda 2 α : f ⇒ g en A tal que para toda h : x→ a

Dx

ha (gh)b

g[h]

(fh)b

(αh)b
=

Dx

ha
(fh)b

f [h]

a g b a
f

g

α

b

(3.16)

La composición de estas celdas 2 es como la de las celdas 2 en A.
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Tenemos entonces la categoŕıa 2 de seudoálgebras de la seudomónada sin
iteraciones D, denotada Âlg-D. Para todo objeto a ∈ Âlg-D, la identidad de
a es la identidad usual 1a : a→ a de a en A junto con la celda 2 identidad

Dx

ha
ha

1a[h]

a
1a

a

sobre ha para toda h : x→ a en A.

Proposición 3.6. Las seis condiciones de coherencia para una seudoálgebra
de una seudomónada sin iteraciones se pueden reducir a cinco.

Demostración. La condición (3.9) es superflua: la demostración de que lo sea
es básicamente una copia de la demostración de que (2.9) lo sea.

Teorema 3.7. Sea D una seudomónada sin iteraciones sobre una categoŕıa
2 A y sea D′ la seudomónada inducida a partir de D. Las categoŕıas 2 D′-Alg
y Âlg-D son biequivalentes.
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Caṕıtulo 4

Condiciones necesarias para las

seudoálgebras de (−)E

Nota 4.1. En este caṕıtulo, como ya se mencionó en la Introducción, ob-
tendremos algunas condiciones que satisface toda seudoálgebra normal del
funtor 2 (−)E .

En los preliminares obtendremos cómo se comporta (−)E al considerarlo
como seudomónada sin iteraciones; en eso consiste la Definición 4.9. En las
Observaciones 4.3, 4.4 y 4.5 se obtienen funtores como los de la sección 7
de Marmolejo y Wood [2013]: ah́ı se buscaron funtores 2 → C2 que fueran
pertinentes para caracterizar las seudoálgebras normales de (−)2; dos de
ellos fueron H1 : 2 → 22 con H1(0 ≤ 1) := (0, 0) ≤ (0, 1) y H2 : 2 → 22

con H2(0 ≤ 1) := (0, 1) ≤ (1, 1). De nuestros funtores de las observaciones
mencionadas y de la estructura de seudoálgebra para la seudomónada sin
iteraciones (−)E , obtendremos uno de los resultados que consideramos más
relevantes: la Proposición 4.10.

Lo siguiente que haremos es considerar a (−)E como seudomónada; de
hecho, como mónada 2, y entonces obtener resultados análogos a los de siste-
mas de factorización, basándanos en Grandis y Tholen [2006], Garner [2007],
Rosický y Tholen [2002], Rosebrugh y Wood [2002] y Korostenski y Tho-
len [1993], y teniendo como objetivo un teorema análogo al Teorema 3.2 de
Grandis y Tholen [2006]:

Todo sistema de factorización ortogonal (E ,M) sobre una cate-
goŕıa K es equivalente a un sistema de factorización débil natural
(L,R) sobre K para el cual L y R son idempotentes. En este caso,
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las categoŕıasKL yKR de coálgebras de la comónada L y de álge-
bras de la mónada R, respectivamente, son equivalentes a EF y
a MF , consideradas como subcategoŕıas plenas correflexiva y re-
flexiva de K2, respectivamente, con F el sistema de factorización
de Eilenberg-Moore correspondiente al sistema de factorización
ortogonal (E ,M),

con el fin de obtener un par de clases de morfismos como ocurre en los
sistemas de factorización ortogonal (véase la Definición 6.23 de sistema de
factorización ortogonal). Por cierto, notemos que el primer isomorfismo del
Corolario 4.25 también aparece como resultado en la Proposición 4.10.

4.1. Preliminares

Definición 4.2. Sea E el monoide con exactamente dos elementos: la iden-
tidad y uno idempotente; equivalentemente, la categoŕıa con un solo objeto
• y exactamente dos morfismos: la identidad y uno idempotente, que deno-
taremos e.

Observación 4.3. La categoŕıa EE la podemos representar por el siguiente
diagrama:

11 1e

ηe

ǫe

e ee

más las identidades 111 y 11e, donde 11 es el funtor constante E → E que

manda todo a la identidad •
1
→ •, 1e es el funtor 1E : E → E, y e, ǫe, ηe, ee son

transformaciones naturales, las cuales podemos representar, respectivamente,
mediante los siguientes diagramas conmutativos:

• e

1 e

•

1

• e

1 ǫe

•

e

• e

e ηe

•

1

• e

e ee

•

e

• e • , • e • , • e • , • e • .

Notemos que la envolvente de Karoubi de E, denotada K(E), está conte-
nida en EE, pero no es subcategoŕıa de EE , y K(E) es EE \ {11e}.
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Observación 4.4. Hay exactamente cuatro funtores E → EE : dE, G, C11,
C1e, donde

dE : E → EE

• 7→ 11

e 7→ e,

G : E → EE

• 7→ 1e

e 7→ ee,

C11 : E → EE

• 7→ 11

e 7→ 111,

C1e : E → EE

• 7→ 1e

e 7→ 11e.

Observación 4.5. Hay exactamente cuatro funtores EE → E. En efecto, si
F : EE → E es funtor, entonces F0 : Ob(EE) → Ob(E) ya queda determi-
nado y también F1 : Fl(E

E) → Fl(E) sobre las identidades, aśı que F queda
complemente determinado por {e, ηe, ǫe, ee} y por las ecuaciones ǫeηe = ee,
ηeǫe = e.

Se tiene que Fee = e o Fee = 1. Si Fee = 1, entonces Fǫe = Fηe = Fe =
1. Similarmente si Fe = 1.

Tenemos que Fee = e si y sólo si Fe = e. Para este caso hay exactamente
tres posibilidades: Fηe = Fǫe o Fηe = 1 y Fǫe = e o Fηe = e y Fǫe = 1.

Definición 4.6. Sea A ∈ Cat; definimos entonces

dA : A→ AE

a 7→ 1a (el funtor ∆a : E → A)

h : a→ b 7→ h : 1a → 1b (∆h).
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Es decir, estamos considerando a AE como la categoŕıa cuyos objetos son los
idempotentes de A y cuyos morfismos son los h : a→ b tales que

a
f

h

a

h

b g b

conmuta, donde f y g son idempotentes de A.
Sea qA : AE → A el funtor definido como sigue:

a
f

h

a

h 7→

a

h

b g b b .

Nota 4.7. Para evitar la confusión de f : a → a con f : 1a → 1a, un
morfismo h : f → g lo denotaremos, de ahora en adelante, ya sea como
(f, h, g) o como ~h : f → g.

Observación 4.8. Consideremos los funtores dA y qA, y denotémoslos, por
el momento, simplemente como d y q. Tenemos una transformación natural
1AE ⇒ dq; a saber, ηf definida como

a
f

f

a

1a

a
f

a,

y también una transformación natural dq ⇒ 1AE ; a saber, ǫf definida como

a
f

1a

a

f

a
f

a.

Notemos que d y q no son adjuntos el uno del otro.

Definición 4.9. Consideremos la función (−)E : Cat0 → Cat0 (sobre los
objetos) y definamos entonces la siguiente seudomónada sin iteraciones (−)E :
Cat → Cat.
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Ya tenemos (i) de la Definición 2.3.
Hagamos (ii): para cada A ∈ Cat, tenemos el funtor dA : A→ AE.
Hagamos (iii): para cada par A,B ∈ Cat, definamos

(−)E : Cat(A,BE) → Cat(AE, BE)

como sigue: dado f ∈ AE , definimos F E(f) como

qBFa Fa qBFa
qBFf

qBFa .

F E(f) es en efecto un idempotente de B. Como F es funtor A→ BE,

(qBFf)Fa = Fa(qBFf).

De donde,

(qBFf)Fa(qBFf) = (qBFf)(qBFf)FaFa

= (qBFf)Fa (F : A→ BE es funtor).

Y dado g : f → f ′ en AE , F E(g) := qBFg:

qBFa
qBFg

Fa

qBFa′

Fa′

qBFa

qBFf

qBFa′

qBFf ′

qBFa
qBFg

qBFa′.

Es claro que F E es funtor; más aún,

F E = mBF
E, (4.1)

donde mB : (BE)E → BE es la multiplicación en B de la 2-mónada (−)E

(véase la Observación 4.21).
Ahora, sean ϕ : F ⇒ G : A→ BE y f : a→ a ∈ AE . Entonces, definimos

ϕE(f) := qBϕa:

qBFa
qBϕa

Fa

qBGa

Ga

qBFa

qBFf

qBGa

qBGf

qBFa
qBϕa

qBGa.
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Y dado g : f → f ′ en AE ,

F Ef
ϕEf

F Eg

GEf

GEg

F Ef ′

ϕEf ′
GEf ′

conmuta, porque el cubo asociado conmuta. De hecho, ϕE = mBϕ
E.

Es claro entonces que (−)E es funtor Cat(A,BE) → Cat(AE, BE).
Afirmamos que dAE = 1AE . En efecto,

dAE = mA(dA)
E = 1AE .

Ahora, dado F : A→ BE , tenemos que F E ◦ dA = F , lo cual se sigue de
la definición de F E. También es fácil ver que si F : A → BE y G : C → AE

en Cat, entonces GE ◦F E = (GE ◦F )E. De aqúı, EA = 1, EF = 1 y EF,G = 1,
aśı que tenemos (iv), (v) y (vi), y las condiciones de coherencia para la
seudomónada sin iteraciones (−)E que acabamos de definir son triviales.

4.2. Seudoálgebras de la seudomónada sin i-

teraciones (−)E

Proposición 4.10. Si (A, (−)A) es una seudoálgebra para (−)E entonces
todo idempotente f : a→ a de A se factoriza como

a rf

f

pfqA1e
if

a ,

rf if es idempotente y rrf if
∼= rf if ∼= irf if en A2, donde pfq es el nombre de

f , el funtor E → A que induce f . Además, los dos isomorfismos anteriores
son de la forma

pfqA1e
rf if

=

pfqA1e
rf if

vrf if

∼=

pfqA1e

=

pfqA1e rrf if
prf ifq

A1e
irf if

pfqA1e .

(4.2)
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Demostración. Consideremos una seudoálgebra (A, (−)A) para (−)E , y note-
mos que cualquier idempotente f : a→ a enA induce un funtor pfq : E → A,
aśı que se tiene el isomorfismo natural

E dE

pfq

Apfq

EE

pfqA

A ;

de aqúı,

pfqA11

pfqAe =

pfqAdE(•)
Apfq•

pfqAdE(e)

pfq•

pfqe =

a

f

pfqA11 pfqAdE(•)
Apfq•

pfq• a

conmuta; luego,

pfqA11
pfqAǫe

Apfq•

pfqAe

pfqA1e
pfqAηe

if

pfqA11

Apfq•

a

rf

f
a

conmuta, con

rf := pfqAǫe ◦ Apfq•
−1,

if := Apfq • ◦pfq
Aηe.

De aqúı,
rf if = pfqAǫepfq

Aηe = pfqAee,

que es idempotente.
Ahora, veamos que rrf if

∼= rf if ∼= irf if . Notemos que

prf ifq = ppfqAeeq = pfqAG

y que
GE(11) = 1e, GE(1e) = 1e;

GE(ǫe) = GE(ηe) = GE(e) = GE(ee) = ee.
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Consideremos las siguientes celdas 2 invertibles:

EE

pfqA

EE

GE

(pfqAG)A

AG,pfq

A

(4.3)

y

E
dE

pfqAG

A
pfqAG

EE

(pfqAG)A

A .

(4.4)

De (4.4), se tiene que

(pfqAG)AdE(•)
(pfqAG)AdE(e)

A
pfqAG

•

(pfqAG)AdE(•)

A
pfqAG

•

pfqAG(•)
pfqAG(e)

pfqAG(•)

conmuta; es decir,

(pfqAG)A11
(pfqAG)Ae

A
pfqAG

•

(pfqAG)A11

A
pfqAG

•

pfqA1e
pfqAee

pfqA1e

(4.5)

conmuta. De (4.3) y la conmutatividad de (4.5),

pfqAGE(11)
pfqAGE(ǫe)

pfqAee

AG,pfq(11)

pfqAGE(1e)
pfqAGE(ηe)

pfqAee

AG,pfq(1e)

pfqAGE(11)

AG,pfq(11)

(pfqAG)A11
(pfqAG)Aǫe

A
pfqAG

•

(pfqAG)A1e
(pfqAG)Aηe

irf if

(pfqAG)A11

A
pfqAG

•

pfqA1e

rrf if
rf if

pfqAee
pfqA1e
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conmuta. Además, por (3.9),

E

pfqAG

dE EE

AG,pfq

(pfqAG)A GE

1pfqAG = A
pfqAG EE ;

pfqA

A

es decir,

ApfqAG(•)AG,pfqdE(•) = ApfqAG(•)AG,pfq(11)

= 1pfqAG(•)

= 1pfqA1e.

Proposición 4.11. Sea (A, (−)A) una seudoálgebra para (−)E. Entonces, si
f : a → a, g : b → b son idempontentes de A y h : a → b es un morfismo en
A tal que

a
h

f

b

g

a
h

b

conmuta, entonces

a
rf

h

pfqA1e
if

phqA1e

a

h

b rg
pgqA1e

ig
b

conmuta; más aún, la asignación p−q
A1e : Idm(A) → A es funtorial, donde

Idm(A) es la categoŕıa isomorfa a AE cuyos objetos son los idempotentes
de A y los morfismos son los morfismos h : a → b en A tales que gh = hf ,
donde g : b→ b y f : a→ a son idempotentes. Además, phqA1e : rf if → rgig
en Idm(A) y phqAG : prf ifq → prgigq en AE.

Demostración. Sea h : f → g morfismo en Idm(A). Aśı que h induce una
transformación natural phq : pfq ⇒ pgq : E → A; de donde, se tiene la

50



transformación natural phqA : pfqA ⇒ pgqA : EE → A. Se satisface (3.7)
para (A, (−)A); es decir,

E
dE

pgq

Apgq

EE

pfqA

pgqA

phqA
=

E
dE

pfq

pgq
phq

Apfq

EE

pfqA

A A ;

de aqúı,

phq • Apfq• = Apgq • phq
AdE(•)

h ◦ Apfq• = Apgq • ◦phq
A11;

de donde,
h = Apgq • ◦phq

A11 ◦ Apfq •
−1 . (4.6)

Consideremos

E dE EE

pfqA

pgqA

phqA A ;

tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo:

pfqAdE(•)
pfqAdE(e)

phqAdE(•)

pfqAdE(•)

phqAdE(•)

pgqAdE(•)
pgqAdE(e)

pgqAdE(•);

de aqúı,

a
rf

Apfq•
−1

a

Apfq•
−1

pfqA11
pfqAǫe

phqA11

pfqA1e

if

pfqAηe

phqA1e

pfqA11

phqA11

pgqA11
pgqAǫe

Apgq•

pgqA1e
pgqAηe

ig

pgqA11

Apgq•

b

rg

b
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conmuta; luego, de la conmutatividad de este y (4.6),

a
rf

h

pfqA1e
if

phqA1e

a

h

b rg
pgqA1e

ig
b

conmuta. De aqúı, al transponer los cuadrados del diagrama anterior, se
obtiene que

phqA1e : rf if → rgig

en Idm(A). Por otra parte, es claro que

pfqAG phqAG
pgqAG = prf ifq

phqAG
prgigq .

Ahora, claramente p−q : Idm(A) → AE es un funtor iso. Por otro lado,
(−)A : AE → A(EE) es funtor por definición. De aqúı,

Idm(A)
p−q

AE
(−)A

A(EE)

es funtor. Luego, p1fq
A = 1pfqA y ph′hqA = ph′qAphqA. De aqúı, por defini-

ción de unidad de un funtor y la composición de transformaciones naturales,
p1fq

A1e = 1pfqA1e y ph′hqA1e = ph′qA1ephqA1e. Luego,

p−q
A1e : Idm(A) → A

es funtor.
Notemos que 1f = (f, 1a, f), aśı que p(f, 1a, f)q

A1e = 1pfqA1e cuando 1a
es considerada como flecha en AE (en realidad en Idm(A)); 1a también es
objeto en AE.

4.3. Seudoálgebras normales de la mónada 2

(−)E y sistemas de factorización de idem-

potentes

Definición 4.12. Un sistema de factorización débil de idempotentes para
una categoŕıa A es un funtor F : AE → A tal que FdA = 1A. Sistema de
factorizacón débil de idempotentes lo abreviaremos SFDI.

52



Definición 4.13. Una factorización funtorial de idempotentes (F, λ, ρ) sobre
una categoŕıa A está dada por un funtor F : AE → A y una factorización de
κ : q ⇒ q : AE → A (la transformación natural canónica con componentes
κf = f : qf → qf)

κ = q
λ

F
ρ

q

tal que λ · ρ : F ⇒ F es idempotente.

Definición 4.14. Un endofuntor S sobre una categoŕıa A es (co)puntuado
si está provisto de una transformación natural ϑ desde (hacia) el funtor iden-
tidad 1A

ϑ : 1A ⇒ S.

Además, si ϑS = Sϑ, se dice que S está bien (co)puntuado.

Proposición 4.15. Si (F, λ, ρ) es una factorización funtorial de idempo-
tentes sobre una categoŕıa A, entonces (F, λ, ρ) determina un endofuntor
Z : AE → AE puntuado (Z,Λ) y copuntuado (Z,Φ), con Zf = λfρf y
Λf : f → Zf y Φf : Zf → f dadas como

a
λf

f

Ff
ρf

Zf

a

f

a
λf

Ff ρf
a.

(4.7)

Demostración. Dado el morfismo (f, h, g) en AE , def́ınase

Z(f, h, g) := (Zf, F (f, h, g), Zg).

Ahora, de la naturalidad de ρ y λ, el siguiente diagrama conmuta:

Ff ρf

F (f,h,g)

Zf

a
λf

h

Ff

F (f,h,g)

Fg
ρg

Zg

b
λg

Fg.

La funtorialidad de Z se sigue de la funtorialidad de F .
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Por otro lado, (4.7) conmuta, porque f = ρfλf . Ahora, veamos que

f
Λf

(f,h,g)

Zf

Z(f,h,g)

g
Λg

Zg

conmuta. Sea (f, h, g) en AE; entonces,

a h

f

b
λg

g

Fg

λgρg =

a
λf

f

Ff
F (f,h,g)

λfρf

Fg

λgρg

a
h

b
λg

Fg a
λf

Ff
F (f,h,g)

Fg.

Luego, Λ es natural; similarmente, Φ.

Nota 4.16. El cubo (morfismo en (AE)E)

f

(f,g,f)

(f,h,f ′)
f ′

(f ′,g′,f ′)

f
(f,h,f ′)

f ′ ,

para mayor brevedad, se denotará como (f, g, h, g′, f ′).

Definición 4.17. Dado A ∈ Cat, definamos GA : AE → (AE)E como

AE
GA

(AE)E

f

(f,h,g)

ff

(f,f,h,g,g)

g gg ,

donde ff := (f, f, f).

Proposición 4.18. Si F : AE → A es un SFDI, entonces F induce una
factorización funtorial (F, r, i) de idempotentes, donde

rf := Fǫf , if := Fηf .
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Además, el diagrama

a
rf

f
rf

Ff
if

Zf
if

a

f

a rf
Ff

if
a.

(4.8)

conmuta (es decir, rf : f → rf if e if : rf if → f en K(A), la envolvente de
Karoubi de A), y Z = FEGA.

Demostración. Como FdA = 1A, se tiene que

f = F (1a, f, 1a) = FηfFǫf = ifrf .

Ahora, sea (f, h, g) un morfismo en AE . Se tiene que

a
f

1 ǫf

a
h

f

b

g =

a
h

1

b
g

1 ǫg

b

g

a
f

a
h

b a
h

b g b

y

a
f

f ηf

a h

1

b

1 =

a h

f

b
g

g ηg

b

1

a
f

a
h

b a
h

b g b .

De aqúı,

a
f

rf

h

a

h

Ff

F (f,h,g)

if

Fg
ig

b g

rg

b

(4.9)

conmuta.
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Ahora, que rf : f → rf if e if : rf if → f estén en la envolvente de
Karoubi se sigue de que

ǫf (1a, f, 1a) = ǫf = ff ǫf

y
(1a, f, 1a)ηf = ηf = ηfff .

Por otro lado, por la Proposición 4.15, ya se teńıa que rf if = Zf = FEGAf
fuera puntuado (Z,Λ) con Λf = (f, rf , Zf) y copuntuado (Z,Φ) con Φf =
(Zf, if , f).

Observación 4.19. Si F : AE → A es un SFDI, entonces

qΛ = λ = r, qΦ = ρ = i, qZ = F.

Observación 4.20. Si F : AE → A es funtor, entonces (FE)EGAE = GAF
E .

Observación 4.21. El funtor 2 (−)E : Cat → Cat es una 2-mónada, con

unidad A
dA
→ AE para todo A ∈ Cat y multiplicación mA : (AE)E → AE

definida como sigue:

(AE)E
mA

AE

(f, g, f)

(f,g,h,g′,f ′)

gf

(gf,h,g′f ′)

= fg

(f ′, g′, f ′) g′f ′ = f ′g′ ;

es decir, para toda A ∈ Cat

((AE)E)E
(mA)E

m
AE

(AE)E

mA

(AE)E mA
AE

y

AE dAE

1

(AE)E

mA

AE
(dA)E

1

AE

conmutan, donde m : ((−)E)E → (−)E y d : 1Cat → (−)E son transforma-
ciones naturales 2.
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Proposición 4.22. Sea A ∈ Cat. Existen transformaciones naturales entre
GA y dAE, y GA y (dA)E tales que conforman un rombo conmutativo:

dAE

GA GA

(dA)E .

Demostración. Sea f : a→ a ∈ AE. Definamos las transformaciones natura-
les deseadas como sigue.

GA(f)
η~f

dAE(f)
ǫ~f

GA(f) :

f
~f

~f

f
~f

~1a

f

~f

f
~f

f
~f

f

y

GA(f)
~ηf

(dA)E(f)
~ǫf

GA(f) :

f
ηf

~f

1a
ǫf

~f

f

~f

f ηf
1a ǫf

f .

Es claro que son naturales en f . Además,

dAE(f)
η~f

GA(f)

η~f

~ηf

GA(f)

(dA)E(f)

~ǫf

(4.10)
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conmuta.

Observación 4.23. Sea F : AE → A un SFDI. Consideremos las transfor-
maciones naturales anteriores

(dA)E
~ǫ

GA

~η
(dA)E .

Se tiene que
FE~ǫ = Λ y FE~η = Φ.

Proposición 4.24. Sea α : FFE ⇒ FmA una transformación natural donde
F : AE → A es un SFDI. Entonces, dado f ∈ AE, obtenemos las ecuaciones
siguientes:

rf if ◦ αGA(f) = αdAE(f) ◦ irf if , (4.11)

rf if ◦ αdA
E(f) = αGA(f) ◦ rrf if , (4.12)

rf if ◦ αGA(f) = α(dA)E(f) ◦ F (rf if , if , f), (4.13)

rf if ◦ α(dA)
E(f) = αGA(f) ◦ F (f, rf , rf if ). (4.14)

Demostración. Consideremos el rombo (4.10). Apliquémosle FE y mA; ob-
tenemos entonces los siguientes diagramas conmutativos:

1Ff
ǫrf if

rf if

ηrf if

~if

rf if

f
~rf

(4.15)

y
f

~f

f

~f

~f

f

f

~f

;

(4.16)
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aśı que, aplicando F a ambos, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Ff

rrf if

αdAE(f)

F (rf if )

irf if

F (~if )

αGA(f)
F (rf if )

αGA(f)

Ff
rf if

Ff
F ( ~rf )

α(dA)E(f)

Ff

rf if

rf if

Ff

Ff

rf if

;

de donde,

rf if ◦ αGA(f) = αdAE(f) ◦ irf if ,

rf if ◦ αdA
E(f) = αGA(f) ◦ rrf if ,

rf if ◦ αGA(f) = α(dA)E(f) ◦ F (rf if , if , f),

rf if ◦ α(dA)
E(f) = αGA(f) ◦ F (f, rf , rf if ).

Corolario 4.25. Sea α : FFE ⇒ FmA una transformación natural donde
F : AE → A es un SFDI. Si α es un isomorfismo, entonces

rrf if
∼= rf if ∼= irf if

y
F (f, rf , rf if ) ∼= rf if ∼= F (rf if , if , f)

en A2.

Corolario 4.26. Sea α : FFE ⇒ FmA un isomorfismo natural donde F :
AE → A es un SFDI. Si αdAE = 1 y α(dA)E = 1, entonces

rrf if = F (f, rf , rf if ) y irf if = F (rf if , if , f).

En otras palabras, si α : FFE ⇒ FmA es una seudoálgebra normal de (−)E,
entonces se tienen las igualdades anteriores.
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Corolario 4.27. Sea α : FFE ⇒ FmA un isomorfismo natrual donde F :
AE → A es un SDFI. Si αdAE = 1 y α(dA)E = 1, entonces

qΛZ = FΛ y qΦZ = FΦ; (4.17)

es decir, si α : FFE ⇒ FmA es una seudoálgebra normal de (−)E, entonces
se tienen las igualdades anteriores.

Proposición 4.28. Sea α : FFE ⇒ FmA un isomorfismo natrual donde
F : AE → A es un SDFI. Si αdAE = 1 y α(dA)E = 1, entonces

ΛZ = ZΛ y ΦZ = ZΦ;

es decir, Z está bien puntuado (Z,Λ) y bien copuntuado (Z,Φ). En otras
palabras, si α : FFE ⇒ FmA es una seudoálgebra normal de (−)E, entonces
Z = FEGA está bien puntuado y bien copuntuado.

Demostración. Sea f ∈ AE . Tenemos que Λf es

a
λf

f

Ff

Zf

a
λf

Ff.

(4.18)

Ahora, consideremos la composición

AE
Z

AE
1

Z

Λ AE .

Tenemos entonces que ΛZf es

Ff
λZf

rrf if

Zf

FZf

ZZf

Ff
λZf

rrf if

FZf

y ZΛf es

Ff
F (f,λf ,Zf)

Zf

FZf

ZZf

Ff
F (f,λf ,Zf)

FZf.
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Como rrf if = F (f, λf , Zf), ΛZ = ZΛ.
Similarmente, ΦZ = ZΦ.

Definición 4.29. Sea Γ : 1AE ⇒ 1AE la transformación natural dada por Γf
igual a

a
f

f

a

f

a
f

a.

Su naturalidad se sigue de que

a
f

f

a h

f

b

g =

a h

f

b
g

g

b

g

a
f

a
h

b a
h

b g b

para un morfismo (f, h, g) en AE. De hecho, ǫ · η = Γ.

Proposición 4.30. Si α : FFE ⇒ FmA una seudoálgebra normal de (−)E,
entonces (Z,Λ,ΦZ) y (Z,Φ,ΛZ), con Z = FEGA, son tales que los siguientes
diagramas conmutan:

Z ΛZ

ΓZ

ZZ

ΦZ

Z,

(4.19)

ZZZ ZΦZ

ΦZZ

ZZ

ΦZ

ZZ
ΦZ

Z

(4.20)

y
Z

ΛZ
ΓZ

Z ZZ,
ΦZ

(4.21)

Z ΛZ

ΛZ

ZZ

ZΛZ

ZZ
ΛZZ

ZZZ

(4.22)
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Demostración. Es claro que
Φ · Λ = Γ.

Nótese que (4.19) es igual a (4.21).

Nota 4.31. Por el momento llamemos a (Z,Λ,ΦZ) la mónada karoubiana
(o la mónada Γ) de Z y a (Z,Φ,ΛZ) la comónada karoubiana (o comónada
Γ) de Z.

Observación 4.32. Sea α : FFE ⇒ FmA seudoálgebra normal de (−)E ;
entonces, se tiene que

qΓ = κ, ρZ · λZ = λ · ρ, ΓZ = ZΓ.

Definición 4.33. Dada la mónada karoubiana de Z, definamos la categoŕıa
Alg(Z,Λ,ΦZ) como la categoŕıa cuyos objetos son los pares (g, k) donde
g ∈ AE y (Zg, k, g) es un morfismo en AE tales que los siguientes diagramas
conmutan:

g
Λg

Γg

Zg

(Zg,k,g)

ZZg
Z(Zg,k,g)

ΦZg

Zg

(Zg,k,g)

g Zg
(Zg,k,g)

g,

(4.23)

y cuyas flechas (g, t, g′) : (g, k) → (g′, k′) son los morfismos (g, t, g′) en AE

tales que el siguiente diagrama conmuta:

Zg
Z(g,t,g′)

(Zg,k,g)

Zg′

(Zg′,k′,g′)

g
(g,t,g′)

g′.

(4.24)

Similarmente, definamos la categoŕıa CoAlg(Z,Φ,ΛZ) como la categoŕıa
cuyos objetos son los pares (f, j) donde f ∈ AE y (f, j, Zf) es un morfismo
en AE tales que los siguientes diagramas conmutan:

f
Γf

(f,j,Zf)

f
(f,j,Zf)

(f,j,Zf)

Zf

ΛZf

f Zf
Φf

Zf
Z(f,j,Zf)

ZZf,

(4.25)
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y cuyas flechas (f, s, f ′) : (f, j) → (f ′, j′) son los morfismos (f, s, f ′) en AE

tales que el siguiente diagrama conmuta:

f
(f,s,f ′)

(f,j,Zf)

f ′

(f ′,j′,Zf ′)

Zf
Z(f,s,f ′)

Zf ′.

(4.26)

Observación 4.34. Dado (g, k) ∈ Alg(Z,Λ,ΦZ), obtenemos las ecuaciones
siguientes:

krg = g (la “unidad” en (4.23)) (4.27)

gk = krgig ((Zg, k, g) es morfismo en AE) (4.28)

kF (Zg, k, g) = kirf if (la asociativiad en (4.23)) (4.29)

gk = ig ((4.27), (4.28) y gig = ig). (4.30)

Dado (f, j) ∈ CoAlg(Z,Φ,ΛZ), obtenemos las ecuaciones siguientes:

if j = f (la “unidad” en (4.25)) (4.31)

jf = rf if j ((f, j, Zf) es morfismo en AE) (4.32)

rrf if j = F (f, j, Zf)j (la asociatividad en (4.25)) (4.33)

jf = rf ((4.31), (4.32) y rff = rf). (4.34)

Proposición 4.35. Sea F : AE → A un SFDI. Sean

LF := {(f, j) | f ∈ AE y

(f, j, Zf) es un morfismo en AE tal que if j = f}

y

RF := {(g, k) | g ∈ AE y

(Zg, k, g) es un morfismo en AE tal que krg = g}

(nótese que (f, rf) ∈ LF y (f, if) ∈ RF ). Sean (f, s, g) y (g, p, f) morfismos
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en AE tales que el siguiente diagrama conmuta:

f
(f,s,g)

j

(f,f,f)

g
(g,p,f)

k

f

j

Zf
Z(f,s,g)

Z(f,f,f)

Zg
Z(g,p,f)

Zf.

Si (g, k) ∈ LF entonces (f, j) ∈ LF . Similarmente, si (f, s, g) y (g, p, f) son
tales que

Zf
Z(f,s,g)

j

Z(f,f,f)

Zg
Z(g,p,f)

k

Zf

j

f
(f,s,g)

(f,f,f)

g
(g,p,f)

f

conmuta y (g, k) ∈ RF entonces (f, j) ∈ RF .

Demostración. Como (f, j, Zf) es morfismo en AE, se tiene que rf if j = jf .
Veamos que ifj = f .

if j = ifrf if j

= if jf

= if jps

= ifF (g, p, f)ks

= pigks

= pgs

= pigrgs

= pigF (f, s, g)rf

= ifF (g, p, f)F (f, s, g)rf

= ifF (f, f, f)rf

= ifrf ifrf

= ff

= f.

De manera similar se demuestra la segunda afirmación.
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Proposición 4.36. Si α : FFE ⇒ FmA es seudoálgebra normal de (−)E,
entonces todo f ∈ AE se factoriza como

Ff
if

a

rf

f
a

con (f, rf) ∈ CoAlg(Z,Φ,ΛZ) y (f, if ) ∈ Alg(Z,Λ,ΦZ).

Demostración. Como α es seudoálgebra normal,

rrf if = F (f, rf , Zf) y irf if = F (Zf, if , f);

de la primera igualdad, el diagrama de la derecha conmuta; la conmutatividad
del de la izquierda es evidente:

f
Γf

(f,rf ,Zf)

f
(f,rf ,Zf)

(f,rf ,Zf)

Zf

ΛZf rrf if

f Zf
(Zf,if ,f)

Zf
Z(f,rf ,Zf)

F (f,rf ,Zf)
ZZf.

De manera similar, se tiene que (f, if ) ∈ Alg(Z,Λ,ΦZ).

Definición 4.37. Dados los supuestos anteriores, tenemos funtores

U : CoAlg(Z,Φ,ΛZ) → AE y T : AE → CoAlg(Z,Φ,ΛZ),

donde U es el funtor olvidadizo y T es

AE
T

CoAlg(Z,Φ,ΛZ)

f

(f,h,g)

(f, rf)

(f,h,g)

g (g, rg).

T está bien definido, pues

f
(f,h,g)

(f,rf ,Zf)

g

(g,rg,Zg)

Zf
Z(f,h,g)

Zg

65



conmuta, ya que

a h

rf

b

rg

Ff
F (f,h,g)

Fg

conmuta.
También tenemos transformaciones naturales

ξ : 1CoAlg ⇒ TU y ζ : TU ⇒ 1CoAlg ,

con ξ(f,j) = (f, f, f) y ζ(f,j) = (f, f, f). Ahora, ξ(f,j) está bien definida, ya que

f
(f,f,f)

(f,j,Zf)

f

(f,rf ,Zf)

Zf
Z(f,f,f)

Zf

conmuta, porque

a
f

j

a

rf

Ff
F (f,f,f)

rf if
Ff

conmuta (ver (4.32) y (4.34)). Es claro que ξ es natural. También ζ(f,j)
está bien definida, ya que

f
(f,f,f)

(f,rf ,Zf)

f

(f,j,Zf)

Zf
Z(f,f,f)

Zf

conmuta, porque

a
f

rf

a

j

Ff
F (f,f,f)

rf if
Ff
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conmuta (por (4.34) y porque Zfrf = rf). Es claro que ζ es natural. De
paso, notemos que UT = 1AE .

Similarmente, tenemos funtores

V : Alg(Z,Λ,ΦZ) → AE y S : AE → Alg(Z,Λ,ΦZ),

donde V es el funtor olvidadizo y S es

AE S Alg(Z,Λ,ΦZ)

f

(f,h,g)

(f, if)

(f,h,g)

g (g, ig),

y transformaciones naturales

µ : 1Alg ⇒ SV y ν : SV ⇒ 1Alg ,

con µ(g,k) = (g, g, g) y ν(g,k) = (g, g, g). Notemos que V S = 1AE .

Proposición 4.38. Sea α : FFE ⇒ FmA seudoálgebra normal de (−)E.
Entonces, Ψ = 1ZZ y Ψ = ΓZZ son entrelazamientos (leyes distributivas
mixtas) de (Z,Λ,ΦZ) sobre (Z,Φ,ΛZ).

Demostración. Queremos mostrar que los diagramas

ZZZ ΦZZ

ZΨ

ZZ

Ψ

ZZZ
ΨZ

ZZZ
ZΦZ

ZZ

(4.35)

ZZ
ZΛZ

Ψ

ZZZ
ΨZ

ZZZ

ZΨ

ZZ
ΛZZ

ZZZ

(4.36)

Z
ΛZ

ZΛ

ZZ

Ψ

ZZ

(4.37)
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ZZ ZΦ

Ψ

Z

ZZ
ΦZ

(4.38)

conmutan. Es claro que para Ψ = 1ZZ los diagramas conmutan.
Ahora, de la Observación 4.32, ΓZ = ZΓ. Por otro lado, Λf ◦ Γf es

a
f

f

rf

a rf

f

Ff

Zf

a
f

rf

a
rf

Ff,

aśı que Λ · Γ = Λ. Dualmente, Γ · Φ = Φ.
Y ΓZf ◦ Λf es

a rf

f

rf

Ff
Zf

Zf

Ff

Zf

a
rf

rf

Ff
Zf

Ff,

aśı que ΓZ · Λ = Λ. Dualmente, Φ · ΓZ = Φ. Luego, (4.35), (4.36), (4.37) y
(4.38) conmutan para Ψ = ΓZZ.
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Caṕıtulo 5

Álgebras laxas de (−)E

Nota 5.1. Como ya dijimos en la Introducción, este caṕıtulo trata sobre
unas posibles álgebras laxa y colaxa canónicas de (−)E y sobre la relación
de estas álgebras con ciertos isomorfismos naturales. Aparecieron al tratar
de encontrar condiciones suficientes para que una transformación natural
α : FFE ⇒ FmA fuera una seudoálgebra de (−)E .

Observación 5.2. Cuando consideramos a (−)E como seudomónada, resulta
que (−)E es de hecho una 2-mónada, como ya vimos en el Ejemplo 2.2; es
decir, las condiciones de coherencia de la Definición 2.1 se trivializan: los
diagramas

(((−)E)E)E
mE

m
(−)E

((−)E)E

m

((−)E)E m (−)E

y

(−)E
dE

1
(−)E

((−)E)E

m

(−)E
d
(−)E

1
(−)E

(−)E

conmutan, donde m = (−)δE y d = (−)!E .

Observación 5.3. Como (−)E : Cat → Cat es una mónada 2, si α :
FFE → FmA es una transformación natural, entonces para que (A, F, α)
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sea álgebra laxa normal de (−)E , ha de satisfacer

((AE)E)E
(FE)E

(mA)E

(AE)E

FE

αE

=

((AE)E)E
(FE)E

m
AE

(AE)E

mA
FE

α
(AE)E

FE

mA

AE

F
α

(AE)E
FE

mA

AE

F

α

AE

F

AE
F

A AE
F

A ,

(5.1)

AE

F

AE
(dA)E

(AE)E

FE

mA

α A = 1F

AE
F

(5.2)

y

AE

F

AE
dAE

(AE)E

FE

mA

α A = 1F .

AE
F

(5.3)

Nótese que la celda 2 del cuadrado del lado derecho de (5.1) es una identidad,
porque, en este caso, m es una transformación estricta, es decir, natural 2.

Lema 5.4. Sea F : AE → A con A ∈ Cat un SFDI. Si f, g son idempotentes
de A que conmutan entre śı, entonces los siguientes diagramas conmutan:

a
rgf

rf

F (gf)
igf

F (gf,rf ,F (f,g,f))

a

rf

Ff rF (f,g,f)
FF (f, g, f)

iF (f,g,f)
Ff

(5.4)
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y

Ff
rF (f,g,f)

if

FF (f, g, f)
iF (f,g,f)

F (F (f,g,f),if ,gf)

Ff

if

a rgf
F (gf)

igf
a .

(5.5)

Demostración. Como f y g conmutan entre śı, se tiene el morfismo (f, g, f)
en AE . Luego, de (4.9), se obtienen en AE los morfismos (g, rf , F (f, g, f)) y
(F (f, g, f), if , g):

a
g

rf

a

rf

Ff
F (f,g,f)

if

Ff

if

a g a ;

de donde, por (4.8),

a
gf

f

rf

a

f

rfa
g

rf

a

rf

Ff
F (f,g,f)

Ff

y

Ff
F (f,g,f)

if

if

Ff

if

ifa g

f

a

f

a
gf

a

conmutan. Luego, de (4.9), obtenemos (5.4) y (5.5).

Teorema 5.5. Sea F : AE → A con A ∈ Cat un SFDI. Def́ınase, para todo
(f, g, f) ∈ (AE)E,

α(f,g,f) := F (F (f, g, f), if , gf) : FF (f, g, f) → F (gf).
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Entonces, α : FFE ⇒ FmA : (AE)E → A es una transformación natural que
satisface (5.1) y (5.2).

Demostración. Sea (f, g, f) ∈ (AE)E; es decir, f, g : a→ a son idempotentes
de A que conmutan entre śı. Tenemos entonces que

F (f, g, f) : Ff → Ff ∈ AE ,

aśı que en efecto α(f,g,f) : FFE(f, g, f) → FmA(f, g, f). Veamos entonces
que α es natural. Sea (f, g, h, g′, f ′) un morfimo en (AE)E :

f
(f,h,f ′)

(f,g,f)

f ′

(f ′,g′,f ′)

f
(f,h,f ′)

f ′
.

Si aplicamos FE y mA al diagrama anterior obtenemos:

Ff
F (f,h,f ′)

F (f,g,f)

Ff ′

F (f ′,g′,f ′)

Ff
F (f,h,f ′)

Ff ′

y

a h

gf

a′

g′f ′

a
h

a′ .

Si aplicamos F a los diagramas anteriores, obtenemos:

FF (f, g, f)
F (F (f,g,f),F (f,h,f ′),F (f ′,g′,f ′))

FF (f ′, g′, f ′)

y

F (gf)
F (gf,h,g′f ′)

F (g′f ′).

Llamémosle k a F (F (f, g, f), F (f, h, f ′), F (f ′, g′, f ′)). Aśı que queremos ver
que

FF (f, g, f)
F (F (f,g,f),if ,gf)

k

F (gf)

F (gf,h,g′f ′)

FF (f ′, g′f ′)
F (F (f ′,g′,f ′),if ′ ,g

′f ′)
F (g′f ′)

(5.6)
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conmuta.
Tenemos que

Ff
if

F (f,g,f)

a
h

gf

a′

g′f ′ =

Ff
F (f,h,f ′)

F (f,g,f)

Ff ′
if ′

F (f ′,g′,f ′)

a′

g′f ′

Ff
if

a
h

a′ Ff
F (f,h,f ′)

Ff ′
if ′

a′

por (4.9). De aqúı, (5.6) conmuta. Luego, α es natural.
Ahora veamos que (A, F, α) satisface (5.1) y (5.2). Sea f ∈ AE y consi-

deremos el siguiente diagrama:

AE

F

AE
(dA)E

(AE)E

FE

mA

α A .

AE
F

Tenemos que (dA)E(f) = (1a, f, 1a). Aśı que

α(1a,f,1a) = F (F (1a, f, 1a), i1a , f)

= F (f, 1a, f) (FdA = 1A)

= 1Ff .

Luego,

AE

F

AE
(dA)E

(AE)E

FE

mA

α A = 1F .

AE
F
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Finalmente veamos que

((AE)E)E
(FE)E

(mA)E

(AE)E

FE

αE

=

((AE)E)E
(FE)E

m
AE

(AE)E

mA
FE

α
(AE)E

FE

mA

AE

F
α

(AE)E
FE

mA

AE

F

α

AE

F

AE
F

A AE
F

A ;

es decir, que
α(mA)

E · FαE = αmAE · α(FE)E .

Sea (f, g, h, g, f) ∈ ((AE)E)E ; es decir, f, g, h : a→ a conmutan entre śı. (En
general, si ϕ : F ⇒ G : B → A es transformación natural, es fácil ver que
ϕE : FE ⇒ GE : BE → AE en f : a→ a ∈ BE está dada como

ϕE(f) = (Ff, ϕa,Gf)).

Si aplicamos (FE)E y (mA)
E a (f, g, h, g, f), o sea, a

f
(f,h,f)

(f,g,f)

f

(f,g,f)

f
(f,h,f)

f ,

obtenemos

Ff
F (f,h,f)

F (f,g,f)

Ff

F (f,g,f)

Ff
F (f,h,f)

Ff

y

a h

gf

a

gf

a
h

a .

Si aplicamos FE a los dos diagramas anteriores, obtenemos

F (F (f, g, f), F (f, h, f), F (f, g, f)) =: k

74



y
F (gf, h, gf).

Aśı que αE(f, g, h, g, f) = (k, α(f,g,f), F (gf, h, gf)):

FF (f, g, f)
α(f,g,f)

k αE(f,g,h,g,f)

F (gf)

F (gf,h,gf)

FF (f, g, f) α(f,g,f)
F (gf).

Más expĺıcitamente,

αE(f, g, h, g, f) = (k, F (F (f, g, f), if , gf), F (gf, h, gf)).

Aśı que

FαE(f, g, h, g, f) = F (k, F (F (f, g, f), if , gf), F (gf, h, gf))

: Fk → FF (gf, h, gf).

Ahora, (mA)
E(f, g, h, g, f) = (gf, h, gf) y

α(gf,h,gf) = F (F (gf, h, gf), igf , hgf) : FF (gf, h, gf) → F (hgf).

Por otro lado,

(FE)E(f, g, h, g, f) = (F (f, g, f), F (f, h, f), F (f, g, f))

y

α(F (f,g,f),F (f,h,f),F (f,g,f)) = F (k, iF (f,g,f), F (f, h, f)F (f, g, f))

= F (k, iF (f,g,f), F (f, hg, f))

: Fk → FF (f, hg, f).

Ahora, mAE(f, g, h, g, f) = (f, hg, f); aśı que

α(f,hg,f) = F (F (f, hg, f), if , hgf)

: FF (f, hg, f) → F (hgf).
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Entonces, lo que queremos mostrar es que

Fk
F (k,F (F (f,g,f),if ,gf),F (gf,h,gf))

F
(k
,i
F
(
f
,g

,f
) ,F

(f
,h
g
,f
))

FF (gf, h, gf)

F
(F

(g
f
,h
,g
f
),i

g
f
,h
g
f
)

FF (f, hg, f)
F (F (f,hg,f),if ,hgf)

F (hgf)

(5.7)

conmuta. Afirmamos que

k
(k,F (F (f,g,f),if ,gf),F (gf,h,gf))

(k
,i
F
(
f
,g

,f
) ,F

(f
,h
g
,f
))

F (gf, h, gf)

(F
(g
f
,h
,g
f
),i

g
f
,h
g
f
)

F (f, hg, f)
(F (f,hg,f),if ,hgf)

hgf
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conmuta. En efecto, tenemos que

FF (f, g, f)
F (F (f,g,f),if ,gf)

k

F (gf)
igf

F (gf,h,gf)

a

hgf

FF (f, g, f)
F (F (f,g,f),if ,gf)

=

F (gf)
igf

a

FF (f, g, f)
iF (f,g,f)

k

Ff
if

F (f,hg,f)

a

hgf

FF (f, g, f)
iF (f,g,f)

Ff
if

a

por el Lema 5.4. Luego, (5.7) conmuta.

Teorema 5.6. Sea F : AE → A con A ∈ Cat un SFDI. Def́ınase, para todo
(f, g, f) ∈ (AE)E,

β(f,g,f) := F (gf, rf , F (f, g, f)) : F (gf) → FF (f, g, f).

Entonces, β : FmA ⇒ FFE : (AE)E → A es una transformación natural que
satisface los duales de (5.1) y (5.2).

Nota 5.7. Denotaremos a la α y la β de los teoremas anteriores como αF y
βF .

Corolario 5.8. Sea F : AE → A un SFDI. Si F (1Ff , if , f) = 1Ff para todo
f ∈ AE, entonces αF es un álgebra laxa normal de (−)E. Si F (f, rf , 1Ff) =
1Ff para todo f ∈ AE, entonces βF es un álgebra colaxa normal de (−)E.

Lema 5.9. Sea F : AE → A funtor con A ∈ Cat. Def́ınase para todo
(f, g, f) ∈ (AE)E

γ(f,g,f) := F (gf, f, gf) : F (gf) → F (gf).

Entonces, γ es una transformación natural FmA ⇒ FmA.
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Demostración. Sea (f, g, h, g′, f ′) un morfismo en (AE)E , aśı que el siguiente
diagrama conmuta:

f
(f,h,f ′)

(f,g,f)

f ′

(f ′,g′,f ′)

f
(f,h,f ′)

f ′ .

De aqúı,

a h

gf

a

g′f ′

a
h

a

conmuta. Luego,

a
f

gf

a
h

gf

a

g′f ′ =

a
h

gf

a
f ′

g′f ′

a

g′f ′

a
f

a
h

a a
h

a
f ′

a .

De aqúı,

F (gf)
F (gf,f,gf)

F (gf,h,g′f ′)

F (gf)

F (gf,h,g′f ′)

F (g′f ′)
F (g′f ′,f ′,g′f ′)

F (g′f ′)

conmuta. Luego, γ es transformación natural FmA ⇒ FmA.

Proposición 5.10. Sea F : AE → A un SFDI. Entonces, para toda trans-
formación natural ξ : FFE ⇒ FmA tal que ξ(dA)E = 1F los siguientes
diagramas conmutan:

FFE ξ

αF

FmA

γ

FmA

βF
γ

FmA FFE

ξ
FmA

.

Demostración. Sea ξ : FFE ⇒ FmA una transformación natural tal que
ξ(dA)E = 1F y sea (f, g, f) ∈ (AE)E.
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Tenemos que

a
g

f

a
f

f

a

1 =

a
f

f

a
gf

1

a

1

a g a
f

a a
f

a
gf

a ;

es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

f
ηf

(f,f,1a)

(f,g,f)

1a

(1a,gf,1a)

f ηf

(f,f,1a)
1a .

Aplicamos ξ al diagrama anterior y obtenemos

FF (f, g, f)
ξ(f,g,f)

F (F (f,g,f),if ,gf)

F (gf)

F (gf,f,gf)

F (gf)
ξ(dA)E(gf)

F (gf) ,

y
αF (f, g, f) = F (F (f, g, f), if , gf), ξ(dA)E(gf) = 1F (gf).

Similarmente, tenemos el diagrama conmutativo

1a
ǫf

(1a,f,f)

(1,gf,1a)

f

(f,g,f)

1a ǫf

(1a,f,f)
f ;

si aplicamos ξ a este diagrama, obtenemos

F (gf)
ξ(dA)E(gf)

F (gf,rf ,F (f,g,f))

F (gf)

F (gf,f,gf)

FF (f, g, f)
ξ(f,g,f)

F (gf) .

Aśı que tenemos lo deseado.
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Observación 5.11. Notemos que si g = f y ξ en la proposición anterior es un
isomorfismo natural, obtenemos el segundo isomorfismo del Corolario 4.25.

Lema 5.12. Sea F : AE → A funtor con A ∈ Cat. Def́ınase para todo
(f, g, f) ∈ (AE)E

γ′(f,g,f) := F (gf, g, gf) : F (gf) → F (gf).

Entonces, γ′ es una transformación natural FmA ⇒ FmA.

Demostración. Es similar a la demostración del lema anterior.

Proposición 5.13. Sea F : AE → A un SFDI. Entonces, para toda transfor-
mación natural ζ : FFE ⇒ FmA tal que ζdAE = 1F los siguientes diagramas
conmutan:

FFE ζ

α′F

FmA

γ′

FmA

β′F
γ′

FmA FFE

ζ
FmA

,

donde
α′
F (f, g, f) = F (F (f, g, f), Fαfg, 1F (gf))

y
β ′
F (f, g, f) = F (1F (gf), Fβfg, F (f, g, f))

con αfg y βfg los diagramas

a
g

f

a

gf

a
g

gf

a

f

a g a a g a ,

respectivamente.

Demostración. Dado (f, g, f) ∈ (AE)E, se tiene

a
g

f

a
g

f

a

gf =

a
g

f

a
1

gf

a

gf

a g a g a a g a
1

a ,
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aśı que

f
αfg

(f,g,f)

gf

1gf

f αfg
gf

conmuta. Entonces, se aplica ζ al diagrama anterior.

Observación 5.14. Notemos que si g = f y ζ en la proposición anterior es
un isomorfismo natural, obtenemos el primer isomorfismo del Corolario 4.25.
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Caṕıtulo 6

Ejemplos

Nota 6.1. En este caṕıtulo damos varios ejemplos de seudoálgebras normales
de la seudomónada (−)E con el fin de comprender mejor la estructura de
dichas seudoálgebras.

En la sección 2, hacemos una generalización del hecho de que si una
categoŕıa pequeña C tiene E-coĺımites, entonces a C se le puede dar una
estructura de seudoálgebra normal de (−)E . Es decir, E es una categoŕıa
tamizada porque es una categoŕıa filtrada (véase el Teorema 1 de la sección
IX.2 de Mac Lane [1998]), y la generalización nos dice que si A es una cate-
goŕıa tamizada, entonces si C tiene A-coĺımites, a C se la puede dotar de una
estructura de seudoálgebra normal de la mónada (−)A; aśı que se escriben y
demuestran todos los resultados necesarios para llegar a tal generalización.

En la sección 3, se considera el funtor 2
ē
→ E, que manda 0 ≤ 1 a e, ya

que este funtor induce un funtor 2 que va de las seudoálgebras de (−)2 a
las seudoálgebras de (−)E . Aśı que, como ya se conocen muchos ejemplos de
sistemas de factorización ortogonal, tal funtor 2 nos da muchos ejemplos de
seudoálgebras normales de (−)E . Recordemos que en Korostenski y Tholen
[1993] se demuestra que los sistemas de factorización ortogonal y los sistemas
de factorización de Eilenberg-Moore son equivalentes y que en Rosebrugh y
Wood [2002] se demuestra que los sistemas de factorización de Eilenberg-
Moore y las seudoálgebras normales de (−)2 son equivalentes.

En la sección 4, damos un ejemplo en que la cadena de factorizaciones
sucesivas de idempotentes sucesivos obtenida al factorizar f luego rf if luego
rrf if irf if luego rrrf if

irf if
irrf if

irf if
, etc. fuera infinita. Además, queŕıamos que

fuera una categoŕıa lo más simple posible, nuevamente, con el fin de entender
mejor el comportamiento de las seudoálgebras normales de (−)E .
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6.1. Álgebras libres

Observación 6.2. Las álgebras libres de (−)E son (AE, mA : (AE)E → AE)
para A ∈ Cat, y son seudoálgebras estrictas, es decir, los diagramas

AE dAE

1
AE

(AE)E

mA

((AE)E)E
(mA)E

m
AE

(AE)E

mA

AE (AE)E mA
AE

conmutan. De aqúı, α : mA(mA)
E ⇒ mAmAE es una identidad; de donde,

α(f,g,f) = 1 para todo (f, g, f) ∈ (AE)E .

6.2. Categoŕıas tamizadas y escisión

Proposición 6.3. Si la categoŕıa pequeña J es coproducto
∐

k Jk de las ca-
tegoŕıas Jk con k ∈ K y K un conjunto pequeño, y F : J → C es un funtor,
entonces

ColimF ∼=
∐

k

ColimFk,

si los coĺımites de la derecha existen, donde Fk = FIk e Ik : Jk →
∐

k Jk son
las inyecciones para todo k ∈ K.

Dualmente, LimF ∼=
∏

k LimFk.

Demostración. Nótese que no sólo toda colección de funtores Jk
Fk C de-

termina un funtor F : J → C (y viceversa), sino que también toda colección
de transformaciones naturales

Jk

Fk

Gk

τk C

determina una transformación natural

J
F

G

τ

(y viceversa).
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También notemos que si t : c→ d es un morfismo en C entonces

Jk
Ik J

∆c

∆d

∆t C = Jk

∆c

∆d

∆t C

para todo k ∈ K.
Ahora, consideremos el cono coĺımite

F
µ

∆ColimF

y también los conos coĺımites

Fk
µk

∆ColimFk .

Tenemos entonces que µIk : Fk ⇒ ∆ColimF es un cocono para todo k:

Jk
Ik

J
F

∆ColimF

µ C ;

aśı que, por la propiedad universal de µk, para todo k ∈ K existe un único
jk : ColimFk → ColimF en C tal que

Fk
µk

µIk

∆ColimFk

∆jk

ColimFk

jk

∆ColimF ColimF

conmuta. Veamos que los jk : ColimFk → ColimF tienen la propiedad uni-
versal del coproducto. Sean entonces fk : ColimFk → c flechas en C. Para
todo k definamos ψk : Fk ⇒ ∆c como la composición

Fk
µk

ψk

∆ColimFk

∆fk

∆c.

Aśı que tenemos el cocono ψ := [ψk] : F ⇒ ∆c. Luego, por la propiedad
universal de µ, existe un único t : ColimF → c en C tal que

F
µ

ψ

∆ColimF

∆t

ColimF

t

∆c c
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conmuta. Por otro lado, se tienen las siguientes igualdades horizontales y
verticales:

Jk
Ik J

F

∆c

ψ C = Jk
Ik J ∆ColimF

F

∆c

µ

∆t

C

Jk

Fk

∆c

ψk C = Jk
∆ColimF

Fk

∆c

µIk

∆t

C

Jk
∆ColimFk

Fk

∆c

µk

∆fk

C = Jk

∆ColimFk

∆ColimF

Fk

∆c

∆jk

µk

∆t

C

Por lo tanto, por la propiedad universal de los µk,

ColimFk
jk

fk

ColimF

t

c

conmuta para todo k ∈ K, y t es único. Luego, ColimF ∼=
∐

k ColimFk.
Dualmente, LimF ∼=

∏
k LimFk, si los ĺımites de la derecha existen.

Proposición 6.4. Sea C una categoŕıa. Si la categoŕıa pequeña J es conexa,
entonces

Colim∆c = c, Lim∆c = c

para todo c ∈ C, donde ∆c : J → C es el funtor constante.
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Demostración. Sean i u j kv flechas en J , y sea τ : ∆c⇒ ∆d transfor-
mación natural con c, d ∈ C. De la conmutatividad de

∆c(i)
τi

∆c(u)

∆d(i)

∆d(u)

∆c(j)
τj

∆c(v)

∆d(j)

∆d(v)

∆c(k) τk
∆d(k),

se tiene que τi = τj = τk. De aqúı, puesto que J es conexa, τi = τj para todo
i ∈ J para j fijo objeto de J . Sea h := τj : c→ d. Aśı que τ = ∆h. Luego, el
siguiente diagrama conmuta:

∆c
1

τ

∆c

∆h

∆d.

Por lo tanto, Colim∆c = c.
Dualmente, Lim∆c = c.

Corolario 6.5. El coĺımite de un funtor constante J → C con valor c es el
coproducto de k copias de c, donde k es el número de componentes conexas
de J .

Corolario 6.6. Una categoŕıa pequeña A es conexa si y sólo si el funtor
constante A→ Con de valor 1 tiene coĺımite 1.

Nota 6.7. En la definición de categoŕıa conexa se pide que esta sea no vaćıa.
Podŕıamos tomar como referente la discusión de por qué el espacio vaćıo no
ha de considerarse conexo, para no considerar la categoŕıa vaćıa como conexa.

Considerar al espacio vaćıo como conexo es análago a considerar al 1 como
primo. La definición que dice que un espacio es conexo si no se puede partir
en dos subconjuntos abiertos no vaćıos disjuntos, es análoga a la definición
de que un número natural p es primo si cualquiera de sus divisores es 1 o p,
definición según la cual el 1 es primo. Una mejor definición de primo seŕıa
la siguiente: se dice que un número natural p es primo si tiene exactamente
dos divisores, él mismo y 1; con esta definición, se excluye al 1 como primo,
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pues el 1 tiene exactamente un divisor. Análogamente, podemos decir que
un espacio es conexo si tiene exactamente una componente conexa. Con esta
definición el espacio vaćıo no es conexo, pues este tiene exactamente cero
componentes: una componente de un espacio X es una clase de equivalencia
de puntos de X bajo alguna relación de equivalencia; ahora, sobre el conjunto
vaćıo, hay una sola relación de equivalencia, la relación vaćıa, la cual tiene
cero clases de equivalencia.

Si el espacio vaćıo fuera conexo, la descomposición única en componentes
conexas fallaŕıa: X ∪ Y = ∅ ∪X ∪ Y = · · · . Esto es análago a la falla en la
unicidad de la factorización por primos que se tendŕıa si se considerara al 1
como primo.

Por último, desde un punto de vista categórico, un espacio X es conexo
si el funtor hom(X,−) preserva coproductos. Como hom(∅,−) es constante
en el punto, hom(∅,−) no preserva coproductos.

Proposición 6.8. Sea F : P × J → X un bifuntor con X completa y
cocompleta y P y J pequeñas. Entonces, existe un mapeo canónico

s : ColimpLimjF (p, j) → LimjColimpF (p, j), (6.1)

y se construye como en el siguiente diagrama:

F (q, k)

µq,k

LimjF (q, j)
νq,k

tq

αq

ColimpLimjF (p, j)

s

ColimpF (p, k) LimjColimpF (p, j)βk
= LimjColimpF (p, j)

Demostración. Se tiene que F (q,−) : J → X tiene ĺımite; es decir, para cada
q ∈ P existe LimjF (q, j) con cono

F (q, k) LimjF (q, j)
νq,k

.

Es claro que se tiene un funtor LimjF (−, j) : P → X , por la propiedad
universal de los conos νq,− : LimjF (q, j) → F (q,−); aśı que, como X es
cocompleta, LimjF (−, j) tiene cono coĺımite

LimjF (q, j)
αq

ColimpLimjF (p, j) .
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Dualmente, para cada k ∈ J se tiene el cono coĺımite

F (q, k)
µq,k

ColimpF (p, k) ,

y por la propiedad universal de los coconos µ−,k : F (−, k) → ColimpF (p, k),
un funtor ColimpF (p,−) : J → X . Entonces, como X es completa, este
funtor tiene cono ĺımite

ColimpF (p, k) LimjColimpF (p, j)
βk .

Se tiene que µq,kνq,k : LimjF (q, j) → ColimpF (p, k) es un cono para todo
q ∈ P :

LimjF (q, j)
µq,−νq,−

ColimpF (p,−) .

De aqúı, existe un único morfismo tq : LimjF (q, j) → LimjColimpF (p, j)
para todo q ∈ P tal que

F (q, k)

µq,k

LimjF (q, j)
νq,k

tq

ColimpF (p, k) LimjColimpF (p, j)βk

conmuta. Por otro lado, el siguiente diagrama conmuta para v : p→ q en P :

F (p, k)

F (v,k)

µp,k

LimjF (p, j)
νp,k

LimjF (v,j)

tpF (q, k)

µq,k

LimjF (q, j)νq,k

tq

ColimpF (p, k) LimjColimpF (p, j).βk

Aśı que t : LimjF (−, j) ⇒ LimjColimpF (p, j) es un cocono; de donde, por
la propiedad universal de α : LimjF (−, j) ⇒ ColimpLimjF (p, j), existe un
único s : ColimpLimjF (p, j) → LimjColimpF (p, j) que hace conmutar

LimjF (q, j)
αq

tq

ColimpLimjF (p, j)

s

LimjColimpF (p, j)

para todo q ∈ P .
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Definición 6.9. Una categoŕıa pequeña A se dice que es tamizada si pro-
ductos finitos en Con conmutan con coĺımites sobre A. Expĺıcitamente, A es
tamizada si y sólo si dado un diagrama

D : A× J → Con,

donde J es una categoŕıa discreta finita, el mapeo canónico (6.1)

s : Colima

(∏

j

D(a, j)

)
→
∏

j

(ColimaD(a, j)) (6.2)

es un isomorfismo.
Un diagrama tamizado es un diagrama con dominio tamizado. A los

coĺımites de diagramas tamizados se los llama coĺımites tamizados.

Observación 6.10. El mapeo canónico s es un isomorfismo para toda cate-
goŕıa discreta finita J si y sólo si s es un isomorfismo cuando J = ∅ o cuando
J es un conjunto con dos elementos. Esto último significa que para todo par
de diagramas F, F ′ : A→ Con, el coĺımite del diagrama

F × F ′ : A→ Con, a 7→ Fa× F ′a

es canónicamente isomorfo a ColimF ×ColimF ′. Considérese el bifuntor D :
A × {1, 2} → Con definido como D(f, i) := Fif para toda f : a → b en A,
donde F1 := F y F2 := F ′.

Observación 6.11. Dado un funtor F : J → Con, el ColimF se construye
a partir de la relación S sobre

∐
j Fj, donde

S = {((x, j), (Fux, k)) ∈
∐

n

Fn ×
∐

n

Fn | u : j → k en J};

es decir, (x, j)S(x′, k) si y sólo si existe u : j → k en J tal que Fu(x) = x′;
diagramáticamente:

x

Fj
7→

Fu

ij

x′

Fk

ik∐
n Fn ;
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aśı que la mı́nima relación de equivalencia R(S) que contiene a S nos da que,
dados (x, j), (x′, k) ∈

∐
n Fn,

(x, j)R(S)(x′, k)

si y sólo si existe un zigzag de flechas en J

j0
u0

j1 j2
u1 u2

j3 · · ·
u3 ur−1

jr ,

con j0 = j y jr = k, y existen xt ∈ Fjt para t = 1, . . . , r − 1 tales que

x

Fj

7→

Fu0

ij

x1

Fj1
ij1

x2

Fj2

← [

Fu1
7→

Fu2

ij2

x3

Fj3

ij3

. . .
← [

Fu3
7→

Fur−1
x′

Fk

ik∐
n Fn .

Observación 6.12. Dada una categoŕıa pequeña J y un funtor F : J ′ → J ,
se tiene que

ColimJ(j, F−) = C(j ↓ F ),

donde C(j ↓ F ) es el conjunto de las componentes conexas de (j ↓ F ). En
efecto, tenemos que (u, k) ∼ (u′, k′) si y sólo si existe un zigzag de flechas

k0
v0

k1 k2
v1 v2

k3 · · ·
v3 vr−1

kr

en J ′, con k0 = k y kr = k, y (ui, ki) ∈ (j ↓ F ) para i = 1, . . . , r− 1 tales que
el diagrama

j
u

u1
u2

u3
u′

Fk
Fv0

Fk1 Fk2Fv1 Fv2
Fk3 · · ·

Fv3 Fvr−1
Fk′

conmuta, donde ∼= R(S) de la observación anterior.

Observación 6.13. Para F : A′ → A y D : A → C, existe un mapeo
canónico

h : ColimDF → ColimD (6.3)
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cuando ambos coĺımites existen. En efecto, sean µ : DF ⇒ ColimDF :
A′ → C y γ : D ⇒ ColimD : A → C conos coĺımites. Notemos que dado
∆d : A→ C, se tiene

A′ F
A

∆d
C = A′ ∆d

C .

Aśı que γF : DF ⇒ ColimD es un cocono. De aqúı, existe una única flecha
h : ColimDF → ColimD tal que

DF
µ

γF

ColimDF

h

ColimD

conmuta.

Definición 6.14. Un funtor F : A′ → A se dice que es final si para todo
diagrama D : A → C tal que ColimDF existe en C, existe ColimD y el
morfismo canónico h : ColimDF → ColimD (6.3) es un isomorfismo.

Teorema 6.15. Las siguientes condiciones sobre un funtor F : A′ → A son
equivalentes:

(i) F es final;
(ii) F satisface la condición de finalidad con respecto a todos los funtores

representables D = A(a,−);
(iii) para todo objeto a de A la categoŕıa coma (a ↓ F ) es conexa.

Demostración. La implicación (i) ⇒ (ii) es trivial.
La implicación (ii) ⇒ (iii) es cierta. En efecto, (a ↓ A) es conexa,

ya que tiene objeto inicial 1a, aśı que ColimA(a,−) = 1 por la Observa-
ción 6.12; de aqúı, como h : ColimA(a, F−) → ColimA(a,−) es iso, se tiene
ColimA(a, F−) = 1, y por la Observación 6.12, (a ↓ F ) es conexa.

Finalmente veamos que (iii) ⇒ (i). Dado un cono coĺımite µ : DF ⇒
ColimDF , construimos flechas τa : Da→ ColimDF como la composición

Da
Df

DFa′
µa′ ColimDF

para alguna flecha f : a→ Fa′ ∈ A(a ↓ F ). Como A(a ↓ F ) es conexa y µ es
cono, si escogemos otra f ′ : a→ Fa′′, existe un zigzag de flechas

a0 g0
a1 a2g1 g2

a3 · · ·g3 gr−1
ar
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en A′, con a0 = a′ y ar = a′′, y existen (fi, ai) ∈ (a ↓ F ) para i = 1, . . . , r− 1
tales que el diagrama

a
f

f1
f2

f3
f ′

Fa′
Fg0

Fa1 Fa2Fg1 Fg2
Fa3 · · ·

Fg3 Fgr−1
Fa′′

conmuta; por lo tanto, el siguiente diagrama conmuta:

Da
Df

Df1
Df2

Df3
Df ′

DFa′
DFg0

µa′

DFa1

µa1

DFa2DFg1 DFg2

µa2

DFa3

µa3

· · ·
DFg3 DFgr−1

DFa′′

µa′′

ColimDF

de donde, la definición de τa no depende de la elección de f y a′. Afirmamos
que τ es un cocono: sean h : a→ b, u : a→ Fb′, u′ : b→ Fb′′ en A y

a
u

u1
u2

u3 u′◦h

Fb′
Fv0

Fb1 Fb2Fv1 Fv2
Fb3 · · ·

Fv3 Fvs−1
Fb′′

un zigzag en (a ↓ F ) (el cual se tiene por la conexidad de (a ↓ F )); el siguiente
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diagrama es conmutativo:

Da Du

Dh

Du1

Du2

Du3

Dus−1

DFb′

DFv0

µb′DFb1
µb1

DFb2

DFv1

DFv2

µb2 ColimDF

DFb3

µb3

...

DFv3

DFvs−1

Db
Du′

DFb′′

µb′′

.

Ahora veamos que τ : D ⇒ ColimDF es universal. Sea λ : D ⇒ c otro
cocono. De aqúı, λF : DF ⇒ c es cocono. Luego, por la propidedad universal
de µ, existe una única t : ColimDF → c tal que

DFa′
µa′

λFa′

ColimDF

t

c

conmuta para todo a′ ∈ A′. De aqúı,

Da
Df

λa

DFa′
µa′

λFa′

ColimDF

t

c

conmuta. Por lo tanto, tτ = λ.

Observación 6.16. La finalidad del funtor diagonal δA : A→ A×A significa
que, para todo par de objetos a, b ∈ A, la categoŕıa coma ((a, b) ↓ δA) de
copalmos desde a, b es conexa; es decir,

93



(i) existe un copalmo a x b ;
(ii) todo par de copalmos desde a, b está conectado por un zigzag de copal-

mos.

Por lo tanto, el enunciado “A es no vaćıa y δA es final” es equivalente al
enunciado “A es conexa y el funtor diagonal δA es final”.

Teorema 6.17. Una categoŕıa pequeña A es tamizada si y sólo si es no vaćıa
y el funtor diagonal δA : A→ A× A es final.

Demostración. Demostraremos que A es tamizada si y sólo si A es conexa y
δA es final. Más precisamente, demostraremos que

(i) A es conexa si y sólo si el mapeo canónico s (6.2) es iso cuando J es
vaćıa y

(ii) δA es final si y sólo si s es iso cuando J es un conjunto de dos elementos.

Demostremos (i). Supóngase que J es vaćıa. De aqúı, el codominio de s es 1.
Por otro lado, el dominio de s es 1 si y sólo A es conexa, ya que

∏
j D(a, j) = 1

es el funtor ∆1 : A→ Con, y por el Corolario 6.6, se obtiene lo deseado.
Demostremos (ii). Supóngase que J = 2. Sean F, F ′ : A → Con dos

diagramas. Considérese el funtor F ∗ F ′ : A × A → Con definido como
F ∗ F ′(a, a′) := Fa× F ′a′. Tenemos que

Colim(a,a′)F ∗ F ′(a, a′) ∼= Colima(Colima′F ∗ F ′(a, a′))

= Colima(Colima′(Fa× F ′a′)).

Y como para todo X ∈ Con los funtores X × −,− × X : Con → Con

preservan coĺımites (pues tienen adjunto derecho),

Colima(Colima′(Fa× F ′a′)) ∼= Colima(Fa× Colima′F
′a′)

∼= ColimaFa× Colima′F
′a

= ColimF × ColimF ′.

Aśı que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

ColimF × F ′ s
ColimF × ColimF ′

∼=

Colim((F ∗ F ′) ◦ δA) h
ColimF ∗ F ′
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Si δA es final, entonces h es iso y, por lo tanto, s también.
Rećıprocamente, supóngase que s es iso. Dados dos objetos a, a′ ∈ A, el

funtor representable A × A((a, a′),−) no es otra cosa que el funtor F ∗ F ′

con F = A(a,−) y F ′ = A(a′,−). Aśı que si s es iso, el diagrama anterior
muestra que δA satisface la condición de finalidad con respecto a todos los
funtores representables; luego, por el Teorema 6.15, δA es final.

Teorema 6.18. Sean C una categoŕıa y A una categoŕıa tamizada. Si C tiene
A-coĺımites entonces el funtor Colim : CA → C induce una seudoálgebra
normal de la mónada 2 (−)A.

Demostración. En general, dada una categoŕıa pequeña B, la estructura de

comonoide (B, B
!B

1 , B
δB

B × B ) de B determina una mónada 2
sobre Cat; a saber, ((−)B, (−)!B , (−)δB). Notemos que, dada C ∈ Cat, mC :
(CB)B → CB está dada como

mC(F ) = F̂ ◦ δB,

donde F̂ es la transpuesta de F : B → CB.
Ahora, consideremos el siguiente diagrama:

(CA)A ColimA

mC

CA

Colim

CA

Colim
C.

Sea F ∈ (CA)A; entonces, el trayecto izquierda-abajo en el diagrama nos da

Colim(F̂ ◦ δA) y el trayecto arriba-derecha nos da Colim(Colim ◦ F ). Como
A es tamizada, δA es final, aśı que

Colim(F̂ ◦ δA)
hF∼= ColimF̂ .

Por otro lado, Colim(Colim ◦F ) = ColimaColima′F̂ (a, a
′), y siempre se tiene

el isomorfismo

ColimaColima′F̂ (a, a
′)
tF∼= ColimF̂ .

95



Sea χF := h−1
F tF . Afirmamos que χ : ColimColimA ⇒ ColimmC es transfor-

mación natural. En efecto, consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

ColimaColima′Ĥ(a, a′)

tH

χHĤδA

αĤδA

γĤδA

µĤδA

ColimĤ

h−1
H

Colim(ĤδA),

(6.4)

donde

µĤδA : ĤδA ⇒ Colim(ĤδA) : A→ C,

γĤ : Ĥ ⇒ ColimĤ : A× A→ C,

αĤ : Ĥ ⇒ ColimaColima′Ĥ(a, a′) : A×A→ C

son conos coĺımites. Como h−1
H tH es iso, αĤδA es cono coĺımite. Los siguientes

diagramas conmutan para ϕ : F ⇒ G morfismo en (CA)A:

ColimaColima′F̂ (a, a
′)

ColimaColima′ ϕ̂(a,a
′)

F̂ δA

αF̂ δA

ϕ̂δA

ColimaColima′Ĝ(a, a
′)

tG

ĜδA

αĜδA

γĜδA

µĜδA

ColimĜ

h−1
G

Colim(ĜδA)
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ColimaColima′F̂ (a, a
′)

tF

F̂ δA

αF̂ δA

γF̂ δA

µF̂ δA
ϕ̂δA

ColimF̂

h−1
F

ĜδA

µĜδA

Colim(F̂ δA)

Colim(ϕ̂δA)

Colim(ĜδA).

Luego, de la universalidad de αF̂ δA, las flechas verticales de ambos diagramas
son iguales.

Veamos que (C,Colim, χ) es seudoálgebra normal de (−)A; es decir, que
se verifican las igualdades (5.1) y (5.2) de la Observación 5.3 para nuestra
categoŕıa tamizada A arbitraria. Por la Observación 6.16 y la Proposición 6.4,

C dC

1C

CA

Colim

C

conmuta.
Veamos que

CA

Colim

CA (dC)A

(CA)A

ColimA

mC

χ C = 1Colim .

CA

Colim

Sea F ∈ CA y a ∈ A. Tenemos que

dC ◦ F (a) = dC(Fa) = ∆Fa;

de aqúı,
Colimb dC ◦ F (a)(b) = Colimb∆Fa(b) = Fa;

97



de donde,

ColimaColimb d̂C ◦ F (a, b) = ColimaColimb dC ◦ F (a)(b)

= Colima Fa

= ColimF.

Por otro lado,

(d̂C ◦ F ◦ δA)a = ∆Fa(a) = Fa;

de aqúı,

ColimamC(dC ◦ F ) = Colima d̂C ◦ F ◦ δA(a)

= ColimaFa

= ColimF.

Ahora, χ(dC)A(F ) = χdC◦F . De lo anterior y de considerar el diagrama (6.4)
para H = dC ◦ F , se tiene χ(dC)C = 1Colim.

Finalmente veamos que

((CA)A)A
(ColimA)A

(mC )A

(CA)A

ColimA

χA

=

((CA)A)A
(ColimA)A

m
CA

(CA)A

mC
ColimA

χ(CA)A
ColimA

mC

CA

Colim
χ

(CA)A
ColimA

mC

CA

Colim
χ

CA

Colim

CA

Colim
C CA

Colim
C ;

es decir, que
χ(mC)

A · ColimχA = χmCA · χ(ColimA)A. (6.5)

Como el isomorfismo

Cat(A× B,C) ∼= Cat(A,CB)

es natural, dados funtores G : C → D y H : A→ CB, se tiene que

ĜB ◦H = G ◦ Ĥ. (6.6)

También, como C tiene A-coĺımites, dC = ∆ = ∆C : C → CA tiene a Colim
como adjunto izquierdo: Colim ⊣ ∆; aśı que Colim preserva coĺımites.
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Sea F ∈ ((CA)A)A. Como CA también tiene A-coĺımites, tenemos un
diagrama de coĺımites como el (6.4) para H = F pero uno donde los coĺımites
están en CA en lugar de C. Como Colim preserva coĺımites, si aplicamos
Colim a ese diagrama, obtenemos nuevamente un diagrama de conos coĺımites
con base el funtor Colim◦ F̂ ◦ δA y donde la flecha vertical es Colim(χ◦F ) =
Colim((χA)F ); llamemos a tal diagrama (♣). Por (6.6),

̂ColimA ◦ F = Colim ◦ F̂ ,

y de aqúı,
̂ColimA ◦ F ◦ δA = Colim ◦ F̂ ◦ δA.

Por otro lado, tenemos un diagrama de coĺımites (♠) como el (6.4) pa-

ra H = ColimA ◦ F , con base el funtor ̂ColimA ◦ F ◦ δA y flecha vertical
χColimA◦F = χ(ColimA)A(F ). Aśı que como (♣) y (♠) tienen el mismo funtor
base y los coconos son conos coĺımites,

Colim((χA)F ) = Colim(χ ◦ F ) = χColimA◦F = χ(ColimA)A(F ). (6.7)

Finalmente, es fácil ver que

m̂C ◦ F ◦ δA =
̂̂
F ◦ δA ◦ δA.

Aśı que
χ(mC)

A(F ) = χmC◦F = χF̂◦δA
= χmCA(F ), (6.8)

pues χmC◦F y χF̂◦δA
son la flecha vertical de un diagrama como el (6.4) para

H = mC ◦ F y H = F̂ ◦ δA, resp., y base m̂C ◦ F ◦ δA =
̂̂
F ◦ δA ◦ δA.

Luego, de (6.7) y (6.8), se tiene (6.5).

Observación 6.19. Sea C una categoŕıa. Dado un idempotente f : a → a
en C (o el funtor pfq : E → C), un cocono g : pfq ⇒ c es lo mismo que una
flecha g : a→ c tal que gf = g.

Que C tenga E-coĺımites significa que para todo idempotente f : a → a
en C existe µf : a → Colimpfq tal que µff = µf y para todo g : a → c con
gf = g, existe un único t tal que g = tµf .

Proposición 6.20. Si C es una categoŕıa en la que los idempotentes se
escinden, entonces C tiene E-coĺımites.
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Demostración. Sea C una categoŕıa en la que los idempotentes se escinden;
es decir, para todo idempotente f : a→ a en C existen morfismos rf , if tales
que f = ifrf y rf if = 1.

Sea f : a → a un idempotente. El candidato obvio para el cono coĺımite
es rf ; afirmamos que lo es. En efecto, sea g : a→ c tal que gf = g. Tenemos
que g = trf para t := gif , y si t′ es una flecha tal que g = t′rf entonces
t′ = gif .

Corolario 6.21. Si C es una categoŕıa en la que se escinden los idempo-
tentes, entonces a C se le puede dar una estructura de seudoálgebra normal
para (−)E.

6.3. El funtor 2 de las seudoálgebras de (−)2

a las seudoálgebras de (−)E

Proposición 6.22. El funtor 2
ē E , el nombre del morfismo e en E,

induce un morfismo de mónadas 2, a saber, (−)ē : (−)E ⇒ (−)2, y es-
te, a su vez, induce un funtor 2 SAlg(ē) : SAlg(2) → SAlg(E) (para sim-
plificar la notación, en lugar de escribir (−)E-Alg, en este caṕıtulo escri-
biremos SAlg(E)). Será claro que también induce un funtor 2 SAlgN (ē) :
SAlgN (2) → SAlgN (E), de las seudoálgebras normales de (−)2 a las seu-
doálgebras normales de (−)E.

Demostración. Tenemos que ē : 2 → E es morfismo de comonoides: los
diagramas

2
!2

ē

1 2
ē

δ2

E

δE

E

!E

2× 2
ē×ē

E × E

(6.9)

conmutan. Notemos que el diagrama

2× 2
ē×2

2×ē
ē×ē

E × 2

E×ē

2×E
ē×E

E ×E

(6.10)
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conmuta. Denotemos como ((−)E , d,m) a la mónada 2 ((−)E , (−)!E , (−)δE)
y como ((−)2, d′, m′) a la mónada 2 ((−)2, (−)!2, (−)δ2). Entonces, de (6.9)
y (6.10), los siguientes diagramas conmutan:

1Cat

d

d′

(−)E

(−)ē

(−)E(−)E
(−)ē(−)ē

m

(−)2(−)2

m′

(−)2 (−)E
(−)ē

(−)2.

Luego, (−)ē es morfismo de mónadas 2.
Ahora, sean (H, ̺) : (A, F, ψ, α) → (A′, F ′, ψ′, α′) una celda 1 y ξ :

(H, ̺) ⇒ (H ′, ̺′) una celda 2 en SAlg(2). Consideremos los siguientes dia-
gramas:

AE

Aē

(AE)E
(Aē)E

mA

(A2)E FE

(A2)ē

AE

Aē

A

dA

d′A

1A

ψ

A2

F

(A2)2
F 2

m′A α

A2

F

A AE
Aē

A2

F
A

y

AE
HE

Aē

A′E

A′ē

A2 H2

F
̺

A′2

F ′

A
H

A′.

Definamos SAlg(ē) : SAlg(2) → SAlg(E) como sigue:

SAlg(2)
SAlg(ē)

SAlg(E)
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(A, F, ψ, α)

(H′,̺′) (H,̺)
ξ

(A, FAē, ψ, α(A2)ē(Aē)E)

(H′,̺′Aē) (H,̺Aē)
ξ

(A′, F ′, ψ′, α′) (A′, FA′ē, ψ′, α′(A′2)ē(A′ē)E).

Veamos que en efecto (A, FAē, ψ, α(A2)ē(Aē)E) ∈ SAlg(E); es decir, que

AE

FAē

(AE)E

(FAē)

AE
(dA)E

(AE)E

(FAē)E

mA

ϑ A = AE

(dA)E

1
AE

ψE

AE
FAē

A

AE
FAē

(6.11)
(veáse (3.2)) y que se cumple (5.1) para (A, FAē, ψ, ϑ), donde

ϑ := α(A2)ē(Aē)E .

Se tiene (6.11); en efecto,

ϑ(dA)E = α(A2)ē(Aē)E(dA)E

= α(A2)ē(d′A)E ((−)ē es morfismo de mónadas 2)

= α(d′A)2Aē (naturalidad de (−)ē)

= Fψ2Aē ((A, F, ψ, α) ∈ SAlg(2))

= FAēψE (naturalidad 2 de (−)ē).
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Se tiene (5.1); en efecto,

ϑmAE · ϑ((FAē)E)E

=α(A2)ē(Aē)EmAE · . . .

=α(A2)ēmA2((Aē)E)E · . . . (naturalidad de m)

=αm′
A2((A2)2)ē((A2)ē)E((Aē)E)E · . . . ((−)ē es morfismo de móna-

das 2)

= . . . · α(A2)ē(Aē)E((FAē)E)E

= . . . · α(A2)ē(Aē)E((FE)E((Aē)E)E

= . . . · α(A2)ē(F 2)E((A2)ē)E((Aē)E)E (naturalidad de (−)ē)

= . . . · α(F 2)2((A2)2)ē((A2)ē)E((Aē)E)E (naturalidad de (−)ē)

=(αm′
A2 · α(F 2)2)((A2)2)ē((A2)ē)E((Aē)E)E

=(α(m′
A)

2 · Fα2)((A2)2)ē((A2)ē)E((Aē)E)E ((A, F, ψ, α) ∈ SAlg(2))

=α(m′
A)

2((A2)2)ē((A2)ē)E((Aē)E)E · . . .

=α(A2)ē(m′
A)

E((A2)ē)E((Aē)E)E · . . . (naturalidad de (−)ē)

=α(A2)ē(Aē)E(mA)
E · . . . ((−)ē es morfismo de móna-

das 2)

=ϑ(mA)
E · Fα2((A2)2)ē((A2)ē)E((Aē)E)E

=ϑ(mA)
E · FAēαE((A2)ē)E((Aē)E)E (naturalidad 2 de (−)ē)

=ϑ(mA)
E · FAēϑE .

Ahora veamos que (H, ̺Aē) es morfismo en SAlg(E). Sea κ := ̺Aē. Se
cumple (3.4) para (H,κ); es decir, que

ψ · κdA = ψ′H.

En efecto, tenemos entonces

ψ · κdA = ψ · ̺AēdA

= ψ · ̺d′A ((−)ē es morfismo de mónadas 2)

= ψ′H ((H, ̺) es celda 1 en SAlg(2)).

Se cumple (3.5) para (H,κ); es decir, que

Hϑ · κ(FAē)E · (F ′A′ē)κE = κmA · ϑ′(HE)E.
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En efecto,

Hϑ · κ(FAē)E · (F ′A′ē)κE

=Hα(A2)ē(Aē)E · ̺Aē(FAē)E · F ′A′ē(̺Aē)E

=Hα(A2)ē(Aē)E · ̺AēFE(Aē)E · F ′A′ē̺E(Aē)E

=(Hα(A2)ē · ̺AēFE · F ′A′ē̺E)(Aē)E

=(Hα(A2)ē · ̺F 2(A2)ē · F ′̺2(A2)ē)(Aē)E (naturalidad 2 de (−)ē)

=(Hα · ̺F 2 · F ′̺2)(A2)ē(Aē)E

=(̺m′
A · α′(H2)2)(A2)ē(Aē)E ((H, ̺) celda 1 en SAlg(2))

=̺m′
A(A

2)ē(Aē)E · α′(H2)2(A2)ē(Aē)E

=̺AēmA · α′(H2)2(A2)ē(Aē)E ((−)ē es morfismo de mó-

nadas 2)

=κmA · α′(A′2)ē(H2)E(Aē)E (naturalidad de (−)ē)

=κmA · α′(A′2)ē(H2Aē)E

=κmA · α′(A′2)ē(A′ēHE)E (naturalidad de (−)ē)

=κmA · α′(A′2)ē(A′ē)E(HE)E

=κmA · ϑ′(HE)E .

Ahora, dada una celda 2 ξ : (H, ̺) ⇒ (H ′, ̺′) en SAlg(2), se tiene que

AE
HE

Aē

A′E

A′ē

=

AE
HE

H′E

ξE

Aē

A′E

A′ē

A2 H2

F
̺

A′2

F ′

A2 H′2

F ̺′

A′2

F ′

A

H

H′

ξ A′ A
H′

A′

porque (−)ē es natural 2 y ξ es una celda 2 en SAlg(2) (véase (3.6)).
Ahora que ya sabemos que SAlg(ē) está bien definido, veamos finalmente

que es en efecto un funtor 2. Ya se tiene (i) de la Definición 1.5. Claramente,

SAlg(ē)(1(H,̺)) = 1(H,̺Aē)
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y
SAlg(ē)(ζ · ξ) = SAlg(ē)(ζ) · SAlg(ē)(ξ)

dadas dos celdas 2

A

(H,̺)

ξ

(H′′,̺′′)

ζ

(H′̺′)
A′ ;

aśı que se tiene (ii) de la Definición 1.5. Como (−)2 es funtor 2,

1(A,F,ψ,α) = (1A, 1F ).

De aqúı,

SAlg(ē)(1(A,F,ψ,α)) = (1A, 1FA
ē)

= (1A, 1FAē)

= 1(A,FAē,ψ,α(A2)ē(Aē)E);

aśı que tenemos (iii) de la misma definición, y el isomorfismo es una identidad.
Sean

(A, F, ψ, α)
(H,̺)

(A′, F ′, ψ′, α′)
(H′,̺′)

(A′′, F ′′, ψ′′, α′′)

celdas 1 en SAlg(2). Entonces,

SAlg(ē)((H ′, ̺′)(H, ̺)) = SAlg(ē)(H ′H,H ′̺ · ̺′H2)

= (H ′H, (H ′̺ · ̺′H2)Aē)

= (H ′H,H ′̺Aē · ̺′H2Aē)

= (H ′H,H ′̺Aē · ̺′A′ēHE)

= (H ′, ̺′A′ē)(H, ̺Aē)

= SAlg(ē)(H ′, ̺′)SAlg(ē)(H, ̺);

aśı que se tiene (iv) de la misma definición, y el isomorfismo es una identidad.
Luego, SAlg(ē) es un funtor 2.

Definición 6.23. Un sistema de factorización ortogonal sobre una categoŕıa
A es un par de clases de morfismos (E ,M) de A tal que
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(i) todo morfismo f en A se factoriza como

•
mf

a
f

ef

b

con ef ∈ E y mf ∈ M;

(ii) E y M son cerradas bajo composición con isomorfismos, E por la iz-
quierda y M por la derecha;

(iii) se cumple la propiedad del llenado diagonal para todo diagrama con-
mutativo

a
u

e

c

m

b v d

(6.12)

con e ∈ E y m ∈ M; es decir, para todo diagrama conmutativo (6.12)
con e ∈ E y m ∈ M, existe un único t : b→ c en A tal que

a
u

e

c

m

b v

t

d

conmuta.

Definición 6.24. Un sistema de factorización de Eilenberg-Moore sobre una
categoŕıa A es un funtor F : A2 → A tal que Fd′A = 1A, donde

d′A : A A2

a

f

1a

(f,f)

b 1b

(es decir, d′A es la evaluación en A de d′ : 1CAT ⇒ (−)2, la unidad de la
mónada 2 ((−)2, d′, m′)), y tal que para todo morfismo f en A

ef := F




a
1

1

a

f

a
f

b


 ∈ EF := {h | mh es iso}
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y

mf := F




a
f

f

b

1

b
1

b


 ∈ MF := {h | eh es iso}.

Notemos que, como

a
f

1

b

1 =

a 1

1

a

f

f
b

1

a
f

b a
f

b
1

b

y Fd′A = 1A, entonces f = mfef .

Teorema 6.25. Dada una categoŕıa A, el par (EF ,MF ) de un sistema de
factorización de Eilenberg-Moore F sobre A es un sistema de factorización
ortogonal y un sistema de factorización ortogonal (E ,M) sobre A induce un
sistema de factorización de Eilenberg-Moore F ′, a través de la propiedad del
llenado diagonal:

a
u

ef

c
eg

F ′g

mg

F ′f mf

F ′(u,v)

b v d .

Teorema 6.26. Para un funtor F : A2 → A con Fd′A = 1A, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) F admite necesariamente una (única) estructura de seudoálgebra nor-
mal α : FF 2 ⇒ Fm′

A;
(ii) hay un isomorfismo γ : FF 2 ⇒ Fm′

A;
(iii) todas las mef y emf

son isomorfismos.

Corolario 6.27. Todo sistema de factorización de Eilenberg-Moore F sobre
una categoŕıa A es equivalente a una seudoálgebra normal (A, F, α) de (−)2

y toda seudoálgebra normal (A, F ′, α′) de (−)2 es equivalente a un sistema
de factorización de Eilenberg-Moore (a saber, F ′) sobre A.
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Nota 6.28. Sea F : A2 → A funtor con Fd′A = 1A y s := (f, u, v, g) ∈
(A2)2, diagramáticamente,

a
u

f

c

g

b v d .

Para el siguiente teorema se utilizarán las flechas

F (ef , F (u, 1d)) y F (F (1a, v), mg)),

las cuales se calculan a partir del diagrama conmutativo

1a
(1a,f)

(1a,vf)

f
(1a,v)

(u,v)

vf

(vf,1d)

vf
(u,1d)

g
(g,1d)

1d : (6.13)

se aplica F al diagrama anterior para obtener

a
ef

evf

Ff

F (u,v)

F (1a,v)
Fvf

mvf

Fvf
F (u,1d)

Fg mg
d

y de aqúı se obtiene

a
ef

eevf

Ff
F (1a,v)

eF (u,v)

Fvf

emvf

Fevf
F (ef ,F (u,1d))

mevf

FF (u, v)
F (F (1a,v),mg)

mF (u,v)

Fmvf

mmvf

Fvf
F (u,1d)

Fg mg
d .

Teorema 6.29. Si α : FF 2 ⇒ Fm′
A es seudoálgebra normal de (−)2, en-

tonces, dado (f, u, v, g) ∈ (A2)2 como en

a
u

f

c

g

b v d ,
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se tiene que
F (ef , F (u, 1d)) y F (F (1a, v), mg))

son isomorfismos y

α(f,u,v,g) = mevf ◦ (F (ef , F (u, 1d)))
−1 (6.14)

= e−1
mvf

◦ F (F (1a, v), mg). (6.15)

Observación 6.30. La categoŕıa E2 la podemos representar como

• ee1

ǫe

λe

ηe

̺e

ee αe βe (6.16)

donde λe, αe, βe, ̺e están dadas como

• 1

1 λe

•

e

• 1

e αe

•

e

• e

e βe

•

e

• e

e ̺e

•

1

• e • , • e • , •
1

• , •
1

• .

Queda claro cómo están dadas las demás flechas. En el diagrama no aparecen
las identidades.

Ahora, sea A una categoŕıa arbitraria y sea α : FF 2 ⇒ Fm′
A una seu-

doálgebra normal de (−)2. Para s = (f, f, f, f) de la Nota 6.28, el diagra-
ma (6.13) es

1a
λf

λf

f
αf

(f,f)

f

̺f

f
βf

f ̺f
1a ,
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y obtenemos

a
ef

eef

Ff
Fαf

eF (f,f)

Ff

emf

Fef
F (ef ,Fβf )

mef

FF (f, f)
F (Fαf ,mf )

mF (f,f)

Fmf

mmf

Ff
Fβf

Ff mf
a ;

de aqúı,
α(f,f,f,f) = mef ◦ F (ef , Fβf)

−1.

Ejemplo 6.31. Sobre Con, consideremos el sistema de factorización orto-
gonal (Epi,Mono).

Dada una función f en Con, ef en (Epi,Mono) es la correstricción de
f a su imagen y mf es simplemente la inclusión. Aśı que dado s como en la
Nota 6.28,

X
u

ef

W

eg

Imf
F (u,v)

v|Imf

mf

Img

mg

Y v Z ;

es decir, el sistema de factorización de Eilenberg-Moore correspondiente a
(Epi,Mono) queda definido como

F : Con2 Con

f

(u,v)

Imf

v|Imf

g Img .

De aqúı, dado f : X → X idempotente en Con, es claro que mef = 1Imf .
Ahora, como βf = (f, f, 1X , f),

Fβf = 1X |Imf = 1Imf ;
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de donde, F (ef , Fβf) = 1Imf . Luego, para f idempotente en Con

α(f,f,f,f) = 1.

Notemos que en (Epi,Mono) los idempotentes se escinden.

Ejemplo 6.32. Consideremos la categoŕıa AnC de los anillos conmutativos
con unidad.

Diremos que un morfismo f : A → B en AnC invierte a un elemento
a ∈ A si fa es invertible en B, y que f es conservativo si todo elemento
a ∈ A que es invertido por f es invertible en A.

Sea A ∈ AnC. Para todo subconjunto S ⊆ A con 0 /∈ S, existe un
anillo conmutativo con unidad S−1A junto con un homomorfismo de anillos
l : A→ S−1A que invierte universalmente todo elemento de S; es decir, para
todo homomorfismo de anillos f : A → B que invierte todo elemento de S,
existe un único homomorfismo de anillos f ′ : S−1A→ B tal que

A l

f

S−1A

f ′

B

conmuta. Simplemente considérese la localización de A con respecto al mo-
noide generado por S con la multiplicación en A.

Todo morfismo f : A→ B en AnC admite una factorización canónica

S−1
f A

mf

A

ef

f
B ,

donde Sf := {a ∈ A | fa ∈ B∗}, ef es la localización de A con respecto a Sf
y mf es el único morfismo de anillos que hace conmutar el diagrama anterior;
expĺıcitamente, dado a/s ∈ S−1

f A,

mf

(a
s

)
= fa(fs)−1.

Se tiene que (Localización, Conservativo) es un sistema de factorización
ortogonal sobre AnC.
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Calculemos el sistema de factorización de Eilenberg-Moore correspon-
diente a (Localización, Conservativo). Dado el cuadrado conmutativo de
morfismos en AnC

A u

f

C

g

B v D ,

definamos S−1(f, u, v, g) : S−1
f A→ S−1

g C como

S−1(f, u, v, g)
(a
s

)
:=

ua

us
.

Entonces, el diagrama

A u

ef

C

eg

S−1
f A

S−1(u,v)

mf

S−1
g C

mg

B v D

conmuta:
a ua

a
1

ua
u1

fa vfa = gua .

Sea f : A → A idempotente en AnC y consideremos el morfismo efmf :
S−1
f A→ S−1

f A, el cual está dado por

efmf

(a
s

)
=
fa

fs
.

De aqúı, es claro que efmf es idempotente (y no es la identidad).
Consideremos a mef : S−1

ef
A → S−1

f A. Sea a ∈ Sef ; entonces, existen
b ∈ A y s ∈ Sf tales que

a

1
·
b

s
= 1;
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de aqúı, existe t ∈ Sf tal que t(ab−s) = 0; es decir, t(ab) ∈ Sf . Como t ∈ Sf ,
ab también; de donde, fafb ∈ A∗. Luego, como A es conmutativo, fa ∈ A∗;
aśı que a ∈ Sf . Rećıprocamente, si a ∈ Sf , a ∈ Sef . Por lo tanto, mef = 1.

Como en la definición de S−1(f, u, v, g) sólo tiene relevancia el morfismo u,
no es necesario que calculemos S−1βf para calcular S−1(ef , S

−1βf ). Tenemos
que S−1(ef , S

−1βf) está dado como

S−1(ef , S
−1βf) : S

−1
f A→ S−1

F (f,f)(S
−1
f A)

a

s
7→

a/1

s/1
,

y es fácil ver que SF (f,f) = (S−1
f A)∗. Se tiene que α(f,f,f,f) 6= 1.

6.4. Un ejemplo mı́nimo no estricto

Ejemplo 6.33. Consideremos en Con el siguiente diagrama:

{0, 1}

const 0

{2, 3} {4, 5} · · · , (6.17)

donde las flechas de arriba son isomorfismos y las flechas de abajo sus in-
versas (podemos pensar, por ejemplo, en que las flechas de arriba mandan el
elemento de la derecha al elemento de la derecha y el de la izquierda al de la
izquierda, resp., en el conjunto subsiguiente en la sucesión). Tal situación la
podemos representar, en general, por el diagrama

0

e0

f1

1

f−1
1

f2

2

f−1
2

f3

3

f−1
3

f4

· · · ,

f−1
4

donde e0 es idempotente y f1e0 6= f1. Consideremos la subcategoŕıa A de
Con generada por el diagrama (6.17). Def́ınase

ei := fifi−1 · · · f2f1e0f
−1
1 f−1

2 · · · f−1
i−1f

−1
i

para i = 1, 2, 3, . . .; es decir, tenemos

ei+1 = fi+1eif
−1
i+1

113



para todo i = 0, 1, 2, . . ., obteniéndose el diagrama

0

e0

f1

1

e1

f−1
1

f2

2

e2

f−1
2

f3

3

e3

f−1
3

f4

· · · .

f−1
4

(6.18)

Por supuesto, hay otros morfismos en A; sin embargo, por el momento sólo
consideremos los morfismos idempotentes ei. Afirmamos que son todos los
idempotentes en A y que ei 6= 1 para todo i = 0, 1, 2, . . .

Demostremos la segunda afirmación. Para i = 0, tenemos que f1e0 6= f1,
aśı que e1 6= 1. Por hipótesis de inducción, supongamos que fi+1ei 6= fi+1

para todo 0 ≤ i ≤ n. De aqúı, ei 6= 1 para todo i = 1, . . . , n + 1. Tenemos
que fn+2en+1 6= fn+2; en caso contrario, tendŕıamos que en+1 = 1. Luego,
también tenemos que en+2 6= 1.

Demostremos la primera afirmación. Dado un objeto i de A, se puede
partir a la izquierda (salvo para i = 0) o a la derecha. Si se parte a la
izquierda (aśı que en este caso i 6= 0), podemos comenzar con f−1

i o con
f−1
i ei, y volver con fif

−1
i = 1 o fif

−1
i ei = ei o fiei−1f

−1
i = ei o

fiei−1f
−1
i ei = eiei = ei,

etc. En general, si continuamos el recorrido a la izquierda y volvemos, obte-
nemos

υifiυi−1fi−1 · · · fi−jυi−j−1f
−1
i−j · · · f

−1
i−1υi−1f

−1
i υi,

donde υk ∈ {ek, 1k} para k = i, i− 1, . . . , i− j − 1. De aqúı, como

fi−jυi−j−1f
−1
i−j = υi−j,

obtenemos

υifiυi−1fi−1 · · · fi−j+1υi−jυi−jυi−jf
−1
i−j+1 · · · f

−1
i−1υi−1f

−1
i υi,

y aśı sucesivamente, hasta que finalmente obtenemos υi, que es 1i o ei. De
manera similar, si partimos a la derecha desde i y volvemos a i, obtenemos
1i o ei.

La categoŕıa A es

0

e0

f1

g1

1

e1

f−1
1

f2

g2

g′1

2

e2

f−1
2

f3

g3

g′2

3

e3

f−1
3

f4

g4

g′3

· · ·,
f−1
4

g′4

(6.19)
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donde
gi+1 := fi+1ei : i→ i+ 1 y g′i+1 := eif

−1
i+1 : i+ 1 → i

para i = 0, 1, 2, . . . Notemos que los morfismos

eifi = gi y f−1
i ei = g′i

para i = 1, 2, . . .Ahora, definamos F : AE → A. Básicamente, AE lo podemos
representar como

e0

ηe0

e0e0

ϕ1

e1

ηe1

e1e1

ϕ2

ϕ−1
1

e2

ηe2

e2e2

ϕ3

ϕ−1
2

e3

ηe3

e3e3

ϕ4

ϕ−1
3

· · ·

ϕ−1
4

0

e01

f1
ǫe0

1

e11

f−1
1

f2

ǫe1

2

e21

f−1
2

f3

ǫe2

3

e31

f−1
3

f4

ǫe3

· · ·

f−1
4

(en el diagrama faltan los morfismos

fi+1ei1 : i→ i+ 1 y ei1f
−1
i+1 : i+ 1 → i

para i = 0, 1, 2, . . ., a los cuales también los podemos llamar gi y g
′
i, respec-

tivamente). Definamos

F (ǫei) := gi+1, F (ηei) := g′i+1, F (fi) := fi, F (1i) := 1i

y
F (ϕi+1) := fi+2, F (ϕ−1

i+1) := f−1
i+2,

donde ϕi+1 := (ei, fi+1, ei+1) y ϕ
−1
i+1 := (ei+1, f

−1
i+1, ei). El mapeo F lo podemos

extender sobre las demás flechas de manera que sea funtor. En efecto, la
categoŕıa AE es generada por las flechas ǫei , ηei, ϕi+1, ϕ

−1
i+1, fi+1, 1i para i =

0, 1, 2, . . . Tenemos que

F (ei1) = ei, F (gi+1) = gi+1, F (f−1
i+1) = f−1

i+1, F (ei1ei1
) = ei+1

y F (ei) = i+ 1 para i = 0, 1, 2, . . . Claramente, FdA = 1A.
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Ahora definamos α : FFE ⇒ FmA seudoálgebra normal de (−)E . Como
los únicos idempotentes de A son los ei para i = 0, 1, 2, . . ., los únicos pares
de idempotentes de A que conmutan entre śı son

(ei, ei, ei), (ei, 1i, ei), (1i, ei, 1i), (1i, 1i, 1i) ∈ (AE)E (6.20)

para i = 0, 1, 2, . . .; aśı que sólo necesitamos definir a α sobre estos pares.
Definimos

α(ei,1i,ei) := 1i+1 =: α(1i,ei,1i), α(1i,1i,1i) := 1i

y
α(ei,ei,ei) := f−1

i+2 : i+ 2 → i+ 1

para i = 0, 1, 2, . . . La colección de flechas α conforman un isomorfismo natu-
ral FFE ⇒ FmA. En efecto, consideremos todas las flechas en (AE)E entre
los pares de idempotentes (6.20). Tenemos entonces

ei
(ei,1i,ei)

(ei,ei,ei)

ei

(ei,ei,ei)

ei
(ei,ei,ei)

(ei,ei,ei)

ei

(ei,ei,ei)

ei
(ei,1i,ei)

ei ei
(ei,ei,ei)

ei

ei
(ei,ei,ei)

(ei,ei,ei)

ei

(ei,1i,ei)

ei
(ei,ei,ei)

(ei,1i,ei)

ei

(ei,ei,ei)

ei
(ei,ei,ei)

ei ei
(ei,ei,ei)

ei

ei
(ei,ei,1i)

(ei,ei,ei)

1i

(1i,ei,1i)

1i
(1i,ei,ei)

(1i,ei,1i)

ei

(ei,ei,ei)

ei
(ei,ei,1i)

1i 1i
(1i,ei,ei)

ei

ei
(ei,ei,1i)

(ei,ei,ei)

1i

(1i,1i,1i)

1i
(1i,ei,ei)

(1i,1i,1i)

ei

(ei,ei,ei)

ei
(ei,ei,1i)

1i 1i
(1i,ei,ei)

ei

ei
(ei,1i,ei)

(ei,1i,ei)

ei

(ei,1i,ei)

ei
(ei,ei,ei)

(ei,1i,ei)

ei

(ei,1i,ei)

ei
(ei,1i,ei)

ei ei
(ei,ei,ei)

ei
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ei
(ei,ei,1i)

(ei,1i,ei)

1i

(1i,ei,1i)

1i
(1i,ei,ei)

(1i,ei,1i)

ei

(ei,1i,ei)

ei
(ei,ei,1i)

1i 1i
(1i,ei,ei)

ei

ei
(ei,ei,1i)

(ei,1i,ei)

1i

(1i,1i,1i)

1i
(1i,ei,ei)

(1i,1i,1i)

ei

(ei,1i,ei)

ei
(ei,ei,1i)

1i 1i
(1i,ei,ei)

ei

1i
(1i,1i,1i)

(1i,ei,1i)

1i

(1i,ei,1i)

1i
(1i,ei,1i)

(1i,ei,1i)

1i

(1i,ei,1i)

1i
(1i,1i,1i)

1i 1i
(1i,ei,1i)

1i

1i
(1i,ei,1i)

(1i,ei,1i)

1i

(1i,1i,1i)

1i
(1i,ei,1i)

(1i,1i,1i)

1i

(1i,ei,1i)

1i
(1i,ei,1i)

1i 1i
(1i,ei,1i)

1i

1i
(1i,1i,1i)

(1i,1i,1i)

1i

(1i,1i,1i)

1i
(1i,ei,1i)

(1i,1i,1i)

1i

(1i,1i,1i)

1i
(1i,1i,1i)

1i 1i
(1i,ei,1i)

1i

ei
(ei,fi+1,ei+1)

(ei,ei,ei)

ei+1

(ei+1,ei+1,ei+1)

ei
(ei,gi+1,ei+1)

(ei,ei,ei)

ei+1

(ei+1,ei+1,ei+1)

ei
(ei,fi+1,ei+1)

ei+1 ei
(ei,gi+1,ei+1)

ei+1

ei+1

(ei+1,f
−1
i+1,ei)

(ei+1,ei+1,ei+1)

ei

(ei,ei,ei)

ei+1

(ei+1,g
′

i+1,ei)

(ei+1,ei+1,ei+1)

ei

(ei,ei,ei)

ei+1
(ei+1,f

−1
i+1,ei)

ei ei+1
(ei+1,g

′

i+1,ei)
ei
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ei
(ei,gi+1,ei+1)

(ei,ei,ei)

ei+1

(ei+1,1i+1,ei+1)

ei+1

(ei+1,g
′

i+1,ei)

(ei+1,1i+1,ei+1)

ei

(ei,ei,ei)

ei
(ei,gi+1,ei+1)

ei+1 ei+1
(ei+1,g

′

i+1,ei)
ei

ei
(ei,gi+1,1i+1)

(ei,ei,ei)

1i+1

(1i+1,ei+1,1i+1)

1i+1

(1i+1,g
′

i+1,ei)

(1i+1,ei+1,1i+1)

ei

(ei,ei,ei)

ei
(ei,gi+1,1i+1)

1i+1 1i+1
(1i+1,g

′

i+1,ei)
ei

ei
(ei,gi+1,1i+1)

(ei,ei,ei)

1i+1

(1i+1,1i+1,1i+1)

1i+1

(1i+1,g
′

i+1,ei)

(1i+1,1i+1,1i+1)

ei

(ei,ei,ei)

ei
(ei,gi+1,1i+1)

1i+1 1i+1
(1i+1,g

′

i+1,ei)
ei

ei
(ei,fi+1,ei+1)

(ei,1i,ei)

ei+1

(ei+1,1i+1,ei+1)

ei
(ei,gi+1,ei)

(ei,1i,ei)

ei+1

(ei+1,1i+1,ei+1)

ei
(ei,fi+1,ei+1)

ei+1 ei
(ei,gi+1,ei+1)

ei+1

ei+1

(ei+1,f
−1
i+1,ei)

(ei+1,1i+1,ei+1)

ei

(ei,1i,ei)

ei+1

(ei+1,g
′

i+1,ei)

(ei+1,1i+1,ei+1)

ei

(ei,1i,ei)

ei+1
(ei+1,f

−1
i+1,ei)

ei ei+1
(ei+1,g

′

i+1,ei)
ei

ei
(ei,gi+1,1i+1)

(ei,1i,ei)

1i+1

(1i+1,ei+1,1i+1)

1i+1

(1i+1,g
′

i+1,ei)

(1i+1,ei+1,1i+1)

ei

(ei,1i,ei)

ei
(ei,gi+1,1i+1)

1i+1 1i+1
(1i+1,g

′

i+1,ei)
ei

ei
(ei,gi+1,1i+1)

(ei,1i,ei)

1i+1

(1i+1,1i+1,1i+1)

1i+1

(1i+1,g
′

i+1,ei)

(1i+1,1i+1,1i+1)

ei

(ei,1i,ei)

ei
(ei,gi+1,1i+1)

1i+1 1i+1
(1i+1,g

′

i+1,ei)
ei
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1i
(1i,fi+1,1i+1)

(1i,ei,1i)

1i+1

(1i+1,ei+1,1i+1)

1i
(1i,gi+1,1i+1)

(1i,ei,1i)

1i+1

(1i+1,ei+1,1i+1)

1i
(1i,fi+1,1i+1)

1i+1 1i
(1i,gi+1,1i+1)

1i+1

1i+1

(1i+1,f
−1
i+1,1i)

(1i+1,ei+1,1i+1)

1i

(1i,ei,1i)

1i+1

(1i+1,g
′

i+1,1i)

(1i+1,ei+1,1i+1)

1i

(1i,ei,1i)

1i+1
(1i+1,f

−1
i+1,1i)

1i 1i+1
(1i+1,g

′

i+1,1i)
1i

1i
(1i,gi+1,1i+1)

(1i,ei,1i)

1i+1

(1i+1,1i+1,1i+1)

1i+1

(1i+1,g
′

i+1,1i)

(1i+1,1i+1,1i+1)

1i

(1i,ei,1i)

1i
(1i,gi+1,1i+1)

1i+1 1i+1
(1i+1,g

′

i+1,1i)
1i

1i
(1i,fi+1,1i+1)

(1i,1i,1i)

1i+1

(1i+1,1i+1,1i+1)

1i
(1i,gi+1,1i+1)

(1i,1i,1i)

1i+1

(1i+1,1i+1,1i+1)

1i
(1i,fi+1,1i+1)

1i+1 1i
(1i,gi+1,1i+1)

1i+1

1i+1

(1i+1,f
−1
i+1,1i)

(1i+1,1i+1,1i+1)

1i

(1i,1i,1i)

1i+1

(1i+1,g
′

i+1,1i)

(1i+1,1i+1,1i+1)

1i

(1i,1i,1i)

1i+1
(1i+1,f

−1
i+1,1i)

1i 1i+1
(1i+1,g

′

i+1,1i)
1i

ei
(ei,gi+1,ei+1)

(ei,1i,ei)

ei+1

(ei+1,ei+1,ei+1)

ei+1

(ei+1,g
′

i+1,ei)

(ei+1,ei+1,ei+1)

ei

(ei,1i,ei)

ei
(ei,gi+1,ei+1)

ei+1 ei+1
(ei+1,g

′

i+1,ei)
ei

1i
(1i,gi+1,ei+1)

(1i,ei,1i)

ei+1

(ei+1,ei+1,ei+1)

ei+1

(ei+1,g
′

i+1,1i)

(ei+1,ei+1,ei+1)

1i

(1i,ei,1i)

1i
(1i,gi+1,ei+1)

ei+1 ei+1
(ei+1,g

′

i+1,1i)
1i
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1i
(1i,gi+1,ei+1)

(1i,ei,1i)

ei+1

(ei+1,1i+1,ei+1)

ei+1

(ei+1,g
′

i+1,1i)

(ei+1,1i+1,ei+1)

1i

(1i,ei,1i)

1i
(1i,gi+1,ei+1)

ei+1 ei+1
(ei+1,g

′

i+1,1i)
1i

1i
(1i,gi+1,ei+1)

(1i,1i,1i)

ei+1

(ei+1,ei+1,ei+1)

ei+1

(ei+1,g
′

i+1,1i)

(ei+1,ei+1,ei+1)

1i

(1i,1i,1i)

1i
(1i,gi+1,ei+1)

ei+1 ei+1
(ei+1,g

′

i+1,1i)
1i

1i
(1i,gi+1,ei+1)

(1i,1i,1i)

ei+1

(ei+1,1i+1,ei+1)

ei+1

(ei+1,g
′

i+1,1i)

(ei+1,1i+1,ei+1)

1i

(1i,1i,1i)

1i
(1i,gi+1,ei+1)

ei+1 ei+1
(ei+1,g

′

i+1,1i)
1i

1i
(1i,gi+1,1i+1)

(1i,1i,1i)

1i+1

(1i+1,ei+1,1i+1)

1i+1

(1i+1,g
′

i+1,1i)

(1i+1,ei+1,1i+1)

1i

(1i,1i,1i)

1i
(1i,gi+1,1i+1)

1i+1 1i+1
(1i+1,g

′

i+1,1i)
1i .

Antes de seguir, recordemos que

F (ei, ei, ei) = ei+1, F (ei, 1i, ei) = 1i+1, F (1i, ei, 1i) = ei,

F (1i, ei, ei) = gi+1, F (ei, ei, 1i) = g′i+1, F (1i, 1i, 1i) = 1i.

Por otro lado, notemos que

i+ 1
g′i+1

ei+1

i

ei =

i+ 1
ei+1

ei+1

i+ 1
f−1
i+1

1i+1

i
ei

1i

i

ei

i+ 1
g′i+1

i i+ 1 ei+1
i+ 1

f−1
i+1

i ei
i ,

i
gi+1

ei

i+ 1

ei+1 =

i
ei

ei

i
fi+1

1i

i+ 1
ei+1

1i+1

i+ 1

ei+1

i gi+1
i+ 1 i ei

i
fi+1

i+ 1 ei+1
i+ 1 ,
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i+ 1
g′i+1

ei+1

i

1i =

i+ 1
ei+1

ei+1

i+ 1
f−1
i+1

1i+1

i

1i

i+ 1
g′i+1

i i+ 1 ei+1
i+ 1

f−1
i+1

i ,

i
gi+1

1i

i+ 1

ei+1 =

i
fi+1

1i

i+ 1
ei+1

1i+1

i+ 1

ei+1

i gi+1
i+ 1 i

fi+1
i+ 1 ei+1

i+ 1 ,

i+ 1
g′i+1

1i+1

i

ei =

i+ 1
f−1
i+1

1i+1

i
ei

1i

i

ei

i+ 1
g′i+1

i i+ 1
f−1
i+1

i ei
i ,

i
gi+1

ei

i+ 1

1i+1 =

i
ei

ei

i
fi+1

1i

i+ 1

1i+1

i gi+1
i+ 1 i ei

i
fi+1

i+ 1 ;

de aqúı,

F (ei+1, g
′
i+1, ei) = g′i+2, F (ei, gi+1, ei+1) = gi+2,

F (ei+1, g
′
i+1, 1i) = g′i+1f

−1
i+2, F (1i, gi+1, ei+1) = fi+2gi+1,

F (1i+1, g
′
i+1, ei) = ei+1, F (ei, gi+1, 1i+1) = ei+1,

F (ei, fi+2gi+1, ei+2) = fi+3gi+2, F (ei+2, g
′
i+1f

−1
i+2, ei) = g′i+2f

−1
i+3,

F (ei, fi+2gi+1, 1i+2) = gi+2, F (1i+2, g
′
i+1f

−1
i+2, ei) = g′i+2,

F (1i, fi+2gi+1, ei+2) = fi+3fi+2gi+1, F (ei+2, g
′
i+1f

−1
i+2, 1i) = g′i+1f

−1
i+2f

−1
i+3.

Considerando todas las flechas entre los pares de idempotentes (6.20) y los
α para cada caso, se tienen los siguientes diagramas conmutativos, los cuales
corresponden a cada flecha, respectivamente, en la lista anterior:

i+ 2
f−1
i+2

1i+2

i+ 1

1i+1

i+ 2
f−1
i+2

ei+2

i+ 1

ei+1

i+ 2
f−1
i+2

i+ 1 i+ 2
f−1
i+2

i+ 1
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i+ 2
f−1
i+2

g′i+2

i+ 1

ei+1

i+ 1
1i+1

gi+2

i+ 1

ei+1

i+ 1
1i+1

i+ 1 i+ 2
f−1
i+2

i+ 1

i+ 2
f−1
i+2

g′i+2

i+ 1

ei+1

i+ 1
1i+1

gi+2

i+ 1

ei+1

i+ 1
1i+1

i+ 1 i+ 2
f−1
i+2

i+ 1

i+ 2
f−1
i+2

g′i+1f
−1
i+2

i+ 1

g′i+1

i
1i

fi+2gi+1

i

gi+1

i
1i

i i+ 2
f−1
i+2

i+ 1

i+ 1
1i+1

1i+1

i+ 1

1i+1

i+ 1
1i+1

ei+1

i+ 1

ei+1

i+ 1
1i+1

i+ 1 i+ 1
1i+1

i+ 1

i+ 1
1i+1

ei+1

i+ 1

ei+1

i+ 1
1i+1

ei+1

i+ 1

ei+1

i+ 1
1i+1

i+ 1 i+ 1
1i+1

i+ 1

i+ 1
1i+1

g′i+1

i+ 1

g′i+1

i
1i

gi+1

i

gi+1

i
1i

i i+ 1
1i+1

i+ 1

i+ 1
1i+1

1i+1

i+ 1

1i+1

i+ 1
1i+1

ei+1

i+ 1

ei+1

i+ 1
1i+1

i+ 1 i+ 1
1i+1

i+ 1
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i+ 1
1i+1

g′i+1

i+ 1

g′i+1

i
1i

gi+1

i

gi+1

i
1i

i i+ 1
1i+1

i+ 1

i
1i

1i

i

1i

i
1i

ei

i

ei

i
1i

i i
1i

i

i+ 2
f−1
i+2

fi+3

i+ 1

fi+2

i+ 2
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i+ 2
1i+2
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i
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i
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i .

Veamos ahora que α es en efecto seudoálgebra normal, aśı que consideremos
tripletas de idempotentes en A que conmuten entre śı; es decir, los objetos
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en ((AE)E)E , que son

(ei, ei, ei, ei, ei), (ei, ei, 1i, ei, ei), (ei, 1i, ei, 1i, ei), (ei, 1i, 1i, 1i, ei),

(1i, ei, ei, ei, 1i), (1i, ei, 1i, ei, 1i), (1i, 1i, ei, 1i, 1i), (1i, 1i, 1i, 1i, 1i).

Es claro que α es normal (véase (5.2) y (5.3)), porque aśı se definió. Sólo
falta ver que se verifica (5.1); es decir, que se tiene

α(mA)
E · FαE = αmAE · α(FE)E

para los objetos de ((AE)E)E anteriores. Simplemente evaluemos en α uno
por uno. (Antes de seguir, notemos que, en general,

αE(f, g, h, g, f) = (FFE(f, g, h, g, f), α(f, g, f), FmA(f, g, h, g, f)),

que
mAE(f, g, h, g, f) = (f, gh, f)

y que
(mA)

E(f, g, h, g, f) = (gf, h, gf) ).

Entonces, primero:

α(FE)E(ei, ei, ei, ei, ei) = α(ei+1, ei+1, ei+1)

= f−1
i+3

αmA E(ei, ei, ei, ei, ei) = α(ei, ei, ei)

= f−1
i+2

FαE(ei, ei, ei, ei, ei) = F (ei+2, f
−1
i+2, ei+1)

= f−1
i+3

αmAE(ei, ei, ei, ei, ei) = α(ei, ei, ei)

= f−1
i+2;
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segundo:

α(FE)E(ei, ei, 1i, ei, ei) = α(ei+1, 1i+1, ei+1)

= 1i+2

αmAE(ei, ei, 1i, ei, ei) = α(ei, ei, ei)

= f−1
i+2

FαE(ei, ei, 1i, ei, ei) = F (1i+2, f
−1
i+2, 1i+1)

= f−1
i+2

α(mA)
E(ei, ei, 1i, ei, ei) = α(ei, 1i, ei)

= 1i+1;

tercero:

α(FE)E(ei, 1i, ei, 1i, ei) = α(1i+1, ei+1, 1i+1)

= 1i+2

αmAE(ei, 1i, ei, 1i, ei) = α(ei, ei, ei)

= f−1
i+2

FαE(ei, 1i, ei, 1i, ei) = F (ei+1, 1i+1, ei+1)

= 1i+2

α(mA)
E(ei, 1i, ei, 1i, ei) = α(ei, ei, ei)

= f−1
i+2;

cuarto:

α(FE)E(ei, 1i, 1i, 1i, ei) = α(1i+1, 1i+1, 1i+1)

= 1i+1

αmAE(ei, 1i, 1i, 1i, ei) = α(ei, 1i, ei)

= 1i+1

FαE(ei, 1i, 1i, 1i, ei) = F (1i+1, 1i+1, 1i+1)

= 1i+1

α(mA)
E(ei, 1i, 1i, 1i, ei) = α(ei, 1i, ei)

= 1i+1;
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quinto:

α(FE)E(1i, ei, ei, ei, 1i) = α(ei, ei, ei)

= f−1
i+2

αmAE(1i, ei, ei, ei, 1i) = α(1i, ei, 1i)

= 1i+1

FαE(1i, ei, ei, ei, 1i) = F (ei+1, 1i+1, ei+1)

= 1i+2

α(mA)
E(1i, ei, ei, ei, 1i) = α(ei, ei, ei)

= f−1
i+2;

sexto:

α(FE)E(1i, ei, 1i, ei, 1i) = α(ei, 1i, ei)

= 1i+1

αmAE(1i, ei, 1i, ei, 1i) = α(1i, ei, 1i)

= 1i+1

FαE(1i, ei, 1i, ei, 1i) = F (1i+1, 1i+1, 1i+1)

= 1i+1

α(mA)
E(1i, ei, 1i, ei, 1i) = α(ei, 1i, ei)

= 1i+1;

séptimo:

α(FE)E(1i, 1i, ei, 1i, 1i) = α(1i, ei, 1i)

= 1i+1

αmAE(1i, 1i, ei, 1i, 1i) = α(1i, ei, 1i)

= 1i+1

FαE(1i, 1i, ei, 1i, 1i) = F (ei, 1i, ei)

= 1i+1

α(mA)
E(1i, 1i, ei, 1i, 1i) = α(1i, ei, 1i)

= 1i+1;
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octavo:

α(FE)E(1i, 1i, 1i, 1i, 1i) = α(1i, 1i, 1i)

= 1i

αmAE(1i, 1i, 1i, 1i, 1i) = α(1i, 1i, 1i)

= 1i

FαE(1i, 1i, 1i, 1i, 1i) = F (1i, 1i, 1i)

= 1i

α(mA)
E(1i, 1i, 1i, 1i, 1i) = α(1i, 1i, 1i)

= 1i.
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Conclusiones

Las conclusiones serán presentadas, en una primera parte, de manera compa-
rativa, al considerar los resultados que se pretend́ıan emular: (1) los resultados
de Marmolejo y Wood [2013] y (2) los de Korostenski y Tholen [1993], los de
Rosebrugh y Wood [2002], los de Rosický y Tholen [2002], los de Grandis y
Tholen [2006] y los de Garner [2007], más o menos en ese orden; y en una
segunda parte, en una conjetura a partir del ejemplo mı́nimo no estricto del
caṕıtulo 6.

En Marmolejo y Wood [2013], en su sección 7, se buscaron funtores 2 →
C2 que fueran pertinentes para caracterizar las seudoálgebras normales de
(−)2; dos de ellos fueron H1 : 2 → 22 con H1(0 ≤ 1) := (0, 0) ≤ (0, 1) y
H2 : 2 → 22 con H2(0 ≤ 1) := (0, 1) ≤ (1, 1), y tenemos que en 22

(0, 1) ≤ (1, 1) ◦ (0, 0) ≤ (0, 1) = (0, 0) ≤ (1, 1).

Estos funtores eran relevantes por la equivalencia entre los sistemas de fac-
torización ortogonal sobre una categoŕıa A ∈ Cat y los sistemas de facto-
rización de Eilenberg-Moore sobre A; en estos últimos, los morfismos mef y
emf

son isomorfismos para todo f ∈ A2 (véase Marmolejo y Wood [2013, pp.
400–401]).

Se buscaron, igualmente, en el caso de E, funtores E → CE que pudieran
ser relevantes para caracterizar las seudoálgebras normales de (−)E ; en par-
ticular, funtores E → EE. Los únicos relevantes fueron dE y G. A diferencia
de en el caso de 2, en el cual ya se conoćıa una equivalencia entre las seu-
doálgebras normales sobre una categoŕıa A ∈ Cat de (−)2 y otra estructura
sobre A; a saber, una en que son fundamentales dos clases de morfismos con
ciertas propiedades (véanse las Definiciones 6.23 y 6.24); en el caso de E, no
se teńıa algo que pudiera servir (como dos clases de morfismos) para guiarse
en la búsqueda de tales funtores E → CE pertinentes. Aśı que se buscó otra
manera de encontrar una caracterización: se buscó en Rosebrugh y Wood
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[2002]; en Korostenski y Tholen [1993], quizá también se pod́ıa encontrar
algo útil.

En Korostenski y Tholen [1993], aparecen dos pares de adjunciones que
parecen importantes. El primer par es

d0 ⊣ u ⊣ d1,

donde d0 : 1 → 2 es el funtor que manda su único objeto al 0, d1 : 1 → 2 el
que manda su único objeto al 1 y u : 2 → 1 es el único funtor que existe de
2 a 1. Este par induce las adjunciones

codA ⊣ d′A ⊣ domA,

donde codA = Ad1 , d′A = Au y domA = Ad0 ; es decir, Ad1 ⊣ Au ⊣ Ad0 .
En el caso de E, no existe ninguna adjunción entre los funtores E → 1

y 1 → E, pues Card(1(∗, ∗)) = 1 y Card(E(•, •)) = 2 (también considérese
la Observación 4.8). Sin embargo, la pérdida de tales adjunciones no tienen
ninguna relevancia; de hecho, el par d0 ⊣ u ⊣ d1 tampoco la tiene en el caso
de 2, o por lo menos no la tiene a la hora de demostrar la equivalencia entre
los sistemas de factorización de Eilenberg-Moore sobre una catetgoŕıa A y
las seudoálgebras normales sobre A de (−)2.

El segundo par que aparece es el siguiente. El funtor diagonal δ2 : 2 →
2× 2 tiene adjunto izquierdo

2× 2
j

2

(i, k) i ∨ k

y derecho

2× 2
t

2

(i, k) i ∧ k;

este par induce las adjunciones At ⊣ Aδ2 ⊣ Aj , donde At hace lo siguiente:

A2 At

(A2)2

f

(f,u,v,g)

(1a, 1a, f, f)

(1a,1a,f,f,u,u,u,v,1c,1c,g,g)

g (1c, 1c, g, g);
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diagramáticamente, (1a, 1a, f, f, u, u, u, v, 1c, 1c, g, g) es el cubo

1a
(1a,u,u,1c)

(1a,1a,f,f)

1c

(1c,1c,g,g)

f
(f,u,v,g)

g;

Aj hace lo siguiente:

A2 Aj

(A2)2

f

(f,u,v,g)

(f, f, 1b, 1b)

(f,f,1b,1b,u,v,v,v,g,g,1d,1d)

g (g, g, 1d, 1d);

diagramáticamente, (f, f, 1b, 1b, u, v, v, v, g, g, 1d, 1d) es el cubo

f
(f,u,v,g)

(f,f,1b,1b)

g

(g,g,1d,1d)

1b
(1b,v,v,1d)

1d,

y Aδ2 = m′
A : (A2)2 → A2 (en Rosebrugh y Wood [2002, p. 138], At es su

RA y Aj su LA para K = A). Las adjunciones At ⊣ m′
A ⊣ Aj son funda-

mentales para obtener el Teorema 6.26, el cual da la equivalencia entre las
seudoálgebras normales sobre A de (−)2 y los sistemas de factorización de
Eilenberg-Moore sobre A.

En el caso de E, el equivalente seŕıa que se tuvieran las adjunciones
GA ⊣ mA ⊣ GA (δE no tiene ni adjunto izquierdo ni derecho, porque

Card(E(•, •)) = 2 y Card(E ×E((•, •), (•, •))) = 4);

no se tienen. Por otro lado, śı se pudo obtener un rombo análogo (véase la
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Proposición 4.22) al de Rosebrugh y Wood [2002, p. 138]

d′A2

At Aj

(d′A)2 ,

el cual también resulta fundamental para la demostración de la equivalencia
entre las seudoálgebras normales sobre A de (−)2 y los sistemas de factoriza-
ción de Eilenberg-Moore sobre A, pues este rombo proporciona una fórmula
para mef y emf

(véase Rosebrugh y Wood [2002, p. 141], Lema 2.8); sin em-
bargo, el rombo en el caso de E no derivó en una ecuación que nos diera una
fórmula para irf if y rrf if (que son los equivalentes de mef y emf

en el de caso
de 2, respectivamente); no obstante, nos dio un poco más de información
que la que nos dio la Proposición 4.10. (Algo que tampoco ayudó fue que al
evaluar FmA : (AE)E → AE en el rombo para el caso de E, esto no daba
identidades sino F (f, f, f) = rf if ).

Siguiendo en esta ĺınea de los sistemas de factorización, se encontró el
Teorema 3.2 de Grandis y Tholen [2006], el cual ya mencionamos en la in-
troducción. Este teorema nos hizo pensar que quizá pod́ıamos encontrar un
par de clases de morfismos que nos diera condiciones suficientes para obtener
una seudoálgebra normal sobre una categoŕıa A ∈ Cat de (−)E ; de ah́ı, nues-
tra Proposición 4.36 y todos los resultados anteriores a esta proposición en la
sección 4.3 (véanse Rosický y Tholen [2002] y Grandis y Tholen [2006]), salvo
los relacionados con el rombo ya mencionado. Sin embargo, a diferencia de lo
que se tiene en el caso de 2, en que, dada una flecha f : a→ b en A, ef y mf

aparecen acompañados de una estructura de coálgebra y álgebra, respectiva-
mente (véanse el Corolario 2.7 y el Teorema 3.2 de Grandis y Tholen [2006]);
en el caso de E, no son los factores de f ∈ AE los que aparecen acompañados
de una estructura de coálgebra y álgebra, sino es f mismo el que tiene una
estructura de coálgebra y álgebra; lo que no permite que podamos obtener un
par de clases de morfismos en A para una suficiencia a partir de un sistema
de factorización para idempotentes de A, y no sólo eso, sino que, además,
T no es adjunto izquierdo de U , ni S lo es de V en la Definición 4.37, si
tenemos en mente el Teorema 3.2 de Grandis y Tholen [2006]. Quizá esto era
de esperarse si pensamos que los factores de f no tienen por qué ser objetos
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de AE , como śı ocurre en el caso de 2. A mı́ no me parećıa tan claro.
Para terminar con toda esa ĺınea de sistemas de factorización, obtuvimos

unos resultados sobre leyes distributivas mixtas como los mencionados en
Garner [2007] (véase la parte sobre sistemas de factorización débil natural,
ah́ı natural weak factorization systems).

A pesar de que se pierde estructura en el caso de E, todos los resultados
anteriores muestran que sigue habiendo bastante estructura que se puede
obtener de una seudoálgebra normal de (−)E .

Una vez explotado todo con lo que se contaba para sistemas de factoriza-
ción, nos propusimos analizar lo que ocurŕıa en los ejemplos; aśı que la idea
era obtener el mayor número de ejemplos posible. Se empezó con los triviales,
es decir, con las álgebras libres y los idempotentes escindibles, y los llamamos
triviales porque los isomorfismos de la Proposición 4.10 y los primeros del
Corolario 4.25 son identidades, ya que la cadena de factorizaciones sucesivas
de idempotentes sucesivos obtenida al factorizar f luego rf if luego rrf if irf if
luego rrrf if

irf if
irrf if

irf if
, etc. no tiene más de dos eslabones. Sin embargo,

se queŕıan encontrar ejemplos no triviales, para tener una idea más clara y
más general de la estructura de una seudoálgebra normal de (−)E . Creo que
el ejemplo en el que podemos encontrar tal claridad y generalidad es en el
ejemplo mı́nimo no estricto de la sección 6.4. Analizando ese ejemplo, pudi-
mos ver que proviene de una seudoálgebra normal de (−)2; de hecho, después
de ver que se pueden obtener más ejemplos del tipo del ejemplo de la sec-
ción 6.4 al considerar diagramas finitos de ese tipo o uno que se extienda no
sólo infinitamente a la derecha sino también a la izquierda y que, sin mu-
cho temor a equivocarnos, provienen también de seudoálgebras normales de
(−)2, conjeturamos que esos ejemplos son seudoálgebras protot́ıpicas de las
seudoálgebras más generales, como los n-simplejos ordenados son protot́ıpi-
cos de los conjuntos simpliciales. No obstante, por cuestiones de espacio y
tiempo, el estudio de ese ejemplo queda pendiente para un trabajo posterior,
junto con una demostración detallada de la afirmación de toda seudoálgebra
normal de (−)E del tipo del ejemplo 6.4 proviene de una seudoálgebra normal
de (−)2.

Los resultados del caṕıtulo 5 surgieron al tratar de encontrar condicio-
nes suficientes para obtener una seudoálgebra de (−)E al considerar a (−)E

como seudomónada sin iteraciones, y luego de preguntarnos cómo se relacio-
naban αF y βF con cualquier seudoálgebra normal sobre A ∈ Cat de (−)E .
La siguiente proposición es parte de ese querer encontrar condiciones sufi-
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cientes para obtener una seudoálgebra de (−)E al considerar a (−)E como
seudomónada sin iteraciones.

Proposición 6.34. Sea F : AE → A con A ∈ Cat un SFDI. Para toda
B ∈ Cat, el funtor F ◦ (−)E =: (−)A : Cat(B,A) → Cat(BE, A) es tal que
si (f, h, g) es un morfismo en BE y ϕ : H ⇒ H ′ : B → A una transformación
natural, entonces

Ha
Hf

rHf

Hh

Ha

Hh

HA(f)
iHf

HA(f,h,g)

HA(g)
iHg

Hb
Hg

rHg

Hb

(6.21)

y

Ha
Hf

rHf

ϕa

Ha

ϕa

HA(f)

iHf

ϕA(f)

H ′A(f)
iH′f

H ′a
H′f

rH′f

H ′a

(6.22)

conmutan.

Demostración. Sea (f, h, g) un morfismo en BE y ϕ : H ⇒ H ′ : B → A
una transformación natural. Entonces, (Hf,Hh,Hg) y (Hf, ϕa,H ′f) son
morfismos en AE. Por otro lado,

HA(f, h, g) = F (Hf,Hh,Hg)

y
ϕA(f) = F (Hf, ϕa,H ′f).
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Luego, de (4.9), (6.21) y (6.22) conmutan.
La funtorialidad de HA se sigue de la funtorialidad de F y H :

HA(f, 1a, f) = F (Hf, 1Ha, Hf) = 1FHf = 1HA(f)

y

HA(f ′, h′, f ′′)HA(f, h, f ′) = F (Hf ′, Hh′, Hf ′′)F (Hf,Hh,Hf ′)

= F (Hf,Hh′h,Hf ′′)

= HA(f, h′h, f ′′).

La naturalidad de ϕA se sigue de la naturalidad de ϕ y la funtorialidad
de F :

Ha
Hh

Hf

Hb
ϕb

Hg

H ′b

H′g =

Ha
ϕa

Hf

H ′a
H′h

H′f

H ′b

H′g

Ha
Hh

Hb
ϕb

H ′b Ha ϕa H ′a
H′h

H ′b.
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