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Imagen

La ciencia adolescente

Corria por unas calles que crecian a través de todo el espacio frente a mi.
Las personas corrian hacia todos lados, alarmadas, gritando, tropezando; al-
gunas morian en la estampida, con la boca sumamente abierta, en un grito
ahogado, con una garganta roja, enrojecida por unos vasos sanguineos con-
gestionadisimos que, en ocasiones, estallaban en borbotones escarlata.

Entre todo ese caos visual, corporal y humano, logré divisar un adoles-
cente (0 una) que permanecia quieto (o quieta), de pie, y asombrosamente
intacto. Balbuceaba palabras que yo deseaba adivinar (por qué era intocable);
quizé habia un secreto cientifico en sus palabras, un secreto que mantenia el
orden, la tensién, la cohesion, el determinismo (en su sentido mas amplio).

Miré sus manos, que prestidigitaban; sin embargo, no eran las manos de
un mago; eran las manos de un ilusionista (un escéptico, por supuesto), un
ateo.

Sin darme cuenta, comencé a fijarme, atrancarme en mi cuerpo, perdia
caoticidad: ganaba fijeza: calma pero no certidumbre... Calma pero no certi-
dumbre... Calma






Introduccion

En [1993], Korostenski y Tholen querian demostrar que los sistemas de fac-
torizacion ortogonal sobre una catgoria A y las seudodlgebras normales sobre
A de la seudoménada (—)? : Cat — Cat son equivalentes; en dicho articulo,
s6lo consiguieron demostrar que los sistemas de factorizacion ortogonal y los
sistemas de factorizacién de Eilenberg-Moore son equivalentes. Rosebrugh y
Wood lograron demostrar la primera equivalencia en [2002].

En contraste con lo que ocurre en Con (es decir, si consideramos un
conjunto X y la ménada (—)* : Con — Con, no es tan dificil caracterizar las
dlgebras de (—)%), es de llamar la atencién que, a pesar de que la categorfa 2
sea tan simple, las seudoélgebras normales de la seudoménada (—)? : Cat —
Cat (que es una moénada 2) no tengan una caracterizacion sencilla. Esto nos
motivé a preguntarnos por las caracterizaciones de las seudodlgebras de otras
monadas 2 que resultan de elevar a alguna categoria sencilla. Nos planteamos
considerar la categoria que consiste de un solo objeto, la identidad y un
morfismo idempotente (categoria que estamos denotando en la tesis como
E), con el fin de caracterizar sus seudodlgebras normales. No se logré el
cometido, pero si se obtuvieron muchos resultados interesantes analogos a los
relacionados con sistemas de factorizacién, ademas de un ejemplo prometedor
(por lo menos a mi me lo parece), el de la seccién 6.4.

El trabajo aparece de la siguiente manera. En los capitulos 1, 2 v 3 se
tratan los preliminares para presentar el problema. En el capitulo 1 se tratan
introductoriamente las categorias 2, los seudofuntores, las transformaciones
y las modificaciones; este capitulo es un fragmento de la seccion §4.1 de Mak-
kai y Paré [1989]. En el capitulo 2 se tratan las seudomdnadas sin iteraciones
y las seudomoénadas, las cuales son ménadas 2 cuando las condiciones de
coherencia de la unidad y la multiplicaciéon son triviales, como en el caso
de (=)% y (—)¥; de hecho, como en el caso de elevar a cualquier categoria
(pequena) C, pues toda categoria C' tiene estructura de comonoide al con-



siderar el tinico funtor C' — 1 a la categoria con un solo objeto y una sola
flecha (la counidad) y la diagonal dc : C' — C x C (la comultiplicacion).
En el capitulo 2 también se mencionan los resultados de Marmolejo y Wood
[2013] que afirman la equivalencia entre seudoménadas y seudomoénadas sin
iteraciones. La tnica demostracion en este capitulo es la de la reduccion en el
nimero de condiciones de coherencia a las que esta sujeta una seudomoénada
sin iteraciones; quien arbitré el articulo Marmolejo y Wood [2013] hizo la
observacion de que tal reduccién era posible; sin embargo, es en este trabajo
donde esa demostracion aparece impresa por primera vez. En el capitulo 3 se
tratan las seudoalgebras de una seudomonada y las de una seudomoénada sin
iteraciones, y se menciona la biequivalencia entre ambas categorias 2, la cual
se demuestra en Marmolejo y Wood [2013]; la tnica demostracién que apa-
rece en este capitulo es basicamente la misma que la de 2 de la Proposicién
8.1 de Marmolejo [1997].

En el capitulo 4 se obtienen condiciones necesarias para las seudoalge-
bras de (—)¥, funtor 2 considerado tanto como seudoménada sin iteraciones
como como seudomoénada; por supuesto, tales condiciones se infieren con el
objetivo de caracterizar las seudodlgebras normales de (—)¥. Las condiciones
necesarias para una seudoalgebra de (—)¥ se obtienen de dos maneras: (1)
haciendo uso de los resultados de Marmolejo y Wood [2013]; en particular,
los de su seccién 7; y (2) infiriendo resultados andlogos a los de Grandis y
Tholen [2006], Garner [2007], Rosicky y Tholen [2002], Rosebrugh y Wood
[2002] y Korostenski y Tholen [1993]. La idea de que quizé se podia conse-
guir una caracterizacion por este camino surgié del Teorema 3.2 de Grandis
y Tholen [2006]:

Todo sistema de factorizacién ortogonal (€, M) sobre una cate-
goria K es equivalente a un sistema de factorizacion débil natural
(L, R) sobre K parael cual L'y R son idempotentes. En este caso,
las categorias K v KT de codlgebras de la coménada L y de lge-
bras de la méonada R, respectivamente, son equivalentes a Ep y
a Mg, consideradas como subcategorias plenas correflexiva y re-
flexiva de K2, respectivamente, con F el sistema de factorizaciéon
de Eilenberg-Moore correspondiente al sistema de factorizacion
ortogonal (£, M).

El capitulo 5 trata sobre unas posibles algebras laxa y colaxa candnicas de
(=) y sobre la relacién de estas algebras con ciertos isomorfismos naturales.



En el capitulo 6 se dan ejemplos de seudodlgebras normales de (—)¥. En
la seccion 6.2 se demuestra que a toda categoria C' cuyos idempotentes se
escinden se le puede dar una estructura de seudoalgebra normal para (—)%;
que una generalizacion de este resultado a categorias tamizadas A podia dar
seudoalgebras normales de (—)“ se le ocurrié a Omar Antolin. En la seccién
6.3 se trata el funtor € : 2 — F, el cual escoge al idempotente de E; este
funtor induce un funtor 2 de las seudodlgebras de (—)? a las seudodlgebras
de (—)%. Asf que € se convierte en una fuente de muchos ejemplos para seu-
dodlgebras de (—)F, ya que hay muchos ejemplos de sistemas de factorizacién
ortogonal: consultese, por ejemplo, el CatLab de André Joyal. Nosotros sélo
mencionamos dos de esos ejemplos. Finalmente, en la seccién 6.4 se trata
un ejemplo minimo no estricto; quedara mas o menos claro, una vez visto el
ejemplo, que de este se pueden extraer mas ejemplos.



Capitulo 1

Categorias 2

Definicién 1.1. Una categoria 2 (o una 2-categoria) A consiste de

(i) un conjunto de objetos (no necesariamente pequeno) Ob(A);

(ii) una categoria A(a,b) para cada par de objetos a,b € Ob(A) (a los ob-
jetos de A(a,b) se los llamard flechas —morfismos, flechas 1, 1-flechas,
celdas 1 o 1-celdas— de A con dominio a y codominio b; escribire-
mos f : a — b para indicar que f es un objeto de A(a,b); a las fle-
chas de la categoria A(a,b) se las llamara celdas 2 —o 2-celdas—, y si
f,9 € A(a,b), escribiremos « : f = g o a : f — g para indicar que
« es una celda 2 con dominio f y codominio g; la composicién (verti-
cal) en A(a,b) la denotaremos con -, de manera que la composicién de
a:f=gyp:g= hladenotaremos [ - «; la identidad sobre f la
denotaremos 1y);

(iii) un objeto de A(a,a), la flecha identidad 1, : @ — a, para cada objeto
a € Ob(A);

(iv) un funtor de composicién
Oape : Ala,b) x A(b,c) — Ala,c)
para cada tripleta de objetos a,b,c € Ob(A).
Y se cumple que,

f
(v) dada a@b, se tiene que fl, = f, al, =a, 1,f = f, Lha = «a;
g



(vi) el diagrama de funtores

%a,b,c ><1A(c,d)

A(a,b) x A(b,c) x A(e,d) Ala,c) x A(e,d)  (1.1)
1A(a,b)><ob,c,dl \Loa,c,d

Aa,b) x A(b, d) Aa, d)

%a,b,d
conmuta para toda cuarteta de objetos a,b,c,d € Ob(A).

Denotaremos la composicién (horizontal) de celdas 1 y celdas 2 con el
infijo o, o simplemente mediante la yuxtaposicién; es decir, gf = go f =
oa,b,c(f> g) y 60& = ﬁ o= oa,b,c(a> 5)

Observaciéon 1.2. El efecto de o, . estd dado por la composicién
fra—bg:b—c — gfra—c
de celdas 1 y por las siguientes composiciones de celdas 1 y celdas 2:

f hf

Ty
g g
; h hf
aﬁb@c = a” 8f e,
5 if

donde haw = oqp (v, 14) v Bf = 0ape(ls, 5). Es decir, dadas las celdas 2

f h
| TS\l 7 — |, T
{La b UB C,
i

a

se tiene que

Oa,b,c(aa ﬁ) = Oa,b,c(aa 1h) : Oa,b,c(lga ﬁ)
= oa,b,c(]-fa ﬁ) : Oa7b7c(0é, 11)

(ver Proposicién I1.3.1 de Mac Lane [1998]); o sea, el diagrama

hf%.hg (1.2)

"

if?ig

9



conmuta en la categoria A(a, ¢): la composicién horizontal foa es la diagonal
comun

(Bg) - (ha) = (icr) - (B)

del diagrama anterior.

Nos referiremos a ejemplos del diagrama conmutativo (1.2) como casos
de naturalidad interna, mas especificamente, de naturalidad de f3: en el caso
de la categoria 2 CAT, la conmutatividad de (1.2) es una consecuencia de
la naturalidad de la transformacion natural 5.

Observacién 1.3. La funtorialidad de o4, : A(a,b) x A(b,c) — A(a,c)
queda expresada por la ley de intercambio (ver §I1.5 de Mac Lane [1998]).
Dadas celdas 2
f i
e
NI N s
h k

)

se tiene que
(08) - (va) = (6-7)(B - ), (1.3)
y de aqui tenemos que

i(B-a) = (if) - (i), (6-7)f = (f)- (vf),

pues 1; - 1, = 1;, y similarmente para 1.
De (1.3), también obtenemos

ily =1 = 1,f.

Observacién 1.4. La condiciéon de asociatividad de la composicién hori-
zontal queda expresada por el diagrama (1.1) y es, por la Observacién 1.2,
equivalente a lo siguente: dadas celdas 2 como en

f h J
e ST s el b d,

a
g 7 k

se tiene que
jlha) = (Gh)e,  G(Bf) = (GB)f,  (vh)f =~(hf).

10



Definicién 1.5. Sean Ay B categorias 2 . Un seudofuntor (u homomorfismo)
® : A — B consiste de

(i) una funcién sobre objetos Ob(A) — Ob(B) (que también denotaremos
®);

(ii) un funtor
Q. : A(a,b) — B(Pa, b)

para cada par de objetos a,b € Ob(A) (y escribiremos @ f para @, f
y ®a para @, ,a, asi que para la celda 2

se tiene
of
da | oa Db,
U

og

y la funtorialidad de ®,; queda expresada por las identidades

Pl =1lay, P(B-a)= 28 Pa);

(iii) un isomorfismo ®, : 1p, —> ®1, para cada objeto a € Ob(A);
(iv) un isomorfismo de funtores
A(a,b) x A(b,c) fae Ala,c)
éa,bXQb,c\L ég’c \Léa,c

B(®a, Pb) x B(®b, dc) B(®a, oc)

Oda,db,Pc

(dadas las celdas 1 f : a — by g : b — ¢, escribiremos ®/9 para

Dupe(f,g), ast que &9 : (Bg)(Df) =5 ®(gf); si los isomorfismos I
son todos identidades, diremos que ® es un funtor 2 o un 2-funtor); es
decir, dadas dos celdas 2

f h
a/ﬂa\b/\ﬂ/ﬁ\c
T T

11



el siguiente diagrama conmuta:

Ohof 2L o(hf) (1.4)
@B@al \L@(Ba)
Y se cumple que,
(v) si f:a—ben A, entonces
lopg OfPla
. T — T
da \U‘l’a// da \M dh = 1q>fq>1a
o1, of
y
1,0 f i
— | T\ — | - T\
@&\M@b&@b = 1q>1bq>f;
of 31,
(vi) dadasaiﬂ)icgdenfl,
b2 P b2 B
////ﬁigb// \\\\ B ié/ﬂ ¢;><T
Ppafh Pfrhg
Pl I iy
hgf @(hgf)

Observaciéon 1.6. Las igualdades en (v) de la definicién anterior son equi-
valentes a la conmutatividad de los siguientes diagramas, respectivamente:

q)la, f

dfd1, (Pf)la,

P01,

B1,0 f ki Laop(Pf) -

1,df

12



La igualdad en (vi) es equivalente a la conmutatividad del siguiente dia-
grama:

Dhdgdf — 2 phd(gf) . (1.5)
<I;.g,h<1;.f \Lq)gf,h
P(hg)®f ot ®(hgf)
Definicién 1.7. Si A % B % (C son seudofuntores de categorias 2, definimos

su composiciéon WP : A — C' como sigue: para

f

hacemos

(V) f = W(2f),
(VD)o = ¥ (D).

Y (Ud), = VD, - Wg,; es decir, (VP), es

lyaa

UVdg—— > VUdq ,

vol,
y (U®)h = gplh . gli2h, o gea, (UP)h es

(V0h) (0 )

//////////.__;;;:;;\\\\x
wpa_v@en Y U |
W

vo(hf)

Es facil ver que tal composicién es asociativa.

Definicién 1.8. Sean A y B categorias 2 y ®, ¥ : A — B seudofuntores.
Una transformacion ¢ : & — W consiste de

13



(i) una celda 1 t, : ®a — Va para cada objeto a € Ob(A);

(ii) una celda 2

@agma

| < |u
dh—— Ub
ty

para cada celda 1 f:a — ben A.

Y cumple que

(iii)

g e

f
para toda celda 2 a /{Tof b
Y

(iv)

da e Uq da e Yq
of Uf vf
< U(gf)
®(gf) & @b gy = = & Uh
/ / O(gf) /
Pg Vg
dc — e dc — Ue

para cualesquiera celdas 1 a ERFAEN c;

(v)

ta

da Uq da
¢1E\L ;i \Ijla <\I</:a> 1\I’a = <I>1a <<I><:g,> 1Q>a
da Uq da Uq

a ta

para todo a € Ob(A).

14



Se dice que la transformacion ¢ es fuerte si ¢ es un isomorfismo y estricta

si es una identidad para toda celda 1 a s b, Si es estricta también se dice
que es natural 2.

Definicién 1.9. Sean A y B categorias 2, &, ¥ : A — B seudofuntores y
t,u : & — U transformaciones. Una modificacién p : ¢ — u consiste de

(i) una familia (ftq)acon(a) de celdas 2 p, @t — u, tal que

(i)

ta

@a/{_}z\lfa da "~ Vq
@fl T l\pf = @fl bis l\pf
e N
b —— Wb @b\{}ii\lfb

Up

para toda celda 1 f :a — b.

Definicién 1.10. Sean A y B categorias 2. Definimos entonces Hom(A, B)
como la categoria 2 cuyos objetos son los seudofuntores A — B, cuyas celdas
1 son las transformaciones entre estos seudofuntores y cuyas celdas 2 son las
modificaciones entre estas transformaciones.

Definimos la composicién entre transformaciones en Hom(A, B) como si-
gue: sean ¢, ¥, 0 : A — B seudofuntores y ® L ¥ % O transformaciones.
Entonces, dado a € Ob(A), definimos

(ut)y == ugty

y, dada f :a — b,
(ut) s := (usty) - (ugta).
Definimos la composicién vertical y horizontal entre modificaciones. Sean
1y v modificaciones en la siguiente configuracién:

[
/—V\A
A 52008,
\///

3\

15



Definimos su composicién vertical como (v - pt), = v, - ftq. Sean p y v modi-
ficaciones en la siguiente configuracién:

P

@
v

A B.

S}

Definimos su composicién horizontal como (vu), = Vafta, ¥ (Vt)e = Vata.

Definicién 1.11. Sean A, B, C categorias 2 y A % B % ¢ seudofuntores.
Se tienen los siguientes seudofuntores.

(i)
Hom(®,C') : Hom(B, () — Hom(A, C)
©— 00

t:0 =0 —td
wit —u— pud,

donde
(tq))a - t<I>a
(t®); = tay
y
(,Ué)a = Uda;

todos los isomorfismos Hom(®,C)g y Hom(®,C)“" son identidades,
asi que Hom(®, C') es un funtor 2.

Hom(A, V) : Hom(A, B) — Hom(A, C)
O — VO
t:0 =0 — Ut
wit—u— Yy,

16



donde

(W), = Ut,
(Wt)y = (UOI0) 71 Wty WO,

es decir, (Ut); es la composicién

TO' filit,

|} wta.®'F
(O fta)
— =
UOa~ vt UOD,
—_—
V(t,©f)
\U(\I,@f,tb)—l

TOfUt,

(\I’:u)a = Wiy

todos los isomorfismos Hom(A, ¥)g son identidades y los isomorfismos
Hom(A, U)b" : Wy - Wt — W(u-t) (que son modificaciones en este caso)
estan definidos como

(Hom(A, ¥)""), = Whete,

Observacién 1.12. En efecto, Wy es una celda 2 Ut = Yy : YO — VO’ en
Hom(A, C), es decir, una modificaciéon ¥t — Yy : VO = VO’ : A — C. Por
(1.4),

Gl GO fUp, = U(O fu,) - W'’ (1.6)

y, por definicién de p,
Wap WO fiia) = W(OF) - Uty (1.7)
Asi que de (1.6) y (1.7), se tiene que

(\I]@f,ub)—l . \I]'U,f . \Ilua,@/f . \I]@/f\lllua — (W@ﬁub)—l . \IlUf . \I](@/flua) ) \I]tm@lf
= (WO (1,0 f) - Wt - Jta®'f
= VWO f - (WOH)~h Wt ple O,

17



Definicién 1.13. Sea A una categoria 2. Una equivalencia (f, g, «, 5) en A
es un par de celdas 1

g
a—b

con isomorfismos « : 1,——=gf, 8: fg——=1,,y en este caso decimos que
a y b son equivalentes, denotandolo como a ~ b.

Observacién 1.14. Es facil ver que todo seudofuntor ® : A — X preserva
equivalencias; en efecto, dado un seudofuntor ® : A — X y (f,¢,a, ) una
equivalencia en A, obtenemos en X la equivalencia

(Bf, g, (B9 dad,, &, dpPIT).

En particular, el funtor 2 representable A(a, —) : A — CAT preserva equiva-
lencias, asi que la composicion con una equivalencia produce una equivalencia
de homocategorias.

Definicién 1.15. Una biequivalencia (®, U, h, e) de categorias 2 consiste de
un par de seudofuntores

AéB

3\

y equivalencias h:1lp—=®¥, e¢:Ud =1, en las respectivas cate-
gorias 2 Hom(B, B) y Hom(A4, A).

18



Capitulo 2

Seudomonadas y seudomonadas
sin iteraciones

Definicién 2.1. Una seudoménada D sobre una categoria 2 A es una sexteta
(D,d,m,[3,n,1n) donde D : A — A es un seudofuntor, d : 14, — Dy m :
D? — D son transformaciones fuertes y 8 : mdD — 1p, n: 1p — mDd y
i m(Dm) — m(mD) son modificaciones tales que para todo a € A

D*a D2ma D3a D*a D2ma D3a
el ] S
m (13 3 Dua 2 m (],3 m;&z m. (12 2
DaﬁaDa o D?a = Dca o Daﬁ D=a
\ \LmDa <= \Lma \ < \ \Lma
mDa pa mDa pa ma
D?a — Da D% — Da
(2.1)
y
D?%a D3a (2.2)
Dma ma DdDa Dma
/ \ / | DBa
D2q 222 D3g ue  Da = Da—— D2q "% Dq
D<4a
Dna
W% % D% U ! mDa
D?a D3a

Si d,m son estrictas y 3,7, u identidades, diremos que (D, d, m) es una
moénada 2 (o una 2-ménada).

19



Ejemplo 2.2. Hay un ejemplo cldsico elemental (o toda una clase de ejem-
plos elementales) de seudoménada. Tenemos que toda categoria pequena C' €
Cat tiene estructura de comonoide con counidad el tinico funtor ! : C' — 1
de C a la categoria con un solo objeto y una sola flecha, y con comultiplica-
cién el funtor diagonal 6c : C — C x C'; es decir, los siguientes diagramas
conmutan:

c - ¢ - cC (2.3)

YR PR

IxC<—CxC—=Cx1
lox1 1x!e

c— % _oxcC

(5cl \L(Scxl

CxC—=CxCxC- (2.4)
1xd6c

Del diagrama (2.4), tenemos que

cyoye DTN (yeye
C’)C

(((=)
(—)50(—)Cl
((=) T O (=)

conmuta. Del diagrama (2.3),

conmuta. Ademds, (—)°¢ y (—)'¢ son transformaciones naturales 2. Que (—)°¢
y (—)'¢ sean transformaciones naturales 2 se sigue del hecho de que Cat es
cerrada cartesiana; mas precisamente, de que tiene exponenciales; es decir,
se tiene un isomorfismo

Cat(A x B,D) £ Cat(A, D5),

20



natural en A y en D. En particular, como los ¢3! son funtores para cada
D € Cat, dada una transformacién natural v : H = H' : A — DP y un
funtor G : D — D',

Goll=GBoH y Goq=GBon.

De la primera igualdad se seguiria la naturalidad de (—)% y (=)' y de la
segunda, la naturalidad 2 de (—)% y (=)',
Por lo tanto, ((—)%, (=)', (—=)%) es una ménada 2.

Definicién 2.3. Una seudomoénada sin iteraciones D sobre una categoria 2
A consiste de

(i) una funcién sobre objetos Ob(A) — Ob(A),
(ii) una celda 1 da : @ — Da para todo a € A,

(iii) un funtor (—)® : A(a, Db) — A(Da, Db) para todo par de objetos
a,be A,

(iv) una celda 2 invertible D, : 1p, — da® para todo a € A,

(v) una celda 2 invertible

d
a— Da

N

Db

para todo morfismo f : a — Db,

(vi) una celda 2 invertible

D
Daf*>Db

%f,hl hP
(P )P

Dc
para todo f:a— Dby h:b— Dc.

Y cumple las siguientes condiciones de coherencia:
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(i) para todo a € A

d,
a = Da
K]D)da
daP 1 1
<= =
da Da Da das
Da

(ii) para todo f:a — Db
D

a
Dda,f
Z Tpp -
J(Dy)P

1
Da%/

leJ

1le),

(iii) para todo f:a — Db
Db

P 1py

Da”_ "M T=Dh = (Dyf),

(db® )P

(iv) para todacelda2 ¢: f— g:a— Db
da

Da a daf
Y
Db ! Db,

(v) para todo f:a— Db,h:b— Dc

a

a—% Dq a—% Dq
Vi P
Nflfm Dyp, \
Db = WP 5= Db,
fh
AN e
Dc Dc

22
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(vi) paratoda p: f—g:a— Dby todah:b— Dc

Db
D
//7 m %’T UDN
g,h
//—\
e - @) =Dec
(hD )®
(2.10)
(vii) para todo f:a— Dbytoday:h—k:b— Dc
Db
D
/ \ f 025y “DN
R - Da—_ wp’l ___—=Dc
(k“”f (kDf)
(2.11)
(viii) para todo f:a— Dbh:b— Dcy j:c— De
Db—""- De Db "i Dc
\\1Df h \ _ /
% thg f Dh‘U’ (.7
De
(jmhlff (]Dh D f)D
(]D)h jf)
((GPr)P )P
(2.12)

Proposicién 2.4. Las ocho condiciones de coherencia en la definicion an-
terior se pueden reducir a solo cinco.

Demostracién. Las condiciones (2.6), (2.8), (2.10) y (2.12) implican (2.9).
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En efecto, considérese el pegamiento

1pa

m\ Da P
g =al P
Da (Pdap Db )
/ /D D\
fPda,g
(g° fPda)? J
D ,da)P
a\%jau (9" f)°da)® 2o be
da
Da (g% )P
N;U g°
f]D)
Db

(fPda)®
/ > /Dﬂ)&\
/

! \D(gmfﬂ“u ((¢° )P da)]® be
da .
Da . (6" NP
NQU g
f]D
Db

m
[Jo7he
Da (Pdap Db ) .
/ oo i /\
a ” Da » Db P Dc
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Luego tsese (2.10) en el pegamiento de (]D]Tl)D y D o444 para obtener

da

a Da Db Dc

da fP g°

Volvemos a usar (2.8), ahora en el pegamiento de (gD]D)]Tl) y Dgo o4, ¥ Obte-
nemos
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Entonces usamos (2.6) para remplazar (nglf)D y obtenemos

Cuando comparamos el pegamiento con el que empezamos con este ultimo,
vemos que podemos cancelar, en ambos, las cinco celdas 2 superiores; luego,
obtenemos una condicién equivalente a (2.9).

Ahora mostraremos que la condicién (2.5) es superflua. Notemos que el
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pegamiento de la izquierda es igual a

da

a Da
]D)da
daD & 1 Da
da
Da
daP

1Da D;l Dg 1Da

Da

Aqui usamos (2.6) sobre la composicién D,da” y vemos que el pegamiento
anterior es igual a

da

Da

Entonces usamos (2.9) en el pegamiento de Dy, y ]Dgal, 4o Dara obtener

a da

da

Noétese que la condicién (2.8) nos dice en particular que el pegamiento de
Dygraa v (Dg))P es la identidad de da®da. Luego, el pegamiento original es
la identidad de da. Asi que (2.5) es consecuencia de (2.6), (2.8) y (2.9).
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Afirmamos que (2.7) se sigue de (2.6), (2.10), (2.11) y (2.12). En efecto,
(2.7) es la identidad de f?, igual a

y este ultimo pegamiento claramente es igual a

Db

1ps

1ps
Sl N
Db——————~ Db

N s

1ps
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Ahora usamos (2.12) en el pegamiento de Dy 4, y ]D;bl,db para obtener

1ps

Db

ID)deD%ib,fu ((dbPdb)P )P

Db

D1
(dbP )P bl £,db

W
(ID); 1 f)ID)U/ dvP?

Db

1ps

f]D
Ahora usamos (2.11) en el pegamiento de Dyp g s y (D,,H)P y obtenemos

1pp

((D;bl)mf)mu ((dbPdb)® £)°

Da (AP P ) Jeawne Db
(db]Df)IDJ Ddb%D)f,de
D=1 DU db
D, " f) Db

1ps

f]D
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Tenemos que (2.6) implica que D;b%db(D;bl)D es igual a dbPDy; de aqui,

1ps

Db/ dbP

/W

(db]D)f)JDJ ]D);blm)f,dbxu/ db]D) ]D)l:1
@, 7| Db

1po

f]D)

Finalmente aplicamos (2.10) al pegamiento de (D, ' f)® y Dgp f.ap Y todo se
cancela, asi que obtenemos la identidad de fP. ]

Proposiciéon 2.5. Dada una seudomonada sin iteraciones D sobre una ca-
tegoria 2 A, se puede inducir un seudofuntor D' : A — A como sigue: se
define D' sobre objetos como lo esta D sobre objetos. Dados dos objetos
a,b € Ob(A), se define D, como la composicion

Ala, b) "= A(a, Db) -2 A(Da, Db) .

Para todo a € Ob(A), se define D), :=D,. Para f:a —byh:b— c, se
deﬁne D/f’h : D/hD/f — D/(h,f) como (]D)dchf)D . ]Ddbf,dch-

Proposicion 2.6. Dada una seudomonada sin iteraciones D, la familia de
celdas 1 (da : a = Da)eea se puede extender a una transformacion fuerte

d: 14— D', donde D' es el seudofuntor inducido en la proposicion anterior:
dado f :a — b, se define dy := Dy,

a—% Dq
fl l,//df l(dbf)D=D'f

Proposicién 2.7. Dada una seudomonada sin iteraciones D, se puede de-
finir una transformacion fuerte m : D — D': dado a € A, se define
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ma := (1pa)® vy, dada f : a — b, se define my como

D"?a (154)° D'a

D2f 2} D'fyP° D'y
2 D;ébD’f,lDb
((1py)PdDbD’ )P
Db D'b .

(1pp)?
Proposiciéon 2.8. Dada una seudomonada sin iteraciones D, se puede de-
finir el siguiente par de modificaciones: dado a € A, se define Ba :=D;,, y

na como
1pa

\U[) /
da®

T o
D/CL ‘U/(]D)lDl da)D D/CI, .
— Ve’ =

(madDada)P

-1
‘U’ ]D)dDada,lDa

D"a
Es decir, se tienen las modificaciones 8 : mdD' — 1pr yn: 1p — mD'd.

Proposicién 2.9. Dada una seudomonada sin iteraciones D, se puede de-
finir una modificacion p : m(D'm) — m(mD') como sigue: dado a € A,

definamos pa como

D/
D"a ma D"a

MDdDama,lDa

)]D)

(madDama

D"?a D'a .
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Teorema 2.10. Toda seudomonada sin iteraciones D induce una seudomo-
nada (D', d,m,5,n, 1), donde D', d, m, 3,1, u son el seudofuntor, las trans-
formaciones fuertes y las modifiaciones de las proposiciones anteriores, res-
pectivamente.

Teorema 2.11. Si (U, u,nB,n, 1) es una seudomonada sobre una categoria 2
A con U1, = 1y, para todo a € A, entonces U induce una seudomonada sin
iteraciones D de la siguiente manera. Sean a,b € Ob(A); definase Da := Ua,
da := ua, (—)? como la composicion

Ala, Ub) —Y= A(Ua, U?b) 2~ A(Ua, Ub) |

D, :=na : 1y, = nUda. Sean f :a — Ubyh:b— Uc en A; definase Dy
como el pegamiento
a—""~Ua

fl 2 lUf
Ub Y% U2

ﬂﬁb l
m nb

Ub

y Dy como el pegamiento

O o Py 5/
U%l Yn,, th
3 2
U CWU C
Uncl ”u’lc \an

U2C?UC.
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Capitulo 3

Seudoalgebras

Definicién 3.1. Sea (D, d, m, 3,7, 1) una seudoménada sobre una categoria
2 A. Un algebra laxa de D es una cuarteta (a, h, 1, «) donde a € Ob(A),
h: Da — a es una celda 1 de A, 1 y a son celdas 2 de A

a—% Dq D2a P Dq
%lh mal = \Lh

1a leY
a a?a

y tal que satisface las siguientes condiciones de coherencia:

D2h
D% D3a D3%a

D3q— 2
Dma Dh Dh
Da <= mDa <= ma
Da my,

D?a N D% Da < Da

e 5 Ny
' ' | (3.1)
Da (3.2)

Dd
Da —%£

N
N /\h
NN

33



Da dDZ D% —2" - Dq Da 22 D2q (3.3)

Pa lma <= lh = hl <= Dh
1D(L [0 dh

Da a a—— Da
da
V4

1 Y | h

a

Un Aalgebra colaxa de D es una cuarteta (a,h,(,7) donde a € Ob(A),
h:Da — a es una celda 1 de A, ( y v son celdas 2 de A, y tal que satisface
las condiciones de coherencia anteriores, salvo que la direccion de las celdas
2 en los diagramas es en sentido opuesto.

Una seudodlgebra de D es un algebra laxa (a, h, 1, a) de D tal que ¢y
a son invertibles. Una seudoalgebra normal de D es una seudodlgebra de D
en la cual ¢ es una identidad.

Proposicién 3.2. Sean (D,d, m,5,n, 1) una seudomdnada sobre una cate-
goria 2 A y (a,h,v, ) una cuarteta como en un dlgebra laza de D. Si ) y
a son invertibles y satisfacen (3.1) y (3.2), entonces satisfacen (3.3).

Demostracion. Consideremos el siguiente pegamiento:

o R Di\
l - lda
Y / SN

Da*>a )

34



Hégase la siguiente sustitucion:

D%q 2" Da D2 P pqg
a IS
/ w\ @\ e |y i l;%\
D2l
= Da o0 D3a =%+ D?%a &
S
dDa\L C<l§1 \Lda l O UD\ ﬁ\\\ \Lda
h
D?a L D%q P Dg D?a 2a o

usando que dhoDhodDa es igual al pegamiento de ddDa, df)}l y d;l. Hégase
entonces la sustitucién (2.2). Luego, la siguiente:

D?a
dDa Ud Dh
h
dD Dh h d
Da - D% Da Da a ® >~ Da
dDal ST ldDza = ldDa = dDal b \Lda b ldDa
D% ——— D? D? D% ————> Da——— D2
@ ~Dap TS a “"Dn ¢ Dia a
d71
% o %
3a

Da
% Ulﬁ\\
a 1 a

a 9. Da h
P PR PR P
Da a D?a il Da Da ! Da
Dda Dh :
b g

D?%a

Como consecuencia de (3.2), se tiene que el pegamiento de Dy~ y x es hona.
Por otro lado, el pegamiento de na, Dal,:1 y m,:l es Dh onDa. Finalmente,
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se obtiene el siguiente pegamiento:

2 L2, Da
/ Ud/ W\
dDa\L zl%l \Lda
h
D3 D2%q 2" Da
\ \U/nDa — h
DdDa mDa ma X
D3a Da——=a

asi que, como d; ', nDa y x son invertibles, se obtiene (3.3) (considerar el
diagrama con el que se inici6). O

Nota 3.3. Dada una seudoménada (D, d, m, 5,7, i), por la proposicién ante-
rior, una seudodlgebra de (D, d, m, 3,7, 1) se suele definir como una cuarteta
(a,h,v,x), con ¥y x celdas 2 invertibles, tal que satisface (3.1) y (3.2).

Definicién 3.4. Sea (D, d, m, 3,1, ;1) una seudoménada sobre la categoria 2
Ay sean (a, h,v,a), (b, k, @, 7) seudodlgebras de D. Una celda 1

(f;0) : (a,h,p,a) = (b K, ¢, 7)

es un par (f,0) donde f:a— besunaceldalen Ay

Da-2 D
s |
Y

a————=b

es una celda 2 invertible en A tal que satisface las siguientes dos condiciones:

a—% Da -2 Db a—2% Da (3.4)
Y,
A
1
b
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DT py D2a—20 . py (3.5)

T T

= o7 Db < Db
\ lh T L \ \
h 2
a b
Dadas dos celdas 1 (f, 0), (f',¢) : (a, h,¥,a) = (b, k, p,7), una celda 2

£:(f,0 = (f,0)

esuna celda 2 £ : f = f' en A tal que

Df
Da—"" Db Do \pe - Db (3.6)
hl Ve lk = hl by lk
f @
a/wf\b a 7 b.
f/

Las seudodlgebras de D, las celdas 1 y celdas 2 anteriores forman una cate-
goria 2, la cual denotaremos como D-Alg.

Definicién 3.5. Sea D una seudoménada sin iteraciones sobre la categoria
2 A. Una seudoalgebra de D consiste de

(i) un objeto a de A,
(ii) un funtor (—)*: A(x,a) — A(D=x,a) para todo x € A,

(iii) una celda 2 invertible

d
r—% Dx

il
h

a

para toda h : z — a,
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(iv) una celda 2 invertible
Dz

gJDJ
Uu

ha
g,h
a
)

Dy —m——

(h%g)"
para toda h: x — a y toda g : y — Dx.
Y se cumplen las siguientes condiciones de coherencia:

(i) paracada o :h = k:z —a

x do Dz t—% . Dz (3.7)
%, _ by
P ko :0:(1 I ﬂp h| pa
a F a ,

(ii) para cada h:z — a
Dzx (3.8)

1DCL‘
Dz /' daP h®
N M
V74

Dx a = 1ha,

(h%dx)*® U (ap)®

hﬂ

(iii) paratoda h:x — aytodag:y— Dx

y—" Dy  y—" Dy (3.9)
D
Nl s | N
Dz = (9| = Du,
-
h(l
a a

(iv) paratodah:x —aytoday: f—g:y— Dz

N Dz Dz
f D
WP h _ f ag. ho
K% m %“f; U g\
//—\
Dy (h%g)® a Dy \%/\’ a,
(hg)®

(3.10)
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(v) paratodap:h —k:x—aytodag:y— Dx

Dz " Dx
g° _ g° a ho
4 » %Pa (h%g)® \ g\
Dy— """ e Dy=T— oy
(k%g)® (k%g)®

(vi) paratodah:z —a,g:y— Dxyj:z— Dy

D D
Dy -2~ Dz Dy—2—~ Dz

y \Pig oo y NG
SR LE oy, (g
(¢"9) 9%, jinag )
Dy— —~~—  _9oaq a .
)

Dz—— * ==

‘U/ (ag,hj)a

((hg)5)°
(3.12)

Dadas dos seudodlgebras (a,(—)%) y (b, (—)®) para D (para facilitar la
escritura se ha omitido el resto de la estructura de las seudodlgebras), una

celda 1 de seudodlgebras f : (a,(—)*) — (b, (—)") consiste de una celda 1
f:a—ben Ay una celda 2 invertible para toda h: x — a

Dz
e (sh)°
Zin)
a ; b

sujetas a las condiciones de coherencia siguientes:

T Dz z—% Dz (3.13)
Van (fh)®
. h“i Zn) - o Zoy, | UR)°
a ; b a—F> b,
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para toda g : y — Dx

D

Dy ———— Dz (3.14)
Vogn mr
(hg)? Zfin)
b
¢ f (h%g)®
paratoda s :h - k:z —a
Dz (3.15)
i,
ko| <= |ne k| (
“V sl
a———b

f

Dadas dos celdas 1 f : (a,(=)*) — (b,(=)%), f" : (b,(=)°) — (¢, (=)%), su
composicion estd dada por la composicion usual f'f en A, y para toda h :
x — a la celda 2

Es directo mostrar que la composicién f’f satisface (3.13), (3.14), (3.15).
Dadas dos celdas 1 f, g : (a,(—)%) — (b, (—)"), una celda 2 a : f = g es
una celda 2 a: f = g en A tal que para toda h:x — a

(fh)°

Dz P Dzx (3.16)
(ah)® (fh)®
SR - " 4w
a il b a b

g N

g

La composicién de estas celdas 2 es como la de las celdas 2 en A.
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Tenemos entonces la categoria 2 de seudoélgebras de la seudoménada sin
iteraciones D, denotada Alg-D. Para todo objeto a € Alg-D, la identidad de
a es la identidad usual 1, : @ — a de a en A junto con la celda 2 identidad

Dx
ho h
21, 1h]
a a

1lq
sobre h® para toda h:x — a en A.

Proposicién 3.6. Las seis condiciones de coherencia para una seudodlgebra
de una seudomonada sin iteraciones se pueden reducir a cinco.

Demostraciéon. La condicién (3.9) es superflua: la demostracién de que lo sea
es basicamente una copia de la demostracién de que (2.9) lo sea. O

Teorema 3.7. Sea D una seudomonada sin iteraciones sobre una categoria
2 A y sea D' la seudomdnada inducida a partir de D. Las categorias 2 D'-Alg
y Alg-D son biequivalentes.
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Capitulo 4

Condiciones necesarias para las
seudodlgebras de (—)¥

Nota 4.1. En este capitulo, como ya se mencioné en la Introduccién, ob-
tendremos algunas condiciones que satisface toda seudoalgebra normal del
funtor 2 (—)%.

En los preliminares obtendremos cémo se comporta (—)¥ al considerarlo
como seudomonada sin iteraciones; en eso consiste la Definicién 4.9. En las
Observaciones 4.3, 4.4 y 4.5 se obtienen funtores como los de la seccion 7
de Marmolejo y Wood [2013]: ahi se buscaron funtores 2 — C? que fueran
pertinentes para caracterizar las seudodlgebras normales de (—)2; dos de
ellos fueron H; : 2 — 22 con H{(0 < 1) := (0,0) < (0,1) y Hy : 2 — 22
con Hy(0 < 1) := (0,1) < (1,1). De nuestros funtores de las observaciones
mencionadas y de la estructura de seudodlgebra para la seudomoénada sin
iteraciones (—)¥, obtendremos uno de los resultados que consideramos més
relevantes: la Proposicion 4.10.

Lo siguiente que haremos es considerar a (—)¥ como seudoménada; de
hecho, como ménada 2, y entonces obtener resultados andlogos a los de siste-
mas de factorizacién, basdndanos en Grandis y Tholen [2006], Garner [2007],
Rosicky y Tholen [2002], Rosebrugh y Wood [2002] y Korostenski y Tho-
len [1993], y teniendo como objetivo un teorema andlogo al Teorema 3.2 de
Grandis y Tholen [2006]:

Todo sistema de factorizacién ortogonal (£, M) sobre una cate-
goria K es equivalente a un sistema de factorizacion débil natural
(L, R) sobre K para el cual L y R son idempotentes. En este caso,
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las categorias K v K de codlgebras de la coménada L y de 4lge-
bras de la monada R, respectivamente, son equivalentes a Ep y
a Mp, consideradas como subcategorias plenas correflexiva y re-
flexiva de K2, respectivamente, con F el sistema de factorizacion
de Eilenberg-Moore correspondiente al sistema de factorizacion
ortogonal (£, M),

con el fin de obtener un par de clases de morfismos como ocurre en los
sistemas de factorizaciéon ortogonal (véase la Definicién 6.23 de sistema de
factorizacién ortogonal). Por cierto, notemos que el primer isomorfismo del
Corolario 4.25 también aparece como resultado en la Proposicién 4.10.

4.1. Preliminares

Definicién 4.2. Sea E el monoide con exactamente dos elementos: la iden-
tidad y uno idempotente; equivalentemente, la categoria con un solo objeto
e y exactamente dos morfismos: la identidad y uno idempotente, que deno-
taremos e.

Observacién 4.3. La categoria £ la podemos representar por el siguiente
diagrama:

€e

T
(1 1e e
\77_6/

mas las identidades 11; y 11., donde 11 es el funtor constante £ — E que

. . 1
manda todo a la identidad ¢ — e, le esel funtor 1p : E — E, ye, €, 1, €. son
transformaciones naturales, las cuales podemos representar, respectivamente,
mediante los siguientes diagramas conmutativos:

e—>0 e—>0 o —>0 o —>0

1\L e \Ll 1\L €e \Le el Ne \Ll el €e \Le

e—©0 e —©0 o ——>0 e ——>0
e ) e ) e ) €

Notemos que la envolvente de Karoubi de E, denotada K(F), esta conte-
nida en EF, pero no es subcategorfa de E¥, y K(E) es EF \ {11.}.
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Observacién 4.4. Hay exactamente cuatro funtores £ — EF: dE, G, Ci,
C'., donde

dE : E — EF
e — 11
erre,

G:E— EF
e — le
€ > €,

ClliE—)EE
o — 11
e 1y,

C.:E— EF
e — le
e 1.

Observacién 4.5. Hay exactamente cuatro funtores £ — E. En efecto, si
F : EF — E es funtor, entonces Fy : Ob(E¥) — Ob(FE) ya queda determi-
nado y también F : FI(E¥) — F1(E) sobre las identidades, asi que F' queda
complemente determinado por {e, 7., €., €.} y por las ecuaciones €.n. = e,
Ne€e = €.

Se tiene que Fe, =e o Fe, = 1. Si Fe, = 1, entonces Fe, = Fn, = Fe =
1. Similarmente si Fe = 1.

Tenemos que Fe, = e si y sélo si F'e = e. Para este caso hay exactamente
tres posibilidades: Fn, = Fe. 0 Fn. =1y Fe, =¢eo0 Fn.=ey Fe, = 1.

Definicién 4.6. Sea A € Cat; definimos entonces

dA: A — AP
a—1, (el funtor Aa: E — A)
h:a—=b—=h:1,— 1, (Ah).
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Es decir, estamos considerando a A¥ como la categoria cuyos objetos son los
idempotentes de A y cuyos morfismos son los h : a — b tales que

a
|
b

conmuta, donde f y g son idempotentes de A.
Sea qA : AP — A el funtor definido como sigue:

a
i
b

Nota 4.7. Para evitar la confusion de f : ¢ — a con f : 1, — 1,, un
morfismo h : f — g lo denotaremos, de ahora en adelante, ya sea como
(f,h,g) ocomo h: f—g.

N

>
S>N=<=—09

—_
g

g

Observacién 4.8. Consideremos los funtores dA y ¢A, y denotémoslos, por
el momento, simplemente como d y ¢. Tenemos una transformacion natural
14 = dg; a saber, 1y definida como

f

-

a
\Lla

—Q

f Y

~
L=——2

y también una transformacion natural dg = 14#; a saber, €; definida como

a a
W
a—;—>a

7
Notemos que d y ¢ no son adjuntos el uno del otro.

f

_—

Definicién 4.9. Consideremos la funcién (—)¥ : Caty — Catg (sobre los
objetos) y definamos entonces la siguiente seudoménada sin iteraciones (—)% :
Cat — Cat.
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Ya tenemos (i) de la Definicién 2.3.

Hagamos (ii): para cada A € Cat, tenemos el funtor dA : A — A%,
Hagamos (iii): para cada par A, B € Cat, definamos

(—)*: Cat(A, BF) — Cat(A”, BY)

como sigue: dado f € A¥, definimos F®(f) como
qBFaiqBFa@;qBFa.

FE(f) es en efecto un idempotente de B. Como F es funtor A — BE,

(¢qBF f)Fa = Fa(qBFf).
De donde,

(¢BF f)Fa(¢BF f) = (¢BF f)(¢BF f)FaFa

= (¢BFf)Fa (F:A — B¥ es funtor).
Y dado g: f — f' en AF F%(g) := qBFy:

o~~~

gBFa 5ty gBFd
Fal lFa’
qBFa qBFd
qBFfl quFf’
gBFa EF qBFd'

Es claro que F* es funtor; méas aun,
F® =mpF¥, (4.1)

donde mp : (B¥)F — B¥ es la multiplicacién en B de la 2-ménada (—)¥
(véase la Observacion 4.21).

Ahora, sean o : F = G : A — By f :a — a € AF. Entonces, definimos
©*(f) = qBya:

gBFa abeq qBGa

r.| |

qBFa qBGa



Y dado g: f — f en AP,

FEgJ/ lGEg

F]E ! G]E /
/ oEf /
conmuta, porque el cubo asociado conmuta. De hecho, ©* = mpp¥.

Es claro entonces que (—)% es funtor Cat(A4, B¥) — Cat(A”, BY).
Afirmamos que dA® = 1 ,45. En efecto,

dAE = m(dA)P = 1.

Ahora, dado F': A — B tenemos que F* odA = F, lo cual se sigue de
la definicién de F®. También es facil ver que si F': A — B¥ y G : C — AF
en Cat, entonces G¥o ¥ = (GEo F)®. Deaqui, Ex =1, Ep =1y Erg =1,
asi que tenemos (iv), (v) y (vi), y las condiciones de coherencia para la
seudoménada sin iteraciones (—)¥ que acabamos de definir son triviales.

4.2. Seudoalgebras de la seudomoénada sin i-
teraciones (—)F

E

Proposicién 4.10. Si (A, (—)*) es una seudodlgebra para (—)¥ entonces

todo idempotente f : a — a de A se factoriza como

f
. T

2
a ?f- [_f_l le T‘ a ,
ryiy es idempotente y 1y, = rpip 2, en A%, donde " f7 es el nombre de
f, el funtor E — A que induce f. Ademds, los dos isomorfismos anteriores

son de la forma

I—f—IQlleLif_l—f—IQlleLif_l—f—lQlle (4.2)

I |2J/”rfif Il

TfMe —=Trpiy Ple——=" e
TfUf erlf
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Demostracion. Consideremos una seudodlgebra (A, (—)%) para (—)¥, y note-
mos que cualquier idempotente f : @ — a en A induce un funtor " f7: E — A,
asi que se tiene el isomorfismo natural

oo
2Ar \erjm
I_f—\
A
de aqui,
erfﬂo

l‘fﬂ%lll l_fTQldE'(.) S l‘fﬂ. a
rf‘l%lel = rfﬂQldE(e)\L \er“\e — kf

l‘fﬂ%lll FfTQldE(.)WFfT. a

conmuta; luego,

rf‘l‘lle

rfn%lllrfwge r‘fﬂmlerfw"e '_fjmll

7 ~
P ~

91rf10 - o Qll’f‘l.
\L _ ’e T’f 7'f ~ - \L
- R

a a

conmuta, con
’r‘f = [_f—lmee (e) Qll’f‘\._l’
Zf = 91!‘f‘l [ ] O'_fjm’)’/e.

De aqui,
rfif = l‘fﬂmee[‘f“ﬂlne = [_f—lmeea
que es idempotente.
Ahora, veamos que 1, = ryiy =1, ;. Notemos que

l—’/’fif—' — '—'—f—'meej — rf‘lQlG

y que
GE(11) = le, G®(le) = le;

GHee) = GZ(ne) = G*(e) = G*(ec) = ee.
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Consideremos las siguientes celdas 2 invertibles:

EF (4.3)

CV rf‘le
‘U’Qla,rf—'
A

E
E (rfTQ(G)‘Zl

E—%% . pF (4.4)

Zy,
rf‘l‘llG ;
A

(T 2GR dE(e) D ( prG)aaE e

mrfﬂﬂlc.l \Lmrf—&lc.

"G (o) "fG(e)

De (4.4), se tiene que

I'f‘\Q(G(e)
conmuta; es decir,

(rfﬂQlG)Qle
—_—

(TFG)*11 (TFRG)*11 (4.5)
mrfﬂQlG'\L \Lmrf—&lc.

'—f—'mle '—fﬂle

rfﬂQ(ee

conmuta. De (4.3) y la conmutatividad de (4.5),

I_JNQ(G]E(Ee) rf—lmG]E(ne)

I—f‘lQlGE(ll) e, I—f‘lQlGE(16> — Ff‘lQlGIE(11>
mcyrfﬂ(ll)l ng’rfﬂ(le)l \me,r’f‘\(ll)
e Q(Ee A A .

(TfAG)*11 F7G) e (Tf2G) e e (TfG)*11
er % o . - T~ ~ Q’IF Bl o
fﬂcl e Trpi ' irfif - l a
T e "t T e

rfTQ(ee
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conmuta. Ademads, por (3.9),

(rfﬂQ(G)Q( W
V74

1r s
r—f-lzlG Crpo

I'f“\Q(

es decir,

Qll‘f'\QlG(.)QlG7’_f—ldE(.) = mrf‘lmG(.)Qlefﬂ(l]_)

— 1Ff‘|2lG(.)
— 1rf‘|*2116.

O

Proposicién 4.11. Sea (A, (—)*) una seudodlgebra para (—)¥. Entonces, si
f:a—a,g:b— b son idempontentes de A y h : a — b es un morfismo en

A tal que
h

conmuta, entonces

r 7
a—1-T e Loy

hl \Lrh—&lle \Lh

b——="g*le——b
g ig
conmuta; mds ain, la asignacion "—"1e : Idm(A) — A es funtorial, donde
Idm(A) es la categoria isomorfa a AP cuyos objetos son los idempotentes
de A y los morfismos son los morfismos h : a — b en A tales que gh = hf,
donde g:b— by f:a— a son idempotentes. Ademds, "h™1e : rpiy — 1y,
en Idm(A) y "Th™G : Trpip T — Tryi, " en AF.

Demostracion. Sea h : f — g morfismo en Idm(A). Asi que h induce una
transformacién natural "hA' : Tf1 = Tg': E — A; de donde, se tiene la
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transformacién natural "Th™ : Tf ™ = Tg™ . BE 5 A Se satisface (3.7)

para (4, (—)¥); es decir,

de aqui,
[_hj [ ] Qll’f‘\. = mrgﬂ [ ] [‘hjde(.)
h, @) Qll’f‘\. = mrgﬂ [ ] Orhjml]_;
de donde,
h = Q,lrg-l [ ] Orhjml]_ @) Qll’f‘\ ._1 .
Consideremos
rf‘l‘Zl
dE_ 0B — s A
B A
PR

tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo:

oA e
'—f—‘de(O) fdE(e) '—f—'de(O)
rhﬂdE(.)l lrh"‘de(.)
r 1QldE e
TgAdE (o) g ) r‘gwde(.);
de aqui,

a a
mrfjofl \ / 91rf1.71
rf”‘ll e . rf—'mle "f e . [‘f‘lQl]_l
’_h—‘mll rhﬂQlle\L ’_h—‘mll
92A rgTQlEE 2A r Tane 2A
g™l —————="Tg " le———="g ™11
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conmuta; luego, de la conmutatividad de este y (4.6),

r 7
a—I-TfMe Loy

hl \Lrh-&lle \Lh

b——="g™le——0b
g ig

conmuta. De aqui, al transponer los cuadrados del diagrama anterior, se
obtiene que
2 . ; ;
h™1le:rpip — rgig

en Idm(A). Por otra parte, es claro que
e ThG SPe T pipT ThG > rgig T
Ahora, claramente "—": Idm(A) — AF es un funtor iso. Por otro lado,
(=) : AP — AP es funtor por definicién. De aqui,
r_" )
Idm(A) -~ = A2 T A7)

es funtor. Luego, "1™ = 1rpa y TH/A™ = "W/ De aqui, por defini-
cién de unidad de un funtor y la composicién de transformaciones naturales,
"1, ™e = 1rpwy, y "TWR™1e = Th'™1e"h™1e. Luego,

T e Idm(A4) — A

es funtor.

Notemos que 1y = (f, 14, f), asi que "(f, 14, f) ™1le = 1rjay, cuando 1,
es considerada como flecha en AP (en realidad en Idm(A)); 1, también es
objeto en AF. O

4.3. Seudodlgebras normales de la ménada 2
(—)E y sistemas de factorizacion de idem-
potentes

Definicién 4.12. Un sistema de factorizacién débil de idempotentes para
una categoria A es un funtor F' : A¥ — A tal que F'dA = 14. Sistema de
factorizacon débil de idempotentes lo abreviaremos SFDI.
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Definicién 4.13. Una factorizacién funtorial de idempotentes (F, A, p) sobre
una categoria A estd dada por un funtor F : A¥ — A y una factorizacién de
k:q=q: AP — A (la transformacién natural canénica con componentes
ke =f:af = af)
A P
k= q=——=F—=¢q

tal que A - p: ' = F' es idempotente.

Definicién 4.14. Un endofuntor S sobre una categoria A es (co)puntuado
si estd provisto de una transformacién natural ¢ desde (hacia) el funtor iden-
ﬁdadﬁL4

V:1= 5.

Ademéds, si 95 = SV, se dice que S estd bien (co)puntuado.

Proposicién 4.15. Si (F, )\, p) es una factorizacion funtorial de idempo-
tentes sobre una categoria A, entonces (F,\,p) determina un endofuntor
Z AP — AF puntuado (Z,A\) y copuntuado (Z,®), con Zf = N\ps y
Neof =Zfy®s: Zf = f dadas como

a A Ff &l a (4.7)
fL J/Zf Lf
a Y Ff o a.

Demostracion. Dado el morfismo (f, h,g) en AF, definase

Z(f,h,g) = (Zf, F(f, h,9),Zg).

Ahora, de la naturalidad de p y A, el siguiente diagrama conmuta:
zZf
Ff=—a—2F
f Ty @ Tf f
F(f,hvg)l h J/F(ﬁh,g)
Fg L p e Fg.
v

Zg

La funtorialidad de Z se sigue de la funtorialidad de F'.
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Por otro lado, (4.7) conmuta, porque f = pyAs. Ahora, veamos que

A
f—>2f
(f,h7g)J/ lZ(f,hvg)
97579
conmuta. Sea (f, h, g) en A¥; entonces,

Af F(f,h,9)

A
a—"lsb—"% Fy a—=Ff F
ft \Lg \LAgﬂ’g = ft \LAfPf \L)\g/’g
a—— b 5 Fqg a 7 Ffpﬁf’hg)Fg.
Luego, A es natural; similarmente, ®. ]

Nota 4.16. El cubo (morfismo en (A¥)F)

para mayor brevedad, se denotard como (f, g, h,d’, f').
Definicién 4.17. Dado A € Cat, definamos G4 : A¥ — (AP)EF como

AE Ga (AE>E

f—f
(f,h7g)J/ l(fvf,hy,g)

g}%gg )

donde f;:= (f, f, f).

Proposicién 4.18. Si F' : A¥ — A es un SFDI, entonces F induce una
factorizacion funtorial (F,r,i) de idempotentes, donde

’l“f = FEf, ’if = F?]f
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Ademds, el diagrama

S 7 A (4.8)
ft\ lzj\ Lf
a T Ff 5 a

conmuta (es decir, vy . f — rpip eip :rpip — f en K(A), la envolvente de
Karoubi de A), y Z = FPG 4.

Demostracion. Como F'dA =14, se tiene que
f = F(la, f, 1[1) = F’/]fFEf = ’if?”f.

Ahora, sea (f,h,g) un morfismo en A”. Se tiene que

a—tsaLlob g lap_2oyp
1l €f fJ/ J{g = 1l 1J/ €g lg
@ —~a—— b a——=b—=0
y
a—1sa—tsp a—leh 2 p
fl nf 1l J/l = fl gl Mg ll
&?&T‘b QT'bT'b .
De aqui,
a ! a (4.9)
N
Ff
h lF(f,h,g) h
Fg
b 7 b
conmuta.
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Ahora, que 7y : f — rsif e iy @ rpip — f estén en la envolvente de
Karoubi se sigue de que

er(la, fi1a) = €5 = freg
y

(1aaf> 1a)77f = nf = nfff
Por otro lado, por la Proposicién 4.15, ya se tenfa que rpi; = Zf = FEGAf
fuera puntuado (Z,A) con Ay = (f,r¢, Zf) y copuntuado (Z,®) con &y =
(Zf.ig: f)- o
Observacién 4.19. Si F': A¥ — A es un SFDI, entonces

gA =\ =, q®=p=1, qZ = F.

Observacién 4.20. Si ' : AP — A es funtor, entonces (FF)EG 40 = GAFE.
Observacién 4.21. El funtor 2 (—)¥ : Cat — Cat es una 2-ménada, con
unidad A % AP para todo A € Cat y multiplicacién my : (AE)E — AP

definida como sigue:

(AE)E ma AE

(f,9, f)——=gf fg

(fvgvh,g’,f’)l (gf,hvg’f’)l
(g f)—=gf = f9g,

es decir, para toda A € Cat

((AF)E)E AL gE)E

(AE)E AE

ma

5 (@A)E

conmutan, donde m : ((—=)E)F — (=) y d : 1cat — (—)¥ son transforma-
ciones naturales 2.
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Proposicién 4.22. Sea A € Cat. Fxisten transformaciones naturales entre

Ga ydAE, y Gy y (dA)F tales que conforman un rombo conmutativo:

.
N

(dA

.
)E/ :

Demostracién. Sea f :a — a € AP. Definamos las transformaciones natura-

les deseadas como sigue.

Ga(f) 1= dAE(f) — L= Ga(f) -

y
hy

~
hy

f——1l,——
7 |7 |7
e la—— ]
Es claro que son naturales en f. Ademas,
dAP(f)
ny ny
Ga(f) Gal(f)

(4.10)



conmuta. [

Observacién 4.23. Sea F : A¥ — A un SFDI. Consideremos las transfor-
maciones naturales anteriores

(dA)F —Eo Gy T (dA)P

Se tiene que
FPe=AN vy FFPp=20.

Proposicién 4.24. Sea o : FF¥ = Fm, una transformacién natural donde
F: A¥ — A es un SFDI. Entonces, dado f € AF, obtenemos las ecuaciones
siguientes:

reigoaGa(f
f

) = adA"(f) 0 ir i, (4.11)
) =aGa(f)or, (4.12)
f) = a(dA)E(f) o F(ryig, iy, f), (4.13)
f)=aGa(f)o F(f,rs ryig). (4.14)

Demostracion. Consideremos el rombo (4.10). Apliquémosle F'* y m4; ob-
tenemos entonces los siguientes diagramas conmutativos:

reigoalGy

(
ripoadA®(
(
reipoa(dA)F(

i (4.15)
"V \if
rrif Tyif
P
f
y
(4.16)

/\
\/
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asi que, aplicando F' a ambos, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Ef
F(rgi) F(ryiy) rf
aG A(f) L
ﬂ 7 W rrif
F(i}) /F(F) \
Ef Ef Ef
Tfij\
a(dA)” (f) Tfif
Fy
de donde,

0

Corolario 4.25. Sea o : FF¥ = Fm, una transformacion natural donde
F: AP — A es un SFDI. Si o es un isomorfismo, entonces

Tryig S TFlp = gy
F(f, T’f,?“f’if) = ’l“fif = F(’l“f’if,if, f)

en A2,

Corolario 4.26. Sea o : FF¥ = Fmy un isomorfismo natural donde F :
AY — A es un SFDI. Si adAP =1 y o(dA)F =1, entonces

Trriy :F(f,’l"f,’f’fif) Y 'ér’fif :F(szfalfaf)

En otras palabras, si o : FF¥ = Fmy es una seudodlgebra normal de (—)¥,
entonces se tienen las igualdades anteriores.
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Corolario 4.27. Sea o : FF¥ = Fmy un isomorfismo natrual donde F :
AY — A es un SDFI. Si adAP =1 y o(dA)¥ =1, entonces

g\NZ = FA Y q®Z = F O, (4.17)

es decir, si o : FF'Y = Fmy es una seudodlgebra normal de (—)%, entonces
se tienen las iqualdades anteriores.

Proposicién 4.28. Sea o : FF® = Fmy un isomorfismo natrual donde
F:AE — A es un SDFI. Si adA¥ =1 y a(dA)¥ = 1, entonces

AZ=ZN y ®Z=20,

es decir, Z estd bien puntuado (Z,A\) y bien copuntuado (Z,®). En otras
palabras, si o : FFY = Fmy es una seudodlgebra normal de (—)¥, entonces
7 = FEG 4 estd bien puntuado y bien copuntuado.
Demostracion. Sea f € AF. Tenemos que A es
A
a—-=Ff (4.18)
ft lZf

Ahora, consideremos la composicién

1
Z
Tenemos entonces que AZ f es
Ff— 2% gy
Trfif
zZ fl zzf

Ff—"0 . Fzf

Zf

y ZAy es
Ff F(fAr,21) FZf
Zfl lZZf
Ff FZf.

F(fAr,2f)

60



Como 1, = F(f, A\, Zf), NAZ = ZA.

Similarmente, 7 = Z®.

O

Definicién 4.29. Sea I' : 1,5 = 14+ la transformacién natural dada por I'y

igual a
f
a——=a
Il
a?a.
Su naturalidad se sigue de que
a*f>a*h>b a—"s
1l b
&?G;T‘b GT'

para un morfismo (f, h, g) en A”. De hecho, e-n =T.

S

Proposicién 4.30. Si «: FFF = Fmy una seudodlgebra normal de (—)¥,
entonces (Z,N\,®Z) y (Z,®, A7), con Z = FFG 4, son tales que los siguientes

diagramas conmutan:

7 A gy

Z,
72727 %%% 77

v o

7 lAZ
ZW ZZ,

7M. 77

o e
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Demostracion. Es claro que
o-A=T.

Noétese que (4.19) es igual a (4.21). O]

Nota 4.31. Por el momento llamemos a (Z, A, ®Z) la monada karoubiana
(o lamoénada I') de Z y a (Z,®,AZ) la comonada karoubiana (o coménada
I') de Z.

Observacién 4.32. Sea o : FF¥ = Fmy seudodlgebra normal de (—);
entonces, se tiene que

qC =k, pZ-\I=D\-p, TZ=2T.

Definicién 4.33. Dada la ménada karoubiana de Z, definamos la categoria
Alg(Z, A\, ®Z) como la categoria cuyos objetos son los pares (g, k) donde
g€ AP y (Zg,k,g) es un morfismo en A¥ tales que los siguientes diagramas
conmutan:

g2 gy z79 2ER) g, (4.23)
r J/(Zg,lag) J/Q’Zg l(Zng,g)
g
g 29— gowa 9

y cuyas flechas (g,t,9") : (g,k) — (¢’, k") son los morfismos (g,t,g') en A
tales que el siguiente diagrama conmuta:

Zyg Hata) Zq (4.24)
(ngkug)l \L(Zglvklvg,)
!
(9:t.9") g-

Similarmente, definamos la categoria CoAlg(Z, ®, AZ) como la categoria
cuyos objetos son los pares (f,j) donde f € AP y (f, 4, Zf) es un morfismo
en A” tales que los siguientes diagramas conmutan:

(f3,21)

f f Zf (4.25)
T
! J/(f,JQZf) l(mm J/AZf
f=5%1 2 —ZGzr 24T
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y cuyas flechas (f,s, f') : (f,7) — (f’,4") son los morfismos (f,s, f') en AF
tales que el siguiente diagrama conmuta:

fo eI (4.26)
Z 7
F 2o 27

Observacién 4.34. Dado (g,k) € Alg(Z, A, ®Z), obtenemos las ecuaciones
siguientes:

krg =g (la “unidad” en (4.23)) (4.27)

gk = kryi, ((Zg,k,g) es morfismo en A*) (4.28)

kE(Zg,k,g) = ki, (la asociativiad en (4.23)) (4.29)

gk =i, ((4.27), (4.28) v giy = i,). (4.30)

Dado (f,j) € CoAlg(Z,®,AZ), obtenemos las ecuaciones siguientes:

irj=1f (la “unidad” en (4.25)) (4.31)
Jf=rsisg ((f, 4, Zf) es morfismo en AF) (4.32)

Trpipd = F(f, 5, Zf)] (la asociatividad en (4.25)) (4.33)
jf=ry ((4.31), (4.32) y ref =ry). (4.34)

Proposicién 4.35. Sea F : A¥ — A un SFDI. Sean

Lr={(fi)|feA’y
(f, 4, Zf) es un morfismo en A¥ tal que i;j = f}

Rr={(g.k) | g€ A" y
(Zg,k,g) es un morfismo en A” tal que kr, = g}

(notese que (f,ry) € Lr y (f,if) € Rp). Sean (f,s,9) y (9,p, f) morfismos
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en AF tales que el siguiente diagrama conmuta:

(F1)

/\

F e 9 o

jl lk lj

Zp_2Usa g Zesn) S

S R—
21

Si (g, k) € Lr entonces (f,j) € Lr. Similarmente, si (f,s,9) y (g,p, f) son
tales que
Z(1.1.1)
/\
4 (9.p.f)
| ;
(f.5:9) (9.p.f)
S
(f:£.6)
conmuta y (g, k) € Rr entonces (f,j) € Rr.

Zf
£
f

Demostracion. Como (f, j, Z f) es morfismo en A”| se tiene que ryizj = jf.
Veamos que iyj = f.

if] = igTsis]
=isjf
= 1yJps
=irF(g,p, ks
= pigks
= pgs
= pigrys
=pigF(f,s,g9)rs
=iF(g,p, [)F(f,5,9)r¢
=i F(f, [, fry
= Zf’f’flf’f’f
=ff
~f

De manera similar se demuestra la segunda afirmacion. O]
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Proposicién 4.36. Si a : FFY = Fmy es seudodlgebra normal de (—)F

entonces todo f € AP se factoriza como

Ff '
7 N
; a
con (f,rg) € CoAlg(Z,®,AZ) y (f,is) € Alg(Z,\, DZ).
Demostracion. Como « es seudodlgebra normal,
Prpip = E(fore, Zf) y e, = F(Zf g, )

de la primera igualdad, el diagrama de la derecha conmuta; la conmutatividad
del de la izquierda es evidente:

a

(f7r 7Zf)
f f—""Zf
r
/ l(f,rf,Zf) (f77‘f7Zf)l AZfl”fif
Z(frpZf)
De manera similar, se tiene que (f,ir) € Alg(Z,\, ®Z). O

Definicién 4.37. Dados los supuestos anteriores, tenemos funtores
U: CoAlg(Z,®,AZ) — A® vy T: A% = CoAlg(Z,®,A2),
donde U es el funtor olvidadizo y T es
AE T CoAlg(Z,®,AZ)
fr=——=C(frs)
(fvh,g)l l(f,hvg)

g—=(g,7g).

T esta bien definido, pues

(f,h.9)
f g
(fﬂnf’Zf)\L \L(97T97Zg)
2F g 29
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conmuta, ya que

Tg

%
<
-
hj-%@

rf F(f:h.9)

conmuta.
También tenemos transformaciones naturales

€ looay = TU y C:TU = 1cony,

con sy = (f, f, f) v ) = (f, f, f). Ahora, £5,;) esta bien definida, ya que

(£,5.6)
S S
(f,ijf)l l(f,rf,Zf)
If——7
/ Z(f.1.1) /
conmuta, porque
a a

| B

Tpip
Ef F(f,f,f) Ef

conmuta (ver (4.32) y (4.34)). Es claro que { es natural. También ()
esta bien definida, ya que

(L1 1)

f f
(fﬂ‘f’Zf)l l(f,ijf)
Zf Zf

Z(f.1.1)

conmuta, porque

a a

q |

Tpif
Ef F(f.f.f) Ef
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conmuta (por (4.34) y porque Zfr; = ry). Es claro que ¢ es natural. De

paso, notemos que UT = 1 5.
Similarmente, tenemos funtores

ViAlg(Z,N,®Z) = APy S AP 5 Alg(Z, A, 02),
donde V es el funtor olvidadizo y S es

AE 5 Alg(Z, N\, ®2)

(f,h7g)l l(fvh,g)
g——>= (gv ig)v

y transformaciones naturales
p:la, =SV y v: SV = 1ay,

con fi(gr) = (9:9,9) ¥ Uk = (9,9, 9)- Notemos que V.S =15

Proposicién 4.38. Sea o : FFE = Fmy seudodlgebra normal de (—)F.

E

Entonces, V = 1z, y WV = I'ZZ son entrelazamientos (leyes distributivas

mixtas) de (Z,\, ®Z) sobre (Z,P,\7).

Demostracion. Queremos mostrar que los diagramas

72727 *22 77
Z\Ifl l\lf
727 L g7y Y2 g7
\Ill lZ\If
77 — 7277

7 A g7

% l@

77

(4.35)

(4.36)

(4.37)



77227 (4.38)
77

conmutan. Es claro que para ¥ = 1, los diagramas conmutan.
Ahora, de la Observacién 4.32, I'Z = ZT'. Por otro lado, Ay oI'; es

asi que A -I' = A. Dualmente, I"- & = ®.
Y 'zpo0Afes
Ty

a/F}:Ff

T

a*>Ff*>Ff
f

asi que I'Z - A = A. Dualmente, & - T'Z = ®. Luego, (4.35), (4.36), (4.37) y
(4.38) conmutan para ¥ =I'ZZ. O]
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Capitulo 5

Algebras laxas de (—)%

Nota 5.1. Como ya dijimos en la Introduccion, este capitulo trata sobre
unas posibles dlgebras laxa y colaxa canénicas de (—)¥ y sobre la relacién
de estas algebras con ciertos isomorfismos naturales. Aparecieron al tratar
de encontrar condiciones suficientes para que una transformacion natural
a: FFE = Fm, fuera una seudodlgebra de (—)%.

Observacién 5.2. Cuando consideramos a (—)¥ como seudoménada, resulta

que (—)¥ es de hecho una 2-ménada, como ya vimos en el Ejemplo 2.2; es
decir, las condiciones de coherencia de la Definicién 2.1 se trivializan: los

diagramas
((—)F)F)F —m ((—)F)F
o .
(—)F)F = ()"
y
(C)F 2 (ypE
le lm Loe

conmutan, donde m = (=)°¢ y d = (—)'E.

Observacién 5.3. Como (—)F : Cat — Cat es una ménada 2, si « :
FF® — Fmy es una transformacién natural, entonces para que (A, F, )
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sea 4lgebra laxa normal de (—)¥, ha de satisfacer

(aByEyE S qmym ((amyEyE EL gE)E

P

(AE)E — AE = (AP)E FE AE < AE
mAl <a: ip M%X lF
E E
A A AP —— A
AE
m %
AE
y
AE
AEﬂ_(AE)E Ua A _ 1F.
m\ %
AE

(5.1)

(5.2)

Nétese que la celda 2 del cuadrado del lado derecho de (5.1) es una identidad,
porque, en este caso, m es una transformacion estricta, es decir, natural 2.

Lema 5.4. Sea F : A¥ — A con A € Cat un SFDI. Si f, g son idempotentes
de A que conmutan entre si, entonces los siguientes diagramas conmutan:

a Tgf F(gf) igf a
Ty lF(gf,rva(f,g,f)) Tf
Ef TF(f,9.f) FE(f.9,f) iR (£,9,f) Ef
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TE(f,9,f) TE(f,9.f)
Ff——"=FF(f,gf)————Ff (5.5)
Zf \LF(F(fvgvf)vlfvgf) Zf

a r FGf) —— a .

Demostracién. Como fy g conmutan entre si, se tiene el morfismo (f, g, f)
en A¥. Luego, de (4.9), se obtienen en A¥ los morfismos (g,7¢, F'(f, g, f)) v

(F(f,g,f),if,g)i

a a
Tfl \L’f‘f
Ff F(f,9.f) Ff
ifl lif
a a
de donde, por (4.8),
af

rf

<~—Q_=<—8
~
LS
~
~Q=<—8

Ff F(f.9.f)

Ff F(f.9.f)

\Lif i
f a g

lf f

aQ————>

gf
conmutan. Luego, de (4.9), obtenemos (5.4) y (5.5). O]

[y

i

Teorema 5.5. Sea I : A¥ — A con A € Cat un SFDI. Definase, para todo
(f.9.f) € (AP)",

Apg.p) = F(F(f,9,f),ip,9f) : FF(f,9,f) = F(gf).
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Entonces, a: FFE = Fmy : (AP)E — A es una transformacion natural que
satisface (5.1) y (5.2).

Demostracion. Sea (f, g, f) € (AP)E: es decir, f, g : a — a son idempotentes
de A que conmutan entre si. Tenemos entonces que

F(f,g.f): Ff— Ffe A",

asi que en efecto aqrg ) @ FFE(f g, f) — Fma(f,g,f). Veamos entonces
que « es natural. Sea (f, g, h, ¢, f/) un morfimo en (AF)E:

(fshof")
D g
(ﬁmf)l l(f’,g’,f’)
Fami!'
Si aplicamos F'¥ y my4 al diagrama anterior obtenemos:
y g

Ff F(fh,f") Ff

F(f,g,f)l lF(f',ng')
Ef Ef

F(f,h,f")

a
af l

a
Si aplicamos F' a los diagramas anteriores, obtenemos:

F(F(f7g7f)7F(f7h7f,)7F(f/7g,7f/))
F(f.q,f) F(f,q,f)

h

—_—

gf

S <~—9

H—

F(gf.h.g'f") '
Fgf) —"=""=F(g'f")
Llamémosle k a F(F(f,q, ), F(f,h, f"), F(f',q, f")). Asi que queremos ver

que
F(F(f,9,f)sif.9f)

FFE(f,9,f) F(gf) (5.6)
kl lF(gfvh,g’f’)
FE(f',9'f") & F(g'f")

F(f".9" 1 )sigr9" 1)
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conmuta.
Tenemos que

Ff if ol o Ff F(fh. ") Ff A
F(fvgvf)l Lgf lg’f’ = F(fvgvf)l F(f',g',f')l ig’f’

/ /

TR T e

por (4.9). De aqui, (5.6) conmuta. Luego, o es natural.
Ahora veamos que (A, F, «) satisface (5.1) y (5.2). Sea f € AF y consi-

deremos el siguiente diagrama:

Tenemos que (dA)?(f) = (14, f, 1a). Asf que

a(la,f,la) = F(F(lm .fa la)a Z.1aa f)
— F(f, 10, f) (FdA =1,)

=1p;.

/\
\/

AP N7 pmyE

Luego,

AP (dA)
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Finalmente veamos que

((AF)FyE S amyE((aryryE P arye

N T

(AF)E — AE _ (AE)ELAE < AP
mA\L <= lF \ @X lF
« ma e
E E
A 5 A A A

es decir, que
a(ma)® - Fa¥ = amye - a(FF)E.

Sea (f,g,h, 9, f) € (AF)P)E; es decir, f,g,h : a — a conmutan entre si. (En

general, si ¢ : FF = G : B — A es transformacién natural, es facil ver que
P FE = GF . BY - AP en f:a — a € BY estd dada como

¢"(f) = (Ff,pa,Gf)).
Si aplicamos (FE)® y (m)F a (f,g,h, g, f), o sea, a

(fhf)
=
fgfl l (f.9,f)
f(fh I,
obtenemos
(fgf)l l (£,9,f)
y
h
a—==a
gfl lgf
CLT‘CL .

Si aplicamos F'Z a los dos diagramas anteriores, obtenemos
F(E(f,9, 1), F(f, 0, [), F(f,9.f)) =
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y
F(gf, h,gf).

Asi que OéE(f,g,h,g, f) = (kva(f,g,f)vF(gfu hugf))

FF(f,g,f) —222 ~ F(gf)

kl aB(f.g,h,9,f) lF(gf,hvgf)

FF(f,9,[) F(gf).

*(f,9.5)
Mas explicitamente,

a®(f.g9.h,9,f) = (k, F(F(f.9, ) ig. 9f), F(gf. b, g ).
Asi que

FaE(f7g7h7g7f) :F(k7F(F(f7g7f)7Zf7gf)7F(gf7h7gf)>
cFk— FF(gf, h,gf).

Ahora, (mA)E(.f’g> h’>gaf) = (g.fa hagf) Yy
a(gf,h,gf) = F(F(gf> h>gf)>'é9f7 h'gf) : FF(g.fa hagf) - F(hgf)
Por otro lado,

(F2)E(fo 9.0, 9. f) = (F(f.9. ). F(f.h, f), F(f, 9, f))

F(f.9.0),F () F(og.0) = F (ks irgrg ), F(f by F)E(f, 9, 1))
= F(k,ir(r.g.p), F'(f hg, f))
: Fk— FF(f, hg, f).

Ahora‘7 mAE(fagv h’vg7f) = (f7 hg7f>7 asi que

(thg.p) = F(F(f, hg, f),if, hgf)
: FF(f, hg, f) — F(hgf).
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Entonces, lo que queremos mostrar es que

F(k,F(F(f,9.F)ir.9f),F(gf,h,
Jart (k,F(F(£,9,0)s15,9f),F(gf.h,9f)) FF(gf, h, gf) (5‘7)
= o
> =5
H g
S =
& =
2 ol
A bt
< )
g g
= =
F(h
FE(f,hg, ) F(E(fohgo )i g haf) (hgf)
conmuta. Afirmamos que
(k7F(F(f7g7f)77'f7gf)7F(gf7hvgf))
k F(gf h,gf)
5 s
= )
2 =
> bl
= S
g g
) =
F(f,hg, f) hgf
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conmuta. En efecto, tenemos que

F(F(f,9:f)si5:9f) ig

FF(f.g.f) P Flgf) —2 a

'fl lF(gfvh,gf) khgf
FF(f.9.1) F(F(f.9.f)sig.9f) Flgf) BT

I

FF(f,g,f)——"" Ff—"

’fl lF(ﬁhg,f) khgf
FF F

(.fa 9, .f) iF (o f) f i a

por el Lema 5.4. Luego, (5.7) conmuta. O]

Teorema 5.6. Sea F' : A¥ — A con A € Cat un SFDI. Definase, para todo
(f.9,f) € (AF)",

Birap) = F(gf,ry, F(f,9,f)): Flgf) = FF(f,g,f).

Entonces, B: Fmy = FFE : (AP)F — A es una transformacion natural que
satisface los duales de (5.1) y (5.2).

Nota 5.7. Denotaremos a la a y la 8 de los teoremas anteriores como ap y

Br.

Corolario 5.8. Sea F': A¥ — A un SFDI. Si F(1py, iy, f) = 1rs para todo

f € AE | entonces ar es un dlgebra laza normal de (—)E. Si F(f,rs,1pf) =

1py para todo f € AE, entonces Br es un dlgebra colaza normal de (—)F.

Lema 5.9. Sea F : A¥ — A funtor con A € Cat. Definase para todo
(f,9.f) € (AF)”

Y = Faf, f,9f): F(gf) = F(gf).

Entonces, v es una transformacion natural Fma = Fma.
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Demostracion. Sea (f, g, h, g, f') un morfismo en (AF)E, asf que el siguiente

diagrama conmuta:

(foh,f")
f————f
(fvgvf)l \L(flvglvfl)
!
/ (fhf") /
De aqui,
h
a—=a
gfl lg’f’
a T‘ a
conmuta. Luego,
f h h f
a———=a——=a a—=a—=a
gfl lgf lg’f’ = gfl lg’f’ lg’f’
a ?‘ a T‘ a a T‘ a ?‘ a
De aqui,
F(gf,f.af)
F(gf)———=F(gf)
F(gf,hy’f’)l lF(gﬁh,g’f’)
F ! £/ F ! £/
(g f ) F(glf/7f/7g/fl) (g f)

conmuta. Luego, v es transformacion natural Fmy = F'my.

O

Proposicién 5.10. Sea F : A¥ — A un SFDI. Entonces, para toda trans-
formacion natural ¢ : FFP = Fmyu tal que £(dA)P = 1p los siguientes

diagramas conmutan:

FFE_S. Fm, Fmy
k b | N
FmA FFE?FMA'

Demostracién. Sea € : FF¥ = Fm, una transformacién natural tal que

£(dA)P =1p y sea (f, g, f) € (AF)".
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Tenemos que

a——=0a——>0a aQ——=0a——>a
(N T
agafa afagfaa

es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Ji

1
(fvf’la) *
(f?gvf) \L(lavgfvla)

(f7f71a)

_—
ng 1

— -

a

Aplicamos £ al diagrama anterior y obtenemos

FF(f.g, f)—Y22 F(gf)

F(F(f,g,f),z‘f,ml lF(gf,f,m
F(gf) : F(gf) ;

£(dA)YE (gf

ap(f,g.f)=F(F(f.g9,f).iz.9f),  &dA(gf) = Lrp).

Similarmente, tenemos el diagrama conmutativo

€f
La (La,f.f) /
(1,gf,1a)l l(fvgvf)
1

(La.f.f) :
e e

a €f

si aplicamos £ a este diagrama, obtenemos
(dA)E (gf)
Flgf) ———F(gf)

F(gfvrva(fvgvf))\L \LF(g.ﬂfvgf)
F(gf)

Asi que tenemos lo deseado.
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Observacién 5.11. Notemos que si g = f y £ en la proposicién anterior es un
isomorfismo natural, obtenemos el segundo isomorfismo del Corolario 4.25.

Lema 5.12. Sea F : A¥ — A funtor con A € Cat. Definase para todo
(f.9. 1) € (AF)F

Nrop = F(af,g.9f) F(gf) = F(gf).

Entonces, v es una transformacion natural Fmy, = Fmy.
Demostracion. Es similar a la demostracion del lema anterior. ]

Proposicién 5.13. Sea F : A¥ — A un SFDI. Entonces, para toda transfor-
macion natural ¢ : FFE = Fmy tal que (dA® = 1p los siguientes diagramas
conmutan:

FFE—*~ Fm, Fmy
\ lV’ ﬁ%l \
Qp
FmA FFE?FmA’
donde
O/F(fugv f) = F(F(fvgaf>7Fafga 1F(gf)>
)

5}7(.fag> .f) = F(lF(gf)aFﬂfgaF(faga .f))

con ag Y By los diagramas

g
a—=a a a
fl J/gf gfl J{f
CLT‘CL QT'CL )

respectivamente.

Demostracion. Dado (f, g, f) € (AP)E se tiene

g g g 1
a—a—>a a—a—>a
fl fl lgf = fl gfl J/gf
GT‘CLTCL GT—CL?-CL )
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asi que
fgf
(f,g,f)l J/lgf
f<-9f

Afg

conmuta. Entonces, se aplica ( al diagrama anterior. O]

Observacién 5.14. Notemos que si ¢ = f y ( en la proposicion anterior es
un isomorfismo natural, obtenemos el primer isomorfismo del Corolario 4.25.
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Capitulo 6
Ejemplos

Nota 6.1. En este capitulo damos varios ejemplos de seudodlgebras normales
de la seudoménada (—)¥ con el fin de comprender mejor la estructura de
dichas seudoalgebras.

En la seccion 2, hacemos una generalizacion del hecho de que si una
categoria pequena C' tiene FE-colimites, entonces a C' se le puede dar una
estructura de seudoalgebra normal de (—)f. Es decir, E es una categoria
tamizada porque es una categoria filtrada (véase el Teorema 1 de la seccién
IX.2 de Mac Lane [1998]), y la generalizacién nos dice que si A es una cate-
goria tamizada, entonces si C' tiene A-colimites, a C' se la puede dotar de una
estructura de seudoalgebra normal de la ménada (—)#; asi que se escriben y
demuestran todos los resultados necesarios para llegar a tal generalizacion.

En la seccién 3, se considera el funtor 2 = E, que manda 0 < 1 a e, ya
que este funtor induce un funtor 2 que va de las seudodlgebras de (—)? a
las seudodlgebras de (—)¥. Asf que, como ya se conocen muchos ejemplos de
sistemas de factorizacion ortogonal, tal funtor 2 nos da muchos ejemplos de
seudodlgebras normales de (—)¥. Recordemos que en Korostenski y Tholen
[1993] se demuestra que los sistemas de factorizacién ortogonal y los sistemas
de factorizacion de Eilenberg-Moore son equivalentes y que en Rosebrugh y
Wood [2002] se demuestra que los sistemas de factorizacién de Eilenberg-
Moore y las seudodlgebras normales de (—)? son equivalentes.

En la seccion 4, damos un ejemplo en que la cadena de factorizaciones
sucesivas de idempotentes sucesivos obtenida al factorizar f luego ris luego
Trpiplrpip 1UEEO Trppipingiy b i i iy €EC. fuera infinita. Ademds, querfamos que
fuera una categoria lo mas simple posible, nuevamente, con el fin de entender
mejor el comportamiento de las seudodlgebras normales de (—)%.
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6.1. Algebras libres

Observacién 6.2. Las algebras libres de (=) son (A¥, my : (AF)F — AF)
para A € Cat, y son seudodlgebras estrictas, es decir, los diagramas

AF _dAP (AE)E ((AE)E)E ME(AE)E
~E R
AE
AE (AE)E o AE

conmutan. De aqui, « : mA(mA)E = muam e es una identidad; de donde,
(1) = 1 para todo (f, g, f) € (A¥)".

6.2. Categorias tamizadas y escision

Proposicién 6.3. Si la categoria pequena J es coproducto [, Ji, de las ca-
tegorias J, con k € K y K un conjunto pequeno, y F': J — C es un funtor,
entonces

ColimF' = H Colim F,,
k

si los colimites de la derecha existen, donde Fy, = FIy e Ij, - Ji, = [, Jx son
las inyecciones para todo k € K.

Dualmente, LimF = [], LimFy.
Demostracion. Notese que no sélo toda coleccion de funtores Jj, O de-

termina un funtor F': J — C' (y viceversa), sino que también toda coleccién
de transformaciones naturales

(y viceversa).
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También notemos que si t : ¢ — d es un morfismo en C' entonces

Ac Ac
I | T — | T
Jp —E=J a2 cC = J Jm// C
Ad Ad
para todo k € K.
Ahora, consideremos el cono colimite
F -2 AColimF
y también los conos colimites
Fr —"~ AColim Fy, .

Tenemos entonces que ply : F, = AColimF' es un cocono para todo k:

F
Iy T
BT e
AColimF

asi que, por la propiedad universal de puy, para todo k € K existe un unico
7k : ColimFj, — ColimF en C' tal que

F, " AColimF}, ColimF,
|
ol \‘Vﬁjk \ij

AColimF ColimF

conmuta. Veamos que los j; : ColimF}, — ColimF tienen la propiedad uni-
versal del coproducto. Sean entonces f; : ColimF,, — ¢ flechas en C. Para
todo k definamos ¢y, : F}, = Ac como la composicién

k |an

Ac.

Asi que tenemos el cocono 1 = [¢x] : F' = Ac. Luego, por la propiedad
universal de p, existe un tnico t : ColimF — c en C' tal que

F "~ AColimF ColimF
|

I At \Lt

%
Ac c
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conmuta. Por otro lado, se tienen las siguientes igualdades horizontales y
verticales:

F
Jk Iy, J @ C Jk I, J AColimF C

Ac
F,
F, m

Ji @ C - AColimF’ o
Ac W
Ac
Fy,
. {1
/m AColimF},
olim Fy, )
7, AColimF, c _ o .
\—/
W AColimF
Ac At
Ac

Por lo tanto, por la propiedad universal de los p,

Colim F}, N ColimF'

Ny

C

conmuta para todo k € K, y t es tinico. Luego, ColimF' = [, ColimFy.
Dualmente, LimF = ], LimF%, si los limites de la derecha existen. [

Proposiciéon 6.4. Sea C' una categoria. Si la categoria pequena J es conexa,
entonces

ColimAc =¢, LimAc=c

para todo ¢ € C, donde Ac: J — C es el funtor constante.
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Demostracién. Sean i — j <"~k flechas en J, y sea 7 : Ac = Ad transfor-
macion natural con ¢,d € C. De la conmutatividad de

Ac(i) —— Ad(i)
Ac(u)l lAd(u)
Ac(j) —= Ad(j)
Ac(v)l lAd(v)
Ac(k) ——~ Ad(k),

se tiene que 7; = 7; = 7. De aqui, puesto que J es conexa, 7; = 7; para todo
it € J para j fijo objeto de J. Sea h := 7; : ¢ = d. Asi que 7 = Ah. Luego, el
siguiente diagrama conmuta:

Ac—L> Ac

N2

Ad.

Por lo tanto, ColimAc = c.
Dualmente, LimAc = c. O]

Corolario 6.5. FEl colimite de un funtor constante J — C' con valor ¢ es el
coproducto de k copias de ¢, donde k es el numero de componentes conexas
de J.

Corolario 6.6. Una categoria pequena A es conexa si y solo si el funtor
constante A — Con de valor 1 tiene colimite 1.

Nota 6.7. En la definicién de categoria conexa se pide que esta sea no vacia.
Podriamos tomar como referente la discusién de por qué el espacio vacio no
ha de considerarse conexo, para no considerar la categoria vacia como conexa.

Considerar al espacio vacio como conexo es analago a considerar al 1 como
primo. La definicion que dice que un espacio es conexo si no se puede partir
en dos subconjuntos abiertos no vacios disjuntos, es analoga a la definicion
de que un numero natural p es primo si cualquiera de sus divisores es 1 o p,
definicién segun la cual el 1 es primo. Una mejor definicién de primo seria
la siguiente: se dice que un nimero natural p es primo si tiene exactamente
dos divisores, él mismo y 1; con esta definicién, se excluye al 1 como primo,
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pues el 1 tiene exactamente un divisor. Analogamente, podemos decir que
un espacio es conexo si tiene exactamente una componente conexa. Con esta
definicion el espacio vacio no es conexo, pues este tiene exactamente cero
componentes: una componente de un espacio X es una clase de equivalencia
de puntos de X bajo alguna relacion de equivalencia; ahora, sobre el conjunto
vacio, hay una sola relacién de equivalencia, la relacion vacia, la cual tiene
cero clases de equivalencia.

Si el espacio vacio fuera conexo, la descomposicién tinica en componentes
conexas fallarfa: X UY = (U X UY = ---. Esto es anélago a la falla en la
unicidad de la factorizacién por primos que se tendria si se considerara al 1
cOmo primo.

Por 1ltimo, desde un punto de vista categérico, un espacio X es conexo
si el funtor hom (X, —) preserva coproductos. Como hom((), —) es constante
en el punto, hom(f), —) no preserva coproductos.

Proposiciéon 6.8. Sea F' : P x J — X wun bifuntor con X completa y
cocompleta y P y J pequenas. Entonces, existe un mapeo canonico

s : Colim,Lim; F'(p, j) — Lim;Colim, F'(p, j), (6.1)
y se construye como en el siguiente diagrama:

Vg,k

F(q,k) Lim; F(q, 7) Colim,Lim; F'(p, j)
| |
Mq,kl \tq |'s
v v
Colim, F'(p, k) ~ 5 Lim;Colim,F(p,j) =  Lim;Colim,F(p,j)

Demostraciéon. Se tiene que F'(q, —) : J — X tiene limite; es decir, para cada
q € P existe Lim;F(q, j) con cono

F(gq, k) <" Lim; F(q, 5) -

Es claro que se tiene un funtor Lim;F(—,j) : P — X, por la propiedad
universal de los conos v,_ : Lim;F(q,j) — F(q,—); asi que, como X es
cocompleta, Lim; F'(—, j) tiene cono colimite

le]F(q7 j) & COllmlem]F(pv .]) .
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Dualmente, para cada k € J se tiene el cono colimite
F(q,k) Lok Colim, F'(p, k) ,

y por la propiedad universal de los coconos p_y : F'(—, k) = Colim, F(p, k),
un funtor Colim,F(p,—) : J — X. Entonces, como X es completa, este
funtor tiene cono limite

Colim, F'(p, k) LN Lim;Colim, F'(p, j) .

Se tiene que puq Vg : Lim;F(q, j) — Colim, F'(p, k) es un cono para todo
q e P:
Lim;F(q, j) fa~ V. Colim, F'(p, —) .
De aqui, existe un tnico morfismo ¢, : Lim;F(q,j) — Lim;Colim,F(p, j)
para todo g € P tal que

F(q, k) “r LimF(q, j)

|
qukl I tq
N

Colim, F'(p, k) 5 Lim;Colim, F'(p, j)

conmuta. Por otro lado, el siguiente diagrama conmuta para v : p — q en P:

F(p, k) 25— Lim; F(p, j)
\LF(v,k) Liij(Uvj)\L
mok | F(q, k) i Lim;F(q,j) |t

\Lﬂq,k tql

Colim, F'(p, k) 5 Lim;Colim, F'(p, 7).

Asf que ¢ : Lim;F'(—, j) = Lim;Colim, F(p, j) es un cocono; de donde, por
la propiedad universal de « : Lim;F(—,j) = Colim,Lim;F(p, j), existe un
tnico s : Colim,Lim; F'(p, j) — Lim;Colim, F'(p, j) que hace conmutar

Lim; F(q, j) —= Colim,Lim; F (p, j)

|
| s
tq v

Lim;Colim, F'(p, j)
para todo q € P. O
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Definicién 6.9. Una categoria pequena A se dice que es tamizada si pro-
ductos finitos en Con conmutan con colimites sobre A. Explicitamente, A es
tamizada si y sélo si dado un diagrama

D:AxJ— Con,

donde J es una categoria discreta finita, el mapeo candnico (6.1)

s : Colim, (H D(a, j)) — H(ColimaD(a, 7)) (6.2)

J J

es un isomorfismo.
Un diagrama tamizado es un diagrama con dominio tamizado. A los
colimites de diagramas tamizados se los llama colimites tamizados.

Observacién 6.10. El mapeo candnico s es un isomorfismo para toda cate-
gorfa discreta finita J si y s6lo si s es un isomorfismo cuando J = ) o cuando
J es un conjunto con dos elementos. Esto ultimo significa que para todo par
de diagramas F, F’ : A — Con, el colimite del diagrama

FxF:A—Con, a+ FaxFa

es candnicamente isomorfo a ColimF' x ColimF’. Considérese el bifuntor D :
A x {1,2} — Con definido como D(f,7) := F;f para toda f : a — ben A,
donde F} :=F y F, := F".

Observacién 6.11. Dado un funtor F': J — Con, el ColimF se construye
a partir de la relacién S sobre [ i E donde

S ={((x,j), (Fux,k)) EHanHFn |u:j—ken J};

es decir, (x,7)S(2', k) si y s6lo si existe u : j — k en J tal que Fu(x) = 2/;

diagraméticamente:

}g%j Fu }:%k
N A
Hn F"
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asi que la minima relacién de equivalencia R(S) que contiene a S nos da que,
dados (z,7), (¢, k) € T1,, Fa,

(@, ))R(S) (2", k)
si y sélo si existe un zigzag de flechas en J

uo . ul . u2 . us Ur—1

Jo J1 J2 J3 e Jr s

con jo =7y jr =k, y existen z; € Fj, parat =1,...,7 — 1 tales que

— —

i — R ’
x Fug L1 Fui x2 Fus x3 Fus Fup_1 %
£ I Fj, Fjy - £,

) Lig L3 .
ij ik
F, .

J1
1.

Observacién 6.12. Dada una categoria pequena J y un funtor F : J' — J,

se tiene que

donde C(j | F) es el conjunto de las componentes conexas de (j | F'). En
efecto, tenemos que (u, k) ~ (v, k") si y sélo si existe un zigzag de flechas

V0 V1 v2 v3 Vr—1

]{70 ]{51 ]{52 ]ﬁ?g kr

enJ' conkg=kyk. =k y(u,k;)€(jl F)parai=1,...,7r—1 tales que
el diagrama

J

!
u u
u3
/ \Luz

Fk Foo Fky o Fks ol Fks Ton FE

s
conmuta, donde ~= R(S) de la observacién anterior.

Observacién 6.13. Para FF : A — Ay D : A — C, existe un mapeo
candnico

h: ColimDF — ColimD (6.3)
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cuando ambos colimites existen. En efecto, sean p : DF = ColimDF :
A — Cy~vy:D = ColimD : A — C conos colimites. Notemos que dado
Ad: A — C, se tiene

AL g B0 - p Bl

Asi que vF' : DF = ColimD es un cocono. De aqui, existe una tnica flecha
h : ColimDF — ColimD tal que

DF —"~ ColimDF

I
I'h
kv

ColimD

conmuta.

Definicién 6.14. Un funtor F' : A’ — A se dice que es final si para todo
diagrama D : A — C tal que ColimDF existe en C, existe ColimD y el
morfismo candnico h : ColimDF — ColimD (6.3) es un isomorfismo.

Teorema 6.15. Las siguientes condiciones sobre un funtor F : A" — A son
equivalentes:

(i) F es final;
(i1) F satisface la condicion de finalidad con respecto a todos los funtores
representables D = A(a, —);
(iii) para todo objeto a de A la categoria coma (a | F) es coneza.

Demostracion. La implicacién (i) = (ii) es trivial.

La implicacién (i7) = (iii) es cierta. En efecto, (a | A) es conexa,
ya que tiene objeto inicial 1,, asi que ColimA(a,—) = 1 por la Observa-
cién 6.12; de aqui, como h : ColimA(a, F—) — ColimA(a, —) es iso, se tiene
ColimA(a, F'—) = 1, y por la Observacién 6.12, (a | F') es conexa.

Finalmente veamos que (7i7) = (7). Dado un cono colimite p : DF =
ColimDF'; construimos flechas 7, : Da — ColimDF' como la composicion

Da _Df DFa " ColimDF

para alguna flecha f:a — Fa' € A(a | F). Como A(a | F') es conexa y p es
cono, si escogemos otra f': a — Fa”, existe un zigzag de flechas

Ao o7 1 =g A2 =g = A3 =g " g
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en A', conay =d ya, =d",yexisten (f;,a;) € (al F)parai=1,...,7r—1
tales que el diagrama

Fa//

Fgr—1

conmuta; por lo tanto, el siguiente diagrama conmuta:

Da
D Df’
f D/ Dfs f
Dfi
DFa —— DFa DFa DFa3<~—+--——= DFa"
DFgo ! "DFg, 2 DFg, 3 DFgs DFg,_;
m

ay s
Kot Hag !t

ColimDF

de donde, la definicién de 7, no depende de la eleccion de f y a'. Afirmamos
que T es un cocono: sean h:a —b,u:a— Fb,u' :b— Fb'en Ay

a

u w u’oh

Fv o Fb, o Fby Foa Fbs

Fb//

Fus T Fus_1

un zigzag en (a | F') (el cual se tiene por la conexidad de (a | F)); el siguiente
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diagrama es conmutativo:

DFV
Duz D) Fp, Hr
K
DFvy
DFb, M ColimDF
Hbg
DFuvy
DFbs
DFuvs Lyt
DFvs_1
Db DFV'

ul

Ahora veamos que 7 : D = ColimDF es universal. Sea A : D = ¢ otro
cocono. De aqui, AF' : DF = ¢ es cocono. Luego, por la propidedad universal
de p, existe una unica t : ColimDF — c tal que

DFa - ColimDF

t
AFa' \L

C

conmuta para todo a’ € A’. De aqui,

Da DL DFd " ColimDF
e
Aa t
c

conmuta. Por lo tanto, t7 = . ]

Observacién 6.16. La finalidad del funtor diagonal 64 : A — A x A significa
que, para todo par de objetos a,b € A, la categoria coma ((a,b) | d4) de
copalmos desde a, b es conexa; es decir,
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(i) existe un copalmo ¢ ——=x<—1»>;
(ii) todo par de copalmos desde a, b esté conectado por un zigzag de copal-
mos.

Por lo tanto, el enunciado “A es no vacia y d4 es final” es equivalente al
enunciado “A es conexa y el funtor diagonal 4 es final”.

Teorema 6.17. Una categoria pequena A es tamizada si y solo si es no vacia
y el funtor diagonal 64 : A — A x A es final.

Demostracion. Demostraremos que A es tamizada si y sélo si A es conexa y
04 es final. Mas precisamente, demostraremos que

(i) A es conexa siy sélo si el mapeo candnico s (6.2) es iso cuando J es
vacia y
(ii) 04 es final siy sélo si s es iso cuando J es un conjunto de dos elementos.

Demostremos (i). Supéngase que J es vacia. De aqui, el codominio de s es 1.
Por otro lado, el dominio de s es 1 siy sélo A es conexa, ya que Hj D(a,j)=1
es el funtor Al : A — Con, y por el Corolario 6.6, se obtiene lo deseado.

Demostremos (ii). Supéngase que J = 2. Sean F,F’' : A — Con dos
diagramas. Considérese el funtor F'x F' : A x A — Con definido como
F x F'(a,d’) := Fa x F'a’. Tenemos que

Colimq,q)F % F'(a,a’) = Colim, (Colimy F % F'(a,d’))
= Colim, (Colimy (Fa x F'a")).

Y como para todo X € Con los funtores X x —,— x X : Con — Con
preservan colimites (pues tienen adjunto derecho),

Colim, (Colim,/(Fa x F'a’)) = Colim,(Fa x Colim, F'a’)
=~ Colim, Fa x Colim, F'a

= ColimF x ColimF".
Asi que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

ColimF x F' & ColimF' x ColimF’

I 1%

Colim((F % F") 0 d4) ColimF * F’
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Si 04 es final, entonces h es iso y, por lo tanto, s también.

Reciprocamente, supéngase que s es iso. Dados dos objetos a,a’ € A, el
funtor representable A x A((a,d’), —) no es otra cosa que el funtor F' % F’
con F'= A(a,—) y F' = A(d, —). Asi que si s es iso, el diagrama anterior
muestra que 04 satisface la condicién de finalidad con respecto a todos los
funtores representables; luego, por el Teorema 6.15, d4 es final. ]

Teorema 6.18. Sean C una categoria y A una categoria tamizada. Si C' tiene
A-colimites entonces el funtor Colim : C4 — C induce una seudodlgebra

normal de la ménada 2 (—)4.

Demostracion. En general, dada una categoria pequena B, la estructura de

comonoide (B, B ' 1, B 2. B x B) de B determina una ménada 2
sobre Cat; a saber, ((—)5, (=)', (—)°2). Notemos que, dada C' € Cat, m¢ :
(CBYE — CF estd dada como

mc(F) = ﬁO(SB,

donde F es la transpuesta de F : B — CB.
Ahora, consideremos el siguiente diagrama:

(CA)A Colim# CA

mc \L \L Colim
C

CA

Colim

Sea F € (C*)4; entonces, el trayecto izquierda-abajo en el diagrama nos da
Colim(F 0 d4) y el trayecto arriba-derecha nos da Colim(Colim o F'). Como
A es tamizada, d4 es final, asi que

~ h ~
Colim(F 0 dy) ~ ColimF'.

Por otro lado, Colim(Colim o F)) = Colim,Colimy F(a, d'), y siempre se tiene
el isomorfismo

N t N
Colim,Colim, F'(a, a’) = ColimF.
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Sea xp := h}lt #. Afirmamos que y : ColimColim” = Colimm, es transfor-
macién natural. En efecto, consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

Colim,Colimy H (a, a') (6.4)
aﬁch \LtH
~ S5, P
Héa ColimH |xu
pHoa thl
Colim(H6,),

donde

04 f§,4 = Colim(Hs,) : A — C,
vﬁ:f]éColimfI:AxA—)C,
ofl [ = Colim,Colimg H (a,d') : Ax A— C

son conos colimites. Como hI_{lt 1 es iso, aff 4 es cono colimite. Los siguientes
diagramas conmutan para ¢ : F' = G morfismo en (C4)%:

ColimaColima/Z/?\ (a,a)

af'sy Colim, Colim , $(a,a’)
Fs A ColimaColima/@ (a,a)
Poa l a%, ta
G§ A 1904 ColimG
(Cia he'
Colim(G6 4)
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Colim,Colim, F(a, a')

aFs, tp
i 104 ColimF'
@ml N hpt
G4 Colim(ﬁéA)
ey Colim(@0.,1)
Colim(@é 4)-

Luego, de la universalidad de af 4, las flechas verticales de ambos diagramas
son iguales.

Veamos que (C, Colim, ) es seudoalgebra normal de (—)#; es decir, que
se verifican las igualdades (5.1) y (5.2) de la Observacién 5.3 para nuestra
categoria tamizada A arbitraria. Por la Observacion 6.16 y la Proposicién 6.4,

C oA

& \L Colim

C

conmuta.
Veamos que

Col \)\hm
(dC)

c =1 Colim -

Alm

CA

Sea FF € C" y a € A. Tenemos que
dC o F(a) = dC(Fa) = AFa;

de aqui,
Colim,, dC' o F(a)(b) = Colim, AFa(b) = Fa;
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de donde,

Colim, Colimy, dC o F(a, b) = Colim,Colim, dC' o F(a)(b)
= Colim, Fla
= ColimF.

Por otro lado,
(dC o Fody)a=AFa(a) = Fa;

de aqui,
Colim, m¢(dC o F') = Colim, dC o Fo da(a)

= Colim,Fa
= ColimF.

Ahora, x(dC)*(F) = Xacor- De lo anterior y de considerar el diagrama (6.4)
para H = dC o I, se tiene x(dC)® = 1colim.
Finalmente veamos que

Cohm

(Colim#)
(CHAAC oy (CAyHAE gy
(mC)A\L ;:A \LCOIimA meoa \L lm&m’q
(CA AW—CA _ (CA A Collm <: CA
mC\L <X: \LColim \ W Colim
A
¢ Colim ¢ Cohm
es decir, que
X(mC’)A : COthA = XYMca - X(COhmA)A. (65)

Como el isomorfismo
Cat(A x B,C) = Cat(A, CP)
es natural, dados funtores G : C — Dy H : A — CP, se tiene que
GBoH =Goll. (6.6)

También, como C' tiene A-colimites, dC' = A = A¢ : C — C4 tiene a Colim
como adjunto izquierdo: Colim 4 A; asi que Colim preserva colimites.
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Sea F € ((CYHMA. Como C4 también tiene A-colimites, tenemos un
diagrama de colimites como el (6.4) para H = F' pero uno donde los colimites
estan en C* en lugar de C. Como Colim preserva colimites, si aplicamos
Colim a ese diagrama, obtenemos nuevamente un diagrama de conos colimites
con base el funtor Colimo F'od4 y donde la flecha vertical es Colim(y o F') =
Colim((x*)r); llamemos a tal diagrama (). Por (6.6),

—

Colim® o F = Colim o 1/7’\,

y de aqui,

—

Colim® o F 0§, = Colim o Fo 04.
Por otro lado, tenemos un diagrama de colimites (#) como el (6.4) pa-

ra H = Colim” o F, con base el funtor Colim” o F' o §4 y flecha vertical
XcatimAor = X(Colim™)4(F). Asi que como (&) y (#) tienen el mismo funtor
base y los coconos son conos colimites,

Colim((x*)r) = Colim(x © F) = Xcoimaor = x(Colim™)*(F).  (6.7)

Finalmente, es facil ver que

—

ﬂgo\FocSA:Z?O(SAocSA.

Asi que
X(me) (F) = XmeoF = X5, = XMca(F), (6.8)
PUES XmcoF ¥ Xfog, SON la flecha vertical de un diagrama como el (6.4) para
H:mcoFyH:ﬁoéA, resp., y base n;o\FoéA:ﬁoéAoéA.
Luego, de (6.7) y (6.8), se tiene (6.5). O]

Observacién 6.19. Sea C' una categoria. Dado un idempotente f : a — a
en C (o el funtor " f7: E — C), un cocono g : " f7 = ¢ es lo mismo que una
flecha g : a — c tal que gf = g.

Que C' tenga E-colimites significa que para todo idempotente f : a — a
en C existe py : a — Colim" f ' tal que psf = puy y para todo g : @ — ¢ con
gf = g, existe un 1nico ¢ tal que g = tuy.

Proposicion 6.20. Si C' es una categoria en la que los idempotentes se
escinden, entonces C' tiene E-colimites.
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Demostracion. Sea C' una categoria en la que los idempotentes se escinden;
es decir, para todo idempotente f : a — a en C existen morfismos ry, 5 tales
quef:ifrfyrfile.

Sea f : a — a un idempotente. El candidato obvio para el cono colimite
es ry; afirmamos que lo es. En efecto, sea g : @ — ¢ tal que gf = g. Tenemos
que g = try para t := giy, y si t' es una flecha tal que g = t'r; entonces
t/ = gif. O

Corolario 6.21. 57 C' es una categoria en la que se escinden los idempo-
tentes, entonces a C' se le puede dar una estructura de seudodlgebra normal
para (—)F.

6.3. El funtor 2 de las seudoalgebras de (—)2
a las seudodlgebras de (—)*

Proposicién 6.22. El funtor 2—>E , el nombre del morfismo e en E,
induce un morfismo de ménadas 2, a saber, (—)¢ : (=)F = (=)2, y es-
te, a su vez, induce un funtor 2 SAlg(e) : SAlg(2) — SAlg(E) (para sim-
plificar la notacién, en lugar de escribir (—)F-Alg, en este capitulo escri-
biremos SAlg(E)). Serd claro que también induce un funtor 2 SAlgN(e) :
SAlgN(2) — SAlgN(E), de las seudodlgebras normales de (—)? a las seu-
dodlgebras normales de (—)F.

Demostracion. Tenemos que € : 2 — E es morfismo de comonoides: los
diagramas

2 2.1 2 ¢ E (6.9)
NI
E 2x2 ExE

2x2-"2 Fx2 (6.10)
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conmuta. Denotemos como ((—)F, d,m) a la ménada 2 ((—)E, (—)'z, (—)%®)
y como ((—)2,d’,m') a la ménada 2 ((—)2, (—)'2, (—)%). Entonces, de (6.9)
y (6.10), los siguientes diagramas conmutan:

ow —= ()F ()P ()2

(-)°

Luego, (—)¢ es morfismo de ménadas 2.

Ahora, sean (H,0) : (A, F,v,a) — (A, F' ¢/ a) una celda 1y ¢ :
(H,0) = (H',¢) una celda 2 en SAlg(2). Consideremos los siguientes dia-
gramas:

AE (AE)E@?(A%ELE_AE
e TR
A_dA A2 ma (A2)2L2>A2
2 lF m;,l <= lF
1a a
A AF > A2 A
A€ F

AE HE A'E

x| |

A2 H? A2

S

A

H
Definamos SAlg(e) : SAlg(2) — SAlg(FE) como sigue:

SAlg(&)

SAlg(2) SAlg(FE)
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(Aa Fa ¢7 Oé) — (A> FAE> wa a(A2)é(Aé)E)
(H',0") <€: (H,0) (H',0' A%) <§: (H,0A%)

(A" F, ¢ o) ———— (A, FA®, ', o/ (A%)5(A*)").
Veamos que en efecto (A, FA® 1, a(A%)¢(A%)F) € SAlg(F); es decir, que

(FA/ \ dV Wﬁe L FA°
\ / e

(vedse (3.2)) y que se cumple (5.1) para (A, FFA%, 1,1), donde

4B (44 (dA)E

(6.11)

U= a(A?)7(A9)".
Se tiene (6.11); en efecto,

U(dA)" = a(A%)7(A7)"(dA)"

= a(A%)*(d' A)F (=) es morfismo de ménadas 2)
= a(d A)?A° (naturalidad de (—)°)
e (A, F,,a) € SAlg(2))
= FA%F (naturalidad 2 de (—)°).
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Se tiene (5.1); en efecto,

Im e - O((FA%)E)E

— (A2 (A7) s -
=A%) m 2 ((AF)F - ... (naturalidad de m)
=am/;z2 ((A2)2)%((A2)HE(AHE)E . . ((=)° es morfismo de ména-
das 2)
= .- aA?)(AE(FASEYE
a(A%) (AP ((FF)P((A9)F)"

~a(ABE(FAE((ARO)E((A5E)YF (naturalidad de (—)°)
=. .- a(F?)2((A%)?)°((A2)O)E((AHE)YF (naturalidad de (—)°)
=(am/j - a(F?)?)((A%)?)5((A%)9)F((A9)F)"

(a(mly)? - Fa?)((A%)?)°((A*)9)"((A9)F)F (A, F,v,a) € SAlg(2))

=a(m/y)2((A%)?)°((A%)9)"((A9)F)F ...
=a (A2 (/) E (A2 E(AHE)E . ... (naturalidad de (—)°)
=a (A2 (A E(my)F - ... ((—)¢ es morfismo de ména-

das 2)
=9(ma)" - Fa®((A%)?)°((A*)9)"((A9)")"
=9(my)¥ - FA*QP ((A%)S)F((A%)F)E (naturalidad 2 de (—)€)
:ﬁ(mA)E . FAéﬁE.

Ahora veamos que (H, 0pA®) es morfismo en SAlg(E). Sea » := pA®. Se
cumple (3.4) para (H, »); es decir, que

Y- 2dA=1'H.
En efecto, tenemos entonces
V- dA =) - pA°dA
=1 od A ((=)¢ es morfismo de ménadas 2)
='H ((H, o) es celda 1 en SAlg(2)).

Se cumple (3.5) para (H, »); es decir, que
HV - 5(FA®E - (F'A®) 5" = 3emy -0 (HP)E.
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En efecto,

HY - 5(FAS)E - (FA®) 5"

— Ha(A?)F(A%)F - A (FA%)P - I A (A7)

—Ha(A2)F(A%)E . g ATFE(A%)E . [/ A% P (A%)F

—(Ha(A?)®- pA°F" - F'A0")(A%)"

=(Ha(A?)° - oF%(A?)° - F'p?(A%)%)(A%)F (naturalidad 2 de (—)°)

=(Ha - oF? - F'g*)(A?)°(A%)"

=(omly - o (H?)*)(A?)*(A%)" ((H, 0) celda 1 en SAlg(2))

=om/y(A?)7(A°)F - o/ (H?)*(A%)7(A%)"

=0A%my - o/ (H?)?(A?)?(A%)F ((—)¢ es morfismo de mo-
nadas 2)

=semy - o (A)E(H?)E (AP (naturalidad de (—)°)

=sxmy - o/ (A (H?A%)F

—sxemy - of (A?)E(APHE)E (naturalidad de (—)°)

—3emy - a/(A/z)é(A/é)E(HE)E

=sxemy - (HF)F

Ahora, dada una celda 2 £ : (H,0) = (H',¢') en SAlg(2), se tiene que

HE
AE HE A'E AE /@A/E
~_ 7
Ael \LA/e AE\L H'E \LAIE
A2 H? A2 = A2 H'’? A2
Fl HK/Q lF’ Fl Ay lF’
N
AT e A p/p—
~_ 7 H
Hl

porque (—)¢ es natural 2 y £ es una celda 2 en SAlg(2) (véase (3.6)).
Ahora que ya sabemos que SAlg(€) esta bien definido, veamos finalmente
que es en efecto un funtor 2. Ya se tiene (i) de la Definicién 1.5. Claramente,

SAlg(é)(l(H@)) = 1(H7QAE)
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SAlg(e)(¢ - &) = SAlg(e)(C) - SAlg(e)(€)

dadas dos celdas 2
(H,0)

/AN

A /Q/) Al )

N

(H// Q”)

asi que se tiene (ii) de la Definicién 1.5. Como (—)? es funtor 2,

Liarpa) = (1a, 1p).

De aqui,

SAlg(e)(1(a,rpm) = (14, 1rA°)
= (]-Aa ]-FAé)
= 1(A7FAé’w’a(A2)é(Aé)E);

asi que tenemos (iii) de la misma definicién, y el isomorfismo es una identidad.
Sean

(A, Py, @) 0 (4 ) T B, o)
celdas 1 en SAlg(2). Entonces,

SAlg(e)((H', ¢)(H, 0)) = SAlg(e)(H'H, H'o - ¢ H?)
= (H'H,(H'o- ¢'H?)A°)
— (H/H,H/QAE'Q/H2A5)
_ (H/H, H/QAE . Q/A/éHE)
_ (Hl, Q/Alé)(H’ QAE)
= SAlg(e)(H', o) SAlg(e)(H, o);

asi que se tiene (iv) de la misma definicién, y el isomorfismo es una identidad.
Luego, SAlg(e) es un funtor 2. O

Definicién 6.23. Un sistema de factorizacion ortogonal sobre una categoria
A es un par de clases de morfismos (£, M) de A tal que
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(1)

(i)

(i)

todo morfismo f en A se factoriza como
[ ]
V Yf
0y
“ /
con ey € £y my € M,

£ y M son cerradas bajo composicién con isomorfismos, £ por la iz-
quierda y M por la derecha;

se cumple la propiedad del llenado diagonal para todo diagrama con-
mutativo
a——=c (6.12)

con e € £y m € M, es decir, para todo diagrama conmutativo (6.12)

cone € EymeE M, existe un tnico t : b — ¢ en A tal que

u
—_—

a C
p—;

conmuta.

Definicién 6.24. Un sistema de factorizacién de Eilenberg-Moore sobre una
categorfa A es un funtor F': A2 — A tal que Fd’A = 1,, donde

dA: A——> A2

a——1,

fl l(ﬁf)

b}ﬁ-lb

(es decir, d’'A es la evaluaciéon en A de d' : 1lcar = (—)?, la unidad de la
moénada 2 ((—)2,d’,m’)), y tal que para todo morfismo f en A

1

e

a a
ef:=F IJ/ J/f € Ep :={h| my es iso}
a b

R

f
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a b
my = F fl ll € Mg :={h|e,esiso}.
b—=0b
Notemos que, como
a—t>b a—sa-Top
I b= )
a—> b a—r> b—>0

y Fd'A =14, entonces f = myey.

Teorema 6.25. Dada una categoria A, el par (Ep, Mp) de un sistema de
factorizacion de Filenberg-Moore F' sobre A es un sistema de factorizacion
ortogonal y un sistema de factorizacion ortogonal (€, M) sobre A induce un
sistema de factorizacion de FEilenberg-Moore F', a través de la propiedad del
llenado diagonal:

€g
a—=c—>Fg
/7
e - m
N T l”

Teorema 6.26. Para un funtor F: A2 — A con Fd'A = 14, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) F' admite necesariamente una (unica) estructura de seudodlgebra nor-
mal o : FF? = Fm!y;
(ii) hay un isomorfismo v : FF? = Fm/y;
(ii) todas las me, Y e, son isomorfismos.

Corolario 6.27. Todo sistema de factorizacion de Filenberg-Moore F' sobre
una categoria A es equivalente a una seudodlgebra normal (A, F,«) de (—)?
y toda seudodlgebra normal (A, F',a') de (—)? es equivalente a un sistema
de factorizacion de FEilenberg-Moore (a saber, F') sobre A.
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Nota 6.28. Sea ' : A2 — A funtor con Fd'A = 14y s := (f,u,v,9) €
(A?)2, diagramdticamente,

a c

e

—_—

Para el siguiente teorema se utilizaran las flechas
F(eva(uv 1d>) y F(F(lavv>7mg))7
las cuales se calculan a partir del diagrama conmutativo

(La,f) , (1ayv)

1, f vf
CL(L’Uf)\L \L(uvv) \L(vald)
M T : 6.13
of G 9 g M (6:13)

se aplica F' al diagrama anterior para obtener

a—"t Ff F(lam)va
evfl \LF(u,v) \Lmvf
FUfF(u,ld) Fg mg d
y de aqui se obtiene
a el Flla) Fuof
ee'uf \L \LeF(U v) \Lemuf
F(es,F(u,l a,V),m
Feyy DP9 pp, ) FEGeDm)
Mey ¢ \L \LmF(u v) \mevf
Fuf Flai) Fqg e d .

Teorema 6.29. Si « : FF? = Fm/, es seudodlgebra normal de (—)?, en-
tonces, dado (f,u,v,qg) € (A?)% como en

a——>C
o
b—d
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se tiene que
Fleg, F(u,1a)) y  F(F(ls,v),my))

son isomorfismos y

Ut aug) = Me,y © (Fleg, Fu, 1a))) " (6.14)
=e;l o F(F(14v),my). (6.15)

mf

Observacién 6.30. La categoria E? la podemos representar como

/e

e1 C . e e oo Be (6.16)

=

Qe

donde A., ., (., 0. estan dadas como

1 1 e e
o—0 o—>0 o—0 o —0
1\L Ae \Le el Qe \Le el Be \Le el Qe \Ll
.?0 0?., 0?0 0?0

Queda claro cémo estan dadas las demas flechas. En el diagrama no aparecen
las identidades.
Ahora, sea A una categorfa arbitraria y sea a : FF? = Fm/, una seu-
dodlgebra normal de (—)2. Para s = (f, f, f, f) de la Nota 6.28, el diagra-
a (6.13) es

1ai>fi>f
g e
f?f'f?la ’
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y obtenemos

Fay

a il Ff Ff
eef €F(f,f) Emf
F(e¢,F F(Farm
Fey 0 pr(p, p) 0 py
Me l lmmf,f) lmmf
Ff 5, Ff 7 a ;

de aqui,
afpgp) = Me, o Flep, FAp) ™"

Ejemplo 6.31. Sobre Con, consideremos el sistema de factorizacion orto-
gonal (Epi, Mono).

Dada una funcién f en Con, e en (Epi, Mono) es la correstricciéon de
f asu imagen y my es simplemente la inclusién. Asi que dado s como en la
Nota 6.28,

X —* W

I
F(u,v)

Imf——=Img

vIImf
mf£ &’"bg

Y Z

es decir, el sistema de factorizacién de Eilenberg-Moore correspondiente a
(Epi, Mono) queda definido como

F :Con? ——~ Con

f——1Imf

(u,v)l \ijmf

g——1Img

De aqui, dado f : X — X idempotente en Con, es claro que m., = 1.
Ahora‘7 €CoImo ﬁf = (f7 f7 1X7 f)v

FB¢ = 1x|ims = Lims:
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de donde, F(es, F'Bf) = 1pms. Luego, para f idempotente en Con

apnn = 1
Notemos que en (Epi, Mono) los idempotentes se escinden.

Ejemplo 6.32. Consideremos la categoria AnC de los anillos conmutativos
con unidad.

Diremos que un morfismo f : A — B en AnC invierte a un elemento
a € A si fa es invertible en B, y que f es conservativo si todo elemento
a € A que es invertido por f es invertible en A.

Sea A € AnC. Para todo subconjunto S C A con 0 ¢ S, existe un
anillo conmutativo con unidad S™'A junto con un homomorfismo de anillos
[: A — S7'A que invierte universalmente todo elemento de S; es decir, para
todo homomorfismo de anillos f : A — B que invierte todo elemento de S,
existe un unico homomorfismo de anillos f’: S~'A — B tal que

A—L 514

|
‘/
\Vf

B

conmuta. Simplemente considérese la localizacién de A con respecto al mo-
noide generado por S con la multiplicacién en A.
Todo morfismo f: A — B en AnC admite una factorizaciéon candnica

-1
S7iA
N\
A - B,

donde Sy :={a € A| fa € B*}, ey es la localizacién de A con respecto a Sy
y my es el tinico morfismo de anillos que hace conmutar el diagrama anterior;
explicitamente, dado a/s € S;lA,

my () = falrs) ™.

Se tiene que (Localizacién, Conservativo) es un sistema de factorizacion
ortogonal sobre AnC.
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Calculemos el sistema de factorizacion de FEilenberg-Moore correspon-
diente a (Localizacion, Conservativo). Dado el cuadrado conmutativo de

morfismos en AnC
A—L=(C

L

B?D7

definamos S~Y(f,u, v, g) : S]TIA — S;1C como

S f,u,v, g) <a> e

S us

Entonces, el diagrama

A “ C
efl €g
_ S (u,v) _
SA s;ic
mfl mg
B D

conmuta:

ua
ul

|

fa——=vfa = gua .

b

<~——frle<—Q

Sea f: A — A idempotente en AnC y consideremos el morfismo e;my :
Sj?lA — Sj?lA, el cual esta dado por

i (2) -4

De aqui, es claro que eymy es idempotente (y no es la identidad).
Consideremos a m., : Se‘flA — Sj?lA. Sea a € S,; entonces, existen

be Ay s e Sy tales que



de aqui, existe t € Sy tal que t(ab—s) = 0; es decir, t(ab) € Sy. Como t € Sy,
ab también; de donde, fafb € A*. Luego, como A es conmutativo, fa € A*;
ast que a € Sy. Reciprocamente, si a € Sy, a € S,. Por lo tanto, m,, = 1.

Como en la definicién de S™*(f, u, v, g) sélo tiene relevancia el morfismo u,
no es necesario que calculemos S~ 3; para calcular S~!(ey, S7' ;). Tenemos
que S™(es, ST18;) estd dado como

S~ es, STBr) - S7MA = Spl 1 (STUA)

F(£.0)
@, ot
s s/l

y es facil ver que Sp(s,p) = (Sj?lA)*. Se tiene que oy r.p) 7# 1.

6.4. Un ejemplo minimo no estricto

Ejemplo 6.33. Consideremos en Con el siguiente diagrama:

constﬁ o o
(0,1} (2,3) (4,5} 3 o (6.17)

donde las flechas de arriba son isomorfismos y las flechas de abajo sus in-
versas (podemos pensar, por ejemplo, en que las flechas de arriba mandan el
elemento de la derecha al elemento de la derecha y el de la izquierda al de la
izquierda, resp., en el conjunto subsiguiente en la sucesién). Tal situacién la
podemos representar, en general, por el diagrama

€o

Q f1 f2 f3 fa

0 PR 1 T\ 9 PR 3 T~
Y T e T —
fr fa fs Iy

donde ey es idempotente y fieqg # fi. Consideremos la subcategoria A de
Con generada por el diagrama (6.17). Definase

e = fific1- fafreof i ot ST
para i =1,2,3,...; es decir, tenemos
-1

€i+1 = fi+1eif‘+1
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para todo 7 = 0,1, 2, ..., obteniéndose el diagrama
eo el e2 e3
Q f1 Q f2 Q f3 Q fa
0/\1/\2/—\3/—\.” (6.18)
A U i U ) ’

i £t £t £t
Por supuesto, hay otros morfismos en A; sin embargo, por el momento sélo
consideremos los morfismos idempotentes e;. Afirmamos que son todos los
idempotentes en A y que e; # 1 para todo i =20,1,2,...

Demostremos la segunda afirmacion. Para ¢ = 0, tenemos que fieq # fi,
asi que e; # 1. Por hipétesis de induccién, supongamos que f;i1e; # fii1
para todo 0 < ¢ < n. De aqui, e¢; # 1 para todo i = 1,...,n + 1. Tenemos
que fnio€ns1 # fnio; €n caso contrario, tendriamos que e, ; = 1. Luego,
también tenemos que e, o # 1.

Demostremos la primera afirmacion. Dado un objeto ¢ de A, se puede
partir a la izquierda (salvo para i = 0) o a la derecha. Si se parte a la
izquierda (asi que en este caso i # 0), podemos comenzar con f; ' o con
files, y volver con fifi =10 fifilei=e;0 fiei1fi =€ 0

fieiifler = eiei = e,

etc. En general, si continuamos el recorrido a la izquierda y volvemos, obte-
nemos

~1 —1 ~1
U fivizi fica -+ fz’—jvi—j—l i 'fi_1Uz'—1fi Vi,
donde vy, € {ey, 1} para k =i,i—1,...,i— j — 1. De aqui, como
-1 _
fi—jvi—j—lfi—j = Vi—j,

obtenemos

Vi fivic1 fim1 - fimjivieUis Ui fih - f v f o

j
y asi sucesivamente, hasta que finalmente obtenemos v;, que es 1; o e;. De
manera similar, si partimos a la derecha desde ¢ y volvemos a i, obtenemos
17; O €;.
La categoria A es

€0 g1 €1 g2 €2 93 €3 94



donde
Giy1 = fime i —i+1 y ghy=efl i+l —i
parai=0,1,2,... Notemos que los morfismos
-1 !

efi=g y [ e=y;
parai = 1,2,... Ahora, definamos F : A¥ — A. Basicamente, A lo podemos
representar como

€0e €ley €2eqy €3eg

gé A///"fi“\\\i:\ ////”EE“\\\i:\ ////”EE‘\\\ig\ ///”ig“\s;

€2 8
o5 o3 ot
Tley 2 Teo €e3 e3; \'es
O BN QL aNQ e
9 3 .

(en el diagrama faltan los morfismos

fi+1€i127:—>7;+1 y 621.]2:_117,"‘1—)1

para i =0,1,2,..., a los cuales también los podemos llamar g; y ¢., respec-
tivamente). Definamos

F(Eei) = Gi+1, F(nez) = g;—i—lﬁ F(fz) = fi> F(lz) = 11

y
Fpit1) i= fira, F(pih) = fih,

donde @1 := (€, fiy1,€i11) Yy <Pi_+11 = (€is1, fijrlp e;). El mapeo F' lo podemos
extender sobre las deméds flechas de manera que sea funtor. En efecto, la
categorfa AP es generada por las flechas e.,, n.,, ii1, ©;. +11, fir1, 1; para i =
0,1,2,... Tenemos que

Fley) =ei, Flgiv1) = g, F(fY) = fidhs Fei, ) = ein

y F(e;) =i+ 1 parai=0,1,2,... Claramente, FFdA = 14.
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Ahora definamos o : FFE = Fm, seudoalgebra normal de (—). Como
los tnicos idempotentes de A son los e; para i = 0,1,2, ..., los tnicos pares
de idempotentes de A que conmutan entre si son

(eiv €, ei>7 (€i7 1i7 ei)7 (117 €, 12)7 (117 1i7 12) c (AE)E (62())
para i = 0,1,2,...; asi que sélo necesitamos definir a « sobre estos pares.
Definimos

O‘(ei,li,ei) = ]-’i-i-l = a(li,ei,li)a a(li,li,li) = 1Z
y
Qeieier) = franii+2—i+1
parai =0,1,2,... La coleccién de flechas o conforman un isomorfismo natu-

ral FFE = Fmy. En efecto, consideremos todas las flechas en (A)¥ entre
los pares de idempotentes (6.20). Tenemos entonces

(e4,14,€5) (es,€4,e)
C—=¢6¢; C—=¢6;
(eh@iyei)l l(euei,ei) (eh@iyei)l l(euei,ei)
e, — = €; e, — €5
Y (e lised) ! b (eneinei) !

(es,€4,ei) (es,€4,ei)

e ——————=¢; e ——————=¢;
(Ei,emei)l l(emli,ei) (ez‘,lmei)l l(emei,ei)
L (enene) ¢ L (enene) ¢
(es,€4,15) (Ls,e4,€4)

e, ————————> 12 12 —¢€;
(Emeuei)l \L(liyeiyli) (1i7€i71i)l l(emeuei)
b (eneisli) ! b (Leised) !

(€ireisls) (15,e4,€4)

6 —————=1; li—————e¢
(Emeuei)l l(li,lmli) (1i71i71i)l l(emeuei)
e —1; l, ———¢;

b (eneisls) ! b (Leie) !

(es,14,€5) (es,€4,ei)
Ci——=¢6 Ci——¢6
(ez‘,lmei)l l(emli,ei) (ez‘,lmei)l l(emli,ei)
L (eilie) t L (enene) ¢
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(6'76'71') (1'76'76')

67/ 1 1 1 12 12 1 1 1 67/
(ei,lmei)l \L(liyeiyli) (1iyei71i)l l(emli,ei)
61, |
b (enesli) ! Y (Lieses) !

(6'76'71') (1'76'76')
ei 1 1 1 1Z 1Z k3 1 1 ei
(ei,lmei)l \L(liyliyli) (L‘Juh)l \L(eiyli,ei)
e ———> 1, l,—————¢;

L (eneils) ¢ L (Liene) ¢

(15,15,15)
li———1 i

1, (15,e4,15)
(1i7€i71i)l \L(liyeiyli) (1iyei71i)l l(lmei,li)

]_i (14,14,15) 17’ 17’ (14,€4,15) 12
1, (14,e4,14) 1, 1, (Ls,e4,15)

1;
(hﬁmh)l \L(liyliyli) (L‘Juh)l \L(liyei,li)
1;

(15,e4,15) ! Y (Lesly) "
(1-,1-,1-) (1-,e-,1-)
1Z 1 1 1 12 12 1 1 1 1Z

(1i71i71i)l l(li,lmli) (1i71i71i)l l(lmli,li)

. 1. ) .
b (14,10,15) ! (e L) !
(ei,fit1,€it1) (€4,9i+1,€i41)
€ —>€i+1 € —= €411
(emei,ei)l l(ei+1,€i+1,€i+1) (eiveiyei)l l(€i+1,€i+1,€i+1)
€ ——————>= €11 € —————>= €41
Ui firneirn) T Y (engitneirn) T
(eir 1,714 e) (€i+1,9; 4 1.€1)
Cit1 — € Cit1 — €
(6i+1,6i+1,6i+1)l l(ei,eme@') (6i+176i+1,6i+1)l l(ei,emei)
Cit1 — 7 € Cit1 —— €

(ei+1,fi1117ei) (ei+1vg§+1vei)
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(€i,gi+1,€i+1) (€i41:9}41:€i)
€ip1————=¢€

€ ——>€i4+1 i
(eiveiyei)l l(€i+1,1i+176i+1) (ei+171i+17€i+1)l \L(eiyeiy@i)
€ ———— €41 Cip] —————> €,
Clengireirt) T H— (eit1,00p10e)
(ei,gi+1,1i+1) (1i+1vg£+1vei)
€ Liya Lijg————¢
(ez‘,emei)l l(1i+176i+171i+1) (1i+176i+171i+1)l l(emei,ei)
e;—> 1,41 liyg ————¢;

Y engitnlipn) T r (Lig1,9)41000)
(ei,git1,1iy1) (Lit1,9541,€i)

e ——— Lt Lijg————¢
(ez‘,emei)l \L(li+171i+171i+1) (1i+171i+171i+1)l l(emei,ei)
— P Ly ——e,

Y engitnlipn) T r (Lig1,9)410e0)

(eisfir1,€iv1) (ei,gi+1,€i)
€ — €11 € —= €11
(ei,li,ei)l \L(ei+171i+lyei+1) (eiyli,ei)l l(€i+1,1i+1,€i+1)
€ ——>= €11 € — = €i4+1
Y (s fit1€it1) vt (€i,9i+1,€i+1) ot
(eir1.fi14 e (€it+1:9]41.€i)
Cit1 ———— 6 Cit1 ————— 6
(ei+171i+17€i+1)l l(ei,lmei) (ei+171i+17€i+1)l l(ei,lmei)
Cit1 — 7 € Cit1 v €
(ei+1,fi+11,ei) (€i+1,97 4 1.€i)
(€i,9it1,1i+1) (Lit1,9]41.€1)
€ Liva Lijg————¢
(Q‘Ji&')l l(1i+176i+171i+1) (1i+176i+171i+1)l l(ez}li,ei)
e;— 1,11 liyg.———¢;
" lengitnliyn) T o (Lis1.90.e)
(€i,9it+1,1i+1) (Lit1,9]41.€1)
€ Liya Lijg————¢
(Q‘Ji&')l l(1i+171i+171i+1) (1i+171i+171i+1)l l(ez}li,ei)
e;— 1,11 liyg——¢;
" engitnlipn) T “ (Lis1.90.e)
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(Ls, fit1,1541) (L3,9i+1,1541)
— 1 Li—————1in1

1;
(h‘@uh‘)l \L(li+1vei+171i+1) (h‘@uh‘)l \L(li+1yei+171i+1)

RE— jPE—
Y (L, i1, Lig1) “ Y (14,9i41,Li41) o

(Lig1.f55.10) (Lit1,9741:14)
Lipg———1, Lijg———1,
(1i+1,6i+1,1i+1)l l(lueuli) (1i+1,6i+171i+1)l \L(li,eiyli)
iy, ———1; 1l ——m—1,
+1 _ i i+1 i
(1i+17fi+11,1i) (Lit1,9511,14)
(13,9i4+1,1i11) (Li+1,9541,14)
Li————=1in Lijg———1,
(1i76i71i)l \L(li+171i+171i+1) (1i+171i+171i+1)l \L(liyeiyli)
1, —————=1,44 1y ————1;
Y (Li,gis1,liv1) ot ot (Lit1,9741:14) !
(Lisfir1,Lit1) (L3,9i+1,1541)
i ————= 1 Li————— 11
(1i71i71i)l \L(li+171i+171i+1) (1i71i71i)l \L(li+171i+171i+1)
RE— T jPE—
Y (L fir1,Lig1) r Y (14,9i41,Li41) ot
(Lig1.f55010) (Lit1,9741:14)
Lippg——1, i1 1;
(1i+171i+171i+1)l \L(liyli,li) (1i+171i+171i+1)l \L(li,liyli)
liyj——1; ljpg ——m——1;
+1 _ 7 i+1 7
(Liy1,f5510) (Lit1,9741,14)
(€i,9i+1,€i+1) (€i+1,9741,€1)
€ ——€i4+1 Cit1 — €
(eiyli,ei)l \L(ei+1,ei+1,ei+l) (6i+1,6i+1,6i+1)l \L(ei,liyei)
€ ———— €41 Cip] ———— €
Y (ed\git1,€it1) ot ot (€i4+1,9741,€i) !
(15,9i4+1,€i+1) (€it+1:9741514)
li————ein1 Ciy1 ——1;
(hﬁmh)l l(eiﬂ,eiﬂ,eiﬂ) (6i+1,6i+1,6i+1)l \L(li,eiyli)
U ogirnein) O “ (eit1,9,41.16)
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(15,9i4+1,€i+1) (€it+1,9741514)
li————ein Ciy1 ——1;
(hﬁmh)l \L(ei+1,1i+lyei+1) (ei+171i+176i+1)l \L(li,eiyli)
li—————ein Cit1 —— > 1;
(1i,9i41,€i41) (€i+1:954151i)
(1iygi+1,6i+1) (ei+1,g7/;+171i)
li——————ein Ciy1—— 1
(L‘Juh)l l(€i+1,€i+1,€i+1) (ei+17€i+17€i+l)l \L(li,liyli)
l,——————e;1 iyl ————1;

Y (Ligit1,€it1) ot ot (€i+1:9741511) !
(13,9i+1,€i41) (€i+1,9741:11)
li——————ein Ciy1—= 1
(livliyli)l l(€i+1,1i+176i+1) (ei+171i+17€i+1)l l(li,lmli)
l,——————e;1 iyl ————>1;

Y (Ligit1,€it1) vt ot (€it+1:9741514) ¢
(Li,9i+1,1541) (Li+1,9541,14)

L ————— 1 Lijpg——1,
(livlivli)l l(1i+175i+171i+1) (1i+17€i+171i+1)l l(li,lmli)
R P —

Y (14,9i41,Li41) ot ot (Lit1,9741:14) !

Antes de seguir, recordemos que
Fles,ei,ei) = eip1,  Fleli,e) = Liy,  F(li,e,1;) = ¢,
/
F(lz7 €, ei) = Gi+1, F(ei7 €, 1@) == gi+17 F(127 1i7 1Z> == 1Z

Por otro lado, notemos que

-1
. g,'+1 . . €i+1 . i+l . € .
i+ 11— i+1—=i+1""50—=4
6i+1l lei = \Lei+1 \Lli+1 llz lez
z+1f>z z+1ei+lz+1 — i )
9it1 i+1
. Gi+1 . . e; . f‘+1 . €i+1
i —=i+1 f—=i—>i+1—=i+1
el-l 6i+1l = eil \Lli \Lli+1 \Leiﬂ
Lt 1 Ul e i+l +1 o
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Z+1T>z 1+ 1 Pral l—pa >
i+1 i+1

git1 . fit1 €it1 .
) 1+ 1 1 1+ 1

ST P R A

z—l—1*>z Z‘l‘l?l?"& )
gl+1 i+1 ¢

. Git1 . .oe . fim

ZHZ—Fl ZHZHZ—Fl

o -

1 e 1+ 1
de aqui,

F(eit1, Gipr, €) = Giyos

F(€i+179£+1v L) = 9£+1 z:rlza
F(1i41, 9111, €) = €41,

F(ei, firagivi; €iv2) = firsgiva,
F(ei, firagit1, Liva) = Giva,

F (15, fivagiv1, €ive) = fivsfiragiv,

\Lll lliﬁ»l

i1 i
1

i+1

F(ei, giv1, €ir1) = Givo,

F(1s, giv1, €iv1) = firaGit1,

F(ei, giv1, Liy1) = +1>
F(€Z+2agz+1fz+27 €i) = Jito z+3>
F(Lito, gz+1fz+27 e) = gz+27

-1
F(€z+2agz+1f1+2> Z) = gi+1fi+2 i+3°

Considerando todas las flechas entre los pares de idempotentes (6.20) y los
« para cada caso, se tienen los siguientes diagramas conmutativos, los cuales
corresponden a cada flecha, respectivamente, en la lista anterior:

—1
z+2

1 +2—=1+1

1+2

1+2—=1+1

1@+2\L \Lli+1 ei+2l \Lei+1

i+2
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71
1+2

1+2—=1+1

g§+2 \L \Leiﬁ»l

i+1

71
1+2

1+2—5>i+1

g§+2 \L \Lei+1

i+1

. I
1+2—>i+1
g§+1fi+12l lgéﬂ

e
1;

z+1 1+ 1

1i+1l \Lli+1

i+1

z+1 1+1

ei+1l \LeH»l

1+1——=1+1
i1

i1t

9£+1l l9£+1

. .
] %—h ]

z+1 1+ 1

1i+1l \Lli+1

i+1

i1

gi+2 \L \Lez?kl

42

i1

gi+2 \L \Lezlkl

i+2

1;

1 ——>1

fi+29i+1l lgiﬂ
i+2
z+1 1+ 1

6i+1l \Lei+1

i+1

z+1 141

ei+1l \Lezlkl

i+1

1;

1 ——>1

gi+1l \Lgi{»l

1+1——=1+1
Ly

z+1 1+ 1

ei+1l \LeH»l

i+1
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1
) —1
1, 1,
ZT‘Z
P42 fivs i+1
fi+3l \Lfi+2
i+3
z+3L3> +2
fifgl lfifz

i+2
o

7,+2

1 +2—>i+1

€i+2 \L \Lgi+2

1+ 2——=1+2
Liyo

71
7,+2

1+ 2—>1+1

€i+2 \L \Lgi+2

i+2

71
'L+2

1+2—=1+1

%+2l l&+1

i+1

gi+1l \Lgi{»l

1+1——=1+1
11

1;

1 —1

1—>1

1;
—1
i+ 2 ”21+1
gl+3l \Lglﬁ»z
i+3
—1
i+3 ”31+2

g7§+3 \L \Lg;’«rZ

i+2

P42t 49

ei+2l l9£+2

i+2

Z+2 142

ei+2l l9£+2

i+2
z+1 141
gi+2l \Lei+1
i+2
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i1t

fi+2l \Lfi+2

1+2——=1+2
Liyo

Z+2 142

fz-ﬁzl lfz-é

1+1——=1+1
Lit1

z+1 1+ 1

gi+2 \L lng

i+2

z+1 1+ 1

6i+1l \Leiﬁ»l

i+1

z+1 1+ 1

fi+2l \Lfi+2

i+2

Z+2 142

fz-ﬁzl lfiﬁg

i+1

z+1 1+ 1

6i+1l \Lei+1

i+1

l l

fi+1l lfiﬂ

1+1

i1

gi+2 \L \Lgi+2

1+2——=1+2
Liyo

Z+2 142

gql;+2 \L \Lg;’«rZ

1+1——=1+1
Ly

1+ 2

lgﬁrz

Z+2

9£+2l

1+1——=1+1

Litt
z+1 141
6i+1l \LeiJfl
t1+1——=21+1
Litt
z+1 141
g'H»Zl \Lgiﬁ»Z
1+2——=1+42
Lito
i+2 4o
g£+2l \Lg§+2
t1+1——21+1
Litt
z+1 141
6i+1l \LeiJfl
Z + 1 ?‘ Z + 1
i+1

1 ——>1

gi+1l \Lgi{»l

1+1——=1+1
Ly
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i1t
fi+39i+2l lgi+2
i+3
. Liga .
1+1——=1+1
fi+39i+2l lng

i+3

i1

fi+3fi+29i+ll lfi+2gi+1
i+3
% i

Z
fit2gi+1 l lf1+29i+1

+
(\]
+.
[\]

fi+2gi+1l lfi+29i+1
1+2—=10+2

112

i1

gql;+1l \Lg;’«rl

l l

1;

-1

1+ 3 £>Z +2
9§+2fi+13l lgﬂz
1+ 1 Tﬂ>z +1
i+ 3= fivs =042
Givalivs l lgém
1+1 TH>Z +1

. 1; .
i+2—2 42
g£+2l \Lg;’«rZ
t1+1——=1+1
Lita
71
1+ 3 *> 1+ 2
9§+1f¢+12fi+13l l9§+1f¢+12

1 ——>1
1;

lito

14+ 2—=

-1
g£+1fi+2l
1

1+ 2
l9§+1fi+12
1

1;

. Liva .

1+2—>1+2

—1 —1
gngiHl lg§+1fi+2

1 ——>1

1;

Veamos ahora que « es en efecto seudoalgebra normal, asi que consideremos
tripletas de idempotentes en A que conmuten entre si; es decir, los objetos
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en ((AF)E)E. que son
(6ia €i, €, €4,y 6i)a (62', €i, ]-i7 €i, 62'), (6ia ]-i7 €i, ]-i7 6i)a (62', 1i7 1ia ]-i7 6i)a

(]-i> €i, €, €4, 17,)7 (17,a €, 1ia €, 12)7 (1Za ]-ia €, ]-ia ]-2)7 (127 1ia ]-i7 1i7 17,)
Es claro que « es normal (véase (5.2) y (5.3)), porque asi se defini. Sélo
falta ver que se verifica (5.1); es decir, que se tiene

almy)? - Fof = amye - a(FF)E

para los objetos de ((AF)F)F anteriores. Simplemente evaluemos en a uno
por uno. (Antes de seguir, notemos que, en general,

aE(f7g7h7g7f) = (FFE(f7g7h7g7f)7a(f7g7f)?FmA(f7g7h7g7f))7

que

mAE(fugvhvguf): (f?gh'vf)

y que
(mA)E(.f’g> h’>gaf) = (g.fa hagf) )

Entonces, primero:

OK(FE)E(eia €i, €35 €i €;) = Q(€iy1, €it1, €iy1)
= [iis
amy g(e;, e;, e, e, e) = ale;, e, e;)
Fa"(e;, €5, ¢, €i,€;) = Fleiya, fiih €iv1)
= [iis
amye(e;, e;, e, e, e;) = ale;, e, e;)

= fi+2a
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segundo:

tercero:

cuarto:

O‘(FE)E(% ei, 1i, €, €;)

= a(eit1, Lit1, €iv1)

= 1i+2

QM pE (€i7 €, 1i7 €, ei) == O{(ei, €i, ei)

FO‘E(ei, ei, Li, e, 6) =

a(mA)E(€i7 €i, 1i7 €is ei)

a(FE)E(eza 12'7 €;, ]-i7 6i)
QM AE (€i7 1i7 €i, 1i7 ei)
FQE(eia ]-i7 €i, ]-i7 6i)

a(mA)E(€i7 1i7 €i, 1i7 ei)

a(FE)E(eia 1i7 1ia ]-i7 6i)
QM AE (eiv 1i7 1i7 1i7 ei)
FaE(ei> 1i7 1ia ]-i7 6i)

a(mA)E(ei7 1i7 1i7 1i7 ei)

127

_ -1
- Jit+2

F(Liso, fiih: Liv1)
= Of(ei, 1i7 ei)

= Lit1;

= o(Lig1, €ig1, Lig1)
= Lito

= a(eiv €i, ei)

-1

= Jit2

= F(€iy1, Lit1, €iq1)
= Lito

= Oé(ei, €, ei)

_ 1,
- Ji+2

= a(Lliy1, Liv1, Liga)
=Lin

= ale;, 1;,€;)

= lita

= F(Liz1, Lig1, Liga)
= lita

= ale;, 1;,€;)

= liq1;



quinto:

sexto:

séptimo:

a(FE)E(lw €i, €i, €4, 17,) = a(ei, €;, 62')

= z:rlz
amye (1, e, 65,65, 1;) = a1y, e, 1;)
=l
Fa®(1;,e5,e5,€i,1;) = F(eir1, Lig1, €ig1)

= 1i+2

a(mA>E(127 €, €, €4, 12) = Oé(ei, €, ei)

= fi+2a

a(FE)E(lza €, 1ia €, 17,) = a(ei> 1ia ei)

= 1i+1
amAE(L', €i, Li, €, 12') = Oé(lz', €, 1i)
= lita
Fa"(1;, e, 15, €, 1) = F(1ig1, Lip1, Liga)

= 1i+1

a(mA)E(ll7 €, 1i7 €, 12) = Oé(ei, 1i7 ei)

= liq1;

a(FP)P(1;, 1, 5,15, 1) = a1y, €, 1)
=lina
amAE(1i7 1i7 €, 1i7 11) = a(llv €i, 1Z>

=l

Fa®(1;, 15,6, 1, 1;) = Fle;, 1;, ¢;)
= 1i+1

a(ma)® (1, 1, e, 15, 1) = a1y, e, 1)
= Llit;
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octavo:

a(FP)P(1;,1;, 1,15, 1) = a(l;, 1, 1)
=1,

ame (1,15, 15, 15, 1) = a1y, 15, 1)
=1,

Fa®(1;,1;,1;,1;, 1) = F(1;,1;,1;)
=1,

alma)®(1;, 15,15, 1, 1) = a1, 1;, 1)
=1,.

129



Conclusiones

Las conclusiones serdan presentadas, en una primera parte, de manera compa-
rativa, al considerar los resultados que se pretendian emular: (1) los resultados
de Marmolejo y Wood [2013] y (2) los de Korostenski y Tholen [1993], los de
Rosebrugh y Wood [2002], los de Rosicky y Tholen [2002], los de Grandis y
Tholen [2006] y los de Garner [2007], méds o menos en ese orden; y en una
segunda parte, en una conjetura a partir del ejemplo minimo no estricto del
capitulo 6.

En Marmolejo y Wood [2013], en su seccién 7, se buscaron funtores 2 —
C? que fueran pertinentes para caracterizar las seudodlgebras normales de
(—)2; dos de ellos fueron H; : 2 — 22 con H;(0 < 1) := (0,0) < (0,1) y
Hy:2 — 22 con Hy(0<1):=(0,1) < (1,1), y tenemos que en 22

(0’ 1) < (1a 1) o (O>0) < (O> 1) = (O>0) < (1> 1)'

Estos funtores eran relevantes por la equivalencia entre los sistemas de fac-
torizacion ortogonal sobre una categoria A € Cat y los sistemas de facto-
rizacién de Eilenberg-Moore sobre A; en estos tltimos, los morfismos m,, y
€m, son isomorfismos para todo f € A? (véase Marmolejo y Wood [2013, pp.
400-401]).

Se buscaron, igualmente, en el caso de E, funtores E — C¥ que pudieran
ser relevantes para caracterizar las seudodlgebras normales de (—)F; en par-
ticular, funtores £ — E¥. Los tinicos relevantes fueron dE y G. A diferencia
de en el caso de 2, en el cual ya se conocia una equivalencia entre las seu-
dodlgebras normales sobre una categoria A € Cat de (—)? y otra estructura
sobre A; a saber, una en que son fundamentales dos clases de morfismos con
ciertas propiedades (véanse las Definiciones 6.23 y 6.24); en el caso de E, no
se tenfa algo que pudiera servir (como dos clases de morfismos) para guiarse
en la busqueda de tales funtores £ — CF pertinentes. Asi que se buscé otra
manera de encontrar una caracterizacién: se buscé en Rosebrugh y Wood
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[2002]; en Korostenski y Tholen [1993], quizd también se podia encontrar
algo util.

En Korostenski y Tholen [1993], aparecen dos pares de adjunciones que
parecen importantes. El primer par es

do"U"dl,

donde dy : 1 — 2 es el funtor que manda su tnico objeto al 0, dy : 1 — 2 el
que manda su unico objeto al 1 y u: 2 — 1 es el tnico funtor que existe de
2 a 1. Este par induce las adjunciones

cody 4 d'A - domy,

donde cody = A%, d’A = A* y domy = A%; es decir, A% 4 A* - Ad,

En el caso de F, no existe ninguna adjuncion entre los funtores £ — 1
y 1 — E, pues Card(1(x,%)) = 1y Card(E(e,e)) = 2 (también considérese
la Observacién 4.8). Sin embargo, la pérdida de tales adjunciones no tienen
ninguna relevancia; de hecho, el par dy 4 v 4 d; tampoco la tiene en el caso
de 2, o por lo menos no la tiene a la hora de demostrar la equivalencia entre
los sistemas de factorizacién de Eilenberg-Moore sobre una catetgoria A y
las seudodlgebras normales sobre A de (—)2.

El segundo par que aparece es el siguiente. El funtor diagonal 65 : 2 —
2 x 2 tiene adjunto izquierdo

2% 279

(i,k)——=1iV k
y derecho
2x2—1>2

(i, k) —=1i A k;
este par induce las adjunciones A* 4 A% 4 A7, donde A? hace lo siguiente:

A2 At (Az)z

f%(lavlavfu.f)
(fvuvvvg)l \L(1a71(L7f7f7u7u7u7v71(;71(;7g7g)
g—— (1c> 1, g, g);
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diagraméticamente, (14, 1,4, f, f,u, u,u, v, 1. 1., 9, g) es el cubo

(lavuﬂ%lc)
ly——1L

(1a71a7f7f)l \L(lcvlmg’g)
f

%g'

(f7u7v7g) ’

A7 hace lo siguiente:
Q2 A (A2)?

f}%—(fafalba]-b)
(f/u"U’g)\L \L(f7f71b71b7U7U7U7U797971d71d)

g (gvgv 1d7 1d>7

diagramaticamente, (f, f, 1y, 1y, u, v, v,v, g, g, 14, 14) es el cubo

(f7u7v7g)

S
(fvf?lbvlb)l \L(g7g71d71d)
1b 1d7

(lbﬂ}’U’ld)

y A% = m/, : (A2)2 — A2 (en Rosebrugh y Wood [2002, p. 138], A! es su
R4y A7 su Ly para K = A). Las adjunciones A* 4 m/;, 4 A’ son funda-
mentales para obtener el Teorema 6.26, el cual da la equivalencia entre las
seudodlgebras normales sobre A de (—)? y los sistemas de factorizacién de
Eilenberg-Moore sobre A.

En el caso de E, el equivalente seria que se tuvieran las adjunciones
G4 d4my 4G4 (g no tiene ni adjunto izquierdo ni derecho, porque

Card(E(e,0)) =2 'y Card(E x E((e,e), (e,0))) = 4);

no se tienen. Por otro lado, si se pudo obtener un rombo analogo (véase la
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Proposicién 4.22) al de Rosebrugh y Wood [2002, p. 13§]

el cual también resulta fundamental para la demostracion de la equivalencia
entre las seudoalgebras normales sobre A de (—)? y los sistemas de factoriza-
cién de Eilenberg-Moore sobre A, pues este rombo proporciona una férmula
para m., y en, (véase Rosebrugh y Wood [2002, p. 141], Lema 2.8); sin em-
bargo, el rombo en el caso de E no derivé en una ecuacion que nos diera una
férmula para i, sip Y Trpig (que son los equivalentes de m, ;Y €m, en el de caso
de 2, respectivamente); no obstante, nos dio un poco més de informacién
que la que nos dio la Proposicién 4.10. (Algo que tampoco ayudé fue que al
evaluar F'my : (AF)? — AP en el rombo para el caso de E, esto no daba
identidades sino F'(f, f, f) = ryif).

Siguiendo en esta linea de los sistemas de factorizacion, se encontro el
Teorema 3.2 de Grandis y Tholen [2006], el cual ya mencionamos en la in-
troduccién. Este teorema nos hizo pensar que quiza podiamos encontrar un
par de clases de morfismos que nos diera condiciones suficientes para obtener
una seudodlgebra normal sobre una categoria A € Cat de (—)¥; de ahi, nues-
tra Proposicién 4.36 y todos los resultados anteriores a esta proposicion en la
seccion 4.3 (véanse Rosicky y Tholen [2002] y Grandis y Tholen [2006]), salvo
los relacionados con el rombo ya mencionado. Sin embargo, a diferencia de lo
que se tiene en el caso de 2, en que, dada una flecha f:a = ben A, ey y my
aparecen acompanados de una estructura de codlgebra y algebra, respectiva-
mente (véanse el Corolario 2.7 y el Teorema 3.2 de Grandis y Tholen [2006]);
en el caso de E, no son los factores de f € AF los que aparecen acompanados
de una estructura de codlgebra y dlgebra, sino es f mismo el que tiene una
estructura de codlgebra y dlgebra; lo que no permite que podamos obtener un
par de clases de morfismos en A para una suficiencia a partir de un sistema
de factorizacién para idempotentes de A, y no sélo eso, sino que, ademas,
T no es adjunto izquierdo de U, ni S lo es de V en la Definiciéon 4.37, si
tenemos en mente el Teorema 3.2 de Grandis y Tholen [2006]. Quiza esto era
de esperarse si pensamos que los factores de f no tienen por qué ser objetos
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de AP como sf ocurre en el caso de 2. A mi no me parecia tan claro.

Para terminar con toda esa linea de sistemas de factorizacién, obtuvimos
unos resultados sobre leyes distributivas mixtas como los mencionados en
Garner [2007] (véase la parte sobre sistemas de factorizacion débil natural,
ahi natural weak factorization systems).

A pesar de que se pierde estructura en el caso de E, todos los resultados
anteriores muestran que sigue habiendo bastante estructura que se puede
obtener de una seudodlgebra normal de (—)%.

Una vez explotado todo con lo que se contaba para sistemas de factoriza-
cién, nos propusimos analizar lo que ocurria en los ejemplos; asi que la idea
era obtener el mayor nimero de ejemplos posible. Se empezo6 con los triviales,
es decir, con las algebras libres y los idempotentes escindibles, y los llamamos
triviales porque los isomorfismos de la Proposicion 4.10 y los primeros del
Corolario 4.25 son identidades, ya que la cadena de factorizaciones sucesivas
de idempotentes sucesivos obtenida al factorizar f luego rsis luego 7, sipbrsig
luego Tropipingiy brepi i, €0C. 1O tiene mas de dos eslabones. Sin embargo,
se querian encontrar ejemplos no triviales, para tener una idea més clara y
m4s general de la estructura de una seudodlgebra normal de (—)¥. Creo que
el ejemplo en el que podemos encontrar tal claridad y generalidad es en el
ejemplo minimo no estricto de la seccion 6.4. Analizando ese ejemplo, pudi-
mos ver que proviene de una seudoélgebra normal de (—)?; de hecho, después
de ver que se pueden obtener mas ejemplos del tipo del ejemplo de la sec-
cién 6.4 al considerar diagramas finitos de ese tipo o uno que se extienda no
s6lo infinitamente a la derecha sino también a la izquierda y que, sin mu-
cho temor a equivocarnos, provienen también de seudodlgebras normales de
(—)2, conjeturamos que esos ejemplos son seudodlgebras prototipicas de las
seudodlgebras mas generales, como los n-simplejos ordenados son prototipi-
cos de los conjuntos simpliciales. No obstante, por cuestiones de espacio y
tiempo, el estudio de ese ejemplo queda pendiente para un trabajo posterior,
junto con una demostracion detallada de la afirmacién de toda seudoalgebra
normal de (—)¥ del tipo del ejemplo 6.4 proviene de una seudodlgebra normal
de (—)2.

Los resultados del capitulo 5 surgieron al tratar de encontrar condicio-
nes suficientes para obtener una seudodlgebra de (—)¥ al considerar a (—)¥
como seudoménada sin iteraciones, y luego de preguntarnos como se relacio-
naban ar y Br con cualquier seudodlgebra normal sobre A € Cat de (—).
La siguiente proposicién es parte de ese querer encontrar condiciones sufi-
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cientes para obtener una seudoalgebra de (—)¥ al considerar a (—)f como

seudomonada sin iteraciones.

Proposicién 6.34. Sea F' : A¥ — A con A € Cat un SFDI. Para toda
B € Cat, el funtor F o (—)¥ =: (=)*: Cat(B, A) — Cat(B%, A) es tal que
si (f,h,g) es un morfismo en B y ¢ : H= H': B — A una transformacién

natural, entonces
Hf
a
o (f)

Hh H“(ﬁh,g)l Hh

H%(g)
b i

H Ha (6.21)

H Hb
Yy
Ha 1 Ha (6.22)
H(f)
pa eog‘(f)l pa
H™(f)
w N
H'a H'a
H'f
conmutan.

Demostracion. Sea (f,h,g) un morfismo en B¥F y ¢ : H = H' : B — A
una transformaciéon natural. Entonces, (Hf, Hh,Hg) v (Hf,pa, H' f) son
morfismos en A”. Por otro lado,

H*(f h,g) = F(Hf,Hh, Hg)

©(f)=F(Hf, ¢a, H'f).
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Luego, de (4.9), (6.21) y (6.22) conmutan.
La funtorialidad de H*® se sigue de la funtorialidad de F' y H:

H*(f, 1o, f) = F(Hf, 1pa, Hf) = 1pas = lyap

HY(f' 0, fYH(f, b, f') = F(Hf', HW ,Hf")F(H f, Hh, H ")
= F(Hf,HWh, Hf")
= H¥(f,W'h, f").

La naturalidad de ¢® se sigue de la naturalidad de ¢ y la funtorialidad
de F':

Ha M gy 2 g Ha - H'q M [y

o e e e e e
/ / /

HCLWHZ)?‘HZ) Ha oa Ha o Hb
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