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Introduccion

En los ultimos afios, la Ciencia Actuarial ha logrado desarrollos notables, en
gran medida debido a la evolucion de la teoria de la probabilidad y, en particular,
de los procesos aleatorios o estocésticos. Estos dltimos se han utilizado como
herramienta para modelar y cuantificar eventos de la vida real, los cuales por sus
caracteristicas no deterministas se adaptan perfectamente a ellos.

El objetivo general de este trabajo es modelar los eventos concernientes a los
siniestros que un ser humano puede sufrir, derivados del fallecimiento, la invali-
dez, el despido, etcétera, y que ya han sido estudiados a través del Célculo Ac-
tuarial. Para ello, sustentaremos nuestro modelo con un proceso estocdstico en
particular: las cadenas de Markov. Como objetivos particulares, desarrollaremos
la teoria relativa a los seguros de personas con cadenas de Markov y matrices
de transicion de probabilidad; ahondaremos en los seguros maés utilizados en la
realidad y obtendremos su Valor Presente Actuarial (VPA) y las anualidades vita-
licias correspondientes. Ademads, haremos uso de herramientas de programaciéon
en computadora para demostrar lo utiles y sofisticadas que éstas resultan al mo-
mento de realizar célculos del estilo de los tratados en este trabajo.

El presente texto se divide en cuatro capitulos. En el primero se definen las
cadenas de Markov, asi como algunas de sus propiedades mds importantes. En el
segundo capitulo se desarrollan los conceptos mas sobresalientes del Célculo Ac-
tuarial, pretendiendo abordar unicamente lo suficiente para comprender la esencia
detrds del VPA del beneficio, de las anualidades vitalicias y la prima del segu-
ro. Para el tercer capitulo se combinan los dos anteriores, de tal manera que se
desarrollan los modelos de seguros de personas mas comunes en la practica, pe-
ro manejandolos como las cadenas de Markov que son. Finalmente, en el cuarto
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capitulo se desarrolla un formulario en Matlab, en el que cualquier usuario con
el minimo conocimiento de seguros pueda interactuar de manera sencilla con los
algoritmos implementados, introduciendo algunos datos, para obtener resultados
casi al instante. Dichos algoritmos se sustentardn de la teoria expuesta en el tercer
capitulo.

Para lograr entender por completo lo expuesto en este trabajo, son necesa-
rios conocimientos sélidos sobre teoria de la probabilidad, asi como elementos de
algebra lineal y célculo diferencial e integral basico. De igual manera, es reco-
mendable leer en orden los capitulos, pues éstos siguen un patrén légico en donde
frecuentemente se hace hincapié en conceptos vistos en temas anteriores.
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Capitulo 1

Cadenas de Markov

Definamos un sistema que se encuentra en cualquier estado dentro de un con-
junto de los mismos de manera aleatoria; dicho sistema evoluciona o cambia de
estado a través del tiempo. De manera formal, sea X una variable aleatoria que
consideramos como funcién de dos variables

X:TxQ—= S8

donde los elementos del conjunto 7" o espacio parametral son interpretados como
tiempos, el conjunto €2 es el espacio muestral y S es el conjunto de estados que
arroja la funcion. X es conocida como proceso estocastico o proceso aleatorio,
donde a cada pareja (¢, w) se le asocia el valor o estado X (¢, w), que cominmente
se escribe X;(w) o simplemente X;.

Cuando el espacio parametral 7' toma valores discretos, se dice que el proceso
es a tiempo discreto y se escribe como {X,, : n > 0}, y si 7" toma valores conti-
nuos, se dice que el proceso es a tiempo continuo y se escribe como {X; : ¢ > 0}.
Las diversas clasificaciones que se les dan a los procesos estocdsticos estdn dadas
con base en la naturaleza del espacio parametral y el espacio de estados, las ca-
racteristicas de las trayectorias, y por como se correlacionan entre si las variables
a través del tiempo.

Los procesos estocdsticos se presentan de diversas maneras en la vida cotidia-
na, por ejemplo



€)

El nimero de personas que suben al metro entre 8 y 10 de la mafiana.
El precio de las acciones de alguna Compaiiia durante el dia.
El dinero que gana o pierde un sujeto apostando en un juego de cartas.

El nimero de meses que un individuo ha estado en mora dentro de una
Institucién crediticia.

Si el estado de una persona es viva y sana, viva y enferma, o muerta, para
un momento determinado.

-
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Figura 1.1: Proceso estocdéstico a tiempo discreto

En el presente texto estudiaremos tnicamente un tipo de proceso estocdstico:
las cadenas de Markov.

1.1.

Propiedad de Markov

Consideremos un proceso estocdstico a tiempo discreto {X,, : n > 0} cuya
mayor caracteristica reside en el hecho de que la distribucion de probabilidad, para
cada tiempo n + 1 de la variable aleatoria, s6lo depende del proceso al tiempo n.

2



Es decir, que dado el estado en el que se encuentra el proceso actualmente, los
estados en los que se encontré en el pasado no tienen influencia sobre el futuro. A
dicha caracteristica se le conoce como la propiedad de Markowv.

Definicion 1.1 Una cadena de Markov es un proceso estocdstico a tiempo discre-
to {X,, : n > 0} con espacio de estados S finito o infinito contable, que satisface
la propiedad de Markov, esto es, para cualquier enteron > 0, y para cualesquiera
estados xo, T1, ..., Tyl en S, se cumple

P(Xn+1 = iL‘nJrl‘Xo = T, -"7Xn = xn) = P(XnJrl = ,fL'nJrl‘Xn = xn) (11)

Sii,j € S, las probabilidades condicionales P(X,,;; = j|X,, = ¢) son llama-
das probabilidades de transicion de la cadena y suelen escribirse como p;j(n, n+1)
para simplificar la notacion.

Definicion 1.2 Sea una cadena de Markov {X,, : n > 0}, se dice que es estacio-

naria u homogénea en el tiempo si las probabilidades p;j(n,n + 1) no dependen
de n, es decir, P(X,11 = j| X, =1) = P(X;1 =j|Xo=14) Vn>0.

Si una cadena es homogénea, sus probabilidades de transicion a un paso se
escriben simplemente como p;;.

Las cadenas de Markov pueden representarse mediante grafos para ilustrar-
las. Dichos grafos son llamados diagramas de transicion y suelen utilizarse para
mostrar de manera gréifica y mds comprensible el comportamiento del proceso.
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Figura 1.2: Ejemplo de un diagrama de transicion

En la Figura 1.2 se muestra el diagrama de transicion de una cadena de Markov
con espacio de estados S = {1,2,3}. Los circulos representan los estados y las
flechas las probabilidades de transicion. Entonces, observemos que si se estd en
el estado 1, con seguridad el proceso se movera al estado 2 (pues dicha transicién
tiene probabilidad 1). Del estado 2, el proceso se movera a cualquier estado, in-
cluido quedarse en el mismo. Para el estado 3, el proceso puede quedarse ahi o
pasar al estado 1.

Hay que destacar que el diagrama de transicion solo ilustra el comportamiento
del proceso en un tiempo, y si la cadena es no homogénea, el diagrama no sera el
mismo para cada tiempo.

Para mayor sencillez, representaremos la transicién del estado ¢ al estado j
como 7 — J.

Ejemplo 1.1 Supongamos que se lanza una moneda n veces, donde con proba-
bilidad p cae dguila y con probabilidad ¢ = 1 — p cae sol. Sea X,, el niimero de
dguilas que han caido después del n-ésimo tiro y Xy = 0. Definamos otro pro-
ceso estocdstico {&, : n > 1}, cuyas variables aleatorias son independientes e
idénticamente distribuidas, y donde



¢ = 1 si cae dguila en el n-ésimo tiro
" 0 si cae sol en el n-ésimo tiro

P(fn:”:p A P(én:()):q

Entonces

Xi1=&
Xo=+L=X1+&
Xs=§6+6+85=X0+8

Xn:51+€2++5n:Xn71+€n

Notemos que X,, es cadena de Markov, pues su distribucion de probabilidad so-

lamente depende de X, y de la variable &,,. Ademds, la cadena es estacionaria
u homogénea, ya que

p osi&p =1
P(X, 11 =X, + &1 Xn) = .
(s =X+ 6ol = { & 280 2

para toda n.

-

Figura 1.3: Diagrama de transicion del Ejemplo 1.1

Proposicion 1.1 Sea {X,, : n > 0} una cadena de Markov, es posible calcular la
distribucion conjunta P(Xy = xg, X1 = x4, ..., X;, = x,) como

P(XO = .I‘o)P(Xl = IllXO = Io) cee P(Xn = .I'n|Xn_1 = xn—l)‘ (12)



Demostracion. Para que los cdlculos sean mas sencillos de ver, definamos

P(X =x)=p(x)y P(X; = z;|X; = 2;) = p(z;]x;)". Recordar que p(xp, T _1, ..., To)
se refiere a la probabilidad de la interseccion de los estados que toma el proceso
desde el tiempo 0 hasta el tiempo n.

Sabemos que

P(Thy Ty—1, .y T0)
P(Tn-1, -, o)

p(xn‘xn—la "'7‘TO) —
donde

p(xn‘xn—la ey ZEO) = p(xn|xn—1)
por ser cadena de Markov. Entonces

p(xna Tp—1y -y .’Eo)
p(£n—17 ceey 11[))
= p(zn’xnfln)(xnfla ) .1'0) = p(xna Tp—1y - 33'0)

p(Tn|r,1) =

Siguiendo un proceso andlogo
p(xnfla X -1'0) = p(xnflyxn72>p<xn727 X 330)
= p(xna Tp—1, - l'()) = p(mnlxn—l)p(mn—l|xn—2)p(xn—27 ey IL‘())

Mediante el mismo procedimiento, finalmente se llega a que

p(fﬁm Lp—1y ey ZL'()) - p(xnlmn—l)p(mn—ﬂxn—Q) o p($1|$0)p($0)

Del resultado anterior se tiene que

P(Tn, Tp_2, ...T1,To)
p(xo)
_ P(@n|Tn—1)p(Tn_1|Tn_g) - - - p(x1]20)p(T0)
p(o)
= p(@n|Tn—1)p(Tn-1|Tsn-2) - - - p(21]20)

p(l‘na Lp—1y ey m1|z0) =

'No confundir con p;; = P(X,, 41 = j|X,, = 1)

6



Por lo tanto

p(mn, Tp—1y -y $1|I0) = p($n|$n—1)p($n—1|$n—2) - 'p(%’xo) (1.3)

Lo que resulta en una manera mas sencilla de calcular la distribucion conjunta
del proceso.

1.2. Matrices de transicion

Ya hemos hablado de las probabilidades de transicion p;;. Ahora, es menes-
ter definir uno de los conceptos mds importantes de este texto: las matrices de
transicion de probabilidad.

En las matrices de transicion (o también llamadas matrices estocdsticas) se
organizan las probabilidades de pasar de un estado ¢ a otro estado j, variando estos
indices, de tal manera que es posible analizar el comportamiento del proceso con
solo observar su respectiva matriz de transicion. El indice ¢ se refiere al renglon
de la matriz, y el indice j a la columna.

Poo Por --- DPoj
Pio P11 --- DPij
p_ . . . .

Pio Pir ... Dij

Tal y como sucede con la notacién de las probabilidades de transicion, para el
caso de una cadena no homogénea la matriz se representard como P(n,n + 1),y
para las cadenas homogéneas simplemente como P.

Proposicién 1.2 La matriz de probabilidades de transicion P = (p;;) cumple las
siguientes propiedades.



a) pi; >0

b) > ipiy=1
Demostracion.

a) Por definicién, todos los elementos son probabilidades y por lo tanto son
mayores o iguales a 0.

b) Observemos primero que se cumple la descomposicion disjunta:
S =Jx1=1)
J
Entonces, para todo i, j,

L= PG =))1Xo =) = 3 P(Xi = j1Xo =) = 3 _pis

J J

El resultado del inciso b) nos indica que con probabilidad 1, a partir de cual-
quier estado 7 la cadena pasa necesariamente a otro estado del conjunto de estados.
En general, toda matriz cuadrada que cumpla con las propiedades anteriores es una
matriz estocastica. Si ademds la matriz satisface la condicién ) _, p;; = 1, es decir,
cuando ademds de que la suma de renglones sea igual a 1, la suma de columnas
también sea igual a 1, se dice que la matriz es doblemente estocéstica.

La proposicién anterior se enuncié para una cadena homogénea, pero en ge-
neral es vélida también para una cadena de Markov no homogénea.

Ejemplo 1.2 Retomando el Ejemplo 1.1, consideremos ahora a X,, como el niime-
ro de dguilas consecutivas que se obtienen antes de que caiga sol. La respectiva
matriz de transicion de probabilidad del proceso a un paso (es decir, de pasar del
estado i al j del tiempo n al tiempo n + 1) es



g p 0 00
qg 0 p 00
Pinon+1)=1 ¢ 0 0 p 0
qg 00 0 p
de tal modo que, para toda n
q sij=20
PXo1=jlXp=1)=¢ p sij=i+1

0 cualquier otro caso

De la matriz de transicion pueden obtenerse varias cosas. Primero, ya que la
cadena es estacionaria en el tiempo, la matriz serd la misma para cualquier n.
Segundo, la cadena solo puede mantenerse en el estado 0 o incrementarse una
unidad (es decir, pasar del estado i al estado 1 + 1); nunca aumenta mds de 1 por
unidad de tiempo. Tercero, al no establecerse un tiempo final para el proceso, el
niimero de dguilas contadas puede llegar hasta el infinito y por ende, la matriz de
transicion de probabilidad es de dimension infinita.

A la cadena de este ejemplo también suele llamarse cadena de racha de éxitos,
considerando como éxito al evento de obtener un dguila en algiin lanzamiento de

la moneda.
q
q
poq 4
pr—ﬁglp——» P——- .

Figura 1.4: Diagrama de transicion del Ejemplo 1.2



Ejemplo 1.3 Con base en el ejemplo anterior, digamos ahora que se lanza la
moneda hasta que sale la r-ésima dguila. La matriz de transicion de probabilidad
queda como sigue

g p 00 0 0
g 0 p O 0 0
0 0 0 0
o
qg 0 0 0 . 0 p
0000 01
de tal modo que, para toda n
qg sij=0
. ) p osig=1+1
P =il%a =0 =47 gj=i=y
0 cualquier otro caso

Donde la matriz de transicion es finita, pues se le ha definido un espacio de es-
tados finito con cardinalidad r + 1. Dicho proceso tiene un comportamiento casi
idéntico al anterior, con la excepcion de que la mdxima cantidad de dguilas que
puede tomar es r. Y si se tienen r dguilas consecutivas, con probabilidad 1 el
proceso se mantendrd en ese estado pues los lanzamientos habrdn terminado. A
dicho estado se le llama estado absorbente, pues una vez que se ha entrado en él
ya no se puede pasar a otro aunque se avance en el tiempo.

En la Figura 1.5 se muestra el diagrama de transicion de la cadena, donde se
muestra mejor su comportamiento, y es claro que el estado absorbente r tiene
probabilidad 1 de regresar a si mismo. Dicho de otra manera, p,. = 1, quedando
ast inhabilitada la transicion a otro estado.
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Figura 1.5: Diagrama de transicion del Ejemplo 1.3, donde 7 es un estado absor-
bente.

1.3. Ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov

Hasta ahora hemos hablado Gnicamente sobre las probabilidades de transicién
a un paso, pero también son de gran importancia en el desarrollo del tema las pro-
babilidades de pasar de un estado 7 a otro estado 7 en m pasos, denotadas como
pij(m) cuando la cadena es homogénea y p;;(n, n + m) cuando no lo es. Aunque
estas probabilidades son un poco mas dificiles de obtener, es posible utilizar algu-
nas herramientas que facilitan el cdlculo. La ecuacion de Chapman-Kolmogorov
es un claro ejemplo.

Proposicion 1.3 Para cualesquiera enteros n,m,r > 0 tal que r < m y para
cualesquiera estados i, j, k € S se cumple que

pij(n,n +m) ZZPik(n,n+T)pkj(n+7‘,n+m) (1.4)
k

Demostracion. Observemos que

pij(nan +m) = P<Xn+m = ]‘Xn = Z)

. Z P(Xn—l-m = j?XTL+T = kaXn = Z)
B P(X, =)
k

11



donde, por el resultado de la Proposicion 1.1
P<Xn+m =7, XnJrr = k',Xn = Z) = P<Xn+m = j‘XnJrr = k)P(XnJrr = k‘Xn = Z)
- P(X,, =1)

P(Xpim = 51 Xnsr = k) P(Xppr = k| X, = 1) P(X,, = 9)
P(X, =)

= pij(n,n+m) = Z
k

= > PXuim = i Xutr = K)P(Xoey = kI X, = )
k

= Zpik(n,n +7)pri(n 4+ r,n 4+ m)
k

Hay que observar que si la cadena es homogénea, solo importa la longitud
de los intervalos de tiempo en los que se da la transicién (pues la distribucioén de
probabilidad es la misma para cada unidad de tiempo, esto es
P(Xoim = j| X, =1) = P(X,, = j|Xo = ©)). La ecuacién queda de la siguiente
manera

pij(m) = pi(r)pi;(m —r) (1.5)

1.4. Matrices de transicion en m pasos

En secciones anteriores hemos trabajado con matrices de transicion de proba-
bilidad en un paso. Analizaremos ahora las que contienen las probabilidades de
pasar de un estado ¢ a otro estado j en m pasos, comenzando en el tiempo n. Di-
cha matriz se representard con P(n,n+m). Una vez mds, para el caso de cadenas

de Markov homogéneas, la matriz de transicion en m pasos se representard con
P(m).

12



poo(n,n+m) po(n,n+m) ... poj(n,n+m)
po(n,n+m) pu(n,n+m) ... py(n,n+m)
P(n,n+m) = : : : :
pio(n,n+m) pa(n,n+m) ... pij(n,n+m)

Es la matriz de una cadena de Markov para cada n en el caso no homogéneo.
Y para toda n en el caso homogéneo, se tiene

poo(m) por(m) ... poj(m)

pio(m) pu(m) ... P1j (m)
P(m) = : P

pio(m) pﬂ(m) SR 27 (m)

Proposicion 1.4 La probabilidad de transicion en m pasos, estd dada por la en-
trada (i,j) de la matriz resultante de multiplicar todas las matrices correspondien-
tes del tiemponaln +m — 1

m—1
pij(n.n+m) =[] Py(n+kn+k+1) (1.6)
k=0

Demostracion. Usando la ecuacion de Chapman-Kolmogorov aplicada n — 1
veces. La suma que aparece abajo corresponde a la entrada (7, j) de la matriz
resultante de multiplicar las matrices para cada unidad de tiempo desde n hasta
n+m—1.

13



pij(”? n+ m) = Zpim (nv n+ 1)pi1,j(n + 17 n+ m)
11

= Zpi,h (?7,, n+ 1)pi1,i2 (n + 17 n+ 2)pi2,j(n + 27 n -+ m)
11,12

= Z pin(n,n+1)---pi i(n+m—1,n+m)
1] 4eeeyim—1
m—1

=[[Pstn+kn+k+1)

k=0

En otras palabras, el producto de las respectivas m matrices de transicion dan
como resultado que la entrada (i, j) de la matriz final contenga todas las posibles
transiciones, expresadas en probabilidades, que hay en el proceso para poder lle-
gar del estado ¢ al estado 5 en m pasos. Ya que dicho producto (multiplicacién
renglon-columna y la posterior suma de todos los elementos) abarca todos los
casos favorables.

Como caso particular, tenemos las cadenas de Markov homogénas, en donde,
las matrices de transicidn son las mismas para cada k£ y cada n inicial. Por lo tanto
la probabilidad de transicion de pasar del estado 7 al estado j en m pasos esta dada
por la entrada (7, j) de la m-ésima potencia de la matriz de transicién. Es decir

piz(m) = (P™)y; (1.7)
De tal suerte que
poo(m) por(m) ... Poj (m) ... Poo Por --- Poj
p10(m) pn(m) <ee D1y (m) . Pio P11 --- Dij
P(m) = : : : : : = : : : :
pio(m) pil(m) <o Dij (m) e Pio Dir .- Dij

14
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Entonces, la dificil tarea de encontrar las probabilidades de transiciéon en m
pasos, estara dada por las entradas de la matriz resultante de la multiplicacion de
las m matrices de transicion correspondientes para el caso no homogéneo, y la
m-ésima potencia de la Unica matriz que existe para el caso homogéneo.
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Capitulo 2

Conceptos elementales de Calculo
Actuarial

El sistema de seguros es un mecanismo ampliamente utilizado para reducir
el efecto financiero inherente a ciertos eventos aleatorios, utilizando diversas he-
rramientas para cuantificar su posible ocurrencia (conocida como siniestro). El
Calculo Actuarial es la teoria matematica que presenta dichas herramientas y, en
particular, en este texto estudiaremos las concernientes a los seguros de personas,
las cuales son utilizadas para modelar y analizar las contingencias que pueden su-
frir los seres humanos (hablese de muerte, enfermedad, incapacidad, etcétera), y
que implican pérdidas econémicas.

En este capitulo abordaremos solamente los seguros que cubren la contingen-
cia de muerte, ya que es la que se puede analizar con mayor facilidad, ademas de
que las herramientas utilizadas en ella son esencialmente las mismas para otro se-
guros con otras contingencias. También, comenzaremos definiendo los conceptos
en tiempo continuo para después presentarlos en tiempo discreto.
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2.1. Ideas preliminares

El anélisis principal en los seguros de personas (en particular en los seguros
de vida) se basa en la supervivencia del individuo en estudio. Por ello, sea un indi-
viduo de edad z, al cual denotaremos como (). Definiremos una nueva variable
aleatoria, T, la cual representard el tiempo de vida que le resta a (). Es decir,
T, + x es la edad que tiene (z) al fallecer.

Definicion 2.1 La funcion de supervivencia se define como

S,(t) = P(T, > t) 2.1)

Dicha funcién puede verse como la probabilidad de que (z) sobreviva ¢ afios.
Ademads, es claro que

Es decir, S, (t) es el complemento de la funcion de distribucién de probabili-
dad de T, F,(t).

Proposicion 2.1 Sea S, (t) la funcion de supervivencia de (x), entonces

Su(t) = % 2.3)

Demostracion. Observemos que el evento de que una persona de edad x muera
antes de ¢ afios, es equivalente al evento de que un recién nacido muera antes de
x + t afios dada la supervivencia z afios. Entonces

F,(t)= P(T, <t) = P(Ty <z + t|Ty > z)
Pz <Ty<z+t)
P(Ty > x)
Fo(x +t) — Fy(x)

T 1 Fy() 4

17



recordando que S, () = 1 — F,(t),

Se(t)=1-—
(t) 50
. So(l' + t)
So()
|
Del resultado anterior se tiene que
So(x +t) = So(x)Sa(t) (2.5)

Es decir, que la probabilidad de que un recién nacido sobreviva x + ¢ afos,
estd dada por la multiplicacion de las probabilidades de que un recién nacido
sobreviva x afios, y ese individuo de edad x sobreviva ¢ anos.

Ahora, utilizando (2.3) tenemos que

S;(t+u) = ——F—7
(t +u) A
Multiplicando el lado derecho de la ecuacion por gggzig

So(z +1t) So(x +t+u)
= Sp(t 4+ u) = Sp(t)Sepre(u) (2.6)

Sp(t+u) =

Lo cual indica que la ecuacién (2.3) es vdlida para individuos en cualquier
edad z > 0.

Ejemplo 2.1 Sea

N
Fo(t)=1-— (1 — m) , para 0 <t < 120.

Calcular la probabilidad de que

18



a) Un recién nacido sobreviva mds alld de edad 20.
b) (20) muera antes de edad 60.
¢) (40) sobreviva mds alld de edad 65.

Solucion
a
) 20 1/6
b) Por(2.4)
1/6 60 1/6
_F(60) — Rp(20) (1) T - (-5) 0
F(40) = 1= Fo20) ( - E)l/(j =0.081614
120
c) Por(2.3)

1/6
_ So(65) _ (1—555) ©
Si0(25) = So(a0) (1 - ﬂ)l/G =0.9394611

120

La notacion utilizada anteriormente suele ser comun en areas estadisticas.
Dentro de la Ciencia Actuarial se ha establecido una notacién propia, la cual se
muestra a continuacion

tPz = P(TJ: > t) = S.I(t) (2.7)
e = Pt <Tp <t4u) = S(t) — Su(t +u) (2.9)

Donde la ultima probabilidad, 4, q., se refiere a que (x) sobreviva mds alld de
edad x + ¢t y muera antes de llegar a edad x + ¢t + u.
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También, de las tres identidades anteriores y de (2.6), se deducen las siguientes

tludz = tPz — t+uPz (211)
t+uPz = tPx uDx+t (212)

Cabe destacar que cuando el subindice que indica la temporalidad es 1, suele
ser omitido en la notacion. Por ejemplo

1Pz = Px
Por lo que p,. es la probabilidad de que () sobreviva un afo, g, es la probabi-

lidad de que (x) muera en ese afio y 4¢, es la probabilidad de que (x) sobreviva ¢
afios y muera al afio siguiente (dado que u = 1).

De (2.11) hay una identidad que podemos deducir y que nos atafie bastante,
pues nos permitird el desarrollo posterior de la teoria que se estd presentando.
Proposicion 2.2 Sea un individuo de edad x, entonces

tludz = tPz udz+t (2.13)

Demostracion. Por las identidades anteriormente demostradas tenemos que

tludz = tPz — t+uPz
= tPx — tPx uDPx+t
= 1P2(1 — uPatt)
= tPx uqa+t

El resultado anterior es 16gico, pues ambos lados de la ecuacién representan
la probabilidad de que (z) sobreviva t afios y muera en los u afios siguientes.
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2.2. Tiempo acortado de vida futura

Como se menciono al inicio de este capitulo, comenzamos definiendo las iden-
tidades anteriores para tiempos continuos; ahora partiremos de dichos resultados
para trabajar con tiempos discretos, dado que son parte fundamental del trabajo
presentado a lo largo de este texto.

Definiremos una nueva variable aleatoria, K, la cual representard la parte
entera del tiempo de vida futuro de (), o dicho de otra manera, el tiempo acortado
de vida futura de ().

Definicion 2.2 Sea x € R, definimos a la funcion parte entera, o funcion piso,
como sigue
\z] =max{k € Z:k <z}

La funcién piso es valida también para variables aleatorias. Entonces, es claro
que

Mis adelante veremos la importancia de K, al momento de calcular el monto
de un seguro para ().

Podemos encontrar la distribucién de K., dindonos cuenta de que los eventos
(K, =k)y (k <T, <k+ 1) son equivalentes. Por lo que

P(K, = k)= P(k<T, < k+1)
= k|qyc

El valor esperado de K, se denotara con e,. Donde e, = E(K,).

Proposicion 2.3 Sea K, el tiempo acortado de vida futura de (x), entonces

o =E(K,) = ips (2.15)
k=1
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Demostracion. Por la definicion de esperanza y por (2.11)

e = B(K,) = i kP(K, = k)
k=0

= Z k(k|%ﬁ)

Proposicion 2.4 Sea un individuo de edad x, entonces, la probabilidad de que
sobreviva a la edad x + n estd dada por

n—1
k=0

Demostracion. Utilizando (2.12),cont = 1y u = n — 1, tenemos que

nPz = Pz n—1Pz+1

Donde, utilizando nuevamente (2.12) se tiene ,,_ 1Pz 11 = Pari1 n_2Pzr2- POrlo
que
nPz = Pz Pz+1 n—2Pz+2

Siguiendo el mismo proceso de descomposicion de probabilidades n — 3 veces
mads, finalmente se llega a que

n—1
nPx = prJrk
k=0
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2.3. Tablas de mortalidad

Una de las bases fundamentales dentro del estudio del Cédlculo Actuarial es
la estructura de una cierta poblacién real y su comportamiento. Dicha poblacién
cuenta con algunas caracteristicas que son dificiles de analizar cuando se estudia
en su totalidad. Es por ello que se utilizan herramientas que conservan el compor-
tamiento de la poblacion y que, de alguna manera, contienen poca informacion, de
tal forma que su manejo es mds sencillo. Uno de los modelos que nos proporciona
esta facilidad es la tabla de mortalidad.

Las tablas de mortalidad son modelos que describen el comportamiento de una
poblacidn real, cuando a ésta ultima se le ha realizado un estudio previo y se le
ha extraido la informacion mas relevante para describirla. De tal manera que una
tabla de mortalidad funciona como una herramienta sencilla para estudiar a una
poblacién real utilizando una poblacién hipotética, de la cual es posible obtener
informacion para realizar calculos y proyecciones.

En este texto no haremos mencion de los procedimientos utilizados para cons-
truir tablas de mortalidad, sino que sélo nos limitaremos a explicar sus elementos
mads relevantes y cémo son utilizados para el cdlculo de seguros.

Como ya se mencioné anteriormente, estudiaremos una poblacion hipotética;
un grupo de personas a la que llamaremos cohorte, de la cual se supone que todos
sus integrantes nacen al mismo tiempo y, por lo tanto, tienen la misma edad al
pasar de los afios. Por lo regular y sin pérdida de generalidad, se supone al inicio
una cohorte compuesta por 100, 000 recién nacidos, la cual se denotard como [,
por lo que [, = 100, 000. Ademads, se considera un afo, denotado por w, donde la
cohorte se ha extinguido por completo, esto es /,, = 0. Retomando lo visto en la
seccion 2.1, la distribucion de la edad al momento de la muerte para cada recién
nacido estd determinada por Sy(x).

Sea L(x) la cohorte a edad x, es decir, el nimero de recién nacidos que sobre-
vivieron a edad z, indexamos estas vidas con j = 1,2, 3, ..., [y (es decir, hasta el
numero total de individuos al inicio), y observamos que



Donde I; es la variable indicadora de la supervivencia de la j-ésima vida; es
decir,

ja 1 sila j-ésima vida sobrevive a la edad z
771 0 cualquier otro caso
Ademas
= So(z) V)
Entonces

= loSg(.iE)

Denotamos F(L(x)) con [,. Entonces, [, representa el nimero esperado de
sobrevivientes de la cohorte a edad z. Por lo tanto

ly = ZOSO(I) = ly 2Do
L

= xpozl_
0

Podemos obtener también el nimero esperado de sobrevivientes de la cohorte
a edad = + n partiendo de la cantidad de sobrevivientes a edad x, esto siguiendo
un proceso andlogo al anterior y solo sustituyendo [y por [, y L(z) por L(x + n),
por lo que llegamos al siguiente resultado

lotn
o 2.17)



De lo anterior se deriva

e =1 2 o et .18)

De manera similar, ,, [0, denotard el nimero de muertes en la cohorte entre
las edades x y x + n para un [ inicial. Sea E(,D,) = ,d., por (2.9) sabemos
que la probabilidad de que un recién nacido muera entre edades z y = + n es
So(x) — So(z + n). Entonces, siguiendo un procedimiento similar al elaborado
para [, se llega a que

nd:v = E(nDz>
= lo(So(x) — So(z +n))
= lpSo(x) — loSo(x + n)
Uy —loin (2.19)

Y por (2.18)

(2.20)

Como en casos anteriores, si n = 1 entonces dicho subindice se omitira.

Ejemplo 2.2 Demostrar que

S

xr+n

n|dz =
Demostracion.

o lm+n lirnJrl - l:ern
lx lx+n
o lm+n+1 - lirn
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Al ser d, el nimero esperado de muertes en un afio para la cohorte de edad =,
es claro que

m—1
losm =le = ) ot (2.21)
n=1

Las probabilidades de supervivencia y la cohorte a determinada edad guardan
una relacion muy estrecha, pues por lo visto anteriormente se tiene que

A continuacion, presentamos el extracto de una tabla de mortalidad.

X Iy dy
30 10 000.00 3478
31 0965.22 38.10
32 90927.12 41.76
33 0 885.35 4581
34 0839.55 50.26
35 0789.29 55.17
36 0734.12 60.56
37 9673.56 66.49
38 9607.07 72.99
39 0534.08 80.11

Figura 2.1: Ejemplo de una tabla de mortalidad

La tabla de la Figura 2.1 ! tiene algunas caracteristicas particulares. Para em-
pezar, la cohorte inicia en edad 30 (o asi lo podemos suponer). Ademads, sélo se
tiene informacion hasta edad 39, por lo que nos limitamos a calcular probabilida-
des de supervivencia para individuos de no mas de 39 afios.

'Dickson, David. Actuarial Mathematics for Life Contingent Risks. pp. 43
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Ejemplo 2.3 Con base en la tabla de mortalidad de la Figura 2.1, calcular, re-
dondeando a cinco decimales, lo siguiente

a) qs3
b) ps3
¢) sp31

d) 5431

Solucion

a) Por (2.20)
dzs  45.81

— 4 _ — 0.00463
033 = 7 T 9885.35
b) Por (2.17)
ly 983955
- — 0.99537
P = g T 988535

Observemos que (2.10) se cumple, pues

D3z + g3z = 0.99537 + 0.00463 =1

¢) Por (2.18)
l36  9734.12

== = = 0.97681
P = T 9965.22
d) Por (2.14) y por el inciso ¢)
5/431 = 5P31 436
d
= (0.976809) (ﬁ)
l36
60.56
= (0.976809) (9734.12>
= (0.976809)(0.00622)

= (0.00608

27



En la vida real, es comun utilizar tablas de mortalidad con una mayor cantidad
de datos, lo que complica los célculos. Afortunadamente, la tecnologia con la que
cuentan las computadoras hoy en dia ha ayudado a disminuir ese problema, dada
su velocidad a la hora de realizar operaciones matematicas.

2.4. Seguro de vida pagadero al final del ano de muer-
te

Al inicio de este capitulo dijimos que un sistema de seguros esta diseflado pa-
ra reducir el efecto financiero derivado de un evento aleatorio. Para esta seccion
desarrollaremos un modelo donde el evento aleatorio es la muerte de un indivi-
duo. En este tipo de seguros, el asegurador invierte el monto que el asegurado
otorga para cubrirse del evento, a una cierta tasa de interés. Finalmente, si el si-
niestro ocurre durante la vigencia del contrato de seguro, se pagara al beneficiario
el monto invertido, el cual suele llamarse suma asegurada o beneficio. Abordare-
mos modelos donde lo tnico incierto o aleatorio es el tiempo hasta la muerte del
individuo, esto es, la longitud del periodo de inversion.

Sea A(n) el monto de dinero invertido para el periodo n, entonces
I, = A(n) — A(n — 1) es el monto ganado entre el periodo n y el n — 1 a causa
de la inversion.

Definicion 2.3 Una tasa de interés i acumulada para el n-ésimo periodo de in-
version es
I

Es decir, una tasa de interés ,, es la proporcién del monto ganado al periodo n
con respecto al monto que se tenia en el periodo n — 1. Cuando la tasa de interés es
la misma para cada periodo entonces el subindice n se elimina y la tasa de interés
queda expresada unicamente como ¢. En este capitulo supondremos que la tasa es
la misma para cada periodo de la inversion. También supondremos que dicha tasa
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es determinista, aunque en la vida real suelen utilizarse modelos estocasticos para
analizar la tasa de interés como un factor aleatorio, pero dichos modelos no seran
mencionados en este texto.

Ahora definiremos algunos conceptos basicos que nos permitirdn el desarrollo
posterior de la teoria expuesta y que, estudiados de manera individual, permitirdn
un mayor entendimiento del modelo. Es menester sefialar que supondremos desde
un inicio que el monto invertido es pagado al final del afio, porque ello nos permite
un manejo de tiempos discretos Unicamente.

Definicion 2.4 Sea i una cierta tasa de interés, el factor de descuento se define
como sigue

vt = (1414)7" (2.25)

El factor de descuento juega un papel primordial al momento de capitalizar
intereses para un monto de dinero a lo largo del tiempo, pues suponiendo que
tenemos un monto M, aplicindole una tasa de interés i compuesta’, durante n
periodos, tendremos un monto final al que denominaremos M’. Esto es

M1+ =M

Pero cuando conocemos el monto final M’ y queremos conocer el monto ini-
cial de la inversion, basta con realizar un despeje a la ecuacion anterior para llegar
aque

M=M1+:)"=Muv"

Ahora, trasladdndonos al caso del sistema de seguros, es obvio que conocemos
el monto M’ final, ya que es la suma asegurada que se le pagara al beneficiario al
momento del fallecimiento del asegurado, y por lo general se determina al inicio
del contrato de cobertura. Denotaremos a dicho monto (beneficio o suma asegu-
rada) como b,,, donde n indicard el periodo en el que es pagado, o dicho de otra
manera, n indicara el nimero de anos desde el inicio del contrato hasta la muerte
del asegurado.

2Es decir, que para cada periodo el interés se capitaliza tomando el monto del periodo anterior,
el cual también ya ha capitalizado un interés.
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Como se mencion6 anteriormente, el tnico factor aleatorio es el tiempo hasta
la muerte del individuo. Supongamos que se contrata el seguro de vida para (z),
el tiempo que le resta de vida estd determinado por la variable aleatoria 7}, y, por
lo tanto, el nimero de afios enteros que cumplié (z) antes de morir fue K, por lo
que el beneficio serd pagado hasta el afio K, + 1, pues

K, <T,<K,+1

Definimos una nueva variable, z; 1, la cual denotar4 el valor en este momento
o el valor presente del beneficio ;. al ser invertido durante k£ 4 1 periodos.
Entonces
Rk+1 = Uk+1bk+1

Pero sabemos que el tiempo de muerte es aleatorio, por lo que cambiando la
notacion de zx1 por Z para denotarla como variable aleatoria, llegamos a que

7 = o by (2.26)

Ahora, por tratarse de variables aleatorias, nos gustaria saber el valor esperado
de Z, el cual denotaremos por A,. A dicho elemento suele llamarsele Valor Pre-
sente Actuarial del beneficio, o simplemente el valor presente de las obligaciones
futuras, haciendo referencia a b,,. Ademads, sin pérdida de generalidad, suponiendo
que se le es pagado al beneficiario $1 al final del afio, y que el contrato del seguro
termina hasta la muerte del asegurado, entonces

k=0
=> V"P(K, = k)
k=0

k+1
v kPz Qe+k

[
WK

e
Il

0

Por lo tanto

o0

Ap = P pe Gogn (2.27)

k=0
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La mayoria de los seguros de vida utilizan la ecuacién (2.27) para hallar el
Valor Presente Actuarial (VPA) del beneficio; lo dnico que suele cambiar es el
espacio de estados de K, pues en algunos casos solo se cubren algunos aios de
vida del asegurado. Estos seguros se diferencian haciendo algunos cambios a la
notacion de A,. En el siguiente capitulo los desarrollaremos con mayor deteni-
miento.

5
V4 Prlr+4q

Pz \/ Prs1 ~ Pzt ~ P43 ~ Gr+4

0 1 2 3 4

ot

Figura 2.2: Representacion grafica del VPA traido desde el periodo 5.

En la Figura 2.2 se ilustra la esencia del VPA, donde para poder traer a va-
lor presente el flujo de efectivo inicamente desde el periodo 5, es necesario que
(x) haya fallecido en dicho periodo, o lo que es lo mismo, haya sobrevivido los
primeros cuatro periodos y fallecido en el siguiente.

El VPA del beneficio puede verse como un valor presente comun y corriente,
con la excepcién de que depende de una probabilidad de supervivencia y una de
fallecimiento. Notar que para que se pueda traer a valor presente el beneficio en
el afio k + 1 es necesario que el asegurado (z) haya sobrevivido & afos y luego
fallecido en el siguiente. A, considera traer a valor presente todos los posibles
pagos del beneficio, dependiendo de la duracion de la cobertura.

2.5. Anualidades vitalicias

En la seccién anterior vimos pagos que dependen del fallecimiento del indivi-
duo. En esta secciéon abordaremos pagos periddicos que dependeran de la super-
vivencia del individuo para cada uno de dichos periodos.
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Una anualidad es una serie de pagos, generalmente idénticos, que se efectiian
en periodos de tiempo iguales, a una cierta tasa de interés. Cuando los pagos son
realizados al inicio del periodo, se dice que la anualidad es anticipada. Caso con-
trario, se dice que la anualidad es vencida cuando los pagos son realizados al final
del periodo. En este texto solo nos enfocaremos en las anualidades anticipadas,
pues son las mds utilizadas en el sector asegurador.

Supongamos que tenemos una anualidad anticipada temporal n periodos, es
decir, que los pagos se realizan desde el tiempo 0 hasta el n — 1. Denotando dicha
anualidad como a5, es posible obtener su valor trayendo a valor presente todos
sus flujos de efectivo como se muestra a continuacion.

im=14+v+0>+0>+ ... +o"!

S
—

Uk

0

e
Il

Donde el primer pago es 1 - v° = 1.

La anualidad anterior supone que todos los pagos ocurrirdn. Ahora nos cen-
traremos en todas aquellas anualidades donde el nimero de pagos es incierto y
dependen de la supervivencia del individuo. A dichas anualidades se les conoce
como anualidades vitalicias.

ot

Figura 2.3: Representacion gréifica de una anualidad anticipada temporal cinco
afios, donde todos sus flujos de efectivo son traidos a valor presente.
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Para definir a las anualidades vitalicias, retomaremos el uso de la variable alea-
toria K, el tiempo acortado de vida futura de (x), siendo éste ahora la temporali-
dad de la anualidad, de tal manera que definiremos a (77 COMO una anualidad
vitalicia temporal K, + 1 periodos, es decir, que tiene un limite de pagos y este
se da en el periodo K, + 1. Tomamos K, + 1 porque suponemos que se da un
primer pago en el periodo 0 y después un pago por cada periodo (afio de vida de
(x)), hasta acumularse los K, anos vividos.

Podemos obtener la esperanza de la anualidad vitalicia anticipada, de modo
que, considerando el pago de $1 por periodo y usando (2.15), se tenga

e = E (igm) = Y g P(Ks = k)

k=0
= i) kDo Qo (2.28)
k=0

Observar que hemos definido a la anualidad vitalicia temporal para poder abar-
car todo el espacio de estados de K.

Proposicion 2.5 Sea i, una anualidad vitalicia, entonces

i =Y v'kpa (2.29)

Demostracion. Primero observemos que

k

.o . t

O = v
=0

Y por (2.14) y (2.11) respectivamente

oo oo o
D iDrGork =Y ke = Y (kDo —k1DPs) = iDs
k=t k=t k=t
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Entonces

00 oo k

. .. t

ay = E A1) kPx Qut+k = E E U kPz Qo+k
k=0 k=0 t=0

Intercambiando el orden de las sumas en el lado derecho de la ecuacion ante-
rior tenemos que

o~ k ook
t _ t
SN =3 s o
k=0 t=0 t=0 k=t
oo

o
= Z v Z kPz Qzik
k=t

t=0

o
t
- § VU tPx
t=0
[o¢]
Lo o k
.. ax - § v kpx
k=0

El factor v¥;p, suele escribirse en la notacién actuarial como 1 E,. Por lo que

0o 0o
Z Ukkpm = Z kB
k=0

k=0

es, al igual que la ecuacion (2.28), un VPA, pues los flujos de efectivo depen-
den ahora de la supervivencia del individuo, como se dijo al inicio de esta seccion.
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Figura 2.4: Representacion grafica de una anualidad anticipada vitalicia, donde
cada flujo de efectivo depende de la supervivencia del individuo en el periodo.

El valor presente es una herramienta bastante ttil para conocer el valor de una
inversion en cualquier momento del tiempo o, dicho de otra manera, en cualquier
periodo de la inversion. El valor presente juega con los flujos de efectivo adya-
centes a la inversion y los coloca en cualquier punto del tiempo que deseemos.
Andalogamente, el Valor Presente Actuarial juega de la misma manera con los flu-
jos de efectivo, solo que también considera la supervivencia del individuo por el
que se estd realizando la inversion, haciendo del concepto de valor presente una
herramienta atin mas util.

En el siguiente capitulo desarrollaremos, mediante otros métodos, algunas va-
riedades de anualidades vitalicias, cuya mayor diferencia residird, al igual que en
los seguros de vida pagaderos al final del afio de muerte, en el espacio de estados
de K, donde en este caso significard el nimero de pagos que se realizardn para
llevar a cabo la cobertura del seguro.

Destacamos el hecho de utilizar anualidades vitalicias anticipadas debido a

que en la realidad es muy comun que los pagos que el asegurado realice por la
cobertura del seguro se den asi, de manera anticipada (al inicio del periodo).
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2.6. Calculo de primas

En las dos secciones anteriores definimos dos Valores Presentes Actuariales,
el primero referente a la cantidad de dinero que recibe el beneficiario del seguro,
conocida como suma asegurada o simplemente como beneficio. El segundo VPA
fue referente a una anualidad que depende explicitamente de la supervivencia del
individuo en estudio. En esta seccién juntaremos ambas definiciones para hallar
un nuevo concepto: la prima del seguro.

En la practica, es comun que dentro de la péliza de seguro, en donde se es-
pecifican todos los lineamientos adyacentes a la cobertura, dicha proteccion se
le pague al asegurador a través de cantidades periddicas y no en una sola exhi-
bicion; ésto debido a que resulta mas eficiente y comodo el hecho de pagar una
gran cantidad de dinero de manera fraccionada. A dicha cantidad fraccionada se
le denomina prima del seguro y representa los pagos periédicos que un individuo
debe realizar para tener la proteccion de un seguro. Lo anterior nos deja entrever
el hecho de que la prima no es mds que una anualidad vitalicia.

La cantidad de dinero que se paga por el seguro debe ser exactamente la misma
que el asegurador paga para cubrirlo, de esta manera no hay actos de mala fe
por ninguna de las dos partes. Dicha suposicion es elemental para el desarrollo
posterior de la teoria en esta seccidn, y suele conocerse como el principio de la
prima o principio de equivalencia.

De manera formal, vamos a definir una variable aleatoria, L, la cual represen-
tard el valor presente de la pérdida (o ganancia) de la aseguradora después del
ejercicio, es decir

L = VP de los ingresos — VP de los gastos

Entonces, la aseguradora tendra ganancias o un superavit si L > 0y tendra pérdi-
das o un déficit si L < 0. Si se cumple el principio de la prima entonces L = 0,
pues como se menciond antes, el principio de la prima representa no tener ni
pérdidas ni ganancias para ninguna de las partes.

Explicitamente para el asegurador, las ganancias se refieren al Valor Presente
de la prima, mientras que las pérdidas se refieren al Valor Presente del beneficio
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que éste debe pagar al asegurado. El primero de ellos se defini6 en la seccién
2.4 como una variable aleatoria Z, mientras que para el segundo se definié en
la seccion 2.5 una anualidad vitalicia Gz, es decir, el pago periédico de una
cantidad de dinero, que para este caso sera la cantidad P de la prima. Entonces

L = VPA de la prima — VPA del beneficio
= Pagm—2

Es l6gico que, al ser L una variable aleatoria, sea de nuestro interés conocer
su esperanza, es decir

E(L) = E (Pig—q— Z)
= E (Piigm) — E(2)

Y haciendo uso del principio de la prima tenemos que

E(L)=0
= E(Z) =P E (ix57)

Retomando la notacion utilizada en las secciones anteriores, donde
E(Z) = A,y E (ig—7) = da, entonces

A, =P-a,
Ay
= —=P
Qg
Por lo tanto

Ay

P=-— (2.30)
a'ac

Observemos que los VPA que utilizamos para llegar a la identidad (2.30) no
tienen un temporalidad definida, por eso la esperanza en ambos utiliza todos los

37



posibles valores de K, desde 0 hasta el infinito. El posible limite para estos VPA
estard dado por el tiempo de cobertura del seguro.

Como se menciond anteriormente, existen variaciones para A, y d,, que de-
penden del espacio de estados de K, o, lo que es lo mismo, la duracién de la
cobertura del seguro. Ademads, no necesariamente el espacio de estados serd el
mismo para el VPA del beneficio y el VPA de la anualidad vitalicia. Por ejemplo,
puede darse el caso en el que el asegurado solamente necesite pagar dos anos de
prima para estar cubierto de por vida. En el siguiente capitulo se desarrollaran
diversos ejercicios que ejemplificardn este hecho.

2.7. Resumen

A lo largo de este capitulo desarrollamos los conceptos mas importantes utili-
zados en el Calculo Actuarial, particularmente los correspondientes a los seguros
de personas. Partimos definiendo a la funcién de supervivencia S, (¢) como la pro-
babilidad de que un individuo de edad x, denotado como (z), sobreviva ¢ afios. A
partir de dicha funcién pudimos desarrollar identidades, a las que mas adelante les
dimos su propia notacion tal cual se usa en la practica actuarial a nivel mundial.
Entre los simbolos mds relevantes, destacan los siguientes

+D : la probabilidad de que (z) sobreviva més de ¢ afios.
+q. : la probabilidad de que (x) muera antes de ¢ afos.

#ludz : 1a probabilidad de que (x) sobreviva ¢ afios y muera en los u siguientes.

Nos resulté conveniente definir los conceptos anteriores en tiempo continuo
para después hacer lo propio en tiempo discreto, utilizando la variable aleatoria
K, la cual denota el tiempo acortado de vida futura de (z) y con la cual pudimos
seguir utilizando la misma notacién antes expuesta.

Proseguimos explicando los elementos de una tabla de mortalidad, la cual es
usada para edades enteras, y de la que explicamos dos de sus elementos mds im-
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portantes, los cuales se mencionan a continuacion
[, : 1a cohorte o sobrevivientes del grupo a edad .

nd, : el nimero de defunciones a partir de edad x y hasta la edad x + n.

Con lo anterior llegamos a la conclusion de que

o~

T+n

L

ndcs
ly

nPx =

ndz =

Destacando que lo anterior s6lo es vdlido para tiempos discretos, al igual que
los siguientes puntos.

A continuacion, analizamos el sistema de seguros a fondo, donde pudimos ob-
servar que se trata de un acuerdo entre dos partes en el que una de ellas, llamada
asegurador, se compromete a indemnizar o pagar una cierta cantidad de dinero
conocida como beneficio o suma asegurada, a la otra parte llamada asegurado,
siempre y cuando €sta cubra ciertos pagos periodicos que en conjunto se denomi-
nan como prima del seguro®. Vimos que tanto el monto del beneficio, como los
pagos periodicos, se analizan trayéndolos a valor presente. Sin embargo, ambos
presentan una caracteristica importante: la aleatoriedad, porque tanto el beneficio
se paga unicamente cuando se da el fallecimiento del asegurado, como el pago de
cada prima se cumple dada la supervivencia del mismo, y no sabemos con seguri-
dad si alguno de dichos eventos se cumplird a lo largo de la cobertura del seguro.
Por eso utilizamos variables aleatorias y de ellas obtuvimos su esperanza.

Finalmente llegamos a que

[o.¢]
A, = Z vk+1kpz g+ - es el valor presente del beneficio o suma asegurada.
k=0
o
a, = Z vk xDz - €s el valor presente de la anualidad anticipada vitalicia.
k=0

3Puede darse el caso en que la prima se pague en una sola exhibicién, cubriendo asf el seguro,
aunque esto en la prictica es poco comun.
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Con las herramientas anteriores, y a través del principio de la prima, obser-
vamos que es importante que tanto el VPA del beneficio, asi como el VPA de la
prima sean iguales, por lo que

A, =P -a,
Lo que implico
Ay
P -
Gy

Puntualizamos que la parte mds importante aqui reside en el andlisis del Valor
Presente Actuarial, pues para todo asegurador son de vital importancia los flujos
de efectivo al dia de hoy, ya que ello implica un mejor manejo de las obligaciones
futuras, para después poder cumplir con ellas en caso de que el siniestro ocurra.
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Capitulo 3

Cadenas de Markov en los seguros
de personas

En el capitulo anterior vimos que, para una persona de edad z, el pasar de
vivo a muerto depende intrinsecamente de probabilidades. Implicitamente, esas
probabilidades dependen tnicamente de la edad z, es decir, que no importa lo
que haya sucedido en el pasado, para hallar la probabilidad de supervivencia o
fallecimiento para el siguiente periodo s6lo se toma en cuenta la supervivencia
del individuo hasta x. Es decir, sea X la variable aleatoria que denota la edad del
individuo (z) (en tiempo discreto), entonces

¢ = P(K,=0|X =x)

En efecto, para hallar ¢, (y por ende, también p,) solo requerimos la informa-
cion al momento x, sin importar lo que haya sucedido en el pasado.

Esos modelos ya los habiamos expuesto en el primer capitulo, en el estudio de
las cadenas de Markov, donde la transicién de cualquier estado a otro dependia de
probabilidades inherentes a dicho modelo, y que tnicamente dependian del proce-
so en el presente. Entonces, es clara la relacion entre las cadenas de Markov y los
seguros de personas; podriamos decir que los segundos son casos particulares de
los primeros. Las cadenas de Markov estudian el proceso para cualquier estado,
y en este capitulo haremos uso de sus herramientas para analizar y deducir con-
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ceptos de la teoria del Calculo Actuarial, donde nos interesara la transicion entre
estados (hablese de fallecimiento, supervivencia, invalidez, etc.) del individuo en
estudio.

La teoria expuesta en el capitulo anterior sobre Célculo Actuarial es mucho
mads extensa de lo que se presentd. Por ello, en este capitulo pretendemos abarcar
los conceptos mds importantes aunados a los seguros de personas més utilizados
en la vida real, haciendo uso de las herramientas empleadas en las cadenas de
Markov.

Dividiremos este capitulo en varias secciones, dependiendo la cantidad de es-
tados en los que se pueda encontrar el o los individuos en estudio (asegurados) y
su comportamiento en el proceso. De esta manera se podra hacer un analisis mas
detallado de la teoria expuesta.

3.1. El Valor Presente Actuarial a través de cadenas
Markovianas

En el primer capitulo definimos a las matrices de transicion de probabilidad
como aquellas que presentan, de manera ordenada, las probabilidades inherentes
a la transicion entre estados de una cadena de Markov. Donde los renglones de la
matriz representaban los estados de donde se partia y las columnas los estados a
donde se llegaba. Las matrices de transicion mostraban de manera mas sencilla el
comportamiento del proceso.

En el segundo capitulo se definié el Valor Presente Actuarial como un valor
presente comun y corriente, pero que dependia explicitamente de una probabilidad
de realizacion, la cual venia dada por la supervivencia o muerte del individuo en
estudio.

Como dijimos al inicio, el proceso inherente al Calculo Actuarial puede ser

estudiado a través de cadenas de Markov, asi que no debe resultarle extraio al lec-
tor que ordenemos las probabilidades para () de pasar de un estado a otro en una
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matriz de transicion de probabilidad. Por ejemplo, si recordamos la teoria expues-
ta en el segundo capitulo, donde p, representa la probabilidad de supervivencia de
(x) para el siguiente periodo y ¢, su andlogo, la respectiva matriz de transicion de
probabilidad para este proceso seria la siguiente

P,z +1) = (% q1>

Donde el estado 0 representa la vida de (z) y el estado 1 el fallecimiento.
Observemos que dicha matriz describe el proceso al tiempo .

En los seguros de personas, suele suceder que los flujos de efectivo adyacentes
al modelo no sean los mismos para cada tiempo, por ello definimos a C;;(z + 1)
como el flujo de efectivo al tiempo x + 1 cuando () se encuentra en el estado i y
al siguiente periodo se mueve a j (aedad x + 1).

Con lo anterior, tenemos las herramientas necesarias para definir el Valor Pre-
sente Actuarial a través de cadenas de Markov.

Definicion 3.1 Sea C;;(x + k) el flujo de efectivo al tiempo x + k, v* = (141)~F
el valor presente con una tasa de interés i, y P,;(x, v + k) la matriz de transicion
de probabilidad en k pasos partiendo de 1 y finalizando en j. Entonces definimos
el Valor Presente Actuarial como sigue

[e.9]

VPAY =) [Pu(w,2 + k)Py(z + k,z + k + 1)] [Cy(a + k + 1)] [v*]
k=0

donde

I
oo
oo
—_ o o

P(z,x)
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La identidad anterior se basa en la ecuacion de Chapman-Kolmogorov; se trae
a valor presente el flujo de efectivo inherente a la transicién del estado ¢ al estado
J, donde se cumple © — s en k pasos y s — j en un paso. Mds adelante veremos
la utilidad de considerar la transicion intermedia del estado ¢ al estado s.

A continuacion, desarrollaremos el Valor Presente Actuarial que acabamos de
definir para diversos tipos de seguros de personas.

3.2. Seguros de vida

Podemos interpretar el mecanismo de los seguros de vida a través de una ca-
dena de Markov de dos estados, donde el estado 0 representara la vida de (z) y el
estado 1 la muerte de ().

I\ L Gz —]
Da () vivo (x) fallecido | 4
0 1
L — X

Figura 3.1: Diagrama de transicion del modelo individual

Cuya matriz de transicion de probabilidad esta dada por

P,z +1) = (%’” qlr)

Observar que, asi como se definio en el capitulo anterior, las probabilidades
variardn para cada edad x, pues es evidente que la tasa de supervivencia de los se-
res humanos se va decrementando afio con afo, o periodo tras periodo. Lo anterior
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implica que dicho mecanismo es modelado a través de cadenas de Markov no ho-
mogéneas, las cuales, como recordard el lector, también pueden implicar matrices
de transicién de probabilidad diferentes para cada x.

3.2.1. Seguro temporal

Supongamos un seguro que cubre solamente los primeros n periodos de vida
del asegurado desde la suscripcion. A este tipo de seguros se les conoce como
seguros temporales. Ademds, supondremos que el beneficio (que paga por el fa-
llecimiento) serd igual a una constante S para cualquier momento en el tiempo de
cobertura, de tal manera que Vx > 0

S si0<k<n-1

001(x+k+1>_{ 0 sik>n—1

Podemos hallar el VPA de un seguro temporal n anos con la ecuacién que
hemos definido anteriormente, observando que traeremos a valor presente el flujo
de efectivo inherente a la muerte del asegurado, es decir, de pasar del estado 0
(vida) al estado 1 (muerte)

n—1
VPAY, = [Poo(, 2+ k)Por(x + k2 + k + 1)] [Cor (2 + k + 1)] "]
k=0
n—1
=5 [Poo(z,x + k) Por(z + k,x + k + 1)] "] (3.1)
k=0

Observar que en dicha notacién, como indice superior, se expresa la transicién
por la cual se trae a valor presente el flujo de efectivo. En este caso, de la transicion
del estado 0 (vivo) al estado 1 (fallecido).

Tal y como sucede en la notacion estdndar, mantendremos expresada la edad
del asegurado y la temporalidad del seguro en el indice inferior.

Ejemplo 3.1 Un sujeto de edad 25 adquiere un seguro de vida temporal 4 afios.
Calcular el VPA al dia de hoy suponiendo que dicho seguro le otorga una suma
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asegurada de $50, 000, a una tasa de interés del 8.00 % y con la siguiente tabla
de mortalidad.

T pr | G
24 10.98 | 0.02
2510.97 | 0.03
26 | 0.95 | 0.05
27 10.94 | 0.06
2810.92 | 0.08
29 [ 0.91 | 0.09
30| 09 |01

Requerimos ordenar, en las matrices de transicion de probabilidad de nuestro
interés, las probabilidades de la tabla de mortalidad. En particular, necesitamos
P(25,26), P(26,27), P(27,28) y P(28,29). Entonces

0.97 0.03 )

P(%’%):( ‘ : 0.95 0.05)

P(26,27):( 0

0.94 0.06 )

P<27728):( ‘ : 0.92 0.08)

P(28,29):( 0

Por lo visto en la seccion 1.4 se tiene que

P(25,27) = P(25,26) x P(26,27) — ( 0.37 0.{)3 > y ( 0.595 0.{)5 )

(09215 0.0785
N 0 1

Andlogamente

P(25,28) = P(25,26) x P(26,27) x P(27,28) = ( 08662 0.1338 )

0 1
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Entonces

VPAY 1 =50,000[Py;(25,26)v" + Poo(25,26) Py (26, 27)v” + Poo(25, 27) Py (27, 28)0°
+ Poo(25, 28) Py1(28,29)v]

=50, 000[(0.03)(1.08) "' + (0.97)(0.05)(1.08) 2 + (0.9215)(0.06)(1.08) >
4 (0.8662)(0.08)(1.08) ]

=8, 209.2456

Es decir, el asegurador debe considerar al dia de hoy la cantidad de $8,209.2456!
para pagar las obligaciones futuras por concepto de fallecimiento del asegurado.
Dicha cantidad resulta ser muy pequeria, pues la probabilidad de que el individuo
(25) muera dentro de la cobertura del seguro es muy cercana a cero.

La ecuacién anterior resulté ser bastante larga considerando la corta cantidad
de anos que consideramos. Es evidente que su complejidad aumentaria ain més
si tomamos una cobertura del seguro mayor. Afortunadamente, existen programas
y algoritmos en computadora que nos facilitardn dicho proceso. Lo anterior se
mostrard en el siguiente capitulo.

3.2.2. Seguro dotal

Supongamos un seguro que paga si el individuo sobrevive més alla de n afos.
Dichos seguros serdn llamados dotales, y contrario a lo que pasa en un seguro
temporal el cual paga por fallecimiento, en este tipo de mecanismos se paga por
la supervivencia.

Al igual que en los seguros temporales, para los seguros dotales considera-
remos una suma asegurada constante S para cualquier momento en el tiempo de

'Resultado obtenido con el formulario implementado en el capitulo 4; varia en centésimas
con el resultado logrado si se realizan las operaciones a mano con las cifras presentadas en las
matrices de transicion de este ejemplo, debido al redondeo de las mismas. El resto de resultados
de los ejemplos de este capitulo también son del formulario.
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cobertura, de tal manera que Vo > 0

0 sik<n
COO(”’”’“):{ S sik>n

Observar que lo anterior se cumple tnicamente al existir la transicion del es-
tado 0 (vivo) a él mismo. Pasar de vivo a fallecido (0 — 1) no se considera en este
tipo de seguros.

Definiremos el VPA de un seguro dotal como sigue

VPAY = [Poo(x, x +n)] [Coo(x + n)] [0"]
= S[Pyo(x,x 4+ n)] [v"] (3.2)

Ejemplo 3.2 Sea un individuo de edad 25 que contrata un seguro dotal 4 arios.
Calcular el VPA suponiendo una suma asegurada de $50, 000 y donde las proba-
bilidades de supervivencia y fallecimiento son idénticas a las descritas en la tabla
de mortalidad del ejemplo 3.1. Tomando también una tasa de interés del 8.00 %.

En primera instancia queremos calcular Pyy(25,29), es decir, que (25) sobreviva
los primeros 4 arios. Entonces

P(25,29) = P(25,26) x P(26,27) x P(27,28) x P(28,29)

B ( 0.7969 0.2031

0 | ) = Pyy(25,29) = 0.7969

Por lo tanto

VPAY = 50,000[0.7969][(1.08) "]
= 29, 287.7496

Por lo tanto, el asegurador debe considerar al dia de hoy la cantidad de $29, 287.7496
para el posible pago de $50,000 al cabo de 4 arios si (25) sobrevive ese periodo.
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El seguro dotal puede ser visto como un fondo de ahorro comun y corriente,
donde la prima que el individuo paga puede ser interpretada como las aportaciones
al fondo. La gran diferencia entre este seguro y un fondo de ahorro radica en
el hecho de que el individuo debe sobrevivir después de una cierta cantidad de
tiempo preestablecida para poder recibir dicho fondo (suma asegurada), el cual
también serd establecido al inicio del contrato.

3.2.3. Seguro dotal mixto

Consideremos un seguro que paga por fallecimiento o por supervivencia, lo
que suceda primero al término de n afos.

Al igual que en los seguros temporales y dotales, supondremos una suma ase-
gurada S constante, de tal manera que

S sik>0

Coo(z + k) = Cor(z + k) = { 0 cualquier otro caso

Notar que el monto C' es el mismo para cualquiera de las dos transiciones:
permanecer con vida o fallecer.

Ya que el seguro dotal mixto paga por el fallecimiento dentro de los siguientes
n afios a su contratacion, puede ser visto como un seguro temporal n afios. Pero
también cubre la supervivencia a los siguientes n afnos, por lo que puede ser visto
como un seguro dotal n afios. Dicha idea nos deja entrever el hecho de que un
seguro dotal mixto es la combinacidn entre un seguro temporal y un seguro dotal,
ambos a n anos. Por lo que el VPA es la suma de los respectivos VPA de los dos
seguros anteriores, es decir

VPA,m=VPA)_ +VPAY, (3.3)

Ejemplo 3.3 Consideremos al individuo del ejemplo 3.1y 3.2, el cual decide con-
tratar un seguro dotal mixto a 4 afios. Suponiendo las mismas hipotesis utilizadas,
calcular el VPA de dicho seguro.
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Por los ejemplos anteriores ya conocemos VPAY_ vy V PAY_ Entonces

VPAym=VPAY +VPAY
= 8,209.2456 + 29, 287.7496
= 37,496.9952

Por lo tanto, el asegurador deberd considerar al dia de hoy la cantidad de $37,496.9952
para el seguro dotal mixto de (25).

El VPA de un seguro dotal mixto resulté ser muy alto y en general siempre es
asi, lo que implica que la prima que se paga por €l también sea muy alta. Es por
ello que en la practica estos seguros son poco utilizados.

3.2.4. Seguro de vida entera

Supongamos un seguro temporal n afios, donde n — oco. A dichos meca-
nismos se les llama seguros de vida entera, y representan una cobertura por fa-
llecimiento para toda la vida del asegurado. Entonces el VPA de dicho seguro
serd calculado de la siguiente manera

01 y 01
VPA, = nhi& VPA,

_g i [Poo(z, 2 + k) Poy (z + k2 + k + 1)] ]

k=0

En la practica, no es posible hacer una suma hasta el infinito, sino que el limite
se da en w, que como recordara el lector por lo visto en la seccion 2.3, es la edad
maxima alcanzada por la cohorte hipdtetica con la que se trabaja en las tablas de
mortalidad. Por lo que podemos reescribir la ecuacion anterior como

w—x—1

VPAY =85 > [Po(z,z+k)Pou(z+ &z +k+1)] [v*] (3.4)
k=0

Es decir, dicho VPA puede verse como el de un seguro temporal w — x afios.
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3.2.5. Seguro diferido

Supongamos un seguro por fallecimiento que paga una suma asegurada cons-
tante a lo largo del tiempo, pero cuya cobertura comienza m afios o periodos
después de su contratacion. Es decir, el beneficio S serd pagado si y solo si el
asegurado muere m afios posteriores a la contratacion del seguro. Dicho de otra
manera, Vr > 0

o= {7 12
Por lo que el VPA de dicho seguro sera
m|VPAY = i [Poo(z, 2 4+ k) Por(z + k, 2+ k + 1)] [Cor(z + k + 1)] ["1]
k=m
=5 i Poo(z,x + k) Por(x + k,x + k + 1)] [vk“] (3.5)
k=m

Notese que el primer componente del VPA se regresa m periodos, pues lo
estamos calculando al dia de hoy.

3.2.6. Seguros de beneficio variable

Cabe destacar que en todos los seguros que pagan el fallecimiento y que he-
mos expuesto hasta el momento, supusimos una suma asegurada constante, pues
dicha hipétesis se apega a la realidad la mayoria de los casos. Aunque podemos
considerar el hecho de que existen seguros en los cuales la suma asegurada cam-
biard en el tiempo, por lo que C'(z + k + 1) serd una matriz que dependerd de =. A
dichos seguros se les conocerd como seguros de beneficio variable. De este modo,
la ecuacion del VPA de estos seguros se comportard como la definimos al inicio

o0

VPAY = [Pz, + k) Pu(z + k,z+ k+ 1)] [Cor( + k + 1)] [p*F]
k=0
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La cual tendré un tratamiento similar a los ya expuestos, con la diferencia de
que Co1(x + k + 1) serd un vector con sumas aseguradas distintas para cada edad
x. Dichos seguros podran ser temporales, dotales, o cualquiera de los que hemos
expuesto anteriormente.

No deberia resultarle ajena al lector la ecuacién (3.1) con respecto a la ecua-
cioén (2.27), la cual se analizé en el capitulo 2. Demostraremos que, de hecho, son
lo mismo.

Observemos que sucede para un seguro de vida entera. Retomemos la ecuacion
(3.1), la cual tiene la siguiente expresion

VPAY =8> [Poolw, 2 + k) Po(z + K,z + & + 1)] [V]

k=0

Para este tipo de seguros, la entrada (0,0) y la entrada (0,1) de la matriz
P(z,x + 1) siempre tendrdn la forma siguiente Va > 0

pr Sit=7=0
Pij(x’Hl):{ G sii=0j=1

Ahora, por lo visto en el capitulo 1, en la ecuacién 1.8, tenemos que

n—1

Poo(z, z +n) :Hpoo(x-l-k,x—i-k—i-l)
k=0
= Z P07i1(37735+1)"'Hn_1,g(a:+n—1,x+n)

115eeeybn—1

Observemos lo siguiente, si, = 1 paraalgunap > 1, entonces debe cumplirse
que ¢, = 0 para alguna n > r > p, pues debe cumplirse la transicion de regreso al
estado 0 antes de terminar los n pasos. Si lo anterior sucede, entonces existira el
elemento Pio(x + k,x + k + 1) = 0 para alguna k en el producto contenido en
la suma, lo que hara que dicho producto se elimine. Con lo anterior, acabamos
de demostrar que el tnico producto que existe en la suma es el que contiene los
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indices iy = i5 = - - - = i,,_1; = (. Entonces

Pyo(z,z+n) = Poo(r,z+ 1) Pyo(x + 1,2+ 2) -+ Pyo(x +n — 1,2+ n)
= Pz Pz+1 """ Paztn—-1
= nPx

Por lo tanto, sustituyendo los respectivos valores en la ecuacién del VPA, con
S =1 sellega a que

VPAgl = Z kPz Qu+k Uk+1
k=0

Lo anterior es valido también para el resto de seguros de vida que se han
expuesto en este capitulo.

Hemos demostrado, como se dijo al inicio, que usaremos cadenas de Markov
para encontrar el VPA, y que al final llegaremos al mismo resultado con el que se
llega en la teoria existente del Calculo Actuarial.

Hasta ahora abordamos elementos del Calculo Actuarial que ya habiamos tra-
tado en el capitulo anterior, pero desarrollados desde el enfoque de cadenas Mar-
kovianas. A continuacién hablaremos de otros tipos de seguros de personas, desa-
rrollados mediante la teoria estocéstica de las cadenas de Markov.

3.3. Vidas muiiltiples

En la realidad, es comun la existencia de seguros de vida que cubran a dos
0 mas personas simultineamente, donde se cubre el fallecimiento de todos los
asegurados. El tratamiento que se les otorga a dichos seguros estd dado de dos
maneras distintas. Por un lado, el asegurador paga cuando muere el primer asegu-
rado; a dichos seguros se le conoce como vidas conjuntas. Por otro lado, tenemos
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los seguros que pagan cuando muere el ultimo de los asegurados, y a estos seguros
se les denomina de ultimo superviviente. En este texto trataremos ambos tipos de
seguros suponiendo aquellos que cubren dos vidas, pues resulta ser el caso mas
sencillo.

Partimos entonces del andlisis de dos vidas, una de edad = y otra de edad
y. Es decir, hablamos de dos individuos (z) y (y). Tal y como lo hicimos en
el capitulo anterior, en este analizaremos el tiempo acortado de vida futuro de
cada uno mediante las variables aleatorias K, y K, respectivamente, de las cuales
supondremos independencia.

Podemos decir que existen cuatro posibles eventos (estados) en los que estas
dos vidas se pueden encontrar, y cuyo comportamiento se presenta en el siguiente
diagrama de transicién

™ (z) vivo Py . (z) vivo “
PzPy {U\J vivo [y} fallecido Pz
0 \U 1
() . ()
qzP x

C /O o \ qk j]
™ (z) fallecido a ~| (z) fallecido [T
Py (y) vivo _ (y) fallecido 1
2 0 3 -

Figura 3.2: Diagrama de transicion del modelo de vidas multiples

Como se puede ver, hemos catalogado cada evento con un nimero que indica
su estado. Es decir, el estado 1 representa que (z) esté vivo y (y) no lo esté, el
estado 0 que tanto () como (y) estén vivos, y andlogo para el resto de estados.
De este modo, resulta mas sencillo hacer el andlisis de las transiciones entre los
diversos eventos que se presentan y sus probabilidades implicitas.
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Con ayuda del diagrama de transicién presentado en la Figura 3.2 es posible
realizar la matriz de transicion de probabilidad para dos vidas, como sigue

DPaPy  Paly qaPy 9zy
0 - 0 x
Paa+1)=| o o Zy
0 0 0 1

Por convencion, colocaremos la edad de () para referirnos al tiempo en el que
la matriz es analizada. Aunque podriamos hacer exactamente lo mismo utilizando
la edad de (y), pues al final ambas representaran el periodo en estudio. Demostra-
remos que la anterior es matriz de transicion de probabilidad. Por un lado, cumple
que Pj(z,z+1)>0Vi=0,...,3,7=0,..,3.

Ahora, observemos que todos sus renglones suman 1, pues p, + ¢, = 1y
Dy + gy = 1. Ademas

DDy + Py + @Dy + @Gy = P2(Py + @) + ¢(Py + qy)
=P TG
-1

Por lo tanto es matriz de transicion de probabilidad. Con lo anterior prosegui-
remos a desarrollar los seguros de vidas multiples.

3.3.1. Vidas conjuntas

La esencia de los seguros de vida conjuntas es el andlisis de ambas vidas, don-
de el beneficio serd pagado cuando el primero de los dos asegurados fallezca.

Por lo que es de nuestro interés la variable aleatoria
K =min{K,, K,}
Lo anterior nos indica el periodo en el cual el primero de los asegurados fallece

55



y se paga la suma asegurada, siendo posible que ambos fallezcan en el mismo pe-
riodo. Desde el punto de vista de las cadenas de Markov, existen tres transiciones
entre los estados que cumplen con el evento anterior.

Retomemos la Figura 3.2, el asegurador pagara la suma asegurada si (z) o
(y) mueren dentro del periodo. Es decir, pagara por la transicion 0 — 1 o por
la transiciéon 0 — 2. De igual forma, pagara si en el periodo ambos mueren, es
decir, por la transicién 0 — 3. Como en las tres transiciones se paga la suma
asegurada, entonces para el VPA del beneficio es necesario tomar en cuenta las
tres probabilidades inherentes a dicha transicion.

El VPA queda de la siguiente manera

VPAY 028 =8 N [Py (w2 + k)P (z + k. + k + 1)
k=0
+Poo(x,x + k)Popa(x + k,x+ k+1)

+Poo(z, 7 + k) Pos(z + k, 2 + k + 1)] "] (3.6)

Analicemos la ecuacion anterior. Con respecto a las probabilidades de la ma-
triz de transicion, Py(x, z + k) se refiere a la transicién en un paso o mas (pues
en 0 pasos dicha probabilidad es 1) de que partiendo del estado 0 se regrese a él.
Observemos el hecho de que Pj, = 0 para j = 1,2, 3, lo que implica que no es
posible 0 — 5 — 0. Entonces, para k pasos, la Gnica transicién posible en cada
paso es del estado 0 a él mismo. Dicha conclusidn, al igual que en los seguros de
vida, resulta l6gica, pues representa el hecho de que la probabilidad de supervi-
vencia conjunta de (z) y (y) en k periodos s6lo es mayor a 0 si ambos sobreviven
en cada periodo.

Con lo anterior podemos observar que el primer sumando se refiere al hecho
de que ambas vidas sobrevivan k periodos y para el k+ 1 fallezca (y), mientras (x)
sobrevive. Para el segundo sumando tenemos el evento referente a la supervivencia
de ambas vidas k periodos y el fallecimiento de (x) y la supervivencia de (y) en
el periodo £k + 1. Finalmente, para el tercer sumando tenemos la supervivencia de
ambas vidas £ periodos y el fallecimiento de ambos para el periodo k& + 1.

Consideraremos una suma asegurada S que serd la misma para cualquier tran-
sicién y cualquier periodo del tiempo de cobertura.
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Definimos el VPA de vidas conjuntas para un seguro que cubre toda la vida (de
ambos asegurados). Sin embargo podemos obtener, como en los seguros de vida
tradicionales, aquellos que cubren solo un periodo de tiempo (temporales), que
paguen la supervivencia de ambos (dotales), o los dos seguros al mismo tiempo
(dotales mixtos). De igual manera aquellos seguros que comienzan la cobertura
periodos después de su contratacion (diferidos). También es posible considerar
beneficios que dependan de la edad y el periodo (modelos de beneficio variable).

Ejemplo 3.4 Una pareja de recién casados decide contratar un seguro que cubra
a ambos por fallecimiento. El esposo, al que denotamos con x tiene hoy 27 aiios y
la esposa, vy, tiene 25. Dicho seguro otorgard una indemnizacion de $50, 000 si el
primero de los dos fallece en un lapso de 3 afios desde la contratacion del seguro.
¢ Cudl es el valor al dia de hoy de dicha indemnizacion, considerando una tasa de
interés del 5.5 %, y la siguiente tabla de mortalidad?

T | Pz 4z Y| Py dy
26 | 0.98 | 0.02 24 1 0.99 | 0.01
27 10.97 | 0.03 251098 | 0.02
28 10.95|0.05 26 1 0.96 | 0.04
29 1 0.94 | 0.06 27 1 0.94 | 0.06
301 0.92 | 0.08 28 10.93 | 0.07
311091 0.09 29 10.92 | 0.08

Tenemos un seguro de vidas conjuntas, temporal 3 afios, y queremos calcular el
VPA. Entonces, usando (3.8), primero debemos colocar las probabilidades en las
respectivas matrices de transicion, como sigue
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(0.97)(0.98) (0.97)(0.02) (0.03)(0.98) (0.03)(0.02)
0 0.97 0 0.03
P(27,28) = 0 0 0.98 0.02
0 0 0 1
0.9506 0.0194 0.0294 0.0006
B 0 097 0  0.03
- 0 0 098 0.2
0 0 0 1
(0.95)(0.96) (0.95)(0.04) (0.05)(0.96) (0.05)(0.04)
0 0.95 0 0.05
P(28,29) = 0 0 0.96 0.04
0 0 0 1
0.9120 0.0380 0.0480 0.0020
B 0 095 0 005
- 0 0 096 004
0 0 0 1
(0.94)(0.94) (0.94)(0.06) (0.06)(0.94) (0.06)(0.06)
0 0.94 0 0.06
P(29,30) = 0 0 0.94 0.06
0 0 0 1
0.8836 0.0564 0.0564 0.0036
B 0 094 0  0.06
- 0 0 094 0.6
0 0 0 1
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Entonces

0.8669 0.0546 0.0739 0.0046
0 0.9215 0 0.0785
0 0 0.9408 0.0592
0 0 0 1

P(27,29) = P(27,28) x P(28,29) =

Utilizando (3.8), tenemos que

VPAZIEU23 250,000 ([Por (27, 28) + Poz(27, 28) + Pos (27, 28)] [v']
+ [Poo(27, 28) Py1 (28, 29) 4 Poo(27, 28) Pya(28, 29)
+ Ppo(27,28) Py3(28,29)] [v?]
+ [Poo(27,29) Py1 (29, 30) + Poo(27,29) Poz(29, 30)
+ Poo(27,29) Po3(29, 30)] [v°])

=50,000 ([.0194 + .0294 + .0006] [(1.055) "]
+1(.9506)(.038) + (.9506)(.048) + (.9506)(.002) [(1.055) ]
+[(.8669)(.0564) + (.8669)(.0564) + (.8669)(.0036)] [(1.055)~?])

=10, 396.065

Por lo tanto, el VPA del beneficio de $50, 000 es de $10, 396.065.

3.3.2. Ultimo superviviente

Contrario a la esencia al seguro de vidas conjuntas, el cual indemniza cuando
el primero de los asegurados fallece, en el modelo de ultimo superviviente se pa-
gara el beneficio cuando muera el dltimo de los asegurados (de ahi su nombre).
Por lo que, visto como variable aleatoria, el periodo en el cual se paga la suma
asegurada es el siguiente

K =max{K,, K,}
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Observemos nuevamente la Figura 3.2. Ya que estamos analizando ambas vi-
das (z) y (y), queremos saber que debe pasar con cada una para que la indemniza-
cidn se efectiie. Veamos, el primer caso sucede cuando (y) fallece en un periodo
y () fallece en un periodo posterior, es decir, se da la transicién 0 — 1y poste-
riormente 1 — 3. El segundo caso serd cuando (x) muera en cierto periodo y (y)
en uno posterior, lo que es lo mismo 0 — 2y después 2 — 3. Como tercer caso,
tenemos el hecho de que ambos asegurados mueran en el mismo periodo, de esta
manera también se tomaria el maximo de K, y K, pues serian iguales.

Por ello y suponiendo una suma asegurada constante 5, definimos el VPA para
un seguro de dltimo superviviente como sigue

VPAR =3 Z [Por(z, 2 + k)Pis(z + ko +k+ 1)
k=0
—f—POQ(ZL‘,CC + k’)PQg(ZE + k’,l’ + k? + ].)

+Poo(z, 7 + k) Pos(z + b,z + k + 1)] [0"1] (3.7)

En todos los casos anteriores, la probabilidad de transicion en k pasos siempre
se daba del estado 0 a é]l mismo, inicamente manteniéndose ahi. Es decir, teniamos
Pyo(z, z+ k) y para cada transicion, desde x hasta = + k, sdlo se daba en el estado
0. Posteriormente, en el paso k + 1 tenfamos la transicion de interés o en la que se
pagaba la suma asegurada.

Para el modelo de tltimo superviviente serd distinto, pues la transicion en &
pasos sera del estado 0 al estado j, con j = 1,2. Ademds, observemos minucio-
samente el hecho de que dicha transicién (0 — j) no necesariamente se dard en
el dltimo paso; puede darse incluso al inicio o en medio de los k pasos. Es decir,
Poj(x, x + k) serd la probabilidad de pasar del estado 0 al estado j en cualquier
paso dentro de los £ pasos analizados. Dicha probabilidad es mayor a 0, pues las
transiciones 0 — 7y j — j, para j = 1,2, existen.

Lo anterior resulta sumamente ttil, dada la complejidad del cdlculo de dichas
probabilidades, ya que sin las matrices de transicion y en particular de la entrada
Pyj(x, x + k), habria que calcular las probabilidades para cada evento en el que
una de las dos vidas fallezca en alguno de los pasos dentro de los k estudiados.
Con la matriz de transicion serd necesario unicamente el producto de cada una de
las correspondientes.
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La formula del VPA del modelo de ultimo superviviente toma en considera-
cion los tres eventos en los que se pague la indemnizacién. En cada uno de los
tres sumandos estd la probabilidad de que una de las dos vidas fallezca antes que
la otra y, periodos después (basta con uno), la otra vida fallezca. También toma-
mos en consideracion el evento en que ambas vidas fallezcan en el mismo periodo
(PO()(.I,I + k’)PQg(iL‘ + k’,l’ + ]{3 + 1))

Finalmente, hacemos hincapié en el hecho de tomar una suma asegurada in-
dependiente de la edad y el periodo, o cudl de las dos vidas fallezca después de
la otra. Sin embargo es posible tomar sumas aseguradas que no sean constantes.
De la misma manera, como en el modelo de vidas multiples, este modelo también
podra ser manejado como un seguro temporal, dotal, etc.

Ejemplo 3.5 Consideremos a la pareja del Ejemplo 3.5 bajo las mismas hipote-
sis, pero con la excepcion de que eligen un seguro que los cubra durante los
proximos 3 afios e indemnice cuando muera el viltimo de ellos, es decir, hablamos
de un seguro de tiltimo superviviente.

Entonces, con los datos del ejemplo anterior y la ecuacion (3.9) tenemos que

VPAR - =50,000 ([P13(27,28) + Ps3(27,28) + Pp3(27,28)] [v']
+ [Po1(27,28) P13(28,29) + P2 (27, 28) Pa3(28, 29)
+ Poo(27, 28) Py3 (28, 29)] [v”]

+ [Po1(27, 29) P13(29, 30) + Poa(27,29) Pa3(29, 30)
]

+ Poo(27,29) Py3(29, 30)] [v°]

27:25:3]

=50, 000 ([.0006] [(1.055) "]
+[(.0194)(.05) + (.0294)(.04) + (.9506)(.002)] [(1.055) 2]
+ [(.0546)(.06) + (.0739)(.06) + (.8669)(.0036)] [(1.055) ]

=671.1975

Por lo tanto, el VPA del beneficio es de $671.1975.
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3.4. Decrementos multiples

Hasta ahora hemos analizado seguros que cubren el fallecimiento, sin embar-
g0, en la practica no son los tnicos eventos por lo que se paga una indemnizacion.
Puede darse el caso en el que se quiera estudiar el hecho de que un individuo sufra
alguna lesion o, dicho de otra manera, se invalide. O si labora en cierta empresa,
el evento relacionado a su renuncia o despido, la cual suele denominarse como
rotacion.

En general, existen muchas maneras para el individuo en andlisis deje de es-
tarlo o salga. A esas formas de salida se les denominan decrementos, y ya que
analizaremos muchas formas de salida para un mismo individuo, denominaremos
a este modelo como decrementos multiples.

Trabajaremos con el modelo mds usual, aquel en el que el individuo en estudio
sale por la razon j y ya no regresa a su estado inicial. Denominamos al estado 0
como aquel en el que el individuo se encuentra al dia de hoy (diremos que el sujeto
esta activo), y al estado 7 como aquel en el que se encuentra al salir por la razén
j. Entonces, el diagrama de transicion queda de la siguiente manera

salida de (z) [7]
por causa 1 1

l}//: 1 <

(1)
// gz

(x) activo [« 0——

salida de (z) [7]

Por causa 2

L e 2 N

\_ salida de (z) [7]
por causa n

<

n

—

—

Figura 3.3: Diagrama de transicion del modelo de decrementos multiples
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Consideramos una cantidad finita de decrementos, n, de tal modo que cada
estado j = 1,2,3,...,n es absorbente, pues una vez que (z) salié por la causa j
no puede pasar a otro estado.

De este modo la matriz de transiciéon queda de la siguiente manera

pg) q;gl) qg(f) o qg(cn)
0o 1 0 - 0
Plr,z+1)=| 0 0 1 - 0
0 0 0 1

La probabilidad p;(;) representa la probabilidad de que, en el transcurso del
periodo, () sobreviva a todos los posibles decrementos. Entonces, qa(f) represen-

tara la salida por cualquiera de los decrementos en el periodo, o lo que es 1o mismo

¢ = g 4@ 4 g

El modelo anterior es bastante similar al de seguros de vida, con la excepcion
de que éste abarca una mayor cantidad de salidas, no solo el fallecimiento. De esta
manera, es comun que en la préctica la indemnizacién S sea diferente para cada
decremento e independiente del periodo en el que suceda. Por ello serd util el uso
de un vector C}, en el cual la entrada j serd la indemnizacion por la salida j.

Entonces, el VPA correspondiente al modelo de decrementos multiples es el
siguiente

VPAY = C;) [Poo(x,+ k) Poj(z + b,z + k+ 1] o] (3.8)
k=0

Observemos que dicha ecuacion sélo toma en cuenta la transicion del estado 0
a él mismo antes de pasar al decremento j. Esto es porque, como se dijo anterior-
mente, los demds estados son absorbentes, lo que implica que Pj(z,z + 1) =0
paraj #0y 0 <r <k.
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Por lo anterior, Pyo(x,x + k)FPoj(x + k,x + k + 1) de la ecuacién (3.10)
representa la probabilidad de permanecer activo durante %k periodos y después
dejar de estarlo a causa del decremento j en el periodo k£ + 1. Finalmente, como
en el resto de los VPA, se trae a valor presente la indemnizacion por la causa j.

Al igual que antes, el VPA de este modelo se expresé como un seguro de vida
entera. Resta mencionar el hecho de que son aplicables a este modelo los seguros
temporales, dotales, dotales mixtos y diferidos.

Tomaremos al VPA total, es decir, aquel que considera todos los decrementos.
De tal modo que

VPA,(r) =) VPAY (3.9)
j=1

Ejemplo 3.6 Un trabajador (26) de cierta empresa recibird una indemnizacion
en caso de suceder tres eventos: si muere su conyuge recibird $100, 000, si se
invalida de manera parcial recibird $50, 000, y si es despedido $50,000°. La co-
bertura serd por los proximos 3 afos. Queremos calcular el VPA para cada in-
demnizacion, asi como el VPA total, con una tasa de interés del 6 % y la siguiente
tabla de decrementos:

v | p, | a0, | dW, ] 47,
24092 | 001 | 0.02 |0.05
251090 | 0.02 | 0.02 | 006
26| 089 | 003 | 0.03 |005
270885 | 0.04 |0.035 | 0.04
28| 088 | 0.04 | 0.04 |0.04
29| 0.87 | 0.05 | 0.045|0.035

30| 0.86 | 0.06 | 0.04 |.04

Como lo hemos venido haciendo, como primer paso hay que acomodar las pro-

?Denotamos la muerte con M=1, la invalidez con I=2 y el despido con D=3.
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babilidades en las matrices de transicion.

0.89 0.03 0.03 0.05
0 1 0 0

P262T)=| o o 1 o
o 0 0 1

0.885 0.04 0.035 0.04

o 1 0 0

PRL2S)=| o 4 1 o
o o0 0 1

0.88 0.04 0.04 0.04

pes,20)=| 0 L 00

0 0 1 0
0 0 0 1

Ademds, C' = (100000, 50000, 50000)

Entonces

0.7877 0.0656 0.0612 0.0856

P(26,28) = P(26,27) x P1,28) = | ; ; 8
0 0 0 1

Ahora, con ayuda de la ecuacion (3.10) encontraremos el VPA para cada uno de
los 3 decrementos.
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Muerte
V PAY = 100,000([Po1(26,27)] [v'] + [Poo(26, 27) Po1 (27, 28)] [v7]
+ [Poo(26, 28) Py (28, 29)] [v7]

= 100, 000([0.03] [(1.06) "] + [(0.89)(0.04)] [(1.06) ]
+ [(0.7877)(0.04)] [(1.06)?])

— 8,644.0484
Invalidez
VPAR = 50,000([Po2(26,27)] [v'] + [Poo(26, 27) Pp2(27,28)] [v?]

+ [Poo(26, 28) P2 (28, 29)] [v°]

= 50,000([0.03] [(1.06) "] + [(0.89)(0.035)] [(1.06) ]
+ [(0.7877)(0.04)] [(1.06)*])

= 4,124.000013
Despido
V PAY = 50,000([Po3(26,27)] [v'] + [Poo(26, 27) Po3(27,28)] [v?]

+ [Poo(26, 28) Po3 (28, 29)] [v°]

= 50, 000([0.05] [(1.06)~"] + [(0.89)(0.04)] [(1.06)?]
+ [(0.7877)(0.04)] [(1.06)~?])

= 5,265.420448

Por lo que, el VPA por todos los decrementos es la suma de cada uno. Es decir

VPAy(T) = 8,644.0484 + 4, 124.000013 + 5, 265.420448 = 18,033.1331

Por lo tanto, el VPA para los beneficios de (26) es $18,033.1331.
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3.5. Anualidades vitalicias

Abordaremos el tema de anualidades vitalicias a través de cadenas de Markov,
para después demostrar que el resultado al que lleguemos es el mismo al presen-
tado en el capitulo 2.

Recordemos que una anualidad vitalicia es una serie de pagos periddicos con-
dicionados a una supervivencia, traidos a valor presente. Es decir, que para cada
periodo el pago se efectuara si el individuo en estudio sobrevivié a dicho periodo.

Con lo anterior podemos construir la anualidad vitalicia anticipada a través de
cadenas de Markov, suponiendo una serie de pagos constantes P, como sigue

VPAANY = P Y " [Poolx,x + k)] [v*] (3.10)

k=0

Dicha anualidad trae pagos a valor presente desde el infinito hasta el inicio. De
la misma manera, podemos definir una anualidad vitalicia anticipada pero tempo-
ral n afios, como se expone a continuacion

3
—

VPAANY = Py [Py(z,x + k)] [v"] (3.11)
0

i

Ejemplo 3.7 Supongamos que un individuo de edad 27 contrata un seguro con
una Compariiid Aseguradora. Dicho individuo tiene la distribucion de superviven-
cia que se muestra en la siguiente tabla de mortalidad. La Aseguradora le dice
que deberd efectuar un pago de prima de $1500 comenzando el dia de hoy y por
los siguientes 5 arios. A cudnto equivale el VPA de dichos pagos si consideramos
una tasa de interés del 5% ?.
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T | Pz Qz
251097 0.03
26 1 0.95|0.05
27 1 0.94 | 0.06
28 10.92 1 0.08
29 10.91 | 0.09
30| 09 | 0.1
311089011

Observemos que estamos hablando de una anualidad vitalicia temporal 5 afos.
Al igual que en los ejemplos de la seccion anterior, comenzaremos introduciendo
las probabilidades en sus respectivas matrices de transicion para cada afio, como
sigue

P(27,28) ( 0.594 0.106 ) P(98,29) — ( 0.32 0.{)8 )
P(29,30) ( vt B ) P(30,31) = ( o )

Lo que implica entonces que las matrices de transicion en k pasos serdn las si-
guientes

P(27,29) = P(27,28) x P(28,29) — ( 0.8648 0.1352 >

0 1

Andlogamente

P(27,30) = P(27,28) x P(28,29) x P(29,30) = ( 0'75370 0'21130 )

P(27,31) = P(27,28)x P(28,29)x P(29, 30) x P(30, 31) = ( 0'7883 0'2317 )
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Por lo que el Valor Presente de la anualidad vitalicia es el siguiente

VPAANL o =1500[Poo(27,27)v° + Poo (27, 28)v" + Poo(27,29)v* + Poo(27,30)v°
+ Pyo(27,31)v%]
=1500[1 + (0.94)(1.05)* + (0.8648)(1.05) % + (0.787)(1.05)
+ (0.7083)(1.05) %]
=5913.15

Es decir, que el Valor Presente Actuarial de una anualidad vitalicia temporal 5
afios para x es de $5,913.15.

Asi como en la seccién anterior, ahora probaremos que la ecuacién (3.6) es
equivalente a (2.29). Anteriormente demostramos que

Pyo(z,x +n) = npy

Entonces, suponiendo P = 1 y sustituyendo en (3.6) tenemos que

e}

VPAANY = 3" [Pog(w, 2 + k]) [v"]

3.5.1. Anualidades para vidas multiples

Recordemos que las anualidades vitalicias en los seguros de personas, por
lo general, son usadas para calcular los pagos (prima) que el asegurado reali-
zard mientras esté con vida y exista la cobertura. Pues bien, el caso de vidas
multiples no serd la excepcion y es posible calcular una anualidad para este ti-
po de seguros, en los que deberdn existir ciertas condiciones de supervivencia
para que se cumpla el pago de la prima.
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Vidas conjuntas

En vidas conjuntas el beneficio se otorga cuando alguno de los asegurados
fallece. Resulta 16gico entonces pensar que la prima serd pagada mientras am-
bos sobrevivan (pues asi continda la cobertura). Entonces, la anualidad para vidas
conjuntas, en particular para dos vidas, queda de la siguiente manera

VPAAND =3 [P,z + )] [

k=0

Donde Py corresponde a la matriz de transicion de dicho modelo.
Ultimo superviviente

Para el modelo de dltimo superviviente, observemos que el beneficio es paga-
do cuando muere el Gltimo de los asegurados. Entonces, la prima serd pagada hasta
que suceda dicho evento. De lo anterior y suponiendo un seguro de dos vidas, la
anualidad para el modelo de ultimo superviviente es la siguiente

VPAANY = VPAAN,) + VPAAN,, + VPAAN]]

Donde VPAANY = 32 [Poj(z, x + k)] [v*] para j € {0, 1,2}.

Es decir, se consideran las tres anualidades referentes a los eventos de interés:
la supervivencia de ambos asegurados, que fallezca (x) y (y) sobreviva, o que (y)
fallezca y () sobreviva. Lo anterior se debe a que en cualquiera de los tres casos
se seguird pagando una prima, pues el beneficio no ha sido pagado y la cobertura
continua.

Observemos el hecho de que la anualidad correspondiente al modelo de dltimo
superviviente contiene a la anualidad del modelo de vidas conjuntas.

Cabe destacar que, al igual que las anualidades para el modelo simple (una

vida), las anualidades expuestas en esta subseccion pueden ser temporales o dife-
ridas.
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3.5.2. Anualidades para decrementos miiltiples

En el modelo de decrementos multiples, al igual que en los casos anteriores,
para que la prima sea pagada es necesario que el asegurado se encuentre con vida,

de esta manera la cobertura del seguro contintia. La probabilidad de que el evento

anterior ocurra esta dada por pgf), la cual se encuentra en la entrada (0,0) de la

matriz de transicion correspondiente a dicho modelo.

Por lo anterior, la anualidad del modelo de decrementos multiples estd dada
por la siguiente ecuacioén

VPAAN,(1) = Y [Poolx, z + k)] [v*] (3.12)
k=0

Es decir, se trae a valor presente cada uno de los pagos, condicionados a la
supervivencia, por todos los posibles decrementos, de (x). Dicha anualidad puede
ser temporal o diferida también.

3.6. Resumen

A continuacion, presentamos una sintesis de las ecuaciones expuestas, asi co-
mo las respectivas matrices de transicion para cada modelo, de esta manera el
lector podra hacer un anélisis y compararlos entre si.

Modelo simple (Seguros de vida)
_( Pz Gz
P(x,a:Jrl)—(O 1)

VPAY =5 3" [Poo(a, @+ k) Pou(z + k, 2 + & + 1)] 0]
K

VPAANY = P Y [Poo(z, @ + k)] [v"]
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Vidas Muiltiples

PPy Pzqy qzPy G2y
0 P 0 @
Plx,x+1)=
( ) 0o 0 p q
0 0 0 1
Vidas conjuntas

VPARIUY =5 N [Poo(w, 2 + k) Po(x + by o + k +1)
K

+Poo(x,z+ k)Po(x + k,x + k+ 1)
+Poo(w, x + k) Pos(2 + K,z + k +1)] [v*]

VPAANY, = Z [Poo(x, = + k)] [v"]

K
Ultimo superviviente
VPA%/ =5 Z [Poi(z,x + k)Pig(x + k,z+ k+1)
K

+Py(x,x+ k)Py(z+ k,x+k+1)
+Pyo(z, x4+ k)Pos(x + k,x + k +1)] [UkH]

VPAANY, = VPAANRY, + VPAANY,, + VPAANS,

Decrementos Multiples

o gt P g
0 1 0 0
P(z,z+1) = 0o 0 1 0
0 0 0 1



VPAY = C; Y [Poo(w, @ + k) Poj( + b, 2+ k + 1)) [p**]
K
VPA,(r) =Y VPAY
j=1

VPAANx(T) = Z [Poo(z, 2z + k)] [v"]

Donde el espacio muestral de K dependera del tipo de seguro que estemos
manejando (temporal, vitalicio, dotal, diferido, etc.).

En este capitulo abordamos los modelos de seguros de personas mas usados
en la practica. Sin embargo, no debe resultarle extrafio al lector el hecho de en-
contrarse con otro tipo de seguros.

Las cadenas de Markov resultaron utiles para organizar las transiciones entre
los estados y sus respectivas probabilidades. De tal manera que, al introducirlas
en las ya mencionadas matrices de transicion de probabilidad y multiplicar éstas
dltimas, nos ahorramos un anélisis y una serie de procesos aritméticos tediosos y
cansados, que de otra manera hubieran tenido que ser necesarios.

Sin embargo, como ya habra notado el lector, los modelos adyacentes a las
cadenas Markovianas no estan exentas de procesos aritméticos extenuantes. Es por
ello que en el siguiente capitulo se construird, a través de un software matematico
y la teoria anteriormente mencionada, un algoritmo que facilitard en gran medida
dichos modelos y nos permitird obtener los resultados deseados en cuestiéon de
segundos.
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Capitulo 4

Aplicacion en Matlab

Para cada uno de los ejemplos del capitulo anterior se siguié un proceso analo-
go para resolverlos. Analizar paso por paso dicho procedimiento dara hincapié a
realizar un algoritmo que, apoyado del software Matlab, nos permitird crear un
programa que resuelva dichos ejercicios de manera rapida y eficiente.

Matlab es un software matematico que permite la manipulacién de matrices
y la implementacion de algoritmos; es bastante flexible en lo que respecta a la
lectura y comprensién de los comandos que maneja. Estas son las principales
justificaciones por las cuales se usard dicho software.

Comencemos entonces por definir cada uno de los pasos para hallar el VPA de
un seguro a través de cadenas Markovianas:

a) Crear las matrices de transicion de probabilidad. A partir de la tabla de mor-
talidad o tabla de decrementos multiples, segiin sea el modelo, se toman las
probabilidades correspondientes a la edad = y se colocan en las respectivas
entradas de la matriz de transicion de probabilidad de edad x a edad = + 1.

b) Construir las matrices de transicion en k pasos. Se toma cada matriz de
transicion de probabilidad desde = hasta x + &£ — 1 y se multiplican.

c) Obtencion del VPA. Con las matrices obtenidas en los pasos anteriores,
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1

se sustituyen las entradas que correspondan segun el tipo de VPA que se
busque, en la ecuacidon del VPA indicada, asi como la tasa de interés y el
monto a pagar. Cabe destacar que dicho procedimiento se vera limitado por
el producto que se esté utlizando, ya sea un seguro temporal, seguro dotal,
etc.

En el resto de este capitulo explicaremos de manera detallada el algoritmo para
cada uno de los pasos antes mencionados, para finalmente construir un formulario
(también en Matlab), que permitird una interaccion sencilla entre el usuario y el
algoritmo.

De igual manera, utilizaremos las probabilidades de las tablas de mortalidad
de la Ilustrative Life Table y la Service Table del apéndice del libro Actuarial Mat-

hematics de Newton Bowers (pags. 675-677 y 685-686), para realizar las cdlculos
correspondientes.

4.1. Comandos basicos de Matlab

Matlab es un lenguaje de programacion, el cual nos permite, entre muchas
otras cosas, la manipulacion y operaciones con matrices. Ademds, es un software
flexible y de facil comprension. Es por ello que a continuacién definiremos los co-
mandos que nos resultardn ttiles para el desarrollo posterior de nuestro algoritmo.

4.1.1. Variables

Podemos definir una variable en Matlab colocando el simbolo ‘=" entre el
nombre de la variable y el valor que tendra. Es decir

variable=valor_variable
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4.1.2. Arreglos

Los arreglos en Matlab se implementan con un corchete de apertura y uno de
cierre. Cada entrada de dicho arreglo esta separada por ‘, para las columnas y por
‘;” para los renglones. Por ejemplo

A=[1,2,3;4,5,6;7,8.,9]

1 2 3
5 6
7 8 9

Podemos extraer la entrada (i, j) del arreglo. Con respecto al arreglo anterior

x=A(2,3)

X =

La variable x guarda entonces la entrada (2,3) del arreglo A.

4.1.3. Importacion de datos a Matlab con xlIsread

La importacion de datos desde Excel se realiza con el comando xIsread; si hay
mads de un dato, éstos se guardan en un arreglo. Los pardmetros de la funcién son
los siguientes

xlsread (Nombre_Archivo , Nombre_Hoja, Rango_Datos)
La dimensién del arreglo dependerd del niimero de datos, destacando el hecho

de que este comando omite la importacion de celdas vacias.
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4.1.4. Operaciones elementales

La suma se representa con ‘+’, la resta con ‘—’, la multiplicacién con ‘x’, la
division con ¢/’ y la potencia por . Por ejemplo

(5+3)%(2-8/6)
ans =

5.3333

Observar que, al no definir una variable en la cual se guarde el resultado de
las operaciones aritméticas anteriores, €ste lo hace en una variable llamada ans, la
cual Matlab tiene de manera predeterminada.

4.1.5. Declaracion de funciones

Las funciones en Matlab representan procesos que se ejecutaran siempre que
dichas funciones se manden llamar. Dicho de otro modo, una funcidén es un co-
mando que, por medio de diversos pardmetros, ejecuta un algoritmo. Explicita-
mente, una funcion se escribe en Matlab de la siguiente manera

variable=nombre_funcion (parametros)

Cabe destacar que el valor que arroje la funcién es guardado en una variable.
También, todas las funciones deben ser creadas en una ventana ajena a la principal.

Como ejemplo de una funcién predeterminada en Matlab, tenemos la que im-

porta datos desde excel, xlIsread, la cual como pardmetros solicita el nombre del
libro, de la hoja y el rango de datos.
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4.2. Matrices de transicion

Para facilitar el desarrollo posterior del algoritmo, dividiremos los modelos
para seguros de personas vistos anteriormente en cuatro: individual, vidas conjun-
tas, ultimo superviviente y decrementos multiples. A cada uno de estos modelos
les asignaremos un nombre en Matlab, mediante una cadena de caracteres

Individual — ‘ind’
Vidas conjuntas — ‘multl’

Ultimo superviviente — ‘mult2’

Decrementos miiltiples — ‘dec’

Ahora importaremos, mediante el comando xIsread, las tablas de la Illustrative_Table.xlIs
a Matlab. La Illustrative Table es un libro en excel que contiene las ¢, para cada
modelo, separados por hojas. Entonces, diferenciando cada hoja (cuyos nombres
son idénticos a los de cada modelo) al momento de importar, queda de la siguiente
manera

tabla=xlsread ( ' Illustrative_Table ,mod, 'B2:E242")

Donde ‘mod’ es la variable que guarda el nombre del modelo y también es el
nombre de la hoja en excel. De igual manera, si una o méas celdas seleccionadas
del libro de excel no contienen datos, dichas celdas se omiten en la importacion.

La Ilustrative Litfe Table comienza en edad 0 y termina en la edad 121 (es decir,
q120 = 1). Que la edad w sea tan grande se justifica por el hecho de que dicha tabla
de mortalidad sigue la Ley de Makeham, la cual se muestra a continuacion.

1000 (x) = 0.7 4+ 0.05(10%H* | x> 13

y donde
ndz = 1-— e f;+n p(y)dy

La Ley de Makeham determina ¢, sumamente cercana a 1 para x > 120, por
lo que definimos el final de la cohorte hipotética en la edad 121 (g9 = 1).
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2

3

Ademads, el rango de datos de la funcion xIsread depende intrinsecamente del
total de edades que contenga la tabla utilizada. En este caso, el rango de datos
llega hasta 242 (es decir, 240 datos) y mds adelante se justificara el por qué. Es
importante sefialar que, por lo anterior, modificar la tabla de mortalidad requiere
la modificacion de algunas partes del codigo utilizado.

Cabe destacar que el rango de datos se convierte en una matriz con 4 columnas
cuando se utiliza el modelo de decrementos multiples, una matriz con 2 columnas
para el modelo de vidas multiples y un vector para el modelo simple (una vida).

Procedemos a realizar el algoritmo, a través de una funcion, para la construc-
cion de las matrices de transicion.

function A=crea_mat(mod, tabla ,x,y)

switch mod

case ’'ind’
A=[(1—tabla(x+1)),tabla(x+1);0,1];

case 'multl”’
A=[(1—tabla(x+1,1))*(l—tabla(y+1,2)),
(I—tabla(x+1,1))xtabla(y+1,2),tabla(x+1,1)x*
(I—tabla(y+1,2)),tabla(x+1,1)xtabla(y+1,2);
0,1—tabla(x+1,1),0,tabla(x+1,1);0,0,
l1-tabla(y+1,2),tabla(y+1,2);0,0,0,1];

case 'mult2’
A=[(1—tabla(x+1,1))*(l—tabla(y+1,2)),
(I—tabla(x+1,1))*xtabla(y+1,2),tabla(x+1,1)x*
(I—tabla(y+1,2)),tabla(x+1,1)xtabla(y+1,2);
0,1—tabla(x+1,1),0,tabla(x+1,1);0,0,
1-tabla(y+1,2),tabla(y+1,2);0,0,0,1];

case ’'dec’
A=[1—(tabla(x+1,1)+tabla(x+1,2)+tabla(x+1,3)
+tabla(x+1,4)),tabla(x+1,1),tabla(x+1,2),
tabla(x+1,3),tabla(x+1,4);0,1,0,0,0;
0,0,1,0,0;0,0,0,1,0;0,0,0,0,17;

end

end
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La funcidn crea_mat recibe los siguientes pardmetros: el nombre del modelo,
la tabla de mortalidad, y la edad de (x) y (y) en caso de que el modelo sea el co-
rrespondiente a vidas multiples. En caso contrario, el pardmetro y no serd tomado
en cuenta.

La funcién switch separa los diversos casos del valor de la variable mod, don-
de para cada uno realizard la construccion de una matriz de transicion distinta,
dependiendo de las vistas en el capitulo anterior. Cabe destacar que hacemos la
distincion entre multl y mult2 pues, aunque sus matrices de transicién son idénti-
cas, son modelos distintos.

De la respectiva tabla de mortalidad seleccionada, se extrae un valor y se co-
loca en la matriz de transicion, dependiendo de la edad de (z). Destacamos que
la entrada del arreglo ‘tabla’ estd trasladada una unidad con respecto a la tabla de
mortalidad real, pues ésta ultima comienza en 0 y el arreglo comienza en la entra-
da 1, es por ello que en el algoritmo, para cada entrada del arreglo, le sumamos
una unidad a la edad x.

Respecto al modelo de decrementos multiples, las columnas 1, 2, 3 y 4 repre-
sentan rotacion, fallecimiento, invalidez y retiro, respectivamente. Para el modelo
de vidas multiples, la columnas 1 es g, y la columna 2 es g,.

4.3. Matrices de transicion en k pasos

Como recordaré el lector, en la teoria expuesta en los capitulos anteriores desa-
rrollamos un método para obtener las matrices de transicion en k pasos, realizando
el producto de las respectivas k£ matrices de transicion. El algoritmo correspon-
diente a dicho proceso no le es ajeno. Por lo que, retomando la funcién elaborada
en la seccion anterior, el algoritmo queda de la siguiente manera
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1 function P = mult_mat(mod, tabla ,x,y.k)

3 switch mod

4 case 'ind’

5 dim=2;

6 case ‘'multl”’
7 dim=4;

8 case ‘'mult2”’
9 dim=4;

10 case ’'dec’

1 dim=5;

2 end

14 P=eye (dim) ;

6 for 1=0:k-—1

17 aux=crea_mat (mod, tabla ,x+i,y+1);
18 P=Pxaux;

v end

20

21 end

Esencialmente, el algoritmo anterior realiza el producto de k£ matrices, desde
la matriz a edad x (y la edad y, en caso de ser un modelo de vidas multiples) hasta
la matriz a edad x + k — 1. Para cada paso del producto se obtiene antes la matriz
de transicion correspondiente y se multiplica con el producto del paso anterior.
Es decir, dicho proceso es recursivo y por tanto requiere de un valor inicial, el
cual estd dado por la matriz identidad, cuya dimensién depende del modelo que
se esté utilizando.

La funcién que realiza el proceso anterior se llama mult_mat, y como parame-
tros recibe el nombre del modelo, la tabla de mortalidad, la edad de x y ¥ (en caso
de que ésta ultima sea utilizada), y el nimero de multiplicaciones k, o dicho de
otra manera, los k£ pasos de la matriz resultante.
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4.4. El VPA del beneficio

En esta seccion desarrollaremos el algoritmo principal para obtener el VPA
del beneficio. Dicho algoritmo se basa en las férmulas presentadas en el capitulo
3 del presente texto, distinguiendo el modelo utilizado. Por lo que, creando una
funcion llamada vpa_ben, el algoritmo para obtener el VPA del beneficio queda
de la siguiente manera

function vb=vpa_ben(mod, tabla ,x,y,ml,nl,i,c)

vb=0;
for k=ml+0:ml+nl—1
Pl=mult_mat(mod, tabla ,x,y,k);
P2=crea_mat(mod, tabla , x+k,y+k) ;
switch mod
case 'ind’
vb=vb+(P1(1,1)*P2(1,2)*c*x(1+1)"(—(k+1)));
case ‘'multl”’
vb=vb+((P1(1,1)*xP2(1,2)+P1(1,1)*xP2(1,3)
+P1(1,1)*P2(1,4))*cx(1+i)"(—(k+1)));
case 'mult2’
vb=vb+((P1(1,2)*xP2(2,4)+P1(1,3)*xP2(3,4)
+P1(1,1)*P2(1,4))*c*x(1+1)"(—(k+1)));
case ’'dec’
for j=2:5
vb=vb+(P1(1,1)*xP2(1,j)*c(j—1)
x(1+1)"(—(k+1)));
end
end
end

end

El algoritmo utiliza la funcién mult_mat para hallar la matriz de probabili-
dad en k pasos, asi como la funcién crea_mat para la construccién de la matriz a
edad x + k. Con dichas matrices, el algoritmo procede a utilizar la férmula que
corresponda, dependiendo el modelo, para hallar el valor del VPA del beneficio,
tomando so6lo las respectivas entradas de las matrices que le son de utilidad.
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De igual manera, el algoritmo presenta una suma recursiva (cuyo valor ini-
cial es vb = 0) durante n periodos que representan la temporalidad del seguro.
También, se hace distincién en caso de existir un diferimiento en el seguro de m
periodos.

De esta manera, la funcién vpa_ben se auxilia de los siguientes pardmetros: el
modelo utilizado, la tabla de mortalidad, la edad de (x) y (y), el diferimiento m
(representado por m1l), la temporalidad n (representada por nl), la tasa de interés
i (para el valor presente) y la suma asegurada c. Esta dltima es una variable para el
caso de los tres primeros modelos, y es un arreglo para el modelo de decrementos
multiples pues, como recordara el lector, hay una indemnizacién distinta para cada
tipo de decremento.

Cabe destacar que, para el modelo del decrementos multiples, existe una suma
anidada, es decir, una suma dentro de la ya existente para encontrar el VPA del
beneficio para este modelo, ya que hay que encontrar primero el correspondiente
a cada decremento para después sumarlos.

También, como recordard el lector, cuando definimos la funcién xIsread no jus-
tificamos el hecho de tomar un rango de 242 datos siendo que solo nos interesaran
los primeros 121 anos de vida del asegurado. Pues bien, como se puede observar
en el algoritmo anterior, para los casos de vidas conjuntas y dltimo superviviente
la temporalidad es la misma en ambos asegurados y si, por ejemplo, suponemos
un seguro para dos individuos (0) y (120), es necesario contar con més datos en la
tabla de mortalidad posteriores a la edad 120 que sirvan para el individuo (120).
Es por ello que, para edades hipotéticas superiores a 121, continuamos llenando
la tabla de mortalidad con valores 1 hasta la edad 240. Destacamos el hecho de
que realizar dicho procedimiento fue inicamente para fines pricticos y de ninguna
manera afecta los calculos ni el modelo aplicado a la realidad.

De igual manera, tomamos como limite a la edad de 120 afios para validar los

resultados con los del libro Actuarial Mathematics, pues hasta esa edad se mues-
tran ahi.
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4.5. El VPA de la anualidad

La construccion del VPA para la anualidad resulta por demas anéloga al proce-
dimiento realizado en la seccion anterior para el VPA del beneficio. Sin embargo,
las féormulas a utilizar para obtener el VPA de la anualidad son distintas y varian
de acuerdo al modelo utilizado.

function va = vpa_an(mod, tabla ,x,y,m2,n2,i)

va=0;
for k=m2+0:m2+n2—1
Pl=mult_mat(mod, tabla ,x,y,k);
switch mod
case ’'ind’
va=va+(P1(1,1)*(1+i)"(—(k)));
case 'multl”’
va=va+(P1(1,1)*(1+i)"(—(k)));
case ‘'mult2”’
va=va+((P1(1,1)+P1(1,2)+P1(1,3))*(1+1)"(—(k)));
case ’'dec’
va=va+(P1(1,1)*(1+i)"(—(k)));
end
end

end

Como se mencioné anteriormente, dicho algoritmo es similar al del VPA del
beneficio, variando inicamente en las ecuaciones para hallar el VPA de la anuali-
dad las cuales, como recordara el lector, fueron expuestas en el capitulo anterior.

La funcion vpa_an recibe los mismos pardmetros que vpa_ben. Sin embargo,
para la temporalidad y el diferimiento puede suceder que no tengan los mismos
valores. Por ejemplo, la cobertura puede durar 20 afios y la anualidad sélo 10, o
viceversa; lo mismo sucede con el diferimiento. Es por ello que hacemos la dis-
tincidn entre las variables n y m concatenando el valor 1 si se trata del beneficio
o el valor 2 si hablamos de la anualidad.
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4.6. Algoritmo del seguro dotal

Como habra notado el lector, el seguro dotal difiere en gran medida del seguro
temporal, es por ello que implementaremos un algoritmo para su resolucion. Por
lo que, basandonos en las formulas del capitulo anterior y desarrolldndolo en una
funciodn, el algoritmo para el seguro dotal queda de la siguiente manera

1 function dot = dotal(mod, tabla ,x,y,nl,i,c)

2

3 dot=0;

4+ Pl=mult_mat(mod, tabla ,x,y,nl);

5 switch mod

6 case ’ind’

7 dot=P1(1,1)*xcx(1+i)"(—(nl));

8 case ‘multl”’

9 dot=P1(1,1)*xcx(1+i)"(—(nl));

10 case ‘'mult2”’

1 dot=(P1(1,1)+P1(1,2)+P1(1,3))*c*x(1+1i)"(—(nl));
12 case ’dec’

13 dot=P1(1,1)*(c(1)+c(2)+c(3)+c(4))*(1+i)"(—(nl));
14 end

16 end

Destacamos la ausencia del bucle for en el algoritmo anterior, dado el hecho
de que en el seguro dotal solo se trae a valor presente un periodo.

A continuacion, procederemos a realizar un formulario que permita la interac-
cion, de forma sencilla, entre el usuario y los algoritmos de acabamos de presentar.
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4.7. Formulario en Matlab

Proseguiremos ahora a realizar un formulario en Matlab que permita una in-
teraccion sencilla entre el usuario y el algoritmo. Para ello, utilizaremos el entorno
GUIDE, el cual es una interfaz grafica que permite realizar y ejecutar programas
que aceptan el continuo ingreso de datos.

En este texto nos enfocaremos solamente en explicar los comandos principales
del formulario, asi como su funcionamiento basico, pues ahondar més en el tema
nos sacaria de contexto.

Cuando creamos una GUIDE o GUI (Graphical User Interfaces), ésta a su vez
crea dos archivos de extensiones .fig y .m, los cuales guardan los objetos con los
que interacciona el usuario y el c6digo asociado a cada objeto, respectivamente.
Dicho de otra manera, el archivo .fig guarda el entorno visual del formulario,
mientras que el archivo .m guarda el cddigo que indica el funcionamiento de cada
objeto del .fig cuando se interactda con el formulario.

Dentro del formulario, existe un panel que permite crear diversos objetos. Los
utilizados en este trabajo son los siguientes:

a) Static text. Se colocan datos que no pueden ser modificado por el usuario.
b) Edit text. El usuario tiene la libertad de colocar datos en este objeto.

c) Listbox. El usuario elige algun valor entre varios, los cuales estdn acomoda-
dos en un arreglo. El valor de cada dato es la entrada en la que se encuentra
dentro del arreglo.

d) Axes. Objeto que nos permite colocar imagenes.

e) Pushbutton. Objeto que al pulsarse corre una subrutina.

A su vez, estos objetos pueden ser modificados visualmente a través de la op-
cioén Property Inspector en el formulario. Entre las opciones que contiene destacan
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los datos (numéricos y caracteres) del objeto que se veran en el formulario, asi co-
mo su color, su tamafio, el nombre que dicho objeto tendra en el archivo .m, entre
otras.

Como se dijo anteriormente, el archivo .m contiene el c6digo asociado al for-
mulario y, en particular, a cada objeto. Por lo que, a su vez, el codigo se divide en
funciones, cada una de ellas asociada a un objeto. Cabe destacar que es posible
acceder al archivo .m desde el formulario a través de la opciéon View Callbacks.

A continuacion, procederemos a describir los comandos mas importantes del
archivo .m.

4.7.1. El identificador handles

Por lo regular, el codigo o rutina de un formulario esta conformado por subru-
tinas, éstas se separan a través de funciones. Ademas, es comun que una variable
usada en una subrutina se necesite en otra subrutina, por lo que se utiliza el iden-
tificador handles para almacenar una variable creada en una funcién y poder ser
usada en otra funcién. Por ejemplo

handles.edit="unam’;
guidata (hObject, handles);

Es decir, almacenamos en la variable handles.edit la cadena de caracteres
‘unam’. Ahora, para guardar los datos en dicha variable y que ésta pueda ser usada
en otra subrutina, utilizamos la funcién guidata(hObject, handles), donde hObject
hace referencia al objeto de la subrutina en la que se encuentra.

4.7.2. Funciones get, set, findobj y gcbf

La funcién get permite tomar el valor de algtin objeto del formulario y alma-
cenarlo dentro de una variable. Dicha funcién utiliza los siguientes pardmetros
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1 get(nombre_objeto, tipo_variable)

Es decir, la funcién get recibe el nombre del objeto (si éste no pertenece a la
subrutina, se manda llamar a través de un identificador handles, caso contrario a
través de hObject). A su vez, se debe especificar el tipo de dato o variable que se
va a obtener.

La funcioén set, por el contrario, asigna una variable a un objeto. Sus parame-
tros son los siguientes

1 set(nombre_objeto, tipo_variable , variable)

Si el objeto no es de la subrutina, éste es llamado a través de un identifica-
dor, en caso contrario es llamado a través del comando hObject. También debe
especificarse la variable que se colocara en el objeto y de qué tipo es.

La funcién findobj localiza objetos con ciertas propiedades. A su vez, la fun-
cion gebf es el identificador de un objeto que estd en ejecucion. Por lo que la
funcion

1 findobj (gecbf, "nombre_propiedad’, nombre_objeto )

Arroja el identificador de un objeto, el cual se especifica a través de alguna de
sus propiedades. Por ejemplo

1 para_edit=findobj (gcbf, Tag’, edit’)

Guarda en la variable para_edit el identificador del objeto llamado edit (dado
que Tag=edit). Este comando se usa para actualizar los datos de un objeto cada
que estos se modifiquen desde el formulario.

Procedemos a realizar un ejemplo, extraido del formulario realizado, que per-
mitird un mayor entendimiento de las funciones antes mencionadas.
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function edit5_Callback (hObject, eventdata, handles)

handles . editS=str2double (get (hObject,  String ));
if isnan(handles.edit5)
errordlg ("Ingrese un valor numerico’, ERROR")
set(findobj(gcbf, Tag’, edit5 ), String , ");
end
guidata (hObject, handles);

La subrutina pertenece al objeto llamada edit5. Primero se extrae el valor de
dicho objeto y se almacena en la variable handles.edit5, convirtiendo antes este
valor a tipo numérico mediante el comando str2double, destacando que si el dato
contiene caracteres diferentes de un namero, entonces el comando no lo convierte
a tipo numérico. Después se pregunta si la variable no es numérica, mediante el
comando isnan, dicho comando arroja el valor 1 si se cumple la condicién y O si
no se cumple. Por lo que, de cumplirse, aparece una ventana indicando un error
y se borran (en realidad se sustituyen por un caracter *’) los datos ingresados en
dicho objeto. Finalmente, se guardan los datos en la aplicacion.

4.7.3. Presentacion del formulario

El formulario consta de tres listbox que permiten elegir el modelo, el seguro y
la anualidad. Doce objetos edit text, de los cuales cuatro pertenecen a los benefi-
cios del modelo de decrementos multiples, por lo que se pueden editar en el for-
mulario unicamente cuando se elige dicho modelo. Tres static text que muestran
en pantalla el VPA del beneficio, el VPA de la anualidad y la prima. Finalmente,
dos pushbutton, el primero calcula los VPA y la prima, y el segundo limpia los
edit text y static text.

La subrutina del pushbutton, llamado pushbuttonl, y que calcula los VPA y la
prima, se muestra a continuacion

function pushbuttonl_Callback (hObject, eventdata, handles)
dboton CALCULAR

vall=get(handles . listbox1 ,’  Value’);

val2=get(handles.listbox2 ,  Value’);

89



4+ val3=get(handles.listbox3 ,  Value’);
s switch vall Y%uarda arreglo que determina el modelo
6 case 1

7 mod="1ind " ;

8 case 2

9 mod="multl *;
10 case 3

11 mod="mult2 " ;
12 case 4

13 mod="dec " ;

14 end

15 tabla=xlsread ( Illustrative_Table  ,mod, 'B2:E242");
16 %lmacena la tabla de mortalidad

17 X=handles . editl ;

1s y=handles.edit2;

19 ml=handles . edit4;

o if val2==

21 if vall™=4

2 nl=121—x—ml; %a cohorte se extingue en edad 121
23 else

24 nl=71—x—ml; 9%a cohorte se extingue en edad 71

25 end

% else

27 nl=handles.edit3;

s end

» if vall==4 Yguarda beneficios para decrementos multiples
30 c(l)=handles.edit9;

31 c(2)=handles.editl10;
32 c(3)=handles.editll;
33 c(4)=handles .editl2;
1 else

35 c=handles . edit5;

6 end

37 1=handles . edit6 ;
33 m2=handles.edit8 ;

 1f val3==

40 if vall =4

41 n2=121—-x—m?2;
2 else

43 n2=71—-x-m2;
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end
else
n2=handles . edit7 ;
end

if n2>nl %alida temporalidad del beneficio mayor o igual a

la de la anualidad

errordlg ('La temporalidad de la anualidad no puede
mayor a la temporalidad del beneficio’, ’ERROR”)

set(findobj (gebf, Tag’, edit7 ), String’,"");

return
end

if vall >=1 & vall <=3 %walidar edad menor a 70 para

decrementos multiples y 120 para los

if x>120 | y>120

errordlg ('La edad debe ser menor a

return
end
else
if x>70

errordlg ("La edad debe ser menor a 70", ERROR")

return

end

end

switch val2 %genera valores finales
case 1
vpab=vpa_ben (mod, tabla ,x,y,ml,nl,
case 2
vpab=vpa_ben (mod, tabla ,x,y,ml,nl,
case 3
vpab=dotal (mod, tabla ,x,y,nl,i,c);
case 4

vpab=vpa_ben (mod, tabla ,x,y,ml,nl,i,c)+dotal (mod, tabla ,x

,y.nl,i,c);
end
vpaa=vpa_an(mod, tabla ,x,y,m2,n2,1);

prima=num?2str(vpab/vpaa); %convierte
caracter

vpab=num?2str(vpab);

vpaa=num?2str(vpaa);
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set(handles.textl6 ,’ String  ,vpab); %mprime valores finales
set(handles .textl7 ,  String  ,vpaa);
set(handles.text18 ,  String ’,prima);

Observemos que la subrutina anterior, ademds de recoger los datos introduci-
dos por el usuario en los edit text, también valida algunos de ellos. Ademas, los
resultados finales los imprime en los static text correspondientes, haciendo uso de
la funcién vpa_ben, creada en secciones anteriores, para calcular los VPA.

A continuacion, mostraremos imagenes del formulario final.

Aplicaciones de cadenas de Markov no homogéneas en
los seguros de personas

Modelo
De vida

Vidas conjuntas Edad de x Edad de
Ultimo supenviviente - g -
Decrementos muftiples .

Seguro Temporalidad del seguro - Beneficio

Vida entera "
Temporal Diferimiento del seguro Beneficios DC
Dotal

Dotal mixto Tasa de interés Rotacion

VPA del beneficio

VPA de la anualidad

Anualidad Monto de la prima

Temporal anualidad

L
T |
Fallecimiento -
Vida entera Temporalidad de la - Invalidez -
|

|

Diferimiento de la Retiro

anualidad

Figura 4.1: Formulario - Inicio
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Aplicaciones de cadenas de Markov no homogéneas en
los seguros de personas

Modelo
De vida

Vidas conjuntas Edad de x Edad dey -

Ultimo supenviviente
Decrementos muftiples .

Seguro Temporalidad del seguro - Beneficio

Vida entera "
Temporal Diferimiento del seguro “ Beneficios DC VPA del beneficio 71.3508
Dotal mixto Tasa de interés o6 | Rolacion VPA de la anualidad 16.4061

Dotal
Fallecimiento

Anualidad Monto de la prima 4.34903

Vida entera Temporalidad de la Invalidez
Temporal anualidad
Retiro

Diferimiento de la
anualidad | 0|

Figura 4.2: Formulario - Célculo del seguro con modelo individual

Destacamos el hecho de que el espacio para colocar el diferimiento no puede
quedar vacio, por lo que, de no existir, debe colocarse 0.

Aplicaciones de cadenas de Markov no homogéneas en
los seguros de personas

Modelo
De vida

Vidas conjuntas

Ultimo superviviente
Decrementos milfiples

2] ERROR - &

Seguro Temporalidad del seguro - Beneficio

Vida entera Q)

[Temporal Diferimiento del seguro Beneficios DC VPA del beneficio 71.3508
Teme o |

Dotal mixto Tasa de interés o | 4 VPA de la anualidad 16.4061
LUUEILEL] Monto de la prima 4.34903
Vida entera. Temporalidad de la

[Temporal ELUEIEL] -

v Diferimiento de la
ELUEILEL]

==

Figura 4.3: Formulario - Error por no ingresar valor numérico
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Aplicaciones de cadenas de Markov no homogéneas en
los seguros de personas

Modelo

Ultimo superviviente
Decrementos miltiples

LUNELED]

Vida entera
[ Temporal

Edad de x

Temporalidad del seguro

Diferimiento del seguro

|0 |
Tasa de interés “

Temporalidad de la

anualidad
Diferimiento de la

anualidad | 0|

Edad dey

Beneficio 10000
= me o1e VPA del beneficio 381.452
Rotacidi
oacen VPA de Ia anualidad 4.42946
Monto de la prima 86.117
Invalidez

fetro I:|

==

Fallecimiento

Figura 4.4: Formulario - Célculo del seguro con modelo de vidas conjuntas, tem-
poral 10 afios para la cobertura y 5 afios para la anualidad

. . r D, WAL AUTOHON 7
Aplicaciones de cadenas de Markov no homogéneas en w\\\‘“‘“‘“ﬂ{? g,
los seguros de personas :

Modelo

Ultimo superviviente
Decrementos multiples

LUNELEL]

Vida entera
Temporal

Edad de x

Temporalidad del seguro -

Diferimiento del seguro

0|
Tasa de interés “

Temporalidad de la
ELUENLEL]

Diferimiento de la
anualidad | 0|

Edad dey

Beneficio

Beneficios DC. VPA del beneficio 647.0205
VPA de la anualidad -ﬁl-
Monto de la prima _103.7562

Fallecimiento
Invalidez

Retiro

="

Figura 4.5: Formulario - Célculo del seguro vitalicio con modelo de vidas conjun-

tas
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5 . r T MGOAL AUTOHGY 7
Aplicaciones de cadenas de Markov no homogéneas en “5:%? %”""”

los seguros de personas

Modelo
De vida

Vidas conjuntas Edad de x Edad dey -

Ultimo superviviente
Decrementos multiples

Diferimiento del seguro Beneficios DC.

VPA del beneficio 58918.147

Tasa de interés “ Rotacién 3500 VPA de la anualidad m
Fallecimiento 200000
Anualidad - Monto de |a prima 5657.5078

Vida entera Temporalidad de la Invalidez 25000

[ Temporal anualidad -
rearaen " - - — | cAcuar |

ELUENEL ]

Seguro Temporalidad del seguro - Beneficio -

Aplicaciones de cadenas de Markov no homogéneas en
los seguros de personas

Modelo

Edad de x Edad dey

Temporalidad del seguro - Beneficio 1000000

Diferimiento del seguro Beneficios DC VPA del beneficio 54005.7603

VPA de la anualidad m
Monto de la prima 3708.2029

Retre I:|

(==

P A Rotacién
Tasa de interés

Fal
LUUENLEL]

Vida entera Temporalidad de la
Temporal ELUENLEL]
v Diferimiento de la
anualidad “

Figura 4.7: Formulario - Célculo del seguro vitalicio con modelo de dltimo super-
viviente y temporal 30 afos para la anualidad
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L AT 7 gy

Aplicaciones de cadenas de Markov no homogéneas en
los seguros de personas

Modelo
De vida

\Vidas conjuntas Edad de x Edad dey -

Ultimo superviviente
Decrementos multiples .

Seguro Temporalidad del seguro - Beneficio 1000000
Vida entera S
Temporal Diferimiento del seguro -5 Beneficios DC VPA del beneficio 147942.8305
Dotal
Rotacié
oacon VPA de la anualidad 11.7613

Monto de la prima 12578.8289

Dotal mixto Tasa de interés

LUNELEL]
Vida entera Temporalidad de la
Temporal ELUEITEL

Diferimiento de la
anualidad

="

Figura 4.8: Formulario - Célculo del seguro de vida entera, temporal 20 afios para
la anualidad. Diferimiento de 5 afios para el inicio de la cobertura

En conclusidn, el formulario resulta una interaccidn sencilla entre el usuario
y el algoritmo. Ademads, al utilizar cadenas Markovianas para la resolucion de los
Valores Presentes Atuariales, el tiempo utilizado por el algoritmo para arrojar un
resultado no excede los 3 segundos.

Los algoritmos en computadoras facilitan en gran medida el cédlculo de com-
plejas y tediosas operaciones matematicas, en la que, de otra manera, llevaria mu-
cho tiempo realizarlas.

Las cadenas de Markov resultan en una forma eficiente y, de alguna manera,
sencilla, para calcular el VPA de un seguro y de una anualidad, donde la esencia
de los modelos se basan en el producto de matrices.

Aunado a lo anterior, hacemos hincapié en el hecho de que una parte signifi-
cativa del codigo depende de las caracteristicas de la tabla de mortalidad usada,
en particular, de su edad inicial y edad final. Por lo que, de ser necesario el uso
de otra tabla cuyas caracteristicas difieran de la aqui utilizada en los elementos
que acabamos de mencionar, serd necesaria la modificacion de algunas partes del
codigo. Sin embargo, es posible mantener el mismo cédigo usando otra tabla de
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mortalidad, haciendo lo siguiente:

= Ponerle el mismo nombre de la tabla utilizada en este capitulo, a la nueva
tabla.

= Si la nueva tabla comienza en una edad mayor a 0, podemos agregar
¢z = gy = 0 para z y y menores a la edad inicial, hasta llegar a la edad 0.

= Se deberdn agregar valores 1, desde la edad w y hasta la edad 121 para el
modelo simple, la edad 242 para vidas multiples y la edad 71 para decre-
mentos multiples.

» Para decrementos multiples, si en la nueva tabla hay menos de cuatro decre-
mentos, se deben agregar las columnas necesarias para tener cuatro, y poner
0 en todas las entradas de dichas columnas.

= Asi mismo, y lo mds importante, se debe mantener el disefio utilizado en la
tabla de mortalidad usada en este trabajo.

De esta manera es posible que, sin modificar el cédigo presentado, se puedan
usar otras tablas de mortalidad en el formulario que hemos expuesto.

En la siguiente direccion electrénica se encuentran todos los cédigos cons-
truidos en este capitulo, asi como la tabla de mortalidad y decrementos.

https://sites.google.com/site/formularioacmnhsp/

El lector puede trasladar dichos algoritmos a Matlab para implementar el for-
mulario aqui presentado, una vez que ha estudiado los temas vistos anteriormente.
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Conclusiones

Aunque los procesos estocasticos pueden llegar a ser complejos, modelar even-
tos aleatorios a través de ellos resulta sofisticado y, sobretodo, muy eficiente. Las
propiedades inherentes a las cadenas de Markov permiten que sean utilizadas en
muchos eventos de la realidad; en este trabajo presentamos su utilidad en los se-
guros de personas. La estocasticidad que por naturaleza presentan dichos eventos
permiten que se amalgamen a la perfeccion con las cadenas Markovianas.

La manera en que presentamos los seguros de personas a través de cadenas
de Markov resulta més sencillo que la forma en como se hace cominmente. Con
el tratamiento que la Ciencia Actuarial les daba anteriormente, habia que separar
los seguros individuales de los colectivos, o los de un sélo decremento con los
de decrementos multiples. Con las cadenas de Markov vimos que existe una sola
formula para el célculo del VPA y que cada modelo es un caso particular, con sus
respectivas matrices de transicion de probabilidad.

Por otro lado, resultaba tedioso realizar operaciones con matrices de transicion
de probabilidad, como se vio en el capitulo tres, pero la inclusion de un algoritmo
en computadora facilité en gran medida las operaciones, obteniendo los resultados
de dichas operaciones casi de manera inmediata.

Por lo anterior, recomendamos el estudio de los seguros de personas a través
de cadenas de Markov no solo como una extension de la teoria ya existente, sino
como la base fundamental para la resolucion de los problemas que presentan di-

chos modelos: cuantificar la siniestralidad.

Ademads, la teoria presentada en este texto puede ser extendida para tiempos
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continuos. A dichos modelos se les conoce como procesos de Markov y mantiene
una cantidad de estados finito, mientras que los tiempos en los que se encuentran
dichos estados son continuos. En estos modelos el beneficio se paga al momento
de la contingencia y la anualidad capitaliza en todo momento. Cabe destacar que
para estos modelos no se utilizan matrices de transicion de probabilidad, sino
matrices de intensidad, donde la fuerza de mortalidad esta contenida en cada una
de sus entradas y no las probabilidades de transicién , ¢, y p,, que tratamos en
este texto.

Sin embargo, debemos destacar el hecho de que, en algunas ocasiones, las
cadenas de Markov no resultan tan ttiles al momento de calcular seguros de per-
sonas. Por ejemplo, consideremos un modelo de tres estados: sano (0), enfermo
(1) y fallecido (2), donde 0 <+ 1,0 — 2y 1 — 2. La intuicidn, sin estar aleja-
da de la realidad, nos dird que si un individuo ha estado enfermo por mas de 1
afio, la probabilidad de que fallezca (p;2) es mds alta que la de una persona que
unicamente ha estado enferma 2 dias; es mas, la probabilidad que esta persona
sane (p19) es muy alta. Es decir, en este caso es de suma importancia el pasado; el
tiempo que el individuo ha permanecido en cierto estado, pues ello influira signi-
ficativamente en el futuro. Recordemos que las cadenas de Markov omiten dicha
informacion, por lo que estos procesos no serian los mds adecuados para modelar
estas contingencias.

Como comentarios adicionales, para aquellos modelos en los que las cadenas
de Markov son buenas representaciones de la realidad, podemos usar tablas de
mortalidad proyectadas como las formuladas en la Circular S-22.2 de la Comision
Nacional de Seguros y Fianzas (CNSF), para calcular el VPA del beneficio y las
anualidades. En las tablas de mortalidad proyectadas, la probabilidad de muerte
depende intrinsecamente de la edad del individuo y del afio calendario, y don-
de través de un factor de mejora, 7'M, dichas probabilidades se calculan de la
siguiente manera

2000+ = 2009 o (1 _ TAf )

Recalcamos que ¢,2° y T'M,, se conocen a priori por los anexos incluidos en

la Circular S-22.2 de la CNSF.

Por ejemplo, consideremos el VPA del beneficio para (z), calculado en el
afio 2011. Entonces, requeririamos de las siguientes probabilidades de mortali-
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dad: ¢,2"", ¢, 1%°2, o122, 23201, ... Como dijimos antes, ahora las proba-

bilidades de mortalidad no sélo dependen de la edad de (), sino también del afio
calendario, calculado a través del factor de mejora 7'M,

Por lo anterior, es posible utilizar la tabla de mortalidad proyectada para el
célculo del VPA a través de cadenas de Markov, s6lo que €sta serd una matriz de
probabilidades, donde los renglones se referiran a la edad (x) y las columnas al
afio calendario. Ademas, para la creacion de las matrices de transicién de proba-
bilidad, cada entrada dependerd de ambos factores. Por ejemplo, para construir
matrices de transicién de probabilidad para (25) en el afio 2014, y hasta el afio
2019, se debe tomar la entrada de la tabla de mortalidad cuyo renglén sea la edad
25y la columna sea la referida al afio 2014. A continuacion, para cada afio siguien-
te y hasta el 2019, se deben tomar los siguientes entradas de la tabla de mortalidad
en diagonal, hacia abajo, pues tanto la edad x como el afio calendario aumentan
un afio. Considerando lo anterior, el resto del proceso presentado en este trabajo
se mantendria igual.

Aunque las aplicaciones de las cadenas de Markov en los seguros de personas
pueden presentar irregularidades con respecto a la realidad, en general dicho pro-
ceso estocdstico es una buena representacion de los modelos vitalicios estudiados
en el Calculo Actuarial.
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