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Resumen

La construccion de la relacién fundamental termodinamica de una sustancia pu-
ra es el objetivo principal de este trabajo. Con el entendido de que una sustancia
pura puede clasificarse en dos categorias, sustancia normal y sustancia cuantica, se
toma como punto de partida su diagrama de fases p vs T', cuya estructura es parcial-
mente conocida a partir de la evidencia experimental. Con este par de diagramas de
naturaleza diferente y con el uso de argumentos puramente termodinamicos se logra
obtener la entropia en funcién de sus variables naturales, es decir, son construidos
los diagramas de fases s vs n 'y s vs e, los cuales conforman la relaciéon fundamental.
La diferencia entre una sustancia normal y una cuantica radica en los estados de
agregacion: solo en el segundo tipo se puede observar superfluidez. La presencia o no
de la fase superfluida en una sustancia da lugar a dos superficies s = s(e, n) notable-
mente diferentes. En este estudio es relevante el papel que juega el potencial quimico
como parametro en la construccion de la relacion fundamental. En particular, se en-
cuentra que en el diagrama s vs n las curvas a energia constante son mondtonas en
el caso normal, mientras que en el caso cuantico no son monétonas. El negativo de
la derivada de estas curvas en el diagrama ya referido es proporcional al potencial
quimico. Al asumir estabilidad termodinamica en las fases de una sustancia pura,
se encuentra que las fases de una sustancia normal estdn caracterizadas por tener
solo potencial quimico negativo. Por el contrario, los estados de agregacion de una
sustancia cuantica no estan restringidos a tener potencial quimico negativo si se to-
ma en cuenta la no monotonia de las curvas que representan procesos isoenergéticos
en el diagrama s vs n. El hallazgo en este trabajo es la presencia de un sélido con
potencial quimico positivo, el cual surge de la coexistencia con un superfluido a ba-
ja temperatura que se sabe con potencial quimico mayor que cero. La consecuencia
inmediata es que se podria llamar regiéon de supersolidez a la regién de este sélido
en los distintos diagramas de fases. Como corolario, las relaciones fundamentales
obtenidas predicen que los procesos adiabaticos son mondtonos en la energia en el
caso normal, y pueden ser no monotonos en la energia en el caso cuantico.
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Abstract

The construction of the fundamental thermodynamic relation of a pure substan-
ce is the main goal of this work. On the understanding that a pure substance can
be divided into two categories, a normal substance and a quantum substance, it is
taken as a starting point their p vs 17" phase diagram, whose structure is partially
known from the experimental evidence. With these pair of diagrams of different
nature, and using purely thermodynamic arguments it is obtained the entropy as
a function of its natural variables, that is to say, the s vs n and s vs e phase dia-
grams are built, which are the fundamental thermodynamic relation. The difference
between a normal and a quantum substance lie in the aggregation states: only in
the second type of substance can be observed superfluidity. The presence or not of
the superfluid phase in a substance results in two s = s(e,n) surfaces which are
remarkably different. In this study is relevant the role of the chemical potential as
a parameter in the construction of the fundamental thermodynamic relation. Par-
ticularly, it is found that the isoenergetic curves in the s vs n phase diagram are
monotonous in normal case, but non-monotonous in the quantum case. The deriva-
tive’s negative of these curves in the s vs n is proportional to the chemical potential.
Assuming thermodynamic stability in all the phases of a pure substance, it results
that all the phases in the normal one have only negative chemical potential. On
the contrary, the aggregation states of a quantum substance are not restricted to
have negative chemical potential if it is taken into account the non-monotony of
the curves representing constant-energy processes in the s vs n phase diagram. The
real find in this work is the presence of a solid with positive chemical potential that
arises from the coexistence with a superfluid at low temperature which is known to
have chemical potential greater than zero. Immediately, the consequence is that the
region of this solid in the different phase diagramas could be named supersolidity
region. As a corollary, the obtained fundamental thermodynamic relations predict
that the adiabatic processes are monotonous with the energy on the normal case,
and could be non-monotonous with the energy in the quantum case.
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Capitulo 1

Introduccion

En general, la termodindmica no conduce a discusiones en términos de modelos al no tomar
en cuenta la estructura atémica o molecular de las sustancias. Los modelos son una herramienta
valiosa en el razonamiento analitico. Esta carencia de la termodinamica pudiere parecer una
vaguedad, pero en realidad no lo es si se toma en cuenta las dos grandes abstracciones que ha
hecho. La primera de ellas es que prescinde de todas las variables que describen de manera
completa a un sistema y sélo se queda con algunas cuantas que representan el comportamiento
promedio de las sustancias, estas pocas variables son suficientes para decir cosas concretas
acerca de un sistema. La segunda mejor abstraccién de la termodinamica son los diagramas
de fases, que son espacios que relacionan las distintas variables macroscopicas y en donde los
métodos de la termodinamica toman su poderio para describir practicamente cualquier sistema.
En este trabajo se construye con argumentos puramente termodinamicos y a partir de evidencia
experimental, la relacién fundamental en términos de diagramas de fases para una sustancia
sin fase superfluida, que se denota como sustancia normal, y para una con fase superfluida, que
se denota como sustancia cuéntica.

El término de sustancia cuantica surge, en este trabajo, del hecho de que sistemas como el
helio-4 presentan comportamientos inusuales que son tipicamente son descritos desde el punto
de vista de la mecanica cuantica de muchos cuerpos, pero que también se han estudiado desde
el punto de vista de la termodinamica. La condensacién de Bose — Einstein y la superfluidez son
ejemplos de fendmenos cuanticos macroscopicos cuya descripciéon termodinamica, y he aqui la
importancia de los experimentos en sistemas ultrafrios [1, 2, 3|, ha resultado ser una guia para
la introduccién de teorias microscopicas que detallan el comportamiento de estos sistemas a
bajas temperaturas [4]. Este trabajo busca elucidar aspectos de cardcter macroscépico, como
aquellos relacionados con el potencial quimico, que motiven pautas a seguir para el desarrollo
de teorias microscopicas que describan a las sustancias puras en el régimen de temperaturas
no sélo de temperaturas cercanas al cero absoluto, sino también en el de temperaturas finitas.
Las teorias microscépicas de Bogoliubov y de BCS son una buena aproximacién en el régimen
de bajas temperaturas [5, 6]. No obstante, se busca describir més alld de este régimen y como
se ve mas adelante, el potencial quimico juega un papel importante en la descripcién de una



sustancia pura a cualquier temperatura y esta descripcién es consistente con lo predicho por
las teorias microscopicas ya referidas.

El punto de partida en la descripcion aqui propuesta son los diagramas de fases de presion
y temperatura para sustancias puras como argon y helio-4, Figura 1.1. La diferencia en estos
diagramas son los estados de agregacién, el argon puede observarse como sélido, como liquido
o como gas, mientras que en el helio-4 existe un cuarto estado de agregaciéon conocido como
superfluido. Una caracteristica notable en el caso del helio-4 es que a temperatura cero esta
sustancia no se solidifica sino hasta presiones del orden de 2.5 MPa, vea Figura 1.1. Otra
diferencia notable entre estos diagramas es que el del argéon si tiene un punto triple, el cual
indica equilibrio termodindmico entre los tres estados de agregacion sdlido, liquido y gas. En
cambio, el helio-4 carece de tal punto, pero se puede observar una linea que separa las fases
liquida y superfluida cuyos extremos podrian ser interpretados como puntos triples no en el
sentido del punto triple del argon. Por ejemplo, el punto lambda, ubicado a una temperatura
de T' = 2,1720 K y una presiéon de 0,0497 atm podria interpretarse como un indicador de que
las fases liquida, gaseosa y superfluida, se encuentran en coexistencia. Las caracteristicas de
esta linea ya se han estudiado y se han encontrado sutilezas que en este trabajo se toman muy
en cuenta, por ejemplo, en esta linea no ocurren estrictamente transiciones de fase de segundo
orden [7, 8, 9, 10].

Los diagramas en la Figura 1.1 son de suma importancia porque resumen las mediciones
que se hacen en el laboratorio y estas mediciones pueden indicar aspectos de una ecuacion de
estado, con la cual se obtiene informacién termodinamica. Sin embargo, se quiere obtener la
relacién fundamental de una sustancia pura que es una forma funcional entre la entropia 5, la
energia F, el volumen V' y el nimero de particulas IV, y que proporciona toda la informacién
termodinamica que de una sistema se puede obtener. La entropia es una cantidad extensiva,
es decir, se escala con el tamano del sistema, por lo que la entropia puede escribirse como
S = Vs(%, %) donde s es la entropia referida al volumen. Las variables relevantes en esta
investigacion son entonces la energia por unidad de volumen e y la densidad de particulas n.
El objetivo de esta investigacion es la construccion de los diagramas s vs n'y s vs e, y para
obtenerlos se utilizan las tres leyes de la termodinamica y se toman en cuenta los modelos
que provee la fisica estadistica en algunos regimenes, el gas ideal y el fluido de van der Waals.
Estos modelos especifican comportamientos que son muy buenos precursores de aquellos que se
espera que sucedan en los distintos diagramas de fases. La segunda ley de la termodinamica y
sus consecuencias en términos de la estabilidad de los estados termodinamicos son esenciales en
la obtencién de estos diagramas. En particular, para que el estado de un sistema termodindmico
sea estable, ese estado debe ser tal que la entropia s sea concava, en este caso, concava en las
variables e y n.

Los diagramas de fases de las sustancias puras aqui descritos obedecen estos criterios de
curvatura siempre y cuando no ocurra una transicion de fase. No obstante, una transicién de
fase no es un requerimiento para encontrar caracteristicas que son novedosas en una relacién
fundamental. Por un lado, las curvas a densidad constante en el diagrama s vs e tienen una
pendiente bien definida: la temperatura, que es positiva por la tercera ley de la termodinamica.



Por otro lado, las curvas a energia constante en el diagrama s vs n no estan restringidas en
el signo de su derivada. La presencia de una region superfluida en estos diagramas modifica
notablemente la estructura de la relacion fundamental, y es en las curvas a energia constante
donde se encuentra toda la diferencia entre una sustancia normal y una cuantica. Mientras
que en el primer caso estas curvas nunca caen, en el segundo si. Como corolario de los dos
comportamientos anteriores, se tiene que la curva que resulta de intersecar la superficie termo-
dindmica con un plano a entropia constante puede no ser mondtona en el caso cuantico, pero
necesariamente en el caso normal si es monétona.

Una caracteristica que destaca en la relacion fundamental de una sustancia cuantica es la
aparicién de una regién en la fase sélida que puede ser interpretada como una fase supersolida
[11, 12, 13, 14]. Esta aseveracién deberfa ser un motivo para estudiar més la fase sélida de una
sustancia cuantica en el régimen de bajas temperaturas y altas presiones. Experimentalmente
no se han obtenido los diagramas s vs n y s vs e que incluyan el régimen de la supersolidez,
pero si se han realizado algunos intentos experimentales de obtener el diagrama p vs T en el
régimen de gas a bajas temperaturas [15, 16], y es este diagrama el punto de partida para la
construccién de la relacion fundamental.

El grueso de esta investigacion queda resumido en cinco capitulos. En el capitulo 2 se plan-
tean caracteristicas de importante relevancia que se observan en los diagramas de presién y
temperatura que se obtienen en el laboratorio. Ademas, se detallan algunos aspectos de la rela-
cién fundamental en la regién de coexistencia liquido-gas, los cuales se basan en el experimento.
Las sustancias puras en consideracion son argén y helio-4.

Los capitulos 3 y 4 constituyen el marco tedrico sobre el cual se basa la elaboracién de
los diferentes diagramas de fases obtenidos. En el capitulo 3 se resume el formalismo de la
termodinamica y se incluye una discusién acerca de lo importante que es suponer unicidad
en los estados termodinamicos de un sistema. El capitulo 4 inicia arguyendo la equivalencia
entre colectividades estadisticas, lo cual es un requerimiento para describir a un sistema en
diferentes diagramas, y después se da una descripcién somera de los modelos del gas ideal y
del fluido de van der Waals en términos de ensambles. Esta descripcion es consistente con las
observaciones hechas en los experimentos, y es 1til porque proporciona un punto de partida
para la obtencién de los diagramas en estos regimenes. El capitulo 4 termina con una discusion
acerca del signo del potencial quimico, que es una cantidad relevante en la construccion de la
relacion fundamental de una sustancia pura.

La aportaciéon principal de esta investigacion se encuentra en los capitulos 5 y 6. En tanto
en el capitulo 5 se describe el procedimiento para construir la relacion fundamental de una
sustancia normal, el capitulo 6 esta dedicado exclusivamente al caso cuantico. Los pasos 16gicos
en ambos casos son los mismos. Se inicia con el diagrama p vs T genérico, y utilizando las
caracteristicas de los distintos tipos de transiciones de fase, se construye el diagrama p vs n, el
cual es una guia para la obtencion del diagrama s vs n. Finalmente se obtiene el diagrama s vs
e a partir del diagrama s vs n.

En las secciones 5.5 y 6.5 se examina el papel que juega el potencial quimico como parametro
en la construccion de la relacién fundamental y ademés en la caracterizacion de las fases de
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Figura 1.1: Diagrama de fases de sustancias puras [17, 18]. En el inciso (a), las lineas TC y
TM son fronteras entre las fases liquida y gaseosa y liquida y sélida, respectivamente. También
se indica el proceso PQRS que inicia en un estado en la fase liquida y termina en uno en la
fase gaseosa. Lo peculiar de este proceso es que no atraviesa ninguna linea de transicion ni el
punto critico; sin embargo, este trabajo considera procesos que atraviesan las lineas TC y TM.
En el inciso (b) se ilustra el diagrama p vs T' del helio-4. Note que la fase sélida en realidad la
constituyen dos tipos de estructura cristalina, la hcp y la bee. En este trabajo se van a estudiar
los diagramas de fases sin tomar sus caracteristicas especificas. Unicamente se pondra énfasis
en los detalles genéricos.

una sustancia pura normal y una cuantica, respectivamente. Al término de la seccién 6.5 se
hace un breve comentario acerca de la aproximacién de densidad local (LDA por sus siglas en
inglés) que posibilita la obtencién de diagramas de fases a partir de los experimentos con gases
atémicos ultrafrios [16]. Se finaliza este trabajo con algunas conclusiones y perspectivas.



Capitulo 2

Fenomenologia termodinamica de una
sustancia pura

Un sistema isotropico de composicion constante que ejerce sobre los alrededores una pre-
sion hidrostatica uniforme, es llamado un sistema hidrostatico. De la variedad de sistemas
hidrostaticos s6lo un tipo son de interés en este trabajo: las sustancias puras. Una sustancia
pura es un compuesto quimico de una sola naturaleza en forma de sdlido, liquido, gas, super-
fluido o cualquier combinacién de fases. Ejemplos de sustancias puras es el agua HyO, el argon
Ar, el diéxido de carbono COs, los isétopos del helio como son el helio-4 *He, el helio-3 3He,
entre otras. Los efectos gravitacionales, eléctricos y magnéticos no son tomados en cuenta en
la descripcion termodinamica de una sustancia pura.

Por simplicidad, las sustancias puras se pueden clasificar en dos: las sustancias normales
y las sustancias cuanticas. Las sustancias puras normales solo se pueden observar en las fases
solida, liquida y gaseosa, mientras que las sustancias puras cuanticas se pueden observar en una
fase adicional: la fase superfluida.

Distinguir entre una sustancia cuantica y una sustancia normal no significa que la sustancia
normal no se pueda describir en términos de la mecanica cuantica. En este trabajo, se denota
como sustancia cuantica a la ya mencionada sélo por el hecho de que la superfluidez es un
fenomeno cuantico macroscépico que esta descrito principalmente en el marco de la mecanica
cuantica. Por supuesto, existen otros sistemas que también podrian llamarse sustancias cudnti-
cas, por ejemplo, el gas de Fermi o el aislante de Mott, o incluso un iman. El nombre de
sustancia pura cudntica es una etiqueta para referirse a la sustancia que puede existir en fase
superfluida. No obstante, a lo largo del trabajo si se usa el nombre de sustancia pura al hablar
de caracteristicas compartidas entre estas dos categorias.

El estudio de la termodindmica inicia con las mediciones que se hacen en un laboratorio.
Tipicamente, la presion y la temperatura son cantidades controladas experimentalemente y son
éstas las que proporcionan informacién acerca de las fases en las que se observa una sustancia
pura. Existen valores de presién p y temperatura 1" para los cuales se da el equilibrio termo-
dindmico entre distintas fases, y otros tantos que indican que la sustancia se encuentra en una



sola fase. Con la grafica de estos valores en el plano p vs T se obtiene lo que se conoce como
un diagrama de fases. La estructura de un diagrama de fases depende de la naturaleza de la
sustancia pura.

2.1. Evidencia experimental de argén

Los diagramas de fases se van a ejemplificar utilizando dos sustancias puras: argén y helio-4.
Para comenzar considere el caso de argon, el cual es una sustancia pura normal. El diagrama
p vs T del argén se muestra en la Figura 2.1. Este diagrama estd basado en mediciones expe-
rimentales y muestra caracteristicas que son genéricas para el diagrama p vs T' de cualquier
sustancia normal [20].

Laregla de las fases de Gibbs describe el niimero de grados libertad termodinamicos, esta de-
signado con la letra f. Para una sustancia pura esta regla es de la forma f = 1+ 2 —r, donde r
es el nimero de fases en equilibrio termodinamico. Las &reas en un diagrama p vs T' muestran
unicamente una fase de la sustancia en equilibrio, por lo que son dos los grados de libertad
necesarios para describir una sustancia en este diagrama; estos grados de libertad son tipica-
mente la presion y la temperatura. En cambio, las lineas indican las combinaciones de presién
y temperatura para las cuales existe equilibrio termodinamico entre dos fases; en el caso de una
sustancia normal existen tres lineas. En las lineas, hay un solo grado de libertad termodinamico
de acuerdo a la regla de las fases de Gibbs, esto es, las lineas pueden expresarse como una fun-
cién entre la presion y la temperatura. Finalmente, la unién de estas tres lineas es en un punto
unico llamado punto triple, punto amarillo en la Figura 2.1. El punto triple indica equilibrio
entre las tres fases, por lo que no hay grados de libertad para describir a este punto. Los valores
de presion p; v temperatura T; del punto triple especifican el equilibrio termodindmico entre
las tres fases. El punto triple del argon se encuentra en las coordenadas p; = 0.06895 MPa y
T, = 83.804 K [20]. Existe un punto llamado punto critico de la sustancia, punto rojo en Figura
2.1, y los valores de presion p. y temperatura T, que le corresponden indican que a partir de
este estado termodinamico las fases liquida y gaseosa no se pueden distinguir. Mas ain, cuando
la sustancia se encuentra en el punto critico se observan grandes fluctuaciones en la densidad.
En este régimen se dice que la sustancia se encuentra en su fase fluida. Se usa el término fluido
en todo este trabajo para referirse al liquido y al gas en conjunto. El punto critico del argon se
localiza en p, = 4.860 MPa y T, = 150.6633 K [20].

En el diagrama p vs T, la linea que inicia en el punto (0,0) y termina en el punto (p;,T})
se le llama linea de sublimacién, linea verde en Figura 2.1. Sobre esta linea, el equilibrio ter-
modinamico es entre la fase sélida y la fase gaseosa. La linea que esta acotada por los puntos
(p,T3) v (pe,T:.) es la linea de evaporacién, la cual especifica el equilibrio entre el liquido y el
gas, linea azul en Figura 2.1. Finalmente, la linea que estda acotada unicamente por el punto
triple indica que el equilibrio termodindmico se observa entre el sélido y el liquido. Esta linea
es conocida como linea de fusion, linea naranja en Figura 2.1; notese que la derivada de esta
linea es positiva.



s6lido liquido

gas

> T

Figura 2.1: Diagrama p vs T' genérico para una sustancia pura como el argéon. Note que se ha
supuesto que sélo las fases liquida, gaseosa y sélida son las observadas en el argéon. Aunque no
hay impedimento para suponer mas de una fase.

Entre las sustancias normales existen algunas cuya linea de fusion, frontera entre el liquido
y el sélido, tiene derivada negativa en algunos de sus puntos, el agua es un ejemplo de este tipo
de sustancia pura. La derivada negativa en parte de la curva de fusién significa que la sustancia
se expande al congelarse, o en otras palabras, se licua al aumentar la presién. No obstante, el
escenario tipico es que la sustancia normal se contraiga al solidificarse sobre la linea de fusion.
Este ultimo caso es el que se estudia en esta investigacion.

El diagrama p vs T no es el tnico diagrama de fases. Cualquier combinacién apropiada
de magnitudes termodinamicas da lugar a un diagrama de fases. Los diagramas ttiles en esta
investigacion son los de presién-temperatura p vs T, presion-densidad p vs n, entropia por
unidad de volumen-densidad s vs n y entropia por unidad de volumen-energia por unidad de
volumen s vs e.

La region mas estudiada experimentalmente es la cercana al punto critico, por lo que existen
mediciones de presién, temperatura, densidad, entropia y energia; todas ellas sobre la linea
de evaporacién del argén [20]. Con estas mediciones se han obtenido parte de los diagramas
mencionados en el parrafo anterior, Figura 2.2. La linea de evaporacion también es conocida
como linea binodal, su forma en el diagrama p vs n es como se muestra en la Figura 2.2 (b)
y esta formada por los puntos que indican equilibrio termodinamico entre las fases liquida y
gaseosa. Como se aprecia en el restos de los diagramas, la forma de la linea binodal cambia en
los diferentes diagramas s vs n'y s vs e.

Existen algunos aspectos referidos a la Figura 2.2 que se quieren enfatizar. Aunque la linea
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Figura 2.2: Diagramas de fases de Ar correspondientes a la linea de evaporacion. La curva
de vapor saturado (liquido saturado) se encuentra a la izquierda (derecha) del punto critico en
los diagramas p vs n y s vs n. En cambio, la curva de vapor saturado (liquido saturado) se
encuentra a la derecha (izquierda) del punto critico en el diagrama s vs e.



de evaporacion se conoce como linea binodal, por simplicidad en la nomenclatura, ésta mantiene
su nombre de linea de evaporacion en los diagramas p vs n, s vs n y s vs e; analogamente con
las lineas de fusién y de sublimacion. Como se aprecia en el diagrama p vs n, la linea de
evaporacion se transforma en una curva que no es monotona. El maximo que se observa en esta
grafica corresponde al punto critico. De ahora en adelante, la parte de la linea de evaporacion
que se localiza a densidades menores que la densidad critica se llama curva de vapor saturado,
y la correspondiente a densidades por encima de la critica se llama curva de liquido saturado,
Figura 2.2 (b). En los diagramas que no son el p vs T, la linea de evaporacién contiene las dos
ramas que ya han sido especificadas. Como se aprecia en la Figura 2.2 (c), existen valores de
la densidad sobre la curva de liquido saturado que tienen una entropia mayor que la del punto
critico. En lo que respecta al diagrama s vs e, lo notable lo tiene el punto, sobre la curva de gas
saturado, que corresponde al maximo valor de energia, el cual nuevamente es mayor que el del
punto critico, vea Figura 2.2 (d). Esta informacién es de suma utilidad en los capitulos 5 y 6.

Las caracteristicas de los distintos diagramas de fases para una sustancia pura normal que
han sido mencionadas en esta seccion se toman como genéricas y como guia en la construccion
de los diagramas de fases completos. Las que se detallaron en el parrafo anterior se comparten en
el caso de una sustancia pura cuantica. Sin embargo, el diagrama p vs T" hace toda la diferencia
en el caso cuantico debido a la presencia de la fase superfluida.

2.2. Evidencia experimental de helio-4

Como ejemplo de una sustancia pura cudntica se toma el caso de helio-4, el cual ha sido
estudiado exhaustivamente desde inicios del siglo pasado. El helio es una sustancia que bajo
ciertas condiciones de presion y temperatura tiene la propiedad de fluir sin presentar viscosidad.
Esta propiedad es conocida como superfluidez, y fue observada por primera vez en helio-4, uno
de los is6topos estables del elemento helio. Las primeras mediciones de la viscosidad del “He
las realizaron principalmente P. Kapitza [21], J. F. Allen y A. D. Misener [22]; los dos tltimos
en conjunto. Lo que ellos encontraron fue que el *He fluye a través de capilares estrechos con
una viscosidad tres érdenes de magnitud menor que la viscosidad del *He liquido a presién
normal. La superfluidez es un fenémeno que no sélo se ha estudiado desde el punto de vista
experimental, sino también desde el punto de vista tedrico, en particular, usando argumentos
en el marco de la mecdnica cudntica [23, 24, 25].

Tipicamente, se distinguen cuatro fases del *He: sélida, gaseosa, liquida (helio I) y super-
fluida (helio II). El equilibrio termodindmico puede ocurrir entre algunas de estas cuatro fases.
El “He exhibe caracteristicas que son notables en el diagrama p vs T' mostrado en la Figura 2.3,
el cual se basa en mediciones experimentales [26]. La ausencia de la linea de sublimacién indica
que no existe equilibrio termodindmico entre las fases sélida y gaseosa del *He. Por el contrario,
la presencia de una linea que separa el helio I y el helio IT hace toda la diferencia. Esta linea,
llamada linea lambda, corresponde a valores de presién y temperatura para los cuales existen
grandes fluctuaciones en la densidad del helio IT que terminan cuando la sustancia se observa
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Figura 2.3: Diagrama p vs 1" genérico para una sustancia pura como el helio-4.

en la region del helio I. La linea A es en realidad una linea de puntos criticos, a excepciéon de
uno de sus extremos.

Los extremos de la linea A marcan dos puntos especiales. A uno se le conoce como punto
lambda, que se puede suponer de naturaleza critica, punto azul en la Figura 2.3. Los valores de
presion y temperatura que le corresponden son py = 0.0497 atm y Ty, = 2.1720 K para el caso
del helio-4 [26]. Al otro punto se le puede considerar como punto triple, punto amarillo en la
Figura 2.3.

El nombre de punto triple para el punto de menor temperatura en la linea A ha sido apoyado
por algunos trabajos [27, 28]. Las coordenadas de este punto en el diagrama p vs T indican
que tres fases del *He pueden encontrarse en equilibrio termodindmico: la sélida, la liquida y
la superfluida. Sin embargo, esto es sélo una interpretacion y se adopta en este trabajo porque
no viola ninguna ley de la termodinamica. El punto triple del helio-4 tiene presion p;. = 29. 74
atm y temperatura T, = 1.7633 K [26]; note que los subindices distinguen el punto triple de
una sustancia cuantica del punto triple de una sustancia normal.

El diagrama p vs T contiene mayor contenido que el analogo normal debido a la presencia
de la linea lambda, aunque en el caso cuantico también permanecen las lineas de evaporacién
y de fusién, y el punto critico. Los valores del punto critico del helio-4 son p. = 2.2449 atm
para la presiéon y T, = 5.2014 K para la temperatura [26]. La frontera entre las fases sélida
y superfluida es la linea SS, y la que separa la fase superfluida y la gaseosa es la linea GS.
Al igual que la linea A, la linea GS puede suponerse de naturaleza critica en virtud de que
las observaciones hechas en los experimentos con gases atéomicos ultrafrios indican que hay
divergencias en la compresibilidad isotérmica [29, 30].
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Aparte de lo ya mencionado hasta ahora, un punto o una linea criticos representan una
transicién de fase de segundo orden y se caracteriza por divergencias en las susceptibilidades;
mas adelante se describen con mayor detenimiento las transiciones de fase. La construccion de
la relacién fundamental en términos de diagramas de fases que se propone en este trabajo toma
en cuenta que las lineas lambda y GS son de segundo orden. Sin embargo, esta no es la tnica
solucién en el caso de la linea GS. En algunos textos, como en [31, 32|, se le da el caracter de
primer orden a la transicion que ocurre entre la fase gaseosa y la fase superfluida, por lo que
la linea GS puede suponerse de primer orden. Esto significa que para temperaturas menores o
iguales a la del punto lambda existe discontinuidad en la densidad, aunque en estos textos no
se hace referencia a experimentos que corroboren que esto es lo que sucede. Cabe mencionar
que esta solucién no modifica de forma esencial los resultados de este trabajo. Por otro lado, los
experimentos que se llevan a cabo a temperaturas del orden de 107 K y la teorfa que describe la
condensacién de Bose — Einstein, parecen indicar que el tipo de transicién entre la fase gaseosa
y la superfluida es de segundo orden. La proposicion es extrapolar el comportamiento de la
linea GS en el régimen de bajas temperaturas, hasta la temperatura del punto lambda, esto es,
la linea GS es una linea de segundo orden.

La linea lambda tampoco carece de sutilezas. Si bien se ha supuesto que esta linea es de
segundo orden, los experimentos muestran que esto no es del todo cierto. En una transicién
de fase de segundo orden se observan grandes fluctuaciones en la densidad, lo que equivale a
observar que la compresibilidad isotérmica de la sustancia diverge. De acuerdo a la teoria de
los fendmenos criticos, el comportamiento de la compresibilidad isotérmica esta ligado al de la
capacidad calorifica a presién constante: si la segunda diverge, la primera también lo hace [33].
En los experimentos se observa que la capacidad calorifica a presién constante es una cantidad
finita en el punto lambda, pero la aproximacion experimental al punto lambda muestra un com-
portamiento casi divergente [8]. La implicacién es entonces que la compresibilidad isotérmica
en el punto lambda es casi divergente. Sin embargo, la proposicién en este trabajo es, como ya
se menciond, que la compresibilidad isotérmica es divergente en el punto lambda y en la linea
lambda, esto es, la linea lambda es de segundo orden.

Experimentalmente, se han medido valores de presion, temperatura, densidad, energia y
entropfa del helio-4, incluso se ha obtenido la linea lambda en el diagrama p vs T' [26]. La
Figura 2.4 muestra la linea lambda experimental y la Figura 2.5 exhibe los diagramas p vs T',
pvsn,svsnysvse para el “He en la regién donde existe equilibrio termodindmico entre
las fases liquida y gaseosa. Los detalles en el peniltimo parrafo de la seccién 2.1 también son
validos en este caso.

No sélo el helio-4 presenta superfluidez, también otras sustancias como el litio-6 °Li, el
rubidio-87 8"Rb y el helio-3 *He fluyen sin viscosidad. Sin embargo, nada impide que el diagrama
p vs T aqui expuesto sirva como pauta para describir de manera genérica a una sustancia pura
cuantica.

Las observaciones termodinamicas fenomenolégicas que se han incluido en este capitulo son
relevantes para conocer la forma de la curva binodal en los diferentes diagramas que se analizan
en este trabajo. No obstante, las mediciones de entropia y de energia no son suficientes para
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Figura 2.4: Diagramas de fases p vs T'y p vs n de la linea lambda de *He.

conocer, por ejemplo, la forma de una curva a energia constante en el diagrama s vs n cerca
de la coexistencia liquido-vapor. Se necesita tomar un enfoque microscépico que posibilite la
obtencién de una relacién fundamental analitica en este régimen, como lo es la teoria de van
der Waals. Es en este sentido que la descripcion estadistica de una sustancia pura es relevante
y mas adelante, en el capitulo 4, se detallan algunos aspectos de este punto de vista no sélo
para el fluido de van der Waals, sino también para el gas ideal.
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Figura 2.5: Diagramas de fases de *He correspondientes a la linea de evaporacién. La curva
de vapor saturado (liquido saturado) se encuentra a la izquierda (derecha) de la vecindad del
punto critico en los diagramas p vs n 'y s vs n. En cambio, la curva de vapor saturado (liquido
saturado) se encuentra a la derecha (izquierda) de la vecindad del punto critico en el diagrama
S Vs e.
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Capitulo 3

Fundamentos termodinamicos

La termodinamica es una rama de las ciencias naturales que ayuda a racionalizar las ob-
servaciones experimentales sobre los sistemas macroscépicos, lo cual es 1til para describirlos
de manera concreta. En el capitulo anterior se mostré evidencia experimental basada en un
concepto que se usa con soltura: equilibrio termodinamico.

Un sistema termodinamico aislado es uno que no interacciona de algin modo con sus alre-
dedores y que ademas cualquier estado suyo esta descrito por variables macroscopicas como la
temperatura, el volumen, el niimero de particulas, entre muchas otras. Se habla de un estado de
equilibrio termodinamico de este sistema, o sustancia de trabajo, cuando las siguientes condi-
ciones se cumplen simultdneamente [31]: equilibrio mecénico, se refiere a la ausencia de fuerzas
o torcas no balanceadas en el interior del sistema; equilibrio quimico, indica que no hay trans-
ferencia neta de materia entre las diferentes partes que lo constituyen; y equilibrio térmico, el
cual existe al no haber flujos netos de calor en el sistema. El equilibrio termodindmico esta ca-
racterizado por variables intensivas, las cuales tienen el mismo valor en las diferentes partes del
sistema, estas variables son la temperatura 7', la presién p y el potencial quimico u. En este
capitulo se tratan algunas formalidades de la termodindamica que se usan en la obtencién de los
diagramas de fases para una sustancia pura.

3.1. Ecuacidon de estado

Existen otras variables como la densidad n, el campo magnético H, la tensién superficial ~,
que también determinan el estado de equilibrio termodinamico. Saber qué variables lo especifi-
can depende de la naturaleza del sistema bajo estudio. Los sistemas hidrostéticos, en particular
las sustancias puras, son los de interés en esta investigacion.

Las sustancias puras se describen tipicamente en términos de las variables p T' y n. Estas
cantidades se pueden controlar en el laboratorio, pero no las tres al mismo tiempo. Una vez
que se fija el valor de la densidad, el valor de la temperatura puede ser elegido arbitrariamente,
pero la naturaleza sera la encargada de indicar el valor de la presién. De manera similar, si
el valor de la presién y la temperatura se escogen arbitrariamente, el valor de la densidad
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estd determinado. En general, este comportamiento de las variables sugiere que dos de las tres
son independientes. La dependencia entre estas cantidades queda resumida con una ecuacién
de estado, es decir, una ecuacion de la forma p = p(n,T'). Por ejemplo, si el sistema es un gas
a bajas densidades, la ecuacién que lo describe es la del gas ideal,

NkT
T
donde k es la constante de Boltzmann, N el nimero de particulas y V' el volumen. Cerca del

)
punto critico de cualquier sustancia pura la ecuacién de van der Waals es la mejor aproximacion
que es consistente con las observaciones experimentales,. Esta ecuacion tiene la forma

p (3.1)

NET _N? 5.9
Pmv—ow v 32)
donde @ y b son parametros especificos del gas.

La ecuacion (3.2) no estd escrita como usualmente se conoce. Es necesario hacer un cambio
de notacion. El nimero de particulas de una sustancia se puede expresar en términos del niimero
de moles 7 de una sustancia: N = nNy donde Ny es el nimero de Avogadro. Si v = V /i designa
el volumen molar, la ecuacion de van der Waals toma la forma

RT a
v—>b 02

donde R = kNj es la constante universal de los gases, b = bNy y a = aNZ. La ecuacién de gas
ideal resulta ser

b= (3.3)

RT

p= o (3.4)

Para escribir las ecuaciones (3.2) y (3.4) en la forma p = p(n,T’) se reemplaza el volumen
molar usando la relacion v = M /n donde M es la masa molar de la sustancia.

Se pueden definir cantidades que tienen unidades de inverso de volumen y a todas ellas
llamarlas densidad. La densidad de particulas n = N/V es la que se utiliza a lo largo de todo
el trabajo y no se vuelve a hacer referencia a la definicién tipica de densidad: masa por unidad
de volumen.

Uno de los objetivos de esta investigacion es obtener la relaciéon fundamental de una sus-
tancia pura a partir de evidencia experimental. La tinica evidencia experimental de la cual se
dispone son los diagramas de fases del capitulo 2. Un diagrama de fases puede ser interpretado
como la representaciéon grafica de una ecuacion de estado, por ejemplo, una ecuacién de la forma

b= p(n,T).
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3.2. Relacién fundamental y las leyes de la termodinami-
ca

Si el objetivo de estudiar un sistema es describir sus propiedades termodinamicas y no nada
mas es conocer los diferentes estados de equilibrio por los que pasa, una ecuacién de estado
no es suficiente. Se necesita una relacién fundamental, que es una funciéon cuya dependencia es
en variables que determinan de manera tunica el estado termodindmico, no necesariamente de
equilibrio. Cantidades como las capacidades calorificas o incluso la misma ecuacion de estado
se pueden obtener si se conoce la relacién fundamental.

No obstante, los estados de interés son los de equilibrio termodinamico, y la entropia S es
la variable por excelencia que indica que un sistema ha alcanzado alguno de estos estados. La
entropia es de suma importancia cuando se conoce su valor como funcién de la energia FE, el
volumen V' y el nimero de particulas N. Estas variables siempre estan definidas sin importar
si el sistema esta en equilibrio termodinamico o no. La dependencia de S en estas variables
da lugar a la relacién fundamental de la sustancia. Por lo tanto, los cambios de entropia estan
dados por

S = <55> dE + (a_s> dv + (aS) dN. (3.5)
0E ) vy V) gy ON )y

Nuevamente, la relacién fundamental depende de la sustancia de trabajo. No hay impedi-
mento para senalar como relacion fundamental de una sustancia pura a aquella cuyos cambios
estan especificados por la ecuacion (3.5).

La forma diferencial de la primera ley de la termodindmica resume los cambios en la energia
de un sistema y puede resolverse en términos de la entropia, obteniéndose

_ 1 p z
dS = ZdE + ZdV — ZdN. (3.6)

donde T es la temperatura, p la presion y u el potencial quimico.
La expresién dada por la ecuacion (3.5) es de naturaleza matemaética, pero tiene significado
fisico al compararla con la ecuacién (3.6):

1 0S8
T (a@)m (3.7)
p_ (S
P (%), 39
y
W (oS
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Mientras la primera ley de la termodinamica restringe la posibilidad de crear o destruir
energia, la segunda ley restringe el modo de utilizar la energia. Una consecuencia de la segunda
ley es que la entropia siempre alcanza su valor maximo una vez que un sistema aislado ha
alcanzado el equilibrio. Mateméaticamente esto corresponde a que la entropia es una funcién
concava de sus variables [34], lo que significa que la superficie S = S(E,V, N) tiene curvatura
negativa, esto es, las segundas derivadas respecto a cada una de las variables independientes,
son negativas.

La entropia es una funcién de dos variables si se toma en cuenta su caracter extensivo. Dado
que el volumen se escala con el tamano del sistema, V' ~ N, la entropia se puede escribir como

S(E,V,N) =Vs(e,n) (3.10)

donde s = S/V, e = E/V y n = N/V son la entropia por unidad de volumen, la energia por
unidad de volumen y la densidad de particulas, respectivamente. Por tanto, la condicion de
maximo de entropia se puede resumir con las desigualdades.

0%s
<@) <0 (3.11)

(023) B (a@i)Q o (3.12)

oo (5,

En el apéndice A se demuestra que las ecuaciones (3.11) y (3.12) implican que las segundas
derivadas de la entropia respecto a cada una de sus variables, son negativas.
Las ecuaciones (3.7) y (3.9) se modifican como sigue:

% _ <g)n (3.13)

% S (%) (3.14)

La presion se obtiene con la relacion de Euler p = T's + un — e.

Finalmente, al estudiar un sistema termodinamico se realizan experimentos sobre éste en
un intervalo de temperaturas que esta restringido por la tercera ley de la termodinamica, pues
establece que el cero absoluto es inalcanzable. M&s aun, si el sistema tiene un espectro de
energias no acotado por arriba, se puede concluir que la temperatura siempre es positiva [36].

La energia interna es una magnitud termodinamica que no se puede medir directamente, por
lo que la relacion fundamental no se puede obtener experimentalmente. Los datos reportados de
la energia y también de la entropia son en realidad mediciones de las capacidades calorificas, las
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cuales al integrarse proporcionan valores de energia o de entropia relativos a una referencia de
estas cantidades. Se requiere entonces de una teoria que tome en cuenta el caracter microscopico
de una sustancia para obtener la funcién s = s(e,n) de forma analitica. Mas adelante, con
consideraciones de fisica estadistica se logra bosquejar la obtencion de la relacion fundamental
de un gas ideal y de un fluido de van der Waals.

3.3. La estabilidad de los sistemas termodinamicos

Las condiciones de maximo de entropia, resumidas con las desigualdades (3.11) y (3.12),
se traducen en restricciones que deben obedecer susceptibilidades como la capacidad calorifica
especifica a volumen constante, ¢,, y la compresibilidad isotérmica, k7 [35]. Estas condiciones
deben cumplirse para asegurar que un estado termodinamico es estable. Se dice que un estado
de un sistema es estable si ante cualquier perturbacién, por muy pequena que sea, garantiza
que el sistema siempre regresa al estado de maxima entropia. A continuacion se especifican las
condiciones de estabilidad en términos de ¢, y k7.

De la ecuacién (3.13) se tiene que

0%s 1 /oT
(%) —m(5) (8:13)

@_Z)n _ (%)n _ Cl (3.16)

T

Si se nota que

donde se ha usado la definicién de la capacidad calorifica especifica a volumen constante, se
concluye de la condicién (3.11) que

0%s 1

por lo que ¢, > 0. Esta condicién significa que la temperatura de un objeto aumenta ante
suministros de calor.
La compresibilidad isotérmica esta definida como

1 [V
- — | = 3.18
w7 (%) (.19
pero puede reescribirse en términos de n:
1 (on
=—(=) . 3.19
o n < op ) T ( )

Hay otra expresion de la compresibilidad isotérmica que es 1til en las secciones 5.5y 6.5 y
que estda escrita en términos del potencial quimico:
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1 (on
= (=) . 2
T (aN)T (3:20)

A partir de la desigualdad (3.12) se muestra de manera similar que la compresibilidad
isotérmica, en cualquiera de sus expresiones, debe ser una cantidad positiva para garantizar
que un estado termodinamico es estable, esto es, k7 > 0, vea apéndice B. Estd condicién
significa que ante los aumentos isotérmicos en la presion, el volumen disminuye.

Las restricciones sobre ¢, y xr se utilizan en el estudio de las transiciones de fase. Si el
estado de un sistema termodinamico viola las condiciones de estabilidad, el sistema sufre una
transformacién de fase, garantizando que el nuevo estado vuelve a ser estable.

3.4. Transiciones de fase

En los diagramas de las Figuras 2.1 y 2.3 se muestran lineas que representan equilibrio
termodinamico entre dos fases de una sustancia pura. Por ejemplo, las diferentes combinaciones
de presién y temperatura para las cuales existe equilibrio termodinamico entre la fase sélida y
la gaseosa dan lugar a la linea de sublimacién. Otra manera de llamar a este tipo de equilibrio
termodinamico es usando el término de coexistencia de fases. En la coexistencia de fases puede
ocurrir un tipo particular de transiciones de fase, conocidas como transiciones de fase de primer
orden.

Estas transformaciones entre fases se clasifican en transiciones de primer orden y de segundo
orden. La clasificacion se hace en términos de las variables extensivas, o aditivas, y las varia-
bles intensivas. Las primeras se escalan con el tamano del sistema, mientras que las segundas
permecen constantes sin importar la cantidad de materia que constituye al sistema. En una
transicién de primer orden las cantidades extensivas se vuelven discontinuas, mientras que las
intensivas permanecen continuas. Por ejemplo, un punto en la curva de evaporacion da lugar
a la coexistencia entre las fases liquida y gaseosa, cada una de la cuales ocupa un volumen
diferente para el mismo valor de p, T" y p; es un hecho experimental que el volumen de un
liquido es mucho menor que el volumen que ocupa un gas. Por el contrario, una transicién de
fase de segundo orden es una transformacion en la que las variables extensivas e intensivas son
continuas. No obstante, en una transicién de fase de segundo orden fallan las condiciones de
estabilidad, es decir, la capacidad calorifica especifica ¢, y la compresibilidad isotérmica kr se
vuelven infinitas. En términos matematicos esto significa que

(), (), (),

Geométricamente, si ¢, — 0 y kp — 00, es decir, si el sistema se encuentra en un estado
termodindmico tal que ocurre una transicién de fase de segundo orden, entonces la superficie
representada por la relacién fundamental s = s(e,n) es plana en el punto de ese estado termo-
dindmico. En el caso de una sustancia pura la superficie s = s(e,n) es plana en el punto critico.
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Sin embargo, en el caso de helio-4 el escenario es diferente en la linea lambda. De acuerdo a
lo dicho en el antepentultimo parrafo de la seccién 2.2, la compresibilidad isotérmica se supone
divergente; no obstante, la capacidad calorifica a volumen constante es finita de acuerdo a la
teorfa desarrollada en [7], por lo que las propiedades de la superficie de una sustancia cudntica
cambian. Estos cambios no modifican considerablemente la superficie termodinamica del caso
cuantico como la propuesta en este trabajo, por lo tanto se asume que sobre la linea lambda la
superficie s = s(e,n) es plana.

Las transformaciones de primer orden se pueden llamar coexistencia de fases o transiciones
discontinuas, mientras que las de segundo orden se pueden llamar transiciones continuas. En el
caso de una sustancia normal la inica transicién continua que se observa es la del punto critico.
Contrariamente, las transiciones de fase son mas variadas al haber superfluidez en una sustancia
pura. Por ejemplo, el helio superfluido atraviesa de manera continua a la regién de helio liquido.
Esta transicion se conoce como transicion lambda. Hay una transicién discontinua adicional que
se observa en el caso de helio-4, y es la que ocurre entre las fases sélida y superfluida [37].

La transicion en un punto de naturaleza critica es continua; no obstante, el comportamiento
de las distintas magnitudes termodindmicas en una vecindad de este punto no es sencillo. Por
ejemplo, considere el punto critico de la transicién liquido-gas. Todas las propiedades termo-
dinamicas se pueden obtener en términos de derivadas de la energia libre de Gibbs por particula.
Suponga un proceso isobarico a presion p = p.. Si se quieren saber las propiedades cerca del
punto critico uno se puede acercar al punto variando la temperatura por encima de T,. Si la
energia libre de Gibbs se supone de la forma

w(p =pe, T) = po(T.) + (T = T.)*, (3.22)

donde @ es un exponente entre cero y uno, todas las propiedades termodinamicas se pueden
conocer analiticamente con derivadas sucesivas de la expresién de pu, en particular, la capacidad
calorifica a presién constante, la cual estd definida como

C, = (2%) (3.23)

De acuerdo a la ecuacién (3.22), la segunda derivada de p respecto a la temperatura es de
la forma

52,“ _ _ —a
— | =2-a)(l-a)(T-T.)" 7, (3.24)
oT? »

que de acuerdo a la relacién de Gibbs — Duhem y la ecuacién (3.23), da lugar a que

Cp _ _ —a
~F=2-a1-a) T -T) (3.25)

lo cual indica que la capacidad calorifica especifica a presion constante diverge cerca del punto
critico. Por lo tanto, no se puede hacer un desarrollo en serie de Taylor de la energia libre de
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Gibbs alrededor del punto critico, esto es, p es una funcién no analitica; en la ecuacién (3.22) el
exponente @ da lugar a la no analiticidad. En términos de la relacién fundamental s = s(e, n),
un punto critico da lugar a que s = s(e,n) sea no analitica en ese punto.

La transicion lambda se ha supuesto que representa transiciones continuas, es decir, ¢, — o
y kp — o0 sobre esta linea. Sin embargo, lo que si se acepta al prescindir de esta suposicién
es que la linea lambda es no analitica. La no analiticidad se debe a que la correlacion del
parametro de orden se vuelve de largo alcance en el punto lambda, es decir, la longitud de
correlaciéon diverge.

Para finalizar esta seccién es conveniente comentar acerca de la nomenclatura que se adopta
a lo largo del trabajo. En el capitulo anterior se indicé que el nombre de linea de evaporacién
se mantiene en todos los diagramas p vs T', p vs n, s vs n. y s vs e, al igual que el nombre
de linea de sublimacion y linea de fusion. En los diagramas que no son el p vs T se tiene que
la linea de evaporacion estd formada por dos ramas, la curva de vapor saturado y la curva de
liquido saturado. En general, cualquier linea de coexistencia en el diagrama p vs T da lugar
a curvas de saturacion en el resto de los diagramas. Por ejemplo, la linea de sublimacién da
lugar a curvas de liquido saturado y de sélido saturado. Las curvas de saturacién delimitan
regiones prohibidas, esto significa que el sistema no puede observarse en tales regiones porque
los estados termodinamicos ahi no son los de maxima entropia.

3.5. Unicidad de los estados termodinamicos y sus con-
secuencias

Cualquier sistema termodinamico es descrito con un niimero minimo de variables extensivas.
Para una sustancia pura este conjunto lo forman la energia F, el volumen V y el nimero de
particulas N. En el caso de otros sistemas, por ejemplo sistemas magnéticos, el nimero de
variables puede aumentar. Lo importante es que existe un conjunto minimo de parametros
que son suficientes para determinar de manera tnica el estado termodinamico de un sistema.
Una consecuencia inmediata es que el valor de la entropia, al ser una funciéon de £, V y N,
también es tinico para el estado especificado. Més atn, las cantidades intensivas T', p y u, que
son derivadas parciales de la entropia, también toman un valor tinico al ser funciones de los
mismos parametros.

Sin embargo, la unicidad no estd garantizada con otras variables. Para mostrarlo se va a
estudiar la propiedad de monotonia de las magnitudes termodindmicas utilizando la monotonia
de la relacion fundamental. Matematicamente hablando, se dice que una funcién es mondtona si
preserva el orden. Resulta ser que si una funcién es mondtona entonces la funcion es biyectiva,
por lo que existe la funciéon inversa. En términos de la derivada, si una funcién tiene una
derivada con signo, entonces es una funcién mondétona y por la tanto es biyectiva.

La primera ley de la termodindamica puede usarse en términos de cambios de energia dF o
cambios de entropia dS. La funcién E = E(S,V, N) tiene la misma informacién matematica
que S = S(E,V, N), es decir, la energia como funcién de las variables S, V' y N, es una relacién
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fundamental. En este caso las variables S, V' y N determinan la energia de manera tnica. Por
un lado, la primera ley de la termodinamica

dE = TdS — pdV + pdN (3.26)

especifica que T' = T(S,V,N), que p = p(S,V,N) y que p = u(S,V,N). Por otro lado, la
segunda ley establece que S es concava en sus variables, tal propiedad implica una relaciéon de
convexidad para la energfa [35], esto es,

’E
V,N
y
(92E)
> 0. (3.28)
(7).,

La consecuencia inmediata de las desigualdades (3.27) y (3.28) es que la temperatura y la
presion tienen una derivada parcial con un signo bien definido, esto es,

oT
— 2
(5S)V,N >0 (3.29)

op
<W) . < 0. (3.30)

La desigualdad (3.29) implica que la capacidad calorifica a volumen constante Cy, es posi-
tiva, mientras que la desigualdad (3.30) implica que la compresibilidad a entropia constante es
positiva.

Ya se ha dicho que Ty p tienen valores tnicos cuando son funciones de S, V' y N. Pero
que una de sus derivadas tenga un signo bien definido, ecuaciones (3.29) y (3.30), implica que
T y p son funciones mondtonas en S y V', respectivamente. De esta manera Ty p se pueden
invertir en términos de las variables respecto a las cuales se toma la derivada, es decir, se
pueden obtener las relaciones S = S(T,V,N) y V =V (S,p, N). Por lo tanto, si se sustituye la
primera expresién en la segunda, se obtiene una relacién funcional de la forma V = V (T, p, N);
el volumen expresado en estos términos da lugar a una funcién univaluada.

Sin embargo, la monotonia de 7"y p no esté asegurada respectivamente en las variables V'
y S pues no se sabe qué signo tienen las derivadas cruzadas de la energia. De este modo, si se
busca realizar la inversién de la presion respecto de la entropia, es decir, obtener S = S(p, V, N)
a partir de p = p(S,V,N), y luego obtener T' = T'(p,V, N) cuando se sustituye la expresion
S=S(p,V,N)en T =T(S,V,N), entonces la unicidad no queda garantizada. Por ejemplo, el
liquido méas comtun, el agua, no se comporta como la mayoria de los liquidos. Encima de los
277 K, el agua se expande si se aumenta la temperatura. Por otro lado, entre 273 K y 277 K
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el agua se contrae al aumentar la temperatura. Por lo tanto, alrededor de 277 K la densidad
del agua pasa por un maximo. Esto significa que la temperatura es una funcion doblemente
valuada cuando se supone funcién de p, V' y N: se tienen diferentes condiciones de temperatura
para las mismas condiciones de presiéon y volumen.

En general, la monotonia de una magnitud termodinamica, intensiva o extensiva, no que-
da garantizada cuando un par de variables conjugadas forman parte del conjunto minimo de
parametros que describen el estado termodinamico. Dos variables termodindmicas son conju-
gadas cuando su producto tiene unidades de energia. Para una sustancia pura los pares de
variables canénicas conjugadas son (7, 5), (p, V) y (i, N).

Tomando en cuenta la identificacion de las variables conjugadas, es posible describir al siste-
ma de manera fundamental con otras funciones diferentes a £ = E(S,V,N)y S = S(E,V,N).
Tales funciones reciben el nombre de potenciales termodinamicos. Los méas usuales son la energia
libre de Helmholtz, la entalpia, la energia libre de Gibbs y el gran potencial. Estas funciones
son transfomadas de Legendre de la energia que involucran el intercambio de una variable por
su conjugada [34, 35]. De esta manera la nueva funcién serd monoténica y inicamente valuada.

El nimero de variables que se pueden intercambiar a través de una transformada de Le-
gendre esta acotado por la regla de las fases. El nimero méximo de variables que se pueden
intercambiar son dos para una sustancia formada por una especie quimica y con una fase. Sin
embargo, cuando la misma sustancia sufre una transicién de fase de primer orden solo se puede
intercambiar una variable. En este caso la energia libre de Helmholtz, F' = F(T,V,N), y la
entalpia, H = H(S,p, N), son los potenciales termodindmicos utiles. Una funcién cuya depen-
dencia es en las variables (S, V, i) también juega el papel de potencial termodindmico cuando
hay coexistencia de dos fases, s6lo que éste no es utilizado tipicamente.
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Capitulo 4

Consideraciones de fisica estadistica

El ultimo objeto de la termodinamica es obtener una relacion fundamental que describa
concretamente a un sistema. Sin embargo, la termodinamica carece de consideraciones acerca
de la estructura de la materia al ser una teoria macroscépica, y no es posible obtener una
relacion fundamental en esta aproximacion. No obstante, la fisica estadistica proporciona el
punto de vista microscépico necesario. Las relaciones fundamentales que son de suma utilidad
en este trabajo son la del gas ideal cuantico y la del fluido de van der Waals; més adelante se
detalla un bosquejo de la obtencién de ambas.

El método de la fisica estadistica consiste en la utilizaciéon de ensambles, los cuales son un
conjunto de copias del sistema que son iguales macroscopicamente pero son diferentes desde
el punto de vista microscépico, y cada uno de ellos depende de variables termodinamicas que
los vuelven en cierto sentido independientes. Con el diagrama p vs T puede entenderse que
el estudio del sistema se basa en el ensamble gran canoénico, pues se suponen como variables
independientes a la temperatura y al potencial quimico, es decir, la presion en el diagrama p vs
T se supone de la forma p = p(T, u). El diagrama p vs n puede referirse al ensamble canénico
donde las variables independientes son la presién y la densidad. En estas condiciones p = p(T', n).
Finalmente, los diagramas s vs n y s vs e pueden ser referidos al ensamble microcanénico donde
las variables naturales son la energia y la densidad. Sin embargo, el limite termodindmico
garantiza la equivalencia del ensamble microcandnico con los distintos ensambles [38]. Por lo
tanto es valido, por ejemplo, utilizar el diagrama p vs T' como guia para obtener el diagrama s
VS n.

4.1. Equivalencia de ensambles

La equivalencia de los ensambles puede mostrarse si se toman en cuenta las fluctuaciones
de la energia y del niimero de particulas. Las fluctuaciones en la energia estan dadas por

op = kT?Cy, (4.1)
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donde Cy es la capacidad calorifica a volumen constante. En cambio, las fluctuaciones del
nimero de particulas se expresan como

N2]€TI€T

T (4.2)

oy =

donde N es el nimero de particulas promedio.

La equivalencia entre el ensamble microcanénico y canénico se muestra a manera de ejemplo,
pero antes se estima el orden de magnitud de la cantidad 0% /E donde E es la energia promedio.
Considere los érdenes de magnitud de E y Cy para un gas ideal: £ ~ NkT y Cy ~ Nk. Al
usar estos valores se ve de la ecuacién (4.1) que 0%/E ~ N~'/2 lo que significa que en el limite
termodinamico las fluctuaciones relativas en la energia son despreciables.

La distribucién de probabilidad de la energia es por lo tanto una gaussiana, por lo que en
la funcién de particion

Z(T,V,N) = Y AT(E,V,N)exp (%{) , (4.3)

con Al la degeneracién de la energia, sélo un valor de la energia es el que aporta a la suma.
Ese valor de la energia es la energia promedio. En estas condiciones, la ecuacién (4.3) se puede
escribir como

kT

y entonces al tomar logaritmo a esta ecuacion se obtiene que

Z(T,V,N) = AT(E,V, N) exp (_—E> (4.4)

F=E—kTInAL(E,N,V) (4.5)

donde se identifica la entropia como S(E, N,V) = kln AT'(E, N, V).
De manera similar, se puede probar, a partir de las fluctuaciones en el niimero de particulas
y en la energia, la equivalencia entre el ensamble gran candnico y microcanoénico.

4.2. Gas ideal

La relacion fundamental que permite conocer algunas regiones de los diagramas s vs n y s
vs e analiticamente se puede obtener en el ensamble canénico. Estas regiones se caracterizan
por representar estados termodindmicos de un sistema suficientemente diluido.

Considere el hamiltoniano de N atomos de masa m encerrados en una caja de volumen V'
en contacto con un bano térmico:

N

H= i pi° M Ve (ry) (4.6)

2m i=1
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donde p; es el momento lineal de la particula i-ésima y V_.(r) el potencial de confinamiento
de los dtomos. En este caso Vo (r) =0sire Vy Vou(r) = o sir ¢ V. Note que las particulas
no interaccionan entre si. La funcién de particién del sistema da lugar a que la energia libre de
Helmholtz sea

F(T,V,N) = —NkT [111 <NLA%> + 1] (4.7)

donde A\p = es la longitud de onda térmica de de Broglie. La entropia obtenida mediante

la derivada

__h
2mmkT

no es una relaciéon fundamental porque no depende de las variables F, V' y N. Para obtener
la relacién fundamental se usa que la energia de un gas ideal monoatémico esta dada por
E= %N kT y entonces al sustituir este valor en el resultado de la derivada dada por la ecuacién
(4.8), se obtiene la siguiente relacién fundamental para un gas ideal:

vV (2EN?? 2rm)3?\ 5

donde h es la constante de Planck. No obstante, en las variables s, e y n la expresion en la
ecuacion (4.9) se reescribe como

e\*? (2mrm)3/2
s(e,n) = nk [ln (% (?2)—”> %) + g] , (4.10)

la cual es de mayor utilidad para hacer una estimacién de cémo deberian ser los diagramas s vs
ny s vs e. En el diagrama s vs n se pueden obtener curvas a energia constante fijando un valor
para e, mientras que en el diagrama s vs e se obtienen curvas a densidad constante cuando se
fija un valor para n, Figura 4.1.

De todas las cantidades termodinamicas, la de mayor interés en esta investigacion es el
potencial quimico que puede ser obtenido mediante la ecuacién (3.14) usando como relacién
fundamental la dada por la ecuacién (4.10). Sin embargo, es mas conveniente, y ya se verd en
la seccién 4.4, obtener el potencial quimico a partir de la energia libre de Helmholtz dada por
la ecuacién (4.7):

S(E,V,N) = Nk

oF %
() — k[ 411
o= (&), - () a1y
o bien,
(T.n) = —kTn | — (4.12)
w(T,n) = n o) .
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(a) Curvas a energia constante (b) Curvas a densidad constante

Figura 4.1: Diagramas s vs n y s vs e en el régimen de densidades suficientemente bajas.
La ecuacién (4.10) es una buena aproximacion de la relacién fundamental en este caso. Se ha
tomado h = m = k = 1. Los valores de energia son e = 1 (linea azul), e = 0.001 (linea roja) y
e = 0.0001 (linea verde). En cambio los de densidad son n = 0.06 (linea azul), n = 0.07 (linca
roja) y n = 0.08 (linea verde).
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4.2.1. Gas ideal cuantico

Cuando la separacién promedio entre particulas es comparable con la longitud de onda
térmica de de Broglie, es decir, cuando nA3 ~ 1, la indistinguibilidad de las particulas se debe
tomar en cuenta al calcular las diferentes magnitudes termodinamicas.

Considérese un sistema abierto de N particulas idénticas de masa m, no interactuantes y
confinadas en una caja de longitud L. En este caso, el hamiltoniamo del sistema esta dado por

hg N N
H=——> Vi+)> Vou(ri), 4.13
o 3V + X Vel (113
donde V? es el operador laplaciano actuando sobre la funcién de onda de la i-ésima particula
¥ Vert(ri) es el andlogo cudntico del potencial externo en el hamiltoniano de la ecuacién (4.6).
Al tomar el logaritmo natural de la gran funcién de particion, resulta que el gran potencial es

_ % €ng ny,n.
QT,V, p) = +(2s + 1)anInZynZ In [1 F exp <k:_T k:—T>’] (4.14)
o L)2 (n2 4+ ng + n2) es el nivel de energfa de una
particula, y los numeros n,, n, y n, toman valores en los nimeros naturales. Néotese que se han
tomado en cuenta las estadisticas de Bose — Einstein, signos de arriba, y la de Fermi — Dirac,
signos abajo.
La densidad de estados permite calcular la suma en la ecuacion (4.14), y para un gas ideal

cuantico en tres dimensiones estd dada por

/ , R (T
donde s es el numero de espin, €,, n, n. = 5 (—

1 /2m\*? |, .,
por lo que el gran potencial toma la forma
V4l (® %2
QT,V,pu) =—2s+ 1)kT—=-——= d 4.16
(7 7/'1’) (S+) /\[{}3\/%0 exp(x—oz)$1x’ ( )
donde o = 5 es una cantidad adimensional y se ha usado explicitamente que V' = L3. Las
funciones de Bose y de Fermi que estan definidas como
1 e ) xn—l
i) = o | s (117)
y
1 0 l.nfl
fnl@) F(n)fo er=> + 1 * ( )

y que cumplen con la propiedad %gn(a) = gn1(a)y %fn(a) = fn_1(a), dan lugar a que el
gran potencial para un gas de particulas libres en una caja tome la forma
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A?:’F f5/2((1)-

Siguiendo un procedimiento estandar se pueden obtener el nimero de particulas, la energia
y la entropia:

T,V a) = —(25 + T { 95/2() (4.19)

_ (96 v g3/2()
N(T.Via) = (25 + 155 { e (4.20)
E(T,V,a) = (25 + 1)21@% { ?228 (4.21)
y
> g5/2(a) — agya(a)
S(T.Va) = (25 + 1)k¥3 2 e Ve (4.22)

§f5/2(0é) —afsp(a).

De las ecuaciones obtenidas, (4.20)-(4.22), no se puede obtener una relacién fundamental de
forma analitica. Es necesario realizar un calculo numérico para obtener graficas en los diagramas
s vs ny s vs e para esclarecer un poco la estructura de la superficie s = s(e,n) de un gas ideal
cuantico. Por ejemplo, dado un valor ey de e, de la expresién eqg = e(7T, ) se obtiene o como
funcion de T'. Con esta funcion se calculan los valores de entropia y de densidad para obtener
una curva a energia constante en el diagrama s vs n. De manera similar se obtienen las curvas
a densidad constante en el diagrama s vs e. Con este procedimiento se obtienen las graficas
mostradas en la Figura 4.2, bosones, y en la Figura 4.3, fermiones.

Lo notable de las Figuras 4.2 y 4.3 se encuentra en el diagrama s vs n. Las curvas a
energia constante en este diagrama carecen de una expresion analitica para el caso de bosones
y de fermiones. No obstante, la importancia de estas curvas radica en su derivada, la cual
estd intimamente ligada con el potencial quimico de la sustancia:

(2_?5;) - (4.23)

Los fenémenos que ocurren cuando la condicién nA3 » 1 se cumple dependen de la na-
turaleza de las particulas. En el caso de particulas con funcién de onda simétrica sucede la
condensacién de Bose — Einstein. Este fenémeno ocurre a una temperatura critica definida
por la condiciéon de potencial quimico cero. Para un gas ideal de Bose, las curvas a energia
constante en el diagrama s vs n indican que cuando p = 0, es decir, cuando la pendiente de
la curva a energia constante es nula, los bosones que se agregan al sistema ya no aportan al
valor de la entropia, lineas punteadas en la Figura 4.2 (a). Esto indica que hay una ocupacién
macroscépica del estado base del sistema. Sin embargo, el escenario es completamente distinto
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(a) Curvas a energia constante (b) Curvas a densidad constante

Figura 4.2: Diagramas s vs n y s vs e para un gas de Bose en el régimen de densidades
suficientemente bajas y en el limite nA3. » 1. Se ha tomado h = m = k = 1. Los valores de
energia son e = 1 (linea azul), e = 0.5 (linea roja) y e = 0.25 (linea verde). En cambio los de
densidad son n = 0.1 (linea azul), n = 0.09 (linea roja) y n = 0.08 (linea verde).

con la estadistica de Fermi — Dirac. En un proceso a energia constante, la entropia toma un
valor maximo, y es en este valor de la densidad donde la pendiente de la curva pasa de ser
positiva a ser nula. Lo crucial en este proceso es la disminucién de la entropia conforme se
agregan mas fermiones al sistema alcanzado el maximo de entropia, es decir, la derivada de la
curva se vuelve positiva. El estado termodinamico limite es uno de temperatura cero, que de
acuerdo a la tercera ley de la termodinamica, corresponde a uno de entropia cero, Figura 4.3
(a).

Las observaciones anteriores se pueden interpretar en términos del potencial quimico. A
energia constante, en el caso de bosones el potencial quimico es negativo hasta la temperatura
critica, a partir de la cual el potencial quimico permanece con valor cero. En cambio, en el
caso de fermiones el comportamiento del potencial quimico no es monoténico en un proceso
a energia constante, esto es, si la densidad de particulas aumenta desde cero, el potencial
quimico es negativo, haciéndose cero cuando el sistema alcanza el valor maximo de entropia, y
volviéndose positivo a partir de ese momento. Estas caracteristicas son de mucha relevancia en
los capitulos siguientes.
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(a) Curvas a energia constante (b) Curvas a densidad constante

Figura 4.3: Diagramas s vs n y s vs e para un gas de Fermi en el régimen de densidades
suficientemente bajas y en el limite nA3 » 1. Se ha tomado h = m = k = 1. Los valores de
energia son e = 1 (linea azul), e = 0.5 (linea roja) y e = 0.25 (linea verde). En cambio los de
densidad son n = 0.1 (linea azul), n = 0.09 (linea roja) y n = 0.08 (linea verde).
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4.3. Fluido de van der Waals

La ecuacién del gas ideal monoatémico no describe las transiciones de fase porque predice
que para Ty p dados, el sistema siempre es uniforme; lo cual no se observa en una transicién
discontinua. En 1873, Johannes Diderik van der Waals realiz6 un par de correcciones a la
ecuacion de estado del gas ideal que toman en cuenta las interacciones entre los atomos. Estas
correcciones se deducen formalmente en el marco de la fisica estadistica.

El hamiltoniano de este sistema esta dado por

) N

H = 2 Pi + Z U(I‘i, I‘j) + Z V;wt(ri) (424)

2m .
1<j =1

donde U(rj,rj) es el potencial de interaccion que sélo considera colisiones binarias. Suponga
que el gas estd confinado por una caja, es decir, V.. (r;) es como en el gas ideal. Bajo ciertas
aproximaciones, la energia libre de Helmholtz toma la forma

2

N
F(T,V,N) = Figea(T,V,N) + kTvB(T), (4.25)

donde Figeq(T,V,N) es como en la ecuacién (4.7) y B(T) es el segundo coeficiente del virial
dado por

0
B(T) = 27Tf [1 — exp (—Buia(r))] r’dr (4.26)

0
con 3 = ,%T y u1o(r) el potencial de dos cuerpos que depende de la distancia r entre ellos.
Las aproximaciones consideran que los estados mas probables son aquellos en los que sélo dos
atomos cualesquiera se encuentran muy proximos entre si, y el limite termodinamico. Para que
el segundo coeficiente del virial exista es necesario que la integral que lo define converja. La
convergencia de esta integral se garantiza ante potenciales que dan lugar a fuerzas atractivas
de largo alcance, en otras palabras, ujs(r) debe disminuir més rdpido que r—3. La forma tipica
de estos potenciales se bosqueja en la Figura 4.4. El segundo coeficiente del virial, bajo las
aproximaciones anteriores, resulta ser

B(T) = b . (4.27)

donde b = 4 (%7??”8) es cuatro veces el volumen de un atomo de radio rg con ry referido a la

Figura 4.4, y a es la integral

a= —27Tf u1o (r)r3dr. (4.28)
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Figura 4.4: Potencial tipico que describe interacciones por pares entre &tomos o moléculas.

Para obtener la energia libre de Helmholtz de un fluido de van der Waals se toma en cuenta
el efecto del tamano de los a&tomos. Al tener tamano no se pueden mover por todo el volumen
del gas, por lo que un volumen efectivo V — Nb es el que se debe tomar en cuenta. El volumen
V debe ser mucho mayor que Nb y entonces

V — Nb N
F(T,V,N)=—-NkT [ln (W) + 1} — c‘zNV. (4.29)
Con la ecuacién (4.29) se puede obtener toda la termodindmica de un fluido de van der
Waals. En particular, la entropia y la energia se pueden obtener mediante un procedimiento
estdndar. No obstante, S = S(T,V,N)y E = E(T,V,N) no son relaciones fundamentales.
Para obtener una relacién fundamental se necesita la relacién T' = T'(E,V, N) y entonces, al
introducir las variables s, e y n se obtiene la relaciéon fundamental de van der Waals,

W 3/2 3/2

s(e,n) = nk {ln [1 nnb <(27T;;) (;Z + gan> )] + Z} , (4.30)
con la cual se pueden conocer las coordenadas del punto critico: n. = 31—5, De = 2—7% y kT, = 2%%
Estas coordenadas se obtienen tipicamente a partir de la condicién de nulidad de las primera
y segunda derivadas de la ecuacién de estado, la cual se puede deducir usando la expresion de
la relacién fundamental (4.30). En la Figura 4.5 se muestran curvas a energia constante en el
diagrama s vs n, y curvas a densidad constante en el diagrama s vs e. Note que s = s(e,n) de
van der Waals reproduce el comportamiento de la linea de evaporacién en los diagramas s vs n
y s vs e de acuerdo a lo descrito en el pentltimo parrafo de la seccién 2.1. Note ademas en la
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(a) Curvas a energia constante (b) Curvas a densidad constante

Figura 4.5: Diagramas s vs n y s vs e para un fluido de van der Waals. Se ha tomado la
ecuacion (4.30) en forma adimensional usando las coordenadas del punto critico. Los valores
de energia son e = 1.275 (linea morada), e = e, = 0.375 (linea roja) y e = 0.29265 (linea
rosa). En cambio los de densidad son n = 1.28943 (linea morada), n = n. = 1 (linea roja) y
n = 0.726691 (linea rosa). Las lineas rosas en ambas figuras corresponden a estados sobre la
curva de coexistencia liquido-vapor, puntos azules.
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Figura 4.5 (a) que las curvas a energia constante tienen pendiente positiva cerca de la regién
de coexistencia, lo que significa que el potencial quimico de una sustancia pura en la region de
coexistencia liquido-vapor tiene signo negativo.

Hasta ahora no solo se han sentado las bases tedricas que son pieza clave para elucidar
cémo deberia ser la relacién fundamental de una sustancia pura, sino que se ha tomado muy en
cuenta las mediciones que se hacen en el laboratorio, las cuales proveen intuicién para proceder
a la construccién de los diagramas p vs T, p vs n, s vs n 'y s vs e. Antes de continuar con
la construccion de los diagramas de fases para una sustancia pura se necesita hacer un breve
comentario acerca de una caracteristica del potencial quimico de suma relevancia: el signo.

4.4. Desambiguacion del signo del potencial quimico de
una sustancia pura

Las derivadas de la relaciéon fundamental para una sustancia normal y para una sustancia
cuantica son utiles en la obtencion de los diagramas de fases s vs n y s vs e. Las curvas
que resultan con la interseccion de la relacion fundamental con planos a energia y a densidad
constantes obedecen los criterios de las segundas derivadas de la entropia, las cuales indican
que la curvatura de la relacion fundamental debe ser negativa en cualquiera de sus variables n
y e, ecuaciones (3.11) y (3.12).

De las primeras derivadas de la entropia resulta que sélo una carece de ambigiiedades: la
temperatura, ecuacién (3.13), por lo que las curvas a densidad constante siempre tienen pen-
diente positiva. Contrariamente, al igual que las derivadas cruzadas, la derivada de la entropia
que define al potencial quimico de una sustancia pura, ecuacién (3.14), también da lugar a
ambigiiedades porque no hay una ley de la termodinamica que establezca cémo deberia ser
estd cantidad. La pendiente de una curva isoenergética no estd restringida entonces a sélo tener
valores positivos. Lo interesante que se halla en este trabajo es que el potencial quimico p es
negativo para una sustancia con fases normales, esto es, con fases sdlida, liquida y gaseosa.
Mientras que ¢ > 0y u < 0 para una sustancia con fase superfluida. En los siguientes capitulos
se arguye la necesidad de una fase que podria llamarse supersélida en los diagramas de fases
para una sustancia cuantica.

Una relacion fundamental analitica proporciona toda la termodinamica de un sistema, pero
una relacion fundamental en términos de diagramas de fases solo puede proporcionar aspectos
cualitativos de las distintas magnitudes termodindmicas. En particular, el diagrama s vs n
provee informacion acerca del signo del potencial quimico. Anteriormente ya se ha argiido
acerca del papel del potencial quimico, y todo parece indicar que el signo de esta cantidad
depende de la naturaleza de la sustancia pura, la cual puede ser observada como una sustancia
normal o como una sustancia con fase superfluida [39].

La referencia para la energia de un sistema termodinamico es una arbitrariedad que conduce
a que cantidades termodinamicas como el potencial quimico se definan hasta una constante
relativa al origen de la energia. Sin embargo, con la extensividad de la energia y el limite

35



termodinamico siempre se puede recuperar el limite del gas ideal del potencial quimico, ecuacion
(4.12), el cual carece de constantes relativas adicionales. Por lo tanto, el signo del potencial
quimico esta bien definido.

Considere una sustancia pura no relativista compuesta por N atomos cuyo hamiltoniano
esta dado por

N

H = ; (;’m + c) + D U 15) + ) Vear (11) (4.31)

i<j i=1

donde V,;(r) es el potencial de confinamiento de los dtomos y U(r;, 1) es el potencial de
interaccién por pares. La constante ¢ es una referencia arbitraria para la energia, esto siempre
se puede hacer porque no hay un instrumento que mida la energia. Ademas, supéngase que el
potencial de interaccion es de tipo Lennard — Jones, es decir, un potencial que predice fuerzas
atractivas de largo alcance proporcionales al inverso de la distancia entre particulas elevada a
la sexta potencia, esto es, U es de la forma U ~ —r%. En la Figura 4.4 se muestra un potencial
de este tipo.

Al calcular la funcién de particién con el hamiltoniano dado por la ecuacién (4.31) resulta
que en el limite en que la separacion entre particulas se vuelve infinita y en el limite termo-
dindmico, la energia por unidad de volumen del sistema esta dada por

3
e = énk‘T + nc (4.32)

donde k es la constante de Boltzmann y 7' la temperatura. El potencial quimico i en este caso
resulta ser

1
T

donde n es la densidad de particulas de la sustancia y A es la longitud de onda térmica de de
Broglie.

No obstante, el modelo que describe al sistema en este régimen debe ser el del gas ideal. La
energia es de caracter cinético cuando la sustancia esta lo suficientemente diluida y disminuye
a medida que disminuye la temperatura, volviéndose cero cuando la temperatura es cero. Por
lo tanto la constante ¢ puede suponerse con valor cero. De este modo, la energia y el potencial
quimico estan definidos de manera absoluta y entonces se puede hablar del signo del potencial
quimico sin ninguna ambigiiedad.

Alternativamente, el potencial quimico esta definido en términos de la derivada de la en-
tropia, la cual es una magnitud termodinamica absoluta cuando se expresa en las variables de
energia y densidad. La cantidad de interés en este trabajo es entonces el negativo de la deriva-
da de la entropia respecto de la densidad, ain cuando la definicién del potencial quimico sea
relativa a una referencia de la energia.

De acuerdo a su definicién, el potencial quimico indica si la entropia disminuye o aumenta al
agregar particulas a un sistema. Cuando la entropia aumenta o disminuye el potencial quimico
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es negativo o positivo, respectivamente. La fisica estadistica provee un significado del potencial
quimico en términos de los estados microscopicos que un sistema puede tener.

Considere un sistema abierto de volumen fijo, la definicién de la entropia en términos es-
tadisticos esta dada por

S(E,V,N) = kIn AT'(E,V, N) (4.34)

donde N puede ser el nimero de particulas promedio o constante, E es la energia promedio o
constante y AI'(E,V, N) es el nimero de estados microscépicos que son consistentes con las
condiciones macroscépicas de E, V' y N. Dado un valor de la energia, el nimero de estados
resulta ser sélo funcién del nimero de particulas N y del volumen V, A" = AI'(V, N). Para
esclarecer la dependencia de la entropia s en la densidad n considérese que el sistema se en-
cuentra a temperatura ambiente. Entonces a energia e constante, si el nimero de particulas
aumenta, el nimero de estados microscopicos también aumenta, por lo que la entropia aumenta
y en consecuencia el potencial quimico es una cantidad negativa. Se ha considerado un sistema
a temperatura ambiente por no decir que su temperatura es cercana al cero absoluto.
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Capitulo 5

Diagramas de fases de una sustancia
normal

5.1. Diagrama p vs T

El diagrama p vs T, que resume las mediciones que se realizan sobre un sistema termodinami-
co, es el punto de partida para inferir la relacién fundamental de una sustancia normal. El tipo
de relacion fundamental que se busca obtener no es de naturaleza analitica, sino diagramatica.
Las condiciones de estabilidad de las sustancias puras y las tres leyes de la termodinamica
proporcionan una herramienta para conocer la estructura de los diagramas de fases s vs n, s
Vs e.

En la Figura 2.1 se muestra un diagrama p vs 1" para una sustancia normal. Genéricamente,
una sustancia normal puede existir en tres fases: sélido, liquido y gas. La frontera entre dos
fases cualesquiera se le llama curva de coexistencia, todos los valores de presiéon y temperatura
en dicha curva indican el equilibrio termodinamico entre las dos fases. Existen tres curvas de
coexistencia, de las cuales sélo una termina en un punto llamado punto critico, punto rojo en la
Figura 2.1. Tal curva de coexistencia es la curva de evaporacion, e indica que la fase liquida y la
fase gaseosa de la sustancia se encuentran en equilibrio termodindmico. Otra caracteristica de
este diagrama es que las tres curvas de coexistencia se juntan en un tnico punto llamado punto
triple, punto amarillo en la Figura 2.1. Los valores de presién y temperatura, tinicos en el punto
triple, indican que las fases solida, liquida y gaseosa se encuentran en equilibrio termodinamico.

Las isotermas representan un proceso a temperatura constante. En el diagrama p vs T' son
lineas verticales, vea 17 y 15 en la Figura 5.1. Dada una isoterma en este diagrama, la densidad
n debe quedar inicamente determinada para cada valor de la presién. Sin embargo, esto no es
cierto si la isoterma cruza una curva de coexistencia.

Cuando una isoterma cruza una curva de coexistencia se habla de una transicion de fase,
que puede ser de primer o de segundo orden dependiendo de si la densidad toma uno, dos o
tres valores; si n toma tres valores la sustancia se encuentra en su punto triple. Si la densidad
toma dos valores se habla de transicién de fase de primer orden, si toma un tnico valor se habla
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Figura 5.1: Diagrama p vs T' que indica cuatro procesos isotérmicos a T} < T; < Ty < T,.. T,
corresponde a la temperatura del punto triple, y 7. a la del punto critico. Para saber qué regién
ocupa cada fase véase Figura 2.1.

de transicion de fase de segundo orden o continua. Sélo hay una transicién de fase de segundo
orden en una sustancia normal, y ocurre cuando la presiéon y temperatura toman los valores del
punto critico.

5.2. Diagrama p vs n

Los cambios discontinuos en la densidad y el comportamiento de las isotermas se muestran
de manera explicita si se conoce la estructura del diagrama p vs n. Para construir el diagrama p
vs n, el cual es una guia para inferir el diagrama s vs n, se debe tomar en cuenta que un punto
en el diagrama p vs T que pertenece a una curva de coexistencia se transforma en un par de
puntos en el diagrama p vs n, indicando la ocurrencia de una transiciéon de fase. La isoterma
critica es la mas fria que muestra continuidad en la densidad al menos para un intervalo de
presion; si se observa la isoterma critica en el diagrama p vs T' se puede notar que existe un valor
de la presién que especifica la coexistencia entre la fase liquida y la fase sélida. En la Figura
5.2 se muestra la estructura del diagrama p vs n. La evidencia experimental proporciona una
pauta para conocer la forma del diagrama p vs n de manera genérica [20].

Parte del comportamiento de las isotermas en el diagrama p vs n se puede conocer a partir
de la definicion de la compresibilidad de una sustancia pura en un proceso isotérmico:
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Figura 5.2: Diagrama p vs n de una sustancia pura normal. Note que se ha incluido la
isoterma T" = 0, que si bien la tercera ley de la termodinamica restringe la posibilidad de
alcanzar experimentalmente esa temperatura, si indica que hay un sélido a temperatura cero
cuya presion varia con la densidad. Los estados por debajo de esta isoterma no existen.

() -

La compresibilidad isotérmica determina el grado de estabilidad de una sustancia pura. Una
de las consecuencias de la segunda ley de la termodindmica es que la compresibilidad isotérmica
kr siempre es positiva, a menos que el sistema sufra una transiciéon de fase, en cuyo caso kr
se anula o se vuelve discontinua. La compresibilidad isotérmica puede considerarse como una
funcién de la densidad y la temperatura, es decir, ky = rr(n,T). Para una temperatura 7j
dada, la compresibilidad isotérmica se vuelve una funcién sélo de la densidad, y cuando la
presion toma el valor de la presién de coexistencia, la densidad toma dos valores, ny y ng. Por
lo tanto, se definen dos valores de k7: kp, = kr(na, 1) v kry = kr(np, Ty), que en general son
diferentes. Cuando la temperatura dada es la critica se halla que la compresibilidad isotérmica
diverge pues la derivada de la presion como funcién de la densidad se anula al ser las densidades
del liquido y del gas muy similares.

En la Figura 5.3 se muestran los diagramas p vs T'y p vs n. Esta figura en conjunto detalla
cémo a partir de puntos especificos en el primer diagrama se puede inferir la estructura del
segundo. El diagrama p vs n mostrado de manera genérica exhibe las cuatro isotermas en el
diagrama p vs T' mostrado en la Figura 5.1. Cada una de las isotermas cruzan diferentes curvas
de coexistencia. Por ejemplo, la isoterma 15 cruza la curva de evaporacion y la curva de fusién.
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Figura 5.3: Diagrama p vs Ty p vs n. Se ilustra la utilidad del diagrama p vs T para inferir
el diagrama p vs n.

En particular, cuando la isoterma 75, cruza la curva de evaporacién en el diagrama p vs T,
la compresibilidad isotérmica se vuelve discontinua. En el caso de la isoterma critica T, la
compresibilidad isotérmica diverge, como se espera en la transicién liquido-vapor.

El diagrama p vs n es de mucha utilidad para inferir la estructura del diagrama s vs n,
el cual ya es un preambulo para obtener la relacion fundamental. Con el diagrama s vs n es
posible esclarecer el papel que juega el potencial quimico cuando una sustancia normal presenta
una transicion de fase de primer orden.

5.3. Diagrama s vs n

Para construir el diagrama s vs n se toma en cuenta la evidencia experimental cuya des-
cripcién se trata en el capitulo 2 y la concavidad de la entropia. Las curvas de coexistencia en
el diagrama s vs n tienen cualitativamente la misma forma que en el diagrama p vs n. Esto
es, la relacion fundamental debe exhibir los estados termodindmicos en los cuales ocurre una
transicion de fase de primer o de segundo orden.

El diagrama mostrado en la Figura 5.4 se obtuvo entonces asignando a cada valor de la
densidad sobre las curvas de coexistencia en el diagrama p vs n, un valor de la entropia que
obedece de manera cualitativa las mediciones que se realizan en el laboratorio. Tipicamente, se
encuentra que la entropia del gas es mayor que la entropia del liquido, incluso cuando se trata
de la entropia referida al nimero de moles. Sin embargo, la desigualdad se invierte cuando
la cantidad de interés es la entropia por unidad de volumen, es decir, s, < s;. La relaciéon
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Figura 5.4: Diagrama s vs n genérico de una sustancia pura normal.

termodindmica que se obtiene con la teoria de van der Waals, ecuacién (4.30), también predice
la desigualdad anterior. En la Figura 5.5 se muestra cémo a partir del diagrama p vs n y de las
consideraciones anteriores el diagrama s vs n puede ser inferido.

Un proceso a energia constante queda representado con un curva en el diagrama s vs n. Esta
curva es llamada isoenergética y su forma funcional estd dada por la relacion s = s(e = eg, n);
donde ej es la energia dada. Para conocer la forma de una isoenergética se debe tomar en
cuenta la forma que toma ésta en los comportamientos limite: gas ideal y cerca del punto
critico. Cuando una sustancia es muy diluida y la longitud de onda térmica de de Broglie es
mucho menor que la separacién media entre los a&tomos, la relacion fundamental toma la forma
dada en la ecuacién (4.10), por lo que el comportamiento esperado de una isoenergética a bajas
densidades es como se muestra en la Figura 4.1. Por otro lado, la teoria que mejor describe el
comportamiento de los estados termodinamicos cerca del punto critico es la de van der Waals,
ecuacién (4.30), por lo que las isoenergéticas se comportan como se ilustra en la Figura 4.5.

De los comportamientos limite esperados se observa que la primera derivada de la entropia
respecto de la densidad tiene signo positivo, es decir, la pendiente de una isoenergética es

positiva. Al recordar la expresion
1 0s
£ (=) 62)

se concluye que el potencial quimico de una sustancia pura es negativo en virtud de que la
temperatura es positiva.
Las segundas derivadas de la entropia también proporcionan informacién acerca de las iso-
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Figura 5.5: Diagramas p vs n y s vs n. Los valores de entropia del punto triple en el diagrama
s vs n son tales que s, < 5; < s;. Note que el drea debajo de la isoterma 7" = 0 del diagrama
p vs n ya no aparece en el diagrama s vs n: todos estos estados tienen temperatura cero y por
lo tanto entropia cero.
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Figura 5.6: Isoenergéticas en el diagrama s vs n de una sustancia normal. Los valores de
energia mostrados obedecen el siguiente orden: e; < ey < e < eg < e. < €4 < €, con ¢ = 0.
La isoenergética e, toca tangente a la curva de evaporacién por el lado del gas, y se tuvo que
exagerar la forma del diagrama s vs n para mostrar este hecho; en el caso cuantico se prescinde
de lo anterior.

energéticas. Cuando la entropia es funcion del nimero de particulas por unidad de volumen,
n, v de la energia por unidad de volumen, e, se sabe que la entropia es céncava en sus va-
riables. La concavidad de la entropia queda resumida en términos de las segundas derivadas,
vea ecuaciones (3.11) y (3.12). En el diagrama mostrado en la Figura 5.6 se muestran algunas
curvas a energia constante que obedecen las consideraciones hechas previamente. Aunque p
puede ser una cantidad positiva o negativa, seccion 4.4, el signo del potencial quimico de una
sustancia normal como la que se analiza en este capitulo, es negativo; méas adelante se discuten
las implicaciones de este hecho.

Una caracteristica adicional de las isoenergéticas es que éstas no se comportan como una
isoterma en el diagrama p vs n. Para una isoterma p = p(n, T = T) existe un par de valores de la
densidad, na y ng, que indica la coexistencia de fases, es decir, pg = p(na,To) vy po = p(np, Tp);
también ocurre py = p(na, 7o) v o = p(ng, Tp). Sin embargo, la isoenergética definida por
s = s(e = e4,n) donde e4 es la energia cuando la sustancia tiene densidad n a presién py y
temperatura Tp, es diferente a la isoenergética s = s(e = eg,n) donde ep es la energia cuando
la sustancia tiene densidad npg a presién py y temperatura Ty. La diferencia radica en que los
valores de la entropia son diferentes: s4 = s(ea,n4) # sp = s(eg,np).

En resumen, mientras una isoterma en el diagrama p vs n proporciona informacion acerca
de una transicién de fase, una isoenergética no la proporciona. Para identificar una transicién

44



nangeg

Figura 5.7: Isoenergéticas s = s(eq,n) y s = s(eg,n) de una transiciéon de fase de primer
orden. Las lineas en color negro representan la derivada en ny y np de las isoenergéticas
respectivas. Esta igualdad indica la coexistencia de fases, en este caso entre el liquido y el
solido. La transicion ocurre a temperatura 7Ty, presion py y potencial quimico p. En este caso
eq > €.
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de fase de primer orden en el diagrama s vs n en términos de isoenergéticas, se debe cumplir

la igualdad
0s 0s
(&), (&) ¥
nAEA np,ep

es decir, los potenciales quimicos se deben igualar: py = ppg, vea ecuacion (3.14). No sélo eso,
también las temperaturas se deben igualar: Ty = Tg. En la Figura 5.7 se ilustra la discontinui-
dad en la energia y en la entropia cuando ocurre una transicién de fase de primer orden. Las
isoenergéticas definidas por los puntos en la vecindad del punto critico se describen con mayor
detalle en el capitulo siguiente.

Para completar la relacién fundamental se necesita construir el diagrama s vs e basandose
en el diagrama s vs n y la evidencia experimental.

solido

P
o

A -
>

Figura 5.8: Diagrama s vs e de una sustancia normal.

5.4. Diagrama s vs ¢

En la Figura 5.8 se ilustra la estructura del diagrama s vs e. La region de coexistencia, al
menos entre las fases liquida y gaseosa, se ha inferido a partir de las mediciones que se realizan
en el laboratorio [20]. El resto de las regiones de coexistencia se han obtenido a partir del
diagrama s vs n como guia. En la Figura 5.9 se muestra cémo a partir de puntos especificos en
el diagrama s vs n se puede esbozar la estructura del diagrama s vs e.

En la misma Figura 5.8 se muestra que la fase liquida y la fase solida de una sustancia
normal se pueden observar con energia positiva o negativa. Es una arbitrariedad definir una

46



>
> C

€1 €s € €0 €c €9 €m

Figura 5.9: Diagramas s vs n y s vs e. Se ilustra la utilidad del diagrama s vs n para inferir
el diagrama s vs e. Una isoenergética en el diagrama s vs e debe especificar lo que sucede en
el diagrama s vs n. Las lineas punteadas entre los diagramas son auxiliares; se han omitido la
mayoria.

referencia para la energia pues no existe un instrumento capaz de medirla. Sin embargo, se busca
recuperar el limite del gas ideal, por lo que eg en la Figura 5.9 puede tomarse estrictamente
cero, ey = 0.

Las curvas que se pueden dibujar en el diagrama s vs e a partir de la relacién fundamental
representan procesos a densidad constante, su relacién funcional es de la forma s = s(e,n = ng)
con ng un valor fijo de la densidad. A estas curvas se les nombrara isodensitas. Las isodensitas
deben heredar la concavidad de la entropia. No sélo eso, a diferencia de una isoenergética, la
primera derivada de una isodensita carece de ambigiiedad por ser esta derivada el inverso de la
temperatura, que es una magnitud definida de manera absoluta y positiva. En simbolos,

() 5

La tercera ley de la termodindamica restringe la obtencién del cero absoluto de temperatura. Sin
embargo, de alcanzarse este valor para la temperatura la entropia debe anularse. Por lo tanto,
en la vecindad de la recta de entropia cero cualquier isodensita debe tener pendiente infinita.
En la Figura 5.10 se muestran varias isodensitas.

Al igual que una isoenergética, una curva a densidad constante en el diagrama s vs e no
proporciona informacién acerca de una transicion de fase; nuevamente se deben considerar
pares de isodensitas. Supongase una isoterma T en el diagrama p vs n cerca de la regién de
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Figura 5.10: Isodensitas en el diagrama s vs e. En este caso n,, < n. < n;.

coexistencia entre las fases liquida y sélida de la sustancia normal. Los valores de la densidad
que se encuentran en equilibrio termodindmico, n; y ns , definen las isodensitas s = s(e,n = n;)
y s = s(e,n = ng). Para identificar la transicién de fase en el diagrama s vs e, las pendientes
de las isodensitas deben igualarse. En la Figura 5.11 se muestra un par de isodensitas que
muestran una transicion de fase.

Los diagramas s vs n y s vs e son, en conjunto, la relacion fundamental de una sustancia
normal. La evidencia experimental y los métodos de la termodindmica permiten construirla
de forma cualitativa. A partir de la relacion fundamental construida asi se pueden concluir
aspectos importantes acerca de las transiciones de fase que pueden ocurrirle a una sutancia
pura.
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Figura 5.11: Dos isodensitas en el diagrama s vs e que ilustran la manera en que este par

indica la coexistencia de liquido y sélido. En n, y n; las derivadas deben ser las mismas para

referirse a la transicion que ocurre en equilibrio termodinamico, lineas en color negro.

5.5. El potencial quimico de una sustancia normal

Todo parece indicar que el potencial quimico juega un papel importante en la construccion de
los diagramas de fases. El énfasis que se quiere dar a u es en el papel que juega como parametro
para construir la superficie s = s(e, n) de una sustancia pura. Considere una sustancia pura en la
que no se observa una fase superfluida, en cuyo caso la estructura de la relaciéon fundamental es
la que se muestra en las Figuras 5.4 y 5.8. Las isoenergéticas en el diagrama s vs n son céncavas,
pero lo que fija el signo de la derivada en una isoenergética es el signo del potencial quimico.
Las consideraciones hechas en el ultimo parrafo de la seccién 4.4 son validas para una sustancia
normal y fueron tomadas en cuenta previamente para dibujar las curvas isoenergéticas siempre
con pendiente positiva ain en la ocurrencia de transiciones de fase a cualquier temperatura,
incluso en el estado asintético de temperatura cero.

Consecuentemente, todas las fases de una sustancia normal estan caracterizadas con po-
tencial quimico negativo. A partir del diagrama s vs n puede construirse cualitativamente el
diagrama p vs n, Figura 5.12. La compresibilidad isotérmica es una cantidad mayor a cero, sien-
do una cantidad divergente en el punto critico. Esta condicién la deben respetar las isotermas
en el diagrama p vs n.

La siguiente prediccion del diagrama s vs n esta relacionada con una expansion o compresion
adiabatica en una sustancia normal. Para elucidar tal prediccion se apela a los vectores normales
en la superficie s = s(e,n). En general, para una sustancia pura, los cambios diferenciales de la
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Figura 5.12: Diagrama p vs n de una sustancia pura normal, 7} < 7.. Para dibujar una
isoterma en este diagrama es util la ecuacién (3.20) para la compresibilidad isotérmica. Cerca
del punto critico la mejor aproximacién es la de van der Waals, y en el régimen diluido el gas
ideal es el modelo adecuado.

entropia estan dados por

1 /%
ds = —de — —=dn 5.5
pde =7 (5.5)
mientras que el vector normal unitario n a la superficie s = s(e, n) tiene la expresién

1

/—/112 T T2 T 1(_1aM7T)

La funcién que se utiliza para obtener el vector n es F(e,n, s) = s— s(e,n); todos los puntos
cumplen con volver nula a la funcion F.

De la interseccion de la superficie s = s(e,n) con un plano a entropia constante resulta
una curva, llamada adiabata, en el diagrama e vs n. Esta curva representa una expansion o
compresion a entropia constante dependiendo de la direccion de cambio de la densidad, Figura
5.13. Lo interesante del vector dado por la ecuacién (5.6) es que sus componentes en el diagrama
e vs n son negativas, lo que predice que la superficie s = s(e,n) es una superficie obtusa.
Geométricamente, en este trabajo se llama superficie obtusa a aquélla cuyas lineas asintéticas
en una adiabata, forman un angulo mayor a 90°. Fisicamente, por una superficie obtusa se va
a entender que la energia es una funcién mondtona en una expansion o compresion adiabatica.
De acuerdo a la Figura 5.13, las asintotas referidas son las lineas que son tangentes cuando

ﬂ:

(5.6)
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Figura 5.13: Adiabata en el diagrama n vs e. n; es el valor de la densidad inicial (final) en una
expansion (compresion) adiabdtica, mientras que ny es la densidad al final (inicio). Se indica
el vector normal a la superficie en una adiabata. De acuerdo a la ecuacién (5.6) el vector n
tiene componente negativas en el plano n vs e. Note ademads que se muestran en color azul las
asintotas n > wy e — —ow, yn — 0y e — o, las cuales forman un angulo mayor a 90°.

n—owye——ow,ycuandon - 0y e— 0.
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Capitulo 6

Diagramas de fases de una sustancia
cuantica

De manera similar a una sustancia normal, los diagramas de fases para una sustancia cuanti-
ca pueden ser obtenidos usando los métodos de la termodinamica y a partir de la evidencia
experimental [26]. A diferencia del capitulo anterior, se va a prescindir de las generalidades
de los diagramas de fases. No obstante, si se detallardn los aspectos que hacen diferente a un
diagrama de fases de una sustancia cuantica, de una sustancia normal.

6.1. Diagrama p vs T

Nuevamente, el diagrama p vs T de una sustancia cuantica es el punto de partida para
la obtencién de la relacién fundamental. Una diferencia notable al caso normal es que una
sustancia cudntica puede observarse en una cuarta fase, genéricamente llamada fase cuantica o
superfluida; en el caso de *He a esta fase se le conoce tipicamente como helio II para diferenciarla
de la fase liquida o helio I. En la Figura 6.1 se muestra el diagrama p vs T' genérico para una
sustancia pura con fase superfluida.

En el diagrama p vs T' no se observa un punto triple como en el caso de la sustancia normal;
en un punto triple se encuentran en equilibrio termodinamico el sélido, el liquido y el gas de
la sustancia. Sin embargo, en el caso cuantico existe una linea que es la frontera entre las fases
liquida y superfluida. La linea A es un conjunto de valores de presion y temperatura para los
cuales existe una transicién de fase que se sabe que es continua y es no analitica, pero no
diverge ni C, ni Cy, por lo que xr no es divergente. Esto se sigue de la relaciéon que hay entre
las capacidades calorificas y las compresibilidades:

Cp RT
—= = — (6.1)
Cv ks

y del hecho de que siempre ocurre que C), > Cy.
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Figura 6.1: Diagrama p vs T' genérico para una sustancia pura cudntica.

El comportamiento de la capacidad calorifica a presion constante cerca de la temperatura
del punto lambda se acepta que es de la forma

Cy ~|T — Ty (6.2)

con a = —0.0129 [8, 9, 10]. Como la compresibilidad isotérmica del helio-4 no diverge, se toma
la no analiticidad como indicativo de la transicién que ocurre entre el liquido y el superfluido;
en este caso ya no se puede decir que la superficie s = s(e,n) es plana en la linea lambda. No
obstante, en virtud de lo dicho en la seccion 3.4, se considera a la linea lambda como una sobre
la que ocurren transiciones de segundo orden.

La linea A termina en dos puntos, el punto lambda, punto azul en la Figura 6.1, y el
punto triple cuantico, punto amarillo en la misma figura. Estos puntos pueden interpretarse de
varias maneras, de las cuales algunas se van a prescindir. La interpretacién que se adopta es la
siguiente: el punto A es un punto critico, es decir, los valores de presiéon p) y temperatura T
indican una transicion de fase de segundo orden; mientras que la presion p;. y la temperatura
T}, del punto triple cuantico indican una transicién de fase de primer orden. Sin embargo, la
isoterma T}. en el diagrama p vs n se supone con caracter de segundo orden, esto es, la isoterma
es plana en la vecindad de los puntos de coexistencia. Cabe mencionar que los puntos extremos
de la linea A son puntos triples no en el sentido usual, sino en el sentido de que a la misma
presién y temperatura existe la sustancia en las fases gaseosa, superfluida y liquida (punto
lambda), y en las fases superfluida, sélida y liquida (punto triple cudntico); no obstante, la
coexistencia en equilibrio no podria darse a menos que el potencial quimico sea el mismo en las
fases involucradas.
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Figura 6.2: Diagrama p vs n para una sustancia pura cuantica. La lineas en color verde fuerte
corresponden a la isoterma 7" = 0, debajo de la cual no existen estados termodinamicos.

Para entender cada una de las fronteras entre fases en el diagrama p vs T, y mas adelante
entender la estructura del diagrama p vs n, se necesita especificar qué tipo de transicion de fase
ocurre entre las diferentes fases de una sustancia cuéntica. Las transiciones de fase de segundo
orden son las que ocurren entre el superfluido y el liquido, linea A (linea verde en la Figura 6.1),
entre el superfluido y el gas, linea GS (linea rosa en la misma figura), y el punto critico (punto
rojo). En cambio, la coexistencia de fases ocurre entre el liquido y el gas (linea azul), entre el
superfluido y el sélido, linea SS (linea morada), y entre el sélido y el liquido (linea naranja).
Notese que en una sustancia cuantica no hay proceso de sublimacion.

Aunque en algunos textos indican que la transicion entre el gas y el superfluido es de primer
orden [31, 32|, la naturaleza de la linea GS, que es la que separa las fases superfluida y gaseosa, se
ha estudiado experimentalmente al menos a temperaturas cercanas al cero absoluto. A partir de
la observacién de la condensacion de Bose — Einstein, los resultados de algunas teorias sugieren
que lo que se observa sobre la linea GS es una transicién continua [40]. Aqui se supone que la
linea GS es critica. Si la linea GS fuere una transicion discontinua, el cambio en los diagramas
aqui construidos no seria crucial.

6.2. Diagrama p vs n

El diagrama p vs n para una sustancia cuantica se muestra en la Figura 6.2, mientras que
en la Figura 6.3 se muestra cémo a partir de lineas y puntos especificos en el diagrama p vs T,
y a partir de la evidencia experimental reportada en [26], se puede construir la estructura del
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Figura 6.3: Diagramas p vs T'y p vs n. La isoterma 7" = 0 ayuda a cerrar el diagrama p vs n,
esta isoterma es frontera del superfluido y del sélido. En el diagrama p vs T se muestran tres
regiones para analizar las isotermas.

diagrama p vs n.

Las isotermas en el diagrama p vs n exhiben caracteristicas inherentes a la sustancia cuantica
que se estudia en este trabajo. Dada una isoterma T que cruza la linea A, el sistema se encuentra
primero en su fase superfluida, y a medida que se aumenta la presién a partir de cero, el sistema
termina en su fase liquida. Esta caracteristica la comparten todas las isotermas en el rango de
temperturas (T, 7)) y trae como consecuencia que sea confuso distinguir las distintas fases en
el diagrama p vs n.

Por simplicidad, para dibujar las isotermas en el diagrama p vs n es conveniente dividir
el diagrama p vs T en tres regiones diferentes como se muestra en la Figura 6.3. La regién I
esta delimitada por las isotermas 7' = 0 y T" = T, la region II por las isotermas T' = T;. y
T =T, y laregién III estd acotada sélo por la isoterma 17" = T). La region II se nombrara region
A

En la region I, una isoterma dada debe indicar la ocurrencia de dos transiciones de fase a
medida que se aumenta la presion a partir de cero, Figura 6.4. La primera transicién que ocurre
es entre las fases gaseosa y superfluida. La segunda transicién corresponde a la coexistencia entre
el superfluido y el sdlido.

Un proceso isotérmico dado en la regién III muestra que la sustancia de trabajo puede
comportarse de dos maneras diferentes. La sustancia puede sufrir dos transiciones de fase de
primer orden, vea T} en la Figura 6.5, o s6lo puede sufrir una transiciéon que vuelve a ser de
primer orden, 75 en la Figura 6.5. De manera aislada, la isoterma definida por el punto critico
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Figura 6.5: I[sotermas en el diagrama p vs n que corresponden a la region III, la cual tiene
como limite a la isoterma 7. Se muestra la isoterma critica 7. El orden de las temperaturas
esTh <1y <T,<1Ts.
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Figura 6.6: Isotermas en el digrama p vs n que corresponden a la regién II. Los limites de esta
region son las isotermas Tj. y T. Se espera cruce de isotermas en esta region, lo que significa que
parte del superfluido se antepone a parte del liquido, como se ilustra en las partes punteadas
de las isotermas T} y T5. El orden de las temperaturas es T < T} < Ty < T).

indica una combinacion de transformaciones, la sustancia sufre una transicién continua del
liquido al gas, y sufre una transiciéon discontinua entre el liquido y el sélido, T, en la Figura 6.5.

La region II es la més interesante porque se debe tomar cuenta las consideraciones hechas en
el segundo parrafo de esta seccion y ademds los requerimientos de estabilidad de una sustancia
pura. Las isotermas en la regiéon A se necesitan cruzar para respetar que la compresibilidad
isotérmica sea una cantidad positiva. El cruce de isotermas en el diagrama p vs n no viola
ninguna ley de la termodindamica ni la unicidad de los estados termodindmicos; sin embargo,
es confuso la identificacion de las distintas fases de una sustancia cuantica. En la Figura 6.6 se
muestran algunas isotermas en la region A. Note que alrededor de la linea A hay una especie de
trenzado de las isotermas, este comportamiento peculiar se debe a que la derivada de la presién
en la linea lambda respecto de la temperatura es negativa en el diagrama p vs T'. La relevancia
del diagrama p vs n es que permite construir de manera cualitativa y genérica el diagrama s vs
n, el cual es parte de la relaciéon fundamental.

6.3. Diagrama s vs n

Ademas del diagrama p vs n, la evidencia experimental también sirve como una guia para
inferir la estructura del diagrama s vs n. Se vuelve a tomar en cuenta que la entropia por unidad
de volumen del liquido es mayor que la entropia por unidad de volumen del gas; también, es
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Figura 6.7: Diagrama s vs n genérico de una sustancia pura cuantica.

una suposicion que la entropia por unidad de volumen en el liquido es menor que en el sélido.
El diagrama s vs n es notablemente diferente al diagrama p vs n porque la region por debajo de
la isoterma T = 0 en el diagrama p vs n, desaparece en el diagrama s vs n. Mas aun, se observa
que en la region de coexistencia entre el liquido y el gas de una sustancia pura existen estados
termodinamicos del liquido cuyo valor de entropia es mayor al punto critico. En el diagrama
mostrado en la Figura 6.7 se puede ver la estructura del diagrama s vs n.

Para dibujar curvas isoenergéticas que obedezcan los criterios de estabilidad termodinamica
en el diagrama s vs n se utiliza la escala de energia obtenida a partir de los modelos que la
fisica estadistica provee cuando la sustancia de trabajo se observa diluida y la longitud de
onda térmica de de Broglie es mucho mayor que la separacion promedio de las particulas que
la conforman. Las isoenergéticas en este régimen son consistentes con la terna de ecuaciones
(4.20), (4.21) y (4.22). Ademds de que las isoenergéticas en esta parte del diagrama se comportan
cualitativamente igual, todas ellas son continuas y terminan en la fase superfluida de la sustancia
cuantica. Esta tendencia se observa hasta el valor de la energia del punto lambda ey. En la Figura
4.3 se muestran algunas curvas a energia constante en el régimen de gas ideal cudntico para
fermiones, mientras que en la Figura 6.8 se muestran algunas por debajo del punto lambda.

Las isoenergéticas por debajo del punto lambda son notables a diferencia de una sustancia
normal. Las isoenergéticas de una sustancia cudntica no son monotonas, por lo que existe un
valor de la densidad tal que la entropia por unidad de volumen alcanza un extremo. Este valor
extremo corresponde a un maximo, como se aprecia en las Figuras 4.3 y 6.8. La derivada de
una isoenergética esta intimamente relacionada con el potencial quimico a través de la ecuacién
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Figura 6.8: Isoenergéticas €¢; < €5 < e) que alcanzan el estado de entropia cero en los valores
ni, Ng v ny, respectivamente. El comportamiento de las isoenergéticas en esta region tiene su
origen en el régimen de muy bajas densidades, Figura 4.3.

(),

lo que indica que el potencial quimico puede cambiar de signo en una sustancia cuantica. En
el régimen ideal, sélo el gas de fermiones muestra esta caracteristica, vea Figura 4.3 (a). En el
gas de bosones el potencial quimico siempre es negativo y se mantiene en cero una vez que se
ha alcanzado la temperatura critica de la transicién al condensado, vea Figura 4.2 (a).

Las isoenergéticas mostradas en la Figura 6.8 muestran un punto esencial: cuando la entropia
se vuelve cero en ny, ny y my, las energias €;(ny), éx(ny) y ex(ny) resultan ser el estado base
que se espera que el sistema alcance en T = 0.

De acuerdo a las teorias microscépicas de Bogoliubov, para bosones, y BCS, para fermiones,
cuando un gas con interacciones alcanza estados muy cercanos al de temperatura cero, el po-
tencial quimico es positivo, al igual que el gas de fermiones ideal. El cambio de signo de p hace
toda la diferencia con el caso normal, pues sugiere que las curvas a energia constante no son
monotonas. A continuacion se describen con mayor detalle las isoenergéticas en el diagrama s
VS n.

La energia del punto lambda ey y la energia del punto critico e. definen dos isoenergéticas
que se comportan de manera diferente en el diagrama s vs n. En ambos puntos ocurre una
transicién de fase de segundo orden la cual se caracteriza por la continuidad en las magnitudes
termodindmicas de energia, entropia y densidad. Sin embargo, mientras la isoenergética critica
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Figura 6.9: Isoenergéticas ey y e..

en el diagrama s vs n es discontinua en la region de coexistencia de las fases liquida y gaseosa,
la isoenergética lambda es continua al pasar de la fase gaseosa a la fase superfluida. Adicio-
nalmente, a diferencia de la isoenergética lambda, la isoenergética critica si cruza la region de
coexistencia entre el liquido y el sélido. El comportamiento de ambas isoenergéticas se muestra
en la Figura 6.9.

Todos los valores de energia a partir de e, definen curvas isoenergéticas en el diagrama s vs n
que se comportan de manera similar a las del diagrama s vs n de una sustancia normal, es decir,
son discontinuas en la coexistencia de fases y por si solas no proporcionan informaciéon acerca
de las transiciones de fase de primer orden. No obstante, en este intervalo existen isoenergéticas
que exhiben distintos comportamientos, los cuales se dividen en distintos grupos para un mejor
analisis del diagrama s vs n.

1. La familia de curvas definidas por energias en el intervalo (ey,e;] terminan en la fase
superfluida pero son discontinuas cuando pasan por la regiéon de coexistencia liquido-gas,
Figura 6.10 (a).

2. El siguiente grupo de isoenergéticas se caracteriza por comportarse igual que el grupo
anterior, sélo que las isoenergéticas en este grupo terminan en estados termodinamicos
cuya densidad corresponde al superfluido saturado; la energia en este caso toma los valores
en el intervalo (eq, e), Figura 6.10 (b).

3. A partir de e = ey en adelante, todas las isoenergéticas terminan en el sélido de la
sustancia cuantica. Més ain, existe un valor de la energia e4 que es mayor que ey y que

60



indica que cada curva a energia constante en el intervalo (0,e4] alcanza el méximo de
entropia con pendiente igual a cero, Figura 6.10 (c).

4. Las isoenergéticas dadas por s = s(n,e = ep) con e en el intervalo (e4,ep) pasan por
estados de maxima entropia pero con derivada distinta de cero. En este intervalo de
energias se encuentra el punto triple cudntico, que en este caso se toma como el punto de
mayor densidad en la linea lambda, Figura 6.10 (d).

5. Cuando la energia tiene un valor mayor o igual que ep, las isoenergéticas especificadas
toman el valor de entropia maxima en la fase solida. En particular, en este intervalo de
energfas se encuentra el punto critico, Figura 6.10 (e).

6. Finalmente, existe una energia es a partir de la cual la familia de curvas s = s(n,e = e)
con ey = e3 son continuas en la regién fluida de la sustancia cuantica, es decir, la inica
discontinuidad que tienen se debe a la coexistencia fluido-sélido, Figura 6.10 (f).

El diagrama s vs n es parte de la relacion fundamental de una sustancia cudntica cuya
descripcion completa, en el sentido termodindamico, la proporciona en conjunto con el diagrama
s vs e, el cual se construye en la siguiente seccion.

6.4. Diagrama s vs e

Los métodos termodinamicos que se utilizan para construir el diagrama s vs e son los
mismos que se utilizan en la construccion del analogo para una sustancia normal. Sin embargo,
el diagrama s vs e que se obtiene para una sustancia cuantica es completamente diferente al de
una sustancia normal debido a que p < 0 o > 0, Figura 6.11.

La no monotonia de las isoenergéticas en el diagrama s vs n es una caracteristica impres-
cindible para construir el diagrama s vs e. El gas ideal es un limite que se quiere recuperar en
todo este analisis y en el régimen de densidades muy bajas la energia es una cantidad positiva,
por lo que permanece positiva en cualquier proceso a energia constante que se realice con una
sustancia cudntica. Esto se debe a que p cambia de signo en un proceso a energia constante,
obligando que las curvas isoenergéticas no sean monotonas en la densidad.

Lo interesante en el diagrama s vs e es la presencia de la fase superfluida cuyas fronteras
con las fases gaseosa y liquida son la linea GS y la linea lambda, respectivamente. Como se
vio en la seccién anterior, las curvas isoenergéticas alcanzan un valor de maxima entropia,
y pueden hacerlo con pendiente cero o pendiente distinta de cero. En el intervalo (0,e4] y
para energias mayores o iguales a eg, el maximo de entropia corresponde a una derivada nula
en la isoenergética. Por el contrario, si la energia toma un valor en el intervalo (eg,ep), la
isoenergética alcanza un estado de maxima entropia con derivada distinta de cero. Los valores
de la densidad donde las isoenergéticas alcanzan un maximo con derivada nula definen una
curva en el diagrama s vs e. Hay dos curvas de este tipo, Figura 6.12: la primera corresponde al
intervalo (0, e4], linea M1, y la segunda al intervalo con energias mayores que ep, linea M2. En
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(d) Grupo 4 (e) Grupo 5 (f) Grupo 6

Figura 6.10: Grupos de isoenergéticas que muestran distintos comportamientos en el diagrama
s vs n. Note que las isoenergéticas en el intervalo (ey,e3) cruzan la regién de coexistencia
liquido-gas. Las lineas en color rojo son los puntos donde las isoenergéticas toman el maximo
de entropia con derivada nula.
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Figura 6.11: Diagrama s vs e genérico para una sustancia pura cuantica.

cambio, las densidades de los estados termodindmicos cuya energia estéd en el intervalo (e, ep)
no definen una curva especifica en el diagrama s vs e porque estas densidades se encuentran en
las regiones de coexistencia superfluido-sélido y liquido-sélido.

Considere puras isoenergéticas del grupo 4 y ademaés el punto triple, cuya energia estd en
el mismo intervalo (e4,ep) . Cuando una isoenergética con energia menor que e, cruza la
coexistencia superfluido-sélido, esta isoenergética toma el maximo de entropia en el superfluido
saturado y lo hace con pendiente positiva; en el punto de sélido saturado la isoenergética tiene
pendiente negativa. De este modo, la curva de superfluido saturado queda por encima de la
curva de solido saturado, Figura 6.13. Contrariamente, una isoenergética con energia mayor que
et que cruza la coexistencia liquido-sélido, alcanza el maximo de entropia en el sélido saturado
pero con pendiente negativa; en el liquido saturado la pendiente es positiva. En este tltimo
caso, la curva de sdlido saturado queda por encima de la curva de liquido saturado, Figura
6.14.

La estabilidad termodinamica obliga que todas las isoenergéticas que crucen la linea A lo
hagan con pendiente negativa. De este modo, en el diagrama s vs e, la linea A\ queda por debajo
de la linea M1 para energias menores o iguales a e4, y por debajo de la curva de superfluido
saturado para energias en el intervalo (e4, e;.). En el diagrama s vs n la linea A queda por arriba
de la linea M1 y por arriba de una parte de la curva de superfluido saturado. En el régimen de
gas ideal cuantico, la linea A y la linea M1 son tangentes no sélo en el diagrama s vs e, sino
también en el diagrama s vs n, Figura 6.15.

El diagrama s vs e es confuso al momento de distinguir las distintas fases en las que se puede
observar a una sustancia cuantica. Para clarificar las fases en el diagrama s vs e se necesita
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Figura 6.12: Lineas M1 y M2 en el diagrama s vs e.
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Figura 6.13: Isoenergética €; en el diagrama s vs e que alcanza el maximo de entropia en la
fase superfluida.

64



M2 —>%

I D

sélido
saturado

M1 liquido
saturado

€tc

> €

€A €B

Figura 6.14: Isoenergética €5 en el diagrama s vs e que alcanza el maximo de entropia en la
fase solida.
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Figura 6.15: Lineas A\, M1y M2 en el diagrama s vs n.
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Figura 6.16: Fases aisladas en el diagrama s vs e de una sustancia pura cuantica.

tomar en cuenta la direccién de crecimiento de la densidad la cual se supone hacia adentro de
la pagina. También son ttiles la concavidad de la entropia y el hecho notable de que en las
lineas M1 y M2 la entropia toma un valor extremo y lo hace con pendiente cero en los planos
a energia constante, la cual siempre es positiva.

Como resultado de que todas las intersecciones de la superficie s = s(e,n) con planos a
energia constante estan degeneradas en la linea de densidad cero, necesariamente se tiene que
la fase gaseosa de la sustancia cuantica se antepone a cualquier otra fase. La fase gaseosa
estd acotada por la linea GS y la linea de vapor saturado, Figura 6.16 (a). Es facil reconocer
la fase liquida pues sus fronteras son la curva de saturacién liquida y la linea lambda, las
cuales son visibles sin ninguna ambiiedad en el diagrama s vs e, Figura 6.16 (b). El escenario
es diferente con la fase superfluida, la cual esta limitada por las lineas GS, lambda y la de
superfluido saturado hasta el valor e;.. Lo interesante en esta fase es que parte de superfluido
donde las isoenergéticas tienen pendiente positiva, region P (color morado), se antepone a parte
de superfluido donde las isoenergéticas tienen pendiente negativa, regiéon N (color naranja),
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Figura 6.16 (c). La fase sélida estd acotada por la linea de sélido saturado en el diagrama s
vs n. Sin embargo, en el diagrama s vs e se pueden distinguir dos regiones distintas del sélido.
La primera regién, SP (color morado), estd acotada por la linea M2 y por la curva de sélido
saturado a partir de energias mayores o iguales a ep. Las isoenergéticas en la region SP se
caracterizan por tener pendiente positiva. La segunda regién es la SN (color naranja) y su
Unica frontera es toda la curva de sélido saturado. Las isoenergéticas en la regiéon SN tienen
pendiente negativa. En la Figura 6.16 (d) se indican las dos regiones de la fase sélida en el
diagrama s vs e. Las fases gaseosa, liquida y parte de la region P se anteponen a la fase solida
en el diagrama s vs e.

Finalmente se detalla el comportamiento de las isodensitas, con las cuales se puede enfatizar
la anteposicion entre distintas fases de una sustancia cuantica. Con el diagrama s vs n como
guia se pueden dibujar las isodensitas en el diagrama s vs e. También es 1til el conocimiento
de la derivada de una isodensita, la cual carece de ambigiiedades por ser la temperatura. En
el régimen de gas ideal cudntico, las isodensitas se pueden obtener numéricamente a partir de
las ecuaciones (4.20), (4.21) y (4.22). Los diagramas s vs e en las Figuras 4.2 (b) y 4.3 (b)
muestran algunas isodensitas en este régimen para bosones y fermiones, respectivamente.

La region de coexistencia liquido-gas esta acotada, en el diagrama s vs n, por las isodensitas
ny y N, donde ny es la densidad del punto lambda y n,, > n,. Las isodensitas definidas en los
intervalos (0,7n,] ¥ [nm,n1] son curvas continuas en el diagrama s vs e; ny es la densidad del
estado termodinamico con energia e, la cual es la cota superior de las isoenergéticas del grupo
1. El resto de las isodensitas son curvas discontinuas porque atraviesan regiones de coexistencia
de fases, algunas isodensitas se muestran en la Figura 6.17. Como en el caso de una sustancia
normal, las isodensitas también son verticales en la vecindad de la linea de entropia cero.
Mas ain, la igualdad en la derivada de dos isodensitas que toquen puntos en alguna region de
coexistencia puede indicar equilibrio termodinamico entre dos fases diferentes siempre y cuando
el potencial quimico sea el mismo, vea Figura 5.11.

Finalmente, en la Figura 6.18 se muestra el diagrama s vs n indicando cada una de las
regiones P, N, SP, SN y las lineas M1 y M2, todas ellas identificadas en el diagrama s vs e.

Los diagramas s vs n y s vs e obtenidos en ésta y en la secciéon anterior son la relaciéon
fundamental de una sustancia cuantica, y por lo tanto proporciona parte de la informacién
termodindmica que se busca obtener con una relacién fundamental analitica; en particular,
puede obtenerse informacion acerca del potencial quimico. Uno de los objetivos de este trabajo
es esclarecer un poco mas el papel que juega el potencial quimico en una sustancia pura.
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Figura 6.17: [sodensitas en el diagrama s vs e, ny < n,, < n. La isodensita n,. es discontinua
y corresponde al punto triple cudntico.
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Figura 6.18: Diagrama s vs n donde se indican las regiones P, N, SP y SN. Para referencia
de las lineas M1, M2 vea Figura 6.15.
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6.5. El potencial quimico de una sustancia cuantica

El escenario es completamente diferente cuando la sustancia pura se puede observar en fase
superfluida. En este caso, la estructura de los diagramas s vs n y s vs e es la que se ilustra
en las Figuras 6.7 y 6.11. El signo de la derivada en cada una de las isoenergéticas no sélo
estd restringido a un valor negativo. Hay regiones en el diagrama s vs n donde las isoenergéticas
tienen pendiente positiva, potencial quimico negativo; pendiente negativa, potencial quimico
positivo; o incluso pendiente nula, potencial quimico cero. La Figura 6.18 es 1til para identificar
cada una de estas regiones.

A continuacion se da un significado al papel que desempena el potencial quimico en una sus-
tancia cuantica. Para hacerlo se considera como sustancia de trabajo a un gas ideal cuantico en
un volumen fijo y que obedece la estadistica de Fermi. Al final de la seccién 4.4 se mencioné que
la temperatura y el potencial quimico son magnitudes termodinamicas dependientes. Resulta
mas evidente esta dependencia cuando se trata de una sustancia cuantica. A temperatura finita,
las isoenergéticas tipicamente se comportan de manera similar a las de una sustancia normal.
Sin embargo, las isoenergéticas muestran otras tendencias si la temperatura del sistema en
consideracion es tal que los fenémenos cudnticos se hacen presentes, esto es, si nA% ~ 1. El
espectro de energia para este sistema de muchos cuerpos se encuentra acotado por el estado
base, el cual depende de la densidad: eq = eo(n) donde ey = Ey/V [19, 41]. Dado un valor de la
energfa, la energfa por particula e = e/n disminuye al aumentar la densidad hasta un valor ny,
en cuyo caso eg(ns) = e. En estas condiciones, el sistema alcanza un estado de entropia cero:
s = s(e,ny) = 0.

La entropia aumenta al agregar particulas en el régimen diluido; no obstante, alcanza un
estado de entropia cero cuando la densidad es ny, lo que sugiere que debe existir un maximo
de entropia cuando la densidad tiene un valor critico, n,,. Arriba de n,, la entropia comienza
entonces a disminuir a medida que se le agregan particulas, llegando al estado de entropia cero
en ny. Por lo tanto, el potencial quimico es negativo en el régimen diluido, se vuelve cero en n,,
y es positivo hasta ny. Se desconoce en qué fase se encuentra la sustancia cuando la densidad
toma el valor n,,. Sin embargo, de acuerdo a la teoria de Bogoliubov y la teoria BCS para la
superfluidez, el potencial quimico es positivo en la vecindad de temperatura cero, o en otras
palabras, en la vecindad de entropia cero [42]. Por lo tanto, si el potencial quimico de una
sustancia cuantica es positivo, entonces la fase de la sustancia es la superfluida, al menos en el
régimen de temperatura cero.

Segtun el diagrama en la Figura 6.18, no toda la regién de superfluido esta caracterizada
con potencial quimico positivo. La transicion entre el liquido y el superfluido ocurre en estados
termodinamicos cuyo potencial quimico es negativo, por lo que necesariamente existe una region
del superfluido donde el potencial quimico es negativo.

Una prediccion notable del diagrama s vs n de una sustancia cudntica es la existencia de una
region en el solido donde el potencial quimico es positivo, regién SP, Figura 6.18. En analogia
con la fase superfluida con potencial quimico positivo, la fase sélida en la region SP podria
llamarse region de supersolidez de la sustancia. La frontera del sé6lido normal y el supersélido

69



supersélido

superfluido

.

solido

Figura 6.19: Diagrama p vs n para una sustancia pura cuantica. De acuerdo a la Figura 6.3,
se muestran dos isotermas, una en la region A\, 77, y otra en la region III, T5. En este diagrama
es mas evidente que el superfluido puede tener potencial quimico positivo o negativo, al igual
que el sélido. Note que se ha puesto explicitamente la existencia de una fase que podria llamarse
supersolida.

es una linea de potencial quimico cero, linea M2 en Figura 6.12. A diferencia de una sustancia
pura normal, no todas las fases de una sustancia cuantica estdn caracterizadas con potencial
quimico negativo. Esto se ilustra en el diagrama p vs n, Figura 6.19.

El potencial quimico de una sustancia con fase superfluida modifica las componentes de
cualquier vector normal a la superficie s = s(e,n). De la ecuacién (5.6) se puede ver que las
componentes de n en el diagrama e vs n pueden ser las dos negativas o una negativa y otra
positiva. La existencia de estados termodinamicos con potencial quimico positivo revela que la
relacion fundamental de una sustancia cuantica es una superficie oblicua, es decir, la energia no
es una funcién mondtona en compresiones o expansiones adiabaticas, Figura 6.20. En términos
geométricos, una superficie oblicua es aquella cuyas adiabatas estan encerradas por asintotas
que forman un angulo menor a 90°. De acuerdo a la Figura 6.20, las asintétas son las lineas
tangentes a la adiabata cuando n — w0y e — o0, y cuandon — 0y e — 0.

La presencia de una fase superfluida en una sustancia pura da lugar a que se distingan
dos tipos de relacién fundamental: la obtusa, que corresponde a una sustancia normal; y la
oblicua, que corresponde a una sustancia cuantica. El potencial quimico es el encargado de
distinguir entre estos dos casos. La clave estd en que un superfluido puede observarse con
potencial quimico positivo que al estar en equilibrio termodindmico con un sélido, el cual se
observa con densidades altas, da lugar a una region de supersolidez. En cambio, la coexistencia
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Figura 6.20: Adiabata en el diagrama n vs e de una sustancia cuantica. Se muestran dos
vectores normales porque en el proceso, expansién o compresion adiabatica, mostrado existen
estados termodindmicos con potencial quimico negativo, n,, y otros con potencial quimico
positivo, n,. Note que estan incluidas cualitativamente las asintotas n - 0y e — 0, yn — 0
y e — o0, las cuales forman un angulo menor a 90°.
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Figura 6.21: Isoterma real a temperatura finita en el diagrama p vs n cuantico en el régimen
de la linea GS.

de la fase sélida con la liquida, o con la superfluida con potencial quimico negativo, da lugar a
un solido normal.

6.5.1. Un comentario acerca de la aproximacién LDA

Las teorias que describen sistemas de muchos cuerpos no son suficientes para describir
las transiciones de las fases liquida y gaseosa a la fase superfluida a temperatura finita [29,
30]. Sin embargo, la evidencia experimental sugiere que estas transiciones pueden considerarse
continuas. Con mas razén, los experimentos con gases atémicos ultrafrios son una excelente
coyuntura para probar que los diagramas de fases propuestos son correctos, al menos en las
regiones de bajas temperaturas y presiones.

De acuerdo a la teorias de Bogoliubov y BCS [5, 6], las cuales toman en cuenta las interac-
ciones entre atomos, el potencial quimico a temperatura cero es una funcién positiva creciente
con la densidad. Para el caso de bosones u(T" = 0) ~ n, mientras que para los fermiones
w(T = 0) ~ n?3 [42]. La Figura 6.19 es consistente con lo anterior. Dada una temperatura
T # 0, sobre la isoterma correspondiente existe un valor de la densidad donde el potencial
quimico cambia de signo. Cuando T" ~ 0 y para densidades lo suficientemente bajas, el punto
donde p cambia de signo corresponde muy cercanamente a la transicion del gas al superfluido.

A temperatura finita, la isoterma debe tener la forma que se muestra en la Figura 6.21
si se quiere recuperar el comportamiento de gas ideal para densidades bajas, u < 0, y el
comportamiento que predicen las teorias de campo medio a T' = 0 para densidades altas. Note
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Figura 6.22: Se muestra un perfil de densidad cualitativo usando la aproximacion LDA. Este
tipo de perfil de obtiene en los experimentos con gases atémicos ultrafrios.

en la Figura 6.21 que el punto donde cambia de signo el potencial quimico tiene una derivada
distinta de cero, esto es de esperarse porque la linea GS no es una linea de potencial quimico
cero para temperaturas alejadas del cero absoluto. En cambio, el valor donde la derivada de la
isoterma es cero o casi cero si indica la transicion de fase del gas al superfluido.

Los experimentos con gases atomicos ultrafrios tienen la peculiaridad de usar potenciales
de confinamiento que a primer orden son de tipo arménico [43, 44, 45]. Esto da lugar a que
el sistema sea inhomogéneo. La aproximacion de densidad local (LDA por sus siglas en inglés)
es una herramienta de suma utilidad para obtener los perfiles de densidad que se obtienen a
través de imdgenes que se hacen a estos sistemas [15, 16]. La aproximacién LDA consiste en
suponer que el perfil de densidad esta dado por

p(r) = n(p = Vea(r), T), (6.4)

donde Vi (r) = gmw?r® es un potencial arménico isotrépico. La aproximacién LDA significa
que la ecuacién de estado del sistema homogéneo, n = n(u,T), es el perfil de densidad del
sistema inhomogéneo cuando el potencial quimico se recorre con el potencial externo. En la
Figura 6.22 se muestra el perfil que le corresponde a un sistema con interaccién a temperatura
T, la cual define la isoterma mostrada en la Figura 6.21.

La aproximacion LDA conduce a la siguiente hipotesis: el punto donde la derivada del
potencial quimico del sistema homogéneo se vuelve cero corresponde al punto donde el perfil
de densidad cambia de comportamiento. Con la aproximacién LDA se pueden obtener los

diagramas de fases del sistema homogéneo y del inhomogéneo, este tltimo usando el hecho de
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que el nimero de particulas estda dado por

N = f (6.5)

La intergral en la ecuacién anterior (6.5) produce N = N(T,V,u) con V = 13, que es la
ecuacién de estado del gas confinado [40]. Estrictamente, las variables naturales en el ensamble
gran canénico son T', V' y u; no obstante, en la ecuacién de estado de un sistema inhomogéneo
se ha puesto como variable la cantidad ) en lugar del volumen. La cantidad V resulta ser una
variable termodinamica generalizada que es apropiada para la descripcion de estos sistemas
[40, 46, 47, 48]. En la referencia [16] se reporta la obtencién de un diagrama de fases, cerca de
la linea GS en ®"Rb, utilizando la aproximacién LDA. Més atin, en [49] se propone un método
sistematico, desarrollado a partir de la transformada de Fourier, que logra la obtencién de
perfiles de densidad realizando el menor ajuste de los datos que se obtienen en el laboratorio.
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Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas

Los métodos de la termodindmica y la evidencia experimental propiciaron la obtencién de
los diagramas de fases s vs n y s vs e que conforman la relacién fundamental de una sustancia
pura normal y una sustancia pura cudntica. Las teorias microscopicas que se conocen y que sélo
son validas a temperatura cero ayudaron a esclarecer el papel que juega el potencial quimico
en los distintos estados de agregacién de una sustancia.

El cardcter discontinuo de una transicién de fase de primer orden y el caracter no analitico
de una de segundo orden pueden interpretarse en términos de la geometria de la superficie
s = s(e,n) usando el vector normal definido en la ecuacién (5.6). El vector normal define un
plano tangente a la superficie en cada punto termodinamico dependiendo de su temperatura y
potencial quimico. Supéngase dos isotermas, cada una a temperatura menor que la critica. Los
valores de e y n se encuentran en la region liquida para una isoterma, y para la otra se encuentran
en la region gaseosa. Moviéndose por estas isotermas resulta que los planos tangentes llegan a
ser paralelos cuando coexisten las fases, es decir, su vector normal es el mismo. Conforme los
pares de isotermas se acercan al punto critico, los planos tangentes en las curvas de saturacion
se degeneran en uno sélo, produciendo que la superficie sea plana localmente; en el caso del
punto triple de una sustancia normal existen tres planos tangentes que son paralelos. En el caso
cuantico, las lineas GS y A estdn formadas por puntos criticos que dan lugar a que la superficie
termodinamica sea no analitica, por lo que ésta es plana localmente en estas lineas.

Una prediccion de las superficies fundamentales obtenidas tiene que ver con las expansiones
adiabaticas. Mientras que en el caso normal las expansiones adiabdticas dan lugar a que la
energia sea una funcién monétona decreciente, en el caso cuantico la energia no lo es: los
estados al inicio y al final de una expansién adiabdtica pueden tener la misma energia, es decir,
la energia tiene un extremo en este proceso. En términos geométricos, lo anterior significa
que la relacién fundamental del caso normal es obtusa, es decir, las asintotas a una adiabata
forman un angulo mayor a 90°, y la de una sustancia cuantica es oblicua, es decir, las asintotas
a una adiabata forman un adngulo menor a 90°; las isodensitas y las isonergéticas aseguran
estas caracteristicas. Las isodensitas son funciones mondtonas crecientes en la energia. Pero las
isoenergéticas se comportan diferente en cada caso: en el caso normal vuelven a ser funciones
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mondétonas crecientes de la densidad, y en la caso cuantico no lo son, mostrando un maximo
para la entropia. Mas atn, la no monotonia de las isoenergéticas en el caso cudntico predicen
que la sustancia con fase superfluida siempre deberia tener energias mayores o iguales a cero,
lo que significaria que la energia en un sélido es de cardcter cinético.

El potencial quimico es una cantidad adecuada, en algunos casos, para caracterizar las fases
de una sustancia pura. En el caso normal todas las fases tienen potencial quimico negativo.
En el caso cuantico, la fase superfluida se puede observar con potencial quimico de diferente
signo. Consecuentemente la coexistencia del superfluido en la region N, Figura 6.18, con la
fase sélida de la sustancia obliga el aparecimiento de una regién sélida con potencial quimico
positivo. Esta regién podria interpretarse como la fase supersoélida de la sustancia. Sin embargo,
no hay certeza de que esta fase nueva sea la misma que se describe actualmente en el régimen
de altas presiones y bajas temperaturas, [11, 12]. De ser un supersdlido el sélido con potencial
quimico positivo, los diagramas p vs T'y p vs n deben exhibir una linea de potencial quimico
cero que indique el entrecruzamiento entre la fase solida y la supersélida. Una extension de esta
investigacion consiste en argiiir el lugar geométrico de las lineas M1 y M2 en los diagramas p
vs Ty p vs n.

Se han construido los diagramas s vs n y s vs e poniendo especial énfasis en el papel que juega
el potencial quimico pues la aproximacién LDA, basada en esta cantidad, es una herramienta
de suma utilidad para obtener el diagrama p vs T experimental, a partir del cual se podria
obtener la relacién fundamental. De este modo se podria verificar qué tan correctos son los
diagramas aqui obtenidos. La recomendacion es entonces que se le de la relevancia apropiada
al potencial quimico en los andlisis que se hacen en los experimentos.
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Apéndice A

Implicacién de las ecuaciones (3.11) y
(3.12)

La propiedad de concavidad de la entropia se traduce en que

(%)n <0 (A.1)

0%s
(:25;522) < 0. (f\.2)

En este apéndice corto se verifica la segunda desigualdad (A.2) a partir de la ecuaciones
(3.11) y (3.12).
De la ecuacion (3.12) se tiene que
()
- (A.3)

(7).~
8712 € (géﬁ)n 7

por lo que falta verificar que el lado derecho de la expresion anterior es negativo. En efecto,

o%s \°
(868”) >0 (A.4)

()
dedn
= <0, (A.5)
(%),

dado que se multiplicé la expresién (A.4) por un nimero negativo en virtud de la ecuacién
(A.1). Por tanto, se sigue de (A.3) la ecuacién (A.2).

(83}

D

N

»

implica que

7



Apéndice B
Demostracion de que k1 es positiva

Para demostrar que la compresibilidad isotérmica es positiva se toma su definicion

1 [0V
= —— | = B.1
o 4 < ap )T,N (B.1)
y se usa la desigualdad (3.12) en la forma
) ( 228 >2
0°S BV
E,N (m)V,N
donde se supone que la entropia estd dada por S = S(F,V, N). Luego, recordando que
D oS
L _ (= B.3
(7)., 3
y que
1 0S
— = (= B.4
= (%), (0

se tiene que

28 \* [ &8 S\ (ou 1 fer (B.5)
0BV ) — \oEV ) \oVOE) \0E) x| T?\V)pn| '
donde u = & es una funcién de E, V 'y N.
Al utilizar la ecuaciones (B.4) y (B.5), resulta que la expresién (B.2) toma la forma
T
<a—“) - (P—“) (‘;T)E*N <0. (B.6)
v E,N 0E V,N (ﬁ)v,N
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Usando ahora la identidad de Jacobi

a_E)v,N

ou ou oF
— — — ) B.
(aV)E,N i (6E>V,N <5V)T,N <0 (B3)

Al suponer que E = E(T,V,N) y que ademds u = u(T,V, N), por la regla de la cadena se

tiene que
ou ou ou oF
- = [ = — . B.
(), (7). (), (7)., )

Se sigue de la definicién de u y de la desigualdad (B.8) que

J p
— . B.1
(aVT>T,N =Y (B.10)

Como la derivada se toma a 1" constante, se puede factorizar la temperatura en la desigual-
dad anterior; y en virtud de que T es positiva por la tercera ley de la termodinamica, se obtiene

el siguiente resultado:
op
— < 0. B.11
<5V) TN (B4

Por tanto, de la definicién de la compresibilidad isortérmica, ecuacién (B.1), se sigue que
ésta es una cantidad positiva.
Las expresiones equivalentes de kp, ecuaciones (3.19) y (3.20), también conducen al mismo

p i - on on
aV)T, ~ ©s equivalente a las derivadas ( ap>T y ( 6M>T'

Para probarlo en la ecuacién (3.19), se introduce la variable n = % y en la ecuacién (3.20), se
supone que n = n(p,T) y que n = n(u, T) y se utiliza la relacién de Gibbs — Duhem.

se obtiene finalmente que

resultado al verificar que la derivada (
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