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“O frati”, dissi, “che per cento milia
perigli siete giunti a l’occidente,
a questa tanto picciola vigilia

d’i nostri sensi ch’è del rimanente
non vogliate negar l’esperienza,
di retro al sol, del mondo sanza gente.

Considerate la vostra semenza:
fatti non foste a viver come bruti,
ma per seguir virtute e canoscenza.”

Dante Alighieri: Commedia, Inferno, XXVI, 112-120. Siglo XIV.

Et cependant –étrange contradiction pour ceux qui croient au temps– l’histoire
géologique nous montre que la vie n’est qu’un court épisode entre deux éternités
de mort, et que, dans cet épisode même, la pensée consciente n’a duré et ne durera
qu’un moment. La pensée n’est qu’un éclair au milieu d’une longue nuit.

Mais c’est cet éclair qui est tout.
Henri Poincaré, La Valeur de la Science, 1905.

La escritura metódica me distrae de la presente condición de los hombres.
La certidumbre de que todo está escrito nos anula o nos afantasma. Yo conozco
distritos en los que los jóvenes se prosternan ante los libros y besan con barbarie
las páginas pero no saben descifrar una sola letra. [...] Quizá me engañen la vejez
y el temor, pero sospecho que la especie humana –la única– está por extinguirse y
que la Biblioteca perdurará: iluminada, solitaria, infinita, perfectamente inmóvil,
armada de volúmenes preciosos, inútil, incorruptible, secreta.

Jorge Luis Borges: «La Biblioteca de Babel» en Ficciones, 1955.

Mi sono comportato da ostinato, inseguendo una parvenza d’ordine quando
dovevo sapere bene che non vi è un ordine nell’universo.”

“Ma immaginando degli ordini errati avete pur trovato qualcosa. . . ”
“Hai detto una cosa molto bella, Adso, ti ringrazio. L’ordine che la nostra mente

immagina è come una rete, o una scala, che si costruisce per raggiungere qualcosa.
Ma dopo si deve gettare la scala, perché si scopre che, se pure serviva, era priva di
senso.

Umberto Eco: Il nome della rosa, 1980.
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Introducción

En [20] Euler describió el movimiento de un cuerpo rígido en torno a un punto
fijo mediante la ecuación en R3

AΩ̇= AΩ⇥Ω

con A una matriz simétrica, positivamente definida. Por un largo tiempo, esta
ecuación no se interpretó de manera satisfactoria mediante el lenguaje de la me-
cánica lagrangiana o hamiltoniana: usualmente se introducían los ángulos de
Euler que ocultaban el hecho crucial de que el espacio de configuraciones del
sistema es SO3. Al parecer no fue sino hasta 1901 en [49], cuando Poincaré notó
que dicha ecuación era esencialmente una ecuación de Euler-Lagrange escrita en
términos de una trivialización del haz tangente que no constase necesariamente
de campos coordenados. Arnold observó en [1] que esta ecuación y la ecuación
también debida a Euler que describe la dinámica de un fluido ideal se pueden
ver como ecuaciones geodésicas de una métrica invariante izquierda en un grupo
de Lie de dimensión posiblemente infinita: SO3 en el primer caso y el grupo de
difeomorfismos que conserva volumen de R3 en el segundo. Estas observaciones
fundamentales introdujeron nuevos métodos geométricos en la mecánica e hi-
drodinámica, métodos provenientes de la teoría de grupos y álgebras de Lie de
dimensión finita e infinita.

El estudio de la mecánica siempre estuvo ligado al desarrollo de métodos
para obtener parametrizaciones explícitas de las soluciones de las ecuaciones (o
de maneras de justificar que no existen esas parametrizaciones en términos de
ciertas funciones elementales). El descubrimiento del comportamiento caótico de
las soluciones del problema de los tres cuerpos por parte de Poincaré puso fin a las
esperanzas de obtener soluciones explícitas a todas las ecuaciones, sin embargo,
el fenómeno de la integrabilidad recientemente ha suscitado un gran interés.
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Figura 1: Movimiento casi periódico

En geometría simpléctica, se habla de sistemas hamiltonianos completamente
integrables o integrables en el sentido de Liouville como de aquellos cuyo flujo en
ciertas regiones consta de órbitas casi periódicas en toros donde la forma simpléc-
tica se anula (ver figura 1). Hasta los años 70 la lista de sistemas hamiltonianos
integrables era corta y se basaba en ingeniosos cambios de coordenadas ad hoc.
Actualmente casi todos esos casos y otros, descubiertos recientemente, se analizan
formulándolos como ecuaciones de Lax1. En [23] se redujo el estudio de la ecua-
ción Korteweg-de Vries (KdV), ut = 6uux � ux x x , a la teoría espectral inversa del
operador de Schrödinger L = �d2/d x2 + u(x , t) con u rápidamente decreciente2.
P. D. Lax en [34] clarificó ese resultado expresando KdV como L̇ = [L, A] con A
otro operador lineal; ecuaciones de esa forma se llaman ahora ecuaciones de Lax.
Esta observación dio lugar al método de la deformación isoespectral, llamado así
porque si L̇ = [L,A], entonces el espectro de L es constante con respecto a t. S. P.
Novikov descubrió una manera de obtener soluciones periódicas o casi periódicas
de la ecuación KdV3. Su método, basado en utilizar ecuaciones de Lax con un
parámetro, involucraba objetos clásicos de la geometría algebraica: superficies de
Riemann y sus variedades jacobianas. Posteriormente, M. Adler, P. van Moerbeke,
A. G. Reyman y otros matemáticos extendieron esa técnica y la aplicaron a diversos
sistemas hamiltonianos.

En general, se dice que una ecuación diferencial ordinaria es integrable si

1Saber si existe y cómo encontrar una representación del sistema como ecuación de Lax no es
un problema trivial.

2Este problema había sido resuelto por I. M. Gelfand, B. M. Levitan y V. A. Marchenko, ver [36].
Esta teoría se conoce como teoría espectral inversa ya que consiste en prescribir un espectro y buscar
los operadores autoadjuntos en un cierto espacio de Hilbert con ese espectro.

3Ver [46] para esto y revisar las notas históricas de [18, 19, 47, 52] para una descripción
detallada del desarrollo de la teoría moderna de sistemas integrables.
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Figura 2: Cuerpo rígido con una cavidad elipsoidal llena de líquido

no es lineal y (A) admite soluciones explícitas, (B) admite numerosas constantes
de movimiento, (C) sus soluciones están relacionadas con geometría algebraica,
típicamente mediante superficies de Riemann y variedades abelianas (ver [32],
Introducción); pero el término «explícitas» se toma en un sentido laxo: no bastan
las funciones elementales (exponenciales y funciones algebraicas) para expresar
las soluciones sino que por lo menos requerimos funciones elípticas.

* * *
Referencias básicas de geometría simpléctica y mecánica son [3, 38, 48], a

un nivel más avanzado están [6, 4, 26] y el texto más popular sobre geometría
y topología simpléctica4 es [40]. [32, 9] introducen sucintamente las principales
ideas algebraicas sobre sistemas integrables, [8] es una referencia especialmente
clara, concisa y concreta sobre los temas aquí incluidos; por otro lado, [11] es
un tratado detallado de la teoría general de sistemas integrables (de dimensión
finita e infinita). [45] es especialmente interesante pues ilustra el método de
la deformación isoespectral relacionando tres célebres sistemas integrables: el
flujo geodésico de un elipsoide, el movimiento de una partícula en una esfera
sujeta a un potencial cuadrático y la ecuación KdV (soluciones casi periódicas). En
[18, 47, 52] se pueden encontrar exposiciones sucintas de las diversas ideas sobre
la integrabilidad y de su desarrollo histórico.

En el Capítulo 1 se describen brevemente algunos aspectos básicos del aparato
de la geometría simpléctica y de los sistemas hamiltonianos con simetrías, poniendo
como ejemplo arquetípico de uno de estos el flujo geodésico de una métrica

4Ver [10] para una descripción del origen de esta área de las matemáticas.
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invariante izquierda en un grupo de Lie (expresado mediante la ecuación de Lie-
Poisson que, si el grupo es semisimple, es naturalmente equivalente a una ecuación
de Lax llamada ecuación de Euler). En el Capítulo 2 se introducen algunas ideas
algebraicas sobre integrabilidad y se aplican a un par de casos interesantes: la
ecuación de Euler para so3 (que corresponde al movimiento de un cuerpo rígido
en torno a un punto fijo) y el flujo geodésico de un elipsoide n-dimensional y
asimétrico. Después se presentan métricas en so4 que corresponden a ciertos casos
del movimiento de un cuerpo rígido con una cavidad elipsoidal llena de líquido,
ver figura 2. También se mencionan algunos casos en los que la ecuación de Euler
asociada da lugar a un sistema integrable. Usaremos la convención de suma de
Einstein en las diversas fórmulas a menos que se indique lo contrario.

VI



Capítulo 1

Geometría simpléctica y

mecánica clásica

Este capítulo contiene una breve introducción al formalismo simpléctico en
la mecánica clásica así como una descripción de varios ejemplos fundamentales
de variedades simplécticas; en la última sección se describe el cuerpo rígido
generalizado o de Euler-Arnold. Este capítulo está basado sobre todo en [3, 6, 38].

1.1. Mecánica lagrangiana y mecánica hamiltoniana

La geometría simpléctica surge de la formulación hamiltoniana de la mecánica
clásica. De acuerdo con el principio de acción mínima5 debido a Sir W. R. Hamilton,
la evolución de un sistema físico compuesto de n partículas en el espacio euclidiano
tridimensional usual está determinada por una función L llamada lagrangiano,
definida en el espacio de posiciones y velocidades

M := TR3n ⇠= R3n⇥R3n = {(q, q̇) = (q1, . . . ,qn, q̇1, . . . , q̇n) : qa, q̇a 2 R3, a = 1 . . . n}.
En un sistema natural,

L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n) =
X

a

ma

2
|q̇a|2 � V (q1, . . . ,qn),

o sea, es la diferencia de las energías cinética y potencial. Esas coordenadas no
necesariamente representan mediciones respecto de un observador inercial, pero

5O mejor dicho: principio de acción estacionaria o crítica.
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satisfacen unas versiones generalizadas de la segunda ley de Newton, llamadas
ecuaciones de Euler-Lagrange:

d
d t
@ L
@ q̇b

a
=
@ L
@ qb

a
a = 1 . . . n y b = 1, 2,3;

en el caso de un sistema natural se tienen las famosas ecuaciones de Newton
maq̈b

a = � @ V
@ qb

a
. Se puede ver que las soluciones de esas ecuaciones son las curvas

críticas de la funcional dada como sigue6: si se tiene la curva γ : [a, b]! R3n de
clase C1 (y también L lo es)

γ 7! S(γ) :=
Z b

a
L(γ(t), γ̇(t))d t,

la integral de la derecha se llama la acción de la trayectoria, el principio de acción
mínima (o estacionaria)7 afirma que el movimiento de un cuerpo está descrito por
una curva γ0 tal que curvas cercanas γs tienen acciones que difieren de S(γ0) por
un término o(s) si s! 0; o sea, se debe tener d

ds

��
s=0 S(γs) = 0, lo cual se expresa

mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Mecánica hamiltoniana. Si L es regular, o sea en todo punto

det

✓
@ 2 L
@ q̇a@ q̇b

◆
6= 0,

se define la transformación de Legendre FL : TR3n! T ⇤R3n, dada por

(q, q̇) 7!
Å

q,
@ L
@ q̇

ã
, con

@ L
@ q̇
=
Å
@ L
@ q̇1

, . . . ,
@ L
@ q̇n

ã
y
@ L
@ q̇a

=
✓
@ L
@ q̇1

a
,
@ L
@ q̇2

a
,
@ L
@ q̇3

a

◆
,

que resulta ser un difeomorfismo local; en los casos que nos interesan, de hecho FL
es un difeomorfismo. Llamando pa =

@ L
@ q̇a
(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n), los q̇a dependen

únicamente de (pa), con esa condición se define el hamiltoniano

H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) =
X

a
pa · q̇a � L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n),

para un lagrangiano natural H representa la energía total del sistema. Las ecua-
ciones de Euler-Lagrange son equivalentes a las ecuaciones de Hamilton:

6Ver [16] pág. 164 y sucesivas.
7Ver [22] cap. 19 para una discusión vivaz de este principio.
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ṗb
a = � @ H

@ qb
a

, q̇b
a =

@ H
@ pb

a
; a = 1 . . . n y b = 1,2, 3. (1)

Observación 1. Consideremos un difeomorfismo φ de X := T ⇤R3n = {(q, p) 2
R3n⇥R3n}. Que φ conserve la forma de las equaciones (1) significa que, para toda
función lisa H en X y x 2 X , se tiene

Txφ
î

0 I3n�I3n 0

ó
dH|x =

î
0 I3n�I3n 0

ó
d(H �φ)|φ(x),

donde dH = (@ H/@ q1, . . . ,@ H/@ q3n,@ H/@ p1, . . . ,@ H/@ p3n)T y Txφ es la matriz
jacobiana de φ en x . Esta condición implica que se satisface

Txφ
î

0 I3n�I3n 0

ó
(Txφ)T =

î
0 I3n�I3n 0

ó
,

si se cumple lo anterior para todo x se dice que φ es un simplectomorfismo, en el
pasado se decía que φ era una transformación canónica (global). Esta observación
es nuestra motivación para definir las variedades simplécticas.

Teorema de Noether. En general, el lenguaje lagrangiano se aplica a variedades.
Si M es variedad lisa, un lagrangiano (autónomo) es una función L : T M ! R
y, si L es regular, las ecuaciones de Euler-Lagrange definen un campo en T M ,
denotamos φt(q, v) = (qt , vt) con (q, v) 2 T M al flujo local de ese campo. Notemos
que la transformación de Legendre FL : T M ! T ⇤M también tiene sentido en este
contexto.

Teorema 1.1.1 (Noether). Si gs es un grupo de difeomorfismos a un parámetro de
T M tal que L es invariante bajo su acción, entonces la función en T M

(q, v) 7! d L(q,v)

Å
0,

d
ds

gsq
ã

es una constante de movimiento de φt .

Demostración.
�
0, d

ds gsq
�

se interpreta como el vector tangente a la fibra en q dado
por [s 7! gsq] 2 TqM . La afirmación se puede verificar en coordenadas locales,
denotamos δ := @ / @s:

@

@ t

Å
@ L
@ va

δ gsq
a
t

ã
=
@

@ t

Å
@ L
@ va

ã
δ gsq

a
t +
@ L
@ va

δ @
@ t

gsq
a
t =

=
@ L
@ qa

δ gsq
a
t +
@ L
@ va

δ @
@ t

gsq
a
t =
@

@ s
L(gsqt , Tqt

gs(q̇t)) = 0.
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1.2. Variedades simplécticas y sistemas hamiltonianos
con simetrías

La Observación 1 y las ecuaciones (1) motivan la introducción de las siguientes
nociones que proveen el lenguaje general de la mecánica hamiltoniana.

Definición 1. Una variedad simpléctica es una variedad lisa M m con una 2-forma
diferencial ω 2 Ω2(M) cerrada y no degenerada, es decir, para todo p 2 M , si
v 2 TpM cumple ω(v, w) = 0 para todo w, entonces v = 0. ω se llama forma
simpléctica. Tenemos de inmediato un par de condiciones topológicas necesarias
para la existencia de una forma simpléctica: una variedad simpléctica debe ser de
dimensión par m = 2n y orientable. ω induce un isomorfismo de X(M) en Ω1(M)
que a cada campo X asigna la 1-forma X cω. Una función H : M ! R induce
mediante el isomorfismo anterior un campo XH tal que dH = ω(XH , _) = XHcω.
XH se llama campo hamiltoniano asociado a H. Veremos que la asignación f 7! X f
es un antihomomorfismo de álgebras de Lie. Por la fórmula mágica de Cartan, un
campo hamiltoniano XH satisface

£XH
ω = d(XHcω) + XHcdω = d2H = 0

entonces el flujo φt de XH conserva la forma simpléctica. También se tiene una
estructura de álgebra de Lie en C1(M). Si f , g son funciones real-valuadas en M
su corchete de Poisson es { f , g} := ω(X f , X g). Se puede ver que

d{ f , g}= �[X f , X g]cω, (2)

usando dω = 0 y la fórmula de Palais para la derivada exterior:

d(X1, X2, X3) = X1ω(X2, X3)� X2ω(X1, X3)+X3ω(X1, X2)+
�ω([X1, X2], X3) +ω([X1, X3], X2)�ω([X2, X3], X1).

La misma fórmula muestra que el corchete de Poisson satisface la identidad de
Jacobi, entonces tenemos que para todas f , g,h funciones:

{ f , g}=� {g, f }
{ f g,h}={ f , h}g + f {g,h} (3)

0={{ f , g},h}+ {{h, f }, g}+ {{g,h}, f }.
Cuando en una variedad P se tiene una forma bilineal {, } definida en el álgebra
de sus funciones real-valuadas que satisface (3), se dice que P es una variedad de
Poisson. Se dice que un difeomorfismo entre variedades simplécticas f : (M ,ω1)!
(N ,ω2) es un simplectomorfimo si f ⇤ω2 = ω1.

4



Haces cotangentes. Si Q es variedad lisa, su haz cotangente M := T ⇤Q tiene
una 1-forma fundamental θ dada por θ(q,α)(u) := α(Tqπ(u)) con π : M ! Q
la proyección. En coordenadas locales (q1, ...qn) de Q y (q1, ...,qn, p1, ..., pn) las
coordenadas inducidas en M , θ = padqa y dθ = dpa ^ dqa por lo que ω := �dθ
es una forma simpléctica, llamada la forma simpléctica canónica de T ⇤Q.

Definición 2. Un sistema hamiltoniano es una variedad simpléctica (M ,ω) y una
función llamada hamiltoniano H 2 C1(M); el sistema dinámico asociado está
dado por el flujo del campo XH . Si M es un haz cotangente, el flujo de XH está
dado por ecuaciones de la forma (1). Un sistema mecánico natural es una variedad
Q, llamada espacio de configuraciones, un potencial V 2 C1(Q) y una métrica
riemanniana g en Q, que nos da la energía cinética. El lagrangiano L : T M ! R
se calcula como L(q, v) = (1/2)g(v, v)� V (q) y el hamiltoniano H : T ⇤M ! R
está dado por H(q, p) = p(v)� L(q, v), con FL(q, v) = (q, p) y FL : T M ! T ⇤M la
transformación de Legendre dada por L. H representa la energía total del sistema
mecánico: H(q, p) = (1/2)g⇤(p, p) + V (q) con g⇤ la métrica inducida en T ⇤Q por
g.

Definición 3. Un sistema hamiltoniano con grupo de simetría G es un sistema
hamiltoniano (M ,ω, H) y un grupo de Lie G que actúa por la izquerda mediante
simplectomorfismos en M de manera que H es constante en las órbitas de G.
Una acción así determina un antihomomorfismo de álgebras de Lie g ! X(M)
que denotamos ξ 7! ξM . Si existe un levantamiento de ese homomorfismo a
(C1(M), {, }) que denotamos ξ 7! fξ , es decir, f[a,b] = { fa, fb} y X fξ = ξM , M
se llama G-espacio hamiltoniano o bien se dice que la acción es hamiltoniana o de
Poisson; en ese caso, se define la aplicación de momento J : M ! g

⇤ dada por

hJ(x),ξ i= fξ (x)

con h, i la evaluación g

⇤ ⇥ g! R.

Proposición 1.2.1 (Equivariancia de la aplicación de momento). Si existe una
aplicación de momento J : M ! g

⇤ y G es conexo, el diagrama

M
Lg
//

J
✏✏

M

J
✏✏

g

⇤
Ad⇤g
//

g

⇤

conmuta, con Ad⇤g la acción coadjunta de G: hAd⇤g(x),ξ i = hx , Adg�1(ξ )i y Lg
traslación por g 2 G.

5



Demostración. Definimos, si p 2 M , g 2 G y ξ ,η 2 g,

fg(t) =hJ(exp(tη)gp),ξ i � hJ(p), Adg�1 exp(�tη)(ξ )i, entonces
d fg

d t
(0) =d fξ (ηM |gp)� fAdg�1 [ξ ,η](p) = como Adg�1 es automorfismo de g

=ωgp(ξM ,ηM )�
¶

fAdg�1 (ξ ), fAdg�1 (η)
©
(p) = por definición de {, }

=ωgp(ξM ,ηM )�ωp

✓
d
ds

����
s=0

g�1 exp(sξ )gp,
d
ds

����
s=0

g�1 exp(sη)gp
◆
=

=0 ya que G actúa mediante simplectomorfismos en M .

Entonces, poniendo g = e (el elemento neutro), se tiene fe constante, pues

d fe

d t
(t0) =

d fexp(t0η)

d t
(0) = 0

y como fe(0) = 0 tenemos el resultado si g está en la imagen de exp, pero como G
es conexo, cualquier vecindad de e genera G. De aquí en adelante, siempre que se
hable de un grupo de Lie supondremos que se trata de un grupo conexo.

Acciones levantadas. Si G actúa en Q, esa acción se levanta a M := T ⇤Q como
g(q, p) := (gq, p�(Tq g)�1), entonces G conserva θ la 1-forma fundamental de M y
por lo tanto su forma simpléctica canónica. Por la fórmula de Cartan, si X es campo
en M arbitrario y ξ 2 g, se tiene 0 =

�
£ξM

θ
�
(X ) = d(ξM cθ)(X ) + (ξM cdθ)(X ),

luego, definiendo ξ 7! fξ := ξM cθ para todo ξ 2 g, tenemos que X fξ = ξM y
además esta aplicación es homomorfismo de álgebras de Lie y por lo tanto tenemos
que la acción levantada es de Poisson.

Observación 2. Una condición suficiente sobre M para que toda acción simpléctica
de un grupo de Lie en M sea de Poisson es que H1(M ;R) = 0 y M sea compacta;
una condición suficiente sobre G para tener el mismo resultado es que H1(g) = 0 =
H2(g). Ver [26], §24-26 para esto y un enfoque distinto a la reducción simpléctica.

Reducción simpléctica. Por la proposición anterior, si p 2 g

⇤ es valor regular
de J, entonces Mp := J�1(p) es invariante bajo Gp el estabilizador de p; si Gp
actúa libre y propiamente en Mp, el Teorema de la Rebanada de Koszul-Palais (ver
[25] pág. 178) asegura que Fp = Mp/Gp es variedad, si esto sucede, además es
variedad simpléctica y se llama espacio reducido de Marsden-Weinstein o espacio
reducido por brevedad.

Teorema 1.2.2 (Marsden-Weinstein [39]). Sean p valor regular de J y la acción
de Gp en Mp libre y propia. Si A, B 2 Tx M son levantamientos de A0, B0 2 T[x]Fp, la
2-forma en Fp dada por ω0(A0, B0) := ω(A, B) es una forma simpléctica.
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Demostración. Sea x 2 Mp, tenemos que Tx Mp es el complemento ortogonal
de Tx Gx respecto a ω que denotamos (Tx Gx)ω: si v 2 Tx M y ξ 2 g, entonces
tenemos ωx(ξM , v) = d fξ (v) = hTxJ(v),ξ i, luego Tx Mp = nuc TxJ = (Tx Gx)ω.
Por lo anterior ω0 está bien definida y es no degenerada; por el Teorema de la
Rebanada, Fp es localmente difeomorfo a bolas transversales a las órbitas de Gp y
en esas bolas ω| es cerrada, entonces ω0 es cerrada.

Proposición 1.2.3 (Teorema de Noether hamiltoniano). Si (M ,ω, H, G) es un
sistema hamiltoniano con grupo de simetría G cuya acción es de Poisson, entonces
la aplicación de momento asociada J es constante en las curvas integrales de XH y
en cada espacio reducido (si lo hay) Fp el campo hamiltoniano del hamiltoniano
inducido Hp es la proyección de XH.

Demostración. Sean x 2 M ,ξ 2 g, entonces tenemos hTxJ(XH),ξ i = d fξ (XH) =
ω(ξM , XH) = �dH(ξM ) = 0 y la segunda afirmación es inmediata.

En vez de usar acciones de grupos se pueden usar foliaciones para aplicar el
procedimiento de reducción.

Proposición 1.2.4. Si Ω es una forma cerrada en M tal que la familia de vectores
ξ dada por v 2 ξp si Ωp(v, u) = 0 para todo u 2 TpM tiene dimensión constante,
entonces ξ es una distribución integrable y, en caso de ser variedad, M 0 el espacio de
hojas de la foliación asociada, llamada la foliación nula de M, admite una única
forma simpléctica ω tal que la proyección canónica π : M ! M 0 satisface π⇤ω = Ω.

Demostración. Sean X , Y campos tangentes a ξ y Z campo arbitrario, entonces

0= dΩ(X , Y, Z) = XΩ(Y, Z)� YΩ(X , Z) + ZΩ(X , Y )
�Ω([X , Y ], Z) +Ω([X , Z], Y )�Ω([Y, Z], X ) = �Ω([X , Y ], Z)

lo que implica que [X , Y ] es tangente a ξ ; el Teorema de Frobenius implica que
ξ es integrable. Supongamos que M 0, el espacio de hojas, es una variedad (local-
mente siempre lo es), definimos ω(X , Y ) := Ω(X 0, Y 0) con X 0, Y 0 levantamientos
arbitrarios a M . Claramente, ω está bien definida, es no degenerada, cerrada y es
la única forma que satisface π⇤ω = Ω.

Órbitas coadjuntas. Sea G un grupo de Lie y consideremos la acción de G en
G por traslaciones izquierdas Lg : G! G, x 7! g x , esa acción es libre y propia y,
levantada, nos permite identificar T ⇤G con G ⇥ g⇤ y esa acción tiene aplicación de
momento (g, x) 7! Ad⇤g x , entonces es sumersión. Si a 2 g⇤ su espacio reducido
asociado es G/Ga, difeomorfo a su órbita Oa bajo la acción coadjunta, que por lo
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tanto tiene una estructura natural de variedad simpléctica. Por el teorema anterior
y la fórmula de Palais, la forma simpléctica ω de Oa en a es

ω(X 0, Y 0) = ha, [X , Y ]i
si X , Y 2 g se proyectan a X 0, Y 0. Esta forma simpléctica se llama forma de Kirillov.

Movimiento casi periódico e integrabilidad. En muchos sistemas hamiltonia-
nos clásicos, no fue mediante simetrías evidentes que se obtuvieron explícitamente
sus curvas integrales sino que se hallaron a partir de simetrías ocultas, es decir,
constantes de movimiento construidas a partir de otras consideraciones. En el
capítulo siguiente veremos la manera más exitosa hasta ahora de hallar prime-
ras integrales, la representación del sistema como ecuación de Lax, pero incluso
usando esa teoría el siguiente resultado es de gran utilidad.

Definición 4. Si (M2n,ω) es una variedad simpléctica, se dice que unas coorde-
nadas locales de M , (qa, pa)a=1...n, son coordenadas de Darboux si {qa,qb}= 0=
{pa, pb} y {qa, pb} = δ b

a para a, b = 1 . . . n. Observemos que se tiene entonces
ω = dpa ^ dqa. Para todo punto p 2 M y M arbitraria, existen coordenadas de
Darboux cerca de p, este resultado se llama Teorema de Darboux. Notemos que res-
pecto a coordenadas de Darboux (qa, pa)a=1...n, (1) expresa el campo hamiltoniano
de una función H.

Definición 5. Si (M2n,ω) es una variedad simpléctica, se dice que f1, . . . , fs 2
C1(M) están en involución si para todos a, b se tiene { fa, fb} = 0. Por (2), los
campos hamiltonianos Xa asociados a las fa satisfacen [Xa, X b] = 0 para todos
a, b. Luego, si las fa son independientes, estos campos son campos coordenados
localmente y por lo tanto, generan una foliación de M . En este caso debe tenerse
s  n.

Teorema 1.2.5 (Liouville-Arnold-Jost [2, 33]). Sea (M2n,ω) una variedad simpléc-
tica. Si tenemos f1, . . . , fn 2 C1(M) que están en involución y c es valor regular de
F : M ! Rn dada por x 7! ( f1(x), . . . , fn(x)), entonces se tiene lo siguiente.

1. Si T es una componente conexa y compacta de Mc := F�1(c), T es difeomorfa al
n-toro y existe una vecindad de T foliada por n-variedades conexas y compactas
donde F es constante (las hojas son n-toros). Cada hoja de esta foliación posee
una estructura afín canónica.

2. Si un abierto U ⇢ M está foliado por toros de nivel de F, entonces en una
vecindad W ⇢ U se tienen coordenadas de Darboux (φa, Ia)a=1...n, llamadas
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coordenadas de ángulo-acción, tales que {φa}a=1...n son coordenadas angula-
res en los toros, es decir, cada φa está definida módulo un múltiplo entero de
2π.

Demostración. Tomamos esta prueba de [48], §13.2.4. Se usa implícitamente que
n > 1; si n = 1, este argumento se simplifica un poco, ver también [3] §50-
B. Sean c0 valor regular de F , T ⇢ Mc0

una componente conexa y compacta y
U una vecindad abierta de T tal que T F |T U tenga rango máximo. Los campos
hamiltonianos Xa asociados a las funciones fa generan una foliación F de U
tal que T es una de las hojas. Como T es compacta, el flujo Φa

t de Xa|T está
definido para todo t 2 R, luego tenemos una aplicación K : Rn ! T dada por
K(t1, . . . , tn) = Φ1

t1
� . . . �Φn

tn
(p) con p 2 T fijo. K es un difeomorfismo local por

lo que es abierta y como el complemento de su imagen también es abierto (se
puede definir una aplicación parecida en otros puntos y los Φa

t conmutan), K debe
ser suprayectiva. De ahí que T ⇠= Rn/R con R una retícula (es decir, un subgrupo
discreto), por compacidad de T , la única posibilidad es que T ⇠=Qn

i S1i (ver [3],
§49 para los detalles).

Sea T una vecindad tubular de T con T compacta y T ⇢ [m
a=1Ua con

F |�1
Ua
(c0) = Ua \ T 6= ; para todo a y Ua abierto. Sea además B una bola en

T transversal a las hojas de F cercanas a T tal que p 2 B. Si tuviésemos una suce-
sión (pk)k2N convergente a p tal que la hoja que pasa por pk interseca @ T , como
@ T es compacta, tendríamos un punto de acumulación x de esas intersecciones y
como ĺımk!1 F(pk) = F(p) = c0 y también F(x) = c0, esto contradice la elección
del Ua tal que x 2 Ua. Por lo tanto, existe una vecindad W de T tal que las hojas
de F que pasan por W están del todo contenidas en ⌫T y, dado que son cerradas
en T , son compactas. La estructura afín está dada por los flujos Φa

t . Notemos que
cualquier colección {ψa( f1, . . . , fn)}a=1...n de funciones independientes define la
misma foliación pero la fórmula

{ψa � F,ψb � F}=X
c,d

@ (ψa,ψb)
@ ( fc , fd)

{ fc , fd}

(que se puede comprobar usando el lema de Hadamard) implica que las ψa también
están en involución, la regla de la cadena implica que el cambio de coordenadas
X1, . . . , Xn 7! Xψ1

, . . . , Xψn
es lineal: está dado por la matriz constante en cada hoja

(@ψa/@ fb)ab, por lo tanto la estrucura afín que determinan es la misma.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que las hojas de F son compactas,

por lo anterior se trata de toros T (c) parametrizados por los valores c 2 Rn de F
en ellos. Tomemos una bola B como arriba y llamemos V a la unión de las hojas
transversales a B. Definimos en V coordenadas (c1, . . . , cn, t1, . . . , tn) dadas por
ca(x) := fa(x) y ta en x tal que x = Φ1

t1
� . . . �Φn

tn
(q) con q la intersección de B
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con la hoja en que yace x (las ta están definidas módulo una retícula en Rn pero
eso no importará después). Tenemos entonces {ta, cb} = δ b

a y {ca, cb} = 0 para
todos a, b. En cada toro hacemos un cambio de coordenadas lineal t1, . . . , tn!
φ01, . . .φ0n de manera que la retícula en Rn que lo define sea la generada por
{2πea}a=1...n con ea básico canónico. Como B es contraíble, se tiene V ⇠= B ⇥ T ;
además ω|T = 0 y la sección s : T ! B ⇥ T s(x) = (p, x) induce isomorfismos
en la cohomología de de Rham (§4 de [14]), de ahí que debe tenerse [ω] = 0
en H2(V ;R) o sea ω = dα con α 2 Ω1(V ). Podemos tomar curvas lisas γi(c)
i = 1 . . . n que dependan diferenciablemente de las ca y sean base de H1(T (c);Z)
y así definir las coordenadas de acción

Ia(c) :=
1

2π

Z

γa(c)
α

como ω|T (c) = 0, la fórmula de Stokes implica que Ia sólo depende de la clase de
homología de γa. Como dω = 0 y ω|T (c) = 0 tenemos

ω =
X

k,l

akl(c)dck ^ dφ0l +
X

k,l

bkl(φ0, c)dck ^ dcl

y si α = ukdφ0k + vl dcl , entonces se tiene akl = @ ul/@ ck � @ vk/@φ0l por lo que

2πdI j(c) =

 Z

γ j(c)

@ ul

@ ck
dφ0l

!
dck =

 Z

γ j(c)

✓
akl +

@ vk

@φ0l

◆
dφ0l

!
dck = 2π

X

k

ak jdck

ya que podemos suponer que γ j(c) tiene φ0k constante si k 6= j. Como ω es no
degenerada, (akl)k,l es invertible en cada punto. Entonces el teorema de la función
inversa implica que podemos expresar las I j en términos de las ck (en una vecindad
W ⇢ V de T). De nuevo se tiene

ω =
X

k,l

a0kl(I)dIk ^ dφ0l +
X

k,l

b0kl(φ
0, I)dIk ^ dIl

y repitiendo el argumento previo tenemos que dIk =
P

l a0lkd Il pero como las
Ia son independientes, debe ser a0kl = δ l

k; luego, como dω = 0, b0kl depende
solamente de I . Visto que

0= dω = d

 X

k,l

b0kl(I)dIk ^ dIl

!
,

tenemos
P

k,l b0kl(I)dIk^dIl = d
ÄP

j g j(I)dI j

ä
por el lema de Poincaré. El cambio

de variables φ j =φ0j � g j(I1, . . . , In) satisface que ω = dIk ^ dφk. Por lo tanto, las
coordenadas (φa, Ia)a=1...n son las coordenadas de Darboux que buscábamos.
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Corolario 1.2.6. En el teorema anterior, como H := f1 sólo depende de las coorde-
nadas de acción Ia, las ecuaciones (1) para H son İa = 0 y φ̇a = @ H/@ Ia por lo que
respecto a ellas XH se ve como

(φ1, . . . ,φn, I1 . . . , In) 7! ωa(I1, . . . , In)
@

@φa

con ωa = @ H/@ Ia(I1, . . . , In) para a = 1 . . . n, constantes en cada toro llamadas
frecuencias. Por lo tanto, en cada toro el movimiento es casi periódico.

Definición 6. Un sistema hamiltoniano completamente integrable o integrable en el
sentido de Liouville es una variedad simpléctica M2n y n funciones fa en involución
que satisfacen

Vn
a=1 d fa 6= 0 en casi todo punto.

Hay otras versiones interesantes de la primera parte del Teorema anterior, una
de las más útiles es la siguiente, debida a É. Cartan y basada en el trabajo de S.
Lie. Este teorema permite reducir el orden de un sistema hamiltoniano.

Teorema 1.2.7 (Lie-Cartan [15]). Sea (M ,ω, H) un sistema hamiltoniano con
constantes de movimiento Fa a = 1 . . . k tales que p 2 Rk sea valor regular de
F = (F1, . . . , Fk), para todos i, j

{Fi , Fj}= ai j(F1, . . . , Fk),

y la matriz (ai j)i j tenga rango constante 2q en una vecindad U de 0 2 Rk, entonces
existen Φa(F) a = 1 . . . k tales que

{Φ j ,Φk+q}=
®
δk

j , si j, k  q;

0, si j > 2q o k > q.

Demostración. Notemos que las Fa se pueden usar como coordenadas locales en
una vecindad de x 2 Mp := F�1(p). Definimos un corchete de Poisson en U
poniendo { f , g}U(F(y)) := { f � F, g � F}, como

{ f , g}U = { f � F, g � F}=X
j,k

@ ( f , g)
@ (Fj , Fk)

{Fj , Fk},

{ f , g}U depende explícitamente de F solamente. Por un Teorema de Lie que
generaliza naturalmente el Teorema de Darboux (ver [57]), existe un cambio
de coordenadas F1, . . . , Fk 7!φ1, . . . ,φk tal que {, }U tiene la forma

{φj ,φk+q}U =
®
δk

j , si j, k  q;

0, si j > 2q o k > q;

por lo que definiendo Φa :=φa(F1, . . . , Fk) tenemos las constantes de movimiento
deseadas.
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Observación 3. En la prueba anterior, los campos XΦa
con a > 2q son tangentes a

Mp y anulan ω|Mp
. Poniendo x 2 Mp, V = hXΦa

ia=1...k y Tx Mp = Vω (el ortogonal
simpléctico), dado que (Vω)ω = V y V/V\Vω es naturalmente un espacio vectorial
simpléctico (ver 1.2.4), los campos XΦa

con a > 2q generan la foliación nula de
ω|Mp

. Por lo tanto, por 1.2.4, el espacio de hojas asociado, si es variedad, es una
variedad simpléctica.

Teorema 1.2.8 (Mishchenko-Fomenko [42]). Si (M ,ω, H) es un sistema hamilto-
niano que admite constantes de movimiento Fa, a = 1 . . . k tales que

{Fj , Fk}= Cl
jkFl

con Cl
jk constantes, estas funciones generan linealmente un álgebra de Lie g. Definimos

el rango de g como el máximo rango de (Cl
jkFl) jk que es un número par 2q. Si se

satisface
dim M = 2n= 2k� 2q,

entonces si p es valor regular de F = (F1, . . . , Fk): Mp := F�1(p) tiene una estructura
afín canónica, cada componente conexa y compacta de Mp es difeomorfa al k-toro y,
con respecto a esa estructura afín, XH es un campo constante.

Demostración. Sea p valor regular de F . Por el Teorema anterior, tenemos en
una vecindad V de Mp, Φa(F1, ..., Fk), a = 1 . . . k funciones independientes que
satisfacen las relaciones indicadas. Si consideramos, Np = {x 2 M : Φa(x) =
pa, 1  a  2q}, Np es subvariedad simpléctica (dim Np = 2n � 2q), y las k �
2q = (1/2)dim Np funciones Φa, a > 2q determinan un sistema completamente
integrable en Np, por lo que 1.2.5 implica la conclusión del teorema. Notemos
que dichas funciones sólo están definidas en una vecindad de Mp, en otras My se
obtienen posiblemente otras constantes de movimiento.

Podemos aplicar el teorema anterior al problema de Kepler: una partícula en
R3 � {0} sujeta a un potencial central V (x) = 1/|x |. Tenemos la conservación del
momento angular J : T ⇤R3! so3 y de la energía, es decir, un álgebra de Lie de
primeras integrales de dimensión cuatro y rango dos en T ⇤R3.

1.3. Mecánica en grupos de Lie

Como ilustración de un sistema hamiltoniano con simetría tenemos el flujo
geodésico de una métrica (pseudo)-riemanniana invariante izquierda (o derecha)
en un grupo de Lie. Este problema generaliza naturalmente el caso del movimiento
de un cuerpo rígido en torno a un punto fijo. Poincaré consideró este problema en
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[49] pero otros autores habían hecho antes generalizaciones parciales a los grupos
SOn, ver [21].

Definición 7. Sean G un grupo de Lie y A : g ! g

⇤ un isomorfismo lineal con
hAx , yi= hAy, xi. A se llama clásicamente tensor de inercia. Se tiene entonces un
producto escalar en g dado por (x , y) := hAx , yi que se extiende a una métri-
ca pseudoriemanniana invariante izquierda en G, entonces A se extiende a un
isomorfismo A : TG! T ⇤G. Nuestro lagrangiano será l(x) = (1/2)(x , x).

Consideremos las trivializaciones izquierda y derecha de T ⇤G: L,R : T ⇤G!
G ⇥ g

⇤ respectivamente. Definiendo Ad : G ⇥ g

⇤ ! G ⇥ g

⇤, como Ad(g, m) =
(g, Ad⇤g m), tenemos el diagrama conmutativo

G⇥ g⇤
π�Ad

""

T ⇤G

L
44

R
**

J
//

g

⇤

G⇥ g⇤
π

<<

donde J es la aplicación de momento dada por las traslaciones izquierdas y π es
la proyección canónica. J se interpreta clásicamente como el momento angular
con respecto al espacio, llamamos aM := π � L el momento angular con respecto
al cuerpo. Por otro lado, Ω tal que AΩ =M se llama la velocidad angular con
respecto al cuerpo.

Teorema 1.3.1 (Poincaré-Arnold). El momento angular t 7! M =M (t) corres-
ponde a una geodésica si y sólo si satisface la ecuación de Lie-Poisson8

Ṁ = ad⇤ΩM ; (4)

que es equivalente a la ecuación de Euler-Poincaré:

d
d t
@ l
@Ω = ad⇤Ω

@ l
@Ω . (5)

Demostración. Aplicando la transformación de Legendre inversa al hamiltoniano
H dado por el lagrangiano l, (4) se transforma en (5). Sea σ : (�ε,ε)⇥ [0, 1]!
G, (s, t) 7! σs(t) una variación propia de t 7! gt y denotemos δ := @ / @s|s=0,

8Ver [38] cap. 13 para comentarios históricos sobre esta terminología.
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S(s) =
R 1

0 l(σ̇)d t, Ω= Ω(s, t) = σ�1σ̇, Ξ= Ξ(s, t) = σ�1δσ. Entonces, aplicando
la trivialización izquierda L a S, tenemos

δS(s) =
Z 1

0

@ l
@Ω(Ω)δΩd t =

Z 1

0

Å
ad⇤Ω

@ l
@Ω(Ω)�

d
d t
@ l
@Ω

ã
Ξd t

ya que δΩ = Ξ̇+ [Ω,Ξ]. De ahí que δS = 0 para toda σ si y sólo si se cumple (5).
Notemos que (4) también es consecuencia directa de 1.2.3 aplicado a J

Observación 4. Notemos que la prueba tiene sentido para cualquier hamiltoniano
regular e invariante izquierdo en T ⇤G. Para hamiltonianos invariantes derechos
hay que cambiar el signo de (4).

Observación 5. La ecuación que determina el flujo geodésico es

ġt = gtΩt := T1 Lgt
Ωt

y se llama ecuación de reconstrucción.

Observación 6. Si g es semisimple o G es compacto, existe una forma bilineal
simétrica k en g que es Ad-invariante (k es la forma de Kiling en el primer caso).
Luego, (a, b) = k(a,I b) para algún isomorfismo lineal I : g! g, k-autoadjunto.
Tenemos para todo a 2 g lo siguiente: k(I Ω̇t , a) = hṀ , ai = hM , [Ωt , a]i =
k(IΩt , [Ωt , a]) = �k([Ωt ,IΩt], a), lo que implica

I Ω̇t = [IΩt ,Ωt] (6)

que es un caso especial de lo que se llama en general ecuación de Lax. Llamaremos
a (6) ecuación de Euler.

Definición 8. Una función f 2 C1(g⇤) se llama función de Casimir si es constante
en las órbitas coadjuntas.

Observación 7. (4) significa geométricamente que las órbitas coadjuntas de g

⇤
son invariantes bajo el flujo deM , de hecho el sistema inducido en cada órbita
es hamiltoniano con respecto a la forma de Kirillov, ver 1.2.3. Las funciones de
Casimir son entonces primeras integrales triviales de (4).

Poincaré en [49] formuló (5) de manera más general, incluyendo las ecuaciones
ordinarias de Euler-Lagrange, y observó que su ecuación es aplicable al caso de un
cuerpo rígido libre y al de un cuerpo rígido con una cavidad llena de líquido, ver
§2.3. Arnold en [1] observó que (4) tiene sentido para un grupo de difeomorfismos
que conserva volumen y la usó para estudiar la dinámica de un fluido ideal.
Actualmente, este formalismo se ha aplicado a casi todo problema que involucre
cuerpos rígidos, fluidos o plasmas, ver [5, 8, 26, 38].
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Capítulo 2

Sistemas integrables y

cuerpos rígidos

En este capítulo presentamos una breve descripción del método de la deforma-
ción isoespectral ejemplificado mediante la ecuación de Euler para so3 y el flujo
geodésico de un elipsoide. Después se presentan ecuaciones de Euler-Poincaré en
so4 que representan un cuerpo rígido con una cavidad elipsoidal llena de líquido.

2.1. La ecuación de Euler para el cuerpo rígido libre

Esta sección está basada esencialmente en [8], cap. 2. Ver [3] cap. 6 para
una explicación física del sistema (8) (expresa esencialmente la conservación del
momento angular). Estas ecuaciones se conocen como ecuaciones de Euler para el
cuerpo rígido libre9.

La acción adjunta de SO3 en so3 es isomorfa a la acción natural de SO3 en
R3 y de hecho ese isomorfismo es una isometría respecto a la forma de Killing
(X , Y ) 7! k(X , Y ) := �(1/2)Tr(adX �adY ) y el producto escalar canónico de R3.
En efecto, consideremos la base de so3

e1 =

2
4

0 0 0
0 0 �1
0 1 0

3
5 e2 =

2
4

0 0 1
0 0 0
�1 0 0

3
5 e3 =

2
4

0 �1 0
1 0 0
0 0 0

3
5 , (7)

9La referencia original es [20] pero al parecer Lagrange obtuvo estas ecuaciones de manera
independiente, así como las ecuaciones para un cuerpo rígido en un campo gravitatorio.
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el isomorfismo del que hablamos φ está dado por x iei 7! (x1, x2, x3) y se tiene
φ(X ) ·φ(Y ) = k(X , Y ) para todos X , Y 2 so3. Por lo tanto, la ecuación de Euler
para so3 I Ω̇= [IΩ,Ω] se puede escribir como

Ω̇1 =
I2 � I3

I1
Ω2Ω3

Ω̇2 =
I3 � I1

I2
Ω3Ω1 (8)

Ω̇3 =
I1 � I2

I3
Ω1Ω2

con los Ia los valores propios de I que supondremos distintos, pues de otra manera,
el sistema se trivializa. Los Ia son los momentos de inercia del cuerpo.

Para argumentar la integrabilidad conviene pasar a la descripción hamiltoniana.
Esto equivale a aplicar el cambio de coordenadas x = I1Ω1, y = I2Ω2, z = I3Ω3. En
esta descripción, las órbitas coadjuntas son las esferas M(x , y, z) = x2+ y2+z2 = c
y el hamiltoniano es la energía cinética

H(x , y, z) =
x2

I1
+

y2

I2
+

z2

I3
.

Como las esferas tienen dimensión dos, H induce un sistema completamente
integrable en cada esfera de radio positivo, en efecto toda superficie orientable
admite una forma simpléctica (que es simplemente una forma de área) y respecto
a ella todo sistema hamiltoniano cuyo conjunto de puntos críticos tiene medida
cero es completamente integrable pues él mismo es una constante de movimiento
del sistema. Las curvas integrales de XH están dadas por las curvas de nivel de
F = (H, M) : R3! R2, ver figura 3.

(8) no sólo da lugar a un sistema completamente integrable sino que también
su flujo es linealizable canónicamente, para ello complejificaremos so3. En la
siguiente sección usaremos que, de hecho, sl2(C)⇠= so3 ⌦C. Esto se puede probar
considerando la base de sl2(C)

E1 =
1
2


0 �1
1 0

�
E2 =

i
2


1 0
0 �1

�
E3 =

i
2


0 1
1 0

�
(9)

que satisface [Ea, Eb] = εabc Ec con ε un símbolo de Levi-Civita.
Si A 6= B/la con a = 1,2,3, entonces C := F�1(A, B) (extendiendo F a C3) es

una curva elíptica con dos agujeros. En efecto, C está dada por el siguiente sistema
de ecuaciones, poniendo qa = 1/Ia y qab = qa � qb:

x2 + y2 + z2 = 2B,

q13 x2 + q23 y2 = 2(A� q3B);
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Figura 3: Dinámica de la velocidad angular del cuerpo rígido libre

pero la segunda ecuación define una cónica no singular y por lo tanto es isomorfa
al plano complejo. La primera ecuación define C como una cubierta doble del
plano con cuatro puntos de ramificación por lo que la fórmula de Riemann-Hurwitz
implica que (la completación de) C tiene género uno y por tanto es una curva
elíptica.

Las soluciones de (8) se pueden obtener considerando la 1-forma holomorfa
sobre C

ω :=
d x

q32 yz
=

d y
q13zx

=
dz

q21 x y

ω es la constante 1 a lo largo de una solución. La completación de C que denotamos
S es isomorfa a su variedad jacobiana J(S) obtenida como H0(S;Ω1

S)
⇤/H1(S;Z).

Como H0(S;Ω1
S)
⇤ ⇠= C y H0(S;Ω1

S) es el espacio de 1-formas holomorfas sobre S,
se puede dar un isomorfismo S ⇠= J(S) poniendo, si p 2 S,

p 7! A (p) :=
Z

γ
ω

con γ una trayectoria de un punto fijo p0 en S a p. La fórmula de Stokes implica
que si tomamos dos caminos homotópicos γ ' γ 0 (relativamente a sus extremos),
entonces

R
γ ω =

R
γ 0 ω; peroA está definida módulo las integrales sobre un par

de lazos basados en p0 que sean base de π1(S, p0)⇠= Z2 ⇠= H1(S;Z). El subgrupo
aditivo que generan en C esas integrales se llama retícula de períodos. Entonces
A : S! C/Λ con Λ la retícula de períodos de S (A se llama aplicación de Abel-
Jacobi). Pero A manda la solución de (8) por p0 a una recta horizontal en C y
cambiando de p0 tenemos que las curvas integrales que buscábamos son rectas
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(parametrizadas linealmente) respecto a la estructura afín canónica de J(S)⇠= S.
Es decir, respecto a coordenadas afines naturales de C , el flujo del sistema no lineal
(8) se trivializa: sus curvas integrales son tangentes a un campo constante en el
plano (en C/Λ para ser precisos).

Hemos visto entonces que el sistema (8) presenta los atributos A, B, C men-
cionados en la Introducción como indicadores de integrabilidad. En la siguiente
sección mostraremos la linealizabilidad de (8) de otra manera.

Integrabilidad del flujo geodésico global. Si consideramos el flujo geodésico,
dado por la ecuación ġt = gtΩt , tenemos, como en el problema de Kepler, un
álgebra de Lie de constantes de movimiento de dimensión cuatro y rango dos,
dada por el momento J y la energía H. Como la dimensión de T ⇤SO3 es seis y
(J, H) : T ⇤SO3 ! R4 tiene rango máximo en casi todo punto, 1.2.8 nos permite
concluir que las geodésicas viven en toros bidimensionales.

2.2. Sistemas integrables y ecuaciones de Lax

Esta sección está basada sobre todo en [8, 31], ver las notas bibliográficas en
[52], pág. 146 para rastrear el origen de estas ideas.

Hemos visto que para un grupo de Lie semisimple G, la ecuación de Lie-Poisson
se puede escribir como ecuación de Lax I Ω̇= [IΩ,Ω]. Por un Teorema de Ado
([28], pág. 189), toda álgebra de Lie real de dimensión finita g se encaja en
glm(R) glm(C) =Matm(C) para algún m, entonces consideraremos ecuaciones
de Lax en g ⇢Matm(C).
Observación 8. Consideremos en general una familia de polinomios de matrices,
{Az(t) =

P
j A j(t)z j}t2R con Aj : R ! g ⇢ Matm(C) que satisface Ȧz = [Az , Bz]

con Bz(t) dependiente de Az(t). Si para cada z 2 C, Pz es la solución fundamental
del problema de Cauchy

Ṗz = �Bz(t)Pz , Pz(0) = IN

entonces Az Pz también es solución de la ecuación lineal anterior, pero su condición
inicial es Az(0) y la única solución del problema de Cauchy correspondiente es
PzAz(0) luego P�1

z Az Pz = Az(0), por lo que el polinomio característico de Az
f (z, w) = det(Az �wIm) no depende de t. Entonces el espectro de Az es constante,
por lo tanto al buscar soluciones de una ecuación de Lax, se buscan matrices con
el mismo polinomio característico (y entonces mismo espectro), de ahí el nombre
de método de la deformación isoespectral. z (ó λ) se llama parámetro espectral.

18



Definición 9. Sea Az 2 g[z]. El conjunto de ceros C := V ( f ) de f (z, w) = det(Az�
wIm) es una curva algebraica. Si f es irreducible, al agregar una cantidad finita de
puntos a C (es decir, al normalizar C , ver [24], cap. 2), obtenemos una superficie
de Riemann compacta y conexa S que denotamos también C , llamada la curva
espectral de Az, y una cubierta ramificada z : S ! P1 := CP1 de grado m que
extiende la restricción a C de la proyección C⇥C! C, (z, w) 7! z.

Se tienen los siguientes hechos sobre superficies de Riemann (ver [24, 27, 41]
o [31] para una descripción breve de las ideas principales).

Teorema 2.2.1. Sea S superficie de Riemann compacta y conexa. OS y O ⇤S denotan
la gavilla de funciones holomorfas en S y la gavilla de funciones holomorfas en S que
no se anulan respectivamente. La sucesión exacta de gavillas sobre S

0 // Z � � 2πi·
// OS

exp
// O ⇤S // 1

induce una sucesión exacta larga en cohomología que da lugar a la sucesión exacta

0 // J(S) �
�

// H1(S;O ⇤S ) grado
// H2(S;Z) // 0

con H1(S;O )
H1(S;Z) = J(S) la variedad jacobiana de S que es homeomorfa al toro complejo

Cg/Z2g con g el género de S. H1(S;O ⇤S ) se llama grupo de Picard y está en biyección
natural con las clases de isomorfismo de haces de líneas holomorfos sobre S. Como
H2(S;Z)⇠= Z, a cada entero d corresponde un toro Picd(S)⇠= J(S) de haces de líneas
no isomorfos de grado d.

Proposición 2.2.2. Si p : S̃ ! S es una aplicación holomorfa entre superficies de
Riemann compactas y conexas y L es un haz de líneas holomorfo sobre S̃, entonces
tenemos lo siguiente.

1. H0(S; p⇤O (L))⇠= H0(S̃;O (L)).
2. p⇤O (L)⇠= O (E) con E un haz vectorial holomorfo sobre S de rango grado(p)

(el grado de p).

O (E) y O (L) denotan las gavillas de secciones correspondientes.

Proposición 2.2.3. Si se tienen las hipótesis de la proposición anterior y L y E son
los haces descritos (se prueba que E es único), entonces tenemos que

grado(E) = grado(L) + (1� g̃)� grado(p)(1� g)

con g̃, g los géneros de S̃, S, respectivamente.
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Definición 10. Sea S = V ( f ) superficie de Riemann compacta de género g con f
irreducible dado por f (z, w) = det(A� wIm), A2 g[z].

PS = {Az 2 g[z] : det(Az � wIm) = f }
es la familia isoespectral asociada a S.

Proposición 2.2.4. Sea Az 2 PS y S como en la definición anterior, entonces existe
un único haz de líneas holomorfo L sobre S de grado m� 1+ g tal que es subhaz de
S ⇥Cm y si (z, w) 2 V ( f ) y w es valor propio simple de Az, la fibra de L sobre (z, w)
es el espacio propio de Az correspondiente a w.

Demostración. Consideremos la subvariedad algebraica V de C2⇥CPm�1 definida
como

V = {(z, w, [u]) : Azu= wu}
y la subvariedad V0 ⇢ V dada por

V0 = {(z, w, [u]) 2 V : w es valor propio simple de Az}.
Por hipótesis, los puntos de C := V ( f ) donde la proyección (z, w) 7! z se ramifica
(es decir, los puntos (z, w) con w valor propio múltiple de Az) son finitos, luego
son aislados. Sea p 2 C uno de esos puntos, como C se supone lisa, tenemos una
coordenada compleja ζ definida cerca de p que satisface

ζ 7! F(ζ ) := (ψ(ζ ), [Z1(ζ ) : . . . : Zm(ζ )]) 2 V0

con las Za funciones meromorfas con un polo en ζ = 0 y ψ holomorfa. Luego se
puede extender holomórficamente F a 0, definiendo

ζ 7! Φ(ζ ) := (ψ(ζ ), [ζ kZ1(ζ ) : . . . : ζ kZm(ζ )]) 2 V

con k el máximo de los órdenes del polo 0 respecto a las Za
10. De esta manera

para todo punto en C se tiene una sección local holomorfa Φ de la proyección
C ⇥CPm�1 ! C que genera los espacios propios correspondientes a Az. En los
puntos de S � C el mismo procedimiento nos arroja secciones holomorfas de la
poyección S⇥CPm�1! S compatibles con las anteriores; esta familia de secciones
define el haz deseado L.

El haz E sobre P1 asociado a la cubierta ramificada z : S! P1 y a L dado por
la Proposición 2.2.2 es el haz trivial ya que éste satisface la propiedad del inciso 2.
La Proposición 2.2.3 implica entonces que el grado de L es m� 1+ g.

Definición 11. El resultado anterior permite definir una aplicación φS : PS !
Picd(S) con d = m� 1+ g, llamada aplicación de vectores propios.

10Las Za podrían tener en cambio un cero común en 0, en ese caso bastaría multiplicar por 1/ζ k

con k el mínimo orden de 0 respecto a las Za.
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Matrices R y linealizabilidad. En ciertos casos la aplicación de vectores propios
linealiza el flujo de una ecuación de Lax. La prueba del siguiente teorema constará
de varias pasos que involucran las llamadas matrices u operadores R. Sea S la
curva espectral de A 2 g[z], f su polinomio característico asociado y z : S ! P1

es la cubierta ramificada asociada, denotamos U+ = z�1(C) y U� = z�1(P1 � {0}),
pensando P1 como C[ {1 }. Entonces U+ \ U� = V ( f )� {0}⇥C.

Teorema 2.2.5 (Reyman [51]). Sean B = B(z, w) 2 C[z, z�1, w] y A 2 g[z] con
curva espectral S lisa. La aplicación de vectores propios φS linealiza el flujo del campo
en PS ⇢ g[z] dado por definir para cada Az 2 PS:

Az 7! [Az , B(z, Az)+],

con B(z,Az)+ la parte polinomial en z de B(z,Az) incluyendo la constante. La dirección
del flujo está dada por B(z, w) pensado como 1-cociclo definido en U+ \ U� con clase
de cohomología en H1(S;OS)⇠= T0J(S) (visto como espacio tangente).

Definición 12. Sea g un álgebra de Lie, g⇤ es naturalmente una variedad de
Poisson con el corchete de Lie-Poisson:

{ f , g}(x) = hx , [d f , d g]i
con d f , d g 2 g⇤⇤ ⇠= g. En el caso de dimensión finita, el corchete de Lie-Poisson se
restringe a la forma de Kirillov en las órbitas coadjuntas. Dada f 2 C1(g⇤), su
campo hamiltoniano X f está dado esencialmente por (4):

X f (x) = ad⇤d f (x) x .

Proposición 2.2.6. Sea R : g! g una aplicación lineal tal que

[x , y]R := [Rx , y] + [x , Ry] (10)

sea un corchete de Lie (es decir, tal que satisfaga la identidad de Jacobi) y sea
φ 2 C1(g⇤) una función de Casimir para [, ]. Se tiene que el campo hamiltoniano
X R

φ dado por {, }R (el corchete de Lie-Poisson inducido por [, ]R) está dado por

X R
φ(x) = ad⇤Rdφ(x) x;

y, si ψ es otra función de Casimir para [, ], se tiene {φ,ψ}R = 0.

Proposición 2.2.7. Sea g un álgebra de Lie tal que g = a� b como espacio vectorial.
Se tiene que R : g! g dada por R(x) = (1/2)(x+ � x�) con x = x+ + x� 2 a� b
define un corchete de Lie mediante (10) y si φ es función de Casimir para [, ] se tiene

X R
φ = ⌥ad⇤dφ⌥ .

Denotamos g0 a g con el corchete [, ]R.

21



Las pruebas de las proposiciones anteriores son inmediatas.

Proposición 2.2.8. Sea g= a� b como en la proposición anterior, G grupo de Lie
con álgebra de Lie g y A, B subgrupos de G con álgebras de Lie a y b respectivamente.
Sea φ función de Casimir en g

⇤ y supongamos que exp(tdφ(ξ )) = a(t)�1 b(t). Se
tiene entonces que las soluciones de

ξ̇ = ad⇤dφ�(ξ ) ξ

están dadas por ξ (t) = Ad⇤b(t) ξ0, ξ0 constante.

Demostración. Sean σ : G0 := A⇥ B ! G, σ0 : g0 ! g dadas por σ(a, b) = ab�1,
σ0(x , y) = x � y . Respecto a trivializaciones izquierdas T(a,b)σ = Adb �σ0, por lo
que es invertible en cada fibra. Definimos σ⇤ : T ⇤G0! T ⇤G dada por σ⇤(g, p) =
(σ(g), (Tgσ⇤)�1(p)). σ⇤ conserva las estructuras simplécticas canónicas, entonces,
poniendo φ0 =φ�σ⇤, σ⇤ manda el flujo del campo hamiltoniano X 0

φ0 (con respecto
a g0) en el flujo de Xφ. Este último flujo está dado por t 7! xt = (g0 exp(tdφ(ξ ),ξ )
pues basta cosndiderar las ecuaciones (1) para φ. Por 2.2.7 tenemos el resultado
si se toma (σ⇤)�1(xt) con g0 = e.

Observación 9. Nos interesa aplicar estos resultados a g̃ := g[z, 1/z] = g[z]�g[1/z]
(poniendo las constantes en el primer sumando). Supondremos que lo dicho
anteriormente vale también para este caso de dimensión infinita, ver [52] para
una justificación de esto. Resulta que si en g se tiene una forma bilineal simétrica
Ad-invariante, ésta se puede extender a g̃ de manera que la ecuación

Ȧz = [Az , B(z,Az)+] (11)

sea una ecuación de tipo (6). Es decir, (11) es también esencialmente una ecuación
hamiltoniana con respecto a la estructura de g̃0 descrita en 2.2.7 con a := g[z],
b := g[1/z], ver [8], Apéndice 2 para los detalles de esto.

Demostración de 2.2.5. Supongamos que exp(tB(z,A)) se exprese como a(t)�1 b(t)
con a(t), b(t) curvas lisas en los grupos de Lie generados por g[z], g[1/z] respec-
tivamente. Este problema de factorización se conoce como problema de Riemann-
Hilbert, ver [52] para una discusión del problema en este contexto.

Sea E0 el haz correspondiente bajo φS a la condición inicial A y consideremos
Ft el haz sobre S definido por la función de transición (z, w) 7! exp(tB(z, w)) en
U+ \ U� (los haces son triviales sobre U+ y U�). Por 2.2.8, las soluciones de (11)
están dadas por

Az(t) = a(t)Aa(t)�1 = b(t)Ab(t)�1
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intercambiando los papeles de a y b para tener la primera igualdad. Esto significa
que sobre U+ \U� a y b determinan un isomorfismo Et

⇠= E0. Sea (z, w) 7! ν(z, w)
una sección de E0 definida en U+ \ U�. Tenemos Aν(z, w) = wν(z, w), luego:

B(z,A)ν(z, w) = B(z, w)ν(z, w),
exp(tB(z, A))ν(z, w) = exp(tB(z, w))ν(z, w),

b(t)ν(z, w) = exp(tB(z, w))a(t)ν(z, w).

Esto implica que Et
⇠= E0 ⌦ Ft como queríamos.

Observación 10. Como todo 1-cociclo, B está definido módulo 0-cofronteras11, que
son entre otras las funciones holomorfas en U+ ó en U�. Es claro sin embargo que
a B puede añadirse un polinomio en w y se obtiene la misma ecuación (11).

La ecuación de Euler y las ecuaciones de Nahm. Las ecuaciones (8) se pue-
den ver como casos sencillos de las ecuaciones de Nahm, relacionadas con las
ecuaciones de Yang-Mills auto-duales. Se buscan matrices Ti(z) que dependan
meromorfamente de z y satisfagan

@ T1

@ z
= [T2, T3]

@ T2

@ z
= [T3, T1]

@ T3

@ z
= [T1, T2]

las cuales son equivalentes a una ecuación de Lax, poniendo Aλ = T1 + iT2 �
2iT3λ + (T1 � iT2)λ2 y Bλ = �iT3 + (T1 � iT2)λ se tiene

@ Aλ
@ z
= [Aλ , Bλ].

Un argumento parecido a la prueba del Teorema 2.2.5 muestra que la aplicación de
vectores propios linealiza el flujo de la ecuación anterior en la variedad jacobiana
de su curva espectral y la dirección del flujo está dada por el polinomio µ/λ. Ver
[30] pág. 43. El caso que nos interesa se obtiene poniendo Ta = laua(z)Ea con
a = 1, 2, 3, {Ea} la base (9) y suponiendo z real. Esta ecuación de Lax se debe a N.
J. Hitchin [29].

11Además, siendo precisos, estaríamos considerando [B] 2 Ȟ1({U+, U�};O ⇤S ) y H1(S;O ⇤S ) es el
colímite de esas cohomologías sobre las cubiertas indicadas por N digamos. Toda cubierta tiene un
refinamiento «bueno» (en el sentido de [14]) por lo que podemos usar una de ellas para calcular la
cohomología, pero {U+, U�} nunca es buena.
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Podemos calcular el género de la curva espectral de la ecuación de Lax anterior
en el caso del cuerpo rígido. El polinomio p(λ,µ) = det(Aλ � µI2) es de la forma

µ2 + aµλ + bλ4 + cλ2 + d

entonces define, al agregársele un punto al infinito, una cubierta doble ramificada
de P1, con tantos puntos de ramificación como ceros tiene el discriminante de p
que es de grado cuatro y genérico, por lo que tiene cuatro raíces distintas, entonces
la fórmula de Riemann-Hurwitz nos dice que la curva espectral S de Aλ es una
curva elíptica. Además, la aplicación de vectores propios linealiza el flujo de la
ecuación en Pic2(S)⇠= J(S)⇠= S.

El flujo geodésico de un elipsoide asimétrico. El segundo ejemplo que presen-
tamos aquí es el flujo geodésico de un elipsoide asimétrico en Rn+1 cuya completa
integrabilidad fue observada en primer lugar por Jacobi (para n = 2). Nos basamos
en [7] y en [3], Apéndice 15. Consideremos el elipsoide en Rn+1 de ecuación

n+1X

j=1

x2
j

a j
= 1

con x j las coordenadas canónicas y 0 < a1 < · · · < an+1. Las cuádricas Cz de
ecuación

fz(x) =
n+1X

j=1

x2
j

a j � z
= 1

se llaman confocales al elipsoide de arriba, ver figura 4 (notemos que forman
una red ortogonal, y entonces, un sistema de coordenadas en casi todo Rn). No
probaremos directamente la integrabilidad del flujo geodésico del elipsoide sino
estudiaremos otro sistema hamiltoniano más manejable cuyo flujo está íntimamen-
te relacionado con aquél. A saber, se trata del sistema hamiltoniano cuyas curvas
integrales son las curvas cuyos puntos son líneas rectas tangentes a una misma
geodésica del elipsoide, para dar sentido a esto requeriremos varias observaciones.

Definición 13. Sea N una hipersuperficie de una variedad simpléctica (M ,ω).
Notemos que E, el haz de vectores tangentes a N tales que son ω-ortogonales
a todo otro vector tangente a N , es un subhaz de T N de rango 1, por lo que,
visto como distribución, es integrable. Las curvas integrales de E se llaman curvas
características de N . Si el espacio Q de curvas características es una variedad,
entonces éste admite una única forma simpléctica ω0 tal que p⇤ω0 = ω con p :
M êQ la proyección canónica, ver 1.2.4.
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Figura 4: Cuádricas confocales

Observación 11. Ln la variedad de líneas afines y orientadas en Rn+1 es difeomorfa
a T ⇤Sn = {(p,u) 2 Rn+1 ⇥Rn+1 : |p| = 1, p · u = 0}12 y ese difeomorfismo es de
hecho un simplectomorfismo con respecto a la forma simpléctica natural de T ⇤Sn
y a la forma simpléctica inducida en Ln como espacio de curvas características.
Resulta que Ln es la variedad simpléctica que nos sirve para probar la integrabilidad
del sistema hamiltoniano asociado al flujo geodésico del elipsoide.

Observación 12. Sea S hipersuperficie en Rn+1, identificando TS ⇠= T ⇤S mediante
la métrica riemanniana inducida g, las geodésicas de g son las características
de las hipersuperficies de nivel del hamiltoniano que es H : T ⇤S ! R dado por
(x , v) 7! g(v, v)/2.

Observación 13. Sea S = F�1(0) con 0 valor regular de F función en Rn+1. Las
características de la hipersuperficie Z = S ⇥Rn+1 en T ⇤Rn+1 son rectas con coor-
denadas en S constantes y cuya proyección en Rn+1 tiene dirección dada por el
gradiente de F . El espacio de características de Z es TS ⇠= T ⇤S ya que cada recta
de ese tipo está determinada por su posición q en S y, considerando su componente
en Rn+1, por su punto más próximo al origen que, siendo ortogonal al gradiente
de F en q, está en TqS.

Observación 14. Sea S = F�1(0) con 0 valor regular de F función en Rn+1. Con-
sideremos X := T ⇤Rn+1, Y := Rn+1 ⇥ Sn, Z := S ⇥ Rn+1, se tiene Y Ù Z , con
W := Y \ Z = S ⇥ Sn. Y y Z están foliados por sus curvas características y los
espacios de hojas son variedades, entonces estos son variedades simplécticas y los
llamamos B y C respectivamente. Definimos Σ como el conjunto de puntos críticos

12Cada línea está únicamente determinada por su dirección unitaria y su punto más próximo al
origen.
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de la composición W ,! Z ê C , entonces tenemos el diagrama conmutativo

ZOo

��

// // C

X W
0 P

``

nN

~~

? _oo

>>

  

Σ? _oo

ρ
~~

τ
``

YO/

__

// // B.

De hecho, B ⇠= Ln pues por definición es el espacio de curvas características de Y ,
o sea, el espacio de geodésicas de Rn+1 con velocidad unitaria. Por la observación
anterior, tenemos C ⇠= TS ⇠= T ⇤S. Además Σ es el conjunto de los vectores unitarios
tangentes a S y τ es la inclusión de dichos vectores en TS. ρ está dada por mandar
cada vector tangente a la recta afín que lo contiene y, por construcción, conserva
las estructuras simplécticas, su imagen consta de las rectas afines orientadas
tangentes a S. Si S es el elipsoide C0, ρ es un encaje y por lo tanto manda las
curvas características de Σ en C (que son geodésicas parametrizadas por longitud
de arco) en curvas características de su imagen, son éstas las soluciones que
encontraremos: curvas que constan de líneas tangentes a geodésicas de C0.

Una línea (p,u) 2 Ln es tangente a Cz si y sólo si el polinomio fz(u+ t p)� 1
tiene una raíz doble y esto pasa si y sólo si su discriminante es 0:

ψz(p, u) =

 
n+1X

j=0

pjuj

aj � z

!2

� fz(p)( fz(u)� 1) = 0.

ψ�1
0 (0) ⇢ Ln es entonces el conjunto de líneas tangentes a C0, consideraremos

h := ψ0/2 como nuestro hamiltoniano, notemos que está definido en todo X .
Definimos Γ la matriz de entradas

Γi j =
piuj � pjui

aiaj

luego, las ecuaciones hamiltonianas de h: ṗ j = @ h/@ uj , u̇ j = �@ h/@ pj se expresan
como

ṗ = Γp
u̇= Γu� βp

con β la matriz diagonal de entradas 1/aj , j = 1 . . . n+ 1. Si x , y 2 Rn+1, conside-
remos x ⌦ y la matriz de entradas xa yb (en el renglón a, columna b), denotamos
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p ^ u := p⌦ u� u⌦ p, entonces tenemos

d(p⌦ p)
d t

= [Γ, p⌦ p]

d(p ^ u)
d t

= [Γ, p ^ u] + [β, p⌦ p]

por lo que las ecuaciones hamiltonianas de h implican la siguiente ecuación de
Lax, donde λ es el parámetro espectral:

d(

Aλz }| {
�λ2α+ λp ^ u+ p⌦ p)

d t
= [Aλ ,

Bλz }| {�Γ � λβ]

con α = β�1, pero tenemos que Bλ es la parte polinomial de λ3A�1
λ ya que

λ3A�1
λ = λ(�α(I � λ�1βp ^ u� λ�2p⌦ p))�1 =

= �(I + λ�1βp ^ u)βλ + Cλ

con Cλ un polinomio en 1/λ. Por lo tanto, por el Teorema 2.2.5, el polinomio de
Laurent �λ3µ�1 representa la dirección del flujo en la variedad jacobiana de la
curva espectral S de Aλ . S es la completación de la curva dada por det(Aλ�µI) = 0
que, poniendo µ= �λ2z (ver [44] para los cálculos), da lugar a

λ2n(λ2 �ψz(p,u))
n+1Y

i=1

(ai � z) = 0

por lo que se puede tomar como S a la curva hiperelíptica dada por λ2 = ψz(p,u)
(notemos que S se obtiene entonces como cubierta ramificada de P1 con puntos
de ramificación los ceros de ψz(p,u) que representan a su vez ciertas cuádricas
confocales al elipsoide). Expresando ψz(p, u) en términos de sus residuos en los
ai tenemos

ψz(p, u) =
n+1X

i=1

Fi(p,u)
ai � z

por construcción las Fi son constantes de movimiento del sistema pero además
están en involución (ver [44]) y, tomando solamente n de ellas, son independientes
en un abierto denso de Ln

⇠= T ⇤Sn por lo que h da lugar también a un sistema
integrable en el sentido de Liouville. Este estudio del flujo geodésico de un elipsoide
se debe esencialmente a J. Moser [44].
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2.3. Un cuerpo rígido con una cavidad elipsoidal llena
de líquido y la ecuación de Euler-Poincaré para so4

V. A. Steklov (o W. Stekloff en las referencias) estudió el movimiento de un
cuerpo rígido con una cavidad elipsoidal llena de un fluido ideal cuyas líneas de
vórtice son rectas en [54, 55]. Poincaré menciona en [49] que ya había considerado
este problema y en [50] muestra cómo aplicar su ecuación de Euler-Poincaré (5) al
problema considerado. Presentaremos las secciones 2-4, 6, 7 de [50].

Poincaré y Steklov estudiaron este problema como un modelo posible de la
Tierra. Supongamos que la Tierra consta de una corteza sólida que delimita una
cavidad elipsoidal C y que los ejes de inercia de la tierra con respecto al centro del
elipsoide coincidan con los ejes de inercia de éste con respecto a su centro13, ver
figura 2. Supongamos que el elipsoide E está descrito por (x/p)2+(y/q)2+(z/r)2 =
1. Supongamos que el campo V de velocidades del líquido que llena C satisfaga
que sus componentes sean funciones lineales de las coordenadas del punto respecto
a los ejes de inercia de la cavidad, Poincaré llama a esta situación movimiento
simple. Se puede ver que, si el líquido es incompresible y de densidad constante,
el movimiento simple se conserva en el tiempo14. Por lo anterior, si consideramos
el movimiento relativo del líquido respecto a la corteza, el campo V (x , y, z, t) que
indica la velocidad de cada partícula del líquido se puede suponer de la forma

V (x , y, z, t) = D(ω2(t)⇥ Y )

con X = (x , y, z), D la matriz diagonal con entradas p, q, r, Y := D�1X y ω2
la velocidad angular del líquido con respecto a la corteza. Notemos que V es
tangente a E y div(V ) = 0. Si el cuerpo rígido permanece inmóvil (en movimiento
inercial), poniendo Ω(t) = rot(V ), se puede determinar ω2 mediante la ecuación
de vorticidad (ver [22], §40-5)

Ω̇(t) = [Ω(t), V ]. (12)

En efecto, esta ecuación se reduce a una ecuación (8) (con signos opuestos) con
momentos de inercia q2+ r2, p2+ r2, p2+q2. Esto nos dice que el líquido al interior
de C se comporta esencialmente como un cuerpo rígido, por lo que su espacio
de configuraciones es SO3. Luego, una configuración del sistema está descrita por

13Steklov en [54] no supone esto y obtiene ecuaciones de movimiento más generales, (109) y
(110) en pág. 307, que son también de tipo Euler-Poincaré.

14El flujo de Ω = rot(V ) a través de un disco no cambia en el tiempo (Teorema de Kelvin) y esto
implica que, bajo el flujo del fluido, las superficies tangentes al campo Ω mantienen esa propiedad.
Usando además el Teorema de Helmholtz (consecuencia también del Teorema anterior), se tiene
que Ω en cada momento es un campo paralelo. Ver [37] §1.2 para los detalles.

28



una rotación de la Tierra respecto a un observador inercial externo seguida de una
rotación del líquido interno respecto a la corteza terrestre, es decir, el espacio de
configuraciones del sistema es SO3 ⇥ SO3 cuya álgebra de Lie es so3 ⇥ so3

⇠= so4.
El campo v de velocidades del líquido percibido por un observador que se mueve
inercialmente junto con el centro de E es de la forma

v(x , y, z, t) = ω1(t)⇥ X + V (x , y, z, t)

ya que hay que considerar además de V la rotación de la corteza. Luego la densidad
de energía cinética del líquido está dada por

ρv · v
2
=

ρ
2

⇥
ω1 · (X ⇥ (ω1 ⇥ X )) + 2ω1 · (X ⇥ D(ω2 ⇥ Y )) +ω2 · (Y ⇥ D2(ω2 ⇥ Y ))

⇤

con ρ la densidad constante del líquido. Sean ω1 = (x1, x2, x3), ω2 = (y1, y2, y3)
coordenadas en so3 respecto a la base (7). Integrando la expresión anterior sobre X
enC obtenemos la energía cinética del líquido contenido enC . La energía cinética
total T : so3⇥so3! R se obtiene integrando además (1/2)ω1 ·(X ⇥(ω1⇥X ) sobre
el cuerpo menos C . Por lo tanto tenemos

T (ω1,ω2) =
1
2

�
Ax2

1 + Bx2
2 + C x2

3

�
+

8
15

πpqrρ [qr x1 y1 + pr x2 y2 + pqx3 y3]+

+
2
15

πpqrρ
⇥
(q2 + r2)y2

1 + (p
2 + r2)y2

2 + (p
2 + q2)y2

3

⇤
.

Ahora, en [1] se muestra que (12) es (esencialmente) ecuación de Euler-Poincaré
respecto a la métrica invariante derecha en DifVol(C ), el grupo de difeomorfismos
que conserva volumen en C , dada por

(u, v) 7!
Z

C
(u · v)d x ^ d y ^ dz

con u, v campos en C tangentes a E que satisfacen div(u) = div(v) = 0, notemos
que el álgebra de Lie de DifVol(C ) se identifica con el espacio vectorial formado
por los campos de esta forma. Que la métrica sea invariante derecha significa que
el Teorema 1.3.1 se debe reformular cambiando el signo de los segundos miembros
en (4) y en (5). Por otro lado, la métrica en SO3 dada por un cuerpo rígido es
invariante izquierda, luego en SO3⇥SO3 consideraremos el producto en el segundo
factor como el dual del usual, es decir, para todos A, B 2 SO3 definimos A?B := BA
de manera que T se extienda a una métrica invariante izquierda en SO3 ⇥ SO3.
Notemos que la representación adjunta «ad» inducida por ? es el negativo de
la usual. Por lo tanto (por el cambio de signo mencionado), las ecuaciones de
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movimiento en so3 ⇥ so3 son las ecuaciones de Euler-Poincaré, para a = 1, 2,3:

d
d t
@ T
@ xa

=
3X

d=1

ε b
da xd

@ T
@ xb

;
d
d t
@ T
@ ya

= �
3X

d=1

ε b
da yd

@ T
@ yb

(13)

con ε b
da := εdab un símbolo de Levi-Civita ya que en (7) se tiene que [ea, eb] =

εabcec . Notemos que las ecuaciones del lado izquierdo en (13) comprenden (12)
cuando ω1 = 0. Las ecuaciones de reconstrucción, que determinan la rotación del
cuerpo y del líquido son

ġ1(t) = g1(t)ω1(t);
ġ2(t) = g2(t) ?ω2(t) = ω2(t)g2(t)

con ga(t) 2 SO3, a = 1, 2. En [43] se estudian detalladamente las distintas varian-
tes del problema de un cuerpo rígido con cavidades que contienen líquido.

En [35], cap. IX, §4 se generaliza este problema, introduciendo la noción de
giróstato, que denota un cuerpo rígido C y un sistema de masas S ligadas a C de
manera que el baricentro del sistema total C [ S, en todo momento, es un punto
fijo con respecto a C: por ejemplo, un giroscopio con eje anclado en una armadura
rígida (un monociclo esencialmente) o este caso de un cuerpo con una cavidad
rellena de líquido15.

Casos integrables de (13). Poincaré analiza situaciones especiales que permiten
estudiar las ecuaciones (13) más fácilmente (§7 de [50]). Por ejemplo, si la corteza
no rotase, como ya hemos observado, el líquido se mueve como un cuerpo rígido
descrito por (12). Por otro lado, si tanto la corteza como C fuesen sólidos de
revolución con A= B y p = q, la simetría respecto al eje z nos daría una constante
de movimiento dada por el Teorema de Noether (que es x3) lo que implica la
completa integrabilidad del sistema. En efecto, es claro que las órbitas (co)adjuntas
genéricas de so4

⇠= so3⇥ so3 son difeomorfas a S2⇥S2 por lo que el Teorema 1.2.5
implica que basta encontrar una constante de movimiento independiente de T para
tener la completa integrabilidad. De hecho, en este caso resulta que la rotación
estacionaria del cuerpo y del líquido entorno al eje z es estable en el sentido de
Lyapunov, ver [43], §2-9 y también [53] para un punto de vista más general. Si la
cavidad fuese esférica, o sea p = q = r, el cuerpo rotaría como si no existiese el
líquido al interior: (13) se reduce a ecuaciones tipo (8) para ω1 con momentos de
inercia A� (8/15)πp5, B � (8/15)πp5, C � (8/15)πp5.

15Las ecuaciones que describen el movimiento de C son esencialmente las primeras ecuaciones
de (13) y ya habían sido obtenidas por V. Volterra en [56] aunque Volterra estudió solamente el caso
en que el líquido interno rota estacionariamente en torno a un eje.
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Steklov considera el caso general y observa como hemos hecho que basta en-
contrar una cuarta constante de movimiento independiente de T y de las funciones
de Casimir

P
i(@ T/@ xi)2,

P
i(@ T/@ yi)2, para tener la integrabilidad del sistema.

Más adelante, Steklov encuentra condiciones suficientes sobre T para que esa
constante de movimiento exista: [55], §42. En [13] se estudian las métricas de la
forma de T , es decir, las métricas parametrizadas por A, B, C , p, q, r, mediante un
cierto criterio algebraico que implica la completa integrabilidad y se prueba que, si
T satisface ese criterio específico, entonces T pertenece a la familia tridimensional
hallada por Steklov.

En [12] se describe la relación entre el caso integrable de este problema y
uno de los casos integrables (caso de Steklov-Lyapunov) para las ecuaciones de
Kirchhoff, que describen el movimiento de un cuerpo rígido en un líquido. Ahí se
menciona también una ecuación de Lax con un parámetro para este problema, el
parámetro espectral varía en una curva elíptica en vez de P1 como en nuestros
ejemplos.

Equilibrios relativos y órbitas periódicas. Como π1(SO3 ⇥ SO3) ⇠= (Z/2Z)2,
SO3 ⇥ SO3 es compacto y cada clase de homotopía libre de lazos tiene un repre-
sentante que es una geodésica16, se tienen al menos tres geodésicas cerradas en
SO3 ⇥ SO3 respecto a la métrica invariante izquierda inducida por T , es decir,
tenemos al menos tres casos en que la evolución del sistema es periódica. Por otro
lado, como una órbita coadjunta genérica O es difeomorfa a S2 ⇥ S2, su anillo de
cohomología (de de Rham) es H⇤dR(O )⇠= R[u, v]/(u2, v2); luego, cl(O ), la longitud
de producto «cup» de O , es tres. La teoría de Lyusternik-Schnirelmann (ver [40],
§11.2) implica que XT |O , siendo de tipo gradiente17, tiene al menos cl(O ) puntos
singulares. Estos nos dan tres rotaciones estacionarias (equilibrios relativos).

16Ver [17], «Teorema de Cartan» en pág. 255. Debemos suponer que T es positivamente definida
y no sólo no degenerada. Como (Z/2Z)2 es abeliano, π1(SO3 ⇥ SO3) también clasifica las clases de
homotopía libre de lazos, ver [14], pág. 211.

17Precisamente, tomando una estructura casi compleja J en O compatible con la forma de Kirillov,
JXT |O es campo tipo gradiente con función de Lyapunov �T . Ver [40], §2.6.
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