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Introduccion

La Teoria de Graficas es una rama de las matematicas que nacié en el siglo
XVIIT cuando en 1736, Euler publico la solucion al ya conocido problema de
los puentes de Konigsberg; en éste se plantea la posibilidad de visitar las
ciudades A, B,C' y D (Figura 1.a) pasando por cada uno de los puentes sin
repetir alguno y regresando al mismo punto de partida (recorrido denominado
paseo euleriano). En la figura 1.b se muestra el diagrama realizado por Euler,
que consiste en asociar un punto (o vértice) a cada una de las ciudades y
una linea (o arista) que representa a cada puente que une a dos de ellas. En
general, una grafica es una estructura que esta conformada por dos conjuntos:
el de vértices y el de aristas.

;LQ“’ A Q\
(a) h q\? ;6 (b) CO/

Figura 1: Puentes de Konigsberg.

Una de las preguntas que ha llamado la atencién de los matematicos du-
rante mas de un siglo es jcudndo una grafica es hamiltoniana?, es decir,
jcuando contiene un ciclo hamiltoniano? El nombre de estas graficas se debe
a William Hamilton quien, en 1857, con la finalidad de estudiar las simetrias
del dodecaedro (Figura 1.2) propuso el juego llamado icosian game. Este (el



juego), consiste en visitar 20 ciudades (o vértices) pasando por cada una(o)
sin repetir alguna més de una vez y volviendo al lugar de origen; a este recor-
rido se le llama ciclo hamiltoniano. Pero si se debe pasar por cada una con

las mismas condiciones, prescindiendo de regresar al punto inicial, es una
trayectoria hamiltoniana.

Figura 2: Dodecaedro.

Se debe resaltar la diferencia entre el recorrido euleriano y el hamiltoniano;
en el primero se debe pasar por cada un de las aristas sin repetir alguna y
regresando al punto de partida -sin importar la repeticiéon de vértices-, sin
embargo, para el segundo se requiere pasar por cada uno de los vértices sin
incidir en alguno més de una vez, excepto si se forma un ciclo (entonces solo
se repetird el primero y el dltimo, que son el mismo).

En 1969 Laszlo Lovéasz propuso su conjetura sobre graficas hamiltonianas,
la cual dice lo siguiente:

Toda grafica conexa vértice-transitiva contiene una trayectoria
hamiltoniana.

El intento por solucionar el problema tiene distintos panoramas y/o he-
rramientas (computacionales y algebréicas, principalmente). Se sabe también
que es un problema NP-completo, es decir, que no existe un algoritmo que
en tiempo polinomial, pueda determinar la hamiltonicidad de una grafica.



Para el desarrollo de esta tesis centraremos nuestra atencion en las grdficas
de Cayley. Comenzaremos por conceptos de graficas, posteriormente de gru-
pos, graficas de Cayley, y el desarrollo de los avances propuestos por los
autores elegidos. También se incluye un apéndice en relacién a grificas Co-
ciente, ya que son necesarias para el utlimo analisis.



Capitulo 1

Preliminares de Teoria de
Graficas.

1.1. Graficas.

El siguiente trabajo de investigacion gira en torno a la conjetura de Lovasz,
cuyo enunciado es el siguiente:

“Toda grdfica finita conexa y vértice-transitiva, contiene una trayectoria
hamiltoniana”.

A continuacion daremos algunas definiciones y resultados necesarios para
el desarrollo de esta investigacion. Nuestros temas centrales son la teoria de
graficas y la teoria de grupos. Comenzaremos con la defincién de qué es una
grafica y algunas definiciones que de ésta se derivan.

Definicién 1.1.1. Una grdfica G = (V, E) es una pareja ordenada en la
que V' es un conjunto no vacio de vértices y E es un conjunto de aristas.
Donde E consta de pares no ordenados de vértices, tales que si {z,y} € F
entonces decimos que x e y son adyacentes; se representa mediante una linea
no direccionada de x a y (Figura 1.1.a).

Definicién 1.1.2. Una digrdfica (o grafica dirigida) D = (V, A) consta de
un conjunto no vacio de vértices V' y un subconjunto A C V x V de pares
ordenados cuyos elementos se llaman flechas; entonces, si (z,y) € A decimos
que x e y son adyacentes si la flecha tiene direccion de = hacia y.

(Figura 1.1.b).



X

Xg

(a) (b)

Figura 1.1: Grafica y digrafica.

Definicién 1.1.3. El orden de una grafica G es n, si | V |=n y el tamano
esm,si| E|=m.

Definicién 1.1.4. Sean G y D una grafica y una digrafica, respectivamente.
La vecindad de un vértice € G es el conjunto N(z) = {y € V|{z,y} €
E}. Si x € D, definimos la invecindad y exvecindad como N~ (x) = {y €
VI(y,z) € A} y N*(z) = {y € V|(x,y) € A}, respectivamente.

Definicién 1.1.5. En una gréafica G, el grado de un vértice x € V es la
cardinalidad de N(z) y se denotard como d(x). A su vez, en una digrafica
D, el ingrado y exgrado de un vértice z € V son ¢ (x) = |[N~(z)| y 67 (x) =
|NT(x)|, respectivamente.

Definicién 1.1.6. Sean Gy H dos graficas. Decimos que un homomorfismo
de graficas de G a H es una funcién que va de los vértices de G a los de H,
que cumple que si {z,y} € E(G), entonces {¢(z), ¢(y)} € E(H).

Definicién 1.1.7. Sean G y H dos graficas. Decimos que un isomorfismo
de grificas es una biyeccién entre los vértices de Gy H, ¢ : V(G) — V(H),
que preserva las adyacencias, es decir, que x e y son adyacentes en G si
y sblo si ¢(z) y ¢(y) también lo son en H; en tal caso se denota G = H
(G es isomorfa a H). La figura 1.2 es un ejemplo de un isomorfismo de G a
H G=ZH.



1 : Y2

X, X3 Y1 Y3

Figura 1.2: Isomorfismo: ¢(z;) = v;.

Definicién 1.1.8. Si G es una gréfica, un automorfismo es una funcion
de G sobre si misma, ¢ : V(G) — V(G), que preserva adyacencias y no
adyacencias, es decir, un isomorfismo de G en G.

Ejemplo 1.1.1. A continuacion se representa un automorfismo, dado ex-
plicitamente por:

p(r1) =26 O(22) =75 @(73) = 14
P(r6) =21 ¢(x5) =22 P(T4) = T3

Figura 1.3: Automorfismo.

Definicién 1.1.9. : La grafica S es una subgrdfica de una grafica G, si se
tiene que V(S) C V(G) y ademds E(S) C E(G). Una forma de obtener una
subgréfica de G, es a través de la eliminacién de vértices y/o aristas de G.



Definicién 1.1.10. Una subgréfica S de una grafica G, es inducida si siempre
que z,y € V(S), entonces {z,y} € E(S) siy solo si {z,y} € E(G). También
tenemos que una subgréfica S es generadora si cumple que E(S) C E(G) y

V(S) = V(G).

Definicién 1.1.11. Sea G una gréifica y e = {z,y} € E(G). Entonces,
denotaremos por G/e a la grafica obtenida de la contraccion de la arista
e = {z,y} en un nuevo vértice v,, el cual serd adyacente tanto a los vecinos
x como los de y. Y obtenemos una nueva grafica G/e = (V', E') donde:

Vi=V\{z,y}U{ve}
E' = {{v,w} € E|l{{v,w} N {x,y} = 0}U
{ve, wi{z, wy € EN\{e} o {y,w} e E\{e}}.
Ejemplo 1.1.2. Una grafica y la contracciéon de una de sus aristas:

G: Gle

y

Figura 1.4: Contraccién.

Definicién 1.1.12. Una grafica G es completa, si para cualquier par de
vértices x,y € V se tiene que x es adyacente a y. Si |V| = n, se denota por
K, y son tunicas salvo isomorfismos.

Definicién 1.1.13. Una grafica G es regular o r-regular, si 6(x) = r para
cada x € V. En particular, todas las graficas completas son regulares, mas
aun, son (n — 1)-regulares.

Definicién 1.1.14. Un k-factor de una grafica G' es una subgrafica genera-
dora k-regular de G.

Teorema 1.1.1. Una grdfica G es 2-factorizable si y solo st G es 2k-reqular
para algin entero k > 1.
[7][Teorema 9.20].



A las gréficas 3-regulares también se les llama cubicas, la figura 1.5 es
un ejemplo. Ademas, aquellas que son 3-coloreables por aristas, se pueden
descomponer en una particién de tres 1-factores.

*1

Xg

x2

X7

X5

Xg

X

X3

Figura 1.5: Gréfica cubica.

Definicién 1.1.15. Sea GG una grafica, definimos un clan como una sub-
grafica completa de G que es mdazima, es decir, no esta propiamente contenida
en ninguna otra grafica completa de mayor orden.

Definicién 1.1.16. Un conjunto X C V se llama independiente si para cada

x,y € X se tiene que {z,y} ¢ F.

Definicién 1.1.17. Una grafica G es bipartita si es posible obtener una
biparticién en subconjuntos X,Y C V, tal que cada arista de G tiene un

vértice en X y otro en Y.

Ejemplo 1.1.3. La siguiente grafica es bipartita.

X1

Y1

X3

Y3

Figura 1.6: Particiones: X = {z1, 22,23}, Y = {y1,y2,vs3}



Esta tltima definicién se puede extender para graficas n-partitas; deci-
mos que una grafica G es n-partita si existen particiones en n conjuntos
X1, Xo, ..., X, CV; tales que cada arista en E tiene un vértice en X; y otro
en X; para algunos i,7 € {1,2,...,n} e i # j.

Definicién 1.1.18. Sea G una grafica y z,y € V(G); un zy-camino es una
sucesion W = {x = xg, 21, ..., vx_1, 7, = y} de vértices, tal que x; es ady-
acente a x;11 y tiene a x como vértice inicial y a y como vértice final. La
longitud de W es el nimero de aristas que recorre, y se denota por A(W).

Si W es un camino que cumple con la restriccién de no repetir aristas se
llama paseo. Una trayectoria (o zy-trayectoria) es un camino que no repite
vértices que inicia en x y termina en y. La longitud de un paseo , trayectoria
o camino se determina por el nimero de aristas que recorre.

Definicién 1.1.19. Un camino cerrado es un camino que empieza y termina
en el mismo vértice. Un ciclo (C,,), se define como un camino cerrado que no
repite vértices excepto el primero y el ultimo, donde n es su longitud.

1.2. Conexidad.

Definicién 1.2.1. Una gréfica G se dice que es coneza, si para cada par de
vértices x,y € V, x # y, existe una xy-trayectoria que los une; diremos que
G es disconeza si no es conexa.

Ejemplo 1.2.1. En la grafica G; es posible trazar una trayectoria entre
cualesquiera dos vértices, sin embargo, en Go no existe una trayectoria de
a s, por ejemplo. Figura 1.7.

Definicién 1.2.2 (Conexidad por vértices). En una grafica conexa G un
corte por vértices (o simplemente corte) es un subconjunto X de vértices de
V tal que G \ X es disconexa; si | X| = k, entonces X es un k-corte.

Una gréafica conexa GG es k-conexa si con menos de k vértices la grafica no
se desconecta.

Definicién 1.2.3 (Conexidad por aristas). Analogo a la conexidad por
vértices, si G es una grafica conexa, un corte por aristas es un subconjunto
Y C FE de aristas tal que G \ Y es disconexa.



X
1
X5

X3 Xy

X2 X6

Conexa

Gy
Y1 Yq Ys
Y3
Yo Ye Y7
Disconexa

Figura 1.7: Gréficas conexa (G;) y disconexa (Gs).

Una grafica conexa G es A-conezxa por aristas si con menos de A aristas la

grafica no se desconecta.

1.3. Arboles.

Definicién 1.3.1. Un drbol T es una grafica conexa que no contiene ciclos.
Si T no es conexa es un bosque. Ademas, si T es una grafica generadora sin
ciclos, entonces es un drbol generador (o bosque generador si es disconexa).

Observacion. Una grafica G es un arbol si y sélo si toda arista de G es un
puente. Y si todo arista es un puente, entonces cada vértice es de corte.

Ejemplo 1.3.1. Notemos que cada arista de la siguente grafica es de corte:

%3 X7
Xy X4 Xg X10
XS.—(' Xg Xq

Figura 1.8: Arbol.
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1.4. Graficas Hamiltonianas.

Definicién 1.4.1. Una grafica G es hamiltoniana si contiene un ciclo que
recorre todos sus vértices; a dicho ciclo se le llama ciclo hamiltoniano. En-
tonces, una grafica es hamiltoniana si contiene un ciclo hamiltoniano.

Ejemplo 1.4.1. El camino ¢ = {x1, z9, x3, x4, Ts5, Tg, T7, T, Tg, T19, L1} de-
termina un ciclo hamiltoniano ya que recorre todos los vértices sin repetir
alguno.

Figura 1.9: Grafica hamiltoniana.

Adicionalmente, decimos que una gréafica G es trazable si contiene una
trayectoria generadora, es decir, una trayectoria que pasa por cada vértice
de G; se le llama trayectoria hamiltoniana.

Determinar si una gréafica es hamiltoniana no es una tarea facil. En rea-
lidad, no hay una caracterizacion de las graficas hamiltonianas; tampoco un
algoritmo, que en tiempo polinomial, determine cuando una grafica lo es o no.
Existen algunos resultados en teoria de graficas al respecto; a continuacién
mencionaremos algunos de ellos. *

Teorema 1.4.1 (Dirac, 1952). Cualquier grdfica simple G de orden n > 3,
tal que §(x) > n/2 para cada v € V(G), es hamiltoniana.
[35][Teorema 6.2.6.]

'En nuimero, existen més resultados basados en teoria de grupos: grdficas de Cayley.

11



El siguiente teorema es una generalizacién del anterior.

Teorema 1.4.2 (Ore, 1960). Toda grdfica G de ordenn > 3 es hamiltoniana
si y sdlo si para cada x,y € V(G),

d(x) +0(y) > n.

[35][Teorema 6.2.5.]

Otro de los resultados interesantes es el teorema de Bondy-Chdvatal. Pero
antes de enunciarlo necesitamos la siguiente:

Definicién 1.4.2. Dada una grafica G de orden n, la cerradura de G es una
grafica que tiene el mismo conjunto de vértices que G y se obtiene mediante
la adicién de aristas {z,y} para cada par de vértices que satisfagan: 0(z) +
d(y) > n. Se denota cl(G) (Fig. 1.10).

/ SN
IS
/ =S
/ 7
/ /7

(a) G. (b) c(@G).

Figura 1.10: Cerradura de una grafica.

Teorema 1.4.3 (Bondy-Chévatal). Cualquier grdfica simple G es hamilto-
niana st y solo si su cerradura también lo es.
[7][Teorema 4.13.]

Es verdad que no todas las graficas son hamiltonianas. Pero existen al-
gunas que tienen una propiedad especifica muy relacionada con los ciclos
hamiltonianos, veamos la siguiente:

Definicién 1.4.3. Una grafica G es hipohamiltoniana si G no lo es en si
misma, pero G\ {v} si lo es, para cada v € V(G).

12



La grafica de Petersen y la de Coxeter son hipohamiltonianas. A conti-
nuacion, en la figura 1.11, se muestra una de las posibles representaciones de
la gréfica de Coxeter.

Figura 1.11: Gréfica de Coxeter.

Definicién 1.4.4. Una grafica G se dice que es Hamiltonianamente coneza,
si para cualesquiera dos vértices existe una trayectoria hamiltoniana que los
une.

Definicién 1.4.5. Una gréafica G bipartita con particiones A y B, tal que
|A| = |B|, es Hamilton-trazable si para cada a € A y b € B existe una
trayectoria hamiltoniana de a a b.

1.5. Coloracion.

La Teoria de Gréficas ha tenido un gran auge a lo largo del siglo XX,
convirtiéndose en una rama de las matematicas de gran importancia. Par-
ticularmente, la coloracion en graficas, debe su atencion al problema de los
cuatro colores, el cual ain no ha sido resuelto con una demostracién en la
que no se haga uso de ninguna clase de computadoras.

Definicién 1.5.1 (Coloracién por vértices). Una coloracion es una asig-
nacion de colores a los vértices de una grafica, la cual también se puede ver
como una funcion f : V — @, donde @ es el conjunto de colores distintos. Di-
remos que una coloracion es propia si cada par de vértices adyacentes tienen
distinto color.
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Definicién 1.5.2. Diremos que una gréafica G es k-coloreable si admite una
coloracién propia con k colores. Es facil ver que cualquier gréafica de orden n
puede ser coloreada con n colores distintos, es decir, es n-coloreable.

El menor entero k para el cual una gréfica G' es k-coloreable recibe el
nombre de nimero cromdtico y se denota por x(G) = k. Asi, si G es una
grafica y x(G) = k, entonces G es k-cromdtica.

Definicién 1.5.3 (Coloracién por aristas). En tanto que la coloracién por
vértices es una asignacion de colores a los vértices, la coloracién por aristas
lo sera sobre las aristas de una grafica G. Otra forma de definirlo es mediante
una funcién ¢ : E — S, donde S es el conjunto de colores distintos. Dicha
coloracién sera propia si dos aristas con el mismo color no inciden en un
mismo vértice. Por lo que si ¢ es una coloracién propia, entonces ¢(a) # ¢(a’)
siempre que a y a’ sean adyacentes con a,a’ € E.

Al menor entero k para el cual una grafica G es k-coloreable por aristas se
le llama ndmero arista-cromdtico, y se denota por x1(G) = k. Por lo que, si
G es una gréfica 'y x1(G) = k, entonces G es k-arista-cromdtica.
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Capitulo 2

Preliminares de Teoria de
Grupos.

2.1. Grupos y Subgrupos.

Como el titulo indica, daremos la definicién de grupo, adicionando defini-
ciones y teoremas importantes que los involucran. Para ello comenzamos por
la siguiente:

Definicién 2.1.1. Dado un conjunto G, una operacion binaria se define
como una funcién ¢ : G x G — G. Es decir, si a,b € G entonces ¢(a, b) es un
elemento de G. A ¢(a, b) se le llama producto o multiplicacién; otra notacién
para el producto es a * b, y por comodidad establecemos que se representara
s6lo como ab. Dicha operacién es asociativa si cumple que: (axb)xc = ax(bxc).

Definicién 2.1.2. Un semigrupo es una pareja (G, *), donde G es un con-
junto no vacio con una operacion asociativa, , definida sobre sus elementos.

Definicién 2.1.3. Un grupo es un semigrupo GG que tiene un elemento e tal
que:

1. ea = a = ae Va € G; es decir, e es el elemento neutro de G.

2. Para cada a € G existe b € G tal que ab = e = ba; entonces b es el

inverso de a~!.
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Adicionalmente, si se tiene que ab = ba Va,b € G, entonces G es abeliano.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos G = 7Z; la operacion se define como x *x y =
x + v, el elemento neutro e = 0 y el inverso z7! = —z. Esto es:

a) Siz,y € Z, se tiene que x + y € Z.

b) Siz,y,z € Z entonces x + (y+ 2) = (x +y) + 2.

c) Para cada x € Z se cumple que z +0 =0+ z = z.

d) Paracadaxz € Z , I(—z) € Z tal que z + (—x) = —z + 2 = 0.

Finalmente podemos concluir que G = (Z, +) es un grupo; ademads, sabemos
que en Z se cumple: x +y = y + . Por lo tanto G es un grupo abeliano.

Ahora, como a los vértices de una grafica se le asociaran los elementos de
un grupo y las graficas son finitas, los grupos considerados seran finitos; asi,
si |G| = n, se establece que G es de orden n.

Nota. Aunque en primera instancia puede haber confusién con la “G” para
denotar a las graficas o a los grupos, para el siguiente capitulo se hara notar
la diferencia entre uno y otro.

Definicién 2.1.4. Sea S C G no vacio, entonces S es un subgrupo de G si
cumple:

a) Si s €S entonces s € S.
b) Si s, t € S entonces st € S.
y se denota (S < G, S es subgrupo de G).

Observacion. Para verificar que un subconjunto S de GG es subgrupo, es equi-
valente probar que para a,b € G, se tiene que ab™! € G.

Nota. La idea subyacente al hecho de que S es subgrupo de G, es que S por
si mismo, también es un grupo.

Lema 2.1.1. Si {G;},.; es una familia de subgrupos de G, entonces S =
NicrGi es un subgrupo de G.
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Demostracion. Sea {G;},.; una familia de subgrupos de G. Queremos ver
que e € S; notemos que e € (; para cada i € I por ser subgrupos de G,
y en consecuencia e € S. Falta mostrar que ab~! € S, lo cual es claro pues
dados a,b € S = ab™!' € G, con i € I y tenemos que ab~* € S. Por lo tanto
{Gi},e; =5 <G. O

Ejemplo 2.1.2. Si consideramos S = (27Z, +), es decir, el conjunto de todos
los enteros pares con la misma operacion que G del ejemplo 2.1.1; es claro que
S C @G, incluso, cada niimero par tiene inverso, y por la suma de dos niimeros
pares, vuelve a ser un nimero par. Finalmente concluimos que S < G.

Definicién 2.1.5. Sean (G, *) y (H,o) grupos. Una funcién ¢ : G — H es
un homomorfismo de grupos si para cada a,b € G:

¢(axb) = ¢(a) o ¢(b),
ademas, si ¢ es:
- Inyectiva es un monoformismo.
- Suprayectiva es un epimorfismo.

- Si la funcién es inyectiva y suprayectiva, entonces es una biyeccion y
decimos que ¢ es un isomorfismo.

Definicién 2.1.6. Si ¢ es un isomorfismo de G en G, ¢ : G — G, decimos
que ¢ es un automorfismo.

Teorema 2.1.2. El conjunto de todos los automorfismos de G forman un
grupo bajo la composicion, se denota Aut(G). [19][p. 60], [18][p. 73].

De la definicion 2.1.6 surgen dos conjuntos que pueden ser ttiles en alguna
ocasion:

i) El nicleo de ¢, se denota por Ker(¢) = {a € G|p(a) = en}.

ii) La imagen de ¢, se denota por Im(¢) = {h € H|p(a) = h, p.a.a € H}.
Observacion. Por consecuencia de que ¢ es homomorfismo, se tiene que:

¢lec) = ¢plaa™") = d(a)p(a)™" = en;

es decir, la imagen del neutro en G es el neutro de H.
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Ejemplo 2.1.3. Consideremos nuevamente a G = (Z,+) y a H = (R, -), los
reales con la multiplicacién usual. Definamos

o:G—H
¢(z) =2

Con la funcién asi definida, sélo resta verificar:

Pz +y) = 2" = 272" = () - ¢(y).
.. ¢ es un homomorfismo de G en H.

2.2. Grupos de Permutaciones.

Definicién 2.2.1. Sea () un conjunto no vacio con n elementos. Entonces
una permutacion de €2 es una biyeccion

¢ — Q.

Al conjunto de todas las permutaciones se le denota Sym(2) o S,,, las cuales,
con la operacién composiciéon forman un grupo.

Corolario. Dado que ) es finito y |Q2| = n, entonces |Sym(2)| = n!
[19][Teorema 1.1]

Ejemplo 2.2.1. Veamos a ) como un conjunto con 3 elementos; es decir,
consideremos a S3, el cual consta de seis elementos:

123 123 123
6:(1 2 3)’5:(2 3 1)’50‘:(3 2 1)’
123 123 123
0‘:<2 1 3)’52:<3 1 2)’0‘6:(1 3 2);

donde se tiene, por ejemplo, que a(l) = 2, «(2) = 1 y a(3) = 3. Entendere-
mos también, que la expresién Sa (6 o a), significa primero aplicamos « y
después 3; asi, fa(l) = B(a(l)) = S(2) = 3. Dados los elementos explicitos
es inmediato que a8 # Pa. Por lo tanto S3 no es abeliano.

Supongamos que a los vértices del triangulo les asociamos los elementos de
), es decir, los numeramos y movemos segtin indican los elementos de S3; es
inmediato verificar que {a, af3, Ba} conforman las reflexiones y {8, 3%} las
rotaciones por 27 /3.
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Figura 2.1: Permutacion Sj.

Definicién 2.2.2. Un ciclo o k-ciclo es una permutacién « del conjunto

{1,2,...,n}, que permuta una sucesién de elementos iy, s, ..., i, k > 1, de
forma que:
Oé(i1> :ig, Oé(iQ) :Zlg,...,Oé(?:k,1> :ik, Oé(’lk> :il.

Para denotar los ciclos existe una notaciéon mas compacta, escribiendo,
segin el ejemplo 2.2.1, a § = (123) y @ = (12). A los ciclos que no tienen
ningin elemento en comun se les llama ciclos disjuntos.

Definicién 2.2.3. Una transposicion es una permutacion de dos elementos.
En el ejemplo 2.2.1, a es una transposicion.

El siguiente teorema es necesario para el desarrollo de este trabajo y es,
ademas, un teorema clasico de la teoria de grupos, sin embargo no se incluira
la demostracién debido a que su complejidad y a que no es parte central de
esta tesis.

Teorema 2.2.1 (Cayley). Todo grupo es isomorfo a un subgrupo de Sym(S).
[19][p. 38].
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2.3. Generadores y Grupos Ciclicos.

Definicién 2.3.1. Sea GG un grupo y S C G un subconjunto no vacio; en-
tonces el subgrupo (S) = N;e;G; de G es minimo, donde G, con i € I, es un
subgrupo de GG que contiene a S; se llama el grupo generado por S.

Lema 2.3.1. Como (S) < G, entonces e € (S) y S consta de todos los
productos finitos s18s...58,, s; € S. Entonces:

(Sy ={e,s180...8:]8; € S,r > 1,r € N}.

Demostracion. P. D. (S) = N;erG;.
C| Esta contencién es inmediata, ya que S C G; y G; < G para cada i € 1.

D] Como S C G;ye€G; Viéel, tenemos que para cada s; € S implica
que s; 1 € MierG;, entonces, cada G; contiene todos los productos finitos de
elementos de S o sus inversos, que son de la forma s1s5...s, € S. Asi, el
producto de dos de estos elementos, vuelve a ser un elemento de la misma
forma. Por lo que NMie;G; C (S) < G. Y por la definicién anterior, es el
minimo subgrupo con dicha propiedad.

Nie1G; = (9). O

Nota. En el caso en que (S) = G, entonces decimos que G es generado por
S. En tal caso no existe un subgrupo propio de GG que contenga a S.

Definicién 2.3.2. Sean GG un grupo y a € G, el subgrupo ciclico generado
por a, se denota (a), consta de todas las potencias de a.

Si G = (a), entonces G es el grupo ciclico generado por a. En consecuencia

G| = Ka)l.
Si G es un grupo y a € G, entonces el orden de a es el menor entero

positivo que cumple que a” = e; y cumple que si m € N es tal que a™ = ¢
entonces n|m. Y como consecuencia de las definiciones n = |(a)|.
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Ejemplo 2.3.1. Tomemos las rotaciones p de un cuadrado, donde p es una
rotacién de 27 /4 = 7/2, entonces G = {1, p, p?, p*}, notando que p* = 1. Por
lo tanto G es ciclico de orden 4; se denota Cy. En general, si G es ciclico de
orden n, se denota C),.

Definicién 2.3.3. El grupo diédrico Ds,,, para m > 2, es el grupo de orden
2m, el cual estd generado por dos elementos a y b tales que:

a"=e, b =e, y bab'=a"l.

Teorema 2.3.2. Si G es un grupo finito y a,b € G son dos elementos de
orden 2, entonces {(a,b) = D,, para algin m € N.
[87][Teorema 3.32].

Definicién 2.3.4. Si G y H son dos grupos, entonces su producto directo,
denotado G x H, es el grupo cuyos elementos son el conjunto de todos los
pares ordenados (g,h), con g € Gy h € H; y con la operacién definida por

(9,9")(h, ') = (gh,g'h).
Notemos que G x H es un grupo, donde el neutro es el elemento (e, e) y
el inverso de (g,h) es (g,h)~' = (g1, h7Y).

Teorema 2.3.3. Cualquier grupo G abeliano finitamente generado es iso-
morfo al producto directo de grupos ciclicos

S

Loy X Ly X ==+ X Loy X 1

donde cada m; es un factor de m;yq para 1 < i < k —1, y Z° representa el
producto de s copias del grupo de los enteros.
[4][Teorema 21.1].

Corolario. Cualquier grupo G finito abeliano es isomorfo al producto directo
de los grupos ciclicos
Loy X Loy X =+ X Ly,

donde m;|m;y1, con 0 < i < k y de acuerdo con el teorema anterior s = 0.

Nota. Para los grupos abelianos, en lugar del producto directo, se considera
la suma directa; de este modo al escribir Z,, X Z,,, nos estamos refiriendo a

Lr, ® Ly,
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donde:

ab=a+b

al=—a
e=0

Ha=H +a.

2.4. Clases Laterales.

Definicién 2.4.1. Sea S < G un subgrupo no vacio de un grupo G, para
a € G, una clase lateral derecha (izquierda), se define como el conjunto:

Sa={sa:seS}
(aS ={as:s e S}).

Teorema 2.4.1. Dos clases laterales derechas (izquierdas) o son iguales o
son disjuntas; por lo que las clases laterales derechas (izquierdas) forman una
particion de G.

Demostracion. Sean Sa y Sb dos clases laterales derechas. Tomemos un
elemento x € Sa; entonces ©x = sja para alguna s; € S. Supongamos que
x es también un elemento de Sb; esto implica que = = s3b, con sy € S. Asi
tenemos que sja = sb = b = s;'s;a con s,'s; € S, ya que S < G.
Sea s € S tal que s = s,'s; = b = sa. Por lo que Sb C Ssa = Sa.
Anélogamente, si a = s 's5b, tenemos que a = sb =  Sa = Ssb = Sb.

. Sa = Sb. O

Definicién 2.4.2. Si S < G, el indice de S en G es la cardinalidad del
conjunto de clases laterales derechas (o izquierdas) de S en G y se denota

por [G : S].

Ejemplo 2.4.1. Del ejemplo 2.2.1 calculemos las clases laterales derechas
del subgrupo S = {e, a}:

S = {e,a},
SB = {8, Ba},
SB* = {B% ap};

estas clases laterales son disjuntas y forman una particion.
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El siguiente teorema se debe a Lagrange (1770), y establece el numero de
clases laterales derechas (o izquierdas).

Teorema 2.4.2. Sean G un grupo finito y S un subgrupo de G, entonces:
(G ST =|Gl/1S].
[37][Teorema 2.11].

Ejemplo 2.4.2. Tomando en cuenta el ejemplo anterior, si a S le aplicamos
el teorema de Lagrange tenemos que |S;| = 6 y |S| = 2, y por lo tanto
(S5 : 5] =|Ss]/|S| = 6/2 = 3, confirmando lo que ya sabfamos.

2.5. Subgrupos Normales y
Grupo Cociente.

Definicién 2.5.1. Si G es un grupo y H < G, decimos que H es subgrupo
normal de G si gHg™' € H Vg € G y se denota por H < G.

Lema 2.5.1. H<G si y solo si Hg=gH, Vg € G.

Demostracién. =] Supongamos que H<G. Por la definicién gHg™' C H para
cada g € Gy ademds g'Hg = (¢g"")H(¢g7*)™* € H. Como g"'Hg C H, se
tiene que H = g(g 'Hg)g~' C gHg ' C H. De donde H = gHg™!, por lo
tanto Hg = gH.

<] Si Hg = gH, entonces H = gHg™' C H. Por lo tanto H < G. O]

Ejemplo 2.5.1. Tomemos el ejemplo 2.2.1. Sea N < G con G = S3, donde
N = {e, 3, 8%}, calculemos las clases laterales izquierdas y derechas. Calcule-
mos Na y alN :

Na = {a, Ba,af}, aN ={a,ap, fa}.

Notemos que es suficiente obtener Na; ya que N U Na = @, obteniendo asi
una particiéon de los elementos de GG. Por lo tanto, si calculamos otra clase
lateral no podria ser disjunta con N, contradiciendo el resultado del Teorema
2.4.1. En conclusion, Ng = gN para cada g € Gy N <G.

Observacion. En un grupo abeliano GG, todos sus subgrupos son normales. Si
N < G, entonces Na = aN y por lo tanto N < G.
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De acuerdo al ejemplo anterior, junto con el ejemplo 2.4.1, podemos hacer
notar que las rotaciones de un triangulo forman un subgrupo normal, mien-
tras que el grupo de las reflexiones no.

Lema 2.5.2. Si ¢ : G — H es un homomorfismo, entonces ker(¢)<G.

Demostracion. Primero debemos verificar que en efecto K = Ker(¢) es un
subgrupo de G. Debemos mostrar que es cerrado bajo el producto y que cada
elemento tiene su inverso en K.

Sean a,b € K, entonces ¢(a) = ey v ¢(b) = ey. Como ¢ es homomorfis-
mo, ¢(ab) = ¢(a)-¢(b) = eg-eg = ey. Asi, ab € K. Dado que a € G, sabemos
que Ja~! € G tal que a-a~! = eg. Entonces ¢(eq) = ey & ¢la-a™') =epy
S ola)-gplat)=eyg S eg-dla!)=ey & ¢pla')=ey & a! € K. Por
lo tanto K es subgrupo de G.

Resta verificar que K es normal en G. Para esto demostraremos que
gKg™! C K para cada g € G.

Sean k € K y g € GG. Entonces:

o(gkg™") = d(g9)o(k)o(g™") = d(g)end(g)
= ¢(9)(g7") = d(g9)d(9) " = en.

Lo que demuestra que gK¢g~ ' C K.

. Ker(¢) <G
]

El siguiente teorema es de gran importancia, ya que describe propiedades
estructurales de las clases laterales.

Teorema 2.5.3. St N<G, el conjunto de las clases laterales de N en G forma
un grupo en si mismo con la operacion: Na - Nb = Nab; y se le denomina
grupo cociente (o grupo factor) y se denota G/N. Y junto con el teorema
de Lagrange tenemos que:

|G/N| =[G : NJ.
Demostracion. Verifiquemos que se cumplen las propiedades que caracterizan

a los grupos:
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i) Cerradura. Sean Na, Nb dos clases laterales. Notemos que NaNb =
N(aN)b, por la asociatividad de G. Como N es normal en G, Na = aN
para cada a € G. Entonces NaNb = N(aN)b = NaNb= N(Na)b =
NaNb = Nab. Por lo que Nab es nuevamente una clase lateral.

ii) Asociatividad. Si Na, Nb, Nc son tres clases laterales, tenemos que
Na(NbNc¢) = Na(Nbc) = Na(bc) y como G es asociativo Na(bc) =
N(ab)e = (Nab)Ne¢ = (NaNb)Ne.

iii) Elemento neutro. Consideremos las clases laterales Na y Ne, con
e el elemento neutro en G. Entonces NaNe = Nae = Na = Nea =
NeNa. Por lo tanto Ne = N es el elemento neutro en G/N.

iv) Inversos. Tomemos la clase lateral Na. Como a € G, a tiene inverso
a~! en G. Calculemos NaNa™! = Naa™' = Ne = Na~'a = Na"'Na.
Finalmente Na™! € G/N.

. G/N, el conjunto de las clases laterales con la operacién definida
conforma un grupo.

]

Lema 2.5.4. Sea N <G, el mapeo natural ¢ : G — G /N definido por ¢(g) =
Ng con g € G, es un homomorfismo suprayectivo con ker(¢) = N

Demostracion. Antes que nada, debemos verificar que en verdad ¢ es un
homomorfismo:

Sean a,b € G. Entonces
¢(ab) = Nab = N(Na)b = N(aN)b= NaNb = ¢(a)p(b)

y por tanto ¢ es un homomorfismo.

La suprayectividad es simple. Notemos que si Na € G/N entonces Na =
¢(a). Ahora, si k € G, tenemos que ¢(k) = Nk = N siy sélo si k € N. Por
lo tanto N = ker(¢). O

Definicién 2.5.2. Un grupo G es simple si no tiene subgrupos normales
distinos a los triviales, a saber, {e, G}.
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Ejemplo 2.5.2. Sea G el grupo de los enteros con la operacién suma, (Z, +),
y sea N el conjunto de los multiplos de n, con n € N. Definamos el homo-
morfismo natural como:

¢:G—G/N

tal que
a— ¢(a) =N +a.

Las clases laterlas Na son los conjuntos N + a, ya que la operaciéon en G es
la suma. Entonces

G/N={N,N+1,N+2,..,N+ (n—1)}

Afirmamos que estas son todas las clases laterales. Sea Nc¢ una clase lateral y
supongamos que a = nb+ccon ¢ = 0,1,...,n — 1, que son todos los residuos
de dividir a un entero por n. Por lo que tenemos que N +a =N +nb+c =
(N 4+ nb) + ¢ = N + ¢, lo que implica que N + a = N + ¢. Para concretar
que G/N es, en verdad, un grupo, notemos que N + 0 es el elemento neutro
y N + (—a) el inverso de N 4 a. La asociatividad y cerradura son inmediatas
de la operacién en G.

Definicién 2.5.3. Si a,b € G, el conmutador de a y b, denotado por [a, b],
es
[a,b] = aba bt

El subgrupo conmutador de GG, denotado por G’ es el subgrupo de G generado
por todos los conmutadores.

Teorema 2.5.5. El subgrupo conmutador G' es un subgrupo normal de G.
Mds ain, si H< G, entonces G/H es abeliano si y solo si G' < H.
[37][Teorema 2.23].

2.6. Teoremas de Isomorfismo.

Teorema 2.6.1 (ler teorema de isomorfismo). Sea f : G — H un homo-
morfismo con kernel K, entonces K es normal en G y

G/K = Imf.

[37][Teorema 2.24].
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Teorema 2.6.2 (2° teorema de isomorfismo). Sean N y T subgrupos de G
con N normal, se tiene que (N NT)<aT y:

T/(NNT)= NT/N.
[37][Teorema 2.26].

Teorema 2.6.3 (3er teorema de isomorfismo). Sean K < H < G; K, H <G,
entonces H/IK <G /K y:

(G/K)/(H/K) = G/H.
[87][Teorema 2.27].

Teorema 2.6.4 (Teorema de correspondencia). Sea K < G y tomemos
v : G — G/K el mapeo natural. Entonces S —— v(S) = S/K es una
biyeccion de la familia de todos los subgrupos S de G que contienen a K con
la familia de todos los subgrupos de G /K.

Mas ain, si denotamos por S* a S/K, entonces:

i) T <8 siysdlosi T* < S*y entonces [S:T| =[S*:T*;
i) T<S siy solosi T*<1S* y entonces ST = S*/T*.
[87][Teorema 2.28].

Definicién 2.6.1. Un subgrupo H < G es un subgrupo normal mdzimo de
G si no existe N subgrupo de G tal que H < N < G.

Teorema 2.6.5. H es un subgrupo normal mdzimo en un grupo G si y sélo
si G/H es simple.

Demostracion. =] Sea H un subgrupo normal méximo en G.
Debemos demostrar que G/H es simple. Sean:

A={S<G:HcCS}

B={N:N<G/H}.

Como H es méaximo en G no existe S < G tal que H < S < G, lo
que implica que A = {H,G} y se tiene que |A| = 2. Por el teorema de
correspondencia existe una biyeccion entre los elementos de A y los de B,
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entonces |A| = |B| y por tanto |B| = 2. Sabemos que todo grupo contiene al
menos dos subgrupos normales que son la identidad y el grupo mismo.

. B={e,G/H} y se tiene que G/H es simple.

<] Supongamos que G/H es simple, entonces todos sus subgrupos nor-
males son los triviales, B = {e, G/H}. Supongamos que existe N < G tal que
H < N < Gy tendriamos que |A| > 3; por el teorema de correspondencia
existe v : A — B biyeccién, pero tenemos que |B| = 2, lo que contradice la
doble correspondencia entre A y B.

. |A| =2y H es un subgrupo normal maximo en G.

2.7. Conjugados.

Definicién 2.7.1. Dado un grupo GG y para x,y € G, “y es conjugado de x”,
si 3g € G tal que y = gxg~! .

Lema 2.7.1. La relacion x ~y (ser conjugado) es de equivalencia. En con-
secuencia, decimos que T e y son conjugados.

Demostracion. i) Reflexiva. Sea x € G.
P.D. z ~ z, es decir, existe ¢ € G de modo que = grg~!. Tomemos g = e,
entonces © = exe!. Por lo tanto x ~ z.

i) Simétrica. Sean z,y € Gy x ~ y.

P.D.y~u=.

Sabemos que y = grg~! p. a. ¢ € G. Multiplicando por g y ¢~ ! por la derecha
e izquierda, respectivamente tenemos que x = g~ 'yg. Asi, como g = (¢7!)~!
=z = (¢ YHy(g '), obteniendo que y ~ z.

ii1) Transitiva. Sean x,y, z € G tales que x ~y e y ~ z.
P.D. .z~ 2z
Por hipétesis existen g1, g2 en G tal que y = g17g9;" v 2 = ¢ayg5 . De aqui
se obtiene que 2 = gaygy ' = z = ga(q1ag; gy = 2 = (g201)2(g; 92 ) =
2 = (9291)x(g291)"*. Sea g € G con g = gog1, entonces z = grg ' y por lo
tanto x ~ z.

*. ~ es de equivalencia.
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De la definicién, tenemos que a la clase de a € G con dicha relacién, se le

llama clase de conjugacién de a; se denota por a®.

Definicién 2.7.2. Sea H < G y a € G, entonces el conjugado gHg™ ! se
denota por HY = {ghg™ : h € H}.

Observacion. Si G es un grupo abeliano, entonces grg~' = z paracada g € G.

Por lo tanto = es su propio conjugado, es tnico y las clases conjugadas son
los unitarios {z}, con x € G.

Ejemplo 2.7.1. Supongamos que H < G; entonces Hg = gH y en conse-
cuencia H = gHg ! y H es su propio conjugado. Por lo tanto existe un
isomorfismo ¢, : H — H, que podemos llamar conjugar por g, ¢(h) = ghg™".

Vamos a definir tres subgrupos de un grupo G que son de mucha impor-
tancia:

1) El centro de G, se denota por:
Z(G) ={x € Glry = yx,Vy € G}.

2) El centralizador de a € G, se denota por:
Ca(a) = {g € Glag = ga}.
3) Si H < G, el normalizador de H en G es:
Ng(H) = {a € GlaHa™' = H}.

Teorema 2.7.2. La cardinalidad del conjunto de conjugados de un elemento
a en G es igual al indice de su centralizador:

|a%l =[G : Ca(a)],

y es un dwisor de |G| cuando G es finito.
[37][Teorema 3.2].

Teorema 2.7.3. 5@ H < G, la cardinalidad del conjunto de clases de con-
Jugacion de H en G es igual al indice de su normalizador, |G : No(H)], y
divide a |G| cuando G es finito.

[87][Teorema 3.3].
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2.8. Acciones de Grupo.
Definicién 2.8.1. Sea G un grupo y €2 un subconjunto no vacio, entonces
G actia en € si existe un homomorfismo
¢ :GxQ—=Q
denotado como ¢(g,w) = w9, tal que:
i) w® = w para cada w € ).
i) (Wh)9 = (w)" para cualesquiera g,h € G, y w € Q.

Y diremos que ¢ es una acciéon de G en €2 o que €2 es un G-conjunto.

Si Q2] = n, diremos que el grado de la accion es n. El kernel de la accion
es ker(¢) y la accién es fiel si ker(¢) = e.

Ejemplo 2.8.1. Sea Cy < S; y Cy = ((1234)), con g = (1234), actuando
sobre el conjunto de vértices 2 = {vy, v9, v3,v4} de un cuadrado como:

¢:CyxQ— €
<Z5(97Uz') = (Ui)g = Vit1 (mod 4).

Con la accién asi definida, vemos que los elementos de C, actiian como rota-
ciones sobre el cuadrado.

Y Va Vg V3
¢
—'
V2 V3 Vl V2
Cuadrado con Q como La accién de g € C4 sobre Q

conjunto de vértices

Figura 2.2: Accién de Cy en €.

Definicién 2.8.2. Sea G un grupo, {2 un G-conjunto y x € €, la drbita de
x se denota:
2% = {29 : g € G}.
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Veamos ahora los elementos de G' que fijan a un elemento z de €2; este
conjunto se llama estabilizador de x € €2, denotado:

Gy, ={9€G:2% =z}

El siguiente teorema nos da propiedades importantes sobre la relacién entre
orbitas y estabilizadores.

Teorema 2.8.1. Supongamos que G es un grupo que actia en un conjunto
Q tal que x,y € Q y que g, h € G. Entonces:

i) Dos drbitas x% e y“ o son iguales (como conjuntos) o disjuntas, por
lo que el conjunto de todas las orbitas forman una particion de ).

i) El estabilizador G, es un subgrupo de G y G, = gG,g™"

y = 29. Mds atin, 29 = 2" <= G,q9 = G,h.

stempre que

i) (La propiedad érbita-estabilizador) |2%| = [G : G,] para cada x € Q.
En particular, si G es finito, entonces |2%||G.| = |G|.

[13][Teorema 1.4A].

Definicién 2.8.3. Un grupo G actuando en un conjunto €) se dice que es
transitivo en €) si éste tiene una sola érbita, es decir, que para cada x,y € €
existe g € G tal que y = 29.

Definicién 2.8.4. La accién de un grupo G sobre un conjunto €2 es semi-
reqular, si ningin elemento distinto de la identidad fija algin elemento de
Q). También, la accion sera regqular si es transitiva y semi-regular, es decir, si
G, = e para cada x € ().

Corolario. Supongamos que G es transitivo en su accion sobre el conjunto
Q. Entonces:

i) El conjunto de estabilizadores {G, : x € Q} forma una sola clase
conjugada de subgrupos de G.

i) El indice |G : G| = |Q| para cada x € Q.

iii) Si G es finito, entonces la accion de G en Q es reqular <= |G| =
2.

[13][Corolario 1.4A].
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2.9. p-Grupos y Teoremas de Sylow.

Como dijimos anteriormente, las graficas a tratar son finitas por tanto los
grupos asociados a ellas también lo son. Estudiar los subgrupos normales nos
da informacién acerca de los grupos que los contienen; esto llevo también
al estudio de los grupos simples. Para ello, los teoremas de Sylow son de
absoluta importancia. Comencemos por la siguiente definicién.

Definicién 2.9.1. Si GG es un grupo y p es un nimero primo, entonces G es
un p-grupo si cada elemento de G tiene orden una potencia de p.

Teorema 2.9.1 (Cauchy). Si G es un grupo finito y p un nimero primo tal
que p||G|, entonces G contiene al menos un elemento de orden p.
[37][Teorema 4.2].

Definicién 2.9.2. Si p es un primo, un p-subgrupo P de un grupo G es
de Sylow si es maximo. Mas atin, todo p — subgrupo esta contenido en un
p — subgrupo de Sylow.

Lema 2.9.2. Sea P un p-subgrupo de Sylow de un grupo G:
i) |Ng(P)| es primo con p.

1

ii) Sia € G y a tiene orden p*, para alguna k, y aPa~' = P, entonces

acP.
[37][Lema 4.11].

Teorema 2.9.3 (Sylow I).

i) Si P es un p-subgrupo de Sylow de un grupo G, entonces todos los
p-subgrupos de Sylow de G son conjugados con P.

it) Si hay k p-subgrupos de Sylow, entonces k es un divisor de |G| y
k=1 mod(p).

[37][Teorema 4.12].

Ejemplo 2.9.1. Consideremos G = S;. Existen tres 2-grupos: P, = ((12)),
Py =((23)) y P3 = ((13)). Ast:
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a) gPig~' = P, con g = (123) € G.
b) gPg~t = P3 con g = (123) € G.
c) gP3g™' = Py con g = (123) € G.

Con lo que podemos concluir que P;, P, y P3 son conjugados entre si. Mas
aun, tenemos que k = 3, 3 divide a |G| =6y k=3 =1 (mod 2).

Corolario. Un grupo finito G tiene un unico p-subgrupo P de Sylow, para
algiun primo p, si y solo si P<G.
[87][Corolario 4.13].

Teorema 2.9.4 (Sylow II). Si G es un grupo finito de orden p™m con
(m,p) =1, entonces todos los p-subgrupos de Sylow P de G son de orden p".
[37][Teorema 4.14].

Ejemplo 2.9.2. Del ejemplo anterior, G = Ss, tenemos que |G| = 2% 3y
ademds (2,3) = 1; de donde |P\| = |B| = | P2| = 2.

Corolario. Sea G un grupo y p un mimero primo. Si p* divide al orden de
G, entonces G contiene un subgrupo de orden p*.

[87][Corolario 4.15].

2.10. Series Normales.

Definicién 2.10.1. Una serie subnormal de un grupo G es una sucesion de
subgrupos
e:GOSGl §...Gn,1 an:G,

en la cual G; <G, para cada i. Los grupos factores de esta serie subnormal
son los grupos G;y1/G; con i = 0,1,...n, y la longitud de la serie es el
nimero de inclusiones estrictas, es decir, el nimero de grupos factores no
triviales.

Nota. Consideraremos serie subnormal en lugar de serie normal, debido a
que no hay consenso sobre su uso; en algunos textos, al considerar series
normales, se pide la condicion de que G; también debe ser normal en G,
G; < G para cada 1.
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Definicién 2.10.2. Una serie de composicion es una serie subnormal
e=Gy <G <...Gp1 <G, =G,

en la cual, para cada i = 0,1,...n — 1, G; es un subgrupo normal maximo

en Gip1 6 Gy = Gy

Definicién 2.10.3. Si G tiene una serie de composicién, entonces los grupos
factores de esta serie son llamados factores de composicion.

Lema 2.10.1. Una serie subnormal es una serie de composicion de G si y
solo si sus grupos factores son simples o triviales.

Demostracion. Sea G un grupo y
€:G§G1§§Gn_1§Gn:G(*)

una serie subnormal de él.

=] Supongamos que la serie es de composicién.
Sabemos que G; < G;41 son méaximos en G,y para cada ¢ = 0,1,...,n, 6
G; = Giy1. Si Gy = G441, entonces G;11/G; = e.

Supongamos que G; es normal maximo en G;,1. Por el teorema 2.6.5 se
sigue que G;41/G; no tiene subgrupos normales distintos a los triviales. Lo
que implica que G;11/G; es simple.

<] Supongamos ahora que los grupos factores son simples o triviales. Nue-
vamente por el teorema 2.6.5, si los grupos factores G;,1/G; son simples o
triviales entonces G;<G;11 es maximo para cada i = 0,1, ..., n. Esto implica
que (*) es una serie de composicién. Con lo que se completa la prueba.

O
Teorema 2.10.2. Si G es un grupo finito que tiene una serie subnormal con
grupos factores Hy, Hy, ..., H,, entonces:
G =] .
i=0
Demostracion. Sean e = G < G < --- < G,;1 < G, = G una serie

subnormal de G'y Hy, Hy, ..., H, sus grupos factores. Notemos que H; =
Git1/G;.
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Para la prueba usaremos induccién. En el caso n = 0, tenemos que |Hy| =
|G/{e}| = |G| y el resultado es facil. Entonces para la base inductiva pro-
baremos para n = 1. Sean Hy, H; los grupos factores de la serie subnormal,
definidos como al principio de la prueba. Si Gy = G7 6 G; = G5 es lo mismo
que en el caso anterior. Supongamos entonces que: {e} = Gy < G < G5 = G.

Por el primer caso sabemos que |Hy| = |G;|. Como H; = G5/G1, entonces
|H| =[G : G1] que es el niimero de clases laterales de G en G5 y forman una
particién. En consecuencia, |Gy/G4| = [Go : G4]. Entonces, por el teorema

de Lagrange:
|Ga| = [G2/G1| - |Gi| = [Hi] - |Hol

= |Ga| = |G1] - [Ga : Gi] = |Hol - |Hi],

lo que demuestra la base inductiva.
Supongamos ahora que se cumple para n = k — 1, entonces

n=k—1

Gral = [ 1Hil

1=0

Ahora hay que mostrar que se cumple para n = k. Por la definicén de H;,
tenemos que Hy = Gy1/Gg. Como Gy < Gyy1, por el teorema de Lagrange:

|Gri1| = [Gi| - [Gra1/Gi] = |G| - |Grir /Gi| =
n=k—1

n=k
= H |Hi| - [Hi| = H | Hil.
i=0

1=0
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Capitulo 3

Graficas de Cayley.

Las graficas de Cayley son de gran importancia, no sélo por ser parte del
tema central de esta tesis, sino también por su numerosa cantidad de aplica-
ciones en distintas ramas de la matematica y en el modelado de problemas.
Su importancia radica en el hecho de que, al poder asociar sus vértices con
los elementos de un grupo, podemos determinar muchas de sus propiedades
(conexidad, hamiltonicidad, coloracién, trayectorias, ciclos, etc...) desde una
perspectiva abstracta del algebra; asi como de establecer una clasificacion
de familias de gréaficas segin las propiedades del grupo que les corresponda.
Comenzaremos por dar la definicion formal para posteriormente enunciar
algunos teoremas que establecen propiedades especificas e importantes rela-
cionadas con su hamiltonicidad, que es nuestro principal objetivo.

Definicién 3.0.4. Sea G un grupo y S C GG un conjunto generador de G que
no contiene la identidad. La Digrdfica de Cayley, I' = Cay(G, S) = T'(G, S),
respecto a S tiene como vértices los elementos de Gy dados x,y € GG, entonces
(z,y) € A es una flecha de I" si y sélo si ds € S tal que y = xs.

Definicién 3.0.5. Si S genera a G, es cerrado bajo inversos, (S7! C S), y
ademds no contiene al elemento neutro, entonces I' = I'(G, S) es una Grdfica
de Cayley.

Ejemplo 3.0.1. Consideremos el grupo (Zs,+) y S = {2,3}. Entonces la
grafica que le corresponde es la se muestra en la figura 3.1.

Corolario. Sea I'(G, S1) una grdfica de Cayley. Si se tiene que Sy C Sy,
entonces I'(G, Sy) es una subgrdfica de T'(G,Sy).
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Nota. En la definicién de Grafica (y Digrafica) de Cayley, pedimos que S
genere para asegurar la conexidad, de lo contrario, si S no genera GG, entonces
la gréfica es disconexa.

Figura 3.1: Gréfica de Cayley
I'= F(Z’S) {27 3})

i,
)

Teorema 3.0.3. El conjunto de todos los automorfismos de una grafica de
Cayley I, forma un grupo bajo la composicion.

Demostracion. Hay que probar que el conjunto Aut(I') es un grupo. Entonces
debemos verificar que el conjunto de automorfismos de G también lo es. Pero
esto es cierto en virtud del teorema 2.1.2, ya que V(I') = G. O

Ejemplo 3.0.2. Algo sencillo es lo siguiente: Aut(K,,) = S,.

Definicién 3.0.6. Una grafica I' es vértice-transitiva si el grupo que actia
sobre sus vértices lo hace de forma transitiva, es decir, que para z,y € V(T')
existe ¢ : I' = T, tal que ¢(z) = y.

Definicién 3.0.7. Sea GG una grafica vértice-transitiva. Entonces G es regu-
lar.

Teorema 3.0.4. Las grdficas de Cayley son vértice-transitivas.

Demostracion. Para cada g € G, consideremos el mapeo ¢, : G — G
definido por ¢,(z) = gz, el cual es una permutacién de los elementos de G
(0 una biyeccién), por tanto ¢, € Aut(I') ya que:

{z,y} e B(G) ez 'y=sconsc S x g gy =(92) ' (gy) = s
© Og(y) = dg(x)s < {y(), 9g(y)} € E(I).

Resta probar que el grupo G, = {¢, : g € G} actia transitivamente
en Aut(T'). Asi, para cada par de vértices z,y € V(I') podemos definir
Gye—1(x) =yztz =y, pues yz~! € G. O

37



El reciproco del teorema no se cumple, excepto si G tiene orden un niimero
primo. El ejemplo més citado es la gréfica de Petersen (Figura 3.2), la cual
es vértice-transitiva pero no es una grafica de Cayley.

oy

4 3

Figura 3.2: Grafica de Petersen.

Teorema 3.0.5. Sea p un numero primo y I' una grafica vértice-transitiva
con p vértices. Entonces I' es una grafica de Cayley.

Demostracion. Sea I' una grafica vértice-transitiva. Por hipotesis [' es re-
gular; ademas debe ser conexa, de lo contrario tendriamos una particiéon de
V(I") con al menos m subconconjuntos, con 2 < m < p. Si G es el grupo que
actia sobre los vértices de I', tenemos que |G| = |V (I')| = p; entonces deberia
suceder que m|p, por el teorema de Lagrange; llegando a una contradiccién.

Como el orden de G es un primo, para cada g € G, con g # e, te-
nemos que (g) = G. Por lo tanto G consta de todas las potencias de g,

G = {6797927""91,71}'

Notemos que I' debe ser r-regular, con r = 2k < [£], ya que el niimero de
aristas es &~ = = Qk = pk. Més aun, por el teorema 1.1.1 | I es 2-factorizable.
Por lo tanto hay k numero de 2-factores, es decir, tiene k ciclos generadores,
ajenos dos a dos. Asi, I' se puede ver como la unién disjunta de dichos k

ciclos.

Queremos probar que I' = I'(G, S) es una grafica de Cayley, es decir, que
existe S C G tal que S™' C Sy que {z,y} € E(T') & y=xg con g € S.
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Sean C1,Cy, ..., Cy los 2-factores (o ciclos). Y sea a; € G el elemento que

genera a C;, para cada i € {1,2,...,k}. Notemos que cada uno de los ciclos
son de la siguiente forma: C; = {e, ga;, g%a;, ..., g ‘a;}.
Afirmacion. S = {a1,a7',az,a5", ... ar,a;'} es el conjunto generado de

G buscado que hace a I' ser una grafica de Cayley.

Es claro que e ¢ Sy S™' C S, por construcciéon. Tomemos una arista de
[, {z,y} € E(T'). Entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que {z,y} € C; para alguna i = 1,2,... k. Esto implica que y = xa;, donde
a; € S. Ademads, S genera a Gy C; es no dirigido, ya que S cerrado bajo
inversos.

. I'=T(G,5) es una gréfica de Cayley. O

Definicién 3.0.8. Una grdfica circulante C' es una gréfica de Cayley
C = I'(G,9), no dirigida con G = Z,, el grupo aditivo de los ntumeros
enteros y tal que {i,j} € E(C) <= i—j € S (mod n), donde S C Z, ~ {0}
(Figura 3.3).

10 3
1 2

C(Zyo,{1,—1,4,—-4})

Figura 3.3: Gréfica circulante.
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Corolario. Toda grdfica de Cayley, I' = (G, S), con G un grupo ciclico, es
una grdfica circulante.

Demostracion. Sea GG un grupo ciclico de orden n, entonces G = Z,. Y sea
S ={a}, con a # e, y tal que (S) = G. Tomemos la arista {z,y} € E(I),
por tanto y =zay a € S.

Sabemos, por ser G ciclico y por la definicién de grafica de Cayley, que
r=a'ey=a" paraalgunai=0,1,2,....n — 1. Asi, se tiene que

y—r=a"1—a' =aecsS

Dado que la arista fue arbitraria, se cumple para todas y I' es una grafica
circulante. N

Concluiremos este capitulo con tres teoremas y un corolario de graficas
vértice-transitivas, los cuales nos aportan informacion sobre cuando, éstas,
son graficas de Cayley.

Teorema 3.0.6 (Turner, 1967 [41]). Toda grdfica vértice-transitiva de orden
un numero primo es una grafica circulante.

Teorema 3.0.7 (Sabidussi [39]). Una grdfica T' es un grdfica de Cayley si y
sélo si Aut(I') contiene un subgrupo que actia regularmente en I'.

Corolario. Si ¢ es un automorfismo de un grupo G, entonces las grificas de
Cayley T'(G, S) y I'(G, ¢(S)) son isomorfas.

Demostracion. Sea ¢ un automorfismo de I' y I'(G, S) las graficas Cayley; de
aqui se sigue que ¢ es una permutacion de los vértices de I'. En particular,
por ser ¢ una biyeccidn, se tiene que |S| = |¢(S5)|. Sean z,y € V(I'), entonces:
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{o(x),0(y)} € E(I") & o(x)"o(y) € ¢(S)
& daly)edS) e alyeS & A{x,y} e ED);

con lo que se establece la doble correspondencia entre E(I') y E(I”).

Sélo resta verificar que se conservan los grados de cada uno de los vértices.
Sea x € V(I') y y1,y2 € N(z) dos vecinos de z en I'. Notemos que:

{0(2), 0(y1)} = {6(2),0(12)} & 6(x) d(y1) = o(2) " d(y2)
o) = oly2) & =1
También:  ¢(y) € N(¢(z)) < ye N(x).

LN = IN(o(2)]; vy TG, S) =T(G, 6(9)).

Teorema 3.0.8 (Marusic [30]). Para un primo p, todas las grdficas vértice-
transitivas de orden p,p*,p® 6 2p (donde p = 3 (mod 4)), son grificas de
Cayley.
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Capitulo 4

La conjetura de Lovasz.

El objetivo de esta tesis es hacer un recorrido por algunos trabajos realiza-
dos alrededor del problema sobre trayectorias hamiltonianas en una grafica
(o bajo qué hipétesis se puede asegurar la existencia o no de dichas trayec-
torias); pero que ademads, dicha grafica tenga la propiedad de ser conexa y
vértice-transitiva.

El problema presentado en el parrafo es realmente un problema abierto
hasta la actualidad (por lo que atn le llamamos conjetura), y fue propuesto
por Laszlo Lovasz en el ano de 1969. El enunciado dice lo siguiente:

“Toda grdfica conexa vértice-transitiva contiene una trayectoria
hamiltoniana.”

Se presentaran tres investigaciones de las mas sobresalientes en torno a la
conjetura con la perspectiva de nuestro interés: las grdficas de Cayley.

En el primer articulo, (con titulo original en inglés:) Hamiltonian paths in
Cayley graphs [36], los autores demuestran tres teoremas y cuatro lemas; sin
embargo, los lemas son los que dan en realidad la pauta para la prueba de
los teoremas, sin restarles importancia. El primero es de Rapaport-Strasser,
en el que considera graficas de Cayley generadas por tres involuciones; el se-
gundo, de Pak-Radoicié, requiere de un grupo generado por dos involuciones
(conjugadas) y el elemento que las conjuga; el tercero es de Rankin, con
un grupo generado por dos elementos tales que su producto es una involu-
cion. Finalmente, el cuarto nos permite una construccion de una trayectoria
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hamiltoniana usando las clases laterales del grupo asociado a la grafica de
Cayley. Con esto se logra una clasificacion de los grupos segin sus conjuntos
generadores que nos aseguran la existencia de trayectorias hamiltonianas.

El segundo articulo, (con titulo original en inglés:) On a conjecture con-
cerning vertex-transitive graphs [1], contiene una conjetura propuesta por
el autor, Tobias Ahsendorf, apoyado de un par de definiciones principales:
menor y menor homogéneo. En ella, propone la posibilidad de encontrar una
estructura en las graficas vértice-transitivas, desde la cual (en caso de ser cier-
ta), lograriamos tener la prueba esperada. Y para mostrarlo, la toma como
hipétesis y prueba que ésta, implica la conjetura de Lovasz.

El tercer analisis, es sobre la tesis realizada por Erick Westlund para ob-
tener el grado de Doctor, y que lleva por titulo (original en inglés): Hamilton
decompositions of 6-reqular abelian Cayley graphs [42], la cual estd muy rela-
cionada con otra conjetura, la de Alspach. Esta consiste en encontrar una de-
scomposicion por aristas, en ciclos hamiltonianos disjuntos, a la que definire-
mos como descomposicion hamiltoniana. En su tesis, genera condiciones para
que una grafica contenga dicha descomposicion tomando en cuenta graficas
de Cayley sobre grupos abelianos.

Es importante mencionar que existen otras versiones de la conjetura de
Lovasz que admiten hipdtesis cercanas a las originales, pero tampoco han
sido probadas. Son las siguientes:

Conjetura 4.0.1 (débil de Lovész [26]). Toda grafica de Cayley conexa no
trivial, contiene un ciclo hamiltoniano.

Conjetura 4.0.2. [38] Toda grafica finita, conexa y vértice-transitiva, con-
tiene un ciclo hamiltoniano; excepto si la grafica es: K, Petersen, Coxeter,
o una derivada de las dos tltimas reemplazando cada vértice por Ksj.

Nota. Las gréficas consideradas seran, en general, no dirigidas. Esto debido
a que hay gran nimero de contraejemplos de graficas dirigidas (o digraficas),
para las cuales la conjetura de Lovész es falsa. Por ejemplo, la digréfica
de Cayley I'(Z12,{2,3,8}), ya que es conexa y vértice-transitiva, pero no
contiene una trayectoria hamiltoniana.
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4.1. Trayectorias hamiltonianas en graficas
de Cayley.

[Igor Pak, Rados Radoicié.] !

Este articulo es uno de los mas recientes con nuevas generalizaciones im-
portantes de hamiltonicidad en gréficas de Cayley; éstas, se tomaran finitas,
por lo que los grupos considerados también lo seran. La importancia de las
hipotesis recae en definir conjuntos generadores que nos aseguren la existencia
de trayectorias (o ciclos) hamiltonianos.

Definicién 4.1.1. Un elemento a € G es una involucién si o = e.

Lema 4.1.1 (Rapaport-Strasser [36]). Sea G un grupo finito generado por
tres involuciones «, 3,7y. Supongamos que a3 = Pa. Entonces la grdfica de
Cayley I' = T'(G,{«, 5,7}) contiene una trayectoria hamiltoniana.

Demostracion. Para cada z € G y cada X C G, definimos:
0.(X)={9geGNX:g=xz,z € X}.

Denotemos por H al subgrupo de G tal que H = ((3,7). Sea X; = H. Note-
mos que 7 y 7/ no son necesariamente iguales y por tanto G (en general),
no es abeliano. Dado que H estd generado por dos involuciones {f,v}, y
por el teorema 2.3.2, tenemos que H es isomorfo a un grupo diédrico D,,,,
H = Ds,,, y en consecuencia |H| = 2m. Asi, como H consta de productos
alternados de § y v, entonces 5y € H y existe m € N tal que (7)™ = e.

Dada la naturaleza de H, podemos dar los elementos que lo conforman:
H = {e,(57), (67)%, ., (B2)" ", (B7)8, (87)*B, .oy (B7)" B}

Sea (' el ciclo que genera a X, descrito de la siguiente forma:

Crie—=B—(B7) = BNB— .= (BN = BN B (By)" =e

ITitulo original: Hamilton paths in Cayley graphs [Igor Pak, Rado§ Radoi¢i¢]. La tra-
duccién al espanol es mia.

44



El ciclo hamiltoniano en I' lo construiremos a través de cada X; C G,
donde X; es el i-ésimo paso de la construccion. Esto sugiere una prueba por
induccién sobre las X;. Definimos para ¢ > 1, X; = X, | UyH para alguna
y € G~ X;_1,ysea C; el ciclo que genera a X;.

Por hipétesis H < G, asi que yH es una clase lateral izquierda de H, y
entonces, seglin la definiciéon de X; se tiene que:

H=XcX;CcX3Cc..CcX,1CX,=(

es una cadena finita (pues G también lo es). Y cada X; es la unién de clases
laterales izquierdas de H.

Por la definicién de X tenemos que dg(X;) = 9,(X;) = 0, y por el parrafo
anterior, también dg(X;) = 9,(X;) = 0.

Sea X; obtenido como se describi6 anteriormente. Analicemos qué pasa con
0o (X;). Existen dos posibilidades: si 0,(X;) = 0, en cuyo caso tendriamos
que X; = G, y C;, el ciclo hamiltoniano que genera a X; también genera a
G, ya habriamos terminado. Ahora, 0,(X;) # () implica que existe al menos
un y € G\ X;. Notemos que yH N X; = (), ya que de lo contrario sucederia
que yh = x para alguna h € H, entonces y = zh~! € X, debido a que
H=X,CX,C..CX; Ademas de que h € (3,7) y también z(3, zy € X;
para cada z € X;.

Sea X1 = X; UyH. Nuevamente, tenemos que 9g(X;+1) = 0,(X;41) = 0.
Por la hipdtesis de induccién, z = ya € X; esta en el ciclo C; que genera a
X;. Entonces = debe estar conectado a z( y z7y, de modo que zav =y ¢ X;.
Consideremos el ciclo R que genera a yH resultado de multiplicar el ciclo
C1 por y, y recordemos que aff = fa. Asi, rfa = zaf = yB y se forma el
cuadrado que conecta a C; con R (Figura 4.1).
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T = y(ﬂ—fy =za
Ci B 8 R
o — R ]
»” «Q RN
(/ »

Figura 4.1: Cuadrado conector 1.

Finalmente, para encontrar el ciclo que genera a X;.1, quitemos las aris-
tas {z, 20} v {y,yB} de X; y yH respectivamente, y agreguemos {z,y} y
{zB,yB}. De este modo, hemos construido el ciclo hamiltoniano C;y; que
genera a X;.1, que era lo que queriamos y eso completa la prueba. O

Lema 4.1.2. Sea G un grupo finito, generado por una involucion B y un
elemento . Sea v = % := a'Ba. Entonces la grdfica de Cayley T' =
['(G,{a, B,7}) contiene un ciclo hamiltoniano.

Demostracion. Como en el lema 4.1.1, sea H = ((,7) C G, supongamos que
X1 = H. Sabemos que I' restringido a X; contiene un ciclo hamiltoniano
orientado, y que d3(X;) = 0,(X;) = 0.

Como el ciclo C; es orientado, el orden en la sucesién de las etiquetas esta
determinado por las condiciones de etiquetado, dadas de la siguiente manera:
ninguna etiqueta ! precede a 3 o sucede a 7, y ninguna etiqueta o precede
a v o sucede a . A continuaciéon se muestran un par sucesiones de flechas,
la primera no es permitida y la segunda si, de acuerdo con dicha condicién:

« vy a!

Aristas que no cumplen la condicién de etiquetas

Aristas que cumplen la condicién de etiquetas

Figura 4.2: Etiquetado de flechas.
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Para continuar, no olvidemos que « no necesariamente es una involucién.
En el paso inductivo, tenemos dos posibilidades: si 0,(X;) = 9,-1(X;) = 0,
en cuyo caso X; = G, ya habriamos terminado teniendo a C; el ciclo hamilto-
niano deseado. Supongamos entonces que J,(X;) es no vacio. Entonces existe
y =xza € 0,(X;) C G\ X, para algin x € X;. Sea X;,; = X;UyH, como en
el lema 4.1.1. Ahora falta mostrar que hay un ciclo C;,; que es hamiltoniano
en X;iq.

Para las adyacencias de z € C; hay sélo tres posibilidades (o™, 8,7), ya
que y = xa € 0,(X;), por lo que alguna de estas dos adyacencias a = debe
ser la involuciéon 8 o 7. Supongamos que es (3. Sea R el ciclo que genera a
yH. Entonces C; y R estan conectados mediante el cuadrado:

Ty =1ra = yy=ray =z =zayat = zaya =1

x o T =Y
3 Y
raya t =2 a! ray =yy

Figura 4.3: Cuadrado conector 2.

Si quitamos las flechas (z, x3) y (y,y7vy) de C; y R respectivamente, y anadi-
mos (z,y) v (z8,y7y), completamos el ciclo hamiltoniano Cj;; que genera
X411 y cuya orientacion se conserva, puesto que las etiquetas de R constan
sélo de involuciones y se pueden ordenar de acuerdo con las condiciones de
etiqueta.

Ahora supongamos que ninguna de las dos adyacencias de x en C; es 3,
por lo que una de ellas debe ser . Por las condiciones de etiquetado, o no
puede preceder a ~ y entonces debe sucederla; de la misma forma, a~! no

sucede a «y y por tanto debe precederla (Figura 4.4).
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Figura 4.4: Etiquetas no posibles.

Sin embargo, en ambos casos se contradice el hecho de que una de las
adyacencias de z en C; debe tener a a~! (en la direccién del ciclo, y no en la
direccion opuesta). Entonces podemos descartar estas opciones, terminando
el caso en que y = xa.

Supongamos ahora, que y = ra™! € 9,-1(X;) C G \ X;. Dado que 3 =
avya~ !, basta con repetir el procedimiento para y = xa intercambiando
vy v, oy a !, de posicién. Sin embargo, las condiciones de etiquetado son
invariantes. Y finalmente queda completa la prueba. O

Lema 4.1.3 (Rankin [36]). Sea G un grupo finito, generado por dos elemen-
tos vy 3, tales que (af)* = e. Entonces la grdfica de Cayley T = T'(G,{«, 5})
contiene un ciclo hamiltoniano.

Demostracion. Sea H = (), X; = H. También supongamos que 0,(X;) =
Oa-1(X;) = 0. Sabemos que I' restringido a X; tiene un ciclo hamiltoniano
orientado Cj, el cual sélo tiene etiquetas 8 y a~!. A esta le llamaremos
condiciones de etiquetado.

La base de induccién es simple, ya que X esta constituido inicamente por
potencias de 3. Notemos que si 0, (X;) = 0,-1(X;) = 0 entonces X; = G, y
habriamos terminado.

Para el paso inductivo, primero supongamos que J,(X;) # (). Entonces
existe y = xa € 0,(X;). Notemos que la flecha orientada hacia x € X; en
C; no puede tener la etiqueta !, de lo contrario (y,z) € C;, pues en este
caso y = za y y ¢ X;. También por las condiciones de etiquetado o 'y 57!
tampoco son permitidas. La etiqueta restante es (3, entonces (a:ﬁ_l, x) € C;.
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Consideremos a R, el ciclo que genera a yH y que, por la definicién de H,
sélo contiene etiquetas 3 en todas las aristas. Y ahora:

r—ra=y—zaf =yf — 2B =zrafa =z
es el cuadrado que conecta a R y C;, y entonces:

CVz'—&-l = Cz U R+ {y,x} + {xﬂ_layﬁ} - {'Tﬁ_lax} - {yayﬂ}

es el ciclo hamiltoniano deseado que genera a X; 1 = X; UyH y conserva la
orientacion de C;.

Para verificar que se cumplen las condiciones de etiqueta, notemos que la
direccién del ciclo Cj es:

r— szt

y la de R:
y—yb—- o yfrt =y

donde m es el orden de f.

Observemos que al unir 87! := zaBa con yB = zaf y al etiquetar con
a~! (por las condiciones de etiquetado), el sentido es (zafBa, raBaa™) =
(xB87',yB). Obteniendo asf una trayectoria hamiltoniana:

Tiv1: x— =zt =syB—= - =y =y =1z«

y para completar el ciclo no necesitamos a (z,y) porque va en el sentido
opuesto a la orientacién de Tj,;; sin embargo, (y,z) deberfa estar en Cj;.
Pero esto es cierto, ya que (y,z) = (zra,zaa™!). Lo que implica que la
flecha (y,z) tiene etiqueta o', y por tanto cumple con las condiciones de
etiquetado.

". Ci41 es el ciclo hamiltoniano deseado que genera a X ;.

Para el caso 9,-1(X;) # 0, tomemos y = za™! € J,-1(X;). Por las condi-
ciones de etiqueta 37! y o no son etiquetas posibles. Ahora serd necesario
considerar la flecha que sale de = en C;. Notemos que a~! no puede ser la
etiqueta, pues tendriamos (z,za™!) = (x,y), donde y ¢ X;. Por lo que sélo
queda ser 3 la etiqueta, y (z,zf3) € C;.
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Sea R el ciclo en yH. Entonces el cuadrado que une a R y C; es el siguiente:

1 1

r—=zal=y—ozafl=ys ! 5 zaf o =28 — .
Asi, segun el sentido de C; y el de R, conforman el ciclo hamiltoniano deseado,

descrito de la siguiente manera:
Ty —=yB—--- =yt =B =
Lo que completa la prueba. O

Observacion. Sea I' = I'(G, S) una grafica de Cayley, la cual contiene una
trayectoria hamiltoniana. Por la transitividad en los vértices de I' podemos
acomodar los vértices de la trayectoria e iniciarla en cualquier elemento de

G.

Lema 4.1.4. Sea G un grupo finito y sea H<G. Supongamos que S = S1USy
es un conjunto generador de G, tal que Sy C H, (S1) = H, y que la proyeccion
S, de Sy sobre G/H genera G/H. Supongamos que I'y = T'(H, Sy) y también
que I's = I'(G/H, S}) contiene una trayectoria hamiltoniana. Entonces I' =
I'(G, S) contiene una trayectoria hamiltoniana.

Demostracion. Sea k = [G : H] = |G/H| y sea g1 = e € G. Por hip6tesis

(S4) =G/H yI' =T(G/H, S)) contiene una trayectoria hamiltoniana como
se describe a continuacion:

H=Hg — Hgy, — Hgs — ... » Hg;.

Por el Lema 4.1.1, se tiene que Hg; = H contiene una trayectoria hamil-
toniana que inicia en el vértice e € GG, y supongamos que h;g; es el punto
final de dicha trayectoria. Agreguemos la flecha (h1g1, h1gs) € T.

Consideremos ahora la trayectoria hamiltoniana en la clase lateral Hgs,
cuyo vértice inical sea higo y que termine en hogs. Ahora podemos construir
la trayectoria deseada, dada por:

e — - —higy = higo— -+ — hogo — -+ = higy — -+ — hig.

. I'=T(G, S) contiene una trayectoria hamiltoniana. O
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Teorema 4.1.5. Sea G un grupo finito y sean r(G) y m(G) el nimero de
factores de descomposicion abelianos y no abelianos de G, respectivamente.
Entonces existe un conjunto generador S, (S) = G, con |S| < r(G)+2m(G),
tal que la correspondiente grafica de Cayley I' = T'(G, S) contiene una trayec-
toria hamiltoniana.

Demostracion. Recordemos que todo grupo finito simple no abeliano G puede
ser generado por dos elementos, de los cuales uno de ellos es una involucion,
y por el lema 4.1.3 posee un conjunto generador S, tal que |S| = 2, y cuya
grafica de Cayley correspondiente contiene un ciclo hamiltoniano. Si el grupo
G es ciclico, G = Z,, basta con un elemento para generarlo.

Por el lema 4.1.4, cualquier conjunto generador S}, tal que (S5) = G/H,
puede llevarse a Sy C GG, de modo que S = 57U S5 es un conjunto generador
para G. Por lo que si H y G/H tienen conjuntos generadores de tamannio k;
y ko, respectivamente, tal que la correspondiente grafica de Cayley contiene
una trayectoria hamiltoniana, entonces G contiene un conjunto generador de
tamano ki + ks.

Tomemos una serie de descomposicion de G:
€:G0<1G1<1"'<]Gn_1<lGn = G,

como (@) es el numero de factores de descomposicién abelianos, por cada
uno tenemos un elemento generador. Sea |S;| = 7(G). De modo similar,
m(G) es el numero de factores de descomposicién no abelianos. Para estos
tenemos dos elementos generadores por cada un de ellos (por el lema 4.1.3).
Entonces |S3| = 2m(G). Por tanto, junto con el lema anterior, tenemos que
la cardinalidad del conjunto generador de G es r(G) + 2m/(G). O

Teorema 4.1.6 (Igor Pak [36]). Todo grupo finito G de cardinalidad |G| > 3
tiene un conjunto generador S, con |S| < logs|G|, tal que la grifica de Cayley
correspondiente, I' = I'(G, S) contiene un ciclo hamiltoniano.

Demostracion. Fijemos una serie normal de G. Y consideremos r = 7(G)
y m = m(G). Denotemos como Ay, As,..., A, y By, B, ..., B, los grupos
factores abelianos y no abelianos de G, respectivamente. No olvidemos que
|B;| > 60 > 4, es decir, el grupo simple no abeliano de menor orden |B| = 60
y es el grupo As.
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Como cada grupo factor es no trivial entonces |A;| > 2 para cada
i=1,2,...,ry|B;| > 2paracada j = 1,2,...,m. Por tanto obtenemos lo

siguiente:
-

[T14il =2

=1

ﬁ |B;| > 2% = 4™,

j=1

Por el teorema 2.10.2 se tiene que

T m

Gal=1T1Al- 1118l

i=1 j=1

entonces

27«+2m:2r_22m:2r_4m §H|A2| H’Bj’ = ‘G’a
=1

J=1

y por lo tanto
r(G) +2m(G) < logs|G|

donde la igualdad se cumple cuando G = Zj.

Sélo resta hacer explicito el ciclo hamiltoniano.

Caso 1. Si r(G) + 2m(G) = logs |G|, (G = ZY).

Para la existencia del ciclo hamiltoniano haremos uso del cédigo de Gray,
propuesto por Frank Gray en 1974. Un n-cédigo de Gray consiste de 2"
arreglos de longitud n con entradas en el conjunto {0, 1}. Por ejemplo, cuando
n = 2 tenemos que el conjunto de arreglos es {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.

Podemos asociar los elementos del conjunto con los vértices de una grafica,
en la que las aristas estdn determinadas de tal manera que {x,y} € E(G) si
y s6lo si difieren exactamente en una posicion. En la Figura 4.5 se muestra
el caso para n = 2. A dicha grafica se le llama 2-cubo, Q).

52



(0,0) (1,0)

(0,1) (1,1)

Figura 4.5: 2-cubo, Q)s.

En general, para cualquier n € N, se puede construir la gréfica asociada al
cddigo de Gray; se le llama n-hipercubo, Q.

Observacion. Para el caso n = 3, las graficas son cubicas o 3-requlares. Sin
embargo, no todas las graficas cubicas son el resultado de esta construccion.
La grafica de Petersen es un buen contraejemplo, ya que la cardinalidad de
su conjunto de vértices no es una potencia de 2.

Por hipétesis G = Z5. Entonces el siguiente teorema nos dara explicito el
ciclo hamiltoniano.

Teorema 4.1.7. Para todo entero n > 2, el n-hipercubo @Q,,, tiene un ciclo
hamiltoniano.

Demostracion. Se probara por induccién sobre n.
Para el caso n = 2 el teorema es verdadero, ya que Qo = Cj.

Supongamos que el k-hipercubo tiene un ciclo hamiltoniano para k& > 2.
Entonces debemos probar que se cumple para n = k + 1, el hipercubo Q41
contiene un ciclo hamiltoniano.

Consideremos una particién de V(Q41) en dos conjuntos Vg y Vi de igual
cardinalidad. Donde V| consiste de todos los vértices, o arreglos de longitud
k + 1, que inician con 0, y V el de los vértices que tienen 1 en la primera
entrada:

Vo = {0z : x € {0,1}*},

Vi ={lz:2€{0,1}*}.
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Notemos que por induccion, la graficas Vy y Vi contienen un ciclo hamil-
toniano, pues son isomorfas a Q). Sea Cy = Ovq, 0vy, ..., 0vyr, 0v1 el ciclo
hamiltoniano en Vg, y C7 = 1vy, lug, ..., 1vgk, 1vy el ciclo hamiltoniano en V;.

Para determinar el ciclo, de Cy y C} quitamos las flechas (Ovyr, vy )
y (lvgr, luy), respectivamente; y agregamos (Ovgr, lugr) v (lvg, Ovy). Final-
mente, el ciclo obtenido es:

Cri1 = Ovy, 0vg, ..., Ovgk, 19k, 1vgk—1, ..., vy, Ovy.

Observemos que las flechas de C'; fueron invertidas para construir el ciclo
hamiltoniano; esto es posible ya que G es un grupo abeliano y S es cerrado
bajo inversos.

.. @, contiene un ciclo hamiltoniano. ]

Caso II. Supongamos que 7(G) + 2m(G) < logs|G]|.

Por el teorema 4.1.5, I'(G, S) contiene una trayectoria hamiltoniana. Su-
pongamos que x € V(I') es el vértice inicial de dicha trayectoria e y € V(I)
el vértice final. Sea g € G tal que y = xg. Si g € S entonces [' es hamilto-
niana. En caso contrario, hagamos S’ = S U {g¢}, entonces I'(G, S’) tiene un
ciclo hamiltoniano. Sélo agregamos una flecha y la cardinalidad del conjunto
generador no rebasa las hipdtesis.

. ' contiene un ciclo hamiltoniano. O]

Definicién 4.1.2. Para cada subconjunto de vértices X C G se definié 0.X
como el conjunto de vértices v € G\ X que estdan conectados por una flecha
a X. Decimos que un grafica G es € — expansora si para cada X C G, con
| X| < |G]/2, se tiene que |0X| > €| X|, para algin € > o.

Sea p un primo, p = 1 mod 4. Sea [, un campo finito con p elementos,
y a € F, tal que a®* = —1. Considérese el grupo SL(2,p) de las matrices de
dos por dos sobre F,, con determinante 1. Sea G = PSL(2,p) el cociente de
SL(2,p) por el subgrupo de las matrices diagonales +1.
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Sean «, 3,7 € PSL(2,p) dados por las matrices:

=5 %)= 0) =00 %)

Los tres elementos, «, 3 y 7, generan al grupo, donde G : PSL(2,p) =
(o, B,7). Méas adelante se verificard que a? = 2 = v? = e. Consideremos
entonces las graficas de Cayley

I, =T(PSL(2,p) ={«, 8,7}).
Teorema 4.1.8. Las grdficas de Cayley I'), contienen un ciclo hamiltoniano.

Demostracion. Comencemos por verificar que «a, 5 y 7 son involuciones:
s (a O a 0 (e 0\ (-1 0
““\o =)\o )" \oa) 0o —1)
s (a O a 0 (a0 (-1 0
T\ a4 —a a —a) 0 @« ) \ 0 —-1)°
5 — 0 1 0 1y_(-10
-1 0 -1 0 0o -1/
Ahora debemos verificar que o y 8 conmutan:
8= a 0 0 1 (0 a
W= o )\ -10) " \ao)
Ba = 0 1 a 0 _ 0 —a ).
““\-10) 0 =) "\ = 0 )

esto demuestra que fa = +aff en PSL(2,p); y por el lema 4.1.1, se tiene
que la gréfica I', contiene un ciclo hamiltoniano.

[]
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4.2. Sobre una conjetura concerniente
a las graficas vértice-transitivas.

[Tobias Ahsendorf.]?

Como ya mencionamos anteriormente, necesitamos de dos definiciones es-
cenciales para el desarrollo de las aportaciones de esté articulo:menor y
menor homogéneo. Comenzaremos por dichas definiciones y algunos teore-
mas necesarios para después continuar con la conjetura propuesta por el
autor y su implicaciéon mas importante: la conjetura de Lovadsz.

Definicién 4.2.1. [12] Sean G y H gréficas. Decimos que H es un menor
de G, H < G, si existe una particién {V}, : h € V(h)} de V(G) en subcon-
juntos conexos de vértices de G, con G[V;]® conexa para cada h, tal que para
cualquier par de vértices h,h’ € V(H) existe la arista V}, — V}, si y sélo si
{h,W'} € E(H).

Figura 4.6: Menor de G, H < G.

El siguiente teorema es uno de los mas importantes en la teoria de los
menores, ya que nos da importante informacion acerca de la relacion de
orden que hay entre estas graficas.

2Titulo original: On a conjecture concerning vertex-transitive graphs [Tobias Ah-
sendorf]. La traduccién al espafiol es mfia.

3La notacién G[V,] lo usaremos para denotar a la subgrifica de G inducida por el
conjunto de vértices V.
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Xl_ 5

X3 X

Figura 4.7: Menor homogéneo.

Teorema 4.2.1 (Robertson-Seymour [1]). Las grdficas finitas estin bien-
cuasi-ordenadas por la relacion “ser menor, <7, es decir, <X es refleriva y
transitiva, y para una sucesion infinita de graficas G, Ga, ... existen 1,7 con

Definicién 4.2.2. Sean G, H, H' graficas y H' conexa. Diremos que (H, H')
es un menor homogéneo, (H,H') <1 G, si H < G y los conjuntos de parti-
ciones V, pueden ser elegidos de tal forma que se cumpla que G[V,] = H'.
Ejemplo 4.2.1. En la siguiente figura G es la grafica, H es un menor de ¢
y H' es isomorfo a G[V,,] para cada i = 1,2, 3,4.

Definicién 4.2.3. Decimos que una relaciéon de orden (<), en un conjunto
X, es bien-cuasi-ordenada si es reflexiva, transitiva, y tal que para cualquier
sucesion de elementos 1,29, ... de X contiene un par creciente z; < x; tal
que ¢ < 7.

Observacion. La releacién <7 no es bien-cuasi-ordenada para las graficas
finitas.

Contraejemplo: Sea p; el i — ésimo nimero primo de la sucesion
Cs,C5,Cr, .., Gy oy

de gréficas ciclicas de orden creciente un nimero primo impar. Sean Cj, <
Cy, para la pareja (i,7) donde 7 < j, entonces los conjuntos de particiones
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deben ser trayectorias de cierta longitud. Por tanto, son isomorfos, si dicha
longitud es igual para todas las trayectorias. Con lo que tendriamos que p; |p;,
lo que contradice el hecho de que p; y p; sean ntimeros primos.

Teorema 4.2.2. Sea I una grdfica conexa vértice-transitiva con p vértices,
donde p es un numero primo. Entonces I' contiene una trayectoria hamailto-
niana. Mds aun, st p > 2, entonces I' contiene un ciclo hamiltoniano.

Demostraciéon. Por el teorema 3.0.5 podemos asociar un grupo G con |G| = p
y un subconjunto Sy S~ C S que no contiene al elemento neutro (para evi-
tar los lazos en la grafica), tal que I' = I'(G, S). Dado que |G| = p sabemos
que G = Z/pZ. Si consideramos solamente a G y dado que S # (), pode-
mos elegir un elemento k € S con k # e. Tomemos el elemento neutro e y
sumémosle k; asi, después de p — 1 veces habremos recorrido cada uno de los
vértices exactamente una vez. Lo que nos da de forma automaética una trayec-
toria hamiltoniana en I'. Si p > 3 obtenemos un ciclo hamiltoniano al sumar
p veces k. Si p = 2 tendriamos que I' = K5 es solamente una trayectoria de
longitud igual a 1. O

La conjetura (de Tobias), consta esencialmente de dos casos. El primero de
ellos es el caso simple pero muy importante, ya que, de ser cierta la segunda
parte, serviria de conclusion general para ésta misma. A su vez, el autor
afirma que de poder demostrarse nos acercarfamos a una prueba general de
la conjetura de Lovdsz. A continuacién se hard el desarrollo para un mejor
entendimiento.

Conjetura 4.2.1 (Tobias). Sea GG una grafica vértice-transitiva de grado d.
Sean m,n € N tales que mn = |G|. Entonces:

i) Si(Cp,Cy) <1 G, entonces G contiene una trayectoria hamiltoniana.

Sea {V, : z € C},,} una particiéon de V(G) tal que C,,, < Gy G = G[V,].
Como C,, es conexa Iz, y € V(C,,) tal que la arista V,, — V, existe si y
sélo si {z,y} € E(Q).
Notemos que hay m copias de C,,. Sean C,, 1, C,, 2, ..., Cy, , de tal forma
que {Vy1, a2} es una arista y por tanto 3{x, 1, 2,2} € E(G); en ge-
neral, que {V,,;, V,.i41} implique la existencia de {2y, Tni+1} € E(G).
Finalmente, con lo anterior, podemos afirmar la existencia de una
trayectoria hamiltoniana.

Sin embargo, el problema real, consiste precisamente en poder asegurar
la existencia de C,, y C,, con las propiedades esperadas.
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Para la segunda parte de la conjetura vamos a suponer que |G| no es un
nimero primo, y tampoco 0 6 1.

i) Existen m,n € N, n > 1y m > 3, con mn = |G| tales que:

» (Ch,Cn) <1 G, en cuyo caso ya habriamos terminado (por el
primer caso), o:

» Existen graficas X' y X” tales que (X', X") <1 G, |X'| =ny
| X”| = n; donde X’ es conexa y vértice-transitiva si G es conexa,
y G =2 K,,, si es disconexa. Entre dos vértices xz,y € X", que
tienen grado menor a d, existe una trayectoria hamiltoniana de x
a y. Ademds, si consideramos el conjunto de particiones V, para
cada z € X', si xg € X'y x1,29 € Nx:(29) con 1 # xq, entonces
existe para z € V,, N Ng(x1) un vértice w € V,,, con z # w, tal
que existe la {w}-V,,-arista en G. O

Para probar la implicacién de la conjetura previa, necesitaremos el si-
guiente:

Lema 4.2.3. Una grdfica vértice-transitiva de grado k es al menos %(k‘ +1)
conexa por vértices.
[17][Lema 3.4.2]

Ya tenemos las herramientas necesarias para probar que la conjetura de
Tobias (en caso de ser cierta), y el lema anterior, implican el siguiente resul-
tado:

Teorema 4.2.4. Supongamos la conjetura de Tobias. Entonces la conjetura
de Lovdsz es verdadera.

Demostracion. Sea GG una grafica conexa vértice-transitiva de grado d. Su-
pongamos primero que G es de orden un nimero primo, por el teorema 4.2.2,
tiene una trayectoria hamiltoniana cuando p = 2, y un ciclo hamiltoniano
cuando p > 2. Ahora, si (C),, C},) <1 G para algunos m,n € N, por el inciso
(1) de la conjetura, G tiene una trayectoria hamiltoniana. Cuando |G| =1 o
G es una grafica vacia tenemos a K; o K,,, respectivamente, y la implicacién
es inmediata.

Para la induccién supongamos que |G| = k y que para todas las graficas
conexas vértice-transitivas de orden menor a k el teorema es verdadero.
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Sea k > 1 un ntmero que no es primo, con mn = k para cada m,n € N.
Si (Cpn, Cp) <1 G sélo requerimos de la primera parte de la conjetura 4.2.1.
Supongamos que (Cy,,C,) #1 G; entonces existen X’ y X" graficas, tales
que (X', X") <1 G, con las propiedades segin la conjetura mencionada,;

pediremos que X' sea conexa, de lo contrario tendriamos | X’| copias conexas
de X",

Sabemos por la hipétesis de induccién, que para m < k, X’ contiene una
trayectoria hamiltoniana. Sea {V, |z € V(X’)} los conjuntos de particiones
de V(X) tales que G[V,] = X" para cada z € V(X'). Sea x4, x9, ..., T, una
trayectoria hamiltoniana en X’. Por hipétesis, podemos elegir aristas e; de
E(G) paracada 1 <1i < m, de tal forma que tenga un extremo en V,, y el otro
en V,, ,, con e;Ne; =, siempre que 7 # j. Sea vi un vértice de V,, que no
es un extrmo de ¢; y tal que dgpy, |(v1) < d. Andlogamente, sea v7, € V;,, de
modo que v2, ¢ €,_1 y también oy, 1(v2,) < d. Podemos asegurar que este
par de vértices existe porque de lo contrario, el tinico vértice con grado menor
a d en G[V,,] serfa v?, uno de los extremos de e;. Con esto tendriamos que
G\ {v?} serfa una desconexién para G. Sucede lo mismo para v2, € G[V,, ].
Sin embargo, A(G) > 2 y por el lema anterior, debemos quitar al menos

%(2 + 1) > 2 vértices para desconectar a G.

Finalmente, describiremos la trayectoria hamiltoniana en G. Por la con-
jetura, G[V,,]| contiene una trayectoria hamiltoniana, digamos T; para cada
1 < i < m, la cual comienza en el vértice v} y termina en v7 . Sea ¢; la
arista con extremos v} y v? para toda 1 < i < m. Por lo tanto, la trayectoria
hamiltoniana en G podemos escribirla como T = TiT5...T},,, donde ¢; es la
arista que conecta a T; con Tj,1; entonces, como cada v € V(G) estd con-
tenido en sélo un conjunto de la particion, T" es una trayectoria hamiltoniana
en G. m

60



4.3. Descomposiciéon hamiltoniana de
graficas de Cayley abelianas 6-regulares.

[Westlund, Erick E.]*

Esta parte estd basada en la tesis para obtener el grado de doctoral de
Erick Westlund. Su trabajo consiste en presentar una prueba de un caso
particular de la conjetura de Alspach, la cual afirma lo siguiente:

“Toda grdfica de Cayley conexa 2k — regular sobre
un grupo abeliano finito tiene una descomposicion
disjunta por aristas en k ciclos hamiltonianos.”

Sin embargo, aunque no es precisamente una variante, estd motivada direc-
tamente por la conjetura de Lovasz. Posterior a las definiciones necesarias,
enunciaremos teoremas importantes en torno a descomposiciones hamiltonia-
nas. Comencemos por definir una operacién entre dos gréficas.

Definicién 4.3.1. Sea Gy = (1, E1) y Go = (Va, Es) dos graficas, definimos
la operacién entre las gréficas, llamada producto cartesiano (o producto caja),
y denotado por G = G;01G,. Donde el conjunto de vértices de la gréfica
resultante G es V(G) = Vi x Vo = {(v1,12) :v1 € Vi y vy € Vo} v con
conjunto de aristas:

E(G) = {{(u1,uz), (u1,v2) : {uz,v2} € Es}

U{{(u1, u2), (v, u2) : {ug,v1} € Ev}.

Definicién 4.3.2. Dada una particién de E(I") en subconjuntos tales que
ET)=E UEU..UE}

donde |E;| = |Ej| y E;NE; = 0 Vi # j, decimos que es una factorizacion
isomorfa de T', conformada por k subgraficas inducidas por aristas sobre los
conjuntos (F;), con i = 1,2, ...k, y que son isomorfas dos a dos. Si I tiene
una factorizacién isomoérfica en subgraficas con t aristas (cada una isomorfa a
una gréfica dada H), decimos que I" posee una t-isofactorizacion en la gréfica

H.

4T1{tulo original: Hamilton decompositions of 6-reqular abelian Cayley graphs [Westlund,
Erick E.]. La traduccién al espafiol es mia.
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Definicién 4.3.3. Si una grafica G es 2k — regular, a cualquier particién
de E(G) en k ciclos hamiltonianos (si existen), se le llama descomposicion
hamiltoniana. Si G es (2k + 1) — regular, la descomposicién hamiltoniana
se define para que cada particién de E(G) en k ciclos hamiltonianos y un
1 — factor (que es una gréfica generadora 1 — regular).

Los siguientes teoremas son resultados sobre la hamiltonicidad de gréaficas
vértice-transitivas y graficas de Cayley. El primero debido a Lovasz y de gran
trascendencia.

Teorema 4.3.1 (Lovész [27]). Si T es una grdfica conexa y Aut(T) contiene
un subgrupo abeliano y transitivo, entonces I' es hamiltoniana.

Teorema 4.3.2 ([2, 9, 21, 22, 29, 30, 31, 32, 33, 41]). Toda grdfica conezxa
vértice-transitiva de orden kp, p* ¢ 2p*, donde k < 4 y p un nidmero pri-
mo, es hamiltoniana, la grdfica de Petersen o la de Coxeter. Mas aun, toda
grdfica conexa vértice-transitiva de orden bp ¢ 6p contiene una trayectoria
hamiltoniana.

Teorema 4.3.3 (Chen-Quimpo [8]). Toda grdfica de Cayley I' coneza, de
grado al menos 3, sobre un grupo abeliano finito es Hamilton-conexa si no es
bipartita, o Hamilton-trazable si es bipartita.

Teorema 4.3.4 (Durnberger[15], Marusic[28], Keating-Witte[20]). Toda
grafica de Cayley I' sobre un grupo G es hamitoniana si tiene orden una
potencia de un primo p o el subgrupo conmutador

(GGl =(g"'h""gh:g,h€q)
es ciclico de orden una potencia del primo p.

Teorema 4.3.5 (Dobson et al.[14]). Toda grdfica coneza de orden al menos 3,
con grupo de automorfismos transitivo, cuyo subgrupo conmutador es ciclico
de orden una potencia de un primo p, tiene un ciclo hamiltoniano o es la
grdfica de Petersen.

Teorema 4.3.6 (Marusic¢[30]). Las grdficas vértice-transitvas de orden p?
son hamiltonianas.

Teorema 4.3.7 (Chen [9]). Toda grdfica vértice-transitva de orden p* con-
tiene un ciclo hamiltoniano.

Teorema 4.3.8 (Witte [44, 45]). Toda grifica de Cayley ' de orden p®
contiene un ciclo hamiltoniano.
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Conjetura de Alspach:

“Toda grafica de Cayley conexa 2k — regular sobre
un grupo abeliano finito tiene una descomposicion
disjunta por aristas en k ciclos hamiltonianos.”

En el primer capitulo de [42], se hace un compendio de teoremas ya demos-
trados referentes a la conjetura de Alspach. Son los siguientes.

Conjetura 4.3.1 (Nash-Williams [34]). Toda gréfica k-regular con a lo méds
2k + 1 vértices tiene una descomposicion hamiltoniana.

Teorema 4.3.9 (Aubert-Schneider [5]). Si ' admite una descomposicion en
dos ciclos hamiltonianos y C' es un ciclo, entonces 'OC' se puede descom-
poner en tres ciclos hamiltonianos.

Teorema 4.3.10 (Alspach, Bermond, Sotteau [3]). C;,0C,0..00C;, tiene
una descomposicion hamiltoniana.

Teorema 4.3.11 (Stong, 1991 [40]). Si 'y y T's son separables en en n y m
ciclos hamiltonianos, respectivamente, con n > m, entonces I''\L1I'y tiene una
descomposicion hamiltoniana si se cumple una de las siguientes condiciones:

i) m<3n

ii) n >3

iii) |V (I'y)| es par

w) [V(Fa)| = 617 — 3.

Teorema 4.3.12 (Bermond et al. [6]). Toda grifica de Cayley conexa
4-reqular sobre un conjunto abeliano finito es descomponible en dos ciclos
hamiltonianos.

Teorema 4.3.13 (Dean [10, 11]). Sea I' = I'(G, S) una grdfica circulante
6-reqular, entonces I' tiene una descomposicion hamiltoniana si se cumple
una de las siguientes condiciones:

i) |G| es impar, o

ii) existe s € S tal que (s) = G.
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Definicién 4.3.4. Sea S := {s1, S2,..., 8¢} un conjunto generador de un
grupo GG. Decimos que S es un conjunto generador minimal si para cada
1 < i <k, el elemento s; ¢ (s1,..., Si—1, Si+1, .-, Sk). LTambién, decimos que
S es un generador fuertemente minimal si para cada 1 < i < k, el elemento
28; & (81, e, Si—1, Sit1, ---, Sk)- Notemos que cada conjunto fuertemente mini-
mal es generador minimal.

Teorema 4.3.14 (Liu [24, 25]). Sea S = {s1, S, ..., Sk} un generador para
un grupo abeliano finito G. Entonces I'(G,S) tiene una descomposicion ha-
miltoniana st se cumple uno de los siquientes incisos:

i) |G| es impar y S es un conjunto generador minimal, o
ii) |Gles par y S es un conjunto generados fuertemente minimal.

Corolario (Liu [25]). Sea S un conjunto de conexion minimal de G de orden
al menos 4. Si |(S)| es impar para cada s € S, entonces I'(G, S) tiene una
descomposcion hamiltoniana.

Teorema 4.3.15 (Li [23]). Una grdfica de Cayley sobre un grupo abeliano
finito de orden p? o pq, con p,q primos impares, tienen una descomposicion
hamiltoniana.
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4.3.1. Ultimos Resultados.

Los teoremas, lemas y corolarios nuevos en la propuesta de Westlund estan
repartidos en distintos capitulos, dentro de los cuales el autor presenta la
prueba de cada uno; son los siguientes:

e En el capitulo 3:

Teorema 4.3.16 (Kreher, Liu, Westlund [43]). Toda grdfica de Cayley co-
nexa, 6-reqular, sobre un grupo abeliano de orden impar tiene una descom-
posicion hamiltoniana.

e En el capitulo 4:

Teorema 4.3.17. Si G = (s, s3) es un grupo abeliano de orden par, |ss| > 3,
y |Al/2 > |s1| > |s2| > |ss|, donde al menos una de las desigualdades es
estricta, entonces T'(A,{s1, s2,$3}) tiene una descomposicion hamiltoniana.

Corolario. Sea A = T'(A/(s3),{51,52}) una grdfica cociente obtenida de
(A, {s1, 52,53} de orden al menos 3. Si 53 genera un ciclo en A y (s1) tiene
indice 2 en A, entonces I' tiene una descomposicion hamiltoniana.

Corolario. Si I'(Zoy, {a,b, c}) es conexa, 6-reqular, tal que |a| = m, y tam-
bién med(2m,b,c) = 1, entonces I' tiene una descomposicion hamiltoniana.

e En el capitulo 5:

Teorema 4.3.18. Si I'(Zoy, {51, S2,83}) es una grdfica de Cayley coneza,
6-regular, sobre un grupo abeliano de orden par, y para alguna 1 < 1 < 3,
A; =T(A/(s:),{55,,55,}) es 4-reqular y A; % I'(Z3,{1,1}), entonces I' tiene
una descomposicion hamiltoniana.

Teorema 4.3.19. Si ['(A,S) es una grdfica de Cayley conexa, 6-reqular,
abeliana de orden par, entonces I' tiene una descomposicion si S no tiene
involuciones para alguna s € S, I'(A/(s),S) es 4-reqular y de orden al menos

/.
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Corolario. SiI'(A, {s1, s2,s3}) es una grdfica de Cayley conezxa, 6-reqular,
abeliana de orden par, entonces I' tiene una descomposicion hamiltoniana st
se cumple con alguno de los siguientes incisos:

a) s1 € (s2,83), y[A:(s3)] >4, o
b) |s1| > |sa| > 2|ss], 0
c) |s1| > |sa| > s3], o también
i. |Al = (2k+1)|ss|, conk >2, 0

ii. |A| > 4|s3] y |s1| y |s2| son impares.

Nota. Para la prueba del primer corolario en el capitulo 4 y los resultados
del 5 se hace uso de una importante herramienta: las grdficas cociente. La
definicién de ésta y resultados de teoremas y lemas relacionados se anexan
en el Apéndice A.
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Apéndice A
Graficas Cociente.

Definicién 4.0.5. Si I'(G,S) es una gréfica de Cayley con conjunto de
conexion S = {si1,59,...,5k} v J := (sg), entonces la grafica de Cayley
A = (G/J,S),donde S = {5; : i = 1,2,k -1} y 3 = s+ J, se le
llama grdfica cociente de I'. Si I' es conexa, entonces A también lo es.

Definicién 4.0.6. Si {7,y} € F(A), donde T — 3y = 5;, entonces el conjunto

La{z,y} ={{u,v} :u =7, =7, u —v =s;}

se llama el ascenso {,7}. Més atin, dada una subgréfica F' de A, sea I la
subgrafica inducida sobre los ascensos de todas las aristas de F. Entonces a
F se le llama el ascenso de la subgrafica F, o decimos que F es la subgrdfica
a la que F asciende.

Teorema 4.0.20 (Fan et al.[16]). Sea G un grupo abeliano finito, y sea
S = {s1, 59, 83} un conjunto generador para G. Si S tiene un elemento s; de
orden impar tal que (s;) es un subgrupo de orden al menos 9 y [5;| > 3 para
i # 7, entonces Cay(G,S) tiene una descomposicion hamiltoniana.

Teorema 4.0.21 (Fan et al.[16]). Sea G un gruupo abeliano de orden impar,
con conjunto generador S = {si,S2,83}. Si existe un elemento del menor
orden estrictamente, entonces Cay(G,S) tienen una descomposicion hamil-
toniana.

Lema 4.0.22. [42]. Si = (G,{s1,2,53}) es una grdfica de Cayley conexa
6-reqular en G, donde |s3| > 6, [G : (s3)] > 10 y 251,255 ¢ (s3), entonces T’
tienen una descomposicion hamiltoniana.
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Lema 4.0.23. [42]. Si [ = (G,{s1,52,53}) es una grdfica de Cayley conexa
6-reqular en G, donde |s3| > 5, [G : (s3)] > 9, y 251,259 ¢ (s3), entonces T’
tienen una descomposicion hamiltoniana.

Lema 4.0.24. [42]. Si = (G,{s1,s2,83}) es una grdfica de Cayley conexa
6-reqular en G, donde |s3| > 9, y 2s1,2s9 ¢ (s3), entonces I' tienen una
descomposicion hamiltoniana.

Con ayuda de los lemas anteriores se obtiene el siguiente:

Teorema 4.0.25. [/2]. Si G es un grupo abeliano y para alguna
1 < i <3, Cay(G/(si),{5;,,55,}) es una grdfica 4-reqular y de orden al
menos 9, entonces Cay(G, {s1, s2, s3}) tiene una descomposicion hamiltonia-
na.

Lema 4.0.26. (Caso impar)[42]. Si G es un grupo abeliano y para alguna
1 < i < 3, Cay(G/(si),{55,,555}) es una grdfica 4-regular de orden
n € {1,5,7}, entonces Cay(G,{s1, s2, $3}) tiene una descomposicion hamil-
toniana.

Lema 4.0.27. (Caso par)[42]. Si G es un grupo abeliano y para alguna
1 < i < 3, Cay(G/(s:),{55;,5,}) es una grdfica 4-regular de orden
n € {4,6,8}, entonces Cay(G,{s1, s2,83}) tiene una descomposicion hamil-
toniana.
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Capitulo 5

Conclusion.

Puesto que el tema central para realizar esta tesis fue la conjetura de
Lovdsz, se hizo una busqueda sobre investigaciones recientes que giraran
alrededor de ésta; los resultados recientes con avances importantes son en
realidad pocos. Se hizo una seleccion sobre tres de ellos, que se consideraron
de mayor interés y cercania por el uso de técnicas de la teoria de grupos.

Es redundante decir que fue en las graficas vértice-transitivas donde cen-
tramos nuestra atencién; pero no en todas, sino sélo en algunos subconjuntos
de ellas dependiendo de sus caracteristicas que las hipdtesis asi lo requerian:
las grdficas de Cayley, los menores y menores homogéneos, principalmente.

Al dia de hoy han transcurrido 45 anos de la formulacion de la conjetura.
Aunque pareciera mucho, sabemos que existe gran nimero de estas, incluso
con mayor antigiiedad. Un amplio nimero de investigadores esta trabajando
en nuevos resultados que se acerquen a una solucién, pero aun nada que
complete una prueba formal.

Los intentos por resolver la conjetura han abarcado distintos enfoques,
ademas de los presentados. Entre ellos, coloracion, graficas aleatorias, grdficas
de Kneser, grdficas de Johnson, grdficas y subespacios vectoriales, por citar
los mas sobresalientes.
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Si bien no hay aportaciones propias, el objetivo es motivar nuevos avances
apoyandonos de los ya existentes. Debo incluir también el gusto propio por
la teoria de graficas y la teoria de grupos; y, dado que la teoria algebraica
de graficas conjunta ambas ramas de las matematicas, me resulté un tema
de gran interés. Por ello, quiero ampliar mis conociemientos con la misma
directriz.

Agradezco a mi asesora, la Doctora Eugenia O’Reilly, quien me ayudé con
la eleccion del tema, y que con su apoyo y supervision continua, hicieron
posible el presente trabajo de investigacion.
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