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“To the east, to the east,

the road beneath my feet.

To the west, to the west,

I haven’t got there yet.

And to the north, to the north,

never to be caught.
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my time is running out”.
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Notación y convenciones

Se utilizará la convención de suma de Einstein a menos que se especif́ıque lo contrario

y los cálculos geométricos se realizarán en unidades geometrizadas.

• ~ = 1,0546× 10−34J · s −→ constante de Planck reducida

• kB = 1,3807× 10−23J ·K−1 −→ constante de Boltzmann

• T −→ Temperatura

• m −→ Masa

• λT −→ Longitud de onda térmica

• T −→ Espacio fase termodinámico

• E −→ Espacio de estados de equilibrio termodinámico

• Θ −→ 1-forma fundamental de Gibbs

• Φ −→ Potencial termodinámico

• Eα −→ Variables extensivas termodinámicas

• Iα −→ Variables intensivas termodinámicas

• Z −→ Función de gran partición

• Lis(z) −→ Función polilogaritmo de orden s y argumento z

• G −→ Métrica del espacio fase termodinámico

• g −→ Métrica del espacio de estados de equilibrio termodinámico

• Rα βµν −→ Componentes de tensor de Curvatura

• Rαβ −→ Componentes del tensor de Ricci

• R −→ Escalar de Curvatura
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Caṕıtulo 1

Introducción

Al pensar en las propiedades termodinámicas de cualquier sistema, la geometŕıa no es la

primera opción para estudiar al sistema. En principio porque no existe una conexión obvia

entre conceptos matemáticos de geometŕıa y termodinámica. Como veremos más adelante

la Geometrotermodinámica (GTD) nos ofrece una manera de hacer esa conexión.

En otras áreas de la F́ısica es más sencillo pensar en la relación que existe entre la

geometŕıa y alguna propiedad f́sica, por ejemplo en Relatividad General existe una relación

entre la curvatura del espacio tiempo y la interacción gravitacional:

curvatura = interacción gravitacional

Desde el punto de vista de la GTD la interacción termodinámica está caracterizada por

el tensor de curvatura del sistema de la siguiente manera:

• Si Rα βµν 6= 0 el sistema presenta interacción termodinámica

• Si Rα βµν = 0 el sistema carece de interacción termodinámica

En dos dimensiones l escalar de curvatura que se obtiene a través del tensor de curva-

tura, proporciona información acerca de las transiciones de fase que puede o no tener el

sistema. Si el escalar diverge existe la posibilidad de que el sistema tenga algún tipo de

transición de fase.

El objetivo de este trabajo es analizar un gas de ideal de N bosones sin interacción, un

gas ideal de Bose-Einstein, tratando de describir la condensación Bose-Einstein, utilizando

el escalar de curvatura del sistema.

Con lo anterior es claro que la geometŕıa a la que nos referimos es la Geometŕıa no-

euclideana, en particular a la Geometŕıa Diferencial.
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1.1. Geometŕıa, F́ısica Termodinámica

Para la ciencia moderna las herramientas que proporciona la Geometŕıa Diferencial son

de gran importancia.

La geometŕıa no-euclideana fue desarrollada después de que Ptolemy, Nasir al din al

Tusi, Giovanni Alfonso Borelli, John Wallis, entre otros, trataran de probar el quinto

postulado de Euclides:

“Si una ĺınea recta que corta a dos ĺıneas rectas forma ángulos internos en el

mismo lado, los cuales sumen menos que dos ángulos rectos, las dos ĺıneas al

ser prolongadas indefinidamente se encontrarán en el lado en el cual los dos

ángulos sumen menos que dos ángulos rectos”

Gauss, Bólyai y Lobachevsky desarrollaron una geometŕıa no-euclideana y encontraron

lo que hoy se conoce como espacio 2-dimensional de curvatura constante negativa[44]. Y

después Klein, demostró que la geometŕıa que encontraron los anteriores era autoconsis-

tente.

El tipo de geometŕıa que nos concierne es la Geometŕıa Riemanniana desarrollada

por Georg Friedrich Bernhard Riemann y que presentó en us famosa plática Über die

Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. Las ideas que presentó en esa plática

generalizan la geometŕıa estudiada por Gauss, Bólyai y Lobachevsky y proporcionan la

definición de variedad Riemanniana, la cual es en concreto una variedad suave (diferenciable

C∞) M en la cual está definido un campo tensorial métrico g [7, 42].

Gibbs fue el primero en introducir la Geometŕıa a la Termodinámica al representar a

la primera Ley como una forma diferencial[15]. Después Charatheodory propuso que se

utilizarán formas de Pfaff para representar a las leyes de la termodinámica y Hermann

introdujo la idea de espacio fase termodinámico en el cual las variables termodinámicas

son utilizadas como coordenadas [9, 17].

La idea de utilizar una variedad Riemanniana y una estructura métrica la introdujeron

Fisher y Roa [13, 35, 36, 37]. Más tarde Weinhold propusó una métrica hessiana para el

espacio de estados en donde se estudian los sistemas termodinámicos y sus propiedades. El

elemento de ĺınea es

ds2 = gWijdN
idN j =

∂2U

∂N i∂N j
dN idN j (1.1)

Más tarde Ruppeiner, introdujó su métrica termodinámica [39, 40], con elemento de

ĺınea dado por

ds2 = gRijdN
idN j = − ∂2S

∂N i∂N j
dN idN j (1.2)

donde N son variables extensivas, S es la entroṕıa del sistema, U es la enerǵıa interna
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del sistema y i, j = 1, . . . , n con n el número de grados de libertad.

Las métricas anteriores presentan un problema, los resultados dependen del potencial

termodinámico que se elija para trabajar. Es por esto que en este trabajo utilizaremos la

Geometrotermodinámica, formalismo propuesto por Quevedo [28], que como ya hab́ıamos

mencionado hace una conexión entre el espacio fase termodinámico y el espacio de estados

de equilibrio, de tal forma que los resultados no dependen de la elección de potencial

termodinámico, es decir, son invariantes bajo transformaciones de Legendre.

1.2. La Geometrotermodinámica en la F́ısica, las Matemáti-

cas y la Qúımica

Los trabajos mencionado en esta sección son un pequeño resumen de los resultados que

se han obtenido utilizando GTD en distintas ramas de la Ciencia, existen muchos art́ıculos

publicados, solamente mencionaremos algunos.

En Matemáticas los trabajos publicado se enfocan en relacionar la geometŕıa de con-

tacto con la geometŕıa conforme [5] y la geometŕıa Riemanniana con la conforme [14].

En F́ısica se ha estudiado la termodinámica de hoyos negros, tratando de poner orden

en la descripción geométrica de estos [1, 18]. También se ha utilizado GTD para derivar

ecuaciones fundamentales termodinámicas y construir modelos cosmológicos relativistas,

por ejemplo utilizando la ecuación más sencilla en GTD, la cual corresponde a un sistema

sin interacción termodinámica, se describen disintos fluidos del modelo estándard de la

cosmoloǵıa [4].

Otro tipo de sistemas que se han estudiado utilizando GTD son sistemas termodinámi-

cos ordinarios, por ejemplo el gas de Van der Waals [30]. Al estudiar este sistema se

obtuvieron resultados consistentes con las transiciones de fase que presenta este gas y los

puntos en los cuales el escalar de curvatura diverge. También se han estudiado gases idea-

les cuánticos, el gas de Bose-Einstein y el gas de Fermi-Dirac [33]. Desde el punto de la

econof́ısica también

Finalmente se han analizado reacciones qúımicas utilizando GTD. En [34] se muestra

que cualquier reacción qúımica en un sistema cerrado puede ser descrita por una geodésica

en una variedad de dos dimensiones interpretada como el espacio de estados de equilibrio

de la reacción qúımica.

1.3. Condensación Bose-Einstein

La historia de la condensación Bose-Einstein comienza aproximadamente en 1920. La

estad́ıstica de Bose data de 1924 cuando Satyendranath Bose derivó el espectro de radiación
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de cuerpo negro utilizando un argumento estad́ıstico. Einstein fue quién consiguió que se

publicara el trabajo de Bose. Posteriormente generalizó la idea para átomos sin interación.

Einstein notó una caracteŕıstica particular en la distribución de los átomos sobre los

niveles de enerǵıa. Si la temperatura era lo suficientemente baja pero finita, una fracción

grande los átomos ocupaba el nivel de enerǵıa más bajo. Lo anterior es lo que hoy se conoce

como condensación Bose-Einstein. [10]

La comprobación experimental de la condensación Bose-Einstein se realizó en 1995 con

el experimento de Cornell y Wieman quienes condensaron 87Rb y con el experimento de

Ketterle que condensó 23Na [27].

Utilizaron trampas magneto-ópticas y trampas magnéticas para enfriar vapores de de-

cenas de miles de átomos a temperaturas de nanokelvins.

En la figura 1.1 se observan los resultados del experimento de Cornell.

Figura 1.1: Se observan las distribuciones de densidad de tres nubes de átomos de rubidio. En
la izquierda se muestra la distribución justo antes de la condensación. La imagen de en medio
corresponde al momento en que se comienzan a condensar y la última imagen es después de la
condensación. Imagen adaptada de [43].



Caṕıtulo 2

Fundamentos de

Geometrotermodinámica (GTD)

2.1. ¿Por qué usar GTD?

Al estudiar sistemas termodinámicos lo más usual es especificar la ecuación fundamen-

tal del sistema, al hacer esto tenemos una descripción completa de dicho sistema, es decir,

tenemos toda la información termodinámica. También es posible contar con todas las ecua-

ciones de estado del sistema, desde un punto de vista experimental, esto es mejor, ya que

usualmente son cantidades termodinámicas que se pueden medir o controlar en los experi-

mentos. La descripción mediante la ecuación fundamental es equivalente a la descripción

con ecauciones de estado ya que estas últimas se pueden derivar de la primera de forma

única usando derivadas parciales.

Pero nosotros estamos interesados en estudiar los aspectos matemáticos de los sistemas

termodinámicos, en un lenguaje geométrico. Para hacer eso necesitamos de un formalismo

que haga una descripción consistente de las propiedades matemáticas de nuestros sistemas.

Como mencionamos en el caṕıtulo anterior usaremos las herramientas que nos propor-

ciona la Geometŕıa Diferencial.

Nuestro objetivo al estudiar un gas ideal de bosones, es hacer las descripción geométrica

de la condensación Bose-Einstein.

Este fenónemo ha sido tratado por muchos autores y es un tema de estudio en los libros

de texto como se menciona en la Introducción[20, 23, 27], sin embargo no ha sido analizado

utilizando GTD.

En la literatura existe una discrepancia sobre que tipo de transición de fase es la

condensación Bose-Einstein[20, 24, 38], utilizaremos GTD para tratar de presentar una

descripción consistente de las propiedades geométricas del sistema en cuestión y su conexión
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con sus propiedades termodinámicas. Más adelante profundizaremos en la descripción de

estos sistemas.

2.2. Objetos geométricos importantes en GTD

2.2.1. Tensores

Consideramos un espacio vectorial V de dimensión finita, llamamos V ? a su dual. Un

tensor tipo
(
M

N

)
es un mapeo multilineal a los reales definido como

T : V × V · · · × V︸ ︷︷ ︸
N veces

×V ? × · · · × V ?︸ ︷︷ ︸
M veces

→ R (2.1)

Es decir, T toma M vectores duales (también llamados formas) y N vectores y regresa

un escalar.

Por ejemplo un tensor tipo
(

0

1

)
es una 1-forma o vector dual, cuyo argumento es un

vector [41, 46]. Este tipo de tensores son importantes para la GTD, como veremos más

adelante.

2.2.2. Invariancia de Legendre

Al estudiar sistemas termodinámicos y sus propiedades, sabemos que estas no dependen

del potencial que se utilice para hacer la descripción. Esto se debe a que los potenciales

termodinámicos están relacionados entre si por transformaciones de Legendre.

La manera usual de tratar a las transformaciones de Legendre se encuentra en libros

de Termodinámica, por ejemplo [8] o en libros de Mecánica Clásica en las secciones que

estudian los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano.

La definición formal de una transformación de Legendre se halla en libros más avanzados

de Matemáticas, la cual nos dice que una transformación de Legendre es el cambio de

coordenadas

(Φ,Eα, Iα)→ (Φ̃, Ẽα, Ĩα), α = (1, . . . , n) (2.2)

definido por[3]

Φ = Φ̃− δklẼkĨ l (2.3)

Ei = −Ĩi

Ej = Ẽj

Ii = Ẽi

Ij = Ĩj
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donde i ∈ I, j ∈ J tal que I
⋃
J es una partición del conjunto de ı́ndices {1, ..., n} en dos

conjuntos disjuntos. Si se toma i = {1, ..., n} o i = ∅ se obtiene la transformación total de

Legendre o la identidad, respectivamente.

Ahora, supongamos que tomamos el siguiente conjunto de coordenadas: (U, S, V, T−P ).

De acuerdo con la definición, tenemos las siguientes posibilidades para la transformación

de Legendre:

Ũ1 = U − TS, S = −T̃ , T = S̃, V = Ṽ , P = P̃ (2.4)

Ũ2 = U + PV, S = S̃, T = T̃ , V = P̃ , −P = Ṽ (2.5)

Ũ3 = U − TS + PV, S = −T̃ , T = S̃, V = P̃ , −P = Ṽ (2.6)

Entonces, si identificamos U con la enerǵıa interna, S con la entroṕıa, V con el volumen

y P con la presión, las transformaciones son

Ũ1 → F (2.7)

Ũ2 → H

Ũ3 → G

La primera es la enerǵıa libre de Helmholtz, la segunda es la Entalṕıa y la tercera es

la enerǵıa libre de Gibbs.

2.3. Espacio fase termodinámico (T ) y espacio de estados de

equilibrio (E)

En Geometrotermodinámica trabajamos con dos espacios, el espacio fase termodinámi-

co y el espacio de estados de equilibrio.

El espacio fase termodinámico, que denotaremos como T , de dimensión 2n+ 1. En este

espacio las coordenadas son ZA = {Eα, Iα, Φ}. Eα denota a las variables termodinámicas

extensivas, Iα a las intensivas y Φ al potencial termodinámico, con α = 1, . . . n y A =

(1, . . . , 2n).

Ahora introducimos la 1-forma fundamental de Gibbs:
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Θ = dΦ− δαβIαdEβ, δαβ = diag(1, 1, . . . , 1) (2.8)

La 1-forma fundamental de Gibbs, es invariante ante transformaciones de Legendre.

Utilizando (2.3) y (2.8) podemos mostrar esto:

Θ = dΦ− δαβIαdEβ (2.9)

= d
(
Φ̃− δklẼkĨ l

)
− δimImdEi − δjnIndEj

= dΦ̃− δkldẼkĨ l − δrsẼrdĨs − δimImdEi − δjnIndEj

= dΦ̃− δklĨ ldẼk − δrsẼrdĨs − δimẼmd
(
−Ii

)
− δjnĨndẼj

= dΦ̃− δklĨ ldẼk − δrsẼrdĨs + δimẼ
mdIi − δjnĨndẼj

Pero r, s, i,m son ı́ndices mudos, entonces el tercer término cancela al cuarto y llegamos

a:

Θ = dΦ̃− δklĨ ldẼk − δjnĨndẼj (2.10)

= dΦ̃− δαβ ĨαdẼβ

∴ Θ = Θ̃

El espacio de estados de equilibrio E está definido por el mapeo suave

ϕ : E → T (2.11)

tal que

ϕ : {Eα} → {Φ(Eα), Eα, Iα(Eα)} (2.12)

bajo la condición

ϕ∗ (Θ) = 0 (2.13)

ϕ∗ representa el pullback de ϕ y está definido como

ϕ∗ : T ∗ϕ(p)T → T ∗p E (2.14)
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La condición (2.13) implica que

dΦ = δαβI
αdEβ (2.15)

∂Φ

∂Eα
= δαβI

β

Reconocemos (2.15) como la Primera Ley de la Termodinámica y las condiciones de

equilibrio termodinámico.

Para finalizar esta sección consideramos una métrica G, que induce una estructura

Riemanniana en T , definida por

G = ΘG ⊗ΘG +
∑
α

ΛEαIαdE
α ⊗ dIα (2.16)

Λ es una constante arbitraria, que más adelante elegiremos como 1. Pedimos que (2.16)

cumpla con dos puntos importantes:

• G debe ser no degenerada

• G debe ser invariante bajo transformaciones de Legendre

Con todo lo anterior decimos que (T ,Θ, G) forman una variedad Riemanniana de con-

tacto.

2.4. Métrica termodinámica y curvatura

Ahora ya tenemos todo lo necesario para poder hablar de la métrica termodinámica, g.

El pullback ϕ∗(G) induce una métrica en E que denotaremos como g.

El pullback se calcula de la siguiente manera

g = ϕ∗(G) = GAB
∂ZA

∂Eα
∂ZB

∂Eβ
dEα ⊗ dEβ (2.17)

Lo calculamos expĺıcitamente:

ϕ∗

(
ΘG ⊗ΘG +

∑
α

ΛEαIαdE
α ⊗ dIα

)
(2.18)

ϕ∗ (ΘG ⊗ΘG) + ϕ∗

(∑
α

ΛEαIαdE
α ⊗ dIα

)

Utilizando (2.13) tenemos que
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ϕ∗ (ΘG ⊗ΘG) = ϕ∗ (ΘG)⊗ ϕ∗ (ΘG) = 0 (2.19)

Luego

ϕ∗

(∑
α

ΛEαIαdE
α ⊗ dIα

)
= Λ

∑
α

ϕ∗ (EαIαdE
α ⊗ dIα) (2.20)

Como Eα, Iα son funciones en T , entonces tenemos

ϕ∗Eα = Eα (2.21)

ϕ∗Iα =
∂Φ

∂Eα

Luego utilizando que ϕ∗d = dϕ∗, nos queda

ϕ∗dEα = d (ϕ∗Eα) = dEα (2.22)

y

ϕ∗dIα = d (ϕ∗Iα) = d

(
∂Φ

∂Eα

)
(2.23)

=
∑
β

∂2Φ

∂Eα∂Eβ
dEβ

Entonces la métrica termodinámica está dada por

g =
∑
α,β

Λ

(
Eα

∂Φ

∂Eα

)
∂2Φ

∂Eα∂Eβ
dEα ⊗ dEβ (2.24)

La métrica (2.24) hereda las propiedades de invariancia de Legendre que tiene G, tam-

bién es no degenerada.

Uno de los resultados clave de la GTD es proporcionarnos con (2.24) que, como ya men-

cionamos, es invariante de Legendre. Con esta métrica podemos describir sistemas termo-

dinámicos utilizando cualquier potencial termodinámico. En el espacio de estado de equi-

librio, las propiedades termodinámicas están relacionadas con las propiedades geométricas
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Mediante g, podemos calcular lo śımbolos de Christoffel

Γγ βµ =
1

2
gνγ (gνβ,µ + gνµ,β − gβµ,ν) (2.25)

Utilizando (2.25) podemos calcular el tensor de curvatura de Riemann

Rα βµν = Γα βν,µ − Γα βµ,ν + Γα σµΓσ βν − Γα σνΓσ βµ (2.26)

Si recordamos un poco, en Relatividad General se hace la identificación de curvatu-

ra con interacción gravitacional. En GTD retomamos esta idea y hacemos la siguiente

identificación

Curvatura = Interacción Termodinámica

Aśı que el tensor de curvatura calculado a partir de (2.24) caracteriza la interacción

termodinámica en GTD. Si resulta que Rα βµν = 0 el sistema bajo cuestión carece de

interacción termodinámica, por ejemplo el gas ideal clásico[31] y si resulta que Rα βµν 6= 0

el sistema con el que se está trabajando presenta interacción termodinámica.

Entonces con las construcciones geométricas tratadas en este caṕıtulo podemos analizar

sistemas termodinámicos simples como un gas ideal clásico hasta sistemas más complejos

como agujeros negros. En este trabajo utilizaremos GTD para analizar un gas ideal de

Bose-Einstein, concentrándonos en el condesado de Bose-Einstein.



Caṕıtulo 3

Gases Ideales Cuánticos

En mecánica cuántica, las part́ıculas son totalmente indistinguibles. Podemos utilizar

etiquetas auxiliares para trabajar, pero estas no tienen efecto alguno en la dinámica del

sistema.

Consideremos un sistema de N part́ıculas, la función de onda para dicho sistema está da-

da por:

Ψ(r1, r2, ..., rl, rm, ..., rN ). (3.1)

El Hamiltoniano general del sistema es:

Ĥ =
N∑
i=1

~̂p2
i

2m
+
∑
i<j

Û(~ri − ~rj) +
N∑
i=1

V̂ (~ri) (3.2)

El primer término es la enerǵıa cinética de las N part́ıculas, el segundo es un potencial

de interacción entre las part́ıculas y el tercero es un potencial externo. En nuestro caso el

potencial de interacción es cero y el potencial externo es una caja de volumen V = Lσ

V̂ =

{
∞ r /∈ V
0 r ∈ V

(3.3)

donde σ es la dimensión.

Estas consideraciones simplifican el Hamiltoniano de manera considerable y nos queda

el Hamiltoniano de part́ıcula libre:

Ĥ =

N∑
i=1

~̂p2
i

2m
(3.4)



16 Gases Ideales Cuánticos

Si las part́ıculas son indistinguibles, el Hamiltoniano del sistema debe ser invariante

ante el intercambio de cualesquiera dos coordenadas, es decir [20]

[
Ĥ , P̂

]
= 0 (3.5)

donde P̂ es un operador de permutación.

Aplicando dos veces el operador de permutación a la función de onda del sistema

obtenemos lo siguiente

P̂ P̂Ψ(r1, r2, ..., rl, rm, ..., rN ) = λ2Ψ(r1, r2, ..., rm, rl, ..., rN ) (3.6)

Entonces para que se cumpla la igualdad tenemos que λ = ±1. Esto nos dice que la

función de onda puede ser simétrica o antisimétrica.

Con lo anterior podemos hacer la distinćıon entre dos tipos de part́ıculas:

• Bosones

? La función de onda que caracteriza al sistema es simétrica bajo el intercambio de

coordenadas.

• Fermiones

? La función de onda que caracteriza al sistema es antisimétrica bajo el intercambio

de coordenadas.

Como mencionamos en la introducción en este trabajo nos enfocaremos en un sistema

de N bosones sin interacción.

3.1. Sistemas de N part́ıculas indistinguibles

Para construir las funciones de ondas de nuestros sistemas necesitamos una base. Si

consideramos un gas ideal cuyo hamiltoniano está dado por[21, 38]

Ĥideal =
N∑
i=1

~̂p2
i

2m
+

N∑
i=1

V̂ (~ri) (3.7)

podemos utilizar como base el producto de N funciones de una part́ıcula:

Φα(r1, r2, ...) = φα1(r1)φα2(r2) · · ·φαN (rN ) (3.8)
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Φα es eigenestado de Ĥideal
1.

3.1.1. Sistema de N bosones ideales

Para un sistema de N bosones sin interacción la función de onda normalizada está dada

por la siguiente expresión:

ΨN1,N2,N3,...(r1, ..., rN ) =

(
N1!N2!N3! · · ·

N !

)1/2 ∑
perm

φα1(r1)φα2(r2) · · ·φαN (rN ) (3.9)

donde Ni es el número de part́ıculas en el estado αi.

La suma se toma sobre todas las permutaciones posibles sin repetición. Es importante

observar que no existe restricción sobre el número de part́ıculas que pueden ocupar un

estado, esto se debe a la naturaleza de los bosones, en cambio, los fermiones tienen una

restricción importante sobre el número de part́ıculas que pueden ocupar el mismo estado

cuántico (Principio de Exclusión de Pauli).

3.1.2. Sistema de N fermiones ideales

En el caso de un sistema de N fermiones sin interacción, la función de onda normalizada

está dada por el determinante de Slater:

ΨN1,N2,N3,...,NN (r1, ..., rN ) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣
φα1(r1) φα2(r2) ... φα1(rN )

...
... ...

...

φαN (r1) φα2(r2) ... φαN (rN )

∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.10)

Si intercambiamos αi por αj (intercambiamos columnas) la función cambia de signo y si

αi = αj entonces dos filas serán iguales y el determinante es igual a cero. El determinante

nos garantiza que la función de onda sea antisimétrica y que se cumpla el Principio de

Exclusión de Pauli, el cual nos dice que dos fermiones no pueden ocupar el mismo estado

cuántico.

Como podemos observar, si aumentamos el número de part́ıculas las funciones de onda

se hacen cada vez más complicadas y si necesitamos trabajar con sistemas que interactúan

el análisis se complica mucho más. Aśı que utilizaremos un enfoque distinto para poder

estudiar esto dos sistemas, utilizaremos una descripción basada en el número de part́ıculas

que se encuentran en cada estado cuántico. Esto se conoce como segunda cuantización2.

1Denotamos αi como el conjunto de números cuánticos asociados al estado i de una part́ıcula.
2Este método fue desarrollado en 1927 por P.A.M. Dirac para fotones en la teoŕıa de la radiación y en
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3.2. Segunda Cuantización

De ahora en adelante, nos concentraremos solamente en la descripción de bosones, los

resultados para fermiones se encuentran en varios textos por ejemplo [12, 21]

3.2.1. Representación de número de ocupación

Al trabajar con estos sistemas es más sencillo caracterizar a los estados utilizando el

número de part́ıculas en cada uno.

En este formalismo es conveniente utilizar notación de Dirac. Los estados se escriben

de la siguiente forma

|N1, N2, ..., NN 〉 ≡ |N1〉 ⊗ |N2〉 ...⊗ |NN 〉 (3.11)

El conjunto que forman estos estados es ortogonal y completo.

Para bosones introducimos el operador de creación â† y de aniquilación â con las

siguientes reglas de conmutación

[
âα, â

†
α′

]
= δαα′ (3.12)[

â†α, â
†
α′

]
=
[
âα, â

†
α′

]
= 0

Los operadores actúan de la siguiente manera

âα |Nα〉 =
√
nα |Nα − 1〉 (3.13)

â†α |Nα〉 =
√
nα + 1 |Nα + 1〉

Con el operador de creación y aniquilación definimos el operador de número que actúa

como sigue

N̂ |Nα〉 = nα |Nα〉 (3.14)

El hamiltoniano escrito en segunda cuantización es 3

H =
∑
α′

∑
α

〈
α′
∣∣H1 |α〉 â†α′ âα (3.15)

1928 E. Wigner y P. Jordan hicieron la extensión para fermiones.
3Donde hemos utilizado |α〉 para denotar los estados de manera más cómoda
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donde H1 es el hamiltoniano de una part́ıcula dado por

~̂p2
i

2m
+ V̂ (~r) (3.16)

Y los elementos de matriz son[21]

〈
α′
∣∣H1 |α〉 =

∫
d3rφ∗α′(r)H

1φα(r) (3.17)

Usualmente un estado arbitrario se expande en términos de los eigenestados del hamil-

toniano, es decir

|Ψ(t)〉 =
∑

N1,N2,...

c(N1, N2, ...)Φα(r1, r2, ...) (3.18)

Entonces en este formalismo, la expansión del mismo estado es [21, 38].

|Ψ(t)〉 =
∑

N1,N2,...

f(N1, N2, ...) |N1, N2, ..., NN 〉 (3.19)

Como se muestra en [12], los coeficientes c(N1, N2, ...) y f(N1, N2, ...) en (3.18) y (3.19)

son equivalentes, entonces si se resuelve el problema f́ısico en segunda cuantización se

puede determinar un conjunto de coeficientes c(N1, N2, ...) que nos dan una solución de la

ecuación de Schrödinger del sistema de muchas part́ıculas.

La expansión (3.19) y el hamiltoniano escrito como apartado 3.2.1 es lo que se conoce

como segunda cuantización.

3.3. Potencial termodinámico

3.3.1. Ensamble gran canónico

Las herramientas desarrolladas en la sección anterior facilitan la obtención de las can-

tidades termodinámicas necesarias para hacer uso de la GTD.

Para hacer lo anterior, recordamos el procedimiento estándard que se utiliza en F́ısica

Estadśtica para obtener las propiedades termodinámicas de los sistemas.

Primero necesitamos elegir un ensamble. Nosotros trabajaremos en el ensamble gran

canónico, en el cual las variables independientes son la temperatura (T ), el volumen (V ) y

el potencial qúımico (µ).

Después es necesario conocer la matriz de densidad del sistema. En este ensamble la

matriz de densidad es
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ρ̂ =
exp[−β(Ĥ − µN̂)]

Tr
{

exp[−β(Ĥ − µN̂)]
} (3.20)

Donde

Tr
{

exp[−β(Ĥ − µN̂)]
}

(3.21)

es la función de gran partición, que denotaremos como Z .

En el formalismo de segunda cuantización es inmediato evaluar Z , como veremos más

adelante.

El potencial termodinámico fundamental en este ensamble es el gran potencial, el cual

denotaremos como Ξ(T, V, µ), se obtiene de la siguiente manera4

Ξ(T, V, µ) = −kBT ln
{
Tr
[
exp[−β(Ĥ −µN̂)]

]}
(3.22)

=
〈
Ĥ
〉
− TS − µ

〈
N̂
〉

Todas las cantidades termodinámicas se calculan a partir del gran potencial mediante

las siguientes relaciones.[16, 20, 27]

S = −
(
∂Ξ

∂T

)
V,µ

(3.23)

P = −
(
∂Ξ

∂V

)
T,µ

N = −
(
∂Ξ

∂µ

)
T,V

Antes de continuar, calculamos expĺıcitamente el elemento de matriz que aparece en

apartado 3.2.1. Como las φα son eigenfunciones del hamiltoniano, el elemento de matriz es

muy sencillo[21]:

〈
α′
∣∣H1 |α〉 = εαδα′α (3.24)

Con todo esto podemos calcular (3.21) rápidamente.

4El promedio de las cantidades f́ısicas s calcula como
〈
Ô
〉

= Tr(ρ̂Ô)
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Con apartado 3.3.1 tenemos que

H =
∑
α′

∑
α

εαδα′αâ†α′ âα (3.25)

=
∑
α

εαâ†αâα

Y reconocemos el operador de número, entonces nos queda:

H =
∑
α

εαN̂α (3.26)

De esto vemos que
[
H , N̂

]
= 0

Entonces la traza es

Tr
{

exp[−β(H − µN̂)]
}

(3.27)

=
∑

Nα1 ,...,NαN

〈Nα1 , Nα2 , ..., Nα∞ | exp[−β(H − µN̂)] |Nα1 , Nα2 , ..., Nα∞〉

=
∑

Nα1 ,...,Nα∞

〈Nα1 , Nα2 , ..., NαN | exp[−β(H − µN̂)] |Nα1 , Nα2 , ..., Nα∞〉

Ahora utilizando (apartado 3.3.1) y N̂ =
∑

α N̂α nos queda

∑
Nα1 ,...,NαN

〈Nα1 , Nα2 , ..., Nα∞ | exp

[
−β
∑
α

(
εαN̂α − µN̂α

)]
|Nα1 , Nα2 , ..., Nα∞〉 (3.28)

=
∑

Nα1 ,...,NαN

〈Nα1 , Nα2 , ..., Nα∞ | exp [−β [(ε1N1 + ε2N2 + ...)− µ(N1 +N2 + ...)]] |Nα1 , Nα2 , ..., Nα∞〉

Usando ((3.11)) nos queda
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∑
Nα1 ,...,NαN

〈Nα1 | exp(−β(ε1N1 − µN1)) |Nα1〉 · · · 〈Nα∞ | exp(−β(ε∞N∞ − µN∞)) |Nα∞〉

(3.29)

=
∑
α1

〈Nα1 | exp(−β(ε1N1 − µN1)) |Nα1〉 · · ·
∑
α∞

〈Nα∞ | exp(−β(ε∞N∞ − µN∞)) |Nα∞〉

Entonces

∑
α1

〈Nα1 | exp(−β(ε1 − µ))N1 |Nα1〉 · · ·
∑
α∞

〈Nα∞ | exp(−β(ε∞ − µ))N∞ |Nα∞〉 (3.30)

=
∞∏
j

∑
Nj

〈Nj | exp[−β(εj − µ)]Nj |Nj〉 =
∞∏
j

∑
Nj

〈Nj |Nj〉 exp[−β(εj − µ)]Nj

=
∞∏
j

∑
Nj

exp[−β(εj − µ)]Nj

Finalmente llegamos a5

Z =
∏
j

1

1− exp(−β(εj − µ))
(3.31)

Entonces el gran potencial está dado por 6

Ξ(T, V, µ) = −kBT ln(Z ) = −kBT
∑
p

ln(1− β(εp − µ)) (3.32)

3.4. Propiedades termodinámicas

Usando los resultados anteriores podemos obtener las expresiones para la enerǵıa in-

terna y para el número de part́ıculas.

5Utilizando
∑∞
r=0 x

r =
1

1− x para |x| < 1.
6Cambiamos el ı́ndice j por p para hacer referencia al momento.
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Ahora calculamos

N = 〈N〉 =

(
exp[−β(H − µN̂)]N̂

)
Tr
{

exp[−β(H − µN̂)]
} (3.33)

y la enerǵıa interna U = 〈H 〉.
Haciendo cálculos similares a ((3.27)) nos queda

N =
∑
p

1

z−1 exp(βεp)− 1
(3.34)

U =
∑
p

εp
z−1 exp(βεp)− 1

Donde z = exp

(
µ

kBT

)
es la fugacidad. De la expresión para N podemos ver que se

debe cumplir que 0 ≤ z ≤ 1, lo cual nos dice que el potencial qúımico debe ser negativo,

µ ≤ 0.

Ahora consideremos un volumen muy grande, necesitamos reemplazar la suma sobre p

por una integral, de manera que las nuevas cantidades estén dadas por

N =

∫
dεg(ε, T )

z−1 exp(βε)− 1
(3.35)

U =

∫
dεg(ε, T )ε

z−1 exp(βε)− 1

donde g(ε, T ) =
2mπ

σ
2 (2mε)

σ
2
−1

σ
2 Γ
(σ

2

) es la densidad de estados de enerǵıa[16].

Sustituyendo lo anterior tenemos que

N =
(2mπ)

σ
2

σ
2 Γ (σ/2)

∫ ∞
0

ε
σ
2
−1dε

z−1 exp(βε)− 1
+

z

1− z
(3.36)

El segundo término corresponde al estado base (ε = 0). Hacemos un cambio de variable

x = βε y llegamos a

N =

(
L

λT

)σ ∫ ∞
0

x
σ
2
−1dx

z−1ex − 1
+

z

1− z
(3.37)

=

(
L

λT

)σ
Liσ

2
(z) +

z

1− z



24 Gases Ideales Cuánticos

λT es la longitud de onda térmica y Liσ
2
(z) es la función polilogaritmo de orden σ/2.

Un resumen de las propiedades de este tipo de funciones se encuentra en el apéndice A.

Haciendo cálculos similares llegamos a la siguiente expresión para la enerǵıa interna:

U =
3

2

V

λ3
T

kBTLi 5
2
(z) (3.38)

Y finalmente el gran potencial es

Ξ = − V

λ3
T

kBTLi 5
2
(z) + kBT ln(1− z) (3.39)

En el siguiente caṕıtulo analizaremos con más detalle las expresiones anteriores.



Caṕıtulo 4

Condensado de Bose-Einstein

En el caṕıtulo anterior obtuvimos las expresiones generales de las cantidades termo-

dinámicas importantes para nuestro sistema. Concentraremos el análisis para σ = 3.

Primero observamos que el segundo término de (3.39) es ∼ ln(1 + N0) entonces en el

ĺımite termodinámico no contribuye para ningún valor de T (z 6= 1)1.

Ahora nos fijamos que pasa con N . De (3.37) observamos que el segundo término no

contribuye en el ĺımite termodinámico para T alta, es decir, el número de part́ıculas en el

estado base es despreciable y todas las part́ıculas ocupan estados excitados.

Algo muy distinto ocurre cuando z = 1. Primero calculamos el número máximo de

part́ıculas (Nmax) que ocupan los estados excitados, para cierta temperatura Tc.

La función Liσ
2
(z) alcanza su valor máximo para z = 1, es decir µ = 0. Entonces Nmax

es

Nmax =

(
L

λTc

)3 ∫ ∞
0

x
3
2
−1dx

ex − 1
(4.1)

=

(
L

λTc

)3

ζ(3/2)

Entonces podemos reescribir (3.37) de la siguiente manera

1 =
Nmax

N
+
N0

N
(4.2)

El segundo término ya no es despreciable ya que N0 diverge, entonces los estados

1Esto se debe a que si nombramos N0 = z
1−z entonces z = 1+ 1

N0
, luego al hacer el ĺımite termodinámico,

N →∞, V →∞, nos queda
kBT

V
ln(N0 + 1)→ 0.
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excitados ya no contienen a todas las part́ıculas y se hace favorable para el sistema que se

ocupe el estado base con el exceso de part́ıculas. A esto se le conoce como condensación

Bose-Einstein[16]

Usando (4.1) podemos calcular la temperatura a la que esto sucede (fijando la densidad

de part́ıculas):

Tc =

(
N

L3ζ
(

3
2

))2/3(
2π~2

mkB

)
(4.3)

La condensación Bose-Einstein es interpretada como una transición de fase que puede

ser modelada como de primer orden o de segundo orden.

Si nos fijamos en las isotermas (figura 4.1), el diagrama de fase nos indica que la conden-

sación de B.E. puede pensarse intuitivamente como la transición vapor-ĺıquido figura 4.2.

En esta situación podemos calcular el calor latente de la transición y ver que es distinto

de cero. Es por eso que puede considerarse como una transición de primer orden.

Figura 4.1: Isotermas de una gas ideal de Bose-Einstein, se observa también la ĺınea de transición
que corresponde a pV 5/3 = cte
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Figura 4.2: Isotermas de un gas de Van der Waals con la construcción de Maxwell. Se observa la
transición ĺıquido-vapor (Imagen adaptada de [6])

En cambio si uno se fija en el calor espećıfico del sistema, haciendo los cálculos para

una densidad fija, el comportamiento de Cv presenta una discontinuidad en su derivada

para z → 1, i.e. T → Tc.

Por el momento escribamos las ecuaciones relevantes para la región T > Tc
2

Ξ = − V

λ3
T

kBTLi 5
2
(z) = −pV (4.4)

U =
3

2

V

λ3
T

kBTLi 5
2
(z) (4.5)

N =
V

λ3
T

Li 3
2
(z) (4.6)

S =
5

2

V kB
λ3
T

Li 5
2
(z)−NkBln(z) (4.7)

P =
kBT

λ3
T

Li 5
2
(z) (4.8)

Para calcular el calor espećıfico tomamos la ecuación de U y la de N y hacemos lo

2Cambiamos L3 por V para ahorrar notación
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siguiente

U =
3

2
NkBT

Li 5
2
(z)

Li 3
2
(z)

(4.9)

Entonces

CV =
3

2
NkB

Li 5
2
(z)

Li 3
2
(z)

+
3

2
NkBT

∂

∂T

Li 5
2
(z)

Li 3
2
(z)

(4.10)

Usamos la relación de recurrencia para las derivadas de las funciones polilogaritmo,

obtenemos los siguiente

CV =
3

2
NkB

Li 5
2
(z)

Li 3
2
(z)

+
3

2
NkBT

1

z

∂z

∂T

(
1−

Li 5
2
(z)Li 1

2
(z)

Li 3
2
(z)2

)
(4.11)

Sabemos la relación de z con el potencial qúımico y la temperatura y con eso podemos

calcular la derivada que aparece en la expresión anterior. Pero para poder tener todo en

términos de funciones polilogaritmo usaremos la ecuación para N.

De esa ecuación tenemos que

∂

∂T
Li 3

2
(z) =

∂

∂T

Nλ3
T

V
= −3

2

1

T
Li 3

2
(z) (4.12)

Pero

∂

∂T
Li 3

2
(z) =

1

z

∂z

∂T
Li 1

2
(z) (4.13)

Entonces depejamos la relación para
∂z

∂T
:

∂z

∂T
=
z
∂

∂T
Li 3

2
(z)

Li 1
2
(z)

= −3

2

1

T

Li 3
2
(z)

Li 1
2
(z)

(4.14)

Con todo lo anterior el calor espećıfico queda como

CV =
15

4
NkB

Li 5
2
(z)

Li 3
2
(z)
− 9

4
NkB

Li 3
2
(z)

Li 1
2
(z)

(4.15)

Ahora para ver el comportamiento de CV hacemos una gráfica. Ponemos todo en función
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de la temperatura cŕıtica (que ya hab́ıamos encontrado)3 y usamos las aproximaciones para

las funciones polilogaritmo que aparecen en CV

El calor espećıfico para T > Tc es (4.15) y para la fase condensada, i.e., T < Tc,

es[27, 23]

CV =
15

4
NkB

ζ(5/2)

ζ(3/2)

(
T

Tc

)3/2

(4.16)

La gráfica se observa en la figura 4.3.

Figura 4.3: Calor espećıfico de una gas ideal de Bose-Einstein

En la figura 4.3 podemos observar que la gráfica tiene un pico para el valor T = Tc

que corresponde a z = 1. De esto podemos inferir que la derivada de Cv tendrá una

discontinuidad en ese mismo punto, lo cual nos dice que

(
∂2U

∂T 2

)
es discontinua para

T = Tc, esto nos diŕıa que es una transición de segundo orden[16].

3Tc =

(
N

V ζ
(
3
2

))2/D (
2π~2

mkB

)
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Sin embargo el orden de la trasición ha sido tratado por varios autores [20, 24, 27].

Para los própositos de nuestro trabajo y de la GTD utilizaremos el criterio de Ehrenfest

para clasificar el orden de la transición de fase yla analoǵıa con la transición vapor-ĺıquido,

que es de primer orden, como se discutió anteriormente.



Caṕıtulo 5

GTD del Condensado de

Bose-Einstein

5.1. El potencial termodinámico

En primera instancia, debeŕıamos utilizar el gran potencial para realizar los siguientes

cálculos. Pero durante la realización de este trabajo nos encontramos con muchas discre-

pancias en los resultados obtenidos utilizando1

Ξ = − V

λ3
T

TLi 5
2
(z) = −pV. (5.1)

Lo anterior se debe a que no es posible aplicar de manera directa el criterio de Eh-

renfest a las derivadas de (5.1) para poder interpretar la condensación de Bose-Einstein

como una transición de fase de primer orden. Sin embargo, recordando lo descrito en el

caṕıtulo anterior, al tomar la enerǵıa interna como potencial termodinámico, la conden-

sación resulta ser una transición de fase, derivada del comportamiento del calor espećıfico

del sistema figura 4.3, es por esto que utilizamos la expresión de la enerǵıa interna del

sistema como potencial termodinámico, modificando la dependencia en algunas variables

termodinámicas: reemplazamos V por N y escribimos expĺıcitamente la dependencia de la

fugacidad con el potencial qúımico y la temperatura:

U/N =
3

2
T
Li 5

2
(exp( µT ))

Li 3
2
(exp( µT ))

. (5.2)

El análisis se realizará para valores del potencial qúımico cercanos a cero, para poder

mostrar la discontinuidad en las derivadas de este potencial aśı como en el escalar de

1A partir de este momento utilizaremos en todas las ecuaciones unidades geometrizadas.
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curvatura.

Graficamos las primeras derivadas de (5.2) respecto del potencial qúımico:

(a) Primera derivada de (5.2) respecto de µ para va-

lores del potencial qúımico entre (-0.1,-0.01)

(b) Primera derivada de (5.2) respecto de µ para va-

lores del potencial qúımico entre (-0.1,-0.0000001) res-

pectivamente.

Figura 5.1: Derivadas de (5.2) respecto de µ

Observamos en la figura figura 5.1 que las primeras derivadas de (5.2) divergen para

valores del potencial qúımico cercanos a cero.

Si graficamos las primeras derivadas con respecto a la temperatura obtenemos la figu-

ra 5.2 (para distintos valores de T ).

En este caso no se presenta divergencia. Los resultados anteriores nos indican que la

métrica que debemos utilizar es la más general, invariante ante transformaciones tota-

les y parciales de Legendre, ya que se ha mostrado que describe sistemas que presentan

transiciones de fase de primer orden[32].

Haremos una consideración extra al momento de calcular la métrica, reescalaremos

la ecuación de la enerǵıa interna utilizando la temperatura cŕıtica del sistema, utilizando

(3.37) y (4.1)

u =
U

N
=

3

2

(
T

Tc

) 5
2 Li 5

2
(exp( µT ))

Li 3
2
(1)

(5.3)

Hacemos un cambio de variable para facilitar los cálculos: x = T
Tc

. Entonces el potencial

termodinámico que utilizaremos es
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(a) Primeras derivadas de (5.2) respecto de T para

valores de la temperatura entre (0.5,1)

(b) Primera derivada de (5.2) respecto de T para va-

lores de la temperatura entre (0.5,150)

Figura 5.2: Derivadas de (5.2) respecto de T

u =
3

2
Tcx

5
2

Li 5
2
(exp( µ

xTc
))

Li 3
2
(1)

(5.4)

5.2. Métrica

Recordamos que la métrica en el espacio de estados de equilibrio está dada por

g =
∑
α,β

Λ

(
Eα

∂Φ

∂Eα

)
∂2Φ

∂Eα∂Eβ
dEα ⊗ dEβ. (5.5)

En nuestro caso tenemos que

Φ = u. (5.6)

Eα = (x, µ).

Entonces el elemento de ĺınea es
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ds2 =x

(
∂u

∂x

)
∂2u

∂x2
dx2 + µ

(
∂u

∂µ

)
∂2u

∂µ2
dµ2 (5.7)

+ 2

[
x

(
∂u

∂x

)
+ µ

(
∂u

∂µ

)]
∂2u

∂µ∂x
dµdx.

Utilizando (5.4) y (5.7) creamos una hoja de cálculo en Maple 182 y podemos obtener

la métrica expĺıcitamente. Para facilitar su visualización generamos una matriz de 2 × 2

con componentes dadas por

g11 =
9

32ζ(3
2)2Tc

[
5xTcLi 5

2

(
exp(

µ

xTc
)

)
− 2µLi 3

2

(
exp(

µ

xTc
)

)]
(5.8)

×
[
15x2T 2

c Li 5
2

(
exp(

µ

xTc
)

)
− 12µxTcLi 3

2

(
exp(

µ

xTc
)

)
+ 4µ2Li 1

2

(
exp(

µ

xTc
)

)]
,

g12 = − 45x2

128ζ(3
2)2

[
−3xTcLi 3

2

(
exp(

µ

xTc
)

)]
(5.9)

×
[√

2Li 5
2

(
exp(

2µ

xTc
)

)
− 4Li 5

2

(
−exp( µ

xTc
)

)]
,

g22 =
9

4

µx2Li 3
2

(
exp( µ

xTc
)
)
Li 1

2

(
exp( µ

xTc
)
)

ζ(3
2)2Tc

(5.10)

y

g21 = g12. (5.11)

5.3. Tensor de curvatura y escalar de curvatura

Utilizando la matriz con componentes dadas por las ecuaciones ((5.8)-(5.10)), calcula-

mos los śımbolos de Christoffel y con estos el tensor de curvatura. Nuevamente todos los

cálculos se realizan utilizando Maple 18.

El espacio de estados de equilibrio del sistema es de dos dimensiones, entonces basta

con analizar el escalar de curvatura3

2La estructura del código de Maple se encuentra en el Apéndice B de este trabajo.
3Esto se debe a que en dos dimensiones el tensor de curvatura es proporcional al escalar de curvatura.
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Las expresiones para el tensor de curvatura y el escalar son demasiado complicadas y

largas para poder presentarlas en este trabajo. Entonces solamente haremos referencia a

los resultados obtenidos en Maple 18.

Para un gas de N bosones sin interacción, obtenemos que

Rα βµν 6= 0 (5.12)

Rαβ 6= 0

R 6= 0

Lo anterior indica que el sistema presenta interacción termodinámica desde el punto

de vista de la GTD. Esta interacción termodinámica se debe a efectos cuánticos, que no

están considerados en el hamiltoniano que describe al sistema, ecuación caṕıtulo 3, ya que

podemos observar que solamente tenemos término cinético y no hay potencial de interacción

entre las part́ıculas.

De acuerdo al análisis hecho en el caṕıtulo 4, el sistema presenta una transicón de fase

de primer orden para valores de µ cercanos a cero, entonces para la GTD, esta transición

de fase debe observarse como una divergencia en el escalar de curvatura.

Realizamos un análisis numérico del escalar de curvatura, para x fija y graficamos. Los

resultados se muestran en figura 5.3.

Observamos en la figura 5.3 que el escalar de curvatura diverge para valores del poten-

cial qúımico cercanos a cero. El comportamiento se mantiene cada vez que realizamos un

acercamiento, como podemos observar en el apéndice B.

Esto confirma que el sistema presenta una transición de fase de primer orden. El com-

portamiento del escalar de curvatura es sensible para valores de µ cercanos a cero. Entonces

es importante recalcar que todos los resultados obtenidos, son válidos solamente para esos

valores.
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(a) Gráfica del escalar de curvatura para x = 1 y µ ∈ [−0,1,−0,01]

(b) Gráfica del escalar de curvatura para x = 1 y µ ∈
[−0,1,−0,000001]

Figura 5.3: Gráficas para el escalar de curvatura, tomando x fija y valores del potencial qúımico
cercanos a cero. La figura 5.3(b) es un acercamiento de la figura 5.3(a) para mostrar la divergencia.



Caṕıtulo 6

Termodinámica geométrica

En el caṕıtulo anterior obtuvimos resultados sobre las propiedades geométricas del

condensado de Bose-Einstein, utilizando la métrica de GTD. En este caṕıtulo utilizaremos

una métrica hessiana para describir las propiedades de nuestro sistema termodinámico. El

análisis lo realizaremos para distintos potenciales utilizando en todos los casos, el potencial

qúımico y la temperatura como coordenadas.

6.1. Métricas hessianas

Weinhold y Ruppeiner utilizaron métricas hessianas en la variedad de estados de equi-

librio para describir las propiedades termodinámicas de los sistemas, como mencionamos

en el caṕıtulo 1. La métrica de Weinhold ha sido utilizada para estudiar el concepto de

longitud temrodinámica, las propiedades f́ısicas de los sistemas termodinámicos, la estruc-

tura Riemanniana asociada a la variedad de estados de equilibrio, entre otras cosas. El

elemento de ĺınea es

ds2 = gWijdN
idN j =

∂2U

∂N i∂N j
dN idN j . (6.1)

Ruppeiner intentó entender el concepto de longitud termodinámica y de esta manera

introdujo una métrica con elemento de ĺınea dado por

ds2 = gRijdN
idN j = − ∂2S

∂N i∂N j
dN idN j , (6.2)

donde N i son variables extensivas, S es la entroṕıa del sistema, U es la enerǵıa interna del

sistema y i = 1, . . . , n con n el número de grados de libertad.

En general una métrica hessiana tiene como elemento de ĺınea
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ds2 = gijdx
idxj =

∂2Φ

∂xi∂xj
dxidxj , (6.3)

donde Φ es una función continua.

Estas métricas proporcionan información geométrica valiosa de los sistemas estudiados,

sin embargo presentan un problema: no son invariantes bajo transformaciones de Legendre.

Lo anterior nos dice que los resultados que se obtengan dependen de la elección de potencial

termodinámico, entonces estas métricas no son f́ısicas [28].

Por ejemplo si tomamos una sistema con dos grados de libertad, (S, V ), la métrica de

Weinhold es

gW =
∂2U

∂S2
dS ⊗ dS +

∂2U

∂S∂V
dS ⊗ dV +

∂2U

∂V ∂S
dV ⊗ dS +

∂2U

∂V 2
dV ⊗ dV. (6.4)

En principio gW proviene de una métrica GW , es decir, se obiene a través de

g = ϕ∗(G) = GAB
∂ZA

∂Eα
∂ZB

∂Eβ
dEα ⊗ dEβ (6.5)

= g11dE
1 ⊗ dE1 + g12dE

1 ⊗ dE2 + g21dE
2 ⊗ dE1 + g22dE

2 ⊗ dE2.

El elemento de ĺınea es

ds2
W = GAB

∂ZA

∂Eα
∂ZB

∂Eβ
dEαdEβ (6.6)

= g11(dE1)2 + 2g12dE
1dE2 + g22(dE2)2.

En nuestro caso

ZA =
{
Z0, Z1, Z2, Z3, Z4

}
= {U, S, V, T,−P} , (6.7)

y

Eα =
{
E1, E2

}
= {S, V } . (6.8)

Por ejemplo para g11 tenemos[28]
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g11 = GAB
∂ZA

∂E1

∂ZB

∂E1
dE1dE1 (6.9)

= GAB
∂ZA

∂S

∂ZB

∂S
dSdS.

Desarrollamos y tenemos

g11 =G00
∂Z0

∂S

∂Z0

∂S
dS2 +G01

∂Z0

∂S

∂Z1

∂S
dS2 +G02

∂Z0

∂S

∂Z2

∂S
dS2 +G03

∂Z0

∂S

∂Z3

∂S
dS2+

(6.10)

G04
∂Z0

∂S

∂Z4

∂S
dS2+

G10
∂Z1

∂S

∂Z0

∂S
dS2 +G11

∂Z1

∂S

∂Z1

∂S
dS2 +G12

∂Z1

∂S

∂Z2

∂S
dS2 +G13

∂Z1

∂S

∂Z3

∂S
dS2+

G14
∂Z1

∂S

∂Z4

∂S
dS2+

G20
∂Z2

∂S

∂Z0

∂S
dS2 +G21

∂Z2

∂S

∂Z1

∂S
dS2 +G22

∂Z2

∂S

∂Z2

∂S
dS2 +G23

∂Z2

∂S

∂Z3

∂S
dS2+

G24
∂Z2

∂S

∂Z4

∂S
dS2+

G30
∂Z3

∂S

∂Z0

∂S
dS2 +G31

∂Z3

∂S

∂Z1

∂S
dS2 +G32

∂Z3

∂S

∂Z2

∂S
dS2 +G33

∂Z3

∂S

∂Z3

∂S
dS2+

G34
∂Z3

∂S

∂Z4

∂S
dS2+

G40
∂Z4

∂S

∂Z0

∂S
dS2 +G41

∂Z4

∂S

∂Z1

∂S
dS2 +G42

∂Z4

∂S

∂Z2

∂S
dS2 +G43

∂Z4

∂S

∂Z3

∂S
dS2+

G44
∂Z4

∂S

∂Z4

∂S
dS2.

Tomando en cuenta (6.7) y (6.8) y que(
∂U

∂S

)
= US = T (6.11)(

∂U

∂V

)
= UV = −P.

Llegamos a
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g11 =G00T
2 − 2G01T +G11 + 2G03TUSS − 2G04TUSV + 2G13USS − 2G14USV + (6.12)

G33U
2
SS − 2G34USV USS +G44U

2
SV .

Las componentes g12 y g22 se calculan de manera similar[28]

g12 =G12 − PG01 − PTG00 +G02T − U2
SVG34 + USVG13+ (6.13)

USV TG03 − USVG24 + USVG04P + USV USSG33+

USVG44UV V + USSG23 − PUSSG03 − USSG24UV V−

UV VG14 − UV VG04T

g22 =G22 − 2G02P +G00P
2 +G33U

2
SV +G44U

2
V V − 2UV VG24 + 2UV V PG04− (6.14)

2UV VG34USV + 2USVG23 − 2USV PG03

Utilizando las ecuaciones anteriores y las componentes de la métrica g podŕıamos ob-

tener la forma general de G, a esta métrica genera g en el espacio de estados equilibrio,

a través del pullback. Utilizando estas ecuaciones y las componentes de la métrica de

Weinhold, la forma general de G está dada por[28, 26]

GW = ΘG ⊗ΘG + dEα ⊗ dIα. (6.15)

Con nuestra elección de coordenadas tenemos

GW = ΘG ⊗ΘG + dE1 ⊗ dI1 + dE2 ⊗ dI2 (6.16)

= ΘG ⊗ΘG + dS ⊗ dT + dV ⊗ d(−P ).

Una manera sencilla de comprobar que (6.16) induce gW es calculando expĺıcitamente

el pullback:

ϕ∗(GW ) = ϕ∗[ΘG ⊗ΘG + dS ⊗ dT + dV ⊗ d(−P )]. (6.17)
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De donde tenemos que

ϕ∗(ΘG ⊗ΘG) = ϕ∗(ΘG)⊗ ϕ∗(ΘG) = 0. (6.18)

ϕ∗(dS ⊗ dT ) = ϕ∗(dS)⊗ ϕ∗(dT ) = dS ⊗ d
(
∂U

∂S

)
.

ϕ∗(dV ⊗ d(−P )) = ϕ∗(dV )⊗ ϕ∗(d(−P )) = dV ⊗ d
(
∂U

∂V

)
.

Entonces obtenemos

gW =
∂2U

∂S2
dS ⊗ dS +

∂2U

∂S∂V
dS ⊗ dV +

∂2U

∂V ∂S
dV ⊗ dS +

∂2U

∂V 2
dV ⊗ dV, (6.19)

donde usamos que

d

(
∂U

∂S

)
=
∂2U

∂S2
dS +

∂2U

∂S∂V
dS (6.20)

d

(
∂U

∂V

)
=

∂2U

∂V ∂S
dV +

∂2U

∂V 2
dV.

Ahora hacemos una transformación total de Legendre a (6.16), que corresponde a:

Ũ = U − TS + PV, S = −T̃ , T = S̃, V = P̃ , −P = Ṽ (6.21)

Y de (2.10) sabemos que la 1-forma fundamental de Gibbs es invariante bajo transfor-

maciones totales de Legendre, entonces tenemos

G̃W = Θ̃G ⊗ Θ̃G − dT̃ ⊗ dS̃ + dP̃ ⊗ dṼ (6.22)

= ΘG ⊗ΘG − dT̃ ⊗ dS̃ + dP̃ ⊗ dṼ .

Ahora calculamos el pullback y obtenemos
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gW = ϕ∗
[
ΘG ⊗ΘG − dT̃ ⊗ dS̃ + dP̃ ⊗ dṼ

]
(6.23)

= −d

(
∂Ũ

∂S̃

)
⊗ dS̃ + d

(
−∂Ũ
∂Ṽ

)
⊗ dṼ .

Simplificando las diferenciales llegamos a

g̃W = −

[
∂2Ũ

∂S̃2
dS̃ ⊗ dS̃ +

∂2Ũ

∂S̃∂Ṽ
dS̃ ⊗ dṼ +

∂2Ũ

∂Ṽ ∂S̃
dṼ ⊗ dS̃ +

∂2Ũ

∂Ṽ 2
dṼ ⊗ dṼ

]
. (6.24)

Observamos que (6.24) no coincide con (6.4). Esto es un ejemplo de que las métricas

hessianas no son invariantes bajo transformaciones de Legendre.

6.2. Gas ideal de Bose-Einstein

Presentamos los resultados para una gas ideal de Bose-Einstein, nuevamente el análisis

se realizó para valores del potencial qúımico cercanos a cero. Utilizaremos los potenciales

presentados en [20] para este sistema y la métrica (6.3).

6.2.1. Entroṕıa

Utilizamos

s = S/N =
5

2
V T 3/2

Li 5
2
(exp( µT ))

N
− ln

(
exp(

µ

T
)
)
. (6.25)

La métrica es

gH =
∂2s

∂T 2
dT ⊗ dT +

∂2s

∂T∂µ
dT ⊗ dµ+

∂2s

∂µ∂T
dµ⊗ dT +

∂2s

∂µ2
dµ⊗ dµ. (6.26)

Realizando los cálculos expĺıcitos en Maple 18, obtenemos un escalar de curvatura

(figura figura 6.1) que presenta un comportamiento distinto al que se obtuvo utilizando la

métrica de GTD, aunque la elección de coordendas no fue la misma y la represetación sea

la de la entroṕıa.

Observamos que en este caso el escalar parece tener una discontinuidad, para puntos

cercanos a µ = −0,05, lo cual no coincide con los resultados obtenidos utilizando la métrica

de GTD.
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Para poder comparar directamente realizamos un procedimiento similar al descrito en

el caṕıtulo 5 y reescalamos la ecuación del potencial utilizando la temperatura crt́ica del

sistema.

Figura 6.1: Gráfica del escalar de curvatura para T = 0,5, N = 1, V = 1 y µ ∈ [−0,1,−0,01]

La ecuación queda como

s =
5

2
x3/2

Li 5
2
(exp( µ

xTc
))

Li 3
2
(1)

− ln
(
exp

(
µ

xTc

))
. (6.27)

Las coordenadas son (x, µ) al igual que en el caṕıtulo 5, entonces la métrica es

gH =
∂2s

∂x2
dx⊗ dx+

∂2s

∂x∂µ
dx⊗ dµ+

∂2s

∂µ∂x
dµ⊗ dx+

∂2s

∂µ2
dµ⊗ dµ. (6.28)

Nuevamente realizamos los cálculo en Maple 18 y obtenemos un escalar de curvatura

(figura figura 6.2) idéntico al que se muestra en la figura figura 6.1.
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Figura 6.2: Gráfica del escalar de curvatura para Tc = 0,5, x = 1 y µ ∈ [−0,1,−0,01]

6.2.2. Enerǵıa interna

En este caso el potencial a utilizar es

u = U/N =
3

2
V T 5/2

Li 5
2
(exp( µT ))

N
. (6.29)

La métrica es

gH =
∂2u

∂T 2
dT ⊗ dT +

∂2u

∂T∂µ
dT ⊗ dµ+

∂2u

∂µ∂T
dµ⊗ dT +

∂2u

∂µ2
dµ⊗ dµ. (6.30)

Al realizar los cálculos en Maple 18, obtenemos un escalar de curvatura idéntico a cero.

Lo mismo ocurre para la enerǵıa libre de Helmholtz y para el potencial de Gibbs, la métrica

es degenerada. Al reecalar las ecuaciones utilizando la temperatura cŕıtica los resultados

no cambian.

Si tomamos el escalar de curvatura como medida de la interacción termodinámica esto

nos dice que el sistema carece de interacción termodinámica y como no existe ninguna

divergencia para valores del potencial qúımico cercanos a cero, no podemos hablar de
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condensación Bose-Einstein.

Los resultados anteriores nos muestran que utilizando una métrica hessiana no se ob-

tiene información f́ısica del sistema.



Caṕıtulo 7

Conclusiones

Para finalizar este trabajo, recapitularemos los resultados obtenidos:

I. Se dio una breve introducción a la historia de la Geometŕıa y su relación con la F́ısica,

tomando esto como punto de partida para explicar los fundamentos de la GTD.

II. Utilizando las herramientas que proporciona la Geometŕıa Diferencial se describie-

ron los fundamentos principales de la GTD, se construyeron los objetos geométricos

importantes que más adelante se utilizaron para obtener los resultado del caṕıtulo 5.

III. Después se dio una breve introducción al formalismo de segunda cuantización para

ayudarnos a evaluar de manera más rápida y sencilla la función de partición del

sistema y poder obetener el potencial termodinámico que después utilizamos para

hacer el análisis de acuerdo a la GTD.

IV. Presentamos una breve descripción de los resultados importantes sobre el condensado

de para Bose-Einstein (para el caso ideal). En esta parte tratamos el orden de la tran-

sición de fase, recalcando que existe una discrepancia, algunos autores la consideran

de primer orden, otros de segundo orden.

V. En el caṕıtulo 5 presentamos los resultados de GTD para el gas ideal de bosones y

el condensado de Bose-Einstein. El análisis se hizo para valores del potencial qúımico

cercanos a cero. Entonces al calcular el escalar de curvatura se observó que es distinto

de cero y al graficarlo en función de µ, encontramos que diverge (siempre y cuando µ

tome valores cercanos a cero).

VI. Finalmente se presentó un análisis rápido de nuestro sistema utilizando métricas hes-

sianas, en donde comprobamos que este tipo de métricas no son invariantes bajo

transformaciones de Legendre y los resultados que nos proporcionan no son f́ısicos
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Discutamos los resultados que se obtuvieron. Como se mostró en este trabajo existen

varias formas de analizar las propiedades de un gas ideal de bosones y de la condensanción

Bose-Einstein, sin embargo, existen también muchas dificultades para poder proporcionar

una descripción completa y satisfactoria del condensado. Una de las metas al comenzar

este trabajo era mostrar que a través de la GTD se podŕıa llegar a un mejor entendimiento

del condensado. Logramos mostrar que el sistema tiene interacción termodinámica, desde

el punto de vista de GTD. Lo anterior no se esperaba, debido a que el hamiltoniano del

sistema carece de un potencial de interacción entre los bosones.

El potencial termodinámico que se utilizó no fue la enerǵıa interna, fue un potencial

auxiliar en términos de las variables naturales del ensamble gran canónico. Idealmente

necesitaŕıamos tener una relación fundamental como S = S(U, V,N) o U = U(S, V,N) sin

embargo, para este tipo de sistema se presentan complicaciones respecto a los cálculos que

se deben hacer para poder obtener alguna de las anteriores. No obstante los resultados

obtenidos son consistentes y el escalar de curvatura diverge cerca de la región de transición

reportada en la literatura[19, 27].

El comportamiento del escalar es bastante delicado, y cabe mencionar que se tuvieron

que hacer distintos trucos matemáticos para poder visualizarlo y estudiarlo, esto es otro

indicio de que la condensación Bose-Einstein no es un fenómeno sencillo y su descripción

y análisis requieren de gran detalle y cuidado.

Respecto al orden de la transición de fase, al analizar las derivadas del potencial se

encontró que la primera derivada de (5.2) diverge entonces utilizando el criterio de Ehren-

fest podemos decir que la transición es de primer orden. Esto nos permitió elegir (2.16)

como la métrica para analizar el sistema, ya que se ha mostrado que esa métrica reproduce

transiciones de fase de primer orden [29].

Es importante mencionar que este trabajo muestra que la GTD es un enfoque distinto

a la manera usual de estudiar este tipo de sistemas y el escalar de curvatura proporciona

una manera más sencilla de entender el comportamiento.

El análisis que se realizó utilizando métricas hessianas nos mostró el problema que

tienen estas métricas, no podemos utilizar los resultados que nos proporcionan ya que

dependen de la elección de potencial.

Después de una búsqueda exhaustiva, no se encontraron trabajos similares para poder

comparar los resultados obtenidos. Sin embargo una de las metas a futuro es utilizar un

hamiltoniano más completo y obtener mejores resultados para el escalar que describe al

condesado.

Este trabajo muestra que las propiedades geométricas de los sistemas f́ısicos no son

abstractas y su conexión con la termodinámica tiene sentido f́ısico.
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Entonces el enfoque proporcionado por la Geometrotermodinámica nos permite geo-

metrizar y recuperar todas las propiedades termodinámicas del sistema.
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plano z con el corte a lo largo del intervalo (1,∞), donde es continua por debajo.

Otras propiedades importantes de la función polilogaritmo son[11, 25]

• Relación con la función zeta de Riemann

Lis(z) =

{
ζ(s) s > 1

∞ s ≤ 1
(A.3)

En tres dimensiones, esta propiedad es la base para la existencia de condensación

Bose-Einstein. Y también es la base para la no existencia del mismo en dimensiones

menores o iguales a 2.

• Derivada

z
d

dz
Lis+1(z) = Lis(z) (A.4)

• Suma

Lis(z) + Lis(−z) = 21−sLis(z
2) (A.5)

Con s = n = 2 se recupera la fórmula de Euler para el dilogaritmo y con s = n = 3

se recupera la fórmula de Landen para el trilogaritmo.

•
|Lis(z = −1)| <∞ (A.6)

ya que el polilogaritmo es anaĺıtico en z = −1.



Apéndice A

Algunas propiedades de las

funciones polilogaritmo

A continuación presentamos un resumen de las propiedades más importantes de las

funciones polilogaritmo.

Existen muchas representaciones de la función polilogaritmo, en forma integral, en serie,

con formas cuadráticas, en términos de valores especiales, etc.

Una de las más conocidas es

Lis(z) =
z

Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1

et − z
dt (Re(s) > 0, z /∈ (1,∞)). (A.1)

La función polilogaritmo o función de Jonquiére está definida como la continuación

anaĺıtica de la serie de Dirichlet[11] para cualesquiera números complejos s y z:

Lis(z) =
∞∑
k=1

zk

ks
(|z| < 1; z ∈ C), (A.2)

La cual converge absolutamente para todos s y z dentro el disco unitario complejo.

Varios autores se refieren a (A.2) como el polilogaritmo de orden s y argumento z.

La función polilogaritmo para un valor fijo de s no tiene polos ni singularidades esen-

ciales en el plano z complejo (finito), y para z fijo tampoco posee singularidades esenciales

ni polos en el plano s complejo (finito). La única singularidad esencial que posee está en

el punto s =∞.

La rama principal del polilogaritmo es la rama para la cual Lis(z) es real con z ∈ R,

cuando s es real y 0 ≤ z ≤ 1. En la rama principal el polilogaritmo es continuo, excepto en

el eje real positivo, en donde se hace un corte de z = 1 hasta z =∞, tal que el corte traslada

el eje real a la parte inferior del medio plano z, de esta manera Lis(z) es univaluado en el
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Presentamos una gráfica del polilogaritmo para distintos órdenes.

(a) Comportamiento de las funciones polilogaritmo, se graficaron distin-
tos órdenes.



Apéndice B

Estructura de la hoja de cáculo de

Maple

Incluimos la estructura de la hoja de cáculo de Maple. La versión utilizada fue la 18.00.

La última modificaciń del archivo fue realizada el 18-02-15.

Las expresiones para el tensor de curvatura de Riemann, el tensor de Ricci y el escalar

de curvatura son demasiado grandes, ocupando más de 200 hojas, por ese motivo no se

despliegan en la hoja de cálculo.



> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

###Programa para calcular el escalar de curvatura para un sistema en 
tres dimensiones de N bosones sin interacción utilizando una métrica 
termodinámica###
###Autora: Sasha Alexandra Zaldívar Corichi###
###Última modificación: 18-02-15 12:53pm###

###CONVENCIÓN DE UNIDADES Y DEFINICIÓN DE VARIABLES: c=hbar=k_B=1, m=

onda térmica, u=U/N###

Cálculos

###Calculamos las derivadas, la métrica y el escalar de 



> > 

(1.2)(1.2)

(1.7)(1.7)

> > 

(1.1)(1.1)

> > 

> > 

> > 

> > 

(1.3)(1.3)

(1.6)(1.6)

> > 

(1.5)(1.5)

(1.4)(1.4)

> > 
> > 

> > 

curvatura del sistema utilizando u=U/N###

###Procedemos a calcular las derivadas###



(1.8)(1.8)

(1.7)(1.7)

> > 

> > 

> > 
> > 



> > 

> > 

> > 

> > 

(1.7)(1.7)

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

(1.9)(1.9)

> > 

> > 

###Checamos que g sea un tensor###

true
###Calculamos los símbolos de Christoffel, el tensor de curvatura 
de Riemann, el tensor de Ricci y el escalar de curvatura###

###Ahora extraemos R para poder utilizarlo###

###Definimos un nuevo escalar haciendo dos sustituciones###

###Evaluamos numéricamente las sustituciones asegurando que los 
resultados sean flotantes###

Gráficas del escalar de curvatura para 
valores del potencial químico cercanos a 

cero 
###Utilizamos una sentencia de control para graficar el escalar de 
curvatura en distintos intervalos (a,b). Todos tienen a=-0.1 y b 
está controlado por i. El ciclo se repite hasta que se agotan los 
valores que i puede tomar. En cada ciclo se genera una gráfica de 
R###



(1.7)(1.7)



(1.7)(1.7)



(1.7)(1.7)



(1.7)(1.7)



(1.7)(1.7)



(1.7)(1.7)

> > 
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