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Dedicatoria

“To the east, to the east,

the road beneath my feet.

To the west, to the west,

I haven’t got there yet.

And to the north, to the north,
never to be caught.

To the south, to the south,

my time s running out”.
-Frank Turner, The Road

Para mi mama, Maria Elena Corichi Cortés.
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Notacién y convenciones

Se utilizard la convencién de suma de Einstein a menos que se especifique lo contrario

y los calculos geométricos se realizaran en unidades geometrizadas.
e /i =1,0546 x 1073%J - s —> constante de Planck reducida

kg = 1,3807 x 10723J - K~! — constante de Boltzmann

e T — Temperatura

e m — Masa

A1 — Longitud de onda térmica

T — Espacio fase termodinamico

& — Espacio de estados de equilibrio termodinamico
o © — 1-forma fundamental de Gibbs
e & — Potencial termodinamico

E% — Variables extensivas termodinamicas

I, — Variables intensivas termodindamicas

e % — Funcién de gran particién

Lis(z) — Funcién polilogaritmo de orden s y argumento z

e (G — Métrica del espacio fase termodindmico

g — Métrica del espacio de estados de equilibrio termodindmico

R® g, — Componentes de tensor de Curvatura

Rap — Componentes del tensor de Ricci

o R — Escalar de Curvatura
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Capitulo 1

Introduccion

Al pensar en las propiedades termodinamicas de cualquier sistema, la geometria no es la
primera opcion para estudiar al sistema. En principio porque no existe una conexién obvia
entre conceptos matematicos de geometria y termodindmica. Como veremos mas adelante
la Geometrotermodindmica (GTD) nos ofrece una manera de hacer esa conexion.

En otras areas de la Fisica es mas sencillo pensar en la relacién que existe entre la
geometria y alguna propiedad féica, por ejemplo en Relatividad General existe una relacion

entre la curvatura del espacio tiempo y la interaccién gravitacional:
curvatura = interaccién gravitacional

Desde el punto de vista de la GTD la interaccién termodindamica estd caracterizada por

el tensor de curvatura del sistema de la siguiente manera:
e Si R% g, # 0 el sistema presenta interaccién termodindmica
e Si R% g, = 0 el sistema carece de interacciéon termodindmica

En dos dimensiones 1 escalar de curvatura que se obtiene a través del tensor de curva-
tura, proporciona informacién acerca de las transiciones de fase que puede o no tener el
sistema. Si el escalar diverge existe la posibilidad de que el sistema tenga algin tipo de
transicion de fase.

El objetivo de este trabajo es analizar un gas de ideal de N bosones sin interaccién, un
gas ideal de Bose-Einstein, tratando de describir la condensacién Bose-Einstein, utilizando
el escalar de curvatura del sistema.

Con lo anterior es claro que la geometria a la que nos referimos es la Geometria no-

euclideana, en particular a la Geometria Diferencial.
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1.1. Geometria, Fisica Termodinamica

Para la ciencia moderna las herramientas que proporciona la Geometria Diferencial son
de gran importancia.

La geometria no-euclideana fue desarrollada después de que Ptolemy, Nasir al din al
Tusi, Giovanni Alfonso Borelli, John Wallis, entre otros, trataran de probar el quinto

postulado de Euclides:

“Si una linea recta que corta a dos lineas rectas forma angulos internos en el
mismo lado, los cuales sumen menos que dos angulos rectos, las dos lineas al
ser prolongadas indefinidamente se encontraran en el lado en el cual los dos

angulos sumen menos que dos angulos rectos”

Gauss, Bélyai y Lobachevsky desarrollaron una geometria no-euclideana y encontraron
lo que hoy se conoce como espacio 2-dimensional de curvatura constante negativa[44]. Y
después Klein, demostré que la geometria que encontraron los anteriores era autoconsis-
tente.

El tipo de geometria que nos concierne es la Geometria Riemanniana desarrollada
por Georg Friedrich Bernhard Riemann y que presenté en us famosa platica Uber die
Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. Las ideas que presenté en esa platica
generalizan la geometria estudiada por Gauss, Bdlyai y Lobachevsky y proporcionan la
definicién de variedad Riemanniana, la cual es en concreto una variedad suave (diferenciable
%) M en la cual estd definido un campo tensorial métrico g [7, 42].

Gibbs fue el primero en introducir la Geometria a la Termodindmica al representar a
la primera Ley como una forma diferencial[15]. Después Charatheodory propuso que se
utilizaran formas de Pfaff para representar a las leyes de la termodindmica y Hermann
introdujo la idea de espacio fase termodindmico en el cual las variables termodindmicas
son utilizadas como coordenadas [9, 17].

La idea de utilizar una variedad Riemanniana y una estructura métrica la introdujeron
Fisher y Roa [13, 35, 36, 37]. Més tarde Weinhold propusé una métrica hessiana para el
espacio de estados en donde se estudian los sistemas termodinamicos y sus propiedades. El
elemento de linea es )

ds® = gl dN'dN7 = _U_Niani (1.1)
ON'*ON1I
Msés tarde Ruppeiner, introdujé su métrica termodindmica [39, 40], con elemento de

linea dado por
__5
ON'ONI

donde N son variables extensivas, S es la entropia del sistema, U es la energfa interna

ds* = ghdN'dN7 = dN*dN’ 1.2
]
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del sistema y 4,5 = 1,...,n con n el numero de grados de libertad.

Las métricas anteriores presentan un problema, los resultados dependen del potencial
termodinamico que se elija para trabajar. Es por esto que en este trabajo utilizaremos la
Geometrotermodindmica, formalismo propuesto por Quevedo [28], que como ya habiamos
mencionado hace una conexién entre el espacio fase termodindmico y el espacio de estados
de equilibrio, de tal forma que los resultados no dependen de la eleccién de potencial

termodinamico, es decir, son invariantes bajo transformaciones de Legendre.

1.2. La Geometrotermodinamica en la Fisica, las Matemati-

cas y la Quimica

Los trabajos mencionado en esta seccién son un pequeno resumen de los resultados que
se han obtenido utilizando GTD en distintas ramas de la Ciencia, existen muchos articulos
publicados, solamente mencionaremos algunos.

En Matematicas los trabajos publicado se enfocan en relacionar la geometria de con-
tacto con la geometria conforme [5] y la geometria Riemanniana con la conforme [14].
En Fisica se ha estudiado la termodindamica de hoyos negros, tratando de poner orden
en la descripcién geométrica de estos [1, 18]. También se ha utilizado GTD para derivar
ecuaciones fundamentales termodindmicas y construir modelos cosmolégicos relativistas,
por ejemplo utilizando la ecuacién mas sencilla en GTD, la cual corresponde a un sistema
sin interaccién termodindmica, se describen disintos fluidos del modelo estandard de la
cosmologia [4].

Otro tipo de sistemas que se han estudiado utilizando GTD son sistemas termodindmi-
cos ordinarios, por ejemplo el gas de Van der Waals [30]. Al estudiar este sistema se
obtuvieron resultados consistentes con las transiciones de fase que presenta este gas y los
puntos en los cuales el escalar de curvatura diverge. También se han estudiado gases idea-
les cudnticos, el gas de Bose-Einstein y el gas de Fermi-Dirac [33]. Desde el punto de la
econofisica también

Finalmente se han analizado reacciones quimicas utilizando GTD. En [34] se muestra
que cualquier reaccién quimica en un sistema cerrado puede ser descrita por una geodésica
en una variedad de dos dimensiones interpretada como el espacio de estados de equilibrio

de la reacciéon quimica.

1.3. Condensacion Bose-Einstein

La historia de la condensacién Bose-Einstein comienza aproximadamente en 1920. La

estadistica de Bose data de 1924 cuando Satyendranath Bose derivo el espectro de radiacion
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de cuerpo negro utilizando un argumento estadistico. Einstein fue quién consiguié que se
publicara el trabajo de Bose. Posteriormente generalizé la idea para atomos sin interacién.

Einstein noté una caracteristica particular en la distribuciéon de los atomos sobre los
niveles de energia. Si la temperatura era lo suficientemente baja pero finita, una fraccién
grande los 4&tomos ocupaba el nivel de energia mas bajo. Lo anterior es lo que hoy se conoce
como condensacién Bose-Einstein. [10]

La comprobacion experimental de la condensacién Bose-Einstein se realizé en 1995 con
el experimento de Cornell y Wieman quienes condensaron 87Rb y con el experimento de
Ketterle que condensé 2Na [27].

Utilizaron trampas magneto-6pticas y trampas magnéticas para enfriar vapores de de-
cenas de miles de atomos a temperaturas de nanokelvins.

En la figura 1.1 se observan los resultados del experimento de Cornell.

Figura 1.1: Se observan las distribuciones de densidad de tres nubes de dtomos de rubidio. En
la izquierda se muestra la distribucion justo antes de la condensacion. La imagen de en medio
corresponde al momento en que se comienzan a condensar y la ultima imagen es después de la
condensacion. Imagen adaptada de [43].



Capitulo 2

Fundamentos de

Geometrotermodinamica (GTD)

2.1. ;Por qué usar GTD?

Al estudiar sistemas termodinamicos lo més usual es especificar la ecuacién fundamen-
tal del sistema, al hacer esto tenemos una descripcién completa de dicho sistema, es decir,
tenemos toda la informacion termodindmica. También es posible contar con todas las ecua-
ciones de estado del sistema, desde un punto de vista experimental, esto es mejor, ya que
usualmente son cantidades termodinamicas que se pueden medir o controlar en los experi-
mentos. La descripcién mediante la ecuacién fundamental es equivalente a la descripcién
con ecauciones de estado ya que estas ultimas se pueden derivar de la primera de forma
Unica usando derivadas parciales.

Pero nosotros estamos interesados en estudiar los aspectos matematicos de los sistemas
termodinamicos, en un lenguaje geométrico. Para hacer eso necesitamos de un formalismo
que haga una descripcién consistente de las propiedades matematicas de nuestros sistemas.

Como mencionamos en el capitulo anterior usaremos las herramientas que nos propor-
ciona la Geometria Diferencial.

Nuestro objetivo al estudiar un gas ideal de bosones, es hacer las descripcion geométrica
de la condensacién Bose-Einstein.

Este fenonemo ha sido tratado por muchos autores y es un tema de estudio en los libros
de texto como se menciona en la Introduccién|[20, 23, 27], sin embargo no ha sido analizado
utilizando GTD.

En la literatura existe una discrepancia sobre que tipo de transiciéon de fase es la
condensacién Bose-Einstein[20, 24, 38|, utilizaremos GTD para tratar de presentar una

descripcién consistente de las propiedades geométricas del sistema en cuestion y su conexion
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con sus propiedades termodinamicas. Mas adelante profundizaremos en la descripcion de

estos sistemas.

2.2. Objetos geométricos importantes en GTD

2.2.1. Tensores

Consideramos un espacio vectorial V' de dimension finita, llamamos V* a su dual. Un

tensor tipo (%) es un mapeo multilineal a los reales definido como

T: VXV xVxV*x.-..xV*=R (2.1)

N veces M veces

Es decir, T toma M vectores duales (también llamados formas) y N vectores y regresa
un escalar.

Por ejemplo un tensor tipo ((1)) es una l-forma o vector dual, cuyo argumento es un
vector [41, 46]. Este tipo de tensores son importantes para la GTD, como veremos més

adelante.

2.2.2. Invariancia de Legendre

Al estudiar sistemas termodinamicos y sus propiedades, sabemos que estas no dependen
del potencial que se utilice para hacer la descripcion. Esto se debe a que los potenciales
termodindmicos estan relacionados entre si por transformaciones de Legendre.

La manera usual de tratar a las transformaciones de Legendre se encuentra en libros
de Termodindmica, por ejemplo [8] o en libros de Mecédnica Clasica en las secciones que
estudian los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano.

La definicién formal de una transformacion de Legendre se halla en libros méas avanzados

de Matematicas, la cual nos dice que una transformacién de Legendre es el cambio de

coordenadas
(B, EY, 1) — (D, B, 1), a=(1,...,n) (2.2)
definido por[3]
& =& — 5 EF (2.3)
El=—Ti
FEl = Ei
I'=Ei

[=ri
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donde i € I, j € J tal que I'|JJ es una particién del conjunto de indices {1,...,n} en dos
conjuntos disjuntos. Si se toma i = {1,...,n} o i = () se obtiene la transformacién total de
Legendre o la identidad, respectivamente.

Ahora, supongamos que tomamos el siguiente conjunto de coordenadas: (U, S, V,T— P).
De acuerdo con la definicién, tenemos las siguientes posibilidades para la transformacion

de Legendre:

U=U-TS, S=-T,T=8,V=V,P=P 2.4
U=U+PV,S=S5,T=T,V=P, -P=V (2.5)
Us=U-TS+PV,S=-T,T=S, V=P, -P=V (2.6)

Entonces, si identificamos U con la energfa interna, S con la entropia, V' con el volumen

y P con la presion, las transformaciones son

U, —F (2.7)
ﬁg — H
03 — G

La primera es la energia libre de Helmholtz, la segunda es la Entalpia y la tercera es

la energia libre de Gibbs.

2.3. Espacio fase termodinamico (7) y espacio de estados de

equilibrio (&)

En Geometrotermodindmica trabajamos con dos espacios, el espacio fase termodinami-
co y el espacio de estados de equilibrio.

El espacio fase termodindmico, que denotaremos como 7T, de dimensién 2n + 1. En este
espacio las coordenadas son Z4 = {E*, I*,&}. E* denota a las variables termodindmicas
extensivas, /¢ a las intensivas y @ al potencial termodindamico, con a = 1,...ny A =
(1,...,2n).

Ahora introducimos la 1-forma fundamental de Gibbs:
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O = dd — S,5I°dEP, 6,5 = diag(1,1,...,1) (2.8)

La 1-forma fundamental de Gibbs, es invariante ante transformaciones de Legendre.

Utilizando (2.3) y (2.8) podemos mostrar esto:

O = dP — So3I“dE” (2.9)
—d (43 = 5klékﬁ) — S IMdE" — 8, ["dEY
= d® — Sy dEFT — §,sE"dI® — 6, I™dE" — 6, I"dE?
= d9 — Sy l'dEX — 6,,E"dI* — §;n E™d (—1) — §j,I"dEY
= d® — S I'dE* — §,sE™dI*® + 6;n E™dI' — 65, I"dE?

Pero r, 5,4, m son indices mudos, entonces el tercer término cancela al cuarto y llegamos

0 = dd — Sy I'dE* — §;,["dE? (2.10)
= d® — So5“dE”
0=06

El espacio de estados de equilibrio £ esté definido por el mapeo suave

p:E=T (2.11)
tal que
p:{EY} = {P(EY), E* 1,(EY)} (2.12)
bajo la condicién
©*(O©)=0 (2.13)

©* representa el pullback de ¢ y estd definido como
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La condicién (2.13) implica que

dd = 55 1“dEP (2.15)
OP
= 5.8
g~ 0ot

Reconocemos (2.15) como la Primera Ley de la Termodindmica y las condiciones de
equilibrio termodinamico.
Para finalizar esta seccién consideramos una métrica G, que induce una estructura

Riemanniana en 7, definida por
G=0¢®0¢+ Y AEIJAE®®dI, (2.16)

A es una constante arbitraria, que mas adelante elegiremos como 1. Pedimos que (2.16)

cumpla con dos puntos importantes:
e G debe ser no degenerada
e G debe ser invariante bajo transformaciones de Legendre

Con todo lo anterior decimos que (7,0, G) forman una variedad Riemanniana de con-

tacto.

2.4. Meétrica termodinamica y curvatura

Ahora ya tenemos todo lo necesario para poder hablar de la métrica termodindmica, g.
El pullback ¢*(G) induce una métrica en £ que denotaremos como g.

El pullback se calcula de la siguiente manera

074078
g=¢"(G) GAB@EQ aEBdE ®dE (2.17)
Lo calculamos explicitamente:
o~ (@G ® O¢g + E AE®IdE® ® dla> (2.18)

¢W®G@Kkﬂ+¢*<§:AE@QdE“®dQ>

Utilizando (2.13) tenemos que



12 Fundamentos de Geometrotermodindmica (GTD)

¥* (B ©O¢) = ¢" (O) ® ¢* (O¢) =0 (2.19)

Luego

©* (Z AE°T,dE* dIa> =AY ¢ (BI.dE” ® dI,,) (2.20)

Como E%, I, son funciones en 7, entonces tenemos

O E* — E° (2.21)
. o
Ry

Luego utilizando que ¢*d = dy*, nos queda

©*dE® = d (¢*E®) = dE” (2.22)
Yy
. 0D
o dl, = d(p*l,) _d<8E0‘> (2.23)
0*®
— _ Y g8
Zﬁ: T Yol

Entonces la métrica termodinamica esta dada por

0P 0P
_ o et B
g—;ﬂ:A<E 5 a)a =g FdE” ® dE (2.24)

La métrica (2.24) hereda las propiedades de invariancia de Legendre que tiene G, tam-
bién es no degenerada.

Uno de los resultados clave de la GTD es proporcionarnos con (2.24) que, como ya men-
cionamos, es invariante de Legendre. Con esta métrica podemos describir sistemas termo-
dindmicos utilizando cualquier potencial termodinamico. En el espacio de estado de equi-

librio, las propiedades termodindmicas estan relacionadas con las propiedades geométricas
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Mediante g, podemos calcular lo simbolos de Christoffel

1 1%
I 0= 59" (G + 9o = 9r) (2.25)

Utilizando (2.25) podemos calcular el tensor de curvatura de Riemann
R gy =Ty =T gy + T )17 gy =T 6,17 (2.26)

Si recordamos un poco, en Relatividad General se hace la identificacién de curvatu-
ra con interaccién gravitacional. En GTD retomamos esta idea y hacemos la siguiente

identificacion
Curvatura = Interaccion Termodinamica

Asi que el tensor de curvatura calculado a partir de (2.24) caracteriza la interaccién
termodindmica en GTD. Si resulta que R“g,, = 0 el sistema bajo cuestién carece de
interaccién termodindmica, por ejemplo el gas ideal clasico[31] y si resulta que R* g, # 0
el sistema con el que se estd trabajando presenta interaccion termodinamica.

Entonces con las construcciones geométricas tratadas en este capitulo podemos analizar
sistemas termodindamicos simples como un gas ideal clasico hasta sistemas ma&s complejos
como agujeros negros. En este trabajo utilizaremos GTD para analizar un gas ideal de

Bose-Einstein, concentrandonos en el condesado de Bose-Einstein.



Capitulo 3

Gases Ideales Cuanticos

En mecénica cuantica, las particulas son totalmente indistinguibles. Podemos utilizar
etiquetas auxiliares para trabajar, pero estas no tienen efecto alguno en la dindmica del
sistema.

Consideremos un sistema de N particulas, la funcion de onda para dicho sistema estd da-

da por:
W (11,79 eey Ly Tiny ooy TN ) - (3.1)

FEl Hamiltoniano general del sistema es:

N 2o N

> p; i = .

H = Z% +ZU(TZ ) +ZV(7’Z) (3.2)
=1 1<J i=1

El primer término es la energia cinética de las N particulas, el segundo es un potencial

de interaccion entre las particulas y el tercero es un potencial externo. En nuestro caso el

potencial de interaccion es cero y el potencial externo es una caja de volumen V = L%

V—{OO rev (3.3)
0 reV

donde o es la dimension.
Estas consideraciones simplifican el Hamiltoniano de manera considerable y nos queda

el Hamiltoniano de particula libre:

A~ N :Q
=3 b (3.4)
=1

2m
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Si las particulas son indistinguibles, el Hamiltoniano del sistema debe ser invariante

ante el intercambio de cualesquiera dos coordenadas, es decir [20]

[,%2, P} ~0 (3.5)

donde P es un operador de permutacién.
Aplicando dos veces el operador de permutacién a la funcién de onda del sistema

obtenemos lo siguiente

A A

PPY(r1,79, ccc; T, Ty eoy TN) = )\2\11(7“1, T9y eoes Ty Ty ooy TN (3.6)

Entonces para que se cumpla la igualdad tenemos que A = +1. Esto nos dice que la
funcién de onda puede ser simétrica o antisimétrica.

Con lo anterior podemos hacer la distincion entre dos tipos de particulas:
e Bosones

* La funcién de onda que caracteriza al sistema es simétrica bajo el intercambio de

coordenadas.
e Fermiones

* La funcién de onda que caracteriza al sistema es antisimétrica bajo el intercambio

de coordenadas.

Como mencionamos en la introduccién en este trabajo nos enfocaremos en un sistema

de N bosones sin interaccion.

3.1. Sistemas de N particulas indistinguibles

Para construir las funciones de ondas de nuestros sistemas necesitamos una base. Si

consideramos un gas ideal cuyo hamiltoniano estd dado por[21, 38]

N ]%Q N
Higear = ) _ 5=+ Y V(7)) (3.7)
=1 =1

podemos utilizar como base el producto de N funciones de una particula:

o (r1,72,) = Pa1 (1) 0 (12) - - bay (1) (3.8)
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®,, es eigenestado de Hjgeqr!.

3.1.1. Sistema de NN bosones ideales

Para un sistema de N bosones sin interaccion la funcion de onda normalizada esta dada

por la siguiente expresién:

INSINal ..\ 1/2
VN, No,Na,.. (T1, oy TN) = <W> Z Gy (11)Pas (12) - oy (rn)  (3.9)

perm

donde N; es el niimero de particulas en el estado «;.

La suma se toma sobre todas las permutaciones posibles sin repeticion. Es importante
observar que no existe restricciéon sobre el nimero de particulas que pueden ocupar un
estado, esto se debe a la naturaleza de los bosones, en cambio, los fermiones tienen una
restriccién importante sobre el nimero de particulas que pueden ocupar el mismo estado

cuéantico (Principio de Exclusién de Pauli).

3.1.2. Sistema de N fermiones ideales

En el caso de un sistema de N fermiones sin interaccion, la funcién de onda normalizada

estd dada por el determinante de Slater:

¢a1 (7’1) ¢a2 (TQ) (boq (TN)
U N, Ny N3y Ny (P15 o TN) = ol : : : (3.10)
bay (1) Gay(ra) . day(ry)

Si intercambiamos «; por ¢ (intercambiamos columnas) la funcién cambia de signo y si
a; = o entonces dos filas serdn iguales y el determinante es igual a cero. El determinante
nos garantiza que la funcién de onda sea antisimétrica y que se cumpla el Principio de
Exclusion de Pauli, el cual nos dice que dos fermiones no pueden ocupar el mismo estado
cuantico.

Como podemos observar, si aumentamos el nimero de particulas las funciones de onda
se hacen cada vez mas complicadas y si necesitamos trabajar con sistemas que interactiian
el analisis se complica mucho més. Asi que utilizaremos un enfoque distinto para poder
estudiar esto dos sistemas, utilizaremos una descripcién basada en el niimero de particulas

que se encuentran en cada estado cuantico. Esto se conoce como segunda cuantizacién?.

!'Denotamos a; como el conjunto de nimeros cudnticos asociados al estado i de una particula.
2Este método fue desarrollado en 1927 por P.A.M. Dirac para fotones en la teorfa de la radiacién y en
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3.2. Segunda Cuantizacion

De ahora en adelante, nos concentraremos solamente en la descripcién de bosones, los
resultados para fermiones se encuentran en varios textos por ejemplo [12, 21]

3.2.1. Representacion de nimero de ocupacion

Al trabajar con estos sistemas es mas sencillo caracterizar a los estados utilizando el
nuamero de particulas en cada uno.
En este formalismo es conveniente utilizar notaciéon de Dirac. Los estados se escriben

de la siguiente forma

|N1, N2, ..., Nn) = [N1) ® [N2) ... ® [NN) (3.11)

El conjunto que forman estos estados es ortogonal y completo.
Para bosones introducimos el operador de creacién a' y de aniquilacién & con las

siguientes reglas de conmutacién

| = Gowr (3.12)

Los operadores actiian de la siguiente manera

8 [Nw) = /g | Na — 1) (3.13)
al |N,) = Vg + 1[Ny + 1)

Con el operador de creacion y aniquilaciéon definimos el operador de niimero que actia

como sigue
N|N,) = no [Na) (3.14)

El hamiltoniano escrito en segunda cuantizacién es >

A =33 "(o/|H' |a)a] 4, (3.15)

1928 E. Wigner y P. Jordan hicieron la extensién para fermiones.
3Donde hemos utilizado |a) para denotar los estados de manera més cémoda
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donde H' es el hamiltoniano de una particula dado por

2.
i = 1
5 T V() (3.16)
Y los elementos de matriz son[21]
(o/| H' [a) = /dgmﬁif (r)H' ¢a(r) (3.17)

Usualmente un estado arbitrario se expande en términos de los eigenestados del hamil-

toniano, es decir

T(t) = D (N1, Ng,...)®u(r1, 72, ...) (3.18)
N1,Na,...

Entonces en este formalismo, la expansion del mismo estado es [21, 38].

[U(t) = Y. f(N1,Ng,..)|N1,No, ..., Ny) (3.19)
N1,Na,...

Como se muestra en [12], los coeficientes ¢(Ny, No, ...) y f(N1, Na,...) en (3.18) y (3.19)
son equivalentes, entonces si se resuelve el problema fisico en segunda cuantizacion se
puede determinar un conjunto de coeficientes ¢(N1, Na, ...) que nos dan una solucién de la
ecuacion de Schrodinger del sistema de muchas particulas.

La expansién (3.19) y el hamiltoniano escrito como apartado 3.2.1 es lo que se conoce

como sequnda cuantizacion.

3.3. Potencial termodinamico

3.3.1. Ensamble gran candnico

Las herramientas desarrolladas en la seccién anterior facilitan la obtencién de las can-
tidades termodindmicas necesarias para hacer uso de la GTD.

Para hacer lo anterior, recordamos el procedimiento estandard que se utiliza en Fisica
Estadstica para obtener las propiedades termodindmicas de los sistemas.

Primero necesitamos elegir un ensamble. Nosotros trabajaremos en el ensamble gran
canénico, en el cual las variables independientes son la temperatura (7°), el volumen (V') y
el potencial quimico (u).

Después es necesario conocer la matriz de densidad del sistema. En este ensamble la

matriz de densidad es
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exp[-B(A# — uN)]

A~

" [expl-8(# — )]}

(3.20)

Donde
Tr {exp[—,@(,%z - ,uN)]} (3.21)

es la funcién de gran particién, que denotaremos como Z.
En el formalismo de segunda cuantizacién es inmediato evaluar 2, como veremos més
adelante.

El potencial termodindamico fundamental en este ensamble es el gran potencial, el cual

denotaremos como Z(T, V, ), se obtiene de la siguiente manera*

=(T,V, 1) = —kgTln {Tr [exp[*ﬁ(ff *#N)l} } (3.22)
R

Todas las cantidades termodindmicas se calculan a partir del gran potencial mediante

las siguientes relaciones.[16, 20, 27]

§—_ ( E>W (3.23)

Antes de continuar, calculamos explicitamente el elemento de matriz que aparece en
apartado 3.2.1. Como las ¢, son eigenfunciones del hamiltoniano, el elemento de matriz es
muy sencillo[21]:

(/[ H' @) = cabara (3.24)

Con todo esto podemos calcular (3.21) rapidamente.

4El promedio de las cantidades fisicas s calcula como <O> = Tr(ﬁé)
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Con apartado 3.3.1 tenemos que
H =" eabuadl ba (3.25)
o «
= AT a
Z eqdla,
«

Y reconocemos el operador de niimero, entonces nos queda:
H = eaNa (3.26)
(e

De esto vemos que [%”, N} =0

Entonces la traza es

Tr {exp[—ﬂ(% - MN)]} (3.27)

= Z (Nay, Nays ooy Naoo | exp[—B(H — tN)] [Nuy, Nays ooy Noo)
NayssNay

= Z (Nays Nayy ooy Nay | exp[= (7 — pN)] [Nay, Nag, -y Na)
Nay s Nase

Ahora utilizando (apartado 3.3.1) y N = 3" N, nos queda

3 (NaysNags ey Nao|exp [—52 (2N - MNQ)] INay, Nags oo Nat) (3.28)
Nalw-wNaN [0}

= > (Nay,Nag, s Naoo|exp [=B[(e1N1 + e2Na + ...) — (N1 + Na + ...)]] [Ny s Nays .-
NayrsNay

Usando ((3.11)) nos queda
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Z (Na, | exp(—=B(e1N1 — uN1)) [Nay) -+ (Naw | €xp(—B(E0cNoo — #Noo)) [Nac. )
NayssNay

(3.29)
= Z (Na,|exp(—=B(e1N1 — pN1)) [Na, ) - - Z (Naoo | exp(—B(eocNoo — tNoo)) [ Naee )
Entonces

> (Naylexp(=Bler = )™ [Nay) - D (Naw [ exp(—Bleso — 1) [Na,)  (3.30)

a1 (079

> (Njlexpl—B(e; — w™ [Ny = T D (N; | N;) exp[—B(ej — w))™
N Jj N;

“':8 b.:?)
=M

exp[—B(e; — )]V

Finalmente llegamos a®

1
Z = 3.31
e = 331
Entonces el gran potencial estd dado por ©
E(T,V,p) = —kpTIn(Z) = —kpT Y In(1 - B(cp — ) (3.32)
P

3.4. Propiedades termodinamicas

Usando los resultados anteriores podemos obtener las expresiones para la energia in-

terna y para el namero de particulas.

.. 1
®Utilizando Y 2% 2" = = para lz| < 1.
—x
SCambiamos el indice j por p para hacer referencia al momento.
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Ahora calculamos

(expl-B(# ~ NN

N =(N) = - (3.33)
Tr {exp[-B( — M)}
y la energia interna U = (J¢).
Haciendo célculos similares a ((3.27)) nos queda
1
N = 3.34
Zp: z7lexp(Bep) — 1 (3:34)

_ €p
U= zp: z=Lexp(Bep) — 1

Donde z = exp <k:MT> es la fugacidad. De la expresion para N podemos ver que se
B
debe cumplir que 0 < z < 1, lo cual nos dice que el potencial quimico debe ser negativo,

< 0.
Ahora consideremos un volumen muy grande, necesitamos reemplazar la suma sobre p

por una integral, de manera que las nuevas cantidades estén dadas por

deg(e,T)
N = 3.35
/z Lexp(Be) — 1 (3.35)

B deg(e, T)e
e

2mm? (2me)2 !

50 (3)

Sustituyendo lo anterior tenemos que

(2mm)2 /OO ez lde z
N = 3.36
5T (0/2) Jo zlexp(Be) —1 Tz z (3-36)

donde g(¢,T) = es la densidad de estados de energia[16].

El segundo término corresponde al estado base (¢ = 0). Hacemos un cambio de variable

x = Be y llegamos a

L\? [ 27 Ydx z
N=|— 3.37
<)\T> /0 P L s (3:37)
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Ar es la longitud de onda térmica y Lig(2) es la funcién polilogaritmo de orden /2.
Un resumen de las propiedades de este tipo de funciones se encuentra en el apéndice A.

Haciendo céalculos similares llegamos a la siguiente expresién para la energia interna:

3V .
U= ngBTLZg(Z) (3.38)
Y finalmente el gran potencial es
- 14 ,
== —A—ngTL@(z) + kpTin(l — 2) (3.39)
T 2

En el siguiente capitulo analizaremos con mas detalle las expresiones anteriores.



Capitulo 4

Condensado de Bose-Einstein

En el capitulo anterior obtuvimos las expresiones generales de las cantidades termo-
dindmicas importantes para nuestro sistema. Concentraremos el andlisis para o = 3.

Primero observamos que el segundo término de (3.39) es ~ In(1 + Ny) entonces en el
limite termodindmico no contribuye para ningtin valor de T'(z # 1)*.

Ahora nos fijamos que pasa con N. De (3.37) observamos que el segundo término no
contribuye en el limite termodinamico para T alta, es decir, el nimero de particulas en el
estado base es despreciable y todas las particulas ocupan estados excitados.

Algo muy distinto ocurre cuando z = 1. Primero calculamos el niimero maximo de
particulas (Ny,qz) que ocupan los estados excitados, para cierta temperatura 7.

La funcién Li% (z) alcanza su valor maximo para z = 1, es decir p = 0. Entonces Ny,qz

es

L\ [ 22 ldy
Nomag = (AT) /0 L (4.1)
L 3
- (5) <o

Entonces podemos reescribir (3.37) de la siguiente manera

Nmax + %

1=
N N

(4.2)

El segundo término ya no es despreciable ya que Ny diverge, entonces los estados

z

!Esto se debe a que si nombramos Ny = e

entonces z = 1+ N%)’ luego al hacer el limite termodinamico,
ksT

N — 00,V — 00, nos queda %

In(No +1) — 0.
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excitados ya no contienen a todas las particulas y se hace favorable para el sistema que se
ocupe el estado base con el exceso de particulas. A esto se le conoce como condensacién
Bose-Einstein[16]

Usando (4.1) podemos calcular la temperatura a la que esto sucede (fijando la densidad

de particulas):

N\ o
v (mm) (o) "

La condensacién Bose-Einstein es interpretada como una transicién de fase que puede
ser modelada como de primer orden o de segundo orden.

Si nos fijamos en las isotermas (figura 4.1), el diagrama de fase nos indica que la conden-
sacién de B.E. puede pensarse intuitivamente como la transicién vapor-liquido figura 4.2.
En esta situacion podemos calcular el calor latente de la transicién y ver que es distinto

de cero. Es por eso que puede considerarse como una transicion de primer orden.

Isotermas para un gas ideal
de Bose-Einstein

Figura 4.1: Isotermas de una gas ideal de Bose-Einstein, se observa también la linea de transicion
que corresponde a pV°/3 = cte
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(%

Figura 4.2: Isotermas de un gas de Van der Waals con la construccion de Mazwell. Se observa la
transicion liquido-vapor (Imagen adaptada de [6])

En cambio si uno se fija en el calor especifico del sistema, haciendo los célculos para
una densidad fija, el comportamiento de C), presenta una discontinuidad en su derivada
para z — 1, ie. T'— T..

Por el momento escribamos las ecuaciones relevantes para la regién T > T.2

== 3 ~5hpTLis(2) = —pV (4.4)
U= g; kpTLis(2) (4.5)
N = %ng( ) (4.6)
S gVA]ZTB Lis () = Nkpln(2) (4.7)
pP= kf; Lis (2) (4.8)

Para calcular el calor especifico tomamos la ecuacién de U y la de N y hacemos lo

2Cambiamos L® por V para ahorrar notacién
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siguiente
3 L’Lé(z)
= —NkgT—= 4.
U=3Nks Lis (2) (4.9)
Entonces
3 Lis(z) 3 g Lis(2)
Cy = 2 2 (4.10)

CNkp—2 4 ° g2
2" "PLiy(z) 2 P AT Lis ()

Usamos la relacién de recurrencia para las derivadas de las funciones polilogaritmo,

obtenemos los siguiente

3 Lis(z) 3 192 ( Lis(z)Lil(z))

N

Cy = 5]\”6327 + =NkgT 1-— 2 (4.11)

Lig(z) 2 28T Lis(2)2

2

Sabemos la relaciéon de z con el potencial quimico y la temperatura y con eso podemos
calcular la derivada que aparece en la expresién anterior. Pero para poder tener todo en
términos de funciones polilogaritmo usaremos la ecuaciéon para N.

De esa ecuacion tenemos que

%) 0 NN 31
Lis(2) = == —L = — = Li: 4.12
ar ) = o v o7l (4.12)
Pero
o _. 10z _.
. ., 0z
Entonces depejamos la relacién para 8—T:
z 0 Liz(z) Lis(z)
ar 3 1 13 %
0z _Tori _ 3174 (4.14)
or Lz% (2) 2T Lz% (2)
Con todo lo anterior el calor especifico queda como
15 Lis(z) o Lis(z)
= —Nk 2 — —-Nk 2 4.1
v=7 BLi%(z) 4 BLZ%(Z) (4.15)

Ahora para ver el comportamiento de Cy hacemos una grafica. Ponemos todo en funcién
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de la temperatura critica (que ya habfamos encontrado)?® y usamos las aproximaciones para
las funciones polilogaritmo que aparecen en CYy,

El calor especifico para T" > T, es (4.15) y para la fase condensada, i.e., T' < T,
es[27, 23]

3/2
Cy = lkangg; Gj) (4.16)

La grafica se observa en la figura 4.3.

4
3

o

Nk T<To
2 — T>Tc¢
1
0

0 0.5 1.5 2

1
i
Ie
Figura 4.3: Calor especifico de una gas ideal de Bose-Finstein

En la figura 4.3 podemos observar que la grafica tiene un pico para el valor T = T,

que corresponde a z = 1. De esto podemos inferir que la derivada de Cv tendrda una
U

or?
T = T, esto nos dirfa que es una transicién de segundo orden[16].

discontinuidad en ese mismo punto, lo cual nos dice que es discontinua para

2/D )
s — N (27rh >
Ve(3) mk
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Sin embargo el orden de la trasicién ha sido tratado por varios autores [20, 24, 27].
Para los prépositos de nuestro trabajo y de la GTD utilizaremos el criterio de Ehrenfest
para clasificar el orden de la transicién de fase yla analogia con la transicién vapor-liquido,

que es de primer orden, como se discutié anteriormente.



Capitulo 5

GTD del Condensado de

Bose-Einsteln

5.1. El potencial termodinamico

En primera instancia, deberiamos utilizar el gran potencial para realizar los siguientes
calculos. Pero durante la realizacion de este trabajo nos encontramos con muchas discre-

pancias en los resultados obtenidos utilizando!

v
Ar

—_
— —
—

TLZ'%(Z) = —pV. (5.1)

Lo anterior se debe a que no es posible aplicar de manera directa el criterio de Eh-
renfest a las derivadas de (5.1) para poder interpretar la condensacién de Bose-Einstein
como una transicion de fase de primer orden. Sin embargo, recordando lo descrito en el
capitulo anterior, al tomar la energia interna como potencial termodindamico, la conden-
sacién resulta ser una transicion de fase, derivada del comportamiento del calor especifico
del sistema figura 4.3, es por esto que utilizamos la expresién de la energia interna del
sistema como potencial termodindmico, modificando la dependencia en algunas variables
termodinamicas: reemplazamos V por N y escribimos explicitamente la dependencia de la

fugacidad con el potencial quimico y la temperatura:

3, Lis(
°r
2

U/N =

exp(z)) 52)
CTP\T

Lis (exp(

[ NI N

El anAlisis se realizara para valores del potencial quimico cercanos a cero, para poder

mostrar la discontinuidad en las derivadas de este potencial asi como en el escalar de

LA partir de este momento utilizaremos en todas las ecuaciones unidades geometrizadas.
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curvatura.

Graficamos las primeras derivadas de (5.2) respecto del potencial quimico:

Primera derivada de u respecto del Primera derivada de u respecto del
potencial quimico potencial quimico
B B
-0.10 -0.09 -0.08 -0.07 -0.06 -0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 -0.10 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0

-200

-300
u

-400

-500

(a) Primera derivada de (5.2) respecto de p para va- (b) Primera derivada de (5.2) respecto de p para va-
lores del potencial quimico entre (-0.1,-0.01) lores del potencial quimico entre (-0.1,-0.0000001) res-
pectivamente.

Figura 5.1: Derivadas de (5.2) respecto de p

Observamos en la figura figura 5.1 que las primeras derivadas de (5.2) divergen para

valores del potencial quimico cercanos a cero.

Si graficamos las primeras derivadas con respecto a la temperatura obtenemos la figu-

ra 5.2 (para distintos valores de T').

En este caso no se presenta divergencia. Los resultados anteriores nos indican que la
métrica que debemos utilizar es la mas general, invariante ante transformaciones tota-
les y parciales de Legendre, ya que se ha mostrado que describe sistemas que presentan

transiciones de fase de primer orden[32].

Haremos una consideracién extra al momento de calcular la métrica, reescalaremos
la ecuacién de la energia interna utilizando la temperatura critica del sistema, utilizando
(3.37) y (4.1)

(5.3)

u =

U 3 [T\ Liglezp(f))
N 2 <Tc> Lis (1)

Hacemos un cambio de variable para facilitar los calculos: x = % Entonces el potencial
(&

termodinamico que utilizaremos es
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Primera derivada de u respecto de T Primera derivada de u respecto de T
25
3500
3000
) 2500
2000
uT uT
1500
15
1000
500
1
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 20 40 60 80 100 120 140

T T

(a) Primeras derivadas de (5.2) respecto de T para (b) Primera derivada de (5.2) respecto de T para va-
valores de la temperatura entre (0.5,1) lores de la temperatura entre (0.5,150)

Figura 5.2: Derivadas de (5.2) respecto de T

3 5 Lis(exp(r))
Tpz_2 T’ 4
e T (54)
2
5.2. Meétrica
Recordamos que la métrica en el espacio de estados de equilibrio estd dada por
0P 0*®
=) A E~ dE“ @ dE”. 5.5
g zﬁ: < aEa> opagEr " (5:5)
(0%
En nuestro caso tenemos que
d=u (5.6)
B = (a,p).

Entonces el elemento de linea es
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ou\ 9%u ou\ 0%u
ou ou 9%u
+2 |:£L' <8x> +p <c’“)u>] auaxdudaz.

Utilizando (5.4) y (5.7) creamos una hoja de cdlculo en Maple 182 y podemos obtener

la métrica explicitamente. Para facilitar su visualizacién generamos una matriz de 2 x 2

con componentes dadas por

gi1 5xT.Lis <exp(
2

_ ?QC(?Q)QTC [ x’;)> ~ 2uLis <exp( “c)ﬂ (5.8)
X [153:2T3Lig <exp($

x
l;)) — 12,uxTcLi% <exp($?c)> +4u2L’i% <€$Cp(x§qc)>} )

C

g12 = —128“;2 [—3xTcLig <ea:p(x'l;c)>} (5.9)

X [\/iLz'g (exp(jéf)) ~ dLis (—ea:p(;;c)ﬂ ,

922 = ~ (5.10)

1 ¢(3)

921 = g12. (5.11)

5.3. Tensor de curvatura y escalar de curvatura

Utilizando la matriz con componentes dadas por las ecuaciones ((5.8)-(5.10)), calcula-
mos los simbolos de Christoffel y con estos el tensor de curvatura. Nuevamente todos los
calculos se realizan utilizando Maple 18.

El espacio de estados de equilibrio del sistema es de dos dimensiones, entonces basta

con analizar el escalar de curvatura®

2La estructura del cédigo de Maple se encuentra en el Apéndice B de este trabajo.
3Esto se debe a que en dos dimensiones el tensor de curvatura es proporcional al escalar de curvatura.
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Las expresiones para el tensor de curvatura y el escalar son demasiado complicadas y
largas para poder presentarlas en este trabajo. Entonces solamente haremos referencia a
los resultados obtenidos en Maple 18.

Para un gas de N bosones sin interaccion, obtenemos que

R gy # 0 (5.12)

Rap 7 0
R #0

Lo anterior indica que el sistema presenta interacciéon termodinamica desde el punto
de vista de la GTD. Esta interaccién termodinamica se debe a efectos cudnticos, que no
estan considerados en el hamiltoniano que describe al sistema, ecuacién capitulo 3, ya que
podemos observar que solamente tenemos término cinético y no hay potencial de interaccién
entre las particulas.

De acuerdo al anélisis hecho en el capitulo 4, el sistema presenta una transicéon de fase
de primer orden para valores de u cercanos a cero, entonces para la GTD, esta transicion
de fase debe observarse como una divergencia en el escalar de curvatura.

Realizamos un analisis numérico del escalar de curvatura, para x fija y graficamos. Los
resultados se muestran en figura 5.3.

Observamos en la figura 5.3 que el escalar de curvatura diverge para valores del poten-
cial quimico cercanos a cero. El comportamiento se mantiene cada vez que realizamos un
acercamiento, como podemos observar en el apéndice B.

Esto confirma que el sistema presenta una transicion de fase de primer orden. El com-
portamiento del escalar de curvatura es sensible para valores de u cercanos a cero. Entonces
es importante recalcar que todos los resultados obtenidos, son validos solamente para esos

valores.



36 GTD del Condensado de Bose-Einstein

Escalar de curvatura

-0.10 -0.09 -0 7 -0.06 -0.05 -0.04 -0.03 -0.02

(a) Gréfica del escalar de curvatura paraz = 1y pu € [—0,1, —0,01]

Escalar de curvatura

-0.10

(b) Gréfica del escalar de curvatura para z = 1 y p €
0,1, —0,000001]

Figura 5.3: Grdficas para el escalar de curvatura, tomando x fija y valores del potencial quimico
cercanos a cero. La figura 5.3(b) es un acercamiento de la figura 5.8(a) para mostrar la divergencia.



Capitulo 6
Termodinamica geométrica

En el capitulo anterior obtuvimos resultados sobre las propiedades geométricas del
condensado de Bose-Einstein, utilizando la métrica de GTD. En este capitulo utilizaremos
una métrica hessiana para describir las propiedades de nuestro sistema termodinamico. El
andlisis lo realizaremos para distintos potenciales utilizando en todos los casos, el potencial

quimico y la temperatura como coordenadas.

6.1. Meétricas hessianas

Weinhold y Ruppeiner utilizaron métricas hessianas en la variedad de estados de equi-
librio para describir las propiedades termodindmicas de los sistemas, como mencionamos
en el capitulo 1. La métrica de Weinhold ha sido utilizada para estudiar el concepto de
longitud temrodindmica, las propiedades fisicas de los sistemas termodindmicos, la estruc-
tura Riemanniana asociada a la variedad de estados de equilibrio, entre otras cosas. El

elemento de linea es
o*U
ONONJ

Ruppeiner intenté entender el concepto de longitud termodindmica y de esta manera

ds® = gl dN'dN7 = dN'dN7. (6.1)

introdujo una métrica con elemento de linea dado por

o 928 o
2 _ R dN) = ————— *dNJ
ds® = g;;dN"'dN ANTONI dN'dN’, (6.2)
donde N’ son variables extensivas, S es la entropia del sistema, U es la energfa interna del
sistema y i = 1,...,n con n el nimero de grados de libertad.

En general una métrica hessiana tiene como elemento de linea
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0*P

2 _ oo dretded —
ds® = g;jdr'dx’ = EIE

da'da?, (6.3)

donde @ es una funcién continua.

Estas métricas proporcionan informacién geométrica valiosa de los sistemas estudiados,
sin embargo presentan un problema: no son invariantes bajo transformaciones de Legendre.
Lo anterior nos dice que los resultados que se obtengan dependen de la eleccién de potencial

termodindmico, entonces estas métricas no son fisicas [28].

Por ejemplo si tomamos una sistema con dos grados de libertad, (S, V), la métrica de
Weinhold es

w  0%U U 0*U 02U
= + V + V + ——=dV . 4
g aSQdS@JdS 888Vd5®d 8V85d ®dS 8V2d ®dV (6.4)

En principio ¢" proviene de una métrica Gy, es decir, se obiene a través de

. oz40z8

= g1dE' @ dE' + g12dE' @ dE? 4 g21dE? @ dE' + g99d E? @ dE?.

El elemento de linea es

zZ4 078
ds?, = GAB%ZWdE“dEﬁ (6.6)

= g11(dEY)? 4 2g12d EYdE? + gao(dE?)2.

En nuestro caso

74 ={2° 2", 7% 2 2*} ={U,S,V,T,-P}, (6.7)

E*={E"E*} = {S,V}. (6.8)

Por ejemplo para gi; tenemos[28]



Llegamos a

ou
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Y A YA
gu = GAB@ SE1 dE'dE! (6.9)
A B
— G4 BaaZS aazs dSdsS.
Desarrollamos y tenemos
02°02° 0207 | , 02%07% | , 02°07% |,
gi1 _GOOWWCZS +Golﬁﬁds +G02ﬁﬁds +G03ﬁﬁds +
(6.10)
VAN YA
a5 a5 T
VAR Y A YA Y A RYARYA VAR YA
77d 2 77d 2 77(1 2 77d 2
G105 g5 10 TGN gs gs 18 T Ggg g 5T T s g g 40Tt
AR Y A
Gy ——dS%+
aS 88
22208 452 1 0 02207 2 1 0, 08707 2 4 0, 0270 o,
2798 89S 21798 9S 22798 98 798 88
VAR Y A
Goy——r ——dS%+
aS 88
872387206152 +Qq 872387Z1d52 G 872387Z2d52 e 87Z38723d52+
0798 89S 1795 88 32795 89 98 85
VAR Y A
Gyy—r ——dS%+
9S 88
12208 452 1 @u V207 42 4 0,02 0 2 4 0 0L 08 g,
0795 as 195 as 2795 a8 3795 08
VAR Y A
Guy—r——dS>.
9S 88
Tomando en cuenta (6.7) y (6.8) y que
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g11 =GooT? = 2G0T + Gu1 + 2G3TUss — 2GouTUsy + 2G13Uss — 2G1aUsy+  (6.12)
G33USg — 2G34UsyUss + GuaUgy .

Las componentes g12 y g22 se calculan de manera similar[28]

g12 =G12 — PGo1 — PTGop + GooT — Uy Gsa + Usy Grs+ (6.13)
UsvT'Goz — UsvGaa + Usy Goa P + Usy UssGzz+
UsvGuUyvy + UssGas — PUssGoz — UssGaaUyy —
UyyvGia — Uyy GoaT

goo =Gog — 2Ggo P + G00P2 + G33U§<V + G44U‘2/V — 22Uy v Gog + 2Uy v PGos— (6.14)
2UvvG34Usy + 2Usy Gaz — 2Usy PGos

Utilizando las ecuaciones anteriores y las componentes de la métrica g podriamos ob-
tener la forma general de GG, a esta métrica genera g en el espacio de estados equilibrio,
a través del pullback. Utilizando estas ecuaciones y las componentes de la métrica de
Weinhold, la forma general de G estd dada por[28, 26]

GY =06 ®0¢ +dE® ®dl,. (6.15)

Con nuestra eleccién de coordenadas tenemos

GY =05 ®0¢ +dE' @ dl + dE* @ dI, (6.16)
=0 ®O¢ +dS®dT +dV @ d(—P).

Una manera sencilla de comprobar que (6.16) induce gy es calculando explicitamente
el pullback:

©*(GY) = ¢*[0g ® Og + dS @ dT + dV ® d(—P)]. (6.17)
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De donde tenemos que

¢ (06 ® O¢) = ¢"(O¢) ® ¢*(0g) = 0. (6.18)

oU
©*(dS @ dT) = ©*(dS) ® ¢*(dT) = dS ® d (as> .

ou
" (dV @ d(—P)) = ¢"(dV) @ p*(d(—P)) =dV & d (W) )
Entonces obtenemos
0*U 0*U 0*U 0*U
W—= "4 d ——d d ——d d —d d 1
g 552 S® S+8S@V S® V+ o5ragdV © S+8V2 V®dv, (6.19)
donde usamos que
2 (20 20U g OU 4o (6.20)
0S ) 082 oSOV )
ou 0*U 0*U
I <av> = avos” Tavz?

Ahora hacemos una transformacién total de Legendre a (6.16), que corresponde a:

U=U-TS+PV,S=-T, T=8S, V=P, -P=V (6.21)

Y de (2.10) sabemos que la 1-forma fundamental de Gibbs es invariante bajo transfor-

maciones totales de Legendre, entonces tenemos

GV =64 ®60g —dl ®dS +dP ® dV (6.22)
=0r®0g—dT ®dS +dP @ dV.

Ahora calculamos el pullback y obtenemos
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gV = {@G ®O¢—dT ®dS+dP ® dﬂ (6.23)

— 4 8—[{ ®dS +d —a[{ @dV.
oS ov

Simplificando las diferenciales llegamos a

U  ~ . 9U - - 9U - 920 - .
~W
g 932 PYriG V93 PYe

. (6.24)

Observamos que (6.24) no coincide con (6.4). Esto es un ejemplo de que las métricas

hessianas no son invariantes bajo transformaciones de Legendre.

6.2. Gas ideal de Bose-Einstein

Presentamos los resultados para una gas ideal de Bose-Einstein, nuevamente el analisis
se realizé para valores del potencial quimico cercanos a cero. Utilizaremos los potenciales

presentados en [20] para este sistema y la métrica (6.3).

6.2.1. Entropia

Utilizamos

5(exTp
— _ 2y T a3
s=S/N 2VT I In (exp(T)) . (6.25)
La métrica es
9%s 9%s 9%s 9?2

H S
=95 irgar iT ® d dn®dT + 2 dp e dp. 6.26
97 = o O Grg Ot @ T g pm e (6.26)

Realizando los célculos explicitos en Maple 18, obtenemos un escalar de curvatura
(figura figura 6.1) que presenta un comportamiento distinto al que se obtuvo utilizando la
métrica de GTD, aunque la eleccion de coordendas no fue la misma y la represetacion sea
la de la entropia.

Observamos que en este caso el escalar parece tener una discontinuidad, para puntos

cercanos a u = —0,05, lo cual no coincide con los resultados obtenidos utilizando la métrica
de GTD.
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Para poder comparar directamente realizamos un procedimiento similar al descrito en

el capitulo 5 y reescalamos la ecuacién del potencial utilizando la temperatura crtica del
sistema.

Grafica del escalar de curvatura

r T T T T T 10
-0.10 -0/09 -0.08 -0.07 -0.06 -0:05
18
-5000
- 10000
- 15000
-20000

Figura 6.1: Grdfica del escalar de curvatura para T =0,5, N =1,V =1y u € [-0,1,-0,01]

La ecuacion queda como

5= ;xi”ﬂw —In <exp <x‘}c>> . (6.27)

Las coordenadas son (z, i) al igual que en el capitulo 5, entonces la métrica es

2 2 2 2
H_ 08 sy O da:®d,u—|—88d,u®da:+8/;

= 0x? 0xdu oudx
Nuevamente realizamos los cdlculo en Maple 18 y obtenemos un escalar de curvatura

(figura figura 6.2) idéntico al que se muestra en la figura figura 6.1.

g dp ® dp. (6.28)
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Grafica del escalar de curvatura
0

-0.08 -0x0)6 -0.04 -0.02
)

-0.10

-2000
-4000
- 6000
-8000
-10000

-12000

Figura 6.2: Grdfica del escalar de curvatura para T, = 0,5, x =1 y p € [-0,1,—0,01]

6.2.2. Energia interna

En este caso el potencial a utilizar es

©
s Tislen(})
u=U/N 2VT N (6.29)
La métrica es
d%u 9%u d%u d%u
H
= —dT®Rdl+ ——dT ®d d dT + —d dit. 6.30
97 = o O Grg, Ot G @ T g pm e (6.30)

Al realizar los célculos en Maple 18, obtenemos un escalar de curvatura idéntico a cero.
Lo mismo ocurre para la energia libre de Helmholtz y para el potencial de Gibbs, la métrica
es degenerada. Al reecalar las ecuaciones utilizando la temperatura critica los resultados
no cambian.

Si tomamos el escalar de curvatura como medida de la interacciéon termodindamica esto
nos dice que el sistema carece de interacciéon termodinamica y como no existe ninguna

divergencia para valores del potencial quimico cercanos a cero, no podemos hablar de
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condensacion Bose-Einstein.
Los resultados anteriores nos muestran que utilizando una métrica hessiana no se ob-

tiene informacién fisica del sistema.



Capitulo 7

Conclusiones

I.

II.

III.

IV.

VI

Para finalizar este trabajo, recapitularemos los resultados obtenidos:

Se dio una breve introduccion a la historia de la Geometria y su relacién con la Fisica,

tomando esto como punto de partida para explicar los fundamentos de la GTD.

Utilizando las herramientas que proporciona la Geometria Diferencial se describie-
ron los fundamentos principales de la GTD, se construyeron los objetos geométricos

importantes que mas adelante se utilizaron para obtener los resultado del capitulo 5.

Después se dio una breve introduccién al formalismo de segunda cuantizacion para
ayudarnos a evaluar de manera mas rapida y sencilla la funciéon de particiéon del
sistema y poder obetener el potencial termodindmico que después utilizamos para

hacer el anélisis de acuerdo a la GTD.

Presentamos una breve descripcion de los resultados importantes sobre el condensado
de para Bose-Einstein (para el caso ideal). En esta parte tratamos el orden de la tran-
sicién de fase, recalcando que existe una discrepancia, algunos autores la consideran

de primer orden, otros de segundo orden.

En el capitulo 5 presentamos los resultados de GTD para el gas ideal de bosones y
el condensado de Bose-Einstein. El analisis se hizo para valores del potencial quimico
cercanos a cero. Entonces al calcular el escalar de curvatura se observo que es distinto
de cero y al graficarlo en funcién de p, encontramos que diverge (siempre y cuando u

tome valores cercanos a cero).

Finalmente se presenté un anélisis rapido de nuestro sistema utilizando métricas hes-
sianas, en donde comprobamos que este tipo de métricas no son invariantes bajo

transformaciones de Legendre y los resultados que nos proporcionan no son fisicos
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Discutamos los resultados que se obtuvieron. Como se mostré en este trabajo existen
varias formas de analizar las propiedades de un gas ideal de bosones y de la condensancién
Bose-Einstein, sin embargo, existen también muchas dificultades para poder proporcionar
una descripcion completa y satisfactoria del condensado. Una de las metas al comenzar
este trabajo era mostrar que a través de la GTD se podria llegar a un mejor entendimiento
del condensado. Logramos mostrar que el sistema tiene interaccién termodinamica, desde
el punto de vista de GTD. Lo anterior no se esperaba, debido a que el hamiltoniano del

sistema carece de un potencial de interaccién entre los bosones.

El potencial termodinamico que se utilizé no fue la energia interna, fue un potencial
auxiliar en términos de las variables naturales del ensamble gran candnico. Idealmente
necesitarfamos tener una relacién fundamental como S = S(U,V,N) o U = U(S,V,N) sin
embargo, para este tipo de sistema se presentan complicaciones respecto a los calculos que
se deben hacer para poder obtener alguna de las anteriores. No obstante los resultados
obtenidos son consistentes y el escalar de curvatura diverge cerca de la regién de transicién

reportada en la literatura[l9, 27].

El comportamiento del escalar es bastante delicado, y cabe mencionar que se tuvieron
que hacer distintos trucos matematicos para poder visualizarlo y estudiarlo, esto es otro
indicio de que la condensacion Bose-Einstein no es un fenémeno sencillo y su descripcion

y analisis requieren de gran detalle y cuidado.

Respecto al orden de la transicion de fase, al analizar las derivadas del potencial se
encontré que la primera derivada de (5.2) diverge entonces utilizando el criterio de Ehren-
fest podemos decir que la transicién es de primer orden. Esto nos permitié elegir (2.16)
como la métrica para analizar el sistema, ya que se ha mostrado que esa métrica reproduce

transiciones de fase de primer orden [29].

Es importante mencionar que este trabajo muestra que la GTD es un enfoque distinto
a la manera usual de estudiar este tipo de sistemas y el escalar de curvatura proporciona

una manera més sencilla de entender el comportamiento.

El andlisis que se realizé utilizando métricas hessianas nos mostré el problema que
tienen estas métricas, no podemos utilizar los resultados que nos proporcionan ya que

dependen de la elecciéon de potencial.

Después de una busqueda exhaustiva, no se encontraron trabajos similares para poder
comparar los resultados obtenidos. Sin embargo una de las metas a futuro es utilizar un
hamiltoniano mas completo y obtener mejores resultados para el escalar que describe al

condesado.

Este trabajo muestra que las propiedades geométricas de los sistemas fisicos no son

abstractas y su conexién con la termodindmica tiene sentido fisico.
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Entonces el enfoque proporcionado por la Geometrotermodindmica nos permite geo-

metrizar y recuperar todas las propiedades termodindmicas del sistema.
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plano z con el corte a lo largo del intervalo (1, 00), donde es continua por debajo.

Otras propiedades importantes de la funcién polilogaritmo son[11, 25]

e Relacion con la funcion zeta de Riemann

Lis(z) = { () s> 1 (A.3)

00 s<1

En tres dimensiones, esta propiedad es la base para la existencia de condensacion
Bose-Einstein. Y también es la base para la no existencia del mismo en dimensiones

menores o iguales a 2.

e Derivada

z%usﬂ(z) ~ Liy(2) (A4)
e Suma
Lig(2) + Lis(—2) = 2" Liy(2%) (A.5)

Con s = n = 2 se recupera la férmula de Euler para el dilogaritmo y con s = n =3

se recupera la férmula de Landen para el trilogaritmo.

Liy(2 = —1)] < o0 (A.6)

ya que el polilogaritmo es analitico en z = —1.



Apéndice A

Algunas propiedades de las

funciones polilogaritmo

A continuacién presentamos un resumen de las propiedades m&s importantes de las
funciones polilogaritmo.

Existen muchas representaciones de la funcién polilogaritmo, en forma integral, en serie,
con formas cuadriticas, en términos de valores especiales, etc.

Una de las més conocidas es

P oo 4s5—1
Lis(:) = 7o /0 St (Re(s) >0, = ¢ (1,00)). (A1)

La funcién polilogaritmo o funcién de Jonquiére estd definida como la continuacién

analitica de la serie de Dirichlet[11] para cualesquiera nimeros complejos s y z:

o Zk
Lis(z) =Y = (]2 <1; z€0), (A.2)
k=1

%

La cual converge absolutamente para todos s y z dentro el disco unitario complejo.
Varios autores se refieren a (A.2) como el polilogaritmo de orden s y argumento z.

La funcién polilogaritmo para un valor fijo de s no tiene polos ni singularidades esen-
ciales en el plano z complejo (finito), y para z fijo tampoco posee singularidades esenciales
ni polos en el plano s complejo (finito). La tdnica singularidad esencial que posee estd en
el punto s = oco.

La rama principal del polilogaritmo es la rama para la cual Lis(z) es real con z € R,
cuando s esreal y 0 < z < 1. En la rama principal el polilogaritmo es continuo, excepto en
el eje real positivo, en donde se hace un corte de z = 1 hasta z = 0o, tal que el corte traslada

el eje real a la parte inferior del medio plano z, de esta manera Lis(z) es univaluado en el



Presentamos una grafica del polilogaritmo para distintos érdenes.

Funciones polilogaritmo de distintos drdenes

Li(az)

1.2

—u[%*z) (1, 2) —LI[%,:] u(2,2) —U[%.z]

(a) Comportamiento de las funciones polilogaritmo, se graficaron distin-
tos érdenes.



Apéndice B

Estructura de la hoja de caculo de
Maple

Incluimos la estructura de la hoja de caculo de Maple. La version utilizada fue la 18.00.
La ultima modificacin del archivo fue realizada el 18-02-15.

Las expresiones para el tensor de curvatura de Riemann, el tensor de Ricci y el escalar
de curvatura son demasiado grandes, ocupando mas de 200 hojas, por ese motivo no se

despliegan en la hoja de célculo.



###Programa para calcular el escalar de curvatura para un sistema en
tres dimensiones de N bosones sin interaccion utilizando una métrica
termodinamica###

###Autora: Sasha Alexandra Zaldivar Corichi###

###UItima modificacion: 18-02-15 12:53pm###

###CONVENCION DE UNIDADES Y DEFINICION DE VARIABLES: c=hbar=k B=1, m=

2*pi,a=factor de degeneracion del espin=1l, A=1/T*(1/2) longitud de
onda térmica, U=U/N###

\ 4 Calculos

> restart,
> with(plots) :
> with(tensor) :

> ##U:=

3

> ##N-'=£3 (polylog(— z)) ##Ecuacion para el numero de particulas##
A
3. S
2 2 2

3
T-L-(polylog( z)) ##Expresion para U, utilizando U= - pV
A
##

3 3
p01y10g( EX Z) 2

— (E)
polylog(%, 1) T
##Reescribirmos el polilogaritmo en términos de la

temperatura criticai#
5

N-T?. (polylog(%,z) )

> ##

> ##U-':i

#
3
polylog( E , Z)

#Expresidén para U con nuestra convencidén de unidades y con V en
términos de N##

> ##z: =exp( )##Fugac1dad##

__T
Tc )
##Definimos una variable nueva en terminos la temperatura

(T) y la temperstura critica (Tc) de nuestro sistema##
5

u
2 -Tc-polylog[%, e ¥ Te J

polylog( %, 1 )

ahora las variables del sistema son (x , p)##

> #Hifx=

##Sustituimos lo anterior en U,

3
> =
#H#u 5

| >
###Calculamos las derivadas, la métrica y el escalar de




) curvatura del sistema utilizando u=U/N###

| > coord := [x, ] : ##Definimos las coordenadas##

3 x? -Tc-polylog(%,exp( L;, ))
>y = = e ; ##Declaramos uit#

polylog( %, 1 )

M
¥ Te polylog[ %, e T ]
== 11
_ 2
> g compts = array(symmetric, sparse, 1.2, 1..2);
###Creamos un arreglo vacio que llenaremos con las derivadas

de u###

i g compts := array(symmetric, sparse, 1 .2, 1.2, [ ]) (1.2
;> ###Procedemos a calcular las derivadas###

> ux = simplify(diff (u, x))
u

B
NE: [SJCTcpolylog[i x T ] —2polylog[i xTe ] u)
2’ 2’
ux = — (1.3)

: 15

=> up = simplify(diff (u, 1) );

3/2 3 _c
X"~ polylog e
up = — (1.4)
4y
i 2
[>
> wxpt = simplify(diff (u, x, 1) ) ;
u i
3 xrc 1 x7c
-3 xpolylog(— Tc +2polylog[— ] 1)
__3 2° 2’
uxpLi= - 3 (1.5)
Jx Te g( = )
=> uxx == simplify(diff (u, x, x));
uxx = (1.6)
u u
3 1 5 xTc 3 xre
— [ISx Tc polylog[— ] —12p01y10g[— ] ux Te
8 31 3 2 2’
X' Tc C( 5

B
+4 polylog[ e 7t ] uz]

B up := simplify(diff (u, w, 1) );

t\)|»—ﬂ




u
1 x7c
\/_polylog(E T]
u,u,u:=—
2 3
Tc C( 2 j

###Generamos cada componente con las derivadas, llenamos el arreglo
y desplegamos giit#

:> g compts[1, 1] := simplify(x-ux-uxx) :

> g compts[1,2] = Slmpllﬁ/( I (x- ux—|—u-u,u)j :

(1.7)

| > g compts[2,2] = = simplify( - uu- u/.lu)
[ > g = create([ -1 —1] eval(g _compts));

= table| |index char=1[-1, -1], compts= = ;2 [ (5 xTc polylog( %, (1.8)
u

32 C(%) 7

M
e —2polylog[% xTe ] ],L] (15x Tc polylog(% XTC] — 12 polylog[%,

o
e’ uxTc+4polylog[% xchuz]J,— 45

o
xTe

o 21
—3xp01y10g(% Tc+2polylog(%, XTCJ ] [\/—polylog[% cj

M
—4polylog[%, et le ]j

o
( ( 3 xpolylog( % xTe

Tc +2polylog[%,

2u

B
\/_polylog[% xTe ] —4polylog[%, —etTe )]],

(@)
=
=
~—
;/
/N

u i
é_ xT i_ x%
9 wx polylog[ 5 ]polylog[ 5> )

4 Q(g)zﬁ




###Checamos que g sea un tensor###
> type(g, tensor_type);

true (1.9)
###Calculamos los simbolos de Christoffel, el tensor de curvatura
de Riemann, el tensor de Ricci y el escalar de curvatura###

> ginv:=invert(g, 'detg') :
> Dlg:=dlmetric(g, coord) :
> D2g:=d2metric(DIg, coord) :
| > Cf1 = Christoffell (DI1g) :
| > RMN := Riemann(ginv, D2g, Cf1) :
_> RICCI := Ricci(ginv, RMN) :
> R := Ricciscalar(ginv, RICCI) :
###Ahora extraemos R para poder utilizarlo##
|:> esc ‘= get_compts(R) :
###Definimos un nuevo escalar haciendo dos sustituciones###
|:> rl == subs(x=1, Tc =0.5, esc) : ) )
###Evaluamos numéricamente las sustituciones asegurando que los
resultados sean flotantes###
E> r2 = evalf(rl) :
>

4 Graficas del escalar de curvatura para
valores del potencial quimico cercanos a

cero

##H#Utilizamos una sentencia de control para graficar el escalar de
curvatura en distintos intervalos (a,b). Todos tienen a=-0.1y b
esta controlado por 1. ElI ciclo se repite hasta que se agotan los

valores que 1 puede tomar. En cada ciclo se genera una grafica de
RAHHHE

> foriin [-0.01,-0.001,-0.0001,-0.00001,-0.000001,-0.0000001 ] do plot( 72, u=-0.1 ..,
color =red, gridlines = true, style = line, title =Escalar de curvatura', titlefont = [ 'Courier
', bold, 121, labels = ['u','R']) end do
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