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Introduccion

Las ideas y resultados contenidos en esta tesis son producto de la convergencia de dos his-
torias matematicas que relataremos brevemente. La primera comienza en 1936, cuando Paul
Koebe publica en el articulo Kontaktprobleme der konformen Abbildung [KP] el siguiente teo-
rema:

Teorema. Dada cualquier triangulacion de la esfera, existen circunferencias en la esfera, una por
cada vértice de la triangulacion, tales que cualesquiera dos son tangentes si sus respectivos vértices
estan unidos por una arista, o ajenas, en caso contrario. Mds aiun, dicho empacamiento de circun-
ferencias es sinico salvo transformaciones de Mébius.

Mas tarde, en la década de los 70, este resultado es redescubierto independientemente por E. M.
Andreev en el articulo On convex polyhedra in Lobaceskii spaces [Al], y por William Thurston
en sus famosas notas Geometry and topology of 3-manifolds [TW]; el interés de ambos en los
empacamientos de circunferencias en la esfera radicaba en su correspondencia con los polie-
dros hiperbdlicos. Thurston ademas se da cuenta de que la existencia y unicidad de empaques
de circunferencias con ciertas caracteristicas implica resultados de existencia y unicidad en la
teoria de 3-variedades; los resultados que obtiene en [[TW, cap. 13] no se limitan a empacamien-
tos tangenciales de circunferencias en la esfera, sino a empacamientos en otras superficies en
los que las circunferencias se intersecan con angulos prescritos. Thurston despierta el interés
en estudiar empaques de circunferencias porque las visualiza como un puente entre el mun-
do discreto y el mundo diferenciable; por ejemplo, conjetura que toda funcién holomorfa se
puede aproximar por medio de funciones puramente combinatorias entre empaques de circun-
ferencias. Esta idea pone a trabajar a un grupo de matematicos, quienes verifican que Thurston
estaba en lo correcto; esto sienta la base para el posterior desarrollo de toda una teoria de fun-
ciones analiticas discretas (ver [2]). En 1991, en el articulo Un principe variationnel pour les
empilements de cercles [CV], Colin de Verdiere sefiala que los empacamientos tangenciales de
circunferencias que realizan una triangulacién dada de la esfera, se pueden ver como un punto
critico una funcional estrictamente convexa definida en un espacio adecuado. Esto le permite
usar métodos variacionales para probar teoremas de existencia y unicidad de empacamientos
tangenciales de circunferencias; incluso obtiene algunos resultados para empacamientos infini-
tos de circunferencias en abiertos del plano.
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iv INTRODUCCION

Por otra parte, en 1982, Richard Hamilton introduce en el célebre articulo Three-manifolds
with positive Ricci curvature [HR] el flujo de Ricci, un flujo geométrico inspirado en la ecua-
cion de calor que evoluciona la métrica riemanniana de una variedad, esperando que sirviera
como herramienta para finalmente demostrar la conjetura de geometrizacion de Thurston, un
analogo del teorema de uniformizacién para variedades de dimension 3 del cual la conjetura
de Poincaré es un corolario. En articulos subsecuentes, Hamilton establecié un programa que
serviria como guia para atacar la conjetura de geometrizacion usando el flujo de Ricci, el cual
culminé con éxito en 2003 gracias al trabajo de Grigori Perelman. En dimension 2, el flujo de
Ricct esta dado por

dg, j
dt

en donde g;; son las componentes de la métrica y K es la curvatura gaussiana de la superficie.

:_ZKgij>

Hamilton demostro que dada cualquier superficie cerrada con cualquier métrica riemanniana
inicial, la solucion del flujo de Ricci existe para todo tiempo, y que después de normalizarla
para que tenga volumen fijo, converge a una métrica con curvatura constante conforme a la
métrica inicial; sin embargo, la prueba de Hamilton usaba el teorema de uniformizacién. Sin
embargo, Xiuxiong Chen, Peng Lu y Gang Tian dieron una demostracion del teorema de uni-
formizacién usando el flujo de Ricci. Desde su introduccion en 1982, el flujo de Ricci despertd
gran interes y hoy dia sigue siendo estudiado extensivamente.

La convergencia de estas dos historias la marca la publicacion en 2003 del articulo Com-
binatorial Ricci flows on surfaces [C-11], en el que Bennet Chow y Feng Luo contintian con la
tendencia iniciada por Collin de Verdiere en [CV/] de emplear métodos de Analisis para en-
contrar empacamientos de circunferencias en superficies, pero esta vez lo hacen por medio de
una ecuacion diferencial. Dada una superficie cerrada S y una triangulacion de S, los autores
introducen un anilogo del flujo de Ricci, demuestran que dada cualquier condicién inicial,
la solucién existe para todo tiempo ¢ > 0, y encuentran condiciones necesarias y suficientes
bajo las cuales estas soluciones convergen, dando asi lugar a empacamientos de circunferencias
que recuperan la estructura combinatoria de la triangulacion original, los cuales a su vez nos
permiten construir de manera natural métricas riemannianas planas o hiperboélicas en S. Este
camino para atacar el problema tiene la virtud de no solo dar nuevas pruebas de los teoremas
de existencia y unicidad de empacamientos de circunferencias, sino que también proporciona
un método muy eficiente para calcularlas. Esto es importante porque los empacamientos de
circunferencias tienen aplicaciones practicas, especificamente en el procesamiento de imagenes.

Para terminar nuestro breve recuento, mencionamos que en 2014, Shing-Tung Yau y sus co-
laboradores publicaron el articulo Simplicial Ricci flow [MI], en el que intentan generalizar los
resultados en [C:-I1] a dimensiones mas altas. Ademas, esta tendencia de discretizar la geome-
tria se ha vuelto popular, y como consecuencia hay otros flujos geométricos que ahora tienen
analogos combinatorios; por ejemplo, en el articulo Combinatorial Yamabe flow on surfaces



[ICE] se introduce el flujo de Yamabe combinatorio.

El objetivo de esta tesis es desarrollar con todo detalle los resultados contenidos en [C=11].
El trabajo esta dividido en tres capitulos. En el capitulo 1 presentamos la teoria de superficies
necesaria para entender los capitulos posteriores: comenzamos introduciendo a las variedades
topoldgicas, incluimos un compendio de resultados de superficies cerradas y discutimos las
construcciones y teoria basica de variedades diferenciables y variedades riemannianas. Aqui
hacemos un paréntesis para presentar dos ejemplos fundamentales para el desarrollo de este
trabajo: el plano euclideano E? y el plano hiperbélico H?.

En el capitulo 2 se introduce el flujo de Ricci combinatorio; después de describir las cons-
trucciones basicas de empacamiento de circunferencias, se tratan los aspectos cualitativos del
flujo. Destacamos que se incluye una prueba completa del Lema 3, lo que nos permiti6 de-
tectar un error en [C-11] (ver observacién Z3). A raiz de esto se tuvieron que hacer unas ligeras

P , ., -
modificaciones a los resultados del capitulo 3. Resaltamos también la prueba original de la Pro-
posicion Y, la cual se omite en el articulo.

En el capitulo final, se combinan los resultados del capitulo 2 con consideraciones sobre
la topologia de las superficies, para obtener condiciones combinatorias necesarias y suficien-
tes sobre la triangulacion de una superficie para asegurar que las soluciones del flujo de Ricci
combinatorio convergen; esto nos permite encontrar empacamientos de circunferencias que
generaran métricas riemannianas hiperbodlicas o planas en la superficie considerada. Se obtie-
nen como corolario los resultados de Koebe, Andreev y Thurston sobre empacamientos tan-
genciales de circunferencias. De este capitulo destacamos la incorporacion de todos los detalles
en la demostracion de la Proposicion B12.
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Capitulo 1

Superficies

Los objetos que estudiaremos en este trabajo son superficies, es decir, espacios que localmente
se parecen a R, Nos interesara trasladar a superficies las nociones geométricas elementales del
plano, tales como angulos y distancia entre dos puntos, o mas generalmente, distancias de tra-
yectorias diferenciables. Para esto, tenemos primero que establecer qué significa que un punto
se mueva de manera diferenciable en una superficie. El objetivo de este capitulo es introducir
a las superficies y los conceptos basicos relacionados con éstas. Presentaremos las construccio-
nes y estructuras que nos conciernen en el marco mas general de variedades, es decir, espacios
que localmente se asemejan a R”, y lo haremos en tres pasos: primero nos ocuparemos de los
aspectos topologicos, luego hablaremos de diferenciabilidad, y finalmente definiremos el con-
cepto de métrica riemanniana, la herramienta principal que nos permitira hacer mediciones
geométricas en las variedades.

1.1. Variedades topologicas

Una variedad topoldgica de dimension 7 es un espacio topologico M Hausdorff, 2° numera-
ble, tal que para cada punto p € M existe un abierto U C M homeomorfo a un abierto de R”,
considerando a R” con su topologia usual, y tal que p € U. A veces indicaremos la dimension
de M con un superindice M”. Si U C M es un abierto y ¢ es un homeomorfismo de U a un
abierto de R”, a la pareja (U, ¢) le llamamos carta de M. Diremos que (U, ¢) es una carta
alrededor de un punto p en M si p € U. Un atlas de M es un conjunto .&/ de cartas tal que

M= U (U,p)e .o}

Para familiarizarnos con estos conceptos, veamos un par de ejemplos.

Ejemplo 1.1. Cualquier abierto no vacio U de R” con la topologia de subespacio es una va-
riedad topoldgica de dimension 7, y el conjunto que consta solo de la carta identidad en U es
un altlas para esta variedad. <»



2 CAPITULO 1. SUPERFICIES

Ejemplo 1.2. La n-esfera es el conjunto
S"={x eR"™"|||x||=1},

con la topologia de subespacio de R"*!. Veremos que ésta es también una variedad topolégica
de dimensién 7. Es Hausdorff y 2° numerable porque lo hereda de R**!. Verificaremos la
tercera condicion de la definicion usando la proyeccidn estereografica. Sean N = (0,0,---,0,1)
(el polo norte de laesfera) y Ut = S”\ {N}; la proyeccion estereografica desde N es la funcion
oy @ Ut — R”, que geométricamente se puede describir como sigue: para cualquier punto
s = (5,85, ++,5,,1) en U*, el rayo que vade N a s corta al hiperplano x, ., = 0 en un tnico
punto y = (y1,% "+ »¥,,0); definimos entonces ¢ (s) = (y1,%,, -+ »¥,,)- Para hacer el calculo
explicito de ¢,,, notemos que como (y;,%,,"+-,7,,0) esta alineado con N y s, existe ¢ € R tal
que

ts+(1—=t)N =95 ,0)

Si nos fijamos en la entrada 7 + 1 de la igualdad anterior, tenemos

ts,.+1—1t=0,
1
de donde ¢ = T Y por lo tanto
1
PN 5 8,40) = 1—s (515855777 55,)-
- Sn—i-l
Por otra parte, si y = (y1,¥,,***,¥,,0) es un punto el el hiperplano x, ; =0, el segmento con

extremos y y N corta a S” en un unico punto s = (s;,5,,"*, 5, ) distinto de N. Para algiin
t €(0,1], podemos escribir a s como

ty +(1—=t)N =(ty,ty,--,ty,, 1—t),
pCI'O S tiene norma 1, entonces
1= +y;+ )+ (A= =2|y|P+ =2 +1=(||y|P+ 1) —2e 4+ 1,

y como ¢ # 0, entonces
2

=i,
|ly|>+1
de donde

1
" 1 52 =—2 72 7"'72 ) 2_1 .
On VD207 5,) ”y”2+1( V15202577520, |y [P = 1)
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Ya que tenemos estas expresiones para ¢, y ¢, es claro que ambas son continuas, por lo tanto
@y s un homeomorfismo. De manera analoga, podemos definir la proyeccion estereografica

desde el polo sur § =—N, como la funcioén ¢ : U~ — R”, en donde U~ =S"\ {S}, dada por

1
S15Spy 58,0 1) = ——— (51,5, ,5,).
Ps(5155, +1) 1+Sn+1(1 2 )
La expresion para la inversa es
-1 2
sV s )y =—2 ’2 >'"a2 nyl_ .
@5 D2 500) 1+||y||2( Y2252, 1=(D[[7)

De esta manera hemos construido un atlas ./ = {(U*, ¢y), (U™, ¢;)} de S” con dos cartas. <

Si(U,¢)y (V,¢)son dos cartas de M cuyos dominios se intersecan, las funciones
Yo ip(UNV)=>(UNV) 'y god 1 (UNV)—p(UNV)

son homeomorfismos entre abiertos de R”. A cadauna de éstas le llamaremos cambio de carta.

Finalmente, presentaremos un objeto un poco mas general que una variedad topoldgica,
que usaremos para algunas construcciones. Una variedad con frontera de dimension 7 es un
espacio topologico M Hausdorff, 2° numerable, y tal que para cada punto p € M existe un
abierto U C M homeomorfo a un abierto del semiespacio

Sn:{(xl’x2"“ ,xn)ERn|anO},

considerando a §,, con la topologia de subespacio de R”. La frontera de S, que denotaremos
dS, esel conjunto de los puntos en S, con x, = 0. Si M es una variedad con frontera, decimos
que p € M es un punto frontera si existe una carta (de variedad con frontera) (U, ¢) tal que
@(p) € dS,; si p es un punto frontera de M, entonces ¢(p) € JS, para toda carta (V,¢)
alrededor de p; la demostracion de este hecho se escapa de nuestros objetivos. La frontera de
M es el conjunto de puntos frontera de M, y sera denotada M.

1.1.1. Superficies cerradas

En este trabajo, nuestros objetos de estudio principales son superficies, es decir, variedades to-
pologicas de dimension 2, a las que adicionalmente pediremos que sean compactas y conexas;
por comodidad, a una superficie que tenga estas dos caracteristicas le llamaremos superficie
cerrada. Esta seccion es un compendio de la teoria de superficies cerradas necesaria para en-
tender los resultados de esta tesis. Especificamente, abordaremos: triangulacion de superficies,
el teorema de clasificacion y la caracteristica de Euler. Hasta ahora, la Gnica superficie cerra-
da que hemos introducido es la 2-esfera S*. Comenzaremos presentando otras dos superficies
cerradas importantes.



4 CAPITULO 1. SUPERFICIES

Ejemplo 1.3. El toro, que denotaremos T?, es el espacio cociente que se obtiene del cuadrado
[0,1] x [0, 1], al hacer las identificaciones (0,¢) ~ (1,¢) y (¢,0) ~ (¢,1), para cada ¢ € [0,1].
En la figura que aparece abajo se muestran vecindades euclideanas de los, aparentemente, tres
tipos distintos de puntos en el toro, con lo cual podemos convencernos de que efectivamente
es una superficie.

TZ
Otras dos maneras comunes de definir a T? son:

» Elespacio S x S! con la topologia producto.

» El subespacio de R’ que se obtiene al girar con respecto al eje Z a la circunferencia (y —
2)?+ z2 =1, contenida en el plano YZ.

Ejemplo 1.4. El plano proyectivo P? es la superficie que se obtiene del disco
D={x eR*|[lx]| <1},

identificando cada punto en la frontera con su antipodo. <

Triangulacion de superficies.

Una triangulacion de una superficie es una manera de descomponer a la superficie en “peda-
zos” sencillos (triangulos). Hay varias maneras equivalentes de definir triangulacion, aqui lo
haremos en términos de complejos simpliciales.

Consideremos k + 1 puntos distintos en R”, x4, x,, -, x,. Diremos que el conjunto

{(Xos X152}

es afinmente independiente si se satisface cualquiera de las siguientes condiciones equivalen-
tes:

A1. El conjunto {x, —x,---,x, —x,} es linealmente independiente.
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A2. Para cualesquiera fy, ¢, - , ¢, € R tales que
k k
=1y > tx;=0,
se tiene que ty=1t; =--- =1, =0.
Supongamos que {x,,x,*+,X,} es un conjunto afinmente independiente de £ + 1 puntos en
R”. Definimos el simplejo generado por {xy,x,,---,x,} como el conjunto

k k
[xO’xlﬁ"' :xk]: thx]' | A PRERI 72 ZO,ZIJ-:1 R
j=0 j=0

con la topologia de subespacio de R”. Cada uno de los puntos x; son los vértices del sim-
plejo. Diremos que [x4,x,---,x, ] tiene dimension k. Entonces, los simplejos de dimensién
0, 1, 2 y 3 son puntos, segmentos, triangulos y tetraedros, respectivamente. Para cada punto
Z]kfzo tix; € [xg, %, ,%;], los coeficientes #y, £, , ¢, se conocen como las coordenadas
baricéntricas del punto, que por la condicion A2, son unicas. Con ayuda de las coordenadas
baricéntricas es facil mostrar que cualquier simplejo de dimensién & es homeomorfo a [0, 1]F.

Sea o un simplejo de dimension k. Una cara de o es cualquier simplejo generado por un
subconjunto de los vértices de 0. Un complejo simplicial (geométrico finito) es un conjunto
finito & de simplejos contenidos en R”, para algin entero positivo fijo 7, que cumple las
siguientes dos condiciones:

CS1. Sio € .4, entonces todas las caras de o también estan en %'
CS2. Lainterseccion de cualesquiera dos simplejos en £~ es cara de ambos.
Definimos la dimension del complejo simplicial #" como el maximo de las dimensiones de

los simplejos en #. El poliedro de % es el conjunto UX" con la topologia de subespacio de
R”; lo demostaremos ||Z||.

Una triangulacion de una superficie cerrada § es un homeomorfismo del poliedro de un
complejo simplicial de dimensidn 2, en el que cada arista es cara de exactamente dos triangulos,

as.

Teorema 1.5 (Triangulacion de superficies compactas). Toda superficie compacta admite una
triangulacion.
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El Teorema [[3 es crucial para entender mejor a las superficies cerradas, ya que nos asegura que
las podemos construir pegando triangulos siguiendo dos reglas muy sencillas: a cada triangulo
se le pega exactamente un triangulo en cada lado, y si dos tridngulos se intersecan, tiene que
ser en un vértice o en una arista. Haciendo uso del Teorema 3 se puede dar una clasificacion
completa de las surpeficies cerradas (que mas adelante enunciaremos) y se puede probar que
toda superficie cerrada admite una estructura diferenciable. Aunque no lo necesitaremos para
este trabajo, no esta de mas sefialar que también las superficies no compactas son triangulables,
aunque para esto debemos permitir que los complejos simpliciales sean infinitos, y hay que im-
ponerles una condicion técnica de finitud local. La prueba de este resultado puede consultarse
en [TA].

Suma conexa de superficies y el teorema de clasificacion

Hasta el momento, tenemos solo tres ejemplos de superficies cerradas: la 2-esfera, el toro y el
plano proyectivo. Introduciremos ahora la suma conexa de superficies, que es una operacion
que nos permitira combinar dos superficies para formar una nueva; de esta manera, podremos
construir mas superficies cerradas a partir de las tres que ya conocemos. Lo sorprendente es
que cualquier superficie cerrada se puede obtener de esta forma.

Un disco coordenado regular en una superficie § es un abierto D C § para el cual exis-
te una carta (U, ¢) de S tal que D C U vy, para algunos r;, > r, > 0y x € R?, se tiene que
o[U]=B, (x)y ¢[D] =B, (x).Sean S, y S, dos superficies, y D, C §,, D, C S, discos coorde-
nados regulares. Entonces §; = §,\ D, y §; = §,\ D, son superficies con frontera homeomorfa
a S'. Consideremos un homeomorfismo cualquiera / : d§; — JS,. La suma conexa de S, y
S5, que denotaremos S,#S,, es la superficie que se obtiene de la unién disjunta S§7LIS), haciendo
la identificacion p ~ h(p) para cada p € J§]. Le llamamos “la suma conexa” cualquier elec-
cion de D, D, y b da lugar a superficies homeomorfas. Un esbozo de la demostracion de este
hecho se puede encontrar en [[LTM, pag. 273, prob. 10-8]

Es facil convencerse, al menos intuitivamente, de que para cualquier superficies S, la suma
conexa S#S? es homeomorfaa S, asi que en realidad hacer suma conexa con S no aporta nuevos
ejemplos. Podemos sumar varias copias de T?, obteniendo asi el doble toro T*#T?, el triple
toro T*#T2#T?, etc. De igual manera, podemos sumar varias copias de P?; a P?#P? se le conoce
como la botella de Klein. Para cada entero positivo 7, denotaremos nT? y nP? a la suma
conexa de 7 copias del toro y el plano proyectivo, respectivamente. Si combinamos toros y
planos proyectivos no obtenemos nuevas superficies debido a que T*#P? ~ P2#P*#P2. Ahora
podemos enunciar la clasificacion completa de las superficies cerradas.

Teorema 1.6 (Clasificacion de superficies cerradas). Toda superficie cerrada es homeomorfa a
exactamente una de las signientes:

» Laesfera S%.
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= La suma conexa de n copias de T*.

» La suma conexa de n copias de P2.

La prueba de este teorema puede consultarse en [[LTM, pag. 267, Teo. 10.22]. Para este trabajo
también nos sera util saber cuales son todas las posibles superficies cerradas con frontera. En
esta direccion, se tiene el siguiente resultado, cuya prueba se basa en que la Gnica 1-variedad
compacta es S'.

Proposicion 1.7. Toda superficie cerrada con frontera es homeomorfa a una superficie cerrada a
la que se le han quitado una cantidad finita de discos coordenados regulares.

La caracteristica de Fuler

Supongamos que nos dan una superficie S. Sabemos que S es homeomorfa a alguna de las su-
perficies del Teorema [[6, pero, ¢como saber a cual? Para ayudarnos a averiguar esto, existen
muchos invariantes topoldgicos que le podemos asociar a una superficie. Uno de estos es la
caracteristica de Euler, que definiremos en esta seccion en términos de triangulaciones.

Sea S una superficie cerrada, con o sin frontera, y ® : || || — S una triangulacion de
S. Denotemos V,A y T a los conjuntos de vértices, aristas y caras de %/, respectivamente.
Definimos la caracteristica de Euler de S (con respecto a ®) como el nimero

x($)=VI=IA[+]T].

Una prueba elemental de que y(S) no depende de la triangulacion elegida para el caso de la
2-esfera y del toro, se puede encontrar en [\, pag. 59, Prop. 3.13]. La demostracion del caso
general se hace cominmente usando grupos de homologia, como por ejemplo en [L.TM, pag.

373, Teo. 13.36].

Ejemplo 1.8. La 2-esfera, el toro y el plano proyectivo tienen caracteristica de Euler 2,0y 1,
respectivamente; los calculos se pueden hacer usando las triangulaciones representadas en la
figura que aparece abajo. {»

S? T2 P?

&
<

&
<

)((Sz):4—6+4:2 X(Tz):9—27+1820 X(Pz):10—27+18:1
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Procederemos ahora a calcular la caracteristica de Euler de todas las superficies cerradas, para
lo cual nos sera de gran utilidad saber cémo se comporta y (§) con respecto a la suma conexa.

Lema 1.9. Si S, y S, son superficies cerradas, entonces
X ($i#85) = x () + x($,)—2.

Demostracion. Elijjamos triangulaciones de S, y S, suficientemente finas de tal manera que tan-
gan triangulos A, y A,, respectivamente, tales que sus interiores son discos coordenados regu-
lares. Consideremos un homeomorfismo 5 : dA; — dA, que mande vértices en vértices. Al
hacer la suma conexa por medio de b, las triangulaciones de S, y S, dan lugar a una triangula-
cion de S #S, con |V, |+ |V,|—3 vértices, |A,| +|A,| —3 aristas y | T}| +|T,| — 2 triangulos. De
esto se sigue el resultado u

Usando el ejemplo TRy el Lema 9, es sencillo calcular la caracteristica de Euler de cualquier
superficie cerrada.

Corolario 1.10. Sea n un entero positivo. Se cumple lo siguiente:
= x(8%) =2,
» y(nT?)=2—2n,
» y(nP?)=2—n.

Si § es una superficie cerrada con frontera que se obtiene al quitar £ discos de una superficies
cerrada §’, podemos considerar una triangulacion suficientemente fina de S’ y suponer que
cada uno de esos discos es el interior de un triangulo. De esta observacion sencilla se sigue el
resultado proximo.

Corolario 1.11. Si S es una superficie cerrada con frontera, homeomorfa a una superficie cerrada
S’ sin k discos, entonces
Entonces podemos afirmar los siguiente.

Corolario 1.12. La vnica superficies cerrada S con frontera y con caracteristica de Euler 1 es el
disco
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1.2. Variedades diferenciables

Ya que introdujimos las variedades topoldgicas, que son espacios que localmente homeomor-
fos a R”, es razonable entonces pensar que se puede hacer Calculo en ellas. Lo primero que
deberiamos definir es lo que significa que una funcion F entre variedades M y N sea diferencia-
ble en un punto p. Como éste es un concepto local, podemos hacer la definicién usando cartas
especificas alrededor de p y F(p), para asi fijarnos en una funcion entre abiertos de espacios
euclideanos, donde si sabemos qué es una funcion diferenciable. El problema con esto es que la
definicién que demos no debe depender de alguna carta particular. Para resolver este problema,
podemos considerar solamente cartas en la variedad cuyos cambios de carta sean diferenciables.

Sea M una variedad topoldgica de dimension 7. Un atlas diferenciable de M es un atlas tal
que todos sus cambios de carta son funciones diferenciables. A un altlas diferenciable maximal
le llamaremos estructura diferenciable. Finalmente, una variedad diferenciable es una varie-
dad topoldgica dotada de una estructura diferenciable. Dado un atlas diferenciable .¢/, es facil
ver que hay una Unica estructura diferenciable que contiene a .¢/, precisamente el conjunto
de todas las cartas (U @) tales que cualquier cambio de esta carta a una de .o/ es diferenciable.
Entonces, para asignar una estructura diferenciable a una variedad, basta con darle un atlas
diferenciable. Los dos ejemplos que dimos en la seccion anterior son también ejemplos de va-
riedades diferenciables.

Ejemplo 1.13. Para cualquier abierto U C R”, el atlas que consta unicamente de la funcién

identidad en U es diferenciable. <>

Ejemplo 1.14. El atlas ./ que dimos a la n-esfera S” en el ejemplo L2 es diferenciable porque
las funciones

1

1
————— (29020 2 P = 1) — ==, >,)
sl T4y 02 os [lyll2" 72

D1sYas o5 Yp) —

1
V1D 5 V) —> (2y1,29,- 2yn,1—||y||> TS Hz(yl,yz, e

o5t 141yl

son diferenciables. <>

Si M y N son variedades diferenciables, una funcion continua F : M — N es diferenciable en
un punto p € M si existen cartas (U @)y (V,¢)de M y N alrededor de p y F(p), respectiva-
mente, tales que la funcién ¢goFogp'es d1feren01able en ¢(p). Decimos que F es una funcién
diferenciable si es diferenciable en todo punto de M. Un difeomorfismo es una funcién dife-
renciable biyectiva con inversa diferenciable. Al conjunto de funciones diferenciables de M a
R lo denotaremos 6 *°(M).
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Es importante notar que las variedades topoldgicas y las diferenciables son conceptos dife-
rentes. En dimensiones 1, 2 y 3, toda variedad tiene una unica estructura diferenciable, salvo
difeomorfismo. En dimensiones mas altas, podemos encontrar todo tipo de rarezas, desde va-
riedades que no admiten ninguna estructura diferenciable, hasta otras que tienen mas de una,
o incluso infinitas. El primer ejemplo de una variedad topoldgica que no admite ninguna es-
tructura diferenciable fue construido en 1960 por Michel Kervaire en [KM]; se trata de una
variedad de dimension 10. En 1953, John Milnor construy6 en [M]]] siete estructuras diferen-
ciables no difeomorfas de 7, a las cuales llamé esferas exéticas. Mas tarde, en 1982, Michael
Freedman dio ejemplos de algunas estructuras diferenciables no difeomorfas en R*; como se
probaria mas adelante, de hecho R* tiene ¢ estructuras diferenciables distintas.

1.2.1. El espacio tangente y el haz tangente

En términos simples, las funciones diferenciables usuales entre abiertos de espacios euclideanos
son funciones que se pueden aproximar localmente con funciones muy sencillas: funciones
lineales. La diferencial en un punto de una funcion diferenciable F entre abiertos de R” y
R™ es esa transformacion lineal R” — R” que mas parece a F cerca del punto. Para extender
este concepto a variedades, necesitamos primero encontrar para cada punto de la variedad, un
espacio vectorial que la aproxime en cierto sentido. Si U C R” es abiertoy p € U, la eleccién
natural para aproximar U en p es una copiade R”, que por lo general uno visualiza ancladaa p.
A los elementos de este espacio vectorial les llamamos vectores tangentes en p. A primera vista
no es evidente como generalizar esto a variedades diferenciables, por lo que sera util interpretar
a los vectores tangentes de otra manera. Cada v € R” define una derivacion direccional en p,
que no es mas que la funcion D} : €°°(U) — R dada para cualquier f € €*°(U) por

t—0 t

- . . 12
Cuando v sea e;, el i-¢simo vector de la base canonica de R”, usaremos la notacion ~£ en lugar
de D,. Sabemos que D} es una funcién lineal y que cumple la regla de producto, es decir,

para cualesquiera funciones f, g € 6€°°(U) se tiene

Dy(fg)=(Dyf)g(p)+/(p)Dys-
Motivados por esto, hacemos la definicion siguiente: sean M una n-variedad diferenciable y p
un punto de M. Una derivacién en p es una funcién lineal X, : €°°(M) — R que cumple la
regla del producto

X,(fg)=(X,/)g(p)+/(p)X,8

para cualesquiera funciones f, g € € °°(M). Para cualquier A € R, denotaremos también A a
la funcion constante A en M. Observemos que por la regla del producto tenemos

XplzXP1+Xp1,
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de donde X1 =0. De lalinealidad de X, se sigue que X, A =0 paratodo A € R. Es facil conven-

cerse de que las derivaciones en p forman un espacio vectorial, al cual llamaremos el espacio
tangente a M en p, y serd denotado 7, M. A cada elemento X, € T, M le llamaremos también

vector tangente a M en p. Al igual que con las derivaciones direccionales convencionales, el
valor de una derivacién en una funcion dependera solamente de los valores de ésta cerca de p,
como lo muestra el lema siguiente.

Lema 1.15. Sean U C M un abierto, p un punto en U y X, un vector tangente a M en p. Si
f>8 € €% (M) son funciones que coinciden en U, entonces X ,f =X, g.

Demostracién. Por la linealidad de X, bastara con probar que si b € € °°(M) es una funcién
que se anula en U, entonces X, b = 0. Sean (V,¢) una carta alrededor de p,con V.C U,y

¢ > 0 tal que B_(¢(p)) C ¢[V]. Consideremos una funcién diferenciable b o[V]— Rtal

que

BB (p(p)]={1} v Alp[VI\B.(p(p)]=1{0}

Definimos la funcién b € € >°(M) como

%@):{é’“ﬂ@’ noacy
, si g¢ V.

Como hh = 0, tenemos
0 :Xp(hh) = (Xpb)h(p) + /J(p)Xp/J :Xph,

4
como queriamos. [

Si U C M esun abiertoy p un punto en U, con ayuda del resultado anterior podemos identi-
ficara T,U con T, M.

Ahora estamos listos para definir la diferencial de una funcién entre variedades. Si F : M —
N es una funcidn diferenciable entre variedades diferenciables, la diferencial de F en p es la
transformacién lineal F? : T, M — T, M dada por

(F'X,)f =X,(f oF),

para cualesquiera X, € T, M y f € 6°°(M). La diferencial se comporta bien con respecto a la
composicion de funciones: si F : M — N y G : N — P son funciones diferenciables, entonces

(GOF)f — Gf(ﬁ) oF*p,
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alo que conocemos como regla de la cadena. Ademas, si denotamos I a la funcién identidad
en cualquier conjunto X, se tiene (I,,)! = I ,,. En particular, si (U, @) es una carta alrededor
4

de p, se cumple

—1

() opl =(97 0p) =Iry vy ¢lo(p V) =(pop P =11

por lotanto T,M y T, \R” son espaaos vectoriales isomorfos. Para conocer la estructura de
T,M bastara con estudlar aly,,

Lema 1.16 (Hadamard). Sean U C R” un abierto convexo, ¢ =(q,,9,,"+ »q,,) un punto en U
y g : U — R una funcion diferenciable. Existen funciones diferenciables g,,g,,--+,g,: U = R
tales que

=g(q) +Z —g,)g(x

para todo x € U.

Demostracion. Si x € U, de la convexidad de U se sigue que g + t(x — q) también esta en U
para todo ¢ €[0,1]. Por el teorema fundamental de Calculo tenemos

o(x)—g(q)= f %8 (g + tlx— g
fo 8 g+ tlx— )5, —g,)d

J
—Z(»c—qu g ete—g)ae.

1
a
entonces podemos tomar g.(x) = f %(c] +t(x—q))dt. u
0 X,

Con ayuda de este lema podemos dar una base de 7, R”.

a4 A
dx, dx, Ix

Proposicion 1.17. El conjunto

es base de TqR”.
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Demostracion. Sean a,,a,,--- ,a, nimeros reales tales que
Zﬂ
‘dx;
Para cualquier j € {1,2,---,n}, si evaluamos la expresion anterior en la j-ésima proyecciéon

(X5 %5 005X, ) — X i obtenemos a4 ;=05 por lo tanto 3 es un conjunto de vectores linealmente
. ) ;

1ndepepd1ente: /Para.l probe%r que 3 genera a T,R", tomemos a un vector.X , tangente en q y
cualquier funcion diferenciable g : R” — R. Por el Lema T8, existen funciones g;, g, , &, €

6 °(R”) tales que
q)+Z —q,)8(x

Como las derivaciones se anulan en constantes, se tiene

I,

< ZX (x;) > ZX —4;)8)— ZX (x;) axA«xle_Qk)gk)
:ZXq(xi)gi(q)_ZXq(x]')gj(q):O,

de donde
X
Z e
y por lo tanto las derivaciones { % } generana 7, R”. u
En consecuencia, si M es variedad diferenciable, la carta (U, ¢) da coordenadaslocales (x;, x,,- - , x,,)
y p € U, el conjunto
817 8]’ . gp
dx, Ix, Ix,
es base de TPM’ en donde
i — <gp—1)¢<p> gso<p) .
dx, T dx,

Llamaremos a éstas las derivaciones parciales con respecto a (U, ¢). Sean F : M” — N una
funcién diferenciable y p un punto de M. Consideremos cartas (U, ¢) y (V, ¢) alrededor de
p v F(p), respectivamente. Sean

B,= % % % y 7 :{gﬂp i N 3F<p>}
g dx,’ dx, ' Ix, v dy,’ 33’2 "9y,
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las derivaciones parciales en p y F(p) con respecto a sus respectivas cartas. La siguiente pro-
P
posicion nos dice cual es la matriz de representacion de F. con respectoa 5,y 7;,,-

Proposicion 1.18. Sean F = goFoo~' y F,,F,,--- ,F, : o[U] — R funciones tales que F =
(Fy> Fy,-+- , F,,). Entonces la matriz de representacion de F!' con respectoa 3,y v, es

aF.
< 5 (W))))l/

Demostracion. Sabemos que para cada 1 <7 < 7 se tiene

d J, g
I o PV A YRINIT)

z j=

3

Por la definicion de diferencial, para cada 1 < 7 < m tenemos

P 8 8[' 8(#([') 1
F; Qx (3’ °¢):EJ’]’°¢°F:E%°¢°F°¢
3( _ &’F]-

plp

=20 0T =5 L6,

de donde se sigue el resultado. -

Un concepto fundamental en la teoria de variedades diferenciables es el de campo vectorial,
que en términos sencillos es una funcién que asigna a cada punto p € M un vector tangente
X, € T,M. Para dar una definicion formal de campo vectorial, construiremos una variedad

diferenciable pegando todos los espacios tangentes 7, M. Sea
TM=]]1,M,
pEM

endonde | | denota ala union disjunta. Tenemos una funcién natural 7w : 7M — M que manda
a cada vector tangente X, € T,M a p. Consideremos ahora a un atlas diferenciable .¢/ de M.

Para cada carta (U, ¢) € ./, definimos la funcion ¢ : #7 ' [U] — [ U] x R” como

nJ
5<§“ia—f;>=<s»<p>,al,dz,... o)

Damos a 7'M la inica topologia que hace a 7 continua y a cada ¢ un homeomorfismo (cabe
sefialar que esta topologia no depende del atlas de M que escogimos). De esta manera TM es
una variedad topoldgica y el atlas

B={(r"[ULP(U,p€.a)}
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es diferenciable, ya que si (U, ¢) y (V,¢) son cartas de M cuyos dominios se intersecan, se
tiene que

~ n 8 n &)
¢O§5_1(x’41542"“ ’ﬂn) < Zﬂz&)f Z 19{6‘ ( )>

endonde Yoot =(f, £, -, f,)- Consideraremos a TM como variedad diferenciable con la
estructura diferenciable generada por 93, y la llamaremos el haz tangente de M. Habiendo
ya construido el haz tangente, tenemos una manera natural de precisar qué significa asignar a
puntos de la variedad vectores tangentes de manera diferenciable. Un campo vectorial en M es
una funcion diferenciable X : M — T'M tal que woX = I;,. El conjunto de campos vectoriales
en M sera denotado T(M). Si X es un campo vectorial en M, usaremos la notacién X, en
lugar de X(p). St U C R” es abierto, por comodidad pensaremos a los campos vectoriales
X € TJ(U) como funciones diferenciables de U a R”; s6lo hay que hacer la identificacion

)
Z?:l“ia_i = (ag,ay 5 a,).

1.3. Variedades riemannianas

Ya que tenemos variedades en las que podemos hacer Calculo, el siguiente paso es buscar la ma-
nera de medir cantidades geométricas basicas, tales como longitudes de curvas diferenciables,
angulos entre curvas, area y volumen. En R” hacemos todas estas mediciones por medio del
producto interior canénico de R”. Para imitar esto en variedades, asignaremos un producto
interior a cada espacio tangente.

Sea M™ una variedad diferenciable. Una métrica riemanniana en M es una funcion (-, -)
que asigna a cada punto p € M un producto interior (-,-), en 7,M de manera diferenciable en

el siguiente sentido: para cualesquiera campos vectoriales X, Y definidos en un abierto V- C M,
la funcion
p— <X » Yp >p

es diferenciable. Una variedad riemanniana es una pareja (M, (-,-)) que consta de una varie-
dad diferenciable M y una métrica riemanniana (-,-) en M. Es importante observar que para
verificar la diferenciabilidad de (:,-) bastara con exhibir un atlas .o/ de M tal que, para cada
carta (U, p) en ./ y para cualesquiera 7,7 € {1,2,---, 7}, la funcion g;; : U — R dada por

Jd d
p p
gl]<P>:<3x’3x>
? ]

sea diferenciable. Si (U, ¢) es una cartade M, a U le podemos dar siempre la métrica canénica
(-,+)? tal que g;;(p) = J;; paratodo p € U. Podemos pegar todas estas métricas riemannia-

nas locales para construir una métrica riemanniana en M por medio de una particién de la
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unidad. Si 2/ es una cubierta abierta de M, una particion de la unidad (diferenciable) de
subordinada a % es una familia de funciones

P={f, € 6=()| Ucu)
que cumple las siguientes condiciones para cualesquiera U € % y p € M:

PU1 OSfU(P)Sl,
PU2 sopf CU,

PU3 existe un abierto V. C M tal que p € V y tal que
{Ue U |sopfy NV £},
es un conjunto finito.

PU4

ZfU(P):l

Ue

Para demostrar que siempre existen métricas riemannianas en cualquier variedad diferenciable,
necesitamos el teorema siguiente, cuya prueba puede consultarse en [[LSM), pag. 43, Teo. 2.23].

Teorema 1.19. Sean M una variedad diferenciable y U una cubierta abierta de M. Entonces
existe una particion de la unidad P subordinada a U .

Ahora estamos listos para construir una métrica riemanniana en M. Elijamos un atlas .¢/ de
M y sea P una particion de la unidad subordinada a

U ={U|(U,p)e .4}

Para cada (U, ¢) en .o, sea (-,-)? la métrica riemanniana canénica inducida en U por la carta.
Si para cada p € M, definimos

= ST A

(Up)ed

ésta es una métrica riemanniana en M porque en cada punto es suma convexa de productos
interiores.

La nocién de equivalencia de variedades riemannianas es la isometria. Dadas dos variedades
riemannianas (M, (-,-)) y (N, (-, -)/), una isometria de M a N es un difeomorfismo F;, — N tal
que F? : T,M — Ty ,N esuna isometria (lineal) para cada p € M.
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1.3.1. Curvasy distancia riemanniana

Sea (M, (:,-)) una variedad riemanniana. Una curva diferenciable en M esuna funcion diferen-
ciable @ de un intervalo I C R a M; si el intervalo I no es abierto, que la curva sea diferenciable

significa que es la restriccion de una curva diferenciable 8 definida en un intervalo abierto /
que contiene a /. Cuando hagamos referencia a una curva, daremos por hecho que es diferen-
ciable, a menos que se indique lo contrario. Una reparametrizacion de una curva a definida

en un intervalo [ es una curva 8 : I — M de la forma 8 = a o ¢, para algtin difeomorfismo

¢ : I — 1. Un segmento de curva es una curva cuyo dominio es un intervalo compacto [4, & ].
El campo de velocidades de una curva @ : I — M es la funcion ¢ : I — TM dada por

d(t):ai(%).

Con ayuda del campo de velocidades de una curva, podemos extender de manera natural las
definiciones clasicas de angulo entre dos curvas y de longitud a variedades riemannianas. Defi-
nimos el angulo entre dos curvas o y S que se intersecan en el punto p = a(t) = B(s) y tales

que d(t)#O;é,B(t) como .
COV:O)

()] 1B

También definimos la longitud de una curva o : [a,b] — M como

arc cos

b
L(a)= f la(o)ld.

Es facil comprobar que la longitud de una curva no depende de la parametrizacion: sea o :
[a4,b] — M una curvay ao ¢ : [c,d] — M una reparametrizacién de a. Por la regla de la

cadena tenemos que (@ o ¢)” <j—”> = ¢'(n)a(p(u)), entonces, haciendo el cambio de variable

t = ¢(u) obtenemos

d b
L(a°§0)=J ||d(§9(”))||'|§0/(”)|d”:J la(t)l|ld e = L().

Cuando tenemos una curva de p a ¢ y una de ¢ a 7, casi nunca se obtiene una curvade p y
r al pegarlas; por esta razon, para medir distancias en M sera conveniente relajar un poco las
condiciones sobre el tipo de curvas que usaremos. Una curva diferenciable por pedazos es
una funcién y : [a,b] — M para la cual existe una particion a =g, < a, < --- < a, = b del

intervalo [a,5] tal que y [, , ; es un segmento de curva para 0 < i < k — 1. Definimos la
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longitud de y como la suma de los segmentos de curva que la componen

k—1
L(}/) = Z L(}/ r[ai,ﬂi+1])'

Si P, v P, son dos particiones del intervalo [a, 4], entonces P, UP, es una particidon que refina
1Y 2 P ¢ 199 part q
a ambas, y como las longitudes de los segmentos de curva que P, UP, determina no dependen
de la parametrizacidn, se sigue que la longitud de una curva diferenciable por pedazos es inde-
P T SesEtd & jrva’ Sabie porp
pendiente de la particion del intervalo y de la parametrizacion elegidas.

Si M es conexa, definimos para cualesquiera dos puntos p,q € M la distancia riemanniana
d(p,q) como el infimo de las longitudes de las curvas diferenciables por pedazos que van de
p a q. Para ver que d(p,q) es finito, hay que probar que podemos conectar a p y ¢ con una
curva diferenciable por pedazos. Observemos que como M es una variedad conexa, entonces
es conexa por trayectorias, por lo que existe una curva continua « : [0,1] — M con a(0) = p
y a(1) = g. Como «[[0,1]] es compacto, lo podemos cubrir con una cantidad finita de bolas
coordenadas regulares, y luego modificar por pedazos a & para reemplazarla con una curva
diferenciable por pedazos.

Teorema 1.20. Si M es una variedad riemanniana conexa, la funcion de distancia riemanniana
d es una métrica en M que genera la topologia de variedad en M.

El lector interesado puede ver la demostracion de este resultado en [LRM, pag. 94, Lema 6.2].

1.3.2. El plano eucideano E?

ano euclideano, que denotaremos [E?, es R? con su estructura diferenciable estandar, equi-
Elpl lid que denot 2, es R? tructura dif ble est q
pado con la métrica riemanniana candnica

= (o 1)

Nos limitaremos a enunciar algunas propiedades sencillas de E?:

= El grupo de isometrias de E* consta de transformaciones lineales ortogonales, seguidas
de translaciones.

» Ladistancia riemanniana en E? coincide con la métrica inducida por el producto interior
canénico de R?.

Para un triangulo T con vértices A,B y C, denotaremos a, By y a los angulos interiores de
T correspondientes a A, B y C, respectivamente, y denotaremos 4, b y ¢ a las distancias de los
lados opuestos a A, B y C, respectivamente. En el capitulo 2 usaremos en repetidas ocasiones
las leyes trigonométricas clasicas, asi que por completitud, las enunciaremos en la siguiente
proposicion.
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Proposicion 1.21. Para cualquier tridngulo euclideano T se cumple lo siguiente:

= (Ley de los cosenos)
a*=b*+c*—2bccosa.

= (Ley de los senos)

sena  senf3 seny
a b c

El plano euclideano E? tiene curvatura gaussiana constante 0. Como no definiremos curvatura
gaussiana en este trabajo, podemos considerar lo anterior como una definicion. Sea (S, (:,-))
una superficie riemanniana; diremos que (-,-) es una métrica plana si para cada punto de p de
S existe una vecindad abierta U de p isométrica a un abierto de E?.

1.3.3. El plano hiperbélico H?

Existen tres modelos importantes del plano hiperbolico: el disco de Poincaré, el semiplano
superior y el modelo del hiperboloide. Esto quiere decir que éstas son tres variedades rieman-
nianas de dimension 2 isométricas. Presentaremos aqui al disco de Poincaré, que es el modelo
del plano hiperbodlico con el cual trabajaremos en esta tesis, y daremos algunas de sus propie-
dades basicas.

El disco de Poincaré es el disco unitario
D={xeR’||x|| <1}

con la métrica riemanniana dada en coordenadas candnicas por

(x,7)— m <C1> C1)>

Como s6lo usaremos este modelo del plano hiperbdlico, no habra ambigiiedad si lo denotamos
simplemente H?. Una recta hiperbdlica es un didmetro de D, o bien, un arco de circunferencia
ortogonal a S'. Es ficil ver que dados cualesquiera dos puntos p y g en H?, existe una Gnica
recta hiperbdlica que los une. Veremos mas adelante que el segmento de recta hiperboélica con
extremos p y ¢ es laiinica curva que realiza la distancia riemanniana d(p, q), razon por la cual
estas curvas tienen todo el derecho a llamarse rectas. Resultara extremadamente conveniente
pensar al disco de Poincaré como un subconjunto de C, ya que muchas isometrias de H? son
transformaciones de M6bius que mandan S' en si mismo y que son continuas en D, es decir,
que su denominador no se anula en ningin complejo con norma menor o igual que 1. Para
cada z € H?, pensaremos a 7,H? como una copia C, de C haciendo la identificacién
d

ad
AN S NN ”
agx—i- 2y a+1ib
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En notacion compleja, podemos expresar el producto interior correspondiente a C, como
4Re(w,w,)
(1—lzP)

Si f : H? — H es una funcién holomorfa y z es un punto en H?, la diferencial £7: C, — C(,,

(wl’ wZ)z =

esta dada por la multiplicacion
flw=f(z)w.

Presentaremos ahora algunos ejemplos de isometrias de H?.

Ejemplo 1.22. Paracada 0 € R, sea 7,(z) = e'?z, la rotacién con respecto al origen con angulo
0. Para cualesquiera z € H? y w,, w, vectores en C, se tiene que

; ; 4Re(e’?wefw,) 4Re(w,w,)
ro)iwy, (rg)iw,), o, = = = \Wpp W),
<( 9)* 1 ( 9) 1> 5( ) (1—|79<Z)|2)2 (1_|Z|2)2 < 1 2>

por lo que 7, es isometria de H?. >

Ejemplo 1.23. Presentaremos ahora a las translaciones hiperbolicas al origen: para cada
a € H?, sea

z—a
o) =22
—az
Si|z| =1 se tiene que
z—a z—a z—a
|Ta(Z>|: 1 — = —_ — — | :1,
—az zZ—az zZ—a

por lo tanto 7, manda S' en si misma, y como su denominador no se anula en I, también

manda H? en si mismo. La translacién hiperbélica T, mapea a la recta hiperbélica que pasa
. . . a a

por a y el origen en si misma, ya que fija a sus extremos @Y "EpYya los demas puntos de

esta recta los empuja en una misma direccidén. Para convencernos de que es isometria de H?,
tomemos z € H? y w,, w, en C,. Tenemos que

o (e iy AR T (2)wy) _ 4]7i(2)Re(w, ;)
(( q)* 1’< a)* Z)Tﬂ(Z) (1—|Tﬂ(2)|2)2 (1—|Tﬂ(z)|2)2 >

asi que para probar que la expresion anterior es igual a (w,, w,), bastara con demostrar que

[1—az|’ —|z—a’ = (1—|af')(1—|z]").

Desarrollando la expresion de la derecha obtenemos
|1—az]" —|z—a|* = 1—2Re(az) + |az|" —(|z]* — 2Re(az)) — |a|?)
=1+[az]’ —|z'—|a] = (1—|a])(1—|z]*),

de donde se concluye lo que queriamos. <
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A partir de las rotaciones con respecto al origen y las translaciones al origen podemos definir
rotaciones con respecto a cualquier punto y translaciones entre dos puntos: sia es un punto de
H?, definimos la rotacién con respecto a a con angulo & como r§ = 7' o rg0 7,5 i b es otro
punto de H?, definimos la translacién hiperbélicadea a b como z,_, =7, o Ty © The
Recordemos que las transformaciones de Mbius complejas mandan circunferencias en cir-
cunferencias (considerando a las rectas como circunferencias de radio infinito), y preservan
dngulos entre curvas. Como 7, y 7, son transformaciones de Mdbius que preservan a S, se
sigue que rectas hiperbdlicas se mapean en rectas hiperbolicas. Sean w y z puntos cualesquiera
en H?; podemos aplicar 7, seguida de una rotacién adecuada para llevar a w al origenya z a
un real positivo A < 1. Si demostramos que el segmento hiperbolico que une a 0 con A es la
Unica curva diferenciable por pedazos que realiza la distancia riemanniana d(0, 1), lo mismo
sera cierto para w y z.
Proposicion 1.24. Sea A un real positivo menor que 1. Entonces d(0, A) = log<i—j>, y la 4ni-
ca curva diferenciable por pedazos con extremos 0y A que realiza esta distancia es el segmento
hiperbilico gue los une.

Demostracion. Seay =y, +1iy,:[a,b]— H? una curva con y(a) =0y y(b) = A. Tenemos lo
siguiente:

L2((r (1) + (p3(1))? IO
L(y)= dt > — 7 d
) f 1— (1, () = (r2(2))’ t_Ja 1—(y,(2))? t

b 2y{(e) b 1 1
ZL oo J “<“<1+n<t>+1—n<t>>dt

= [log(1-+ 1,(1)) ~log(1 —(0))] =log<%>-

La igualdad se da si y s6lo si para todo t €[, 5] se cumple que y,(t) =0y y{(¢) > 0, es decir,
sl y es una parametrizacion del segmento recto de 0 a A que s6lo va hacia la derecha. El caso en
que y es diferenciable por pedazos se sigue facilmente al aplicar lo que ya sabemos a los tramos
diferenciables de y. u

>

En analogia con el caso euclideano, definimos un tridngulo hiperbélico como la region de
H? delimitada por los segmento hiperbélicos que determinan tres puntos que no estan sobre
la misma recta hiperbdlica. Sea T un triangulo hiperbélico con vértices 4, b, ¢; denotaremos
a, By y alos angulos correspondientes a a,b y c, respectivamente, y denotaremos ¢,,¢, y
¢ alas longitudes de los lados opuestos a 4, b y ¢, respectivamente. Definimos el area de un
triangulo hiperbdlico T como

Area(T):f 4 dxdy.
T

(1—x2—y2)2 X
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Resumiremos las propiedades mas importantes de los triangulos hiperbdlicos en la siguiente
proposicion. Referimos al lector interesado en consultar las pruebas a [W], pag. 103, Teo. 5.21;

pag 111, Prop. 5.27 y 5.28].
Proposicion 1.25. Para cualquier triangulo hiperbolico T se cumple lo siguiente:

s (Gauss-Bonet) )
a+ B+y=mn—Area(T).

» (Ley de cosenos hiperbdlicos)

cosh?, =cosh?,coshl —senh?,senh?_ cosa.

» (Ley de los senos hiperbélicos)

sena sen 3 seny

senh? N senh?, N senhfc.

Para finalizar esta breve introduccién al plano hiperbélico, mencionaremos que H? tiene cur-
vatura gaussiana constante -1. Si (S, (-, -)) una superficie riemanniana, diremos que (-,-) es una
métrica hiperbolica si para cada punto p de S existe una vecindad abierta U de p isométrica
aun abierto de H?.



Capitulo 2

Flujo de Ricci Combinatorio

En este capitulo, comenzamos dando la construccion de una métrica riemanniana de curvatura
constante en una superficie por medio de empacamientos de circunferencias. Como veremos,
este proceso por lo general produce singularidades en la superficie; para deshacernos de éstas,
introduciremos un campo vectorial llamado el flujo de Ricci combinatorio. La mayor parte del
capitulo se dedica a estudiar los aspectos cualitativos del flujo de Ricci combinatorio: ecuacion
de evolucion de la “curvatura”, existencia de soluciones para todo tiempo positivo, un teorema
de compacidad que garantiza la convergencia de las soluciones y, para finalizar, unicidad de
empacamientos de circunferencias.

2.1. Laidea intuitiva

Como punto de partida, consideremos una superficie cerrada S. Supongamos que queremos
encontrar una métrica riemanniana (-,-) en S de tal manera que (S, (-,-)) tenga curvatura cons-
tante x. El Teorema de Uniformizacion nos asegura que tal métrica existe, mas alin, que po-
demos encontrar una en cada clase conforme de métricas de S, aunque la constante x no es
arbitraria; podemos usar el teorema de Gauss-Bonnet para determinar su signo. Aqui vamos a
intentar un acercamiento a este problema un tanto mas intuitivo: consideremos una triangu-
lacion @ : ||A|| — S de S. Cada cara de la triangulacion es homeomorfa a cualquier triangulo
en el plano euclideano [E?, y [E? con la métrica usual tiene curvatura constante 0, entonces, tal
vez sea posible elegir algunos triangulos, subir su métrica riemannianaa S, y de alguna manera
asegurar que pegan bien para asi tener en § una métrica riemanniana plana. ¢Qué tendriamos
que cuidar al elegir los triangulos para asegurar que podemos lograr esto? Primero que nada,
cada arista de la triangulacion es parte de exactamente dos tridngulos, asi que los respectivos
triangulos euclideanos que les asignemos deberian tener lados de igual longitud en la arista co-
rrespondiente. Supongamos que ya se tienen elegidos los triangulos euclideanos que cumplan
esto. Se puede ver que de esta manera podemos encontrar una meétrica riemanniana plana en
§\ V, en donde V es el conjunto de vértices de la triangulacion. Nos gustaria extender esta

23
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métrica a todo S; analicemos qué pasa en un vértice v. Imaginemos que tenemos todos los
triangulos que tienen a v como vértice hechos de papel e intentemos pegarlos de acuerdo a la
triangulacion. Los ponemos sobre una superficie plana, pegando uno tras otro. Justo antes de
pegar el Gltimo triangulo con el primero, tenemos tres posibilidades, ilustradas en la siguiente
figura.

ViV

a<2rm a=2r a>2r

Llamemos « a la suma de todos los angulos interiores con vértice en v, de estos triangulos.
Estas tres posibilidades corresponden a @ < 27,0 =27 y @ > 27, respectivamente. Al hacer
el Gltimo pegado, en el primer y tercer caso obtenemos conos, con la diferencia de que, como
en el tercero dimos mas de una vuelta, nos quedara un cono “arrugado”. Por otra parte, en
el segundo caso obtenemos un pedazo plano de papel, asi que podemos copiar la métrica de
[E? también en v. Esto es lo que nos quisiéramos que pasara en todos los vértices. Con esta
motivacion, podemos considerar para cada vértice v, € V' el nimero

Nos gustaria elegir los triangulos de tal suerte que K; = 0 para todos los vértices. Como ya di-
jimos antes, el teorema de Gauss-Bonnet nos dice que el poder o no lograr esto esta restringido
por la topologia de S, pero, para dejar esto de lado por un momento, podemos plantearnos el
problema, un poco mas general, de elegir los triangulos de tal manera que K. sea constante.

La idea para proceder es elegir los triangulos, primero de manera arbitraria, y después irlos
modificando para que las curvaturas en los vértices se vayan haciendo cada vez mas parecidas.
Para lograr esto, necesitamos tener una manera facil de elegir los tridngulos en E?. Podemos
asignar a cada vértice v; un numero positivo 7;, y declarar que la arista que conecta v; con v;
mida 7; + 7; (lo cual podemos hacer porque se cumple la desigualdad del triangulo). ¢Como
modificamos los nimeros 7; para lograr que K. sea constante? Es ahi donde entra la gran idea:
considerar una ecuacion diferencial conveniente en los 7, que haga el trabajo por nosotros, tal
y como hizo Richard Hamilton con el flujo de Ricci
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Cabe observar que este proceso que se hizo con triangulos euclideanos se puede imitar
también con triangulos hiperbdlicos y triangulos esféricos, encontrando asi métricas con cur-
vatura constante -1 y 1, respectivamente, en S \ V. En este trabajo desarrollaremos con todo
detalle los casos euclideano e hiperbdlico. Después de formalizar todos los conceptos que he-
mos visto hasta ahora, introduciremos el flujo de Ricci combinatorio, que es el sistema de
ecuaciones diferenciales que nos ayudara a elegir correctamente los triangulos hiperbdlicos, o
euclideanos, segun sea el caso, para construir a §.

2.2. Las definiciones formales

Consideremos una superficie cerrada S, y una triangulacion @ : || £|| — S. Para no complicar
la notacién, vamos a identificar a & y a § mediante ®. Estableceremos ahora la notacién que
usaremos de aqui en adelante para los elementos de la triangulacidon. Al conjunto de vértices
lo denotaremos V' = {v,,v,,--+, vy}, A al conjunto de aristas y T al conjunto de triangulos
(es decir, caras de dimension 0, 1y 2, respectivamente). Dados tres vértices distintos v;, Vi, Vg
si v; y v; forman una arista, la denotaremos 4, ;, y si los tres forman un triangulo, lo denota-
remos A, ;. Para cada indice i € {1,2,---, N}, I'(z) sera el conjunto de indices ; tales que v, es
adyacente a v;, es decir

I(i):={j |a;; €A}.

Sea P : A — [0, 7) una funcion. A la pareja (¢, P) le llamaremos una triangulacién de S con
pesos. Elijamos una geometria base G* € {E?, H?} y asignemos a cada vértice v; un radio posi-
tivo 7,. Al vector (7, 7,,-++, 7y) se le conoce como una métrica de empacamiento de circulos
de S basada en (2¢, P) con geometria base G* (o simplemente métrica de empacamiento). En-

seguida explicaremos el por qué de este misterioso nombre.

Lema 2.1. Dados tres niimeros reales positivos r(,7,, 75 y tres dngulos 0,,0,,0; € [0, %), existe
tanto en E? como en H? una configuracion de tres circulos ©,,C, y Cy, con radios r,7, y 73,
respectivamente, tales quesi {i, ], k} = {1,2,3}, entonces C; y €, se cortan con angulo 0,,. Ademds,
dicha configuracion es vinica salvo isometria.

Demostracion. Consideremos dos circunferencias €} y €’ con centros z; y z;, con radios 7; y
r;, respectivamente, que se intersequen con angulo ¢, Sea @, uno de los puntos de intersec-
cion de las circunferencias y £, la distancia de z; a z;. Como los radios de z; y z; a w, son

perpendiculares a su respectiva circunferencia, entonces £z,w,z; = 7 —0,. En E?, la ley de
cosenos nos asegura que

l, = \/riz + 7} —2r;1;cos(m—0,) = \/71.2 + 774277, cos0, 2.1)
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y en H?, la ley de cosenos hiperbélicos garantiza que

cosh /), = cosh 7; cosh 7; —senh 7, senh r; cos(r — 0,

= cosh 7, cosh7; +senh 7, senh 7, cos0,. 2.2)

De esto se sigue que £, es independiente de la posicion de €} y €', por lo que para probar el

lema sélo necesitamos verificar que £,,¢, y {5 satisfacen la desigualdad del triangulo. Como

0, €[0,3), entonces 7 < w—0,; por lo tanto, en el triangulo con vértices z;, Z;y wy, el angulo

interior en w, es mayor que los otros dos, porque en ambas geometrias la suma de los angulos

interiores de un triangulo no excede 7. Sabemos ademas que el lado mayor de un tridngulo se
4 /7 .

opone al angulo mayor, asi que 7; < £, y r; <. Por otra parte, £, < ,+7; por la desigualdad

del triangulo. Podemos concluir entonces que
U <ry+r,<ly+4,,

y de manera similar ¢, </, + ¢,y {; < {,+{,. En cuanto a la unicidad, si se tienen dos con-
figuraciones de circunferencias que satisfagan las condiciones, ya sabemos que los triangulos
formados por sus centros tienen lados de igual longitud, y por lo tanto sus respectivos angulos
son iguales. Podemos entoces llevar uno en el otro mediante una translacion, una rotacién y a
lo mas una reflexion. -
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El lema anterior nos garantiza que podemos “realizar” a cada triangulo A,;, € T' como un
triangulo en G* formado por los centros de tres circunferencias C;, C; y €, tales quesi {2, 7, p} =
{i,7,k}, entonces C_ y € se intersecan con angulo P(«,, ). Formalmente podemos pensar es-
to de la siguiente manera: para cada tridngulo A, , € T, consideremos en G2 un trlangulo T

7k .
cuyos vértices sean los centros zl. ,ijl,Zk] de tres circunferencias Gf ,G]kf‘ y Gk , con radios

T;»7; Y Ty rEspectivamente, tales que €}/ y CL” se corten con angulo P(a,, ). Elijamos un ho-

_ 2 _ 2
meomorﬁsmo gbl]k A — T]k tal que ¢z;k v, ) = z,!. Por ejemplo, si G* = E?, podemos
definir paracadas € A,

bijils s)=t,7)" +1,2] +47),

en donde ¢,, t;, 1, son las coordenadas baricéntricas de s. Construiremos ahora un altlas de
§\ V. Para cada par de triangulos A, ,, A, € T que compartan una arista 4;;, consideremos
cuatro circunferencias C,, €;,Cpy Cpen G?, con radios 7;,7 > T> Ty Y CONLIOS W, W, Wy, Y
w,,, respectivamente, tales que sim,n €{i,j,k,k'} ya, €A, entoncesC_ vy C, secortan
con angulo P(a,,,). Sea C el cuadrilatero (relleno) en G con vértices w;, w;, @, y w,. Existen
/v

t,¢ isometrias de G, Gnicas, tales que «(z,/) = w,, y /(z./ ) = w,, si {m,n,p} ={i,],k} y
{m',n', p'} ={i,],k’}. Definimos la carta ¢ : Int(A; , UA, ;) — Int(C) como

toi(s), sis€A,
l/o¢ijk/(5>, SiSGAl‘jk/.

p(s)=

Si .¢/ es el conjunto de todas estas cartas, entonces .¢/ es un atlas de §\ V cuyos cambios de
cartas son restricciones de isometrias de G%. Damos a § \ V la estructura diferenciable que
genera ./ y la inica métrica riemanniana (-,-) que hace isometrias a todas las cartas en .o/
Entonces (-,-) es una métrica plana en S\ VsiG*=F% o hiperbélica si G* = H?. El siguiente
paso es extender esta métrica riemanniana a todo S. De aqui en adelante, paracada A, € 7,
denotaremos 9? al angulo interior en v; de A,;, (podemos medir este angulo en Gz). Sea
v € V. Es facil probar que podemos extender (-,-) a § si'y s6lo si

Gk —
E "=
Aij/eET
Con esto como motivacion, definimos la curvatura en un vértice v; como
z : 'k
Aij/eET

La curvatura en un vértice nos dice qué tan alejados estamos de poder extender (-,-) a v. Una
razon para llamarla “curvatura” es que se tiene un resultado analogo al teorema clasico de
Gauss-Bonnet.
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Proposicion 2.2. (Gauss-Bonnet) Sear = (v, 1y, - , ) una métrica de empacamiento de circu-
los de S con geometria base G* y sea x la curvatura de G?, entonces tenemos que

N
ZKZ- =27 y(S)— xArea(§),
i=1

en donde y (S) es la caracteristica de Euler de S.

Demostracion. Recordemos que si A es un tridngulo en G? con angulos a, B y y, entonces
a+ B+ y = m+ xArea(A). Se tiene entonces

N N
ZKi:Z 2w — Z ka
i=1 i=1 A €T
=27N— > (6 +6% +67)

AT
=27|V|—| 7| T|+x > Area(A,;;)
A €T
T .
:27’5<|V|—%>—){Area($)
=27 y(S)— xArea(S).

La tltima igualdad es cierta porque cada triangulo tiene tres aristas y cada arista esta en exac-
T — . 17l _
tamente dos triangulos, por lo que 3| T'| = 2|A|; entonces 5 = |A|—|T|. u

2.3. Flujo de Ricci combinatorio

Consideremos una superficie S, una triangulacién con pesos (24, P), una geometria base G* €
{E?,H?} y una métrica de empacamiento r,. Definimos el flujo de Ricci combinatorio con
condicion inicial 7y como el sistema de ecuaciones diferenciales

dr.
L=—K.s(r. R
dt lS(rl), (F )

7‘(0) =70

en donde

s(r;)=

C 2 2
{rl-, siG*=E 2.3)

senh(r;), siG*=H".
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Dicho de otra manera, el flujo de Ricci combinatorio es el campo vectorial R en (0, 00 )N dado

por
R(ry, 7y, 1) = (K (1)s (), =Ky (r)s(73), -+, =Ky (r)s (7))

Observemos que si G* = E?, por la Proposicién P2, para toda métrica de empacamiento r se

tiene que
ZK =2y (S).

Denotamos K, a la curvatura promedio de S, es decir, K, =
caso (G* = [E?) considerar una ligera modificacién de (ERI), que llamaremos flujo de Ricci
combinatorio normalizado, que esta dado por

dr,
dt
Observemos que si 7(t) es una soluciéon de (FR), entonces e“»'7(t) es solucién de (FRM),

por lo que podemos obtener las soluciones de (FRN) a partir de las de (ER]) y viceversa. Si
r =775 ,7y):[0,6)— (0,00) es una solucion de (FRN), tenemos

271
Z Sera Convenlente en este

—(K,—K,)r;. (FRN)

OO )= OO K G -K)=0 @

por lo tanto 7,(¢)7,(¢)--- ry(t) es constante.

Ahora presentaremos dos lemas que nos permitirin comenzar nuestro estudio del flujo
de Ricci combinatorio. Sea A, € T'. En ambas geometrias, los radios 7;, 7, y 7, determinan
las longitudes de los lados de A

;jk» como se puede apreciar en (Z1) y (Z2), los cuales a su vez
determinan a los angulos @f , @f’, % k] , entonces, podemos pensar a los angulos como funcion

de los radios.

Lema 2.3. Para cualquier triangulo A\, los radios y los angulos se relacionan de la siguiente
manera:

267 + 6k + 67 I + 6k + 67

(i) gf —0siG2=E> y 81 <0siG?=
7 7
ik

i) 0< —

(i) dr.
]

7k

(112)
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Observacion 2.4. Se pueden dar argumentos geométricos sencillos para probar, por ejemplo, que

. , 13 ., . . . ,
Jyando r; y 1y, el dngulo 01" es una funcion estrictamente creciente de r;, obteniendo asi que

ELA , . , . .
0 < —L, sin embargo, mds adelante necesitaremos que se dé la designaldad estricta.
]

Demostracién. Como estamos centrando nuestra atencion en un triangulo especifico A, ,, po-

demos omitir los superindices de los angulos. Comenzaremos probando las tres afirmaciones
para el caso G? = [E%. La afirmaci6n (7) se sigue de inmediato porque la suma de los 4ngu-
. . ./ . .. dcost;
los internos de cualquier triangulo euclideano es 7. Pasando a (i2), observemos que ——* =
]
a0, a0, .
—sen®; 5. Como 0 < ¢; < 7, entonces —sen &; < 0, por lo cual probar que 0 < Z-* es equi-
] ]

Jdcosl;

valente a probar que === < 0; probaremos esta tltima desigualdad. Si {2, 7, p} = {1, ], k},
7

sea x, alalongitud del lado opuesto a @ y definimos

¢,, :=—cos(r—P(a,,)).

m

Laley de cosenos garantiza que x,, = \/ r2+7r;+2r,7,c,. Consideremos a los cosenos de los
angulos del triangulo como funcioén de x;, x; y x;,. Por la regla de la cadena se tiene

dcosl; Jdcosb, axi+acos€i dx,
ar; — dx ar; dx, Ir;

2.5)

Vamos a calcular estas Gltimas cuatro derivadas por separado. Por la ley de cosenos tenemos
—x? + x% + x?
i ] k
cost), = ————. (2.6)
2x;xy,

Si derivamos con respecto a x; llegamos a

d cosl; X
Lo 2.7)
dx; X%,
Si ahora derivamos (Z8) con respecto a x; obtenemos
d cosO, XE—Xf+X,§
3 = > 2.8)
Xy, 2x;x,

2 __

Por otra parte, como xi =

r].z + rkz +27,146;, derivando con respecto a ; obtenemos

ax,
inﬁ =2r;+2r,c;,

]
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por lo que

gxi 7 + 7r.c;

- ' 2.9
dr. X 2.9)
] 1
De manera similar
dx, 1;,trc
= (2.10)
Si ahora sustituimos (Z2), (Z8), (Z9) y (Z10) en (Z3) tenemos
9 cosb, __ N T kG +Xf—x]?+x/§ . TG
dr; X;Xp, X; 2x;x} X,
1 1
:__x'xz [xi(rj + VkCi)_E(xiz—xf +x)(r; + rl-ck)]. 2.11)
i

S6lo nos resta probar que la expresion entre corchetes es positiva. Llamémosla f(7;,7;,7;).
Usando la ley de cosenos podemos poner a x7, xf y x; en términos de los radios

1
f(r:, Tis )= x/i(”j +7p6)— E(xiz_x]z +x/§)(7j +7;¢)

1
= (rl-z + r/z + 27, r]-ck)(r]- + 7,c;)— 5(7’]-2 + r,f + 27,73, —(riz + rkz + 27, rkc].) + rl-z + r]-z

—|—27ir]-c,e)(rj+rl-ck)

= (rl-z + r]-z + 27, r]-ck)(rj + rleci)—(r]-2 + e e — T rkcj)(rj +7,c,)

Para hacer un poco mas sencillo el calculo, notemos que para todo nimero real A > 0 se cumple
f(Ar;, Ar;, Ary) = X f(r., TisTh):
Poniendo A = % vemos que para probar que f es positiva para cualesquiera radios, basta con
probar que 0 < f(r,,1,7,) para r;, 7, > 0.
frutr) =477 +2r,6) 1+ rpe;) — (14 7,0+ 16— 77 )1+ 75¢,)
=1+ riz +27,¢, + 140, + rl-zrkci + 27, 1¢;0,+ 7, rkc]-(l +7,c;,)

—[147r,cp + rpc; + 7,700, + 7,0, + rfc,i]
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= r}(1—c))+ riryc; + 7,166, + 7 rec;(1+7;¢) (2.12)
Como los radios son positivos y 0 < ¢;,¢;, ¢, < 1, entonces 0 < f(7;,1, 7).

Para probar (i71) s6lo hay que usar (¢) y (i) como sigue
26, (26,20 _,
dr, dr,  dr,

Vamos ahora con las pruebas para G = H?. La longitud del lado opuesto a &, ser4 denotada
Cy

x, :=cosh?l_, y,, :=senh? .
¢, :=coshr_, s, :=senhr, |
d,, :=—cos(mt—P(a,,)),

en donde {m,n, p} ={i,],k}. Notemos que todas estas cantidades son no negativas. Vamos a
empezar probando (z1). Por la regla de la cadena se tiene

dcosl; Jdcosh, 3€i+3c059i al,
ar - al, ar; at, dr

(2.13)

Vamos a calcular las cuatro derivadas parciales de la derecha con ayuda de la ley de cosenos
hiperbdlicos. Para empezar tenemos

X; = X%, — ;Y c0sU;. (2.14)

Derivando con respecto a £, se llega a

d cos 0,
Vi =S
por lo que
d cosl. ,

oSV i (2.15)

e, ViV
Reescribimos (Z14) como

1 XX, —x;
CcOS 6)1‘ —_ . L

Vi Yk
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y derivamos con respecto a £,

(2.16)
deosh;, 1 du(xy)—(xx —x;)x,
L, Vi y,j
1 x]»(xz — 1)—xjx/§ + x; %,
Y] Y
XX, — X
= T (2.17)
ik
Por otra parte tenemos
X; =c;c, +5;5,d;.
Derivando con respecto a 7; llegamos a
oL +¢;5,d
—— =, 5. 4c:s,d;,
ylé)r]‘ k7 7 k%1
por lo que
al. s +csd
i kTR (2.18)
ar Y,
De manera similar se obtiene
¢, ¢s.+cs.d
e B by (2.19)
Sustituyendo (Z13), (Z17), (ZI8) y (Z19) en (Z13) obtenemos
J cos b, 0 G +¢;5,d,; N XX =X G +¢;js;d,,
37’]‘ ViVk Vi y]‘yz Vi
1
=— [yi(cksj—f—c]»skdl»)—l—(x]-—xl-xk)(cisj —|—c]~5idk)]. (2.20)

a3
17k
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So6lo necesitamos probar que el término entre corchetes es positivo. Para esto, vamos a poner
todo en términos de los senos y cosenos hiperbolicos de los radios. Haremos el calculo en tres
partes para que sea mas claro. Sean

B:= yé(cksj + stkdl-),
C = x;x,(c;5; +¢;5;4))

D :=x;(c;s; +¢;5;4),).

La expresion entre corchetes es igual a B— C + D. Primero vamos a desarrollar B

B= yé(cksj +cj5d;) = (x;— 1)(egs; +¢;s,d;)

= (cich +2c;c;5;5;d), + sl-zs]-zal,e2 —1)(¢ys; +¢;5,d;)

_ 22 2.3 2 2
=cicieps; ¢ cisd; +2cic;¢,8;57d), +26;¢75;5:5,d,d,

2

3 72 2.2 2
+opsisid, +c;sisisd;d, —cps;— ;5,4

Calculamos ahora C.

C =x,x,(c;5; +¢;s;dy,)
= (cjc, +5;50d;)(c;c; +5;5;d)(c;s; +¢;5:d))
= (cl-cfck + cic]-s]-skdi + C]-cksl-s]-dk + sisfskdid,e)(cisj + C]-Sidk)
_ 22 3

2.2 2
=cicigs;+cics; spd; + €;CjChS;S; d, + C;5;5; s,d.d,

3 2 2. 2. g2 2.2 2
+cc; s, d), + €€ sisjskdidk +cjeps; s]dk +¢;s7s; spd;dy.
Y desarrollamos D:
j

= (c;cp +5;5¢d,)(c;5; +¢;5,d,,)

2 2
= ¢ pS; €068, dy + 05,55, +¢i57s,d

1717 [

D =x(c;s; +¢;s;dy,)

Si restamos C a B obtenemos

_ 2 2_ 2 2_ 2 2_ 2
B—C=cicispd(c; —s7)+¢;5;55,d:dy(c; —s7) 4 c;c;005,d, (s — )
20202 2
;s dp(s; — ;) —cps; — 54,
_ 2 2. 72
=cic;spd; + ¢85, d,dy —cici¢5,d, — o575 A — ¢ s, —¢;5,d;

= stledi(ciz —1)+¢;s;5;5,d,d), — Cks]»(sl-zd,f +1)—c;c;015,d,
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=c;s; s, d. +c;s 5;8;Spd;dy — cksj(sizd/f +1)—c;ci045:d,
Finalmente, sumando D obtenemos el término entre corchetes

B—C+D=cs; 7s,d, + ¢;S;S;Spd;dy — cksj(sfd/f +1)—cicieps;d, + cfcksl- + ;e84
+ ;5550 + ;5] skd d,
= c;sisp(didy +d) + ¢85, (didy +d) + s,(c] —s7di—1)
=¢;s; sk(d d,+d)+cs S~sk(dl-d,€+d]~)—|—cksi2sj(1—d,§). (2.21)

Aqui ya se puede ver que B—C +D es positivo porque 0 < d;,d;,d, <1, asi que los primeros
dos términos son positivos y el tercero es no negativo.

5cos€

Ahora vamos a probar (ii1), que es equivalente a demostrar que ——* > 0. Usando la

simetria en los indices, por (Z12) y (ZI8) tenemos que
dcosl; dcosl; d; Jcosh; I,

= : + .
adr, at, 9, al, dr,
XX =X 68+ Sed xx—x; s tsid),
iV Y Yok Vi
1
—— i (x; =2 (s + i)+ 97 (2,20, — )¢5, + €57 (2.22)
77k

Tenemos que demostrar que el término entre corchetes en (Z22) es positivo, al cual denotare-
mos E. Sean | = ¢;s; + ¢;5,d; y K = ¢;5; + ¢;5;d,. Entonces podemos escribir a £ como

E = (32— 10k, — %)) + () — 1,5, — %, )K
= x4x»xz]—|—x4 -ka—xk]— ;K—l—xk]—l—x]K—x x] x; x, K
=s;5,d;(x ](xk 1)+ ka(x; —1))+ c]-ck(x]-xk] +x; ka—xj] —x,K)
—I—xk]-f—x]K—xk]—x]}K
Notemos que el primer sumando es positivo, entonces bastara con probar que la suma del
resto es positiva; la denotaremos F. Vamos a hacer el calculo en varias partes, aprovechando
las simetrias en los indices j y k.
x;x; = (c;cp + sl-slea,’]-)(czc2 +2c;¢;5;5;:d), + stzdz)
= Cfcjzck —i-ZCl-zc]-cks d, +c cleszszd2 + ¢} siskd]- + ZCiC]-sizs]»skdjdk
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+57 ; skd d}

cjckx]»xij :x4xk(c<ck5i +cicic5.4;) (2.23)
c; 3 cps; +2cic ZC/:S dy+cic; 352d2+cz 3c,§szskd —|—2cc cis)s s;5.d;d),
+¢; c2 4 2s,eot' a,'z—l—c4 3c,§skd —l—ZC3 chis skddk—l—cc o5} Zskd d2
+cjc cks skd2+20 cks dzd,e+c cks slga’zci2 (2.24)

Por otro lado se tiene

xp) = (c;c; +5;5,d,)(cps; + i)
:(cfc;+3ci2 dk+3C ¢ 12]2 s+ 53d3)(cksA+C»skd~)
JCes F3c o sisidy +3cici08) st 4+ qsis}d G syd 43¢ s sd

+3cic;sisisd; d2+c s)s7s,d;dy (2.25)

De (Z74) y (Z23) se sigue

cipxixe] —xp] = (g =1)(c]cleps; +2cicleysls dy, +¢ici08)s7d] + ¢l i syd
+2¢; ¢; sls]skd d,+clc s] skd dz)—i-c 575544 dk(c cp— zdz)
+cte 3c§525kd +2c; czclgs3 skd dy +c; cpst 2skaf di+c)c cks skaf2
+2c’c cks s skdzdk+c c;cpsis ,jdzdz—c cks s;dy —2c;c; cks352d2
—cks‘*s3a,’3 -sisjskd-dk 2clc]sl ]skd d2

=c} c L5, Sk—}—ZC cks s skdk+c c cks35232d2—|—c c; s,zd +2¢ ]sls]skd d,
) 2

+ ¢} ¢ s? ;s skd d} +c;s] s] skd»dk( 1—d )—I—c-cks-sjskdjdk—l—c 5] skd d,
—|—czcsck2$25kd +2¢;c7 cksl s]skd dy +c; cps; sj skddz—l—c € CtS; sk
+2c]ciepsis;sy dzdk—l—cccks.&s did; —cicieystsidy —2¢;c; Ck5352d2

4.3 73 2
—qsisid, — ]sls]skd d, —2¢]c;sis}s,d d}

Intercambiando los papeles de j y & se obtiene c;c, xkaK— x;K, por lo tanto

c;cpxx (] +x,K) = x)] — 0K = ¢l cieps,(cisi 4 cis) 426 ¢ 575 5, (cpspddy, + ¢5,d))
e sisi(dy +d) 4 ¢f(c]spd; + ¢isidy) + 2] s;s 5, d dy (cF s + i)
+c7s? s; sljd di(cispdy +cps;d)+¢;5)si5,d, dj(s; 2(1 —d,f)—i—s,f(l—d]-z))
+¢;s; s]skd d (e + ¢ )—|—2€lsl sispddy + cie zc,fsz(c]-skdj—l—cksjdk)
+4c;c? cks s;spd;dy, +c; cysis 5, dy(cps;d), +¢;5,.d;)
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+cc; iesi(c 51501724—6/e 2dz)—|—2c c,esizs]»skd]-dk(cskd»-I—cksdk)
+2c;¢;¢,,57 5 skdzdz—c c; cks ( sidy +ospd;) —2c,c;08; (s 2d2+5,€d2)
—sf‘(cks.3d3+c 2d)) = clsisispdidi(cF + ¢f) =26 st s spd dy(c,dy + ¢5,d;)

=ciciesisidy(ce— 1)+ cicicisisyd (c; —10) 4 ¢ 557 di(ci +57s7)
+c;ci05; skdz(c + 57 ; )+ cc; CkS; sk(c‘» +57 ; 24+ s7(1 —df))-l—cicjcks sz(ck
+sisp+s7(1 —dz))—i-c skd (s?+c; +C&S<2+Sf‘(1—d~2))+CkS<3dk(5< +c;
+clsp +s; (1—d2>)+2C CLS; s]skdzdk(c —1)+2c}c ¢;s; ]Skd di(c;—1)
+2¢7 c]-cks isp(cisedy, +ops;d) + i cks3 2s2(d] d»z)
+2€fsisjskdjdk(c sptcps ]2)+cl ; ]s,fd dy(c;spdy, +cp5;d;)
+cAs-3s]~skd»dk(s]-( —d,f)+sk(1—d-2))+c s]skd dy(c} + ¢ )-{-ZCZSZ ; sza’ d,
+4c;c? cks 5,40y +c]»cks s;spd;di(cps;dy + c;5,d;) + 2¢;¢ 1Cp8) s s/edzaf2
—c ijskdjdk(sf—i—si)—%»s-s]»skddk—Zci i5;5¢d,dy

:cizcjcksizsjsk(c]-skdk +5;d;) + 08 szdkz(cz —I—sl-zskz)—l—clc LS, slealz(c2 —I—Sizsf)
+C»c<ck5»5/§(c]2+sl-25]-2+si(1—d]~2))—|—cicjck5» 2(c,j—}—s-zsz—l—s-( —d}))
+¢ispd; (s~2+c~2+c452+sf(1—d]~2))+ck53dk(s + i +clsp+sH(1—d}))
+2cfsistsed dy(cps;d; 4 ¢ dy) + sy ]skd di(c;—1)
+c} ;5 Ssedidy (i — 1)+ ¢;5)s,5,d;dy (¢} —|—C —2)+2c}c;cps7si5(ci5pdy
+aps;d;) +cic cks3 2 2(d2—|—d2)—|—c 5554, dk(c Sp +c,§s]-2)
+clsis ]skzd dy(c;spdy, +c,€s d;)+c;s; s]skd dk( 2(1 —dlz)—l—s,f(l—df))
+2c;s? ; s,zd d, +4c;c cks s;spdidy +c; Cysis ispd;dy(cys;dy, +c;5,d))

+2c;¢;¢,57s lga’zdz—Zc 555, dy, (2.26)
Vamos a desarrollar los cuatro término faltantes.

¢ x K = C-Ck(C»C- + s-s-dk)(cjsl- +¢;5;d,)
= c ¢y, + cic cksjdk —|—cfcksl-25]-dk —I—Cicjcksl-sfdkz
= ;6557 + €;C;08; + s dy + ¢l s idy + st dy 4 o5t id
+c;ci015; sjzd/f (2.27)
] = (€;0, 4 5;5; )(cps; + €53
= €;C;S; —|—ci2c‘]»$kdj + ¢, sis s;dy +¢;5;5;5,d,dy, (2.28)
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De (I22) y (Z28) se llega a

_ 2 2 2.3 2
x] —ciqx K =cicispd; +¢;5;55,ddy —c;¢,045,57 — ¢y s dy — ¢ ¢

2.3 212
—CpS; S; Ay — ;0857
Cambiando nuevamente los papeles de j y k tenemos

xp) +x,K —c;c, (0 K +x,]) =} (¢;5d; + ¢y ) + 26,55, 5,d, ) — CZ-C]-Cksl-(s]2 +57)
— Cl-z(cksfdk + cjs,:d]-)— cl»z(c,esjdk + C]-skd]-)—siz(cks;dk + c]-s/gd]-)
—cic]-cksi(sfd,f—i—szdf) (2.29)
Finalmente, sumando (ZZZ6) y (ZZ29) se obtiene
F= cic-c,esisé(c]2 + sizsj2 +52(1 —d]-z)— 1)+ cic]-cksisjz(cz +sisp+si(1—dl)—1)

] 1
+ CkS,‘3dk(C?5/§ +st1—d})+ cjs,zdj(c?sf +si1 —d]-z)) + cicjcksisfdlz(c/f +sisp—1)

1

27202 22 2 2 2222
tcicicpsispdi (i +sisi — 1)t ciciepsisisp(c;spdy +¢p5,d;) +2¢;s;s7s,ddy (¢ s,d;

+¢;5pdy) + cfsisjsgd]»dk(cf —1)+ cfsl-sfskdjdk(clg —1)+ cisfsjskdjdk(cz + cj2 —2)

2.2 322072 1 g2\ 3 22, 22
+2c;cicpsis;spcispdy +ops;d) tciciqps;sisp(dy +d7) +¢)s;sspd dy (e + ¢ s7)

i)
+ cfsfsfszdjdk(cjskdk +ps;d;)+ cisfsjskdjdk(sf(l —d})+s:(1 —d]-z))
+2¢;5)s pd;dy FAciciclsisisydidy + ¢y s)s s didy(sidy + ¢ 5d))

Aqui ya se ve claramente que F es positivo, como se queria. Para finalizar, vamos a probar
(). Multiplicando ambos lados de (z) por —sen0;send, sen8,, lo que queremos probar es
equivalente a

d cosl. Jd cost; dcosl,
3, -I-Sen(9l-sen<9/€ 5, —I—sen@isen@j ari

Denotemos B al lado izquierdo de (Z30). Por (Z20) y (Z27) tenemos las siguientes igualdades:

sen (9] sen@k

> 0. (2.30)

d cosb. 1 |1 1

c0sTi —(x;x; —x,)(cps;, +¢;5,d.)+ = (x;x, —x)c.:s; +¢;5.d),)
dr, oyl " Y ’

Jd cosl; 1

ar,

1
{(Ck% + Ciskdj)_ y_/g<xjx/e _xi)<cj5i + Cisjdk)}

dcosl, 1 1
5= '|:(C]»Sl»+Ci5jdk)__z(xjxk_xi)(cksi+Ci5kdf):|
; Vi Y
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Por la ley de senos hiperbolicos se tiene que Se;_gi = Se;_ej = Se;lj’e = A, por lo que, si denotamos
i j
J=qsi+cs.d; y K=c;s;+¢;s,d,, se tiene
[ ] K
B = A" S5(x;x; —x, + x5, — x;) + = (%, —x; + %2, —x;) —] —K
| ); Ve
)| K
= 55— +x)(x;, = )+ 5—(x; +x;)(x, — 1) =] =K
| X —1 x, —1
2
= : 1)—(x;+1 1
T R+ D= )
+ K((x; +x,)(x; + 1) — (x; + 1)(x; +1))] (2.31)

Entonces hay que demostrar que el término entre corchetes en (Z31) es positivo, al cual deno-
taremos C.

(x; +x,)(x, + 1) = (c;0 + s]-skdi)(cic]- + sl»s]-dk) +(c;c; + sisjal,e)2 +(cjc + s]-skdl»)
+(cic; +5;5;dy)
= cl-cfck +¢;s;5;d), +¢;5,5,d; + sisfskdidk + cich +2c;¢;5;5;d),
+sisidl 4 (e +5i5.d;) +(ci¢; + 5;5;dy,) (2.32)
(x; + 1), + 1) = (c;cp + 5504, )cic; + 5;5,d,) + (i +5;5,d,) + (¢ + 535, ) + 1
= cfcjck + CiC/eSide/e + cicjsiskd]- + sl-zs]-skafja,’,e +(c;c, + siskdj)
+(cic; +5;5,d,) + 1. (2.33)

De (Z32) se sigue

_ 22 2.2 2.2 22
T +x)(x, + 1) = ccicps; +ccpsis;dy + ;045550 + 657575, didy + ¢ i g

3

2 2 12 2
+2c;c;c575;d), + 05y s dy + cicps; + 685 isd 08,

2 2.2 2.2
2.2 32 2 2.2 2
+o;5;5i5pd;d dy + ¢ cispd; +2¢ cpss5.d,d) + 57575, d

1717y
s d; +¢sispdid; + ¢l eisyd 4 ¢;5;5i5,d,dy, (2.34)
y por (Z33) se tiene

_ 2.2 2 2.2 3
K(x; + 1), + 1) = cicjeps; +c;c;¢575;:d) + ;557 5,d; 4 ¢;57's;5,d ) + ;005

2 2 2 3 2272
+o;sisd; +oicis; +opsisid - cps ¢l cips;dy 4 cioyssidy

z

2 2.2 2 2
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+c; c;S; dk—l—clszs]d + ;5,0 (2.35)
Combinando (Z34) y (Z39) tenemos

J (42, )(x, + 1) — K(x; + 1)(x, + 1):(52—6-2)((‘/65 sty + e c,es d, +C,€s d,)
+ (] —s))ejsisispdidy + ci5pd; + ¢ spdy) +(cp — )¢ ¢;s;it+c; sisidy+c;s;)
+eicicps;sisp(dy +didy) + sl »skd-d,e—l—ckS»S»skd»—I—c ~c,€s,€d-
+clcjs;spdid, —|—clsls]2 sedid;dy + cicips,d + ¢;sjspdd; — clejs;dy
clslsjzd ¢;;d
=¢;5;5;5,4; dk—l—c sed; +cic skdj—l—s,f(c s, +c s7s; Ayt s
+ ;¢85 Sk(d~+d~d/€)+ck$»2 Zskddk+c,€si s;S14;
—I—czczckskd +cle ]skdd —I—clsls]2 did-d,e+c <ckskd»+cs]~szdidj
—c,esis]-dk— ; jcks]»d,e—cks]-dk— : js]»dk—clsls]d —¢;s;d), (2.36)

Como J(x; +x;)(x;, +1)—K(x; + 1)(x;, + 1) se obtiene cambiando los indices j y & en K(x; +
x;)(x; +1)—J (x; + 1)(x; + 1), entonces

K(4x,)(x; + 1) =] (x; + D) + 1) = 65,5504, + 5, + ci¢05,d
—|—sf(cc,fsi+ck5»2skd~+ck3~)—|—c- ;S ~sk(d-+d]-dk)—|—c]sl s]skdd
+¢js;5;5,d; +c}e cks dy + ¢} C.S; *s,d.d, +c;s; j5/§did dy +c;cic.5:d,
+¢;s; s,ed d,— iskd]- — ;s —cis,d, —cfckskd —;s; skdz—c sed; (2.37)

Finalmente, sumando (Z36) y (Z34) obtenemos

C=qs;s; (1—d2)—|—c slsk(l—dz)—l—c ¢;S; dk(% 1)+’ LSk (c —1)—|—ClSlS]( i —dy)
+¢;5;50(c; —di) 4 ]-dk(ck—l)—i-c spd;(c; = 1)+ 5;5,50d;di (c; + ) + s7s;5,(ci5d), + 5,
—|—ZCl-c]»cksl-s]-sk(di—|—d]d,€)—|—sA2 e di(ci5pd; +ops;dy) +55,5,d,(c; +¢)

+ Cfs]»skdi(cjskd]- +cps;dy) +2¢;5;5; ?sod.d. iyt c;5;5,d;(s;d), + 5,d;),

.. ,
por lo tanto C es positivo, como queriamos probar. m

(9005(9-

Observacién 2.5. Si G* = Ez en (Z12) se puede ver que t=0sic;=c;=0y¢, =1s

7j
G* =H?, de (Z2T) se sigue que dent — Qs d;=d; =0yd, =1. Por esta razén que pedimos que

la funcion P asigne a cada arista wn peso enel mterwlo [0,%).
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Lema 2.6. Sea s(r) la funcidn definida en (Z3). Para cualquier tridngulo A, se cumple la sime-

tria 20
ﬁs(r-) = —js(ri). (2.38)

Demostracién. Vamos a usar la notacion de la prueba del Lema P3. Comenzaremos con el caso
G? =2 La igualdad (Z38) es equivalente a

6,5en6, %0 0;sen, = °%,
—sen @, sen . =—sen0. sen
! 37 / 37
la cual a su vez es equivalente a
d cosb, Jd cosl;
send. Lr. =sen0. 7. (2.39)
] ] 1 [
37]- ar,
Por (1)) tenemos:
d cosb, send 1
send- Ly. = r 4 re)—=(x2—=x}+xH)(r. +7r.c ], 2.40
] 37_] ] x]xz |: k( ] k l) 2( [ j k)( Ji i k) ( )
Jdcosl; sen 6’ 1
i 2 2, .2, .2
sen®. 7, r, = xzx/_z |:xk(rl- + rkcj)—i(—xi +x; +x)(7r; + r]»ck)]. (2.41)
sen@ send. , .
Como — = Te‘ por la ley de senos, entonces basta con probar que los términos entre
j i

corchetes en (Z40) y (Z&1) son iguales, a los cuales denotaremos B y C, respectivamente. Re-
escribimos a B 'y C como

1 1

B:—x-z(—T-z Ck)+2x (r +rr ck)+2xk(r +Zr 7,C; — ViVjC/e),
1 1

i i)+ X (= rre) + 050+ 2nme = ).

Entonces tenemos

1 1
B—C= Exz(—r —r erck)+ xz(r —I—r +27;7 ck)—l—zxk(r —I—Zr r,C; — —Zrirkc]-)
1 1 1
——Exlxk—l—z] —|—2x,€(x —xz) 0,

como queriamos.
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Consideremos ahora G? = H?. Nuevamente (Z38) es equivalente a (Z39). Por (Z20) se
tiene

sen@. =— Velcps; +c;s5d;) + (x;
] g,,j ] y]yz k i ]

3C03(9j sene [

_ %
J cost, . ’[ 2 —xixk)(ci%‘z“LCj%dek)]’ (242)

yk(cks +c;5;5.d. )+ (x;, —x xk)( —I—clsls dk)]- (2.43)

senf;———5; =———" ;
7 yzyk
. e, . sen 9]- sen@
La ley de senos hiperbdlicos garantiza que —- == entonces, nuevamente, basta con pro-
7 i

bar que los términos entre corchetes en °Z3) son iguales, a los cuales denotaremos D
q : Y = 3
y E, respectivamente. Por la ley de cosenos hiperbélicos tenemos

(c,es —I—c( —c;¢)) +(x; xoc,e)(c4s~2+c»(x,e c;c;)

:yk(cksj )-I—xykc +x; (e sz—c ¢ )—I—x x¢; 4 x,(c;c Z—Cl»sf)—xixécj
:—yéck+x4yk C;—X; l--|—x<x,€c-—|—x-x,€c-—x<x,e i

E = y(cps] +ci(x; —cip)) + (x; xxk)(CS +¢;(x, —¢i¢5))
:yk(cksi - C/e)+xjykci+xi( j i )+x XpC; +X; xk( 12 G—¢ 12 xjxlgcz'

:—yzck—I—x/y/gci—xl-cj—l—xixkci—I—x]»xkcj—x/xk i
Entonces
D—E :yi(xi —x;¢;) + (x;c xjci>+x/§(xjci_xicj)
:(xicj_xj l-)(yk+1—xk):0,

de donde se sigue (Z38). u

2.4. Evolucion de la curvatura bajo el flujo de Ricci combi-
natorio

En esta seccion denotaremos 7(t) a una solucion de (ER]) en algtin intervalo de la forma [0, b),
con b < oo,y x sera la curvatura de G*. Como trabajaremos todo el tiempo con una so-
: . o o k k
lucién fija r de (ERI), escribiremos K;(t) y 61°(¢) en lugar de K;(r(¢)) y 6/"(r(t)). Veremos
: : : i ,
cémo cambian las curvaturas K;(t) en el tiempo, para lo cual necesitamos primero saber coémo

. 'k
evolucionan los angulos 6" (¢).
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o oy . 7 ]k . ./
Proposicion 2.7. Bajo (ER)), los angulos 6" (t) evolucionan de acuerdo a la ecuacion

D 1H(0) = A () K1) = A ()~ K1) — AT K (1),

koAl Tk ; ; - . / ;
en donde A7, Al y A} son funciones dzfergncmbles de r;,7; y 145 en ambas geometrias, son posi-
tivas Af]. yAl, A;k —0siG*=F?y0< A;k cuando G* = H?. Ademds A/f]. = Aﬁ?i.
Demostracion. Definimos

L AL L
ij .—3—7']‘5(7’])’ ik ark S(rk) Yy i 37.1_ S(ri>'

Como 0 < s(7,;) para cualquier 0 < 7, por el Lema 3 se tiene que Afj y A{ , SOn positivas

siempre. Del mismo lema se deduce que A?k =0siG*=FE?y Afk > 0 si G = H?. Por otra

parte, la igualdad entre A/fj y Aﬁ?i se sigue del Lema 8. Observemos ademas que tanto en [E?

como en H? si cumple que —Afk = fok. El angulo (9? * sélo depende de los radios 7;, Y Tho
]

por lo que if,ir" =0sis ¢ {i,j,k}. En consecuencia, al aplicar la regla de la cadena se obtiene

lo siguiente

d ejk_aé)?k / Qﬁfk / 3(95/6 /
de i~ ar; it ar, Tt ar, i
o6 a6 26"
==, Kps(n) = Z o Kus(n) = 5 -Ks(r)
7 z
. 20" 26" 26"
:_Af/(K]_Kz)_AZk(Kk Kz)_ 3; zs(rz)_ &); Kzs(rj)_ rl Kzs(r/e)
i i k
'k ki ij
——AFK. —K)—A (K —K.)—%f K.s<r.)—8§f Ks(r-)—aek]l{-s(r)
i\t 1 b\ Mk 1 ari 7 [ ari i P 87’1- i 1
=—A4 (K, —K,)— A, (K, —K,)— xAK,,
como se queria. -

Ahora, determinar como evoluciona la curvatura es solo cuestion de aplicar repetidas veces la
proposicion anterior.
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Proposicion 2.8. Bajo (ER), la curvatura K.(t) evoluciona de acuerdo a la siguiente ecuacion

Z (K, —K,)+ xBK,, (2.44)
7€I(2)
en donde C;; y B; son funciones de los radios 1y, 75, , vy, siendo la primera estrictamente positiva

para ambas geometrias y la segunda positiva cnando G* =H?. Ademds C,; = C,;.

., . ey _ ]/e . ey
Demostracion. Por definicién tenemos que K (t) = 2w — >, A eeT 0"(t). De la Proposicion

7 se sigue que
K, 5 do*
dt Norer dt
: ”
= > [AL(K —K) + 4 (K, —K,) + 24K, |
AijkET
= Z C,;(K;—K;)+xBK,,
JEL@)

en donde C;; A/e —|—A/e , siendo & y k&’ los dos tinicos indices para los cuales A, , A, € T,

Y Bi =2, er Al. : Tamblen por la Proposicion I7 se sigue que las fuciones C;; son estricta-

mente positivas y simétricas en sus dos indices, que B; > 0 en el caso hiperbdlico y que B; =0
en el caso euclideano. -

La siguiente proposicion es clave para todos los resultados restantes de este capitulo; nos dice
que bajo el flujo de Ricci combinatorio, la curvatura en los vértices se comporta bien. Para
precisar esto, definimos las funciones

M(t):=max{K;(t)| 1 <i <N}, m(t):=min{K,(t)| 1<i <N},
M (t):= max{0,M(t)}, m,(t) := min{0, m(z)}.

A partir de este punto usaremos la siguiente convencion: sean / C R un intervaloy f: I - R
una funcién. Decimos que f es creciente si para cualesquiera ¢,,¢, € I con t; < t, se cumple
que /() < f(t,); decimos que f es decreciente si —f es creciente.

Proposicion 2.9. (Principio del mdximo) Para cualguier solucion r(t) de (ER) se cumple lo
siguiente:

(1) si G* =T, entonces M(t) es decreciente’y m(t) es creciente;

(i) si G* = H?, entonces M (t) es decreciente y m (t) es creciente.
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Demostracion. Probaremos solamente las afirmaciones para M(t) y M (t), ya que las pruebas
para m(t)y m (t) son analogas.

Seaf )si G? =E?y f(t) = M(t) si G* = H?. Diremos que f bajaen t €[0,5)
si existe una constante postiva ¢ tal que t + ¢ < b y f es decreciente en [, 4 ¢]. Si podemos
demostrar que f baja en ¢, para todo ¢ € [0, £), podemos concluir como sigue: consideremos
al conjunto

D:={t€[0,b)|f esdecrecienteen [0,¢]}.

Como 0 € D, el conjunto es no vacio y como esta acotado superiormente por b, entonces
supD < b. Por otro lado, si t € D y ¢ >0 es tal que f es decreciente en [t,1 +¢] C [0, b), co-
mo f es también decreciente en [0, ¢ ], se tiene entonces que f es decreciente en [0, ¢ +¢], por
lo que t +¢ €Dy porlo tanto t < supD. Se sigue que sup D = b, por lo que f es decreciente
en todo el dominio de la solucion r(t).

En el caso G* = H?, ser4 conveniente denotar K, a la funcién constante 0 en [0, b). Para
cada t €[0, b) definimos los conjuntos siguientes:

I(t)={i | f(t)=K(t)}, I(t):={i €1(t)|K(t)=0}.

Observemos ahora que para cada t € [0,5) existe, ¢, > O tal que t + ¢, < b vy, para todo
e, t+ 5*] se tiene que I(s) C I(t). En efecto, ya que si Jes .tal que-K]»(t) < f(t), entonces

para todo i € I(¢) se tiene que K,(¢) —K;(¢) > 0. Por continuidad existe ¢;; positivo tal que

t+e,;<byK,—K;espositivaen [¢,t +¢,;]. Podemos elegir entonces

e,=min{e;; |1 €1(t),] ¢ 1(t)}. (2.45)
Ahora vamos a restringirnos al caso G* = 2. Si i € I(¢), por la Proposicién I8 se tiene que

K/( r)—Zc K (1)),

7€l(z)

en donde las funciones C;; son positivas y dependen de los radios. Como K;(t) = M(t), en-
tonces Ki(£) <0y la 1gualdad se da siy solo st K;(t) = K,(¢) para todo j € I'(7), es decir, si
I'(z)CI(¢).

Lema 2.10. Si I(¢) # 0, existe una constante ¢, > O tal que para toda s € [t,t + ¢ ), se tiene
I(s) C Iy(t).

Demostracion. Si I(t) = I(t), se puede tomar ¢, = ¢,. Podemos suponer ahora que 1(t) C
I(t).S17€1(t)\ I,(¢), entonces para toda z € I(t) se tiene

0 < —K(1) =K(t)—K;(2).
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Por continuidad existe ¢;; > Otal que t+¢;; < b y K=K es positivaen [, +e;; ]. Esto implica

ue K. — K. es estrictamente creciente en este intervalo, asi que para cualquier s € (t,t +¢ .
q i j que p q ij
se tiene

0=K;(t)—K;(t) <K;(s)—K(s),

y entonces j ¢ I(s). u

Probaremos ahora que M() baja en ¢ en dos casos particulares: cuando I(¢) = § y cuando
L(r)={1,2,--- ,N}.

Caso 1. I(r)=0
Se tiene que K/(t) < O para todo i € I(t). Por continuidad, existe ¢; positivo tal que
t+¢e; < byK esnegativaen [t,t+¢,], por lo que K; es estrictamente decreciente en
este intervalo. Escogemos ¢ = min{e, | i € I(¢)}U{e,}.Sean t,, 1, € [t,t+¢c]con ¢, < t,.
Como ¢ < ¢, entonces I(t,) C I(t), por lo cual siz € I(t,), como ¢ < ¢, se tiene

M(tz) :Ki(tz) < Ki(tl) < M(t1)s

asi que M es decreciente en [£,t +¢].

Caso 2. [(t)={1,2,---,N}
Observemos que en este caso se tiene 1(t) ={1,2,---,N}, de donde

K(8)=Ky(t) == Ky(t) = M(r).

Como veremos enseguida, esto nos permite determinar como es la solucion 7(t) en
[t,b).Paracadai € {1,2,---,N},definamos 7, : [, 5) — (0, 00) como 7:(s) = r,(t )e M(1)s—t)
ysea 7(t) = (7,(t), 75(¢), -+, 75(¢)). Denotemos [zi(s) ala curvatura de v, € V con res-
pecto a 7(s). Como 7(s) es un multiplo de (), se sigue que li(s) = K,(¢t) para todo

i €{1,2,--- ,N} y paratodo s €[ ¢, b). Entonces

7 (s) = =M(0)r(0)e MO = —K(0)r,(2)e MO = Ki(s)7(s),

por lo tanto 7 es solucion de (ERI). Como ademas 7(¢) = r(t ), entonces 7 y r coinciden
en la interseccion de sus dominios. Se sigue que M(t) es constante en [ ¢, b), en particular
es decreciente. Podemos elegir ¢ = %(b —1).
Para terminar, supongamos que existe algun tiempo en [0, &) en el cual M(¢) no baja. De entre
todos estos tiempos, elegimos ¢ de manera tal que el conjunto () tenga el menor tamafio po-
sible. Sabemos que para tal ¢, el conjunto I,(¢) es no vacio. Como M(¢) no baja en ¢, entonces
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no es decreciente en [¢,t+¢ ]. Sean ¢, y ¢, en este intervalo tales que ¢, < t, y M(t,) < M(t,).
Sea
ty = mix{s € [1,,,] | M(s) = M (1)}

Entonces M(t;) < M(s) para cualquier s € (t;,¢,), por lo que M(¢) no baja en ;. Ademas,
como t; €[t,t+e¢,,], entonces I(t;) C I(t), asi que también I,(¢;) C I,(¢). Por la eleccion de
t se sigue que Iy(t;) = I,(t). Tenemos entonces

I)(t5) C1(t;) CI(t) = Ly(t5),

asi que Iy(t;) = I(t;). Mostraremos ahora que esto implica que I,(#;) = {1,2,---,N}, lo que
nos lleva a una contradiccién porque entonces M(¢) tendria que bajar en #;. Ya sabiamos que
si 2 € Iy(t;), como K(;) =0, entonces

L(z) CI(t;) = 1o(t3)-

Como § es conexa, para cualquier £ € {1,2,---,N} existe una sucesion de vértices v, =
000,39, = v, tal que j; € T(j_,) para cada [ € {1,++-,5}. Como j, € (jp) y jo =
i € I(t;), entonces j; € I,(t;). Repitiendo este argumento s — 1 veces mas llegamos a que

k = j, € I,(t;). Entonces I,(¢;) = {1,2,--- ,N}.

M

I I
rot t t, t+e,,

Vamos a considerar ahora G = H? y la funcién M (t). Por la Proposicidon 8 se tiene que

Ki(t)= Z C,;(K;(t)—K;(¢))—B,K,(1)
)

JEL(

para algunas funciones positivas C;;,B; de los radios. Si tomamos i € I(t), como K,(t) =
max{Ky(t),M(t)}, se tiene que K,(¢) < K,(¢) para toda j, en particular para j € I'(7), y que

K;(t) >0, de donde K!(t) < 0y la igualdad se da si y solosiI'(z) C I(t) y K;(t) =0.
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Ahora probaremos que M (¢) baja en ¢ € [0,b) cuando I,(¢) = 0, {1,2,--- ,N} C I,(¢)
o I,(¢) = {0}. El primer caso se demuestra de manera similar manera como hicimos cuando
G? =E?. Por otra parte, si t €[0, b) es tal que {1,2,---,N} C I,(), entonces

K\(t) = K)(t)= - =Ky(t)=0.

Como ahora mostraremos, esto implica que la solucion r(¢) es constante en [ ¢, b). Para cada
1 €{1,2,---,N},definimos 7, : [¢£,b) — (0,00) como 7; = 7,(t). Sea 7(¢) = (7,(£), 75(£), -+ , Tx(2)).
Cada 7; es constante, entonces 7, =0, y K;(s) = K;(t) =0 paratodo s €[t, b), por lo que

7/(s)=0=—K,(s)F(s),

y entonces 7 es solucion de (ER]) en el intervalo [, 5); ademas 7(¢) = r(t), por lo tanto 7 = r
en [0, 5). Podemos elegir ¢ = %(b — t). Finalmente, st I,(¢) = {0}, para toda z € I(¢)\ {0} se
tiene K!(¢) < 0, por lo que K; baja en ¢. También, es claro que K; baja en ¢, por lo tanto M (¢)
bajaen .

Si existiera un tiempo en el que max{0, M} no baja, de nuevo podemos elegir ¢ con esta
propiedad y con I,(¢) del menor tamafio posible. Sabemos entonces que I,(¢) es no vacio y
que I,(t) # {0}, entonces I,(£) N {1,2,--- ,N} # 0 y podemos concluir como cuando G* =
E2. -

2.5. Existencia de soluciones a largo plazo

En esta seccion probaremos que para ambas geometrias, dada cualquier métrica de empaca-
miento 7y = (7,75, , 7y), la soluciéon maxima r(t) de (ER]) con condicidn inicial 7,, esta
definida para todo ¢ > 0, lo cual implica que lo mismo es cierto para el flujo de Ricci combi-
natorio. La herramienta principal para esto sera el siguiente resultado clasico de Ecuaciones
Diferenciales.

Lema 2.11. (Lema de escape) Sean U C R” un abierto y X : U — R” un campo vectorial.
Supongamos que b < oo y a : (a,b) — U es una curva integral de X. Si existe un compacto
K C U tal gue a[(a,b)] C K, entonces a se puede extender a un intervalo de la forma (a,b + ¢)
para algin e > 0.

oo

Demostracion. Sea(t,)°2 C (a,b)unasucesion creciente que converge a b. Lasucesion (a(t,))22,

. . . o8
esta contenida en el compacto K, por lo que tiene una subsucesion <a <tn >> , que converge a
s s=

un punto p en K. Sea f : (—e,e,)x Uy — U unflujo local de X, paraalgun ¢, > 0 y un abierto
U, C U tal que p € Uj,. Elijamos un entero positivo 7 suficientemente grande de manera tal

quea<tn >€%yb—tn < ¢,.Definimos B:(t, —e,,t, +¢,)— U como

N,

A =f(t=1,.a(s,))-
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Notemos que [ es curva integral de X porque

B)=fa—t, at, ) [1-1, ]

t

=X (1 e(s.)

=X(B(1)).
Ademas

5(e.) =1 0a(s, ) =(s.)

entonces, por la unicidad de soluciones, coinciden @ y [ en la interseccion de sus dominios.

Se sigue que podemos extender @ a (a,b)U (tn —epnt, + 51>. u

Proposicién 2.12. Si G* € {E?,H?}, para cualquier métrica de empacamiento r, € (0,00)N, la
solucion maxima r(t) de (ER) con condicion inicial r, estd definida para todo t > 0.

Demostracion. Sea r : [0,b) — (0,00)N una solucién del flujo de Ricci combinatorio con
b < o0 y r(0) = 7,. Denotemos d; al grado del vértice v,. Observemos que por la definicion
de triangulacidn se tiene que d; > 2. En ambas geometrias, cualquier angulo interior de un

triangulo esta en el intervalo (0, 7t); como K; =27 — > AyjeeT o ¥ se sigue que
n(2—d;) < K,(t) < 2. (2.46)
Consideremos primero el caso G? = E?. Por (ZZ8) y (ER]) tenemos
ri(t)

—2n < —— < n(d; —2).

r,(t)

De la monotonia de la integral se sigue que para todo ¢ € [0, ) se cumple

—2rt < J wds < n(d,—2)t,
o 7,(5)

pero ;Ej; = is log 7,(s), ast que

—2nt <logr;(t)—logr,(0) < 7(d, —2)t.
Aplicando la funcién exponencial y reacomodando llegamos a

r(0)e > < 7,(t) < r;(0)e™ 2, (2.47)
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La funcién f(x) = e** es creciente si a > 0 y decreciente si a < 0, entonces de (&2) se sigue

que
N

r[[0,6)] [ ][ 7,0),7,(0)e™ 4" | c (0,00),
j=i
asi que el Lema ”T1 nos asegura que r(¢) se puede extender a un intervalo de la forma [0, 5 +¢)

para algin ¢ > 0. Como se puede hacer esto para todo b > 0, se concluye entonces que la so-
lucién 7(t) se extiende a [0, co).

Consideremos ahora el caso hiperbdlico. La estrategia a seguir es la misma que en el caso
precedente: vamos a probar que para cada 1 <7 < N existen constantes positivas C; , C; tales

que C; < 7;(t) < C, paratodo t €[0, b). Comenzamos reescribiendo (ER]) como

QNN (2.48)
senh 7,(2) ' '

Observemos que

d r(0)\ _ ri(t)
Elog<coth 5 >__senhri(t)' (2.49)

Como K es siempre menor que 27, entonces

log <coth @) —log<coth @) :J K (t)dt <2rt,
0

y aplicando la funcién exponencial se llega a

coth <%> < Ce*™, (2.50)

en donde C = coth < 7"(o)> > 0. Si hubiera una sucesién (2,)22, C [0, b) tal que lim r.(t,)=

2 n—oo 1
(L
lim coth<¥> = 00,

n—oo

0, se tendria que

pero esto no es posible por (Z30), ya que ¢, < b para toda n > 0. Por lo tanto, existe una
constante positiva C; tal que paratodo ¢ €[0, b) se cumple que C; < 7,(¢). Para acotara r,(¢)

por arriba requerimos el siguiente lema.

Lema 2.13. Para todo ¢ > 0 existe un real L. > 0 tal que si v, > L_, entonces ka <e.
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Demostracion. Sea A, ;;, € T. Consideremos en H? tres circunferencias hiperbdlicas €;,€;, €,
que realicen a A, ;, con €; centrada en el origen. Estas circunferencias también son circunfe-
rencias euclideanas, y aunque para €; y €, no coinciden el centro hiperbdlico con el centro
euclideano, estos estan alineados con el origen. Denotemos R al radio euclideano de €, . Co-
mo R, crece cuando 7; crece, basta con probar que existe &, > 0 tal que (9{ F<esiR ;>3..De
ahora en adelante, todas las nociones métricas a las que hagamos referencia seran con respecto
a la métrica euclideana de . Denotemos P,, al centro de C,, y A al tridngulo con vértices
P,,P;y P,. En A, denotemos £, a la longitud del lado opuesto a P,, y 3,, al angulo interior

. . _ ]k
en P,,. En particular se tiene que 3, = 6'".

Aplicando la ley de cosenos en A obtenemos

y =R}+ R} —2R;R; cos(m — P(a;;)).
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Como 0 < P(a;;) < 3, entonces cos(rt — P(a;;)) < 0, y por lo tanto R —|—R§ < £;. Ademas
l, <1,dedonde R; < /1—R?y R, <4/1—R?. Entonces, por la ley de senos aplicada en A

tenemos
o ¢, R+R, 2/1—R 2,/I_R
sen@" = —“Lsenf3. <+ < < < ,
LY 'Y ¢ l; R,
y haciendo tender R; a 1, se sigue el resultado. u
Regresando ala prueba principal, si existiera unasucesion (¢,)%, C [0, &) tal quelim, 7,(¢,) =

. b )
oo, por el lema anterior se tendria que lim,,_, ., 0" = 0 para cualquier A, ;, € T'. En consecuen-
cla

lim K(z,) =2,

n—oQo

pero esto no es posible, ya que por la Proposicion 29 se cumple
K.(t,) <max{0,M(t,)} < max{0,M(0)},

y max{0,M(0)} es una constante menor que 27. De esto se deduce que existe una constante
positiva C; tal que 7,(¢) < C, paratodo t € [0, ). Entonces hemos demostrado que
2 2
N
rlo.0)]c] ][ C,]c@00)".

J=1

Del Lema ZTT se sigue que r se extiende a un intervalo mas grande [0, 5 + ¢). Como esto es
cierto para todo b > 0, entonces r se puede extender a [0, 00 ]. u

2.6. Un teorema que garantiza la convergencia

A partir de este punto, tabajaremos con (ER) si la geometria base es H?, y con (ERN) si la
geometria base es E?. Consideraremos soluciones r definidas para todo ¢ > 0. Daremos una
condicion suficiente para garantizar que r(t) converge a una métrica de empacamiento con
curvatura O en cada vértice si G* = H?, o con curvatura K, en cada vértice si G = H?. Esto
nos permitira en el Capitulo 3 darle una métrica hiperbdlica a nuestra superficie en el primer
caso, o una métrica plana en el segundo si la superficie es un toro o una botella de Klein. La
condicion sera la misma que en el Lema IZTT: que r[[0, 00)] se quede contenido en un com-
pacto, a su vez contenido en (0, 00)". Con ayuda de este resultado, en el capitulo 3 haremos
un analisis cuidadoso tomando en cuenta la topologia de la superficie S, que nos permitira en-
contrar condiciones necesarias y suficientes en la triangulacion con pesos (@, P) para asegurar
la convergencia de las soluciones de (ER]) o (ERN), segtn sea el caso.
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Teorema 2.14. Supongamos que r(t) es una solucion al flujo de Ricci con geometria base H? para
la cual existe un compacto K C (0,00)N gue contiene a r[[0,00)]. Entonces r(t) converge en
(0,00)N a una métrica de empacamiento cuya curvatura en cada vértice es 0.

Demostracion. Como las funciones B; que se mencionan en el Lema 8 son positivas y K es
compacto, los valores minimo y maximo de B; en este conjunto son positivos. Si los denotamos
C;1 Y €;p, Tespectivamente, para todo ¢ > 0 se tiene

Ciy S Bi(7y(2), 7y(2), -+, () < €5
Podemos considerar
¢,=min{c;,|1<i<N} y ¢,=max{c,|1<i<N}
paraacotar a todas las B; con las mismas constantes. Denotemos, como antes, M_ (¢ ) = max{0, M ()}
y m,(t) = min{0, m(¢)}. Necesitamos el siguiente lema para continuar.

Lema 2.15. Para todo t > O se cumple
M(t) <M (0)e™" y m(0)e™* <m. ()

Demostracion. Probaremos unicamente la desigualdad para M, ya que la demostracion de la
otra es analoga. Sea Z el conjunto de todos los ¢ € [0, 00) tales que M (s) < M_(0)e™** para
cadas €[0,t]. Como la desigualdad se cumple en ¢ = 0, entonces 0 € Z. Para concluir, bastara
con demostrar que para todo ¢ € Z existe ¢ > 0 tal que ¢ + ¢ € Z. Dividiremos la prueba en
dos casos: M (t) =0y M (t)>0.

Caso 1. M (¢t)=0
Por la Proposicion 9 se tiene que M, =0 en [, 00). Tomamos ¢ = 1; la desigualdad se
cumple en todo [ ¢, ¢ + ¢] porque para cualquier s en tal intervalo

M (s)=0<M(0)e ",

y por hipotesis la desigualdad es valida en [0,¢], asi que t + ¢ € Z.
Caso 2. M (¢t)>0

*

Consideremos nuevamente al conjunto /() = {i | K,(t) = M_(¢)} y ¢, como en (Z45).
Para cada i € I(t), se tiene K,(¢) = M (t) > O; por continuidad, existe ¢, > 0 tal que K|
es positivo en [£,t +¢; ]. Sea

e=min{e; |1 €I(r)}U{e,}.
Paratodo s €[t,t + ¢] se cumple que I(s) C I(¢) porque ¢ < ¢,. Tenemos entonces

Ki(s)= Z Cij(Kj(S)_Ki(s))_BiKi<S) <—B,K(s) < —¢,K(s).

7€)
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Como K; es positivaen [ £, +¢], entonces log K; esta definido; podemos entonces argu-
mentar como en (ZZ2) para llegar a que K.(s) < K.(t)e ¢~ paratodo s € [t,t +¢]y
paratodo i € I(s). Por lo tanto tenemos

M (s) = K(s) S K,(£)e ™10 = M (£)e ™10~ < M,(0)e~11e™C~) = 1 (0)e ™",

y entonces t +¢ € Z.

La prueba de la desigualdad para m () es exactamente la misma, invirtiendo todas las desigual-
dades. u

Como consecuencia del Lema T3, para cada 7 € {1,2,--- , N} se tiene
m, (0)e™ 2" <m (1) <K;(t) < M (t) <M, (0)e™,

de donde K;(o0) = 0. Ademas, como las funciones en los extremos son integrables de 0 a oo,
entonces K (¢) también lo es. Por (Z49), integrando de 0 a oo obtenemos

fooo K (t)dt = logcoth<@> —logcoth <@> ,

de donde 7;(0) es positivo. Por lo tanto r(00) es una métrica de empacamiento con curvatura
0 en todos los vértices. m

Teorema 2.16. Supongamos que r(t) es una solucion al flujo de Ricci normalizado con geometria
base B2 para la cual existe un compacto K C (0,00)N gue contiene a r[[0,00)]. Entonces r(t)
converge en (0,00)N a una métrica de empacamiento cuya curvatura en cada vértice es K, .

Demostracion. Definamos la funcion f:[0,00) — R como

N

f()=> (Ki(t)—K, ).

i=1

Esta funcion es no negativa; trataremos por separado los casos en que f se anula en algin pun-
to, y cuando es estrictamente positiva.

Si existiera algtin ¢ € [0,00) para el cual f(¢) = 0, entonces K;(t) = K, paracada: €
{1,2,---,N}; veremos que, si esto pasa, la solucion r se estaciona en r(t¢). Definimos 7, :
[t,00) — (0,00) como 7, = r,(t) ysea 7 = (7,75, , 7). Tenemos que K,(7(s)) = K,(r(t))
para todo s €[0, 00), entonces

7/(s)=0=—(K,(t) =K, )r;(t) =—(K(s) =K, )F(s),

pr
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Entonces 7 es solucion de (ERN) en [, 00); mas aun, 7 y r coinciden en este intervalo porque
7(t) = r(t). Concluimos que r(00) = r(t) es una métrica de empacamiento con curvatura K |
en todos los vértices.

Supongamos ahora que f(¢) es positiva para todo ¢t > 0. Como probaremos mas adelante,
existe una constante positiva ¢ tal que

F(t)<—cf(t). (2.51)

Teniendo esto, podemos concluir como sigue: como log f () esta definido, podemos argumen-
tar como en (Z47) para llegar a

)< f(0)e™ (2.52)

paratodo t >0, pero (K;(t)—K, )* < f(t), entonces K;,(c0) =K paratodoi € {1,2,---,N}.
Usando (ZA2) se tiene

—/f(0)e T <K(1)—K, <+/f(0)e 7,

y como las funciones en los extremos son integrables de 0 a 0o, entonces K;(t)—K, también.
Por otro lado, reescribimos la ecuacién (ERN) como

. Vl'/(t) _ d
(K (1=K, )= 2 = 2 logr, (],

e integrando de 0 a oo llegamos a

—f K,(t)—K, dt =logr,(c0)—logr,(0),
0

y como log esta definido solo para los reales positivos, se sigue que 7,(00) es positivo. Entonces
r(00) es una métrica de empacamiento con curvatura K, en todos los vértices. Solo nos resta
encontrar una constante ¢ > 0 tal que se cumpla (50). Comencemos observando que como
r(t) es solucion de (ERN), entonces 7(t) = ) ) (FR), pero 7(t) es un multiplo

de r(¢), por lo tanto K;(r(¢)) = K,(7(t)) para todo i € {1,2,---N}. Ses sigue que K.(r(t))
también evoluciona de acuerdo a la ecuacion (Z44). Desarrollando f(t) obtenemos

f(t):Z( ZKZ t)—2K, ZK t)+NK,

—ZKZ t)—2K (NK, )+ NK’ = ZK2 — NK?

pr?
1=1
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y derivando con respecto a ¢ llegamos a

:ZNJZKi(t)K/ t
—2ZK(t Z K;(t))

zzz K (6)— K (1)K, (1)

=13 K (1 )+ G0y ]
=2 2 [ O= KK+ C, K=K K )]
=2 Z C.i( Ki(1))?

:—22 C, (K (1)K, (0))

Las funciones C;; son continuas y positivas, y K es compacto, por lo que existe ¢; > 0 tal que

¢ S Ci(r(2),my(2), -+, ry(2))
para todo ¢ > 0y para cualesquiera indices 7, 7 con j €I'(z). Se tiene entonces
<=3 2K, ) 253)
i=1 jeI(i)

Ahora daremos una cota para el lado derecho de la desigualdad anterior usando el siguiente
lema.

Lema 2.17. Existe una constante positiva c,, que sélo depende de la triangulacion A, tal que

ZK —K)) <ZZK —K.Y

i=1 el (s

para cualquier métrica de empacamiento (v, 7y, -+, 7x)-
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Demostracién. Como § es conexa, para cualesquiera dos vértices distintos v; y v}, existe una
sucesioén de vértices Vi = Uy Vg U = Y tal que k, € T'(k,_,) paratodo [ € {1,---,s}.
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

=30, x0)) <(300) (k07 ) = 3, K,
=1 =1
Sumando todas estas desigualdades para todos los indices 7 # j llegamos a
Z (K, — K, < Z Z b(K;—K,)
i=1 jel(z)
para algunos enteros b,; > 0. Si B =max{b,; | 1 <i < N,;j €I(i)}, tenemos

ZK —K)) <BZZK —K,)

1= 1 jer()
or lo que podemos elegir ¢, = +
P que p gir &, = g- [ |

Ahora tomemos i € {1,2,---,N} y t €[0,00). La funcién g,(x) = (K,(¢t)— x)* es convexa,
por lo que podemos aplicar la desigualdad de Jensen como sigue:

N(K;(t)—K, Ngl< ZK >Szgi(Kj(t)):Z(K t)—

Sumando paratodo i € {1,2,---,N} obtenemos

t)<ZZ (K,(t)— (2.54)

=1 j=

Finalmente, por (ZT4), el Lema 17 y (Z54) se tiene

—clzZ(K(t — K, (1)) —cchZ(K(t —K.()? < —c,c,Nf (1),

1=1 jeI'(i)

entonces pOdeOS tomar ¢ = ¢ CZN'
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2.7. Unicidad: las curvaturas determinan a la métrica

En esta seccidon abordaremos la siguiente pregunta que surge de manera natural: si

r=(r,77y)

es una métrica de empacamiento cuyas curvaturas en los vértices son K(r) = (K, K,, -+ ,Ky),
cexistird alguna otra métrica de empacamiento 7 tal que K(7) = K(r)? Si G* = E?, como
hemos mencionado en repetidas ocasiones, se cumple K(r) = K(Ar) para todo A > 0. ¢(Habra
otras? ¢Qué sucede en el caso hiperbdlico? Antes de enunciar el resultado que nos ayudara a
contestar estas preguntas, necesitamos una definicién y un poco de notacién. Sean V C R¥
un abierto, » : V — R una funcién diferenciable y v un punto en V. Denotaremos H? al
hessiano de » en v y gradh al campo gradiente de 5. Si V es convexo, diremos que 5 es
una funcidn estrictamente convexa (convexa) si para todo v € V, el hessiano de s en v es
definido positivo (semidefinido positivo).

Lema 2.18. Sean V C RN un abierto convexoy b : V — R una funcion estrictamente convexa.
Entonces gradh : V — RY es inyectivo.

Demostracion. Tomemos dos puntos distintos x = (X, %y, ,Xx) YV = (Vs V05 Vy) en V
y sea g :[0,1] — R definida como

g(t)=h(x+t(y —x)).
Derivando g llegamos a

g'(t)= gradh(x +ily—x))(y—x)"

N

Z x+t (y —x))(v; —x;).

Derivando una vez mas obtenemos

N ah -
Z L—x grada—(x—l—t(y X))y —x)
y x) x+ty x)(y x)T
Por hipétesis, H?, (y_x) €S definido positivo, asi que g” > 0, de donde

gradh(x)(y —x)" = g'(0) < g'(1) = gradh(y)(y —x)",

por lo tanto gradh(x) # gradh(y) u
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Recordemos que las soluciones de (ER]) son las curvas integrales del campo vectorial
R:(0,00)N - RN
definido para cada r = (7, 7,,--+, 7\y) como
R(r) = (=K,(r)s(ry),=Ky(7)s(73), -+ , =Ky (r)s(ry)),

entonces nuestra tarea consiste en hacer un cambio de coordenadas para que R se vea como
el campo gradiente de una funcion convexa f conveniente para asi poder aplicar el resultado
anterior.

Si G* = E?, definimos para cada i € {1,2,---,N} la funcién #, : (0,00) — R como
u;(r;) =logr,,

y sea U = RN, Por otro lado, si G* = H?, definimos #, : (0, 00) — (—00,0) como
7.
u(r,)= logtanh<5‘>,

y U = (—00,0)". Notemos que en ambos casos

du. 1

1

dr; N 5(71‘),

y u; es un difeomorfismo de (0, 00) a su imagen; entonces, si definimos ¥ : (0, 00 )N — U como

W(ry, 1gsre s 1) = (0 (1))s y(7)s -+ 5 n (7)) (2.55)

se tiene que ¥ es un difeomorfismo de ( YN a U. Haciendo este cambio de coordenadas,

00
R

0,
nos interesan ahora las curvas integrales de R =W R, que esta dado para cada u € U por

R(uy, g+ s uy) = DV, (R(r)) = (=K (), —K(w), -+ ,—K (n)), (2.56)
endonde r =0 (u)y K, =K, o U1,

(0, 00)N SRR

Para continuar necesitamos el proximo lema.



60 CAPITULO 2. FLUJO DE RICCI COMBINATORIO

Lema 2.19. Para cualesquiera i,j € {1,2,--- ,N} se cumple

oK. K,
du, - u,’
Demostracion. Se tiene que _
IR, OK,
= 3(7‘4)
du; dr;

por la regla de la cadena. Si j ¢ I'(z), los angulos 6/}* no dependen de 7; y los dngulos &}* no
dependen de 7;, por lo tanto
JK, OJK, IK; IK,

e 4 )=0=—= )= L.
314]- 37]- s(r]) ar, () 314]-

En cambio, si j € I'(7), existen exactamente dos indices & y k' tales que I'(z) NT(j) = {k, &’}.

Por el Lema ’A tenemos
IK. 26* 26
z5<r],):_< : s(r].)+ 8:’ S(T]-)>

ar. dr.

] ] ]

agk oo
=\ 25 s(r;)+ Q—%S(ri)

i

_JK;
-~ I

]

s(rj),

4
como s¢ queria. ]

Dicho en otras palabras, y usando términos que no definiremos, acabamos de probar que la

1-forma
N J—
w= ZK du,
=1
en U es cerrada. Entonces, para cualquier punto @ = (a,,4,, -+ ,ay) € U, la funciéon
u
fw="o
a
est4 bien definida y su campo gradiente es (K ,K,,--- ,K ). Esta ser4 la funcién que nos va a
servir; enseguida definiremos f con todo cuidado. Consideremos un punto @ = (a,,a,,* -+ ,ay)

en U y definamos la funcion f : U — R como

JACT 7NN :L Zl?i(a +t(u—a))u,—a)dt. (2.57)



2.7. UNICIDAD: LAS CURVATURAS DETERMINAN A LA METRICA

Veremos ahora que gradf es (K, K,, -+ ,K ).

Lema 2.20. El campo gradiente de f es (K ,K,,-+ ,Ky)

Demostracion. Definimos para cada i € {1,2,--- ,N} lafuncion F, : U x [0,1] = R como
F(uyy gy sty t) =K (a+ t(u—a))(u; —a;).

Tenemos entonces que

1 N
f(”):f Fi(styythyy-++ s sty t)dt.
0 1

1=

Derivando con respecto a #; se obtiene

]
3 1 N a i
g—i(u):fo Zaf{(u,t)dt.

=1 ]

Calculemos ahora las derivadas parciales 5-*; si i # j, tenemos
]

JdF,, . K,
Q_%(M’t)_ In, (a+t(u—a))t(n,—a,)
K.
= —L(a+t(u—a))t(u;—a,).
du,
Por otro lado,
é)F]- = 3]?].
a—uj(uﬁ)— ]»(a—i-t(u—d))—i—a—uj(a—l—t(u—a))t(uj—a]-),
entonces
af . ('
3_14]. M)—Jo ;a—uj(u,t)dt
B (‘1 N 8]?] .
=] tzg—%i(a-l—t(u—a))t(ul—al)—l—Kj(a-i—t(u—a))dt
(-
= | 1R (et =)
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Para demostrar que f es convexa emplearemos el siguiente lema de Algebra Lineal.
Lema 2.21. Sea H = (h;; VY., una matriz real y simétrica. Se cumple lo siguiente:
i,j=
(1) Siparatodoi€{1,2,---,N} se tiene que Z |h,;| < b,;, entonces H es definida positiva.
j#i
N
(ii) Siparatodoi €{1,2,--- ,N} setiene que 0 < h,;, b, <Osik#iy Zhij = 0, entonces

=1
H es semidefinida positiva.

Demostracion. Tenemos que probar que si H satisface las condiciones en (z), sus valores pro-
pios son positivos, y que si cumple las condiciones en (z2), sus valores propios son no negativos.
Supongamos que A es un valor propio de H y sea x = (x;,%,,"+*,Xxy) 7 0 un vector propio
correspondiente a A. Tomemos i € {1,2,---,N} tal que

;| = max{]x, |, [, e[}

Podemos suponer que x; > 0, si no, tomamos —x. Como Hx? = Ax’, entonces Ax; =
N b, .x;.Si H es como en (7), se tiene

j=1"i77";"
N
j=1

J#i
Zhiixi_2|hij|xi
j#i
=X; <bii +> |hij|> >0,
J#i

de donde A > 0. En cambio, si H es como en (1), tenemos que

N N
Ax; =D x> D> hyx; =0,
= =

entonces A > 0.

Proposicion 2.22. Sea f la funcion definida en (I32).

(1) Si G* =P, entonces f es estrictamente convexa.

(11) Si G* =TE?, entonces [ es convexa.
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Demostracion. Paracadai € {1,2,---,N} tenemos
Jf OJK, OK, a0/
8 2 8 8 (7’ )_ Z - 8 S(ri)’
“; & Ti N 7;

entonces el inciso (i) del Lema 23 nos asegura entonces que > f > 0. Por otro lado, recorde-

mosquesu;ézentoncesi, =0si]¢T(2)y ”7<Osi]'er()dedonde9 <051
i # j. Mas atn,

Nog2f 9K, K,
;3%3%- u, Z&’u 314 Z 314
&)K 6]/6 9/61
+Z_S )=—s(73) Z B +ZZ 2
j€L() AijkeT Ti JEL() A;jpeT 7;
(0" +0% 107
=—s(r;) > e ;J i k>. (2.58)
A; €T 7;

Si G* = H?, el inciso (2) del Lema 23 implica que (Z38) es positivo, por lo tanto

Z a*f 32f
— 5’%-3% 9142’
J#i :

y concluimos por el Lema ZZ1 que H/ es definido positivo para todo # € U y que f es
estrictamente convexa. Si G = E?, de (Z3R) y el inciso (z) del Lema I3 se sigue que

Zgu'au' =0, (2.59)

entonces el Lema 27T nos garantiza que f es convexa.

Finalmente estamos listos para demostrar el teorema de unicidad.

Teorema 2.23. Sea K : (0,00)N — RN la funcién que asigna a cada métrica de empacamiento
(71, 7+ s 7)) su vector de curvaturas (K, K,y -+ ,Ky).

(1) SiG? =H? entonces K es inyectiva, es decir, la métrica de empacamiento estd determinada
por las curvaturas en sus vértices.
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(11) Si G* =TF?, K restringida al conjunto
E={(r, 7y, 1) €0, 00)" [ 17y 1y = 1}

es inyectiva, es decir, la métrica estd determinada por las curvaturas en sus vértices, salvo
multiplicacion por un escalar.

Demostracién. Comencemos considerando el caso G? = H?. Sean r,7 € (0, 00)" dos métricas
de empacamiento distintas, y sean # = U(r) y # = ¥(7), en donde ¥ es la funcion definida
en (Z55). Sabemos por la Proposicion que f es estrictamente convexa, entonces el Lema
T8 nos asegura que

gradf = (K,K,, -+, Ky)

es inyectivo, por lo tanto
K(r)= (K (), Ky(u), -+, Ky () # (K (i), K, (i), - . K, (i) = K (7).

Para el caso G* = E?, hasta ahora sélo sabemos que el hessiano de f es semidefinido positivo;
veremos que, ademas, su nicleo es de dimensién 1y que generado por (1,1,-+-,1). Sean p € RN

y x = (x;,%,,-*+,Xy) un vector en el nacleo de HI{ distinto de 0. Por (Z39) se tiene que las

entradas de cada renglon de H;: suman O, por lo que (1,1,---,1) esta en su ntcleo. Por otro
lado, elijjamos z € {1,2,---, N} tal que

;| = max{|x, ], [, -+, [y}

Podemos suponer que x; > 0. Como H}: xT =0, entonces

j=1 j#i :
_ a*f a*f a*f
— <_§ &’ulé’uj< )>+jz7éixj3u du () ].Z#&’ulé’u (P)x; =)
K K
:Za_uj(x]_xi): Z a—uj(x]—x,)

.. . IK; , . . .
Si j € I(7), sabemos que 7 <0, ademas x; —x; < 0 por la eleccion de z; se debe cumplir

entonces que x; = x; para todo j € I'(i). Como la superficie § es conexa, podemos repetir
varias veces este argumento para concluir que
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como queriamos. Usando esto probaremos que K restringida a E es inyectiva. Sean 7,7 € E
dos métricas de empacamiento distintas,

\Il(r):u:(ul,nz,--- ’”N) y \I]<7):ﬁ:<771”722"“ ”IZN>'
Entonces
i tuy+tu, =, +u,+--+ 1y =0,
por lo tanto # — u no es multiplo de (1,1,---,1) y, en consecuencia, no esta en el nucleo de

HI{ paratodo p € U. Consideremos la funciéon g : [0,1] — R dada por
g(t)=f(u+t(u—u)).

Sabemos que

g'(t)=(F—mH’ . (i—u),

u+t(u—u)

por lo tanto g”(¢) > 0 para todo ¢ €[0, 1]. De esto se deduce que

gradf (u)(ii —u)" = g'(0) < g'(1) = gradf (#)(H —u)",

y entonces

K(r)= (K (u),Ky(u), -, K(w)) # (K (i), K (i), , K (i) = K(F).
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CAPITULO 2. FLUJO DE RICCI COMBINATORIO



Capitulo 3

Uniformizacion de métricas de
empacamiento

En este capitulo final, veremos el alcance que tiene el flujo de Ricci combinatorio al usarlo para
obtener resultados puramente geométricos. Comenzaremos dando condiciones necesarias y
suficientes sobre una triangulacion con pesos de una superficie cerrada S, para garantizar que
el flujo converge a métricas con curvatura constante en todos los vértices, de ahi el nombre del
capitulo. Mas especificamente, daremos respuesta a las siguientes preguntas:

» SIGP=H?y y(S) <0, ¢bajo qué condiciones las soluciones del flujo de Ricci combina-
torio convergen a la métrica de empacamiento con curvatura 0 en cada vértice? Cuando
esto pase, podremos dar a § una métrica riemanniana hiperbdlica.

= Si G* = %, ¢bajo qué condiciones las soluciones del flujo de Ricci combinatorio nor-
malizado convergen a una métrica de empacamiento con curvatura K en cada vértice?
Cuando éste seael caso 'y y(§) =0, podremos de esta forma dar a § una métrica rieman-
niana plana.

Después, daremos equivalencias de las condiciones obtenidas en ambos casos, las cuales nos fa-
cilitaran establecer dos interesantes corolarios para empaques tangenciales de circunferencias,
es decir, cuando la funcién de pesos P es constante 0.

Introduciremos ahora algunos conceptos y notacion que usaremos a lo largo de este capi-
tulo. Sea S una superficie y @ : ||.£|| — § una triangulacion. Para cada subconjunto no vacio
I de {1,2,---,N} definimos V, como el conjunto de vértices v; con i € I; denotaremos A,
y T; a los conjuntos de aristas y triangulos, respectivamente, con todos sus vértices en V.
Consideraremos ademas

S,=V,UA,UT,,

67
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con la topologia de subespacio de §; notemos que entonces §; es el poliedro de un complejo
simplicial de dimension < 2. Finalmente, definimos al conjunto

Lk(I)={(a;,v;) |7, k¢ 1,i €, A, €T}

Unas de las herramientas clave para probar los resultados de uniformizacion son los Teore-
mas T4 y ITA, que nos aseguran que basta con encerrar una curva integral del flujo en un
compacto para garantizar la convergencia. Cuando esto no suceda, algunos puntos de la solu-
cibén se acercaran a la frontera de (0, 00)N. La siguiente proposicién nos dice qué pasa con las
curvaturas en los vértices en tal caso.

Proposicion 3.1. Sea (®,P) una triangulacion con pesos de S y sea I un subconjunto no vacio
de {1,2,--- ,N}. Supongamos que (r,,)) , es una sucesion de métricas de empacamiento basadas en
(®, P), con geometria base G* € {E*,H?}, tal que

oo, 4
r> = lim r,

: n—oQ

es O cuando 1 € I 'y positivo en otro caso. Entonces

lim > Ki(r,)=2mx(S)~ > (n—Pa)).

el (a,v)eLk(I)

Ademds, si I #{1,2,--- ,N}, para cualguier métrica de empacamiento r de S se cumple que

DK (r)>2my(S)— > (m—P(a)). (3.1)

el (a,v)ELR(I)

Demostracion. Recordemos que para cualquier métrica de empacamiento r y para cualquier
./
tridngulo A, € T se cumple

614 (r) + 04 ()+ 6 (r) = 7= xrea( D, (1), 2

en donde x es la curvatura de G*. Podemos escribir la suma que nos interesa como

ZKi(r):Z[Zn— > ejk(r)}

el el A€l
=27)1|=> > 0%(r). (3.3)
el A €T

Consideremos los siguientes conjuntos de triangulos:

T={A €T |{i,j,k} NI ={i}},
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T,:={A €T |{i,j,k}nI={i,j}},
T,:={A €T |{i,j,k} C1}.

Tenemos entonces la siguiente igualdad

D> 0= >0 (O )+ () +8 () + D (85 + 0 () + D 6.

el AjipeT A k€T3 Ajir€T Ajik€Th

Analizaremos como se comportan estos ultimos tres sumandos al evaluar en , y haciendo
tender 72 00. 81 A, € T, entonces 7 = r = r* =0, por lo que Area(A, ,(r,)) — 0. Por
(32) podemos concluir que

k ki ij
lim (61 (r,) + 6% () + 6/ (r,)) = (3.4)

n—oQ

Por otro lado, si A, € T), entonces 7 = 7 =0y r.* >0, de donde la longitud de la arista
a;; tiende a 0 y las longitudes de 4, y 4, tienden a 7°. Tenemos entonces que tanto 6, (r,,)
como Area(A,;,(r,)) convergen a 0, asi que por (B2) se sigue que
/ Tk ki _

lim (6 (r)+6% (1)) = (3.5)
Finalmente, si A, € T}, entonces r° =0y 7%, 7.7 son positivos, asi que en el limite, el
triangulo A, j realiza a un tridngulo en G? cuyos vértices son los centros de dos circunferencias
con radios 7° y r.°, respectivamente, que se cortan con angulo P(a;;), y uno de los puntos
de 1ntersec01on de estas circunferencias. Se tiene entonces que

lim (9]( a) =T —DP(a,). (3.6)

n—oQ
Por otra parte, observemos que cada arista en §; esta en exactamente dos triangulos de S, cada
uno de los cuales pertence a 7, 0 a T;; ademas, cada triangulo en 7, tiene exactamente una
arista en A, y cada triangulo en T tienes sus tres aristas en A,, por lo tanto 3| T;|+| 75| = 2|4,|.

Como Ty = T, tenemos entonces | 15| + | T,| = 2(J4;| —|T;|). En resumen, al evaluar (33) en
en r, y tomar el limite cuando » — oo, por (34), (33) y (36) obtenemos lo que buscabamos

lim > K, (r,) = 27|1| - lim [ > (G )+ 65 () + 6/ ()
nmee 1€l nmee AjreTs

¢ 3 esstin) 3 o)

z]keTZ z]kETl



70 CAPITULO 3. UNIFORMIZACION DE METRICAS DE EMPACAMIENTO

:zn|1|—<n<|T3|+|Tz|>+ > <n—P<a>>>

(a,0)eLk(I)
=27(I| = A, | +|T)— > (n—P(a))
(a,0)eLk(l)
=2rx(S)— >, (n—P(a)). (3.7)

(a,v)eLk(])

Sea r una métrica de empacamiento de S cualquiera. Notemos que por (32) se tiene que si
A, € T, entonces ka(r)+t9fi(r)+9;](r) <7, ysiA, €T, entonces ka(r)—kﬁfi(r) <.
Supongamos ahora que A, € T;. Por el inciso (z77) del Lema 23, sabemos que si fijamos
a 7,y r,, entonces @fk es decreciente como funcién de 7;, y como la igualdad <9£k =n—

P(a;;,) se alcanza en el caso degenerado r; = 0, se sigue que Q{k(r) < m—2P(a,). Si ] esta
contenido propiamente en {1,2,---,N}, el conjunto 7, debe ser no vacio. Con base en esto y
(B2), podemos concluir que (1) se cumple, como queriamos. u

3.1. Uniformizacion con geometria hiperbolica

En esta subseccion daremos condiciones necesarias y suficientes sobre una triangulacion con
pesos de una supercie cerrada S, con y(§) < 0, para garantizar la convergencia de las soluciones
del flyjo de Ricci combinatorio. Comenzaremos probando algunos lemas que facilitaran la
demostracidn del resultado principal.

Lema 3.2. Si r(t) es una solucién de (EX)) con geometria base H?, existe una constante C > 0 tal
que r;(t) < C para todo i € {1,2,--- ,N} y para todo t > O.

Demostracion. El resultado se sigue del Lema 713, porque si existieran z € {1,2,---,N} y una
sucesion (t,), C[0,00) tal que lim,_, _ 7,(¢,) = oo, entonces lim _, _ K.(r(t,)) =27, lo cual

no es posible por la Proposicion 9. m

Lema 3.3. Sea r(t) una solucién de (ERl) con geometria base H?. Si la imagen de r no estd con-
tenida en ningin compacto K C (0, 00)N, existe una sucesion de reales positivos (t,,), tal que
lim t, = 09, la sucesion (r(t,)) -, es convergente'y el conjunto

n—oo n

I= {i | lim ri(tn):O}

n—oQ
es 10 vacto.

Demostracién. Sea C > 0 como en el Lema B2. Tenemos entonces que r[[0,00)] C [0,CTV,
lo que implica que toda sucesion contenida en r[[0, 00)] tiene una subsucesion convergente.
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Como 7[[0,00)] no est4 contenido en ningtn compacto K C (0, 00)", debe existir un indice
i tal que
inf{r.(t)| r €[0,00)} =0.

Ahora vamos a construir inductivamente ina sucesion (s,), C [0, 00) tal que paratodo 7 >0

se cumplaques, +1<s w1 ¥ 7 i(5,41) < < ( ,)- Podemos tomar s, = 0. Supongamos que ya
tenemos los primeros 7 términos de la sucesmn Como 7, alcanza su minimo ¢; > O en el com-
pacto [0,s, + 1], debe existir un niimero s, ; con las propledades requeridas, de lo contrario

1 . . .
min {ci, 3 7’;’(57;)} seria cota inferior de 7,(¢), lo cual no es posible. Podemos ahora tomar una

. oo o) S8 .
subsucesion convergente <r <5nk ))k—o de (7 (s,))”,, y entonces <S”k >k—0 cumple las propiedades
requeridas porque 7; <snk> — 0. Tomamos t, =, . -
Teorema 3.4. Sean S es una superficie cerrada con caracteristica de Euler negativa, y (®,P) una

triangulacion de S con pesos. Entonces toda solucién r(t) del flujo de Ricci con geometria base H?
converge a una métrica de empacamiento con curvatura O en cada vértice si y solo si, para todo

subconjunto propio no vacio I de {1,2,--- ,N} se cumple
2my(S)— > (m—P(a))<O. (3.8)
(a,0)eLk(I)

Demostracion. Por el Teorema P23, sabemos que si existe una métrica de empacamiento con

curvatura O en cada vértice, ésta es Unica. Si tal métrica existe, la denotaremos r,. Comencemos

suponiendo que toda solucion de (ERI) converge a ro; en particular, 7, existe. Si/ € {1,2,--- ,N}
’ . . ey

es no vacio, aplicando la Proposicién B con r, se deduce que se cumple (B-R).

Supongamos ahora que (B8) es valida para todo I € {1,2,---,N} no vacio. Para empezar,
probaremos que 7, existe. Por el Lema T3, podemos elegir una métrica de empacamiento r,
con radios suficientemente grandes de manera tal que K,(r;) esté muy cercana a 27, para cada
i €{1,2,---N}; en particular tenemos K (r;) > 0. Sea r,(¢) la solucion de (ER]) con condicion
inicial 7;. Por la Proposicion P9 (principio del maximo) se tiene que K (7,(¢)) > O para todo
t > 0. Por el Teorema T4, si probamos que 7[[0,00)] esta contenido en un compacto K C
(0, 00)N, habremos terminado. Si éste no fuera el caso, podemos considerar lasucesion (z,)” C
[O,oo)eIC {1,2,---,N} como en el Lema B3. Como >, _, K,(r(t,)) > 0 para toda n > 0,
por la Proposicion B se tiene

0< lim D K(ry(1,)=2mx(S)— > (r—Pla)),

el (a,v)eLk(I)

1€l

lo cual no es posible. Ahora probaremos la convergencia de una solucion cualquiera r(¢) de
(ER)). Vamos a considerar el cambio de coordenadas ¥ : (0, 00)N — U definido en (233). Si f
es la funcion que introdujimos en (Z52) y « = Vo r, por (Z54) y el Lema 70, sabemos que
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a es curva integral de —grad/". El punto u, = ¥(r,) es punto critico de /', y como veremos a
continuacion, es el inico minimo global de f. Para probar esto, tomemos # € U \ {u,} y sea
g(t)= f(uy+t(u—muy)). Como f es estrictamente convexa, entonces

0 < (u—up)H’ (n—uy)" = g"(r)

g+t (u—uy)

paratodo ¢ en donde g esté definida, por lo que g’ es creciente. Entonces, s10 < ¢ < 1, tenemos

0= gradf (u5) - (u—u5) = g'(0) < g'(1),

de donde se sigue que g es creciente en [0, 1], y por lo tanto f(u,) = g(0) < g(1) = f(n).
Ahora observemos que como « es curva integral de —gradf, por la regla de la cadena se tiene
que
df oa
dt
asi que f o a es decreciente; sabemos ademas que esta funcion esta acotada inferiormente por

f (uy), por lo tanto f o a(t) converge cuando ¢ — oo. Podemos entonces garantizar que la
integral

(t)=—llgrad/f (a(:))II <0, (3.9)

jo " llgradf (a(e)|Pde

converge, ya que si integramos de 0 a ¢ en (B9) se obtiene

foa(0)— foa(t)= j leradf (a(t)|Pd.

Este hecho nos permite construir una sucesion (¢,)=, C [0, 00) tal que

lim¢, =00 y lim gradf(a(z,))=0.

n—oo

Se sigue que (7(t,))>*, es una sucesion de métricas de empacamiento de S tales que K, (r(z,)) —
0 cuando 7 — oo, para todo i € {1,2,---,N}. Podemos concluir por el Lema 9 (principio
del maximo) que paratodaz € {1,2,--- ,N} se cumple

lim K.(¢)=0,

t—00

asi que del Lema B3 y la Proposicion BT se sigue que 7[[0, 00)] esta contenida en un compacto
K C (0,00)N. Finalmente, el Teorema ZT4 nos garantiza que () converge a 7. u
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3.2. Uniformizacion con geometria euclideana

Si consideramos métricas de empacamiento r con geometria base E?, por la Proposicién
sabemos que K,(r) + K,(r) + --- + Ky(r) = 2y (S), y de la Proposicién B se sigue que
(K(r),-++ ,Ky(r)) esta en el conjunto

H]:{(xl,xz,---,xN)GRN X+ x4 x> 2 (S,)— Z (n—P(ﬂ))},

(a,v)eLk(I)

paracadal C {1,2,--- ,N}. Entonces, todos los vectores de curvatura pertenecen al conjunto
P=(N{H, |®§1 CH{L2,-- NN {(x), %95 st)ERN |y + x4+ xy =27y (S)}-

Como veremos ahora, también todo punto de P es de la forma (K,(7),- - , Ky(r)), para alguna
métrica de empacamiento r. Consideraremos a K como la funcion definida en el Teorema
D73. Para un espacio topologico X y un subconjunto A C X, denotaremos cly (A) y Fry(A) a
la cerradura y la frontera de A en X, respectivamente.

Proposicién 3.5. La funcién K : (0,00)N — P es sobre.

Demostracion. Sea
H:{(rp"za”'s”N)E(O’Oo)N|7’1+7'2+"’+”N:1}-

Como K(r) = K(Ar) para cualquier métrica de empacamiento r y cualquier A > 0, entonces
K[H] = K[(0,00)N]. Como P es conexo, para probar que K[H] = P, bastard con probar
que K[H] es abierto y cerrado en P. Tanto H como P son homeomorfos a abiertos de RN,
y sabemos por el Teorema 73 que K restringida a H es inyectiva y continua, asi que por
el teorema de invariancia del dominio (ver [HA, pag. 172, Teo. 2B.3]) se tiene que K[H ] es
abierto en P. Por otro lado, sean p un punto en cly(K[H]) y (r,), C (0,00)" una sucesién
tal que

lim K(r,) = p.
Como clpn(H) es compacto, existe una subsucesion (rnk )Zo: , de (7,)72, que converge aun punto
q- Notemos que g no puede estar en Frpy(H), ya que de ser asi, por la Proposicion B se
tendria que p estd en Frpy(P), lo cual es falso. Entonces g esta en H y K(q) = p, de donde

p € K[H]. Concluimos entonces que K[ H ] también es cerrado en Py por lo tanto K[H] =
P. -
Teorema 3.6. Sean S una superficie cerrada y (9, P) una triangulacion de S con pesos. Entonces
toda solucidén r(t) del flujo de Ricci normalizado con geometria base B* converge a una métrica

de empacamiento con curvatura K en cada vértice si y slo si, para todo subconjunto propio no
vacio I de {1,2,--- ,N} se cumple

2my(S;)— > (n—Pa))<|I|K,,. (3.10)

(a,0)eLk(I)
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Demostracion. Recordemos que si r(t) = (r,(t), 7,(t),- -, r\()) es una solucion del flujo de
Ricci normalizado, entonces 7,(2)7,(t)--- ry(t) es constante por (Z4). Para cada A > 0, sea

EA:{(”l”’z"" :VN)E(O’OO)N| ”1”2""’N:/1}-

Por la Proposicion B3 sabemos que existe una métrica de empacamiento con curvatura K, en
cada vértice si y s6lo si (310) se cumple paratodo I € {1,2,---,N} no vacio. De ser as, por el
TeoremaZ73, en cada £ existe una inica métrica de empacamiento con curvatura K, entodos
los vértices, que denotaremos r,. Entonces la suficiencia queda demostrada. Supongamos ahora
que (B10) es cierta para todo / como en el enunciado. Consideremos el cambio de coordenadas
¥ : (0,00)N — RN definido en (Z353). Entonces ¥[E,] es un hiperplano en RY con vector
normal (1,1,---,1).Seanu, = ¥(r,)y f : RY — Rlafuncién definidaen Z52).Sea b : RN — R
la funcion

h(u) :f(”H‘KpT(% + oyt tuy),
para cada u = (u,, 1,,--- ,up) € RN. Entonces gradh = (K, _Kpr’Ez_Kpn e ’[?N_pr) por

el Lema yH! = H paratodo # € RN, El punto #, es punto critico de 5 y, como veremos
ahora, es minimo global si nos restringimos a ¥[E,]. Sean # € Y[E;]\{#,} y g:R—>R1a
funcién dada por

g(t)=h(u,+ t(u—wu,)).
Bastara con probar que g’(t) > 0 para todo ¢t > 0. Como u y u, estan en V[ E,], entonces
u —u, no es multiplo de (1, 1,---,1), por lo tanto

Vi . f T
&' (O =(u—n)H, . (=) >0,

de donde, si t > 0, tenemos
g'(t)> g'(0) = gradh(u,)(u —u,)" =0,

como se queria. Por otra parte, la curva @ = Wo r es curva integral de —grad(h) y h o a es
decreciente porque

dhoa
dt

como ademas b o a esta acotada inferiormente por h(u,), entonces b o a(t) converge cuando
t — oo. Esto implica que la integral

(t)=—llgradh(a(t)|P < O;

fo " llgradb(a(e)|Pds

converge, lo que a su vez implica que existe una sucesion creciente (£ ). C [0, co) tal que
> n/n=0 ’

lims, =00 y lim gradh(a(z,))=0.

n—oo n—oQo
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Entonces K;(r(¢,)) — K, , asi que, por la Proposicion 29, para todo 7 € {1,2,---, N} se tiene

tlin;Ki(r(t)):K : (3.11)

pr

Para concluir usaremos el Teorema IZTA. Sea 3(¢) la curva que se obtiene al proyectar r(¢) des-
de el origen, sobre H. Si r[[0,00)] no se queda contenido en ningtin compacto K C (0, c0),
lo mismo es cierto para S[[0, 00)]. Entonces existe una sucesion creciente (s,)°, C [0, 00) tal
que

lim §s, =00 Yy lim ﬁ(Sn) =7y

n—oo n—oo

para algin ry € Frpn(H). Sea I C {1,2,---,N} el conjunto de coordenadas que son 0 en 7,.
Como K;(3(s,)) = K,(r(s,)) para todo n > 0, por la Proposicién B y (BT, se tiene que /
no satisface (B-10), lo cual es una contradiccion. u

3.3. Una version mas geométrica

Recordemos que para obtener una métrica riemanniana con curvatura constante en S a partir
de una métrica de empacamiento de circulos, necesitamos que la curvatura en cada vértice de
la triangulacion sea 0. Para lograr esto, podemos usar el Teorema B4 si y(S) < 0, dando asi a
S una métrica hiperbdlica; por otra parte, si y(§) =0, es decir, si § es un toro o una botella
de Klein, podemos usar el Teorema B para darle a § una métrica plana. Observemos que en
ambos casos, las condiciones (B8) y (B-10) coinciden. En esta seccion estableceremos una equi-
valencia, con una formulacion mas geométrica, de estas condiciones:

Para cualesquiera tres aristas ay,ay;a;; que formen la frontera de un disco en S, si P(ay,) +
P(ay;)+P(a;;) > 0, entonces Ay € T.

Comenzaremos probando unos lemas que facilitaran la demostracion de esta equivalencia. Ha-
remos algunas convenciones: / denotara siempre a un subconjunto no vacio de {1,2,--- ,N},
I€ seré el complemento de I en {1,2,--,N}, L ser4 la cardinalidad de Lk(I), denotaremos d,
al grado de cada vértice v; € V' y finalmente, para todo I C {1,2,---,N} no vacio, denota-
mos d; = |['(z) N /|. Siempre que etiquetemos v, ,v; ,-+-,; a los vértices adyacentes a v;, lo
haremos de tal forma que A, €T paratodo 0 <s <, considerando 7, | = 1.

Lema 3.7. Si(aj;,,v;) € Lk(I), entonces existen indices i’,k' € {1,2,-- ,N} tales que (a4, v,) €
Lk(I)y (“;’/e/>7’if) 7 (“j/e’ ;).

Demostracion. Sean v, ,v. ,---,v; los vértices adyacentesa v. con v. = v, y v; = v,. Sim
70> Jr ] o 7 i

es el menor entero positivo tal que /,, ¢ I, entonces (4, ,v, )estaen Lk(J) y es distinto de
(a k> ;). [ |
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Lema 3.8. Si L =0, entonces para todo j € I se tiene que T(j) C 1.

Demostracion. Haremos la prueba por contrapuesta. Supongamos que existe j € I¢ tal que

I(j) ¢ I.Como S es conexa, podemos elegir tal j de manera que I'()NI # (0. Sean N

los vértices adyacentes a v; con j, € 1. Sim es el menor entero positivo tal que j,, ¢ /, entonces
(a; ,v; )€Lk(), porlotanto L > 0. u
Lema 3.9. Si L =2, entonces S;c consta de una arista y tal vez algunos puntos aislados.

Demostracion. Tomemos (oz]-k,‘vl») € Lk(7). Por el Lema B2, existen i,,4,,7,k € {1,2,--- ,N}
tales que (4,4, v, ) y (4, v, ) estan en Lk(7) y son distintos de (4,;,v;). Como L = 2, tenemos

(@ ’Uil) = (a1 vi2>’

de donde j =, k =k’ e i, = i,. Entonces 7, es el inico indice distinto de 7 tal que A, ;, € T
Como L =2, cualquier otra componente conexa de S,c debe ser un punto. u

Lema 3.10. S: L =3, entonces

{a|(a,v) € Lk(I)} ={a;, a0}
para algunos j,k,l € {1,2,--- ,N}.

Demostracion. Sean D = {a | (a,v) € Lk(I)} y G el subespacio de S formado por las aristas
en D. Por el Lema B2, cada componente conexa de G aporta al menos 2 a L; como L = 3,
entonces G debe ser conexo. Supongamos que (4, ;) y (4, v;/) estan en Lk(/). Por el Lema
B2, existen k, ky,1,, 1, € {1,2,--- ,N} tales que (a]kl,
de (a4, v;) y (a3, v;), respectivamente. Como L =3, se sigue que

v,)y (a,,,v,) estan Lk(Z) y son distintos

(d]'/el > vil) = (ﬂkzz’ viz)’
por lo tanto j = k, y [ = k,, y entonces a;; € D. Como |D| < L = 3, se sigue el resultado.
[ |
Lema 3.11. Si S, es conexo, se tiene gue y(S,) < 1; ademads, si la igualdad se da, entonces S, es

contraible.

Demostracion. Definimos en T la relacién de equivalencia ~ como sigue: A ~ A’ siy solo si
A=A/, o si existe una sucesion de tridngulos en 7,

A=A,A,- A=A,

tal que A; y A, comparten una arista. Sean 13, T5,---, T, las clases de equivalencia de ~ y
B, =UT, paracada 1 <1 <s. Observemos que cada B; es una superficie cerrada con frontera,
salvo los vértices v € B;NV; en los que se pegan algunos triangulos de 7, dejando huecos como
en la siguiente figura:
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Llamemos a un vértice v asi punto irregular de B;. Si B, tiene puntos irregulares, consideramos
alasuperficie cerrada D, que se obtiene de B,, separando los bloques de triangulos que se pegan
en un punto irregular, como en la figura.

Si B, no tiene puntos irregulares, consideramos D, = B,. Observemos que

x(B) < x(D;), (3-12)

ya que podemos pensar que al contar los vértices de D;, estamos contando algunos repetidos
(precisamente los puntos irregulares); ademas, la igualdad se da si y sdlo si B; no tiene puntos
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irregulares, es decir, si D, = B;. Por otra parte, pueden haber vértices v; € V; que no perte-
nezcan a ninglin B;; a un v; como estos le llamaremos vértice de ramificacion si [L(i) N 1| # 2,
y le llamaremos vértice par si |I'(z) N I| = 2. Denotaremos R; al conjunto de vértices de rami-
ficacion. Ahora, definiremos el concepto de #nion entre elementos de X = {B,,--- ,B,} UR,.
Consideremos una sucesion de vértices en V

V3V sy 0., (3.13)

conk >1,tal ques;_; €I(3) paratodo 0 </ <k —1ytal que v, es vértice par para 1</ <
k — 1. Si v es vértice de ramificacién y x € X, una union entre v y x es una sucesion como
B13), talquev; =vyov, =xsix ER,0v, Exsix R SiB, # B;, una union entre
B; y B; es una sucesion como (B-13), tal que v, €B; yv; €B;, 0bien, un vertice en B; N B,.
Finalmente, una unién de B; en si mismo es una sucesion como B13), tal que v; ,v; € B,.
Si una unidn entre dos elementos de X esta dada por una sucesion como (313), no haremos
distincion entre ésta y la union dada por la misma sucesion, etiquetando los elementos al revés.
Consideremos la grafica G; que tiene a X como conjunto de vértices, y una arista por cada
union entre elementos de X (permitimos que dos vértices estén unidos por mas de una arista).
En la figura siguiente ilustramos como se construye G, con un ejemplo.
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Denotemos « a la cantidad de aristas de G;. Como §; es conexa, entonces G; también, por lo
tanto @ > |X|—1=s+|R,;|—1, y la igualdad se da si y sélo si G, es un arbol. Entonces, por
el corolario T se tiene

x($)=1R,] +ZX(BZ')—0‘ <|R| +ZX(DZ')_<|R1| +s—1)<1,
=1 =1

y la igualdad se da si y solo si, paratodo 1 <i <, el subespacio B, no tiene puntos irregulares
y, por el corolario T2, es un disco, y G; es un arbol. En tal caso, es claro que S, es contraible.

Proposicion 3.12. Sean S una superficie cerrada con caracteristica de Euler menor que 1y (®,P)
una triangulacion con pesos de S. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Para todo subconjunto propio no vacio I de {1,2,--- ,N} se cumple

2my(S)— > (m—P(a))<O. (3.14)

(a,0)eLk(I)

(i2) Para cualesquiera tres aristas a,y,ay,a,; que formen la frontera de un disco en S, si P(a;,)+
P(ay;)+ P(a;) > 7, entonces Ay € T.

Demostracién. Probaremos primero (z) = (i) por contrapuesta. Supongamos que @;;,a;; y
a;; son aristas que satisfacen las condiciones de (1), pero que A, ¢ T'. El lazo que forman

estas tres aristas es la fronterade un disco D C §.Sean I C {1,2,--- ,N} tal que V; esel conjunto
de vértices en el interior de D e I' = T U {j,k,[}. Como S, = D, entonces y(S,) = 1. Al
remover de §;, a v;,,, v, y todas sus aristas y triangulos, se tiene

Vil=IVil =3, WA|=|Ap—dj—di—dj+3, vy |T|=|T)|—d]—d;—d].
Por lo tanto y(S;) = y(S,/) =1, y entonces

21y(S))— D (m—Pa))=P(a;)+Play)+Pla;)—n >0.

(a,v)eLk(I)

Ahora probaremos (zz) = (7). Para empezar, consideremos I tal que S, sea conexo. Por el
Lema BT se tiene que y(S;) < 1y como 3 < 7t —P(a) para cualquier arista 4, entonces (E14)
se cumple si L > 4. Ademas, por el Lema B2 sabemos que si L > 0, entonces L > 2. Esto nos
deja con tres casos: L=0,L =2y L =3.

Caso 1. L=0

Sea j € I°. Al remover de S a v; con todas sus aristas y tridngulos, estamos quitando
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Caso 2.

Caso 3.
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la misma cantidad de aristas que de triangulos, por lo tanto, si | = {1,2,--- ,N}\ {;},
entonces y(S;) = y(§)— 1. De esta observacion y del Lema B8 se sigue que

x(8$)=x(8$)—1I| <0,
por lo tanto (BT4) se cumple.

L=2

Por el Lema B9, en ;¢ hay una sola arista a;,. Al remover de § a v;,, y todas sus
aristas y vértices, los vértices disminuyen en 2, las aristas en d; +dj, — 1 y los triangulos
end;+d,—2, porlotanto y(5;) = y(S)—1,endonde ]/ = {1,2,--- ,N}\{j, k}. Asi que
concluimos que si hay & puntos aislados en §,¢, entonces

x(S)=x(5)—k—1<0,
y por lo tanto (B14) es valida.

L=3

Sean j,k,l € {1,2,--- ,N} como en el Lema BI0. Denotemos £ al lazo formado por
sy, y a;;- Por el Lema BT se tiene que y(S;) < 1, entonces la tinica manera de que
(B13) no se cumplaessi y (S;) = 1y P(a;,)+P(ay,)+P(a;;) > m; veremos que esto no es
posible. Supongamos que y(§;)=1yseal’=1U{j,k./}. Como §, es conexo, entonces
S, también. Probaremos ahora que y(S,) = 1. Etiquetemos BTN TR | los

0 1 Ip In

vértices adyacentes a v;, de tal manera que v, = Vv, =7y v, €V} Como L =3,
entonces se debe cumplir que v, € V;para1<r <p—1ywv ¢V, parar > p. Algo
similar pasa con v, y v;. Se sigue entonces que

Vil =1Vl +3, |Apl=1Al+d +dy+dj+3 vy |Tp|=|T;|+d; +d, +d],

endonde [ = |I(m)NI| para m € {7,7,k}, y por lo tanto y(S,) = y(S;) = 1. Por el
Lema BTT se tiene que S, es contraible, por lo tanto £ también. Mas atn, usando la
notacion del Lema BT, tenemos que G, es un arbol y B,,---, B, son discos, entonces
& debe estar contenido en alglin B, y, por lo tanto, £ es la frontera de un disco en §.
Esto implica que P(a;,) + P(ay;) + P(a;;) < 7, de lo contrario, por (i7) se tendria que
A, €T,y entonces S seria vacio o constarfa solo de vértices aislados. En cualquier
caso se tendria y(S,) < y(8) <0, lo cual es falso.

Para probar el resultado cuando §; no es conexo, consideremos I,1,,---,1 , C1 tales que

S

11’..

-, §, sean las componentes conexas de §,. Se tiene que
q

x($)=2x(S,) v k)= JLk(1),
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y como (BT4) es cierta para cada I, entonces también lo es para I. u

Presentaremos ahora dos interesantes corolarios, con los cuales concluimos el capitulo y este
trabajo.

Corolario 3.13. [Andreev-Koebe-Thurston | Sean S una superficie cervada con caracteristica de
Euler negativa y ® : || A || — S una triangulacion de S. Entonces existe una vinica métrica hiper-
bolica (-,-) en S tal que las aristas de la triangulacion son geodésicas, y una iinica configuracion de

bolas cerradas con respecto a (-,-), una bola B | centrada en v por cada vértice v de la triangulacion,
tales que B, y B ., SOn Langentes si v; y v; son adyacentes, y ajenas en caso contrario.

Corolario 3.14. Sean S una superficie cerrada con caracteristica de Euler 0y ® : || || — S una
triangulacion de S. Entonces existe una métrica plana en S, #nica salvo multiplicacion por una

constante, y una vinica configuracion de bolas cervadas con respecto a (-,-), una bola B, centrada en

v por cada vértice v de la triangulacion, tales que B, y B son tangentes si v, y v. son adyacentes,
i j ]

Y ajenas en caso contrario.

7T

La demostracion de ambos corolarios se basa en que la funcion P : A — [0, 7) constante 0
cumple la condicion (iz) de la Proposicion BT2. Referimos al lector interesado en consultar
las demostraciones de Thurston del Corolario BT3 y del Corolario B4 a 2, 2, TW].
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