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Introduccion

Para cada nimero primo p los nimeros p-adicos forman un campo @, que
extiende al campo de los niimeros racionales Q. Una posible construccion
es definir una métrica en Q, distinta de la métrica usual definida por el
valor absoluto, y observar que el espacio métrico resultante no es completo.
Al considerar la completacién de este espacio, la forma de la métrica nos
permite extender las operaciones del campo Q y obtener nuevamente un
campo que es precisamente Q).

Los nimeros p-adicos fueron definidos por primera vez por Kurt Hensel
en 1905 para trabajar con distintas representaciones de los niimeros alge-
braicos. Desde entonces han tenido aplicaciones en la teoria de ntimeros per-
mitiendo utilizar las técnicas de las series de potencias, por ejemplo fueron
utilizados en la demostracion de Andrew Wiles del iltimo teorema de Fer-
mat.

Otro lugar donde han aparecido los nimeros p-ddicos es en la solucion de
la conjetura de Hilbert-Smith, que puede considerarse una generalizacién del
quinto problema de Hilbert o una mejor formulaciéon del mismo. La conjetura
de Hilbert-Smith afirma que si G es un grupo topolégico localmente com-
pacto y actia continua y efectivamente en una variedad topoldgica conexa
y de dimensién finita, entonces G debe ser un grupo de Lie. Se ha logrado
demostrar que los unicos posibles contrajemplos son los enteros p-adicos Z,,
para algin primo p, que son subgrupos de @Q,, es decir, que para demostrar
la conjetura bastaria demostrar que para todo primo p, Z, no puede actuar
continua y efectivamente en una variedad topoldgica conexa de dimension
finita.

Ademas de las aplicaciones mencionadas anteriormente se ha desarrolla-
do el anélisis p-adico como una rama propia de las matematicas.

El objetivo de esta tesis es presentar una construccién de los nimeros
p-adicos y algunas propiedades de los mismos. Como dijimos anteriormente
la construccion de los nimeros p-adicos es a partir de la completacién de
un espacio métrico, por ello en el capitulo 1 se estudia el caso general de
la completacién de un espacio métrico para tenerla en cuenta en el caso
concreto que estudiaremos mas adelante.



En el capitulo 2 se estudia un tipo especial de métricas definidas en
un campo, en particular la norma p-adica en Q, que permiten extender la
estructura de campo a la completacién del espacio y asi se construye el
campo de los nimeros p-adicos. Finalmente se encuentra una expresion de
los niimeros p-adicos que es similar a las expresiones decimales de los reales.

En el capitulo 3 se presentan los algoritmos para hacer las operaciones
en el campo Q, a partir de la expresién mencionada en el péarrafo ante-
rior y se utilizan para encontrar la forma en que se expresan los enteros
y los racionales dentro de Q,. A continuacién se presenta el subanillo de
enteros p-ddicos Z, y se estudian algunas propiedades algebraicas de Zj, y
Q, estableciendo la analogia con Z y Q. Por tltimo, se estudian algunas
propiedades topolégicas de Z, y Qp, en particular que Z, es candidato para
contraejemplo de la conjetura de Hilbert-Smith, es decir, que Zj, es un grupo
topolégico compacto, pero no es un grupo de Lie.



Capitulo 1

Completacion de un espacio
métrico

En este capitulo presentaremos una forma general de completar un es-
pacio métrico, es decir, que dado un espacio métrico (X, d), construiremos
un espacio métrico completo (Xg4,p) en el que (X,d) pueda ser encajado
isométricamente como un subconjunto denso. También veremos una condi-
cion para que dos métricas distintas en un mismo conjunto induzcan com-
pletaciones equivalentes.

1.1. La construccion

La idea de la construccién es la siguiente: un espacio métrico no es com-
pleto cuando existen sucesiones de Cauchy que no son convergentes, que
basicamente son “sucesiones convergentes sin limite”, es decir, que al espa-
cio le hacen falta algunos puntos en los cuales converjan esas sucesiones.

Asi, por cada sucesién de Cauchy no convergente, debemos agregar un
punto al espacio, pero como para cada punto existe una infinidad de suce-
siones convergentes a €él, entonces tenemos que hacer una identificacién de las
sucesiones de Cauchy que “tienen el mismo limite”. Por ultimo extendemos
la métrica de la unica forma posible.

Empezamos dando algunas definiciones basicas.

Definicion 1.1.1. Sea X un conjunto. Una métrica en X es una funcion
d: X x X — [0,00) que para cualesquiera x,y,z en X cumple:

1. d(z,y) =0 x =y,

2. d(z,y) = d(y, z),



3. d(x,z) <d(z,y) + d(y, 2).

En tal caso al par (X, d) se le llama espacio métrico.

Definicién 1.1.2. Una sucesion (x,)nen de elementos de X, se dice que es

convergente a un elemento x € X en (X,d), si para cada nimero positivo &

existe un natural N tal que para cualquiern > N se cumple que d(x,,x) < €.
A x se le llama limite de la sucesion y se denota simplemente por

lim x, = x cuando no hay ambigiedad respecto a la métrica que se estd u-
n—oo

sando.

Definicién 1.1.3. Una sucesion (x,)nen de elementos de X, es una suce-
sion d-Cauchy, si para todo niumero positivo € existe N € N tal que para
cualesquiera n,m > N se tiene que d(xyn, Ty) < €.

Un resultado inmediato es que toda sucesién convergente es d-Cauchy.
Proposicién 1. Toda sucesion convergente en (X,d) es d-Cauchy.

Demostracion. Sea (z,)nen una sucesion convergente en (X, d) y sea xz € X
su limite. Para cualquier niimero positivo € existe un natural N tal que si
g

n > N se cumple que d(z,, ) < §.

Considerando dos naturales n,m > N tenemos que:
e €
d(ﬂjn, IEm) < d(l‘nyx) + d(x,xm) < 5 + 5 =g,

por lo tanto la sucesion es d-Cauchy. O

Sin embargo el reciproco no es cierto como lo muestra el siguiente ejem-
plo.

Ejemplo 2. Consideremos el intervalo semiabierto de reales (0,1] con la
métrica definida por el valor absoluto d(x,y) = |z — y| y en este espacio la
SUCESTON Ty = % Esta sucesion es d-Cauchy, pero no tiene limite.

Definicién 1.1.4. Se dice que un espacio métrico (X,d) es completo si
para toda sucesion d-Cauchy (zp)nen existe un elemento x € X tal que

lim z, = x.
n—oo

Ahora, partiendo de un espacio métrico (X, d) consideremos el conjunto
de todas las sucesiones d-Cauchy en X y en él definimos la siguiente relacion:

(l'n)nEN ~ (yn)neN < d(fﬂmyn) — 0 cuando n — oo,



la cual es una relacién de equivalencia. Definimos al conjunto X; como
el cociente del conjunto de sucesiones d-Cauchy en X bajo esta relacién y
denotaremos por (), @ la clase de equivalencia de una sucesién d-Cauchy

(x’ﬂ)nEN-

Puesto que nuestra idea es que (z,,),cy sea el “limite” de la sucesion
(Zn)nen, la dnica forma en que podemos definir la distancia entre dos ele-
mentos de X4, para que extienda a la métrica d, es la siguiente:

p((ajn)neNa (yn)neN) = lim d(xp, yn)-

n—oo
A continuacién demostraremos que esta distancia estd bien definida.

Considerando dos elementos de X 4, tomemos una sucesién representante
de cada uno, (zp)neN ¥ (Yn)nen, y consideramos la sucesién de nimeros
reales (d(Zn,Yn))nen. De la desigualdad del tridngulo se sigue que

|d($na yn) - d(xmv ym)’ < d(xm xm) + d(yna ym)?

y como las sucesiones (,)nen ¥ (Yn)nen son d-Cauchy, entonces la sucesién
(d(Zn,Yn))nen es una sucesién de Cauchy con la métrica usual en R, que
debe de ser convergente, ya que R es completo, asi que el limite usado en
nuestra definicién existe.

Para mostrar que nuestra definicién no depende de los representantes
que elegimos, consideremos otros dos representantes (Zn)nen ~ (Z))nen,
(Yn)nen ~ (Yh)nen v la siguiente desigualdad:

d(x;“ y;’L) < d(l‘;w xn) + d(xna yn) + d(ym y;L))

donde todos los sumandos son términos de sucesiones convergentes, de ma-
nera que al tomar el limite cuando n — co obtenemos que

lim d(«),y,) < lm d(x),x,)+ h;m d(xn, yn) + h;m d(Yn,yh)

n—oo n—oo
= lim d(xn,yn).
n—oo
Andlogamente se obtiene la otra desigualdad y por tanto ambos limites
son iguales.

Por lo anterior nuestra distancia esta bien definida y a partir de propiedades
simples de limites se puede verificar que cumple la definicién de métrica. Con
lo anterior queda demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3. El par (Xg4,p) es un espacio métrico.

Ahora mostraremos que este espacio métrico cumple con las propiedades
deseadas, es decir, que es completo y que (X, d) se puede encajar isométri-
camente como subconjunto denso.



Lo primero que debemos hacer es identificar nuestro espacio original con
un subconjunto del nuevo espacio. Como una sucesion constante es d-Cauchy
y converge al término constante, entonces identificaremos a cada elemento
x € X, con la clase de equivalencia de la sucesién constante cuyos términos
son el elemento x.

Con base en lo mencionado, si (Zn)nen ¥ (Yn)nen SOn sucesiones con-
stantes con x, = = y y, = y, para toda n € N, se tiene que

p((xn)nej\b (yn)neN) = nlinolo d(l’n, yn) = nli}rgo d($7 y) = d((L’, y)v
lo que quiere decir que nuestra identificacién es un encaje isométrico.

Consideremos un elemento (), de X4 vy a la sucesién de clases de

equivalencia ((Zn),cn)ken, donde xy, = ; para toda n.

Ahora observemos que esta sucesién converge al elemento que tomamos
en X ,4. Para ello consideremos un real positivo €, y escojamos un natural N
tal que para cualesquiera nimeros naturales k y n mayores que NN se tiene
que d(zn, 1) < 5. Entonces, al considerar una k mayor que N tenemos que:

, , 13
p((l'n)ngl\p (xkn)neN) = nh~>n(’>lo d(l‘n, mkn) = 711520 d(xnvxk) < 5 <eg,

ya que d(xy,r;) < § para toda n mayor que N, entonces concluimos que al
encajar el espacio X en X, su imagen es un subconjunto denso.

Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4. Eriste una isometria i : X — X4 tal que i(X) es un subcon-
Junto denso de X 4.

Por 1ltimo debemos demostrar que el espacio (X4, p) es completo. Para
ello consideremos una sucesién p-Cauchy en Xy, ((Zrn),cn)ken, y encon-
tremos un limite para esta sucesién.

Como cada (zr,)nen €s una sucesién d-Cauchy, entonces para cada k
existe un natural N (k) tal que d(xgp, Trm) < %, siempre que n,m > N (k).

Podemos elegir los naturales N (k) de forma que N(k+ 1) > N(k), para
toda k y consideremos la sucesién (zy, N(k)) ren en X. Luego, para cualquier

real positivo ¢ existe un natural Ny tal que p((zjn),cn (Thn)pen) < 5, Si
J,k > Ni. Sea N un natural tal que N > max{Ny, g}, asi para j,k > N,y
considerando cualquier n > max{N(j), N(k)}, se tiene que

d(xjN(j)aijL) + d(xjnv wkn) + d(xkna ka(k))

d(ij(j)a ka(k))
% + d(xjn; xkn) + %7

ININ

y al tomar el limite cuando n — oo se obtiene

IN

5 o((@rn)pens @in)pen) T E <N H5+ N
15 15 E __
3 + 3 + 3= g,

d(f'?jN(j)7 ka(k))

N

7



y asf la sucesién (zn(k))ren s d-Cauchy.

Con lo anterior, proponemos a (Tn(x)) pen COmo limite de la sucesion.

Para cada € > 0 existe un natural N tal que d(Zpn (i), Tnnm)) < § si
k,m > N. Entonces, si k > max{N, %} y ademads consideramos un natural
n > max{N, N(k)} entonces tenemos que

1

£
ALk, Tnn () < ATkn, Tenr)) + A@En(r), Tanm) < 3+ 5

Al hacer tender n a infinito obtenemos

. 3 3 3
p((-xkn)ngNa (an(n))neN) = nh—>r€o d(wlﬂwan(n)) < % + ) < ) + ) =E€.

Concluimos que (Z,n(n)), o € €l limite de la sucesion ((Zkn),en)ken ¥ por
lo tanto hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 5. El espacio métrico (X g, p) es completo.

Observacién 6. Al final de la prueba anterior, para demostrar que el limite
de la sucesion ((Tkn)pen)ken €5 (TnN(n)), oy Unicamente utilizamos el he-
cho de que la sucesion (T,n(n))nen €s d-Cauchy, asi como la forma en que

elegimos a los naturales N (k).

En el caso en que nuestro espacio métrico original (X, d) ya fuera com-
pleto, cada sucesiéon d-Cauchy, que es convergente, esta relacionada con la
sucesion constante en la que cada término es su limite. De esta forma pode-
mos identificar el espacio X con todo el espacio X4, por lo que obtenemos
el espacio original.

1.2. Meétricas equivalentes

Definicion 1.2.1. Decimos que dos métricas di y ds en X son equivalentes
si cada sucesion de elementos de X es di-Cauchy si y solo si es do-Cauchy.

Veamos que esta definicién es mas fuerte que pedir que dos métricas
definan la misma convergencia, recordando que esto es equivalente a que
definan la misma topologia.

Ejemplo 7. Una vez mds consideremos el conjunto de reales positivos RT y

las métricas di(z,y) = [z —y| y da(z,y) = |z —y|+ |2 —% . Primero veamos

que ambas métricas definen la misma convergencia.

Como di < dy tenemos que si una sucesion converge en (RT,ds) debe
converger también en (RY,dy). Por otro lado consideremos una sucesion
(Tn)nen convergente a x en (RY,dy). Como la funcién f : RT — RT definida



por f(x) = % es una funcion continua con la métrica di, tenemos que la
| 1
sucesion (5-)nen converge a 5 en (RT,dq).

Ast, al considerar un nimero positivo €, existen naturales N1 y No tales

que |, — x| < 5, siempre que n > Ny, y ]ﬁ — %| < §, sin > Na. De esta
manera llamamos N = max{Ny, No} y tenemos que si n > N, entonces

d(xp, ) <e.

Por lo tanto ambas métricas definan la misma convergencia. A con-
tinuacion consideremos la sucesion x, = %, esta sucesion es di-Cauchy.
Sin embargo, no es do-Cauchy, pues para cualquier natural N tenemos que
dg(xN,LENJrl) > 1.

La siguiente proposicién muestra que si dos métricas cumplen nuestra
definicién de equivalencia, entonces ambas métricas definen la misma con-
vergencia.

Proposicién 8. Si dos métricas en X, di y do, son equivalentes, entonces
una sucesion de elementos de X, (xp)nen, converge a un elemento x de X
con la métrica dy si y solo si converge a x con la métrica da.

Demostracion. Supongamos que (p),eN converge a  con la métrica dy y
consideremos la sucesién (y,)nen definida por

rn sines par
Yn = 2 . .
x sin esimpar.

Esta sucesion también es convergente a x con la métrica d; y por tanto
es di-Cauchy, lo cual, segtin nuestra hipdtesis, implica que es una sucesion
do-Cauchy.

Como la subsucesién (y2,—1)nen €S constante, entonces es convergente a
x con la métrica dy y por tanto toda la sucesion (yn)nen converge a x con
la métrica ds al igual que la subsucesion (yay, )nen. Pero esta subsucesion es
la sucesién original, por lo que podemos concluir que la sucesién (2, )nen
converge a x con la métrica ds.

La otra implicacién es andloga. O

Cabe senalar que cuando el espacio métrico es completo con una métrica,
en consecuencia también lo es con cualquier métrica equivalente. Comprobar
que dos métricas son equivalentes cuando con ambas se obtiene un espacio
completo, se reduce a comprobar que la convergencia es igual con ambas
métricas.

Veamos qué pasa al completar un espacio métrico con dos métricas equi-
valentes.



Teorema 9. Sidy y do son métricas equivalentes para X, entonces las com-
pletaciones X4, y X4, son homeomorfas, de manera que el homeomorfismo
y los correspondientes encajes de X hacen conmutar el siguiente diagrama:

Xg = X,
T/
X

De hecho X 4,=X 4, y el homeomorfismo es la identidad.

Demostracion. Consideremos un espacio X y dos métricas equivalentes en
él, d1 y da, lo primero que debemos probar es que los conjuntos X4, v X4,
coinciden.

Por definicién de métricas equivalentes los conjuntos de sucesiones d;-
Cauchy y sucesiones ds-Cauchy coinciden, ahora unicamente hace falta pro-
bar que la relacién de equivalencia inducida por ambas métricas en este
conjunto es la misma. Para ello demostraremos el siguiente lema.

Lema 10. Si (zp)neN ¥ (Yn)nen son sucesiones dy-Cauchy tales que
lim dy (2, yn) = 0, entonces lim do(xp,y,) = 0.
n—00 n—00

Demostracion. Considerando la sucesion (zp,)nen dada por

I sin =2k
" yp sin=2k-1.

Afirmamos que (2, )nen es una sucesién dj-Cauchy.

Sea N1 € N tal que si j,k > Ni, entonces se tiene que dy(xj, z3) < 5;
sea Ny un natural tal que si j,k > N3, tenemos que di(y;,yx) < 5 y sea

N3 € N tal que si k > N3, se cumple que di(xx, yx) < 5.

Consideremos N = max{2Ny,2Ny,2N3}, sean n,m > N y analizemos
los 3 casos en que ambos, n y m, sean pares; ambos sean impares o que
tengan distinta paridad.

[n = 2j,m = 2k| En tal caso tenemos que j,k > N;j y por tanto

di(2n, 2m) = di(xj,x) < g <e.

[n =2j —1,m = 2k — 1] En este caso se tiene que j,k > N3 lo que implica
que

13
dl(znvzm) = dl(yj7yk) < 5

[n = 25 — 1,m = 2k| Tenemos que j,k > Ny y que k > N3 y asi tenemos
que

g g
dl(znyzm) = dl(yj7xk) < dl(yj’yk) + dl(yk’xk) < 2 + 2 -

10



Concluimos que la sucesién es di-Cauchy y por lo tanto es ds-Cauchy,
asi que dado cualquier real positivo € existe un natural N, tal quesin,m > N
se tiene que da(zyn, zm) < €, en particular para cualquier & > N, poniendo
n =2k y m =2k — 1 se cumple n,m > N y esto implica que

dQ(xkayk) — d?(znv Zm) < €,

lo cual demuestra el lema.

O

Por 1ultimo, para ver que al completar el espacio con ambas métricas la
identidad resulta un homeomorfismo, debemos mostrar que si una sucesién
converge con una métrica entonces converge con la otra métrica.

Si llamamos p; a la métrica inducida por d; y p2 a la métrica induci-
da por da, y consideramos una sucesién p-convergente, ((Tn),cn)keN, €n-
tonces podemos construir una sucesién creciente de naturales N(k), tales
que si n,m > N(k), se dard lugar a que se cumpla simultdneamente que

d1(Thn, Tkm) < 1 ¥ d2(Tkn, Tkm) < -

Lo anterior es posible porque para cada natural k, la sucesion (zx,)nen
es tanto di-Cauchy como do-Cauchy, entonces podemos construir dos suce-
siones Ny (k) y Na(k) como en la demostracion del teorema 5, una para que
se cumple la primera desigualdad y otra para que se cumple la segunda
desigualdad. La sucesién N(k) = Nj(k) + Na(k) cumple las propiedades
deseadas.

Por ser ((#xn),cn)keN p1-convergente, sabemos que es p1-Cauchy, eso nos
garantiza, por lo hecho en la seccién anterior, que la sucesién (T x))nen

es di-Cauchy y que (zpn(k)), o ©s €l limite de ((zkn),en)ken con la métrica

pP1-

neN

Pero la sucesién (xy, N(k))neN también es ds-Cauchy y esto junto con la
forma en la que elegimos a los naturales N (k), basta para asegurar que la
sucesion ((Trn),en)ken converge a (TkN (k) ey COD la métrica ps, como se
senald en la observacién 6. Con esto queda demostrado que ambas métricas
son equivalentes. O

11



Capitulo 2

Los nimeros p-adicos

2.1. La norma p-adica

Definicion 2.1.1. Una norma en un campo F' es una funcién
|-]|: F — [0,00) tal que para todo x,y en F cumple lo siguiente:

1. ||z]| =0 2 =0,
2. eyl = llll - llyll,
. e+ yll < [l + llyll-

Algunas de propiedades bésicas de una norma sobre un campo estan
dadas en la siguiente proposicién.

Proposicién 11. Si1 es el neutro multiplicativo del campo F', —1 su inverso

aditivo, x un elemento cualquiera del campo, y ||-|| es una norma sobre F,
entonces

Lol = [l

2. =1,

g (-1 =1,

4 12 = oy sia £,
Demostracion.

(1) La demostracién es por induccién, para n = 2 es la propiedad 2 de la
definicién de norma cuando x = y. Ahora suponiendo que [|z"| = ||z,
tenemos que ||z || = [ja" - z|| = [lz|"|z]| = [|l=["*.

(2) |1 = |1 - 1]| = ||L]]]]1]] ¥ como 1 # O tenemos que |[1|| = 1.

(3) 1 = ||1]| = [|(=1)?|| = ||—1||%, entonces como |—1|| > 0 se tiene que
=1 = 1.
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(4) 1= = lla- 3] = l2llll; ]| v despejando obtenemos que ||5 || = -

O

Si definimos d(z,y) = ||z —y||, entonces d es una métrica sobre el campo.
Asi, una norma es el tipo de métrica sobre un campo que se acopla bien con
las operaciones del campo. Ademads, diremos que dos normas son equivalentes
cuando las métricas que inducen son equivalentes.

Ejemplo 12. La norma trivial se define como

2] = 0 stx=0
11 siz#0

e induce la métrica discreta en F'.
Ejemplo 13. El valor absoluto usual define una norma en R o en Q.

La compatibilidad que proporciona una norma entre la estructura de
campo y la métrica que induce en el campo, se muestra en la siguiente
proposicién.

Proposicién 14. En un campo con la métrica inducida por una norma, la
suma, resta e inversion aditiva son continuas y la inversion multiplicativa
es continua en el subconjunto de los elementos distintos de 0.

Demostracion. Demostraremos tinicamente que la multiplicacién es contin-
ua para hacer notar que la demostracién es idéntica a la que se haria en
el caso para la continuidad de la multiplicacién en R al igual que para las
demads operaciones.

Sean = y y elementos de F' y sea € un nimero positivo. Consideremos un
natural fijo N tal que ||z]| < Ny |ly|| < N, entonces si z1 y y1 son elementos
de I tales que ||z —z1|| < min{5%, 1} y [y — w1l < m, observando que
|lzill = [|z1 — x + z|| < ||z1 — x| + ||z|| < 1+ N, tenemos que

= |lz-y—z1-y+a-y—x1y
< @ =)yl + llz1 Iy — 1)l

lz-y—21- 3

Ahora definiremos una familia de normas en Q.

Sea p un nimero primo y sea a un entero distinto de cero. Ahora defini-
mos al ordinal p-ddico de a, denotado por ordy,a como el entero no negativo
m tal que p™ | a y p™! { a. Otra forma de interpretar ord,a es el ntimero
de veces que aparece el primo p en la factorizacién en primos de a.
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Noétese la siguiente propiedad tipo logaritmo de ord):

ordyab = ordpa + ordpyb.

Si se tiene el caso de que x = 7 es un racional distinto de 0, entonces

podemos definir el ordinal p-ddico de x como ord,x = ord,a — ordyb, y
si ¥ = 5 es otra expresién de x, se tendrd que ad = bc y por lo tanto
ordya + ord,d = ordyb + ord,c. Asi ordya — ord,b = ordyc — ord,d, por lo
que ordpx queda bien definido.

Ahora ya podemos definir la norma p-adica en Q como sigue.

Definicion 2.1.2. Definimos la norma p-ddica como la funcion
| |p: Q= [0,00) dada por

‘x’p: W 87/.’13750
0 stx=0

Ejemplo 15.
52 _
130 = 2% ords 32 = ords(2-5%) —ords(3-5) =2 —1=1, |32 =57".
2. Para cualquier primo p y entero n, ord,(p") =n, [p"|, =p".

3. Para cualquier primo p si a y b son enteros primos relativos de p,
entonces ordy(3) =0y |§]p, = 1.

4. Sean a y b son enteros tales que |a — bl, < p™" para algin natural n,
entonces, p"|a — b.

Es decir, que existe algun entero c, tal que a—b = c-p™. Lo anterior nos
dice que dos enteros son “cercanos” segun la norma p-ddica cuando su
diferencia es un maltiplo de una potencia “grande” de p.

Demostraremos ahora que | - |, efectivamente es una norma.
Proposicién 16. |- |, es una norma sobre Q.

Demostracion.
(1) Es claro por la definicién.

(2) Hay que observar que la propiedad tipo logaritmo de ord, también es
valida en Q

ordy(% - 5) = ordy(ac) — ordy(bd) = ordy,a — ordyb + ordy,c — ord,d
= ordyy +ordyg

de donde podemos obtener que

—ordpzy _ —ordpz—ordpy __ ,—ordpx,—ordpy __

|z - y’p =p p p p ’x‘p’y‘p‘
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(3) En el caso en que + = 0, y = 0 6  +y = 0 la desigualdad del
tridngulo se cumple de forma trivial, asi que supondremos que los tres
son distintos de cero, digamos que v = ¢,y = Sy +y = %. De
forma que ordy(z + y) = ordy(ad + be) — ordpb — ordyd. Notemos que

ordy(ad + be) > min{ord,ad, ordybe} y por lo tanto

ordy(z +y) > min{ordya + ord,d, ord,b + ord,c} — ordyb — ord,d
= min{ordy,a — ordyb, ord,c — ordyd}
= min{ord,x, ordpy}.

La desigualdad anterior implica

—ordp(z+y) —ordpx
)

< méax{p P_Ordpy} = max{|z|p, [ylp} < |2|p+|ylp.

|$+y|p =D
O

En la demostracién anterior podemos observar que esta norma cumple
una propiedad mucho mas fuerte que la desigualdad del triangulo.

A una norma ||-|| que cumple ||z + y|| < méx{[|z|, [y} la lamaremos
norma no arquimediana, pues esta propiedad es equivalente a que el conjunto
{n-1:n € N} sea acotado, es decir, que el conjunto {||n - 1| : n € N} sea
un subconjunto acotado superiormente de R, donde entendemos que n -1 es
el neutro multiplicativo del campo sumado consigo mismo n veces.

Proposicién 17. Sea ||-|| una norma en un campo F. Entonces, ||-|| es no
arquimediana si y solo si existe un numero positivo M, tal que ||n - 1] < M
para todo natural n.

Demostracion. Primero veamos que en un campo con una norma no ar-
quimedeana para cualquier natural n sucede que ||n - 1| < 1, esto lo de-
mostraremos por induccién. Cuando no haya ambigiiedad en lugar de n - 1
escribiremos simplemente n.

Para n = 1 ya demostramos que ||1]| = 1.

Ahora supongamos que ||n|| < 1, entonces ||[n+1|| < max{||n||, ||1||} = 1.

Por lo tanto se cumple la propiedad para cualquier natural, es decir, que
el conjunto {n-1:n € N} estd acotado.

Ahora supongamos que el conjunto {n -1 : n € N} estd acotado y de-
mostremos que la norma || - || debe ser no arquimediana.

Si ||n|| > 1 para alguna n, la sucesién ||n*|| = ||n||* tiende a infinito cuan-
do k tiende a infinito, lo cual contradice la hipétesis. Por lo tanto |n| < 1
para toda n.
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Sean z, y elementos del campo, N un natural y observemos que
N N
N — N _
lz+ylIV = =+ = IIkZ0 (p)xN R < kZOII(k)IIIIfﬂHN llyll*

N N
< kZO IV =Flyl* < kZO(méX{HxH, lylIH™

= (N + 1) (max{||z], |y )™

Si sacamos rafz N-ésima obtenemos ||z +y|| < VN + L(méx{||z, |ly]/}),
y al tomar el limite cuando N tiende a infinito nos da la desigualdad buscada:
lx+y| <méax{|x|,||y||} Asi queda demostrada la equivalencia que justifica
el nombre que le hemos dado a este tipo de normas. O

Volviendo a los racionales, para todo primo p el espacio métrico (Q, |- |,)
resulta no ser completo, la demostracién la dejaremos para la siguiente sec-
cién por simplicidad y para no repetir esfuerzos. Asi como al completar a
los racionales con el valor absoluto usual obtenemos los nimeros reales, R,
al completar a los racionales con las normas p-adicas obtendremos distintos
espacios a los que llamaremos nimeros p-adicos y denotaremos por Q.

El siguiente teorema nos asegura que no hay mas formas de completar a
los racionales con una norma.

Teorema 18 (Ostrowski). Toda norma ||-|| no trivial sobre Q es equivalente
al valor absoluto usual | - | o a la norma p-ddica | - |, para algin primo p.

Demostracion. Caso 1. Si existe un entero positivo n tal que ||n| > 1.

Sea ng = min{n € Z* : ||n|| > 1}, como ||1|| = 1 entonces ng > 1 y por
lo tanto existe un real positivo a tal que ||ng|| = ng.

Consideremos cualquier entero positivo n y expresémoslo en base ng
2
n = ag + aing + agng + - - - + asng

donde cada a; es un entero tal que 0 < a; < ngy as # 0.

Como 0 < a; < ng entonces ||a;|| < 1 para toda i, ademds teniendo en
cuenta que ng < n, podemos acotar la norma de n de la siguiente forma:

Inll < llaoll + llarnoll + [lazng|| + - - + [lasng]]
= laoll + [lat||n§ + [laz[lng® + - - + [las|Ing™
< 1+4ng+nd*+---+ni®
— ngag_'_ naa + n620¢ 4t nasa)
< nol3 (R
i=0

_ 1
llnoll

Observemos que la serie de reales es convergente pues 0 < n% < 1.
0
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De forma que ||n|| < Cn® para todo entero positivo n, donde la constante

S .
positiva C' = > (%)Z no depende de n.
i=0

Considerando ntimeros naturales de la forma n?¥ obtenemos
[nl|N < CnMe,

tomando raiz N-ésima
1
In]| < C¥n®
y por ultimo si tomamos el limite cuando N — oo obtenemos que

]l < n®

para todo entero positivo n.

Por otro lado considerando que ||n§ ™| = [[n+nit —n|| < ||n||+ [[n5T— n)|

y que ngﬂ > n > ng podemos obtener la otra desigualdad de la siguiente

forma:

Inl = gt = ling™ —nll > ngT — (g —n)
> n(()s+1)a S S ) n(()s+1)a B n((]s_l,-l)a(l - nio)a

a1 - 2] > el (1 L)) = e

donde la constante C"' =1 — (1 — nio)o‘ es positiva.

Procediendo de igual modo obtenemos que ||n|| > n® y por lo tanto que
|n|| = n®, para todo entero positivo n.

De las propiedades de norma se sigue que || —n|| = ||n| y que || || = %,
y utilizando ambas propiedades podemos llegar a que ||z|| = |z|%, para todo
racional z.

Por dltimo, es claro que una sucesién serd | - |-Cauchy si y sélo si es

||-]|-Cauchy, por ser a > 0, lo que concluye la demostracién en este caso.
Caso 2. Si ||n|| <1 para todo entero positivo n.

Si para todo n entero positivo sucede que ||n|| = 1, entonces utilizando
las propiedades de norma al igual que al final de la demostracion del primer
caso, obtenemos que ||z|| = 1, para todo racional x # 0 y por lo tanto la
norma seria trivial, una contradiccion.

Asf pues sea ng = min{n € Z* : ||n|| < 1}, supongamos que ny = ninz
con 1 < nj,ng < ng, en tal caso tendriamos que ||ni|| = ||n2|| = 1 y por

tanto que ||ng|| = [|n1|||[n2|| = 1 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
ng es un numero primo, al cual llamaremos p.

Consideremos un primo ¢ # p y supongamos que ||¢q|| < 1, entonces
existe un natural N tal que [|¢"|| = ||¢|¥ < 3, también existe un natural
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M tal que |[pM|| < % Pero ademés p™ y ¢V son primos relativos y por lo
tanto existen enteros m y n tales que 1 = mp™ + ng! lo cual implica que

L= [lmp™ + ng™|| < [mp™] + [Ing"]|
= [mllp™ + lInlllg™ 1 < 1™l + llg™]]
< e
y esto es una contradiccién. De aqui concluimos que ||¢|]] = 1 para todo

primo g # p.

Ahora para calcular la norma de cualquier entero positivo a, lo factori-
Zamos en primos

by, b b
a :p11p22 ...prr

y utilizando las propiedades de norma y la definicién de ord,a obtenemos
que
s

’br — ‘ordpa
)

lall = llp2lI* llp21*® -~ lpe ]l = llp]

ya que todos los demaés factores son 1.

Como ||p|| < 1, existe un real positivo « tal que (%)a = ||p|| y por lo tanto
|al|= lal; para todo entero positivo. Al igual que en el caso 1 esto implica
que la igualdad es vélida para todos los racionales y que por lo tanto esta
norma es equivalente a la norma p-adica, | - |,.

O]

Como trabajaremos con normas no arquimedianas nos detendremos un
momento a estudiar algunas propiedades de ellas.

Propiedad de los triangulos isdsceles

Sean z y y elementos de un campo F' con una norma no arquimediana ||-||.
Sabemos que ||z +yl| < méx{[|z], [ly[[}. Ahora supongamos que [lz| < |ly[,
entonces tenemos que ||z + y|| < [|y||. Por otro lado tenemos que
Iyl = @ +y) — 2l < méx{[lz |, 2]}, pero sabemos que [ly]| £ 2], por
lo que se debe cumplir que ||y|| < ||z + y|| y por lo tanto ||z + y|| = ||yl

Entonces podemos concluir que ||z +y|| < max{||z[[, [|y[[} y se cumple la
igualdad cuando ||z|| # |ly||, esto lo podemos expresar diciendo que todos
los triangulos son isésceles.

Centro de un disco

Sea a € F, r > 0y denotemos el disco con centro en a y radio r como
Dy(a) ={z € F : ||x —al|| < r}. Sea b € D,(a), si z € D,(a) entonces
|z —al < r. Ademés

[z = bl = [[(z — a) + (a = b)|| < max{||z —al|, [la = b} <7
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y por lo tanto x € D,(b). Esto quiere decir que D,(a) C D,(b), la otra
contencién es andloga, por lo tanto D,.(a) = D,(b), lo cual quiere decir que
cualquier punto en el disco puede tomarse como centro del mismo.

Caracterizacion de sucesciones de Cauchy

Otra propiedad importante es una que caracteriza cuando una sucesién
es de Cauchy. Sabemos que en general no es suficiente que la distancia entre
términos consecutivos tienda a cero para que una sucesién sea de Cauchy,
pero en el caso de una norma no arquimediana si lo es.

En efecto, sea (zy,)nen una sucesion de elementos de F' tal que
|z, — znt1]] — 0 cuando n — oco. Entonces, para todo € > 0, existe un
natural N tal que ||z, — x,41]| < €, siempre que n > N. Sean j,k > Ny
supongamos que j < k, entonces tenemos que

o —xell = l(zj — i) + (Tip1 — 2jq2) + - + (@e—1 — 21|
< méx{llz; — il lzje — 242l lok-1 — 2|}
< e

y por lo tanto la sucesién es de Cauchy.

Convergencia de series

(o)
Una serie ) a, es una suma infinita, formalmente una pareja ordena-
n=1

n
da ((an)nen, (Sn)nen) de sucesiones en F tales que s, = > a;, a (ap)nen le
i=1
llamamos el término general de la serie y a (s la sucesién de sumas par-
n)neN
ciales. Decimos que la serie es convergente si la sucesién de sumas parciales
es convergente, y al limite le llamamos el valor de la serie.
En general no basta que el término general de una serie tienda a cero
= 1
para que la serie converja, por ejemplo la serie ) - no converge en R.
n=1
Con la caracterizacién de sucesiones de Cauchy podemos asegurar que
en un campo completo con una norma no arquimediana una serie converge
si y sélo si el término general tiende a cero. Lo anterior sucede ya que la
diferencia entre términos consecutivos de la sucesién de sumas parciales es
precisamente el término general de la serie, es decir que la sucesion de sumas
parciales es una sucesién de Cauchy si y sélo si el término general de la serie
tiende a cero.

2.2. El campo de los nimeros p-adicos Q,

Como dijimos en la seccién anterior, llamaremos nimeros p-adicos a los
elementos del espacio métrico que obtenemos al completar Q con la norma
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p-adica, y que queda denotado por Q. Si z € Q y no hay lugar a confusion,
entonces denotaremos a la clase de equivalencia de la sucesién constante
(z)nen simplemente como x, pero ahora considerado como un elemento de

Qp.
Veamos cémo se extiende la norma p-ddica a Q. Consideremos un ele-

mento a = (a,n)nEN € @, observando la sucesién de normas tenemos dos
€asos:

i) Si (ap)nen ~ (0)nen, por definicién de la relacién de equivalencia
tenemos que |a, — 0], = 0 cuando n — oo.

ii) Si (an)nen * (0)nen, significa que |a,|, no converge a 0, es decir, que
existe un real positivo gg tal que dado cualquier natural N existe otro natural
k > N tal que |ag|, > €o. Por otro lado como la sucesién es de Cauchy, existe
un natural N tal que para cualesquiera dos naturales n,m > N se tiene que
lan — amlp < €o.

Fijemos un natural k > N tal que |ag|, > €o. Considerando cualquier
natural n > N observemos que

|an|p = |(an — ax) + ak"p < méx{|a, — ak|pa ’ak’p}7

como |an, — aglp, < €0y |aglp > €0 es claro que |ay, — aklp, # |ak|p, y por
la propiedad de que todos los tridngulos son isésceles podemos concluir que
|an|p tiene el valor constante |ag|, para todo n > N.

En cualquier caso tenemos que la sucesion de normas es convergente y
definiremos la norma p-adica de a como |a|, = lim |ay|,. La norma estd bien
n—o0

definida pues si consideramos otro representante (al,),en tendriamos que
lanlp = l(an, — an) + anlp < méx{|a, — anlp, lanly},

y al tomar el limite cuando n tiende a infinito, como |a,, —a,| — 0, obtenemos
que lim |a)|, < lim |ay,|,. Siendo la otra desigualdad anéloga, concluimos
n—oo n—oo

que ambos limites son iguales.

Todo lo anterior ya estaba garantizado segin lo estudiado en el capitulo
anterior referente a completar espacios métricos, pues |a|, es simplemente la
distancia entre los elementos a y 0 de @, pero la demostracién en este caso
concreto nos indica que en Q) los posibles valores para la distancia entre
dos puntos son los mismos que ya habia en Q con la norma p-ddica, es decir
{p"|n € Z} U{0}.

Un caso muy distinto a lo que pasaba al completar Q con el valor ab-
soluto y obtener R donde pasdbamos de todos los racionales no negativos,

una cantidad numerable, a todos los reales no negativos, una cantidad no
numerable.
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Ahora extenderemos la estructura de campo de Q a Q. Si a = (an),cy

y b= (bn),cn son elementos de Q,, definimos la suma y la multiplicacién de
la siguiente manera:

(an)neN + (bn)neN = (an + bn)ngN?

(@n)pen * (On)pen = (an - bn)pen-

Hay que verificar que estén bien definidas las operaciones. Consideremos
/ /
otros dos representantes (al,)nen ~ (an)nen ¥ (b))nen ~ (bn)nen, entonces

|(@n +bn) = (ay, +b,)|p = [(an —ay,) + (b — b)) [p < méx{|an —az, |p, [bn — by, |}
y como ambas expresiones tienden a cero, obtenemos que

lim |(an, + bp) — (a, +b),)|, =0,

n—oo
por otro lado
! / _ / / ! /
lan - by, —ay, - O, = l|an - by —apn-by, +ay-b, —al, b,

|an (bn — b%) + b/n(an - a;z)’p
méx{‘an|p|bn - b;1|p7 |b;z’p|an - a;1|p},

IA

estas expresiones tienden a |a|, lim |b, — b} |, y b, lim |a, —a,|, y ambos
n—oo n—oo

son 0, por lo que lim |ay, - b, —al, - V|, = 0.
n—oo

Si al, = apt1 y b, = bpt1, lo anterior nos dice que (a, + bp)nen y
(@n - bp)nen son sucesiones | - |,-Cauchy y que no importa qué representantes
escojamos en la definicién de las operaciones.

De la misma manera podemos definir —a como la clase de equivalencia
de (—an)nen, y si a # 0, teniendo en cuenta que a lo més una cantidad finita
de términos pueden ser 0, podemos definir ¢! como la clase de equivalencia
de la siguiente sucesion:

S a;l siap,#0
" 0 siap,=0.

Para ver que a~! estd bien definido consideremos dos representantes de
a, (an)nen y (@), )nen, y dos términos a,, y a!, distintos de cero y observemos

que
/

|1 1| _|a;—an| _ag, = anlp
an, a,’ ' apa, " lanallp
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Como a partir algiin término todos los demés términos son distintos de
cero tenemos que

1 1 1
lim | — — —|, = —5 lim |a], — ay|, = 0.

n—00 ' G, a;l ‘a|}% n—00

Ahora, como las operaciones se definieron término a término es facil

verificar que Q, con estas operaciones forma un campo.

Veamos que la norma p-adica efectivamente es una norma sobre el campo
Qp:
1. Por la definicién de la relacién de equivalencia lim |ay|, = |a|, = 0 si
n—oo

y s6lo si a = 0.
2. |abl, = T}L)IIC}O |anbn|p = 111520 |anp|bnlp = nlggo |anlp nlglolo [bnlp = lalp|0lp
3. la+blp, = nh_{rolo |an+bplp < méx{#in;o |a”‘p’nli>n;o |bnlp} = méx{|alp, [b],}

Toda la discusién anterior queda resumida en el siguiente teorema.

Teorema 19. (Q,,|-|,) es un campo con una norma no arquimediana com-
pleta.

Ahora buscamos una representacién para los ntimeros p-adicos, mucho
mas util para trabajar con ellos sin tener que hacer referencia a clases de
equivalencia de sucesiones de Cauchy, que tiene cierta similitud con la ex-
pansién decimal de los ntimeros reales.

Para ello necesitaremos el siguiente lema.

Lema 20. Dado x € Q tal que |z|, < 1, para cada i € Z" existe un entero
a tal que |a — x|, < p~'. Adn mds, podemos tomar al entero en el conjunto

{0,1,2,...,p" — 1},

Demostracién. Expresando x = § donde a y b son primos relativos, bus-
camos aproximar a x con algun entero. Al ser a y b primos relativos y
|z|, <1 tenemos que p 1 by por lo tanto p* y b son primos relativos, asi que
existen enteros m y n tales que mb 4+ np’ = 1.

Segun lo anterior mb es cercano a 1, lo que quiere decir que m es cercano
a % y por lo tanto am deberfa ser cercano a x = ¥, asi que proponemos
o = am y tenemos que
a a i —i
la — zlp = |am — g’p = |g|p|mb* lp < [mb—1[, = [np'l, <p™".
Ahora podemos sumar multiplos de p’ hasta estar en el intervalo deseado,
es decir, sea o/ = a+ rp’ tal que o/ € {0,1,2,...,p" — 1} y en tal caso

o/ =l = | = @+ rp'ly < méx{|a — alp, |[rp'l,} < p~".
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Con el siguiente teorema lograremos dar la representacion deseada a los
numeros p-adicos.

Teorema 21. Sea a € Q, tal que |a|, < 1, entonces a tiene un Unico
representante, (ap)nen, que cumple las siguientes propiedades:

1. an € Z para todo natural n,
2. 0 < an < p" para todo natural n,
3. an = anpy1 (mod p™) para todo natural n.

Demostracion. Sea (by,)nen € a cualquier representante y para cada n € N

elegimos N(n) tal que |by — byf, < 1% siempre que k,l > N(n). Ademas

elegimos las N(n) de modo que formen una sucesién creciente.

Sean k,l > N(1), entonces tenemos que
bl < b o = b} < mx{ il 3,
tomando el limite cuando [ — oo
el < mix{jaly, ) < 1
Utilizando el lema anterior podemos encontrar una sucesion de enteros

(an)nen, tal que 0 < a, < p" y que ademds cumple que |an — by(n)lp < p—ln.

Afirmamos que esta sucesién es la buscada. Por la manera en que la
elegimos cumple con las propiedades I y 2. Por otro lado tenemos que

|@n+1 = ON(nt1) + ON(ms1) — ON@m) + ONm) — anlp
méx{|ani1 N bz\{(n+1)|q» 0N (1) = DN lps [ON () — @nlp}

< 1
maX{pn+1 ) ﬁv ﬁ

|an+1 - an|p

IAIA

= o
y ya que an41 — a, €s un entero, entonces se tiene que p" | (apy1 — ayp),
es decir, que an4+1 = a, (mod p™). Por lo tanto, la sucesién cumple las tres
propiedades.

Observemos que de la propiedad &, tenemos que a,, 11 = an42 (mod p"*+1),
entonces an4+1 = apt2 (mod p™), y por la transitividad de las congruencias
ap = apy2 (mod p™). Por induccién, podemos demostrar que
an = am (mod p™) para cualquier natural m > n.

Falta ver que efectivamente (ay,)nen € a. Para ello observemos que para
cada m € N, si n > N(m) entonces

‘an — Qm + Qm — bN(m) + bN(m) - bn|p
max{|an — amlp, |am — ON(m)lps [ON(m) — Onlp}
méx{p%, 1 1

|an — bplp

INIA I

1 1
W;W} - pm>
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por lo tanto |a, — by|p, — 0 cuando n tiende a infinito, es decir, que
(an)neN € a.

Ahora supongamos que hay una sucesién (a,,),en que cumple las propie-
dades 1, 2 y 3, y que existe un natural ng tal que ay, # a'no. Como ambos
términos estdn entre 0 y p"° — 1, significa que an, # ay,, (mod p™).

Sin embargo, para cualquier n > ngp tenemos que a, = an, (mod p"°)
n = ap, (mod p™) esto implica que a, # a;, (mod p™), es decir que

—anlp > ﬁ para toda n > ng. Por lo tanto (a},)nen ¢ a, lo cual implica
que (an)nen es la inica sucesién en a que cumple las tres propiedades.

O

Analicemos qué nos dice el teorema que acabamos de demostrar. Consi-
deremos algiin nimero p-adico a de norma menor o igual que 1, y la sucesion
(an)nen € a como en el teorema. Al entero a, lo expresamos en base p de la
siguiente forma, recordando que 0 < a,, < p" — 1:

an =bo+b1 X p+byxp?+ -+ by xp" L,

con b; € {0,1,...,p— 1} para toda i.

Anilogamente expresamos a,11 en base p:
Ant1 = by + b} x p+ bl Xp? 4B x4 b, x T,

con b, € {0,1,...,p — 1} para toda 1.

Sin embargo observemos que b; = b; para toda i € {0,1,...,n — 1} ya
que a, = ap+1 (mod p™), lo cual quiere decir que al tomar la diferencia entre
ambos nimeros obtenemos un multiplo de p™.

Asi que a queda determinado por la sucesién de enteros b, y podemos

oo
escribir a = Y b, xp", que en principio se podria considerar como simple no-
n=0
tacion, pero al pensar a los enteros b,, x p" como elementos de QQ, obtenemos

una serie cuyo término general tiende a cero, pues |b, x p"|, < |p"|p, =p7",
y al estar en un espacio métrico completo no arquimediano, significa que la
serie es convergente, y ademdas converge precisamente al elemento a.

(e8]

También notemos que cualquier serie de la forma ) b, x p", donde cada
n=0
b, € {0,1,...,p— 1}, es una serie que converge a un elemento
n—1
a= (an)pey € Qp con |al, <1, donde a, = ) b; x p’/ forma una sucesion
Jj=0

que cumple las condiciones del teorema.

Veamos que también podemos construir una expresién similar para los
numeros p-adicos con norma mayor que 1.
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Sea a € Q, tal que |a|, > 1, ademds consideremos a un natural m tal que

o0
Ip™al, < 1. A este niimero lo podemos expresar como serie p™'a = > b, xp",

n=0
o0 o0
de modo que a = > b}, x p"~™ o, poniendo b, =¥, ., a = > by xp"
n=0 n=-—m
Teorema 22. Para cada a € Q, existe un entero m y una sucesion (b, )5,

&)
de enteros tales que 0 < b, <pya= Y. b, x p".
n=m
Reciprocamente, sean m un entero y (by)se,, una sucesion de enteros

o0
tales que 0 < b, < p, entonces existe a € Qp tal que a = ) b, x p".
n=m
A la serie del teorema anterior le llamaremos expansién p-ddica del
nimero p-adico a, al conjunto de enteros {0,1,...,p — 1} le llamaremos
conjunto de digitos y a b, le llamaremos la cifra en la posicién p”.

De esta forma ya tenemos la expresion buscada para todos los niimeros
p-adicos, que es muy similar a la expansiéon decimal de los reales con dos
importantes diferencias, la primera es que los nimeros p-adicos solo tienen
una cantidad finita de cifras distintas de cero correspondientes a potencias
negativas mientras que pueden tener una cantidad infinita de cifras distintas
de cero correspondientes a potencias positivas.

La otra diferencia, aiin més importante, es que la unicidad de la sucesion
en el teorema 21 nos garantiza que esta expresion es tunica, salvo agregar
ceros a la izquierda, para todos los nimeros p-adicos, a diferencia del pro-
blema con las colas de nueves en los niimeros reales.

Podemos observar en esta representaciéon de los niimeros p-adicos que
|Qp| = 2%, lo que quiere decir que al completar Q con la norma p-adica
realmente agregamos algo, lo cual demuestra que (Q, | - |,) no es completo.
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Capitulo 3

Propiedades de los nimeros
p-adicos

3.1. Algoritmos en Q,

Ahora que tenemos una representacién adecuada veamos cémo podemos
trabajar con los nimeros p-adicos a través de ella.

Empezaremos por analizar como medir la distancia entre dos niimeros.

Sean a,b € QQ, y consideremos sus expansiones, que siempre podemos
suponer que empiezan en la misma posicién, y agregando ceros de ser nece-

sario,

a = am X "+ ampr x P -

b="by X "+ by x P 4

Si se tiene que k = min{i € Z : i > m, a; # b;}, entonces tenemos que
o [e.9] )
a—b=p"(ap—bp) + (D @ xp T = Y bixpthY,
i=k+1 i=k+1
y por la desigualdad del tridngulo no arquimediana concluimos

[e.@] oo
la—blp < méx{]pk(ak = bi)lp, ’pkﬂ( Z a; xp'F 7t — Z bi % p%kil)’p}-
i=k+1 i=k+1

Ahora, teniendo en cuenta que ag, by € {0,1,...,p — 1} v que ay # by,
tenemos que |ag — bg|, =1 y por lo tanto

|pk(ak - bk)|p = |pk|p’ak - bk|p = p_k-
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Analicemos el otro término, con base en que cada una de las series em-
pieza en potencias no negativas, la norma de cada una de las series es menor
que 1 al igual que la norma de la resta de ambas series, entonces tenemos
que

0o 00
|pk:+1( Z a; X pz—k—l N Z b'L % pz—k—1)|p < p—(k—l—l) < p—k,
i=k+1 i=k+1

y por la propiedad de los tridngulos isésceles inferimos que |a — b|, = p k.

Observacién 23. Para saber qué tan separados estdn dos numeros p-ddicos
tenemos que fijarnos cudl es la primera cifra en la que difieren.

A continuacion vamos a describir los algoritmos para realizar las opera-
ciones del campo @), y describiremos explicitamente la forma de ir haciendo
la operacién, esto con el propédsito de que sea mas claro el procedimiento.

3.1.1. La Suma
. 1 (2
Supongamos que queremos sumar 1 nimeros aW. a@ a0 e Qp,

considerando sus expansiones
o) — bﬁ,i) Xpm+b£i)+1 )t

cabe senalar que estamos agregando ceros en caso de ser necesario para con-
seguir que todos los niimeros empiecen en la misma cifra. Ahora escribimos
los niimeros uno sobre otro, respetando las posiciones

bgrll)xpm + bfv}bzk1Xpm+1 4o
bg)xpm + bgl_lxpm+1 4o

+ .
b X P+ bk < p
Buscamos una cifra ¢,, € {0,1,...,p— 1} y un entero rp,41 € ZTU {0}

tal que
b%)+bg)+--'+b$ﬁ):Cm+pXTm+1

y escribimos
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Tm+1

bgrlz) % pm + bgrlzl-l % pm+1 4o
bg) X pm + b'gl—l % pm+1 4o
+ .

b5 X p™ 4+ B x gt

Cm X P
Suponiendo que ya hemos encontrado las cifras anteriores a la posicién
pF para k > m, ahora buscamos una cifra ¢, € {0,1,...,p— 1} y un entero
re+1 € ZT U {0} tal que

Tk+b,(§1)+b,(€2)+~-+b,(§n) =Ck+ P X Ty,

y de esta forma obtenemos un ntimero p-adico d = ¢, Xp™+Cmp1 X P HE -1

Consideremos las aproximaciones
CL,(;) — bgﬁ) x p + b7(7?+1 > pm+1 4t b,(;) % pk
iy = Cm X P™ 4 Cmpr X P4 e x pF
que son racionales no negativos, y observamos que el algoritmo descrito
antes, si se lleva hasta la obtencién de la cifra en la posicién p¥, es el algo-

ritmo usual de suma de racionales no negativos con expansion finita, pero
en base p,

Tm+1 T'm4-2 Tk Tk+1
b%) X pm 4 bgrlzzi—l % pm+1 + bgl& % pm+2 + o+ bgj) > pk

b%) % pm + bir%l—l % pm+1 + bglﬁ X pm+2 + -+ b](c2) % pk
+ .

Cm X P™ A Cmp1 X PP A g X PR 4 g xpP
De esta manera
a}(€1) i al(f) 4ot a,g”) = dy + TE41 X pk+1
y por lo tanto
@ +a? + -+ a™) — dy], < p*HD,
Asi, al tomar el limite cuando k& — oo, obtenemos que

Cabe senalar que si queremos conocer el nimero d hasta la posicién p* es
suficiente conocer las cifras de a¥,a®, ..., a(™ hasta esa misma posicién.
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3.1.2. La Resta
Ahora vamos a calcular a —c con a, c € Q, partiendo de sus expansiones

9

c=dpm X p"+dpi1 xpm+1+---.

De manera andloga al algoritmo de la suma escribimos a encima de ¢
respetando las posiciones

bmxpm + b?’rz—|—1><pTrH_1 + o
T dp X p™ + dm+1><pm+1 + ...

Para encontrar la primera cifra consideramos dos casos:
si by, > diy, entonces e, = by, — dpy v s€a 141 = 0,
si by, < dp, entonces e, = by, +p — dimy, vy €2 11 = 1.

En cualquier caso observemos que e, € {0,1,...,p — 1} y escribimos
T'm+1

bmxpm + b?’rz—|—1><pTrH_1 + o
T dp X p™ + dm+1><pm+1 + ...

em X p™

Suponiendo que hemos encontrado las cifras anteriores a la posicién p*
con k > m, podemos encontrar la siguiente cifra como sigue:

si by — rp > dy, entonces e = (b — 1) — dp y 711 = 0,

si by, — r, < dy, entonces ey, = (b, —rg) +p —di y rg+1 = L.

En cualquier caso e, € {0,1,...,p—1} y de esta forma vamos obteniendo
un nimero p-adico f = e X P 4 €yt X P4

Consideremos las aproximaciones
g = by X P™ + b1 X P4+ by x PP,

ek = dpm X P+ dipy1 X P4 d x P,
e =em xp" + emi1 Xpm+1+"'+€k ka,

las cuales son racionales no negativos. Ahora cortamos el algoritmo descrito
anteriormente hasta la obtencién de la cifra en la posicién p* y lo com-
paramos con el algoritmo usal en base p para restar ¢ a ay + rpyq x pFtl,
observando que ay + 741 X PP > ¢,
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Tm+1 T'm+2 Tk Tk+1
b X D™ +bmy1 X P dbpao X p 24 by x pF Ay x pFtE
T dy X pm+dm+1 X pm+1+dm+2 X pm+2+_ Ady X pk

em X P emi1 X P ey X P24 ey, X pF 0 x pFtT
Notemos que ay, + 7441 X p*1 — ¢ = fi v por lo tanto
|(ar — ) = filp < p~ "+

y al tomar el limite cuando k — oo obtenemos que f =a — c.

Hacemos notar que, al igual que en el caso de la suma, para encontrar
las cifras hasta la posicién p* de f dnicamente necesitamos conocer a y ¢
hasta esa posicién.

3.1.3. El Producto

Para el caso de la multiplicacién de dos ntimeros a,c € Q,, primero
consideraremos el caso més sencillo en que uno de los nimeros tiene tan
sblo una cifra. Asi, si las expansiones son

0= by X P 4 by X p"

C:dnxpn7

escribimos uno encima del otro, y en este caso no importa en qué posicién
comiencen,

b X P+ by x P 4
X dp X p"

Buscamos fs € {0,1,...,p— 1} y 7541 € ZT U {0} tal que
b X dp = fs+7Ts41 X p

y escribimos

Ts+1
b X P+ by X P 4 by x P2 4
X dy, X p"
fs x p°

donde s =n +m.
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Suponiendo que hemos encontrado las cifras anteriores a la posicién p*
con k > s, buscamos fi € {0,1,...,p—1} y 7x41 € ZT U {0} tales que

bi—n X dn + 1k = [l + Tht1 X P
Continuando de esta manera encontramos el ntimero p-adico
e= fsX ps+ fs+1 X ps+1+
Una vez més consideraremos las aproximaciones
a = by X P + b1 X P 4+ by x PP,

e = fs X D° 4 fop1 X T 4 fr x PP

El algoritmo hasta la obtencién de la cifra en la posicién p* se escribe

Ts+1 Ts+2 Tk Tk+1
b X D™+ bgt X P 4 by X P2 4 e 4 by, x PP
X dy X p"

fs Xps + fs+1 XPSH + fs+2 Xp8+2 + -+ kapk

y coincide con el algoritmo usual en base p de la multiplicacién en los
racionales. Esto nos dice que ag_,, X ¢ = e + rg41 X pk“, por lo tanto

|ak—n X c— ek‘p < p_(k+1)'

Al tomar el limite obtenemos que a X ¢ = e.

Para el caso general en que c es cualquier niimero p-adico cuya expansion
es
—d nod ntl
C=0ap XP +apy1 X P +

escribimos a encima de ¢ y vamos multiplicando cada cifra de ¢ por a, usando
el algoritmo del caso anterior, y escribiendo los resultados abajo respetando
las posiciones

b X D™ 4 b X P 4 b X pT T 4
X dp xp" 4 dpp1 X an + dpto X pn+2 + .-

fs(n) X p° + fs(:L-)l 1>< ps+1 + fLS:L_)Q 1>< ps+2 R
Je <t f st 4

SN

donde s=n+my

axd;xp =e = ffgz-z x ™t féil—i—i—l x p T 4
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De esta forma nos queda una suma infinita, sin embargo debido a que
se va recorriendo la posicién en que comienza cada sumando, podemos ir
sumando sin problemas. Es decir, si queremos el resultado hasta la cifra en
la posicién p* consideramos tnicamente los primeros k — s 4+ 1 sumandos y
los sumamos hasta la posicién p¥. Como los siguientes sumandos comienzan
después de la posicién p*, las cifras que obtuvimos de esta forma no seran
modificadas.

Llamemos ¢ al niimero p-adico asi obtenido cuya expansién es

g = hex p°+ he1 x pPT4

v g a la aproximacién hasta la posicén p* y multipliquemos los racionales no
negativos ag_, ¥ Ck_m con el algoritmo usual en base p. Obtenemos entonces
lo siguiente:

bmxpm 4 bm+1 ><pm—i-l o 4 bk_nxpk:—n
X dy XY A+ dpr x PN+ dpy, x PP

fs(n)xps + fs(z)lxps—i-l 4o+ fén)xpk + ..
T
he X p° 4 hopy X Pl 4 oo 4 Ry xph + -

El resultado coincidirfa hasta la posicién p*, es decir, que para algin
entero no negativo r se cumple que ax_pn X Ch_m = gr + 7 X pFtL. Por lo
tanto se cumple que

‘(ak:fn X Ckfm) - gk‘p < pi(kJrl)?

y al tomar el limite obtenemos que a X ¢ = g.

Recalcamos que para obtener el niimero g hasta la posicién p* necesi-
tamos el nimero a hasta la posicién p*~™ y el nimero ¢ hasta la posicién

pkfm_
3.1.4. La Divisién

Por ultimo, para dividir un ntimero a € @, entre otro ntimero
c € Qp . {0} cuyas expansiones son

@ = by X P+ b1 X pH 4

9

¢ =dny X p" + dpyr X P
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con d, # 0 escribimos a dentro de la “casita” y c afuera

Aoy X P A dpr X P4 by X P by X P

Buscamos una cifra hg tal que hg X d,, = by, (mod p), donde s = m — n,
que siempre existe pues d, # 0 y p es un primo. Escribimos hs x p® arriba
de la casita, lo multiplicamos por ¢, lo escribimos debajo de a y hacemos la
resta.

Si llamamos e(®) = fm X D™ 4+ fin+1 X pmH + = (hs xp°) x Ccy
all) = b&lrl x pmtl +b7(72_2 xpmt24... = g—e® 1a forma en que escogimos

la cifra hs nos garantiza que by, = fm v por lo tanto M|, < p=(m+1)

hs x p®

dp X p" + dn—i—l X pn—I—l +e ‘ b X pm+bm+1 X pm—l—l_{_‘ e
o X D+ frng1 X pm+1+' o

b(l) )1 X pm+1+b( ) )y X pm+2+‘ .

Suponiendo que hemos encontrado las cifras anteriores a la posicién p*

con k > s, buscamos una cifra hy tal que hy X d, = gi:ks) (mod p) y
llamamos
D = 0 1 A = ) <
y
qk—st1) — bgir—ksjll) w pitREL b1(1k+k8:—21) w phtEE2 o g(kes) o pks),

Por la forma en que elegimos la cifra h; tenemos que fr(i_ks) = bgﬁrks) y

por lo tanto [a*=st1)|, < p=(ktnt1)

hs X p° +hgyr x p*t1 ... +hy x pP

dp X p™ 4 dpp1 X T4 b X P by x p™m T4
fm X D™ A g1 X p™ T4

birlzi)Jrl X Pm+1+b£rlzl)+2 X pmtip .
fr(n,)+1 x perl""fy(nzrl x pm Tl

(k—s) ntk 4 g (k—s)
bn+k X p +bn+k+1><p

f,(l]:ks) x p"““-hf(k*s)1 X p

ntk+l Lo
nkl 4

plk—s+1)
n+k+1
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De esta forma obtenemos un nimero p-adico g = hyxp*+hgpg xpsTi+4- -
y si llamamos gj a la aproximacién hasta la posicién p* tenemos que

k k
gk X ¢ = Z(hl X pi) X c= Ze(i_s)
asi que
k ‘ k '
a — gk Xc = a— 6(0) — Z e(l_s) — a(l) — e(l) _ Z e(’L—s)
i=s+1 i=5+2

— o= qlk=s) _ g(k=s) — (k—s+1)

Por lo tanto |a — (gx x ¢)|, < p~#*"+1) y al tomar el limite obtenemos
que a = g X ¢, o equivalentemente que g = %

En nuestro algoritmo podemos observar que para encontrar g hasta la
posicién p* dnicamente necesitamos conocer a hasta la posicién p"t* y ¢

hasta la posicién p?"tk—m,

Observemos algunas diferencias entre estos algoritmos y los correspon-
dientes algoritmos en el campo de los nimeros reales.

Estos algoritmos se aplican directamente a cualesquiera nimeros p-adi-
cos, a diferencia de los ntimeros reales, donde si consideramos dos niimeros
a,b € R y queremos obtener a + b, suponiendo que a > 0, b < 0y |a| < |b],
debemos usar el algoritmo de resta para obtener |b| — |a| y al resultado
ponerle un signo negativo.

Otra diferencia es que al trabajar con niimeros con expansion infinita, los
algoritmos en los nimeros reales van aproximando el resultadoen el sentido
de convergencia, pero no en el sentido de ir obteniendo las cifras definitivas,
por ejemplo al sumar los nimeros 0.333... y 0.666--- las aproximaciones
nos van dando 9 en todas las cifras decimales mientras el resultado es 0 en
todas las cifras decimales. Como vimos, con nuestros algoritmos p-adicos
vamos obteniendo las cifras del resultado.

Trabajando con los niimeros p-adicos si hemos utilizado nuestro algorit-
mo para obtener n cifras y ahora queremos obtener la siguiente cifra pode-
mos retomar los calculos que habiamos hecho para las n cifras ya obtenidas,
esto no es posible en los reales, debido a que los algoritmos se trabajan em-
pezando por las cifras menos significativas, exceptuando el algoritmo de la
divisién.

3.2. Zy Q dentro de Q,

En esta seccién describiremos cémo son las expansiones p-adicas corres-
pondientes a los enteros y a los racionales.
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Los enteros positivos son simplemente los nimeros p-adicos
cuya expansion es finita y no tienen cifras correspondientes a po-
tencias negativas, pues su expansion es la correspondiente a la base p.
Para encontrar la forma de los enteros negativos utilizaremos el algoritmo
de la resta.

Sea a € Z7T con expansién p-ddica a = by X pF +bpp1 x pF T4+ 4-b, x p"
con by # 0y k > 0, podemos escribir al 0 de la siguiente manera:

0=ck x pk + Cra1 X karl + ---donde cada ¢; = 0.

Podemos encontrar —a como el resultado de restarle a a 0 siguiendo el
algoritmo descrito en la seccién anterior. Como ¢ < b llamemos d = p—by,
y rk+1 = 1, ahora ¢y 1 —7p+1 = —1 < bgy1, porlo tanto dg+1 = p—1—bg1 y
rg+2 = 1. De la misma forma podemos ver que todas los siguientes residuos
r; van a ser 1 vy d; = p—1—b;, de forma que para ¢ > n tenemos que
d;=p—1.

1 1 1 1
0 x pk +0 x pkt?t +0 x pFt? +-- 40 x p" +0 x pntt
— by x pF by x pFt? +bgio x pFT2 4 4by X p?

(0 — b)) X PP+ — 1 —bpg1) X PP TH+(p — 1 = big2) x PP T2+ +(p — 1 = bn) x p"+(p — 1) x p"H!

De hecho con un argumento casi idéntico podemos ver que si un ntimero
o .
p-édico cualquiera a tiene expansién a = > b; X p* con by # 0 entonces la
i=k
o0 .
expansién de —a serd —a = (p —by) x pF 4+ > (p—1—b;) x p'.
i=k+1
Por lo tanto los enteros negativos son los niimeros p-adicos cuya
expansion no tiene cifras correspondientes a potencias negativas y
a partir de un momento todas sus cifras son p — 1.

Para encontrar cémo es la expansion de un niimero racional consideremos
r=%€Q~ZconaeZybeZty dividamos a entre b.

Observando el algoritmo de la divisién, como z no es entero la expansién
del cociente no es finita, por lo cual a los diferentes residuos les restamos
miultiplos de b, que son de hecho cada vez més grandes, por lo cual eventual-
mente el residuo tendrd que ser un entero negativo, es decir que sus cifras
seran todas p — 1 a partir de un momento.

Consideremos los distintos multiplos de b: 1 x b,2 X b,...,(p — 1) x b;
todos son enteros positivos y por lo tanto tienen una cantidad finita de cifras
distintas de cero, llamemos n a la maxima cantidad de cifras entre la primera
cifra distinta de cero y la 1iltima cifra distinta de cero en estos nimeros.

Analicemos cémo van siendo los distintos residuos, sin tomar en cuenta
la posicién sino dnicamente la sucesion de cifras. Partiendo de un residuo
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que ya es un entero negativo podemos asegurar que después de m cifras
todas sus cifras son p — 1 para alguna m > n.

Al siguiente paso restaremos un multiplo de b, es decir un ntmero con a
lo mas m cifras, esta resta en el peor de los casos podria llegar a afectar la
primera cifra después de las m, con lo cual el nuevo residuo tendria m + 1
cifras antes de que todas sean p — 1, sin embargo, debido a la forma del
algoritmo, la primera cifra debe cancelarse, es decir que en realidad el nuevo
residuo tendra una vez més a lo mas m cifras antes de que todas sean p — 1.

Como tinicamente hay p™ sucesiones de cifras de esta forma, en algtin pa-
so se debe repetir algin residuo, lo cual causara que a partir de ese momento
se genere una sucesion periddica de cifras en el cociente.

Reciprocamente, si consideramos un nimero p-adico cuya expansion sea
eventualmente periédica

a = bnxpn+ . _+bmxpm+clxp7n+l+_ . '+CT><pm+T+Cl Xpm+r+1+. A __|_Crxpm+2r+. .
Llamamos

A=by+bpi Xp+ -+ by xp" "eEL

B=ci+exp+ -4 xptelk

entonces tenemos que

00
a=Axp"+Bx me+kr+1'
k=0

17p(s+1)7‘

S
Observemos que > p*" = s

k=0
y ademds [p(tDr|, = p~
o

kr _ 1
kzop o

Podemos concluir que

, ya que es una igualdad general

str (0 cuando s tiende a infinito, entonces

—Axp"+Bxp"tlx (——)eQ.
a=Axp"+Bxp X(l—pr) Q

Por lo tanto, los racionales son exactamente los nimeros p-adicos
cuya expansion es eventualmente periddica, de manera similar a lo que
sucede en los reales, y asi se puede demostrar que Q, \ Q es denso en Q,.
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3.3. Los enteros p-adicos Z,

Denotemos Z, = {z € Q, : |z|, < 1}. Este subespacio recibe el nom-
bre de enteros p-adicos, que también puede verse como el conjunto de los
nimeros p-adicos que no tienen cifras correspondientes a potencias negati-
vas, es claro que Z es denso en Zj,. De hecho, Z,, es la completacién de Z con
la norma p-adica. La demostracién de la afirmacion anterior es el teorema
21.

En esta seccién vamos a estudiar algunas propiedades algebraicas de Z,, y
Qp, siempre teniendo en cuenta la analogia con Z y Q. Para estudiar algunos
de los conceptos que seran mencionados a lo largo de esta seccién asi como
las propiedades andlogas de Z y Q se pueden ver en [3].

Zy, es un anillo, pues es cerrado bajo la suma, el producto y la inversiéon
aditiva, lo cual puede comprobarse a través de los algoritmos o simplemente
notando que si x,y € Z,, entonces

|z + y|p, < méx{|zp, |ylp} <1,

‘x?/|p = |x’p|y’p <1,

| —zlp =[], < 1.

A partir de Z, podemos recuperar QQ, como su campo de fracciones, al
igual que Q es el campo de fracciones de Z.
1

|z]p’
entero p-adico x tenga inverso multiplicativo en Z, es que |z|, = 1, es decir
que Z; = {x € Zy : |z|, = 1} son las unidades en los enteros p-ddicos, o
equivalentemente los enteros p-adicos cuya cifra en la posicién p° es distinta

de cero, mientras que en Z las tUnicas unidades son 1 y —1.

Recordemos que \%|p = por lo tanto la tnica forma de que un

Sea p"Zy, = {p"x:x € Ly} = {x € Zp : x|, < p~"}, estos subanillos de
Zy, son ideales ordenados por la contencién de forma que p™Z, C p"Z, si
n < m. A continuacién veremos que son los tnicos ideales de Z,,.

Proposicién 24. Z, es un dominio de ideales principales, es decir que todos
sus ideales estdn generados por un elemento.

Demostracion. Sea I un ideal en Z, y p~" = méx{|al, : a € I}, el maximo
existe ya que los posibles valores de la norma p-adica estdn acotados en Z,
y son discretos, salvo el 0. Entonces claramente I C p"Z,. Ahora sea a € I
tal que |al, = p~", entonces p~"a € Z,; que es un grupo multiplicativo, de
forma que existe x € Z, tal que p~"ax = 1 o equivalentemente ax = p",
pero al ser I un ideal tenemos que ax € I y por lo tanto p"Z, C I.

O
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Sean x,y € Zj,, escribiremos z = y (mod p") si |z — y|, < p~", 0 equiv-
alentemente si x —y € p"Z, (o que x y y coinciden en sus cifras hasta la
posicién p"~1). Esto define una relacién de equivalencia.

Observacion 25. Se cumplen las siguientes propiedades:
1. Six =y (mod p") y z € Zy, entonces x + z =y + z (mod p")
2. Siz=y (modp") y z € Z, entonces vz = yz (mod p")
8. Six=y (modp") yz €L, entonces 7 =< (mod p")
4. xp =yp (mod p"*) & x =y (mod p")
ya que
) [(z+2) = (y+2)p=Ilz—ylp<p™.

(2) |2z —yzlp = 2 = ylplzlp < [z —ylp < P
(3) Por 2, ya que € Zy.
4)

(4) lzp—yply = |z —ylpp ' <p~ ") & |z —y|, < p7™.

Si x,y € Z recuperamos la nocién de congruencia usual, ademas los
. . . s . 7 ~ 7
cocientes bajo esta relacién en Z y Z, son isomorfos “» /pnz, =% /pnz.

Llamaremos Zy[x] y Qp[z] a los anillos de polinomios con coeficientes
en Zp y Qp respectivamente. Veamos que la irreducibilidad de un polinomio
con coeficientes enteros p-adicos es equivalente en ambos anillos, al igual que
sucede con Z y Q.

Teorema 26. Sea f(z) € Zy[x] entonces, existen dos polinomios no cons-
tantes g(x),h(z) € Qplz] tales que f(x) = g(x)h(x) si y solo si existen
polinomios no constantes g(z), h(x) € Zy[z] tales que f(x) = g(z)h(z).

n+m

Demostracion. Sean f(z) € Zy[z] v g(x),h(z) € Qpla], f(z) = . aia’,
i=0

g(z) = S bzt h(z) = 3 ¢z’ con n,m > 0, tales que f(x) = g(x)h(x).
i=0 ;

=0
Sean r, s, g, jo tales que p" = |bj,|p, = max{|b;[, : i =0,...,n}ty
p° = |cjolp = méx{|cjl, : 7 = 0,...,m}, escogiendo ip y jo minimos.

Entonces tenemos que p"g(x), p*h(x) € Z,[z] y ademéds
laitiolo =1 D bicjlp < max{|bic;l : i+ j = io + jo} = p**.
i+j=i0+Jjo
Observemos que si i < i entonces |bicjl, < p"lejlp, < p™*5 y sii > i
esto implica que j < jo y en tal caso |bicj|, < |bi|,p® < p"*, es decir que la

norma maxima se alcanza en tan sélo uno de los sumandos lo cual implica
que la desigualdad en realidad es una igualdad. De aqui concluimos que

1> ’aio-i-jo |p = pTJrSa
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es decir que 7 + s < 0 y por lo tanto p~U) € Z y p~*g(x) € Z,[z].

De esta forma podemos escribir f(z) = (p~*g(x))(p°h(z)) como produc-
to de polinomios no constantes en Z,[x]. Es decir que si un polinomio en
Zplx] no es irreducible en Q,[x], tampoco es irreducible en Z,[z]. La otra
implicacién es inmediata ya que todo polinomio con coeficientes en Z,, es un
polinomio con coeficientes en Q,.

O

Consideremos el caso en que el coeficiente principal de f(z) es una unidad
de Z,, es decir que |antmlp =1, pero 1 = |antmlp = [bncmlp < p'* y como
r+s <0, debe cumplirse que 7 +s = 0, |by|p = D" ¥ |cm|p = p°, por lo tanto
los coeficientes principales de p~*g(z) y p"h(z) estén en Z, .

n .
Sea f(x) = Y aix" € Zy[z] con a, € Z) y sea a € Q, una raiz de

(2
f(z). Entonces f(x) = g(x)(x — «) y por la discusién anterior f(z) se puede
factorizar como producto de polinomios en Zy[z], con coeficientes principales
en Z, que son los mismos polinomios tan sélo multiplicados por un escalar
y por lo tanto tienen las mismas raices. Digamos que f(z) = g(x)(c1z + o)
con ¢ € Z,, entonces la rafz de este polinomio debe ser v = _%(1) € ZLp.

Es decir que para un polinomio con coeficientes en Z,, cuyo coeficiente
principal es una unidad (en particular si el polinomio es ménico), todas sus
raices en @, son enteros p-adicos. Lo anterior es andlogo a lo que sucede con
los polinomios moénicos con coeficientes enteros cuyas raices racionales son
enteros.

El siguiente teorema nos da un método bastante general para encontrar
raices de polinomios con coeficientes en Z,,.

Teorema 27 (Lema de Hensel). Sea f(z) = co + c1z + cox? + -+ + ¢z

un polinomio con coeficientes en Zy y f'(x) = c1 + 2cox + -+ - + ne,x™ 1 su

derivada. Si ag € Z, cumple que f(ag) = 0 (mod p) y f'(ag) # 0 (mod p)
entonces existe un inico a € Z, tal que a = ag (mod p) y f(a) = 0.

Demostracion. Vamos a contruir una sucesion de enteros que aproximen la
raiz que buscamos en Z,, a1, az, ... que cumplan

1. f(ax) =0 (mod p*tl)
2. ay, = ap_1 (mod pF)
3. 0 <ay < pht!

Para k =1 Sea by € {0,1,...,p — 1} tal que ap = by (mod p). Para que se
cumplan las condicién 2 y 3 necesitamos que a; = bg + b1 X p para algun
by € {0,1,...,p—1}.
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Ahora observemos que

n

fla1) = f(bo+by xp)= Zjoci(bo + b1 x p)t
'no(cibf) + icibg_lblp + 0(p?))

= 3 it + (3 deiby o (mod p?)
— 7o) + F'(bo)brp

~

donde O(p?) se refiere a términos que son multiplos de p?.

Utilizando las propiedades de congruencias de la observacién 25, como

bo = ag (mod p) entonces f(by) = f(ao) (mod p) y f'(bo) = f'(ao) (mod p),
es decir que f'(by) € Z,; .

Como f(by) =0 (mod p), existe ap € {0,1,...,p— 1} tal que
f(bo) = agp (mod p?), entonces para que se cumpla la condicién 1

f(a1) =0 (mod p?) < aop+ f'(bo)bip =0 (mod p?)
& ap+ f(by)by =0 (mod p)
& b= —% (mod p)

y esta ultima condicién determina un unico b; € {0,1,...,p — 1}.

Supongamos que ya encontramos ai,...,a,—1 que cumplen las condi-
ciones. Ahora buscamos a,, que debe tener la forma a, = an_1 + b, X p"
para alguna b, € {0,1,...,p — 1}.

Veamos que

f(an) - f ap—1+ by X pn) = Z Ci(an—l + by, X pn)i
i=0
= Y (eiap_y +iciay_bap" + O(p*"))
=0
= Z ciaf%l +(

=0 i=1

= f(an—l) + f,(an—l)bnpn

~

i1

Z'Czan,1 n+1)

M=

Vbpp™ (mod p

donde O(p?"*) son términos que son miltiplos de p".

Como f(ap—1) = 0 (mod p™) debe existir a,—1 € {0,1...,p — 1} tal
que flan_1) = an_1p" (mod p"*'), ademds a,_1 = ag (mod p) por lo que
flan-1) = f'(ao) (mod p) y f'(an-1) € Z;.

Para que se cumpla la condicién 1 notemos que

f(an) =0 (mod pn—I—l) < apo1p" + f/(anfl)bnpn =0 (mod pn+1)
< OQp-1+ f/(an—l)bn =0 (mOd p)
Qn—1

& bn=—ga—y (mod p)
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una vez mas, la iltima condicién determina un tnico b, € {0,1,...,p—1}.

Sea a = by + by x p+by X p?+---, como a = a, (mod p"*!), entonces
f(a) = f(an) =0 (mod p™*!) para toda n, por lo tanto f(a) = 0.

La unicidad estd garantizada en la construccién, pues en todo momento
nos vimos forzados a una tnica opcién en cada una de las cifras de a, a
partir de ag.

O

Obviamente, dependiendo de la eleccién de ag obtendremos distintas
raices en Z,, sin embargo notemos que por medio de este método no podemos
obtener mas de p raices. Si f(z) tiene mas de p raices distintas, entonces
existen dos a,b tales que a = b (mod p) y en tal caso debe ocurrir que

f'(a) = f'(b) =0 (mod p).

La siguiente generalizacién del Lema de Hensel, permite encontrar raices
simples de un polinomio cuando la derivada del polinomio evaluada en la
raiz es congruente con 0 médulo p. La demostracién es practicamente igual
y la omitiremos.

Teorema 28. Sea f(x) € Z,[x] un polinomio con coeficientes enteros p-ddi-
cos y M un entero no negativo. Sea ag € Z, tal que f(ag) =0 (mod p*M+1)
y f'(ao) = 0 (mod p™), pero f'(ag) Z 0 (mod p™*1), entonces existe un
tnico a € Zy tal que f(a) = 0 ya=ag (mod pM+1).

Este teorema se puede aplicar para encontrar cualquier raiz simple, pues
si a es una raiz simple f’(a) # 0 y por lo tanto debe existir algin entero no
negativo M tal que f’(a) #Z 0 (mod p™*1), y en tal caso debemos aproximar
la rafz médulo p?M*1 antes de poder aplicar el teorema. Para raices multiples
hay que buscar las raices de f'(x).

Veamos ahora un ejemplo de como usar el Lema de Hensel. Sea p > 2
un primo y a € Q, \ {0} y estudiemos cudndo existe \/a € Q,.

Supongamos que a = b* y que |a|, = p" y |bl, = p™, entonces debe
ocurrir que p"* = ]b[% = p?™_ es decir que n = 2m, de modo que una primera
condicion necesaria para la existencia de la raiz cuadrada de a es que su
norma sea una potencia par de p.

Sea ¢ = pa € Z; y supongamos que ¢ = d?, entonces si llamamos
b = p~™d tenemos que b?> = p~2™d? = p~"c = a. Reciprocamente si a = b?
y llamamos d = p™b, entonces d? = c. Por lo cual basta analizar la existencia
de raices cuadradas para ntimeros en Z, .

Sea f(z) = 2®—c € Zy[x], notemos que cualquier raiz d de este polinomio
debe estar en Z,, y por lo tanto f'(d) = 2d # 0 (mod p). Es decir que
sid=eg+e xpte xp>+--- € Z) es una raiz de f(z), entonces
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e2 —c = f(eo) = f(d) = 0 (mod p). De modo que la existencia de +/c
es equivalente a la solubilidad de la congruencia z? = ¢ (mod p). Queda
demostrada la siguiente proposicion.

Proposiciéon 29. Sea p > 2 un primo. Entonces, un nimero en Q, tiene
ratz cuadrada si y solo si su norma es una potencia par de p y su primera
cifra es congruente modulo p al cuadrado de alguna cifra.

Observemos la siguiente tabla:

p | Cifras al cuadrado Congruentes a
3 | 1,4 1

5 |1,4,9,16 1,4

7 11,4,9,16,25,36 1,4,2

11 | 1,4,9,16,25,36,49,64,81,100 1,4,9,5,3

13 | 1,4,9,16,25,36,49,64,81,100,121,144 | 1,4,9,3,12,10

Podemos decir por ejemplo que en QQ7, los niimeros cuya primera cifra
sea 1,4 6 2 y esté en una posicién par tendran raiz cuadrada, mientras que
aquellos nimeros cuya primera cifra sea 3,5,6 6 que esté en una posicién
impar no tendran raiz cuadrada.

Ademss recordando que —1 = (p—1)+(p—1) xp+(p—1) xp>+---,
podemos decir que v/—1 existe en Q5 y en Q13, sin embargo no existe en

Q3,Q7 ni en Q.

A manera de ejercicio veamos cémo encontrar algunas cifras de /—1 en
Q5 (recordemos que su expansién no puede ser periddica ya que no existe
un racional que multiplicado por si mismo dé como resultado —1).

Podemos empezar con 2 o con 3 ya que tanto 4 como 9 son congruentes
médulo 5 a 4 que es la primera cifra de la expansién 5-ddica de —1. Em-
pecemos con by = 2, teniendo en cuenta que si empezaramos con 3 irfamos
encontrando las cifras de la otra raiz cuadrada de —1.

(24 by x 5)2 444by x 5=4+4 x5 (mod 5%)
4by x 5 =4 x 5 (mod 5%)
4by = 4 (mod 5)

by =1 (mod 5)

oo

(241 x5+ by x 52)2 444 x5+ (4by + 1) x 52 (mod 53)
4+4x5+4x5% (mod 53)
(4by 4+ 1) x 52 = 4 x 5% (mod 5%)
4by +1 =4 (mod 5)

4by = 3 (mod 5)

by =4-3=2 (mod 5)

K
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(241 x5+2x5%+bg x5%)?2 444 x5+4x52+4b3 x 53 (mod 5%)
444 x5+4x5%+4x53 (mod 5%)
4bs x 5% =4 x 5% (mod 5%)

b3 =1 (mod 5)

(e T

4+4+4x54+4x5%+4x5% 4+ (4by +2) x 5% (mod 5°)
44+4x54+4x%x5%+4x5%+4x5% (mod 5°)

(4by +2) x 5% =4 x 5* (mod 5%)

4bg + 2 = 4 (mod 5)

4by = 2 (mod 5)

by =4-2=28=3 (mod 5)

(2+1x54+2x52+1x5%+by x5%)2

e

Se puede continuar de esta manera para obtener la cantidad de cifras
deseadas de

V=1=24+1x5+2x524+1x53+3x544...
o de

—V/—=1=3+4x 5+3x52+4x5>+2x5%+...
si hubieramos empezado con by = 3.

A continuacién veremos un criterio para verificar que un polinomio es
irreducible.

Para ello consideremos la funcién ¢ : Zy[z] — % /,z [z] dada por
vlag +ar1x + -+ apz™) = ap + a1x + - - - + apa”

- . . Z
donde a; = a; + pZ, es la clase de equivalencia de a; en “»/ P+

Recordando que los coeficientes de la suma de polinomios f(z) + g(z)
es la suma de los coeficientes de f(z) y los de g(z) y que los coeficientes
del producto f(x)g(z) son una suma de productos de coeficientes de f(z) y
g(z), y como la proyeccién cociente es un homomorfismo de anillos, entonces
 es también un homomorfismo de anillos.

Teorema 30. (Criterio de irreducibilidad de FEisenstein).

Sea f(x) =ap+ arx+ -+ apa™ € Zylx] tal que a; =0 (mod p) para
todai € {0,1,...,n—1}, a, Z 0 (mod p) y ag Z 0 (mod p?). Entonces f(x)
es irreducible en Qpx].

Demostracion. Basta demostrar que f(x) es irreducible en Z,|x].

Sean g(x) = bo+biz+- - -+bsx® y h(z) = co+c12+- - -+¢,x" polinomios en
Zp|x] tales que f(x) = g(z)h(x), entonces a,z™ = o(f(x)) = p(g(z))p(h(z)).

Recordemos que si R es un dominio de factorizacién unica, entonces R[z]
es un dominio de factorizacién tnica y como Z» /pz, € un campo, podemos
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asegurar que todos los factores irreducibles de ¢(g(x)) y de ¢(h(x)) son de
la forma az.

Observemos que gr(e(g(z))) <s, gr(p(h(z))) <ry ademds

gr(p(g(2))) + gr(p(h(@))) = gr(e(f(z))) =n=r+s

donde gr es la funcién que a cada polinomio le asigna su grado. Entonces
gr(e(g(z))) = sy gr(e(h(z))) = ry por lo tanto (g(x)) = bsa® y
o (h(z)) = cra.

Asi, si suponemos que r,s > 0 entonces by = 0 = ¢o (mod p) y por lo
tanto ag = bocy = 0 (mod p?) lo que contradice nuestra hipdtesis, entonces
alguno de los polinomios g(x) o h(x) debe ser constante, es decir que f(x)

debe ser irreducible.
O

Una duda que podria surgir es si los espacios QQ, tienen o no la mis-
ma estructura algebraica de campo para distintos primos p. A continuacion
veremos que esto nunca sucede, para ello vamos a estudiar cuantas raices
de la unidad hay en cada campo, es decir nimeros que multiplicados por
si mismos algin numero de veces den como resultado 1.

Sea p > 2 un primo y consideremos el polinomio f(x) = zP — x, de-
mostraremos que tiene sus p raices en Q,. Una raiz es 0, las otras son las
raices (p — 1)-ésimas de 1.

Seai € {0,1,...,p— 1}, entonces f'(i) = piP "' —1=p—1# 0 (mod p).
Ademas, por el pequeno teorema de Fermat i? = ¢ (mod p), es decir que
f(@) = 0 (mod p). Entonces por el lema de Hensel existen p raices,
ao, - - -, ap—1, de f(z) tales que a; =i (mod p) para cadai € {0,1,...,p—1}.

Ahora veamos que esas son todas las raices de 1 en Q,. Notemos que
cualquier raiz de 1 debe estar en Z.

Primero demostraremos que la tnica rafz de 2 — 1 en Q, es 1. Con-

siderando el polinomio zp :11 y sustituyendo x = y + 1 tenemos que

p
P k_l

$p_1_(y+1)p—1_kz::0(k)y Zp: P\ k-1

xr—1 a — ky

Y Y el

y €omo (Z) = 0 (mod p) para k € {1,2,...,p — 1}, (g) =1 # 0 (mod p)

y (!) = p # 0 (mod p?), por el criterio de irreducibilidad de Eisenstein

P\, k—1

sabemos que i (k)y
k=1

es irreducible en Q,y].
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Por lo tanto x; :11 debe ser irreducible en Qp[z], es decir que no existe

ninguna raiz p-ésima de 1 en @, excepto 1.

Sea k un primo relativo de p — 1 y supongamos que z* — 1 tiene alguna
raiz distinta de 1. Si by es la primera cifra de una de estas raices, entonces
bf =1 (mod p).

Como % /.7~ {0} es un grupo multiplicativo ciclico de orden p — 1, el
orden de by debe ser un divisor de k y de p — 1, y al ser primos relativos su
orden es 1, es decir que by = 1. Podemos concluir que la primera cifra de
todas las rafces de zF — 1 es 1.

Ahora sea r € Z y a una raiz de zF — 1 tal que
p" =la—1fp = min{lz — 1, : b =11 # 1},

escribimos a = 1 4 p"c para alguna c € Z; y consideremos aP, que vuelve a
ser una raiz k-ésima y a? # 1 ya que a # 1.
p .
Sin embargo observemos que a? = (1 +pc)’ =1+ p e+ Y ()p"id,
i=2

entonces |aP — 1], = p~ "1 < |a — 1|, lo cual contradice nuestra eleccién de
a.

Por lo tanto si £ y p — 1 son primos relativos, la inica raiz k-ésima de 1
es precisamente 1.

Sea a una raiz k-ésima de 1, donde k = nm y n es primo relativo con
p — 1, entonces 1 = a* = a™™ = (a™)" y por lo tanto a™ = 1.

Juntando todo lo anterior, tan sélo nos resta analizar raices k-ésimas de
1 donde k no tiene factores que sean primos relativos con p—1, en particular,
como p y p — 1 son primos relativos, debe cumplirse que p t k.

Sea k un primo relativo de p, y observemos que cualquier rafz de 2* — 1

también es una raiz de f(z) = zF®=Y) — 1, ya que si a¥ = 1 entonces
ake=1) = (gFyp=1 = 1p-1 =1,
Sea a una raiz de f(x), entonces f(a) = 0 = 0 (mod p) y ademads

notemos que f'(a) = k(p — 1)a*®=D=1 £ 0 (mod p), pero debe existir
ie {1,2,...,p— 1} tal que a =i = a; (mod p) y como f(a;) = 0, por
la unicidad en el lema de Hensel debe ocurrir que a = a; para alguna ¢, es
decir que a debe ser una de las raices p — 1-ésimas de 1.

Podemos concluir que para p > 2, en QQ, hay exactamente p — 1 raices
de 1, que son las raices (p — 1)-ésimas de 1.

Veamos ahora qué pasa en Qs.

Sabemos que 1y =1 =1+1x2+1x2241x234... sonraicesde 1,y
supongamos que a es una raiz k-ésima distinta de 1 y —1 para alguna k > 2
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y escojamos a de forma que |a — 1|2 = p~" sea minima. Podemos escribir

a =1+ ¢2" para alguna c € Z; . Observemos que a® = 1+ 2" + 222" es
también una rafz k-esima de 1y |a? — 1|, < 270+ < 277,

Como sélo pueden existir dos raices cuadradas de 1, que son 1 y —1,
entonces a? # 1 y ademds como 7 + 1 > 2, entonces la cifra de a? en la
posicién 2! es 0 y por lo tanto a? # —1, lo que contradice la eleccién de a.
Podemos concluir que en Q9 las tnicas raices de 1 son 1y —1.

Simplemente contando el nimero de raices de 1 podemos observar que
los campos Q,, para distintos primos p no son isomorfos, excepto quizéd para
los primos 2 y 3 donde tanto en Qo y Q3 hay dos raices de 1.

Para estos dos campos veamos un ejemplo sencillo. La expansién de 10
en Q3 es 10 = 1+0 x 3+ 1 x 3% y revisando nuestra tabla podemos asegurar
que existe una raiz cuadrada de 10 en Q3. Por otro lado en Q9 tenemos que
|10|2 = 271, lo que implica que 10 no puede tener raiz cuadrada en Q. Por
lo tanto Q2 y Q3 no son isomorfos.

Teorema 31. Sean p y q dos primos distintos. Entonces Q, 2 Q.

3.4. Topologia de Q,

Ahora estudiaremos un poco la topologia de Q,. Un grupo topoldgico es
un conjunto que tiene tanto estructura de grupo como de espacio topoldgico
de forma que la operacién de grupo y la inversién son funciones continuas,
en particular un campo con la métrica inducida por una norma es un grupo
topoldgico.

Los grupos topolégicos son espacios con muchas propiedades, por ejemplo
todo grupo topoldgico es homogéneo, es decir que para cualesquiera dos
puntos x, y en el grupo, existe un homeomorfismo del grupo en si mismo que
manda x en y, es decir que la estructura topoldgica del espacio alrededor de
uno u otro punto es indistinguible localmente. Para un mayor estudio de los
grupos topoldgicos y sus propiedades que se aplican a Q, se puede ver [7].

Cabe senalar en este contexto que en un campo con la métrica inducida
por una norma las funciones que se obtienen de sumar una constante o de
multiplicar por una constante distinta de cero son homeomorfismos.

Observemos que si |z], < p"*!, como la norma no puede tomar ningin
valor entre p” y p"t! se debe cumplir que |z|, < p", por lo tanto

{reQp:lz|p < p"“} ={ze€Q,: |z, <p"} =p "Z,.

Asf una posible base para la topologia de Q, es {z + p"Zp}nez,2cq, ¥
cada uno de estos abiertos basicos es homeomorfo a Z,. Asi tenemos que
Z, es abierto y cerrado en Q,. De hecho es compacto, como veremos a
continuacién.
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Teorema 32. Z, es compacto.

Demostracion. Sea (ap)nen un sucesion de enteros p-ddicos y nos fijamos en

la cifra en la posicién p® de todos los términos y como solo hay p posibles

cifras, debe existir una infinidad de términos que todos tengan la misma

cifra en esta posicién. Asi tomamos una subsucesiéon s; = (ag))neN tal que
1 _— @

ap’ = ay’ (mod p) para todo n,m naturales.

Ahora, observando la cifra en la posicién p' de los términos de la sucesién

(2)

s1, podemos tomar una subsucesién sy = (ay, ' )nen, que también serd sub-
. ., - 2 2
sucesion de la sucesion original, tal que aq(1 ) = afn) (mod p?) para todo n, m

naturales.

Continuando de esta forma podemos construir una infinidad de suce-
. k
siones s, = (a,(l ))nEN tales que:

1. spy1 es una subsucesion de sy,

2. a;k) = aﬁ,’f) (mod p*) para todo n, m naturales.

. .z n ez
Consideremos la sucesién s = (a% ) JneN, que es una subsucesién de la

sucesién original. Adema I término a” la sucesis
ginal. emas como el termino a; ’ pertenece a la sucesion s

L. (k+1) . .
y el término Qg q pertenece a la sucesién spy1, y por tanto a la sucesién

sk, se debe cumplir que a,(f) = a,(!fll) (mod p*). Esto implica que s es una

sucesién de Cauchy.

Como Q, es un espacio métrico completo, s debe converger, y como Z,
es cerrado, el limite estard en Z,. Esto quiere decir que en Z, cualquier
sucesion tiene una subsucesién convergente, lo que en espacios métricos es

equivalente a la compacidad.
O

Del hecho de que en cada punto existe una base local de conjuntos que son
abiertos y cerrados a la vez, podemos concluir que los tinicos subconjuntos
conexos de , son precisamente los conjuntos unitarios, es decir que Q, es
totalmente disconexo.

Todo subconjunto de QQ, también debe ser totalmente disconexo, en par-
ticular Z, es totalmente disconexo. Analizando las expansiones p-ddicas de
los ntimeros p-adicos es facil ver que Z, no tiene puntos aislados, lo que junto
con el hecho de que es un conjunto compacto y totalmente disconexo implica
que es homeomorfo al conjunto de Cantor. La demostracién de que todo es-
pacio compacto, totalmente disconexo y sin puntos aislados es homeomorfo
al conjunto de Cantor puede verse en [8].

Ademds podemos compactar el espacio Q, agregando un punto al infini-
to, oo y haciendo que una base local para oo sea los conjuntos de la forma

{0} U{z € Qp: |z], > p"}.
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De esta forma el conjunto Q, U {oco} resulta ser compacto, ademas sigue
siendo totalmente disconexo y perfecto, es decir que no tiene puntos aislados,
con lo que podemos concluir que Q, es homeomorfo al conjunto de Cantor
menos un punto.

En la teoria de grupos topoldgicos son importantes lo subgrupos que son
subconjuntos cerrados del espacio, veamos como son los subgrupos cerrados
de Q,. Sea G un subgrupo cerrado no trivial de Q,. Tomemos algtn elemento
a € G~ {0} y digamos que la norma de a es |al, = p™".

Observemos que p*a € G para cualquier £ € N, ya que es la suma de
pF veces el elemento a consigo mismo, y ademés |pka]p = p~*+7)_ De forma
que para cualquier £ > n existe ¢ € G tal que |c|, = p~ . Ademés si dj, es

la primera cifra distinta de cero de ¢, es decir que ¢ = dj, x p* (mod pF*1),
como p es un primo observemos que dg,2dg, ..., (p — 1)d; no pueden ser
congruentes con 0 médulo p, sino que para cada ¢ € {1,...,p — 1} debe

existir m € {1,...,p — 1} tal que mdy =i (mod p).

Lo anterior quiere decir que para cualquier = cuya norma sea |z|, < pF

con k > n existe algtin y, € G tal que z = y (mod pF*l).

Ahora tenemos que |z — yk\p < p*(kﬂ) entonces existe yr11 € G tal que

T — Y = yre1 (mod pF*2), o lo que es lo mismo z = yi, + yp+1 (mod pF+2).
De esta forma para cualquier N > k vamos tomando yg, Yx+1,---,Yn € G
N 00
tales que x = Y y; (mod pN*1), de modo que z = > y;, observando que
i=k i=k

N
> y; € G para toda N y como G es cerrado podemos concluir que z € G.
i=k

Por lo tanto p"Z, C G, de forma que si G es acotado debe existir r € Z
tal que G = p"Z,, y en caso de no ser acotado, entonces tenemos que G = Q,,.
Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 33. Los tinicos subgrupos cerrados en Q, son el total, el trivial y
los grupos p"Z, con n € Z.

Un grupo de Lie es un grupo topolégico que ademads es una variedad, es
decir, que como espacio topoldgico al rededor de cada punto es localmente
homeomorfo a R", para alguna n, y que tiene una estructura diferenciable,
que hace que las operaciones del grupo no sean sélo continuas, sino que sean
diferenciables. Una referencia para revisar esta definicién con més detalle y
estudiar algunos aspectos de los grupos de Lie es [13].

Veamos que Zjy, no es un grupo de Lie. Supongamos que existe un abierto
U CZp con 0 € U tal que U es homeomorfa a R" para alguna n > 0. Como
R™ es conexo, entonces la componente de conexidad de 0 debe contener a
U, pero, como Z, es totalmente disconexo, la componente de conexidad de
0 es el conjunto {0}, y por lo tanto U = {0}.
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Lo anterior implicaria que {0} es un conjunto abierto y por lo tanto
que la topologia de Z, es discreta, es decir que todos sus subconjuntos son
abiertos, como esto no es el caso, entonces llegamos a una contradiccién. Por
lo tanto Zj, no es una variedad, y en particular no es un grupo de Lie.

Por ultimo veamos una representaciéon de Z, como limite inverso de
grupos finitos. Para estudiar més sobre limites inversos se puede ver [9].

Consideremos la sucesién inversa {Z/pnz, fn + Z/pnr1z = Z/pnztnen,
donde f,, es la proyeccién natural. Si z € lim{” /2, fn}nen significa que
e

x = (n)nen donde cada z,, € Z/an Y fo(Tnt1) = Ty.

Para cada n € N podemos tomar un representante a,, € {0,1,...,p"— 1}
de x, v f(zp+1) = x, significa que a,+1 = a, (mod p™). Lo cual es exacta-
mente una sucesién como la del Teorema 21 y reciprocamente cualquier suce-
sién como la del teorema da pie a un elemento tnico de hgn{Z /2y fn}nen.

Sélo falta ver la topologia de 112511{Z /72> fn}nen, que es la heredada del

o0

producto [ # /prz €en la que, como cada espacio es finito, las vecindades de
n=1

un punto son los conjuntos de puntos que coinciden en una cantidad finita fija

de coordenadas, lo cual en el limite inverso se convierte en que sean iguales
hasta alguna coordenada, es decir que las primeras k cifras sean iguales, lo
cual coincide con la topologia de Z,, y por lo tanto Z, = hzn{z/pnz, fn}nen-
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