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Resumen.

Mostramos que los procesos de reduccién entre algebras tensori-
ales con diferencial, como se desarrolla por Bautista, Salmerén y
Zuazua [8], son herramientas practicas para estudiar y construir
explicitamente representaciones inescindibles de carcaj. En concreto
exhibimos dos aspectos de la reduccién: por un lado, el funtor de
reduccién preserva muchas propiedades de las bases elegidas, lo cual
permite generalizar al contexto de carcajes con diferencial algunos
resultados conocidos en la teoria de representaciones de carcaj (los
maédulos excepcionales son médulos drbol, ver Ringel [26]). Por otro
lado, los procesos reductivos son herramientas implementables y efi-
cientes para el cdlculo sistematico de representaciones inescindibles
de carcaj. Como ejemplo se analizan dos casos particulares impor-
tantes, las dlgebras de Kronecker y las algebras de Dynkin extendido.

Palabras clave: Ditalgebra; Carcaj; Representacion excepcional;
Reduccién; Carcaj de Coeficientes.

Abstract.

We show that the reduction processes between differential tensor
algebras, as developed by Bautista, Salmerén and Zuazua [8], are
practical mechanisms for the study and explicit construction of in-
decomposable quiver representations. Specifically we exhibit two
aspects of the reduction: on the one hand, the reduction functors
preserve many properties of the chosen bases. This enables us to
generalize to the context of differential quivers some known results
in the theory of quiver representations (exceptional modules are tree
modules, cf. Ringel [26]). On the other hand, the reduction process
is an implementable and efficient tool for the systematic computa-
tion of indecomposable quiver modules. For instance we analize two
important particular cases, Kronecker algebras and extended Dynkin
algebras.

Keywords: Ditalgebra; Quiver; Excepcional representation; Re-
duction; Coefficient quiver.



Introduccion.

Sea k un campo arbitrario y consideremos la k-dlgebra de caminos A de un
carcaj finito Q). Un problema basico de la teoria de representaciones de dlgebras
asociativas es dar de manera explicita, mediante colecciones de matrices, re-
presentaciones inescindibles de A de dimensién finita. En general este es un
problema dificil que ha estimulado la teoria y que se encuentra lejos de encon-
trar respuesta satisfactoria. Cuando @ corresponde a un diagrama de Dynkin
(con una orientacién establecida de sus flechas), Gabriel exhibe representaciones
cuyas clases de isomorfismo son una lista completa de A-mddulos inescindibles
[11, 1972]. El problema fue complementado por Ringel en 1998 [26]. Para los
diagramas de Dynkin extendidos, tema principal de esta tesis, se encuentran los
siguientes resultados parciales. En 1890, al resolver un problema propuesto por
Weierstrass, Kronecker clasificé lo que en el lenguaje actual son las representa-
ciones del carcaj con dos flechas - —=% - (correspondiente al diagrama Aj)
cuya &algebra de caminos es llamada algebra de Kronecker. El problema de cua-
tro subespacios, que pNuede interpretarse en términos de representaciones de un
carcaj del diagrama Dy, ha sido analizado por Nazarova en 1967 [22], Gelfand
y Ponomarev en 1972 [15], y Medina y Zavadskij en 2004 [21]. El caso A, fue
descrito por Gabriel y Roiter en 1997 [13], quienes dan también un algoritmo
para determinar representaciones regulares de ]/EVG (para campos algebraicamente
cerrados). Este método puede ser adaptado facilmente a cualquier diagrama de
Q}/fnkin extendido A. Las representaciones posproyectivas y preinyectivas de
D,, fueron dadas por Kussin y Meltzer en 2006 [19], asi como las series de
representaciones de rango tres en E;;. Su método hace uso de la teoria de incli-
nacién y el conocimiento explicito de representaciones de las dlgebras candénicas
domésticas (como define Ringel en [24]) dado por Komoda, Kussin y Meltzer
en [20] y [18]. Con el mismo método Kedzierski y Meltzer describen en 2011 las
series de representaciones de rango méximo (seis) de Eg [17].

Por otro lado, los médulos excepcionales (representaciones inescindibles sin
auto-extensiones) han sido objeto de estudio desde diferentes perspectivas y con
diferentes propésitos. Las sucesiones excepcionales, las particiones que no se
cruzan, la teoria de inclinacién y los procesos de reduccién de este trabajo son
ejemplos donde los médulos excepcionales juegan un papel principal. Como
es bien sabido, las clases de isomorfismo de mdédulos excepcionales quedan de-
terminadas por la dimensién vectorial. Ademds Ringel ha mostrado [26] que
las representaciones excepcionales pueden ser dadas con matrices tales que el
numero de coeficientes distintos de cero son el minimo esperado (médulos drbol).
En tal caso se pueden exhibir representaciones con matrices formadas solamente
con coeficientes 0 y 1.

xi
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Una manera de enfrentar el problema de exhibir representaciones de carcaj
es ampliar el contexto algebraico del que se toman representaciones. Para ello,
y por la importancia propia de estos temas, se han considerado representaciones
explicitas de carcajes con relaciones (Kussin y Meltzer con sus representaciones
de dlgebras candnicas), de conjuntos parcialmente ordenados (a partir de tra-
bajos iniciados por Zavadskij), problemas matriciales (Nazarova) entre otros.
Como propone el Profesor Bautista, director de esta tesis, dentro del contexto
de ditélgebras la reduccion a través de mddulos admisibles (como se desarrolla
por Bautista, Salmerén y Zuazua en [8]) resulta ser una herramienta practica
para dar de manera sisteméatica representaciones de carcaj. De interés par-
ticular, considerando los antecedentes de los parrafos anteriores, es el caso de
diagramas de Dynkin extendidos y sus componentes posproyectiva y preinyec-
tiva. En respuesta a este interés se establecen los objetivos del presente trabajo.
Sean Ag el dlgebra de caminos de un carcaj de Dynkin y A la extensién de un
punto de Ag.

Objetivos. Describir las restricciones a Ag-mod de A-mddulos
posproyectivos y preinyectivos inescindibles en términos de sus posi-
ciones dentro de la grafica de Auslander-Reiten. Ademads, deter-
minar ciertas reducciones del algebra A con respecto a Ag-mdédulos
admisibles y mostrar como mediante el uso del funtor asociado a la
reduccion se construyen explicitamente series de A-mddulos excep-
cionales.

En términos generales, en el capitulo uno se prueban resultados preliminares
en el contexto de ditdlgebras y se comentan aspectos generales de la teoria de
Auslander-Reiten. En el capitulo dos se analizan dos elementos clave en la
construccién de A-mddulos: la categoria de representaciones del dlgebra de Kro-
necker y la categoria de Ap-mddulos. En los capitulos tres y cuatro se estudia la
extension de un punto, se define y analiza el rango de una A-representacion y se
construyen A-modulos excepcionales a partir de ciertas representaciones reduci-
das de rango menor. En el apéndice se dan algunas definiciones y resultados
fundamentales de la teoria de ditdlgebras y sus categorias de médulos, como se
expone por Bautista, Salmerén y Zuazua [8]. Enseguida se da una descripcién
detallada por capitulos.

Capitulo 1. En la seccién 1.1 se muestran algunas relaciones entre formas
bilineales enteras y la categoria de médulos de un (bi)carcaj con diferencial. Se
establecen nociones y resultados necesarios para el resto del trabajo.

En particular se define la caracteristica de Euler y se extiende la nocién de
matriz de Cartan a algebras positivamente graduadas. Esta nocién es compa-
tible con la caracteristica de Euler (lemas 1.3 y 1.4) y como se muestra en la
seccion 1.2, con la construccion de la matriz de Coxeter dada a través de refle-
xiones (corolario 1.7). En las secciones 1.3 y 1.4 se presentan herramientas ele-
mentales para la construccion de ditalgebras, como la regularizacion y reduccién
de eje. Ademads, se generalizan propiedades conocidas de médulos excepcionales
al contexto de ditalgebras (por ejemplo, todo mddulo excepcional es drbol, teo-
rema 1.17). En la seccién 1.6 se exponen resultados clésicos de la teorfa de
Auslander-Reiten en base a Ringel [24]. En 1.7 se muestran definiciones y resul-
tados sobre carcajes de traslacion, secciones y cosecciones. Estos resultados son
fundamentales en las pruebas de la seccién 3.5. Por ultimo en 1.8 se describen
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las componentes posproyectiva y preinyectiva en la gréfica de Auslander-Reiten
de la categoria de representaciones de carcaj.

Capitulo 2. Se construyen representaciones excepcionales del algebra de
Kronecker clésica (seccién 2.1) y el primer caso generalizado (seccién 2.2). Los
deméas casos generalizados se obtienen mediante una simple adaptacién del
caso n = 3. Aunque estas representaciones son conocidas (ver Ringel [26]
y [28]), damos pruebas sistemdticas que ilustran las herramientas presentadas
en el capitulo de preliminares. Ademads, el conocimiento explicito de la gréfica
de Auslander-Reiten del algebra de Kronecker clasica es esencial para la con-
struccién de la categoria extendida A-mod. En la seccién 2.3 se estudia la gréfica
de Auslander-Reiten de Ag-mod siguiendo el trabajo de Ringel [24].

Se prueba que la clase de isomorfismo de un mddulo inescindible Wy correspon-
diente a la raiz maxima del diagrama de Dynkin es un vértice ala en la grafica
de Auslander-Reiten (finita) de Ag-mod. Las alas de [Wy] (parte central de la
figura anterior) separan el carcaj de Auslander-Reiten T'(Ap) (ver lema 2.12).

Capitulo 3. El primer paso en la descripcién de la categoria A-mod es
identificarla con la categoria de subespacios U(Ag-mod, | — |) con respecto al
funtor

| — | = Homyu, (R, —) : Ap-mod — k-mod,

donde R es el médulo de extensién A = Ag[R] (seccién 3.1). De esta manera un
A-médulo M = (My, M,,,var) consiste en un Ag-médulo My, un k-espacio vec-
torial M, y una transformacién lineal vy5s : M, — |Mp|. En la proposicién 3.6 se
analiza la reduccion a través de médulos admisibles de extensiones de un punto.
Ellema del levantamiento (lema 3.11) relaciona las sucesiones que casi se dividen
en Ag-mod y A-mod. Uno de nuestros objetivos es probar de manera directa, sin
hacer uso de las componentes regulares, que el levantamiento de las sucesiones
que casi si dividen en ConL([Wy]) y ConR([Wp]) (ver figura anterior) cae en
las componentes posproyectiva y preinyectiva de A-mod respectivamente. Esto
se muestra en el teorema 3.27. En la seccién 3.4 se dan propiedades funtoriales
de los mapeos universales y sus levantamientos a A-mod, usados por Ringel [24]
en el punto (17) de su teorema principal 3.4. En la seccién 3.5 exhibimos (a
través del proceso de reduccién) la subcategoria de Kronecker contenida en A-
mod determinada por los objetos de A-mod cuya restriccion a Ag-mod es suma
directa de copias de Wy. También se da respuesta al primero de nuestros obje-
tivos mediante el uso de los funtores de la seccién 3.4 (proposiciones 3.25 y 3.28,
ver también la tabla al final de la seccién 3.5). Finalmente se usan los médulos
determinados por los costados izquierdo ConLg([Wp]) v derecho ConRg([Wy))
de las alas de [W], para construir ditalgebras reducidas AX y AY del 4lgebra de
Dynkin extendido A (seccién 3.6). Su interés radica en que casi todas las clases
de isomorfismo (salvo un ndmero finito) de médulos posproyectivos y preinyec-
tivos inescindibles caen en la imagen de los funtores asociados a las reducciones
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FX y FY respectivamente (teorema 3.27). Ademaés, las algebras tensoriales re-
ducidas AX y AY solo dependen del tipo tubular de A, y sus formas cuadréticas
asociadas coinciden ¢*¥. Al final de la seccién 3.6 y en la seccién 3.7 se encuen-
tran listas de raices positivas de las formas reducidas y algunas representaciones
excepcionales correspondientes.

Capitulo 4. Este ultimo capitulo se dedica a la presentacion de médulos
excepcionales de algebras de Dynkin extendido mediante el funtor asociado a la
reduccion. Comenzando con el conocimiento de la restriccién a Ag-mod de un A-
médulo M = (Mg, My, vum ), se construye directamente un carcaj de coeficientes
de M a partir de los carcajes de coeficientes de los sumandos directos Z, de la
restriccion My (representados mediante las figuras @), @ y @; los puntos
marcados corresponden a una base del k-espacio vectorial Homy, (R, Zy), que
tiene dimensién dos cuando Zy = Wy y uno en los demés casos) y de las matrices
correspondientes a la transformacién vy,s. Las matrices que conforman a vy, se
encuentran almacenadas en la representacién reducida M (es decir, M es una
representacién de la ditdlgebra reducida AY tal que F Y(M ) = M). Como
ejemplo, en la siguiente figura se muestra el carcaj de coeficientes C(]T/[J ) de una
AY -representacién reducida M (izquierda). Ya que la restriccién a Ap-mod de
M = FY(M) tiene la forma Y ® M, el carcaj de coeficientes de M se obtiene al

sustituir en C (]T/f ) los carcajes de coeficientes elegidos para los sumandos directos
del Ap-médulo de reduccién Y (derecha).

c(M) c(M)

je

Las flechas que cruzan la linea punteada corresponden a las matrices de la trans-
formacion ;. Eliminando estas flechas se obtienen, del lado izquierdo seis pun-
tos aislados (correspondientes al carcaj de coeficientes de un médulo sobre un
algebra semi-simple S), y del derecho el carcaj de coeficientes de la restriccién
My. Se observa que la representacién reducida M contiene un médulo preinyec-
tivo de Kronecker (en el ejemplo mostrado de dimensién vectorial (4,5)). Car-
cajes de coeficientes correspondientes para dimensiones vectoriales de la forma
(¢,£+1) producen una serie de A-mdédulos preinyectivos inescindibles (de rango
uno). En la seccién 4.1 se muestra el caso A, para una orientacién arbitraria (no
ciclica) de las flechas (comparar con el teorema 11.1 de Gabriel y Roiter [13]).
En la seccién 4.2 se analiza el caso ]3:1 para una orientacion particular de flechas
(aquella usada por Kussin y Meltzer en [19]), mientras que en la seccién 4.3 se
muestran las ditdlgebras reducidas para los casos Em (m=6,7,8).



Capitulo 1

Preliminares.

El contexto general de este trabajo es el de dlgebras tensoriales con diferencial,
como se desarrolla por Bautista, Salmerén y Zuazua en [8]. En este capitulo
se establecen algunos resultados preliminares. El material de las siguientes sec-
ciones es conocido al menos para el caso clasico. En el apéndice se pueden
consultar definiciones y resultados de la teoria de algebras tensoriales con dife-
rencial y sus representaciones.

1.1 Carcajes y algebras.

La estructura combinatoria bésica en esta tesis es la grafica orientada con dos
tipos de flechas, o bicarcaj, que en este trabajo sera llamada simplemente carcaj.
Un carcaj Q = (Qo, @1, 5,1, |-|) consiste en dos conjuntos, uno de vértices Qo
y otro de flechas @1, junto con funciones s,t: Q1 — @y de origen y destino
respectivamente, y una funcién de grado |-|: @; — {0,1}. Un morfismo f
entre dos carcajes Q y Q' consiste en funciones fo : Qo — QL v f1: Q1 — Q) que
conmutan con las funciones origen y destino y que preservan grados. Usualmente

damos un carcaj de forma grafica mediante una flecha sélida s(a) — t(«) para

cada a € @1 con |a| = 0 y una flecha punteada s(a)->t(a) si|a] = 1. Un
carcaj con todas sus flechas de grado cero sera llamado carcaj sélido. Un
carcaj es finito si Qg y @)1 son conjuntos finitos. Los sucesores directos de
un vértice i es el conjunto de vértices j para los que existe una flecha de i a
j. Sus predecesores directos j son aquellos vértices para los que existe una
flecha de j a i. Un arbol es un carcaj que no contiene ciclos. Diremos que un
carcaj es regular si no contiene subcarcajes de los siguientes tipos

Una ordenacién del conjunto de vértices Qo = {1,...,n} serd admisible si

para cualquier flecha « se tiene que s(a) > t(«). Es claro que todo &érbol
tiene una ordenacion admisible de sus vértices. A cada carcaj ) asociamos
dos estructuras algebraicas, una k-dlgebra k@ (para un campo arbitrario k)
y una forma bilineal entera (-,-)g. Un resultado fundamental en la teoria de
representaciones de dlgebras asociativas establece que la categoria de médulos de
kQ esté controlada por la forma bilineal de Q) (ver por ejemplo [24]). Enseguida
damos un esbozo de esta relacion.



2 1.1. CARCAJES Y ALGEBRAS.

s —
T —
i T,6)-mod
Algebra tensorial +4 (7'9)
B I diferencial
I
Q | Matriz de Caract.
Carcaj | Cartan de Euler
(03

M T X1 > L

ol

Matriz cuadrada Forma bilineal

entera

entera

Asociamos a toda matriz entera M = (m;;){;_; un carcaj finito Q(M) de
la siguiente manera. El conjunto de vértices Q(M)o son los enteros {1,...,n}.
Para ¢ # j, si m;; > 0 se agregan m;; flechas punteadas de 7 a j y si m;; < 0 se
agregan —m;; flechas sélidas de ¢ a j. Ademds, si m;; > 1 se agregan m;; — 1
lazos punteados en el vértice i, y si m;; < 1 se agregan 1 — my; lazos sélidos en
1. Observamos que Q(M) es siempre un carcaj regular.

Por otro lado, la matriz de incidencias de un carcaj finito @) es la matriz
cuadrada Mg = (m;;) con entradas dadas por

Myi: = - Za:i—)j(_l)la‘7 sl 7é j’
K I- Za:i—)i(_l)‘al, sii = j’

(si el conjunto de flechas de i a j es vacio la suma }_,, ,; toma el valor cero).
Claramente cualquier matriz cuadrada entera M es la matriz de incidencias de
un carcaj, especificamente, M = Mg nr)-

Lema 1.1 Si Q es un carcaj reqular finito entonces Q = Q(Mg).

Demostracion. Por construccién de Q(Mg) se tiene una biyeccién entre los
conjuntos de vértices

fo: Q(Mg)o — Qo.

Daremos por casos una biyeccién f; entre los conjuntos de flechas de Q(Mg) y
@ correspondientes a una entrada m;; de la matriz M.
Caso 1 # j. Supongamos que m;; > 0, por lo que hay m;; flechas punteadas en
Q(Mg) deiaj. Como(Q esregulary m;; = — Za:i_ﬂ(—l)w, hay exactamente
m; flechas de ¢ a j en @ y todas ellas son punteadas. El caso m;; < 0 se
argumenta de manera similar. Por lo tanto podemos tomar una biyeccion f;
entre las flechas en Q(Mg) que van de ¢ a j y las flechas en @ de i a j.
Caso 7 = j. Supongamos ahora que ¢ = j y que m;; > 1. Entonces hay m;; — 1
lazos punteados en QQ(Mg) sobre el vértice i. Como @ es regular y m;; =
1-— Zmiﬁi(—l)w, hay exactamente m,; lazos sobre i en el carcaj ) y todos
ellos son punteados. El caso m;; < 1 es similar. Por lo tanto podemos tomar
una biyeccién f; entre los lazos en Q(Mg) de vértice i y los lazos en @ sobre 1.
Ya que no hay mds flechas en el carcaj Q(Mg), esto termina la prueba. O

La forma bilineal entera asociada a una matriz M de n x n

(Y 1 ZM X I — 7,
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estd dada por (z,y) = 2*My. La matriz asociada a una forma bilineal entera
tiene por coeficientes los valores m;; = (e;, e;) parai,j = 1,...,n, donde e; es la
base canénica de Z". También es claro que las formas bilineales estan determi-
nadas por sus matrices asociadas (relacién 7 de la figura). Su simetrizacién es
(z,y) = (1/2)({x,y) + (y,z)) y la forma cuadratica asociada es ¢(z) = (z,z).
Un vector entero x tal que ¢(x) = 1 es llamado raiz de q. Un vector es positivo
si no es cero y todas sus entradas son no negativas.

Sea k un campo arbitrario. Las dlgebras graduadas T = @7T; a con-
siderar son libremente generadas por A = Ty y V = T (definicién A.1 del
apéndice). Entonces T es isomorfa al dlgebra tensorial T4(V). Usualmente
identificaremos a T con el dlgebra T'4 (V). Pediremos ademds que A = Tr(Wy) y
V =2 AQrW1®RrA (es decir, (R, Wo®W1) es un estrato de T', ver definicién A.7)
para alguna k-élgebra trivial R (producto finito de copias del campo) y R-R-
bimoédulos finitamente generados Wy y W7 con accién central del campo. Tales
dlgebras serdn llamadas elementales . Sea {ej,...,e,} el conjunto de idem-
potentes centrales primitivos ortogonales de R. Un elemento w de un R-R-
bimédulo W es llamado legible si existen e;, e; tales que w = ejwe;. Un
R-R-bimédulo W puede ser considerado como un R°P ® R-mdédulo izquierdo, y
como esta es una algebra semi-simple, W tiene una base dual finita de elementos
legibles. El carcaj Q(T") asociado a una base de elementos legibles {z}.c; de los
bimédulos del estrato (R, Wy @ W) tiene por vértices el conjunto de idempo-
tentes Q(T)o = {e;};. Las flechas Q(T'); son los elementos de la base {z}.¢7.
El origen y destino de un elemento legible z = e;jze; son los vértices e; y ¢;
respectivamente. El grado corresponde al grado de Wy y Wh.

Por otro lado, un camino de i a j de un carcaj finito  es un conjunto orde-
nado de flechas v = {ay, ..., .} tal que s(ay) =i, t(ay) =5 y t(ar) = s(api1)
para { = 1,...,7 — 1. El grado del camino 7 estd dado por |y| = > |ay].
Usamos la notacién v = «a,,q—1...azaq1. Se consideran los idempotentes e;
como caminos triviales. El algebra de caminos k() de un carcaj finito ) es
el k-espacio vectorial con base los caminos de @ y producto dado por la con-
catenacién. Observamos que el subespacio R de k@ generado por los caminos
triviales es subdlgebra trivial de kQ. Denotemos con W; al subespacio de kQ
generado por las flechas de grado i (i € {0,1}). Entonces W; es un R-R-
bimoédulo finitamente generado y con accién central del campo y kQ es libre-
mente generada por (R, Wy @ W7), por lo que identificamos a k@ con el dlgebra
tensorial Tr(Wo @ W1). Es claro que T' = k(Q(T)) v @ = Q(kQ) (relacién S
de la figura) y que el dlgebra de caminos de un carcaj finito @ es de dimensién
finita sobre el campo k si y solo si () no contiene caminos cerrados o ciclos
orientados .

Un 4algebra tensorial con diferencial o ditdlgebra (T, §) consiste en un
algebra graduada T' = @ T; libremente generada por (Tp,71) y una diferencial
§: T — T, es decir, una transformacién k-lineal con 62 = 0 tal que §(T;) C Tj11
y que satisface la regla de Leibniz:

5(ab) = 6(a)b+ (—1)'*as(b),

para todo par a, b de elementos homogéneos de T'. Se define la categoria de
(T, d)-mébdulos de dimensién finita (7', )-mod de la siguiente manera. Los
objetos estan dados por Tp-modulos de dimensién finita. El grupo de morfismos
Homp 5)(M, N) entre dos médulos M y N se identifica con el niicleo de la
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siguiente asignacién (ver definicién A.5 en el apéndice)

Homp(M, N)
&) —72 > Hompg(Wy®r M, N) (1.1)
Homp r(W:, Homy (M, N))

w®@m = wfo(m)

— O (wm) — F1(8(w))(m)

M

donde ﬁ es el correspondiente a f! bajo el isomorfismo
Homp r(Wi,Homy (M, N)) = Homy, 7, (11, Homy (M, N)),

(consultar el lema A.8). Decimos que una diferencial es triangular en flechas
solidas si existe una ordenacion de tales flechas de manera que la diferencial de
una flecha sélida « involucra solamente flechas sélidas estrictamente menores que
«. De manera andloga se define triangularidad en flechas punteadas y se
dice que una diferencial es triangular si es triangular en flechas sélidas y pun-
teadas (comparar con la definicién A.9). Un (T,0)-médulo M es inescindible
si cada vez que M = M; @& M, entonces una (y solo una) de las representa-
ciones My 6 My es cero. Denotamos mediante ind (7, §) al conjunto de clases
de isomorfismo de (T, §)-mdédulos inescindibles. Si la diferencial § es triangular
entonces (T, 0)-mod es una categoria Krull-Schmidt (es decir, una k-categoria
aditiva tal que el anillo de endomorfismos de todo mdédulo inescindible es lo-
cal, consultar la seccién 2.2 de Ringel [24] y definicién 5.10 y teorema 5.13 de
Bautista, Salmerén y Zuazua [8]). Una subcategoria plena de una categoria
Krull-Schmidt IC, que es cerrada bajo isomorfismos, sumas directas y sumandos
directos, es llamada clase de objetos en K. Para subconjuntos S y S’ de
ind/C denotemos con (S) y SV S’ a las clases de objetos en K méas pequenas que
contienen a representantes de S y S U S’ respectivamente (y de manera similar
cuando S es un objeto de K).

La categorfa (T,0)-mod tiene una estructura exacta & [8, definicién 6.3]
como se describe a continuacién. Para dos (T,0)-médulos M y N se define
la coleccién £(M, N) de pares de morfismos (f,g) que se pueden componer
N — E——>M, tales que gf = 0 y la sucesién de R-mddulos

0 0
0 NTop oy 0,

es exacta que se divide. Se define ademds en E(N, M) la relacién (f, g) ~ (f', )
siempre que existe un isomorfismo h : E — E’ tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

N4>E4>M

ih

N*>E’*>M

Sea Ext%Tﬁ) (M,N)=&(M,N)/ ~ el grupo de extensiones de M a N. Entonces

Ext(lT,(;)(M ,IN) es isomorfo al contcleo de la transformacién o (lema A.13 del
apéndice).
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Se dice que un (7,d)-médulo M es rigido si Ext%T’(;)(M, M) = 0. Un
moédulo inescindible y rigido es llamado excepcional . En algunas ocasiones el
algebra tensorial T puede recuperarse de la categoria (T, ¢)-mod (relacién € de
la figura) como se muestra en el siguiente lema. Para cada vértice i denotemos
con S(i) al To-mddulo simple de vértice i. Es claro que S(¢) sigue siendo simple
como (T, 6)-mébdulo.

Lema 1.2 Si (T,9) es una ditdlgebra cuya diferencial satisface
5(Wo) € €P (Wo & Wy)®™
m>2
entonces
Ext(p 5 (5(1),5(j)) = ¢;Woe;,
‘ N A e;jWiei, st ],
HOIII(T,(S)(S(Z)’ S(])) - { k D eiWIei; si 1 = ]

Demostraciéon. Como las acciones de Wy en los médulos simples M = S(i) y
N = S(j) son nulas, la transformacién o dada por la asignacién (1.1) tiene la
forma

Homp(S(7), S(j)) Y
® —— Hompz (W, ®r S(i), S(j))
Hompz_ (W1, Homy(S(i), S(j)))

(0. 1)) & m s —Fi(3(w)(m))

Por la hipdtesis y definiciéon de ﬁ (ver lema A.8 en el apéndice) tenemos que
ﬁ(é(w))(m) es cero para cualquier m € M, de nuevo porque M es simple.
Entonces o es la transformacion cero y por lo tanto su nicleo y conticleo coin-
ciden con su dominio y codominio respectivamente. Por otro lado es claro que
Hompz(Wo ®r S(i), S(j)) = e;Woe; y que Homp (Wi, Homy (S(i), S(j))) =
ejWie;. Entonces Ext%T’J)(S(i), S(j)) =e;Woe; vy

Hom15)(5(i), S(j)) = Hompg(5(i), S(j)) ® e;Wie;.

La afirmacion es ahora evidente pues

Hom (5050 = { {7 177

, sii=yj.
O

Sean ) un carcaj finito. Estamos principalmente interesados en ditalgebras
de la forma (kQ, d). En tal caso se pide que 6(R) = 0 donde R es la subalgebra de
k@ generada por los caminos triviales. Un (kQ, ¢)-médulo M estd determinado
por los espacios vectoriales M; = e; M para cada i € Qg y las transformaciones
lineales

M.

Mai M7 i

mb——s QM = €;Qe; M
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para cada flecha sélida o : ¢ — j. En lo sucesivo identificamos los (kQ,d)-
mdédulos M con sus representaciones (M;; M, )lleOO

Para una k-algebra graduada T' = €p,,, T),, de dimensién finita con idempo-
tentes primitivos ortogonales {e;}? ; definimos la matriz de Cartan Cr como

la matriz cuadrada con coeﬁmentes los enteros mj; = dimGry(e;Te;), donde

dimGry(e;Te;) = Z(—l)mdimk (e;Tme;).

m

Si T es el algebra de caminos de un carcaj finito @) sin ciclos orientados, entonces
los coeficientes de Cr = (m;;) estdn dados por

mj; = dimGry(e;Te;) = Z(fl)w,

donde la suma se toma sobre todos los caminos v en () que inician en el vértice
i y terminan en el vértice j.

Lema 1.3 5@ @ es un carcaj finito con ordenacion admisible de sus vértices,
entonces
t

Demostracién. Sean i un vértice arbitrario de @ e iy,...,7, sus predecesores
directos (como el orden es admisible i; > i para cada j). Denotemos con r;
al i-ésimo renglén de Mé? Entonces r; tiene un 1 en la posicién i y el entero
a; — b; en el lugar i; donde a; es el nimero de flechas punteadas de i; a i y b;
el nimero de flechas sélidas de i; ai (j = 1,...,r). Las demds entradas de r;
son cero. Sea c; la ¢-ésima columna de Cjg. Por lo tanto el producto r;c, tiene
la forma

rice = dimGry[e; (kQ)ey —|—Z b;)dimGry e, (kQ)e].
j=1

Si i > £ entonces e;; (kQ)e, = 0 para cada j, por lo que

{0, sii>¢,
riCp = ..

1, sii=~/{.
Supongamos que ¢ < £ y que hay t; caminos de ¢ a i;, digamos ’y{, o ,fytj
Observamos que para una flecha « : i; — i se tiene que o bien |avy)| = |v]] 6
a2 = |72 4+ 1, dependiendo si « es sdlida o punteada respectivamente. Por lo
tanto
dimGryle; (kQ)e,] = Z (—aj Z |7u| + b, Z I“Yu > =
j=1
r t; )
R TR} B el
j=1 u=1

= —Z —bj) dlmGrk[ez (kQ)eq).
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Entonces r;c = 0. Esto termina la prueba pues r;ce = 6; 4. O

La dimensién vectorial de una representacién M es un elemento de Z<@°
dado por dimM = (dimyM;)icq,. La caracteristica de Euler de (kQ,d)-
mod estd dada, para dos (kQ,d)-médulos M y N, por la diferencia

E(M,N) = dim;Hom g 5 (M, N) — dim;Ext{,, 5 (M, N).

La siguiente expresién de la forma bilineal asociada al carcaj @ en términos de
sus flechas serd de utilidad. Para vectores m = (m;) y n = (n;) en Z%° se tiene

(m,n)yg = m'Mgn= Z min;m;; =
4,J€Qo
= meimu‘Jr Z m;nimi; =
i€Qo i,j€Qo
i#]
= mez‘ 1- Z (=Dl | + Z min; | — Z (—1)le
1€Qo a€Qy 4,J€Qo a€Qy
air—1 ait—]
= D mini— Y M) T D M) M)
1€Qo a€Q YEQ!L
la]=0 Ivl=1

Lema 1.4 Para cualquier diferencial triangular 6 de kQ, la caracteristica de
Euler de (kQ,9) coincide, a través de la dimensidn vectorial, con la forma bi-
lineal (-,-)q asociada a la matriz de incidencias Mg, es decir,

(dim(M),dim(N))q = dimyHom ;¢ 5)(M, N) — dimkExt%kQ,(;) (M,N).

Demostracion. La transformacién o dada en (1.1) genera una sucesién exacta
de la forma

Homp (M, N)
09H0m(kQ)5)(M, N) — D 2%
Homp r(W1, Homy (M, N))

% Homp(Wo ®r M, N) —> Ext ;. 5 (M,N) — 0,

(consultar el lema A.13 del apéndice). Por otro lado, por la expresién dada de
la forma bilineal en los vectores m = dimM y n = dimN se tiene

(mon)g =Y mini— Y Ma@)Mi(a) + D Ma()Mi(y)-

1€Qo a€Qr YEQ1
|a|=0 [v[=1

Claramente dimyHomp (M, N) =}, o m;n;. Como

Homp(Wy @r M,N) = @ Homy(M,(a), Nya)),

acQq
|a|=0
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tenemos que dim;Hompz(Wy ®r M, N) = Z\a|:o Mg(a)Ni(a)- Ademds se tiene
un isomorfismo

HomR_R(Wl, Homk(M, N)) = @ Homk(Ms(V), Nt(’y))
YEQ
[vl=1
lo cual implica que dimyHompg_r(W1, Homy (M, N)) = ZM:I Mig(4) ()5 CON
lo que terminamos la prueba. O

1.2 Reflexiones y matriz de Coxeter.

Supongamos que @ es un carcaj finito con ordenacién admisible de sus vértices.
Entonces la matriz de Cartan Crg de @ es triangular superior con solo unos
en la diagonal. En particular () no tiene lazos y los vectores candnicos e; son
raices de la forma cuadrética gg de Q.

La matriz de Coxeter de () estd dada por

En esta seccién se da una expresién alternativa para ®¢g en términos de reflex-
iones. Sin = |Qo| se definen las reflexiones simples o; : Z" — Z™ como

oi(z) =z —2(z, &))e;,

donde (a,b) = (1/2)[(a,b) + (b, a)] es la simetrizacién de la forma bilineal aso-
ciada a Q. Como ¢g(e;) = 1 se tiene que o;(e;) = —e; para 1 < i < n. Por lo
tanto para cualquier x € Z™

oi(z) = oilr -2z, e)e;) = [oi(z)] — 2(z, e)0i(e;) =
= [z —2(x,e)e] +2(v,e)e; =

es decir, 02 = Idgn~. Si denotamos también con o; a la matriz correspondiente a
la transformacién o; respecto a la base canénica {e;}_;, queremos probar que

Oy = 0p0n—1--02071.

Para ello definimos vectores p; ; para 1 < i < j < n de la siguiente manera.
Tomamos primero p; ; = e; para 1 <i < n. Si tenemos 1 <+¢ < j < n hacemos

Pij = 0i0it1 - 0j—1€5.

Notamos que la i-ésima entrada x; de un vector x € Z" se obtiene con el
producto efz. La siguiente igualdad, que se sigue directamente de la definicién
de oy, sera de utilidad en la prueba del siguiente lema,

elx = xy, sik#4,
xp — 2(x,ep), sik=0~L

chor(o) = { (12)
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Lema 1.5 Si 1 <i<j<n entonces

de j ak

¢ anminos 7(_]_)|’Y|’ 81 S k é j;
€rPij =
, de otra manera.

Demostracion. Por la igualdad (1.2) es claro que si k < i entonces

ewpij = eyoi(dit1---0joi1(e))) = €01 (dita--0j-1(e5)) =
= €0i42(0iys - 0joi(e))) = ... = ejoj_i(e;) = eje; =
_— (1.3)

y de forma similar cuando j < k se tiene efp; ; = 0. Nos restringimos entonces
al caso ¢ < k < j y hacemos induccion sobre la diferencia 7 —i. Cuando i = j
se tiene
epimele=l= Y (-1
caminos vy
deiai

pues como el orden en los vértice es admisible el inico camino de 7 en i es el
trivial, que tiene grado cero. Esta es la base de induccién. Supongamos entonces
que el enunciado del lema es cierto para los vectores p;/ ;- con j' —i' < £y sean
1<i<j<mnconj—i=/¢+1. Notamos primero que si i < k < j entonces de
nuevo por la igualdad (1.2) se tiene

eipm = e%gi(aiJrl"'o-jfl(ej)) =...=
= ejop(ontr---0j-1(e))) =
= eLDkj;

y como j — k < {, por hipétesis de induccién

€LPij = €Pk,j = Z (*1)M~

caminos v
de jak

Por lo tanto basta analizar el caso k = ¢. Como eﬁpHLj = 0 se tiene

elpi; = eloi(piy1j) =ellpit1,; —2(pit1;.€i)ei] =
= —2(Pi+1,jaei)efei =

= —((pit1j,€i) + (€ Piv14))
Como el orden de los vértices es admisible, (e;, ey,) = 0 si i < m. Entonces

n

(€i,pit1,5) = <ei,Z(efnpi+1,j)em>:

m=1

n
= Y ehpirileen) =

m=1

(2
= Z €,Dit1,(€iem) =0,

m=1
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pues por lo visto en la igualdad (1.3), e, p;+1; = 0 param = 1,...,4i. Por otro
lado recordamos que, para m # i, (€,,€;) = e, M€, = — > fiechas O((—1)‘(”.
dem azi
Por la hipdtesis inductiva en el vector p; 41 ; se tiene
n n
(Pit1,5,€i) = Z €nDit1,j(€m, i) = Z €Dit1,j{€m, i) =
m=1 m=i+1
n
SOl I SRl [ B ol
m=1+1 caminos ~y flechas o
de jam dem ai
- _ Z (_1)\%.
caminos y
dejai
Por lo tanto efp; ; = —((pit1,5:€:) + (€1, pit1,5)) = Decaminos ~(—1)1, lo que
dejai
termina la prueba. O
Denotemos con p; al vector p;;, para ¢ = 1,...,n. El siguiente corolario es

consecuencia directa del resultado anterior.

Corolario 1.6 SiQ es un carcaj finito con ordenacion admisible de sus vértices
entonces la matriz de Cartan Cig tiene como columnas los vectores pi,...,pp.

Demostracion. Por el lema anterior 1.5 las entradas del vector p; = py,; estan
dadas por
(Pi)k = €jpri = Z (_1)Ma
caminos ~y
deiak

donde la suma se considera cero cuando el conjunto de caminos de i a k es vacio
(en particular cuando k > 7). Esta es justo la definicién de la entrada k, i en la
matriz Ciq. O

En particular, si @ solo tiene flechas sdlidas entonces p; = dimP(i), donde
P(i) = kQe; es el kQ-mbédulo proyectivo inescindible que es cubierta del simple
de vértice 7. En este caso, usando la dualidad estandar, el vector ¢; = }iQei
es la dimensién vectorial de la envolvente inyectiva del simple de vértice i. En
general, con argumentos duales al caso de los vectores p;, se prueba que

¢ = OnOn_1---0ir1(e;).
Observamos que el conjunto p1, ..., p, es base del grupo libre Z". Por induccién
mostramos que (p1,...,p;) = (e1,...,€;) para 1l <i<n. El caso ¢ =1 es claro
pues p; = e1. Supongamos entonces que

G={p1,...,pe-1) = (€1,...,€0-1).

Notamos que sii = 1,...,£—1 entonces 0;,(G) C Gy 0;(e;) = e;+a para algin
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elemento a € G. Por lo tanto

pe = 0102---0p—1(er) =
= 0102---0p—2(ep +az) =
= 0'102"'0'4_3(654—&3):...:
)

= oi(lec+ar—1)=
- e€+a£7

para ciertos elementos aq,...,a; de G. Entonces (p1,...,ps) = {e1,...,ep) lo
que completa el paso inductivo.

Corolario 1.7 Sea Q un carcaj finito con ordenacion admisible de sus vértices.
Denotemos con o; a la matriz correspondiente a la transformacion o; respecto
a la base candnica {e;}1,. Entonces

b = —C,QQC,;QI = 0,0p—1"""02071.
Demostracién. Como comentamos arriba la matriz Ciqg satisface Crge; = p;
y Cioei = i, por lo que
Dropi = —C,iQCk‘é(Ceri) = *C]EQei =
= 4.

Lo mismo es cierto para la composicién o, -+ a1, pues ya que o2 = Idzn y
oi(e;) = —e; se tiene

On- 0P = 0On-—01(o1--0,-1(e;)) =
= O'n"'UiJrlO'z'(ei) =—0p - oip1(e) =
= *Qz’-

Como el conjunto {p;}?_; es generador de Z™ se concluye que las transforma-
ciones &g y o, - - - 01 coinciden. O

Lema 1.8 Sea QQ un carcaj finito con ordenacion admisible de sus vértices.
Sean (-, )¢ la forma bilineal simétrica asociada a Q, o; la reflexidn simple res-
pecto al vértice i y ®g la matriz de Coxeter de Q). Para un vector x € Z™ son
equivalentes

a) Por =z,
b) o;x = x para cada i € Qo,
¢) (z,y)qo =0 para cada vector y € Z".

Demostracion. Claramente (b) es equivalente a que (x, e;)g = 0 para todos los
vectores candnicos e;, lo cual a su vez es equivalente a (¢). También es claro, por
el corolario 1.7, que (b) implica (a). Por lo tanto basta mostrar que (a) implica
(b). Primero, como ®gx = x, la primera entrada z; del vector z (z; = elz)
satisface, por la igualdad (1.2) anterior,

elr = el Pgz =elo, - 01(x) = eloi(z),
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por lo que ojz = x. Supongamos que hemos mostrado que o;xz = x para
t=1,...,f —1. Entonces

ejr = e,Pgr = ejo0y_1 - 017 = €0z,

por lo que opx = x. Esto termina la prueba. O

1.3 Reducciones elementales.

Las siguientes operaciones sobre una ditdlgebra A = (kQ,0), llamadas reduc-
ciones elementales, han sido usadas en diferentes contextos para dar pruebas
inductivas. Sus funtores de reduccién asociados F* (z € {e¢,r,d}) son siempre
fieles y plenos.

(c) Cambio de base, F°: A°-mod — A-mod.
(r) Regularizacién, F" : A"-mod — A-mod.
(d) Eliminacién de idempotentes, F¢ : A%-mod — A-mod.

Los funtores asociados F'# son inducidos por morfismos de ditdlgebras p* : A —
A? esto es, morfismos de dlgebras graduadas ¢ : T — T’ que conmutan con
diferenciales

o4 =0

Entonces F* es dado en objetos por restriccién de escalares [8, lema 2.4]. Recor-
damos que un funtor F entre categorias k-aditivas C y C’ con estructuras exactas
& y &' respectivamente es llamado funtor exacto si determina un mapeo de &
en &' [8, definicién 6.3]. Observamos que los funtores inducidos por morfismos
de ditalgebras son exactos.

Lema 1.9 Sea F : (C,€) — (C', &) un funtor exacto. Entonces para cada par
de objetos M, N en C el funtor F induce una transformacion

F* : Ext}(M,N) — Ext}, (F(M), F(N)).
Si F' es fiel y pleno entonces F* es monomorfismo.

Demostracién. Consideremos dos pares exactos e; = (f1,91) ¥y e2 = (f2,92) en

& que son equivalentes e; ~ eq, y la imagen de esta equivalencia bajo el funtor
F,

N I M ) F(fl) F(E) F(.lh)

lh lF(h)
4> ’4> —— F () ——

N E M F(f2) ( ) F(Q2)

Ya que F' es exacto y F'(h) es un isomorfismo si & lo es, tenemos que F(ep) es
equivalente a F'(e3) en la estructura exacta £. De esta manera F induce una
funcién en los cocientes

F* : Ext}(M,N) — Ext}, (F(M), F(N)).
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Observamos que F™* es de hecho una transformacién de espacios vectoriales,
pues F' conmuta con los morfismos diagonal A y codiagonal V de la definicién
de sumas de Baer (ver [8, proposicién 6.11]).

Supongamos ahora que F es fiel y pleno, y que e = (f, g) es un par exacto
tal que F*([e]) =0,

F(f) F(g)

F(N)

Entonces F'(g) es una retraccién en C’, por lo que existe b’ : F(M) — F(E) tal
que F(g9)h' = Idpar). Ya que F es pleno existe un morfismo h : M — E tal
que F(h) = h'. Asi

F(Idy) = Idpr) = F(g)h' = F(g)F(h) = F(gh),

y como F es fiel se tiene que gh = Idy;. Por lo tanto g es una retraccion y
[e] =0, es decir, F* es monomorfismo. O

Diremos que un funtor exacto F : (C,€) — (C',&’) es rigido si para cada
par de objetos M y N en C el morfismo inducido

F* : Ext}(M,N) — Ext} (FM, FN)

es un isomorfismo.
Se define la norma ||M]|| de un A-médulo M como

1M = (dimy M, (o)) (dimyg Myq)).-
ac@Qq
|a|=0
Estaremos interesados en cémo se comportan los funtores de reducciéon F* res-
pecto a la dimensién vectorial, norma y grupos de extensiones.

Cambio de base.

Sean ) un carcaj finito y (kQ,d) una ditdlgebra con diferencial triangular.
Consideremos un conjunto de flechas de grado uno 71, ...,7, con mismo origen
y mismo destino y tales que 1 <4 < j < r implica que ~; es menor que v; en la
ordenacion de flechas punteadas donde § es triangular. Sean ¢, ..., ¢, escalares
no cero y Q€ una copia de Q. Sean W y W€ los bimédulos de flechas de @ y
Q¢ y consideremos las funciones g1 : Q1 — W€y g1 : Qf — W dadas por

- Bc’ si B 7é Yrs
a(B) = L (75 i cmﬂ) , sl B =

~ iney _ ) By si B¢ # vy,
m(ﬂ)—{ dicivi, siBC=11

~ . . 7’ gl
Por lo tanto g1 y g1 se extienden a morfismos de bimédulos W ——= W* que
g1

son inversos uno de otro. Sean R y R las subdlgebras de caminos triviales de
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kQ y kQ° y denotemos con gy : R — R° al isomorfismo de algebras dado por
la correspondencia de vértices en @ y vértices en Q°, y con gy a su inversa.
Entonces los isomorfismos gy y g1 se extienden a un isomorfismo de dlgebras
tensoriales g : Tr(W) — Tre(W€), con inversa dada por la extensién tensorial
g de los morfismos go y g1- Ya que hemos identificado las dlgebras Tr(W) y kQ
tenemos un isomorfismo

g:kQ — kQ°,

con inversa ¢g. Definamos 0¢ = ¢gdg, que claramente es una diferencial. Damos
el mismo orden en las flechas de Q° que en Q. Ya que las funciones ¢; y ¢1
envian una flecha 8 a una combinacién lineal de flechas menores o iguales que
B, entonces §¢ es una diferencial triangular en flechas sélidas y punteadas. Asi
(kQ°,d°) es una ditélgebra con diferencial triangular y ¢ : (kQ,d) — (kQ°¢, 6°)
es un isomorfismo. El funtor que induce F¢ es una equivalencia de categorias
[8, lema 2.4]
F°: A°mod — A-mod.

Notamos que si « es una flecha sélida en @ con §(a) = Y.._; ¢;7;, entonces su
correspondiente a° satisface

T

5°(a) = gdg(a®) = g(5(a)) = g(>_ civi) = 9(@(¥F)) = ¢

i=1

Claramente el funtor F© preserva la dimensién vectorial dimM = dimF°(M) y
lanorma || M|| = ||F¢(M)]|]. Ya que el funtor F es exacto, por el lema 1.9 induce
inyecciones Extly. (M, N) — ExtY (F¢(M), F¢(N)) en grupos de extensiones.
Como lo mismo es cierto para el funtor inducido por el inverso g~!, se concluye
que F¢ es un funtor rigido.

Regularizacion.

Supongamos que « y v son flechas tales que §(a) = 7. La ditdlgebra A" que se
obtiene al regularizar las flechas « y =y es isomorfa a una ditdlgebra de la forma
(kQ",6") [8, lema 23.18]. El carcaj Q" se obtiene al quitar las flechas o y v
de Q. El morfismo de ditdlgebras asociado ¢ : (kQ,d) — (kQ",d") induce una
equivalencia de categorias

F": A"-mod — A-mod,

tal que ||[M]|| < ||F"(M)]|| [8, lema 25.3]. Ademés dimM = dimF" (M) y como
F" es un funtor exacto, por el lema 1.9 induce una inclusién en grupos de exten-
siones Extly,. (M, N) — ExtY (F" (M), F"(N)). Mostramos que es suprayectiva.
Pues si F"(N) v, E v, F" (M) es un par exacto, como F" es denso ex-
isten un A"-médulo E y un isomorfismo h : E' — F"(E). Entonces se tienen
pares exactos equivalentes

Fr(N) —" > g — > Fr (M)

]

F(N) Fr(M).

u
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Como F7" es pleno existen f : N = Ey g: E — M tales que F"(f) =uy

F"(g) = v. Verificamos finalmente que N EAN E—2> M es un par exacto
en A”. Por un lado gf =0, pues F"(gf) = F"(¢)F"(f) =vu =0y F" es fiel.
Por otro lado la sucesién de R"-mdédulos dada por restriccion

0 N-Lop oy 0,

es exacta, pues F" estd dado por restriccion de escalares. Luego, F" es rigido.

Eliminacién de idempotentes.

Consideremos una ditalgebra con diferencial triangular (kQ,d) y sea Q% el sub-
carcaj pleno de @ determinado por un subconjunto de vértices Q) C Q. En-
tonces existe una diferencial triangular ¢ en kQ? tal que (kQ<¢,d9) es una
ditélgebra [8, lema 23.14] y la proyeccién candnica

ol A= (kQ,8) — A = (kQ?, 5,

induce un funtor fiel y pleno F¢ : A%mod — A-mod. Un A-médulo N es
isomorfo a un objeto en la imagen de F? si y solo si el soporte de N estd
contenido en @f. De nuevo por el lema 1.9 se tienen inclusiones

Extl. (M, N) — ExtY(F4(M), F(N)),

para cada par de A%-mddulos M y N. Si se tiene un par exacto

’
u

e= FUN)—“> g — = pa(M)

entonces el soporte de E’ estd contenido en @, por lo que existe un isomorfismo
h : E' — FYE) para algin A%médulo E. Repitiendo el argumento dado en
la regularizacion se tiene que el par exacto e es equivalente a la imagen de un
par exacto en la categorfa A%, y por lo tanto F'¢ es rigido. Ademés, si M es un
A%-médulo y denotamos con I, a la matriz con |Qg| columnas, |Qol renglones
y coeficientes dados por

dij:{ 1, sii=j€Qy,

0, de otra manera,

entonces dimF4(M) = Iq,dimM y por lo tanto |[M]| = [|[F4(M)|| [8, lema
25.4].

Lema 1.10 Sean @ un carcaj finito y (kQ,d) una ditdlgebra con diferencial
triangular. Entonces existe un subcarcaj Q' de Q con Qf = Qo, una diferencial
triangular 8" en kQ' y un morfismo de ditdlgebras

p: A= (kQ,0) — A = (kQ', ),

tales que el funtor inducido F, : A'-mod — A-mod es una equivalencia de
categorias y el carcaj Q' o bien no tiene flechas sdlidas o tiene al menos una
flecha sélida o con §'(a) = 0. Ademds, el funtor F, es rigido y para cualquier
A’-médulo M se tiene dimM = dimF,(M) y ||M|| < ||Fp,(M)]].
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Demostracion. Comenzamos con una ditdlgebra (kQ, ) que tiene flechas sli-
das pero ninguna de ellas tiene diferencial cero. Por triangularidad tenemos
que la menor de las flechas sdlidas ay satisface §(ag) = > ._, ¢;7; para algunas
flechas punteadas ~; y algunos escalares no cero ¢;. Haciendo un cambio de base
si es necesario podemos suponer que r =0y cg = 1.

Sea (kQ',0%) la regularizacién de las flechas ag y 7o v sea ¢! : (kQ,5) —
(kQ*, %) el morfismo asociado, compuesto con el morfismo de cambio de base
si este fue realizado. Entonces el funtor inducido F,i : (kQ',6%)-mod —
(kQ, §)-mod es una equivalencia de categorias.

Si (kQ',6') no tiene flechas sélidas o al menos una flecha sélida o con
§(a) = 0 tomemos (kQ’,0") = (kQ',6). De lo contrario repetimos el argu-
mento incial en la ditdlgebra (kQ',d') para obtener (kQ?,46%) y un morfismo
de ditdlgebras ¢? : (kQ',6") — (kQ? 6%) tales que el funtor inducido F2 es
una equivalencia. Ya que ) es un carcaj finito, después de un nimero finito
de repeticiones obtenemos una ditalgebra (kQ¥, d*) que no tiene flechas sélidas
0 que tiene al menos una flecha sélida con diferencial cero y un morfismo de
ditdlgebras ¢ = pfo...0 ! tal que el funtor inducido F, es una equivalencia
de categorfas. Tomamos entonces (Q’,8") = (Q°, 6%).

Ahora, los funtores asociados a las reducciones elementales cambio de base
y regularizacién son rigidos, preservan dimensién vectorial y no disminuyen la
norma. Por lo tanto lo mismo es cierto para los funtores F1, ..., F,¢ y para su
composicién Fi,. O

1.4 Reduccion a través de modulos admisibles

La herramienta principal de este trabajo es un caso particular de la reduccién
a través de médulos admisibles como se desarrolla por Bautista, Salmerdén y
Zuazua en [8, capitulo 12]. Supongamos que A es una k-algebra de dimensién
finita y sea P su radical. Supongamos ademds que existe una subdlgebra S de
Acon A =85@& P como S-S-bimédulos. Entonces decimos que A se divide
sobre su radical (ver definicién A.16).

Sean ) un carcaj finito y A = (kQ, ) una ditdlgebra con diferencial tri-
angular. Supongamos ademds que @} es un subconjunto de flechas sélidas
de diferencial cero de Q y denotemos con B a la subdlgebra de kQ generada
por las flechas de Q) y los caminos triviales eq,...,e,. Sea X un B-mddulo
izquierdo de dimensién finita y consideremos su algebra opuesta de endomor-
fismos I' = Endp(X)°. Diremos que X es un B-médulo admisible (6 de re-
duccién) siT se divide sobre su radical I' = S® P. En este trabajo supondremos
ademds que S es una k-élgebra trivial (consultar definiciones A.18 y A.19). De-
notemos con M* = Homg(Mg, Sg) al S-dual derecho de un S-médulo derecho
Ms. La reduccién de A a través de X estd dada por AX = ((kQ)X, %),
donde (kQ)X es el dlgebra tensorial

Ts(X*@pr W' @r X ® P*),

y W' es el bimédulo de flechas determinado por el complemento de Q) en @
(definicién A.20). La diferencial 6% es descrita en [8, lema 12.9] (consultar
los lemas A.21 y A.22 del apéndice). Los elementos de P* tienen grado uno,
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mientras que los de X* ® W” ® X heredan el grado de Q. La construccién
anterior viene acompanada por el funtor de reduccién FX,

(kQ)X, 6% )-mod > (kQ, §)-mod,

cuya descripcién explicita puede verse en la proposicién A.23. El lema 13.3 y la
proposicién 13.5 en [8] afirman que cuando X es admisible de dimensién finita
el funtor FX es fiel y pleno (A.25 y A.26 en el apéndice). Ademds, para cada
par de AX-médulos M y N, el funtor FX induce una sucesién exacta en grupos
de extensiones (ver A.28),

0 > Ext'yx (M, N) > ExtY (FX(M), FX(N)) > Exti(FX(M), FX(N)) > 0.

Lema 1.11 Sean Q un carcaj finito, A = (kQ,d) una ditdlgebra con diferencial
triangular y B una subdlgebra de kQ como arriba. Sea X un B-mddulo rigido,
admisible, con descomposicion en inescindibles X = X1 ®...DH X, no isomorfos
entre st y tales que Endp(X;) = k para cada i. Sean T la matriz cuyas colum-
nas son las dimensiones vectoriales dimX; y Q% el carcaj correspondiente a la
matriz entera TtMQT. Entonces dimFX (M) =TdimM y la caracteristica de
Euler de AX coincide, a través de la dimension vectorial, con la forma bili-
neal asociada al carcaj Q%. Ademds, si el carcaj Q((kQ)™X) asociado al dlgebra
tensorial graduada

(kQ)X =Ts(X* @ W @ X & P*)

es reqular, entonces es isomorfo a Q%, y por lo tanto existe un isomorfismo de
dlgebras tensoriales (kQ)~X = kQ".

Demostracién. Mostramos primero que dimF* (M) = TdimM. Observamos
que dimFX (M) coincide con la dimensién vectorial del B-médulo X ®g M.
Entonces si M es un simple de vértice S(j) se tiene

dimF¥(5(j)) = dimX®sS(j)dim<@Xi> ®s S(j) =

= dimX; = Tdim5(j),

pues dimS(j) es el vector canénico e;. En general, ya que todo S-mddulo
derecho M es de la forma M = @, m;S(i) para algunos enteros no negativos
m;, notamos que

dimF¥* (M) = dimX ®g (é mﬁ(z’)) = zn:midi7mX ®s S(i) =

i=1 i=1

= Zn:mdeiims(i) = Tdim <é§ miS(i)> =

= TdimM.

Ya que F¥X es fiel y pleno e induce un isomorfismo en extensiones (pues X es
rigido y por lo tanto Extj (FX (M), FX(N)) = 0) y haciendo uso del lema 1.4,
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se tienen igualdades

dimHom 4x (M, N) —
~dimExthx (M,N) = dimHom4(F* (M), FX(N)) -
—dimExtY (F* (M), FX(N)) =
= (dimF* (M), dimF*(N))q =
= (T'dimM,TdimN)q =
(dimM)*'T* Mo T(dimN) =
(dimM, dimN) g

Esto muestra que la caracteristica de Euler de AX corresponde a la forma bi-
lineal (-,-)qe, es decir, Mg(xg)x) = T*MqT. Si el carcaj de (kQ)X es regular,
por el lema 1.1 tenemos que Q(Mg(kg)x)) = Q((kQ)X). Por lo tanto

Q" = Q(T'MQT) = Q(Mg(rg)x)) = Q((kQ)X).

Usando el isomorfismo kQ(A) = A para un &dlgebra tensorial elemental A se
tiene

kQ™ = kQ((kQ)Y) = (kQ)¥,

lo que termina la prueba. O

En general, si el carcaj Q((kQ)*X) no es regular entonces las dlgebras tenso-
riales kQ? y (kQ)™ no son isomorfas. Ejemplos de esto pueden encontrarse en
las pruebas de los lemas 2.3 y 2.7 del siguiente capitulo.

El primer ejemplo de reduccién consiste en suponer que B es la subédlgebra
de kQ generada por los caminos triviales y que X es suma directa de los simples
S(i) de vértice i. Entonces I' = R, (kQ)* =2 kQ y 6% = 4. Uno de los ejemplos
de reduccién no trivial més sencillos, llamado reduccion de eje, se describe a
continuacion.

Reduccién de eje.

Supongamos que @)} consiste en una flecha « : ig — jo (ip # jo) sélida y de
diferencial cero. Entonces B es el dlgebra de caminos del carcaj

. [ .
A2: 10 —> Jo

mas cierto numero de vértices aislados. Denotemos con X; al B-mddulo simple
de vértice S(i) y fijemos un vector no cero z! de X;. Sea X, = E el Ap-

moédulo excepcional E = kxf L. kz%  visto como B-mdédulo, y notemos
que Endg(F) 2 k. Tomemos por B-médulo de reduccién X a la suma directa

X = (é@XJ e X.,.



CAPITULO 1. PRELIMINARES. 19

Ademas de los endomorfismos de los inescindibles de X se tienen los morfismos
I v
no cero X, — X, —— X;, dados por

I E;, S(i0)io
S(jO)jo 1 Ejo 0.

Consideramos el algebra de endomorfismos opuesta I' del B-médulo X como
algebra de matrices [Homp(X;, X;)] para i,j € {1,...,n,z}. Entonces I' se
divide sobre su radical I' = S & P, donde la diagonal S consiste en copias del
campo (pues Endp(X;) = k para cada i) y P es generado por los morfismos p,
v vistos como elementos de I'. Asi el B-médulo X es admisible y la reduccion
de A = (kQ, ) respecto a X es denotada mediante A° = ((kQ)*X, 5¢).

El 4lgebra tensorial reducida (k@)% es isomorfa al dlgebra de caminos de
un carcaj Q¢ que puede ser descrito de la siguiente manera. Consideremos la
siguiente particién en el conjunto de flechas @1,

Q1 ={atuQ1(0)UQ:i(s) UQ1(t) UQ1(s,1),

donde
Qi) = {Be€Qi]s(B)¢ {io,Jo}, t(B) ¢ {i0,Jo} },
Qi(s) = {B€Q1i]|s(B) € {io,jo},t(B) & {i0,Jo} }»
Qi(t) = {B€Qi|s(B)¢{io,jo},t(B) € {io,Jo} }»
Qi(s,t) = {BeQ|B#a,s(B) € {io,Jo},t(B) € {io,Jo} }-

El conjunto de vértices del carcaj reducido Q¢ es Q§ = Qo U {z}. El conjunto
de flechas estd dado por

Q7 = Q5N LQT(s) UQS(H L QT(s,t) U {a, o},

donde las flechas ay, : jo — 2 y ay, : 2 — ip corresponden a los elementos p* y
v* de P* respectivamente, y

Q5(0) Q1(0),
Qi(s) = Qi(s)UQi(s)7,
QI(t) = Qi(t)u=Q(1),
Qi(s,t) = Qi(s,t)UQ1(s,1)" L7 Qu(s,t) U*Qu(s, 1),

En la notacién anterior, si D es un subconjunto de Q1 y s¢,t¢ son las funciones
origen y destino de Q¢, entonces D? denota una copia de D donde cada flecha
B% € D* copia de 8 € D, satisface s¢(8*) = z y t¢(8*) = ¢(8). De manera
andloga D es una copia de flechas de D que consiste en flechas ? € D, copia
de 8 € D, con s°(*8) = s(B) y t°(*5) = z. Similarmente se define *D*. Las
flechas o, y «, tienen grado uno. El resto de las flechas heredan el grado del
carcaj @ [8, lema 23.18]. La diferencial triangular 6¢, asi como el funtor asociado
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¢: A°mod — A-mod, son descritos en [8, lema 12.10]. El funtor F¢ es una
equivalencia de categorias [8, lema 25.8].
En el siguiente ejemplo Q1(f) es un conjunto vacio, Q1(s) = {f1}, Q1(¢) =
{B2}y Qu(s,t) = {Bo},

Q= e °

Su carcaj reducido Q¢ tiene un lazo y no es regular,
= g q

\/\/

.Zo -~ Jo

Sean M€ un médulo de la ditdlgebra reducida A¢ y M = F¢(M¢). Damos
explicitamente las transformaciones que conforman a M en términos de las
transformaciones Mge (para 8¢ flecha sélida de Q). Sea 8 una flecha sélida en
Q. Entonces la transformacién Mz estd dada por

Mg, si B e Qu(D),
[M§ Mg.], si B € Qi(s),
F e
M£:| ) si B S Ql(t)a
M/B - :MCB Mez (14)
A ] sAe Qs
=O zﬂ 0 zﬁ’z
0 IdM§:|7 sif=a.

Esta descripcién se obtiene de analizar la receta de F°.
Consideremos ahora los vectores dimM¢ = (m¢) € Z" ™ y dimM = (m;) €
Z™. Observamos que el S-moédulo izquierdo M€ tiene la forma

= (@ me(i)) ®meS(z).
i=1

Entonces dimFE ®g M° = mi{dim X, + mSdimX;, (recordamos que X, = E =

kax?, L k% es el Ap-médulo excepcional no simple) y por lo tanto

dimF*(M°) = dimX ®@g M=) dimX; @5 M+ dimX, @5 M° =

i=1

= ) m{dimX; ®5 S(i) + dimE ®g M® =
i=1

n
= > midimX; + m¢dimX;, + m¢dimX;,,

i=1
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es decir,

W:{%» i 4 # 1, Jo, (1.5)

mg{ +mg, sii=1p,Jo.

Usando esta igualdad y la particiéon de las flechas @)1 es posible comparar las
normas de M°¢y M,

M| = magymigs) =
BEQL
181=0
= MMy, + Y migmig + D (Mg +m)mig) +
ﬂte (0) BEQ1(s)
18l= 18/=0
+ Z mg g (migy +ms) + Z (Mg gy + m2)(mgg) + mg).
BEQ: (1) BEQ1(5,t)
181=0 181=0

Considerando la particién del conjunto de flechas de Q5 se obtiene

M| = migmj+ | D mimmie | +
BEQ1(0)
[B]=0

+ Z Me (3)Mie(g) Z Mige(52)Mie(5%) | +
BEQ1(s) B*€Qi1(s)*
|8|=0 |8%|=0

| D MMt D MeeaMiep |+
B (1) “Ber@u (1)
|B]=0 |#8|=0

T D MMt D, Mgy Miepe) T
BEQ1(s,t) B*eQi(s,t)?
[8]=0 |8%]=0

D MiepMient DL MieMics)
B (s.) B € Qn (s.1)°
I*B1=0 |78%|=0

= magmy, + ||Me],
es decir, [|[F¢(M°)|| = ||M|| = m;ymj, + ||M¢||. En particular si m;, # 0y
mj, # 0 entonces ||M€|| < [|M]].

1.5 Representaciones excepcionales.

Sean @ un carcaj finito y d una diferencial triangular de £Q. Enseguida damos
algunas propiedades de representaciones excepcionales de (kQ, 9).
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Lema 1.12 Sea Q' un subcarcaj sélido con diferencial cero de Q. Si M es un
(kQ, 8)-mddulo rigido entonces su restriccion M|q: es rigida como kQ'-mddulo.
En particular para cada flecha o : i — j de grado y diferencial cero, la trans-
formacion lineal M, es inyectiva o suprayectiva. Y si a: i — i es un lazo con
diferencial cero entonces M; = 0.

Demostracion. Sea Q" el carcaj obtenido al agregarle a Q' todos los vértices
de @ que no estdn en @, de manera que se obtiene una inclusién de dlgebras
kQ" — kQ@. Claramente un Q"”-médulo N es rigido si y solo si su restriccién
Nl lo es, por lo que podemos suponer que Q" = Q. Sean Wy y W] los
bimédulos de flechas de grado cero de Q y Q' y denotemos con i : Wi — Wy a
la inclusién de bimédulos. Notamos entonces que la inclusién ¢ hace conmutar
el siguiente diagrama, donde o es la transformacién dada en (1.1).

Hompg(M, N)
S¥) *U>H0mR(Wo ®r M, N)
Homp r(W;,Homy (M, N))
" O}l Hom(i®M,N)
Hompz (M, N) - Hompz(Wj®r M, N).

o

En efecto, por un lado o’ [I 0](f°, f1) = o/(f°,0) : w' @m — w' fo(m)— f°(w'm).
Por otro lado Hom(i ® M, N)o(f°, f!) es el morfismo que manda w’ ® m en
w’' fO(m) — fO(w'm) fﬁ(é(w’))(m) Esto es igual a w’ f%(m) — f°(w’'m) pues los
elementos de W tienen diferencial cero. Entonces el diagrama es conmutativo
y pasando a conucleos se tiene

Homp(Wy @r M, N) —> Ext{;o 5 (M,N) —=0
Hom(iQM,N) i
HomR(Wé ®Rr M, N) £> ]'EXt]]%Q/(]M’|Q/7 N‘Q/) — (.

Més ain, el morfismo Hom(i ® M, N) es suprayectivo pues i es inyectivo y R
es semi-simple. Por lo tanto el inducido en conticleos también es suprayectivo y
Ext ;. 5 (M, M) = 0 implica Exty,q, (M|q:, M|q) = 0.

Para la segunda afirmacién supongamos que ¢ # j. Lo anterior implica que
la As-representacion

M|a, = (M;, Mj; Mo)

es rigida. Si la transformaciéon M, no es ni inyectiva ni suprayectiva, entonces
M]|a, contiene como sumando directo a S(i) @ S(j). Pero esto es imposible ya
que S(i) ® S(j) no es rigido (pues (e;, e;)a, = —1, ver lema 1.4).

Supongamos ahora que i = j y sea L el subcarcaj de @ dado por el vértice
1y el lazo «. Entonces M|, = (M;; M,) es un kL-médulo rigido, y como la
forma bilineal de L es idénticamente cero, de nuevo por el lema 1.4 se tiene

0 = (dimM |z, dimM|.) = dim;Homy (M|, M|L).
As{ Endy,(M|;) = 0 por lo que M; = 0. O

Se dice que un médulo M es sincero si todas las entradas del vector dimM
son mayores que cero.
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Lema 1.13 Sean Q un carcaj finito y A = (kQ, 8) una ditdlgebra con diferencial
triangular. Si M y N son representaciones excepcionales de A con dimM =
dimN entonces M = N.

Demostracion. Eliminando los vértices de Q donde M; = 0 podemos suponer
que M (y por lo tanto N) es una representacién sincera. Procedemos por
induccién sobre la norma ||M]| del médulo M. Como dimM = dimN se
tiene que ||M|| = ||N||. Ademés ||[M]|| = 0 si y sélo si M y N son simples
correspondientes a un vértice ¢, y por lo tanto el enunciado se satisface para
modulos de norma cero. Supongamos que es valido para representaciones de
norma menor o igual a ¢ y sea M un médulo con ||[M|| = £+ 1. Ya que
||M]| > 0 por el lema 1.10 podemos suponer que existe una flecha « : i9g — jg con
diferencial cero (la equivalencia F,, del lema 1.10 preserva médulos excepcionales
y no disminuye la norma). Como consecuencia del lema 1.12 la transformacién
M, no es cero, pues M es un moédulo sincero. En particular a no es un lazo y la
reduccién de eje M€ respecto a a del médulo M (es decir, M€ es un A%-mddulo
tal que F¢(M¢) = M) satisface || M¢|| < ¢. Ademds M*¢ y N¢ son excepcionales
por la sucesién exacta antes del lema 1.11. Mostramos que dimM¢ = dim/N¢€.
Por la igualdad (1.5) anterior se tiene

_ e e e e e e
(M1, Mgy ey Mgy ey M) = (MY, M +mg, .., mG +ms, ..., my),
_ e e e e e e
(N1 ey Mgy Mgy ooy i) = (R, ..y nf g, G +ng,...,ng).

Por el lema 1.12, la transformacién M, es inyectiva o suprayectiva (dependiendo
del valor de m;, —my,, ver la descripcién de M, en 1.4) y lo mismo es cierto
para N,. Entonces, puesto que dimM = dimN, se tiene dimM°¢ = dim/N°.
Asi, por hipétesis de induccién M€ = N€ y como F€ es una equivalencia se
tiene que M = N. O

Lema 1.14 Si Q es un carcaj finito, solido y con ordenacion admisible de sus
vértices entonces el dlgebra de endomorfismos de cualquier kQ-mddulo excep-
cional es isomorfa al campo k.

Demostracion. Consultar el corolario 1 de Ringel [25]. O

En tal caso, como consecuencia del lema 1.13, la dimension vectorial dim in-
duce una funcion inyectiva entre el conjunto de clases de isomorfismo de médulos
excepcionales y el conjunto de raices positivas de Q.

Dada una (kQ, 0)-representacién M fijamos bases %; para cada uno de los
k-espacios vectoriales M;, ¢ € Qp. Decimos que la unién disjunta & = | | %;
es base del médulo M. Se define el carcaj de coeficientes C(M, %) de M
respecto a la base 4 como el carcaj sélido con conjunto de vértices 4 y flechas
dadas de la siguiente manera. Para cada flecha sélida « : ¢ — j en () se agrega
una flecha (sélida) de e’ € %; a el € B, en C(M, B) si el coeficiente de la matriz
M, correspondiente a la posicién (e?,e’) es diferente de cero.

Lema 1.15 Un (kQ,d)-mddulo M es inescindible si y solo si para cualquier
base B de M, el carcaj de coeficientes C(M, B) es conexo.
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Demostracion. Mostramos primero que si C(M, %) es disconexo para alguna
base & de M, entonces M se escinde. Sea C; una componente conexa de
C(M, %) (no vacia y distinta del total) y sea C; = C{ su complemento. Va-
mos a definir un endomorfismo f de M en (kQ,d)-mod, que es un idempotente
no trivial. Consideremos la asignacién f° : 2 — M dada por

o, v _ | x sizel,
f (x)_{ 0, sizeclC,.

Sea A la subélgebra de grado cero de kQ). Mostraremos que la extension lineal
de f9 a M, que denotamos con el mismo simbolo f°, es un morfismo de A-
médulos. Sea a una flecha sélida de Q. Si z € C; entonces Moz = Y., a'z}

con xi € C; y a* € k, pues C; es una componente del carcaj de coeficientes
C(M,%). Entonces

af'(@) = ar =Y airi = 3" a'2a}) = 2 a'ad) = (o).
i=1 =1 =1

Por otro lado, si # € Ca entonces Moz = >0, bl con € Co y b € k, por
lo que af’(z) =a0 =0y

Flox) = fO (D> Val | =) v} =o0.
j=1 j=1

De esta manera f° es un morfismo de A-médulos, por lo que f = (f°,0) es
un endomorfismo del (kQ,d)-médulo M. Claramente f es un idempotente no
trivial. Como los idempotentes se dividen en (kQ,d)-mod [8, lema 5.12], con-
cluimos que M se escinde.

Supongamos ahora que M se escinde como (kQ, J)-mddulo. Queremos mos-
trar que existe una base Z de M tal que C(M, %) es disconexo. Para ello
verificamos que M se escinde como A-médulo. En efecto, si M se escinde como
(kQ, §)-mé6dulo, entonces existe un endomorfismo g de M que es idempotente
no trivial. Por el lema 5.7 de [8] podemos suponer que g = (¢°,0). Entonces
¢° es un endomorfismo de A-médulos, que es un idempotente no trivial. Asi,
M se escinde como A-médulo, es decir, existe una descomposicién no trivial
M = M1®M,y. Sean %, y Bo bases de My y M. Verificamos que las subgraficas
plenas C; y C del carcaj de coeficientes C = C(M, %, L1 9%B>) determinadas por la
particiéon %B; Ll By separan a C. Pues como M; y Ms son submédulos de M, si
existe una flecha o : © — y en C entonces = € C; implica y € C; para i € {1,2}.

O

Un (kQ, 6)-médulo M es llamado médulo arbol si tiene una base % (lla-
mada &rbol) respecto a la cual el carcaj de coeficientes de M es tipo arbol.
Como Ringel ha indicado [26, propiedad 2], en tal caso las bases pueden ser
reajustadas de manera que las matrices M, exhiban solo coeficientes 0 y 1.

Lema 1.16 Sean Q un carcaj finito y A = (kQ, ) una ditdlgebra con diferen-
cial triangular. Supongamos que Q' es un subconjunto de flechas sdlidas con
diferencial cero de QQ y denotemos con B a la subdlgebra de kQ generada por
las flechas de QY y los caminos triviales ey, ..., e,. Consideremos B-mddulos
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Xt ..., X" no isomorfos entre si con Endp(X?) = k y tales que el dlgebra de
endomorfismos de X = X' @ ... ® X", vista como dlgebra de matrices, es tri-
angular superior (en particular el B-mddulo X es admisible). Entonces existe
un carcaj finito Q° tal que el dlgebra tensorial reducida (kQ)™ es isomorfa al
dlgebra de caminos kQ*. Supongamos ademds que cada X' es un B-mddulo
drbol. Entonces para cada AX-mdédulo drbol N, la A-representacion F*(N)
también es drbol.

Demostracion. Sea kQ = Tr(Wy @ W1) donde R es la subdlgebra de caminos
triviales y W; es el bimddulo de flechas de grado i de @ (i € {0,1}). Denotemos
con @ al conjunto de flechas sélidas de @ que no estan en Q. Por hipétesis el
algebra opuesta de endomorfismos Endp(X ) = S @ P se divide trivialmente
sobre su radical. Entonces (kQ)X = Ts(Wg* & W7¥) donde S = S1 x ... x S,,
S; = k es el dlgebra opuesta de endomorfismos de X* y

W2 X*op Wi orX, v Wi 2[X*@rWorX]e P,

donde W{' denota al bimddulo de flechas determinado por @ (consultar la
definicién A.20). Sea U = Qf y sea V el conjunto de flechas punteadas de Q.
Sea f; la identidad de X* considerada como elemento de Endz(X*). Tomamos
como vértices del carcaj Q% el conjunto {f;}/_,. Consideremos bases Z(X") y
PB((XH)*) de los k-espacios vectoriales X' y (X%)*, que consisten en elementos
legibles como S;-S;-bimddulos. Para cada par de indices i,5 € {1,...,7} y cada
flecha B :ig — jo € U tomamos

Us (,1) ={N @ Boa’ | N € B(X7)),a' € B(X"),Nejy =N y e’ =a'},
y para una flecha punteada ~y : ip — jo € V hacemos
VG ) =V eyea [N eB(X)).a' € B(X'),Nej, =X y ejpa’ =a'}.

Ademés fijamos base EX (j,4) del S;-S;-bimédulo Homp(X;, X;)°P. Tomamos

UBX: U UBX(‘?’Z)’ V’YX: U V’yX(]vl) y EX: U EX(j,Z)
1,5=1 3,7=1 i,j=1

Por construccion se tienen isomorfismos de S-S-bimdédulos

We = @ SBS, X*erWierXx= P 975 y P = P S8,
BeU YEV E€EX
Beuy yev,X
Por lo tanto, tomando como flechas sélidas de Q* al conjunto UX = UBEU Ué(

y flechas punteadas a (quv V,YX) UEX, se tiene que el algebra tensorial (kQ)*

es isomorfa al algebra de caminos kQ* del carcaj Q*.

Supongamos ahora que en las bases elegidas %(X?) el carcaj de coeficientes
de X7 es 4rbol y sea N un .AX-mdédulo inescindible arbol con dimensién vectorial
dimN = (nq,...,n,) y base tipo drbol Z(N). Para una matriz C' denotamos
con cf(C) al nimero de coeficientes no cero de C. Sea M = FX(N). Ya que la
accién de B en M esta dada por la accién de B en X ®g N, es claro que para
cada flecha o € Q) se tiene

cf (M) = Z cf (X?)n;. (1.6)
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Por otro lado, la accién de 8 € U = Q[ en M tiene la siguiente forma (ver A.23)

BBB ®p (X ®s N) — (X ®s X*) ®p BAB®p (X ®s N)

=

X @5 [(X* ®r RBR®p X) ®5 N]
Ve
o (@5 575) o1
J/1®*
X ®g N,

donde * es la accion de GBBeUg SBS en N. Por lo tanto, si dotamos a X ®g N
con la base {xr@n |n € B(N)y x € $B(X") para algtin i} se tiene que

of(Mg) = Y cf(N). (1.7)

3B X
FeU}

Denotamos con cf (M) a la suma de los valores cf (M,, ) sobre todas las flechas
sélidas « que conforman a una representacién M. Como M es inescindible, por
el lema 1.15 debemos mostrar que dimyM + 1 = cf(M). Usando los puntos 1.6
y 1.7 arriba tenemos que

(M) = > cf(My)+ > cf(Ms) =

Q) BEQY

= Z (Zcf (X)n > + Z Z cf(Ng) | =
acQ) \i=1 BeU \ BeUx

= XT: Z cf ( X’ n; + Z cf (V-
i=1 \aeQy BeUX

= Zcf Yn; + cf(N).

Ya que tanto X? como N son médulos drbol tenemos que dimy, (X?) = cf (X*)+1
para cada ¢ y dimg N = cf(N) + 1, por lo que

T

cf(M) = ) (dimg(X')—1)n; +dim,N — 1 =
i=1
= i(dlka anJerfl—
=1
= i(dlka g — 1,

i=1

lo que termina la prueba pues dim M = dim; X ®s N = >/, (dim; X*)n;. O
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De la prueba del lema anterior es claro que si se fijan bases tipo drbol Z#(X)
para el B-médulo de reduccién X y Z(N) para la AX-representacién N, en-
tonces el conjunto

BX@sN)={x@n|zecB(X)ynecRBN)}

es base tipo arbol para el A-médulo FX(N). El siguiente resultado es una
generalizacion a ditdlgebras de un teorema de Ringel [26].

Teorema 1.17 Sean Q un carcaj finito y A = (kQ, ) una ditdlgebra con dife-
rencial triangular. Si M es una representacion excepcional de A entonces M es
un modulo drbol.

Demostracién. Eliminando los vértices adecuados podemos suponer que M es
una representacion sincera. Procedemos de nuevo por induccién sobre la norma
de M. La afirmacién es evidente para mddulos excepcionales de norma cero
(médulos simples S(4)). Supongamos que el enunciado es cierto para médulos
excepcionales de norma menor o igual a £. Sea M excepcional con ||M]|| = £+ 1.
Ya que ||M]| > 0, por el lema 1.10 podemos suponer que existe una flecha « :
19 — jo con diferencial cero. Como consecuencia del lema 1.12 la transformacion
M., no es cero, pues M es un médulo sincero. En particular a no es un lazo y la
reduccién M€ del médulo M, que también es excepcional, satisface ||[M¢|| < ¥.
Por hipdtesis de induccién M€ es un mddulo arbol, y ya que el médulo de la
reduccién de eje X consiste en médulos arbol, por el lema 1.16 concluimos que
M = F¢(M¢®) es arbol. O

1.6 Sucesiones que casi se dividen.

Sea K una categoria Krull-Schmidt. Para dos objetos inescindibles M y N se
define el radical de Hom(M, N) como el conjunto rad(M, N) de morfismos
no invertibles de M a N. Para sumas directas M = @, M;, N = ; N;
se consideran los morfismos f : M — N como matrices con entradas f;; :
M; — N; (para ser precisos f; ; = p;jfo; donde pj, o; son la proyeccion e
inclusién correspondientes). Por definicién el radical rad(M, N) estd dado por
las matrices cuyas entradas f; ; pertenecen al radical rad(M;, N;). Se define
el radical cuadrado rad?(M, N) como el conjunto de morfismos de la forma
gf donde f € rad(M, X) y g € rad(X, N) para algin objeto X. Se define el
Endg (N)-Endg(M)-bimédulo de morfismos irreducibles de M a N como

Irr(M,N) = rad(M, N)/rad®(M, N).

Un morfismo f: M — N es llamado irreducible si no es seccién ni retraccién,
y para cada factorizacién f = f’f” entonces o bien f’ es retraccién o f” es
seccion. Cuando M y N son inescindibles, f es irreducible si y solo si f €
rad(M, N) — rad®(M, N) (ver Ringel [24, 2.2]).

Se dice que un morfismo f : M — E casi se divide por la izquierda si
satisface las siguientes propiedades

a) f no es seccidn;

b) si h: M — Z no es seccidn, existe h' : E — Z tal que h = h'f.
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El morfismo f es minimal izquierdo si
¢) para cada v € End(F) tal que vf = f entonces v es un automorfismo.

Notamos que si f casi se divide por la izquierda entonces M es inescindible. Los
morfismos minimales que casi se dividen por la izquierda quedan determinados,
salvo isomorfismo, por el inescindible M. Dualmente un morfismo g : £ — N
casi se divide por la derecha si satisface

a’) g no es retraccion;
b’) si h:Z — N no es retraccién, existe h' : Z — E tal que h = gh'.
El morfismo g es minimal derecho si
¢’) para cada v € End(FE) tal que gy = g entonces vy es un automorfismo.

De nuevo, si g casi se divide por la derecha entonces N es inescindible. Los
morfismos minimales que casi se dividen por la derecha quedan determinados,
salvo isomorfismo, por el inescindible N. El siguiente resultado es bien conocido.
Ver por ejemplo Ringel [24]2.2(lema 3).

Lema 1.18 Supongamos que existe un morfismo minimal de IC que casi se di-
vide por la izquierda que inicia en M. Sean Fy, ..., E,. objetos inescindibles no
isomorfos a pares, y supongamos que tenemos morfismos fi; : M — E; para
j=1,...,d; con clases residuales fTJ en Irr(M, E;). Entonces el morfismo

f=(fiy)is: M — PdiBi
=1

es minimal que casi se divide por la izquierda si y solo si el conjunto {ij};izl
es base de Irx(M, E;) para cada i =1,...,7, y cualquier objeto inescindible E'
tal que Irr(M, E') # 0 es isomorfo a E; para algin i.

La siguiente observacién seréd usada en la seccion 3.5.

Lema 1.19 Sea Q un carcaj finito, sélido y con ordenacion admisible de sus
vértices.

a) Sig: E— N esun morfismo que casi se divide por la derecha en kQ-mod
entonces existe una descomposicion de la forma

E—L >N

_T ' 0]
E/ @ El//

donde ¢ : E' — N es un morfismo minimal que casi se divide por la
derecha.

b) Dualmente, si f : M — E es un morfismo que casi se divide por la
izquierda en kQ-mod entonces existe una descomposicion de la forma

M——-F

N

0 E/ @ E//
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donde f' : M — E’ es un morfismo minimal que casi se divide por la
izquierda.

Demostracion. Mostramos (a), la prueba de (b) es andloga. Supongamos que
g : E— N es un morfismo que casi se divide por la derecha. Sea E la clase de
subobjetos opr : E/ — E de E para los que existe un epimorfismo hg: : E — E’
tal que g = gop/hg. La coleccién E es no vacia pues contiene a E. Sea E' un
elemento en E. Entonces gop: casi se divide por la derecha. En efecto, gog
no es retraccién pues g no lo es. Supongamos que v : Z — N no es retraccion.
Entonces existe t : Z — FE tal que v = gt y por lo tanto v = gt = gog'hp't, es
decir, gop/ casi se divide por la derecha.

Supongamos ahora que E’ es un elemento de E de dimensién minima sobre
k. Entonces ¢’ = gops es minimal. Pues si A’ : B/ — E” es un epimorfismo tal
que ¢’ = ¢'olzn W' (donde oy : E” — E’ es la inclusién) entonces (h'h) satisface
gogr(Wh) = gogo'g.('h) = (¢'o’pnh')h = ¢’h = g. De esta manera E” es un
elemento de E, y por minimalidad dimgE"” > dimgE’. Por lo tanto h’ es un
automorfismo.

Sea entonces E’ € E minimal. As{ el morfismo ¢’ = gogs es irreducible
(lema 1.18) por lo que o g es seccién (pues g no es retraccién). Sean E” sumando
directo de F tal que E = E' @ E"” y g = gog. Entonces g tiene la forma
g=1(g"¢") v g" no es retraccién pues g no lo es. Asf existe h” : E” — E’ tal
que g = ¢g’h”, por lo que el siguiente diagrama es conmutativo

E/ @ Ell/
(g/ g/h//)
I R’
(% 1) N
%
E/ @ El/
Esto termina la prueba. a

La pareja (K, £) es llamada una categoria Krull-Schmidt con sucesiones
exactas cortas si K es una categoria Krull-Schmidt y £ es una coleccién de
pares (f,g) de morfismos en K tales que f es nicleo de g y g es conticleo de
f. Por ejemplo, si Q es un carcaj finito, (kQ,J) es una ditélgebra con dife-
rencial triangular y € es la estructura exacta asociada a (kQ,d)-mod, entonces
((kQ,0)-mod, &) es una categoria Krull-Schmidt con sucesiones exactas cortas.
Decimos que una pareja exacta (f, g) casi se divide si f es minimal que casi
se divide por la izquierda y g es minimal que casi se divide por la derecha.

Lema 1.20 Sea @ un carcaj finito, sélido y con ordenacion admisible de sus

L. ., f g
vértices. Para una sucesion exacta 0 M E N 0 en

kQ-mod son equivalentes

a) (f,9) es un par exacto que casi se divide.
b) g es un morfismo minimal que casi se divide por la derecha.

b’) f es un morfismo minimal que casi se divide por la izquierda.
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¢) g es un morfismo que casi se divide por la derecha y M es inescindible.
¢’) [ es un morfismo que casi se divide por la izquierda y N es inescindible.

Demostracion. Ver por ejemplo el teorema IV.1.13 de [1]. O

Sea (K, £) una categoria Krull-Schmidt con sucesiones exactas cortas. Dada

una pareja que casi se divide M RN E—2> N se observa que la clase de
isomorfismo [M] estd determinada por [N], y la clase de isomorfismo [N] estd
determianda por [M]. Entonces denotamos a [M] con 7[N] y llamamos a 7[N]
la traslacién de Auslander-Reiten de [N]. Sise descompone a E en inescin-
dibles E = @._, d;E; (con los E; inescindibles no isomorfos entre sf) entonces
por el lema 1.18

dimyIrr(E;, N) = d; = dimiIrr(M, E;).

Se define el carcaj de Auslander-Reiten I'(K,€) de la siguiente manera.
Los vértices son las clases de isomorfismo de objetos inescindibles. Para cada
morfismo minimal que casi se divide por la derecha g : @ d; F; — N se agregan
dimyIrr(E;, N) = d; flechas sélidas de [E;] a [N]. De manera similar, para
cada morfismo minimal que casi se divide por la izquierda f : M — @ d;E;
se agregan dimgIrr(M, E;) = d; flechas sélidas de [M] en [E;]. Claramente
(T(K,E&),T) es un carcaj de traslacién, como se define enseguida.

1.7 Carcaj de traslacion y secciones.

Sea I' un carcaj sélido. Para cada vértice z denotamos con z~ al conjunto
de predecesores directos de z y con =T al conjunto de sus sucesores directos.
Un carcaj es localmente finito si para cada vértice « el nimero de flechas
entre x y sus vecinos (sucesores y predecesores directos de x) es finito. Una
traslacién 7 del carcaj I' es una biyeccién entre dos subconjuntos I'y, y T’y de
Iy, tal que para cada x € T y cada y € 'y el ntimero de flechas de y a = es
igual al nimero de flechas de 7(z) a y. En particular z— = 7(z)*. Un carcaj
de traslacion (I', 7) consiste en un carcaj sélido localmente finito I' junto con
una traslacién 7 de I'. Los vértices en I'g — I'jj son llamados proyectivos y los
de I'y — T'j inyectivos . Un carcaj de traslacién (T, 7) se llama hereditario si
los predecesores directos de un vértice proyectivo son proyectivos y los sucesores
directos de un vértice inyectivo son inyectivos. La motivacion principal de estas
definiciones es el carcaj de Auslander-Reiten I'(A) de la categoria de A-médulos
de una k-algebra de dimensién finita A junto con las traslaciones de Auslander-
Reiten.

Para cada vértice x de un carcaj de traslacién (T', 7) existe un intervalo I,
de Z que contiene al cero tal que 7'x est4 definido si y solo si i € I,. La érbita
de = se define entonces como el subconjunto de I'g dado por O, = {T'z}cy, .
Observamos que cada 6rbita O, contiene a lo méds un vértice proyectivo y a lo
mas un vértice inyectivo. Si y es un elemento en O, es decir, si existe ig € I,
tal que y = 7%z, entonces 1, = I, —iy. Por lo tanto

Oy = {y}jer, = {7 (r"2)}ier, = Ou,

y el conjunto de érbitas de (I', 7) determina una particién de los vértices de T.
Se distinguen cuatro tipos de 6rbitas.
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e Una orbita O es inyectivo-proyectiva si contiene un vértice inyectivo ¢
y un vértice proyectivo p. En tal caso O = {7'¢}}'_, (con "¢ = p) es un
conjunto finito.

e Una drbita O es inyectiva si contiene un vértice inyectivo ¢ pero no
contiene vértices proyectivos. Entonces O = {7'¢}°, es un conjunto
infinito.

e Una drbita O es proyectiva si contiene un vértice proyectivo p pero no
contiene vértices inyectivos. Entonces O = {77'p}2, es un conjunto
infinito.

e Una o6rbita O es estable si no contiene vértices inyectivos ni proyectivos.
Las orbitas estables finitas son llamadas periédicas.

La gréfica de 6rbitas G,,(I',7) de un carcaj de traslacién (I',7) tiene por
vértices el conjunto de érbitas de (I', 7) y hay una arista entre O y O’ si existen
elementos x € O y y € O’ que son vecinos en I'. Claramente Go,(T', 7) es una
grafica conexa siempre que I' sea un carcaj conexo. Un carcaj de traslacion
(T',7) se llama preinyectivo, posproyectivo o estable si todas sus drbitas
son inyectivas, proyectivas o estables respectivamente. Se dice que un carcaj de
traslacién (T, 7) es propio si para cualquier vértice no proyectivo x el conjunto
7~ es no vacio, y es llamado dirigido si I' no contiene ciclos orientados.

Lema 1.21 Sea (T',7) un carcaj de traslacién propio.
a) Sixg=1"(x0) conn >0 entonces existe un camino de 7™ (o) a xo en I'.

b) SiT es un carcaj dirigido entonces (I',T) no tiene drbitas periddicas.

Demostracién. Tomemos x; = 7¢(zg) parai = 1,...,n. Ninguno de los vértices
Zo,...,Tn—1 €S proyectivo, por lo que existen vértices y; (0 < i < n) y flechas
a; : y; — x; para cada i. Como (I',7) es de traslacién, existen flechas g; :
Ziy1 — Yi, ¥ la concatenacion agpfp - - ap—1Fn—1 €s un camino de 7"(zg) a xo,

Bn-1 Qp—1 Bn—2 Qp_2 B1 ay Bo g
Xy —> Yn—1 — 17" lgpy —="Yn—2 =" .- = Y1 — T1 — Yo —> L0,

Para (b), si existe una 6rbita periddica por lo anterior existen caminos ciclicos,
por lo que I" no es dirigido. (Il

Una seccién S de un carcaj de traslacién (I', 7) es un subconjunto no vacio
de vértices S C T'g tal que

i) si z € S no es un vértice proyectivo entonces 7(z) ¢ S,
i) siz € Sy x = m es una flecha en I" entonces m 6 7(m) estd en S.

Dualmente una coseccién S de un carcaj de traslacién (I', 7) es un subconjunto
no vacio de vértices S C I'g tal que

i’) si y € S no es un vértice inyectivo entonces 7 1(y) ¢ S,

ii’) si y €Sy n— yes una flecha en I' entonces n 6 771(n) estd en S.
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Lema 1.22 Sea (I',7) un carcaj de traslacion propio, dirigido y hereditario.
a) Toda seccidn de (T, T) que no contiene inyectivos es una coseccion.

b) Toda coseccidn de (T',T) que no contiene proyectivos es una seccion.

Demostracién. Mostramos (b), la prueba de (a) se obtiene con argumentos
duales. Por el lema anterior (I',7) no tiene 6rbitas periédicas. Sean S una
coseccién de (I',7) que no contiene proyectivos y = un elemento de S. Como
x no es proyectivo entonces 7(z) no es inyectivo y 7(x) ¢ S (pues al ser S
coseccién, si T(x) € S entonces z = 77 1(7(z)) ¢ S, contradiccién). Asi S
satisface la condicién (i) de la definicién de seccién. Por otro lado sea z — m
una flecha en T'. El vértice m no puede ser proyectivo pues (I', 7) es hereditario
y « no es proyectivo. Entonces hay una flecha 7(m) — z, por lo que 7(m) 6
m = 771(7(m)) es un elemento en S. Entonces S satisface (i) y es una seccién.

O

Lema 1.23 Sean (T',7) un carcaj de traslacion propio, dirigido y hereditario y
S una seccion (coseccion) que interseca cada orbita de (', T) en exactamente un
vértice. Entonces hay una particion I'o = AUS U B de los vértices de T', donde

A={z|77x) €S para algin i > 1},

B={y| 7'(y) € S para algin i > 1}.

Ademds todo camino v del' que inicia en A y termina en B pasa por un elemento
de S.

Demostraciéon. Mostramos el caso de una seccidén, la prueba para cosecciones es
similar. La particién es clara pues (I', 7) no tiene 6rbitas periédicas (lema 1.21).
Para probar la segunda afirmacién supongamos que < es un camino que inicia
en A, termina en B y tal que ninguna de las flechas que lo componen inicia en
un elemento de §. Entonces una de las flechas de v es de la forma o : z — y
conz € Ay y¢ A. Mostraremos que y € S.

Supongamos de lo contrario que y € B, es decir, que existe j > 1 tal que
7I(y) € S. Notamos primero que 7/~2(z) no puede ser proyectivo, pues I' es
hereditario y 7771 (y) no es proyectivo.

) TNy y
NN yd
i Yz) 7% (x) T

Asf 7771 (x) est4 definido y tenemos una flecha 77 (y) — 7771 (x). Ya que 77 (y) €
Sy S es seccién, o bien 7771 (z) € S 6 7(7771(x)) = 77 (x) € S. Esto contradice
el que S interseque cada 6rbita en exactamente un vértice (pues 77 (z) € S).
Por lo tanto y € S, lo que concluye la prueba. O

Lema 1.24 Sea (I',7) un carcaj de traslacion conexo y hereditario.

a) Si (T',7) contiene un vértice proyectivo entonces toda drbita de (T, ) con-
tiene un vértice proyectivo.
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b) Si (T, 7) contiene un vértice inyectivo entonces toda érbita de (T',T) con-
tiene un vértice inyectivo.

Demostraciéon. Mostramos (a), la prueba de (b) es similar. Sea B el subcon-
junto de Ty dado por los vértices z tales que 7¢(x) es proyectivo, para algtin
1 > 0. Por hipétesis B es no vacio. Supongamos que B no es el total de vértices
de T'. Por conexidad existen y ¢ B y = € B tales que y y x son vecinos en T
Como y ¢ B de hecho podemos suponer que se tiene una flecha y — . Sea
i > 0 tal que 7%(x) es proyectivo. Ya que 77(y) existe, para todo j > 0 tenemos
una flecha 7¢(y) — 7%(x). Como (I, 7) es hereditario 7%(y) es proyectivo, lo cual
contradice el que y ¢ B. Por lo tanto B =T’ y se tiene el resultado. O

Sea I' = (I'9,I'1,7) un carcaj de traslacién. El subcarcaj de traslacién
pleno T = (fo, fl, 7) determinado por un subconjunto de vértices T consiste
en el subcarcaj pleno T = (fo,fl) definido sobre Ty y la restriccién 7 de 7 al
subconjunto de vértices no proyectivos f{) dado por

Aé = {LC € f() N Fg | T(.’E) S fo}
Los vértices no inyectivos de T estén dados por
0 ={yeTonTq |7 '(y) € To}.

Si 2 es un vértice no proyectivo de un carcaj de traslaciéon I' = (T'g,T'1, 7)
entonces el subcarcaj pleno determinado por el conjunto {z,7(x)} Ux~ es lla-
mado malla de (T, 7). Un subcarcaj de traslacién pleno T deT es cerrado por
mallas si para cualquier vértice no proyectivo x de T el conjunto Ts (prede-

cesores directos de z en el carcaj I') coincide con el conjunto z. (predecesores
directos de z respecto a I').

Lema 1.25 Sea (', 7) un carcaj de traslacién y (U, 7) un subcarcaj de traslacion
pleno cerrado por mallas de (T',T).

~

a) Si (T, 1) es propio entonces (I',T) es propio.

b) Si (T,7) es hereditario entonces (L', 7) es hereditario.

~

c¢) Si (', 7) tiene una ordenacion admisible de sus vértices entonces (I',T)
admite una ordenacion admisible de sus vértices.

Demostracién. El inciso (a) es claro pues si & es un vértice no proyectivo de
I" entonces x no es proyectivo en I" y Ts = Tp # (). Para probar (b) sean p

y q vértices en fo con una flecha ¢ — p. Supongamos que ¢ no es proyectivo
en (I',7). En particular ¢ no es proyectivo en (I', 7). Como (I, 7) es un carcaj
hereditario, p no es proyectivo en (I',7). Asi 7(p) € ¢f = 4z, por lo que p

tampoco es proyectivo en (f, 7). Finalmente la afirmacién (c) es evidente para
cualquier subcarcaj de T'. O

Decimos que un vértice x de I' precede al vértice y, lo cual es denotado
mediante x < y, si existe un camino v : x — y en I'. Observamos que si I'
es un carcaj sin ciclos orientados, entonces la relacién de precedencia = es un
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orden parcial. En efecto, < es una relacion reflexiva por la existencia de caminos
triviales, transitiva por concatenacién de caminos y antisimétrica pues en I' no
hay ciclos orientados.

Dado un carcaj finito y sélido @Q se define el carcaj de traslacién (admis-
ible) ZQ, y que se dibuja con la parte positiva a la izquierda, de la siguiente
manera. El conjunto de vértices son las parejas (z,£) con x € Qo y £ € Z. A
cada flecha a : x — y de @Q le corresponden dos series de flechas en ZQ),

(a,0): (x,£) = (y,0) y o(a,l): (y,£) = (z,£—1).

Claramente la biyeccién 7 : (z,€) — (x,£+ 1) es una traslacién. Cada intervalo
I C Z define un subcarcaj pleno IQ de ZQ a través de los vértices de la forma
(z,£) con £ en I. En particular No@ y (—1)NoQ son carcajes de traslacién
preinyectivos y posproyectivos respectivamente. Para nuestros propdsitos los
carcajes de traslacion de interés son subcarcajes cerrados por mallas de algin
Z@). El lema anterior 1.25 junto con el siguiente lema dan cuenta de algunas de
sus propiedades.

Lema 1.26 Sea Q) un carcaj finito, sélido, conexo, con mds de un vértice y
con una ordenacion admisible de sus vértices. Entonces Z(Q) es un carcaj de
traslacion conexo, propio y hereditario que admite una ordenacion admisible de
sus vértices. En particular ZQ) es un carcaj dirigido.

Demostracién. Que Z(Q) es conexo, propio y hereditario es claro. Fijamos una
ordenacion admisible z1,...,z, de los vértices de @) y definimos la siguiente
relacién en Qo x Z: dos elementos estén relacionados (z;,¢) < (z;,m) si cumplen
una de las siguientes dos condiciones

i)l{<menZ,é
i) L=myi<jenQ.

Entonces < es un orden lineal en los vértices de ZQ. En efecto, es transitivo,
pues si (x;,,01) < (2iy,02) < (245,03) v €1 < Lo 6 €y < L3 entonces 1 < {3, por
lo que (2;,,01) < (45,03). En el caso {1 = €y = {5 se tiene i; < iy < i3, y de
nuevo (z;,,41) < (x4,,%3). Es antisimétrico, pues si (z;,£) < (xj,m) < (x;,¢)
entonces £ = m e 1 < j < i. Ademds es claro que dos vértices cualesquiera
(2:,0) y (zj, m) estén relacionados, por lo que < es un orden lineal.

Con la definicién de flechas en Z(@) dada arriba es claro que el orden <

definido en los vértices Yy X Z de Z() es admisible. O

Por los lemas 1.22 y 1.26, en el contexto del siguiente lema podemos reem-
plazar el concepto de seccién por el de coseccién.

Lema 1.27 Sea Q un carcaj finito, sdlido, conexo y con ordenacion admisible
de sus vértices. Para un subconjunto S de vértices de Z.Q) son equivalentes

a) S es una seccion conexa de Z.Q,

b) S interseca cada orbita de ZQ en exactamente un vértice, y dos elementos
(x,2), (y,m) de S son vecinos en ZQ si y solo si x, y son vértices vecinos

en Q.



CAPITULO 1. PRELIMINARES. 35

En particular la grifica subyacente de una seccion conexa S de ZQ es isomorfa
a la grifica subyacente de Q.

Demostracién. Podemos suponer que ) tiene mas de un vértice, por lo que ZQ
es un carcaj de traslacion propio.

Paso 1. Probamos que (b) implica (a). La primera condicién (i) de la definicién
de seccidn se satisface por hipGtesis. Para mostrar la condicién (i) sea (24, ;) —
(y,m) una flecha en ZQ con (z;,¢;) en S. Por construccién de las flechas en ZQ
los vértices y y x; son vecinos en ). Se observa que (z;, £;) tiene solamente dos
vecinos en la érbita de (y, m),

cuando x; — y en @, cuando y — z; en @,
(i, 4;) (i, 4;)
7N 7N

(v, ti+1)  (y.4) (v, ti)  (y,4i—1)

por lo que la implicacién (=) dentro del inciso (b) siempre es vélida. En el
primer caso se tiene que m = {¢; y por lo tanto o bien (y,¢;) = (y,m) € S 6
(y,4i+1) = (yym+1) = 7(y,m) € S, pues por hipétesis un elemento de la
6rbita de (y,m) que es vecino de (x;,¢;) pertenece a S. En el segundo caso
tenemos que m = ¢; — 1 y por la misma razén o bien (y,¢; — 1) = (y,m) € S 6
(y,4;) = (ym+1) = 7(y,m) € S. Por lo tanto S es seccién. Su conexidad es
consecuencia directa de la hip6tesis en (b).

Paso 2. Mostramos que si S es una seccion conexa que no contiene inyectivos y
S es un subconjunto de S que también es seccion, entonces S = S. Supongamos
que S # 8. Entonces por conexidad existen 1 €e S—Syye S que son vecinos.
En el caso y — x como S es seccién y = ¢ S se tiene 7(z) € S C 8, lo cual
es imposible pues € S y S es seccién. En el caso z — y se tiene una flecha
y — 7 1(z), por lo que 77 (x) € S € S de nuevo porque S es seccién y x ¢ S.
Esto es también imposible pues en tal caso x y 771 (x) son ambos elementos de
S. Por lo tanto S = S.

Paso 3. Probamos que (a) implica (b). Probamos que si S es una seccién conexa
de ZQ entonces S tiene un subconjunto S,, que satisface las hipétesis de (b).
Para dar S,, se construyen conjuntos §; sucesivamente para 1 < i < n. Sea
u1 un elemento arbitrario de S y hagamos S; = {u1}. Supongamos que se ha
construido un subconjunto S; (i = |S;|) que interseca cada érbita en a lo mas
un vértice y tal que dos de sus elementos (x;,,¢1) y (;,,¢2) son vecinos si y
solo si z;, y @i, son vecinos en (). Si S; no interseca todas las drbitas de ZQ
entonces existen un vértice v de Z@Q tal que 7¢(v) ¢ S; para todo £ € Z y una
flecha us — v con us € §; € S. Ya que S es una secciéon, o bien v € § 6
T(v) € §. Tomamos u;y1 = u 6 u;41 = 7(v) dependiendo del caso y hacemos
Si+1 = S;U{u;41}. Observamos que por construccién de ZQ, ya que us = (z,{)
y ui+1 = (y,m) son vecinos en Z(Q) entonces x y y son vecinos en @, por lo que
Si41 tiene las mismas propiedades que S;. Por lo tanto, si ZQ) tiene n érbitas
(n = |Qol), entonces podemos construir sucesivamente un subconjunto S,, que
satisface la hipétesis de (b). Asi por el paso 1, S, es una seccién conexa y por
el paso 2, S = S, es decir, S satisface (b). O

Supongamos que (I', 7) es un carcaj de traslacién y que f : Ty — Z es una
funcién. Se dice que f es una funcién aditiva si para cada malla {z, 7(z)}Uz™
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en I' se satisface

f@)+ f(r(@) = D fy)(=mya),

yeET—

donde (—my ) es el numero de flechas de y a = en I'. Para una seccién
(coseccién) finita S = {z;}; de (I',7) denotamos con f(S) al vector entero

(f(@:))izr-
Lema 1.28 Sea (', 7) un carcaj de traslacion propio, dirigido y hereditario.

a) Supongamos que S es una seccion de (T, ) tal que el subcarcaj pleno Q =
Qs de I determinado por S es finito y admite una ordenacion admisible
de sus vértices. Supongamos ademds que S no contiene inyectivos y que
interseca a cada érbita de (T',T) en a lo mds un vértice. Entonces 778 =
{77Y(2) }ses también es seccion de (T, 7), Q15 = Qs y para cualquier
funcion aditiva f de (T, 7) se tiene

F(r18) = B (S),

donde @él es la inversa de la matriz de Coxeter de @) respecto al orden
admisible de sus vértices.

b) Supongamos que S es una coseccion de (', 7) tal que el subcarcaj pleno @ =
Qs de I determinado por S es finito y admite una ordenacion admisible
de sus vértices. Supongamos ademds que S no contiene proyectivos y que
interseca a cada drbita de (I',T) en a lo mds un vértice. Entonces 7S =
{7(z)}res también es coseccion de (T',7), Qrs = Qs y para cualquier
funcion aditiva f de (T',T) se tiene

f(18) = 2o f(S),

donde ¢ es la matriz de Coxeter de Q) respecto al orden admisible de sus
vértices.

Demostracién. Vamos a probar (b), la prueba de (a) es andloga. Fijamos una
funcién aditiva f. Probamos primero la siguiente afirmacion.

Paso 1. Supongamos que = es un elemento no proyectivo de una coseccion Sy y
que T es pozo en el subcarcaj pleno Qs, que esta determina (es decir, si existe
una flecha x — m en T' entonces m ¢ Sp). Denotemos con 0,8y al subconjunto
de Ty que se obtiene de Sy al reemplazar x por 7(z),

UrSO = {T(ZL’)} U (SO - {l‘}),

y manteniendo el mismo orden de vértices. Entonces 0,8y es coseccion. Por
un lado si Sy tiene a lo mas un elemento de cada érbita, entonces 0,Sy cumple
la misma condicién. Por lo tanto para cada elemento no inyectivo y de ¢,Sg
se tiene 771(y) ¢ 0,Sy. Por otro lado supongamos que n — ¥y es una flecha en
'y que y € 6,8p. Consideremos primero el caso y # 7(z). Entonces y € Sy,
y como Sy es coseccién, o bien n € Sy 6 77 1(n) € Sp. Si n € Sy entonces
n # = pues x es pozo en Qs,, por lo que n € 0,S5p. Supongamos entonces que
n ¢ 8o, por lo que 771(n) € Sp. Si 771(n) # x entonces 7" 1(n) € 0,S8y. Y
si 771(n) = x entonces n = 7(77(n)) = 7(z) € 6,Sp. En cualquier caso uno
de los vértices n 6 771(n) pertenece a 0,Sy. Consideremos finalmente el caso
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y = 7(x), es decir, cuando se tiene una flecha n — 7(x) en I'. Notamos primero
que n no es inyectivo, pues (I, 7) es hereditario y 7(x) no es inyectivo. Entonces
existe una flecha 771(n) — z. Como Sy es coseccién y 772(n) no puede estar
en Sy (de nuevo por ser z pozo en Qs,) concluimos que 71(n) pertenece a Sp.
Como T es dirigido, 77!(n) es diferente de = por lo que 771(n) es un elemento
de 0,Sp. Esto prueba que 0,8p es coseccién. Observamos que el carcaj Qs s,
se obtiene de (s, al cambiar de orientacién todas las flechas que entran a z
(ninguna flecha sale pues = es pozo en Qs,.

Paso 2. Si x es un elemento no proyectivo de una coseccion Sy tal que x es pozo
del subcarcaj pleno Qs,, y Qs, admite una ordenacion admisible de sus vértices,
entonces

f(0280) = 02:(f(S0)),

donde el o, del lado derecho es la reflexion simple de vértice x asociada a Q)s, .
Como el cambio Sy — 0,8y solo modifica el vértice x, al igual que la reflexion
o, solo cambia la entrada x, nos podemos concentrar en esta componente. Ya
que (e;,e;) = 1 pues Qs, no tiene ciclos orientados, notamos que

0:(f(S0))e = f(So)e —2(f(So),es) =
f(l‘) - f(y)Q(ey’ex) =

yESo

f@)=2f(@) = > fy)ley en) + (es,ey)).

y€So—{z}

Ahora, como z es pozo en Qs, tenemos que (e, e,) = my, = 0 para todo
y € So — {x} y como Sy es coseccién se tiene que si y € Sy — {x} entonces
(ey,ez) =my . # 0siysolosiyea™, porlo que

02:(f(S0)) = —flz)— Z fy){ey, ex) =
yESo—{z}
= —f@)+ D fy)(-my.) =

= [f(r(2)).

De esta manera tenemos f(0,;S0) = 04 f(So).

Paso 3. Probamos (b). Sea S una coseccién como en el enunciado del lema y
fijemos un orden admisible {x1,...,x,} de los vértices de Qs. Entonces 1 es
pozo y por lo anterior S; = 0, S es una coseccion. El subcarcaj pleno de I' que
determina S; admite un orden admisible (haciendo 7(z1) mayor que el resto de
los elementos de S) y tiene a xo como pozo no proyectivo. Podemos entonces
construir So = 0,,51. Supongamos que hemos construido de esta manera la
coseccién S; donde z;41 es un pozo no proyectivo. Entonces S;y1 = 04,,,S;
es coseccién. Sucesivamente obtenemos una coseccién S, = 0, Sp—1, y por el
paso 2 y el corolario 1.7 tenemos

f(Sn) =00, f(Sn-1) = .. = 04,00, 02,04, (f(S)) = (I)Qf(s)-

Como se han usado todas las reflexiones simples o, exactamente una vez, es
claro que S, =78 y que Qs = Qs. Esto termina la prueba. O
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1.8 Componentes posproyectiva y preinyectiva.

Finalizamos este capitulo estudiando las componentes del carcaj de Auslander-
Reiten T'(kQ) que contienen a los kQ-mddulos proyectivos (inyectivos), donde
() es un carcaj finito, sélido, con ordenacion admisible de sus vértices que no
es un diagrama de Dynkin. El siguiente resultado es bien conocido, ver por
ejemplo [2, teorema V.7.8].

Lema 1.29 Sea A una k-dlgebra de dimension finita y de tipo de representacion
finito. Si M y N son A-mddulos inescindibles no isomorfos entonces todo mor-
fismo no cero f: M — N es suma de composiciones de morfismos irreducibles
entre A-mddulos inescindibles. En particular, existe un camino de [M] en [N]
en la grifica de Auslander-Reiten T'(A) de A-mod.

Lema 1.30 Sea A = kQ el dlgebra de caminos de un carcaj finito sélido Q
con ordenacidn admisible de sus vértices y denotemos con P(i) al A-mddulo
proyectivo inescindible Ae; (con e; el camino trivial sobre el vértice i € Qq).
Para cada camino v : i — j en Q la asignacion g, : P(j) — P(i) dada por
ae; — aejye; es un monomorfismo de A-mddulos.

i) El conjunto {gy | v es camino de i a j} es base de Hom4(P(j), P(3)).
ii) Sea P'(i) = @ acq, P(t(a)) y consideremos el morfismo g : P'(i) — P(i)
(

s(a)=i
dado por g = [ga) acq, donde g, : P(t(a)) — P(i). Sij # i entonces
s(a)=i
todo morfismo no cero f: P(j) — P(i) se factoriza a través de g.

iit) Im g es el dnico submddulo maximal de P(7).

Demostracion. Recordamos que si M es un A-mddulo y e es un idempotente
en A, entonces hay un isomorfismo de k-espacios vectoriales

®: Homy(Ae, M) — eM,
definido por f +— f(e). Su inverso estd dado por ¥(m) : @ — am. Asi
Hom 4 (P(j), P(i)) = Hom4(Ae;, Ae;) = e, Ae,,

y cada morfismo g, definido arriba corresponde a ¥(y). Asi, si ordenamos
los caminos de i a j en @, v1,..., 7, entonces el conjunto g, ,...,g,, es base
de Hom 4 (P(j), P(i)). Esto prueba (7). M4s ain, si v¥ es un camino en @,
entonces ¢5(g(a)) = g5(ay) = ayy = g45(a). Supongamos entonces que g :
P'(i) — P(i) es como en (i1) y que f : P(j) — P(i) es un morfismo no cero
con j # i. Por (i) existe una combinacién lineal no cero Y., _; cyy, tal que
=Y cove) = D)_; ¢ugy,. Para cada flecha « de origen i sea

I,={te{l,...,7} | v¢ = Fea para algin camino 7y},

y definamos hq : P(j) — P(t(a)) como hy = 37,c; cegs,. Hacemos entonces
h = [hal'seq, * P(§) — P'(i) y notamos que

s(a)=i

gh=">" gaha= D> D CGaGn = D Y CtGna =Y gy =1,
=1

a€e@Q acQq Lel, acQq Lel,
s(a)=i s(a)=1 s(a)=t
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ya que el conjunto {I, | @ € Q1,s(a) = i} es una particién de {1,...,r}.
Esto muestra (i¢). Finalmente supongamos que M es un submédulo propio de
P(i). Como el dlgebra A es hereditaria, todo sumando directo inescindible de
M es isomorfo a P(j) para algin j # i. Por el inciso anterior la composicién
f: P(j) = M — P(i) se factoriza a través de g. Como esto es cierto para
cualquier sumando directo de M, se concluye que M estd contenido en Im g.
Esto termina la prueba. |

Lema 1.31 Sean Q un carcaj finito, solido, con ordenacion admisible de sus
vértices y A = kQ la k-dlgebra de caminos de Q.

a) Sea P un A-mddulo proyectivo inescindible. Un morfismo de A-mddulos
g : M — P es minimal derecho que casi se divide si y solo si g es un
monomorfismo y su imagen es igual a radP.

b) Sea I un A-mddulo inyectivo inescindible. Un morfismo de A-mddulos
f I — M es minimal izquierdo que casi se divide si y solo si f es un
epimorfismo y su nicleo es igual a socl.

¢) El carcaj de Auslander-Reiten T'(A) de A-mod es un carcaj de traslacion
hereditario.

Demostracién. Probamos (a), la prueba de (b) es similar (consultar la propo-
sicién IV.3.5 en [1]). Por unicidad basta probar que g : radP — P es un
morfismo minimal derecho que casi se divide. Asi, si h : radP — radP es tal
que gh = g, entonces g(h — Idraap) = 0 y como g es inyectivo, h = Idypagp.
Por lo tanto g es minimal derecho. Supongamos entonces que v : V — P no
es retraccién. Entonces v no es epimorfismo (pues P es proyectivo), por lo que
Im v es un submédulo propio de P. En vista del punto (ziz) del lema 1.30, el
proyectivo P tiene un unico maximal rad P, por lo que v se factoriza a través
de g. Esto muestra que g es un morfismo que casi se divide por la derecha.

Probamos ahora (¢). Recordamos que I'(A)y = indA. Ademds para cada
morfismo minimal que casi se divide por la derecha g : @ d; E; — N (con los E;
inescindibles no isomorfos entre si) hay d; = dimyIrr(E;, N) flechas sélidas de
[E;] en [N], y para cada morfismo minimal que casi se divide por la izquierda
f+ M — @d;E; se agregan d; = dimgIrr(M, E;) flechas sdlidas de [M] en
[E;].

Por construccién I'(A) es un carcaj sélido que claramente es localmente
finito. Sean ahora I'(A); el conjunto de vértices [N] para los que existe una
pareja exacta (f, g) que casi se divide de la forma

0 Mg n 0,

y T'(A); el conjunto de elementos [M] determinados por tales parejas. Por
definicién, la traslacién de Auslander-Reiten es una biyeccién de T'(A){, en
T'(A)j. Por las equivalencias (a), (') y (¢/) en el lema 1.20 y de la definicién
de flechas en T'(A) se sigue que la traslacién de Auslander-Reiten es en efecto
una traslacién de carcaj. Mas ain, del teorema de existencia de sucesiones
que casi se dividen (A es una k-dlgebra artiniana) el conjunto I'(A4)y — I'(A4)g
consiste en las clases de isomorfismo de A-mdédulos proyectivos inescindibles, y

T'(A)g — T'(A)j en las clases de isomorfismo de inyectivos inescindibles.
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Para verificar que T'(A) es un carcaj hereditario supongamos que tenemos
una flecha [E;] — [P] donde [P] es un vértice proyectivo. Entonces existe un
A-médulo E del cual E; es sumando directo y un morfismo minimal que casi se
divide por la derecha g : E — P. Por el inciso (a) el médulo E es isomorfo al
radical radP. Por el lema 1.30(i¢) todos los sumandos de E son proyectivos y
en particular [E;] es un vértice proyectivo. Usando el inciso (b) y una versién
dual del lema 1.30 se muestra que si [I| — [E;] es una flecha con [I] un vértice
inyectivo, entonces [E;] también es inyectivo. O

Lema 1.32 Sean QQ un carcaj finito, sélido, conexo, con ordenacion admisible
de sus vértices y A = kQ la k-dlgebra de caminos de Q). Son equivalentes

a) A es de tipo de representacidn finito.

b) Existen un A-mddulo proyectivo inescindible P y un entero n > 0 tales
que T~ " P es inyectivo.

¢) Existen un A-mddulo inyectivo inescindible I y un entero n > 0 tales que
7" I es proyectivo.

Demostraciéon. La equivalencia de (b) y (¢) es evidente. Por el lema an-
terior 1.31(c) el carcaj de Auslander-Reiten I'(A) de A-mod es un carcaj de
traslacién hereditario. Observamos que, debido a los lemas 1.30 y 1.31, el sub-
carcaj pleno Cp de T'(A) determinado por los vértices proyectivos es conexo. De
forma andloga se muestra que el subcarcaj pleno de T'(A) determinado por los
vértices inyectivos también es conexo.

Si A es de tipo de representacion finito, ya que todo A-mdédulo inescindible
M tiene una cubierta proyectiva P — M, del lema 1.29 se sigue que I'(A4) es
un carcaj conexo. Por la descripcion de érbitas dada al inicio de la seccién 1.7,
ya que toda érbita de T'(A) es finita, entonces toda érbita es o bien periddica
o contiene un proyectivo y un inyectivo. Esto, el lema 1.24 y la existencia de
proyectivos e inyectivos en A-mod muestra que (a) implica (b) y (¢).

Probamos ahora que (b) implica (a). Sea C la componente conexa de I'(A)
que contiene a los vértices proyectivos, y que por 1.25(b) es propio y hereditario.
Por 1.21, C contiene todas las 6rbitas de sus elementos, y por hipétesis (b) alguna
de estas drbitas contiene un inyectivo. Por conexidad, C contiene a todos los
inyectivos. Luego, el lema 1.24 indica que todas las 6rbitas de C son proyectivo-
inyectivas, y por lo tanto C es un conjunto finito. Se observa finalmente que
para cualquier A-mddulo inescindible M existe un elemento [N] de C tal que
Hom (M, N) # 0 (ya que C contiene las clases de isomorfismo de todos los
inyectivos inescindibles). Del lema 6 en la seccién 2.2 de [24] se sigue que [M]
pertenece a C, y por lo tanto T'(A)g = C es un conjunto finito. O

Como referencia para el siguiente lema citamos la proposicién 10.2 de Gabriel
y Roiter [13].

Lema 1.33 Sean @ un carcaj finito, sdlido, conexo, con ordenacion admisible
de sus vértices y A = kQ el dlgebra de caminos de Q. Supongamos que kQ-mod
es de tipo de representacion infinito .
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a) Eziste una componente conexa P del carcaj de Auslander-Reiten de kQ-
mod que contiene a los proyectivos (llamada componente posproyectiva
). Esta componente es isomorfa al carcaj de traslacién (—Ng)Q°P, por lo
que P es un carcaj dirigido posproyectivo.

b) Existe una componente conexa I del carcaj de Auslander-Reiten de kQ-
mod que contiene a los inyectivos (llamada componente preinyectiva
). La componente I es ahora isomorfa al carcaj de traslacion NoQ°P, por
lo que T es un carcaj dirigido preinyectivo.

Demostracion. Mostramos (a). Sean P(i) = Ae; el A-mddulo proyectivo
donde e; es el camino trivial (idempotente) de vértice ¢ € {1,...,n}. Por la
definicién del carcaj de Auslander-Reiten de A-mod y como consecuencia de
los lemas 1.30(¢i7) y 1.31(a), el subcarcaj pleno de I'(kQ) determinado por
[P(1)],...,[P(n)] es isomorfo a Q°P.

Sea entonces P la componente conexa de I'(kQ) que contiene a los proyec-
tivos. Como I'(A) es hereditario (1.31(c)), por el lema 1.25(b) el subcarcaj P
también es hereditario. Por el lema 1.24 para todo vértice [M] de P existe £ > 0
tal que 7¢[M] es proyectivo. Ademés, por el lema 1.32 para cada proyectivo P(7)
existen las traslaciones 7~¢[P(7)] para todo ¢ > 0. Entonces hay una biyeccién
entre los vértices de P y los de (—Np)Q°P dada por 7~ ¢[P(i)] ~— (i, —¢) para i
en Qg y £ > 0. Ya que el carcaj determinado por los proyectivos es isomorfo
a Q°P y por definicién de traslacion, la biyeccién anterior es un isomorfismo de
carcajes de traslaciéon. En particular P es un carcaj dirigido posproyectivo. [J

Lema 1.34 Sean Q un carcaj finito, solido, conexo, con ordenacion admisible
de sus vértices y A = kQ el dlgebra de caminos de Q.

a) Si A es de tipo de representacidn finito entonces todo A-mddulo ines-
cindible es excepcional.

b) Si A es de tipo de representacidn infinito entonces todo A-mddulo pospro-
yectivo y preinyectivo inescindible es excepcional.

Demostracion. Supongamos que M y N son A-médulos inescindibles que no
son proyectivos. Por las formulas de Auslander-Reiten en el caso hereditario se
tiene

Ext! (M, 7N) = DHom (N, M) = Ext} (M, N),

y si M y N no son inyectivos entonces
Extly (7'M, 77 'N) = DHom (7~ 'N, M) = Ext}y (M, N).

Ya que los A-moédulos proyectivos e inyectivos inescindibles son excepcionales,
por lo anterior todos sus trasladados también lo son. Esto prueba (b) por el
lema 1.33 y (a) es consecuencia del lema 1.34. O

El siguiente lema es un caso particular del corolario IV.2.9 en [1].

Lema 1.35 Sean Q un carcaj finito, sdlido, conexo, con ordenacion admisible
de sus vértices y A = kQ el dlgebra de caminos de Q). Supongamos que kQ-mod
es de tipo de representacion infinito. Sea ®g la matriz de Cozeter asociada a

Q.
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a) St M es un kQ-mddulo preinyectivo entonces dimrM = ®odimM .
b) Si N es un kQ-mddulo posproyectivo entonces dimr 1N = ééldimN.

Sea I' un carcaj de traslacién (localmente finito) y supongamos que I' no tiene
flechas muiltiples. Entonces existe un mapeo inyectivo o : fl — I'; entre flechas
de I' donde Fj es el subconjunto de flechas « : @ — b con b no proyectivo,
tal que o(a) : 7b — a (la funcién o es llamada polarizacién en Ringel [24,
2.1(6)]). La k-categoria de caminos kI' tiene como objetos el conjunto de
vértices I'g mientras que Homygr(a,b) es el k-espacio vectorial con base las
flechas de a en b. Para cada vértice no proyectivo b se define la suma de malla
op =y, ao(a) € kI" donde la suma corre sobre todas las flechas a con destino
b. El ideal I de kI' generado por las sumas de malla o, cuando b corre por
todos los vértices no proyectivos es llamado ideal de mallas. La categoria de
mallas k. I' = kI'/I es la k-categoria residual asociada. Ver Gabriel y Roiter [13,
teorema 10.3] para el siguiente resultado.

Lema 1.36 Sean @ un carcaj finito, solido, conexo, sin flechas multiples y con
ordenacion admisible de sus vértices, y sea A = kQ el dlgebra de caminos de Q.
Supongamos que kQ-mod es de tipo de representacion infinito (resp. finito). Si
P es la componente posproyectiva de T'(A) (resp. P =T(A)), entonces existe un
funtor Z : kI' — FP, que induce una equivalencia entre la categoria de mallas
kP y IP, la subcategoria plena de A-mod determinada por representantes
N(b) de elementos b en P. Mds ain, para cada malla {b,7(b)} Ub~ con b~ =

{z1,...,¢0},
7(b) b

existe una sucesion que casi se divide de la forma

c

r

|:E(‘7‘(_(_11))}
Z(o(ar)) r N(CisE(al) E(ay»)}v(b)

0———=NT() ——= iy



Capitulo 2

Algebras de Kronecker y
diagramas de Dynkin.

Para n > 2 consideramos el carcaj K,, con dos vértices y n flechas en la misma
direccién y su matriz de incidencias Mg, ,

Kn: 2 MKn:(1 0).

—n 1
all"ian

®

La n-algebra de Kronecker generalizada es el dlgebra de caminos A,, = kK,
del carcaj K,. El propésito de las secciones 2.1 y 2.2 es exhibir algoritmos de
construccién de médulos excepcionales para las dlgebras de Kronecker clasica
Ag y el primer caso generalizado As respectivamente. Los demds casos pueden
ser tratados de forma similar. Aunque estas representaciones son bien conocidas
(ver Ringel [26] y [28]), el método usado ilustra las nociones presentadas en el
capitulo de preliminares. Ademads la categoria de representaciones del algebra
de Kronecker clasico es fundamental para la construccién de representaciones
de los demas carcajes de Dynkin extendido. En este capitulo denotamos con I
a los morfismos identidad.

2.1 Algebra de Kronecker clésica n = 2.

Consideremos primero el caso clasico As.

L4

La forma cuadrética correspondiente estd dada por qx,(di,ds) = (di — do)?.
Por lo tanto el conjunto de raices positivas de Ky consiste en los vectores

ph=0+1,t) vy gG=(tt+1),

43
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para t mayor o igual a cero. Vamos a hacer dos reducciones en el dlgebra de Kro-
necker As, cada una de ellas producira representaciones excepcionales de vector
dimensién pl y ¢b. Necesitaremos el siguiente lema técnico. Recordamos que
un funtor es rigido si es exacto e induce isomorfismos en grupos de extensiones.

Lema 2.1 Sea B la subdlgebra de As generada por la flecha a1 y consideremos
los B-mddulos admisibles X = X' @ XY yY =Y* @Y?, donde X', Y? son los
stmples de vértice 1, 2 y X, Y% son copias de la B-representacion excepcional
k—>k . Fijamos bases {1} de X1, {2y = y¥, 2% = y§} de X¥ = Y% y
{y3} de Y? tales que a1a% = 2% y ar1y§ = y¥. Se tienen morfismos irreducibles

X! 7> xw =y* —">Yy2 dados por

0 — kay kys —> ky3
l 1lXZJ1 Ya“lll l
kx% ?11- kx$ kyY ——0

Las dlgebras de endomorfismos opuestas de X y 'Y se dividen sobre el radical,
Endg(X)? =S P y Endp(Y)? =S5 ¢ P/,

donde P = ko, P' = kr, S = End(X') ® End(X¥) = kf, x kf, y S =
End(Y¥) ® End(Y?) 2 kf! x kf}. Las matrices de dimensiones vectoriales de
X yY estdn dadas por

x_ (11 vy (10
m=(o1) v m-(0)

En la base dual {xt,x¢,24; (x})*, (x9)*, (24)*} de X las coacciones izquierda
A X* — P*®g X* y derecha p: X — X ®g P* tienen la siguiente forma,

_ J*®($CD*, siu= (xcf)*v
Au) = { 0, en otros casos.

™ ®o*, siz=axl,
oo ={ o 1

0, en otros casos.

Por otro lado, en la base dual {y1,y%,v5; (y1)*, (y%)*, (¥§)*} de Y las coacciones
izquierda N : Y* = (P')* @ Y* y derecha p' : Y = Y ®g (P)* tienen la
siguiente forma

0, en otros casos.

)\/(u) :{ 7T*®(y§1)*7 stu = (yg)*v

/(Z): y§®7r*, 8i22y3)7
p 0, en otros casos.

Mas atn, los B-mddulos X yY son rigidos, por lo que los funtores de reduccion
FX . Af-mod — Ag-mod y FY : AY -mod — Ay-mod son funtores rigidos.
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Demostracion. Para la expresion de las coacciones consultar férmulas en el
lema A.17 del apéndice. Para verificar que el funtor F¥X es rigido recordamos
la sucesién exacta de grupos de extensiones inducida por la reduccién a través
de X,

0 > Ext!yx (M, N) > Ext'y (FX (M), FX(N)) > Exty(FX (M), FX(N)) > 0.

Ya que los médulos FX (M) y FX(N) considerados como B-médulos tienen la
forma X ®s M y X ®g N, y estos son mddulos rigidos por hipétesis, se concluye
que FX es un funtor rigido. El caso FY es andlogo. Las demés afirmaciones del
enunciado son claras. (]

Con la notacién del lema anterior, consideramos los cambios de base
(TX) My, TX = <11 é) y (TY) Mg, T = (01 D :

Sus carcajes correspondientes, que denotaremos con K§ y K3, son dados en el
siguiente lema.

Lema 2.2 Las ditdlgebras reducidas AY y AY del dlgebra de Kronecker Ay son
isomorfas a (kK%,0%) y (kKY,8Y), donde los carcajes K§ y KY son respectiva-
mente

o)
\ /
[ D) LP]
A A
B
o o
af
las diferenciales en flechas estin dadas por §%(a) = ba’, §Y(a) = —a'b y cero

en las demds flechas. El funtor de reduccion FX : A5 -mod — Ag-mod tiene la
siguiente forma explicita

en objetos en morfismos
M, ﬂ M, ﬂ fg Ma Q fg .
M, M, My ———— M, M, M,
A 1 7 —
= 10 M,/ fo = ’ ’
w0 e ] | (]
My My & M, MlVT)Ml Ml@M2ﬁM1@M2
1 1
[f& f;)}
mientras que el funtor FY : AY -mod — As-mod estd dado por
en objetos en morfismos
4]
2~ fo f3) < <
N2 Nl@NQ N2—>N2 Nl@N2*>N1@N2
A 1 7
Nq/l H[Io]u[m Nor] Na/l fb ﬁa,l H[Io]u[zva Nyl [IO]J/ [No N,/ ]
Meooom M N, N,
Na/ » / f{) e f?
~ N TR
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Demostracion. Es ficil ver que las dlgebras tensoriales reducidas

TS(X* ®Rka2®RX®ka*) y TS/(Y* ®Rka2®RY@ka*),

(#7)" ®az @3
'
\ /
L% LP)
A A
(21)"®a2@25 | Fo” () ®az®y3 |
o .
(¥7)" ®a20ys

son de carcaj regular. Por el lema 1.11 estas dlgebras son isomorfas a kK5 y kK3
respectivamente. Calculamos ahora sus diferenciales. Ya que la diferencial del
algebra de Kronecker As es cero, las diferenciales reducidas tienen la siguiente
forma,

(" ®aa@x)=AMz")Qa @z — " ®az ® p(x),

My ®a@y) =N(y)@a@y -y @ax®p'(y).
Sustituyendo los valores de las coacciones y considerando que los coproductos
wy ' en P*y (P')* son cero, se tiene el resultado.

Para justificar el algoritmo de recuperacion correspondiente a la reduccién
por el médulo X descrito en el enunciado del lema, consideramos una A3 -
representacion M = (My, My; M, M,/). Sean eq, es los caminos triviales de As.
Entonces F'X (M) considerado como B-médulo es X ®g M, y estd constituido
por los espacios

e1(X ®s M) = ey(v7 @ My @ e @5 Moy @ 285 @5 M) = My @ Mo,
ea(X @5 M) 2 eg(zl @ My @ e @5 My @ x4 @5 M) = M.

La accién de a; en FX (M) esta dada por la accién de a; en X“, es decir, por la
matriz [9] (ver A.23). La accién de as se obtiene de las acciones de a y a’ en M,

., . M ..
por lo que corresponden a la acciéon de la matriz [ 1Y ] De manera similar se
a

describe la reduccion respecto a Y. La descripcién de los funtores en morfismos
se puede calcular usando las férmulas de la proposicién A.23. (]

Damos ahora algoritmos para la construccién de A5 y AY representaciones
excepcionales.

Lema 2.3 ) Existe un funtor fiel, pleno y rigido GX : AX-mod — A -mod
que incrementa dimensiones y cuya forma explicita es

en objetos en morfismos
M, - 0 M, - oz\za,
L0 PO m Ol e bilo
M, My @ Mo My ———— M, My & M, - ) My @ M,
4 A 7 (M £7) 7
B — - —> a b -
Ma/l [Io]i MG/J/ fb Ma,i (1 o]l {(Mafbl)J ST o]i
M Mol b, M I,
1 1
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b) Eriste un funtor fiel, pleno y rigido GY : AY -mod — AY -mod que incre-
menta dimensiones y cuya forma explicita es

en objetos en morfismos
N N A 15 -
,\2 /\2 Ny —— N, Ny - Ny
N =19 fy Z = on | [Fe N (BN g
: ; W I U] SR G T
JLV} N1&N2 /Nl '—>f0 N, N1/EB£V2 —>f° 0 N, & N,
{ 1 { 1 {
N [No Nor] @) W J [f; fé’} )
Na N [1\31 1\%'] N, 1\7(1,}
0 0

Demostraciéon. Mostramos (a), la prueba de (b) es andloga. Tomamos B la
subélgebra de AX generada por la flecha a’ y usamos el lema 2.1. Observamos

primero que
Yt y (1 1 1 1 1 0\
(T )Y Mg=T" = (O 1 1 0)\1 1 = Mk-=,

por lo que se espera una equivalencia de categorias
(A)Y-mod — A5 -mod.

Para ser precisos daremos funtores fieles, plenos y rigidos
X s X\Y L X\Y Boax
Agz -mod — (A3 )" -mod —— (45 )* -mod —— A3 -mod,

donde Fy = FY es el funtor asociado a la reduccién de A% usando Y, Fy = F*°
es inducido por un cambio de base y F3 = F” es una regularizaciéon. Para
describir Fy observamos que el carcaj del dlgebra tensorial graduada (kK*)Y

es de la forma
(y3)*ay3 Q

o
o2

P

(Ws) ayl [ (W3)*ays | (y3)"byy - z*
ap | B - B

.

7
ws) ays /- - ) by

iy B1

en donde por claridad suprimimos los signos ® del producto tensorial y damos
una notacién alternativa para cada flecha (escrita en forma de denominadores
en la figura). Usando las férmulas de coacciones dadas en el lema 2.1 se calcula
la diferencial. Los valores de la diferencial en flechas son

Flecha ‘ Diferencial Flecha ‘ Diferencial
o B®d, B 0,
0/ 0, 61 O7
aq fr—ao @B, B B & B

o fl+B@a —a®p,
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El funtor de reduccién F} tiene la siguiente forma explicita en representaciones,
de nuevo usando la expresién de F© dada en la ecuacién (1.4)

)
e ool
Ms — My & M,
M, /Ma'l TA [01] lA
\M = M,

w
M(Xl(JV .

Antes de regularizar hacemos el siguiente cambio de base. Se definen una copia
Q del carcaj @ del algebra reducida (A5 )Y y funciones g: Q — kQ y h: Q —
kQ dadas por

s Sia#élwgh
9q) =4 Bi—a' ®B, si 7 =P,
Bi+Boa —a®p, siy=/p.

:}/:\7 R si vy 7é ﬂlv 617
h(y)=q B+’ @p, _osiy =/,

Bi—B@ar+a®p, siy=pl.
Entonces las funciones g y h se extienden a morphismos de algebras que son
inverso uno de otro. Observamos ademas que g y h preservan grados, por lo que
la transformaciéon § = hdg es una diferencial. Asf el isomorfismo de ditélgebras
h: (kQ,d) = (kQ,0) induce una equivalencia de categorias Fy. La diferencial §
tiene la forma

Flecha ‘ Diferencial Flecha ‘ Diferencial

a B®a, B 0,
o |0, B | o,
a | B Bolo
of | B

La equivalencia F3 es resultado de regularizar las flechas (Eﬁ,a) y (&Z,B{)
Usando la expresién anterior de F; es claro que el funtor GX = FyoFoF
tiene la forma descrita en el enunciado del lema. Ademads, como la regularizacién
F3 = F", el cambio de base Fp, = F¢ y la semi-reduccién de eje F; = F¢ son
rigidos, el funtor GX también lo es.

La afirmacién sobre los morfismos se prueba usando la proposicién A.23
(para la manera en que F Y afecta a los morfismos), junto con el lema A.6 (para
la forma de F°). O

Para una matriz M de a x b denotamos con M~ (respectivamente M) a
la matriz de a x (b + 1) que se obtiene al agregar una columna de ceros a la
derecha (respectivamente izquierda) de M. De manera similar se definen M y
M* agregando un renglén de ceros arriba o abajo de M respectivamente.
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Proposicién 2.4 Para t € Ny denotamos con Pi y Qb a las representaciones
de As dadas respectivamente por las matrices

P= y Q= tt!
Al i
gt Kt

Las representaciones Pt y Q% (t > 0) son excepcionales y forman listas comple-
tas de As-mddulos posproyectivos y preinyectivos respectivamente.

Para describir los grupos de morfismos recordemos que, para ti,ts € Ng, un
morfismo f : P2t1 — PQ752 o f: Q? — Q? estd dado por una pareja de matrices
f=(f' f?) de tamarios (to + 1) x (t1 + 1) (para f') yto x t1 (para f?). Para
describir el espacio Homa,(Py", Pi*) param >n ei=0,...,m—n denotemos
con Apmxn(t) = (ake) a la matriz (vertical) con entradas dadas por are =1 si
k— £ =1y cero de otra forma. Entonces

to—1t1 to—ty
HOIIIA2 (P21517P§2) = { < Z xiAt2+1»t1+1(i)’ Z xiAthtl (Z)> }

=0 =0

(la suma se toma cero cuando ta —t1 < 0).

Para describir el espacio Hom a, (ALY, AR) param <n ei=0,....,n—m
denotemos con By, xn (1) = (bge) a la matriz (horizontal) con entradas dadas
porbye=1sil—k=1ivy cero de otra forma. Entonces

t]-tz tl_t2
Hom 4, ( gla 32) = { < Z 2By y1,t,41(1), Z xiBtQ,tl(i)>}
T, €k

=0 =0

(la suma se toma cero cuando t; —ty < 0).

Demostracién. Aplicando iteradamente los funtores GX y GY al A -simple
S(1) y al AY-simple S(2) respectivamente se obtienen las siguientes representa-

ciones excepcionales (ver lema 2.3), que denotamos con P} y Q4. A la derecha
de cada representacién se dibuja el carcaj de coeficientes correspondiente a la
base candnica.

_ar ()

P§= k;t 0] <—— 03 < 03 0 < 0 | < — @

[1 0...0]& /

k *0
g = 0 k o

il /

kt 0 < 03 < 030 < 0 | < 0;

Usamos ahora los funtores de reduccién FX y FY del lema 2.2 para producir
médulos excepcionales del algebra de Kronecker clésica Ap, Pi = FX(P}) y
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L = FY(Qb) para t > 0. Mostramos sus carcajes de coeficientes correspondi-
entes,

Tk AT
AT

Observamos que sus dimensiones vectoriales son dimP; = p} y dimQ% = gb.
Por los lemas 1.13 y 1.14 existe una inclusién de las clases de isomorfismo de
As-mébdulos excepcionales al conjunto de raices positivas de la forma cuadratica
gk, Por lo tanto la coleccién de médulos P y Qb (t > 0) es la lista completa de
las representaciones excepcionales de As. Maés aun, si calculamos las matrices
de Cartan Cj4, y de Coxeter ® g, correspondientes al carcaj de Kronecker Ko,

CA2 = ((1)%)7 D, :70226521 = (:%?’;) y(I)I_(; :701420;; = (g:%)v

notamos que
Prody ' = (23) (1) = (i) = 65"

y de manera similar
Pr,py = (371) (1) = (41) =p"

Usando el lema 1.35 y observando que PY y P} son As-médulos proyectivos
inescindibles se concluye que el conjunto {P4};>o constituye una lista completa
de As-médulos posproyectivos. De manera analoga, como QY y Q3 son As-
médulos inyectivos inescindibles, el conjunto {Q%}:>0 es una lista completa de
As-mébdulos preinyectivos.

Las afirmaciones sobre los morfismos se pueden probar usando las descrip-
ciones de los funtores de reduccién en morfismos dados en los lemas 2.2 y 2.3.
O

Por el lema 1.33 la componente posproyectiva P del carcaj de Auslander-
Reiten I'( A7) tiene la forma (orden opuesto al admisible, para evitar subindices
negativos en la componente posproyectiva (—Ng)Q°P)

mientras que la componente preinyectiva Z tiene la siguiente forma (orden ad-
misible),
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2.2 Primer caso generalizado n = 3.

Pasamos ahora al primer caso generalizado As.

1 0
Ko (40)

]

Lema 2.5 Sea C la subdlgebra de As generada por las flechas as y asz (C =
Ay). Sea Z = ¢C = Z' @ Z? el C-mddulo reqular, es decir, Z1 = Ce; es
(6]
el proyectivo simple S(1) y Z? = Cey estd dado por k—= k2. Fijamos
0
1
bases {21} de Z' y {22,72,22} de Z? tales que axz2 = 2% y azz? = Z:. El
dlgebra de endomorfismos opuesta I' = Enda(Z2)°P se divide sobre su radical
I = 8”@ P, donde S” = End(Z') ® End(Z?) = kf{ x kf} y el radical
P" = Hom¢ (21, Z%)°P es generado por un par de morfismos v,v : Z1 — Z*
determinados por 21 w— 22 y 2z} v Z5. Entonces Z es un C-mddulo rigido y
admisible. La matriz de dimensiones vectoriales de Z estd dada por

z (1 2
(3 2).

Las coacciones de Z en términos de las bases elegidas tienen la siguiente forma,

v ®(21)%, siu=(27)",
ANu) =14 7" ®(21)%, siu=(7)",
0, en otros casos.

(2) = ZRUF+ET QU siz ==z,
P 0, en otros casos.

Demostracion. Todas las afirmaciones son inmediatas. O
Sean B la subélgebra de A3 generada por la flecha a; y X, Y los B-mdédulos

descritos en el lema 2.1. Haremos reducciones respecto los médulos X, Y y Z.
Consideramos los cambios de base

(TX) Mg, TX = 1o y (T?)Mg,T? = 123
3 -2 -1 3 -1 -1
Sus carcajes correspondientes K5 y K3 son descritos en el siguiente lema.

Lema 2.6 Las ditdlgebras reducidas A% y A% del dlgebra de Kromecker As
son isomorfas a (kK3,6%) y (kK%,8%), donde los carcajes K5 y K5 tienen
respectivamente la forma

wQs QD
A o
(o] - (.

i \

o]
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con diferenciales no zero en flechas dadas por
(1) =yaz y (B1) =P
6%(a) =cd y &6%(b) =dd .

a) La descripcion explicita del funtor de reduccién en objetos M — FX (M)
tiene la siguiente forma

e
1‘;]\42 — M,
//’;\

[ Mo M,
az(iz‘i‘ [6] [Ma;] [MZ;]
N

My My & M,

b) La descripcion explicita del funtor de reduccion en objetos N + FZ(N)
tiene la siguiente forma

N, N,
™ N,
I'AA

/

Ny |

-
N
Ny
Ny @ N2 & Ny
Demostracién. Consideramos primero la reduccién A5. Como en el caso A5

observamos que el dlgebra tensorial Ts(X* ® (kas @ kaz) @ X S ko*) es de carcaj
regular, y por el lema 1.11 es isomorfa a kK73.

@) asas (V) (@) asas
(e %} O‘“’ Z 51

(21)" asas

a2

L3

Usando las coacciones A y p de X dadas en el lema 2.1 y considerando que Ag
tiene diferencial idénticamente cero, la diferencial reducida 6% es como en el
enunciado. Por lo tanto A¥ = (kK¥,5%).

Consideramos ahora la reducciéon AZ. De manera analoga se observa direc-
tamente el isomorfismo de algebras tensoriales

AZ =Ts(Z* @kay ® Z @ (P")") 2 kKZ,

(z9)"a123 (21)"a123
o2

M

(21)"a1z3 [ v~

’

7
a i d

o]
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Para calcular la diferencial reducida 6% usamos las coacciones de Z descritas en
el lema 2.5. Entonces

() @a®z) = MED)®a 2 —(27) ®a ®p(25) =
= ()" 0ae2,

(FE)®0u®zs) = MED)Ra®2 —(2]) ®a ®p(z3) =
7@ () ®a ® 2,

() @ar®23) = M(1)")®@a1 @25 + (21)* @ ay @ p(23) = 0.

Es claro entonces que AZ = (kK?%,§*) con §° como se describe en el enunciado.
O

Lema 2.7 La subdlgebra de A% generada por el eje a’ es isomorfa a B por
lo que es posible reducir AZ respecto al B-mddulo Y. Entonces eriste una
equivalencia rigida de categorias H : A¥-mod — (A%)Y -mod. La composicion
FY H : A -mod — AZ-mod tiene la siguiente descripcion explicita en objetos,

)~
M \/> M, Moy 0[N N/ V[ Mg, 0
NN, 2T M FYH(M) My & M,
A [ AA

k |
Ma, {M ; [0 I] L

\ \

M1 Ml

Demostracion. Daremos equivalencias de categorias

A -mod LN (AZ)Y -mod L (AZ)Y -mod,

donde F) es un cambio de base y Fy es el funtor asociado a regularizaciones.
Notamos que el dlgebra tensorial reducida (AZ)Y puede ser descrita como sigue

(y3)"ay3 (y3)"bys
(o5} \A ﬁl

TR
ol

(y5)"ay3 (yé“)*bzé!

NG T

(y3)"ayy Cv < (yE) dyy
e 222 EL
[e%} N

(y3)*bys "\ (y3)"ays

€1
(y5) " bys (y5) " ey
B1 %1

donde las tres flechas punteadas del centro corresponden a los elementos v = 7*,
Yo = (Y3)* @ cRyy v ex = (¥3)* ® d® y¥. Usamos las coacciones N y p’ de
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Y dadas en el lema 2.1 y consideramos la expresién general de la diferencial
reducida 6*¥ de (A%)Y,

Fuwez)=Nu) @wez+ 0,07 (w) + ()" uewe p(z),

para flechas w de A% (consultar el lema A.21 en el apéndice para la definicién
de 0, ). Obtenemos los siguientes valores de la diferencial de (A%)Y,

Flecha | Diferencial Flecha | Diferencial
aq v ® ag, 0 0,
b1 ¥ ® B, 7 0,
o M-z, €1 0,
1 la—Bey, Y2 | Y®M,
a9 0, €9 YRer.
ﬁ? 07
a | ety —a®7,
é 52+’7®ﬂ1_51®7a

Definimos una copia @ del carcaj @ del algebra reducida (A%)

gp@—)kahle%k@dadaspor

g1(7)

hl(l‘)

‘r’
’Yl_a2®77
€1 — P2 ®7,

Y2ty ®@a) —a;®7,
E2+7®P —PL®7,

])

)

31-1'@2 ®7,

é\1 +ﬁ2 ®’/7\7

P —A®a; +a1®7,
&-7@ B+ 5o,

Yy funciones

Si X # 717727517527

si =71,
siﬁc\:a,
Si./f:ﬁg,
SifC\:é\g,

six # Y1,72,€1,€2,

sz =1,
six =eyq,
six =g,
six = es.

Entonces g1 y hi se extienden a morfismos g y h de élgebras graduadas que
preservan el grado y que son inverso el uno del otro. Por lo tanto 6 = hdg es
una diferencial y el isomorfismo de ditdlgebras h : (kQ, ) — (kQ,d) induce una
equivalencia de categorias F;. La nueva diferencial tiene la siguiente forma

Flecha | Diferencial Flecha | Diferencial

& |7ea, 7|0,

b1 N ® Ba, ol 0,

ay 15 &1 0,

B €1, 72 0,

aAQ 0, ) 0.

B2 0,

ah | Ao,

B |8

por lo que es posible regularizar las flechas (&}, 71), (B{, 1), (65,%2) ¥y (Bé, €2).
Obtenemos asf una ditdlgebra isomorfa a A y una equivalencia de categorias

Fy : A¥-mod — (k:@,g)—mod. La equivalencia buscada H es la composicién de

los funtores Fi o F5.

O
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Por los lemas anteriores tenemos funtores fieles, plenos y rigidos

X
A -mod r Asz-mod
|
(AZ)Y -mod Y AZ-mod 7 As-mod.

La evaluacién de los funtores anteriores en un objeto M de A5-mod, seguida
de la dimensién vectorial, tiene la forma (ver el lema 1.11)

dimM TXdimM

|

dimM +—— 7Y dimM ———— T4TY dim M.

Por lo tanto, si M es un Asz-médulo excepcional de dimensién vectorial (a, b) y
M es un AZ-médulo con FX (M) = M, entonces FZFY H(M) también es una

As-representacion excepcional, con dimensién vectorial
dimF?FYH(M) = T?TY(TX)"'dimM = (}2)[(19) (} 7')] dimM =
1

(
= (43 (1) dimM = (3

de manera que el algoritmo FX (M) — FZFY H(M) produce una As-represen-
tacién excepcional de dimensién vectorial (3a — b, a).

En la demostracion de la siguiente proposicion seguiremos el proceso anterior
para construir representaciones excepcionales de A3. Hacemos ag = 0, a1 = 1,
ai+1 = 3ay —ay—1 parat > 1 y tomamos los vectores

pé = (a¢s+1,a¢), parat>0.

Ya que la forma cuadratica gk, estd dada por gg,(a,b) = a® + b* — 3ab, obser-
vamos que

ars (aip1,ae) = atzﬂ + af —3air108 =
= (3a; — at_1)2 + af —3(3a; — ar—1)as =
= 9a} — 6aya;—1 +aj_; + ai — 9aj + 3aa;_1 =
= af+aj ; —3aa =
= qr;(at,ai-1).

Como qx, (p3) = qx,(1,0) = 1 entonces todos los vectores p§ (t > 0) son raices
de la forma cuadratica gx,. Notamos inductivamente que a;11 > 2a;, pues

ag4+1 — Qat = (3at — at_l) — 2at = a¢ — A¢_1 Z a — 2at_1.

En la presentacién de Asz-médulos posproyectivos usaremos la siguiente no-
tacién. Sea Z(a) = Z(a) la matriz cero de dimensiones a xb. Sea E(a) = Ep(a)
la matriz de a x b con elementos diagonales E(a);; = 1 y todas las demds en-
tradas iguales a cero. Si b < a entonces E(a) tiene la forma [{]. Consideramos

la concatenacién vertical de matrices Cy(a) = C(a) = {ggg” de dimensién

2a X b.
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Proposicién 2.8 Parat € N denotamos con Pi a la representacion de Az dada
por las matrices (con azr1 renglones y ay columnas)

Z(at—1)
C(at-1) o
Z(a
: E(at)
: E(ay)
C(a1) |:Z(at+1—2llt):| [Z(at+1fat)}
Z(2)
E(ay)
kat+1

Si PY denota al As-simple proyectivo, entonces para t > 0 las representaciones
P! son excepcionales y forman una lista completa de Az-mddulos posproyectivos.

Demostraciéon. Primero probamos que todas las representaciones dadas son
excepcionales. Es claro que P es excepcional, por lo que procedemos por
induccién sobre ¢ > 1. Como base inductiva, la representacién P tiene la
forma

s k
oI || ee]| - (|80 3)
ka2 K,

y es facil ver que End 4, (P1) = k, por lo que P; es un médulo excepcional (su
vector dimensién dimP4 = pi es una rafz de g, ). Supongamos que el médulo
P} es excepcional y sean M (t)1, M(t)2 y M(t)s las matrices, de izquierda a

derecha, que conforman a P!. Consideremos la representaciéon P, isomorfa a
Ll 3 3
P!, que se obtiene al intercambiar de posicién las matrices M (t); y M (t)s,

Pj= v
Z(at—l) 1
E(at-1)
Z(aéf1*at—2)
at—2
[tsten] | [ B
Ag41—at Z(at+1—2a¢) .
C(ar)
Z(2)
E(at) E

k™ @ f2at—at—1
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De esta manera, usando el lema 2.6(a), tenemos que P = FX (M) donde M es
la A -representacién dada por

Z(at) OQ[ E(Z: 1 }

Z(at—1—at—2)

‘*.. Z(ar-2)

' Clat—2)
[ E(at) } | ] :
Z(aty1—2a¢) | | | C(;Ll)

L))

| L B(ay)

v

k2a,,—a,,_1 .

Entonces M es excepcional pues F'X es un funtor fiel, pleno y rigido. Aplicamos
ahora la composicién FY H descrita en el lema 2.7 al A5 -médulo M para obtener
un AZ-médulo excepcional N = FY H(M),

r Z(atfl)
E(a;—1) Z(at—1)
Z(at—1—as_2) C(at—1)
T Z(ag—2) Clat—2)
C(at—2)
s } UL
at) . at y
Z(at41—2a¢) m C(;ll) Z(at+1—2a¢) (\m C;((a;))
ket Z(2) = fteet E(ar)
ML Bla) M '
{ M
H. [o1]] ;
§ 8
k2at at—1 k2atiat71

Finalmente, usando el algoritmo N + FZ(N) descrito en el lema 2.6(b) obte-
nemos la siguiente representacién de As,

kat D kat+1*at

r Z(a) 0 7
E(at) 0
Z(asy1—2ay) 0
Z(at—1) 0 0 0 I, 0
Claz-1) 0 I, 0 0 Jayyy—ay
: 0 Tayy)—ar 0 0
C(ax) 0 0 0 0 0
Z(2) 0
E(at) 0
L 0 aty1—at |

(kat+l) o) (kat+1) fa>) kat+1—at

Observamos que a¢+1 — 2a¢ + ar—1 = 3a¢ — ar—1 — 2a; + a;—1 = ay, por lo que en
la matriz de la izquierda la concatenacioén vertical E(ay)|Z (ar+1 — 2a:)|Z(at—1)
es igual a C(a;). Ademés, la suma directa de la parte inferior de esta matriz
E(ay)®14,,,—a, corresponde a la matriz E(a;41). La anterior coincide entonces
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con la representacion Pg“ dada por

kat+1
Z(ay)
C(at)
C(at—1) Z(ag+1) E(at41)
Z(aE(af;l) ) |:Z(at+2—(lt+1)i|
C(a1) e o
Z(2)
E(aty1)

a
k t+2’

por lo que ng‘H también es un Az-mddulo excepcional. Lo anterior termina con
el paso inductivo.

Calculamos ahora la matriz de Cartan Cy, y la inversa de la matriz de
Coxeter @}1 correspondientes al carcaj de Kronecker generalizado K3,

CAsz((l) ) y (I)I_(};:_C/bcg;:(g:?)'
Notamos que
1 t— _: 8a;—3a;s_ : —
PR = (5 () = () = (M) = (63) =06

Usando el lema 1.35 y observando que PY y P son Az-médulos proyectivos
inescindibles, se concluye que el conjunto { P{};>o constituye una lista completa
de Az-mddulos posproyectivos. O

=W

La componente preinyectiva puede tratarse de forma andloga cambiando Z
por la suma directa de Az-médulos inyectivos. Por el lema 1.33 las componentes
posproyectiva P y preinyectiva Z del carcaj de Auslander-Reiten I'(A3) tienen
respectivamente la forma (orden opuesto al admisible, para evitar subindices
negativos en la componente posproyectiva (—Ng)Q°P)

y (orden admisible)
@3- ——— - Q- - - - - Q3]

Las presentaciones de los Az-mdédulos posproyectivos corresponden con aquellas
dadas por Ringel en la proposicién 3 de [26]. Los carcajes de coeficientes para
los casos Pj, P? y P§ se encuentran en [26] después de tal proposicién.

2.3 Grafica de Auslander-Reiten de un carcaj de
Dynkin.

Se dice que un carcaj finito y sélido @ es un carcaj de Dynkin (simplemente
enlazado) si la grifica subyacente de @ es isomorfa a uno de los diagramas de
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la tabla 2.1. Sea  un carcaj finito, conexo y sélido. Un resultado fundamental
en la teoria de repesentaciones de carcaj senala que las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

a) El carcaj @ es de Dynkin.
b) La categoria k@Q-mod es de tipo de representacion finito.
¢) La forma cuadratica g es positiva definida.

Ademsds, dim da una biyeccién entre clases de isomorfismo de A-médulos ines-
cindibles y las raices positivas de gq (teorema 13 en [24, seccién 2.4]).

Notacién Gréfica valuada

A,(n>1) O—1 11 —)
D, (n>4) 1>2 2.2 —(D)——1

2

Y

Y

1 2 3 2 1
Er ‘
©; 3 4 3 2 1
3
Es ‘
2 4 6 5 4 3 ©)

Tabla 2.1: Diagramas de Dynkin simplemente enlazados A. El vector entero
indicado por los vértices es la raiz positiva maxima wq de la forma cuadratica
correspondiente (respecto al orden parcial en Z™ dado por & > y siempre que
x — y sea un vector positivo). Se marcan en circulo los vértices excepcionales
de wo, es decir, los vértices i tales que la derivada parcial (9/9;)ga(wp) es cero.

En esta seccion describimos la categoria de médulos de un carcaj de Dynkin.
Sea Ay = kA el algebra de caminos de un carcaj de Dynkin A y consideremos
la grafica de Auslander-Reiten I'(Ap) de la categoria de Ap-mddulos.

Lema 2.9 FEziste una particion en secciones de la grdfica de Auslander-Reiten
F(AO);
I'(Ap) =S uUSU...US,,

tal que Sy estd formada por las clases de isomorfismo de Ag-mddulos proyectivos
inescindibles, TS;11 C S; para 0 < i < n y todo vértice en Sy, es la clase de
isomorfismo de algin Ag-mddulo inyectivo inescindible. En particular T'(Ag) se
puede identificar con una subgrdfica cerrada por mallas de NyoA°P.

Demostracion. Sea Sy el conjunto de clases de isomorfismo de Ap-mdédulos
proyectivos inescindibles. Tomamos por representantes los médulos P(x) =
Ae,, donde e, es el camino trivial de vértice x.

Paso 1. El subconjunto de vértices Sy es una seccion de T'(Ap). La primera
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condicién (i) se satisface por vacuidad, pues Sy no contiene vértices no proyec-
tivos. Sea entonces [P] — [M] una flecha en con [P] en Sy y supongamos que
[M] no estd en Sy. Entonces existe una flecha 7[M] — [P], y como I'(4p) es
hereditario, 7[M] pertenece a Sp.

Supongamos ahora que se han construido secciones Sg,...,S; tales que
7S8p4+1 € Sp para cada 0 < £ < 4.
Paso 2. Definimos S;+1 = {[M] € ind Ay | 7[M] € S;} y probamos que S;y1 es
seccidon. Primero, si [M] € S;11 entonces 7[M] € S;, por lo que 7(7[M]) ¢ S, es
decir, 7[M] ¢ Si+1. Segundo, sea [M] — [X] una flecha con [M] € S;11. Como
[M] no es vértice proyectivo (pues 7[M] € S;) entonces [X] no es proyectivo
(por ser I'(Ap) hereditario). Por lo tanto tenemos una flecha 7[M] — 7[X] con
T[M] € S;, que es seccién. Asi, o bien 7[X] € S; (v en tal caso [X] € S;41) o
bien 7(7[X]) € S; (en cuyo caso 7[X] € Sit1)-

Como I'(Ap) tiene un nimero finito de vértices se construyen de esta manera
secciones

'507817 B 787’17178717

donde S,, consiste solo en clases de isomorfismo de Ag-médulos inyectivos in-
escindibles.

Paso 3. Las secciones Sy, ...,S, son una particion del conjunto de vértices de
I'(Ap). Se muestra por induccién en i que S;NS; = P para 0 < i < j < m.
La base inductiva S¢ N'S; = 0 para 0 < j < n es clara por definicién. Si
[M] € Si+1 NS entonces 7[M] € S; N Sj_1, que es un conjunto vacio por
hipétesis inductiva. Se observa finalmente que todo [M] € indAj pertenece
a §; para algin 0 < ¢ < n. Pues por la existencia de cubiertas proyectivas
existen un proyectivo inescindible P y un morfismo no cero P — M. Por el
lema 1.29 existe un camino de [P] a [M] en T'(A4g). Por lo tanto [M] pertenece
a la componente conexa que contiene a los proyectivos, y por el lema 1.24,
[M] = 77¢[P’] para algiin entero no negativo i y un proyectivo inescindible P’,
es decir, [M] € S;. O

Si w es un vértice del carcaj de traslaciéon (I, 7) denotamos con ConL(w)
al conjunto de vértices z en I' tales que © < w y con ConR(w) al conjunto
de vértices y en I' tales que w < y. Ademds denotamos con ConLg(w) al
conjunto devvértices 2 en ConL(w) tales que o bien x es inyectivo 6 771(x) ¢
{w} U ConL(w). De forma andloga ConRq(w) es el conjunto de vértices y en
ConR(w) tales que o bien y es proyectivo 6 7(y) ¢ {w} U ConR(w).

Lema 2.10 Sea Q un carcaj finito, solido, conexo, con una ordenacion admisi-
ble de sus vértices y sea I' un subcarcaj de traslacion conexo cerrado por mallas
de Z.Q. Sea w un vértice de T'.

a) El conjunto S¥ = {w}UConLg(w) es la tinica coseccién coneza contenida
en {w} U ConL(w) que contiene el vértice w.

b) El conjunto S = {w} U ConRyg(w) es la inica seccion coneza contenida
en {w} U ConR(w) que contiene el vértice w.

Demostracién. Mostramos (a), la prueba de (b) es similar. Notamos que I" es
un carcaj hereditario por los lemas 1.25 y 1.26.

Paso 1. Verificamos primero que S* es coseccion. La condicién (i) en la defi-
nicién de coseccién dice que si * € S y z no es inyectivo entonces 771 (z) ¢
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ST Esta condicién es evidente en el conjunto S = {w} U ConLg(w) por su
definicién. Para mostrar la condicién (i7) consideramos una flecha © — s con
s € S, Debemos mostrar que uno de los vértices 6 771(x) pertenece a S”.
Caso s = w. Si x es inyectivo entonces € ConLg(w). Si z no es inyectivo se
tiene que 7~ !(z) ¢ ConL(w) pues el carcaj I es dirigido (lemas 1.25 y 1.26). Por
definicién de ConLg(w) se tiene entonces x € ConLg(w) C S*. Caso s # w.
Por hip6tesis s < w y por transitividad x < w, es decir, z € ConL(w). Supon-
gamos que ¢ ST, por lo que = no es inyectivo y 77!(z) € ConL(w). Si
771(x) es inyectivo entonces pertenece a S y terminamos. Si no es inyec-
tivo entonces s no es inyectivo (pues I' es hereditario) y 7-%(s) no pertenece a
ConL(w) (pues s € S). Por lo tanto, como 771(s) < 772(z), se concluye que
77%(z) ¢ ConL(w) y entonces 77 1(z) € ST.

Paso 2. Mostramos ahora la coneridad. Si <y : u — w es un camino no trivial
en I' que inicia en ConLg(w), entonces todos los vértices de 7 distintos de w
estdn contenidos en el conjunto ConLg(w). En efecto, como u # w el camino
~ se factoriza como v = v'a, donde o : u — v’ es una flecha y 7' : v/ — w es
un camino (posiblemente trivial). Si v’ = w no hay nada que hacer. Si v’ # w
entonces u’ € ConL(w). Si v’ es inyectivo, todos los puntos de 4" también lo son
(por ser T" hereditario) y entonces estan en ConLg(w). Si no, tampoco u lo es.
Luego 7! (u') no puede pertenecer a ConL(w), pues en tal caso 771 (v/) < w,
lo cual es imposible ya que 77 !(u) < 771(v/) y u € ConLg(w). Por lo tanto
u’ pertenece a ConLg(w). Aplicando este argumento sucesivamente se tiene
que todo camino que inicia en ConLg(w) y termina en w estd contenido en
ConLg(w). En particular S¥ es una coseccién conexa.

Paso 3. Probamos finalmente la unicidad. Supongamos que S es una coseccion
conexa contenida en {w} U ConL(w). Por el lema 1.27 tanto S como S* inter-
secan cada 6rbita de I' en exactamente un vértice. Por la construccién de S¥,
para cada s € S existe un entero no negativo h(s) tal que 7-"(*)(s) € S¥. Sea
Sw €l elemento de S tal que

T*h(‘qw)(sw) =w.

Mostraremos por induccién que h(s) < h(s,) para cualquier s € S. Por los
lemas 1.26 y 1.27 podemos ordenar los elementos s ... sL de S (y en con-
secuencia las érbitas de I' y los elementos sq,...,s, de §) de manera que el
orden asf dado al subcarcaj pleno Qgr determinado por S* es admisible. Por
definicién, 77"(5:)(s;) = s¥ para i € {1,...,n}. Como w es el tinico pozo en
ST se tiene que w = le es el menor elemento de S”, y asf s; = s,, es el menor
elemento de S y h(s1) = h(sy). Supongamos que la afirmacién es cierta para
$1,...,8¢0 con £ < n. Ya que S* es conexo y sf; no es pozo de S, existe
i€ {1,...,n} tal que sé_1 estd conectado con sX por una flecha SZLH — sk
Como el orden en gz es admisible, ¢ < £. De nuevo por el lema 1.27 se tiene
entonces que sy esta conectado con s; por una flecha dentro de S.

Caso sgy1 — $;- Ya que I' es hereditario y T’h(si)(si) estd definido, existe una
flecha 777050 (s741) — 7775 (s;) = sF. Como sF pertenece a la coseccién S*,
o bien 77 (s041) € SE 6 77507 (5., 1) € ST, En el segundo caso se tendria
una flecha sF — S{;“H, lo cual es imposible pues tenemos una flecha s} ; — s
y T es dirigido. Entonces s, = 77750 (s5441), es decir, h(sgy1) = h(s;) y por
hipétesis inductiva h(spi1) = h(s;) < h(sw)-

Caso s; — sg41. En este caso existe una flecha 7= "(e+1) (5;) — 77 7se01) (5, 1),
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de nuevo pues 7-"(5¢+1) (54, 1) = sk, estd definido y T es hereditario. Como s}, ,
estd en la coseccién S, entonces o bien 775¢+1)(s;) € SE 6 7hser1) (5, €
SE. Ahora el primer caso es imposible pues se tendrfa un flecha sf — 3£+1~
Entonces 77544171 (s,) = sF por lo que h(sey1) +1 = h(s;) < h(sy), es decir,
h(se+1) < h(sw), lo cual termina el paso inductivo.

Supongamos entonces que S es una coseccién conexa contenida en {w} U
ConL(w) y tal que contiene a w. Por lo anterior, para cualquier s € S se tiene
que 0 < h(s) < h(syw) = 0, es decir, S = ST. Esto termina la prueba. O

Dados un conjunto A = {1,...,z} y una funcién r : A — N se introduce el
carcaj estrella (ver Ringel [24]) T, cuyos brazos se indexan sobre A, el brazo
de indice ¢ de longitud r(¢). Se obtiene de copias disjuntas de carcajes de tipo
A, (£ € A) escogiendo un vértice final de cada A, e identificando todos
estos puntos en un unico vértice, el centro de estrella. Usualmente se denota
T, mediante T,.(1),... »(z) y el conjunto de enteros r(1), ..., 7(z) es llamado orden
de la estrella. Sir(¢) = 1 para algtin ¢ € A entonces el brazo correspondiente es
invisible, por lo que nos interesan brazos de longitud mayor o igual a dos.

Diremos que un carcaj de tipo A, es linealmente orientado si todas las
flechas apuntan en la misma direccién. Un ala de vértice wg en un carcaj de
traslacion (I, 7) es un subcarcaj cerrado por mallas 6(n) isomorfo a la gréfica
de Auslander-Reiten I'(Ay) del carcaj A, linealmente ordenado con n > 2,
en el cual wq es el Unico vértice proyectivo-inyectivo. En la siguiente figura se
muestran alas de orden 3 y 7.

Wo

wo
SN

Un vértice = de (I',7) es llamado vértice ala si todo vecino de x pertenece a
un ala de (T', 7) de vértice z.

Lema 2.11 Sea Q un carcaj finito, sdlido, conexo y con una ordenacion ad-
misible de sus vértices. Entonces el vértice (x,1) de ZQ es ala si y solo si Q es
isomorfo a un carcaj estrella con centro x.

Demostracién. Por el lema 2.10 el subconjunto S* = {(x,4)} U ConLq((x,1))
es una coseccién conexa de Z(). Por el lema 1.27 la subgrafica plena Qgsr
determinada por S* tiene la misma grifica subyacente que Q. Si (z,7) es un
vértice ala entonces Qsz es un carcaj estrella (con todas la flechas en direccién
al centro de estrella (z,7)), por lo que @ es también carcaj estrella con centro x.
Para la otra implicacién supongamos que () es un carcaj estrella T,.(1), . () con
centro x. Sea ¢ un entero arbitrario. A un brazo de indice ¢ le corresponde un
subcarcaj de traslacién pleno ZA, ) de ZQ), correspondiente al carcaj de tipo
A, (), y por lo tanto un ala 6(r(¢)) de vértice (z,). Si (y,j) es vecino de (z,1)
en Z@), entonces y es vecino de x en @, por lo que y pertenece a algin brazo de
Q, digamos de indice ¢. Por lo tanto (y,j) pertenece al ala 0(r(¢)) y el vértice
(z,17) es ala. O
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Como puede observarse todo carcaj de Dynkin A es un carcaj estrella. El
orden de la estrella , llamado también tipo (tubular) del diagrama de Dynkin
A, se muestra en la siguiente tabla. Solo en el caso A,, (n > 2) el tipo depende
de la orientacién de las flechas. Fijando un punto extremo x de A,, se cuenta
el nimero de flechas p de A,, que apuntan en direccién a x y sea ¢ el nimero
de flechas que apuntan en la otra direccion. Cambiando de eleccién de punto
extremo si es necesario podemos suponer que p > ¢q. Entonces n =p+qg+1y
el tipo tubular de A, se define como (p+ 1,¢+ 1). El centro de estrella de
un carcaj de Dynkin A es el centro de A visto como carcaj estrella T.

Diagrama de Dynkin | Tipo del diagrama
An1 +no—1 Tnl,ng
Dn+2 Tn,2,2
E¢ Ts.3,2
E; Ty3,2
Es Ts 3,2

Tabla 2.2: Diagramas de Dynkin ADE, n > 2 y ni,ns > 1. A la derecha sus
tipos tubulares correspondiente, no > ng > n; > 1. Recordamos que T}, es
notacién alternativa a T}, ,,, si no = 1, asi como T},, ,, es alternativa a T, n,,1-

Recordamos que un A-médulo M se dice que es generado por un A-mdédulo
W si existe un epimorfismo 69;:1 W — M para una suma directa finita de
copias de W, y cogenerado por W si existe un monomorfismo M — @@,_, W.

Lema 2.12 Sea Ag el dlgebra de caminos de un carcaj de Dynkin A. Sea W un
Ag-mddulo inescindible sincero, tal que la clase de isomorfismo [W] es arbitraria
en los casos Ay y en los casos Dy (n > 4) y By (m = 6,7,8) pertenece a la
orbita de T'(Ag) correspondiente al centro de estrella de A . Entonces [W] es
un vértice ala de I'(Ap). Ademds todo Ag-mddulo en ConL([W]) es cogenerado
por W y todo mddulo en ConR([W]) es generado por W.

Demostracion. Por el lema 2.9 el carcaj I'(Ag) estd contenido en ZA°P. Por
hipétesis y el lema 2.11, [W] es un vértice ala en ZA°P. Basta observar entonces
que las alas de [W] en ZA°P estdn contenidas en I'(A4p). Esto es consecuencia
del lema 1.29, pues W es un Ag-mdédulo sincero por lo que existen morfismos no
cero de cada proyectivo inescindible P en W, y por lo tanto caminos de [P] en
[W] contenidos en T'(Ap).

Queremos ahora probar que todo Ag-médulo en ConR([W]) es generado
por W (la prueba de que todo Ag-médulo en ConL([IW]) es cogenerado por W
es dual). Procedemos por pasos. Primero mostraremos que basta con verificar
la siguiente afirmacion (x), después se muestra que la afirmacion es cierta en los
carcajes ala y por iltimo usamos el que [W] es vértice ala para mostrar que la
afirmacién se satisface en el caso general.

x) Sea P un Ag-mdédulo proyectivo inescindible y supongamos que se tiene
un morfismo no cero f : P — N donde [N] es un vértice en ConR([W]).

Entonces existen morfismos P e e._, W —— N tales que f = gh.
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Paso 1. Supongamos que la afirmacion (x) es cierta y que N es un Ag-mddulo
tal que [N] es un vértice en ConR([W]). Entonces N es generado por W.
Consideremos una cubierta proyectiva de NV,

@j‘:1 pi f=lf1 . f2] N,

donde cada P7 es proyectivo inescindible. Por hipétesis cada morfismo fi se
factoriza a través de alguna suma directa €., W, digamos f; = g;h; (con
je{l,...,z}), por lo que si definimos los siguientes morfismos,

z i f=f1 .. f=
@j:lpj kL ] N

hi1
Lo - 9:]

0 . h. @;:1 (@:]:1 W) )

se tiene que f = gh. Ya que f es epimorfismo, g es también epimorfismo por lo
que N es generado por W.

Para un camino v = . - - - @1 en I'(A) denotemos con Z(o) a la composicién
E(ay) - --E(ay), donde E es el funtor dado en 1.36.
Paso 2. Consideremos un ala 0(n) de vértice [W] en la grdfica de Auslander-
Reiten T'(Ag). Entonces todo morfismo entre representantes de un vértice pro-
yectivo de 6(n) y un vértice inyectivo de 6(n) de la forma Z(v) se factoriza a
través de W. En el siguiente diagrama damos un ala 6(n) de orden n de vértice
W = Wi ,,. Para cada vértice se ha elegido un representante de clase W; ; con
1 <i < j < mn, eleccin que es usada en el lema 1.36. La diferencia ¢ = j — i,
que serd llamada nivel del vértice [W; ;], corresponde al ¢-ésimo renglén de 6(n),
enumerados de 0 a n — 1 de abajo hacia arriba. Diremos ademés que la suma
de los niveles de los vértices por los que pasa un camino v contenido en 6(n) es
el nivel del camino ~.

Wl,n
N
Wlnl WQn
SN S N
W1n2 W2n1 3,n
W12 2,3 Wn 2,n—1 nln
SN S NN
Wl,l W2,2 Wi,i n 1,n—1 nn

Supongamos que f es un morfismo no cero f : Wy, — Wj, , (para algunos
1 < ig,jo < n) de la forma Z(vy) para algin camino v de [W1 ;] en [Wj, ).
Observamos que si ig = n 6 jo = 1 no hay nada que hacer (pues W = Wy ,,),
por lo que podemos suponer que 1 < ip < ny 1l < jo < n. Supongamos que
Wil conl < i < j < nesun vértice de nivel minimal por el que pasa el
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camino 7. Por minimalidad [IW; ;] pertenece a una malla de la forma

v Wicignl g
— ~~a
(Wi—1,5] (Wi, j+1]
o~ —
(Wi ]

donde la composicién Sa es un subcamino de v. Como 6(n) es un subcarcaj
cerrado por mallas de la grafica de Auslander-Reiten T'(4y), a esta malla le
corresponde una sucesién que casi se divide en Ag-mod de la forma

[EE((O;,))] [E(8) E(8)]

0— Wi, ———— Wi jmi@®W,; ———=W; j.1 ———0.

Ya que f = Z(7)[E(B)E(a)]E(y") para algunos caminos v y 7", se tiene que
= (DEAEB)EW)]Z(H), por lo que f = (—1)=(F) donde 7 se obtiene
de v cambiando el subcamino Sa por #'a’. Observamos que el nivel 7 de v es
mayor estricto que el nivel . de v (de hecho I =S+ 2).

Por lo anterior un camino ¥ : [Wy ;,] — [Wj, ] tiene nivel méximo entre
todos los caminos de [W7 ;] a [Wj, ] si y solo si ninguno de los vértices [W; ;]
con 1 < i < j < n por los que pasa 7 tiene nivel minimal. Claramente esto es
equivalente a que el camino 7 sea el tnico camino de [W1 ;,] a [Wj,.»] que pasa
por [W]. Asi, por el cambio de factorizacién f = Z(y) = (—1)Z(¥) asociado al
cambio de camios 7y — 7, se tiene que el morfismo f es de la forma f = +=5(7)
para el camino 7 de nivel maximo. En particular f se factoriza a través de W.
Paso 3. Mostramos finalmente la afirmacién (). Sea f : P — N un morfismo
no cero con P proyectivo inescindible y [N] € ConR([W]). Por los lemas 1.29
y 1.36 existen caminos 71, ...,7, : P — N tales que f es una combinacién lineal
f=aifi+--+a,f. donde f; = E(v;).

Ala 6(ng) de orden ny = 3

ConL([W)) ConR([IV])
(W]
[P] [N]

Ala 6(ny) de orden ny =5

Como se muestra en el lema 2.10 el conjunto S¥ = {[W]} U ConLq([W]) es
coseccién conexa de T'(4g) y ST = {[W]} U ConRyg([W]) es seccién conexa de
I'(Ap). Ya que I'(Ap) es propio, dirigido y hereditario, por el lema 1.23 cada
camino v; de I'(4p) pasa por un vértice de la coseccién ST y un vértice de la
seccién SE. Por lo tanto el camino ; entra y sale de un ala 0(n;) de vértice [W],
y por el paso 2 el morfismo f; se factoriza a través de W, digamos f; = g;h;.
Definiendo los morfismos g y h como en el siguiente diagrama se concluye que
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gh:alglh1+"'+argrfr:a1f1+"'+arf7‘:f7

P ! N

h1
g=[a191 ... argr]
h=| :

D .

ho

Esto termina la prueba. O

Lema 2.13 Sea Wy un Ag-mddulo inescindible correspondiente a la raiz mdwi-
ma del carcaj de Dynkin A. Consideramos el carcaj de Auslander-Reiten T'(Ap)
de Ag-mod. Entonces Wy es sincero y en los casos Dy (n > 4) y Ey (m =
6,7,8) la clase de isomorfismo [Wy| pertenece a la drbita del centro de estrella
de A =T,.

Demostracién. Claramente W es sincero, pues su dimensién vectorial dimW,
es la descrita en la tabla 2.1 (pagina 59). La segunda afirmacién es consecuencia
de la proposicién 6.3 en Ringel [24, pdg. 326], donde se prueba que si la 6rbita de
[Wo] no coincide con el centro de estrella (es decir, tiene menos de tres vecinos),
entonces o bien W) es proyectivo-inyectivo 6 Wy tiene dos vértices excepcionales.
Ambos casos son imposibles para la representacion excepcional méaxima Wy en
los casos Dy, (n>4) y Em (m =6,7,8) (ver tabla 2.1). O

Entonces el vértice [Wy] correspondiente a un Ap-mdédulo inescindible Wy
de dimensién vectorial méxima es un vértice ala con a lo més tres alas vecinas,
O(ny),...,0(n;) paral <t <3,

Wi,
7N
Wls,nsfl W2s,n5
SN N
Wlsn -2 WZS,ng—l Wiins
Wls,Z W2Sd Wn572,n571 Wrisfl Mg
SN S NN
Wlsl WQS,Q Wzsz Wﬁs—l,ns—l rSLS,ng
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Diagramas de Dynkin
extendido.

Notacién Grafica
!
~ B
A, (n>2) =
1 1 1°°1 O—=1
= 11— @ 1
Dy,(n>4) |2 2...2 @——,
1
~ oo
E¢
1 2 3 2 1
~ 2
E, ‘
[e70]
1 ) 3 4 3 2 1
— 3
Es
‘ )0
2 4 6 5 4 3 ) 1

Tabla 3.1: Carcajes de Dynkin extendidos A (simplemente enlazados). La
orientacién de las flechas es arbitraria. El diagrama de Dynkin A del que se
extiende se obtiene de A al borrar la(s) flecha(s) ag (y o para el caso Ay) y
el vértice aislado que se obtiene. En circulo los vértices excepcionales de la raiz
positiva maxima wg de A. El vector entero dado es el generador del radical de
la forma cuadrética asociada a A.
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3.1 Extension de un punto y reduccion.

En esta seccién se realizan reducciones a través de moédulos admisibles sobre
extensiones de un punto, como define Ringel en [24].

Definiciones y equivalencias. Sean Ay una k-dlgebra con uno eg y R un
Ap-médulo, ambos de dimensién finita sobre k. La extensién de un punto
Ap[R] de Ag sobre R estd dada por el conjunto de matrices de la forma (§ %) con
a € Ay, 7€ Ry X\ €k, con la suma y multiplicacién matriciales. Identificamos
a los elementos a de Ay con las matrices (&) de Ag[R] y denotamos con e, al
idempotente (3 ¢). Se tienen entonces identificaciones

Ao = eo(Ao[R])(io, k= €M(A0[R])€w y R= eo(Ao[R])ew.

Consideramos la categoria de subespacios U(Ag-mod, |-|) de Ag-mod a través
de un k-funtor |-| : Ag-mod — k-mod. Sus objetos son ternas

M = (M07Mwa’yM)a

con My un Ap-médulo, M, un k-espacio vectorial y vp; una transformacion
lineal M, — |Mp|. Un morfismo f = (fo, f,) : M — N estd dado por una
transformacién lineal f,, : M, — N, y un morfismo de Ag-médulos fy : My —
Ny tales que yn fo, = |folvm, es decir, el siguiente diagrama conmuta.

f.

MM%W>NW

[Mo] — > |Nol.

[fo

Lema 3.1 FExiste una equivalencia de categorias
Ao[R]-mod —S>11( Ay-mod, Hom s, (R, —)).

Demostracion. Si M es un Ap[R]-mddulo entonces los espacios vectoriales
My =egM y M,, = e, M descomponen a M como suma directa M = My® M,,.
Notamos que My es un Ag-mddulo mediante la identificacién Ag = eq(Ag[R])eo.
La accién de Ap[R] en M estd dada por

a r mo\ _ [amgy+ rmy
0 X \my,/) Amy, ’

Para cada m = e,m € M, consideramos la asignaciéon R = egRe,, — My dada
por yar(m) : egre, — eore,m. Claramente 7p(m) es un morfismo de Ag-

médulos y de hecho la asignacién M, — > Hom 4, (R, My) dada por m —
vam(m) es k-lineal. De esta manera definimos G(M) = (Mo, My, var). Si f -
M — N es un morfismo de Ag[R]-médulos entonces fo = egf : My — Ny es un
morfismo de Ag-médulos y f, = enf : M, — N, es una transformacién lineal
tales que el siguiente cuadrado conmuta

M, fe N,

Hom 4, (R, My) Hom 4, (R, Ny),

—_—
Hom(1, fo)
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pues sim =e,m € M, y r = egre,, € R se tiene

YN (fu(m))(r) = eore, f(m) = eof(eorewm) = [fo o yar(m)](r).

Entonces G(f) = (fo, fw) es un funtor, ya que

G(fog)=(eo(fog)en(fog)) = (eof euf)o (e0g ewg) = G(f)oG(g),

y G(In) = Ig(ar)- Elinverso de G asigna a cada objeto (Mo, M,,, var) el espacio
vectorial M = My @ M, con accién de Ap[R] de la forma

a 1\ (mo\ _ (amo+ya(me)r]
0 XN \my,/) Amy, ’
y a cada morfismo (fo, f.) : (Mo, My, var) — (No, Nuw, vn) el mapeo

eofo ® ewfu : eoMo @ e, My, — egNo @ e, N,,.

O

Usaremos el funtor G para identificar los objetos de Ag[R]-mod con los de
U(Ap-mod, Hom 4, (R, —)). Ya que el funtor | — | = Hom 4, (R, —) permanecerd
fijo, cuando el contexto lo permita serd omitido de la notaciéon. Para una clase de
objetos Z de Ag-mddulos (cerrada bajo isomorfismos, sumas directas y suman-
dos directos) denotamos con U(Z) a la subcategorfa plena de U(Ap-mod) cuyos
objetos M = (Mg, M,,,var) satisfacen My € Z.

Para una k-dlgebra Sy definimos la extensién de un punto tensorial de
Ay = Ts,(Lj) sobre un Sp-k-bimddulo L{j como el &lgebra tensorial Ts(L),

donde S es la k-algebra (%0 2) con operaciones matriciales y L es el S-S-
bimdédulo (Loé LO{)’) con acciones de S dadas por el producto de matrices.

Sean S; y S k-dlgebras y consideremos bimédulos s, (M ;)s;, s,(Nij)s;

(con 4,5 € {1,2}). Tomando S = (%1 5(,)) con producto
2

s1 0\ [(sh 0\ (s1s8 O
0 s2/\0 s5) \ 0 s28h)’
M M1,2> (Nl,l Nio

Mz Mo Na1 Napo
morfismo ¢ de S-S-bimddulos,

<M1,1 M1,2> ®s <N1,1 N1,2>
Moy Mso No1 Noo
J/«p

Mg ®s, Nig @ Mi2®s, Noi Mi1 ®s, Nio® M2 ®g, Napo (+)
M1 ®g, Nij® Mo ®s, Nog Mo ®s, Nio® Moo ®s, Nao

se tiene que ) son S-S-bimdédulos. Existe un
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dado por el producto matricial ,
mi1 Miz2 ® ni1 Ni2
ma1 Ma232 n21 N232
l@
m11®@n11+mie2®@ne1 M1 ®niz+miz&®nes
Mo 1 ®N11+mMoo®nNo1 Mo ®Niz+ Moo ®Nnoo

Entonces ¢ es un isomorfismo si los M; ; y N, ; son tales que en (*) no hay
sumandos directos.

Lema 3.2 Sea S la k-dlgebra (%0 2) y supongamos que A y L' son Sy-Sp-

bimddulos, que B y L son So-k-bimddulos y que A’ es un k-espacio vectorial.
Entonces existen isomorfismos de S-S-bimddulos

(A B o Agg, L' A®s, L"
<K"(0 A’>®S<0 0)—>( 0 0o )

(L L A 0 L'®sy A L' @A
1/"(0 0>®S<0 A’)_>< 0 0o )

dados por el producto tensorial.

Demostracion. Observamos que se tienen isomorfismos

(48 @s (5 9) = (4207 0),

D (38 @s (§57) = (§429" ),

oL"” o~ (0 L"®,A
) (8% ) @s (o) = (§F %)
Mostramos el inciso (a) como ejemplo. Primero notamos que, si x denota el
producto cartesiano, se tiene una biyeccién entre los conjuntos

(68) < (58) — (*5"8)
[(58). (58) = (“%40)-
Esta biyeccion se extiende a un isomorfismo entre los k-espacios vectoriales gene-

rados por los conjuntos correspondientes Fy, [(6‘ 9) x (Lo/ 8)] — Iy, (AEL’ 8).

Notamos que este isomorfismo establece una correspondencia entre generadores
del ideal para el producto tensorial

[(F8) (52, (=168, (G EN = (“s8) = (“s8),
conae€ A, el seSyy Aek. Suinduccién al cociente es el isomorfismo

buscado. El isomorfismo ¢ del enunciado se deduce de la siguiente manera.
Primero usamos (a), (b) y la distributividad del tensor para dar isomorfismos

(4Des(E5) = @Desl(¥no@y)=

[(#8)0s (5 8)] @ [(48) @ (35)] =
(*e3s) e (575") =
(

0
0 0
Assy L A®SUL”)

1%
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Como (‘33)(%8)2 (69)y ((%8)(% LOH

1%

0 0

De manera similar se obtiene el isomorfismo . (]

Lema 3.3 Si Ay es un dlgebra tensorial de la forma Ts,(Ly) entonces la ex-
tension de un punto Ag[R] a través de un Ag-mddulo proyectivo R = Ay ®s, L{
L Lg’)

es isomorfa al dlgebra tensorial T< So 0) < 0 0

0 k

Demostraciéon. Sea S = (SOO 2) y consideremos el S-S-bimdédulo

L= L(/) Lg o L6 SO@SoLg
0 0 0 0 ’

Por el isomorfismo ¢ del lema anterior tenemos que

L2 = [Leg L= <L6 ®so Lo Lo ®s, Lg)

0 0

e inductivamente para m > 1
L®(m+1) ~ ®g L®m o~ ([Z)/O I(’)/O/) ®s (L/O®m L6®(M—1) ®SU Lg) )
0 0

o (LeETTY L™ @, LY
0 0 ’

. . 0
dados por el producto de matrices. De esta manera, considerando que L6® =
So, se tiene

Ts(L) = So@pLrem=
m>1
m m—1
N (so o) o (Brzt L™ By D5 ] 95 L) _
0 k 0 0

_ TSO (LE)) [TSO (LE))] @S Lg _

= 0 f =

= Ay[R],

pues el isomorfismo anterior viene dado por el producto matricial. O

La prueba del siguiente lema es directa.
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Lema 3.4 Sean Ay y R como en el lema anterior y supongamos que Xy es
un Ag-mddulo admisible como en A.19, con escision (Zy, Py) de su dlgebra de
endomorfismos opuesta. Entonces existe un morfismo € de Zy-mddulos derechos,

Hom 4, (R, Xo) ®z, Py —— Hom 4, (R, X,)

h®@pt hp =poh.

Su Zy-dual derecho €* estd dado por

Homy, (R, Xo)* —— (Hom, (R, Xo) ®z, Po)*

Fi [h @ p+— F(hp)].

Lema 3.5 Con la notacion del lema anterior, si R es un Ag-mddulo proyectivo
finitamente generado, entonces la asignacion

X¢ ®a, R—> Homy, (R, Xo)*
gOT———[f = g(f(r))];
es un isomorfismo de Zy-mdodulos izquierdos.

Demostracién. Claramente la asignacién es un morfismo bien definido. Mos-
traremos la afirmacién para el caso R = Age, e € Ay idempotente. El caso
general R = @, d;(Ape;) se sigue por aditividad. Observamos primero que el
dual del isomorfismo de Zy-mddulos derechos

HOI]’IA0 (Aoe, Xo) L) eXO
fr—— (e,

esta dado por

*

(eXo)* <5 Hom 4, (Age, Xo)*
gr—"—1[f = g(f(e))].
Seguimos entonces los isomorfismos
X5 ®ay R=X) ®a, Ave = Xie = (eXo)" 2 Homy, (R, Xo)".
Haciendo r € R = Age se tiene
ger=g-re=[f=g(f(r))

es decir, el morfismo dado en el enunciado es un isomorfismo. O

Sea ¢ : Py ®z, Homy, (R, Xo)* — (Homy, (R, Xo) ®z, Po)* el isomor-
fismo natural, dado por ¢¥(y ® F)[h ® p| = v(F(h)p). Ver el lema A.15 en el
apéndice para una descripcién de la inversa ¢! en términos de bases duales de
HOI’I’IAO (R, Xo) y Po.
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Proposicién 3.6 Sean Ay un dlgebra tensorial de la forma Ts,(Ly) y R un
Ag-mddulo proyectivo R = Ag®s, L. Supongamos que Xy es un Ag-mddulo ad-
misible, con escision (Zy, Py) de su dlgebra de endomorfismos opuesta. Consid-
eremos Ay = (Ao, 0) y sea Aé(O = (A())(O,éxf’) la ditdlgebra reducida de Ag por el
Ag-médulo admisible Xo, con ALY = Ty, (Pt) y con diferencial §X° determinada
por el coproducto p : P§ — Pf ®z, P;. Sea A la extension de un punto Ag|R] y
tomemos la subdlgebra B de A dada por B = Ag[0]. Consideremos la ditdlgebra
A = (A,0) con diferencial cero. Sea S(w) el B-mddulo simple correspondiente
al vértice de extension. Entonces el B-mddulo X = Xo® S(w) es admisible, con
escision de su dlgebra de endomorfismos opuesta (Z = (ZOO 2) ,P= (130 8)), La
ditdlgebra reducida AX es isomorfa a la ditdlgebra (AY°[RX°],6%) con estrato
(Z, L¥ @ LY), donde RX° es el A °-mddulo dado por Ay° @z, Hom 4, (R, Xo)*

y
x o~ (0 Homy, (R, Xo)* xo (P50
Lo —<o 0 v =10 o

Damos la diferencial 6% sobre el estrato [8, lema 4.4]: cero en Z y en L @ L
el morfismo de Z-Z-bimddulos

<P5‘ HomAO(R7X0)*> 5° <P§‘ ®z, Pt Pt @z, HomAD(R,XO)*)
0 0 0 0

v HY
0 0)
donde § = p~e* : Homy, (R, Xo)* — P; ®z, Homy, (R, Xo)*. Suponga-
mos que se tienen bases duales finitas {(pj,7v;)}jes de Po y {(ai, \i)}icr de

(u(ov) 3(51 )> .

Homy, (R, Xy). Para un elemento H € Homy, (R, Xo)* la transformacion §
tiene la forma explicita

O(H)= Y H(ap;j)v @M.
iel,jeJ

Ag

0

posiciéon del algebra de endomorfismos opuesta

Bndy ()7 = (P Se) = (B 0= (0 0)

que determina una escisién (Z = (%0 9) P = (%0 0)) de Endp(X)°". Notemos
ademds que el Z-médulo X7 tiene una base dual finita, pues (Xp)z, la tiene
como Zp-modulo, por lo que X es admisible. También Z es semi-simple si Zy
lo esy Z es trivial si Zj lo es.

Como se prueba en el lema 3.3 existe un isomorfismo

Ao[R] = Ts(L), con L=L @ L",

‘. 0 .
Demostracion. Observamos que B = < k) y que se tiene una descom-

donde § = (9 9), L' = (Loﬁg), L' = <8L03) y R = Ay ®s, Lj. Ademss es

claro que B = Tg(L’). Siguiendo las definiciones A.18 y A.20 del apéndice se

tiene N B N
o " o O 0 Lg o O ~ 0 R
c=ss= (5 )0 W 0= 6):
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y usando el lema 3.5 y A.20, tenemos isomorfismos de Z-Z-bimddulos

X . ~ (X5 0 0 R Xo 0 ~
Ly = X ®BL®BX<0 Sy ) @5 o 0)® 0 sw)~
~ 0 X§®a, R®r S(w) ~ (0 Hom 4, (R, Xo)*
-\ 0 —\0 0 ’
x e~ (P50 . . . X
y Ly = P* = 0 0) El dlgebra tensorial reducida A se define como

Py Homy, (R, Xp)*
AX:TZ(L())(@L{‘)&T(ZUO)(OO Aoé 0) >’
0 k

y de nuevo por el lema 3.3, notando que Aé( ® =Tz, (P§) y recordando la notacién
R¥ = AY® ®4, Hom 4, (R, Xo)*, tenemos que AX = AX°[RX0].

Por otro lado, la diferencial reducida 6% estd determinada por el morfismo
de S-S-bimédulos

X ©p Lop X] © P* = (lj)o X§ @y Ry S(w)) X

dado por el coproducto en P* y la asignacion establecida en el apéndice A.22,
X(g@r@a?) =Ag) @r®a +0,,(3(r) + (-)" g e r @ p(a®),

donde z* es un generador del simple S(w), r € R, g € X§ y A, p son las coac-
ciones izquierda y derecha de X (definicién A.17). Observamos que el morfismo
m,. de la definicién de p es cero en S(w), pues para cualquier p en Py,

()6 9]0 0 (2= 6)

Entonces, ya que la diferencial § de la ditdlgebra A es cero, la diferencial §%
tiene la forma

HKgorozy) = Mg orea®.

En particular la imagen de 6% estd contenida en P§ ®z, [Xg§ ®4, R ®% S(w)].
Considerando el isomorfismo natural F' : X§ ®4, R ® S(w) = X§ ®a, Ry
el isomorfismo 7 del lema 3.5, queremos mostrar que el siguiente diagrama es
conmutativo

Xg X Ao R
P
X @4, R @k S(w) Homy, (R, Xo)*
I
§X (HOIIIAO (R, Xo) Xz, PO)* b=y le*

e
PO* ®ZO [Xf)k ®A0 R@k S(CU)] WP&F ®Z0 HOmAO(R, XO)*
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Para calcular 1 o [Idps ® (o F)] o 6% fijamos bases duales derechas (z;,14); y
(pj,vj); de (Xo)z, v (Po)z, respectivamente. Asi, para un elemento g ® r @ x*
de X* ®4, R®y S(w) se tiene a [Idpy @ (no F)](6% (g ® r @ 2)) dado por

[Tdp; @ (no F)] [ Y g(wipj)y; @ (vi @r@a®) | = glaps)y;  F,
i

4,3
donde F(f) = v;(f(r)). Evaluamos % en la dltima expresién,
O D glapi)y @ F | =h@p— Y glap;)y; (F (h)p)].
i,j @7
Por lo tanto, para un elemento h ® p de Homy, (R, Xo) ®z, Py tenemos

Ylldp; ® (no F6X(g@rea?)(hep) = Zg(xipj)%(Ff(h)p)=

> glwip; ) wilh(r)lp) =

Z g | @ me(vi [h(r)]p) | =

> g(aalh(mlp) =

g (Z fﬂiVi[h(T)]p> =
= g(h(r)p) = g(p(h(r)))-

Por otro lado, por las expresiones anteriores de €* (lema 3.4) y n (lema 3.5)
observamos que

e (o F)(g®r®a¥)|(h®p)

e'm(g@r)(h®p) =
n(g @ r)[hp] = g[(hp)(r)] =
= g(p(h(r))).

Entonces el diagrama anterior es conmutativo. Por definicién la restriccion de
§% a L es isomorfa a &, mientras que la restriccién de 6% a Li¥ es isomorfa a
la comultiplicacién p. Por lo anterior lo mismo es cierto para la diferencial 5%,
por lo que 6* es isomorfa a la diferencial 6%. Para finalizar observamos que la
forma explicita de ¢ se obtiene de la forma dada para €* en el lema 3.4 y la del
inverso 1! en el lema A.15 del apéndice. O

La ditalgebra AX del resultado anterior tiene como estrato la pareja

(G 9.5 ")

donde los elementos de Hom 4, (R, X)* tienen grado cero y los de P; tienen
grado uno.
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3.2 Eleccion de modulos de extension.

Sean A un carcaj de Dynkin con orientacién arbitraria y A su extensién (a nivel
de graficas) tal que el vértice agregado es una fuente. El propdsito del resto de
esta seccién es determinar un A-médulo proyectivo R tal que kA es isomorfa a
la extensién de un punto kA[R], tal como describe Ringel en [24, 3.6(4)].

Supongamos que Ag es la k-algebra de caminos de un carcaj finito, sélido y
con ordenacién admisible de sus vértices Q) y sea A = Ap[R] la extensién de un
punto de Ag a través de un Ap-mdédulo proyectivo R. Sea Cy la matriz de Cartan
de Ag, es decir, las columnas de Cy estan dadas por los vectores dimensién de
los inescindibles proyectivos (corolario 1.6) P(i) = Ae;. Ya que A =2 Aeg @ Ae,,
y Ae, = R & k, la matriz de Cartan de A tiene la forma

. C() T
(v 1),

donde r = dimR. Como Cj es invertible, C' tiene por inversa a

o (Cyt —Cytr
c _(0 ).

Asi la matriz de Coxeter de A es

_CtC—l th_lr (0] —®or
_ _to—1 oo 0~o0 E 0 0
o =-C'C (—rtcol rtcolr—l) <Tt00‘1 fJo(ﬂl)’

donde @y es la matriz de Coxeter de Ag. Por el lema 3.3, A = Ay[R] es el dlgebra
de caminos de un carcaj Q. Sean (z,y) y (x,y)o las formas bilineales asociadas
a los carcajes de @ y @ respectivamente. Recordamos que (x,y) = xtM@y
donde M@ es la matriz de incidencias del carcaj @ Por el lema 1.3, M@ =Ct,
pues el orden de los vértices de @ es admisible. Sean (z,y) = ({2, ) + (y, z))
la simetrizacién de (z,y) y ¢(xz) = (x,z) su forma cuadritica entera asociada.
De forma andloga se definen (-, -)o, (-,*)o ¥ o respecto al carcaj @ y su matriz
asociada Mg = C;'. Recordamos que un vector entero = estd en el radical de
la forma simétrica (-,-) si (z,y) = 0 para todo vector entero y.

Lema 3.7 Para un vector entero wy € Z° las siguientes condiciones son equiv-
alentes.

i) wo + e, es un vector radical de (-,-).
i) r = (I — Oy wo y qo(wo) = 1.
iii) La formas lineales (r,—)o y 2(wo, —)o coinciden y qo(wp) = 1.

Demostracién. Repetimos la prueba de Ringel [24, 2.5 punto (11)]. Para
mostrar la equivalencia de (i¢) y (4i7) notamos que las formas (r, —)o y 2(wo, —)o
corresponden a los vectores 7'Cy " y w(Cy 't + Cf 1), respectivamente. Por lo
tanto las formas (r, =)o y 2(wp, —)o coinciden si y solo si

r'Cyt = wh(Cyt 4+ Cy ),
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y transponiendo
Citr = (Cyt 4 Cy Hw.

Esto a su vez sucede si y solo si r = (I + CoCy"wo = (I — ®5')wp. Para la
equivalencia de (i) y (¢i¢) calculamos la forma lineal 2(—, wo + e,,),

Cot+Cyt —Cytr\ (wo\  [(C5t + Cyhwe — Cy
—rtCyt 2 1) —rtCytwo + 2 '

Por lo tanto wy + e, estd en el radical de(,-) si y solo si las formas (r, =) y
2(11/0, 7)0 coinciden y <7’, U)o>0 = 2(’([)0711/0)0 = 2. O

Supongamos ahora que () = A es un carcaj de Dynkin y hagamos Ay = KA.
Sea wq la raiz positiva méxima del sistema de raices de A. Sea d; la derivada
parcial de la forma cuadratica ga evaluada en la raiz maxima wy,

0
d; = Bz, qa(wo).

La expresién de (-, -)a dada inmediatamente antes del lema 1.4 tiene la forma

(@ya=> ziyi— Y (D)0,

i€ aEAq
por lo que
2(e;,z)a = (e 7) + (am,€))a =
= o= 3 Dlag [+ |z Y (D)l | =
a€Ay aEA;
t(a)=i t(a)=i
e Y ) Y (1)l =
aEN aEAy
t(a)=i s(a)=1
= 87%<.’L',$>A.
En particular d; > 0 para todo i = 1,...,n, pues la reflexién simple o;(wp)

tiene la forma o;(wg) = wo — d;e;, y por maximalidad de wq se tiene d; > 0.

Lema 3.8 Sean A un carcaj de Dynkin y wq la raiz positiva mdzima de A.
Sea A el carcaj de Dynkin extendido donde el vértice agregado es fuente y sea
R el A-mddulo proyectivo R = €, d; P(i) donde P(i) es cubierta proyectiva del
simple de vértice i y d; = a%ﬂA(wO)' Entonces kA = kA[R)].

Demostracién. Sea Ay = kA. Como A se obtiene de A al agregar el vértice
w y flechas de w a ciertos vértices de A llamados excepcionales (que se marcan
con un circulo en la tabla 3.1), es claro que kA = A [R'] para algiin A-médulo
proyectivo R'. Como es bien sabido wg 4 e,, es generador del radical de ¢x, por
lo que la equivalencia de (%) y (i¢) en el lema anterior implica que ' = dimR’ =
(I — &5 w.
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Por otro lado, si 7 = dimR = )", d;p; (con p; = dimP(i)) se muestra que
las formas bilineales (r, —)o y 2(wp, —)o coinciden. Para ello basta ver que las
formas son iguales en la base candnica

(r.ej)o = Zdi<pi7ej>0 =d; = 2(wo, €j)o,

7

pues (pi,e;)o = piCy ‘e; = (Coei)'Cy'e; = ef(CiCy " Je; = ele; = 6. Asi
las formas (r, —)o ¥ 2(wp, —)o son iguales, y por la equivalencia (i) y (iii) del
lema anterior r = (I — ®5)wy. Entonces r = /. Como R’ = @, P(i)% para
algunos enteros no negativos d; y el conjunto de vectores {p;} es linealmente
independiente se tiene que d; = d} para cada vértice i. Por lo tanto R = Ry
kA = Ag[R). O

Se finaliza esta seccién con el siguiente lema que puede encontrarse en Ringel
[24, seccién 3.4(4)] y que es fundamental para la descripcién de las reducciones
que haremos al final de este capitulo.

Lema 3.9 Sea Wy un Ag-mddulo inescindible correspondiente a la raiz mdxima
de A. Consideramos el carcaj de Auslander-Reiten T'(Ag) de Ag-mod y los
siguientes subconjuntos de vértices determinados por [Wp,

X9 = ConLo([Wy]) = {[M] € indAy | [M] < [Wo] pero 7~ [M] £ [Wol},
Y = ConRy([Wo]) = {[M] € indAq | [Wo] < [M] pero [Wo] £ 7[M]},
WO = {[M] € indA, | [M] £ [Wo] £ [M]}.
Entonces para un Ag-mddulo inescindible M se tiene
2, si [M] = (W,

dim;Homu, (R, M) =< 1, si[M]e x°u)’,
0, si[M]eW".

Demostracién. Ya que R es proyectivo se tiene que Ext}%(R, M) =0, por lo
que usando el lema 1.4 y el punto (éi7) del lema 3.7 se tiene

dim;Homy, (R, M) = (dimR, dimM ), = 2(dimWy, dimM),.
Por lo tanto dimgHom 4, (R, Wy) = 2. Supongamos ahora que [M] € Wy, Xp
6 Yy. Entonces usando las férmulas de Auslander-Reiten en el caso hereditario
¥ ya que no existen caminos de M a 7W; ni de ='Wy a M, se tiene que
Extly, (Wo, M) = DHomu,(M,7Wy) =0, y
Extly (M, W,) = DHom 4, (7~ ' Wy, M) = 0,
por lo que

2(dimWy, dimM )y = dimyHom 4, (Wy, M) + dimHom 4, (M, Wy).

Asf [M] € Wy implica que dimyHom 4, (R, M) = 0.
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Recordamos que [Wy] es un vértice ala de I'(A4p) (lemas 2.12 y 2.13). La
notacién para las alas 6(ns) de [Wy] dada al final de la seccién 2.3 es, para
1<s<

Wi,
/N
Wf,nsfl WQS,nS
SN N
Wls,ns—Q WQS,ns—l Wi’ins
WIS,Q WQS,S Wnsf2 ng—1 nsfl Ng
NG T e N
Wls,l W25,2 Wzs,z s—1lng—1 W’i Mg ®

Entonces el conjunto Xy = ConLg([Ws]) consiste en las clases de isomorfismo de
los médulos W7, coni =1,...,ng — 1 paras=1,...,t y Yo = ConRo([Wo])
estd formado por el conjunto {[W}?, ]} con i = 1,. —lys=1,...,t
Ademds W, estd dado por los clementos de la forma [W“ J] para 1l <i < j < ng,
y s =1,...,t. Supongamos que [M] € Xy, por lo que HomAO(WO7 ) = 0. Del
lema 1.36 se sigue que dimyHom 4, (W7, W7, ;) = L parai = 1,. —1. Ya
que cada W7 ; es cogenerado por Wy (lema 2.12), dimkHoon(Wfﬂ-7 WO) =1
para cada i =1,...,ns — 1. Asi, si M = W7, tenemos Hom, (R, M) = 1. Un
argumento andlogo para [M] € )y termina la prueba. O

3.3 Levantamiento de sucesiones.

Sea Ap una k-algebra de dimensién finita y R un Ag-mddulo proyectivo. Se
considera la categoria de Ag-médulos incluida en la categoria de subespacios
U(Ap-mod) respecto al funtor | — | = Hom 4, (R, —) de dos maneras,

Ag-mod — U(Ap-mod),

mediante los funtores (fieles y plenos) inclusién My — My = (My,0,0) e in-
duccién My — My = (Mo, |Mol, I|ar,))- Los levantamientos My y M, co-
inciden siempre que |Mp| = 0. Para cada camino trivial e; de Ay denotemos
también con e; al elemento de A dado por (% §) y sea e, = (39).

Lema 3.10 Denotemos con P(i) y J(i) (i € {1,...,n,w}) a los A-mddulos
inescindibles proyectivos e inyectivos dados por Ae; y D(e;A) respectivamente.

a) Para 1 <i <n se tiene P(i) = Age; en A-mod (considerando que Age; =
(Aoei, 0,0) en A-mod) y P(w) = (R, k,Yp(w) : 1 = IdR).

b) Para 1l <i<mn se tiene J(i) = D(e;Ap) y J(w) = S(w).

Demostracion. La prueba de (a) es directa usando productos matriciales. Por

un lado,
A R €; 0 ~ A €; 0 ~
(oo k) (0 0) - ( 0 o) = (4oes,0,0),
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por otro lado, P(w) tiene la forma

Ao R\ [0 0\ _ (0 R\

donde por construccién (lema 3.1), vp(,,)(1) = Idg € |R| = End s, (R).

Para probar (b) observamos primero que si Zy es un Ap-médulo inyectivo
entonces Z; es un A-médulo inyectivo. En efecto, si u : L — M es un monomor-
fismo en A-mod y ¢ : L — Z;y es un morfismo cualquiera como en el siguiente
diagrama

b Lo =My

—
—

‘Zo| “ YL Y™

luo|

| Lo| —= | Mo

| Zo|
entonces existe g : My — Zp tal que go = gjuo y el triangulo inferior es
conmutativo (pues ug es monomorfismo )y Zp es inyectivo en Ap-mod), por lo
que definiendo g" = (gq, [g|7ar) : M — Zy se tiene que g = g'u, y por lo tanto
Z es inyectivo.

N €; 0 AO R ~ D(eiAo) 0
Observamos que J(i) = D ((O 0) < 0 k)) = (D(eiR) o) Por lo

que J(i)|a, = D(e;Ap) (y de hecho D(e;R) = |D(e;Ag)|). Considerando que

oo (5 )=

y que J(i)|a, = D(eiAo)|a, observamos que J(i) = D(e;Ag) para 1l <i<n. O

El siguiente resultado (Ringel, [24]2.5(6)) relaciona las sucesiones que casi
se dividen de Ag-mod y U(Ag-mod).

f g

Lema 3.11 a) Sigg = 0 Xo Yo Zy 0 es una suce-
sion de Ag-mddulos que casi se divide, entonces
—(filIxo) (9,0)

&= 0—>X, —= (Yo, | Xo|, [f)) —> Z0 —=0

es una sucesion que casi se divide en U(Ag-mod), llamada levantamiento
de €0-

b) Sea ¢ = 0 X ! y 2>z 0 wuna sucesidn que casi se

divide en la categoria U(Ag-mod). Si Z,, # 0 la restriccion €| 4, es trivial.
Si Z, = 0 entonces Zy no es un Ag-mddulo proyectivo y e|a, es una
sucesion que casi se divide.
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Demostracion. Para (a) consultamos Ringel [24]2.5(lemas 5 y 6). Primero
observamos que Z; es una sucesién exacta, pues | — | = Homy, (R, —) es un
funtor exacto (R es proyectivo), y el siguiente diagrama conmuta

0 — | Xo| == | X0 0 0
|
0 | Xo| |Yol | Zo| 0.
| f] lgl

Por otro lado, (f,|Ix,|) no es seccién pues f no lo es. Supongamos que v =
(vo,v,,) : Xo — V es un morfismo que no es seccién. Si existe v : Vo — X tal
que vyvg = Ix,, tomando el morfismo v' = (v, [vh|yv) : V — | Xo| se tiene que
v = I, por lo que v no es seccién. Ya que f casi se divide por la izquierda,
existe ng : Yo — Vp tal que vg =nof.

_ (flIxD) f
Xy ———2> (Yo, | Xol, |£]) Xo—1> Y,
(%anva) VO

Notamos entonces que (1o, vw)(f, [Ix,]) = (vo,v,,). Finalmente, si & = (&, &,) €
End(Yy, | Xol, | f]) satisface €(f.|Lx,|) = (f.|Lx,|) entonces &of = f y & =
|Ix,|- Por lo tanto £ es un automorfismo y (f,|Ix,|) es un morfismo minimal
que casi se divide por la izquierda. Por el lema 1.20 la sucesion £q casi se divide.

Mostramos ahora (b). Como el vértice agregado w es fuente, Z es submdédulo
de Z enU(Ag-mod). Si Z,, # 0 entonces la inclusién i : Zy < Z no es retraccién,
y como g casi se divide por la derecha, existe t : Zy — Y tal que i = gt. Asi
Iz, = goto y go es retraccién. Por otro lado, si Z,, = 0 entonces Zy no puede
ser un Ag-mdédulo proyectivo (por el lema 3.10, pues Zy no es A-proyectivo).
De esta manera, si g es la sucesién que casi se divide en Ag-mod que termina
en Zy, entonces por el inciso anterior € y £y son sucesiones que casi se dividen
que terminan en Z. Por unicidad estas sucesiones son isomorfas, y por lo tanto
€la, = Eola, = €0 es una sucesién que casi se divide en Ag-mod. O

Regresamos al caso en que Ag es el algebra de caminos de un carcaj de
Dynkin A, Wy es un Ag-médulo inescindible de dimensién vectorial maxima
dimWy = wg v R es el Ag-médulo proyectivo descrito en el lema 3.8. Para
cada morfismo no nulo p € Hom 4, (R, Wy) denotamos con Wy(p) al objeto en

U(Ap-mod) dado por
WO(p) = (Wou k7p)7

es decir, vy, (,) es la transformacién que asigna al 1 € k el morfismo p. Como
el dlgebra de endomorfismos de Wy es isomorfa al campo k, los morfismos f :
Wo(p) — Wo(p') estdn dados por parejas de escalares f = (aldw,,bldy) que
hacen conmutar el siguiente diagrama

[Wo| —— [Wo.

lalw, |
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Por lo tanto hay un morfismo no cero f : Wy(p) — Wy(p') siy solo sia,b#0y
P’ = (a/b)p. En este caso f es un isomorfismo. Claramente Wy(p) es inescindible
si p # 0. Entonces se tiene una familia de A-mddulos inescindibles Wy (p) no
isomorfos entre si parametrizada por el espacio proyectivo PHomy, (R, Wp).
Todos ellos tienen por vector dimensién al generador positivo wg+e,, del radical
de la forma cuadratica de A.

Lema 3.12 Sean Aq el dlgebra de caminos de un carcaj de Dynkin A, Wy un
Ap-mddulo inescindible de dimension vectorial maxima dimWy = wg, R el Ag-
mddulo proyectivo de la extension y A = Ag[R] como se describen en el lema 3.8.
Para cualquier morfismo no nulo p € Homy, (R, W) el A-mddulo inescindible
Wo(p) no es ni posproyectivo ni preinyectivo.

Demostracién. Supongamos que Wy(p) es un A-médulo posproyectivo. Por el
lema 1.34 el médulo Wy (p) es excepcional, y por los lemas 1.8 y 1.35(b), ya que
dimWy(p) estd en el radical de la forma cuadritica de A, se tiene que

dim7 "Wy (p) = dimWy(p).

Como 771 Wy (p) también es excepcional (pues también es posproyectivo inescin-
dible), por el lema 1.13 existe un isomorfismo Wy(p) = 7= Wy(p). Esto es una
contradiccién, pues la componente posproyectiva de A-mod no tiene orbitas
periddicas (lemas 1.33 y 1.21). De manera andloga se muestra que Wy(p) no es
un A-médulo preinyectivo. O

Consideremos un ala 6(n;) de vértice [Wy] en el carcaj de Auslander-Reiten
I'(Ap), como en la seccién 2.3 y recordemos la notacién [W7,] para los vértices
de 6(n,) dada en tal seccién. Fijamos un morfismo no cero pf : R — W, 4
(por 3.9 el grupo de homomorfismos |[W7, ;| = Homa,(R, W7, ;) =k
tiene dimensién uno). Fijando un morfismo irreducible f : W7, _; — Wy y

definiendo ps = fpf se tiene un morfismo W7, _; —— Wy(ps) en la categoria

A-mod como se muestra en el siguiente diagrama

ps—1
WO ‘Wls,ns—1| >k
Ps
g | i
R*,>W18,n —1 ‘Wls,ng—1| , |WO|
Ps PstPs

Iniciando de esta manera Ringel muestra [24, 3.4 punto (5)] que el ala 6(n;)
se levanta de manera completa a una subgréfica de I'(A), como se muestra en
el siguiente diagrama. El médulo proyectivo-inyectivo corresponde el médulo
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WO(/)S)7

WO(ps)
/7N

S S
1,ns—1 W2,ns
Tirs s s
Wi o W1 W3 .
178 S S S
3 W3 Wy —omn.—1 Wi _in.

AN S N N

< s s
wp,y W3 o Wws. W 1n.—1

48

s
Ns,Ms*

Lema 3.13 Sean Ay, Wy, R y A = Ag[R] como en el lema 3.12. FEziste una
ordenacion de representantes N; (i € No) de las clases de isomorfismo de A-
mddulos posproyectivos inescindibles P, de manera que si f : Nj — N; es un
morfismo irreducible entonces j < i (orden opuesto al admisible). Ademds,

a) para £ > 0, si Zy es un Ag-mddulo inescindible que es isomorfo a un
sumando directo de la restriccion Ng|a,, entonces existe j < £ y un iso-
morfismo de A-modulos N; = Zy. Si ademds Zoy es no proyectivo entonces

existe i < j tal que N; = 19(Zp).

Por otro lado, existe una ordenacion de representantes M; (i € Ng) de las clases
de isomorfismo de A-mddulos preinyectivos inescindibles T, de manera que si
f:N; = N; es un morfismo irreducible entonces i < j. Ademds,

a') para £ > 0, si Zy es un Ag-mddulo inescindible que es isomorfo a un
sumando directo de la restriccion Mpy|a,, entonces existe j < £ y un iso-
morfismo de A-mddulos M; = Zy. Si ademds Zy es no inyectivo entonces
existe i < j tal que M; = 151 (Zy).

Demostracién. Por los lemas 1.33 y 3.8 la componente posproyectiva P de I'(A)
es isomorfa a (—No)ﬁ(’p. Por los lemas 1.26 y 1.25 esta componente tiene una
ordenacién admisible. Se usa el orden opuesto para evitar subindices negativos.

Damos una prueba de (a) por induccién dobre £. Como los primeros médulos
en la lista Ny, Na,..., N, son proyectivos, y la restriccién de un A-mddulo
proyectivo es Ag-proyectivo (lema 3.10), la base de induccién se cumple por
vacuidad. Supongamos que la condicién (a) es cierta para Ag-mddulos isomorfos
a sumandos directos de la restriccién N;|4, para 0 < i < £ y supongamos que
Zy es sumando directo de Nyi1]a,. Si ademds Zj es isomorfo a un sumando
directo de la restriccién de Ny para algin ¢/ € {1,...,¢}, por induccién existen
i<j<{l <l+1con N;=1y(Zy)y N; = Zy. De lo contrario la sucesiéon que
casi se divide que termina en Ny,

e: 00— 7(Ney1) E Nopa 0,

tiene restriccién £|4, no trivial, pues Zy es sumando directo de Nyi1|a, pero
no de E|4,. Entonces por el lema 3.11(b) se tiene que (Nyt1), = 0 por lo que
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Zy = Nyiq. Consideremos ahora la sucesion que casi se divide en Ag-mod que
termina en Zj,

g0 0—>19(Zo) F Zy 0.

Por el lema 3.11(a) el levantamiento g y € son ambas sucesiones de Auslander-
Reiten en A-mod que terminan en Ny 1, por lo que 79(Zp) & 7(Nyy1) = N; con
1 <L+ 1. Esdecir, Noy1 = Zy y N; = 10(20).

Probamos ahora las afirmaciones sobre la componente preinyectiva Z. La
ordenacién de representantes M; para ¢ > 0, en este caso admisible, se obtiene
de manera similar que en el caso anterior.

Probamos (a') por induccién sobre £. Como los primeros médulos en la lista
My, My, ... son inyectivos, la base de induccién se cumple por vacuidad. Supon-
gamos que la condicién (a') es cierta para médulos que estdn en la restriccién
M;| 4, de algin preinyectivo M; con 1 < i < £y supongamos que Zj es sumando
directo de My11|a,- Si Zg es isomorfo a un sumando directo de la restricciéon My
para algtin ¢ € {1,...,£}, por hipdtesis de induccién existen i < j < ¢ < £+1
con M; = 75 ! (Zo)y M; = Zo. Entonces podemos suponer que Zy no es isomorfo
a un sumando directo de My |4, para ¢ = 1,...,£. Consideremos la sucesién
que casi se divide que comienza en My,

€: 0 My E TN (Mpp1) —0.

Notamos que la restriccién |4, no puede ser trivial, pues Z; es sumando di-
recto de Myy1|a, pero no de E|4,. Entonces por el lema 3.11(b) se tiene que
(171 (My41))w = 0y €] 4, es una sucesién que casi se divide en Ag-mod. En par-
ticular My41]4, es inescindible y por lo tanto Zy = Myy1|a,. Considerando la
forma de los levantamientos dada en 3.11, tenemos que T(;1Z0 & T_l(Me+1) =
M; coni<l+1y My = Zy (es decir, i < j =£+1). O

Como consecuencia de los lemas anteriores 3.11, 3.12 y 3.13 se tiene el si-
guiente resultado, que es fundamental para nuestros objetivos. Para dos sub-
conjuntos L1 y Lo de indAg denotamos con £V Lo a la menor clase de objetos
en Ap-mod que contiene los representantes de las clases en L1 y Lo.

Proposicién 3.14 Sean Ay, Wy y A como en el lema 3.12. Consideremos los
subconjuntos de indAq dados por

X = ConL([Wo)) = {[M] € indAo | [M] < [Wo]},
Y = ConR([Wy]) = {[M] € indA, | [Wo] < [M]}.

a) Todo A-mddulo posproyectivo se encuentra en la subcategoria U(X V [Wq])
de A-mod.

b) Todo A-mddulo preinyectivo se encuentra en la subcategoria U([Wo] V )
de A-mod.

Demostracién. Probamos (a) por pasos.
Paso 1. Supongamos que Zy es un Ag-mddulo inescindible tal que [16(Zo)] € Xo
para alguna i > 1. Entonces Zy mo es isomorfo a sumandos directos de la
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restriccion a Ay de A-mddulos posproyectivos. Aquellos levantamientos a A-
mod de representantes de elementos de Xy estan conectados por morfismos ir-
reducibles con el médulo Wy(ps), para el morfismo ps correspondiente al lev-
antamiento de alguna ala 6(n,) de vértice [Wp]. Entonces por el lema 3.12 los
levantamientos de elementos de X estdn conectados en I'(A) a un objeto que
no es posproyectivo, y por lo tanto no pueden ser posproyectivos. Aplicando
iteradamente la afirmacién (a) probada en el lema 3.13 es claro que si Zj es
isomorfo a un sumando directo de N| 4, para algin A-mdédulo posproyectivo N,

entonces el levantamiento 74(Zy) pertenece a la componente posproyeciva, lo
cual es imposible pues 7¢(Zp) € Xp. Esto muestra que Zy no puede ser isomorfo
a un sumando directo de la restriccién a Ay de un posproyectivo.

Paso 2. Supongamos que Zy es un Ag-mddulo inescindible tal que 14(Zoy) = Wy
para algun i > 1. Entonces Zy no es isomorfo a sumandos directos de la re-
striccion a Ag de A-mddulos posproyectivos. De nuevo por una aplicacion suce-
siva del lema 3.13(a) basta mostrar que Wy no es un A-médulo posproyectivo.
Si W, es posproyectivo, entonces no es un A-médulo inyectivo. Por el lema 3.11
la sucesién que casi se divide que inicia en Wy es el levantamiento a A-mod de
la sucesién que casi se divide en Ag-mod que inicia en Wy (como suponemos
que Wy = 7§(Zp), el médulo Wy no es inyectivo en Ag-mod),

0 Wo E 75 T Wo —0.

Ya que existe un morfismo irreducible Wy — W21n , en Ag-mod, se tiene que
W, es sumando directo de la restriccién a Ag-mod de un A-médulo posproyec-
tivo. Esto contradice el paso 1, pues T()_l[Winl] € Xp.

Paso 3. Concluimos finalmente que si Zj es isomorfo a un sumando directo de
la restriccion a Ag de un A-mdédulo posproyectivo N, por los pasos anteriores
78[Zo] no estd en Xy ni es igual al vértice [Wy] para cualquier i > 1. Por lo
tanto [Zg] € X U {[Wy]}, es decir, N pertenece a U(X V [Wy)).

La prueba del inciso (b) es andloga, enseguida damos los detalles. Damos a la
componente preinyectiva de A-mod un orden admisible de sus vértices {M; }ien
como en el lema 3.13.

Paso 1'. Supongamos que Zy es un Ag-mddulo inescindible tal que T(;i(Zo) €
Yo para alguna © > 1. Entonces Zy no es isomorfo a un sumando directo de
la restriccion a Ag de A-mddulos preinyectivos. Los elementos de Yy (vistos
como A-médulos) estdn conectados por morfismos irreducibles con el A-mddulo
Wo(ps) para el morfismo ps correspondiente a el levantamiento de alguna ala
O(ns) de vértice Wy. Entonces por el lema 3.12 los elementos de ), estédn
conectados en I'(A4) a un vértice no preinyectivo, y por lo tanto no pueden ser
preinyectivos. Aplicando iteradamente el lema 3.13(a’) es claro que si Zj es
isomorfo a un sumando directo de M |4, para algin preinyectivo M, entonces
To i(ZO) € ) pertenece a la componente preinyeciva, lo cual es imposible. Esto
muestra que Zg no puede ser sumando directo de la restricciéon a Ag de un
preinyectivo.

Paso 2'. Supongamos que Zy es un Ag-mddulo inescindible tal que To_i(Zo) ~
Wo para algin ¢ > 1. Entonces Zy no es isomorfo a un sumando directo de
la restriccion a Ay de A-mddulos preinyectivos. De nuevo por una aplicacién
sucesiva de 3.13(a’) basta mostrar que Wy no es un A-médulo preinyectivo.
Pues si Wy es preinyectivo entonces Wy no es proyectivo y la sucesiéon que casi
se divide € que termina en Wy (que estd contenida an 7) se restringe €| 4, a una
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sucesién que casi se divide en Ag-mod (lema 3.11(b)). Ya que existe un morfismo
irreducible W ,, | — Wy en Ag-mod, se tiene que W es sumando directo
de la restriccién a Ap-mod de un A-médulo preinyectivo. Esto contradice el
paso 1, pues 7 *(W{, ;) € V.

Paso 3’. De los pasos 1’ y 2’ se sigue que ningin elemento a la izquierda de la
seccién {[Wo]} U Yy aparece como sumando directo de la restriccién a Ag de un
A-preinyectivo, lo cual implica que todo A-médulo preinyectivo es un elemento
de U([Wo] VD). O

3.4 Levantamiento de funtores.

Estudiamos ahora situaciones en las que funtores de Ag-mod pueden ser levan-
tados a la categorfa extendida Ag[R]-mod. Necesitaremos el siguiente resultado
preliminar.

Lema 3.15 Sean Z una k-categoria aditiva y F,G,H : Z — Z funtores. Para
una transformacion natural de funtores n : F — G denotamos con n - H :
FoH — GoH a la transformacién natural dada por (- H)M = nHMM) parq
cada objeto M de Z. Las siguientes afirmaciones son equivalentes,

a) la transformacion natural - H es un isomorfismo de funtores,

b) si M € Z es isomorfo a un objeto de la forma H(N) entonces n™ :
F(M) — G(M) es un isomorfismo.

Demostracion. Si f : M — N es un morfismo en Z, por naturalidad de 7 el
siguiente diagrama es conmutativo
H(M)

(H(M)) "— G(H(M))

F(H(
F(H(f))l j{G(H(f))
F(H(N)) 5 GH(N)),

)

por lo que en efecto n - H es una transformacién natural. Por otro lado, si
suponemos que 7 - H es un isomorfismo natural y que s : M — H(N) es un
isomorfismo para algin N en Z, entonces por naturalidad de n el siguiente
diagrama conmuta,

F(M) —"— G(M)
F(s)\L G(s)
FUT(N) —5 GUH(N)),

es decir, n™ = G(s)"'n" N F(s) es composicién de isomorfismos y por lo tanto
un isomorfismo. Esto muestra que (@) implica (b), la otra implicacién es evi-
dente. O
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Lema 3.16 Sea Z C Ag-mod una clase de Ag-mddulos. Supongamos que se
tienen un funtor aditivo Fy : Z — Z y una transformacion natural de funtores
no : Fo — Idz. Observamos que la pareja (Fy,no) determina dos transforma-
ciones naturales

no - Fo, Fo - mo : Fy — Fy,

donde ng - Fy se obtiene como en el lema anterior y la transformacion Fy - ng
estd dado por (Fo-mo)Me = Fo(nd™) para un objeto My en Z. Entonces existen

un funtor F = Fy : U(Z) — U(Z) y una transformacion natural n =g : F —
Idy; 2y tales que Flz = Fy ynlz =no. Mds aiin,

a) sing-Fo: F@ — Fy es un isomorfismo de funtores entonces n- F también
es un isomorfismo natural;

b) sing-Foy=Fy-no entoncesn-F =F -5;

c) si 77(1)\40 : Fo(My) — My es epimorfismo para cada My en Z entonces F es
un funtor fiel;

d) si ademds de cumplirse (c) el funtor Fy preserva sucesiones exactas en Z
entonces F' preserva sucesiones exactas en U(Z).

Demostracién. Definamos primero el funtor F. Si M = (Mo, M,,,vya) es un
objeto en U(Z) se toma F(M),, como el pull-back de [)%| y vyar

n!

F(M),,

’YF‘(IW)\L l'YM

| Fo(Mo)] W | Mo

o

Hacemos entonces F(M) = (Fo(Mo), F(M)w, Yrar)) ¥
™ = (ng"*\ni")  F(M) — M.

Supongamos que f : M — N es un morfismo en Z/?(Z) Ya que 7y es una
transformacién natural, los caminos externos de F(M), a |Ny| en el siguiente

diagrama commutan (v £t = |folyar = 10| Fo(fo) Firan), por 1o que
existe F'(f), : F(M),, — F(N), que hace conmutar el diagrama completo

M M, ——— N,
=7 e
F(M)y | C F(N) ™ |
| F(f)w |
YF(M) YF(N)
lme'MOI ol //JNM
7
no © |
| Fo(Mo)| TS |Fo(No)| ™

Denotamos con F(f) al morfismo entre F(M) y F(N) dado por (Fo(fo), F(f)w)-

Supongamos ahora que [ oM AN N son morfismos que se pueden com-
poner. Por unicidad en la propiedad universal del pull-back se tiene que

F(fg)w = F(f)wF(9)w-
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L Lw = M Mw = N Nw

Nw MNw um

/:L F(g)w ” F(f)w =
F(L)w > F(M)w """""""" ;F(N)w N
’YF‘(L) 'YFﬁ‘M) 'YF‘(N)

vo, 1ol | Mo| ‘ | No|

Ing] l90] i | fol l

e 4340\ 4(?%
[FoLo)] Fo(g0)] [Fo(Mo)] |Fo(fo)l [Eo(No)]

Es claro también que F(Ins) = Ip(ar) y que F es un funtor aditivo pues Fp lo
es. Por construccién se tiene que fn™ = nNF(f), es decir, n: F — Idu(z) es
una transformacion natural. Evidentemente para cualquier My en Z se tiene
F(Mo)|z = Fo(My) y n™o|z = ny™

Para mostrar (a) notamos primero que en un diagrama pull-back de k-
espacios vectoriales,

A——B
yl lg
CT)D

si f es un isomorfismo entonces x es un isomorfismo. En efecto, como f es
suprayectivo la siguiente sucesion es exacta

Por lo tanto, si a € A estd en el niicleo de x entonces 0 = g(x(a)) = f(y(a)) =0
y y(a) = 0 pues f es inyectivo. Entonces a estd en el niicleo de [3], por lo que
a =0. Como dimy(B @ C) = dim;A + dim; D y dim;C = dimyD pues f es
isomorfismo, concluimos que dimgA = dimy B y por lo tanto la transformacién
inyectiva x es un isomorfismo.

Usando entonces la equivalencia probada en el lema 3.15, debemos mostrar
que si M = (Mo, M, ~vas) es un objeto en U(Z) isomorfo a F(N) para algin N
en U(Z), entonces ™ es un isomorfismo. Como My = (F(N))o = Fy(Ny), por
hipétesis 77(])\/10 es un isomorfismo, y por lo tanto |77(])V[ °| también lo es. Como el
siguiente diagrama es pull-back,

M
FM), —— M,

'YF(J\I)\L \L"/M

[ Fo(Mo)| TR [ Mo,

s

y |né”°\ es un isomorfismo, por lo anterior nﬂ/f . v por lo tanto n™, son isomor-
fismos.
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El inciso (b) es inmediato de la definicién de F(n™) = (Fo(nd™), F(n™).,),
como se muestra en el siguiente diagrama

N
PED F(M), M,
/ YF(M) 4;
F(F(M)),, = F(M), v
(F() i FO) "
VP(F (M) | Fo(Mo)| | Mo

Fo(Mo) M,
\770/[7 Ino °| /

Al
| Fo(Fo(Mo))| ———— |Fo(Mo)|.
|Fo(ng©)]

Pues F(nM),, es la tinica transformacién (flecha punteada) que hace conmutar

el diagrama anterior y como por hipétesis Fy(np°) = 775 o(Mo) (y por lo tanto
|Fo(nae)| = |n§°(M°) ), se tiene que n5 ™) también hace conmutar el diagrama.

De la unicidad en el pull-back se sigue que nf(M) =FnM),y
Fn™) = (Fo(n™), F(n™)) = ("™, nf ) = "D

Probamos (¢). Notamos que en un diagrama pull-back de k-espacios vecto-
riales si f es un epimorfismo entonces z es un epimorfismo.

En efecto, para un vector b € B arbitrario tomamos ¢ € C tal que f(c) = g(b)
(esto es posible pues f es epimorfismo). Se definen entonces las transformaciones
k— Byk— C dadas por 1 — by 1 +— c. Entonces el cuadrado externo del
diagrama anterior conmuta, por lo que existe a : k — A tal que z(a) = b.

Asi x es epimorfismo. JIVDIor definicién de n™ = ()", nM) como pull-back, y
por lo anterior, como |1,"°| es epimorfismo (| — | es un funtor exacto) entonces

nM también es epimorfismo. Ya que fn™ = nNF(f) y oM

tenemos que F' es un funtor fiel.

Para verificar (d) supongamos que tenemos una sucesién exacta ¢ en U(Z).
Por la naturalidad de n el siguiente diagrama es conmutativo, donde el tercer
renglén K es la sucesion exacta que se obtiene pasando a ntcleos,

es un epimorfismo
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Desplegando los médulos M como ternas (Mo, M,,,var), el diagrama anterior
tiene la siguiente forma. Todas las columnas son sucesiones exactas, asi como
los renglones inferiores €g, F'(¢)p y Ko. El primer renglén superior €, es exacto
por hipétesis, mientras que el tercer renglén superior K, es isomorfo al tercer
renglén inferior K por la definicién de F a través de pull-backs, ambos exactos.
Por el lema del nueve, el segundo renglén superior F(g),, también es exacto. Esto

prueba que F'(g) es una sucesién exacta.
0 0
/ 0 / 0
Mw / N, /

€0 : 0
|Lo\ [No| ———0
:0—F(L —0
€)o:0— (¢L0 M0| No|4>0
Ky :
Ko :0 KL KM KN 0
0 0 0
0 0 0

O

Lema 3.17 Sea Z C Ag-mod una clase de Ag-mddulos. Supongamos que te-
nemos un funtor aditivo Gy : Z — Z y una transformacion natural de funtores
o : Idz — Go. De manera similar que en el caso anterior se tienen dos
transformaciones naturales

no'Go,Go'ﬁoiGo —)G%

Entonces existen un funtor aditivo G = Go : U(Z) — U(Z) y una transfor-
macion natural n = Mo : Idyz) — G tales que Glz = Gy y nlz = no. Mas
aun,

a) sing-Go: Go — G es un isomorfismo natural entonces -G es también
un isomorfismo de funtores;

b) sing-Go=Gqy-no entoncesn-G =G -n;

c) si 77(1)\40 : My — Go(My) es monomorfismo para cada My en Z entonces G
es un funtor fiel;
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d) si Gy preserva sucesiones exactas en Z entonces G preserva sucesiones
exactas en U(Z).

Demostracién. Para un objeto M = (My, M., yar) en U(Z) definimos G(M) =
(Go(Mo), M, v (ar)) donde va(ary = |15 [yar. Para un morfismo g = (go, g :
M — N hacemos G(g) = (Go(g0), gu ), ver el siguiente diagrama

Juw

M,, N,
YG (M) // l’YM ’YG(N) // iVN
’ | Mo| / |No|
[g0|
/ / / /
|Go(Mo)] |Go(No)l-
Go(g0)|

Se observa directamente que G es un funtor aditivo. Por otro lado la asignacién
M = (né‘/[‘)7 Idyy,) satisface G(g)n™ = n~g, por lo que 1) es una transformacién
natural.

Para probar (a) por el lema 3.15 basta mostrar que si M es isomorfo a
un objeto de la forma G(N) entonces 7 es un isomorfismo. Como nM =
o Mo 14 M, ), basta verificar que 77(1)\/[“ es un isomorfismo, lo cual es consecuencia
dlrecta de la hipétesis pues My = Go(Np).

La prueba de (b) es también directa de la definicién de G(n*), pues usando
la hipétesis se tiene (ver el siguiente diagrama),

Gn™) = G, Idar,) = (Go(nd™), Idar,) = (nS°™M), Iday,) = @O0,

Id
M, M G(M), = M,
Y6 () // J/W reE ) ch(m—lnyolvM
| Mo| oy |Go(Mo)]
Mo
|Go(Mo)| o) |Go(Go(Mo))|.

Para mostrar (c), es claro que si 7)™ es monomorfismo entonces n™ =

(nd™, Idys,) es monomorfismo. Como n™g = G(g)n™ y n™ es un monomor-
fismo tenemos que G es un funtor fiel.
Para verificar (d) sie: 0 L M N 0 es una sucesién

exacta en U(Z), su imagen bajo G tiene la forma

0 L, M., N, 0

l’Yc(L) \L'YG(ZM) i'YG(N)

0 ——|Go(Lo)| — |Go(Mp)| — [Go(No)| —=0.

Por definicién de exactitud en e el renglén superior del diagrama es exacto.
Como Gy preserva sucesiones exactas y | — | es un funtor exacto, el renglén
inferior también es exacto, por lo que G(¢) es una sucesién exacta en U(Z). O
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3.5 Mapeos universales y rango.

De nuevo sean Ag = Ts,(Lo) el dlgebra de caminos de un diagrama de Dynkin A
(donde Lg es el So-So-bimédulo de flechas de A), A = Ag[R] = kA la extensién
de un punto de A a través de R (como en el lema 3.8) y Wy un Ag-mdédulo
inescindible con dimMj la raiz positiva maxima de A. Para un Ap-mdédulo My
denotamos con M al nimero de sumandos inescindibles de Mj. Sean my, la
multiplicidad de Wy en My y e, €l nimero de sumandos inescindibles de My
no isomorfos a Wy (de manera que §My = may, + en, ). Definimos el rango de
un A-médulo inescindible M = (My, M, yar) como

rk(M) = dim; M, — mypy, .

Uno de nuestros intereses principales es determinar el comportamiento del rango
respecto a la traslacién de Auslander-Reiten en A-mod. La herramienta a uti-
lizar son los mapeos universales definidos en Ringel [24, seccién 3.4(17)] y sus
levantamientos como en la seccién anterior.

El siguiente lema y el corolario 3.26 corresponden al teorema 11.5 de Gabriel
y Roiter [13]. Recordamos que U(Wj) es la subcategorfa plena de U(Ap-mod)
determinada por los objetos de la forma M = (Mo, M,,,var) con My en la clase
de objetos (Xo) formada con Xy (comparar con la notacién dada después del
lema 3.1).

Lema 3.18 Subcategoria de Kronecker. Sean B la subdlgebra de A = Ay[R]
dada por B = Agl0] y W el B-mddulo W = Wy @ S(w), donde Wy es un
Ap-mddulo inescindible de dimensidn vectorial mdxima y S(w) es el simple de
vértice w. Consideremos la ditdlgebra A = (A,0) con diferencial cero. Entonces
la ditdlgebra reducida AV es isomorfa al dlgebra de Kronecker cldsica Ay (con
diferencial cero). El funtor asociado a la reduccion FW' es una equivalencia de
categorias

As-mod £ UWy).

Las imdgenes de las componentes posproyectiva P y preinyectiva T de AW -mod
bajo FW' serdn denotadas mediante Py e Lo respectivamente.

Demostracion. Como W es un Ag-médulo excepcional (lema 1.34)(a) y Zy =
End,,(Wy)°? = k (lema 1.14), el médulo Wy es Ap-admisible. El &lgebra
reducida Agvo = T7,(0) es entonces isomorfa al campo k (con diferencial cero).
Por la proposicién 3.6 y el lema 3.3 el dlgebra tensorial reducida A" es isomorfa
a

0 Homyu, (R, Wp)*
g (3 T )

Ahora, por el lema 3.9, el k-espacio vectorial Hom 4, (R, Wy)* tiene dimensién
dos, por lo que existe un isomorfismo entre la extension Agv o[RW0] y el dlgebra de
Kronecker clasica 1/(1 = A,. Finalmente observamos que la diferencial reducida
" es cero, debido a la proposicién 3.6 y a que el morfismo ¢ del lema 3.4 es
cero (pues Py = 0).

El funtor asociado a la reduccién F"W : A" -mod — A-mod es fiel y pleno
(proposicién A.26) y su imagen es la subcategoria plena de .A-mod dada por los
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médulos M cuya restriccién a B se encuentra en (Wy @ S(w)) (lema A.27), es
decir, U(Wp). O

Los mapeos universales a considerar son los funtores
Fy =Wy ®, Hom s, (Wy, —) : Ap-mod — Ap-mod,

Go = Wy @, DHom 4, (—, Wy) : Ag-mod — Ag-mod.

Sus levantamientos, que resultan ser proyecciones en la subcategoria de Kro-
necker U(Wy), determinan el comportamiento del rango en las componentes
preinyectiva Z y posproyectiva P de A-mod.

Lema 3.19 Consideremos el funtor
Fo =Wy ®p I‘IOl’nA0 (Wo, —) : Ag-mod — Ag-mod.

Dado un mddulo My en la categoria Ag-mod se define el mapeo universal
derecho n)" : Fy(My) — My como la evaluacion w @ f v~ f(w). Entonces
Mo : Fo = Ida,-mod €5 una transformacion natural y

a) no - Fo es un isomorfismo de funtores,
b) no - Fo = Fo - no.

Restringimos el funtor Fy y la transformacion ng a la subcategoria Z = Wy V'Y
de Ag-mod, donde Y es la clase de Ag-mddulos formada por representantes del

conjunto ConR([Wy]) = {[M] € ind Ay | [Wy] < [M]}. Entonces
c) 77[])\4" es epimorfismo para cada My en Z, y

d) Fy preserva sucesiones exactas en Z.
Demostracién. Observamos que 7y es una transformacion natural, pues
" (Fo(f)(w @ h)) = 0y (w @ fh) = f(h(w)) = f15"° (w @ h)),
es decir, el siguiente cuadrado es conmutativo,

Fo(f)
Fy (M) — Fy(No)

M, N
Mo Ol \Lnoo

MQ 4f> N().

Consideremos ahora las siguientes transformaciones

EndAU (Wo) Rk HOI’IIA0 (Wo, Mo)

\

[ HOHIAO(W(),M())

Wz)

HOIIIAO(W(), Wo Qp HOI’IIA0 (Wo, Mo))



94 3.5. MAPEOS UNIVERSALES Y RANGO.

dadas para morfismos f € Enda, (W), ¢ € Homy,(Wy, My) y un elemento
w de Wy de la siguiente manera: ®(f ® g)(w) = f(w)®@gy V(f®@9) = gf.
Notamos que el diagrama anterior es conmutativo, pues por definicién de néwo

Mo

Wo ®r Hom 4, (W, My) ———> M,
w® fr———— f(w),

se tiene 1™ (B(f @ g)(w)) = 0y (f(w) ® g) = g(f(w)) = ¥(f ® g)(w). Ya
que Endg,(Wy) = k y como ¥ es epimorfismo entre espacios vectoriales de
la misma dimensién, ¥ es isomorfismo. Como el diagrama conmuta, ® es un
monomorfismo entre espacios de la misma dimensién, y por lo tanto ® también
es isomorfismo.

Aplicando el funtor Wy ® — al diagrama anterior tenemos el siguiente dia-
grama conmutativo

Wo ®k EndAO (Wo) Rk HOInAO (Wo, MO)

e

Tdw,®% Wy @ Hom 4, (Wo, Mp)
Fo(ng™)

Wo ®p I‘IOI’IIA0 (Wo, Wo ®p HOII’IAO(VVQ7 Mo))

pues Fo(néw") = Idw, ® Hompyk, (Wo,ﬂ(z)v[“). Observamos que el diagrama an-
terior también conmuta cuando se sustituye Fo(n3™) por el morfismo 775 o(Mo)

En efecto, por un lado, usando la notaciéon f, g y w dada antes, se tiene

15" M) ([Ldw, @@)(we fog)) = 13" M (W d(fog)) = B(fRg)(w) = f(w)Syg.

Por otro lado [Idw, @ V](w ® f®g) = w® V(f ®g) = w® gf, y como
el dlgebra de endomorfismos End 4,(Wy) es isomorfa al campo k la igualdad
flw)®g=w®gf es evidente. Entonces nfo(M") = [Idw, ® ¥][Idw, ® ®]7! es
un isomorfismo y né?“(M(’) = Fy(n3™). Esto prueba los incisos (a) y (b).

Claramente néw ° es un epimorfismo para médulos My en Z = Wy VY (inciso
(¢)) pues los médulos en Y son generados por Wy (es decir, existe un epimorfismo
h:rWy = @::1 Wy — My, lema 2.12), ngvo es un isomorfismo y 7y es una
trasformacién natural,

I_ymp ©
T[WO Xnr HOIIIA0 (Wo, Wo)] =to TWO
_‘L nTVVo
Wo ®r HomAO(Wo, ’I“Wo) 0 TWO

Fo(h)i lh
Mo

Wo ®r Hom 4, (Wo, M) M.
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Para mostrar que Fy preserva sucesiones exactas supongamos que € es una
sucesion exacta en Z,

e= 0 MO EO NO 0.

Usamos las férmulas de Auslander-Reiten en el caso hereditario [1, corolario
IV.2.14]

Extl (Wo, Mo) = DHom a, (Mo, TWy)

y el hecho de que Homy, (Mo, 7Wy) = 0 pues My € Yy 7Wy € X (ver
proposicién 3.14 y lema 2.12, y usar 1.29 y el que I'(Ap) es dirigido). Entonces
Hom(W), €) es una sucesién exacta

0 — Hom 4, (Wy, My) — Hom 4,(Wy, Ey) — Hom 4, (Wy, Ny) — 0.

Como Idyw,®— es un funtor exacto se concluye que Fy(g) = Idw, @ Hom(Wy, €)
es una sucesion exacta, por lo que se tiene (d). (]

Denotamos con (+,7) al levantamiento de (Fy,n0) a U(Wy V Y). Por el
lema 3.16 el funtor

F =Wy ®, Homa,(Wo, —) : U(Wo VY) — U(Wy)

es aditivo, fiel, preserva sucesiones exactas y su restriccién a U(Wy) es plena y
densa.

Lema 3.20 Supongamos que 0 TQ 'S E ! Q 0 es una Su-

. . —
cesion que casi se divide en UWo V' Y). Si Q € UWy) entonces (j es un
morfismo que casi se divide por la derecha en U(Wy). De lo contrario f es una

retraccion.

Demostracion. Consideremos el mapeo universal derecho 7 de la sucesién

0—>1Q—>F —>Q —>0
i TQ lnE‘t an
Vs
0 TQ 7 E 7 Q 0

Si @ no esta en U(WO) entonces 77Q no es retraccion, por lo que existe ¢ : Q — F
tal que ft = n@. A51 nQ = f F. Por los incisos (a) y (b) de los lemas 3.19 y
3.16 se tiene que nQ = nQ es un isomorfismo. Por lo tanto f es una retraccion.

Supongamos ahora que Q esté en U(W,). Entonces n% es un isomorfismo y
(n?)~1f no es retraccién, pues f no es retraccién y para s : <C_2 — E, tenemos
(n?)"fs= Id<§ siy solosi fs(n@)~! = Idg. Porlo tanto f = (n9)~1fn¥ no

es retraccién. Supongamos por otro lado que V' es un objeto en L?(Wo) y que
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by ‘s
v:V — @ no es una retraccion,

17

Como 7%v no es retraccién y f casi se divide por la dergha, existe s : V — FE
—
tal que n®v = fs. Asi, usando de nuevo que n? = 79 (lema 3.16(b)) y la

conmutatividad del diagrama anterior se tiene que vn" = 1® v = nQ% =75
Ao V)f

<_
por lo que v = f’s(n L. Es decir, f casi se divide por la derecha. O

Lema 3.21 Sean Z la componente preinyectiva de A-mod e Ty el subconjunto
de T dado en el lema 3.18. Denotemos con I(w) e I a las imdgenes bajo FWV
del AW -inyectivo simple e inescindible no simple respectivamente (lema 3.18).
Para i € {1,...,n,w} sea J(i) el A-mddulo inyectivo D(e;A) (ver lema 3.10).
Entonces I(w) = J(w) = S(w) e I = Wy. Ademds,

a) Si wyg = dimWy es la raiz posztwa mdxima del diagrama de Dynkin A,
entonces J(w) = I(w )yJ() (wo)il parai=1,... n.

b) Para todo [M] € T se tiene que M es un objeto en (Iy).

¢) La funcion 4(7) : T — N es aditiva.

Demostracién. Consideremos los A" -médulos inescindibles inyectivos I(w),

I, con I/((;) simple e I = ]ﬁi;k donde @ = [10] y b = [01]. Entonces
b

I(w) = FW(I(w)) = S(w) y FW (1) est4 dado por (Wo, k?,~r) con la accién de
: k? — [Wo| = Hom, (R, W) = k? inducida por a y b, por lo que 77 es un
1somorﬁsmo Entonces I = FW (1) =~ W,.
Para mostrar (a) primero observamos que para ¢ = 1,...,n,w el inyectivo

J(i) se encuentra en U(Wy vV Y) (por lo que se puede aplicar < a J(i)), pues

—~

por el lema 3.10 la restriccién J(i)|4, es un Ag-médulo inyectivo. Claramente
J(w) 2 I(w). Para i =1,...,n existen isomorfismos D(Wy)e; = D(e;Wy), por
lo que

dim;Homy,(Wy, J(i)o) = dimpyHom(Wy, D(e;Ag)) =

= dimiyHom(e;Ag, D(Wp)) =
= dimkD(Wo)ez = dimkeiwo =
= (wo) i

%
Asf tenemos que la multiplicidad de Wy en (J (7))o es MG = (wop);, pues

(J(3))o = Fo(J(i)g) = Wy ®, Hom 4, (W, J(i)p). Usando el lema 3.9 se tiene

|
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(_
dimy|(J(i))o] = dimpyHomy, (R, J((_i))o) = 2(wp);. Como J(i) es inyectivo
(isomorfo a J(i)g por el lema 3.10), J* se obtiene mediante un pull-back de la

forma

J (i) )
(T ——— T

«—

(T@)ol 5653, |/ (@)ol-

Debido a que |776] (i)°| es un epimorfismo, por el argumento dado en la prueba del

lema 3.16(a) se tiene que Vg € un isomorfismo. Por lo tanto sz) = (wp) .
El inciso (b) se obtiene inductivamente del lema anterior. Consideremos
la ordenaciéon de moédulos preinyectivos inescindibles dada en el lema 3.13,
My, My, M3, ... Como base de induccién, por el inciso (a) la afirmacién es
cierta para los A-médulos inyectivos inescindibles (que son los primeros en
tal ordenacién). Supongamos que el enunciado es cierto para los preinyectivos
My, ..., M; y mostrémoslo para M, ;. Por las propiedades de esta ordenacion,

la sucesién que casi se divide que comienza en M1,

e: 0 Mi+1 g E ! M, 0,

satisface £ < ¢+ 1 y para cada M, isomorfo a un sumando directo de £ se tiene

j < i+1. Por el lema 3.20, si M, no est4 en la subcategoria de Kronecker U (Wj)

entonces ?

es una sucesion trivial. Por lo tanto m € (Zy) pues por hipétesis
inductiva % € (Zy). Supongamos ahora que M, es un objeto en la subcategoria
UWo) (y por lo tanto 7™« : My, — My es un isomorfismo por el lema 3.16 y la
equivalencia 3.15(b)). Por los lemas 3.20 y 1.19, ‘€ es isomorfa a una sucesién

de la forma

<5740, ] o

T~ E' & E" M, 0,

P@EI/

donde 0 P E’ ! M, 0 es una sucesion que casi se divide

en U(Wy), y por lo tanto [P] € Zy. Por induccién E' @ E" = E e (Zy), por lo
que E" e <Io> y j@i+1 ~PHR" € <I()>

El inciso (c) es evidente para sucesiones que casi se dividen ¢ tales que € es
trivial. Cuando € no es una sucesién trivial, el término final M, de € es isomorfo

a My y de nuevo por el lema 1.19, & es isomorfa a una sucesién como arriba.
Pero las sucesiones de Auslander-Reiten 0 P E' ! M, 0
en la componente preinyectiva de la subcategoria de Kronecker satisfacen §M, +
gP = #FE’ (ver descripcién de la componente preinyectiva Zy al final de la
seccién 2.1). Ya que « es un funtor aditivo,

EMip1 + My = §E” + 4P + M, = {E" +{E" = {F,

es decir, #(7) es una funcién aditiva en Z. O
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Lema 3.22 Consideremos ahora el funtor
Go = Wy ®, DHom 4, (—, Wp) : Ag-mod — Ap-mod.

Para cada Ag-mddulo My fijamos una base ay,...,«, del k-espacio vectorial
Hom 4, (My, Wo) y definimos ny™ = My — Go(My) comom v+ 1| ai(m)@a.
El elemento néwo (m) no depende de la eleccion de la base ay, ..., a,,. Entonces
Mo : L1day-mod = Go €s una transformacion natural bien definida y

a) no - Go es un isomorfismo de funtores,
b) no - Go = Go - mo-

Restringimos el funtor Gg y la transformacion ng a la subcategoria Z2 = XV W
de Ag-mod, donde X es la clase de Ag-mddulos generada por representantes del
congunto ConL([Wy]) = {[M] € indAy | [M] < [Wy]}. Entonces

c) 77(1)\40 es monomorfismo para cada My en Z, y

d) Go preserva sucesiones exactas en Z.

Demostracion. Sea fy : My — Ny un morfismo y fijemos una base {81, ..., 0.}
del espacio Hom 4, (No, Wy). Ya que 5;fo € Homy, (Mo, Wy) para cada j,
existen \;; € k tales que 3, fo = > i Aijo;. Por otro lado, el morfismo

DHOIIIAU(fQ7 VV()) : DHOIIIAO (Mo, Wo) — DHOIIIAO (N(), Wo),

estd dado en la base {af}¥; de DHom 4, (Mo, Wy) por of — [g — o (gfo)]-
Notamos entonces que DHom a, ( fo, Wo)[a;] = Y°7_; Xijf3;, pues evaluando en
la base {f3;}7_; se tiene

DHom 4, (fo, Wo)[07](8;) = o (Bj fo) = o (O Aejae) = Nij-
=1
Queremos verificar que el siguiente cuadrado conmuta

fo

M04>N0

M Ny
Mo Ol \L"]oo

GO(MO) m GO(NO)

Para un m € Mj se tiene

S

Gol(fo)ny"(m) = [Idw, ® DHom(f, Wy)] (

= 2 Bi(o(m) © 85 = ng® (fo(m)).
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Asi, la asignacion no : Ida,-mod — Go es una transformacién natural bien

definida. Veamos que el morfismo 77(])\40 no depende de la elecciéon de base: sean

H := Hom (Mo, Wy), m € My y consideremos el morfismo ¢ dado en A.14,

—1
Endy(H) —— H @, DH ~"% W, ), DH,

I Y a8 a;
a®htH——a(m) ® h,

donde claramente la eleccién ¢! (Ig) = 3, a; ® af no depende de la eleccién
de base y 15" (m) = (em ® 1)~ (In).
Para mostrar los incisos (a) y (b) consideramos los morfismos

El’ldA0 (Wo) R HomAO (Mo, W())
\
3 Hom 4, (Mo, Wy)
Hom (1,0, Wo)
HOI’I’IA0 (WQ Rk ZDI‘IOI‘I’IA0 (MQ, Wo), WO)

definidos de la siguiente manera. Para elementos f € Endg,(Wy) v g €
Hom 4, (Mo, W) se definen \T/(f ® g) = fg y el morfismo 5(f ®g)(w®h) =
h(fg)w para w € Wy y h € DHom 4,(My, Wy). Como el dlgebra End 4, (W)
es isomorfa al campo k, tanto U como ® son isomorfismos. Verificamos que el
diagrama anterior es conmutativo: para m € My se tiene

B(f®g) (Z a;(m) ® ai‘) =

D> ai(fg)ai(m) =
fg(m)) = T(f @ g)(m).

Aplicando el funtor Wy ®; D(—) al diagrama anterior se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo,

Hom 4, (n)", Wo)(®(f @ g))(m)

Wo ® D[Enda,(Wy) ®, Hom 4, (Mo, Wy)]

Idw,®D¥

IdWOLX)D:I; Wiy Q% DHOYnAO<M0,W())

Go(néw())

Wo Q4 DHOHIAO(WO Rk DI‘IOI’I‘IA0 (]\407 WQ), Wo)
Mostraremos que al cambiar Go(néw ) por ng oMo) oy el diagrama anterior
se sigue teniendo conmutatividad. Tomemos una base dual (f;, f)¥; del k-

espacio vectorial Hom 4, (Wy ®r DHom 4, (Mg, Wy), Wy). Por un lado, para
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un elemento w € Wy y una funcién h € DHomy, (Mg, Wy) se tiene que
[Idw, @ D¥](w @ h) = w ® (ho ¥). Por otro lado

[Ldw, @ D®]y5° ™ (w e h)

[Idw, ® DO] <Xu: filw®h) ® f¢*> =

=1
D fiweh) @ (ff o ®).
i=1

Debemos mostrar entonces que la expresién w ® (h o \Tl) es igual a la expresion
Yoiy filw® k) @ (fF o ®). Para ello consideremos el isomorfismo K dado por

Wo @i, D[End a,(Wo) ® Hom 4, (Mg, Wo)], w®H
Ki lK
Homy,([End 4, (Wo) ®x Hom, (Mo, Wo)], Wo), [f®g= H(f©g)w].

Para f € Enda,(Wy) v g € Homu, (Mg, W) se tiene pues que
KO fiwah) e (ffo®)(fog) = Zf (feg)filwah) =
i=1

= (f®9)(w®h) = h(fg)w

mientras que

K(w® (hoW))(f®g) =h((f @ g))w = h(fg)w

Go( 0))

Por lo tanto el diagrama anterior (sustituyendo Go(1{™) por g es conmu-

tativo y tenemos (b). Ya que Idy, ® DV y Idy, ® D® son ambos isomorfismos,
tenemos que Go(70™°) y 77(? o(Mo) ¢ 2 mbién son isomorfismos, lo que muestra (a).

Nos restringimos ahora a la clase X V Wy de Ag-mdédulos. Ahi todo médulo
My es cogenerado por Wy (lema 2.12) por lo que néwo es un monomorfismo (inciso
(¢)). Finalmente probamos que G preserva sucesiones exactas. Supongamos
que € es una sucesién exacta en Z,

e=20 M() Eo No 0.

Usamos las formulas de Auslander-Reiten en el caso hereditario
Extl (No, Wo) & DHom 4, (™ Wy, Ny)

y el hecho de que Homy, (771Wy, Ng) = 0 pues [Nog] € X v [t W] € V.
Entonces Homy, (e, W) es una sucesién exacta

0 — Hom ,(Ny, Wy) — Hom 4, (Eoy, Wo) — Hom 4, (My, Wy) — 0.

Como Idw, ® D(—) es un funtor exacto se concluye que Go(e) = Idw, ®
DHomy, (g, W) es una sucesion exacta, por lo que se tiene (d). O

Sea (—,7) el levantamiento de (Go,70) a U(X V Wy). Por el lema 3.17
tenemos un funtor aditivo y fiel que preserva sucesiones exactas

G =Wy ® DHom, (—, Wp) : U(X V Wo) — U(Wy),

y cuya restriccién a U(Wp) es plena y densa.
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Lema 3.23 Supongamos que P J FE ! TP 0 es una su-

cesion que casi se divide en Z;{(X vV Wy). SiP e L?(Wo) entonces ? es un
morfismo que casi se divide por la izquierda en U(Wy). De lo contrario 7 es
una seccion.

Demostracion. Consideremos el diagrama dado por los mapeos universales,

P .
nP l t lnE lnrp
V3

0 ??ﬁ?ﬁ% 0.

Si P no es un objeto en U (W) entonces nf’ no es una seccién, por lo que existe

t:E%?tal que n = tg. Por lo tanton?:77,ycomon?:n? es un

isomorfismo (lema 3.22 mas incisos (a) y (b) del lema 3.17), ¢ es una seccién.

Por otro lado supongamos que P € U(Wy). Entonces n’ es un isomorfismo
vy ¢ = nFg(n")~! no es una seccién, pues g(n”)~! no lo es. Si U € U(Wpy)
VU — U no es seccién, entonces un® no es seccién, por lo que existe

s: E — U tal que un® = sg.
TN

P——=E
"Pl lnE
u 7
E

|
1]

Asi, por el lema 3.17(b) se tiene que nYu = 7771_3 = 777? = $¢. Como v
es invertible concluimos que v = (nU)_l?ﬁ, es decir, ? casi se divide por la
izquierda. (I

Lema 3.24 Sean P la componente posproyectiva de A-mod y Py el subconjunto
de P dado en el lema 3.18. Denotemos con Q(w) y Q a las imdgenes bajo
FW del AW -proyectivo inescindible no simple y del proyectivo simple respecti-
vamente (lema 8.18). Para i € {1,...,n,w} sea P(i) el A-mddulo proyectivo
Ae; (ver lema 3.10). Entonces Q = Wy = (Wy,0,0) mientras que Q(w) =
(Wo ® DHom 4, (R, Wo), k, Yq(w)) estd dado por vq(w) : 1 — nft. Ademds,

a) Si wy = dimWy es la raiz positiva mdxima del diagrama de Dynkin A

entonces P(w) =2 Q(w) y P(i) = (wy);Q parai=1,...,n.
b) Para todo [N] € P se tiene N e (Po).

¢) La funcion §(7") : P — N es aditiva.
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Demostracién. Claramente Q = Wy. Si Q(w) es el A"-médulo proyectivo

—

de vector dimensién (2, 1), argumentamos que Q(w) = FW(Q(w)) de la sigu-
iente manera. Primero se muestra que Q(w) es excepcional (pues el édlgebra
End 4, (Q(w) es isomorfa al campo y su vector dimensidn es raiz). Pero también

FW(Q(w)) es excepcional (pues F" es rigido) y estos médulos tienen el mismo
vector dimensién. Por el lema 1.13 Q(w) = FW(Q/(E))

Mostramos ahora (a). Para i =1,...,n es claro que Ae; = Age; = P(i)g
como w es un vértice fuente, P(7),, = 0. Debido a que dim;Hom 4, (Aoe;, Wp)
dimyg (e;Wy) = (wo); tenemos que

y

ID—(iS = (WO Rk l)HOI’l’lA0 (P(i)(), Wo), 0, O) = (wo)zQ

Por otro lado, P(w) = (R, k,Vp(.)) donde vyp(,,) es la transformaciéon 1 + Idg

(lema 3.10). Por la presentacién dada de [Q(w)] € Py es claro que P(w; = Q(w).
Las afirmaciones (b) y (¢) se muestran de manera andloga que en el lema 3.21.
O

Proposicion 3.25 SeanZ y P las componentes preinyectiva y posproyectiva de
A-mod respectivamente. Entonces las funciones () : T = Z y #(7) : P > Z
son tnvariantes bajo traslacion.

Demostraciéon. Mostramos el resultado en la componente preinyectiva Z. Del
lema 3.21(c) tenemos que la funcién f = #(%7) es aditiva. Por los lemas 1.33
y 1.25 la componente Z es un carcaj de traslacién propio, dirigido, hereditario sin
vértices proyectivos y con un numero finito de 6rbitas. Sea Sy la coseccién de 7
que consiste en las clases de isomorfismos de A-mddulos inyectivos inescindibles.
Entonces el subcarcaj pleno s, de Z determinado por Sy es isomorfo a A°P.
Por el inciso (b) del lema 1.28 se tiene que

f(780) = @z, f(S0),

donde ®3,, es la matriz de Coxeter asociada al carcaj Acp,

Ahora, por el lema 3.21(a) se tiene la igualdad f(Sy) = wo + e,. Por
construccién del algebra A = kA y el lema 3.7, el vector wy + e, estd en
el radical de la forma cuadratica gx.,. De la equivalencia de (a) y (c) en el
lema 1.8 se tiene entonces que ®x (wy + e,) = wo + ey, por lo que

f(780) = 5., f(So) = f(So)-
De manera anédloga se muestra el caso de la componente posproyectiva. O
Recordamos que A" es el dlgebra de Kronecker reducida del lema 3.18.

Corolario 3.26 Para cada A"™ -mddulo preinyectivo (posproyectivo) M el A-
médulo W (M) es preinyectivo (posproyectivo respectivamente).

Demostracion. Mostramos el enunciado para AW _médulos preinyectivos, el
caso posproyectivo es andlogo. Sean M; y M, ordenaciones admisibles (i, j € N)
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de AW y A-médulos inescindibles representantes de las componentes preinyec-
tivas de A" -mod y A-mod respectivamente, como en el lema 1.26. Probaremos
i

que para cada i € N existe j; € N tal que FW(M;) = M;,. Sea
N = {i € N | existe j; € N tal que FW(]\Z) = M, }.

Recordamos la notacién de los A-mdédulos FW(I/(Q\})) = I(w) = (0,k,0), y
FW(I) = I = W, que son imagen bajo F"W de los inyectivos inescindibles
I(w) y I en la categorfa de Kronecker A" -mod.

~

Paso 1. Para cada j € N existe un A" -mddulo preinyectivo N tal que M :
FW(N). Que existe un N con M ~ FW(N) es claro, pues M e UWy) y
FW es denso en U (Ws). Probamos por induccién que N es preinyectivo. Como
base inductiva la afirmacién es valida en los A-mdédulos inyectivos inescindibles
por el inciso (a) del lema 3.21. Supongamos que es cierta para My,..., M, y
consideremos la sucesién exacta en A-mod que inicia en My,

e=10 Motq fopi T (Mpp1) —0.

Por el lema 3.20 hay dos situaciones posibles. En la situacién (a) el A-médulo
771 (My41) no es un objeto en U(Wp), por lo que ‘& es una sucesion trivial, y el
resultado se tiene por hipédtesis de induccién. En la situacién (b) supongamos
que 771 (My41) = My es un objeto en U(Wy) (y por lo tanto m =~ My). De
nuevo por el lema 3.20 el morfismo f casi se divide por la derecha en U (Wo).
Por la proposicion 3.25 y el lema 1.19, como ﬁm =1=fMpy1, la sucesién 5
de hecho casi se divide,

-
=0 Mzﬂ f ! m 0.

Por hipétesis inductiva £/ < £ y ya que m > My es inescindible en U (W), se
tiene My = FW(]V ) para algiin A" -médulo preinyectivo inescindible N. Por
lo tanto exite un isomorfismo M1 = FW (15 (N)), de donde se sigue el paso
inductivo.
Paso 2. El conjunto de dimensiones dimkﬁj con j € N es un conjunto no aco-
tado de enteros. Recordamos que estamos identificando a M; con una terna
((Mj)o, (Mj)w,va;) donde (M;)o es un Ag-médulo. Observemos primero que el
conjunto de dimensiones dimy(M;)o con j € N no es acotado. En efecto, note-
mos que si la transformacioén yps; no es inyectiva, entonces existe un morfismo
My — M del inyectivo simple My = S(w) en M;, por lo que j = 0. Por lo tanto
Y, (Mj)w — |(Mj)ol es inyectivo para j > 0. Esto implica que si el conjunto
{dim(M,)o}jen C Z" es finito entonces el conjunto {dimM;}eny C Z"T es
finito (pues |Ny| = Homy, (R, Ny), ver lema 3.8). Por el lema 1.13, y ya que
cada M; y cada Ap-mdédulo inescindible es excepcional (lema 1.34), el conjunto
{dimAM/;} con j € N es infinito. Por lo tanto los conjuntos {dim(M;)o}jen C Z™
y {dimy(M;)o}jen C N son infinitos.

Como Ag es una k-algebra de tipo de representacién finito, lo anterior im-
plica que el nimero de sumandos directos inescindibles §(M;)o de (M;)o no es
acotado cuando j corre por N. Como (M;)o € ([Wop] V V) (proposicién 3.14) y
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Hom 4,(Wy,Y) # 0 para cada inescindible Y en ([Wp]VY) (lema 2.12), se tiene
que el conjunto de dimensiones dimyHom 4, (W, (M;)o) es no acotado, lo que
implica que el conjunto

dimy, (M )y = dimy Wy @, Hom_, (Wo, (M, )o),

no es acotado cuando j € N, y en particular el conjunto dimkﬁj no es acotado
cuando j € N.
Paso 3. El conjunto N es infinito. Por el paso 1 para cada j € Ny existe un
subconjunto finito I; C Ny de enteros no negativos y un natural dj > 0 para
cada £ € I; tales que

M, = P FY ().

Lely

Por la proposicién 3.25 el conjunto {ZIGI d }]GN estéd acotado. Como la di-

mension sobre el campo k de ﬁ no estd acotada cuando j corre por N (paso 2),
se sigue que el conjunto de maximos {max;cnI;} no estéd acotado. Observamos
que existe un incremento maxlI, < maxlI,y; precisamente en la situacién (b)
del paso 1, es decir, m My con T 1M[+1 = My. Por el lema 3.20 esto
implica que A/ es un conjunto infinito.

Paso 4. El conjunto N es zgual a N. Sea i € N arbitrario. Entonces existe zo tal

que para cualquier entero i’ > iy existe un morfismo no cero f : M — M en
la categoria de Kronecker .A/W\—mod. Por el paso 3, existe i1 > ig con i1 € N.
Asi, existe j;, tal que FW (M ) = Mj, , y por lo tanto existe un morfismo no

cero FW(f) : M, — v (M ). Ya que Mj, es preinyectivo, se concluye que

FW(J\Z) es un A—modulo preinyectivo 1nesc1ndible. Entonces i € N, lo que
termina la prueba. O

Las reducciones que daremos en la préxima seccién describen la subcategoria

U(Xy vV Wy VD) de A-mod, donde
.)C‘() = COIIL()([W(]D = {[N()] S indAO | [No] =< [VV()} pero T(;l[No] ﬁ [Wo}}, y

Yo = COHR()([W()]) = {[Mo} € ind Ay ‘ [Wo] < [M()] pero [Wo] ﬁ TO[MO}}.

Esta subcategoria contiene casi completas a las componentes preinyectiva y
posproyectiva de A-mod.

Teorema 3.27 Consideremos los subconjuntos de indAg dados por
Xo = COHLQ([W()D Yy yo = COI’IR()([W()]).

a) Elnidmero de clases de isomorfismo de A-mddulos inescindibles posproyec-
tivos que no estan en la subcategoria U(Xy V [Wo]) es finito.

b) El nimero de clases de isomorfismo de A-mddulos inescindibles preinyec-
tivos que no pertenecen a U([Wol V M) es finito.

Demostraciéon. Mostramos (a) por pasos. Para ello fijamos un orden con-
trario al admisible {N;};en (lema 3.13) de representantes de los elementos de
la componente posproyectiva P del dlgebra A, es decir, si se tiene un morfismo
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irreducible f : N; — NN; entonces ¢ < j. Consideramos los subconjuntos de
indAq dados por

G ={[Zy] € indA, | existe h([Zo]) € N tal que Zo = Ny, (2.}

GP = {[Zy] € indA, | existe h([Zy]) € N tal que Z, = Nizon}-

Paso 1. Tenemos que F;GP y GP = 7,GP. Para la primera contencién
observamos que si [Zy] € GP, entonces Zy es isomorfo a un sumando directo
la restricciéon a Ag-mod de NE([Zo])’ y por el lema 3.14(a), tenemos que existe

h([Zo]) < h([Zo]) tal que Np((z,)) = Zo, es decir, [Zg] € GT. Para verificar la

igualdad GP = 7,GP recordamos que si Z es un Ag-médulo inyectivo, entonces
Zy es un A-médulo inyectivo (lema 3.10). De esta manera, si Zy € G entonces
el Ap-médulo Zy no es inyectivo, pues Zy es posproyectivo y A-mod no es de
tipo de representacién finito (lema 1.33). Entonces por 3.11 existe una sucesién

de Auslander-Reiten en A-mod de la forma

7 — (Flz (9.0)  _
=0 Zo 2 (Yo, Zol, | f]) —=—> 75 Zg

0,

y por lo tanto ’7'(;120 es posproyectivo en A-mod, es decir, GP C 79GP Si por
otro lado 7y 1Zy pertenece a G7, entonces por la sucesién &g anterior se tiene
que Zo es posproyectivo, y por lo tanto G D 7,GP.

En particular, si [Zg] € GT, entonces Zy no es inyectivo en Ag-mod.
Paso 2. El conjunto S¥ = G* — GP es una coseccion conexa en I'(Ap). La
primera condicién de coseccién se satisface claramente, pues GP = 70GF. Ve-
rificamos la segunda condicidn, es decir, si x — s es una flecha en T'(Ag) con
s € SP, entonces o bien x € S7 6 7, (x) € S¥. Veamos que € GP. Si
s = [Zp] entonces, como Zj no es inyectivo en Ag-mod, z corresponde a la clase
de isomorfismo de un sumando directo del Ap-mddulo Y en la sucesién exacta
anterior 5. Por lo tanto, por el lema 3.13(a), z € G¥. Ahora, si z ¢ G7
entonces z € S”.

Queda por mostrar que si z € GP, entonces To_l(x) € SP. Por la igualdad

GP = 7,GP, ya que = € GP entonces 75 H(x) € G, por lo que basta ver

que 7, (z) ¢ GP. Supongamos pues que 7, '(z) € GP. Entonces 7, '(z) no
es inyectivo y 75 %(x) € GP. Si 2 = [Xg], entonces existe una sucesién de
Auslander-Reiten en la componente posproyectiva de A-mod de la forma

0

75 1 Xg — (Uo, |75 ' Xol, |h]) 75 > Xo 0,

donde uno de los sumandos directos de Uy pertenece a la clase 7, *(s) = [1,* Zo]
de nuevo por el lema 3.14(a), se tiene que 7, '(s) € G¥. Esto contradice que
s € GP — GP. Entonces 75 '(z) € SP y por lo tanto S” es coseccién. La
conexidad se debe al lema 1.27, pues por la igualdad GP = 7,G7 el conjunto
S? contiene a lo més un elemento de cada érbita. Esto prueba el paso 2.

Para cada [Zp] € ind A, definimos el conjunto

N([Zy]) = {i € N| Z es isomorfo a un sumando directo de N;|4,}-



106 3.5. MAPEOS UNIVERSALES Y RANGO.

Paso 3. 87 = {[Zy] € indAy | N([Zo]) es un conjunto infinito}.  Para ello
observamos primero que [Zg] pertenece a G si y solo si N'([Zp]) # 0, y en tal
caso

h([Zo]) = minN ([Z]).

Esto es consecuencia del lema 3.14(a). Por otro lado, mostramos que [Zy] € GF
si y solo si N([Zp]) es un conjunto finito, y en tal caso

h([Zo]) = maxN ([Z)).

En efecto, si [Zy] € GP entonces para cualquier N; tal que Zg es isomorfo a un
sumando directo de (N;)o, existe un morfismo de Ap-médulos fy : (V;)og — Zo
y por lo tanto un morfismo de A-médulos f : N; — Zy dado por

‘fO"YNi

(Nz)w —— ZO|

IN; \L

|(Ni)o| ——= [Zo.
| fol

Por lo tanto i < h([Zo]) y N'([Zo]) es un conjunto finito (no vacio). Supongamos
ahora que N ([Zy]) es finito no vacio y sea jo su elemento méximo. Entonces
la restriccion a Ag de la sucesién que casi se divide que comienza en N, no es
trivial, y por el lema 3.11 se tiene que N;, = Zy. De esta manera [Zy] € GP y
h([Zo]) = maxN([Zy]). Como consecuencia [Zy] € GF si y solo si N'([Zy]) # 0,
y en tal caso [Zy] es un elemento de GP si y solo si N([Zg]) es un conjunto
finito. Esto prueba el paso 3.

Mostramos finalmente el inciso (a) del teorema. Por el paso 2 el conjunto
S? = GP7 — GP es una coseccién conexa, que estd contenida en {[Wy]} U
ConlL([Wj]) por la proposicién 3.14. Ademdis S” contiene a [Wy] por el coro-
lario 3.26. De la unicidad en el lema 2.10 se sigue que la coseccién S” es igual
a la coseccién {[Wy]} U ConLg([Wy]), es decir,

S7 ={[Wol} U Xo.
Por el paso 3 el siguiente subconjunto de N es finito,

N=|J N(ZD.

[Z0]€GP

Supongamos entonces que N; es un A-médulo posproyectivo (j € N) que no
estd en U(Xy V Wp). Entonces la restriccién N. ila, tiene como sumando directo
a un Ag-médulo Zy que estd en GP, y por lo tanto j € A, que es un conjunto
finito. Esto muestra (a), la prueba de (b) es similar. O
Las funciones #(7) y #() descritas arriba estdn relacionadas con el rango
dentro de las clases de A-médulos del teorema anterior. Recordamos que, como
se define al principio de la seccién, el rango de un A-mdédulo inescindible M =

(Mo, My, v,) estéd dado por
I‘k(M) = dimka — MMy,

donde myy, es el nimero de sumandos inescindibles de My isomorfos a Wj.
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Proposicién 3.28 Sean I’ y P’ los subconjuntos de las componentes prein-
yectiva 1 y posproyectiva P devA-mod determinados por los inescindibles que se
encuentran en U(Wo V Yo) y U(Xo V Wo) respectivamente.

a) Si [M] €I’ entonces rk(M) = ]iﬁ
b) Si[N] € P’ entonces rk(N) + ﬂﬁ =en,-

Demostracién. Primero mostramos (a). Notamos que en un diagrama pull-back
con flechas horizontales suprayectivas

Mw*)Mw

]

‘HO‘ ‘M0|a

se satisface la igualdad dimkﬂw - dimk‘ﬂo‘ = dimy M, — dimg|My|. Ya que
[Mo] € Wy v Yo y dimgyHom, (Wy,Y) = 1 para cualquier [Y] en Vo, se tiene

me; = MM, + €M, -

Como dimy|Wy| = 2y dim|Y| = 1 (lema 3.9) tenemos que dimk|ﬁo| =2mg;
y dimyg| M| = 2mpy, + enr,. Por lo tanto

dimy, M., — dimg|Mo| = dimy, M, — dimy,| M),
dim M, —2mg = dimd — (2mag, +ea,),
dimkﬁw —my — (mg ) = dimpM, —mag, — (mag + ea),
k(M) — (mgz ) = rk(M) — (mas, +ea,)-

Entonces rk(ﬂ) = rk(M) pues mgz. = M, + en,- Terminamos la prueba

de (a) notando que ﬁM = rk(M ), pues M es preinyectivo en la subcategoria
de Kronecker U(Wp) (lema 3.21(b)). En efecto, si N = (N, No, N, Na,) es
un médulo preinyectivo en la categoria de Kronecker A% -mod entonces §N =
dim; Ny — dim; N;. Bajo el funtor F% dado en el lema 3.18 se tiene

(FY(N) =4(W @ N) = dimg(S(w)® Np) — #(Wo ® Ny) =
= dimy N — §(Wy ® Ny) = rk(FV(N)).

Mostramos ahora (b). Observamos que si [Ng] € Ay V Wy entonces
mye = MmN, + eng

pues si [X] pertenece a Xy entonces dim;Hom 4, (X, Wy) = 1. Asi

rk(N) —rk(N) = (dimpN,, - my,) — (dimN, —mg)
= €ENg-
Se muestra que ﬁﬁ = —rk(ﬁ) por ser ﬁ posproyectivo en la subcategoria

de Kronecker U(Wy). En efecto, si M = (My, My, M,,, M,,) es un médulo
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posproyectivo en la categorfa de Kronecker A" -mod entonces §M = dimy, M; —
dimy, M,. De nuevo bajo el funtor FW se tiene

FFV (M) =W @ M) = §(Wo® M) — dim,(S(w) ® My) =
= #(Wo ® M) — dimy, My = —rk(F"W (M)).

Se concluye entonces que

rk(N) —&—ﬁﬁ = en,-

O

Sea S una seccién conexa de la componente preinyectiva de A-mod contenida
enZ’. Por el lema 1.27, S interseca cada 6rbita de 7’ en exactamente un vértice,
por lo que por la proposicién 3.25, rk(S) = wg + e, es el vector radical de la
forma cuadratica g asociada a A. Por otro lado, existe un entero minimo ps > 1
tal que para cualquier seccién conexa S en P’ se tiene rk(S) = rk(77P4S). En
otras palabras, existe un entero m4 tal que

pa—1

Z rk(77S) = ma(wo + ey).

=0

Los enteros pa y ma, que llamaremos periodo y multiplicidad de la com-
ponente posproyectiva, dependen solo del tipo del diagrama de Dynkin A. Sus
valores se muestran en la siguiente tabla.

Diagrama Tipo tubular Periodo Multiplicidad
Ap,q (p,q) m.c.m.(p, q) %
D, nimpar (M —2,2,2) 2(n — 2) 2(n — 3)
D, npar  (n—2,2,2) n—9 W3
Eq (3,3,2) 6 5
E7 (4= 3, 2) 12 11
ES (55 37 2) 30 29

3.6 Reduccién de algebras de Dynkin extendido.

Sean A un carcaj de Dynkin y Ael carcaj de Dynkin extendido correspondiente
tal que el vértice agregado es fuente. Sean Ag y A las algebras de caminos de Ay
A respectivamente y consideremos la ditdlgebra A = (A, 0) con diferencial cero.
En esta seccién estudiamos ditélgebras reducidas AX y AY a través de médulos
admisibles, completos y rigidos X, Y, que se definen a partir del Ap-médulo Wy
y representantes de los vértices de Xy = ConLg([Wo]) v Yo = ConRg([Wy))
respectivamente.
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ConLo([VYo]) COnl}O([WO])

ConR([Wo))

Uno de nuestros objetivos es describir representaciones excepcionales de las
reducciones AX y AY, de manera que a través del uso de los funtores FX y F'Y
obtenemos explicitamente representaciones excepcionales del carcaj de Dynkin
extendido A.

Para un subconjunto de vértices S de I'(A4g) denotamos con Ags al subcarcaj
pleno de T'(A4p) determinado por §. Recordamos que Xy = ConLg([Wy]) =
{Wi;} econi=1,....,ngy s =1,...,t (el entero ¢t toma los valores 1, 2 6
3 dependiendo del tipo tubular de A, consultar seccién 2.3). Por simplicidad
cambiamos a la notacién W7, = X7. Con esta notacién los médulos Wy y X7
(s=1,...,t) coinciden. Ver la siguiente figura para un ejemplo con dos alas de
orden 3 y 5.

Consideremos el Ap-médulo

J— S
Xo=Woa @ X;.
1<i<ng
s=1,...,t
Denotamos con Ay, al carcaj Aqw,jjux,- Sea Ma . la matriz asociada a Ax,,
que es invertible por el lema 1.3. Sea A;(i el carcaj cuya matriz asociada es la
inversa M&l .
Xo

Lema 3.29 El Ag-mddulo Xy dado arriba es admisible y completo. Denotamos
con (Zy, Po) a la escision del dlgebra de endomorfismos opuesta Ty de Xg. La
k-dlgebra Zy es trivial. El dlgebra tensorial reducida Ag(”, dada por Tz, (Fy),
es isomorfa al dlgebra de caminos del carcaj A}i. Ademds, existen bases duales
finitas de elementos legibles

{(pf,j7’7?,j)}1§i<j§ns Y {(af7§f)? (aa§)7 (a/aé-/)}%fi<n.g>

=1,...,t s=1,...,t

de Py y Homy, (R, Xo) respectivamente, donde las restricciones de (a,&) y
(a’,&") a Homy, (R, Wy) son base dual. Se puede elegir la base de Py de manera
que para 1 <i<j<ng, 1 <k<l<n, yl<rs<t se satisface

p{s ‘pr _ pf)b SZJ = k,S =T,
ik 0, de otra manera.
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Si definimos a;, . = ay, _1py, _1.,,, entonces es posible elegir la base del espacio
Hom 4, (R, Xo) tal que para 1 < j <mng, 1 <k <l <n,yl <rs<tse

satisface
apl, = a;, sij=k,s=m,
3k 0, de otra manera,

(todos los productos por P arriba se toman en o). Denotamos con ps a la re-
striccion a Hom 4, (R, Wo) del morfismo as, (que pertenece a Hom 4, (R, Xo)).
Estos morfismos determinan representacwnes inescindibles no isomorfas entre
si Wo(ps), para s =1,... t.

Demostracién. Observamos que existe un morfismo no cero en Homy, (X7, X7)
siy solo si r=s, i < j. Consideremos

Zo = End 4, (W) ® EB End 4, (X7)°P,

1<i<ng
s=1,...,t

P= @ Homu,(X;,X5)7.
1<i<j<n,
s=1,...,t
Entonces el algebra opuesta de endomorfismos de X, vista como algebra de
matrices, es triangular con diagonal isomorfa a Z;y. Por el lema 1.14 la k-algebra
Zy es trivial, pues todos los sumandos inescindibles de X son excepcionales.
Es claro que se tiene una descomposicién de Zp-Zy-bimddulos

'y = End g, (Xo)” = Zy ® P,
y por lo tanto Xy es admisible y completo (lema A.25). Ahora, por definicién
Aé(O = (TAO (0))X0 = TZO (P(Bk)

Fijamos una base dual del Zy-médulo derecho Fy. Para cadai=1,...,ns — 1
denotamos con p;; ; a un morfismo no cero entre X; y X7, ;. Todos los morfis-
mos p; ;1 son irreducibles y son monomorfismos, pues cada X; es cogenerado
por Wy (lema 2.12),

pné 1,ng

) ) pL5 2,ng—1
X3 X3 D ECEEED, GIP S ¢ —_—— 1

Para cada 1 <1i < j < ng definimos

s __ .8 S s
Pij = Pii+1Pi+1,i+2 - -Pj—1,5-

Entonces {(p; ;,7;;)} es una base dual de elementos legibles de F%, que por
construccién satisface la ecuacién del enunciado.

Recordamos que el dlgebra de caminos k:A;(i es isomorfa al dlgebra tensorial
Tz, (Wx,) donde Z; es la k-dlgebra trivial correspondiente a los caminos idem-
potentes ef de A)_(i y Wx, es el bimédulo de flechas del carcaj A)_(i. Claramente
se tiene un isomorfismo de algebras ®q : Z7 — Zy que asigna cada idempotente
e en el morfismo identidad f; del médulo X .

Por el lema 1.3 a cada flecha o : i — j de A ! Je corresponde un camino P
de i ajen Ayx,. Este camino se encuentra contenldo en un ala (n;) de I'(kA)
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(para algiin s € {1,...,t}) pues [Wo] es pozo en Ax,. Se define ®;(a) = ;.
Como o = ae; y o = e, observamos que

1 (a)Po(e;) = ’Yf,jfis = ’Yis,j = ®y(aey),

Do(ej)@1(a) = fivi; =i = Pi(eja).
De esta manera la asignacién ®; se extiende a un isomorfismo de Z;-Z;-bimé-
dulos a través de P,
o, Wx, — Fy.

Por lo tanto los isomorfismos @y y ®; se extienden a su vez a un isomorfismo
de algebras tensoriales

D TZ1 (WXO) - TZO(P(T)7

cuyas restricciones a T'y Wx, son ® y ®; respectivamente.

Fijamos ahora una base de Homu, (R, Xo) a partir de la base elegida de
Py. Primero tomemos un elemento no cero aj € Homy, (R, X7) para cada
s =1,...,t. Definimos recursivamente aj = ai_;p; _;; € Homu, (R, X;) para
1 <i < ns. Notemos que aj # 0 pues p;_; ; es monomorfismo. Damos una base
{a,a’} de Hom 4, (R, Wy). Consideramos todos estos morfismos como elementos
de

Hom , (R, Xo) = Homy, (R, W) & € Homy, (R, X;).

1<i<ng
s=1,...,t

Entonces {(af, &), (a,§), (a’,&)} (coni=1,...,n,—1,s=1,...,t) es una base
dual de elementos legibles de Hom 4, (R, X() que satisface, por construccién, la
férmula del enunciado.

La tultima afirmacion se sigue de la observaciéon previal al lema 3.12. ]

Lema 3.30 Sean A = Ap[R] y B la subdlgebra de A dada por B = Ag|0].
Denotemos con A a la ditdlgebra con diferencial cero A = (A,0). Entonces el
B-mdédulo X = Xo ® S(w) es admisible completo y la ditdlgebra reducida AX
es isomorfa a (kA}i [RX0],6%), donde RX0 = k‘A)}i ®z, Homa, (R, Xo)*. La
diferencial 0% tiene la siguiente forma explicita en flechas sdélidas (elementos
de las bases elegidas en el lema 3.29 para la componente Li del estrato, ver
proposicion 3.6). Para £ € Homy, (R, Xo)* identificamos a & con la matriz
(8 g) € L, asi como a~y € P con la matriz (g 8) € L.

Vector en Homy, (R, Xo)* | Su diferencial 6°

& Di<ic Vi ®&
6 Zs:l,m,t 65 Zl§i<n5 mes 0 557
3 Zs:l,.u,t By Z1§¢<n5 Yin, ®&F

donde ps = Bsa + BLa’ para cada s =1,...,t.

Demostracion. La prueba es una aplicacién directa de la proposicién 3.6 a los
resultados del lema anterior 3.29. Para el cédlculo de la diferencial se usan la
propiedades de las bases dadas en el lema 3.29. (]

Recordamos que dimyHom 4, (R, Ng) = 1 para cualquier Ny € Xy y que
dim;Hom 4, (R, W) = 2 (por el lema 3.9). Entonces la extensién de un punto
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A [RX°] se forma agregando dos flechas sélidas del vértice w al vértice m co-
rrespondiente al médulo maximo en A}i, y una flecha sélida de w al resto de
los vértices. La siguiente figura muestra el carcaj de la ditalgebra reducida AX
cuando A es el dlgebra de caminos de la extensién del diagrama de Dynkin A,
linealmente ordenado (suprimimos en la notacién el superindice s = 1, pues solo
tenemos un ala).

(3.1)

El caso de la reduccién AY es andlogo al anterior. Damos los detalles co-
rrespondientes. Escribimos Y;® en lugar de la notaciéon W7, (1 < i < ngy

) ,Ns
s = 1,...,t) para representantes de los elementos de ). En este caso todos
los Ag-médulos Wy y Y§¥ coinciden (s = 1,...,t), ver como ejemplo la siguiente
figura,
Y] »
(V7]

Y=Y ]=[Wo]
2]

[¥s]

ConRo ([Wo)) v
[¥5]

Definamos el Ag-mdodulo

Yo=Wee P Y7,

1<i<ng
s=1,...,t

y denotemos con Ay al carcaj Aqw,juy,- Sea Ma,, la matriz asociada a Ay,
y sea A;,Ol el carcaj cuya matriz asociada es la inversa M&i .
0

Lema 3.31 FEl Ag-mddulo Yy dado arriba es admisible y completo. Denotamos
con (Z}, Qo) a la escision del dlgebra de endomorfismos opuesta Ty de Yy. La
k-dlgebra Zj es trivial. El dlgebra tensorial reducida AS/", dada por Ty (Q5), es
isomorfa al dlgebra de caminos del carcaj A;Ol. Ademds, existen bases duales
finitas de elementos legibles

{(qf,j’€f7j)}1§i<j§ns Y {(bf,@f),(lﬁ 0)7(b/v0,)}1<iﬁnsa

=1,...,t s=1,..., t

de Qo y Homy,(R,Yy) respectivamente, donde las restricciones de (b,0) y
(t/,0") a Homy, (R, W) son base dual. Se puede elegir la base de Qo de manera
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quepara 1 <i<j<ms, 1 <k<fl<n,yl<rs<t se satisface

R
1,51k, ¢ 0, de otra manera.

Sea b5 un morfismo no cero en Hom (R, Wy), diferente del morfismo ps dado
en el lema 3.29, y consideremos a b como un elemento de Homx,(R,Y)).
Entonces es posible elegir la base de Homy, (R, Yy) tal que para 1 < j < ng,
1<k<tl<n.yl<rs<t se satisface

b, = b;, sij=k,s=m,
7k, 0, de otra manera,

(todos los productos en I'y)).

Demostracién. Se observa que existe un morfismo no cero en Homy, (Y, Y}?)
siy solosir=s, i< j. Consideremos

Zy =Enda,(Wo)” © €D Enda,(Y;)”,

1<i<ng
s=1,...,t
— S S\ O
Q= P Enda (Y7, Y))™.
1<i<j<ng
s=1,...,t

Entonces el algebra opuesta de endomorfismos de Y[, vista como algebra de
matrices, es triangular con diagonal isomorfa a Z{. De nuevo por el lema 1.14
la k-dlgebra Z| es trivial. Es claro que se tiene una descomposicién de Z}-Zj-
bimédulos

6 = :EIldA0 (Yo)Op = Z(l) &b QQ,

y por lo tanto Yy es admisible y completo. Por definicion
Ag® = (T, (0)™ = Ty (Qp)-

Como en el caso anterior existe un isomorfismo Tz (Qf) = kA{,Ol de algebras
graduadas. Para ello se fija una base dual del Zj-mddulo derecho ()y. Para cada
i=1,...,n5 — 1 denotamos con ¢;,,; a un morfismo no cero entre Y;* y Y%,
(recordamos que cada Y;® es una copia de Wp). Todos los morfismos ¢, ,, son
irreducibles y son epimorfismos, pues cada Y;® es generado por Wy (lema 2.12),

s
Ang—2,ng—1

43 2 42,3

Wo : Yy — Y5 Y7

Tno—1,ms
AP N (i
Para cada 1 <7 < j < ny definimos

s __ 8 S s
Q5 = Giv19i41,i42 - - -1,5-

Entonces {(qf7j75f7j)} es una base dual de elementos legibles de @, que por
construccién satisface la ecuacién del enunciado.

Queremos dar ahora una base de Hom 4, (R, Y)) a partir de la base elegida
para (Qy. Primero notamos que para toda s = 1,...,t se tiene un diagrama
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conmutativo en Ag-mod (ver lema 2.13) dado por

Prg—1mg Wo a2

/ \

Xno—1 Yy
T /J

s
WZ,n_gfl?

a la que le corresponde una sucesién exacta que casi se divide de la forma

(lema 1.36)
{PZS}LM }Wo SWs,. 1 [QEQ] Yy 0,

)0— X’Zs—l

Aplicando el funtor Hom 4, (R, —) (exacto pues R es un Ag-médulo proyec-
tivo) al diagrama anterior y recordando que para cualquier s se tiene que
Hom, (R, W5, 1) =0 (lema 3.9), obtenemos una sucesién exacta

0 —> Hom, (R, X{__;) —2> Hom, (R, Wy) —> Hom, (R, Ys) —= 0,

donde ® = Hom(R,p;, _;,.) y ¥ = Hom(R,qi,). Observamos que el niicleo
de W es el espacio generado por ps (ver el lema 3.29), pues

0=(®(ay, 1)) = Y(ag, 107, —1,,) = Y(ps)-

De esta manera, comenzando para cada s = 1,...,t con un b € Hom 4, (R, Wp)
distinto de cero y de ps, y considerando a este morfismo como un elemento de
Hom 4, (R, Wp), obtenemos un morfismo no cero b5 = biqi ,. Supongamos que
se tiene elegido un b no cero (1 < i < ny) tal que b = bigq;,; paracadal <j <i.
Al morfismo ¢; ;. le corresponde una malla en el ala 6° de la forma

S
Y; .

we Y,

i,ns—1

S
Wi+l,ns—17

ala que a su vez le corresponde una sucesion exacta que casi se divide (lema 1.36)

] "5

S S S S
0o——=W, 1 ———=Y oW, Yi, 0.

De nuevo por 3.9 al aplicarle Hom 4, (R, —) a la sucesién anterior nos queda un
isomorfismo de espacios vectoriales

00— HOIIIA0 (R, )/ZS) L Hoon (Ra YVzi—l) —0.

Tomamos bj,, = V(bj) = bjq];,,, que por lo anterior es distinto de cero.

Entonces {(b7,6%), (b,0),(0',0")} (con i = 2,...,ns, s = 1,...,t) es una base
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dual de elementos legibles de Hom 4, (R, Yy), donde las restricciones de by b’ a
Hom 4, (R, Wy) determinan una base, que satisface por construccién la férmula
del enunciado. O

Lema 3.32 Sean A = Ay[R] y B la subdlgebra de A dada por B = Ag|0].
Denotemos con A a la ditdlgebra con diferencial cero A = (A,0). Entonces el
B-mddulo Y = Yy @ S(w) es admisible completo y la ditdlgebra reducida AY
es isomorfa a (kA;Ol [RY°],8Y), donde RY® = kA;Ol ®z, Homy, (R, Yy)*. La
diferencial 0¥ tiene la siguiente forma explicita en flechas sélidas (elementos
de las bases elegidas en el lema 3.31 para la componente Ly del estrato, ver
proposicion 8.6). Para 8 € Homy,(R,Yy)* identificamos a 6 con la matriz
(96) € LY, asi como a e € Qf con la matriz (§9) € LY.

Vector en Hom, (R, Yy)* | Su diferencial 6

03 Qe ®9—|—0¢’55f,j®9’+21<i<j 5, ®0;,
0 0,
0 0,

donde b5 = asb+ alb, para s =1,...,t.
Demostracién. También consecuencia de la proposicién 3.6 y el lema 3.31. [

De nuevo por el lema 3.9 tenemos que dimyHom 4, (R, My) = 1 para todo
[My] € Yy y dimpHom 4, (R, Wy) = 2. Asi, el carcaj de la extensién Aj°[RY]
se forma agregando dos flechas sélidas del vértice w al vértice m correspondiente
al médulo maximo en A;017 y una flecha sélida de w al resto de los vértices. La
siguiente figura muestra el carcaj de la ditdlgebra reducida AY cuando A es
el algebra de caminos de la extension del diagrama de Dynkin A, linealmente
orientado.

(3.2)

Lema 3.33 Los Ag-mddulos Xo y Yy son rigidos.

Demostraciéon. Probamos el caso Xg. Por las férmulas de Auslander-Reiten en
el caso hereditario, para cualquier par de Ag-mddulos M, N tales que [M], [N] €
{[Wo]} U Xy se tiene que

Extly (M,N) = DHom, (" 'N, M) =0,
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pues M < Wy en I'(Ag) y 77 'N £ W
El caso Y} es andlogo. Si M, N son Ap-médulos tales que [M], [N] € {[Wy]}U
Yo se tiene que

Extly (M,N) = DHom,(N,7M) =0,
pues Wo < Ny Wy A 7M. O

Denotemos con AX y AY a los carcajes determinados por las dlgebras ten-
soriales AX y AY. Sea @X el subcarcaj de AX obtenido al eliminar el vértice
de extension w y el vértice maximo m, asi como todas las flechas que inician
o terminan en ellos. Como AY se obtiene de AX al cambiar la orientacién de
las flechas punteadas, ¢¥ = (€X)°P. Recuperamos el carcaj AX a partir de ¢¥
uniendo una copia de la grafica de Kronecker w ——= m , una flecha sdlida de
w a cada vértice de ¢X y una punteda de m a cada vértice de €X. De forma
similar se recupera AY a partir de ¢¥. Las formas cuadraticas de los carcajes
AX y AY coinciden, y serd denotada mediante ¢*¥. Sea d = (dy, ..., dp,d,) un
vector entero positivo en Z" 1. Observamos que el valor ¢*¥(d) no depende del
par de enteros d,,, d,,, solo de su diferencia r = d,, — d,,,, que llamaremos rango
del vector d. En efecto, si denotamos con € a la grafica subyacente de ¢ (y
¢Y), se tiene

@) = di+ En:df = 2dpdy, — En: did., + En: didm + Y didj =
i=1

= iz Zm TS
= (o —dn)?+ D A= dilde —du) + > did; =
i=1 i=1 yeS
i#Em i#Em yii—g
= 4> didi—r)+ Y did;. (3.3)
=1 yec€
i#Em yii—j

Por lo tanto si d es una raiz de ¢*¥, entonces para cada entero no negativo u el
vector

(dlwﬂadmfladm+u7dm+17"'vdnadw +u)

también es raiz de ¢®¥. Asi, las raices de las reducciones AX y AY estdn dadas
en familias numerables para cada entero r = (d,, — d;)-

Proposicién 3.34 Sean AX = (A% %) la ditdlgebra dada en el lema 3.50 y
AY = (AY,6Y) la ditdlgebra dada en el lema 3.32. Entonces las dlgebras de
endomorfismos de todo AX-mddulo excepcional y todo AY -mddulo excepcional
son isomorfas al campo k. Supongamos que wq es la raiz mdzima de la forma
cuadrdtica qo y sea £ el mayor entero que aparece como entrada de wq.

a) Si d = (dy,...,dn,d,) es la dimension vectorial de un AY -mdédulo ex-

cepcional M tal que FY(M) es un A-mddulo preinyectivo, entonces r =
(dy — dp) satisface 1 <r < /.

b) Sid = (di,...,dn,dy) es la dimension vectorial de un AX-médulo ez-

cepcional N tal que FX(N) es un A-médulo posproyectivo, entonces r =
(dw — dim) satisface =1 <r < Y"1 d;.

i#Em
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Demostracion. Por el lema 3.33 es claro que los B-mddulos X y Y son rigidos.
Entonces la primera afirmacion es consecuencia del lema 1.14, pues los funtores
FX y FY son rigidos.

Mostramos primero el inciso (a). Recordamos que la restriccién a B de
FY(M) estd dada por Y @z M, por lo que ewFY (M ) > d,S(w). Ademss se
tiene

_ /—\_/ n
Y(M)|a, = Yo @7 M =D d;Y;,
i=1

por lo que M (py (31))e = dpm. De esta manera
r=dy = dy = dimy(F (M) = mpy (37, = TK(FY (M)).

Por la proposicién 3.28 y ya que FY (M ) es un preinyectivo en A-mod que se
encuentra en U(Wy V )), tenemos r = rk(FY (M )) = tFY(M ) Debido a la
proposicién 3.25 se concluye que 1 < r < /.

Mostramos ahora (b). Ya que d = dlirnﬁ es el vector dimension de una
representacién excepcional N , por el lema 1.11 se tiene que d es raiz de ¢*Y. Por
la férmula (3.3) es claro que ¢*¥(d) = 1 implica —1 < r. De manera similar al
caso anterior se prueba que r = rk(FX (N )). Por la proposicién 3.28 y ya que
FX(N) es un posproyectivo en A-mod que se encuentra en U (Xy V W), se tiene
la siguiente igualdad,

SN —=
r+tFX(N) = rk(FX(N)) + 8FX (N) = €(px (7)),

Se obtiene el resultado observando que E(FX (N = ZZZ}H d;. O

Las siguientes tablas 3.2 y 3.3 muestran familias de raices positivas de la
forma cuadratica ¢*¥ asociada a las ditlgebras reducidas AX y AY. En la no-
tacién Rgr)é 1 S€ especifica el rango r y el tipo tubular ¢, £2, 3 de la subgréfica

donde la raiz es sincera. La presencia de un exponente en el tipo tubular ¢2, ¢3
6 %2 da cuenta de los enteros d; distintos de uno fuera de los vértices w y m.

Rango Raices Subgrafica sincera €
-1
-1 Rg& ){ 0
0 T’RQ 11 1

1 1 1 1
Rgil7iRg%1aRg%1aRé%2 (Z); 13 %; 1

2 2 2
2 Ré%WRé%Z’Ré,%,Q S 1;

=
=

Tabla 3.2: Raices positivas (reducidas) de ¢®¥ de rango menor. Veremos mas
adelante que las raices marcadas con  (rango cero) no son la dimensién vec-
torial de ningtin AY-médulo excepcional, mientras que las marcadas con I no
corresponden a AX-mdédulos excepcionales.
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Rango Raices Subgrafica sincera €
3) (3)
3 RE) IR R T TR R |
3,3,20 144,32 1.1 1o
1 1
3) (3)
R i RY SRR B R R
3,3,227 "Y4.32 Lol o]
2 2
4) (4)
4 R 23 Re4 oo R IR I RO AR B |
4,3,227 V53,2 1o vy
2 2
4 . pE) TSI e
Ry 32,925 Ry 32 9 Lol Tl e
132, 132, PR il
2 2
(5) () C
5 Ry 52 925 R 52 o3 EREED SR U D Wl S RE
132, 32, FIY- PR
2 3
5) (5) e e
R 22 023 Res 222 o3 ) IREE ARG N AR NI IRHC AR e A |
5,322,227 'V5,322 9 3 Vo iy
2 3
6) (6) -
6 R( 22 935 ez 322 93 LR 1 15 awbinc d
5,322,237 'V52,322 9 3.5 LD
3 3

Tabla 3.3: Raices positivas (reducidas) de ¢*¥ de rango mayor. En las raices
de rango 4 y 5 las parejas (7,7) toman los valores (1,2) y (2,1). En el tltimo
caso los enteros a, b, ¢,d son mayores o iguales a uno y su suma es cinco. Con
implementaciones en GAP [14] se puede argumentar computacionalmente que
esta tabla y la tabla 3.2 contienen todos los tipos de raices positivas de ¢™¥.

Lema 3.35 Sea ¢*Y la forma cuadrdtica asociada a las ditdlgebras reducidas
AX y AY y sea d = (di,...,dn,d,) una raiz positiva de ¢°Y. Si el rango
r =d, — d,, del vector d es menor o igual a dos, entonces la restriccion de d a
su soporte es uno de los vectores en la tabla 3.2.

Demostracién. Recordamos que

i—1 yee
i#Em yii—j

Si r < 1 entonces los tres sumandos de la derecha en la ecuacién anterior son
no negativos.

Caso r < 0. En este caso ¢*¥(d) = 1 implica que » = —1 y por lo tanto
n
0= di(d;+1)+ > dd,.
i=1 yee
i#Em yii—J
Entonces d; = 0 para ¢ € {1,...,m,...,n} por lo que d tiene la forma Rﬁ}li

Caso r = 0. Ahora tenemos

1= ¢*¥(d) = id? + Y did;,
=1

i= vee
i#Em yri—j
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por lo que existe un dnico ¢ € {1,...,Mm,...,n} con d; distinto de cero y ademds
d; = 1. En este caso el vector d tiene la forma R;"{l
Caso r = 1. Para este caso tenemos la igualdad

0= i:dz(dz_ 1)+ Z didj,
=1

@ vee
i#Em Y=g
por lo que si una entrada d; con i € {1,...,m,...,n} es distinta de cero, en-

tonces d; = 1. Mas ain, dos vértices ¢, j tales que d; = d; = 1 no pueden
estar en la misma rama de los carcajes AX 6 AY de las ditalgebras reducidas,
pues en tal caso existe una flecha punteada v € €, entre los vértices i y j (ver
figuras (3.1) y (3.2)), y por lo tanto el sumando ) yee d;d; es mayor que cero,

=7

lo cual es imposible. Por lo tanto, si existen vértices i tales que d; > 0, entonces

d; = 1 y cada vértice i se encuentra en un brazo diferente. Esto corresponde a
(1) 1) 1) 1)

los cuatro casos de rango uno Ry {1, Ry 11, Ra21 Y Raso-

Caso r = 2. Ahora tenemos una igualdad de la forma

n

3= "di(di—2)+ Y _ did;.

i=1 yec
i#Em yii—J
Supongamos que existen indices iy, ...,4, en un mismo brazo de AX (6 AY)

tales que d;; > 0. La aportacién de las entradas d;; en la igualdad anterior estd

dada por
¢

Z di;(di; —2) + Z ds(y)d()

j=1 yee

donde € es el subconjunto de € dado por flechas (punteadas) entre los vértices
i1,...,1p. Ya que todos estos vértices pertenecen a un mismo brazo, € tiene
exactamente ¢(¢ — 1)/2 elementos. Por lo tanto

D daiydigy) =

yee’

)

o —1)
2

y ademds es claro que Z§:1 di,(d;; —2) > —{. Entonces

J4

-1 02— 3¢
Zd-j (dz] — 2) + Z ds('y)dt(fy) > % —{ = 3 .
J=1 yee

De esta manera la contribucién de cada uno de los brazos de AX (6 AY) es

a) —1, sien el brazo hay exactamente dos vértices ¢, j con d;, d; > 0y ademds
d =d; =1,

b) —1, si en el brazo hay exactamente un vértice ¢ con d; > 0 y ademads
d; =1,

¢) no negativa, en todos los demds casos.
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Para alcanzar la igualdad ¢®¥(d) = 1 se deben sustraer tres unidades al
entero 12 = 4. Esto es posible solo cuando el carcaj AX (6 AY) tiene tres
brazos y cada uno de ellos se encuentra en una de las situaciones (a) 6 (b) dadas
arriba. Esto corresponde a los casos Ré?%j, ’R;(f%’Q y Rg?gg (el caso R§2%3 no
aparece pues 3,3,3 no es el tipo de diagrama de ningtin carcaj de Dynkin, ver
la tabla 2.2 en el capitulo anterior). (]

3.7 Familias de AY-médulos excepcionales.

Presentamos ahora algunas familias de AY -médulos excepcionales correspondi-
entes a rafces de rango menor (tabla 3.2).

Observamos primero que el carcaj de la ditalgebra reducida AY contiene un
subcarcaj de Kronecker Ks (que consiste en las flechas 6 y 8, de diferencial
cero). Por lo tanto, si M es un AY -médulo inescindible con dimensién vectorial
d de rango cero, entonces la restriccion M |k, no es rigida, pues

0 = (dw—dn)® = qi,(dim(M]|r,)) =
= dimyHomg, (M|x,, M|x,) — dimyExtj. (M|x,, M|x,),

(ver lema 1.4). Por el lema 1.12, la representacién M no puede ser excepcional,
es decir, no existen AY -médulos excepcionales de rango cero.
Enseguida se describen las series de raices positivas sinceras de ¢”¥ con rangos
~1,0y 1.
(-1
-1
Rl =

Para las familias de raices anteriores R de rango distinto de cero damos una serie
de AY-médulos excepcionales M con dimensiones vectoriales correspondientes
(ver el lema 3.36). Recordamos que las matrices I+, IT se forman a partir de I
agregando un renglén de ceros al final y al inicio de I respectivamente.

M = ke (3.4)

It

k[
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Esta serie de rango menos uno corresponde a las Ks-representaciones posproyec-
tivas (proposicién 2.4), y sus imagenes bajo F¥ se encuentran en la componente
posproyectiva de T'(A) (por el corolario 3.26). A la derecha, en la figura 3.4, se
muestra el carcaj de coeficientes correspondiente al caso ¢ = 6.

s . 1
Por otro lado, la familia de raices Rg i , de rango uno corresponde a los

Ky-médulos preinyectivos, por lo que sus imagenes bajo FY son A-mdédulos
preinyectivos. Recordamos también que las matrices I, I~ se forman a par-
tir de I agregando una columna de ceros a la izquierda y a la derecha de [
respectivamente.

MY 0 = e (3.5)

ké

En la figura anterior se muestra el carcaj de coeficientes del caso ¢ = 4.

p 1 -
Para las raices de rango uno de la forma Ré i 1 se distinguen tres casos. Sean
My =1y My = I7. (en lo sucesivo se omitird el subindice 2 en 63 y €5, pues
ninguna de las ramas que aparecen tienen longitud mayor que dos).

Caso §Y(0°) = z(c” ® 0) Caso §Y(6°) = 2'(° ® 6)
~(1) ’ ]\/[95':[1,0,...,0] M95:[07~~~5071]
— 1
MY 1 = ket P o Y

k Caso §¥(0°) = x(e* ®0) +2'(* ® ')
Mos=[0,...0,1,0...,0]

(3.6
Para el caso 6Y(0°) = z(¢® ® 6) tomamos Mys = [1,0,...,0] y cuando 6¥(6%) =
z'(e° ® 0') hacemos Mys = [0,...,0,1] (z,z" # 0). En el caso §Y(0%) = z(¢* ®
0) + 2'(e®* ® 0') podemos colocar el uno de la matriz Mps en cualquier lugar,
Myps =10,...0,1,0...,0] (s € {1,...,¢}). En la figura anterior se dan carcajes
de coeficientes correspondientes a cada caso para ¢ = 4.

Para terminar el caso de rango uno observamos que se pueden dar carcajes de
coeficientes de los AY-médulos excepcionales 1\42(12)1 [y M2(12)2[€] determinando
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representaciones excepcionales para cualquier forma de la diferencial §Y,

MY [0 MY [0
ké +1

Mgr=[1,0,...,0]
Mps=[0,...,0,1] Mpu=[0,...0,1,0...,0]
(3.7)

En efecto, si existe i € {1,...,t} tal que 6¥(") € k(c* ® 0) (recordamos que

Mg = I*), entonces tomamos r = i. De forma similar, si existe j € {1,...,t}
tal que 6¥(¢7) € k(¢/ ® 0') tomamos s = j (My = I*"). En cualquier otro
caso tomamos r, s y u de manera arbitraria. Hacemos My = [1,0,...,0],

Mg =1[0,...,0,1] y Mg« = [0,...0,1,0...,0]

Lema 3.36 Las series de AY -mdédulos de rango menos uno Ml(_lll) [ t>1)y

TaANgo uno Ml(ll)l[ﬂ], ]\72(11)1[6], Mélz)l[l] Yy Mélz)z[é] (¢ > 0) dadas arriba consisten
en representaciones excepcionales.

Demostracion. Como se muestra en la proposicién 2.4 las representaciones
Z/\‘l/l(?l) [y Ml(ll)l[ﬁ] son excepcionales. Para los casos restantes, ya que las
dimensiones vectoriales de las representaciones exhibidas son raices de ¢*¥, por
el lema 1.4 basta mostrar que sus algebras de endomorfismos son de dimensién
uno. .

Consideramos primero la familia Méll)l[f] con 6Y(6°) = z(e° ®0) (x # 0).
En el siguiente diagrama damos un endomorfismo f = (f°, f!) mediante las
matrices A, BY y C° =[] (parte f0) y A' =[ai...,a}] (parte f1).

AO

ké+1 k@—i—l
Kt — a K
0.1 .G.l
[1,0...0,0] el [1,0...0,0]
k k

Ya que las flechas 6 y 6’ determinan un subcarcaj de Kronecker se tiene A° = [aI]
y BY = [al] para algiin escalar a. Ademads, de la definicién de morfismo (A.5)
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tenemos
[1,0...0,0]A° = C°[1,0...0,0] + zA' T,
es decir,

[a—c0...0,0] = 2[0,a7 ...a}],

y por lo tanto a = ¢’ y A! = 0. De esta manera EndAy(MQ(}l)J[E]) = kld. El
caso 0Y(0°) = 2/(e* ® ') (¢’ # 0) se trata de manera similar y para el caso
(0°) =x(e®*®0)+2'(e° ®0') (figura 3.6) observamos que la ecuacién anterior
tiene la forma

[...0,a—c"0...]=2[0,a]...a}] +2'[a] ...a},0],

_ 0 1 1
por lo que se concluye de nuevoa=c"ya; =...=a; = 0.

Calculamos ahora el dlgebra de endomorfismos de M2(12)2[€} (el caso Mz(lz)l 4]
es andlogo) con ayuda del siguiente diagrama,

k£+1

Ya que el cuadrado central es conmutativo se tiene A° = [al] y B® = [al] (para
algin a € k). Las siguientes ecuaciones se deducen de la definicién de morfismo
y las condiciones §¥(0") = e"®0, 6Y(6°) = e°®0' y §Y(0") = z(c“®0)+2' (e“®0")
(x,2" #0). Otras condiciones se tratan de manera similar cambiando el primer
y/o el segundo renglén por uno similar al tercer renglén,

[a—c0...0,00=[0,a]...a}],

[0,0...0,a —d°] = [0,b1 ...b}],

[...0,a—¢%0..]=2[0,c]...c;] +2[c]...c},0],
demaneraquea=c"=d"=e’yai =...=a,=bl=...=b, =cl =... =
c; = 0. Por lo tanto el dlgebra de endomorfismos de M2(12)2[€] tiene dimensién
uno, lo cual termina la prueba. ([l

El caso de AY -representaciones de rango dos se considera por casos depen-
diendo de la paridad del pardmetro ¢. En la figura (3.8) mostramos explici-

tamente una serie de médulos para ¢ par (representaciones ]\73523)2[(]) corres-
pondiente a las raices de tipo RéQ%Q junto con el carcaj de coeficientes en el caso

¢ = 8. Representaciones correspondientes a raices de tipo R:(f%z[f] y tipo ngz
se obtienen eliminando del médulo 1\73523)2[& las matrices Ngv y/o Ngw (lineas
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punteadas en el carcaj de coeficientes), dependiendo del valor de la diferencial
0Y. El caso ¢ impar es descrito en la figura (3.9).

Ett2 -

Nor=[1,0...]...0,0]
Ngs=[0,0...]...0,1]
Ngu=]...0,1,0...]...0,1,0...]

——

Nyv=[0,0...|1,0...]
Now=[...0,1|...0,0]

N=If,01f, -
N'=I;7,®1;,

N
k

(3.8)

Para dar las transformaciones Ngr, ]%s y ]%u supondremos que las flechas 0",
0° y 0" satisfacen

VO =" @0, VO ) = @0 y 0Y(0") =a(" @)+ /(" ®0),

donde x y 2’ son escalares diferentes de cero (la forma de N§23)2[€] es la misma,
salvo permutacién en los indices r, s y u, para otras formas de la diferencial).
Tomamos las transformaciones Ng» = [1,0...]...0,0], Ng- =[0,0...|...0,1] y
Nou = [...0,1,0...|...0,1,0...], donde las posiciones de los unos en la dltima
matriz son arbitrarias dentro de los bloques que separa la linea central.

Para el caso £ impar hacemos la misma suposicién sobre la diferencial de las
flechas 6", 6° y 6" y mostramos como ejemplo el carcaj de coeficientes para el
caso £ =T.

M§23) 2 [€]7 caso ¢ impar
k2 —

Mpr=][1,0...0,0|1,0...0]
Mps=]0,0...0,00...0,1]
Mgu=[0,0...0,0|...0,1,0...]

Mgv=[0,0...0,0[1,0...0]
Mgw=[0,0...0,1|...0,0]

M=I7, ,,®1 /5
M'=I7, 017,
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(en la presentacién de las matrices Mem . ,Mgw el bloque de la izquierda de
linea | tiene tamano (¢ + 1)/2 + 1, mientras que el de la derecha tiene tamafio

(6—1)/2+1.)

Lema 3.37 Las series de mddulos de rango dos N§23)2[€] (¢ >0 par) y Mé?ﬂé]
(¢ > 1 impar) dadas arriba consisten en AY -representaciones excepcionales.
Mads aiin, las representaciones Né?z[ﬁ], N2(22)2[£] Yy M?EZQ)Q[Z], ]T/.f2(22)2[€] que se ob-
tienen al remover las matrices correspondientes a las flechas 0% y/o 0" también
son excepcionales.

Demostracién. De nuevo calculamos &lgebras de endomorfismos y usamos

el lema 1.4. Consideramos primero el caso ¢ par (representaciones ]\N/'§23)2[£])

Damos un endomorfismo (9, f1) de ]%23?2[6] mediante las matrices A°,..., GO,

que conforman la parte fO y Al ... G! para la parte f! (que por claridad
mostramos abajo en diagramas separados).

k.l—‘rQ k£+2

Q'@Q\\i\\\ - u\\\
I —
Dy

ke
/
v
k

/Jg

o> <

EO

En este caso se tiene Q = N = I @Iy Q =N = 02 ® Ly A(iemfis

tenemos R = Npr = [1,0...]...0,0], § = Npo = [0,0...|...0,1], U = Npu =
[..0,1,0...]...0,1,0...], V = Npo = [0,0...]1,0..] y por iltimo W =
Ngw =[...0,1]...0,0] (figura 3.8).
k£+2 k€+2
oo oo
R g Kt
T Y
B Tk
Fl
o
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Las matrices A%,...,G° y A',...,G' se encuentran sujetas a las siguientes
ecuaciones que se obtienen de la definicién de morfismo (A.5). Recordamos que
nos encontramos bajo la suposicién §¥(6) = 6¥(6') = 0, 6¥(0") = " ®46, 6¥(0°) =
e*®0 y V(") = x(e"®0)+2' (e ®6¢") (y por lo tanto 0¥(6V) = e’ @0+ @67
yov(0v) =¥ @6 + 5" @ 6%),

SA°=DYSs+B'Q’, 3.10
Q' A’ =BQ, Q WA=G°W+E'Q'+G*S. ( )

RA°=C°R+A'Q,
{ QA°=B0Q, Q { VA°=F'V4+D'Q+F'R,
UA°=E°U+zC'Q+a2'CrQ’,

Considerando restricciones a la subcategoria de Kronecker, las matrices (A%, BY)
determinan un morfismo Qg/ s Qé/ R Qg/ *e Qg/ * de Ay-médulos (consultar

proposicién 2.4), y por lo tanto estdn dadas por bloques de la siguiente forma
(recordemos que End 4, (Pf/z) =~ k),

0 __ G/In+1 b/In+1 0 __ a[n b/In .
A _[G/Im-l TANE B° = J1, ol | donde n = ¢/2,

para escalares a,b,a’, b’ € k. Las primeras dos ecuaciones del centro (3.10) se
reescriben como sigue,

[a—c°,0...0,0[6',0...0,0]

1 1 1 1
|:O,G;1 ...a4/2|07az/2+1 ...a€i| 5

[b}...b;/2,0|b;/2+1...b},0] :

[0,0...0,a[0,0...0,b— d°]

en particular se tiene que a’ = b = 0, y por lo tanto la tercera ecuacién central
tiene la forma

[...0,a—€%0...]...0,b—¢€0...] = x[O,C%...c%/2|0,cé/2+1...cﬂ +
+[L‘/ [C%"'C%/Q?(”C%/Q-irl"'C%?O:| .

Asi se tiene a = b= = d° = e y A' = B! = C!' = 0 (en particular las
representaciones NQ(QQ)Q[E] son excepcionales). Por otro lado, las ecuaciones del
lado derecho son

[0,0...0,0la — £°,0...0,0] {o,di...d}/z\o,d;/m...dﬂ n

+[£4,0...0,0[0,0...0,0],
0,0...0,a—4°[0,0...0,0] = [e%...e;/z,me;/m...e}g,o} +
+[0,0...0,0/0,0...0,g'],

de donde se sigue que a = fO = ¢°, D! = E' =0y F!' = G! = 0. De esta
manera fC = ald y f' = 0, es decir, el dlgebra de endomorfismos de N§23)2[£]

tiene dimensién uno y J\NZPE?Q[E] es excepcional (asi como los médulos NéQZ)Q[E])

Consideramos ahora el caso Mé?z[ﬂ] dado en la figura (3.9). En este caso
se tiene Q = M = Iy @1y Q =M = I31y ® 1,7, )5 Ademds
tenemos R = Myr = [1,0...]1,0...0], S = My- = [0...0[0...0,1], U =
Mg« = [0...0]...0,1,0...], V = Mg = [0...0[1,0...0] y W = My =
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[0...0,1]0...0]. De la conmutatividad del cuadrado que corresponde al sub-
carcaj de Kronecker, la pareja (A°, B®) determina un morfismo de As-médulos

5“/2 & Q§_1/2 — Q§+1/2 &) Qg_1/2, y usando la proposiciéon 2.4 se tiene

(n=(¢—1)/2)

40 — alpyo 0 0o_ alnq1 0
= I, + VI, bl a1 VI bl

para algunos a,b,a’,b’ € k. De las primeras dos ecuaciones centrales en (3.10)
obtenemos las igualdades

[a+a —V,0...0b—c0...0] = [o,a}...a}+1/2|0,a}+1/2+1...al}] (3.11)

[0...0,a",1/]0...0,b—d°] = [b}...b;+1/2,0|b;+1/2+1...b;,o},

de donde se sigue b’ = 0, b = d° v B! = 0. Entonces la tercera ecuacién estd
dada por

[...0,a’,0...]...0,b—¢°0...] = :v[O,Ci...c}+1/2|0,c}+1/2+1...c}] +
ey [c%...c%+1/2,0|c%+1/2+1...c},O},

y por lo tanto @’ = 0, b =€’ y C! = 0. Ya que a’ = 0, de la igualdad (3.11)
se sigue que a = ® = b, y como b’ = 0 se tiene Al = 0 (en particular las
representaciones M2(22) 5[¢] son excepcionales). Finalmente, del par de ecuaciones

a la derecha en (3.10) se obtienen las igualdades

[0,0...0,0a—f°...0] = [o,d}...d}+1/2|0,d;+1/2+1...d}}+
+[fH0...0,0[f"...0],
0,0...0,a=g%0...0] = [ed.. ebyy.Olebyion - eh 0] +

+1[0,0...0,0[0...g'].

Entonces f! = 0porloquea = f'=¢° D! =FE' =0y F' = G! =0, es

decir, el dlgebra de endomorfismos de Mé?z[ﬁ] tiene dimensién uno y M?E?Q[f]

es excepcional (asi como los médulos Mz@z) Esto termina la prueba. g






Capitulo 4

Construccion de moédulos
excepcionales para A.

En este capitulo usamos las representaciones excepcionales reducidas dadas al
final del capftulo anterior y los funtores asociados a la reduccién FX y FY
para construir familias de A-médulos excepcionales, donde A es un carcaj de
Dynkin extendido con su vértice de extensién fuente. La construccién puede
ser hecha directamente a nivel de carcajes de coeficientes, para lo cual es nece-
sario conocer explicitamente algunas representaciones del diagrama de Dynkin
A. El carcaj de coeficientes correspondiente al A-moédulo excepcional méximo
Wy es indicado mediante @e. Los vértices marcados forman base del espacio
vectorial Homy, (R, Wy). El resto de A-mdédulos necesarios, cuyas clases de
isomorfismo conforman los conjuntos Xy y ), son indicados mediante la figura

. El indice ¢ determina la representacién X; 6 Y; correspondiente mientras

que la orientacién del tridngulo diferencia las alas de vértice [Wy] en el carcaj
de Auslander-Reiten de Aj.

B

4.1 Representaciones de Avn

Primero consideramos carcajes de Dynkin extendido A, (n > 2) con orientacién
lineal de sus flechas. En este caso el carcaj de Auslander-Reiten del diagrama

129
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de Dynkin I'(kA,,) consiste en una sola ala de orden n.

e

AN

1

VAN
NGNS

De acuerdo a los lemas 3.30 y 3.32 calculamos las ditalgebras reducidas AX y
AY , donde X es suma directa de representantes de los Ag-mdédulos proyectivos
y Yj es suma directa de representantes de los Ap-médulos inyectivos (ordenados
de izquierda a derecha en ambos casos). Para ello se fijan bases de los espacios
Hom 4, (R, Xo) y Hom 4, (R, Y)) como en los lemas 3.29 y 3.31, y se elige como
base de Hom 4, (R, W;) los vectores a = p; y o' arbitrario, y b} = b = d,
b’ = p1. Los carcajes correspondientes a las reducciones AX y AY se muestran
a continuacioén.

- 00

[SISREET

N

=Ri=I-]
oo ok

Respecto a las bases elegidas las diferenciales §* y Y tienen la siguiente
forma.

Flecha ‘ Su diferencial §% Flecha ‘ Su diferencial §Y

fjl‘ Doi<i<i ’Yzlgl ® &, X 931' 5%,;‘ QO+ iy 511,j ®0;,
g Zl§i<n1 P)/iynl & gz 9 0 07
¢ o, o | o.

El carcaj de coeficiente de una representaciéon excepcional correspondiente
a la raiz maxima del diagrama A,, que indicamos mediante la figura @e), es
sustituido en los carcajes de coeficientes de los .AY -médulos de rango menos uno

Ml(_lll) [¢] y rango uno Ml(ll)l [¢] dados en los puntos (3.4) y (3.5) de la seccién 3.7,

para determinar asi directamente carcajes de coeficientes para FY (Ml(zll) )y

FY (Ml(ll)l[ﬁ]) Se muestran como ejemplo carcajes de coeficientes para el caso
0 =4.
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Representaciones de rango menos uno Ml(zll) [ = FY(Ml(ll) ) (€ >0)y
representaciones de rango uno Ml(ll)1 [ = FY(Ml( 1)1[8]) (£>0).

[o7e]
C(FY (M{ ' [4])) C(Wo) C(FY (MY [4]))

kl’,—l kl+1
vt ) I -y
e ° ° ° ° ° ° ° ° ° Kl (41)
y= ] | A =

Kt k¢
VoKt ke
Vv= 11 | . v/
Kkt Kkt
\vz /. | /. . /
k“ [ ] [ ] ] [ ] ° [ ] [ ] L] [ ] kf

Ya que en el caso de orientacion lineal de las flechas de A}, se tiene una sola ala
de vértice [Wp] en el carcaj de Auslander-Reiten, observamos que, ademds de

M1(11)1 [4], aparecen solamente las representaciones reducidas de rango uno de la
forma Méll)l [4] (punto (3.6)). En este caso la representacién reducida Zﬂz(ll)l 4]
depende de un indice i correspondiente a la representacién Y;' (1 < i < n), para
la cual damos también un carcaj de coeficientes.

Representaciones de rango uno 1M2(11)1[£] =FY (lﬂz(ll)l[€]) (£>0).

q oo

cyh) C(Wo) et 4]
ké+1
V- I
[ | R e
k¢ ‘
Z‘ Sl
\i/{ﬁ—l 2 ‘
y= | [
k‘£+l .1 ° ] [ ] [ ] L] [ ]

Proposicién 4.1 Supongamos que Avn tiene orientacion lineal de sus flechas.
Entonces toda An-representacion preinyectiva inescindible es isomorfa a uno
de los modulos Ml(ll)l[é] o 1M2(11)1[€] (con 1 < i < n) dados en las figuras (4.1)
Y (4-2).

Demostracion. Por el teorema 3.27(b) y la construccién del médulo de re-
duccién Y, casi todo médulo preinyectivo inescindible es isomorfo a un objeto
en la imagen del funtor F¥. Ya que Y es suma directa de representantes de las
clases de Ag-moddulos inyectivos inescindibles, de hecho todo médulo preinyec-
tivo inescindible es isomorfo a un objeto en la imagen de F' Y,

Por la proposicién 3.34(a), si M es un AY-médulo inescindible tal que
FY(M ) es preinyectivo, entonces la dimensién vectorial dimM es una rafz
positiva de rango uno. Por el lema 3.35 y ya que el carcaj AY asociado a
la ditélgebra AY tiene un solo brazo, dimM es una de las raices Rﬁl[é] 6

Rglil[é] Entonces todo Ap-médulo preinyectivo inescindible es isomorfo a una
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representacién de la forma FY (M) donde M es alguno de los médulos M. 1(11) 114
6 MQ(,:L)J[Z]Z' con 1 <4 < n dados en el lema 3.36. O

Pasamos ahora al caso A, con orientacién de flechas no lineal, por lo que
tenemos dos alas de vértice [Wy] en el carcaj de Auslander-Reiten I'(kA,).

2

\ /1-%\12/ " \/

y'n2 1

n2 1

\/\/\/\/\/_
SN\ SN NN

77.11

VA WAV ANVAN
\/\/ \/”\/

y"l

Observamos que se tienen exactamente 2n — 2 representaciones inescindibles
Zy de Ay, tales que dimpHomy, (R, Zy) = 1. Por el lema 3.9 estos son los
elementos que conforman los conjuntos Xy y ). Se tienen reordenaciones de
estas raices como se muestra enseguida, donde como de costumbre wq es la raiz
maxima de Ay,

o 1

1 1 2 2 _ 11
{xlw' '7xn171aw07y27"'7yn2} - {0777171}7

1 101

2 2 1 1
{o1,.. 2y, 1, w0, Y2, Yn, } = {,,,,}

Més atin, ya que existen morfismos no cero Wy — Y;! y Wy — Yj2 paral < <
n1y 1 < j < ng, notamos que los elementos de ) corresponden a aquellas raices
tales que la flecha que une el tltimo uno con el primer cero tiene la orientacién
1 — 0. De manera analoga los elementos de X corresponden a aquellas raices
donde la flecha que une la serie de unos con la serie de ceros tiene la orientacion
0 — 1. Para la eleccién de bases de Hom 4, (R, Xo) y Homy4, (R, Y)) tomamos
a=p1,d =ps, bl =b=2d yb? =0V = a (consultar lemas 3.29 y 3.31). De
esta manera las diferenciales 6% y §¥ tienen la forma dada en la siguiente tabla.

Flecha ‘ Su diferencial §* Flecha ‘ Su diferencial §¥

gj; Zlgiq Véj ® 5’;’ 93; Ei,j ® 9/"’ Zl<i<j ‘511,23‘ ® 9212’
& 2i<i< 7"711' ®E, . 0] €1, @0 +3 i €0 ®07,
€ Z1§7l<n1 fyi,nl ® gz’ ) 0 Oa

¢ E1gi<n2 ’Yi2,n2 ® 5127 0 0.
Para completar la lista de médulos de rango uno que aparecen en el caso A,
consideramos representaciones reducidas del tipo zM2(12)1[€] ; (punto (3.7)) y des-

cribimos las representaciones FY (; M2(12) 11€];))- Las gréficas indicadas mediante
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@ y @ corresponden a carcajes de coeficientes de Y;! y sz respectivamente.
Mostramos como ejemplo el caso £ = 4

ey} cvy?) C(Wo) e Mgy [41)
1 N
I NI
[, | | i
13
Vo | | . j\
2 J
\ | | Py
1 ° ° [ ] L] [ ] [ ]

Estas representaciones de ;‘; corresponden a las representaciones IV, determi-
nadas por paseos 7 (en direccién contraria a las manecillas del reloj) dadas por
Gabriel y Roiter [13, seccién 11.3].

4.2 Representaciones de [/)v,ﬂ

Para los diagramas de Dynkin extendido de tipo ]5:1 fijamos la siguiente orien-
tacion de flechas,

o2 L%

™ —

03 <——— o4 ", 00 <— n-1@®

e ™

o] on

En la figura 4.1 se muestra el carcaj de Auslander-Reiten I'(kDy,) del diagrama
de Dynkin correspondiente Dy,. Ordenamos las alas de vértice [Wp] comen-
zando con el ala que contiene al proyectivo sincero (la de orden mayor en los
casos n > 4). Primero fijamos representaciones para las raices que aparecen
en la figura 4.1. Mostramos carcajes de coeficientes correspondientes al méodulo
maximo y a representantes de los elementos de Aj.

A A B e

cxly c(x?) cx?) c(x?) C(X35,.1) C(Wo)

. 7/ SN
A AH
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NN\ NGNS
SNSINGNS NN

SNSNS N
NSNS N
A VAV AWANZ N7

Figura 4.1: Carcaj de Auslander-Reiten del diagrama de Dynkin D,, correspondiente a la orientacién dada de flechas. Se muestran las
raices correspondientes a los costados izquierdo Xy y derecho )y de las alas de vértice [Wp].
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Para el calculo de la ditélgebra reducida AX consideramos las representaciones
de Dy, anteriores y observamos que ne = ng = 2 y que podemos elegir vectores

aly a3 taleslque a3 =[}]y a3 =[?]. Notamos que en tal caso se puede tomar
1

ai tal que a}, = [1]. Asi, definiendo a = a3 y @’ = a3 se tiene a),, = a +d

(consultar el lema 3.29).

La diferencial §* se describe en la siguiente tabla (s € {1,2,3}).

Flecha ‘ Su diferencial 6
¢ Y2 ®E + Di<icn, Vin, ® &L
¢ ’Yiz Q&+ ZlSi<n1 “Yz'l,nl ® &,
& Di<ici Vi ®&.

En particular se observa que 6% (&5) = 6%(£2) = 6%(€3) = 0.

Describimos ahora la ditdlgebra reducida AY. Por el lema 3.31 debemos
elegir vectores bi, b? y b} tales que

b%#ain:[%]v b%#CEg:[%], b?;ﬁag:[?],

(considerados como elementos de Hom 4, (R, Wy)) por lo que tomamos b} = [}],
b = [9], b3 = [1] y hacemos b = b y b/ = b?. De esta manera se tiene que
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BE=b+b.

Entonces la diferencial reducida 6¥ tiene la siguiente forma,

Flecha | Su diferencial ¥
0] €1, 00+ e 6, @0],
0% 6%,2 & Hla
03 e,00+68,00,
0 0,
0’ 0.

Para dar representaciones preinyectivas de f)vn elegimos primero moédulos del
diagrama de Dynkin D, correspondientes a los elementos de Yy (ver figura 4.1).
Enseguida mostramos sus carcajes de coeficientes.

A P> < g < e

c(y$) cv?) cvd) cvd) C(Yn,) C(Wo)
n_l/n \. / L) L[] L] A
ool |
4
[ i
27| 7 |
1

Para la construccién de f)\;—representaciones inescindibles usamos estos car-
cajes de coeficientes y las series de representaciones de la ditdlgebra reducida
AY de rango uno del lema 3.36 y de rango dos del lema 3.37. En cada una de las
siguientes figuras mostramos la representacién un forma matricial (izquierda) y
el carcaj de coeficientes para un caso particular del pardmetro ¢ (derecha).
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Representaciones de rango uno Ml(ll)l[ﬁ] =rY (Ml(ll)l[ﬁ]) (£>0).

c(m{y 1[4
[?Z] kfv—l—l kz
‘ 7/{% L/[Iz]
IR O R

k2£

(4.3)

o
10 o 1NN
WS vl S S S S
k(
Representaciones de rango uno MQ(}1)71[£]2 = FY(Méll)l[E]g) (£>0).

c(myy) | [42)
+1
) < pen
k2 [Uﬂ (4.4)
P R (R O

k2£+1 cee e e
(o1 0 ot IR
AP A /‘/‘/‘/‘/
k.@
Representaciones de rango uno Mé}f’l[ﬁ]z = FY(M2(11)1[€]2) (£>0).

e ([41?)
£+1
& ké-l—l

[I/zil] QX+1 lel (4.5)
= U= T 0
k,2£+1

kQé’_;'_l ...... e
=Y

[1e O] p2e+1 ‘ ‘ ‘

KT V[0 I Eerarare
k[+1

Representaciones de rango uno 1M2(11)1[€] =FY (ZMéll)l[é]) (£ >0).

c(MgY | [4])
k(?+1

1231 v i
ot WWWY
o | paten L0 I

k% k%
01 b I
B< Y L o] AN

kl
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Representaciones de rango uno M2(12)1[€]% =rY (1\7512)1[6]3) (£>0).

(M’ 4 1413)
kl+1
[Iz+1} 042
I v kT
£4+1 k2é+2 <
v
k2€+2

(4.7)

—
Ié+1

al T

k2’é'+2 ...... e e e e
- .
[0 Teqr] p2e+2
BTV [Lega 0] ‘/‘/‘/‘/‘/
k(+1
Representaciones de rango uno ZM2(12)1[€]2 =FY (1M2(12)1[£]2) (£ >0).

c(: My 4 [4]2)

2042 20+2
R

2041 Y

k,2£+1 k2l+1

0 1) ot IR
LT v (10] /‘/‘/‘/‘/

ké
Representaciones de rango uno 1M2(12)1[€]2 =FY (1M2(12)1[€]2) (£>0).

c(:M{ 4 [41%)
l+1

]y, <k MMA

Toya =

K22 g 4.9
L] INNInnia] Y

E20+2| 2042 ‘

i v L
k2€+1 k,2£+1
M R

07 et I

KX ¥ o4 0] /‘/‘/‘/‘ ‘
k£+1

Representaciones de rango uno Z]\/[2(12)2[6]5 = FY (;My5,[]3) (€ >0).

It ke+1 ’

|: Ty :| Voo Jt+2

1000 ]f2€+3 [qu} M/WW (4.10)
ates L I

E204+3| p20+3 ¢
I;,{+2 %
J20+2 20+2

=Y
[Le41 O] L2042

BT V[0 1) |/
k€+1
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Representaciones de rango dos iNQ(?Q)Q[é]% =FY (1]\72(22)2[6]3) (¢ =2k).

C(:N{3 L[613)

kl+2
et < @MM/WW
ot I e O O A

20+3 2043

ok k
Iogya ¥
k2f+2 k2€+2

) I
[0 Te4r] p2e+42

|
EAL S e 0] /‘ /‘ /‘ ‘ 7

/‘ /‘ /S
k@-i—l
51
L L
k41
A= B =
I I
Tyt1 Irk+1
(4.11)

Representaciones de rango dos JZN:)EQQ)Q[E}% = FY(“N:?Z)Z[@]%) (¢ = 2k).

C(;,:N$% L 1613)

k2+2
a5 AW WA YA WY
e il iRl

20+4 20+4
.k k
Tyeys v | 20+3 . e e e
k2€+3 k2£+2 ¥ [2—[f+2
o) ot P I I I
[0 Ipqq] 202
=
e V [Leg1 0] /‘/‘/“ /‘/‘/‘/
kZ+1
"
k41 IHT
01 0+1
k41
A= B=
o I
Lo+ IIJC'+1
0

(4.12)
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Representaciones de rango dos 1M2(22)2[€]§ =rY (lMQ(QQ)Z[E]g) (L =2k+1).

c(M L [113)
kf+2

o NI .

2043 2043

Lk k
2042 Y

k,2€+2 k2£+2

0 1i1) jats2 I I | B O T I

B ¥ [T 0] /‘/‘/‘/‘ ‘/‘/‘/‘/
L+
T T
k,+zI ]e_;,g
k41
A= B=
I I
Ik+1 Ik+1
(4.13)

Representaciones de rango dos ”M§22)2[€]§ =FY (”]\7:522)2[6]5) (L =2k+1).

CG,i M L[T13)

ké+2

o 1NN

N A I
ok k
Toers v |23
k,2£+3 k2€+2 ¥ 127+2
pres i L U U 1 A I R A I O A
[01e+1]k2£+2
=
Lt V [Let1 0] /‘/‘/‘/‘ ‘/‘/‘/‘/
kZJrl
; 0
k42 ]_>T
l+1
Ljo+1
A: N B: N
L L1
k1 Ilt+1
0

(4.14)

Proposicion 4.2 Con la orientacion dada al carcaj Dy, casi toda Dy-repre-
sentacion preinyectiva inescindible es isomorfa a uno de los mddulos dados en

las figuras (4.3)-(4.14).

Demostracién. Por el teorema 3.27(b) y la eleccién del médulo de reduccién Y,
casi todo moédulo preinyectivo inescindible es isomorfo a un objeto en la imagen
del funtor FY. .

Por la proposicién 3.34(a), si M es un AY-médulo inescindible tal que
FY(]\7 ) es preinyectivo, entonces la dimensién vectorial dim M es una raiz posi-
tiva de rango uno 6 rango dos. Por el lema 3.35 dimM es una de las raices de la
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tabla 3.2, con excepcion de las raices en la familia Ri(f%,g, pues los carcajes D,

son de tipo n1,2,2. Entonces casi todo i—médglg preinyectivo inescindible es
isomorfo a una representaciéon de la forma FY (M) donde M es alguno de los
médulos dados en los lemas 3.36 y 3.37, que son justamente los usados en las
figuras (4.3)-(4.14). O

—

4.3 Ditalgebras reducidas para los casos E,,.

En esta ultima secciéon damos las dlgebras tensoriales reducidas respecto a los
médulos admisibles X (izquierda) y Y (derecha) correspondientes a los casos
],E)\;, ]i,’:‘; y ]::‘Ts, para orientaciones arbitrarias de flechas (suponiendo que el vértice
de extension w es fuente). Las formas explicitas de las diferenciales 6 y ¢¥ de-
penden de la orientacion de las flechas, y puede calcularse en cada caso a partir
de las féormulas dadas en los lemas 3.30 y 3.32, y de la eleccién de representa-
ciones de los diagramas de Dynkin E,, correspondientes a los elementos en AXj
y Yo (consultar la figura 4.3 para el caso de orientacién de subespacio).
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Figura 4.2: Reducciones AX y AY de los carcajes de Dynkin extendido Eg (superior izquierdo), E7 (superior derecho) y Eg (inferior) con
orientacién de subespacio (todas las flechas en direccién al centro de estrella).
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Figura 4.3: Carcaj de Auslander-Reiten de los diagramas de Dynkin Eg (superior izquierdo), Er (superior derecho) y Eg (inferior) con
orientacién de subespacio (todas las flechas en direccién al centro de estrella). En cada caso se muestran las raices correspondientes al
costado izquierdo Xy y costado derecho )y de las alas de vértice [Wp).






Apéndice A

Algebras tensoriales con
diferencial.

A.1 Ditalgebras y sus modulos.

Sea k un campo arbitrario. En lo que sigue todas las k-algebras tendran uno,
los morfismos entre k-algebras enviardn al uno en el uno, todos los (bi)mdédulos
seran de dimensién finita sobre k£ y los médulos seran izquierdos, a menos que
se especifique lo contrario.

Definicién A.1 Una k-dlgebra T se llama positivamente graduada si existe
una descomposicion de k-espacios vectoriales

o0
T=PT,
=0

tal que sia € T; y b € T}, entonces ab € T;y;. Los elementos de T; se llaman
homogéneos de grado i . Sean T una k-dlgebra, A una subdlgebra de T y 'V
un A-A-subbimddulo de T. Se dice que T es libremente generada por (A,V)
st para cualquier k-dlgebra B, cualquier morfismo de dlgebras g : A — B y
cualquier morfismo de A-A-bimddulos p1 : V — B (donde B es visto como A-
A-bimddulo por medio de g ), existe un inico morfismo de dlgebras ¢ : T — B
que extiende a o Yy a ©1.

Lema A.2 Sean A una k-dlgebra y V un A-A-bimdédulo. Entonces el dlgebra
tensorial T4(V') es positivamente graduada y libremente generada por (A,V).

Demostracién. Recordamos que

oo

TA(V) =P Ve,

=0

145
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donde V&0 := A, VOl .=V y VOl .= V@,V parai > 1. La multiplicacién
esta dada a través del producto tensorial, mediante los isomorfismos canénicos
ARV 2Vy

V®i ® V®j N V®i+j.

De esta manera es claro que T4 (V') es positivamente graduada. Sean entonces
wo:A— Byp;:V — Bcomo en la definicién de algebra libremente generada.
Se define ; : V¥ — B para i > 1 de la siguiente manera

XLV p
(V1, .oy 0n) = 1(v1) - - ©1(Vn).

Se observa que esta es una asignacién A-balanceada mediante ¢q, por lo que
induce un morfismo ¢; : V¥ — B. La familia {¢;} induce un morfismo de
A-A-bimédulos

0 :Ta(V) = @V@ — B.
i=0
Es facil ver que ¢ es morfismo de algebras y la unicidad es clara. O

Lema A.3 a) SiT es libremente generado por (A, V) entonces el morfismo
T — Ta(V), determinado por las inclusiones de A y V en T, es un iso-
morfismo.

b) TR(WO D Wl) = TTR(WD)(TR(WO) QW ® TR(WO)).

Demostracion. Como tanto T como T4(V) son libremente generadas por
(A, V), existen morfismos unicos ¢, 1 que extienden las inclusiones de A y
Ven T, T4(V) respectivamente.

JL e E; . ‘l’
TA(V) T

Entonces ¥ o ¢ extiende la inclusién de A y V en T', y por unicidad oy = Idp.

j/, o £ 2 “pow

T Ta(V)

Anélogamente ¢ ot = Idrp, vy, por lo que se tiene (a).

Para mostrar (b) definimos A = Tr(W)y) y consideramos las inclusiones oy :
R—Tr(Wo@ W)y o1 : Wy = Tr(Wy ® W1), que determinan un morfismo de
algebras

c:A— TR(WO ) Wl)

Se definen ademas ¢y = o y
p1: AQr W1 @r A ——— Tr(Wy & Wh)

a®w®b———— po(a)wpg(d),
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que estd bien definido (pues ¢( es morfismo de R-R-bimdédulos) y por definicién
es morfismo de A-A-bimdédulos, considerando las acciones de A en Tr(Wo® Wh)
a través de ¢g. Entonces ¢g y ¢1 se extienden de manera Unica a un morfismo
de k-algebras

©: TA(A ®Rr W1 ®Rr A) — TR(WO S Wl)

Tomamos ahora los morfismos inclusién 1 : R — Ay ¢) : Wy — Ay
consideramos el morfismo de R-R-bimddulos

Yl W

W 1w ® 1.

ARrWi®r A

Hacemos ¥ = [Zﬂ WodW, = TA(AQrW1®R A) y notamos que 11 también
es morfismo de R-R-bimédulos. Entonces ¥y y 17 se extienden a un morfismo
de k-dlgebras ¢ : Tr(Wy @ W1) — Ta(A ®r W1 ®g A), que resulta ser inverso
de . a

Definicién A.4  a) Sea T una k-dlgebra positivamente graduada (con grado
la| para elementos homogéneos a). Una diferencial § de T es una trans-
formacion k-lineal 6 : T — T tal que 6(T;) C Ti41 y se cumple la regla
de Leibniz: si a y b son elementos homogéneos, entonces

5(ab) = d(a)b + (—1)lad(b). (A1)

b) Un dlgebra tensorial diferencial (ditdlgebra) A = (T,§) consiste en
una k-dlgebra positivamente graduada T que es libremente generada por
(To, Ty), junto con una diferencial § de T tal que 62 = 0. Un morfismo
de ditdlgebras ¢ : (T,6) — (T",9") es un morfismo de dlgebras p : T — T’
tal que ©(T;) C T! para toda i, y &' = @d. Denotaremos con A a la
subdlgebra Ty de T, y con V al A-A-subbimddulo T .

Observamos que si § es una diferencial entonces §(¢) = 0 para cualquier
c €k CT. Si A esuna k-dlgebra, entonces A = (T'4(0),0) es una ditalgebra
(lamada trivial sobre A). Recordamos que si M y N son A-médulos izquierdos
entonces Homy (M, N) es un A-A-bimédulo con acciones

la- £ bl(m) = af(bm).
Definiciéon A.5 Para A-mddulos M y N se define el subespacio
Hom 4 (M, N) C Homy (M, N) ® Hom 4 4 (V, Homy (M, N))
dado por los pares (f°, f1) que satisfacen
af®(m) = f*(am) + f*(5(a))(m), (A.2)

para todo a € A ym € M. Si ademds L es también un A-mddulo, se define la
funcidén composicion

o : Hom4(M, N) x Hom 4(L, M) —s Hom(L, N)
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como (f,g) — fog=(f0g° (fog)l), donde (fog)' estd dado para un v € V
con d(v) =, vivy por

(fog)'=flog"(w)+ fl(v)og’+ Zfl(vé)gl(vi')- (A.3)

La composicién anterior esté bien definida y de hecho determina, junto con
los A-médulos como objetos y grupos de morfismos dados por Hom 4 (M, N),
una k-categoria aditiva que se denota mediante A-mod y es llamada categoria
de médulos (de dimensién finita) sobre la ditdlgebra A [8, proposicién 2.3].

Lema A.6 Un morfismo de ditdlgebras ¢ : A — A’ induce un funtor
F,: A'-mod — A-mod.
Si ademds ¢ es suprayectivo, entonces F, es fiel.

Demostracion. La restriccién ¢ : A — A’ induce un funtor restricciéon F, :
A’-mod — A-mod. Se define F, = F,, en objetos. Para la definicién de F,
en un morfismo f = (f°, f!): M — N consideramos la composicién

v =2y L Homy, (M, N),

que es claramente de A-A-bimdédulos, pues 1 lo es a través de ¢p. Se define
entonces F,(f°, f1) = (f°, f! o ¢1). Verificamos que este es un morfismo: para
a €Ay mée M se tiene

a-f'(m) = o(a)f’(m) = f*(go(a)m) + f'(6(¢o(a)))(m) =
= fa-m)+ (' o p1)(8(a))(m).

Claramente la asignacion F,, manda identidades en identidades. Para ver que
F, abre composiciones basta verificar que

(go )t owr = (Fulg) o Fplg)).

Sea v € V' y hagamos §(v) = > viv). Entonces

(Folg) o Fo(g)'(v) = ¢ (e1(v) + g (p1(0)) f° +
+Zgl(<p1(vi))fl(<p1(v£’)) =

= (g0 /) (¢1(v)).

Supongamos ahora que f = (f°, f1) : M — N es un morfismo tal que F(f) =
(f°, fLop1) = 0. Entonces fO = 0 y si ¢ es suprayectivo entonces f! = 0, es
decir, F, es un funtor fiel. O

A.2 Estratos, triangularidad y extensiones.

Definicién A.7 Sea R una k-dlgebra y W un R-R-bimddulo con descomposi-
cion W = Wy @ Wy. Entonces (R,W) es llamado estrato de una ditdlgebra
A = (T,6) si R,Wy C Ty, Wy C Th, el dlgebra T es libremente generada por
(R,W) y §(R) = 0. Entonces 6 : T — T es un morfismo de R-R-bimddulos y
basta determinar los valores de la diferencial en Wy y Wy [8, lema 4.4].
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Lema A.8 Sean A = (T,6) una ditdlgebra con estrato (R,Wo @& W;) y A =Tp.
Supongamos que A’ es subdlgebra de A y que M y N son A’-mddulos. Entonces
existe un isomorfismo natural en M y N

Homp_g(Wy, Homy (M, N)) — Homur_a/ (A’ @ W1 @ A, Homy, (M, N)).

Demostraciéon. Se observa directamente que las asignaciones
Hom p_(W1, Homy, (M, N)) — Hom 4 (A’ @ W1 @5 A', Homy, (M, N))

It [a®u®a — ah(u)d]

y

Hom a4/ (A" @ g W1 @ A', Homy (M, N)) — Homp r (W1, Homy (M, N))

fi [u— fleuel).

son inversa una de otra. La naturalidad se puede probar también de manera
directa. ]

Por el lema anterior, como AQr W1 ®r A = T) =V, se tiene un isomorfismo

Hompg(M, N) Hompg(M,N)
2] —_— 2]
HOl’IlR_R(I/Vl7 Homk(M, N)) HomA_A(V, HOI’II},C(]\f7 N))

dado por (f°, f1) — (fo,ﬁ)-

Definicién A.9 Se dice que un estrato (R, W) de una ditdlgebra A = (T,0) es
triangular si

1) existe una sucesion de R-R-subbimddulos 0 = Wy CWgC---CW =
Wo tales que (5(W5+1) c AWHA;, para 0 < i < r, donde A; es la
subdlgebra de A generada por R y W¢,

2) existe una sucesion de R-R-subbimédulos 0 = Wlo - Wll C...CWy =
Wi tales que S(WiTY) ¢ AWI AW/ A, para 0 < j < s.

Si ademds cada bimddulo W¢ es sumando directo de Wg"’l para 0 < i < r, se
dice que el estrato (R, W) es triangular aditivo.

Toda ditalgebra con estrato triangular que satisface la conclusién del si-
guiente teorema es llamada ditalgebra de Roiter .

Teorema A.10 (Propiedad de Roiter) Sea A = (T,0) una ditdlgebra con
estrato triangular aditivo (R, W) tal que R es semi-simple. Consideremos un
par de R-mddulos M y N y morfismos

f° e Homp(M,N) y  f!' € Homg.zr(W;, Homy(M, N)).
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a) Si fO es retraccion (basta con ser suprayectivo, pues R es semi-simple) y N
tiene estructura de A-mddulo, entonces existe una estructura de A-mdédulo
para M (que extiende la de R-mddulo) tal que

(foa ﬁ) M — Nv
es un morfismo en A-mod.

b) Si fO es seccion (basta con ser inyectivo, pues R es semi-simple) y M tiene
estructura de A-mddulo, entonces existe una estructura de A-mddulo para
N (que extiende la de R-mddulo) tal que

(foa F) M — Na
es un morﬁsmo en A-mod.

Demostracién. a) Como f°: M — N es retraccién, existe un morfismo de R-
médulos ¢° : N — M tal que fOg° = Idy. Para dar una accién de A = Tr(Wp)
en M basta dar un morfismo ¢ : Wy ® M — M. Para ello usamos la filtracién
de W()

0=W)cCcWg C...c W™t c W§ =Wy,

y definimos ¢; : Wg ® M — M inductivamente usando la siguiente férmula
(donde el factor f;_; estd por definir)

pi(w@m) = g°(wfo(m)) — g°[f}_1(8(w))(m)], para w € W.

Si se ha definido ¢;_1, entonces M es un A;_i-médulo y Homy (M, N) es
un Aj;_1-Aj;_;-bimédulo. De esta manera, usando el lema A.8 y ya que el
bimédulo A;_1 ®r W1 ®r Aj_1 es isomorfo a A;_1W1A;_; pues cada W¢ es
sumando directo de W' (consultar la observacién 5.2 en [8]), el morfismo
ft € Homp r(Wh, Homk(M ,N)) puede ser extendido a un morfismo

71_1 S HomAj,l—Aj,l (Aj_1W1Aj_1, HOII’I/\C(]W7 N))

Como base de induccién, si w € W{ se tiene que §(w) € AgW; Ag. Pero Ag = R
por lo que §(w) € Wy. Se define

pr(w®@m) = g°(wf(m)) — ¢°[f (6(w))(m)].
Observamos que en el iltimo paso llegamos a un morfismo ¢ = ¢, tal que
p(w @ m) = g°(wfO(m)) — ¢°[FL(8(w))(m)], paraw € W,
Notamos que para w € R 6 w € W se tiene
Pw-m) = flpwam) = o wfo(m)) — (g [F1(5(w))(m))) =
= wfo(m) — fH(d(w ))(M),

es decir,

wfO(m) = fO(w-m) + f1(3(w))(m).
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La férmula anterior se extiende a A = Tr(Wy). En efecto, supongamos que la
férmula es valida para los elementos de W' y sean w € W& y w, € Wo.
Entonces

(wew) fO(m) = welfO(w-m) + FL(8(w))(m)] =
= wef(w - m) + fL(web(w))(m) =
= fOwe (w-m)) + FIS(we))(w - m) + fH(wed(w))(m) =
= fO((wew) - m) + 1S (wew)),

por lo que (por linealidad) la férmula también es vélida en WSM, y por lo tanto
en todo A. La prueba de (b) es similar. O

Con la misma idea de demostracién se puede probar que (cuando R es semi-
simple) un morfismo (f°, f1) en A-mod es isomorfismo si y solo si f° es iso-
morfismo en R-mod [8, lema 5.8] y, suponiendo ademés que Wi es finitamente
generado, que A-mod es una categorfa Krull-Schmidt [8, teorema 5.13]. Vamos
a suponer de aqui en adelante que A es una ditalgebra como hemos descrito en
este parrafo. El siguiente lema se encuentra en [8, lema 5.14]

Lema A.11 Supongamos que existe M—f>E 7> N en A-mod tal que
0 0

gf =0y 0 M ! E-2sN 0 es exacta (que se divide) en

R-mod. Entonces existe isomorfismo h : E' — E tal que

(h'H'=0 y (gh)'=

Definicién A.12 Para dos A-mddulos M y N se define la coleccion E(M, N)
de pares de morfismos (f,g)

N—sp—tsum,
tales que gf =0 y la sucesion de R-mddulos

0 0
0 N gty 0,

es exacta que se divide. Se define ademds en E(N, M) la relacion (f,g) ~ (f',g")
siempre que exista un isomorfismo h : E — E’ tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

N4>E4>M

]

NHE’HM

Sea Ext'y(M,N) = E(M,N)/ ~.

Lema A.13 Sea A una ditdlgebra de Roiter con estrato (R,W). Existe una
sucesion ezracta

0 — Homy (M, N) — Hompg(M, N) ® Hompg_gr(W;, Homy, (M, N)) >



152 A.2. ESTRATOS, TRIANGULARIDAD Y EXTENSIONES.

% Hompg(Wy ®r M,N) > ExtY (M, N) — 0,

donde o es el morfismo dado por
a(f%, fH)(w@m) = wf(m) — fO(wm) — f1(8(w))(m).

Demostracién. Como f°, f!y § restringido a W; son morfismos de R-(bi)médu-
los, o estd bien definida. Sean M y N un par de A-mdédulos. Por el isomorfismo
dado en el lema A.8, el espacio Hom 4(M, N) es nicleo de o. Definimos 7 de la
siguiente manera. Para un morfismo de R-médulos h: Wy ® M — N se define
un A-médulo N @y M, cuyo R-mdédulo subyacente es N @ M, de la siguiente
manera. Ya que A = Tr(Wp) es libremente generado por (R, W), basta dar
una accién Wy @ g (N & M) — N @ M. Tomamos

Wo@r(NOM) ———NaM

w® (n,m) ———— (wn + h(w ® m), wm),

que es un morfismo bien definido de R-mdédulos. La sucesion exacta trivial

50: 1 (): 01
de R-médulos 0 —— N *[Oi N M p*[>] M — (0 puede ser considera-

da como una sucesién exacta de A-mddulos,

0
04>Ni>N@hML>M*>O,

que a su vez determina una sucesién exacta en A-mod dada por

(s°,0) »°,0)
= N—>N&, M — M.

Definimos 7(h) como la clase de equivalencia en ExtY (M, N) de ny,.
Conversamente, si M, N y E son A-médulos tales que el R-médulo sub-
0
yvacente de F'es N & M y O—>NLO>N@;LML>M—>O es una
sucesién exacta en A-mod, entonces E = N @j M para algin morfismo h en
HOI‘I’IR(W() QR M, N)
Paso 1. n es suprayectivo. Por el lema A.11 para cada elemento de Exti‘(M, N)

00 0.0
podemos tomar un representante de clase de la formae = N L; E L)> M.

Ya que suponemos que R es semi-simple, la sucesién exacta de R-mddulos
1° g°
0 N FE M 0 es trivial, por lo que existe un isomor-

fismo h? de R-médulos tal que el siguiente es un diagrama conmutativo en
R-mod,

0 0
0 N—L g Ny 0
-
90 PO
0—>=N—">N@eM—>M—>0

Ya que A es de Roiter, el R-médulo N @ M admite estructura de A-mdédulo
N @ M, de manera que (h°,0) : E — N @& M es un morfismo en A-mod. Por
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la, conmutatividad del diagrama s° y p° son morfismos de A-médulos, y por la
observacién anterior existe un morfismo de R-médulos t : Wo @g M — N tal
que N @ M = N @; M. Entonces se tiene un diagrama conmutativo en A-mod

(£°,0) g (¢°,0)

joen

N—>O)N®tM*>( M,

y como (hY,0) es un isomorfismo, 7(t) es la clase de equivalencia de e.

Paso 2. El nicleo de 1 es la imagen de 0. Sea e un elemento de Ext}‘l(M, N)
dado como e = n(h) para algin morfismo h : Wy ® M — N. Entonces e se
divide si y solo si existe un isomorfismo

90

i
0: NHNEBO ——= M.

(s°,0) (p”,0)

Por conmutatividad \° y para w € Wy, A(w) tienen la forma matricial

_[In f° _ [0 fHw)
vel e [e ]

con f° € Homg(M,N) y f! € Hompg gr(Wy, Hom (M, N)). Por lo tanto e
se divide si y solo si A es morfismo en A-mod, wA’(n +m) = X°(w(n +m)) +

ﬁ(é(w))(n +m), o de forma matricial,

A R o S M R T R 1

si y solo si

[wmwf“(m) ] _ { I f° ] [wn+h(w®m)} N { 1(3(w))(m) ]

wm 0 Iy wm

si y solo si -
h(w @m) = wfO(m) — f°(wm) — fL(8(w))(m),

es decir, si y solo si h = o(f°, f!). La linealidad de 1 se prueba usando la
estructura aditiva en Ext'y(M, N) (consultar la proposicién 6.13 en [8]). O

A.3 Algunas propiedades de bimdédulos y sus
duales.

Recordamos que una base dual derecha {(u;, \;) };c; de un S-médulo derecho
U es una coleccién de elementos u; € U y A\; € U* = Homg(Ug, Sg) tal que
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para cada u € U el conjunto de indices i para los que A;(u) # 0 es finito y se

tiene
u= Z ui A (u).
i€l
La prueba del inciso (a) en el siguiente lema se encuentra en [8, lema 11.3]. El
inciso (b) se prueba de manera similar.

Lema A.14 Sea W un T-S-bimddulo y supongamos que U es un R-S-bimddulo
que admite una base dual finita {(u;, A\;) bier como S-mddulo derecho. Entonces
existe un isomorfismo natural de T-R-bimodulos

v :17Ws ®g U, — Homg (U, W),
dado por p(w @ N)(u) = wA(u). La inversa ¢~ tiene la forma

() = h(w) ® Ni.
iel
Para el siguiente resultado consultar el lema 11.4 en [8].
Lema A.15 Consideremos bimddulos 7Ag y sBgr tales que Ag tiene una base
dual derecha finita {(a;, \i) Yier. Entonces existe un isomorfismo natural de R-
T-bimddulos 1 : B* @ A* — (A ®g B)* dado por la regla ¥(g ® f)la ® b] =
g(f(a)b). Su inversa satisface, para un elemento h € (A ®g B)*,

R =D pi(h) @ A,

donde p;(h)[b] = h(a; ® ).

Definicién A.16 Sean I' una k-dlgebra, S una subdlgebra de I y P un ideal de
T. La pareja (S, P) es llamada escision de I' si el mddulo Ps admite una base
dual finita {(p;,v;)}jes vy existe una descomposicion de S-S-bimddulosT' = S &
P. En tal caso el producto en T induce un morfismo de S-S-bimddulos m : P®g
P — P. Se tiene el morfismo de S-S-bimddulos =~ 'm* : P* — P* ® P*,
donde P* = Homg(Ps,Ss). La funcién p es llamado comultiplicacion de Py
satisface la regla de coasociatividad, es decir, el siguiente diagrama conmuta,

P*® P* —— P* ® P* ® P*.
pe1
Tenemos la siguiente expresion explicita del coproducto en términos de la base
dual de P,
p(v) =Y vpipj)v; ®v,  paray € P
i,j€J
Definicién A.17 Supongamos que B y T son k-dlgebras y que (S, P) es una es-

cision de I'. Supongamos ademds que X es un B-I'-bimddulo tal que Xg admite
una base dual finita {(u;,v;) }ier. Se tienen los morfismos de B-I'-bimddulos

me: X P—>X y my: X — Homg(P,X)

T QP> TP, T +———> [p— zp],
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que determinan las coacciones de P en X dadas por
A=y Imi  X* 5 PPes X" y pi=¢ 'm.: X - X®P*,

donde ¢ y Y son los morfismos dados en los lemas A.1/ y A.15. Considerando
las bases de Xg y Pg se tienen las siguientes expresiones de A y p en elementos
veX*yrelX,

Av) = Z v(zipj)yy ®@vi Yy pla) = prj @ ;-
iel jel jet

Ademds los morfismos X y p son compatibles con el coproducto p, es decir, los
siguientes diagramas conmautan,

Xxr—2 . prgx* y X—" S xgp*
)\i \Ll@k Pi l1®u
P*® X* —> P*@ P*@ X* X ®P*——> X @ P*® P*.

1 pR1

A.4 Reduccidon a través de mddulos admisibles.

Definicién A.18 Sean A = (T,9) una ditdlgebra con estrato (R, W) y supon-
gamos que Wo = Wi @ W' es una descomposicion de R-R-bimddulos tal que
d(W{) = 0. Consideramos la subdlgebra B de T generada por R y W{ y note-
mos que B es una subdlgebra de Ty libremente generada por (R, W}). Observa-
mos ademds que A" = (B,0) es una subditdlgebra de A y que Ty es libremente
generado por (B, BW/['B). FEntonces el dlgebra T tiene por estrato (ademds
de (R,W)) a la pareja (B,W) (ver el lema A.3), donde W = W, & W, con
W, =BW{B y W, = BW,B.

Definicién A.19 Sea A = (T,0) una ditdlgebra con estrato (R,W). Dado un
A-mddulo X, el digebra I' = End 4(X)°P actia por la derecha de X mediante

la regla xp = p°(x) para p = (p°,p') y x € X. Se dice que X es un mdédulo
admisible si se satisfacen las siguientes condiciones

1) T admite una escision (S, P);
2) el S-mddulo derecho X admite una base dual finita, y
3) los morfismos f en S son de la forma f = (f°,0).

Ya que en este trabajo estamos interesados solo en A’-mdédulos admisibles
para subditdlgebras A’ de la forma dada en A.18, el punto (3) de la definicién
anterior se satisface de manera automética. En todos los casos de nuestro interés
S es un &lgebra semi-simple, por lo que el punto (2) se satisface siempre que X
sea de dimensién finita sobre el campo.

Definicién A.20 Supongamos que X es un A’ -mddulo admisible, donde A’ es
una subditdlgebra de A como en la definicion A.18. Teniendo en cuenta la
notacion de la definicion anterior, se define el S-S-bimdédulo WX = WX @ WX
por las formulas

W =X"opW,epX y Wi=[X"®pW,®pX|® P

Tomamos el dlgebra tensorial reducida T~ = Ts(WX) con estrato (S, W™X).
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Queremos definir una diferencial §% en TX. Para ello se definen los siguientes
morfismos auxiliares.

Lema A.21 Supongamos que X es un A'-mddulo admisible y que TX es el
dlgebra tensorial reducida como en la definicion anterior. Sea D(X) = (X* x
X)U (P*®s X* x X)U (X" x X ®s P*). Recordamos que T es libremente
generado por (B,W). Para cada elemento (u,v) € D(X) existe un morfismo
lineal

Ouy,v * TB(E) — TX7

tal que para wi,...,w, € W se tiene a 0y ,(w1 @ -+ @ wy,) dado por

Zih_”inil UR W Qi Qi @ Wy ® Ty, ® Vi, @
QO  Qw, U,

y para b € B,

oy.4(b) = v(bx), sive X* xeX,
ouz(d) =2, orthr(bz), sizeX,u=) ¢r ¢, @ € P* 9, € X*,
Uu’v(b) = Zs v(bys)ey, siveX*v= Es Ys ® @, ys € X, 0, € P*.

La prueba junto con algunas propiedades de los morfismos o, ,, se encuentran
en [8, lema 12.8]. En particular nos interesa que, para todo par z € X y v € X*,
el morfismo o, , preserva grados.

Lema A.22 Existe un morfismo de S-S-bimddulos
XX @p W ep X|® P — TX,

cuya restriccion a P* es el coproducto i de P, y paraw e WoUW,, z € X y
veX*,

0% (00,0 (w)) = Tr0),0 (W) + Tva (6(w)) + (=1)* a0 (w),

donde X y p son las coacciones dadas en A.17. Este morfismo puede extenderse
a una diferencial en el dlgebra tensorial T, que también denotamos con 6%,
de manera que AX = (T, 6%) es una ditdlgebra con estrato (S, W*X).

La ditélgebra AX es llamada reduccién de A con respecto a X . Una
de las herramientas principales de este trabajo es el funtor de reduccién
FX : AX-mod — A-mod, como se construye por Bautista, Salmerén y Zuazua
en la proposicién 12.10 de [8].

Proposicién A.23 Sean A = (T,6) una ditdlgebra con estrato (R,W) y A =
To. Sea X un A'-mddulo admisible, donde A’ es una subditdlgebra de A como
en la definicion A.18. Entonces eziste un funtor

FX : A% -mod — A-mod,

definido de la siguiente manera.

Dado un AX-mddulo M denotamos con * a la accion izquierda de T =
Ts(WX) en M. Hacemos FX(M) = X ®g M (considerado como B-mddulo
izquierdo) a quien queremos dar estructura de A-mddulo. Para ello recordamos
que A es libremente generado por B y W, por lo que, para dar a FX(M)
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estructura de A-mddulo, basta dar un morfismo de B-mddulos izquierdos W ®p
X®sM — X ®s M. Consideramos la composicion

Wy®p (X ®s M) ——Ends(X) ® [W, ®p (X ®s M)]
¢<p’1®1
(X @5 X*)@pW,0p (X ®s M)
X ®s[(X*@p W@ X) ®s M|
X ®s (Wg ®s M)
¢1®*
X@S ]\47

donde ¢ es el morfismo dado en el lema A.14. Usando la expresion de o~ dada
en dicho lema, se muestra la siguiente férmula para a € A,

a-(x®@m)= le ® 0y, z(a) * m.

Si f=(f° ) € Hom_x (M, N) entonces FX(f) estd dado por

(FX()lz@m] = x®f0(m)+zxpj®fl(7j)[m],
(FX) @)r@m] = vai®fl(0w,x(v))[mh

dondexe X, me M yveV =T;.

Se dan ahora condiciones que garantizan que el funtor de reduccién FX sea
fiel y pleno. Observamos que para un A’-mdédulo admisible X se pueden hacer
dos reducciones AX y A’X. Los funtores de reduccién FX : AX-mod — A-mod
y F'X . A'*-mod — A’-mod se pueden relacionar de la siguiente manera.
Recordamos que se tiene una descomposicion Wy = W @ W{' con §(W{) = 0,
y que B es la subdlgebra de T' generada por R y W{. Entonces la inclusién
r = B — T determina un morfismo de ditdlgebras A" — A.

Por otro lado, recordamos que si (S, P) es escisién de End 4/ (X)°P entonces
la ditalgebra reducida AX tiene por estrato a (S, W*X) donde

W =X*"@pWoepX y Wi=X"opW, o5 X® P,

W, = BW/B y W, = BW;B. Ahora, para la reduccién A'X se considera
la descomposicién trivial de bimédulos W = W) & 0 en el estrato (R, W{) de
A’. Entonces la ditalgebra reducida A% tiene estrato (S, P*). La inclusién de
bimédulos P* — WX induce un morfismo de ditélgebras 7 : AX — AX. Mis
aun, el siguiente diagrama es conmutativo,

X L
AX-mod —> A-mod

g lﬂ

A% -mod e A’-mod.
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Definicién A.24 Sea A’ = (B,0) una ditdlgebra con estrato (R, W{) como en
la definicion A.18. Un A’-mddulo admisible X se llama completo si el funtor
de reduccion F'* : A'X -mod — A’-mod es fiel y pleno.

La prueba de los siguientes resultados se encuentra en [8, 13.3 y 13.5].

Lema A.25 Sea A" = (B,0) una ditdlgebra con estrato (R,W() como en la
definicion A.18. Supongamos que X es un A’-mddulo admisible, donde el
dlgebra End 4 (X)°P admite por escision al par (S, P). Supongamos ademds
que X es de dimension finita sobre el campo base k y que S es semi-simple.
Entonces X es un A'-mddulo admisible completo.

Proposiciéon A.26 Supongamos que X es un A'-mddulo admisible completo,
donde A" = (B,0) es una subditdlgebra de la ditdlgebra con estrato A como en
la definicion A.18. Entonces el funtor asociado FX : AX-mod — A-mod es fiel
y pleno.

El siguiente lema describe a los A-mdédulos que se encuentran en la imagen
del funtor FX [8, lema 16.1].

Lema A.27 Supongamos que X es un A’-mddulo admisible, donde A’ = (B, 0)
es una subditdlgebra de la ditdlgebra con estrato A como en la definicion A.18.
Supongamos que M es un S-mddulo tal que existe un objeto X ®g M en A-mod
cuya estructura subyacente de B-mddulo es la estructura candnica en X ®g
M. Entonces eriste un tinico AX-médulo M con estructura subyacente de S-
mdédulos M tal que FX (M) =X @5 M.

Terminamos esta seccién con una descripcion del efecto del funtor asociado
FX en grupos de extensiones. Consultar [8, 16.6].

Lema A.28 Supongamos que X es un A'-mddulo admisible, donde A’ = (B, 0)
es una subditdlgebra de la ditdlgebra con estrato triangular A como en la defini-
cion A.18 y que en la descomposicion Wy = W @ W{ el bimdédulo W aparece
en la filtracion de Wy en la definicién de estrato triangular. Entonces A’ es
una ditdlgebra con estrato triangular. Supongamos ademds que en la escision
(S,P) de T' = End 4 (X)P, el dlgebra S es semi-simple y P = radll y que X
es de dimensidn finita sobre el campo k. Entonces Fx : AX-mod — A-mod es
un funtor exacto y para cada par de AX-mddulos M y N induce una sucesion
exacta de espacios vectoriales

.
0 — ExtYyx (M, N) —— Ext! (Fx (M), Fx(N))

*
s

ExtYy, (F,Fx (M), F,Fx(N)) — 0.
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