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Resumen

El Modelo Estandar es una teoria que describe las relaciones entre tres de las cuatro interacciones
fundamentales conocidas (por medio de bosones de norma) y las particulas elementales que componen
toda la materia (por medio de fermiones). La Supersimetria es una hipotesis que propone una simetria
entre bosones de norma y fermiones. El Modelo de Espin Extendido sugiere extender el espacio de espin
asociando las dimensiones extras a simetrias escalares (que se asocian a las interacciones fundamentales)
describiendo simultaneamente bosones y fermiones. Este trabajo muestra por primera vez como incorpo-
rar las ideas del Modelo de Espin Extendido en el caso mas sencillo no trivial de Supersimetria, obteniendo
estados supersimétricos con contenido de SU(2) y asi indicar un posible camino para la generalizacion
de la Supersimetria y el Modelo Estandar.

Para ello, en el Capitulo 2 se hard una revisién de los conceptos mateméticos necesarios para la
comprensiéon y manejo de la Supersimetria. En el Capitulo 3, se estudiardn las ecuaciones de Klein-
Gordon y de Dirac, desde el marco tedrico de la Mecénica Cuantica Relativista y de la Teoria Cuéntica
de Campos; asimismo, se revisaran los fundamentos necesarios de la interaccion electrodébil (parte del
Modelo Estandar). En el Capitulo 4 se realizara una revision general del algebra de la Supersimetria
en la representacion N = 1 considerando el Modelo de Wess-Zumino. Posteriormente, se obtendran
estados supersimétricos masivos y no-masivos en esta representacion. En el Capitulo 5 se presenta una
introduccion al Modelo de Espin Extendido mostrando sus bases con un ejemplo especifico de un espacio
5—dimensional, asi como la construccion de Lagrangianos en la teoria. Para finalizar, en el Capitulo 6 se
incorporaran las ideas del Modelo de Espin Extendido en estados supersimétricos masivos y no-masivos,
generando asi al grupo escalar SU(2) y clasificando los estados. El Capitulo 7 esté dedicado a la discusion
y conclusiones del presente trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

A principios del siglo XX la manera de percibir el universo cambié drasticamente con el surgimiento
de la Mecénica Cuéntica y de la Relatividad General. La Mecanica Cuantica describe procesos a escalas
microscopicas, como la dindmica molecular o la estructura de los quarks dentro de los protones y neutro-
nes, mientras que la Relatividad General, nacida de la teoria de la Relatividad Especial, describe procesos
a escalas astronémicas, como el sistema solar o estrellas cientos de veces més grandes que el Sol. Ambas
teorias estdn probadas experimentalmente con un alto grado de exactitud, por ejemplo, con el valor de
la razén giromagnética del electréon o a través de las lentes gravitacionales.

Al generalizar la ecuacion de Schrodinger! para ser consistente con la Relatividad Especial, se obtiene
la ecuacion de Klein-Gordon (véase Secciéon 3.1); dicha ecuacion fue propuesta por el mismo Schrodinger.
Con este cambio, se rompe la degeneracion en los niveles 2s y 2p que se presenta en los sistemas hidroge-
noides de la teoria de Schrodinger. Sin embargo, la descripcion obtenida con la ecuacién de Klein-Gordon
no resulta muy consistente con el experimento [7].

Al incorporar el espin? del electrén de manera natural en una teoria cuantica consistente con la Re-
latividad Especial, se obtiene la ecuaciéon de Dirac, la cual describe particulas con espin % y resuelve
algunos problemas que se presentan con la ecuacion de Klein-Gordon. Por ejemplo, predice correctamen-
te el espectro del a&tomo de hidrégeno y permite una interpretacién que explica la existencia de estados

con energia negativa®, aunque esto tltimo, es solo para particulas de espin % [7]-
A pesar del éxito de la ecuacién de Dirac, ésta por si sola no es una formulaciéon completa de una

teoria cuéntica relativista, ya que la formula relativista de la energia

E = mdc?,

deja claro que se pueden crear particulas aportando energia al sistema y viceversa. Una teoria cuantica
relativista completa necesariamente tiene que ser una teoria de muchas particulas.

!Ta ecuaciéon base de la Mecénica Cuantica No-Relativista [7].

2Fl espin es la primera propiedad cuantica descubierta que no tiene contraparte clasica y se asocia a un momento
magnético intrinseco de las particulas cuénticas. Si las particulas tienen espin entero (0,1,2...) se les conoce como bosones (o
antibosones) y satisfacen la estadistica de Bose-Einstein. Si las particulas tienen espin semi-entero (%, %, g) se les conoce
como fermiones (o antifermiones) y satisfacen la estadistica de Fermi-Dirac [7].

3Incorporando la idea del mar de Dirac [7].
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La Mecénica Cuéantica integra la dualidad onda-particula para la descripcién de fenémenos microscéd-
picos. Aplicando esto a campos (particulas y radiacién incluidas), surge la Teoria Cuantica de Campos.
En este marco, se hace uso de una cuantizacién adicional de las ecuaciones cuanticas relativistas en el
formalismo de la Teoria de Campos (por lo que un sistema de un namero infinito de particulas es equi-
valente a un campo). Se observa que es una generalizacién de sistemas cuanticos con un ntmero finito
de grados de libertad a un nimero infinito de grados de libertad. Bajo este marco, las inconsistencias
tedricas y experimentales de las ecuaciones cuanticas relativistas son resueltas.

El Modelo Estandar es una teoria de norma (como la electromagnética) que se formula mediante
la Teoria Cuéntica de Campos. Consiste de fermiones elementales, los cuales componen la materia y de
bosones de norma, asociados a grupos de simetrias de norma, con los cuales es posible describir tres de las
cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza: la electrodébil? y la fuerte [13]. E1 Modelo Esténdar
es una de las teorias mas exitosas y a la vez de las mas enigmaticas al ser una teoria fenomenologica;
no se sabe el origen del grupo de simetrias SU(3) x SU(2) x U(1)y que representa a las tres fuerzas
fundamentales del modelo [6], [17]; también hace falta una razén mas fundamental para la existencia del
boson de Higgs que da masa a las particulas. Este desconocimiento se traduce en la relativa gran cantidad
de paradmetros que requiere el modelo, del orden de veinte, como la masa y la carga de las particulas.
Por la naturaleza del Modelo Estandar, se comprende que éste por si solo nunca podra proveer alguna
explicaciéon sobre estas incégnitas y que, por lo tanto, es necesario investigar mas alla del modelo.

Por otro lado, la dltima interacciéon fundamental, la gravedad, es descrita exitosamente por la Relati-
vidad General, aunque en este marco, la gravedad es considerada una consecuencia de la curvatura del
espacio-tiempo debido a la presencia de energia [8]. Tener una teoria con la que se pueda describir las
cuatro interacciones fundamentales conocidas es una de los retos de la fisica tedrica hoy en dia®.

Una idea de unificacién prometedora es la Supersimetria (SUSY por sus siglas en inglés), la cual pos-
tula la idea de una simetria entre bosones y fermiones asignandole a cada particula un “supercompanero”
a cada fermioén se le asigna un bosén llamado “sfermién”; con los mismos ntimeros cuénticos del fermién
y a cada boson de norma se le asigna un fermion llamado “gaugino”, con los mismos niimeros cuinticos
del bosoén.

A altas energias, las constantes de acoplamiento de las interacciones del Modelo Estandar tienden
a un mismo valor. Sin embargo, usando SUSY se logra un mejor acoplamiento [6]. SUSY también da
una buena explicacién de la ruptura de la simetria electrodébil, ademas de ofrecer candidatos para la
composicion de la materia obscura (los supercompaneros). Debido a que SUSY es una buena hipotesis,
uno de los objetivos presentes del Gran Colisionador de Hadrones (LHC por sus siglas en inglés) es la
posible comprobaciéon experimental de SUSY al observar a las particulas supercompaneras. De ser cierta
SUSY, tiene que ser una simetria rota que solo a altas energias se cumple [1], [26], [31].

Otra idea de unificacion es la de Kaluza-Klein; propone dimensiones espaciales adicionales méas alla
de 3+1, las cuales se asocian con simetrias de norma [6]. El Modelo de Espin Extendido simula la idea de
Kaluza-Klein, al asociar elementos de espin en dimensiones adicionales a grados de libertad “escalares”, en
vez de asociarlos a las dimensiones espaciales [4], [5]. Aplicar este marco tedrico al Modelo Estandar pone,
al igual que las Teorias de Gran Unificacion, restricciones en el grupo de simetria SU(3)x SU(2), xU(1)y,

4Descripcion conjunta de la hipercarga y la interaccion débil (véase Seccion 3.3.2).
5Las teorias de Gran Unificacién pretenden describir las interacciones del Modelo Estandar con un solo grupo de simetria,
mientras que las Teorias del “Todo” pretenden incorporar las cuatro interacciones fundamentales [6].
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asi como a las representaciones y los valores de las constantes de acoplamiento.

En este trabajo se agregan las ideas del Modelo de Espin Extendido a SUSY y con ello se obtienen
estados supersimétricos con simetria escalar SU(2). En ref. [23| se encuentran ideas parecidas a las de
este texto.



Capitulo 2

Conceptos Matematicos

En este capitulo se introducird la nomenclatura y conceptos matemaéticos basicos en el desarrollo
del trabajo. Para ello, se dara por hecho que el lector tiene conocimientos de Algebra Lineal, Mecanica
Cuéntica y Relatividad Especial.

2.1. Grupos de Lie

2.1.1. Preliminares

! x se satisface:

Definicién 2.1 Un grupo es un conjunto no-vacio G que bajo una operacion binaria
1. Cerradura: V a,b € G, axb € G.
2. Asociatividad: ¥ a,b,c € G, a* (bxc) = (a*b)*c.
3. Neutro®>: 3ec Gtal que¥ a € G, axe=exa=a.

4. Inverso:V a€ G,3a"' € Gtal queaxa ' =e.

Si ademds se cumple
5. Conmutatividad: ¥ a,b € G, axb="bxa.
se dice que el grupo G es un grupo abeliano.

Ejemplo 2.1 SiZ es el conjunto de los nimeros enteros, entonces (Z,+) es un grupo abeliano.

Ejemplo 2.2 Sea K un campo y V un K-espacio vectorial tal que dim(V )=n [10]. Considere el conjunto
GL(V):={m:V = V | m es un isomorfismo® de espacios vectoriales}. La dupla (GL(V'),0) (donde o
es la composicion de funciones) forma un grupo. Como GL(V) =2 GL(n,K) := {M € M,x,(K) | M es

1Una operacién binaria en un conjunto G es una funcién *: G x G — G.

2Al elemento e también se le conoce como elemento identidad I.

3Un morfismo entre dos conjuntos, es una asignacion que preserva la estructura algebraica de los conjuntos; en este caso,
preserva la estructura de espacio vectorial, i.e. es una funcion lineal. Un isomorfimos entre dos conjuntos es un morfismo
biyectivo.
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una matriz invertible} [10], [18], entonces (GL(n,K),-) también es un grupo, donde el simbolo - denota

la multiplicacion de matrices®.

Definicién 2.2 Sea G un grupo y sea ACG. A es un subgrupo de G (y se denota A<G) si A es un grupo
bajo la operacion binaria de G.

Definicién 2.3 Un grupo G actia en un conjunto X por la izquierda si 3V : G x X — X funcidn, que
satisface

1.Vze X, U(e,z) =z, donde e es el elemento neutro de G
2VzeXyVa be G, Y(a,¥bz))="Y(axd,x).
Un grupo G actia en un conjunto X por la derecha si 3 ® : X x G — X funcidn, que satisface
1.Vze X, O(x,e)=ux.
2VzeXyVa be G, O(P(x,a),b) = P(x,axb).

Definicién 2.4 Sean U, V. y W K-espacios vectoriales. Una funcion b : U x V—=W es bilineal o 2-
multilineal, si restringida a cada coordenada es una funcion lineal, i.e. VA € R, YVu,uyj,us € U y
Vv, ve,v3 €V, se cumple

1. b(Auy + uz,v) = Ab(ug,v) + bluz,v)
2. b(u, vy + v2) = Ab(u, v1) + b(u, vs)
La definicién anterior se puede generalizar para un namero finito de espacios vectoriales:

Definicién 2.5 Sean Vi, Va,..., Vi, y W K-espacios vectoriales. Una funcion f: Vi x Vo x ... x V=W es
k-multilineal si restringida a cada coordenada, es una funcion lineal.

Definicién 2.6 Sea V un R-espacio vectorial. Se dice que T* es un k-tensor covariante en un R-espacio
k—wveces

——
vectorial V, (TF € VRV @ ... V:=x*(V), donde ® indica el producto tensorial [18]) si es una funcion

k—wveces

—
k-maultilineal de V a R, i.e. T*:V xV x ... xV = R.

k—wveces

Se dice que Ty, es un k-tensor contravariante (T, € V* @ V* ® ... @ V*:=xF(V*)) en el espacio dual de

k—veces

V, V* [18], si es una funcion k-multilineal de V* a R, i.e. Tp:V* x V* x .. x V* = R [18], [22].

Definicion 2.7 Sean U, V y W C-espacios vectoriales. Una funcion h : U x V. — W es sesquilineal si
Va,BeC,Vuu,u €U yVo,v,vs €U, se satisface

1. h(au; + Bug,v)=a*h(ui,v) + *h(usz,v).
2. h(u,av; + Bvg) = ah(u,v1) + Bh(uz).

4En el resto del trabajo, solo se consideraran espacios vectoriales sobre el campo R o sobre el campo C [18] y para la
multiplicacién de matrices se omitara el simbolo “-”. En el resto del capitulo, solo se considerardn espacios vectoriales de
dimensibn finita.
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Donde o* es el conjugado de c.

Definicion 2.8 Sean V y W R-espacios vectoriales. Si b : V x V. — W es bilineal, tal que ¥V u € V,
b(u,v) = 0 implica que v=0, entonces b es no-degenerada. Si b es bilineal tal que ¥V u,v € V, b(u,v) =
+b(v,u), entonces b es simétrica (con signo +) o antisimétrica (con signo —).

Observacién 1: Sea V' un R-espacio vectorial y considere Bil(V') := {b: V x V—R | b es bilineal}. Es
facil ver que si dim(V')=n sobre R, entonces Bil(V') =2 M, (R) [18]. El grupo GL(V') (véase ejemplo 2.2),
define una accién derecha® sobre Bil(V) dada por

Bil(V) x GL(V) = Bil(V)

(b(u,v), m) = bom(u,v) = b(m(u),m(v)).

Observacion 2: Sea V un C-espacio vectorial y considere Sesq(V) :={h: V x V—=C | h es sesqui-
lineal}. Es facil mostrar que si dim(V) = n sobre C, entonces Sesq(V) = M, x»(C). GL(V) define una
accion derecha sobre Sesq(V) anéloga a la que define sobre Bil(V') en el caso real.

Observacién 3: Si V' es un R-espacio vectorial, entonces, debido a los isomorfismos de GL(V') y de
Bil(V') del ejemplo 2.2 y de la observacion 1, la accion de GL(V') sobre Bil(V) induce una acciéon de
GL(n,R) sobre M, ., (R) dada por®

Mpsn(R) x GL(1,R) = Myyn(R)
(B, M) +— M!'BM,

donde M! indica la matriz transpuesta de M. Si V es un C-espacio vectorial, entonces, debido a los
isomorfismos de GL(V) y de Sesq(V) del ejemplo 2.2 y de la observacion 2, la accion de GL(V') sobre
Sesq(V') induce una accion de GL(n,C) sobre M,,x,(C) dada por

Mnxn((c) X GL(TL,C) - M"X”(C)
(H , M) = M"HM,

donde M*! indica la matriz transpuesta conjugada de M. En el resto del trabajo, para denotar a esta
matriz se usara M.

Definicién 2.9 Sea V un R-espacio vectorial (o un C-espacio vectorial). Una geometria ortogonal (unita-
ria) en V es una funcion b € Bil(V') (h € Sesq(V)) simétrica y no-degenerada. Una geometria simpléctica
en V es una funcion b € Bil(V) (h € Sesq(V)) antisimétrica y no-degenerada (véase definicion 2.8).
A la matriz B (H), asociada a la geometria b (h), se le llama métrica del espacio V. Para el resto del
trabajo se supondrd que esta matriz estd calculada en la base candnica de V' [10], [18].

Una geometria de un espacio vectorial V' es una generalizacion de un producto interior [18], ya que no
se pide que sea positiva definida. Por lo anterior, un espacio vectorial con una geometria posee propiedades
semejantes a las de un espacio con un producto interior. En la fisica, se suele trabajar con este tipo de
espacios vectoriales, pues a las “medidas” de los vectores bajo una geometria, se les asocia una cantidad
fisica o una probabilidad”.

5Vease Apéndice A, proposicién 1.
6Vease Apéndice A, proposicion 2.
"Para asociarle una probabilidad, ademas de ser una geometria, b tiene que ser positiva definida, i.e. un producto interior.
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2.1.2. Grupos de Lie

Definicién 2.10 Sea b (h) una geometria de V. Al conjunto de funciones de GL(V) que bajo la accion
de la observacion 1, dejan invariante b (h), se denota por Gy, (G1,) y se le conoce como grupo de isotropia
o grupo de Lie asociado a la geometria b (h), i.e. G, ;= {m € GL(V) | b(u,v) = b(m(u),m(v))}.

Definicién 2.11 Por la observacion 3, la definicion 2.10 en términos de matrices, se traduce en el grupo
matricial de Lie. Si b es la geometria de V (ortogonal o simpléctica) y B es su matriz asociada, entonces
Gp:={M € GL(n,R) | B= M'BM} es el grupo matricial de Lie asociado a B. Si h es la geometria de
V (ortogonal o simpléctica) y H es su matriz asociada, entonces Gy = {M € GL(n,C) | H= M HM}
es el grupo matricial de Lie asociado a H.

En el resto del texto, al grupo matricial de Lie, simplemente se le llamara grupo de Lie. La forma mas
general de definir un grupo de Lie es mediante la topologia diferencial. Con esta definicién se demuestra
que GL(n,K) es un grupo de Lie para cualquier n, asi como cualquier subgrupo (véase definicion 2.2) de
un grupo de Lie® [16], [22] . A continuacion se darén ejemplos de otros grupos de Lie que se utilizaran
durante el desarrollo del trabajo.

Ejemplo 2.3 Sea J( 0 ~Inxn

Ixn 0
grupo de Lie asociado a J se define como Sp(n,R) := {M € GL(2n,R) | J = M'JM} y se le conoce como
grupo simpléctico de V. Si J es la métrica de un C-espacio vectorial V, entonces, el grupo simpléctico es
Sp(n,C) :={M € GL(2n,C) | J = MTJM}.

una métrica de un R-espacio vectorial V tal que dim(V)=2n. El

Si n=1, se satisface Sp(1,R) = SL(2,R) := {M € GL(2,R) | det(M) = 1}, andlogo el caso complejo.
Al grupo SL(2,R) (SL(2,C)) se le conoce como grupo especial lineal real (complejo).

Nota: En general, el grupo especial lineal es SL(n,K):={M € GL(n,K) | det(M) = 1}. SL(n,K)
también es grupo de Lie ya que es subgrupo de GL(n,KK), y es de dimensién n? — 1 sobre K.

Ejemplo 2.4 Sea B=I (la matriz identidad) una métrica de un R-espacio vectorial V tal que dim(V)=n.

El grupo de Lie asociado a B se define como O(n) := {M € GL(n,R) | M'M = I}={M € GL(n,R) |
det(M) = £1} y se le conoce como grupo ortogonal de V.

Considere el conjunto SO(n) := {M € O(n) | det(M) = 1}. SO(n) es un subgrupo de O(n), por lo
que también es grupo de Lie y se le conoce como grupo especial ortogonal de V.

Ejemplo 2.5 Sea B=I una métrica de un C-espacio vectorial V tal que dim(V)=n. El grupo de Lie aso-
ciado a B se define como U(n) := {M € GL(n,C) | MM = I} y se le conoce como grupo unitario de V.

Considere el conjunto SU(n) := {M € U(n) | det(M) = 1}. SU(n) es un subgrupo de U(n), por lo
que también es un grupo de Lie y se le conoce como grupo especial unitario de V.

El hecho de que M, (R) = R"™ nos da una nocién mas intuitiva al definir propiedades topologicas
sobre las matrices debido a las propiedades de distancia en R™"* (lo mismo en el caso de C).

Definicién 2.12 Un grupo de Lie G es compacto si

8Salvo los hechos mencionados anteriormente, para los propésitos de este trabajo, no es necesario considerar la definicion
general de grupo Lie.
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1.V{X,}eG, {X,} "5 X eaq.

2. VX € G, 3¢ constante tal que |X;;| < ¢ donde X;; es el escalar correspondiente en el i-ésimo
renglon y en la j-ésima columna de X .

Definicién 2.13 Un grupo de Lie G es disconezxo si 3 W,V conjuntos abiertos, ajenos y no-vacios de G,
tales que G=W UV. Si G no es disconexo, se dice que G es conexo.

Se sigue de la definicion anterior que si G es disconexo, entonces puede descomponerse en componentes
conexas de forma tunica.

Definiciéon 2.14 Un grupo de Lie G es simplemente conezo si ¥ o(t) (t € [0,1]) trayectoria cerrada en
G, estd se puede transformar por homotopia® a un elemento en G.

Ejemplo 2.6 SU(n) y SO(3) son compactos pero SL(n,C) no lo es. SU(n), SL(n,C) son simplemente
conezxos. SO(3) es conezo, pero no es simplemente conexo [11].

2.2. Algebras de Lie y superalgebras de Lie
2.2.1. Algebras de Lie

Definicion 2.15 Un dlgebra asociativa A sobre un campo K es un K-espacio vectorial equipado con una
funcion bilineal 1 : A x A — A que satisface

1 wo,w € A plp(u, v), w) = (s p(v,w)).
2. 31pa€Atal queVae A u(la,a)=a=pula,la).

Ejemplo 2.7 Sea V un K-espacio vectorial, entonces (M, x,(K),-) con - la multiplicacion de matrices,
es un dlgebra asociativa.

Definicién 2.16 Un dlgebra de Lie es un K-espacio vectorial §, con una funcion bilineal antisimétrica
[*,%] : g X § — § llamada corchete de Lie. Este satisface: [z, [y, z]] + |2, |z,y]] + [, [2,2]] =0, V z,y,2 €
g. A esta propiedad se le conoce como identidad de Jacobi.

Ejemplo 2.8 Sea A un dlgebra asociativa. Esta define un dlgebra de Lie donde el corchete de Lie es
[z,9] = plz,y) — ply,z) V x,y € A (conmutador)

ok
Dada una matriz z, se define exp(z) =e* =I+x+ 5 +--- = E R
k=0

Definicién 2.17 Para un grupo de Lie'® Gp (véase defincion 2.11), se tiene el dlgebra de Lie asociada,
dada por Gp == {x € Myxn(R) | e’ € Gp,V s € R} y para un grupo de Lie'' Gy, se tiene gy := {x €
Mnxn((c) | e’® € GB,\V/ S € R}

9Dos funciones continuas f,g: X — Y son homotopicas si 3 H : X x [0,1]— Y tal que:
1. H(z,0) = g(z).
2. H(z,1) = f(x).

10Cualquier grupo de Lie tiene asociado un algebra de Lie [16], [22].

HUEsta no es la forma mas general de definir el algebra de Lie asociada a un grupo de Lie [11]. Sin embargo, para los
propositos de este trabajo, esta definicién es suficiente.
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Observacion 4: En la definicion 2.17, el corchete de Lie esta dado por [z, y] = zy — yz. Casi en todos
los casos, cualquier elemento de un grupo de Lie G se puede ver como e** para algiun = € § (los elementos
del algebra de Lie generan elementos del grupo de Lie mediante la funcién exponencial exp). Ademaés,
dado e** € G, se tiene %’3:0 (e’*) =z € g, por lo que

i =2 G

G %—3:0 g.
La funcion exp y los elementos de § cumplen
1. 9=I.
2. Sea x € §g, ¥V a, b € C se cumple e(¢t0)7 = gazebr

3. Vux,y € §p tal que [z,y] = 0, entonces e*T¥ = e*ev.

4.V x,y € gp tal que [z,y] # 0, entonces ™= lim (emen )™
n—oo

5.V x € gp det(e®)=e"®) donde tr(z) indica la traza de =.
6. Vaegpl|(e); < el@iil,

T.Va,y€igpel W=y lety.

8. Vaegp. (e")=e'

Ejemplo 2.9 Dado el grupo de Lie GL(n,K) del ejemplo 2.2, su dlgebra de Lie asociada es gl(n,K) :=
{z € Mpxn(K) | e* € GL(n,K),V s € K}.

Ejemplo 2.10 Dado el grupo de Lie SL(n,K) del ejemplo 2.8, su dlgebra de Lie asociada es sl(n,K) :=
{z € gl(n,K) | tr(z) = 0}.

Ejemplo 2.11 Dados los grupos de Lie O(n) y SO(n) del ejemplo 2.4, sus dlgebras de Lie asociadas se
denotan por o(n) y so(n) respectivamente, y se satisface o(n) = so(n) := {z € gl(n,R) | z* = —z}. Cabe
destacar que existen elementos X € O(n) tales que X # e, Y © € o(n).

Ejemplo 2.12 Dados los grupos de Lie U(n) y SU(n) del ejemplo 2.5, sus dlgebras de Lie asociadas
se denotan por u(n) y su(n) respectivamente, y se definen como u(n) = {x € gl(n,C) | 27 = —x} y
su(n) = {z € gl(n,C) | 2" = —x y tr(z) = 0}.

2.2.2. Superalgebras de Lie

Definicién 2.18 Un K—espacio vectorial graduado sobre un grupo abeliano G, es un espacio vectorial que
admite la estructura: V = @pecVy (© denota la suma directa exterior [18]), donde V,, son K—espacios
vectoriales. Los elementos del subespacio V,, se llaman homogéneos de grado n € G. Se define la funcion
“grado” como'?

1211 denota la unién ajena de conjuntos.
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||(Hn€GVn)_{O}_>G
v—n st v €V,

Para que esta funcion este bien definida, se necesita que los elementos de K tengan grado 0 y si k € K,
v € V, entonces |k -v| = |k| + |v| = |v].

Si G =7y = {0,1}, entonces se dice que V es un K—superespacio vectorial. A los elementos de Vj,

2y

Vi y Vo L V4, se les llama “par”, “tmpar” y “puro” respectivamente.

Definiciéon 2.19 Un dlgebra asociativa A (sobre un campo K) graduada sobre un grupo abeliano G es
un K-espacio vectorial graduado sobre G en el que cada sumando es un dlgebra asociativa. También se
tiene una aplicacion p: A x A — A bilineal, asociativa con un elemento identidad 14 € A, como en la
definicion 2.15., que ademds satisface

1(Aa, Ag) C Agys Vo, B €G.

Definicién 2.20 Considere el caso G = Zs, entonces A = Ay & A1 es un dlgebra Zs-graduada. La
aplicacion grado estd dada por

lal 0, sia€ Ag
al =
1, sia€ Ay,

y se cumple |u(a,b)| = |a| + |b] (mod 2). Toda dlgebra Zo-graduada define una superdlgebra de Lie me-
diante el superconmutador:

[a,b} = u(a,0) = (=1)**lpu(b, a) Va,b € A.
donde a, b son elementos “puros”. Como ¥ a,b € A se tiene que a = ag P a1 y b = by @ by, entonces por
linealidad

[a,b} = [ag, bo] + [ao, b1] + [a1,bo] + {a1,b1}.
con {z,y} = p(z,y) + ply,z) ¥V z,y € A (anticonmutador). Se sigue de la construccion

[Ao, Ao] € Ao;  [A1,A0) € Ar; {A1, A1} C A, Va,be A
El superconmutador satisface:
(71)\a\\c| [CL, [b7 C}} + (71)|bHa\ [ba [Ca a}} + (71)‘(2”1)‘ [Cv [CL, b}} =0V a, bv ce A
A esta propiedad se le conoce como super identidad de Jacobi.

Nota: Ag es un algebra de Lie (véase definiciéon 2.16). No cualquier algebra de Lie puede extenderse
a una superalgebra de Lie.

Ejemplo 2.13 Sea V =V & Vi = un K—superespacio vectorial. Una transformacion lineal t : V — V
es homogénea de grado'® p (p € Zs), si t(V,,) C Voyp, ¥V n € Zy (t € Endg (V) [18]). Se observa que el
conjunto Endg (V) tiene estructura de superdlgebra de Lie'* con

13Si t es de grado 0, una funcién “par”. (en este contexto, no tiene nada que ver con que t(v) = t(—v)) entonces ¢ es un
endomorfismo de K—superespacios vectoriales.
Donde la operacién pu es la composicién de funciones.
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Endyg (V) = End2(V) ® Endk(V),
donde

EndR(V) = {t € Endg(V) | t(V;,) C V,,}

Endy (V) = {t € Endg(V) | t(Vs) € Vint1) mod2}-

Como caso particular, sea C'' = C @ IIC donde TIC = C. La dnica diferencia entre ambos espacios
es que Col' = C y CII' = TIC. Como C'1' = C2, entonces Endg(CH') 22 My, 5(C). Para T € Myyo(C)
(isomorfa alguna transformacion t), se tiene

Too To1
T = ,
( Tio Tn >

T(z) = Too To1 20\ _ ( Toozo +To121
Tio Tu z1 Tiozo + Tz )
Dado que Toozo + To121 y Thozo + Ti121 deben tener grado O y 1 respectivamente, entonces, para que T

sea par, se debe cumplir: |Too| = |Th1] = 0 y |To1| = |To1| = 1; pero los elementos de la matriz T estdn
sobre C, por lo que son de grado (. De esta manera se tiene

por lo que

End(C'") = {T € Endg(C) | T = < Tg‘) TO )}.
11

Un andlisis similar muestra que

Endi(C'"") = {T € Endx(C'") | T = ( ﬁ TS >}'
10

2.3. Representaciones

Definicién 2.21 Una representacion real (compleja) I1 de un grupo de Lie Gg (Gg) es un morfismo de
grupost® continuo a GL(n,R) (GL, (n,C)), i.e.

I:Gp — GL(n,R),

tal que
NIXy)=I(X)I(Y) VX,Y €Gp.

Observacion 5: Una representacion convierte cualquier elemento del grupo Gg (Gg) en un operador
en GL(n,R) (GL(n,C)).

15Un morfimo de grupos es una funcién que preserva la estructura de grupos, i.e. preserva la operacién binaria de los
grupos.
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Definicién 2.22 Una representacion real (compleja) © de un dlgebra de Lie gp, es un morfismo de dl-
gebras, lineal'® y biyectivo a gl(n,R) (gl(n,C)), i.e.

™ : gp = gl(n,R),

tal que
W([Iay]) = [ﬂ(ﬂﬁ),ﬂ'(y)] v T,y € QB'

Nota: El espacio de las representaciones del grupo de Lie y de su algebra de Lie es el mismo.

Definicién 2.23 Una representacion de un conjunto X en un conjunto Y es irreducible, si los unicos
subespacios invariantes, son {0} y X mismo; de lo contrario, se le llama representacion reducible [16].

Definicién 2.24 Sea V un C-espacio vectorial. Una representacion I1 : Gg — GL(n,C) es unitaria si
las matrices que la representan son unitarias, i.e. H(X)T = H(X)_1 VX eGy.

Definicién 2.25 Sea V un C-espacio vectorial. Una representacion 7 : gy — gl(n,C) es hermitiana si
las matrices que la representan son hermitianas, i.e. ﬂ(a:)T =m(x) Vzé€gjgy.

A continuaciéon se daran ejemplos de las representaciones finitas mas usadas en la fisica.

Ejemplo 2.14 Representacion trivial: Esta representacion actia en un espacio 1-dimensional cuyos ele-
mentos son llamados escalares con respecto a G. Esta representacion estd definida como

II:G— GL(n,K), con I(X)=1 VXeG

m:§— gl(n,K), con m(g,) =0 Vg, €g (produce escalares).

Ejemplo 2.15 Representacion estindar o fundamental: En esta representacion, los generadores de §'”
actian en un espacio cuya dimension es la mds pequena no-trivial posible. Los elementos sobre los que
actian los operadores de esta representacion son llamados vectores con respecto a G. Esta representacion
estd definida por el mapeo de inclusion

II:G— Gl(n,K) con I(X)=X VXeG

m: g — gl(n,K) con m(g,) = (9)°, ¥ 9u €37

Ejemplo 2.16 Representacion adjunta: Esta representacidn actia en un espacio de dimension igual al
nimero de generadores de §. Los elementos que pertenecen a este espacio estin en la representacion
adjunta. Para obtener esta representacion, considere la siguiente funcion

Ad: G = GL(n,K)
X Adx VXeG,

16Esta completamente determinada por una base de g (Jz).
TPor la observacion 4 a los miembros de la base de un &lgebra § se les llama generadores.
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donde Adyx es un operador dado por

Adx : G — GL(n,K)
A XAX Y YAeG,

ad : g — gl(n,K)
gu—radg, Vgu€g,

donde ad,, es el operador dado por
adg, : g — gl(n,K)

gv = ([9u:901)°, YV 9u € 9-

Nota: Se escribe [g“,gl,] = z'fw,Ag)\. A las constantes f,“,)‘ se conoce como constantes de estructura.
Usando la identidad de Jacobi, se aprecia que la identificacion g, — (9,), = f,,° satisface ([gu,gy]): =

fw’\(gA) J i.e., satisfacen la misma dlgebra. Por lo anterior, a la identificacion g, — (g.), es a

P
la que en la fisica se le conoce como representacion adjunta [11].

— (e
wp

Sea G un grupo de Lie y g su respectiva algebra de Lie. Si se tiene una representacion de G en
GL(n,K), G I GL(n,K), entonces es posible asegurar que existe una Unica representacion de § en
gl(n,K), § = gl(n,K), tal que se cumpla

¢ 5 GL(n,K)
expT  Texp
g = gl(n,K).

Si el grupo G es simplemente conexo, entonces es posible asegurar que dada una representaciéon entre
algebras de Lie g y gl(n,K), hay una unica representacion entre los grupos de Lie G y GL(n,K) [11].

Si G no es simplemente conexo, entonces se construye el grupo espinorial de G (espin(G)) o cubierta
universal de G [11] (hay un morfismo entre G y espin(G) pero la diferencia es que espin(G) es un grupo

simplemente conexo), tal que si § es el algebra de Lie de espin(G), entonces g y § son isomorfos'®, y se
satisface

espin(QG) g GL(n,K)
expT  Texp

75 gl(n,K),

donde IT y 7 son representaciones.

A las representaciones de espin(G) que no son representaciones de G, se les conocen como repre-
sentaciones espinoriales de G o representaciones de espin y los elementos del espacio vectorial en el que

18Un isomorfimos de algebras de Lie es un isomorfismo lineal que preserva las constantes de estructura.
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actian los operadores de estas representaciones, se les llaman espinores'?. Todos los tipos de espinores v
satisfacen que bajo una rotaciéon R de 27

a diferencia de los vectores de R™ [29].

A continuacion, se revisaran cinco grupos de Lie no-abelianos (y sus respectivas algebras de Lie)
esenciales para el desarrollo del trabajo.

2.3.1. SO(3)y SU(2)

Las definiciones de SU(2) y su respectiva algebra se dieron en el ejemplo 2.5 y en el ejemplo 2.12.
SO(3) (véase ejemplo 2.4) es el grupo de rotaciones en R?® [27]. La estructura de algebra de Lie de
s0(3), (vease el ejemplo 2.11) se puede obtener con los operadores diferenciales hermitianos de momento
angular?® L"b = i(x20" — 2b0%)= Lb“, a,b = 1,2,3 (por lo que solo se necesitan 3 para generar el
algebra 50( ) y a SO(3)), que satisfacen

(L7, LM = ig? L — ig* L — 67 L 436" L7%. (2.2)
El operador de momento angular es
L= (L% L% ). (2.3)
Por otro lado, considere L = 1€tk L7k donde €% es el tensor de Levi-Civita. Se cumple
(L}, 7] = iR Lk, (2.4)

Con esta notacion, el operador de momento angular es

i= (P12 %), (2.5)
y mediante el mapeo exponencial
R := exp(—iw'L?) € SO(3), (2.6)
se obtiene una rotacion en un 4dngulo |w| alrededor del eje definido por &.
La representacion trivial de so(3) es Li =0; por lo anterior, cualquier rotacién R estd representada
por la identidad. Como la representacion trivial es igual para todos los grupos de Lie, en el resto del texto

ya no se realizard su construccion.

En la representacion fundamental de so(3), cada generador L esta dado por una matriz de 3 x 3,

~.. ab . . - 4
(LY) ", la cual opera sobre vectores de 3 dimensiones. Estas matrices estan dadas como

(L™ = j(siagit — 5iagiv). (2.7)

19Ma4s adelante se revisara con detalle esta representacion.
20En el desarrollo de este trabajo se considera i = 1, donde £ es la constante de Plank.
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En esta representacion, al tomar el mapeo exponencial, éste actia sobre vectores de 3 dimensiones, i.e.
exp(— 2w L)V, donde w'=eFwk (véase ec. 2.6). Para so(3), la representacion adjunta es equiva-
lente a la representaciéon fundamental, i.e. la representacién adjunta consiste en efectuar el cambio de
base?! (L7)% = —jelad,

Para cada n € N impar, hay una representacion de so(3) que acttia en un espacio vectorial dimension
n sobre R. Sin embargo esto no da una completa descripciéon de las particulas cuanticas en todos los
casos. Como SO(3) no es un grupo simplemente conexo, se recure al grupo espin de SO(3)?2. Considere

SU(2) L S0(3)
A G donde G(X)=AXAT.

Es facil ver que f es una funcién suprayectiva aunque no es inyectiva?® (es 2 a 1 ya que f(A) = f(—A)).
Como?* su(2) = so0(3), entonces espin(SO(3)) = SU(2) [11].

Tomando n = 2s + 1 se obtiene que para cada valor semi-entero o entero del nimero s, hay una re-
presentacion de su(2) hermitiana (con una representacion unitaria de SU(2)) que opera sobre un espacio
vectorial de dimension n sobre C. El nimero s se asocia con el valor del espin de las particulas [7].

Para s = % se tiene la representacion fundamental de su(2) (hermitiana e irreducible, que opera

sobre un espacio vectorial de dimensién 2 sobre C) y se le conoce como representacion de espin % Dicha
representacién proporciona una correcta descripcién de particulas no-relativistas con momento angular

total %, i.e.?% con espin % La base de esta representacioén son las matrices de Pauli?®, las cuales satisfacen

(08, 07] = 2i'i* ok, (2.8)
o si se toma S = 30, se obtiene

(5, 87) = i€k Sk, (2.9)
Asi, el operador de espin total®” es

S = (5", 52%,5%). (2.10)

Los elementos del espacio vectorial en el que actaa el operador S son espinores [7]. Para s = 1 se tiene
la representacion adjunta de su(2); que describe correctamente particulas no-relativistas de momento
angular total?® 1, y asi sucesivamente para cualquier valor de s [7].

21Véase ec. 2.4.

22Fn Mecénica Cuantica esto se hace cuando se considera la contribucion del espin de las particulas en el momento
angular total, M = L + S donde S es el operador de espin [7].

23Tomando Zs = {—1,1} (como grupo multiplicativo), entonces SU(2)/Z2 = SO(3) (isomorfismo de grupos).

24Las constantes de estructura son las mismas, por lo el morfismo que manda la base en la base es un isomorfismo de
algebras de Lie.

25Torzosamente el momento angular orbital tiene que ser 0 [7].

26éase Apéndice B.

27También llamado operador de espin % [7].

28Fsta representacion describe particulas de espin 1 siempre y cuando el momento angular orbital sea 0 [7].
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2.3.2. SO,(1,3) y SL(2,C)

Uno de los principios en los que se basa la teoria de la Relatividad Especial [8] es considerar al tiempo
y al espacio partes de un solo ente 4-dimensional llamado espacio-tiempo?? y usar la métrica de Minkowski
(como la definicion 2.9)

7 :=diag(l,—1,-1,-1), (2.11)

donde la primera coordenada esta asociada a la coordenada temporal.

Se observa que las isometrias mas generales de R* en R* que dejan invariante la métrica de Minkowski
son

f@*) =z" = A" 2" + a". (2.12)
La matriz A (A = [(A)“] u,v =0,1,2,3) es una transformacién de R* que tiene que satisfacer
A\ = 1. (2.13)

Por lo anterior, las matrices A forman un grupo de Lie asociado a la métrica de Minkowski 7 (véase
definicion. 2.11). A este grupo se le llama grupo de Lorentz o grupo O(1,3) y consta de 4 componentes
ajenas (O(1,3) es disconexo, véase definicion 2.13) entre si caracterizadas por

det(A) = £1 y sgn(A%) = £1, (2.14)

donde sgn(x) indica el signo de z.

En la ec. 2.12, a* es una traslaciéon en la coordenada p. Las traslaciones a junto con O(1,3) forman un
grupo de Lie llamado grupo de Poincaré [9], el cual se revisara en la siguiente seccion.

Como se puede deducir de la definicion 2.2, solo la componente que posee al elemento identidad es un
subgrupo®’; a este se le conoce como SOy(1,3), y consta de elementos con det(A) = 1 (proporciona una
paridad fija) y sgn(A%)=1 (conserva el flujo del tiempo). Como SOy(1,3) no es compacto [9], se puede
demostrar que no tiene representaciones de dimensiones finitas unitarias.3!

La estructura de algebra de Lie de sop(1,3) se obtiene de los operadores diferenciales L = izt —
a¥O*)=—L"" para p,v =0, 1,2, 3. Estos operadores satisfacen [9], [16]

[LPo L"") = inP L7 — in?" LO" + in”" LP* — i LPV. (2.15)

Si la ecuacién anterior se restringe a los indices espaciales, entonces se obtiene la ec. 2.2, por lo que se
concluye que SO(3) C SOy(1,3). Debido a esto, SOy(1, 3) no es un grupo simplemente conexo.

El operador de momento angular es

L= (L%, 1%, 1), (2.16)

29En el desarrollo de este trabajo se considera c=1, donde c es la velocidad de la luz en el vacio.

30Es posible demostrar que las demas componentes de O(1,3) se generan con inversiones temporales 7 y cambios de
paridad P multiplicados con elementos de SOq(1,3) [9].

31 Existen generadores del algebra que no son hermitianos.
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mientras que el operador de rotaciones totales que involucran el eje temporal (transformaciones de Lorentz
propiamente dichas, que también son llamadas “boosts” o “empujones”) esta dado por

K = (L, L2, L%). (2.17)

Nota: Para representaciones de dimensiones finitas, los boosts no son operadores hermitianos.
Bajo el mapeo exponencial se obtiene
Z‘ T L
A= exp(—iwwL’ Y) € SOy(1,3), (2.18)
donde w,,, es un tensor antisimétrico constante.

.-, £ . . £ g
En la representacién fundamental, cada generador L estd dado por una matriz de 4 x 4 (L") |y
operan sobre vectores de 4 dimensiones. Las correspondientes matrices estan dadas como

(L), = i(n"? 6%, = n"76",). (2.19)

En esta representacion, al tomar el mapeo exponencial, éste actiia sobre vectores de 4 dimensiones, i.e.
A%, VP, donde A%, = exp(—5w,, L"), es la matriz de una transformacion de Lorentz usal.

Hay 6 generadores de sop(1, 3) ya que L= %eijkf/jk para i, j,k = 1,2,3 y también se tiene Ki= L%,
De esta manera, la ec. 2.15 se escribe como [19]

(L}, 7] = iR Lk, (2.20)
(K, K] = e J*; (2.21)
(L}, K7 = iR K", (2.22)

En un abuso de notacién, las 3 ecuaciones anteriores se pueden escribir como [ia, IA/Z’] =1 f“bcff para
a,b,c =1,2,...,6 (se consider6 L*=K® para a =4, 5,6). Por lo anterior, la representacion adjunta esta
compuesta de matrices de 6 x 6 definidas como (L)%, = —if (véase ejemplo 2.16).

S0y(1,3) no proporciona una completa descripcion de las particulas relativistas en todos los casos.
Al igual que en el caso no-relativista (Seccion 2.3.1) hay que recurrir al grupo espin(SOy(1,3)). En la
seccion anterior se observo que espin(SO(3)) = SU(2); un analisis similar muestra que sl(2,C) = sog(1,3)
y espin(S0y(1,3)) = SL(2,C) (véase ejemplo 2.3 y 2.10).

Espinores de Dirac

Para construir las representaciones de sl(2,C) se usa un conjunto de matrices que forman un algebra
asociativa (véase definicion 2.15 y ejemplo 2.7) llamada algebra de Clifford de dimension 4, Cy, o algebra
de Dirac [16], [25]. Esta est4 definida por la relacién

{7 =2, (2.23)
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donde p,v = 0,1,2,3. I es la matriz identidad (de la misma dimensiéon que v*), que a partir de este
momento se omitird al escribir la ec. 2.23. A las matrices v* se les llaman matrices de Dirac.

Considere o* := (I,5), " := (I,—&) donde & = (0!, 02, 03) son las matrices de Pauli. Con lo anterior,
las matrices de Dirac escritas en la representacién de Weyl? son

= ( gﬂ "O“ ) (2.24)

Se define
o ._E u o _E ohlg? — gVgH 0
SHY . — 4[’}/ )Y ] =1 0 FHhoV — GV oM . (225)
Es facil verificar
[SH,4P) = i(y"n" — ¥ nPH), (2.26)
por lo que
[8P7, SVH] = iyt STV — inPr STH 4 inTV SPI — inThSPY. (2.27)

De la ecuacién anterior se observa que S“* € 509(1,3) (pues satisface las condiciones del algebra
sl(2,C) = s09(1,3)) y de esta forma, se tiene una representacion espinorial de sog(1,3).

El operador de espin total es
S =(5%,8%,87) = %(727377371,7172), (2:28)
mientras que el operador de boost total de “espin” es

i

K = (8%,8%,8%) = 2 (4%",1%9%,7%7°). (2:29)
Mediante el mapeo exponencial, se obtiene
S(A) = exp(—%ww,g””) € SL(2,C). (2.30)

El espacio vectorial en el que actia la representacion dada por la ec. 2.25 es de dimension 4 sobre C y

a sus elementos se les llaman espinores de Dirac. Los espinores de Dirac se transforman con el operador
S(A)

P(x) = S(A)Y(A ). (2.31)

donde A esté definida en la ec. 2.18. Como las matrices de Dirac satisfacen

()T = 409440 = ,, (2.32)

entonces, se cumple

32Las matrices de Dirac son una generalizacion de las matrices de Pauli ya que estas cumplen {o*,5"} = 2n*¥. En este
trabajo solo se trabajara con la representacion de Weyl de las matrices de Dirac. En el Apéndice B se muestran otras
representaciones de las matrices de Dirac.
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(SH)F = —%[(v“)ﬂ ()1 = —1°8"4° = §,,,. (2.33)

De la ec. 2.33 se obtiene S(A)T = 7°S(A)~14%. Con ayuda de lo anterior, es posible definir el espinor
adjunto de Dirac

=0T Pa) = (A 2)S(A) (2.34)
Se define

7 =iy 0yln2q3. (2.35)

Esta matriz cumple

1. (4°)? =T (por lo que sus eigenvalores son +1).
2. {¥°,y*}=0 pu=0,1,2,3.
3. [¥5, 8] =0 p,v=0,1,2,3.

Se establecen los operadores de proyeccion:

1
P* = §(Iify5), (2.36)

que satisfacen (P*)? = Py PTP~ =0.

Espinores de Weyl y de Majorana

~

Es posible demostrar que sl(2,C) es isomorfa a dos algebras su(2) que conmutan entre si: sl(2,C) =
su(2) @ su(2)" [9]. Por lo anterior, las representaciones de sl(2,C) estén clasificadas por dos niimeros
semi-enteros o enteros (uno por cada su(2), véase Seccion 2.3.1).

Sea M € SL(2,C). La representacion fundamental de M es conocida como representacion espinorial
(0, %) El espacio vectorial en el que esta representacién actiia es de dimension 2 sobre C y a sus elementos
se les conoce como espinores izquierdos x, (o = 0,1). Por otro lado, la representacion fundamental de
M* es conocida como representacién espinorial (%,0) o como representacion fundamental conjugada®®.
El espacio vectorial en el que esta representacion actua es de dimension 2 sobre C y a sus elementos
se les conoce como espinores derechos Y4 (& = 0,1). Nétese que x! = yg4. Las particulas descritas
por la representacion (0, 3) ((3,0)), son particulas relativistas de espin % llamadas particulas izquierdas
(derechas). A los espinores derechos e izquierdos también se les llama espinores de Weyl o espinores
quirales. Con los operadores de proyeccion de la ec. 2.36, se obtienen los espinores de Weyl a partir de
un espinor de Dirac®? v

< Xo ) = gy, = P ( f ) = Yr = Py, (2.37)

33L.a represntacion espinorial presentada en la ec. 2.25, es la representacion (1/2,0) @ (0,1/2) [9], [19]; por lo tanto, es
una representacion reducible. Esta representacion describe correctamente en un marco relativista, particulas con espin 3.
34Esto solo es posible en la representacion de Weyl de las matrices de Dirac.
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donde 11, (1R) es el espinor izquierdo (derecho®?).

Para subir y bajar indices espinoriales (ec. 2.37), i.e. pasar de la representacion fundamental (conju-
gada) a la representacion contravariante (conjugada) y viceversa, no se usa el tensor métrico 7, sino se

usan los tensores [26]
eaﬁ:%ﬁ.:(l 0); 6;3265:(_1 0)7 (2.38)

pues son tensores invariantes en SL(2,C), con «, d, 8,3 =0,1. Por lo tanto,
Xa = €apX’; X" =€"xg; £ =8y Lo =ei580 (2.39)

En particular £x := £%Xa = £%€apX” = —x"€ap€® = X €5al™ = X &5 = X&.
Por el tltimo término de la ec. 2.25, los generadores de si(2,C) en los espacios de Yo y £ se definen

[26]

uvy B . ‘ B =vyB v =pypYy. FHV )& ._E FHOY SV Zvay oM
(e 0 = 4(0 Xl N (o )B = 4(0 0ly—0 075)' (2.40)

Hay que notar que, por ejemplo, el generador en la tercera direccién espacial es S'2 = S19 = 012 =512 =

% como se esperaba. o y £ tienen la regla de transformaciéon de Lorentz:

7 _ 7 >
Xa — exp(—iwwa“”)fxlg; &4 — exp(—§wwc’r””)aﬁ 5[3. (2.41)

Se define la matriz de conjugacion de carga C' en esta representacion (representacion de Weyl) [26]
como

B —Ea[g 0 )
C = ( o7 s > (2.42)

La matriz C satisface

ct=ct=c"1=—-c. (2.43)

Por la ec. 2.39, la matriz C se usa para conjugar al espinor de Dirac3®

W = Y C (2.44)
El espinor de carga conjugada se define como
vO =09 9=y (245)

A partir de un espinor de Dirac, se puede definir otro tipo de espinor 1,; conocido como espinor de
Majorana, dado por la condicién

35El subindice L (R) en el espinor izquierdo (derecho) es por la palabra “left” (“right”), que en ingles significa izquierda
(derecha).

363e considero g = ( 2%’ ) y Y% = ( g: )
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Uir = Yur- (2.46)

Por lo anterior, un espinor de Majorana se construye a partir de un espinor izquierdo x, (analogamente
para un espinor derecho)

X

Noétese que un espinor de Dirac v se escribe como combinacién lineal de dos espinores de Majorana 1

Yare

(VS ( Xo ) ~ (2.47)

b= itan +das e = (6~ 0 da= 56 +4°) (2.48)

Clasificacion de los elementos del algebra de Dirac

De la ec. 2.31 y del segundo término de la ec. 2.34, se sigue

Y(@)d(@) = p(AT )Y (A ). (2.49)

Por lo anterior, 1) se transforma como escalar, con respecto a SL(2,C) (o con respecto a SOy(1,3)) [8].
De las ecs. 2.19, 2.26 y 2.30, se obtiene [29]
S(A) "M S(A) = A4 =0,1,2,3, (2.50)
por lo que

D@y p(z) = MDA ey p(A ). (2.51)

Debido a la ec. 2.51, i (x)y"1(x) se transforma como un vector con respecto a SOg(1,3) [8]. Del
resultado anterior, se sigue

D(2) 8" () = A A P(A ) SP7h(A ). (2.52)

Por lo tanto, 9 (x)S*1)(z) se transforma como un tensor®” [§] bajo SOy(1,3).
Bajo transformaciones de cambios de paridad®®, los espinores de Dirac se transforman como [29]

P(x,t) = 7 (=%, 1), (2.53)

Por lo tanto bajo transformaciones de paridad P, las ecuaciones 2.49, 2.51y 2.52 se siguen satisfaciendo®”
[29], [25]. Debido a lo anterior ¥, Yy y ¥ S* 1) se transforman como un escalar, un vector y un tensor
respectivamente bajo el grupo Lorentz.

Por otro lado, ¢y°1) y 1y°y*49 se transforman como un pseudo-escalar y como un pseudo-vector
respectivamente bajo el grupo de Lorentz. En efecto*”

37Forma matricial de la definicion 2.6.

38Transformaciones que pertenecen al grupo de Lorentz, pero no a SOo(1,3).

39También para inversiones temporales T (que pertenecen al grupo de Lorentz pero no a SOp(1,3)) [25].
409h~5eh y hyByHep se transforman como escalar y como vector respectivamente bajo SOo(1,3), .
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[P P](x, ) = —[7°0)(—x8). (2.54)
Piraln > { LT T 255)

De esta manera, se hace la clasificacién:

Elemento Propiedad No. de elementos
P escalar 1
Py vector 4
PSHep tensor 6
VYo pseudo-escalar 4
PySytep pseudo-vector 1

2.3.3. El grupo de Poincaré

En la seccion anterior, se vio que el conjunto de isometrias de la métrica de Minkowski forman el
grupo de Poincaré P(1,3). Se observa que el vector x € R, frente a dos transformaciones de Poincaré es

T — Alx +a; — AQ(AliL' + al) +ag = AQAllL' + (A2a1 + a2), (256)
donde A; € O(1,3) y a; € R?* (es una traslacion en R*) para i = 1,2. Se sigue

P(1,3) = {< 0 ) AeO0(1,3), acRY, (2.57)
cuya algebra de lie es

p(1,3) = {( % ‘ > | A € s00(1,3), a € R}, (2.58)
Se definen los generadores de su algebra de Lie asociada p(1,3)

N ( {)’” 8 >; o= ( 8 if)g > (2.59)

donde J* son los generadores de sog(1,3) (ecs. 2.15 y 2.27) y P? genera una traslacion en la coordenada
o con (e7)P = §°P. Se sigue que los generadores satisfacen

[NP7, M) = it MY — in?” MOH + in® MP* — in”" M, (2.60)
[PJ7PP] =0; (2.61)
[M“V7 po] _ inuapu _ inugpl/_ (2.62)

En una teoria cuantica relativista, debe de haber invariancia bajo las transformaciones del grupo
de Poincaré sobre el espacio de Hilbert de los vectores de estado del sistema fisico ademés de pedir la
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unitariedad de las representaciones tipica de una teorfa cuantica*'. En este marco, el operador P, genera,
una traslacién en términos del operador diferencial —id,. El generador de traslaciones temporales se
identifica con el Hamiltoniano del sistema, i.e. By = H mientras que el resto de las componentes son las
componentes del operador de momento, i.e. P= (P17 Pg, Pd) Los eingenvalores de operadores hermitia-
nos que conmutan con Py son cantldades conservadas en la teorfa cudntica (los operadores pueden ser
diagonalizados simultdneamente), por lo que el momento lineal (P) y el momento angular (M, véase ec.
2.16) son cantidades conservadas.

Se define el vector de Pauli-Lubanski (o vector de polarizacion)

W, = %e,wpaM”pP". (2.63)
donde €,,,0 €s un tensor completamente antisimétrico. Los operadores Casimir son operadores que con-
mutan con todos los generadores del dlgebra. Para el caso del grupo de Poincaré los operadores Casimir
son VAV”VAVH y PA’“PM. Estos operadores son hermitianos y satisfacen W“[:’H = 0. Las nimeros cuanticos
asociados a estos operadores son m?s(s+1) y m?, respectivamente, y corresponden a cantidades conserva-
das, donde m es la masa y s es el espin de la particula. Con los operadores Casimir se pueden clasificar las
3 representaciones irreducibles unitarias del grupo de Poincaré que tienen sentido fisico: la representacion
trivial (corresponde al estado vacio) y las representaciones masiva y no-masiva (corresponde a particulas
con masa y a particulas sin masa respectivamente) [9], [17]. Lo anterior indica que las particulas se pueden
caracterizar en términos de su masa y su espin.

41En el marco de la Mecanica Cuantica Relativista [30], las corrientes conservadas no se pueden asociar a densidades de
probabilidad (como en el marco de la Mecanica Cuantica [7]), pues no es positiva definida. Dicho problema se resuelve en
Teoria Cuéntica de Campos [17], [25].



Capitulo 3

Teoria Cuantica de Campos

En este capitulo se hara una introducciéon a la Teoria Cuantica de Campos; especificamente, se cuan-
tizaran los campos de Klein-Gordon y de Dirac; asimismo, se revisaran los conceptos béasicos de la inter-
accion electrodébil. Gran parte de este capitulo esté basado en las refs. [6], [15], [13], [25] ¥ [29].

3.1. Ecuacion de Klein-Gordon

3.1.1. Introduccion

La ecuacién de Schrodinger es la base de la Mecanica Cuantica, e implica una dualidad-onda particula®.
Esta ecuacion es [7]

(5 V2 + V)0 = i, (3.1)

La ecuacién anterior se obtiene a partir de la expresion de la energia F = % + V, sustituyendo E — i0;
y p — —iV. Para obtener una ecuacién consistente con la Relatividad Especial en el caso de particula
libre (V = 0), basta usar la correspondiente expresién para la energia E? = |p|? + m?, sustituyendo
E? - —9,2 y p?2 — —V?2, con lo que se obtiene

(0"9, —m*)¢p=0 p=0,1,2,3. (3.2)

La ecuacion anterior es conocida como la ecuacion de Klein-Gordon para particula libre [7], [30]. Las
soluciones de dicha ecuacion son ¢4 = AypeTP o,

En el marco de la Teoria Clasica de Campos, la ec. 3.2 es la ecuacién de movimiento del campo escalar

real de Klein-Gordon ¢ y se puede obtener a partir de variar la accién Sxg = / d*z Lxg, donde Lxg es

la densidad Lagrangiana (simplemente se le llamara Lagrangiano) [25]

1

Lig = %4&2 - %(V@? - §m2¢>2 = %(8"(;58#(;5 —m2p?). (3.3)

1En este marco, a las variables dinamicas se les asocian operadores. A partir de este momento, no se utilizars O para
denotar a un operador, se usara O.

24
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3.1.2. Cuantizacién del campo de Klein-Gordon real

En el marco tedrico anterior, la ec. 3.2 es una ecuacién de campo clasica (como las ecuaciones de
Maxwell). Si se quiere cuantizar el campo escalar ¢, se deben imponer reglas de cuantizacién similares a
las de la mecanica cuantica tradicional [7]. Haciendo esta analogia, se tiene

[D(x),7(y)] = i6@ (x —y);  [b(x),¢(y)] = [x(x),7(y)] =0, (3.4)
donde w(x)::gggj es la densidad de momento conjugado asociada a ¢(x) (simplemente se le llamara
momento conjugado). Hay que notar que 7(x) = ¢(x) y que en la ecuacion anterior, ¢ y 7 estén evaluados
en el mismo tiempo t. En este contexto, el operador Hamiltoniano o simplemente Hamiltoniano, esta dado
por [25].

H = [ @000 - Lig) = [ da {57200 + 5VOL + 5mPo(x)’) (3.5)

Para encontrar el espectro del Hamiltoniano, se transforma el campo de Klein-Gordon en el espacio
de Fourier

dgp —ip-X
o(p,t) = Gn)? e d(x,1), (3.6)
y la ecuacion de Klein-Gordon se convierte en
> 2 2
[5z + (IpI” +m%)]é(p, t) = 0. (3.7)

Como

Ep = /Ip|* +m?, (3.8)

entonces, la ec. 3.7 tiene la forma de la ecuacién de un oscilador arménico de energia Ey,; para cada valor
de p hay una energia Ep, por lo que se puede decir que hay un “continuo” de osciladores (un gas de
osciladores que no interactian entre si). Para un solo oscilador, el Hamiltoniano tiene la forma

1 1
Hy = 5p2 + §E2¢2. (3.9)

Es posible definir operadores de creacion y aniquilacion [25]

1 [E _
\/ﬁ(a+a1.)7 pz\/;(anr)ﬂ (310)

la,a’] = 1. (3.11)

¢ =

se observa

El Hamiltoniano de la ec. 3.9 se puede escribir

1
Hy = E(a'a + 5), (3.12)

por lo anterior,

[Ho, aT] = FEa'; [Hp,a] = —Ea. (3.13)
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Se define el vacio tal que a|0) = 0 y es un eingenestado de Hy con eigenvalor %E Se generan estados
de n cuantos con
(ah)"”

In) = "2 10) (3.14)

Estos estados son eigenestados del Hamiltoniano con eigenvalores (n + %)E Cada modo normal de vi-
bracién en el espacio de Fourier es tratado como un oscilador independiente, con sus propios operadores
de creaciéon y aniquilacion.

En analogia con la ec. 3.10, se define

¢(0,x) = /d?’ﬁ (ape™™ + aLeiip'x); (3.15)
©(0,x) = —i/d%\ (ape™®> — al,e_ip'x). (3.16)
donde
d3p
Pp=—". (3.17)
(27)32E,

Como ¢ es un campo escalar real, i.e. ¢ (x) = ¢(x), entonces ¢*(p) = ¢(—p), por lo que las ecs. 3.15
y 3.16 se pueden escribir

(0, ) = / @ [P (ap +a )]: (3.18)

7(0,x) = —i / &*p [e®P*[(ap —al )] (3.19)

Para cualquier tiempo ¢, las dos tdltimas ecuaciones tienen la forma (sucesion infinita de osciladores
armonicos desacoplados)

6(t:3) = [ &5 [P ape B 4 al B0 (3.20)
m(t,x) = —i/d3ﬁ [P (ape PPt — atpeiEp't)]. (3.21)
La ec. 3.11 se transforma en
[ap, a:&] = (27")3 2Ep 5(3)(1) —q), (3.22)
y se verifica la ec. 3.4. Siguiendo la ec. 3.5, el Hamiltoniano es
~ 1
H= /d?’p [Ep(aLap + i[ama;’)])]. (3.23)

El segundo término de la ecuacién anterior corresponde a energia infinita y se le conoce como energia del
punto 0, pero estrictamente hablando solo es posible medir diferencias de energias, por lo que este término
es irrelevante y simplemente se resta [25]. Como era de esperarse, de la ecuacion anterior se verifica
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[H,al] = Epal;  [H,ap] = —Epap. (3.24)
Se definen las transformaciones infinitesimales de traslacién y rotacion

. .
O 1=~ Pl = <im0 = =N MY = —%)\W(m“a” — 2o, (3.25)

donde 7, es un pardmetro escalar infinitesimal y A,, es un tensor antisimétrico infinitesimal. Si las
trasformaciones de la ecuacion anterior actian sobre el Lagrangiano de Klein-Gordon (véase ec. 3.3), se
obtiene

0-(Lrg) = 6#(_TML’C9); 0n(Lxg) = (9u(—77'ug/\gp$pﬁjcg). (3.26)

Lo anterior indica, que el grupo de Poincaré (seccion 2.3.3) es el grupo de simetrias espacio-temporales
del Lagrangiano de Klein-Gordon?. El teorema de Noether [17] asegura la existencia de cantidades con-
servadas asociadas a estas trasformaciones. Los operadores de estas cantidades satisfacen las reglas de
conmutacion de las ecs. 2.60, 2.61 y 2.62, haciendo la identificacion P° = H. Por lo tanto, los nimeros
cuénticos asociados a estos operadores se conservan y son la energia, el momento lineal y el momento
angular total. Cabe destacar que el segundo término de las ecs. 3.25 y 3.26, muestra que la contribucion
del espin al momento angular total de las particulas del campo Klein-Gordon es nula, i.e. el espin de éstas
es 0. La identificacion P° = H y la ec. 2.61 permiten diagonalizar al mismo tiempo al Hamiltoniano y al
operador P = (P!, P2, P3), por lo que eigenestados de H también pueden serlo de P (con eigenvalores p).

Se define el vacio |0)=|0,0,0...) tal que ap|0) = 0y (0|0) = 1 (todos los osciladores estan en su estado

base). Por lo anterior (hasta una correccion infinita) H|0) = 0; de esta manera, la energia del estado base
es 0. En general

|p1p2...pn...>:aL1aL2...a;r)n...|0>’ (3.27)

<p1p2 “Pn-cc |q1q2 SERN ¢ PR > = (27‘(‘)3 2Ep1 6(3) (p1*Q1)(27T)3 2Ep2 6(3) (p27q2)”'2Epn 5(3) (pn*Qn) e

(3.28)
La ec. 3.28 implica que los operadores de creacién a;f)l al,z --- actuando sobre el vacio producen un ei-
genestado del Hamiltoniano con energia £ = Ep, + Ep, + -+ y momento P = p; + p2 + ---. Hay
que destacar que se obtiene el mismo estado de af, af ---|0) que de af al ---|0) (ya que af, y al,

conmutan); por lo tanto, al intercambiar dos particulas se obtiene el mismo estado y ademas, un valor de
p puede contener un numero arbitrario de particulas. Con lo anterior se concluye que las particulas del
campo de Klein-Gordon satisfacen la estadistica de Bose-Einstein; las particulas creadas bajo este marco
son bosones.

Considere la ec. 3.20, donde el campo ¢(x,t) es tratado como un operador. En este marco

o(t,%)[0) = / (P ¢ P Bt ). (3.29)

de la ecuacion anterior se aprecia que ¢(x,t) es el operador (creado a partir de soluciones del campo de
Klein-Gordon) de posicion, el cual genera un boson en x al tiempo ¢ [25].

2Pues las transformaciones del grupo de Poincaré dejan invariante el Lagrangiano de Klein-Gordon.
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3.1.3. Campo de Klein-Gordon complejo

Considere el Lagrangiano de dos campos reales de Klein-Gordon ¢; y ¢2 con la misma masa

1
Lrg = 5[0"¢1 0,1 — m?¢1 + 0" b2 e — m*¢3). (3.30)
El Lagrangiano anterior es invariante bajo rotaciones de los campos (¢1, ¢2)
&\ _ [ cos(a) —sen(a) P1
( oy )\ sen(a)  cos(a) d2 ) (3.31)
El teorema de Noether [17] asegura la existencia de una corriente conservada. Por lo anterior conviene

escribir ¢ = %@51 +i¢2) ya que una rotacion es multiplicar por una fase en el plano complejo, entonces
la ec. 3.30 se convierte en

Lxg = 0,0 0" —m?|g|*. (3.32)

Al Lagrangiano anterior se le conoce como Lagrangiano del campo escalar complejo de Klein-Gordon.
Las reglas de conmutacion de ¢1 y ¢o (ec. 3.4) muestran que al mismo tiempo ¢

[6(x), 6" ()] = 16D (x —y);  [6(x),0(y)] = [6(x), 6" (v)] = [¢(x), ¢ ()] = [¢(x), &(y)] = 0, (3.33)

lo que es consistente con el hecho de tratar a ¢ y a ¢* como variables independientes. Haciendo un
desarrollo en el espacio de Fourier se obtiene

dgp ip-x —iEy-t t 1Byt
o(t,x) _/(27r)32Ep e?*[(ape + 0L e )); (3.34)
i d*p ipx[(, 1 iEp-t —iBEp-t
P (t,x) = @28, © [(ape™™ + b_pe™" 7P 7)], (3.35)
P
donde
ap = ﬁ[alp +iagpl; by = \ﬁ[%p + iagy), (3.36)
que satisfacen
lap,al] = 27)°Epd® (p—q); (b, b] = (27)°Epd®) (p — q), (3.37)

y cualquier otra combinacién entre ap y bp es 0. El Lagrangiano del campo complejo de Klein-Gordon
también es invariante ente transformaciones del grupo de Poincaré (ecs. 3.25 y 3.26). Salvo una constante
infinita,

d3p
P* = (H,P) = /M plabap + bibp), (3.38)

con lo que se obtiene

[P",af) = pal;  [P",b}] = pbl. (3.39)
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Ademss, el Lagrangiano del campo complejo de Klein-Gordon es invariante bajo transformaciones de
U(1) (véase definicion 2.5), ¢ — €*“¢, donde « es un pardmetro constante3. La corriente conservada que
asegura el teorema de Noether es [17]

" =il¢" (0" ¢) — (9"¢)d] (3.40)
asociada a ésta, la carga conservada es
: d*p
Q= /dsx]o :/(%)32]3p [alap — bLby), (3.41)
de donde se obtiene
[Q, G,I)] = a;r); [Q, bI)] = _b;f); (342)

Se define el vacio |0) tal que ap|0) = bp|0) = 0. Por las ecs. 3.39 y 3.42

Praf|0) = p*al]0);  Qaf|0) = af|0); (3.43)

PrBL0) = pbl[0);  QbL|0) = —bi]0). (3.44)

De las 2 ecuaciones anteriores se aprecia que los operadores a;f, y pr son operadores de creaciéon (ap y
ap son operadores de aniquilacién); a;f) crea un estado con cuadrimomento p* y carga 1, mientras que bL
crea un estado con cuadrimomento p* y carga —1. El coeficiente de la solucion de energia positiva de un
campo escalar complejo ¢ se convierte, al cuantizar el campo, en el operador destruccion de un bosén
de espin 0 (carga positiva); mientras que el coeficiente de la solucién de energia negativa se convierte
en el operador creacion de su antiparticula (mismos nimeros cuanticos, carga contraria, en este caso, se
le llama antibos6n). Para el campo ¢! ocurre lo contrario, pues se intercambian los roles de particula y
antiparticula. Si el campo es real, aL = bL (seccién anterior), entonces se crean y destruyen particulas
que son propia antiparticula?.

3.2. Ecuacion de Dirac

3.2.1. Introduccion

Para encontrar una ecuaciéon cuéntica compatible con la Relatividad Especial para una particula

libre con espin %, se propone heuristicamente una relacién lineal entre H y el operador p de la forma

H = o' - p; + Bm; con la cual se obtiene la ecuacion de Dirac [7]

00 = Hip = (a'pi + fm)y = (—ia'd; + fm)y. (3.45)

La ecuacion anterior debe ser consistente con la expresion E? = |p|? + m?2, por lo que

{a',a/} =269,  {a",B}=0; pZ=1. (3.46)

3E1 generador de simetria €' es la identidad. U(1) es el grupo de simetria global de norma del Lagrangiano del campo
complejo de Klein-Gordon. En la Seccion 3.3 se revisara con méas detalle los grupos de simetria de norma.

4Fue mucho después que las predicciones hechas por la ecuacién de Klein-Gordon (campo real y campo complejo) se
comprobaron experimentalmente. Por ejemplo, el bosén de Higgs es descrito por un campo real de Klein-Gordon, mientras
que los piones cargados 7T y m~ (particula y antiparticula) se pueden describir con campo complejo de Klein-Gordon (en
este caso, la carga eléctrica es la carga conservada Q).
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Como H debe ser un operador hermitiano, también se debe cumplir

@) =ai; gt =5 (3.47)
De estas propiedades se sigue que a y 3 satisfacen [7]
1. tr(a) =tr(8) =0.
2. Sus eigenvalores son + = 1.

3. Su dimension es par y mayor que 2.

Por las propiedades anteriores, se propone v° = 8y 4 = Ba’, donde v* (u = 0, 1,2, 3) son las matrices

de Dirac definidas en la ec. 2.23. De esta manera, se obtiene la forma covariante de la ecuaciéon de Dirac

(iv"0, —mI)p =0, (3.48)
donde I es la matriz identidad de 4 x 4 y a partir de este momento, al escribir la ecuaciéon de Dirac se
omitird®. Debido a que las matrices de Dirac v* acttian sobre v, éste debe ser un espinor de Dirac (véase
ec. 2.31). La ecuacion adjunta de Dirac es

- —

Yy 0 +m) =0, (3.49)
donde 1) esta dado por la ec. 2.34. Se cumple

("0, + m) (i7" 8, — M) = — (Y47 0,0, + m*)Y = (0", — m?)p = 0. (3.50)

Si en la ec. 3.48 se pide m = 0 se obtiene la ecuacién de Weyl

O =0, (3.51)

que se descompone en términos de ¥y, g (véase ec. 2.37) como

iy O = 000X = 0; iV Ot = 0" 0,8 =0, (3.52)

3.2.2. Soluciones de la ecuacioén de Dirac

Debido a la ecuacién 3.50, si un espinor de Dirac satisface la ecuacién de Dirac entonces satisface la
de Klein-Gordon como se esperaba; por lo tanto, las soluciones de la ecuacion de Dirac para particula
libre se pueden escribir como combinacion de ondas planas [29].

by = A (p)e T Y = A (p)en, (3.53)

donde A4 son constantes de normalizacion. Para un mismo valor de p, hay cuatro soluciones linealmente
independientes; el espinor u” (p) corresponde a soluciones con energia positiva E, = y/p? + m?, mientras
que el espinor v" (p) corresponde a soluciones con energia negativa E_, = —/p? + m?. Las dos soluciones
para energias positivas (negativas) incluyen dos direcciones diferentes de espin (r = 1,2). Al sustituir las
soluciones para energias positivas de la ec. 3.53 (primer término) en la ecuacion de Dirac, se obtiene

5La ec. 3.48 esta bien definida, ya que v* y 9, son vectores (véase ec. 2.50). Por lo tanto v#0,, es un escalar, al igual
que m.
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() = (7 P ) ) =o. (354

1
Para u!(p) = < u% ), la ecuacién anterior puede ser escrita como
2

(- o3 =mul y (- 5"l = mud, (3.55)

Cualquiera de las dos ecuaciones anteriores implica la otra. Si se propone u} = (p, - o)¢’, para cualquier
espinor & que satisfaga ¢/7¢/ = 1 y considerando

(pp - 0")(py - %) = py — pipjo'o? = p§ — pipj6* = pup" = m?, (3.56)

entonces, el segundo término de la ec. 3.55 se convierte en u3 = m¢&’. Por lo tanto, la solucién de la

ec. 3.54 para u!(p) (andlogamente para u*(p)) es

ul(p) = Ay < w “7;127)5/ ) : (3.57)

donde A esté definido en la ec. 3.53. Si se pide A} = %m y & = \/pu - 07 para un espinor £ que satisfaga

£7¢ = 1 entonces, ui = (p, - ")(v/Pw - 07)& = my/p, - o7&, por lo que, en general, las dos soluciones de
la ec. 3.54 son

u(p) = ( Vi ) (3.58)

Como %(p) = ul(p)y°, entonces se satisface

u"T(p)u*(p) = 2Ep6" y @' (p)u’(p) = 2md™. (3.59)

Al sustituir la solucién para energias negativas de la ec. 3.53 (segundo término) en la ecuacion de
Dirac, se obtiene

() = (1 P ) o) =0, (3.60)

La ecuacion anterior se resuelve de manera anédloga a la ec. 3.54 (el caso para energias positivas), por lo
que las dos soluciones de la ecuacién anterior son

v"(p) = ( _%Z: > (3.61)

para cualquier espinor 7 que satisfaga 'y = 1. Como #(p) = v’ (p)7°, entonces se satisface:
v (p)v(p) = 2E,0"° y 9" (p)vi(p) = —2md". (3.62)
Entre las soluciones de energia positiva y las de energia negativa se cumple

u"(p)v*(p) = v"(p)u’(p) = 0. (3.63)

Estas soluciones son validas para espinores £” y 1" arbitrarios [29]. Como se mencion6 antes, las compo-
nentes de éstos definen la direccion del espin. Por ejemplo, si se pide £ como eigenestado de la matriz de
Pauli 02 (la matriz de Pauli asociada a la tercera direccién espacial, véase Apéndice B), la solucién para
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energias positivas de la ecuacion de Dirac (¢, = u”"e~"P"%) representa a una particula de espin % hacia
arriba (o hacia abajo) a lo largo de la la tercera direccion espacial.

Considere una particula de momento p* = (FE,0,0,p) y espin % hacia arriba a lo largo de la tercera

direccién espacial. Esto equivale a pedir, ¢! = < 0 ) (no es necesario que sea £1); por lo tanto

i (g VE=P (
1 0 0
ul(p) = X - X (3.64)
e (o) ) VETP
p*=(E,0,0,p)
Para una particula sin masa, i.e., ' = p, la ecuacioén anterior se transforma en
0
ut(p) = V2E (1) (3.65)
0

Anélogamente para una particula con energia positiva sin masa con espin % hacia abajo en la tercera
direccién espacial® [29)

0
u*(p) = V2E (1) (3.66)
0

Se define el operador de helicidad como la proyeccion del espin a lo largo de la direccién del momento,
esto es

g

y 3

S-p= %Eijkpzsjk = %pi ( g Oi ) ) (3.67)
donde S% esté definido en la ec. 2.25. Los espinores de Weyl definidos en la ec. 2.37 sin masa’, corres-
ponden respectivamente a espinores como los mostrados en las ecs. 3.65 y 3.66. El espinor de la ec. 3.65
(espinor derecho con energia positiva sin masa), es eigenestado del operador de helicidad con eigenvalor
A= % El espinor de la ec. 3.66 (espinor izquierdos con energia positiva sin masa), es eigenestado del
operador de helicidad con eigenvalor A = —%. Se hace un tratamiento equivalente para las particulas de
energia negativa®.

Como se mencion6 en el capitulo pasado, la representacion espinorial mostrada en la ec. 2.25 es
reducible en el grupo de Lorentz (por los espinores de Weyl). Sin embargo, resulta ser irreducible en el
grupo de Poincaré para particulas masivas. Solo en el caso no-masivo la representacion es reducible aun
en el grupo de Poincaré [17].

6Equivale a pedir £2 = (1) )
i.e. que satisfacen la ec. 3.51.
8De aqui el nombre de espinores derechos e izquierdos que reciben los espinores de Weyl.
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3.2.3. Cuantizacién del campo de Dirac

En el contexto de la Teoria Clasica de Campos, la ecuacién de Dirac y su adjunta (véanse las ecs. 3.48
y 3.49) son las ecuaciones de movimiento de los campos (clasicos) ¥ y ¥, los cuales, se consideran
independientes. Este hecho surge de la variacion de la accién S, dado el Lagrangiano Lp

Lp = h(@)(i7" 0 — m)ip(x). (3.68)

Haciendo una variacion con respecto a 1)(x) se obtiene la ecuacion de Dirac y haciendo una variacién con
respecto a ¢ (z) se obtiene la ecuacion adjunta de Dirac [17]. El Lagrangiano para obtener la ecuacion de
Weyl es

que se descompone como (véase ec. 2.37)
Ly = i(ry"0ur + Ory ' 9ur) = i(Xad" P duxs + 0", %fﬁ) (3.70)

Para cuantizar el campo de Dirac, se imponen las reglas (evaluando al tiempo t)

{$a (), 0 (9)} = 0P (x = ¥)bar;  {Wa(x), tu(y)} = {Wi(x), ¥} ()} =0, (3.71)
pues el momento conjugado asociado a ¥(x) es w(x) := aalf(i) = i9’(x). Debido a lo anterior, el operador
Hamiltoniano es

1= [ el ~ Lol = [ i)V rmy = [ do pl=inty Vo mal, (372)

donde v=(v',72,+%). Se reconoce el Hamiltoniano mostrado en la ec. 3.45.

En analogia con el campo de Klein-Gordon, para encontrar el espectro del Hamiltoniano (véase
ec. 3.72), se recurre a la expresion para el campo libre de Dirac en el espacio de Fourier [15]

dsp m s,.8 —ip-x st,,s ip-x
0(t.3) = [ G S et (p)e e 4 b () ) (3.73)
P S
7 dsp m S ~8 —ip-x st—s ip-T
Y(t,x) = (277)3E7 (bp°(P)e +ap'ut(p)e”™). (3.74)
P S
donde
E
{003} = {ap. 0} = (2m)*~25%(p — @8, (3.75)

y todos los deméas anticonmutadores son 0. De las tres tltimas ecuaciones y usando las ecs. 3.59 y 3.62,
el Hamiltoniano de la ec. 3.72, salvo una constante infinita (como en el caso del Hamiltoniano de Klein-
Gordon), se puede escribir [15]

H= /dp mZE asfas, +b502). (3.76)
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Es facil ver que se satisface

[H,a3] = Epall;  [H,b3l] = Epbsl. (3.77)

Se define el vacio como el estado |0) = |0,0,0...), tal que a;|0) = 0 y by |0) = 0; entonces se cumple

H|0)=0; Hail|0) = Epall|0);  HbS|0) = Epbsf|0). (3.78)
Debido a la regla de anticonmutacion (véase ec. 3.75) de los operadores de creacién y aniquilacion aff y
bfj, se verifica que estos también satisfacen
S S S S S S S S S 2 S 2
aslagl|o) = —agfasl|0);  b3TosTI0) = —b5Tbst|0); b1 j0) = a®T|0) = 0; (3.79)
por lo anterior, al intercambiar dos particulas hay un cambio de signo en los estados. Se concluye que las

particulas del campo de Dirac satisfacen la estadistica de Fermi-Dirac.

Se define la transformacién infinitesimal de rotacién con un tensor antisimétrico infinitesimal A,

. .
B = = A M = —%)\W[(x’*a” — 2Y M) + SM] (3.80)

donde S*¥ esta definido en la ec. 2.25. Si la trasformacién anterior y la transformaciéon de traslacion
infinitesimal (definida en el primer término de la ec 3.25) acttan sobre el Lagrangiano de Dirac (ec. 3.68),
se obtiene

57—([:@) = au(—Tu[:D); 6)\(£D) = 8M(—n“”/\gpxpﬁp). (3.81)

Debido a la ecuacion anterior (al igual que en el campo de Klein-Gordon), el grupo de Poincaré (Sec-
cion 2.3.3) es el grupo de simetrias espacio-temporales del Lagrangiano de Dirac®. El teorema de Noether
[17] asegura la existencia de cantidades conservadas asociadas a estas transformaciones. Los eigenestados
de H pueden ser elegidos como eigenestados de P con eigenvalores p, i.e.

Pa’T,]0) = pa*Tp|0);  PH*TL[0) = pb*Tp|0). (3.82)

Por las ecs. 3.78 y 3.82, los operadores afj y bf;f son operadores de creacién; estos operadores crean par-
ticulas con energia Ep, y momento p [15].

Por otro lado, el operador de momento angular total se define como [25]

M = /d?’x Yi(x x (=iV) + S)y, (3.83)

donde S es el operador de espin definido en la ec. 2.28. Considerando el caso en el que la contribuciéon del
momento angular orbital al momento angular total es 0, para una particula asociada con a(S)T|O> se tiene
[25]

1 5*12

03
Meag'[0) = o> (w1 (0) =5-u(0))ag'0) = Y (€71 =-€%)ag[0), (3.84)

T

9Pues las transformaciones del grupo de Poincaré dejan invariante el Lagrangiano de Dirac.
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donde £" es la componente 7 del espinor asociado a u”(0) (véase ec. 3.58) y o es la matriz de Pauli aso-

ciada a la tercera direccién espacial. Si se elige a €™ como un eigenestado de o entonces, para £° = < 0

el estado a8T|0> es eigenestado de M, con eigenvalor % y para &£° = ( (1) ) el estado a8T|O> también es

eigenestado de M, con eigenvalor —%. El mismo resultado se obtiene para una particula en reposo dada

por b8T|O>. De lo anterior se puede concluir que como se esperaba, las particulas del campo Dirac tienen
1

espin 5.

En el capitulo pasado se observo que}ﬁv“z/) se transforma como un vector del grupo de Lorentz (véase
ec. 2.51). Por otro lado 9,,(vy*1) = imap1p — imapp = 0. Debido a esto, se define la densidad de corriente

como'®
J* =Py, (3.85)
Como p = j° = 7% = T4, entonces la carga conservada asociada a esta densidad de corriente es
= [ a tp(e) = [ LB m R 3.86
Q - T ¢($) ¢(JU) - (271')3 Fp - (a'p a’p ~— Yp p)' ( . )

La dltima igualdad es cierta salvo una constante infinita. Se verifica

Qasfp|0> = asTp‘0>§ Qbstp|0> = _bSTp|O> (3.87)

Por lo anterior, el operador a‘;‘f crea una particula con carga 1 y el operador bgf crea una particula con
carga —1 (en la siguiente seccion se vera que esta carga se asocia a la carga eléctrica en unidades de e).
1

Los estados definidos como |ps) = ai’f|0> (que tienen carga 1y espin ;) corresponden a fermiones,

mientras que los estados definidos como |ps) = bf)f|0> (que tienen carga —1 y espin 1) corresponden a

antifermiones!!.

Debido a las ecs. 3.59 y 3.62, los estados |ps) satisfacen

(prlas) = 2E,(27)366®) (p — q). (3.88)

Considere las ecs. 3.73 y 3.74 en las que los campos ¢ y 1) son tratados como operadores. En este
marco P, (2)|0) ¥ 1o (x)|0) son operadores de posicién que crean a un antifermién y a un fermioén en la
posicién x al tiempo ¢, respectivamente [25].

Existen otros tipos de transformaciones que son simetrias del Lagrangiano de Dirac: inversién temporal
(T'), paridad (P) y conjugacion de carga C. Como se mencioné en el capitulo anterior, las simetrias T'y P
involucran a las demas componentes del grupo O(3,1); mientras la simetria C, utiliza a la matriz definida
en la ec. 2.43). A la combinacion de estas 3 simetrias se le llama simetria CPT. Para el desarrollo de este
texto, no es necesaria la revision de la simetria C'PT’; sin embargo es importante mencionarla, pues existe
un teorema general de teoria de campos que afirma que todo sistema es invariante bajo transformaciones

10Fsta densidad de corriente est4 asociada a una invariancia bajo transformaciones del grupo U(1) (véase 2.5), 1) — €94,
en el Lagrangiano de Dirac (como en el campo complejo de Klein-Gordon).

HTye en 1931 que Carl D. Anderson observd experimentalmente a las antiparticulas (observo al positron, la antiparticula
del electron) usando una camara de niebla, lo que confirmé las predicciones hechas por la ecuacion de Dirac.
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CPT, i.e. la simetria C'PT se conserva y hasta la fecha, no se han encontrado pruebas experimentales de
que un sistema la viole. Para la explicacion del tema véanse las refs. [17], [25].

3.3. Introduccion a la Teoria Electrodébil

En esta seccién se muestra una introducciéon al Modelo Estdndar revisando solo 2 de las 3 interacciones
fundamentales que describe el modelo. Para una revision més detallada véanse las refs. [6], [17]

3.3.1. Electrodinamica Cuantica

En la Teoria Electromagnética [17], se define el cuadrivector de potencial A, = (¢, A) donde ¢ y A
son el potencial eléctrico y el potencial magnético vectorial respectivamente, i.e.

E=-0,A—-V¢; B=VxA. (3.89)

Se cumple V-V x A =0y V x V¢ = 0'2. Las ecuaciones de Maxwell se pueden derivar del Lagrangiano

1
Lem = _ZFHVF#U —j" A, (3.90)

donde F,, = 0,A, — 0,A, es el tensor electromagnético y j* = (p,j) es el cuadrivector de corriente
eléctrica. El primer término del Lagrangiano anterior representa el término de campo libre (el término
cuadratico en las “velocidades” 9, 4,,), mientras que el segundo término es el asociado con las interaccio-

nes con el campo y las densidades de carga y corriente!3.

Clasicamente, el cuadrivector A,, estd asociado al campo electromagnético; en el contexto de la Teoria
Cuéntica de Campos, al cuantizar A, se definen particulas™ de espin 1 a las que se les llama fotones.
Los fotones son los cuantos o bosones del campo electromagnético y son los responsables de transmitir la
interaccion [17], [29].

La ec. 3.89 especifica la forma de A,, excepto para cualquier funcién escalar X, se puede escribir

Ap(@) = Au(z) — Oux(), (3.91)

y el Lagrangiano de la ec. 3.90 resulta invariante. A este tipo de transformacion se le conoce como trans-
formacion local de norma.

Los cambios de fase en las funciones de onda en la teoria cudntica son esenciales para determinar las
diferencias de fase entre dos particulas coherentes; sin embargo, la fase absoluta de la funcién de onda es
arbitraria y no es posible medirla. Para un campo de Dirac y su adjunto (ecs. 3.73 y 3.74) se tienen las
transformaciones locales de norma del grupo U(1) (véase ejemplo 2.5)

b o 0@y Ly emiale)y (3.92)

12Estas propiedades dan lugar a dos ecuaciones de Maxwell.

131.as ecuaciones de Maxwell se obtienen mediante la ecuacion O F* = j¥, que se genera a partir de la variacion del
Lagrangiano con respecto a cada componente de 9, A, y A, [29].

M Como en el caso de los campos de Klein-Gordon y Dirac, donde se obtienen particulas de espin 0 y espin %
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donde a(z) es un parametro real de fase. Es claro que las transformaciones anteriores son unitarias (pre-
servan la norma al cuadrado de ).

Si en la ec. 3.91 se pide x(z) = %a(m), donde e es la carga del electron; y se considera

D, =0, +ieA,(x), (3.93)
entonces'® el Lagrangiano

Losp = Y(iyu Dy —m)p —ejt A, — iF’“’FW, (3.94)
es invariante bajo estas transformaciones; por lo anterior, U(1) es el grupo de simetria local de norma®
de Lggp. La invariancia de norma que cumple el cuadrivector de potencial A, (véase ec. 3.91), es nece-
saria para compensar fase de ¢ [6], [17], [29]. El teorema de Noether [17], asegura la existencia de una
cantidad conservada asociada a U(1). La carga eléctrica @ es el numero cuantico asociado [17], [29]. En
el Lagrangiano anterior, j* es la densidad de corriente de Dirac (véase ec. 3.85).

Si se hace variar Logp con respecto a ¢ se obtiene la ecuacion iy"0, —my = ey, A", que es precisa-
mente la ecuacion de Dirac (ec. 3.48) igualada al término de interaccion con el campo electromagnético.
Por otro lado, si se hace variar Lggp con respecto a A, se obtiene la ecuaciéon 0, = j¥. Por lo
anterior, Logp es el Lagrangiano de la Electrodindmica Cuéntica!” para fermiones con carga eléctrica de
espin § y un campo electromagnético [6], [17], [29].

La Electrodinamica Cuantica (QED por sus siglas en inglés) es la teoria cuantica de las interac-
ciones entre particulas cargadas eléctricamente. De Loep se obtienen las reglas de Feynman para las
interacciones entre estas particulas [17], [29].

3.3.2. Teoria Electrodébil

Se puede agrupar a las particulas (descritas por campos) que sienten la interaccion nuclear débil (o
simplemente interaccion débil) en estados de un multiplete con propiedades similares a las del espin,
llamado isospin débil. Debido a que la interacciéon débil solo acttia en particulas izquierdas, estas se
encuentran en una representacion diferente a las particulas derechas!'8. Por ejemplo, ey y v.r (electron
y neutrino electrénico izquierdos, véase ec. 2.37) ocupan un doblete (multiplete de dos particulas) de
isospin débil. Por otro lado, eg (electron derecho) ocupa un singulete (multiplete con una sola particula).

( Z )L; eR. (3.95)

Existen méas multipletes de isospin débil con las mismas propiedades (con el mismo “sabor” [12]), que
los mostrados en la ecuacién anterior. Estos son ocupados por el muén, el tau y sus respectivos neutrinos.

15 Al operador D,, se le conoce como “derivada covariante”. Se la da este nombre ya que D, es covariante bajo transfor-
maciones locales de norma [17].

16Pyes las transformaciones de U(1) dejan invariante Lgogp.

17Es por esta razon que la carga conservada de la ec. 3.86, es la carga eléctrica en unidades de una carga g, que se identifica
con la carga del electron e (pues los electrones son fermiones con espin %) y la densidad de corriente de Dirac de la ec. 3.85,
se interpreta como densidad de corriente eléctrica en unidades de e.

18Para antifermiones es al revés, los dobletes estan compuestos de particulas derechas mientras que los singuletes son de
particulas izquierdas, por lo que se viola la simetria C' al involucrar ferminiones izquierdos pero no antifermiones izquierdos.
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Se define el operador de isospin débil

T = (7—1; 7—2a 7-3) = (017027 J3)a (396)

donde ¢ son las matrices de Pauli!® (véase Apéndice B). Las particulas acomodadas como en la ec. 3.95
son eigenestados?® del operador de 73.

Se viola la simetria P y C (paridad y carga, [12]) por asignar a las particulas izquierdas una represen-
tacion diferente a las particulas derechas (véase ec. 3.95). Ademas, hay una violaciéon de la simetria C'P
en decaimiento neutral K. De no ser por los 3 sabores de los fermiones (como en este caso), no habria
violacion de la simetria [12].

El grupo de simetria local de norma de la interaccion electrodébil?! es SU(2), x U(1)y (el subindice L
en SU(2) es para hacer énfasis en que la interaccion débil solo actia sobre fermiones izquierdos, mientras
que el subindice Y es porque al generador Y de U(1)y se le llama “Hipercarga”??). En efecto, considere

X1

los multipletes de isospin sin masa ¥ = X , Y2 = x1r ¥ ¥3 = Xx2r- El Lagrangiano de Weyl
2 /L
(ec. 3.70) para estos campos es
3 —
L=iY "o, (3.97)
j=1
Las transformaciones locales de norma del grupo SU(2)r x U(1) son
g . Yi
1 — exp(ia” (x)Ty + zﬁ(m)?)wl, (3.98)
, Y,
U2 = expliB(e) 2 (3.99)
i\ Y3
3 — exp(zﬂ(x)j)wg; (3.100)

donde Ty, = 7% con 7% las matrices de isospin débil (véase ec. 3.96) y Y; son las cargas de U(1)y . of(z)
son parametros de fases en las tres direcciones ortogonales del espacio de isospin. Por otro lado, B(x) es
un parametro real de fase (como en la ec. 3.92). En analogia con QED, considere®?

D,y = [0+ igTaW, () + g/ 2 By, (3.101)
., Y5
Do = [0, + ig ?BH(I)M/}Q, (3.102)

198e usa la letra 7 para denotar al isospin débil y que no haya confusién con el espin, ya que fisicamente son cantidades
diferentes. El isospin débil es una cantidad asociada a la interacciéon débil mientras que el espin es parte del momento
angular total (cantidad conservada bajo rotaciones).

2012 representacion fundamental actiia sobre los dobletes, mientras que la representacion trivial opera sobre los singuletes.

21Descripcion conjunta de la interaccion débil y la electromagnética, que solo es posible a altas energias [12], [17].

22M4s adelante se muestra la relacion entre la “hipercarga” y la carga eléctrica. La interaccién electromagnética esta
contenida en el grupo SU(2)r, x U(1)y.

23Donde el operador D,, es la derivada covariente para estas transformaciones.
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Dy = [0+ i/ 22 B, (3103)

para las correspondientes constantes de acoplamiento g y ¢’ [17]. Los 3 campos vectoriales Wlf (uno por
cada direccion de isospin débil), son campos de norma (los analogos de A, para la interaccion débil)
asociados a SU(2)r, y el campo vectorial de norma B, esta asociado a U(1)y (justo como a A, en la
interaccion electromagnética); y

TW" - UL () TaWH (2)U} + %[@UL(x)]Uz(;v); (3.104)

1
B, — B, — 7 LB(x), (3.105)

donde Up(z) = exp(ia®(x)T}), entonces el Lagrangiano

3
; n L 1 v 1 1 v
Lep = z?:l: D Dy — 5 B B — Wi, Wi, (3.106)

por construccion, es invariante bajo transformaciones locales de norma®* de SU(2);, x U(1)y, donde
By = 8,By — 0,Buy W, = 9,W, — ,W, + geisW] W/ eiji, es el tensor de Levi-Civita®. Los alti-
mos 2 términos del Lagrangiano anterior corresponden a los términos de campo libre?¢ de la interaccion
electrodébil, el andlogo al tltimo fermino en Logp (véase ec. 3.94). Asi, Lep es el Lagrangiano de la
Teoria Electrodébil. De este Lagrangiano, se pueden derivar las reglas de Feynman para la interaccién de

fermiones sin masa con espin 1 y un campo electrodébil sin masa [12], [17].

Para obtener una correcta descripciéon de la interaccién electrodébil, la hipercarga Y; de la ec. 3.98
se relaciona con los eigenestados de la tercera direcciéon de isospin débil 73 y la carga eléctrica Q de las
particulas mediante la ecuacion®? [13]

Y
Q= ?1 + 73, (3.107)
mientras que % = % = @. Para la correcta descripcion del fenémeno a bajas energias, hay que incluir

términos de masa, pero esto no es compatible con la formulacion anterior, ya que las particulas izquierdas
y derechas se mezclarian erréneamente, implicando una ruptura explicita de la simetria. Para incluir la
masa de las particulas, hay que anexar una particula escalar al Lagrangiano. De esta manera se rompe
espontaneamente la simetria

SU2), x U(l)y — U(1), (3.108)

2

y permite la existencia de términos de masa de fermiones y bosones de norma?®, mediante el mecanismo

24F] teorema de Noether [17] asegura la existencia de cantidades conservadas asociadas a las transformaciones del grupo
SU(2)r, x U(1)y. El isospin débil, la carga eléctrica y la hipercarga son los nimeros cuanticos asociados a estas transfor-
maciones.

25E1 tensor By, es invariante bajo transformaciones de SU(2)r x U(1)y y el tensor TiW;il, es covariante bajo transfor-
maciones de SU(2);, x U(1)y, por lo que el Lagrangiano de la ec. 3.106 resulta ser invariante bajo la simetria de norma
SU2)L xU(1)y [13].

26Debido a que SU(2)r x U(1)y es un grupo no-abeliano (véase definiciéon 2.1), estos términos de campo libre dan lugar
a auto interacciones entre los bosones de norma [13].

27Una razén intuitiva de por qué la hipercarga débil se relaciona con eigenvalores de 73 es que los miembros de un
multiplete de isospin son eigenestados de 73 cuyos valores de carga eléctrica difieren en una unidad de carga.

283e sabe que los bosones de norma de la interaccion débil poseen masa, mientras el fotén es no-masivo.
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de Higgs [13], [17]. Con esto, los campos W} y By, se combinan entre si para resurgir como el campo de
fotones A,, (campo electromagnético) y el campo vectorial masivo eléctricamente neutro Z,, mediante
las ecuaciones [17]

 —g'Wi+gB, g gW3+4¢ By,
/g/2+gz ’ © /g2 + ¢2 ’

donde g y ¢’ son las constantes de acoplamiento. Por otro lado, se definen los campos vectoriales masivos
con carga eléctrica

A, (3.109)

1
Wi=—
0 V2
Los campos de las ultimas dos ecuaciones forman una base que describe correctamente las interacciones
después del rompimiento de la simetria [13], [17];

1 - 2
(W FiW?). (3.110)



Capitulo 4

Supersimetria

En este capitulo se hard una introduccion a la teoria de la Supersimetria haciendo uso de la Teoria
Cuantica de Campos del capitulo anterior. Se hara énfasis en la representacion para N = 1.

4.1. Introduccion

El teorema de Coleman-Mandula [14] afirma que cualquier grupo de simetria de la matriz de dispersion
S (Teoria Cuantica de Campos, véase [15], [17]), tiene que ser el producto directo del grupo de Poincaré
(Secci6n 2.3.3) con un grupo interno de simetria de norma! G. Como consecuencia del teorema, se satisface

[P/»HTDJ = [M;vaa} =0, (41)

donde P,, M,, son los generadores del grupo de Poincaré (véase ec. 2.59) y T, es generador de G. Este
teorema implica que es imposible mezclar los generadores del grupo de Poincaré con los generadores de
G de manera no trivial?.

La Supersimetria (SUSY por sus siglas en inglés) es una teoria que amplia el marco de las simetrias
internas mas el espacio-tiempo, proponiendo una simetria entre bosones y fermiones. Por ejemplo, al
bosén WJ se le asigna un supercompaiiero “wino”, que es un fermion con los mismos ntimeros cuanticos
(claramente a excepcion del espin); al electron (fermion) se le asigna un supercompanero “selectron”; que
es un bosén con los mismos niimeros cudnticos.

Los generadores @ de SUSY son operadores de creaciéon y aniquilacién que cumplen

Q|fermidn) = |bosén);  Qlbosén) = |fermidn). (4.2)

Los generadores () crean bosones a partir de fermiones y viceversa. Sea Us, una rotacién en un angulo
de 27 (pertenece al grupo de Poincaré); entonces, satisface (véase ec. 2.1)

Usr|boson) = |boson); — Usay|fermion) = —|fermion). (4.3)

Combinando este resultado con la ec. 4.2 se obtiene

LComo U(1) 0 SU(2)r, x U(1)y.
2Los generadores T, son escalares con respecto al grupo de Poincaré. Por esta razéon a G también se le dice grupo de
simetria escalar o simplemente grupo escalar.

41
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Uz Qlboson) = —|fermidn);  Us.Q|fermidn) = |boson). (4.4)

Como U2_7T1 Usr = 1, entonces el primer término de la ecuacién anterior es

(Uar QU ) boson) = —| fermion) = —Q|boson). (4.5)

Se sigue

(U2 QUL = Q. (4.6)

La ecuacioén anterior afirma que @ es un operador espinorial, por lo que satisface relaciones de anticon-
mutacion. Al agregar los generadores de SUSY al élgebra p(1,3) @ g, donde g es el algebra de Lie de
G (véase ec. 4.1), éstos crean una superalgebra de Lie (Seccion 2.2.2) donde los generadores de SUSY
pertenecen a la parte “impar” de la superélgebra (pues obedecen relaciones de anticonmutacion) mientras
que la parte “par” esta constituida por p(1,3) @ g [26], [31]. Debido a lo anterior, SUSY evita el teorema
de Coleman-Mandula.

Cabe destacar que {Q,Q'} es hermitiano {Q, QT}' = {Q,Q'} y sus eigenvalores son positivos, pues
para un estado arbitrario |€) se tiene

(€H{Q, Q&) = (€lQQYE) + (€1QTQIE) = Q&I + IQT|&)1* = 0. (4.7)

La igualdad de la ecuacién anterior se cumple si y solo si Q = 0.

4.2. Superalgebra de SUSY para N = 1 y el Modelo de Wess-
Zumino

;,Cudles son las representaciones de SUSY? es una pregunta cuya respuesta depende del nimero de
generadores ) que tenga el modelo de SUSY. A la teoria con solo un generador de SUSY se le asigna la
representacion N = 1 y daré, por ejemplo, para un foton, un fotino sin carga, masa 0, de espin % y que
es su propia antiparticula [26].

Para presentar las relaciones de la superalgebra de Lie formada por los generadores de SUSY y p(1, 3)
para N = 1, considere el Lagrangiano de Wess-Zumino no-masivo sin interaccién?

Lz = 0ud! 0" ¢ — itha a0 1ha. (4.8)
donde ¢ es un campo escalar complejo (Seccién 3.1.3.) y ¥ es un campo espinorial izquierdo de Weyl*

(ec. 3.70), todos sin masa. Claramente, el campo ¢ satisfacen la ecuacion de Klein-Gordon (ec. 3.2 sin el
término de masa) y el campo ¢ satisface la ecuacion de Weyl (ec. 3.52).

Si la transformacion de traslacion infinitesimal, definida en el primer término de la ec. 3.25, actia
sobre cualquiera de los campos ® = ¢, v, se obtiene

;P = —7, PF® = —iT, 0D, (4.9)

3Este Lagrangiano no representa ningin sistema fisico, pero sirve de ejemplo para otros modelos supersimétricos [6].
4El signo negativo en el Lagrangiano de 1 no altera los resultados mostrados en el capitulo anterior.
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Se define la transformacién infinitesimal de rotacién con un tensor antisimétrico infinitesimal, A,

1
Oy = 71)\WM’“’, (4.10)

por lo que aplicada sobre ¢, se tiene (véase ec. 3.25)

1 .
56 = 5 A M6 = f%)\w(m“a” — 279M)¢, (4.11)
y aplicada al campo v (véase ec. 3.80)
1 .

o\ = §>\WMW¢ = —%/\W[(:ﬁ“ﬁ” — " O")p 4+ S*]ep. (4.12)
Las ecuaciones 3.26 y 3.81 muestran que, al igual que en el campo de Klein-Gordon y de Dirac, el gru-
po de Poincaré es el grupo de simetrias espacio-temporales del Lagrangiano de Wess-Zummino®. Las

ecs 2.60, 2.61 y 2.62 muestran las relaciones de p(1,3) haciendo la identificacion P° = H. Si el Lagran-
giano de Wess-Zummino presenta SUSY, p(1,3) @ g debe ser la parte “par” de la superalgebra de LieS.

Para obtener la parte “impar”, considere un espinor infinitesimal constante izquierdo de Weyl ¢, con
él, se define la transformacion infinitesimal de SUSY

St = V2%, = V2e0,  6.9" = V2&; (4.13)
Seth = V20", 840,09,  Seb = —iV2e%0" 0,0 (4.14)

Hay que destacar que en la primera transformacion, 1) es un escalar, por lo que se esta creando un campo
bosénico formado a partir de un “apantallamiento” de 2 campos fermioénicos”; la segunda transformacién
crea un campo fermionico formado a partir de un campo bosoénico. Notese que [¢] = [masa] (véase ec.
3.32); mientras que [¢)] = [masa]? (véase ec. 3.70) debido a qued [£] = [masa]*. Por lo tanto [¢] =
[masa]*%.Al aplicar la ec. 4.13 en el primer término de la ec. 4.8 se obtiene

0-(0,0T 0"¢) = 0, (3.61)0" ¢ + 0,070 (6-0) = V2 (88,10 0" b + €0,1p D" H1). (4.15)
Por otro lado, al aplicar la ec. 4.14 en en el segundo término de la ec. 4.8 se tiene
0o (—iths 10 1by ) = —i(0D)T"Dpth — ih54 D), (5:10) = V2 (—e0¥ 50,00 D, d' + 15" 0" £0,0,¢); (4.16)
por lo tanto, para la acciéon Sy = /d4x Ly = resulta

5:(Swz) = V2 / d*z (20,00"p + £0,b0ug" — 0”50, 0, ¢ + vt oV E,0, ). (4.17)

Considerando que los limites de integracion son extremos (generalmente un minimo), entonces, integrando
por partes se obtiene

5Pues las transformaciones del grupo de Poincaré dejan invariante el Lagrangiano de Wess-Zummino.
6Mé4s adelante se observara que para esta representacion g = u(1)g
"Tipo pares de Cooper en la teoria BSC de la superconductividad [3]

8La accién S = /d4:1:L es adimensional para cualquier Lagrangiano £ ([S] = [A] = [¢] = 1; [masa] = [distancia] ~1).
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5.(Swz) = V2 / Az (=10, 0" ¢t — £0,0" ) + e0” 5,0, 0" + 55V £0,0,). (4.18)

Como &+0720,0,¢ = ({6",0"} + [6¥,0"))€0,0,¢ = 3{o", 0"}e0,0,¢ = en'"0,0,¢ = £0,0"¢ (y
similarmente para o”5"10,,0,¢'), entonces
5-(Swz) = V2 / d*z (—ep0, 0" — £0,0"p + 10, 0"¢" + £0,0" ) = 0. (4.19)

La ecuacion anterior indica que Lyy z, ademéas de las simetrias de Poincaré, satisface SUSY. El multiplete
esta dado por los campos ® = (¢,) y se le denomina “supermultiplete® quiral” [1], [31].

Para dos trasformaciones de SUSY d.,, d., se tiene

[551,552]¢ = 27:(620#5_‘1 — 610’”6_‘2)3“(;5 = 72(620’“51 — Elngg)PM(b. (420)

Por otro lado, para el campo ¢ [1]

[551,(552]¢) = —2(620'#51 — E1U“§2)P;ﬂ/) — i(&gdygl — 510’V§2)0'V0_'#8H1/1. (4.21)

Para obtener una relacién igual a la ec. 4.20 se tiene que usar la ecuacién de movimiento de v, ¢6#0,9 = 0
(haciendo al ultimo término de la ec. 4.21 igual a 0). De esta manera, el algebra se cierra para todos los

campos (i.e. la superélgebra de Lie es un conjunto cerrado) [1]. Por lo anterior, esta teoria esta “en la

capa de masa”'®. M4s adelante se verd que introduciendo campos auxiliares se puede cerrar el dlgebra,

sin usar la ecuacién de movimiento, haciendo que la teoria esté “fuera de la capa de masa’!®.

Debido a que £yyz satisface SUSY, por el teorema de Noether [17] existe una corriente conservada,
que en este caso es la “supercorriente” J,q, [20]

T = (05" P)adud’;  Jh = ($5"0")a0s¢. (4.22)

La supercorriente y su adjunto tienen ecuaciones de conservacion separadas [20]
o Jh=0; 9,J =0. (4.23)
Asociado a J¥ y a jg se construyen las cargas conservadas, i.e., los generadores de SUSY
Qo = /d% J2 Qa = /d?’x Jo. (4.24)

Por la ec. 4.22, se aprecia que @, es un operador de espin % izquierdo de Weyl. Con las ecs. 3.4 y 3.71
se verifica [20]

i[eQ +£Q,®] = 5.® (4.25)
para ® = ¢, 1. Con la ec. 4.26 se obtiene

9Un supermultiplete es un conjunto de estados de diferente espin relacionados de manera cerrada por medio de trans-

formaciones de supersimetria. A esté se le denomina quiral ya que el valor mas alto del espin de las particulas es %
10ie., todas las particulas satisfacen ecs. clasicas de movimiento libres y con ello, la relacién E? — p? = m2.
11 e., no todas las particulas satisfacen la condiciéon E? — p?2 = m?, por ejemplo, al tomar dos estados en la capa de masa

fermionicos, el cuadrimomento de la resultante particula no necesariamente esti en la capa de masa.
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[£1Q+81Q,£2Q+5:2Q)], @] = [£1Q+81Q, [£2Q+52Q, D] — [£2Q+8:2Q, [£1Q+51Q, @]] = [0.,,6c,]P; (4.26)

por lo que [[e1Q + £1Q, e2Q + £2Q], ®] = —2(e20#E&, — £10&2) P, ®. Por otro lado, se satisface [P, ®] =
—i0,® = P,® [20]. Con lo anterior, se tiene

[£1Q +£1Q,82Q + £2Q], ®] = —2(e20"E1 — £10"82) [Py, @] (4.27)

Se sigue —2(eq0#&1 — e107&2)P, = [519 + 810,20 + @Q] Desarrollando ambos términos, se obtiene
2e¢ol £GP, — 2508 0P, = e {Qa, Qa ey — e5{Qa, Qa}ET Q. Por la igualdad anterior, se concluye

{Qaa Qa} = QUZde- (428)

La ecuacién anterior muestra las relaciones de anticonmutaciéon de los generadores ). Como ) es un
operador espinorial, para esta representacion se satisface [26]

{Qa,Qs} =0. (4.29)

Las ecs. 4.28 y 4.29 muestran las relaciones que satisface la parte “impar” de la superalgebra de Lie.

Para obtener la parte “pura”, hay que considerar que (), es un espinor izquierdo; por lo tanto, bajo
una transformacion de Lorentz!? (véase ec. 2.41), Q, se transforma como

7 7
Qo — Q) = exp(—ix\wal‘”)fQB ~ Qo — 5(/\,”0’“’)0?@5; (4.30)

por otro lado, (), también es un operador, por lo que

Qu = Q= exP( =5 A\ M*)Quoxp(— g M M) & Qa = S X (M Qo = QuM™) + O(N). (431)

Comparando las ecs. 4.30 y 4.31, a primer orden de \,,, se obtiene

(M, Qo) = (") Q. (4.32)

Tomando el complejo conjugado de Q,
(MM, Q] = —Qg4(6™) J . (4.33)
Si para una constante compleja c, se considera [Q,, P*] = co”, Q% y'* [Q%, PH] = c*aHB Qs (que

son las formas lineales més generales de escribir los conmutadores con los indices p y @ libres), entonces,
usando la stiper identidad de Jacobi (definicién 2.20)'4

0= [P, [P",Qall + [P”,[Qa, P + [Qa, [P*, P"]] = |c*(0440"%" — 00,,5"%7) Q. (4.34)

12Para un tensor antisimétrico infinitesimal Auv.

13Tomando el adjunto (Qa)t = Q4 v (e*Q)f = (QoH)4.

14En la superalgebra de Tie, P* = PP ®0y Qo = 08 Qa, por lo que la stper identidad de Jacobi se reduce a la identidad
de Jacobi (Seccion 2.2.2, definicién 2.16) [26].
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Pero por la ec. 2.40, —4i(c*)8 = o MY — g . 57P que en general es distinto de 0, por lo que ¢ = 0;
entonces

[Qa, P'] = [Q%, P"] = 0. (4.35)

La ecuacion anterior muestra que todos los estados de un mismo superpultiplete tienen la misma energia y
momento. Las ecs 4.32, 4.33 y 4.35 muestran las relaciones que satisface la parte “pura” de la superalgebra
de Lie.

Los generadores de SUSY tienen un grupo de simetria interna llamada simetria R, dada por el grupo'®
U(1)g (véase ejemplo 2.5). Usando las transformaciones de este grupo ¢*@% donde a(z) es un parametro
real, y mediante un proceso similar al realizado para obtener las ecs. 4.32 y 4.32, se encuentra

[R, Qa] = Qa (4'36)

[R,Qa] = —Qa (4.37)
Para fermiones que estan fuera de la capa de masa, no necesariamente se satisface la ecuacion de
movimiento v*d,1 = 0, por lo que el algebra no se cierra (véase ec. 4.21). En la capa de masa, el campo
espinorial ¢ tiene dos grados de libertad reales, que coinciden con los dos estados de espin. Sin embargo,
fuera de la capa de masa, tiene cuatro grados de libertad reales'®, mientras que el campo ¢ sigue teniendo
dos. Para compensar los dos grados de libertad extra de ¥ y que se tenga el mismo ntmero de grados
de libertad fermiénicos y bosénicos, considere la introducciéon de un campo escalar complejo extra f,
llamado campo auxiliar, cuyo Lagrangiano es ([f] = [masa]?)

Ly=ffr=17> (4.38)
El Lagrangiano anterior implica que las ecuacién de movimiento de f es
f=rr=o (4.39)

Por lo anterior, el campo f no tiene estados en la capa de masa y no juega ningiin papel en la dindmica de
los campos fisicos. Bajo una transformacion infinitesimal de SUSY, los campos auxiliares se transforman
como

6 f = —ivV20,0% " 2% o ff =iv2e%” 0, 0%. (4.40)
Con esto, la ec. 4.14 cambia a
5. = iV20",2%0,0 + V2eunf; 0.0 = —ivV2e%" 0,0 + V224 fT, (4.41)
y el Lagrangiano de Wess-Zumino (ec. 4.8) cambia a
‘CWZ = au(bT 8“¢ - iidﬁudaaqua + |f|2 (442)

El nuevo Lagrangiano de Wess-Zumino también es invariante bajo transformaciones infinitesimales del
grupo de Poincaré (ecs 4.9 y 4.10) y de SUSY (ecs 4.13, 4.40 y 4.41) [1], [31]. El nuevo supermultiplete

151,a razon del subindice R por convencién.

16Yendo a la capa de masa se eliminan la mitad de los grados de libertad de 9 ya que el Lagrangiano es lineal en derivadas
temporales, de modo que el momento candnico se puede expresar en términos de las variables del espacio de configuraciéon
sin derivadas temporales y no son coordenadas del espacio fase.
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quiral fuera de la capa de masa esta dado por los campos ® = (¢, 1), f) mientras que en la capa de masa
es & = (p,v) (véase ec. 4.39). Con las ecs 4.40 y 4.41, el ultimo término de la ec. 4.21 se elimina (sin la
necesidad de recurrir a la ecuacion de movimiento de ) y cierra la superalgebra de Lie [1], [20], haciendo
que la teoria sea valida también fuera de la capa de masa. Por otro lado, la forma de la supercorriente
(ec. 4.29) no cambia con la incorporaciéon de f y la ec. 4.32 se hace valida para f [1] [20]. Ademas
[551,552]f = *2(620'#6_‘1 — 810'#5_‘2)13[Lf, (443)
justo como se requiere para que la ec. 4.28 no se altere y todas las relaciones de la superélgebra de Lie

presentadas se sigan satisfaciendo.

Si al Lagrangiano de Wess-Zumino se le agrega el término de masa

1 1-
£7VL = m(_¢f - ¢TfT + §¢2 + §¢2)7 (444)
entonces, al usar la ecuaciéon de movimiento

0Lz
of

= T —meo =0, (4.45)

se obtiene

fl=mo, f=mgl. (4.46)

Las ecuaciones anteriores son puramente algebraicas, por lo que la dindmica del sistema no cambia si
se sustituye f = mo' en el Lagrangiano de Wess-Zumino, con lo que

Lyyz = 0ud! 06 — m|d|? — ihs 5" D, 1he + %(uﬂ + ). (4.47)

Por lo anterior, las ecuaciones de movimiento de los campos ¢ y ¥ son como en las ecs. 3.2 y 3.48.
La superalgebra tampoco cambia, por lo que las ecs 4.28, 4.29, 4.32, 4.33 y 4.35 se siguen satisfaciendo
[1]. La ecuacién anterior muestra que la masa de todos los campos es la misma, lo que concuerda con la
ec. 4.35.

4.3. Representaciones de los estados de una particula para N =1

En esta seccién se presentaran los estados de una particula descrita por el Lagrangiano de Wess-
Zumino en la capa de masa, para los casos masivo y no masivo. Como se mencion6 en la Seccion 2.3.3,
los estados de las particulas se pueden caracterizar por medio de la masa y su espin'”.

4.3.1. Caso no-masivo

Considere el caso de particulas sin masa moviéndose a través de la tercera direccién espacial'®, i.e.
P, = (F,0,0,E). En este marco, se denotara a las particulas por medio de los estados |)), segin la
helicidad A. En este caso

171a introduccién de la superalgebra de Lie provoca que el vector de Pauli-Lubanski (véase ec. 2.63) ya no sea un Casimir
pero genera un nuevo Casimir. Para el caso no-masivo ambos Casimirs son 0. Para el caso masivo, el nuevo Casimir coincide
con el espin [26].

18Como se vio en la seccion 3.2.2, dada una particula de espin s, la proyeccién de éste sobre la tercera direccion espacial
coincide con el valor de la helicidad, esto es, A = i%.
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{Qa,Qp} =2(0"), 5Py =2E(c" +0°) 5 = 4E ( 00), (4.48)
De la ecuacion anterior se deduce que

{Q1,Q1} =4E;  {Q2,Q3} =0. (4.49)

Por la ec. 4.7 se sigue también Q2 = Q3 = 0. Con los generadores Q1 y @, se pueden definir los operadores
de creaciéon y aniquilacién

t . 1 __ Qi
a' = , a:= , 4.50
V2FE V2FE ( )
que satisfacen
{a',a} =1, {a',a'} ={a,a} =0. (4.51)
Por lo anterior, el Hamiltoniano del sistema es
H = E{ad',a}. (4.52)

De la ec. 4.32 se observa que cuando la contribucién del momento angular orbital al momento angular

total es 0, se tiene [M?, Q1] = [M'2, Q1] = 1Q1, por lo que

M=af|\) = (a"M* + [M?,a])|]\) = (A + %)aT|/\>. (4.53)

La ecuacién anterior afirma que la helicidad del estado a'|\) es A + % Un tratamiento anédlogo con el
operador de aniquilacién a confirma que la helicidad del estado a|\) es A — % Juntando estos resultados
con la ec. 4.51, se observa

=Pt g) aN =g, @A =0 =0, (4.54)

Definimos el vacio |2) como el estado de minima helicidad A, i.e. a|2) = 0. Por la ec. 4.54, a partir
de |Q2), solo se puede construir un estado. De esta manera, se tiene el superdoblete

)=o), all0) = o+ 5 (4.5)

En general, lo anterior viola la invariancia CPT"? [26]. Para el caso \g = 0, se agrega?® otro super-
doblete con helicidad Ay = f% [26]. Los dos superdobletes que se construyen se presentan en el cuadro
4.1 (todos con la misma energia E).

19En general, los compafieros bajo cambios de paridad no estan en el modelo.
20Pedir que la helicidad del estado |Q) sea 0 nos restringe a la representacion quiral de SUSY para N = 1 [26].
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M=0|X=-1

0) |- 3)
|3) 0)
Cuadro 4.1: Dobletes de SUSY en N = 1 para el caso no-masivo con helicidad del vacio A\g = 0, —%.
4.3.2. Caso masivo
Considere el caso de particulas en reposo, esto es P, = (E,0,0, 0); entonces
(Qu, 0} = 2(0™). P, = 2E(c") , —2E( L Y (4.56)
[e 3] ﬁ - aﬁ [V aﬁ - 0 1 (Xﬂ . .
De la ecuacién anterior se deduce que
Con Q. y Qg4, se pueden definir los operadores de creacién y aniquilacién
1 Q1,2 Qi
Ay 5 ' = —F—=; Q13 := , 4.58
1,2 \/ﬁ 1,2 \/ﬁ ( )
que satisfacen
{ap, af;} = 0pq; {a;, GII} ={ap,aq} = 0. (4.59)
Por lo anterior, el Hamiltoniano®! del sistema es
E t i
H= 5({@1,&1} + {GQ, a2})~ (460)
Un tratamiento analogo al caso sin masa muestra que
i 1 1 P
ajlss) =|s3 + 5), ay|s3) = |s3 — 5}, alal]ss) = 0. (4.61)
i 1 1 Pt
aplss) =ls3 —5);  azfss) =lss+5) azazlss) =0, (4.62)

donde s3 es la componente del espin s de las particulas en la tercera direcciéon espacial. Al igual que en el
caso sin masa, se define el vacio, |Q) como el estado de espin minimo?? sy, i.e., el estado aniquilado por
los operadores a1, az (a;|Q) = 0 para i = 1,2). Considere el caso®® sy = 0, por lo que |2) = |0). Se define
el estado |©)') como el estado “aniquilado” por los operadores a{ y a£ respectivamente, i.e. aI\Q’ ) = 0 para
i =1,2, por lo que el espin de este estado también es 0. Debido a la ec. 4.59

1) := alal|Q) = —alal|Q). (4.63)

21Hay que destacar que por la ecuacién 4.7, tanto el Hamiltoniano de la ec. 4.52 como el de la ec. 4.60 son positivos
definidos.

22Con sus dos posibles valores para la tercera direccién espacial.

231gual que en el caso sin masa, pedir que el espin del estado |Q2) sea 0 nos restringe a la representacion quiral de SUSY
para N =1 [26] (ver la proxima seccion).
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Por las ecs. 4.61, 4.62 y 4.63, a partir de |Q2) se construye el supercuadruplete presentado en el cuadro
4.2 (todos con la misma energia E).

S = 0
)

Cuadro 4.2: Cuadruplete de SUSY en N =1 para el caso masivo con espin del vacio so = 0.

En la Seccién 2.3.2 se mencioné que Q, y Qq pertenecen a representaciones diferentes?*. De hecho,
bajo transformaciones P de cambios de Paridad, Q, y Q. se transforman entre si [26] y se satisface

PQ.P~ =n(c°),,;Q", (4.64)

PQP™' =n(3°)*Qs. (4.65)

Para una constante 7 que satisface |n|?> = 1. Por la ecuacién anterior, bajo transformaciones P de cambios
de paridad, |Q?) ahora es aniquilado por aj mientras que |Q)') es aniquilado ahora por a;, i.e. los estados
|2) v |€') se transforman entre si.

Para construir un vacio con paridad definida basta considerar

1) = Q) £]Q),  PlE) = £]£). (4.66)

Por esto, el estado |+) es un escalar mientras que el estado |—) es un pseudo-escalar.

Una caracteristica distintiva de SUSY es que el nimero de bosones y de fermiones en un supermul-
tiplete siempre es el mismo (como se puede observar en los cuadros 4.1 y 4.2). En efecto, sea ng y ng
el nimero de bosones y de fermiones respectivamente, en un supermultiplete. Se define el operador de
ntimero fermioénico (—)* tal que

(—)F|boson) = |bosén); ()| fermion) = —| fermion). (4.67)

Considere
() Qq|fermion) = (=) |boson) = |bosén) = Qu|fermion) = —Qaq(—)F|fermidn), (4.68)

por lo que
{(=)",Qa} =0. (4.69)

Por otra parte

2Qa € (3,0) ¥ Qa € (0, 3).
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tr((—)"{Qa, Qs3] = tr[(—) " QaQp + ()" QuQjs] = tr[—Qu(—) Qs + Qa(—)" Qs = 0. (4.70)
Usando?® la ec. 4.28 se obtiene

()" {Qa, Qg }l = trl(—)72(0") s Pul = 2(0") 45 P tr[(—)]. (4.71)

En la dltima igualdad de la ecuacién anterior se reemplazé P, por sus eigenvalores de un estado especifico
Dp. Se sigue

0=tr{(—)"} = >_ (bosén|(—)"|bosén) + > (fermion|(—)"|fermion) (4.72)
bosén fermién
= Z (bosén|boson) — Z (fermién|fermién) = ng — np.
boson fermién

Extiste una formulacion més natural y elegante, muy eficiente de SUSY para describir modelos super-
simétricos interactuantes con simetrias de norma. En este marco, se modela la ruptura de la supersimetria
y teorias supersimétricas apegadas al Modelo Estandar [1], [20], [26], [31]; esta formulacion se hace en
términos de supercampos sobre el superespacio de Minkowski. En el Apéndice C, se hace una introduc-
cién a este marco teérico para el modelo de Wess-Zumino, sin pretender ser muy rigurosos en la teoria
matemaética ya que es muy extensa y se desvia de los propésitos del presente trabajo. Si se desea conocer
mas de la teoria matemética se pueden revisar las refs. [2] y [28].

25TLa ec. 4.28 solo es valida para SUSY con N = 1; sin embargo, el enunciado es valido para cualquier representacion de
SUSY.



Capitulo 5

EL Modelo de Espin Extendido

La teoria de la relatividad afirma que vivimos en un espacio 4 dimensional, con una dimensién aso-
ciada al tiempo y 3 dimensiones espaciales. Sin embargo puede ser que el espacio 4—dimensional que
apreciamos solo sea una proyeccion (por nuestra limitaciéon a apreciar mas dimensiones) de un espacio
d—dimensional (d > 4).

Teoéricamente hablando hay motivos para considerar un universo d—dimensional con d > 4. Kaluza
propuso un esquema de unificacién del elctromagnétismo con la gravedad, usando la teoria de la Relati-
vidad General [8] en un espacio pentadimensional (la primera coordenada asociada al tiempo y las otras
4 asociadas al espacio) curvo vacio y apoyandose de algunas hipotesis extras [24]. Posteriormente Klein
agreg6 nociones de la Mécanica Cuantica a la teorfa de Kaluza y con ello obtuvo una estimacion del
valor de la carga del electron (el valor de la cuantizacion de la carga); aunque no logré proporcionar una
estimacion correcta de la masa del electron [24]. Los resultados y la metodologia usada en el modelo de
ia de Kaluza-Klein proporcionaron un nuevo camino de investigacion en la formulacion de teorias que
intentan extender el Modelo Estédndar, como la Supergravedad y la Teoria de Cuerdas. En el Apéndice
D se da una breve descripcion de la teoria de Kaluza-Klein, asi como las hipotesis basicas de algunos
intentos de extension del Modelo Estandar.

El espin es una propiedad fisica que se manifiesta en las particulas. Por otro lado, las simetrias de nor-
ma del Modelo Estandar definen cantidades que son escalares con respecto al grupo de Lorentz; el hecho
que los fermiones conocidos en la naturaleza estén en la representaciéon fundamental del grupo de Lorentz
y de los grupos de norma, y los bosones de norma estan la representaciéon adjunta de Lorentz y los grupos
escalares, sugiere una descripciéon comun. El Modelo de Espin Extendido [4], [5], es conceptualmente simi-
lar a la idea de Kaluza-Klein ya que considera dimensiones extras que se asocian a las simetrias escalares,
con la diferencia de que los elementos de espin igualmente se consideran en las dimensiones extras (sin
descartar la parte espacial). Cabe senalar que es menos ambiciosa pues no incluye efectos gravitaciona-
les. Una caracteristica del modelo es que el efecto de las dimensiones espaciales adicionales esta congelado.

Al agregar grados de libertad en el espacio de espin se sigue conservando la invariancia de Lorentz
y se pueden describir los grados de libertad escalares del Modelo Estandar de manera conjunta (como
los estados de la interaccion electrodébil), obteniendo restricciones distintas segin las dimensiones del
espacio de espin [4], [5].

52
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5.1. Introduccion

Supoéngase, heuristicamente, que se satisface la ecuacién de Dirac!

Yo(iy" 0, — m)¥ =0, (5.1)

con ¥ una matriz (que presenta posibles estados de fermiones y bosones libres). Bajo una transformacion
unitaria, el operador de Dirac se transforma como: (iy*d, —m) — U(iv*9, — m)U ™!, lo cual induce
una transformacion por la izquierda (Ihs, por sus siglas en inglés): ¥ — UWU ~L. Ademas, se postula que
¥ también se transforma por la derecha (rhs, por sus siglas en inglés): ¥ — U~ WU (nétese que ¥' se
transforma igual). Lo anterior es consistente con que W' satisfaga la ec. conjugada de Dirac

‘I’T'yo(iv“gu +m)=0. (5.2)

En el caso de (3 + 1)—dimensiones, U es una matriz de 4 x 4 que contiene las simetrias asociadas a
los generadores del grupo de Poincaré (véase Seccion 2.3.3).

U puede ser entendida con una construccion del producto tensorial de estados |w), (w’'| (que tienen
una interpretacion espinorial o no), mediante la expansion ), ; a;;|w;)(wj| en el espacio de configuracion.
Los generadores de Poincaré con componentes espinoriales (o escalares) actuando como U en cada lado
de W, clasifican las soluciones en este espacio.

Si A y B son soluciones, entonces la matriz C' = AB define un algebra cuyos elementos pueden ser o
no ser soluciones. El producto interior de A y B esté definido como

(A|B) = tr(A'B). (5.3)

Si se toman soluciones de ondas planas

\I'I(; (x) = ui(p)eP* \I/Z(;)(m) = vi(p)e?, (5.4)
donde p* es el cuadrivector de momento (pg = F) y u;, v; son matrices, entonces al aplicar la ec. 5.4 a
la ec. 5.1, se define el Hamiltoneano Hj,s = vo(p - v + m) y la proyeccion del vector de Pauli-Lubanski
W, = L€.0p0 M¥*0°, sobre el cuadrivector n, = (1/m)(|p|, Ep), W -n, =S - p (el operador de helici-
dad, véase ec. 3.67) [4], [15].

\I/Z()j)(x) es clasificado por el operador de energia-momento [25] correspondiente del operador de Dirac
conjugado (véase ec 5.2) como una solucién de energia negativa®. Para tener una carecterizacién con-
sistente se debe suponer que (w;| representa un hueco en el mar de Dirac® Esta interpretacion va en
conjunto con los operadores actuando por la derecha (rhs) de ¥, asi como en ¥'. El complejo conjugado

IEl término ~o que aparece es para volver hermitiano al operador de Dirac (iy*0, — m). No resta generalidad a los
resultados ya mostrados.

2En el marco de la Mecénica Cuantica Relativista.

3Se conoce como mar de Dirac a la idea de que todos los niveles de energia negativa estan ocupados por electrones, de
tal manera que los electrones no pueden caer a tales estados debido al principio de exclusiéon de Pauli [7]. Cuando se exita
uno de los electrones del mar de Dirac hasta hacerlo pasar a un estado de energfa positiva, aparece simultdneamente este
electron y un hueco en el mar. Este hueco es una falta de carga negativa, por lo que se observa como carga efectiva positiva;
de manera similar, la falta de energia negativa se observa como energia positiva (el hueco se identifica con un positron). El
mar de Dirac se introdujo para evitar que las particulas de energia positiva espontdneamente hagan transiciones a estados
de energia cada vez mas negativos. En el marco de la Teorfa Cuantica de Campos, la nocién del mar de Dirac resulta
obsoleta pues se trata de manera simétrica a la materia y a la antimateria (véase Seccion 3.2).
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de \Ilz(n_)(x) tiene la misma dependencia exponencial que \IJZ()J{) (z), por lo que es interpretado como una
solucién de energia positiva.

Para mostrar una primera descripcion generalizada de bosones y fermiones hay que considerar

i(L —v5)v00,7" ¥ =0, (5.5)

y usar el operador %(I —¥5) M, en el vector de Pauli-Lubanski W,,.

5.1.1. Soluciones bosoénicas

Las soluciones bosonicas de la ec. 5.5 se presentan en el cuadro 5.1. Se consideraron soluciones como en
la ec. 5.4 y se supuso que p solo tiene componente en la tercera dimension espacial. Todas las soluciones
estan normalizadas de acuerdo con el producto interior fijado en la ec. 5.3, i.e. tr(u] (p)u;(p)) = 1. Se us6

’ﬁ,u = Pu-

Soluciones bosonicas ST =75)907° | ST —v5)mre | 13 —s)H/po) | [5(I—75)S - Pl
u_1(p) = 1(I = v5)70(11 — i72) 1 -3 2 —1
u_1(p) = (I —ys5)v0(m — iv2) —1 : 2 —1

uo(p) = (I —¥5)70 (0 — 73) 1 -1 0 0
up(p) = i(f —75)%(70 +73) -1 % 0 0

Cuadro 5.1: Soluciones bosonicas no-masivas.

En la segunda y en la tercera columna se presentan los eigenvalores de los operadores de la forma
Owu; = Au;. Por otro lado, en la cuarta y en la quinta columna se presentan los eigenvalores de la energia
y la helicidad de la forma

[Oa ui] = Auy, (5.6)

(la segunda y la tercera columna sirven para calcular estos valores) consistentemente con la interpretacion
de agujero en el mar de Dirac.

Hay que destacar que la medicion de u_q(p)H, indica que u_;(p), s €s una particula fuera de la capa
de masa aunque da el valor esperado en la interpretacion de hueco. Se aprecia que u_1(p) y u—1(p) son
particulas en la capa de masa con un valor de helicidad igual a —1 sobre Z y sobre —Z respectivamente;
mientras que ug(p) v uo(p) son particulas fuera de la capa de masa. Para este caso de particulas no-
masivas, las soluciones de energia negativa vienen dadas por el segundo término de la ec. 5.4, donde

vi(p) = ui(p).

5.1.2. Soluciones fermidnicas

Las soluciones fermionicas de la ec. 5.5 se presentan en el cuadro 5.2. La aplicacion del operador
1(I — v5)M,,, a soluciones de la forma (I & 75)7 deja uno de los lados (|w) o (w|) transformandose de
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manera trivial, por lo que estados con espin % estardn en la representacion (%,0) o (0, %) de si(2,C),

segin corresponda.

Al usar el operador (I —~5)M,, para clasificar las soluciones espinoriales, el algebra de las transfor-
maciones que deja invariante la ec. 5.5 tiene un grupo GL(2,C) adicional, con 8 componentes generadas
por (1 +75) y por fu, = —%(1+75)S,,. Como SU(2) x U(1) es subgrupo de GL(2,C) esto implica la
adicién de 2 nameros cuanticos con los que se pueden clasificar las soluciones de la ec. 5.5. Tomando en
cuenta que esta simetria no actta en las soluciones vectoriales y los nimeros cuanticos de los fermiones
conocidos en la naturaleza, sé asocian estos operadores con los operadores de sabor y de espin % respec-
tivamente. Se usé f39 para la clasificacién de las soluciones mostradas en el cuadro 5.2. Cabe mencionar
que los operadores de la segunda y tercera columna del cuadro 5.2. actdan trivialmente por la derecha de
las soluciones (por lo que no es necesario usar el conmutador para mostrar el eigenvalor de la energia y de
la helicidad), al mismo tiempo, el operador f3o actta trivialmente por la izquierda sobre las soluciones.

Soluciones espinoriales izquierdas %(I —¥5)v072 i([ —v5)717Y2 | [f30]
w_12(p) = 3(I = 5) (70 +13) 1 ~3 3
wo172(P) = 3T = 75)(n + i) -1 : 2
W_1/2(p) = (I —5) (7 —iv2) 1 ~3 -3
w_1/2(p) = (I = 75) (70 — 73) -1 3 ~3

Cuadro 5.2: Soluciones espinoriales izquierdas no-masivas.

5.2. Espacio (5+1)-dimensional

Si se extiende la dimension del algebra de Clifford Cy (4lgebra de Dirac) a Cy, {v*,7"} = 20" p,v =
0,...N — 1 suponiendo que N es par, se puede usar esta algebra para clasificar las simetrias de U y las
soluciones de U. Todas las representaciones estan asociadas a matrices de 2/V/2 x 21V/2,

Como se vio en la Seccién 2.3.2, los generadores del grupo de Lorentz son: S* = %[fy“,”y”], para
w,v = 0,1,2,3 (como en el caso de (3 + 1)—dimensiones) pero U puede contener también posibles si-
metrias asociadas a los generadores 7V para © = 5,...N, las cuales* son escalares con respecto al grupo
de Poincaré, pues conmutan con los generadores de este grupo. Por otro lado, 7° = i7%y'4243 se man-
tiene como pseudo-escalar de Lorentz (véase Seccién 2.3.2) y se satisface [7°,7”] = 0. Por lo anterior,
se puede clasificar el algebra de las simetrias asociadas a 7Y como: Sy_4 = S(N—4)r ® S(N—4)r donde
'S(N—4)R = %(I + 55)(](2(1\[74)/2) y 'S(N—4)L = %(I - ﬁS)U(Q(Nle)/z), con Oy = Cy ® Cn—_4.

Los estados ¥, se pueden clasificar de manera semejante en estados bosénicos y fermiénicos mediante
los operadores de proyeccion Pp, Ps € Sy—4 con [Pp, Ps] = 0; Pp actia sobre los generadores de Lorentz

PPMpD; (5.7)

4Que los nuevos indices vallan de 5 a N y no de 4 a N — 1 es por convencién.
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mientras que Pg actia sobre los operadores de simetria Sy_4

Sh—4="PsSN-4, (5.8)

dejando a los generadores de grupos escalares como Iy = Pgly [4].

Como caso especial, considere el caso (5 + 1)—dimensional, i.e.

{7277} =217, (5.9)

donde g, = 0,1,2,3,5,6. Para g, = 0,1,2,3 se obtienen los generadores de Lorentz S*” (véase
ec. 2.25); mientras que con los operadores v°, 7% y v°7° se puede formar una base (son generadores) del
algebra su(2) (véase Seccién 2.3.1). Se satisface

[s#,4"] =0, (5.10)

para ¥ = 5,6, por lo que 7°, 7% y 4°9% son escalares con respecto a SOy(1,3). El tinico operador de
proyeccion que se puede construir con estos operadores describiendo fermiones y bosones y permitiendo
un grupo de simetria no-abeliano es [4]

3 i, 1
Ps=Pp=L=7—2(I+7)7"" - 7", (5.11)

donde L se asocia al numero leptonico [4]. La ecuacién
iLyo0, "V = 0, (5.12)
es invariante bajo el operador de la ec. 5.7 y permite la simetria de sabor definida previamente.
Los generadores de simetria resultantes y el espectro de las particulas soluciones de la ecuacién anterior

se ajustan mejor a la teoria electrodébil (Seccion 3.3), i.e., el espacio de simetria de la proyecciéon con Pp,
incluye al grupo SU(2), x U(1)y con sus generadores [4]

L= (-7, (5.13)
I=—tI-F0", (5.14)
Iy= (I =71, (5.15)
Y =-1+ %(I+ )55, (5.16)

donde los generadores I; para ¢ = 1,2, 3, contienen el operador de proyecciéon %(I —7°); dicho término
asegura que la interaccion solo sea para particulas izquierdas. Con este conjunto de operadores, se pueden
clasificar los estados fermionicos y bosonicos de ¥ en distintos multipletes de interaccion electrodébil [5],
como se muestra en el cuadro 5.3. Los eigenvalores se presentan segin la ec. 5.6. Al igual que en la secciéon
anterior, el momento de las particulas se escogen solo con componente en la tercera dimensién espacial
42, con la proyecciéon dada por L. La tercera y cuarta columna muestra el valor de la tercera direccién
de isospin débil y de la hipercarga; mientras que la carga, se presenta en la quinta columna mediante la
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relacién de la ec. 3.107. La séptima y octava columna muestran el valor de la helicidad y de la quiralidad
respectivamente.

Multilpletes Soluciones (5] | Y] | [Q] | L] | LA Y3) | [L9s)
LI -F) "+ %) (7° — iyt Ll-1)0]1 1 -1
Doblete fermionico s )07+ ") 2 2
sI=3) P+ I +ir"%) | =3 | -1 | -1 1 3 -1
Singulete fermionico | $(I +735)7°(Y* ++*)(v* =% | 0 | =2 | -1 | 1 1 1
—L_ (I —35)7°(I — iv®45 1 1 1[0 0 -2
Doblete escalar 4‘/5( I ") 2
s =3’ (7° +ir%) L1 1o o 0 2
LI =)V + i) =% | 1 | 0 | 1 |0 1 0
Triplete vectorial 1 )7 (7 + )07 — i)
vz =)+ )% | 0 0 |0 |0 1 0
1T =30+ i)+ | -1 ] 0 | 1] 0 1 0

Cuadro 5.3: Soluciones espinoriales y bosénicas no-masivas en (5 + 1)—dimensiones.

Hasta ahora se ha formulado el modelo en el contexto de la ecuaciéon de Dirac, pero el modelo es
independiente de la ecuaciéon de movimiento. De hecho, se puede estudiar los arreglos de campos y
simetrias asociadas a una matriz en el espacio de espin extendido [4].

5.3. Construcciéon de campos y formulacién Lagrangiana

En presencia de interacciones, los campos libres permiten expresiones mas generales de los campos
bosoénicos y fermidénicos, manteniendo sus propiedades de transformacién. Un campo vectorial estd dado
por

AL (@) 0l (5.17)
donde vo,7, € Cs y Iy e SN _1, como en la ec. 5.8. Por otro lado, el campo escalar esta dado por
¢ (x)y0 M3 (5.18)
mientras que para el campo fermiénico se tiene
Yo (x)L* Pp My, (5.19)

donde M, ,f M ,f € Sn_4, y son componentes escalares y fermionicas respectivamente. L® representa una
componente espinorial, por ejemplo L' = (y; + i72). Pr es un operador de proyeccién, por ejemplo
Pr = £(I —75), como se us6 en el cuadro 5.3 [5].
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Los campos en el espacio de espin extendido se pueden usar para construir una formulacién lagrangiana
de la teoria. Un término de interaccion bosén-fermion resulta de la adicion del término vectorial de la
ec. 5.17 en el Lagrangiano fermionico libre

1 . 9 A
Fftr\lﬁ{[zaﬂl + gAj (w) Ly]yoy" — Mo}V Py (5.20)
donde ¥ en este caso, representa un campo de particulas de espin %, g es una constante de acoplamiento,
N contiene los términos de normalizacion e I es el operador identidad de la misma dimension que a partir
de este momento, se omitira en la ecuacion [5]. El operador Py es introducido para evitar la cancelacion
de elementos fermiénicos no-diagonalizables; por ejemplo, si se elige

1
Pr=—=(3 -7 (5.21)

3

se observa que se cumple [Py, L] = [Py, (I —75)L] = 0, lo que proporciona una correcta combinacién

no trivial del par fermiénico \Ilan\I/Z (donde ¥, y ¥, pueden ser el doblete o el singlete fermionico del
cuadro 5.3.) [4]

La ec. 5.20 es invariante bajo transformaciones de Lorentz® siempre que el campo vectorial se trans-
forme como

AV(x) Iy — A,V AY ()], (5.22)
donde A es una transformacién de Lorentz (x# — A* 2%). La ec. 5.20 también es invariante de norma®

bajo la condicién

A% (2) Ty — UA () [oUT — ;(B#U)UT. (5.23)
La traza en la ec. 5.20 se puede expresar en términos de los estados [4]
(W%)T{[iaulcv + gAﬁ(x)(fﬂ)cv]('YO'Yu)ﬂa — MI(70)gata(). (5.24)

Por lo anterior, el cuadro 5.3. lleva a la contribucién fermiénica de la teoria electrodébil, derivado hue-
risticamente en las referencias [4], [5]

- 1 1 y
Uiy + 597 W (@) = 56/ Bulo) V" W0+ rli0, — o' Bu()1y" v (525)

el cual contiene un doblete de SU(2) ¥; con hipercarga ¥; = —1, un singlete ¢, con hipercarga ¥ = —2
y los correspondientes bosones de norma junto con las constantes de estructura (véase Secciéon 3.3.2)

Por otro lado, un término de interaccién invariante de Lorentz entre un campo escalar y uno vectorial
esta dado por [5]

Nitrqﬁ[iau + A (1) L)y 10, + g A? () 1)w (5.26)
B

Es posible hacer un tratamiento analogo con la ec. 5.20 en la ec. 5.25 [5]. El término de masa resultante
del mecanismo de Higgs [6] [13], es identificado con el operador de masa en el espacio de espin extendido,

5Con transformaciones de la forma U = exp(—%PPwWSM,,), donde Pp es el operador de proyeccion de la ec. 5.7.
6Con transformaciones de la forma U = exp[—ilyay(x)], donde ay(x) son funciones arbitrarias.
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dando una conexion con el Modelo Estandar [5].

Considere
L
2

donde FY, = 9,AY — 9,A% + gf’s"AYAY y fU< son las constantes de estructura del grupo [Iy, 1] =
if?svI, (véase ejemplo 2.16). Con la expresion

. 710 - v 7 v
10y + g A}, (%) L] [i0,, + gAi(??ﬂﬂbh A = F L5y M, (5.27)

1 i S
mtnguIﬂi[V AV LSy, (5.28)

se obtiene el término de campo libre fiFjl,F’“’ v [5].

Las particulas del Modelo Estandar ocupan las representaciones fundamental y adjunta de los grupos
de Lorentz y escalares, sugiriendo una estructura compuesta o de multiplete [6]. Una importante razon
para considerar esta extension y seguir trabajando en el Modelo de Espin Extendido es que como se
aprecia, este modelo proporciona una manera natural de mezclar particulas en sus diferentes represen-
taciones, no las escoge como en las Teorias de Gran Unificacion (GUT’s por sus siglas en inglés) [6].
Las interacciones completas del Modelo Estandar son fielmente descritas en el caso (9 4+ 1) —dimensional,
incluyendo también fermiones de interaccion [5]. Con las simetrias de Poincaré y las de norma del Modelo
Estandar en la formulaciéon lagrangiana del modelo, se pueden aplicar condiciones de renormalizacién y
de cuantizacion, lo que lleva a una Teoria Cuéntica de Campos [5].



Capitulo 6

Supersimetria y El Modelo de Espin
Extendido

SUSY y el Modelo de Espin Extendido tienen en comun la descripcion generalizada de bosones y
fermiones bajo un mismo conjunto de operadores. Esto sugiere una conexiéon mas estrecha entre estos dos
modelos.

En este capitulo se muestra por primera vez cé6mo incorporar la idea del Modelo de Espin Extendido
en las representaciones de SUSY. Para ello se usaran las representaciones mostradas en la Seccién 4.3, con
lo cual, se construyen estados supersimétricos con simetria escalar SU(2), indicando también el camino
para préximas investigaciones.

6.1. Caso masivo

Considere los operadores a; y aj con i = 1,2 presentados en la ec. 4.59; con ellos, se definen los
siguientes operadores

IY:=a + a1; 't = ag —ag;  T?:=i(ay + a;); .= aJ{ —a. (6.1)
Las relaciones inversas son

1 1 1 1
i =0T al =S+ T%)  ap=-—o (' +il?); o] = (I —il?). (6.2)

Con los operadores I'* donde p = 0, 1, 2, 3, el Hamiltoniano de la ec. 4.60 es
E 0 vo 2 12
H= ({177 = {T%17)). (6.3)

Con las propiedades que satisfacen a; y aT, se puede verificar que para u,»v=0,1,2,3, los operadores definidos

%

en la ec. 6.1 satisfacen el dlgebra de Clifford de dimension 4, Cy (véase ec. 2.23), i.e.

{TH TV} = 2. (6.4)

Con la relacién anterior, se pueden definir los operadores

60
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on = i[rﬂ,r”]. (6.5)

Estos operadores satisfacen el algebra de Lorentz (véase ec. 2.15), por lo que forman una representacion
espinorial de SOy(1, 3) con propiedades similares a las representacion de la ec. 2.25.

En analogia, se define el operador
% .= iToT'T2T3, (6.6)
que satisface
{T>, 1"}y =0; [I° 0"]=0. (6.7)

I'5 satisface propiedades idénticas a las de 7 (véase ec 2.35) en el caso de la representacion espinorial,
por lo que es un pseudo-escalar (véase ec 2.54). También se pueden definir los operadores de proyeccién

~ 1 ~
Pt = §(IiI‘5). (6.8)
Estos operadores de proyeccion satisfacen (JBi)2 = pt y pPtp- = 0, por lo que son los analogos

de los operadores de proyeccion mostrados en la ec. 2.36. Para el cuadruplete de SUSY mostrado en el
cuadro 4.2, se verifica

~ ~c 1 1 ~ 1 1 ~

Q) =19 I°S)=-|5) I°|-5)=-|-2) I°Q)=| :
=10 PR =l Fl-g=-l-5 )=, (69)

y para los operadores de proyeccion

~ ~, 1 1 ~ 1 1 ~

PHQ) =[Q);  PTI5)=0l5)  PTl=5)=0[—=5) PTQ) =) (6.10)

~_ ~ 1 1 ~ 1 1 ~_ ,

Prigy=o0i);  Plg)=l5) Pl-5)=l-5; Prle)=o). (6.11)

Por lo anterior, en términos de P*, los estados |Q) v |€2) representan particulas derechas, mientras que
los estados |4) y | — &) representan particulas izquierdas (véase ec. 2.37).

Para esta representacion de SOg(1, 3), el operador de espin es
S=P(0%,0% 02) = %ﬁ—(ﬂrir%l, r'r2), (6.12)
mientras que el boost total es
K = P~ (6,0, 0%) = %ﬁ‘(Forl,FOFQ,FOF?’). (6.13)
Por lo anterior, S3 = %ﬁ_Fle proporciona el espin de los estados del cuadrupelete de SUSY.

Considere un espacio (5 + 1)—dimensional de operadores I'?, donde ¢ = 0,1,2,3,5,6 (los primeros 4
corresponden a los mostrados en la ec. 6.1) de tal forma que!

1Estos operadores satisfacen el algebra de Clifford de dimension 541, C. Notese que este nuevo operador I'® en principio,
puede ser distinto al operador I'® definido en la ec. 6.6
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{re, =t =2n°7; (6.14)

para o, = 0,1,2,3,5,6. Cabe mencionar que los operadores I'® y I'® no se consideran como combinacién
lineal de los operadores de creacion y aniquilacion de la ec. 4.59. Al igual que en la seccién 5.2, los
operadores I'>, T'6 y T'T'® pueden formar una base de su(2). También se satisfacen

7, 1% = [, Pt =0, [I? 6" =0, (6.15)

donde ¥ = 4,5 y los operadores ©*" son los mostrados en la ec. 6.5. De la ecuacién anterior, se sigue
que I'’, TS y T'5T° son escalares con respecto a SOq(1,3), por lo que todas las propiedades previamente
presentadas de los operadores I'* (u = 0, 1,2, 3) se preservan. Por la relaciones de conmutacion de estos
operadores (son base de su(2)), solo uno puede ser usado para clasificar estados como parte del algebra
de operadores que conmutan entre si. Para mantener la convencién y sin pérdida de generalidad, se elige
a $T°T. Es facil notar

[5T°T°,af] = [5T°T% a] =0, (6.16)
para i=1,2. Se definen
It .= %(F5 +iT%), (6.17)
y cumplen
[%r%ﬁ,ri] = 4T, (6.18)
Ademas

1 1
[$3,TF] =00F;  [$%,4lTF] = iaJ{I‘i; [$%, alT*] = —§a§I‘i; (5%, alaiT*) = 0alal T*. (6.19)
Con los resultados anteriores se pueden clasificar los estados del cuadruplete de SUSY y los estados que

se generan al extender la dimension del algebra, a partir del vacio |Q). Esta clasificacion se muestra en el
cuadro 6.1

6.2. Caso no-masivo

Para el caso no-masivo se puede hacer un tratamiento analogo (pero con una reduccién en el dlgebra)
considerando ahora a los operadores mostrados en la ec. 4.50; con ellos se define

M:=a+a , T :=i(a—a’) , T3:=-l'T% (6.20)
Las relaciones inversas son
I AR T P
a= 2(F ir?); o= 2(F +4I%). (6.21)
Los operadores I'? satisfacen

{T%, 19} = 26, (6.22)
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Estado | S3 | Pt | P~ 1516
I 0] 11]0 0
al % 0 1 0
ay |-3] 0|1 0
alal | 0] 1] 0 0
r+ 0] 1]o0 1
allt | L] 0|1 1
af’t | =3 0 | 1 1
alalTr | 0 | 1] 0 1
r- o] 10| -1
all~ | 3] o] 1] -1
afi= | =1 0| 1| -1
alall= | 0 | 1] 0 ~1

Cuadro 6.1: Clasificacion de estados bajo los operadores I' para el caso masivo.

para i,j = 1,2,3. Se observa que (I'*)?2=1I (por lo que sus eigenvalores son 4-1). Ademés, se cumple

[[%,T9] = 2ie"FTk, (6.23)

por lo que los operadores I'* forman una base (son generadores) del algebra su(2) (Seccién 2.3.1). Como
su(2) @ C =2 su(2) @ su(2)* = sl(2,C), entonces basta tomar la complexificacion del su(2) dado por I'*
para obtener una representacion espinorial de SOq(1,3). Los operadores

. .
S —%rk, (6.24)

satisfacen relaciones de conmutacién como las mostradas en las ecs. 2.20, 2.21 y 2.22, por lo que propor-
cionan una representacion espinorial de SOy (1,3). Considerando I'/ := €*(1T;;) y I'% := — LT, donde
I'% = 0, se observa que esta representacioén tiene propiedades similares presentada en la ec. 2.40, i.e., se
tiene la representacion fundamental y la conjugada de si(2,C).

Para el primer doblete de SUSY presentado en el cuadro 4.1 (A9 = 0), los operadores de proyeccion
son

Pr= 1905l P = 0)(0) (6.25)
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mientras que para el segundo doblete (Ag = —3) son
" _ 1 1
Pr =)0l P =] - N3l (6.26)
Por lo anterior, el operador de espin para el primer doblete es
1
S = 5P+(r1,r2,r3); (6.27)
mientras que para el segundo doblete es
1
S = 5P*(rl,r%r?’). (6.28)

Por lo tanto, S3 proporciona el espin (helicidad) de los estados de los dobletes de SUSY.

Considere un espacio (4 + 1)—dimensional de operadores I'*, donde ¢ = 1,2,3,5,6 (los primeros 3
corresponden a los mostrados en la ec. 6.20) de tal forma que

{T*, 1%} = 26, (6.29)

para t, 5 = 1,2,3,5,6. Al igual que en el caso masivo, los operadores I' y I'® no se consideran como
combinacion lineal de los operadores de creacién y aniquilacién de la ec. 4.50, mientras que I'>, I'6 y I°T'6
también pueden formar una base de su(2) y son escalares con respecto a SOy(1,3) ya que cumplen

07,19 =0. (6.30)

Se definen
Pt .= (5 4r0), 6.31
\/i( il'®) (6.31)

Estos operadores poseen propiedades similares a '+ del caso masivo. De manera analoga al caso masivo,
se pueden clasificar los estados de los dobletes de SUSY y los estados que se generan al extender la
dimension del algebra. Esta clasificacion se muestra en el cuadro 6.2
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Ao =0 Ao =—1
Estado | $% | iT°TS | Estado | S® | iI°TS
I 0 0 I -3 0
al 2 0 al 0 0
r+ | o 1 I I
allt | 1 1 all™ | 0 1
r- |o| -1 r- | -] -1
off= | 2| -1 | &0 | 0| -1

Cuadro 6.2: Clasificaciéon de estados bajo los operadores I' para el caso no-masivo.



Capitulo 7

Discusiéon y conclusiones

Durante el desarrollo de este trabajo se presentaron los temas que forman la base para mostrar por
primera vez cémo incorporar las ideas del Modelo de Espin Extendido en el caso méas sencillo no tri-
vial de SUSY, partiendo desde la teoria de grupos, algebras y superalgebras de Lie (Secciones 2.1 y 2.2,
respectivamente), desde un punto de vista algebraico (mencionando, cuando fue necesario, el caracter
geométrico), siguiendo con la teoria de representaciones, detallando en los grupos més usados en la fisica
(Seccion 2.3), continuando con una introduccion a las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac, desde el punto
de vista de la Teoria Cuantica de Campos (secciones 3.1 y 3.2, respectivamente) y terminando con una
breve presentacion del sector electrodébil del Modelo Estandar (Seccion 3.3). Como las restricciones en
el espacio de matrices en el Modelo de Espin Extendido proporcionan informacién sobre las interacciones
fundamentales y las representaciones de bosones y fermiones simultaneamente (Seccion 5.1), vale la pena
investigar si esta informacion se puede obtener en SUSY (ya que ésta proporciona un marco més natural
para la descripciéon conjunta de bosones y fermiones), todo con el objetivo de generalizar el Modelo Es-
tandar al tratar de explicar el origen de las interacciones fundamentales.

El Modelo de Espin Extendido predice propiedades del Modelo Estandar al extender el dlgebra Cy (el
algebra de Clifford de dimensién 4, véase ec. 2.23), a una dimension N, Cy (N > 4 par), reproduciendo
propiedades de Lorentz (usando los primeros 4 operadores de C) y de grupos de simetria escalar (con
los siguientes N —4 operadores de Cy) de las particulas (Seccion 5.2). Por lo anterior, para incorporar las
ideas del Modelo de Espin Extendido en el marco del trabajo de esta tesis, hay que suponer un algebra
C4 que reproduzca todas las propiedades de las particulas, extender su dimensién de manera consistente
y estudiar sus propiedades.

Para la construccion del algebra Cy deseada en una teoria supersimétrica, se empezo por considerar
los estados de una particula descrita por el Lagrangiano de Wess-Zummino (Seccion 4.3). Usando los
generadores de SUSY resultantes en el caso masivo (Seccion 4.3.2.), se definieron los operadores I' de
la ec. 6.1, los cuales se integran en C, (véase ec. 6.4), y con ello, se construyé una representacion de
S0p(1,3) (véase ec. 6.5), rescatando las propiedades de Lorentz de los generadores de SUSY. Debido a
que los estados del cuadruplete de SUSY (véase cuadro 4.2) tienen una quiralidad (derecha o izquierda)
definida con respecto a esta representacion, que se hereda de usar espinores de Weyl, el operador de espin
contiene al operador de proyeccion P~ (véase ec. 6.10).

Para el caso no-masivo (Seccion 4.3.1.), al definir los operadores T" de la ec. 6.23, fue posible generar
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una representacion de SOg(1,3) complexificando el dlgebra que se obtiene (véase ec. 6.27). Al igual que
en el caso masivo, la quiralidad definida de los estados de los dos dobletes de SUSY (véase cuadro 4.1) se
aprecia en la forma del operador de espin. Para el primer doblete de SUSY (A9 = 0) el operador de espin
contiene al operador de proyeccion Pt (véase ec. 6.30); para el segundo doblete (Mg = —%), el operador

de espin contiene al operador de proyeccion P~ (véase ec. 6.31). Lo anterior se debe a que el segundo
doblete se introdujo para conservar la simetria CPT), i.e., el primer doblete se transforma en el segundo
doblete bajo un cambio de paridad.

El siguiente paso fue extender la dimension del dlgebra de los operadores I' a una de dimensiéon 5+ 1.
Para el caso masivo, al hacer esta extension se obtuvo al grupo escalar SU(2) (véase ec. 6.16). La cla-
sificacion de los estados del cuadruplete de SUSY y de los nuevos estados generados se presenta en el
cuadro 6.1. Se aprecia que los estados se encuentran en la representacion adjunta del grupo escalar SU(2).

Para el caso no-masivo, al igual que en el caso masivo, al hacer esta extensién se obtuvo un nuevo
grupo escalar SU(2) (véase ec. 6.34). La clasificacion de los estados de los dobletes de SUSY y de los
nuevos estados generados se presenta en el cuadro 6.2. Se observa que los estados se encuentran también
en la representaciéon adjunta del nuevo grupo SU(2).

El préoximo objetivo en la investigacion es aumentar la dimensién del espacio de los operadores I' a
7+ 1. Con esto, aumenta el nimero de operadores, por lo cual aumentara el nimero de estados, y posible-
mente, se encuentren nuevos operadores de proyeccién y con ellos, se podra construir estados que estén
en la representacion fundamental del grupo escalar SU(2). También se espera que con este cambio de la
dimension, surjan nuevos grupos de simetrias relevantes para clasificar los estados (como en el Modelo
de Espin Extendido [4], [5]).

Una posible interpretacion fisica del Modelo de Espin Extendido es la de una teoria extendida de
Kaluza-Klein (véase Apéndice D), que mantiene a las dimensiones adicionales congeladas. Otra es que el
espacio de matrices considerado, que aumenta de dimensién mediante el producto directo de espinores, y
describe tanto a estados en un espacio de Hilbert como a operadores de simetria, implica que los grados
de libertad discretos se construyen a partir de los més elementales [5]. En el caso de supersimetria que
se trabajo en esta tesis, los operadores de simetria més alla de 4 dimensiones se pueden interpretar como
pertenecientes a una supersimetria mas amplia que se rompe, como lo indican las relaciones de anticon-
mutacién del dlgebra de Clifford. Estas interpretaciones no son esenciales, sino solo la consistencia con el
espacio tetradimensional, aunque por si mismas, representan una direccién interesante de investigacién
futura.

Otro objetivo importante es traducir el modelo anterior en términos de un Lagrangiano interactivo
supersimétrico en el superespacio de Minkowski (véase Apéndice C). Para una formulacion interactiva y
Lagrangiana del Modelo de Espin Extendido (Seccion 5.1.3), se parte del analisis individual de campos
vectorial, escalar y fermidnico construidos a partir de la clasificacién de los multipletes en el espacio
extendido y después se construyen Lagrangianos con interaccién y simetria de norma para los campos
escalar y fermiénico y un término Lagrangiano de campo libre para el campo vectorial, agregando cuando
fue necesario operadores de proyeccion extras [5]. Cabe mencionar que lo anterior se formul6 para campos
no-masivos, los elementos de masa que conservan las simetrias son no triviales. Por otro lado, dado que el
superespacio es un marco mas natural para SUSY (véase Apéndice C), el Lagrangiano de Wess-Zumino
solo consta de combinaciones algebraicas de un supercampo quiral @, integradas sobre la parte “impar”
del superespacio (véase Apéndice C). Incorporar interacciones y simetria de norma al Lagrangiano es
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agregar términos proporcionales a ®3 y a la norma de Wess-Zumino [1], [20], [26], [31]. Por lo anterior,
para obtener un Lagrangiano que reproduzca los estados del multiplete obtenido en un espacio de dimen-
sién 7+ 1 de operadores I', hay que utilizar éstos para construir un supercampo quiral y un supercampo
vectorial con las propiedades necesarias, usando como guia la forma que llevé del formalismo Lagrangiano
al Modelo de Espin Extendido. Se hace énfasis que en el caso masivo, hay que considerar los mecanismos
de ruptura esponténea de SUSY, como la ruptura tipo F (o el modelo de O’ Raifeartaigh) o la ruptura
tipo D (o el modelo de Fayet-Iliopoulus), pues con esto se generan los elementos de masa [1], [20], [31].

Al comparar los multipletes del cuadro 6.1 y 6.2 (caso masivo con el no-masivo) se observa que la
cantidad de operadores I' proveen propiedades correctas al modelo, al dar representaciones congruentes,
por lo que también se pretende trabajar con una representaciéon de SUSY para N > 1; al extender el
algebra se planea encontrar al grupo escalar SU(3) x SU(2);, x U(1)y (el grupo del Modelo Estédndar
[6], [17]) de tal forma que las particulas del modelo se clasifiquen de forma adecuada en las diferentes
representaciones de ese grupo. Finalmente, en un futuro se piensa aplicar el modelo a otras teorias que
usen SUSY como: Supergravedad o Cuerdas [6], [17].
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Apéndice A. Acciones de grupos

Proposicion 1 Sea V un R-espacio vectorial. Considere los conjuntos GL(V') y Bil(V) definidos
en el ejemplo 2.2 y en la Observacion 1. La funcion @ : Bil(V) x GL(V) — Bil(V) definida como
O (b(u,v), m) = b(m(u), m(v)), es una accion derecha (véase definicion 2.3) de GL(V') sobre Bil(V'), don-
de u,v € V, b€ Bil(V) ym € GL(V).

Demostracion: Sean u,v € V' y b, m,n € Bil(V'). Notese que la funcion ® esta bien definida ya que todo
elemento de GL(V') es un isomorfismo de espacios vectoriales. Como el elemento neutro del grupo GL(V)
es la funcion identidad defina por id(v) = v, ¥ v € V, entonces ®(b(u,v),id) = b(id(u),id(v)) = b(u,v).
Por otro lado

(@(b(u,v),m),n) = ®(b(m(u),m(v)),n) = b(n(m(u)), n(m(v))) = b((n om)(u), (nom)(v)),

donde o indica la composicion de funciones (que es la operacion binaria en GL(V)). Por lo tanto, ® es
una accion derecha de GL(V') sobre Bil(V) B

Si V es un C-espacio vectorial, entonces la accion de GL(V') sobre Sesq(V') es analoga a la anterior.

Proposicion 2 Sea V' un R-espacio vectorial de dimension n. Como Bil(V) 2 M, «,(R) [18], entonces
la funcién ® de la Proposicion 1 induce una accion derecha @ : M« (R) x GL,(R) — M, «,(R) definida
como ®(B,M) = M*BM , donde B € M, x,(R), M € GL,,(R) y M* denota a la matriz transpuesta de M.

Demostracion: Sea {e;}7; la base canénica de V' [10], [18]. Para cada funcién b € Bil(v) existe una
tnica matriz B € M, x,(K) (y viceversa) tal que si B;; es el escalar correspondiente en el i-esimo renglén,
en la j-esima columna de la matriz B, entonces B;; = b(e;,e;). Por lo anterior, para todo v,u € V, se
satisface b(u,v) = u'Bwv [18], donde u' es el vector transpuesto de u. Si M es la matriz asociada a la
funcion m € GL(V), entonces, se cumple

®(b(u,v), m) = b(m(u), m(v)) = m(u)' Bm(v) = u' M'BMuv.

Como @ es una acciéon derecha, entonces, & definida como &)(B,M) = M!BM también es una accién
derecha. B
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Si V' es un C-espacio vectorial, entonces la accion de GL,,(C) sobre M, «,(C) es anéloga a la ante-
rior, considerando que en las funciones sesquilineales, un escalar en la primera coordenada “sale” como
conjugado (véase definicion 2.7).

Apéndice B. Matrices de Pauli y de Dirac

Las matrices de Pauli forman una base de su(2) (Seccién 2.3.1). Estas son

(01N 5 (0 =i\ 5 (1 0
"‘(10)’ "‘(i 0)’ 7=\o -1 )

y mediante el mapeo exponencial de la Observacion 4, generan a SU(2).

Las matrices de Dirac en la representacién de Dirac son

0 I 0 i 0 O'i
YD = 0o —JI 5 Tp = 70.1' 0 )

parai = 1,2,3, donde [ es la matriz identidad de dimensién 2. La representacion de Weyl (véase ec. 3.31)
y la de Dirac tienen una relaciéon de similitud:

1 I I
_ yv-1 . _
’YW*X ’YDX7 X\/§<—I I)a

donde 7y es una matriz de Dirac en la represntacion de Weyl. Por otro lado, las matrices de Dirac en la
representacién de Majorana son

0 0 0'2 1 i0'3 O 2 0 70'2 3 77:0'1 O
T™m = o2 0 ; T = 0 io3 ; T = o2 0 ; T = 0 gl .

Entre la representacion de Dirac y la de Majorana también hay una relacion de similitud:

1 I o2
_ -1 . _
Yo =Y TymY; Y_\/§<U2 —I)'

Por lo tanto, la relacién de similitud entre la representacion de Weyl y la de Majorana es:

1/ 06241 o2 -1
2\ o2—-1 —(o?+1) )

yw=Z *ymZ; Z:XY:( 5

Apéndice C. SUSY en el superespacio
El Superespacio de Minkowski. Diferenciacién, integracién y el supercampo
escalar

Se definen las “variables de Grassmann” como una coleccién variables que anticomnutan entre si. Por
lo anterior, cominmente se asocian las variables de Grassmann con los espinores.
)
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El espacio de Minkowski!, denotado por M 3, se puede escribir como un cociente de grupos

P(1,3)
Misz=—"7, C1
B 750(1, 3) (C1)
donde P(1,3) es el grupo de Poincaré y SO(1,3) es el grupo de Lorentz (véase Seccion 2.3.). Esto indica
que cada elemento (clase de equivalencia [18]) del grupo cociente es un punto en M; 3. Por lo anterior,
cualquier punto en M 3 se puede obtener al aplicar una transformacion (especificamente una traslacion)
de P(1,3) al origen.

Como se muestra en la ec. 4.25, con las variables de Grassmann (espinores) se puede rescribir el algebra
de SUSY en términos de conmutadores? y con ello, tener un algebra de Lie entre los generadores de SUSY
y los de Poincaré. Exponenciando los elementos de esta &lgebra, se obtienen elementos del supergrupo de

Poincaré (Osp(4[1)). Los elementos se expresan como

G = exp(—ia’P,, — %w””MHV +Fie%Q, +154Q%). (C.2)

donde at,wh”, e, &4 son parametros vectorial, tensorial y espinorial, respectivamente. Por lo tanto, en
analogia con la ec. C.1, se define el Superespacio de Minkowski como

Osp(4[1))
SO(1,3)

Al igual que en el espacio de Minkowski, cualquier punto en My; se puede obtener al aplicar una trans-

My = (C.3)

formacioén (especificamente una supertraslacion exp[—ia#P, + ie®Qq + i£4Q%]) de Osp(4]1)) al origen.
M1 consta de cuatro coordenadas que anticonmutan (coordenadas fermiénicas), y las del espacio-tiempo
(coordenadas bosonicas, que conmutan), i.e., los puntos en este espacio estan etiquetados por las coorde-
nadas

x/"aa’éd, (C4)

donde 6 y 6, son espinores de dos componentes que anticonmutan. Estas coordenadas satisfacen

0°0° = —0°0%, 040, = —0,04;

Y = 6%, M0, = Oy,
por lo que el superespacio de Minkowski es un superespacio vectorial® (véase definicion 2.18).

Sea 7 una variable de Grassmann sin indices espinoriales. Como n* = 0 para k = 2,3, ..., entonces
una funcién analitica en términos de la variable 7 se expresa en serie de potencias como

fo)=>_ fin® = fo + fin, (C.5)
k=0

IR con la métrica de Minkowski, véase ec 11.

2 Aunque en el caso de la ec. 4.25, las variables de Grassmann dadas por ¢; (i = 1,2) y sus conjugadas, solo son pardmetros
infinitesimales constantes de las transformaciones de SUSY.

3Las coordenadas z*, 0%, 04 proporcionan una estructura “siper” i.e., con coordenadas “pares ”, “impares” y “puras”.
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donde fy y f1 son dos funciones que dependen de otras variables, pero no de 7. De la ecuacién anterior
se sigue % = f1. Si 7y es otra variable que anticonmuta con 7, entonces se cumple

dinn') — d'm)
i = — i = -7 (C.6)

/dn = 0; /dn n:=1, (C.7)

y se impone la linealidad. Con esto se obtiene

Para la integral, se define

/dn fn) = /dn (fo+ fin)=fi = 3—{7. (C.8)

De la ec. C.7 se sigue la invariancia bajo traslaciones y la féormula de integraciéon por partes (primer y
segundo término respectivamente)

Jan s+ = [ansas [ a2 o (©9)

Por el segundo término de la ec. C.7, la funcién delta de Dirac tiene la propiedad

Sn—n)=n-1" (C.10)

0,0%; entonces 098 =

Sean 6,0, espinores. Como se vio en la Seccion 2.3.2, 60 := 60, y 6 :
—3e2%00 y 090° = 1e4P00. Ademas

008 00% 5 968 008
o588 2 o L _. 11
gge ~ %0 gga 0% Gga =% 55 =0 (G-11)

/d@l/cw? 020" = %/d&l/dGQ 00 = 1. (C.12)

La ecuacion anterior justifica

%/d&l/d92 - /dQG; /d29 00 = 1; /dQe/dQé (00)(06) = 1. (C.13)

En términos del tensor €

Con lo anterior, se obtiene

1. S
d*0 = -4 A0 enp;  d*0 = 170 0% ; (C.14)
de donde se identifica
2y 1,50 0 /27 1,50 0
= — —_— = — — —_— . .1
/de 1° 900 967 0= =1 365 205 (C.15)

Se define un supercampo escalar como una funcién escalar S(z*,6,,04) en el superespacio de Min-
kowski (véase ec. C.3). La expresion mas general de un supercampo escalar es [26], [31]
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S(x",0,0) = ¢(z)+0¢(2)+0x(2)+00M () +00N (x)+ (00 0)V,,(x)+(00)0X () +(00)0p(x)+(06) (00) D(z).

(C.16)
Este campo podria conmutar o anticonmutar o podria llevar indices vectoriales o espinoriales. Por sim-
plicidad, supongamos que es un campo que conmuta y no lleva ningin otro indice. Las componentes de
la forma més general de un supercampo escalar son 8 campos bosénicos complejos (¢, M, N,V,, y D) y 4
campos fermiénicos de dos componentes? (1, ¥, A y p). El supercampo escalar satisface

/ P20 S(",6,8) = M(x) + OA(z) + 80D (); (C.17)
/d2§ S(z*,0,0) = N(z) + 0p(z) + 00D(z);
/d29 20 S(2".0,0) = D(x).

De las ecs. C.10 y C.13 se obtiene §2(0 — 0') = (0 — 0")(0 —0') y 62(0 —0") = (0 — §')(0 — &), 1o que
implica

/d29 52(0)S(z",0,0) = S(x",0,0) = ¢(x) + Ox(x) + 00N (2); (C.18)
/d2§ §2(0)S(z",0,0) = S(z*,0,0) = d(z) + 0y (x) + OO M (x);
/d29 d*0 6%(0)6%(0)S(z",6,0) = S(z*,0,0) = p(x).

S(z*,0,0) como operador se transforma bajo la parte “impar” del supergrupo de Poincaré como

S(xt,0,0) — expli(eQ + £Q))S(x", 0, 0)expli(eQ + EQ)]; (C.19)

mientras que como vector en un espacio de Hilbert

S(z",0,0) — expli(eQ +£Q))S(z", 6, 0) (C.20)

donde ¢ es un parametro espinorial como en la Seccién 4.2. y Q es una representacién de los generadores
de SUSY Q. que actua en las variables 0, 8. Comparando las tdltimas dos ecuaciones a primer orden se
obtiene

i[eQ +£Q, S] = i(eQ +£Q)S = 6.5; (C.21)
que concuerda con la ec. 4.26. Se sigue
Q _ ;9 _ 1 opagy Q._-i+9a#a (C.22)
a Zaea Taa M a Z@éd 0069 .

Si S7 y S2 son dos supercampos, entonces S1.59 también es un supercampo. En efecto

4Todos los campos son funciones complejas, dando un total de 8 grados de libertad complejos por cada parte
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65(5152) = Z[EQ + gQ, 5152} = Z[€Q + 5@, Sl]SQ + 5] [5Q + EQ, SQ] = Z(EQ + 5@)5152. (023)

De manera anéloga, cualquier combinacién lineal de supercampos, también es supercampo; lo mismo que
0,S. La derivada covariante en este espacio se define como

1 . _ 0
I TRy Ty oY Y pa g

D, = 504 +i0!,0%0,, Da: 575 0“0}, 0u; (C.24)
la, cual satisface

{Da, Qs} = {Da, Q3} = {Ds, Qs} = {Da, Q3} = 0; (C.25)
y

{Da, Dy} = —2i0" ;04 {Da,Dp} = {Ds, Dy} = 0. (C.26)
Con las relaciones anteriores se obtiene

[Do,eQ + Q] = 0; (C.27)

de donde se sigue que D, S es supercampo.

Una de las utilidades de este formalismo es que dado un supercampo escalar S(z, 6, 9), el coeficiente del
término 0060, el campo D, transforma como una derivada total frente a transformaciones supersimétricas
[26], lo cual, es la clave para construir Lagrangianos supersimétricos. S(z,6, ) no es una representacion
irreducible de SUSY?. Por lo anterior, para escribir las representaciones irreducibles de SUSY, basta con
imponer restricciones en el supercampo S.

Supercampo quiral
Se define el supercampo quiral ® por medio de la restriccion
Da® = 0. (C.28)
Por otro lado, un supercampo A es antiquiral si satisface la restriccion

D, A = 0. (C.29)

Hay que sefialar que, si ® es un supercampo quiral, entonces ® es un supercampo antiquiral. Para cual-
quier funciéon holomoérfica® f, se tiene que f(®) es un suepercampo quiral, siempre que ® lo sea [1], [26].

El supercampo quiral ® reproduce las propiedades del supermultiplete quiral estudiado en las dos
secciones anteriores de este Capitulo. En efecto; sea

y* =zt +ifa"0. (C.30)
Si & = ®(y*,0,0), entonces

55(x,0,0) es una representacion reducible ya que S = cte es supercampo.
6Una funcién holomoérfica es una funcién definida en un abierto de C en C que es complejo-diferenciable en cada punto,
i.e. infinitamente diferenciable en cada punto y esta asociada a una serie de Taylor.
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o0 0e _

—— =0. (C.31
575 (C.31)

—8H<I>(—z'00“)d —i@ﬁ(a“),gdau‘b =

Por lo tanto, si se desea que ® sea un supercampo quiral, ® no debe depender de la variable 0, i.e.
® = d(y*, 0). Comparando este resultado con la ec. C.16 se obtiene

O(y",0) = P(y") + V200(y") + 06f(y"). (C.32)
Reexpresando @ en términos de x*, se obtiene [1]
6

(x",0%0%) = ¢p(x) + V20(x) + 00 f () + 00100, () — \/gam(x)a“e - i(%)(éé)@ua“é(m). (C.33)

Al aplicar la transformacion de la ec. C.21 sobre ®, se obtienen las ecs. 4.13, 4.40 y 4.41 [26], [31]. El
operador adjunto de ® esta dado por

B(zH,0%0%) = ¢ (x)+V200(x) 400 fT(ac)—iHJ“@@M(éT(w)—&-iigea”auw(x)—31(99)(99)8ua“¢T(x). (C.34)

Para un supercampo quiral @, se tiene que ®® también es un supercampo’ (ec. C.23); entonces, el
coeficiente de (06)(00) es

d[p = (96)(@@)[—%@8"8@ - iwaﬂ + |17 + (05+0)(05"0) 0,6 0,01 (C.35)
—i0(00)0,,1™0 +i(00) (0o 0,,1)) (0¢)
= (00)(08) [ 16100,0 — 1 000,0' + |f1] + 1 (00)(09) ¥ 00,0'
+i0% 0 (00) 9, o Béﬁ +i(00)6%0" , 0,505 vy

— (99)(95)[&&8“3,@ - iqsa”amf +|£1?] + %(99)(9‘9) "¢, 0"
+%ed5 (00)1p4(00) auwagﬁ + %(éé)(ae)ea%gdauz/?%ﬁ

1 1 1 ] P -
= (60)(86) [~ 610" 0,6 — 5 60" 0,0" +|I* + 5 0"60,0" + £ 0,004 — S0,
De manera analoga se obtiene

Sm?lp = (00)mlof — 3 ()] (C.36)

Con las ecs. C.18, C.35, C.36 e integrando por partes en d*z (donde sus limites de integracién son
extremos), se obtiene que

_ 1 _1 -
/d%: [/ d*0d*0 o — /d29 §m<1>2 - /d20 5m<1>2] = /d4mﬁwg, (C.37)

7El producto no necesariamente es un supercampo quiral o antiquiral.
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donde Lyyz es el Lagrangiano de Wess-Zumino (véase ec. 4.47); por lo anterior,
_ 1 1 -
ﬁWZ:/ﬁ%d%@@—/ﬂ%§m¢?—/d%§m¢% (C.38)

con lo cual, se obtiene la teoria desarrollada en la Seccién 4.2 en el formalismo de supercampos®, donde
el supergrupo de Poincaré es el grupo de simetrias superespacio-temporales de Ly z [26], [31].

El supercampo vectorial y las interacciones de norma

De manera similar al supercampo escalar (ec. C.16), la forma mas general de un supercampo vectorial

V(2,0,0) (V(2,0,0) = V(x,0,0)) es

V(z,0,0) = C(z) +i0x(z) — ifx(x) + %09[M($) +iN(z)] — %éé[M(x) —iN(2)] (C.39)
+%@m@ymwﬂ4xm+%w%n@}
4MWM@—%wﬁx@n+;%x%mxm—%@wcy

Las componentes de la forma mas general de un supercampo vectorial son 8 campos bosénicos com-
plejos (C,M,N,D,V,) y 2 campos fermionicos de 4 componentes complejas (xa, Aa)

Si ® es un supercampo escalar, entonces V' = i(®—®1) es un supercampo vectorial, cuyas componentes
son

C=ilp—0o); (C.40)
X = V2,
%(MJFZ'N) = f;
Vi =—0u(¢ + ¢T);
D=X\=0.

La versién supersimétrica de una transformacién de norma en este espacio para el supercampo vectorial
estd dada por

V%V+%@—@m (C.A41)
la cual, induce una transformacién de norma sobre V,,, como en la ec. 3.91
Vi = Vi + 0u[Re(d)] :=V,, + 0. (C.42)

Con lo anterior, es posible elegir las componentes de un supercampo escalar ¥ de tal manera que
C =x =M = N = 0. Esta restriccion define la norma de Wess-Zumino

1 1 =
8El término — /d20 §m<1>2 — /d20 5m<1>2 es parte de un término mas general conocido como superpotencial [26], [1],

pero su presentacién escapa de los propositos de este trabajo.
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Vivz(z,0,0) = (058)V,(z) + (00)0A(z) + (00)0A(z) + %(99)(99)1}(1;). (C.43)

Sus potencias estan dadas por

1 .-
Vi, = 5(772921/”1/#; Vi =0, neN (C.44)

Las componentes V,, de Viy 7z estan asociadas con los campos de norma (véase Seccién 3.3), mientras que
A, A estan asociadas con los campos gauginos. El campo D(x) es un campo auxiliar. Cabe destacar que
Viwz no es invariante bajo transformaciones de supersimetria por si solo, pero esto se puede compensar
al agregar més campos, como por ejemplo, al escribir un Lagraniano. Que las potencias del suepercampo
vectorial se anulen es de gran importancia cuando se acoplan los campos de norma con la materia. El
supercampo vectorial se utiliza para desarrollar las teorias de norma supersimétrica, por ejemplo, en la
Electrodinamica Cuantica Supersimétrica (SQED por sus siglas en inglés) [1], [26], [31].

Apéndice D. La teoria de Kaluza-Klein y algunos intentos de ex-
tensiéon del Modelo Estandar

Considere las ecuaciones de Einstein [8] en 5 dimensiones, con un tensor de energia-momento en 4
dimensiones T},,, (las restantes entradas del tensor son 0), que son [24]:

GAB:() o RABZO, (D.l)

donde gap, Gap = Rap — RQAB/Z Rap y ]:2, son la métrica (definicion 2.9), el tensor de Einstein, de
Ricci y el escalar de Ricci, respectivamente, en este espacio pentadimensional (A, B =0, 1,2,3,4) [24]. La
ausencia de fuentes de materia en la ecuacién anterior describe a un universo con mas de 4 dimensiones
vacio. El tensor de Ricci y los simbolos de Christoffel [8] estéan definidos en términos de la métrica al igual
que en el caso 4-dimensional

Rac =0clGp — 015 + 191800 — TS0 B0 TGp = §QCD(3A9DB +0BGpa — Opgan). (D.2)

Para A, B,C,D = 0,1, 2,3 se tiene la teoria de la Relatividad General en 4 dimensiones. Por lo anterior,
todo depende de la eleccion de la métrica g4 p. Considere un espacio 5-dimensional con una métrica dada
por

242 2
o G T EPPALA, vabAu) D3

g < /Q(bQAM ¢2 (D.3)
donde g,,,, es una métrica del espacio-tiempo curvo [8], x es una constante, ¢ es un campo escalar y A,
es el cuadrivector de potencial electromagnético (véase Seccion 3.3). Si se supone la condicion cilindrica

04AB

= D-4
948 o, (D.4)
entonces, de la ec. D.1 se obtiene [24]
K2 g? 1
Gy = - TEN — L19,000) — 00,07 03)
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[oa80)

V" Fy = =3 " Fo (D.6)
2.3
0,0°¢ = %F#VF’“’ (D.7)

donde G, y F),, es el tensor de Einstein (cuadridmensional [8]) y el tensor electromagnético (véase Sec-
cién 3.3.1), respectivamente, y V* = g"’'V,, = ¢g""[0, +1'7,|. Por otro lado THEVM = G Fpo F*? [A—FLF,,
es el tensor de energia-momento electromagnético.

Si el campo escalar ¢ es una constante a través de todo el espacio-tiempo, entonces las ecs. D.4 y D.5
son

G =87G*TLM;  VFIF,, =0, (D.8)

respectivamente, donde G es la constante de gravitacién y se definié k = 4v7G. Este es el resultado
original obtenido por Kaluza, quien eligié6 ¢ = 1. Cabe destacar que la condicién ¢ = constante solo es
consistente con la ec. 5.6 cuando F),, F'*¥ = 0.

Por otro lado, Klein mostro que este resultado podia ser obtenido a partir de la fisica cuéntica [6].
El modelo de Kaluza surgié durante la tremenda emocién que rodeaba al nacimiento de la teoria cudn-
tica, por lo que Klein tuvo la idea de explicar la no-dependencia de las cantidades fisicas de la quinta
dimension, considerando a ésta muy pequena. Se supuso que la quinta coordenada tenia que ser espacial
con una topologfa circular (S!) a una escala muy pequeiia. Bajo este marco, cualquier cantidad se vuelve
periodica con respecto a la quinta coordenada, i.e., f(xg, x1, 2, 3, z4) = f(20, 1, T2, 23, x4+ 277), donde
r es el parametro de la escala del “radio” de la quinta dimensién.

Considere la expansion de los campos en series de Fourier

glﬂ,(l'u,le): Z gl(j;)(xu)einm/r; Au($uv‘r4): Z A/gn)(x“)einz4/r; ¢($W‘T4): Z ¢(n)(xu)eina:4/r

(D.9)
donde el superindice (n) indica el n-ésimo modo de Fourier. La teoria cuantica sefiala que el momento en
la direccion de x4 es de orden de |n|/r. Si r es suficientemente pequena, solo el estado n = 0 esta presente
en la fisica de bajas energias (i.e. F << 1/r); por lo tanto, todos los estados observables se vuelven in-
dependientes de z*, dando una teoria efectiva cuadridimensional, como se requiere. Usualmente se toma
el valor de r del orden de la longitud de Planck, i.e., 7 ~ 1.6 x 10~3m.

Agregando un campo escalar ¢ (z°, 2!, 22, 23, 2%) al modelo y considerando su expansion en series de
Fourier como en la ec. D.9, se observa que la carga asociada a este campo es [24]

V316G
o = YT (D.10)
o
Si la carga del primer modo de Fourier, ¢;, se identifica con el valor de la carga del electron y se toma
rv/¢ ~ 1,6 x 1073%m, se obtiene un valor aproximado para la constante de estructura finita a [24]. Una

teorfa que prediga el valor de rv/¢ podria determinar un calculo preciso de la carga del electrén (hecho
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que escapa del Modelo Estandar).

Por otro lado, la masa de los modos de Fourier del campo @Z esta dada por [24]

"
n = .

v
Si se supone /¢ ~ 1,6 x 1073%m, entonces la masa del electrén (m;) tiene un valor aproximado de

10739 GeV, en vez de 5 x 10~* GeV. Esta discrepancia en la masa del electrén fue el motivo por lo que
la teoria de Kaluza-Klein fue abandonada por mucho tiempo.

(D.11)

Sin embargo, los resultados obtenidos de la teoria de Kaluza-Klein (posible explicacion de los para-
metros libres en el Modelo Estandar y unificacion de las fuerzas fundamentales), asi como su método de
compactificaciéon, en el marco de la teoria cuantica de campos dieron “pie de partida” para la Supergra-
vedad, la Teoria de Cuerdas y la Teoria M [6].

La Supergravedad es una teoria de campos que combina SUSY con Relatividad General, i.e., SUSY
en un espacio-tiempo curvo d—dimensional (d > 4). Si en un Lagrangiano supersimétrico (como el de
Wess-Zumino, véase Seccion 4.2) los parametros de las transformaciones de SUSY dependen de las coor-
denadas (¢ = ¢(x)) i.e., la supersimetria es una simetria local, se inducen campos que restablecen la
invariancia. Estos campos se relacionan con el cuanto del campo gravitatorio, llamado gravitén, cuyo
es espin es 2 y su supercompaiiero el gravitino con espin %, intentando asi, dar una descripcién cuén-
tica de la gravedad [6]. Esta teoria rapidamente se generalizé a més dimensiones compactificadas como
en el caso de la teoria de Kaluza-Klein, para intentar unificar las cuatro fuerzas fundamentales. Sin em-

bargo, hasta la fecha persisten varios problemas, como la divergencia de algunos procesos de dispersion [6].

La hipétesis esencial de la Teoria de Cuerdas es que distintas vibraciones de cuerdas iguales muy
pequenas se manifiestan a escalas mayores que el tamano de las cuerdas como distintas particulas ele-
mentales; se asocia un grado de libertad adicional a la descripcién puntual, que corresponde a la cuerda.
Las propiedades de las particulas, como masa, carga y espin, estan determinadas por las vibraciones
de las cuerdas. Uno de los primeros resultados de esta teoria es la produccién de gravitones mediante
las vibraciones de las cuerdas, por lo que la Teoria de Cuerdas se convirtié rapidamente en una teoria
candidata para unificar las cuatro fuerzas elementales de la naturaleza. Poco después se encontrd que,
para que todas las componentes cuanticas de la Teoria de Cuerdas fueran congruentes, se necesita SUSY
y seis dimensiones espaciales adicionales, o en algunos casos veintidos [6] [17].

Para justificar el hecho de que cotidianamente solo se observan cuatro dimensiones, la Teoria de Cuer-
das hace uso de compactificaciones para obtener una teoria efectiva cuadridimensional. Sin embargo, los
distintos tipos de cuerdas posibles no pueden integrarse en una sola Teoria de Cuerdas. Por lo anterior,
esta teoria se divide en cinco tipos, las cuales se llaman Teoria I, ITA, 1IB, Hetero6tica-O y Heterdtica-E,
cada una con sus propias ecuaciones de movimiento [6] [17].

Mas tarde se descubrié que estas 5 versiones de la Teoria de Cuerdas eran parte de una teoria maés
fundamental llamada teoria M. En caso de comprobarse que esta teoria describe correctamente el com-
portamiento del universo, ésta permitiria, entre otras cosas, describir las cuatro fuerzas fundamentales
como una sola; sin embargo, actualmente ain no se sabe bien cémo conectarla con el Modelo Estandar
[21].
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