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Introduccion.

Hoy en dia, existe un gran nimero de modelos que tienen como objetivo estudiar
y describir las propiedades estructurales del nicleo a bajas energias, los modelos
algebraicos de ctimulos son un ejemplo.

Los modelos algebraicos de camulos se dividen en dos grandes grupos: El Modelo
Fenomenolégico Algebraico de Ctimulos (PACM, por sus siglas en inglés) y el Mo-
delo Semimicroscépico Algebraico de Cimulos (SACM, por sus siglas en inglés). El
primer modelo no toma en cuenta el principio de exclusién de Pauli mientras que el
segundo si lo hace. Como ejemplo del primer grupo tenemos al Modelo de Vibrones
(VM, por sus siglas en inglés) [1], mientras que una buena descripcién del SACM la
podemos encontrar en las referencias [2,3].

Dado que el SACM toma en cuenta el principio de exclusién de Pauli, nos limita-
remos a trabajar Uinicamente con este modelo para la descripcién de nicleos ligeros
(descritos por un Hamiltoniano caracterizado por ciertos operadores invariantes ob-
tenidos de las cadenas de grupos referentes a SU(3) y SO(4) ) como es el caso del
sistema '0+a —2Ne.

Como veremos mas adelante, el SACM muestra ciertas ventajas como la de ser de
simple estructura y facil de resolver numéricamente. Por otra parte, tiene la desven-
taja de ser demasiado abstracto y es dificil visualizar las propiedades geométricas.
Para poder superar dicha dificultad se ha optado por el estudio de este modelo me-
diante un mapeo geométrico haciendo uso del método de estados coherentes [4].

Los Estados Coherentes no solamente han sido aplicados al IBA (Interacting Bo-
son Approximation, por sus siglas en inglés) o a moléculas atémicas [5,6,7,8,9], sino
también a otros modelos algebraicos con origen microscopico dentro del modelo de
capas. En [10], el método de estados coherentes vectoriales [4] fue usado para mapear
el modelo simpléctico [11] al modelo geométrico del nicleo [12]. El mapeo geométri-
co resulté de gran uso en los célculos del espectro nuclear [13,14] y en la prediccién
del espectro de nicleos pesados [15]. Un niicleo estd caracterizado por un Hamil-
toniano algebraico. El mapeo geométrico nos permite obtener el valor esperado de
éste operador Hamiltoniano, consiguiendo asi una energia potencial semi-clasica.

Es importante decir que la mayoria de las aplicaciones de los modelos de cimu-
los algebraicos son restringidas a simetrias dindmicas (casos especiales en el que
se puede obtener soluciones analiticas para el problema de eiguenvalores), donde el
Hamiltoniano es funcién de ciertos operadores invariantes de Casimir obtenidos de
una cadena de grupos. Sin embargo, los casos mas interesantes se encuentran fue-
ra de las simetrias dindmicas, permitiendo la investigacién de transiciones de fase
(transiciones de fase o de forma entre las simetrias dindmicas).

El analisis de transiciones de fase puede realizarse de igual manera considerando
rotaciones sobre el sistema de ciimulos. Para imponer rotaciones en el sistema, se



usa el método del “cranking” [12,16,17,18], lo que genera bandas rotacionales y per-
mite el cdlculo de momentos de inercia. Cambios en el comportamiento rotacional
son relacionados a transiciones de fase nucleares. De esta manera, el método del
“cranking” no sélo permite el estudio de diferentes fases sino que da informacion
adicional sobre los momentos de inercia y del espectro. El método del “cranking”
ya ha sido aplicado anteriormente [17,18,19] incluso en el IBA [20].

El trabajo que se presenta a continuacién tiene como objetivo principal mostrar que
es posible realizar un estudio completo de transiciones de fase dentro del SACM con
“cranking” mediante teoria de catastrofes.

La teoria de catastrofes estudia la dependencia de la naturaleza de equilibrio de
un sistema fisico con respecto a ciertos parametros que aparecen en ecuaciones las
cuales expresan leyes dindmicas del mismo sistema.

El presente trabajo tiene la siguiente estructura.

CAPITULO 1: En este capitulo, se da una explicacién general de Modelo Semimi-
croscopico Algebraico de Cimulos (SACM). También se propone un Hamiltoniano
para un sistema de dos cumulos rotantes.

CAPITULO 2: En este capitulo se introducirén los estados coherentes para hacer el
mapeo geométrico de los modelos algebraicos de ciimulos de manera que al tomar
el valor esperado del Hamiltoniano para dos cimulos esféricos con “cranking”, po-
damos obtener una Superficie de Energia Potencial (PES, por sus siglas en inglés)
o potencial semi-cldsico en términos de varios pardmetros (donde uno de ellos es el
pardmetro de “cranking” ) y de 3 variables «, 6 y ¢ que representan la distancia
entre cimulos, el angulo polar y el dngulo azimutal respectivamente.

CAPITULO 3: En este capitulo se da una explicacién detallada del formalismo de
teoria de catéstrofes y de como puede ser aplicada a un ejemplo sencillo como es el
caso de sistemas de espin con Hamiltonianos no axialmente simétricos. De igual ma-
nera, dada la superficie de energia potencial obtenida para el SACM en el capitulo
2, se muestra un estudio de las transiciones de fase dentro del SACM usando teoria
de catéastrofes y se aplica a un sistema de nicleos ligeros en generale y a un ejemplo
especifico como es el sistema de 1°0O+a —2Ne. Se trabajard con los conjuntos de
bifurcacién (curvas asociadas con puntos criticos degenerados) y con la raiz critica
v = cos(20) = 0. Para finalizar el capitulo, se presenta una discusién de los resulta-
dos obtenidos.

CAPITULO 4: Por tltimo, se darén las conclusiones del trabajo, ademaés se plantean
las posibles aplicaciones futuras.



Capitulo 1

El Modelo Semimicroscopico
Algebraico de Cumulos.

1.1. Primeros pasos en la construccion del SACM.

A principios de los ochenta un modelo fenomenolégico algebraico de cimulos mejor
conocido como el Modelo de Vibrones (VM) [1] fue introducido para la descripcién
de estados quasi-moleculares y estados de ctimulos.

En su forma original, el VM tiene una estructura de grupo U(4) (en el apéndice A se
encuentra un resumen de grupos unitarios) y fue elaborado para tomar en cuenta el
movimiento relativo en un sistema de 2 ctimulos. Sus aplicaciones se encuentran en
el drea de sistemas de nucleos ligeros [21-23] y otros sistemas moleculares atémicos.
Al ser combinado con el Modelo de Bosones Interactuantes (IBM) [24] o con el Mo-
delo de Fermiones Interactuantes (IFM, por sus siglas en inglés) [25], se logré una
descripcién de los grados de libertad internos de los cimulos, por lo que el enfo-
que algebraico permitié describir sistemas de cimulos méas complicados, incluyendo
ejemplos de nicleos pesados [26,27].

Por muchos afos, varios métodos de teoria de grupos han sido utilizados para el
estudio de cimulos microscépicos [28-34], pero la relacién entre el enfoque fenome-
nolégico y microscopico no habia quedado clara.

La aplicaciéon del VM, a algunas bandas bien establecidas de cimulos nucleares
ligeros, mostré la necesidad de modificar las suposiciones del modelo con respecto
al espacio modelo [35,36] y el factor espectroscépico de los cimulos [37]. La razén
de que el VM no fue exitoso (en su forma original) en la descripcién de ctimulos
nucleares, se bebe a que dicho modelo no toma en cuenta el principio de exclusién de
Pauli. E1 VM funciona en la descripcién de ciimulos pero sigue mostrando problemas
en la construccion de estados, por ejemplo en el limite de SO(4) con L = 0 (definido
en el apéndice B), el valor esperado para el operador de nimero i, = (ﬁ'T . 7?) con



m = 0,%1 es dado por [38]:
ey = L (1.1)

El problema es que cuando N (ntmero de bososnes ) aumenta, la estructura de los
estados cambia, implicando no convergencia de los mismos. La descripcién completa
del VM se da en el apéndice B de éste trabajo.

Con la modificacién del sector de movimiento relativo en la parte de enfoque fe-
nomenoldgico los sistemas de dos ciimulos doblemente mégicos podian describirse
razonablemente bien, sin embargo, el espacio del modelo todavia no es apto para
otros sistemas de cimulos. Para superar estas dificultades, se propuso un enfoque
semimicroscépico algebraico a los problemas de cimulos nucleares [2,39] el cual ya
ha tenido algunas aplicaciones [39-42]. De esta manera, en la descripcién semimi-
croscopica, los operadores fisicos (expresados, cémo puede verse en el apéndice A,
en términos de los generadores de algunas cadenas de grupos) tienen un tratamiento
fenomenologico, y esto es combinado con un espacio modelo microscépico, es decir,
libre de estados que no toman en cuenta el principio de exclusién de Pauli.

1.2. Teoria del SACM.

1.2.1. El espacio modelo.

El SACM es un modelo algebraico de colectividad dipolar cuya suposicion bésica
es que los grados de libertad relevantes del ntcleo pueden dividirse en 2 grupos: El
primer grupo esta relacionado con el movimiento relativo rotacional-vibracional de
los ntcleos, mientras que el segundo grupo estd relacionado con la estructura interna
de los nicleos.

Para la descripcién algebraica del movimiento relativo, el (VM) con estructura de
grupo U(4) ha demostrado ser exitoso. Los grados internos de libertad relacionados
con el movimiento relativo de dos ntcleos sin estructura (vistos a partir del modelo
de capas del oscilador arménico) son entendidos como oscilaciones en 3 dimensiones
descritas con operadores bosénicos de creaciéon y aniquilacion de momento angular
uno:

Fu s ®h o, (n=0,%1). (1.2)

Para el sistema de dos ctimulos, se adiciona un conjunto de operadores bosénicos
escalares de creacién y aniquilacién de momento angular cero:
G,6" (1.3)
, o0, .

Estos tienen la finalidad de establecer un corte para mantener constante el niimero
de bosones totales N = 1, + Nig.



Hay ciertas condiciones que los operadores bosénicos vectoriales y escalares cumplen:

1. La componente contravariante del operador de aniquilacion esté relacionada
con la componente covariante mediante la relacién:

= (=1)'"HrR_,, (p=0,%£1), (1.4)
y de forma similar para el operador er

2. Los operadores bosénicos (vectoriales y escalares) de creacién y aniquilacién
satisfacen las relaciones de conmutacién de operadores bosénicos:

(7 &l =k 6,67 =1 (1.5)

Dada la construccién anterior en términos de operadores bosonicos de creacién y

aniquilacién, uno puede construir con ellos a los generadores de los grupos 0(3) y
U(4):

» Generadores de U(3)
Al (1.6)

= Generadores adicionales para U (4)
7l Ak #he  olar él6 (1.7)

Una de las principales ventajas del enfoque algebraico es que permite la construccién
(en ciertos casos especiales) de expresiones analiticas para todas las cantidades ob-
servables de una manera simple [43]. Estos casos especiales y simples corresponden
a las simetrias dindmicas del Hamiltoniano de nuestro sistema nuclear ligero.

La técnica usada para encontrar soluciones analiticas de un problema de eigenva-
lores con estructura de grupo G es como sigue [43]. En general, el Hamiltoniano H
contiene todos los generadores de G. Sin embargo, suponemos que H contiene sélo
los operadores invariantes de una cadena completa de grupos

GoG >... (1.8)

Entonces el problema puede ser resuelto analiticamente, dado que la cadena (1.8)
da una base en la que H es diagonal. Para encontrar las cadenas apropiadas al pro-
blema, es necesario recordar que los estados son caracterizados por un buen niimero
cuantico de momento angular J por lo que los subgrupos de G deben de contener al
grupo de rotaciones SOg(3) donde el subindice hace referencia a la parte relativa.

Tomando en cuenta lo anterior, es posible poder definir s6lo dos cadenas de subgru-
pos de G = U(4).



= SIMETRIA DINAMICA SU(3)

UR(4) > SUR(3) D 503(3) D SOR(Z)

N, 0,0, 0] (11x, 0) L Mg (1.9)
ne=N,N-1,...,1,0
Lr=nn—2,...,100
Mg =1Lg,Lr—1,...,—Lg
» SIMETRIA DINAMICA SO(4)
Ur(4) D> SOgr(4) D> SOg(3B) D SOg(2) (1.10)

[N,0,0,0] (w,O) LR MR

w=NN—-2...,100
Lrp=w,w—1,...,1,0
Mr=Lgr,Lr—1,...,—Lpg

El limite SU(3), corresponde a la vibracién del sistema alrededor de una forma
de equilibrio esférica, mientras que el limite SO(4) describe la deformacién dipolar
estatica. En la figura 1.1 se muestra para el modelo SACM la representacion grafica
de los limites de SU(3) y SO(4).

su@3) SO(4)

SACM

Figura 1.1: Representaciones graficas de las simetrias SU(3) y SO(4) para
el SACM. Como puede verse para el SACM en el limite SU(3) hay una
distancia minima ry entre los centros de los ciimulos obtenida a partir del
nimero minimo de cuantos relativas presentes en este modelo, r¢ ~ \/ng,
[44].



Para el SACM se considera el modelo SU(3) de Elliot [45], para la descripcién de los
cumulos. Esta eleccién se debe a que en el SACM los ciimulos tienen que describirse
con el modelo de capas que se representa apropiadamente por el mismo modelo de
Elliot.

Como podemos observar, el grupo SU(3) aparece tanto en la descripcién de mo-
vimiento relativo como en la descripciéon de cimulos individuales. Serd importante
de esta manera que este mismo grupo aparezca en la descripcion de nucleo unifica-
do. La base idonea para un sistema de dos cimulos en el SACM tiene la siguiente
estructura:

SUCl (3) ® SUC2 (3) ® SUR(3) D

| (M) (A2, p2) (ny,0)
> SUc(3) ® SUR() D
()\C?MC) (nf, 0) (1.11)

> SUB) D SOB) > S0©2
(A, 1) KL M )

Aqui (g, p) se refiere a la representacion irreducible de SUg, (3) del k-ésimo cimu-
lo, (A, i) es la representacién irreducible de SU(3), (Ac, pe) es la representacién
irreducible de SU¢(3), mientras que L es el momento angular total, M la proyeccién
del mismo y n, es el nimero de cuantos de oscilacién relativas. En el caso de k,
esta es utilizada para distinguir ocurrencias multiples de una L en (A, ). La cadena
anterior puede ser utilizada para la clasificacién de los estados del SACM.

Como podemos observar en la base (1.11), los estados base del SACM se caracte-
rizan por tener como etiquetas a las representaciones irreducibles (nimeros cudnti-
cos) propias de cada grupo. En términos de representaciones irreducibles, lo que se
estd realizando es un acoplamiento de representaciones irreducibles (\g, i) pertene-
cientes a SUg, (3) con la representacién irreducible (n,,0) perteneciente a la parte
relativa SUR(3). Dicho acoplamiento resulta en un conjunto de representaciones
irreducibles totales (A, ) (tomando en cuenta el principio de exclusién de Pauli).
Entonces, dado el acoplamiento de representaciones irreducibles para 2 ctiimulos, se
obtiene que:

()\la,ul) & ()‘QHU/Q) & (n‘n'vo) = Z mi\”i()‘au) (112)
(M)



Como se dijo anteriormente, el SACM toma en cuenta principio de exclusién de Pau-
li, pero para esto es necesario imponer una condicién minima que nos garantice un
minimo de cuantos de oscilacién relativas. A dicha condicién se le llama Condicion
de Wildermuth. De esta manera, para el SACM hay un nimero minimo de cuantos
de oscilacién relativa, ng.

Una vez que se han obtenido las representaciones irreducibles totales, estas iltimas
son comparadas con las representaciones irreducibles del Modelo de Capas SU(3).
Finalmente nos quedamos con las representaciones irreducibles totales que coinci-
dan con las representaciones irreducibles del Modelo de Capas. Las representaciones
irreducibles que se obtuvieron son las pertenecientes al Espacio de Hilbert conside-
rado en el SACM, y que satisface el principio de exclusién de Pauli.

De manera gréafica, lo que estamos haciendo es una interseccion del espacio del
modelo de capas con el espacio preliminar dado por la ecuacién (1.12). El espacio
obtenido de la interseccién es el espacio del modelo SACM y se ve en la figura 1.2.

ESPACIO DEL
MODELO DE
CAPAS

ESPACIO
PRELIMINAR

ESPACIO MODELO
DE SACM

Figura 1.2: Representacion gréafica de la interseccion entre el espacio pre-
liminar y el espacio del modelo de capas.

Un ejemplo tipico de aplicacién del SACM es sobre el niicleo 2°Ne descrito por el
sistema de dos ctimulos 160 y o (**0O+a —2%Ne) los cudles se toman como ctimulos
esféricos sin estructura. Esto es sélo una definicién porque como sabemos, cada uno
de estos cimulos estd conformado por nucleones. En la figura 1.3 se muestran los
diagramas de ocupacién de capas correspondientes a los nicleos %0 y «a para el
sistema unido 2°Ne:



NIVELES DE

ENERGIA
PROTONES NEUTRONES PROTONES NEUTRONES PROTONES MEUTROMES
d — 2hw s
LI e A%
g Ohw L] L L]
16,
O(12hw) o(ohw) “Ne(20hw)

Figura 1.3: Modelo de Capas para ctimulos individuales (}°0,a) y para el
sistema unido (*°Ne).

Se puede observar que para el 160, el niimero total de cuantos en el modelo de capas
es 12 yaque 4-0+ 12-1 = 12. Para el caso de la particula «, el numero total de
cuantos en el modelo de capas es 0 ya que 4-0 = 0. De esta manera, para el sistema
completo 'O+, se obtiene un total de 12 cuantos de oscilacién. Si ahora se toma
el caso del sistema de ctimulos unido 2°Ne, el ntimero de cuantos de oscilacién total
es20 yaque 4-0+12-144-2 = 20. La diferencia entre el nimero total de cuantos
de oscilacién relativas de los sistemas individuales 10 y a y el sistema de ctimulos
unido 2°Ne es 8.

De lo anterior, llegamos a la conclusién que para que exista el sistema 2°Ne (con
sus 20 cuantos en el modelo de capas), es necesario aniadir 8 cuantos como minimo.
Si se anadieran menos de 8 cuantos (digamos 7 cuantos), significaria que para que
pudiera existir el sistema 2°Ne, se tendrfa al menos un nucleén en un estado que
se encuentra ya en su maxima ocupacién, violando asi el Principio de Exclusion de
Pauli. Esto ltimo se puede ver en la figura 1.4.

NIVELES DE
ENERGIA
PROTONES NEUTRONES PROTONES MELITRONES PROTONES MEUTRONES
d — 2hw o e
e 7hw (LX]
[ X N (XN
P Thw —
s Oh L [ N ] L
w
O (12hw) o(0hw) Violacién al Principio
de Exclusion de Pauli
(19hw)

Figura 1.4: Violacién del Principio de Exclusion de Pauli.



Por lo tanto, para que exista el sistema 2°Ne con sus 20 cuantos de oscilacién, es
necesario un minimo ng = 8 de cuantos de oscilacién relativa. Dicha condicién se
conoce como la Condicion de Wildermuith.

1.2.2. El Hamiltoniano.

Un sistema cudntico puede representarse por un Hamiltoniano. Dicho Hamiltoniano
puede ser invariante bajo un dlgebra g = {g;} si [H, ¢;] = 0, de este modo, se dice
que el sistema tiene una simetria descrita por dicha dlgebra g. Si en vez de conside-
rar un algebra se considera una cadena de dlgebras, se puede introducir el concepto
de simetria dindmica. Cuando es tomada en cuenta una simetria dindmica, el Ha-
miltoniano se puede expresar en términos de operadores invariantes (operadores de
Casimir) pertenecientes a la cadena de dlgebras. Para nuestro caso, utilizaremos un
Hamiltoniano que es la suma de Hamiltonianos descritos por la simetrias dinamicas
de SU(3) y de SO(4), a cada uno de los Hamiltonianos (propios de una simetria
dindmica) los multiplicaremos por una funcién que depende de la variable z que
adquiere un valor entre 0 y 1, lo que indica que = 0 corresponde al limite SO(4)
y & = 1 corresponde al limite SU(3). Un posible Hamiltoniano que se usa para
describir un sistema nuclear ligero de 2 cumulos esféricos, puede expresarse como:

H = 2Hgys) + (1 — 2)Hso), (1.13)
Donde

Hsow = 73171 = (V) #) - (6)7] + €L (1.14)

Donde Af, = fi; — ng, Ny = (frT ﬁ') = merjnfrm conm = 0,+1 y ng # 0
es el nimero minimo de quantas. El resultado de aplicar el segundo operador de
Casimir de SU(3) a un estado | ) (cualquier estado perteneciente a un multiplete,
en especial, un estado de minimo peso) es:

Co(\ ) [ 9) = (N + 1 + A 43X+ 3p) | ¥). (1.15)

Para el caso de dos ctimulos esféricos (con (Mg, pr) = (0,0), (Ac,c) = (0,0) v
A\ ) = (ng,0)), el operador de Casimir de segundo orden para SU(3) esta dado
por i (i, + 3), es decir, Co(A, 1) = Co(ny, 0) = 0, (i + 3).

El operador de momento angular total coincide en este caso con el del movimiento
relativo, es decir, L2 = L% donde R denota movimiento relativo. El operador L2,
en términos de los operadores Ly y Lg, puede ser expresado como:

(LyL_+L_T,)+12 (1.16)
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Las definiciones para £+, L_ y estan dadas por:

Ly = 2t @4]},
L =2#teq),
Lo = V2[#t ® 7]3, (1.17)

con

Aol = > (Imidlme|Sm)#f, #m, =
mi1msa
= > (Amydmg|Sm)af, (—1)' 72772, (1.18)

mima

Donde fue usada la convencién de fase O' = (=1)I="Ob .

Es necesario hacer notar que la divisién tomada en la ecuacién (1.14) (de acuerdo
a las simetrias dindmicas) fue hecho como sigue: En el limite SU(3) el acoplamien-
to de los operadores de interaccién es al nivel de SU(3), es decir, los operadores
de SU(3) tienen que aparecer. Este es llamado “limite de acoplamiento fuerte”. El
limite SO(4) es definido a través la de aparicién del operador de Casimir de segundo
orden de SO(4). Este limite es llamado el “limite deformado” porque la interaccién
siempre producird un potencial con un minimo deformado.

En I:ISU(?,) se encuentran términos de interaccién de tres cuerpos del tipo Afi,H2.
Dicho término es de gran importancia para la estabilizacién del espectro. El término
completo esta relacionado a la interaccién cuadrupolo-cuadrupolo, “el cual estéd pre-
sente en cualquier sistema nuclear”. Sin embargo, sin la correccién —bAn, (con
—b > 0), estados que contienen un nimero suficientemente grande de n, serdn méds
bajos en energia que los estados con un nimero minimo de bosones 7, ng. Esto es
debido a la dependencia sobre fi2 en el operador de Casimir de segundo orden, el
cual finalmente dominara sobre el término Awi, para un ntmero suficientemente
grande de bosones 7. En el tratamiento estandar, cuando n, es conservada, una
simple restriccién para pequenas A, basta para resolver el problema, es decir, es-
tados con grandes An, simplemente no se toman en cuenta y se excluyen del espacio
modelo.

La introduccién del “cranking” [12,16] (ver apéndices D y E) en el SACM se realiza
sumando el término —QNL, siendo € la frecuencia rotacional del sistema de dos
cumulos. El Hamiltoniano obtenido es el siguiente:

H=H-OL,. (1.19)

Este Hamiltoniano describe una rotacién alrededor del eje x, el cual es perpendicular
al eje z que conecta a ambos ctiimulos. El operador Ly, en términos de los operadores
L. y Lg, puede ser expresado como:

(T +1.), (1.20)
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con las mismas definiciones para L, y L_ vistas en (1.17).

Desarrollando y juntando términos comunes, se encuentra que el Hamiltoniano (1.19)
puede expresarse como:

H = x {(hw + 3a + 3bno)fir + [a — b(3 — ng)|aZ — bi2}
+eR2 4 (1 fx)g {(frT AR - a6 6) — (6T o) (7 fr)}
+(1-2)7{@" M@ )}
— QL. (1.21)

Aplicando el método de estados coherentes (que serd visto en general en el apéndice
C) sobre el Hamiltoniano (1.21), uno puede hacer el mapeo a un potencial para
nuestro sistema de ctimulos rotantes. El potencial al que nos estamos refiriendo se
define como:

Via) = <a\7:l\a> = (N +np)(N+no—1)(N+np— 2)(—xb)‘~/(a), (1.22)
donde a representa la medida de la distancia entre ciimulos.

El potencial (1.22), como se verd mds adelante en el capitulo 4, lo caracteriza la
siguiente forma:

V(a) = KV(a), (1.23)

donde K = (N 4 ng)(N +np — 1)(N + ng — 2)(—xb) es una contante dependiente
de N, ng, x y b.

A V(a) se le define como Potencial Efectivo y sera suficiente, como se vera en el
Capitulo 3, para poder hacer el anélisis correspondiente de las Transiciones de Fase
para el SACM con “cranking”.

Dada la importancia de los estados coherentes (estados de prueba que son eigenes-
tados del operador de aniquilacién a del oscilador armdnico) para poder hacer el
mapeo del Hamiltoniano (1.21) a una superficie de energfa, en el siguiente capitulo
se definirén los estados coherentes para el SACM.
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Capitulo 2

Estados coherentes para el
SACM.

El uso de estados coherentes es el método més comuin para la obtencién de un mapeo
geométrico [6,7,8,9,10,44,46,47,48]. Una ventaja es que el estado coherente puede ex-
pandirse en términos de un conjunto completo de estados para un ntmero total de
bosones, N. Nn el SACM, esto se refiere a todos los estados base permitidos para
un nimero total de cuantos. El estado base es usualmente reproducido muy bien.
El estado coherente también da una relacién para las variables colectivas. Como
puede verse en la referencia [49], este método permite la definicién de un potencial
usualmente con buenos resultados.

A continuacién se muestra el estado coherente utilizado y el mapeo geométrico para
el SACM (los célculos explicitos realizados para los estados coherentes se pueden
ver en los apéndices F, G, H e I).

Nos concentraremos en la parte de movimiento relativo de los ciimulos dentro del
modelo, ademds se tomara en cuenta que el nimero minimo de cuantos de oscila-
cion relativo ng es diferente de cero. De esta manera, el estado coherente que se
utilizard para el SACM estd dado por [44]:

N dro

= 51 AT\ N+no ) 91
|ov) (N+no)!NN,ng pav (61 +~(a-71)] |0) (2.1)
El estado coherente conjugado es:
N! dno R . . .
(o = iV gy (0118 + (e - &), (2.2)
donde Nz g g
mo 0
Nﬁ,zno = (V) ae L+ 772 - a)) Vo, (2.3)

(N + no)! dy’® doy
es la constante de normalizaciéon. Se debe entender que al final de la operacion di-
ferencial, el valor de las v, tiene que tomarse como 1.
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(- 2) = amal, (2" -7)=> apa™ (2.4)
m m
En este estado coherente ng corresponde al niimero minimo de bosones 7 y el niimero
total de bosones ahora estd dado por N "= N+ny. Aqui « es la notacién corta para
los coeficientes complejos v, (m = 1,0, —1). La expresion (2.3) para la constante de
normalizaciéon en SACM es dada de esta manera para simplificar los calculos.

2.1. Energia potencial para el SACM.

El principal objetivo de definir el estado coherente (2.1) es tomar el valor esperado
del Hamiltoniano (1.21) con respecto a dicho estado coherente, obteniendo asi la
Superficie de Energfa Potencial (Potential Energy Surface, PES) para el SACM. La
PES se define como: R

V(a) = (alH]|a) (2.5)

De la ecuacién (1.21), observamos que el valor esperado de nuestro Hamiltoniano
en el SACM es:

30

i

(H) = (a|H|a) = 2 {(hw + 3a + 3bng) (fir) + [a — 3b + bng) (A2) — b(A
F.eh)(#-7))}

FEEA) + (-2 (G DG m) — (&A@ - 0) — (6

+(1-2)7 {65}

B Q<f1x> (2.6)

Definiendo:
N+no—maz(p,q)
E (a2)_ﬂ Z o (N—l—no—maa?(p,q)))(
Prq (N | k
( +’I’Lo) k=maz(no—p,no—q,0)
(k+p)! } { (k+q)! ] 2k
. 2.7
Xl:(k—l—p—no)! (k+q—no)| 27

Los valores de expectacién de los diferentes operadores que aparecen en la ecuacién
(2.6) con respecto al estado coherente (2.1) se muestran en la tabla 2.1.
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a2
(Br) = (N + ng)(a* - o) il

A~ * Fll 2 * F22 2
(B2) = (N + no)(a* - @) & 4+ (N + ng)(N +1p — 1)(0* - a)2 7227

o? * o?
(82) = (N +no)(a" - a) BAC) 4 3(N 4 ng)(N +ng — 1)(0" - a)? 22200

(N +10)(N + no — 1)(N +ng — 2)(a* - a)3E3sle))

Foo(ll )

(&1 2) = (V +no)(V +ng — 1)(a - &) (a - &) fz2le)

-~ N PN . ~x FN=2(,2
(7T-71)(6-6)) = (N +no)(N +no — 1)(a* - & )i%T;z))
Fyy~2(a?)

(6781 (F - 7)) = (N +no)(N +no — 1) (- &) 25

(51815 8)) = (N +n0)(N +ng — 1) — 2(N + ng)?(a* - o) 11l

Foo(a?)

N N Fii(e®) N N _ * )2 Faz(a”)
+2(N + no)(« a)poo(og) + (N + no)(N +no —1)(a" - ) Foo(a?)

~ ~ * ~ ()é2
(L) = (N +m0) {[o* x &, — [o* x a]%, } file)

~ 2
(L2) = 2(N + ng)(a* - a)%

e o~ o =110 Fas(a?)
—2V3(N +ng)(N +ng — 1) {[04 xal” x [ x a }0 Foo(a?)

Tabla 2.1: Valores de expectacién relevantes para el SACM.
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De esta manera, el potencial que se obtiene en el SACM en términos de «, a partir

de (2.6) y de los resultados de la tabla 2.1 es:

o2
V() = z(hw + 3a + 3bng) (N + ng)(a* - a) gl)(l)EOéQ;
+x(a — 3b + bng) [(N +no)(a” - @) 5(1)(1)823

+ z(a — 3b+ bng)[(N + no)(N +ng — 1)(a* - a)zm]

a2
— 2b[(N + no)(a* - a) 22%0&2; +3(N +no)(N +no — 1)(a”

+ (N 4+ n9)(N +no — 1)(N +ng — 2)(a” 'O‘)ﬂzzgz?;]

F11 (042)]
Foo(a?)

+ER2(N +no)(a” - @)

— €[2V3(N + no)(N +np — 1) [[a* x @' x [o* x a]l]

F22 (012)
F()o (a2)

+(1- x)z[(zxu no)(N +no — 1)(a* - @*)(a - &)

— (N 4+ no)(N +no—1)(a” ~&*)M

— (N +no)(N+no—1)(a-a)

F11(OZ2)
FOQ(OZQ)

+ (N 4 n0)(N +ng —1) = 2(N +no)*(a* - @)

Fll(Oé2)
FO()(OéQ)

— QN + o) {[0 x @)Ly — 0" x @l )

+2(N +ng)(a* - a) + (N +n0)(N+ng—1)(a" - a)

F11(042)
Foo(a?)

2F22(a2)
Foo(OKQ)

)

0 Fgg(a2)]
0 Foo(a?)

2F22(Oé2)]
Foo(CYQ)

(2.8)

Haciendo ciertas simplificaciones (que se ven en el apéndice J) y tomando en cuenta
una parametrizacién en coordenadas esféricas, uno obtiene la siguiente expresién
para nuestro potencial efectivo (en términos de 5 coeficientes generales A(z), B(x),
C(z), D(z) y Q (Q,z) y de 3 variables o “distancia entre ciimulos”, § “4ngulo polar”

y ¢ “dngulo azimutal”), el cual se define en (1.23):
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‘7(0479>¢)=A(x)(a2F11(a2> no )

Foo(OZZ) B N+TLO

+ (B(z) + C(z) sin? (26)) (a4 22)282; i ZES?&;QO —5 > +
+ D(x) cos (20)a2 L20_12)
) COS (0% F()()(oﬂ)

Foo(a?) (N +n0)(N +no —1)(N +ng — 2)

. (a6 Fya(a?) no(no — 1)(no — 2) )_

— Q' (Q, z) sin (26) cos () <a2 ?(1)(1) 532; - Nzono > ) (2.9)

donde los coeficientes A(z), B(x), C(z), D(z) y Q (Q,z) estén listados en la tabla
2.2.

_ x(hw+4a—4b4+4bng)+26—(1—x) §(N+no—1)
Az) = (N+n071(;(N+n072)(721b) -

_ z(a—b(6—ng))+(1—x)§
B(z) = (N+n0—02)(71:b) s

. &(0-=x)%
Clz) = (N0 =2)(=2b)

__ (-ws
D(z) = e —2yt=am)

’ Q
Q(Q,z) = (N+no—1)(N+no—2)(—xb)

Tabla 2.2: Coeficientes generales para el potencial efectivo dado por la
ecuacién (2.9).

Como podemos ver, el potencial (2.9) cuenta con un término de interaccién (mds
una constante) proporcional al pardmetro de cranking €, con ésto se muestra el

interés que se tiene en los estados excitados a partir de la variacion del pardmetro
Q.

El conjunto de pardmetros ajustados hw[MeV], a[MeV], b[MeV], c[MeV], {(MeV],
N y ng tienen un cierto valor, dependiendo con que sistema nuclear se esté traba-
jando. Para el caso del sistema '50+a —2°Ne, la lista de pardmetros ajustados se
muestra en la tabla 2.3.
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hw[MeV]= 13.185
a[MeV]= —0.469

b[MeV]= —0.001

c[MeV]= 0.483
£[MeV]= 0.175
z=0.784
N =12
ng =8

Tabla 2.3: Lista de parametros de interaccién ajustados para el caso del
sistema '°0O+a —2°Ne. Estos pardmetros fueron tomados de la referencia
[42].

A partir de observar el comportamiento del potencial (2.9), uno puede obtener un
estudio de transiciones de fase para un sistema nuclear ligero. Este estudio se basa
en la solucién de las ecuaciones de puntos criticos del potencial (2.9) con respecto a
las variables de la cual es funcién éste potencial.

En este trabajo se presenta un método alternativo y de menor dificultad en su ma-
nejo para el estudio completo de transiciones de fases. Dicho método se basa en
el formalismo de la teoria de catastrofes y se ve con méds detenimiento en el
siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Transiciones de fase cuanticas
en modelos algebraicos.

Un estudio completo de transiciones de fase para diferentes sistemas puede ser ob-
tenido mediante la aplicacién del formalismo de teoria de catastrofes.

Los sistemas de interés en los cuales se quiere aplicar la teoria de catastrofes son
ntcleos ligeros (los cuales se describen en términos del SACM), que poseen una su-
perficie de energia potencial. Dicha superficie, como se vié anteriormente, proviene
de la aplicacién del método de estados coherentes (ecuacién (2.1)) al Hamiltoniano
del sistema (ecuacién (1.13)). La obtencién de dicha superficie de energia nos permi-
te definir el potencial efectivo V(z4:As) (2.9) (donde z; son las variables o “distancia
entre cumulos”, ¢ “dngulo azimutal”,f “4ngulo polar” y Mg son los pardametros ge-
nerales A(x), B(z), C(z), D(z), Q (2, ) ) con el cual es posible poder iniciar el
estudio de transiciones de fase mediante la teoria de catastrofes.

De acuerdo con el formalismo de catastrofes, el comportamiento general del sistema
es estudiado mediante el anéalisis de las configuraciones de equilibrio de la superficie
de energfa potencial, por lo que es necesario obtener la separatriz del sistema [49].
La separatriz se define como el lugar geométrico en el espacio de pardametros del
sistema que esta constituido por dos tipos de conjuntos: los “conjuntos de bifur-
cacién” y los “conjuntos de Maxwell”. Los “conjuntos de bifurcaciéon” son
aquellos lugares geométricos en el espacio de parametros en los cuales hay coalecencia
(degeneracién) de dos o mds puntos criticos para un conjunto dado de pardmetros.
Por otra parte, los “conjuntos de Maxwell” son los lugares geométricos en el
espacio de pardametros en los que la superficie de energia potencial toma el mismo
valor al evaluarse sobre dos o méas puntos criticos aislados.

Tanto los conjuntos de bifurcacién como los conjuntos de Maxwell (que conforman
a la separatriz) se encargan de dividir al espacio de pardmetros en diferentes regiones.

En estos conjuntos ocurren inestabilidades estructurales del nicleo que se reflejan
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en el cambio de comportamiento de (2.9) al pasar de una regién a otra del espacio
de pardmetros. Los conjuntos de bifurcacion son aquellos lugares geométricos en el
espacio de pardmetros en los cuales hay coalecencia (degeneracién) de dos o més
puntos criticos para un conjunto dado de pardmetros. Por otra parte, los conjuntos
de Maxwell son los lugares geométricos en el espacio de parametros en los que la
superficie de energia potencial toma el mismo valor al evaluarse sobre dos o més
puntos criticos aislados.

Para obtener la separatriz, primero se calcula las ecuaciones de puntos criticos (va-
riables criticas) del potencial efectivo de la ecuacién (2.9). El conjunto de puntos
criticos, z;_, (x,), forma una superficie cuando todos los pardmetros As; cambian con-
tinuamente [50], esta superficie es nombrada “variedad de puntos criticos”.

La variedad de puntos criticos es esencial para poder realizar un mapeo de ésta su-
perficie al espacio de parametros (z;_ (x,)—As) y asi poder definir los conjuntos de
bifurcacién. Para poder obtener los conjuntos de bifurcacion, el mapeo realizado de
la variedad de puntos criticos al espacio de parametros debe ser singular, es decir,
se debe cumplir que el plano tangente a la variedad de puntos criticos debe ser ver-
tical a dicha superficie, esto es, de manera mas grafica, donde la superficie muestra
dobleces y donde existe coalecencia de dos o més puntos criticos sobre la variedad.
En la figura 3.1 se muestra de manera grafica lo dicho anteriormente ademés de los
conjuntos de Maxwell sobre el espacio de parametros:

L EE
S

Figura 3.1: Variedad de puntos criticos indicada por una superficie sobre
el espacio de pardmetros [46]. Los conjuntos de bifurcacién se indican
por la curva “no punteada” sobre el espacio de pardmetros. De igual
manera se indican los conjuntos de Maxwell por una linea punteada en
la zona intermedia limitada por los conjuntos de bifurcacién. Esto sucede
asi debido a que dicha zona intermedia resulta del mapeo de una parte
especifica de la variedad de puntos criticos donde hay 3 puntos criticos
(2 minimos y un méaximo entre ellos).

Todo éste andlisis de teoria de catdstrofes, define la estabilidad y estructura del
sistema cldsicamente [50] y puede ser visto en el siguiente ejemplo [50].
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3.1. Transiciones de fase cuanticas de sistemas de
espin con Hamiltonianos no axialmente simétri-
cos.

Consideremos el siguiente Hamiltoniano de espin no lineal y asimétrico [50].

N € » ¥ ~o ~
H:*Jz i J a7 J J— ) 3.1
7 Jar st o) (3:-1)

donde J, y Jy son las componentes esféricas del operador de momento angular J.
Aqui, J es el mayor eiguenvalor que puede adquirir jz, v 7, € y a son los parametros
de control de la intensidad de la interaccién. Para este Hamiltoniano, el espin se con-
serva, y consideramos sistemas de muchos cuerpos con diferente nimero N = 2.J de
particulas, la energia creceria mas rapido que linealmente con 2J. Para resolver este
problema, se adicionan factores de un cuerpo 1/(2.J) y de dos cuerpos 1/(2J(2J—1)).

3.1.1. Interpretaciones fisicas del Hamiltoniano de espin.

El Hamiltoniano (3.1) puede ser tomado como un enfoque simplificado en la des-
cripcién de interacciones magnéticas en algunos sistemas moleculares. El parametro
v juega el rol de una constante anisotrépica axial. El pardmetro e representa el cam-
po magnético longitudinal en la misma direcciéon del operador de espin J,; esta es
la energia de Zeeman asociada con el campo aplicado. El pardmetro a controla la
presencia de un campo magnético transversal externo [51].

De igual manera, el Hamiltoniano puede ser tomado para un sistema de fermiones
que pueden ocupar dos niveles con la misma degeneracién, 2J + 1, separados por
una diferencia de energia igual a 2e. El pardmetro +y [49] dispersa una particula hacia
arriba, mientras que la otra es dispersada hacia abajo. El pardmetro a aniquila una
particula en un nivel y crea una particula en el otro nivel.

3.2. La energia semiclasica.

Un mapeo geométrico a un potencial semicldsico puede llevarse a cabo al obtener
el valor esperado del Hamiltoniano (3.1) con respecto a los estados coherentes de
SU(2). Los estados coherentes de espin son dados por [52,53]

e<*j+|J, —J)

IC) = W,

(3.2)

donde ¢ = e"* tan % = xl':zzy La variable { representa un punto en el plano complejo
mapeado por la proyeccién estereo grafica de un punto sobre la esfera. Aqui x, y
y z son las coordenadas cartesianas de un punto sobre la superficie de la esfera
unitaria y 6 y ¢ son sus dngulos polar y azimutal respectivamente. De esta manera,

la superficie de energia obtenida es:
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vJ
2J —1°

B* = te/1-27 =y — 2(a” +¢*) +ax +

(3.3)

Los niimeros reales €, a y v representan un conjunto, As, de parametros de control.
El valor de J se toma como un pardmetro fijo que define un sistema de espin dado.

3.2.1. La separatriz.

El primer paso para obtener un estudio completo de las transiciones de fase para un
sistema de espin (descrito por el Hamiltoniano (3.1)) es calcular las ecuaciones de
puntos criticos de la superficie de energia (3.2.1). Para esto, se obtiene el gradiente
de la energia (evaluado en los puntos criticos) y se iguala a cero:

VE*(2,9)|(seryer) = 0 (3.4)

De la ecuacién de puntos criticos para la variable y (ésta y otras ecuaciones rela-
cionadas con este capitulo se muestran en el apéndice K) se puede ver que el dnico
valor de y que satisface dicha ecuacién es y.. = 0. La ecuacién de puntos criticos
para la variable x se muestra a continuacién:

2 2 .2 2 2 2
P e %Qﬁ 4+ 2%+ (a) —0. (3.5)
Y v Y Y

Comunmente, lo que seguiria seria encontrar las soluciones criticas para la ecua-
cién (3.5) y luego ver después qué cardcter tienen los puntos criticos mediante la
matriz de segunda derivada llamada Hessiana, pero ésta forma para realizar el es-
tudio de estabilidad de nuestro sistema es poco viable debido a su nivel de dificultad.

Uno de los principales objetivos de este trabajo es presentar un método alternativo
para el andlisis de transiciones de fase de un sistema nuclear ligero. El método alter-
nativo al que nos estamos refiriendo se basa en un formalismo matematico llamado
teoria de catastrofes. Dado lo anterior, se opta seguir nuestro anélisis mediante
el formalismo de teoria de catastrofes. Dentro de dicho formalismo, sélo basta saber
que la ecuacién (3.5) se satisface con las soluciones criticas de . Tomando en cuenta
ésto 1ltimo, se puede despejar uno de los pardmetros (digamos a®) de la ecuacién
(3.5) en términos del otro pardmetro (en este caso ) y de la variable z., contenidos
en la misma ecuacién. De esta manera, es posible definir una superficie llamada
variedad de puntos criticos cuyas coordenadas son:

6)\1
V1-23

en donde se han hecho por conveniencia las redefiniciones A\ = x. y Ay = .

(xc;,}/va’i) = ()‘1;/\27)‘1A2:F )7 (36)

22



El superindice del pardmetro a se refiere a la eleccion del signo en el término € de
la energfa (3.1); también, se debe satisfacer que 0 < |A1| < 1.

Lo que se hace a continuacién es el mapeo de la variedad de puntos criticos en 3D
al espacio de pardmetros de control en R?. El mapeo es definido por:

X (mc;’)/,(l) - (77ai)' (37)

Ahora, el mapeo puede ser singular y no singular, en este caso, nos interesa el mapeo
singular ya que dicha singularidad nos define un plano tangente a la variedad de
puntos criticos importante para el analisis.

El mapeo singular se define a partir de que el Jacobiano de la transformacién cumpla
lo siguiente:

oy Oy
O\ OAg
det =0,
dat da*
O Oa
da* €
> —-——=-X*t—— =0. 3.8
YN TR VIETE (38)

Imponiendo la condicién (3.8), uno obtiene una expresién de valor critico para ~:

€

+
Ye - )\2 =4t
(1—A3)3/2

(3.9)

Se puede observar que la siguiente desigualdad se cumple [yE| > |e|.

Ahora, las ecuaciones (3.9) y (3.6) nos permiten tener una expresién de valor critico
para a:

3
+ 6)\
ar =t—5——. (3.10)
SRR
El mapeo definido en la ecuacién (3.7) es invertible excepto sobre la curva (definida
en el espacio tri-dimensional):

€ e}
(3 Yer @) = (Al,i(l e A%).3/2)) (3.11)

Sobre esta curva, la variedad de puntos criticos tiene un plano tangente vertical,
proyectando sobre el espacio de pardametros se obtiene la curva paramétrica:

€

W(l,,\i’). (3.12)

(YEM), e () =+



Eliminando el pardmetro A de la ecuacién (3.12) y tomando al pardmetro e como
fijo uno puede obtener la siguiente curva (en el espacio de pardmetros) conocida
como conjuntos de bifurcacion.

(ﬁ)”?’ ~ (i)m 1 (3.13)

€ €

La curva correspondiente a la ecuacién (3.13) se puede ver de manera grafica en la
figura 3.2.

3 - T T T T T ]
. -1
3 ‘\.\\ I_//z Jd
2 e /// b
s \.\\\ z/.»
L ., -
-
1f N ) :
L e - a
a Of = <7 ]
L -~ et
-~ "‘-.x
—1 r /"’f l‘\"\\ 1
L -~ ", 4
i e ™~ ]
-2 r - ™, 7
L // "x\ ]
[~ =]
-3L . . e . - A
_4 2 0 2 4
by
r

Figura 3.2: Grafica v vs a con ¢ fijo, la evoluta de la hipérbola describe los
conjuntos de coalescencia en el espacio de parametros.

Con un anélisis similar como el que se hizo de la ecuacién (3.6) a la ecuacién (3.12)
(manteniendo el pardmetro € fijo), es posible obtener otros conjuntos de bifurcacién,
pero ahora manteniendo el parametro « fijo. Esta separatriz con el pardmetro v fijo
se muestra a continuacién:

()" ()= 029

La curva correspondiente a la ecuacién (3.14) puede verse de manera gréfica en la
figura 3.3.
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Figura 3.3: Grafica € vs a con v fijo, la astroide describe los conjuntos de
coalescencia en el espacio de parametros.

Hay un caso importante que tomar en éste andlisis de transiciones de fase cuanticas
de sistemas de espin con Hamiltonianos no axialmente simétricos. Este caso al que
nos referimos es cuando el pardmetro a de la superficie de energia es nulo (a = 0).
Cuando el parametro a desaparece, la ecuacion llega a ser rotacionalmente invariante
[50] y por conveniencia usamos coordenadas polares (z = rcos(f), y = rsin(8)). De
ésta manera, la ecuaciéon de puntos criticos con respecto a 3 es:

2 _ .2

r2 (r2 + %) (3.15)
v

La ecuacién (3.15) es resuelta por la raiz degenerada r? = 0. Estos son los tinicos

puntos criticos en el intervalo |y| < |e|, uno corresponde a un minimo y el otro a un
maximo.

De igual manera, la ecuacién (3.15) puede ser resuelta por las raices:

rt =1 1 (%) (3.16)

Estas raices existen si |y| > |¢|. Podemos ver que al sustituir cualquiera de los dos
puntos criticos de (3.16) (que sélo difieren por el signo) en el potencial , éstos dardn
un mismo valor de energia lo que se relaciona con los conjuntos de Maxwell del
sistema. La separatriz que se obtiene cuando el parametro € es fijo se muestra en la
figura 3.4:
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Figura 3.4: Grafica v vs a con ¢ fijo, la evoluta de la hipérbola describe los
conjuntos de coalescencia en el espacio de parametros, mientras que la
linea a = 0 describe los conjuntos de Maxwell.

La separatriz que se obtiene cuando el pardametro v es fijo se muestra en la figura
3.5:

10 T
0.5
a 00
—05
] -
-10 -05 00 05 10
€

Figura 3.5: Gréfica € vs a con v fijo, la astroide describe los conjuntos de
coalescencia en el espacio de pardametros, mientras que la linea a = 0
describe los conjuntos de Maxwell.

Todo lo anterior forma el analisis de transiciones de fase para el sistemas caracteri-
zados por el Hamiltoniano (3.1).
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3.3. Transiciones de fase para estados excitados
en nucleos ligeros dentro del SACM usando
teoria de catastrofes.

En esta seccion aplicaremos el formalismo de teoria de catastrofes para el caso de
nucleos ligeros descritos en términos del Modelo Semimicroscépico Algebraico de
Cumulos Nucleares. Con dicho formalismo, como veremos mas adelante, se reali-
zard un analisis de las transiciones de fase para un sistema nuclear ligero general y
después serd aplicado para el estudio de transiciones de fase para el caso especifico
de del sistema '60+4a —2°Ne.

3.3.1. Pasos importantes a realizar antes de la aplicacién de
la teoria de catastrofes para un sistema nuclear ligero.

Dado el potencial mostrado en la (2.9), fue importante reescribirlo ahora en términos
de 5 coeficientes generales A, B, C, D'y Q (todos sin dependencia de los pardmetros
de interaccion ajustados mostrados en la tabla 2.3 ya que estamos trabajando con
el caso particular de un sistema nuclear ligero) y de 3 variables a, 0 y ¢. De esta
manera, la forma del potencial con el que vamos hacer el estudio de transiciones de
fase es:

= . Fll(az) n
V(a79,¢) - A(a2F00(042) - N—i—ono>
.2 Fys(a?) ng(ng — 1)

# (5 Csint ) (0 P~ (e D)
QFQIX_Q(QQ)
FQQ(O[Q)

2
i (a6F33(CV ) no(ng — 1)(no — 2) >_

+ D cos (20) +

Foo(a?) (N +no)(N +no —1)(N +no —2)

’ 1 a2 n
— 2 sin (20) cos (¢) (a2§;05a2; - N—i—ono)' (3.17)

Las definiciones de las funciones Fj,(a) son dadas en la ecuacién (2.7).

El primer paso para poder obtener el estudio completo de las transiciones de fase
para un sistema nuclear de ctimulos ligeros es calcular las ecuaciones de puntos
criticos de la superficie de energia (3.17) con respecto a las variables ¢ y 6, lo que
nos permitird obtener condiciones sobre dichas variables y poder expresar asi el
potencial (3.17) en términos de la variable fundamental « [1], relacionada con la
distancia entre ciimulos. Al final también se obtendra la ecuacién de puntos criticos
para la variable «, pero se trabajara de una manera especial con dicha ecuacién al
hacer uso de la teorfa de catdstrofes como se vera mas adelante. Las ecuaciones de
puntos criticos para las variables ¢ y 0 y las condiciones obtenidas se muestran a
continuacion:
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=0

OV (a, 0, ¢) PR . 2 Fii(a?) n
a5 = Q sin(¢) sin(20) (a F(lJo(OZQ) W Jrono)>

=sin(¢p) =0=¢=0 6 ¢=m=cos(¢p) =1 6 cos(¢p)=—-1. (3.18)

Como podemos observar, para la ecuacién de puntos criticos con respecto a ¢ resulta
que hay dos valores criticos que satisfacen dicha ecuacién, uno es dado por ¢.. =0
y el otro es dado por ¢ = 7. Es este caso, tomaremos el valor critico ¢.. = 0 dado
que al ser sustituido en el potencial (3.17) se refleja la condicién de que la energia
disminuye al ir aumentando el pardmetro Q' (con Q > 0).

Ya que cos(¢) = 1, entonces:

oV (a,0) ’ cos azFu(OéZ) _ ng
—op ) ( Fo(@?) (N + no>)

) 1 Foa(a?) no(ng — 1)
+ 4C'sin(20) cos(26) (a FEZ(OZZ) TN nz)(lif i 1)>

N-2/ 2
—2D sin(20)a2m =0. (3.19)
De esta manera:
/ . 2F11(O[2) n

— Q cos(26) (a Foo(a?) — ™ +On0))

. Fy(a?) ng(ng — 1)
+ 2C sin(26) cos(26) (a4 Foola®) (N nz)(lif Fi— 1)>
P 2 Py 2(0?) _

Dsin(20)a Foo(a?) 0. (3.20)

Si hacemos un cambio de variable:
v = cos(260)
V1= 02 = sin(20), (3.21)
tenemos que (3.20) puede ser expresada como:
A+ Boov/1 — 02+ Co/1— 02 =0, (3.22)
donde A,,B.,Cy. y D, en (3.22) estdn definidos en (3.23).

N_ o a2F11(a2) _ o
pas) =0 (D - )
_ 4 Foa(a?) . no(no — 1)
B, (o, C) =2C (a Foo(a?) (N +ng)(N +ng — 1))
Foo(a?)

C.(a, D) = —Da? (3.23)
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Haciendo un poco de édlgebra que se muestra en el apéndice I, obtenemos que
la ecuacién (3.22) puede expresarse como:

Ayt + Byv® + Cv® + Dyv+ E, =0, (3.24)

donde A,, By, Cy, D, y Ey en (3.24) estan definidos en (3.25).

Ay, C) =

B, (o, C, D) = 23 C,

Co(a,C,D, Q) = (C%+ A2 — B?)

D,(a,C,D) = —2B,C,

E,(a, D) = —C2. (3.25)

La ecuacién (3.24) puede dividirse por A, y asi obtener la siguiente expresién:

B C D E
44 ZTv,.3 4 V2 Y -v _
v® + Uv +Avv + UU+AU 0. (3.26)

En términos de A,, B, y C., la ecuacién (3.26) puede ser reestructurada de la
siguiente forma:

2C .\ AN 2C o\’
4 * 3 * * - 2 * o * _
YR ((B*) (B*) 1) YR (B*> 0. (327)

Si definimos:

20,
B,

Z1(a,C, D) = y Zo(a,C, Q) = (3.28)

|

La ecuacién (3.27) puede ser reescrita finalmente como:

Z\? Z\?
v+ Z10% + <<21) + 72 — 1) v: — Zyv — <21) =0. (3.29)

La ecuacién (3.24) es una ecuacién de cuarto orden, y hay diferentes maneras de re-
solverla, ya sea algebrdicamente mediante un método en especifico o numéricamente.
En nuestro caso, se decidié resolver numéricamente, pero por completes del trabajo
de investigacion se colocan las soluciones algebraicas de dicha ecuacién usando el
método de Ferrari, método que puede verse en casi cualquier libro de dlgebra [54].
Las soluciones obtenidas mediante este método son mejor conocidas como soluciones
de Ferrari.
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Las soluciones de Ferrari tienen dos subindices, +4 y +; que denotan + 6 —. El
subindice d significa que los +4 son “dependientes” uno del otro, es decir, si uno
denota signo + entonces el otro también denotard un signo +, o al contrario, si
uno denota signo — entonces el otro también denotard un signo —. El subindice 4
significa que +; es indepentiente de los £4, por lo que +; puede denotar signo + o
—, no importando que signo indiquen los 4.

De igual manera, estas soluciones contienen ciertos coeficientes y, p, ¢ dados en
(3.30). También en (3.30) se muestran otras definiciones (R, S, U y V), importantes
para poder obtener el coeficiente y.

_ 3B G
P= g4z T,

B> B,C, D,

17843 T 242 T A,
w773Bﬁ+CvBﬁtiDv+&
©256A4% 7 1643 442 A,
2
__r_
R B w
3 2
P’ pw g
= mt 3§
2
jsi 5
2
R
=—37 S U#0

5
y=—gptU+V, (3.30)

Dado lo anterior, en la ecuacién (3.31) se presentan las cuatro soluciones de Ferrari.

B, VDT 2y i\~ (30 + 2y %4 524;)
14, 2 '

v =

(3.31)

Como ejemplo de solucién a la ecuacién (3.24), tomemos el caso cuando D = 0,
este caso es aceptable debido a que como podemos observar en la referencia [55],
los estados més bajos en energia con momento angular 0, 2, 4, 6 y 8 (para nticleos
ligeros de la capa “sd”), practicamente tienen la misma representacién irreducible,
lo que nos permite poder hablar de la formacién de bandas rotacionales.

El que estos estados més bajos en energia con momento angular 0, 2, 4, 6 y 8 tengan
una misma representacion efectiva, implica que para dichos estados haya una misma
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estructura interna y se puedan describir en términos de un mismo estado intrinseco

de SU(3).

El resultado anterior, cémo se observa en la referencia [55], se extiende a nicleos
ligeros de la capa “sd” que se encuentran fuera del limite SU(3) (x = 1), pero si es
necesario que x > 0.5.

También es posible observar en la referencia [55] que en el caso del valor esperado
de n, (para un x > 0), éste practicamente no cambia en comparacién con el valor
esperado de n, obtenido en la simetria SU(3) con z = 1. Por lo que puede decirse
que el comportamiento del valor esperado de n, (para un = > 0), en general, es
como SU(3).

Otro argumento importante para poder hacer el andlisis de transiciones de fase
(de un nucleo ligero) con D = 0 es la relacién que hay entre el coeficiente D y los
otros coeficientes de la tabla 2.2 (del potencial efectivo (2.9)) para diferentes nicleos
ligeros cuyos parametros ajustados se ven en la tabla 3.1:
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1604+a »2Ne | 2Ct+a =100 | MCta =10 | ¥C+a —22Ne | *Neta —2*Mg

hw[MeV] 13.185 13.921 13.531 12.876 12.595
a[MeV] -0.469 -0.621 -0.0005 -0.439 -1.377
b[MeV] -0.001 -0.023 -0.000 04 -0.030 0.012
[MeV] 0.483 -2.232 0.706 0.200 -0.772
¢[MeV] 0.175 0.111 0.184 0.349 0.211

x 0.784 0.943 0.706 0.950 0.917

N 12 12 12 12 12

no 8 8 8 8 8

Tabla 3.1: Lista de pardmetros de interaccion ajustados para el caso de los
sistemas 2°Ne, 60, 20, ?Ne y ?*Mg. Estos parametros fueron tomados
de la referencia [42] que se puede encontrar en la bibliografia de éste
trabajo.
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Con dichos parametros ajustados, es posible calcular el espectro de energias para
cada uno de estos nicleos. A continuaciéon se muestran algunas tablas y gréaficos
que contienen los valores calculados y experimentales de los 8 niveles més bajos de
energia para cada nucleo.

120—1—@ _>160
L | E.uc[MeV] | Eepp[MeV]
07 0.0 0.0
05 5.75 6.05
27 7.17 6.92
27 8.42 9.85
17 6.95 7.12
1, 9.27 9.58
2, 9.10 8.87
37 6.01 6.13

Tabla 3.2: Valores calculados y experimentales de los 8 niveles mas bajos
de energia para 0.

11
12 16
y +
0l C+a =0 23 B
15 I
9 L — — 4
2l 2l
ol 2 ]
I 27 oL
7 17 23
6 | 37 31
1 0T
s 03 2
@ [~
= 2 r -
[m
4 | J
3+ ]
2 [ -
1+ ]
oL o 0or A
Calculados ! Experimentales !

Figura 3.6: Niveles de energia de la tabla 3.2 para el sistema de cimulos
12C+a —10.
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14C+a %180
L | E.e[MeV] | Eepp[MeV]
0F 0.0 0.0
05 3.65 3.63
27 1.23 1.98
27 4.12 3.92
47 4.11 3.54
43 6.91 7.12
1; 4.21 4.45
37 5.41 5.01

Tabla 3.3: Valores calculados y experimentales de los 8 niveles mas bajos
de energia para '80.

8
H4Cta =1%0
7k _13— -13— i
6 F i
3y
5 37
172 1
s 47 4?— 2;—2'—0-?_
3] O-t- 2
= 2 af
w3 1
2t 27
1| 21 ]
0t Q‘I" OT J
Calculados Experimentales

Figura 3.7: Niveles de energia de la tabla 3.3 para el sistema de cimulos
HMCta —1B0.
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604+ —Ne
L | Ee[MeV] | Eepp[MeV]
07 0.0 0.0
05 8.21 6.73
05 14.60 7.19
27 1.57 1.63
27 9.06 7.42
4f 5.14 4.25
1; 3.45 5.79
37 4.63 5.62

Tabla 3.4: Valores calculados y experimentales de los 8 niveles mas bajos
de energia para ?’Ne.

16
15 | ot 100_1_0 20N |
14 | ? .
13 + b
12 + b
11 + b
10 + b
9t 27 1
+
% 8 02 2-1— 7
= 4| 2041
o 05 2
6 | At 17
5t ! 37
37 s
4t N 4
3 L 11 i
2 rF i
o+ 9+
L 2 27 ]
0r of 0F A
Calculados 1 Experimentales 1

Figura 3.8: Niveles de energia de la tabla 3.4 para el sistema de cimulos
160+a —?°Ne.
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BO+a —?°Ne
L | Ee[MeV] | Eepp[MeV]
07 0.0 0.0
17 4.13 5.33
27 1.04 1.28
25 4.00 4.46
47 3.47 3.36
45 6.21 6.35
67 7.30 6.31
27 4.62 5.15

Tabla 3.5: Valores calculados y experimentales de los 8 niveles mas bajos
de energia para ?2Ne.

8
6+ BO+a —+22Ne
7t 1 i
43
+
6 | 45 6/
+
1y
5 F 21— 2l b
+
17 2
= 4r 2+ N
@ L2
2 44 47
o 3 F J
2 F i
2+
1t 2f T
0k + 0or A
Calculados 01 Experimentales !

Figura 3.9: Niveles de energia de la tabla 3.5 para el sistema de cimulos
BO+a —*2Ne.
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PNe+a —2*Mg
L Eeate[MeV] | Eepp[MeV]
0F 0.0 0.0
05 4.88 6.43
27 1.41 1.37
25 3.45 4.24
27 4.20 6.34
37 5.25 5.43
47 4.39 4.12
47 6.60 6.01

Tabla 3.6: Valores calculados y experimentales de los 8 niveles mas bajos
de energia para 2*Mg.

/ QUNE‘.—I—& —}2"1_\-'Ig7+
4+ 03
2 251-
L A+ 4
6 _12
37 31
5 L 1 + i
4+ 2
4] ot
4 L 27 3- _
" 4
= 2
= -
w
2 L 4
o+
2 27
1 L 4
0 F 0f 0?— i
Calculados ! Experimentales

Figura 3.10: Niveles de energia de la tabla 3.6 para el sistema de cimulos
ONe+a —2*Mg.
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La relacién que hay entre el coeficiente D y los otros coeficientes de la tabla 2.2 para

los niicleos 2°Ne, 160, 180, 22Ne y 2*Mg se muestran en la tabla 3.7:

60+a »2Ne | 2C+a =10 | MCta »20 | 8Cta -22Ne | 2Neta —24Mg
L 0.120821 0.104116 0.248132 0.00916192 0.0776668
L 0.164503 0.0918461 1.00396 0.0106598 0.0251725
Z 0.350287 0.445443 0.785579 0.01443 0.141125
B 0.734458 1.1336 0.247153 0.85948 3.08538

Tabla 3.7: Comparacién entre el coeficiente D con los demas coeficientes
del potencial efectivo (2.9) para el caso de *°Ne, 0, 180, 2Ne y *Mg
haciendo uso de la tabla 2.3. También, como complemento a la investiga-
cién, se coloca la relacién que hay entre el coeficiente B y el coeficiente

A.

De la tabla 2.3 se puede ver que el coeficiente D es pequefio (en magnitud) en com-
paracién con los otros coeficientes de la tabla 2.2, por lo que el caso D = 0 puede
tomarse como una buena aproximacién para poder hacer un analisis de las transi-
ciones de fase en ntcleos ligeros.

De esta manera, uno puede usar el siguiente potencial efectivo como buena aproxi-
macioén al potencial (3.17) para el caso general de nicleos ligeros:

38



Vi) = A0 Bl o),
. 4F <a2) n (n _1)
£+ Csin? 0) (0 G20~ e )

s (a6 Fi3(a?) no(no — 1)(ng — 2) )_

Foo(a®) (N +mno)(N +no—1)(N +no—2)

et Y as

_qo sin (20) cos (¢) (a Foo(a?) B (N +no)

Uno puede usar (3.23) y (3.25) y obtener los valores mostrados en (3.33) para los
coeficientes A,,, By, Cy, Dy, y E,.

A, =B?

B, =0

Cy = (42 - B2)

D, =0

E, =0. (3.33)

De (3.33), uno puede llegar a la siguiente expresién para la ecuacién de puntos
criticos (3.24) para la variable v = cos(260) con D = 0:

B2t 4 (A? — B?)v? = 0. (3.34)

La ecuacién (3.34) puede expresarte también como:

v?[B2v® + (AZ — B})] = 0. (3.35)

La ecuacién (3.35) puede satisfacerse tomando:

v2 =0 (3.36)

B2v? 4+ (A2 - B?) =0 (3.37)

La expresion (3.36) nos muestra las dos primeros puntos criticos para la ecuacién
(3.24) con D = 0, dichos puntos criticos son degenerados e iguales a cero. En cuanto
ala ecuacién (3.37) (que es una ecuacién cuadratica), al resolverla uno puede obtener
los otros dos puntos criticos que faltaban para la ecuacién (3.24) con D = 0, dichos
puntos criticos estdn dados por la siguiente ecuacién:
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A2
ve =+ 1—(B’*‘) 7 (3.38)
donde las definiciones de A, y B estdn dadas en (3.23). Uno puede darse cuenta
que las soluciones mostradas en la ecuacion (3.38) son simétricas y sélo difieren por
el signo lo que puede entenderse como una diferencia por un factor de 7w entre ambas
soluciones simétricas.

3.3.2. Teoria de catastrofes aplicada al anilisis de un sistema
nuclear ligero general descrito en términos del SACM,
caso D = 0, en términos de pardmetros r; = A — (),
To = B + C.

Como se dijo anteriormente, en nuestro caso se opté por un andlisis numérico para
la solucién del problema de transiciones de fase dado que éste presenta dificultades
para ser resuelto de forma analitica.

Dados los argumentos que se dieron en la subseccién (3.3.1) de este trabajo, primero
se analizard el caso D = 0, para el cual, el potencial (3.17) se reduce al potencial
(3.32). A continuacién se aplicara el formalismo de teoria de catdstrofes para el es-
tudio de las transiciones de fase para un sistema nuclear ligero general descrito en
términos del potencial efectivo (3.32) que depende de las variables o, ¢ y 6, y de los
parametros A, B, C'y Q,, dado que D = 0.

El primer paso es obtener las ecuaciones de puntos criticos para el potencial efectivo
(3.32). Para esto, se obtiene el gradiente de la energfa (evaluado en los puntos criti-
cos) como se hizo anteriormente en la ecuacién (3.4) para el caso cuando tenfamos
sistemas de espin con Hamiltonianos no axialmente simétricos, dicho gradiente fi-
nalmente se iguala a cero obteniéndose de ésta forma:

VEi(aa U)|(ac,vc) = 0, (339)

donde ya se ha tomado en cuenta que ¢, = 0.

Tomando en cuenta la ecuacién (3.39), lo siguiente es obtener numéricamente la
ecuacién de puntos criticos con respecto a la variable v = cos(26). Esta ecuacién
puede expresarse en términos de un numerador caracterizado por una funcién Q
(cuya expresion se ve en el apéndice L) de las variables o, v, C'y Q' multiplicada
por la variable angular v y un denominador caracterizado por un polinomio de grado
20 (cuya expresién se ve en el apéndice L) en la variable o multiplicado por una
funcién en la variable v:

@ 0o vQ(oz,v,C’,Q,)
ov N mPOlig()(OZ)

~0. (3.40)
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La ecuacién (3.40) con respecto a la variable v igualmente se satisface si el numerador
se hace cero. Para que esto se cumpla, puede ocurrir o que:

ve =0 (3.41)

N

Q(a,v,C, Q) =0. (3.42)

Una cosa importante saber es que cuando la variable v = 0, el polinomio obtenido en
el denominador de la ecuacién (3.40) nunca se hace cero, como uno puede observar
en la ecuacion (L.2) del apéndice L. De esta manera, la ecuacién de puntos criticos
no se indefine cuando v = 0.

Tomando ahora el caso de la ecuacién (3.42), al solucionar ésta ecuacion, se obtienen
2 soluciones que son simétricas y que difieren por su signo, entendiéndose ésto tltimo
como una diferencia entre ambas soluciones por un factor de 7. Estas dos soluciones
corresponderian a las raices simétricas obtenidas en la ecuacién (3.38). De este modo,
se obtienen un total de 4 soluciones como era de esperarse.

De igual manera, se pudo expresar la ecuaciéon de puntos criticos del potencial efec-
tivo (3.32) respecto a la variable a en términos de un numerador caracterizado por
una funcién W (cuya expresion se ve en el apéndice L) de las variables «, v, A, B,
Cy Q, multiplicada por la variable a , y un denominador caracterizado por un
polinomio de grado 40 (cuya expresion se ve en el apéndice L) en la variable a:

ov aW(a,v, A, B,C, )
=0=

o Poliy(a) =0 (343)

De la ecuacién (3.43) respecto a la variable a puede verse que el numerador en esta
ecuacion debe ser nulo.

Para que esto se cumpla, pueden ocurrir é que la variable o (que multiplica a la

W(a,v, A, B, C, Q/)) se haga cero, 6 que la misma funcién W(«,v, A, B, C, Ql) se
anule:

e =0 (3.44)

O

W (a, ve(oe, C, ), A, B,C, Q') = 0. (3.45)

Aqui v.(ae, C, Q') puede ser cualquiera de las cuatro soluciones que se obtiene de la
ecuacién de puntos criticos (3.40) para la variable v = cos(20).

Es necesario dejar en claro es que cuando la variable o = 0, el polinomio que se
observa en la ecuacién (3.43) nunca se hace cero, como uno puede observar en la
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ecuacion (L.4) del apéndice L.

De la ecuacién (3.43) resulta de inmediato que el valor & = 0 es un punto critico
en todo el espacio de pardmetros, es decir, que es un punto critico para cualquier
valor que adquieran los parametros A, B, C'y Q. A dicha raiz le llamaremos “raiz
fundamental” [56].

Dado que ya hemos identificado a @ = 0 como la raiz fundamental, es posible rea-
lizar una expansién en serie de Taylor de la superficie de energfa (3.32) para «a # 0
alrededor de dicha raiz fundamental, lo que nos ayudara a determinar el germen de
esta superficie de energia. El “germen” es el primer término de la expansion en serie
de Taylor que no puede ser cancelado por una seleccién arbitraria de los valores de
los parametros. Esto ultimo nos dara informacién acerca del orden de degeneracién
que tiene en este caso la raiz fundamental, ademés de que a la vez estaremos deter-
minando el orden de la transiciéon de fase para el caso de la raiz fundamental, todo
esto se vera con detenimiento més adelante.

La expansion en serie del potencial efectivo (3.32) para a # 0 alrededor de la raiz
fundamental se realizara para el caso de la raiz critica v, = 0. El caso v, # 0
muestra una gran dificultad para ser resuelto, por lo que se decidié dejarlo como
trabajo a futuro. La expansién en serie de Taylor del potencial (3.32) alrededor de
la raiz fundamental con v, = 0 es la siguiente:

i 9 ’
Viaylor (@, v. = 0) = %(12(28 + 57A 4 48B +48C — 57Q )

- 9%@4(1264 + 30214 4 23798 + 2379C — 30219))

]. !
+ %a6(809893 + 1930077A + 1519398 B + 1519398C — 19300772 ) + O(8).
(3.46)

De la serie de Taylor (3.46) para el potencial efectivo (3.32), se pueden identificar
varios términos que resultan ser las derivadas de orden segundo, cuarto y sexto de
la superficie de energia Vrgyior alrededor de la raiz fundamental. También se puede
identificar otro término O(8) que hace referencia a derivadas de orden octavo o
mayor. Todos estos términos pueden verse a continuacién:

~

(ae = 0,0, = 0) = %(28 + 57TA +48B +48C — 579). (3.47)

Taylor

=~

9 ,
Taytor (e = 0,0e = 0) = — (1264 + 30214 + 237913 + 2379C — 302100). (3.48)

o=y ].
VTaylor(aC - 07UC = O) = %X

x (809893 + 1930077A + 1519398 B + 1519398C — 19300779/). (3.49)
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De la ecuacién (3.46) podemos darnos cuenta que el término lineal en a no aparece
porque o, = 0 es un punto critico. El término cuadratico en « es eliminado eligiendo:

9

o5 (28 + 5TA+48B +48C — 570) = 0. (3.50)

Esto implica que o, = 0 es doblemente degenerada porque también se cumple que
la segunda derivada en la expansién de Taylor (3.46) también se hace nula, es decir:

~

VTaylor(aC =0,v. = O) =0. (351)

La rafz fundamental es cuadruplemente degenerada si nosotros elegimos (3.51) y
que:

=~

VTaylor(aC = 0; Ve = 0) =0. (352)

Ahora trataremos de remover la sexta derivada en la la expansion, lo que implica
que:

1

Taylor(ac =0,v. = O) =0. (353)

Sin embargo, si los pardmetros del modelo satisfacen (3.51) y (3.52), la superficie
de energia adquiere el siguiente valor:

Vraytor (@) = t(a), (3.54)
donde t(«) (cuya expresion se ve en el apéndice L) es una funcién de a.

La superficie de energia (3.54) (cuyo limite para « — 0 y para o — oo es 0y 11/57
respectivamente), como podemos ver, no depende del pardmetro Q/, por lo que no
es posible estudiar una transicién de fase para estados excitados usando el parame-
tro de “cranking” Q' que es nuestro objetivo en este trabajo. Dado lo anterior, se
concluye que la superficie de energia (3.32) queda sobrederminada y fijamos dos
pardmetros, y por ésta razdn, sélo se puede satisfacer (3.51).

Por lo tanto, se tiene que el primer término que debe ser diferente de cero es el
relacionado con a® (lo cual caracteriza el germen de el sistema).

A partir de la serie de Taylor VTaylor(a,vc = 0) vista en la ecuacién (3.46) , po-
demos darnos cuenta que es posible definir unos nuevos pardmetros 1 = A — Q y

T2:B+C.

Ahora retomemos nuestro potencial de energia (3.32). Usando la raiz critica v., = 0,
dicho potencial (3.32) puede definirse de la siguiente manera:
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~ ’ F (042) n
_ _ 24711 . 0
V=(A Q)(a Foo(a?) N+no)+
2

FQQ(Oé ) no(no — 1) )
B+C)(at —
+(B+ )(a Foo(a?) (N +no)(N +mng—1) -
F33(a?) no(ng — 1)(no — 2) )
61433 0(70o 0
_ ) 3.55

’ <a Foo(a?) (N +mn9)(N +no —1)(N +no —2) (3:55)
El potencial (3.55) puede reestructurarse de la siguiente forma:

V(e ve = 0) = (A — Q)i (a) + ha(a) + (B + C)hs(a), (3.56)

donde

1(a?

) no

o(a?) N+n0>

3(0®) no(no — 1)(no — 2) )
)
)

Q

o(a? (N +ng)(N +ng—1)(N +ng —2)

2( ngo(ng — 1)
o(0®) " (N o) (N 10— 1))- (3.57)

Q

= w0

pafa) = (o

El potencial (3.56) puede redefinirse en términos de los mismos 2 pardmetros 1 =
A—Q yro=B+C (en vez de los 4 pardmetros A, B, C 'y Q, con D = 0 con los
que se estaba trabajando originalmente).

Dada la definicién de los pardametros ry y 7o, podemos redefinir el potencial de
energfa (3.56) como:

V(a, r1, 7‘2) = (Tl)hl(a) + hQ(OZ) + ('I’Q)hg(a). (358)

Ahora lo que sigue es encontrar los puntos criticos de V(a,r1,72) en términos de
los nuevos parametros. La ecuacién de puntos criticos con respecto a la variable a
es la siguiente:

aH(a,r1,73)

Polina] =" (3.59)

Coémo podemos observar, la ecuacién de puntos criticos (3.59) estd compuesta por
un numerador caracterizado por una funcién H(«,r1,79) (cuya expresién se ve en
el apéndice L) que multiplica a la variable «, y un denominador caracterizado por
un polinomio de grado 40 en la variable a que resulta ser el mismo obtenido en
la ecuacién (3.43). Tanto la funcién H(«,71,72) y el polinomio se pueden hallar
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explicitamente en el apéndice L.

Para que la ecuacién (3.59) se satisfaga, basta que:

ae=0 (3.60)

O

H(a,r1,72) =0. (3.61)

La primera solucién es a,. = 0, por lo que para resolver la ecuacién (3.59) basta con
tomar en cuenta ecuacién (3.61). La ecuacién (3.61) define la superficie de puntos
criticos para . # 0.

De la ecuacién (3.59) resulta de inmediato que el valor & = 0 es un punto critico en
todo el espacio de pardmetros, ésta es la “raiz fundamental” [60] que ya habfamos
definido anteriormente en ésta subseccion.

Conjuntos de bifurcaciéon correspondientes a la separatriz del sistema

. ’, . ’, /
nuclear ligero general, caso D = 0 , en términos de parametros r; = A —)
Yy ro = B + C.

De igual manera como se hizo en la subseccién (3.2.1), se usa ahora la teorfa de
catastrofes para hacer el estudio de estabilidad de nuestro sistema nuclear ligero.

Siguiendo dicho formalismo, sélo basta saber que la ecuacién (3.61) (que es el simil de
la ecuacién (3.5) para valores criticos en la variable x) se satisface con las soluciones
criticas de «, es decir, por a.. De esta manera podemos expresar a r; como una
funcién de a y de ro (como se hizo en la ecuacién (3.6)). Por lo tanto, es posible
definir una superficie llamada variedad de puntos criticos cuyas coordenadas son:

(s e, 1) = (0e; T2, 1 (00, 72)). (3.62)

Lo que se hace a continuacién es un mapeo de la variedad de puntos criticos al
espacio de parametros. El mapeo es definido por:

X : (ae;re,m1(0e, m2)) = (12, 71 (e, T2))- (3.63)
Ahora, el mapeo puede ser singular y no singular, en este caso, nos interesa el mapeo
singular ya que dicha singularidad nos define un plano tangente a la variedad de

puntos criticos importante para el analisis.

El mapeo singular se define a partir de que el Jacobiano de la transformacién cumpla
lo siguiente:
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Ora Ora.

da, Ora
det =0
Ori(ae,r2)  Ori(ae,m2)
Dare ors
ory(ae,
f%cw) = g(ae,m2) = 0. (3.64)

La ecuacién (3.64) permite obtener una expresién del valor critico para ro:

Toe = Tac(Qc). (3.65)

Ahora, las ecuaciones (3.62) y (3.65) nos permiten tener una expresién del valor
critico para rq:

T1e = 7"lc(()éc; r2c(ac)) == 7nlc(Oéc)- (366)

El mapeo definido en la ecuacién (3.63) es invertible excepto sobre la curva (definida
en el espacio tri-dimensional):

(e; T2, T1e) = (ac; roc(ae), rlc(ac)). (3.67)

Sobre esta curva, la variedad de puntos criticos tiene un plano tangente vertical,
proyectando sobre el espacio de pardametros se obtiene la curva paramétrica:

(roc, r1e) = (rgc(ac), rlc(ac)>. (3.68)

Dicha curva (3.68) corresponde a los conjuntos de bifurcacién para a. # 0y v, = 0.
Para obtener los conjuntos de bifurcacién para o, = 0y v, = 0, es necesario regresar
a la ecuacién de puntos criticos para « (3.61) y hacer que dicha ecuacién se satisfaga
para el caso cuando «a, = 0, es decir:

H(O,T‘l,?”'g) =0. (369)

La ecuacién (3.69) nos dard como resultado los conjuntos de bifurcacién para el caso
a. =0y v, = 0. Esto es posible debido a que (3.69) y la condicién (. = 0, v, = 0)
nos permiten poder tener a uno de los parametros r; 6 r9 en términos del otro. La
ecuacion que resulta de lo anterior da origen a la rama bdésica en el espacio de
parametros.
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3.3.3. Teoria de catastrofes aplicada al andlisis de un sistema
nuclear ligero general descrito en términos del SACM,

caso D =06 D # 0, en términos de parametros A, B,
C,Dy(.

Ahora se aplicard el formalismo de teoria de catdstrofes para el anélisis de las transi-
ciones de fase de un sistema nuclear ligero general descrito en términos del potencial
efectivo (3.17) que depende de las variables «, ¢ y 6, y de los pardmetros A, B, C,
D (donde D=06D #0)y Q.

En el caso numérico, donde ya se ha tomado como valor critico para la variable ¢
a ¢. = 0, es posible expresar la ecuacién de puntos criticos del potencial efectivo
(3.17) para la variable v = cos(26) en términos de un numerador caracterizado por
una funcién f (cuya expresién se ve en el apéndice L) de las variables a, v, C, D
y € y un denominador caracterizado por una funcién de la variable v multiplicada
por el polinomio de grado 20 en la variable « (cuya expresion se ve en el apéndice
L), es decir:

v _ ., fv.CD Q)
ov mPOligo(&)

La ecuacién (3.70) se satisface de igual manera si s6lo se considera lo siguiente:

=0. (3.70)

fla,v,C,D, Q) =0. (3.71)

Es decir, la ecuacién de puntos criticos (3.70) con respecto a la variable v = cos(26)

se satisface, si y solo si, el numerador dado por la funcién f(a, v, C, Dy ) se
hace cero.

Al solucionar la ecuacién (3.71) (nueva ecuacién de puntos criticos para la variable
v = cos(20)), se obtiene como era de esperarse (ya que vimos que la ecuacién de
puntos criticos para la variable v = cos(26) es una ecuacién de cuarto grado (3.24)),
un total de 4 soluciones v.;(a., C, D, Q/) coni=1,2,34.

En cuanto a la ecuacién de puntos criticos de « se obtiene algo similar con lo que
ocurrié para la ecuacién de puntos criticos para la variable v = cos(26), es decir,
fue posible expresar la ecuacién de puntos criticos del potencial efectivo (3.17) para
la variable « en términos de un numerador caracterizado por una funcién g (cuya
expresion se ve en el apéndice L) de las variables o, v, A, B, C, Dy Q/, multiplicada
por la variable «, y un denominador caracterizado por el mismo polinomio de grado
40(cuya expresién se ve en el apéndice L) en la variable « que se obtuvo en (3.70):

ov PN ag(a,v,A,B,C,D,Q/)

8704 B POli40(O¢) =0 (372)
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Nuevamente uno puede ver que la ecuacién de puntos criticos (3.72) con respecto a
la variable « se satisface, si y solo si, el numerador de dicha ecuacién se hace cero.

Para que esto se cumpla, pueden ocurrir  que la variable « (que multiplica a la

g(a,v, A, B,C, D, Q")) se haga cero, o que la misma funcién g(a,v, A, B,C, D, Q)
se anule:

ae=0 (3.73)

o

g(@e, ve(e, C, D, Q), A, B,C,D,Q) = 0. (3.74)

Aqui ve(ae, C, D, Q/) puede ser cualquiera de las cuatro soluciones que se obtiene al
solucionar la ecuacién de puntos criticos (3.71) para la variable v = cos(26).

De la ecuacién (3.72) resulta de inmediato que el valor a = 0 es la “raiz funda-
mental” [60] definida en la seccién anterior.

Se puede observar de (3.74) que si v, = vc(ac,C,D,Ql), entonces dicha ecuacién
también se puede ver como:

glae, A, B,C,D,Q) = 0. (3.75)
La ecuacién (3.75) define la superficie de puntos criticos a, # 0.
Conjuntos de bifurcaciéon correspondientes a la separatriz del sistema

nuclear ligero general, caso D =0 6 D # 0, en términos de parametros A,
B,C,DyQ.

Usando nuevamente el formalismo de teoria de catéstrofes, s6lo basta saber que
la ecuacién (3.75) (que es el simil de la ecuacién (3.5) para valores criticos en la
variable x) se satisface con las soluciones criticas de «, es decir, por «.. Tomando en
cuenta ésto dltimo, se puede despejar uno de los pardmetros de la ecuacién (3.75)
en términos del otro parametro y de la variable o, contenidos en la misma ecuacién:

g(ae, A,B,C,D,Q)=0= A= A(a,,B,C,D,Q). (3.76)
Por consiguiente, es posible definir una superficie llamada variedad de puntos criticos
cuyas coordenadas son:

(ae; B, A) = (o B, A(awe, B,C, D, Q)), (3.77)

/ Ve .
con C, D, Q) como parametros fijos.
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Lo que se hace a continuaciéon es un mapeo de la variedad de puntos criticos al
espacio de parametros. El mapeo es definido por:

Xt (ae; B, e, B,C,D,Q)) = (B, A(ae, B,C, D, Q). (3.78)
Ahora, el mapeo puede ser singular y no singular, en este caso, nos interesa el mapeo
singular ya que dicha singularidad nos define un plano tangente a la variedad de

puntos criticos importante para el analisis.

El mapeo singular se define a partir de que el Jacobiano de la transformacién cumpla
lo siguiente:

oB oB
Oa OB
det , , =0
9A(ae,B,C,D.Q")  0A(a.,B,C,D,Q)
Oae OB

A (‘7B7 7D79/ !
:>_a = 3&0 )Zg(ozc,B7C,D,Q):O, (3.79)

La ecuacién (3.79) permite obtener una expresién de valor critico para B:

B. = Be(a.,C,D, ). (3.80)

Ahora, las ecuaciones (3.3.3) y (3.80) nos permiten tener una expresién de valor
critico para A:

A. = Ac(ow, Be(ae,C,D,Q),C,D, Q) = A(a,C, D, Q). (3.81)

El mapeo definido en la ecuacién (3.78) es invertible excepto sobre la curva (definida
en el espacio tri-dimensional):

(s Bes Ac) = (i Be(ae, €, D,2), Acla, €, D,€Y)). (3.82)

Sobre ésta curva, la variedad de puntos criticos tiene un plano tangente vertical,
proyectando sobre el espacio de pardmetros se obtiene la curva paramétrica:

(B, Ao) = (Bc(ac,C,D7Q/)7AC(aC7C7D,Q/)>. (3.83)

La curva (3.83) corresponde a los conjuntos de bifurcacién asociados a los puntos
criticos a, # 0 y v, = 0. Para encontrar los conjuntos de bifurcacién relacionados
con los puntos criticos a. = 0y v. = 0 es necesario regresar a la ecuacién (3.75) y
hacer que dicha ecuacién se satisfaga para el caso cuando a, = 0, es decir:
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9(0,A,B,C,D, Q) = 0. (3.84)

La ecuacién (3.84) nos dard como resultado los conjuntos de bifurcacién para el caso
a. =0y v. =0, esto es posible debido a que (3.84) nos permite poder tener a uno
de los pardmetros A 6 B en términos de los otros (en éste caso C, Dy Q' tendran
un cierto valor para obtener resultados numéricos como se vera més adelante).

3.3.4. Resultados numéricos para los conjuntos de bifurca-
cion correspondientes a la separatriz del sistema nu-
clear ligero general, caso D = 0 , en términos de los
pardametros 1, = A—Q y ro = B+ C.

Lo que sigue a continuacién son los resultados numéricos que se obtuvieron para los
conjuntos de bifurcacion correspondientes a la separatriz de un sistema nuclear lige-
ro, con D = 0 (caso aceptable para un nicleo ligero), en términos de los pardmetros
1 =A—-Q yry =B+ C (subseccién 3.3.2.). Dichos resultados fueron obtenidos
a partir de un programa escrito en el lenguaje de programacion “Mathematica 8”,
pero es importante decir que los pasos del mapeo mostrados anteriormente (de la
ecuacion (3.62) a la ecuacién (3.69)) pueden ser reproducidos en cualquier otro len-
guaje de programacién que se desee.

Fijando N =12,nq =8, C = 0 =1 y D = 0, uno puede obtener de forma numérica
las raices v = v(«, C, D, ) correspondientes a la ecuacién de puntos criticos (3.40).
A continuacién en la figura 3.11 se muestran graficamente dichas raices:

Figura 3.11: Raices obtenidas numéricamente correspondientes a la ecua-
cién de puntos criticos(3.40) para la variable v = cos(20). La linea azul
corresponde a las raices degeneradas obtenidas algebraicamente en la
ecuacién (3.36) y las lineas roja y verde corresponden a las raices simétri-
cas obtenidas en la ecuacién (3.38).
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La figura 3.11 nos muestra lo que ya se habia deducido algebrdicamente en la subsec-
cién (3.3.1), de la ecuacidn (3.36) a la ecuacion (3.38), cuando se tomo como ejemplo
la solucién de la ecuacién de puntos criticos (3.71) (ecuacién de 4*° orden) para la
variable v = cos(260) con D = 0, es decir, se muestra que para cuando el pardmetro
D = 0 se obtiene un total de 4 soluciones, donde un par de ellas son degeneradas e
iguales a cero (linea azul en la figura 3.11) y el otro par son simétricas y difieren por
un signo, una tiene signo positivo (linea roja en la figura 3.11) y la otra tiene signo
negativo (linea verde en la figura 3.11) lo que también se puede entender como una
diferencia de un factor de .

En este trabajo sélo se tomard en cuenta la raiz critica v, = 0, pues como ya se ha
explicado antes, el caso v, # 0 muestra una gran dificultad para ser resuelto, por lo
que se ha decidido dejarlo como trabajo a futuro.

Fijando solamente N = 12, ng = 8 (ya que los pardmetros 1, = A — Q y o =
B + C son libres), se hall6 la raiz fundamental (a. = 0,v = cos(20) = 0 =
6 = w/4) definida en la seccién anterior. Al ser substituida dicha raiz fundamental
en la ecuacién (3.61), se pudo obtener la rama basica la cual fue definida en la
subseccién (3.3.2). La ecuacién que se obtuvo para la rama bdsica en el espacio de
parametros es la siguiente:

1
ro = —4—8(28 +57r1). (3.85)
Una vez obtenida la rama bésica (o, = 0), nos dedicamos a encontrar la rama (3.68)
que se obtiene al sustituir el punto critico (o, # 0,v = cos(20) = 0 = 0 = 7/4)
en la ecuacién (3.61) y haciendo uso del mapeo mostrado de la ecuacién (3.78) a
la ecuacién (3.68). Una vez obtenidas las ramas (3.85) y (3.68) (haciendo el mapeo

para la rafz a. # 0), se pudo construir los conjuntos de bifurcacién mostrados en la
figura 3.12:
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Figura 3.12: Conjuntos de bifurcacién formados por la rama (3.68) («a. #
0,v =cos(20) =0 = 0 = 7/4) y la rama (3.85)(a. = 0,v = cos(20) = 0= 0 =
m/4). Como podemos ver, los conjuntos de bifurcacién dividen al espacio
de pardametros (ri72) en 3 zonas de estabilidad (cuya identificacién se
hara después de observar el comportamiento de los potenciales de energia
(3.58)). De igual manera se indican algunos puntos sobre el espacio de
parametros.

Es importante dar conocer el orden de transicién para la rama bésica (3.85) y la
rama (3.68). Para la rama basica (3.85), es posible observar que dicha ecuacién
también se puede obtener de (3.50) (con 7, = A—Q y ry = B+C). Lo que implica
que la segunda derivada en la expansién de Taylor (3.46) se anule. Por lo tanto,
. = 0 es doblemente degenerada y puede hablarse de una transicién de segundo
orden para ésta rama basica (3.85).

En cuanto a la rama (3.68), ésta no representa ningun tipo de transicién, pero si
representa la creacién de un maximo y un nuevo minimo, ambos para « # 0.

Sin embargo, notros distinguimos una transicién de cuarto orden. Lo anterior
se puede deducir a partir del andlisis que se hizo para encontrar el germen del
sistema. Se encontré que la tltima derivada en la expansién de Taylor que puede
anularse es la de cuarto orden (3.52). Esta transicién de cuarto orden estd re-
lacionada con el punto donde se unen la rama bésica (3.85) y la rama (3.68) ya
que dicho punto satisface la ecuacién (3.52). La coordenada del punto al que nos
referimos es (r; = 0.631579,72 = —1.33333). De igual manera se encontré que el
punto (r; = 0.631579, 75 = —1.33333) satisface la ecuacion (3.50) (conr; = A—Q' y
ro = B+C), y por lo tanto también representa una transicién de segundo orden.
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Lo que resta es observar si de una regién a otra (divididas por los conjuntos de bi-
furcacién) hay una transicién de fase, para esto, es necesario graficar los potenciales
(3.58) (fijando solamente N = 12, ng = 8) para cada punto que se observa (sobre el
espacio de pardmetros) en las figura 3.12.

Antes de poder observar si hay una transicién de fase de una regién a otra, es im-
portante hacer una discusién del potencial (3.55) para @ — oo cuando N — oo.
Dicha discusion es importante para poder analizar los potenciales que se van a obte-
ner a partir de (3.58) y ver si nuestro sistema es estable o inestable para una N dada.

El potencial que se obtiene a partir de la ecuacién (3.55) y a partir de los célculos
del apéndice I para o — oo es el siguiente:

v:A(l_NTn())—'—
. no(ng — 1)
+ (B + Csin (29))(1_ <N+nz><10V+no—1>>+

no(no — 1)(ng — 2)
+ <1 T N o) (N + 10— D(N + 10 _2))

— Q' sin (26) cos (¢) (1 - NTn())' (3.86)

Puede haber varios comportamientos del potencial (3.86) para el limite N — oo
(dependiendo de los valores que se le asignen a los pardmetros A, B, C'y © pues
para nuestro caso sin (20) =1y cos (¢) = 1).

El primer caso se define cuando el potencial (3.86) va subiendo (cuando N va cre-
ciendo) con respecto al cero de nuestro potencial. Si el cero de nuestro potencial
se define en la energfa cero, al ir subiendo (cuando N va creciendo), el potencial
sera siempre positivo y tendra un minimo. Lo anterior define un sistema estable.

El segundo caso se define cuando el potencial (3.86) va bajando (cuando N va cre-
ciendo) con respecto al cero de nuestro potencial. Si el cero de nuestro potencial
se define en el cero de energia, al ir bajando (cuando N va creciendo), el potencial
serd siempre negativo y es posible que tenga un minimo, pero éste no representara un
sistema fisico. Lo anterior define un sistema inestable.

Lo que sigue es el andlisis de los potenciales obtenidos de (3.58), para cada punto
que se observa (sobre el espacio de pardmetros) en la figura 3.12.
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(a) Punto P1: El potencial muestra un minimo
en a = 0 que representa a un sistema estable.
De esta manera, la Regidén I al que pertenece
este punto P1 es una regién de estabilidad.
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(b) Punto P2: El minimo en o = 0 que habia
de la figura (a) desaparece y pasa a formar
parte de un punto silla.
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(¢) Punto P3: El punto silla que se tenfa en la
figura (b) se divide en un méximo en o = 0
(donde el sistema es inestable) y en un minimo
en o # 0 (donde el sistema puede se estable).
De esta manera, para el caso de este punto P3,
la Regidn III al que pertenece puede identifi-
carse como una regién parcialmente esta-
ble (donde es sistema es estable en los mini-
mos del potencial e inestable en los maximos).

Figura 3.13: Potenciales relacionados con los puntos P1, P2 y P3 localizados

en la separatriz de la figura 3.12.
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(a) Punto P4: El potencial muestra un minimo
en a = 0 que representa a un sistema estable.
De esta manera, la Regidén I al que pertenece
este punto P4 es una regién de estabilidad.

o1} ‘ ' ~
0.10
~0.08 .
Voos 4
0.04 4
0.02 ~

000 b——" | ‘ . .

(b) Punto P5: Se puede observar que el mini-
mo en o = 0 de la figura (a) desaparece y pasa
a formar parte de un punto silla.
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(¢) Punto P6: El punto silla que se tenfa en la
figura (b) se divide en un méximo en o = 0
(donde el sistema es inestable) y en un minimo
en o # 0 (donde el sistema puede se estable).
De esta manera, para el caso de este punto P6,
la Regidn III al que pertenece puede identifi-
carse como una regién parcialmente esta-

ble.

Figura 3.14: Potenciales relacionados con los puntos P4, P5 y P6 localizados

en la separatriz de la figura 3.12.
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(a) Punto P7: El potencial muestra un minimo
en a = 0. La Region I al que pertenece este
punto P7 es una regién de estabilidad.
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(c¢) Punto P9: El minimo en a = 0 sigue exis-
tiendo, mientras que el punto silla de la figura
(b) se divide en un méximo y en un minimo
para a # 0. De esta manera, la Regién II al
que pertenece este punto P9 puede identificar-
se con una regién parcialmente estable.
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(e) Punto silla correspondiente al potencial
del punto P10 en el espacio de parametros.
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(b) Punto P8: Se conserva el minimo de la fi-
gura (a) en a = 0 y aparece un punto silla en

a #0.
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(d) Punto P10: El minimo en « = 0 y el méxi-
mo en « # 0 de la figura (¢) se funden en un
punto silla (el cual se puede observar en la fi-
gura (e)). El minimo en a # 0 se hace mds
profundo y representa a un sistema estable.
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(f) Punto P11: El punto silla de la figura (d)
desaparece y da origen a un maximo en o = 0
y a un minimo en a # 0, que al unirse con
el minimo de la figura (d) se crea un minimo
mas profundo. Para el punto P11, la Regién
III al que pertenece puede identificarse como
una region parcialmente estable.

Figura 3.15: Potenciales relacionados con los puntos P7, P8, P9, P10 y P11
localizados en la separatriz de la figura 3.12.
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(a) Punto P12: El potencial muestra un mini-

(b) Punto P13: Se conserva el minimo de la
mo en o = 0. La Regidén I al que pertenece

figura (a) en @ = 0 y aparece un punto silla
el P12 es una regién de estabilidad. en a # 0.
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(¢) Punto P14: El minimo en o = 0 sigue exis- (d) Punto P15: El minimo en a = 0 y el méxi-
tiendo, mientras que el punto silla de la figura mo en « # 0 de la figura (¢) se funden en un
(b) se divide en un méximo y en un minimo punto silla (el cual se puede observar en la fi-
para o 0. La Regién II al que pertene- ura (e)). El minimo en « 0 se hace mas
g g
ce este punto P14 puede identificarse con una profundo, pero representa a un sistema ines-
regién parcialmente estable. table no fisico.
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(e) Punto silla correspondiente al punto P15 (f) Punto P16: El punto silla de la figura (d)
en el espacio de pardmetros. desaparece y da origen a un méximo en o = 0
y a un minimo en a # 0, que al unirse con
el minimo de la figura (d) se crea un minimo
mas profundo. Para el punto P16, la Region

III al que pertenece puede identificarse como
una regioén inestable.

Figura 3.16: Potenciales relacionados con los puntos P12, P13, P14, P15 y
P16 localizados en la separatriz de la figura 3.12.
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En resumen: De los potenciales de energia obtenidos a partir de los conjuntos de
bifurcacién 3.12, se pueden distinguir tres regiones: La primera (Regién I) es una
regién de estabilidad, definida como una regién donde el sistema es estable (siem-
pre por arriba de la rama roja y parte de la rama azul, que es, a la izquierda del
punto donde coalecen la rama roja y azul), con un minimo (donde el sistema es
estable) en o = 0, la segunda (Regién II) es una regién parcialmente estable,
definida como una regién donde el sistema puede ser estable o no (entre la rama roja
y rama la azul) donde hay un minimo (donde el sistema es estable) para a = 0, un
méximo (donde el sistema es inestable) en o # 0 y otro minimo (donde el sistema
es estable) para a # 0. La tercera regién (Regién III) puede ser una regién par-
cialmente estable, que ya fue definida, 6 una regién inestable, definida como
una regiéon donde el sistema es inestable. La Regién III se encuentra por abajo de
la linea azul con un méximo en o = 0 y un minimo en « # 0.

El que la Regién III sea parcialmente estable o inestable dependera del comporta-
miento de nuestro potencial (3.86). A partir de los potenciales graficados, la Regién
IIT puede representar un sistema estable (potencial para P11 en la figura 3.10(f)) o
un sistema inestable no fisico (potencial para P16 en la figura 3.11(f)) dependiendo
con que valores para los parametros A y B estemos trabajando.

Refiriéndonos més especificamente al orden de transicién de cada curva (rama roja
y rama azul de la figura 3.12) que forma parte de los conjuntos de bifurcacién, uno
puede darse cuenta que la rama azul representa una transicion de segundo or-
den del punto o = 0, ya que como podemos observar de los potenciales graficados,
al cruzar dicha linea, el punto @ = 0 pasa de ser un minimo (que representa a un
sistema estable) a un mdximo (que representa a un sistema inestable).

En cuanto a la rama roja, ésta no representa una transiciéon de fase, pero si repre-
senta la aparicién de un minimo y un méximo, ambos para « # 0.

El punto donde se unen la rama bésica (3.85) y la rama (3.68), como vimos antes,
representa una transicion de cuarto orden y una transicién de segundo or-
den.

En cuanto a la obtencién explicita de los conjuntos de Maxwell, se decidi6 dejarlo
como trabajo a futuro por su nivel de dificultad que mostré al ser tratado. Lo
importante aqui es que se tiene nocién en qué regién se encuentran dichos conjuntos
de Maxwell sobre el espacio de pardametros. La regién en la que se pueden encontrar
estos conjuntos de Maxwell es la Region II. Sélo en esta region, como puede verse
en la figura 3.1, es posible tener un potencial donde el minimo en o = 0 y el minimo
en « # 0 se encuentren a la misma altura, y por lo tanto a la misma energia, lo que
caracteriza a los conjuntos de Maxwell.
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3.3.5.

Resultados numéricos para los conjuntos de bifurca-
cion correspondientes a la separatriz del sistema nu-
clear ligero general, caso D =0 6 D # 0, en términos
de parametros A, B, C, Dy Q.

Para la obtencién de dichos resultados numéricos se fijaron algunos parametros. Los
valores correspondientes que se asigné a cada pardmetro se muestran en la tabla 3.8:

N =12
ng =8
c=1
D=0
Q=1

Tabla 3.8: Valores asignados a algunos parametros para poder hacer calcu-
los numéricos.

Con los valores de la tabla 3.8, uno puede obtener de forma numérica las raices
correspondientes a la ecuacién de puntos criticos (3.71) para la variable v = cos(20).
En la figura 3.17 se muestran graficamente dichas raices:

Figura 3.17: Raices obtenidas numéricamente correspondientes a la ecua-
cién de puntos criticos (3.71) para la variable v = cos(26). La linea azul
corresponde a las raices degeneradas obtenidas algebraicamente en la
ecuacidn (3.36) y las lineas roja y verde corresponden a las raices simétri-
cas obtenidas en la ecuacién (3.38) con D=0y C =Q = 1.

La figura 3.17 nos muestra lo que ya se habia deducido algebraicamente en la sub-
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seccion 3.3.1 de éste trabajo (de la ecuacién (3.36) a la ecuacién (3.38)) cuando se
tomo como ejemplo la solucién de la ecuacién de puntos criticos (ecuacién de 4o
orden) (3.71) para la variable v = cos(26) con D = 0, es decir, se muestra que para
cuando el pardametro D = 0 se obtiene un total de 4 soluciones, donde un par de
ellas son degeneradas e iguales a cero (linea azul en la figura 3.17) y el otro par son
simétricas y difieren por un signo, una tiene signo positivo (linea roja en la figura
3.17) y la otra tiene signo negativo (linea verde en la figura 3.17) lo que también se
puede entender como una diferencia de un factor de .

En este trabajo sélo se tomard en cuenta la raiz critica v, = 0, pues como ya se ha
explicado antes, el caso v, # 0 muestra una gran dificultad para ser resuelto, por lo
que se ha decidido dejarlo como trabajo a futuro.

Usando los valores de la tabla 3.8 se hallg la raiz fundamental (a. = 0,v = cos(20) =
0 = 6 = m/4) ya que representa un punto critico con méxima degeneracién para
cualquier valor que tengan los pardmetros de la superficie de energia. Al ser substi-
tuida dicha raiz fundamental en la ecuacion (3.74), se pudo obtener la “rama bésica”.
La ecuacién que se obtuvo para la rama bésica en el espacio de parametros es la
siguiente:

19
B. = 5 (14 3A.). (3.87)
Una vez obtenida la rama bésica, nos dedicamos a encontrar la rama (3.83) que
se obtiene al sustituir el punto critico (o, # 0,v = cos(20) = 0 = 0 = 7/4) en
la ecuacién (3.74) y haciendo uso del mapeo mostrado de la ecuacién (3.3.3) a la
ecuacién (3.83). Con las ramas (3.87) y (3.83), se pudo construir los conjuntos de
bifurcacién que se muestran en la figura 3.18:
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Figura 3.18: Conjuntos de bifurcacién formados por la rama (3.83) (a. #
0,v =cos(20) =0 = 0 = 7/4) y la rama (3.87)(a. = 0,v = cos(20) = 0= 0 =
7/4). Como podemos ver, los conjuntos de bifurcacién dividen al espacio
de pardmetros (AB) en 3 zonas de estabilidad (cuya identificacién se
hara después de observar el comportamiento de los potenciales de energia
(3.17)). De igual manera se indican algunos puntos sobre el espacio de
parametros.

Como vimos en la subseccién (3.3.4.) puede hablarse de una transicién de segun-
do orden para la rama bdsica (3.87). En cuanto a la rama (3.83), ésta no refleja
ningidn tipo de transicién, pero el punto donde se une la rama basica (3.87) y la
rama (3.83) representa una transicién de cuarto orden y una transicién de
segundo orden.

Lo que resta es poder observar si de una regién a otra (divididas por los conjuntos
de bifurcacién) hay una transicién de fase, para esto, es necesario graficar los poten-
ciales de energia (3.17) (usando los valores asignados a los pardmetros mostrados en
la tabla 3.8) para cada punto que se observa (sobre el espacio de pardmetros) en las
figura 3.18.

Antes de poder observar si hay una transicién de fase de una regién a otra, es im-
portante hacer una discusién del potencial (3.17) para o — oo cuando N — oo.
Esta discusién es importante para poder analizar los potenciales que se obtendran
y para ver si nuestro sistema es estable o inestable para una N dada.

El potencial que se obtiene a partir de la ecuacién (3.17) y a partir de los célculos
del apéndice I para o — oo es el siguiente:
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no(ng — 1)(no — 2)
+ (1 "IN+ 10)(N 10— DN + o —2)>_

— Q' sin (26) cos (¢) (1 - NT%). (3.88)

Puede haber varios comportamientos del potencial (3.88) para el limite N — oo
(dependiendo de los valores que se le asignen a los pardmetros A, B, C'y {0 pues
para nuestro caso sin (26) = 1y cos (¢) = 1).

El primer caso se define cuando el potencial (3.86) va subiendo (cuando N va cre-
ciendo) con respecto al cero de nuestro potencial. Si el cero de nuestro potencial
se define en la energia cero, al ir subiendo (cuando N va creciendo), el potencial
serd siempre positivo y tendra un minimo. Lo anterior define un sistema estable.

El segundo caso se define cuando el potencial (3.86) vaya bajando (cuando N va
creciendo) con respecto al cero de nuestro potencial. Si el cero de nuestro potencial
se define en el cero de energia, al ir bajando (cuando N va creciendo), el potencial
sera siempre negativo y es posible que tenga un minimo, pero este no representara un
ejemplo fisico. Lo anterior define un sistema inestable.

Lo que sigue es el andlisis de los potenciales obtenidos de (3.17) (usando los valores

asignados a los pardmetros mostrados en la tabla 3.8) para cada punto que se ob-
serva (sobre el espacio de pardmetros) en la figura 3.18.
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(a) Punto Plap: El potencial muestra un (b) Punto P24 p: El minimo en a = 0 de la
minimo en o = 0 que representa a un sis- figura (a) desaparece y pasa a formar parte
tema estable. De esta manera, la Regién I de un punto silla.

al que pertenece este punto P14 es una re-
gién de estabilidad.
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(c) Punto P34p: El punto silla que se tenia
en la figura (b) se divide en un méximo en
o = 0 (donde el sistema es inestable) y en
un minimo en « # 0 (donde el sistema puede
se estable). De esta manera, para el caso de
este punto P34, la Regidon III al que per-
tenece puede identificarse como una region
parcialmente estable (donde es sistema es
estable en los minimos del potencial e ines-
table en los maximos).

Figura 3.19: Potenciales relacionados con los puntos Plsp, P24 y P343p
localizados en la separatriz de la figura 3.18.
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(a) Punto P44p: El potencial muestra un (b) Punto P54p5: Puede observarse que el
minimo en o = 0 que representa a un sis- minimo en o = 0 de la figura (a) desaparece
tema estable. De esta manera, la Regién I y pasa a formar parte de un punto silla.

al que pertenece este punto P44 5 es una re-
gién de estabilidad.

(c) Punto P6 4p: El punto silla que se tenia
en la figura (b) se divide en un méximo en
o = 0 (donde el sistema es inestable) y en
un minimo en « # 0 (donde el sistema puede
se estable). De esta manera, para el caso de
este punto P64, la Region III al que per-
tenece puede identificarse como una region
parcialmente estable.

Figura 3.20: Potenciales relacionados con los puntos P45, P55 y P6ap
localizados en la separatriz de la figura 3.18.

64



P
0.06] e
1004 yd
///
0.02} e
ooof—" ., . .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
a

(a) Punto P74p: El potencial muestra un
minimo en @ = 0. La Regién I es una re-
gién de estabilidad.
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(¢) Punto P94p: El minimo en a = 0 sigue
existiendo, mientras que el punto silla de la
figura (b) se divide en un maximo y en un
minimo para « # 0. De esta manera, la Re-
gién II al que pertenece este punto P94p
puede identificarse con una regién parcial-
mente estable.
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(e) Punto silla correspondiente al potencial

del punto P104p5 en el espacio de pardme-
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(b) Punto P84p: Se conserva el minimo de
la figura (a) en @ = 0 y aparece un punto
silla en a0 # 0.
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(d) Punto P104p: El minimo en a« = 0 y el
méximo en o # 0 de la figura (c) se funden en
un punto silla (el cual se puede observar en la
figura (e)). El minimo en « # 0 se hace més
profundo y representa a un sistema estable.
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(f) Punto P11 45: El punto silla de la figura
(d) da origen a un méximo en @ = 0 y a un
minimo en « # 0, que al unirse con el mini-
mo de la figura (d) se crea un minimo més
profundo. Para el punto P11 4p, la Regién
III al que pertenece puede identificarse como
una regién parcialmente estable.

Figura 3.21: Potenciales relacionados con los puntos P7,p5, P84, P9ap,
P104p y Pll4p localizados en la separatriz de la figura 3.18.
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(a) Punto P124p: El potencial muestra un

minimo en a = 0. La Regidén I al que per-

tenece el P12, es una regién de estabi-

(b) Punto P13 4p: Se conserva el minimo de
lidad.

la figura (a) en @ = 0 y aparece un punto
silla en a0 # 0.
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(¢) Punto P14 4p5: El minimo en a = 0 si-

gue existiendo, mientras que el punto silla de
la figura (b) se divide en un maximo y en un
minimo para « # 0. La Regién IT al que per-
tenece este punto P14 4 g puede identificarse
con una regién parcialmente estable.

(d) Punto P154p5: El minimo en a« =0y el
méximo en « # 0 de la figura (c) se funden
en un punto silla (el cual se puede observar
en la figura (e)). El minimo en ae # 0 se hace

maés profundo, pero representa a un sistema
inestable no fisico.
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(e) Punto silla correspondiente al punto

(f) Punto P16 45: El punto silla de la figura
P15 4p en el espacio de parametros.

(d) desaparece y da origen a un méximo en
a =0y a un minimo en a # 0, que al unir-
se con el minimo de la figura (d) se crea un
minimo més profundo. Para el punto P16 4 g,
la Regién III al que pertenece puede iden-
tificarse como una regién inestable.

Figura 3.22: Potenciales relacionados con los puntos P12,45, P13, P14 43,
P154p y P164p localizados en la separatriz de la figura 3.18.
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De los potenciales obtenidos a partir de los conjuntos de bifurcacién de la figura
3.18, uno puede distinguir las mismas tres regiones que ya se habian identificado a
partir de los potenciales obtenidos de la figura 3.12. Por lo tanto, el estudio de tran-
siciones de fase para éste caso es el mismo en comparacién con el que ya se obtenido
anteriormente para los potenciales graficados a partir de la figura 3.12. Lo mismo se
puede decir en cuanto a los conjuntos de Maxwell, es decir, que a pesar de que no
se han encontrado directamente, se tiene una idea que estos se encuentran en la zo-
na (Regién IT) limitada por la linea azul y la linea roja mostradas en la figura 3.18.

3.3.6. Teoria de catastrofes aplicada al analisis del sistema
60+a —+?"Ne descrito en términos del SACM.

En esta seccién se aplicara el formalismo de teoria de catdstrofes para el estudio
detallado de transiciones de fase para el sistema 0+a —2°Ne descrito en términos
de la superficie de energia (3.32) que es funcién de a, ¢ y 0. Los coeficientes A, B, C
y © (D = 0) tienen un valor especifico pues en este caso dependen de los siguientes
pardmetros de interaccién ajustados [57]:

hew[MeV]= 13.2
a[MeV]= —-0.5
b[MeV]= —0.009
c[MeV]= 0.25

¢[MeV]= 0.208

Tabla 3.9: Lista de parametros de interacciéon ajustados para el caso del
sistema '°0O+4a —?°Ne. Estos parametros fueron tomados de la referencia
[65].

De igual manera, se podria hacer el anélisis con la lista de parametros mostrados en
la tabla 2.3, lo cual dejaremos como trabajo futuro a realizar debido a la dificultad
a la que nos enfrentamos al trabajar con estos parametros.

Cémo ya se ha explicado antes, el pardmetro de control x varfa entre 0 (limite
SO(4)) y 1 (limite SU(3)), pero en este caso nos restringimos al limite SU(3) para
el andlisis de transiciones de fase, dicho caso también es equivalente al caso D = 0
por construccion del pardmetro D como puede observar en la tabla 2.2. El motivo
de esto es debido a que el mejor lugar para reproducir resultados experimentales
para el sistema sistema °0O+a —2°Ne es dentro de dicho limite.

67



Cabe destacar la relacién que hay entre el momento angular L = (L) y el pardmetro
de “cranking” Q en el limite SU(3). Esta relacién (que se ve con més detenimiento
en el apéndice H) estd dada por la siguiente expresién:

<£x>::UV%—n@(Dd¢)<4§;O>a2§%§32; (3.89)

Esta tltima ecuacién muestra que el momento angular L y el pardmetro de “cran-
king” €2 son proporcionales, de esta manera, cuando 2 = 0, entonces L = 0.

Otros valores que se utilizaron, en éste caso, para los pardmetros N y ng, son:

N =12
nyg = 8. (3.90)
Tomando en cuenta los valores de los pardmetros de interaccién ajustados de la

tabla (3.9) y de los pardmetros N y ng dados en (3.90), se obtienen los siguientes
valores numéricos para los coeficientes A, B, C'y ) :

A=3.69201 , B=—-3.19753 , C' =1.28395 , Q = (.324886

Tabla 3.10: Lista de parametros A, B, C' y Q para el caso del sistema
160+ —?'Ne. Para la obtencién de estos valores numéricos, se usaron
las expresiones de la tabla (2.2) y los pardmetros de la tabla (3.9) y de la
tabla (3.90). Adema&s también se ha tomado z = 1.

Teniendo en cuenta el potencial de energfa (3.32), la tabla (3.10), y que sélo vamos a
trabajar con el caso v. = 0 (por la dificultad que muestra el caso v. # 0), es posible
retomar la ecuacién (3.75) y obtener:

9(ae, () =0 = Q= Qa). (3.91)

Para el caso cuando v. = 0, se obtiene la siguiente grafica del pardmetro de “cran-
king” Q en funcién de a. (pardmetro):

68



90

_—— " PS5,  Plon |
P Poa o
85| e
- P7
Pa III
//PGQ
/
() sop / 1
'T.IP‘I'Q' - ?,*’P'Sﬂ -----------------------------------------------------------------------
P20 /py, I
".\\ /
750" P3g
|
7oL .
0 2 4 6 8 10
Q(C’

Figura 3.23: Q (pardmetro de “cranking”) en funcién de «. para el siste-
ma nuclear ligero 0+a —?°Ne. Como se verd mas adelante, ésta curva
indica los valores criticos (maximos, minimos, puntos silla) del potencial
(3.32) con respecto a la variable o para un cierto valor de 2. Las lineas
horizontales dividen el espacio de pardmetros (a, ) en 3 zonas de estabi-
lidad (cuya identificacién se hara después de observar el comportamiento
de los potenciales de energia (3.32)). De igual marera se indican algunos
puntos sobre la curva.

Como vimos en la subseccién (3.3.4.) puede hablarse de una transicién de se-
gundo orden para la linea horizontal azul. En cuanto a la linea horizontal
purpura, ésta no refleja ningiin tipo de transicion, pero si representa la creacién de
un maximo y un nuevo minimo, ambos para « # 0.

Lo que resta es, dados los puntos indicados sobre la curva Q(a.) mostrada en la
figura 3.23, graficar los potenciales (3.32) correspondientes a dichos puntos (usando
los valores asignados a los pardmetros mostrados en la tabla (3.9) y tomando z = 1)
y observar si hay una transicién de fase. De ésta manera a continuacién se muestra
las coordenadas de dichos puntos:
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Numero de punto Qe Q)
Plg 0.0 7.916
P2q 0.2 7.67468
P3q 0.438558 | 7.53868
P4q 0.755573 | 7.67468
Pb5q 1.07919 7.916
P6g 1.6 8.2335
P7q 2.5 8.51908
P8 5.0 8.73255
P9q 7.5 8.779
P10gq 10.0 8.79586

Tabla 3.11: Coordenadas de los puntos mostrados en la figura 3.23. Las
coordenadas del punto P3 fueron obtenidas de encontrar el minimo
(numéricamente) de la funcién (a.). Las coordenadas del punto P4 son
obtenidas de saber que para el punto P2 la Q(a.) = 7.67468, que es la
misma ((a.) para el punto P4 (ya que estdn a la misma altura). De
ésta manera, al resolver la ecuacién Q(a.) = 7.67468, da cé6mo resultado
a. = 0.2 (a, para el punto P2) y a, = 0.755573 que es la a, para el punto
P4. Este tltimo criterio también es tomado para el punto P5 a partir de
las coordenadas del punto P1.

Como podemos observar de la tabla 3.11, el valor que se obtiene del el pardmetro
de “cranking” Q(«.) para las coordenadas a, = 0.0 y o = 1.07919 es el mismo.
Esto también ocurre para las coordenadas a. = 0.2 y a, = 0.755573. Dado lo an-
terior, no deberia de sorprendernos que obtengamos el mismo valor de energia al
tomar en cuenta el punto P1g y P5q. Lo mismo ocurriria para los puntos P2 y P4q.

Antes de poder observar si hay una transicién de fase de una regién a otra, es im-
portante hacer una discusién del potencial (3.32) para o — oo cuando N — oo.
Dicha discusién es importante para poder analizar los potenciales que se obtendran
y para ver si nuestro sistema es estable o inestable para una N dada.

El potencial que se obtiene a partir de la ecuacién (3.32) y a partir de los célculos
del apéndice I para o — oo es el siguiente:

VA(I NZ—OHO)+
+ (B + C'sin? (29))(1 TN +Z§§?fif;17”)‘0 - 1)>+

_ no(’l’Lo — 1)(’[10 — 2) _
+ (1 (N T 10)(N + 10 — 1)(N + ng — 2))

— Q' sin (26) cos (¢) (1 - Ni‘fno). (3.92)

70



donde A, B, C'y Q' tienen los valores dados en la tabla 3.10.

Puede haber varios comportamientos del potencial (3.92) para el limite N — oo
(con sin (20) = 1 y cos (¢) = 1).

El primer caso es que el potencial (3.92) vaya subiendo (cuando N va creciendo)
con respecto al cero de nuestro potencial. Si el cero de nuestro potencial se define
en la energia cero, al ir subiendo (cuando N va creciendo), el potencial serd siempre
positivo y tendrd un minimo. Lo anterior define un sistema estable.

El segundo caso es que el potencial (3.92) vaya bajando (cuando N va creciendo)
con respecto al cero de nuestro potencial. Si el cero de nuestro potencial se define en
el cero de energfa, al ir bajando (cuando N va creciendo), el potencial serd siempre
negativo y es posible que tenga un minimo, pero éste no representard un ejemplo
fisico. Lo anterior define un sistema inestable.

Los potenciales que se obtienen a partir de los puntos mostrados en la tabla 3.11 y
que se muestran graficamente en la figura 3.23 son los siguientes:
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(a) Punto P1g: El potencial muestra un punto
silla en @ = 0 y un minimo en o # 0 que

representa a un sistema inestable no fisico.
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(¢) Punto P2q: Puede observarse que el punto
silla que se tenfa en la figura (a) en a = 0 se
divide en un minimo local el & = 0 y en un
maximo en a # 0. En cuanto al minimo que

ya habfa en la figura (a), éste se hace menos
profundo.
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(b) Punto silla correspondiente al punto Plg
de la curva Q(«) mostrada en la figura 3.23.
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(d) Punto P3g: El mdximo y el minimo (am-
bos en a # 0) que habian en la figura (b) se
funden en un punto silla en o # 0. El mini-

mo en a = 0 donde el sistema es estable sigue
existiendo.

Figura 3.24: Potenciales relacionados a los puntos Plg, P2g y P3q locali-
zados en la curva Q(a.) mostrada en la figura 3.23. Es posible observar,
a partir de los potenciales graficados, que la regién (Regién II) a la que
pertenecen estos puntos Plg, P2g y P3g es una regién parcialmente esta-
ble (entre la linea purpura que representa un punto silla para a =0y la
linea azul que representa un punto silla para o # 0) donde hay un mini-
mo para « = 0 (donde el sistema es estable), un maximo en a # 0 (donde
el sistema es inestable) y otro minimo para a # 0 (donde el sistema es

estable).

Dado que el valor de Q(a.) es el mismo para los puntos Plg y Pbg, el potencial
obtenido para el punto Plg seria el mismo que obtendria para el punto P5q. Lo
anterior también ocurre respectivamente para los puntos P2q y P4q.
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(a) Punto P6g: El punto silla que se tenia en
el potencial para el punto P1 (o el punto P5)
desaparece y se forma un méximo en a = 0
y un minimo més profundo y maés lejano (en
comparacién con el minimo del punto P1) en
a # 0. Este minimo representa a un sistema
inestable no fisico.

Figura 3.25: Potencial relacionado al punto P6g ubicado sobre la curva
Q(a.) mostrada en la figura 3.23. Es posible observar, a partir de este
potencial graficado, que la regién (Regién IIT) a la que pertenece el punto
P6g, es una region inestable (por arriba de la linea purpura que representa
un punto silla para « = 0) con un maximo en a =0 y un minimo en « # 0

el cual representa un sistema inestable no fisico (para el conjunto de
parametros de la tabla 3.10).
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(a) Punto P7q: Nuevamente se tiene un méxi-
mo en @ = 0 y un minimo mds profundo (como
se puede ver en la figura (b)) y més lejano (en
comparacién con el minimo del punto P6) en
«a # 0. Este minimo representa a un sistema
inestable no fisico.

(b) Minimo de energia del potencial mostrado
en la figura (a) correspondiente al punto P7q.

Figura 3.26: En la figura (a), se muestra el potencial para el punto P7q
ubicado sobre la curva Q(a.) de la figura 3.23. De igual manera se muestra
en la figura (b) el minimo de energia del potencial de la figura (a) el cual
representa a un sistema inestable no fisico. El punto P7, se encuentra en
la (Regién III), que como ya vimos, es una regién inestable.
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(a) Punto P8q: Se tiene un méximo en oo =0
y un minimo m4és profundo (como se puede ver
en la figura (b)) y més lejano (en comparacién
con el minimo del punto P7) en a # 0. Este

minimo representa a un sistema inestable no
fisico.
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(b) Minimo de energia del potencial mostrado
en la figura (a) correspondiente al punto P8q.

Figura 3.27: En la figura (a), se muestra el potencial para el punto P8
ubicado sobre la curva Q(a.) de la figura 3.23. Por otra parte, en la
figura (b), se muestra el minimo de energia del potencial de la figura (a).

Este minimo representa a un sistema inestable no fisico. El punto P8 se
encuentra en la (Regién III).
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(a) Punto P9q: Se tiene un méximo en oo =0
y un minimo m4s profundo (como se puede ver
en la figura (b)) y més lejano (en comparacién
con el minimo del punto P8) en a # 0. Este

minimo representa a un sistema inestable no
fisico.
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(b) Minimo de energia del potencial mostrado
en la figura (a) correspondiente al punto P9gq.

Figura 3.28: En la figura (a), se muestra el potencial para el punto P9
ubicado sobre la curva (o) de la figura 3.23. De igual manera se mues-

tra en la figura (b) el minimo de energia del potencial de la figura (a).

Este minimo representa a un sistema inestable no fisico. El punto P9 se
encuentra en la (Regién III).
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(a) Punto P10q: Nuevamente se tiene un
méximo en @ = 0 y un minimo més profun-
do (como se puede ver en la figura (b)) y mds
lejano (en comparacién con el minimo del pun-
to P9) en a # 0. Este minimo representa a un
sistema inestable no fisico.

(b) Minimo de energia del potencial mostrado
en la figura (a) correspondiente al punto P10gq.

Figura 3.29: En la figura (a), se muestra el potencial para el punto P10
ubicado sobre la curva Q(«.) de la figura 3.23. Por otra parte, en la figura
(b), se muestra el minimo de energia del potencial de la figura (a). Este

minimo representa a un sistema inestable no fisico. El punto P10g se
encuentra en la (Regién III).

Para completez de la investigacion, también se grafican a continuacion los potencia-
les correspondientes a un valor del parametro de “cranking” Q =0,Q2 =25y =5:
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(¢) Punto Po—5: Se tiene un minimo en o = 0
donde el sistema es estable.

Figura 3.30: Potenciales relacionados a un valor del parametro de cranking
Q=0,02=25y Q =05. Es posible observar, a partir de los potenciales
graficados, que la regién (Region I) a la que pertenecen los valores del
parametro de “cranking” 2 =0, =25y ) =5 es una regién de estabili-
dad (por abajo de la linea azul que representa un punto silla para a # 0)
donde hay un minimo para o =0 (donde el sistema es estable).
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De los potenciales de energia anteriores, uno puede identificar una serie de puntos
extremos con los que cuentan éstos. Los puntos extremos correspondientes a los po-
tenciales pertenecientes a los puntos sobre la curva 3.23 se muestran en la tabla 3.12:

Numero Valor para a. Valor para a. | Valor para «,. del
de punto. | del(de los) minimo(s) | del méximo punto silla
de energia de energia de la energia
para el punto para el punto para el punto
dado. dado. dado.
Plg 1.07919 - 0.0
P2q 0.0,0.2 0.755573 -
P3q 0.0 - 0.438558
P4q 0.0,0.2 0.755573 -
P5q 1.07919 0.0 -
P6g 1.6 0.0 -
P7q 2.5 0.0 -
P8¢ 5.0 0.0 -
P9q 7.5 0.0 -
P10q 10.0 0.0 -

Tabla 3.12: Puntos extremos correspondientes a los potenciales pertene-

cientes a los puntos sobre la curva 3.23

En lo que respecta a los puntos extremos correspondientes a los valores del parame-

tro de cranking Q2 =0, 2 = 2.5 y =5, éstos se muestran en la tabla 3.13:

Valor del Valor para a, Valor para a. Valor para «, del
pardmetro | del(de los) minimo(s) del maximo punto silla
de cranking de energia de energia de la energia
Q. para el valor del para el valor del | para el valor del
pardmetro de parametro de parametro de
cranking dado cranking dado cranking dado
0.0 0.0 - -
2.5 0.0 - -
5.0 0.0 - -

Tabla 3.13: Puntos extremos correspondientes a los valores del parametro

de cranking QO =0, 2 =25y Q =5.
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A partir de la informacién obtenida de la tabla 3.11 y de los potenciales anteriores
con sus respectivos puntos extremos mostrados en la tabla 3.12 y la tabla 3.13, se
puede realizar el siguiente analisis de resultados:

1. A partir de los potenciales obtenidos y de las 3.11, tablas 3.12 y 3.13, uno
puede darse cuenta que la curva mostrada en la figura 3.23, hace referencia a
los puntos extremos de un potencial de energia dado un valor de Q(a.) elegido.

2. El minimo de la curva mostrada en la figura 3.23, como puede verse en la
figura 3.17(c), estd relacionado a una superficie de energfa con un punto silla
en o, = 0.438558 y un minimo en a. = 0. Del punto silla hacia la derecha,
los valores de () estdn relacionados a minimos de la superficie de energia,
mientras que del punto silla hacia la izquierda, los valores de Q(a.) estan
relacionados a maximos de la superficie de energia.

3. También se observa que de los potenciales de energia obtenidos dado un punto
elegido (y de esta manera, un valor de Q(«.)) sobre la curva de la figura 3.23,se
forman tres regiones: La primera (Regién I) es una regién estable (para
valores de  entre 0 y 7.53868) con un minimo en a, = 0 siempre, la segunda
(Regién II) es una regién parcialmente estable (para valores de 2 entre
0 y 7.916) con un minimo en a. = 0 y otro més en a, # 0, ademds de un
méximo en «. # 0. La tercera (Regién III) es una regién inestable (para
valores de 2 mayores a 7.53868), pero con un maximo en a, = 0 y un minimo
en a. # 0 (el cual como podemos ver, para los valores de pardmetros que
elegimos, es un minimo que representa un sistema inestable no fisico como
se puede ver en los potenciales correspondientes a los puntos Plg, P6q, P7q,
P8g, P9¢g v P10g). Tomando el punto P1 (con 2 = 7.916), obtenemos que el
momento angular L para éste (a partir de la ecuacién (I1.19)) es de L = 9.5,
lo que ya no representa un sistema fisico de '0+a —2°Ne. Se puede llegar a
ésta conclusion debido a que el maximo valor de momento angular que puede
tomar el sistema °0O+a —2°Ne es de L = 8 (la representacién irreducible
para 2°Ne en su estado base, es (8,0), entonces L = 0,2,4,6,8).

4. La linea horizontal azul representa una transicién de segundo orden.
En cuanto a la linea horizontal purpura, ésta no refleja ningin tipo de
transicion, pero si representa la creaciéon de un maximo y un nuevo minimo,
ambos para a # 0.

5. En cuanto a los conjuntos de Maxwell podemos decir que, a partir de la curva
mostrada en la figura 3.23 y de los potenciales obtenidos a partir de ciertos
puntos colocados sobre dicha curva, fué posible identificar una regién de valores
de Q) donde se ubican dichos conjuntos. Esta zona estd limitada por los valores
de Q, Q = 7.53868 y 2 = 7.916, que es la unica regiéon donde se tiene un
potencial donde el minimo en a = 0 y el minimo en o # 0 se pueden encontrar
a la misma altura, y por lo tanto a la misma energia, lo que caracteriza a los
conjuntos de Maxwell.
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Capitulo 4

Conclusiones y trabajo
futuro.

En este trabajo se hizo, entre otras cosas, la introduccién de “cranking” al SACM el
cual respeta el principio de exclusién de Pauli. Con el Hamiltoniano de un sistema
nuclear ligero en el SACM, resultante de la introduccién del “cranking” y caracteri-
zado por las simetrias dindmicas de SU(3) y SO(4), se realizo el mapeo geométrico
con la ayuda del método de estados coherentes obteniendo de esta manera un po-
tencial geométrico.

Usando dicho potencial geométrico y al haber introducido la teoria de catéstrofes,
se logré obtener los conjuntos de bifurcacién relacionados con un sistema nuclear
ligero para el caso cuando el pardmetro D (del potencial de energia) es cero. Los
conjuntos de bifurcacién obtenidos estan conformados por 2 curvas en el espacio de
pardmetros, una referente a v, = cos(20) = 0 y a. = 0 y otra relacionada cuando
ve = co8(20) = 0y . # 0. El caso v. # 0 muestra una gran dificultad para ser
resuelto, por lo que se ha decidido dejarlo como trabajo a futuro.

La rama obtenida a partir de los valores criticos v, = cos(20) = 0y a. = 0, puede
relacionarse con una transicién de segundo orden. En cuanto a la rama obtenida
a partir de los valores criticos v. = cos(20) = 0 y a, # 0, ésta no representa ninguna
transicion de fase.

Al ser evaluado un punto perteneciente a estos conjuntos de bifurcacién, sobre la
superficie de energia potencial, lo que se obtiene en general es que se pueden iden-
tificar tres regiones: La primera (Regién I) es una regién de estabilidad con
un minimo (donde el sistema es estable) en oo = 0, la segunda (Regién II) es una
regién parcialmente estable con un minimo (donde el sistema es estable) para
a = 0, un maximo (donde el sistema es inestable) en a # 0 y otro minimo (donde
el sistema es estable) para o # 0. La tercera regién (Regién III) puede ser una
regién parcialmente estable, 6 una region inestable, con un maximo en o = 0
(donde es sistema es inestable) y un minimo en o # 0 (donde el sistema puede ser es-
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table o inestable, dependiendo del comportamiento de nuestro potencial de energfa).

Para el caso del sistema nuclear ligero 0O+« —2Ne pudieron identificarse las mis-
mas tres regiones, sélo con la diferencia que la tercera regién (Regién III) es una
region inestable.

Como trabajo futuro, trataremos de encontrar los conjuntos de Maxwell para cuando
la raiz critica en la variable v = cos(26) es nula y cuando a, = 0 6 a, # 0. También
se tratard de obtener los conjuntos de bifurcacién y los conjuntos de Maxwell para
cuando la raiz critica en v = cos(26) es critica y diferente de cero.
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Apéndice A
Grupos unitarios.

Cuando se habla de una simetria, tanto en mecanica cldsica como en mecédnica
cuantica, es igual que hablar de una invariancia de las leyes fisicas por las que
estd gobernado un sistema fisico ante una cierta transformacién (traslaciones es-
paciales, traslaciones temporales, rotaciones, etc) que se aplica al sistema. Por lo
anterior, se puede decir que las leyes fisicas son las mismas, antes y después de
aplicar transformacién. Simetrias al final de cuentas implican leyes de conservacion
(conservacién del momento lineal, la energia, momento angular, etc) para el mismo
sistema y degeneracion de estados. Un teorema importante por mencionar es el Teo-
rema de Noether. Dicho teorema establece que si las ecuaciones de Euler-Lagrange
(que describen el movimiento de un sistema), son invariantes bajo una transfor-
macién de coordenadas t,q — ¢ (t),q'(q,t) (lamada transformacién de simetria),
entonces existe una integral de movimiento, es decir, una cantidad conservada [58]
o ley de conservacién [59].

Las herramientas matematicas para estudiar y describir a las simetrias son mejor
conocidas como teoria de grupos. La definicion de grupo es la siguiente:

Un grupo G puede ser definido como el conjunto de elementos (transformaciones)
{a,b,c,... } para los cuales la operacion multiplicacion o producto a*b estd bien de-
finida, la cual cumple las siguientes propiedades [58]:

1. Si a y b son dos elementos cualesquiera de G, entonces el producto a*b es
también elemento de G. Por lo anterior, se dice que G es cerrado bajo la
multiplicacion de sus elementos.

2. Hay un elemento identidad e en G tal que a x e = e x a = a para cada elemento

a de G.
3. Para cada elemento a de G existe un elemento inverso a~', tal que
alxa=axal=e.

4. La multiplicacion de elementos de G es asociativa (a+b)xc=ax (bxc).
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Definiciones muy importantes relacionadas con grupos son las siguientes [58].
1. Nosotros llamaremos un grupo abeliano si se satisface que:

axb=b=xa

para cada elemento de G, es decir, si la multiplicacion entre los elementos del

grupo es conmutativa.

2. Nosotros llamaremos un grupo continuo si sus elementos son funciones de

una o mds variables continias.

3. Nosotros llamaremos un grupo continuamente conectado s¢ se encuen-
tra una variacion continua del grupo de pardmetros la cual permita ir de un

elemento arbitrario de G a otro elemento del grupo.

4. Nosotros llamaremos un grupo compacto si existe un conjunto a, de ele-

mentos del grupo, los cuales converjan a un elemento del grupo, es decir:

liMmy—ocdn = a

5. Dos conjuntos {a,b,c,... } y {a’,b’,c’,... } son llamados grupos isomorficos
st existe una transformacion biyectiva entre los elementos de ambos grupos, es

decir,
aca beb talque axbea xb

6. St un grupo G es isomorfico a otro grupo G, cuyos elementos son matrices,

se dice que Gg es la representacion matricial de Gi.

Entre los grupos de transformaciones de mayor interés en fisica se encuentran los

grupos matriciales U(n), SU(n), O(n) y SO(n).

A continuacion, se da una breve explicacién de cada uno de ellos, tomando en cuenta

que lo siguiente sélo se cumplird en la representacién irreducible matricial [60].

» Grupo U(n). Es el grupo de matrices unitarias complejas. Al referirnos a
una matriz unitaria, nos referimos a la matriz cuya inversa es igual a su

transpuesta conjugada U~ (n) = Ut (n).

= Grupo SU(n). Es el grupo de matrices especiales unitarias complejas con

determinante igual a 1.

» Grupo O(n). Es el grupo de matrices ortogonales reales. Al referirnos a
una matriz ortogonal, nos referimos a una matriz cuya inversa es igual a su

transpuesta O~1(n) = OT (n).

s Grupo SO(n). Es el grupo de matrices especiales unitarias reales, es decir,

matrices reales con determinante igual a 1.
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Todos estos grupos son ejemplos tipicos de los grupos de Lie. Los grupos de Lie
son grupos continuos que dependen de n parametros. Los operadores de dicho grupo
pueden representarse de forma general mediante [58]:

U(ag,ag,...,0n) :exp(fiZaﬂlA/u). (A1)
pn=0

Donde o, son los pardmetros del grupo y f)u son los generadores del grupo.

De esta definicién para los grupos de Lie, podemos darnos cuenta que sus elementos
son funciones diferenciables de sus parametros, obteniendo los generadores del grupo
si es que se diferencia con respecto a la vecindad del operador identidad U(a) = 1,
es decir [58]:

U () s
80éu |a:0_ _ZLM. (A'2)

Dado un cierto grupo de Lie, siempre se puede construir un algebra cerrada con los
generadores del grupo, es decir, siempre es posible construir reglas de conmutacion
entre los generadores del grupo:

L, Lj] = CijiLy. (A.3)

Donde Cjji, son las constantes de estructura las cuales establecen un intercambio
entre los elementos del grupo [58].

El rango de un grupo se puede definir como el nimero mas grande de generadores
que conmutan entre si. Otra caracteristica muy importante de los grupos de Lie
es que ellos poseen ciertos operadores invariantes que conmutan con los generado-
res, dichos operadores son mejor conocidos como operadores de Casimir Cy. El
nimero de operadores de Casimir A es justamente el rango del grupo, esto es me-
jor conocido como teorema de Racah [58]. La importancia de los operadores de
Casimir es que dado que conmutan con los generadores del grupo, se pueden encon-
trar eigenfunciones simultaneas entre ambos (operadores de Casimir y generadores
del grupo), ademds de encontrar ciertos eigenvalores que son propios de un cierto
multiplete de estados, es decir, de un conjunto de estados degenerados.

Existen varios métodos para construir los operadores de Casimir para un cierto

grupo. En el caso de SU(n) los operadores de Casimir tienen que ser polinomios
homogéneos en los generadores.

j

donde a3; son funciones definidas de las constantes de estructura [58].
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Dentro de todos los sistemas que podrian presentar simetrias en sus leyes fisicas
y que son estudiadas mediante teoria de grupos se encuentran los nicleos. Al ha-
blar de un ntcleo, se estd hablando de un sistema formado (en general) por varias
particulas que interactian fuertemente, dichas particulas son tanto protones como
neutrones ambas mejor conocidas como nucleones.

Para poder estudiar el nicleo, es conveniente considerar el oscilador armoénico en
tres dimensiones (3D). Tomarse al oscilador arménico como campo promedio para
el estudio de nuestro sistema, permite construir un formalismo matematico basado
en operadores bosonicos de creaciéon y aniquilacion (IBI y b respectivamente) de
quantas de oscilacién N lo cual permite hacer transiciones a un nivel N a un nivel
superior N+1 o a un nivel inferior N-1. Dichos operadores cumplen con las siguientes
propiedades.

b, 05 =6, [0, 07) = [b], 1] = (A5)

®ht =" (b)" =0 (A.6)

bl | Ny = \/N; + 1| Ny, Ny, ..N;_1, N; + 1, Niyq,...). (A7)
b' | Ny = /N; | N1, Na,..N;_1,N; — 1, Niy1,...). (A.8)

| NY =| Ny, Na,..N;_1,Ni, Nis1,...). (A.9)

Para ver a que grupo umtano pertenece el dlgebra anterior, se toman como gene-
radores de grupo a C’J = b bj donde bJr y b como se vio antes, son los operadores
bosénicos de creacién y anlqullamon respectivamente. De (A. 7) (A.8) podemos
definir.

CiHIN)=N;|N) con Cj=0lb" (A.10)
Si se toma
N=>¢Cy, (A.11)
k
entonces L A . . .
N|N) =S CF | N) =S N | N) =N | ). (A.12)
k k

Las reglas de conmutacién que satisfacen los generadores C son:

B T o
[C7,C4] = [b]b, bl b9) = bl [b7, b1 6] + [b], b b9)67 =

= b (bF[B7,69) + [b7, bT16%) + (BT b, b9 + [b], BT ]67)b7 =
= b} [b;, b}]b7 + bI [b], bU]b7

K D
= b16,b7 — bl 8,307 = 35,6107 — 8,657 = 5jpég — 04:C3. (A.13)

Por lo tanto los generadores forman un algebra de Lie. A continuacién se construye
una matriz de generadores tomando en cuenta la representacién de una particula.
Para dicha representacién, se cumple que:
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b0y =li)  (i|=(0]b" (A.14)
b | 6i) =10) (0= (g | B]. (A.15)
B'10)=0 0=(0]b. (A.16)

(i | Cg | 4) = (0| bDjbb} | 0) =
_ i J 1 T _
= (0| (0" + [b*,b}]) (0367 + [b9,0}]) | 0) =
= (0| BEIBIDT + b b7, bT] + [b7, bIJbEbT + b, bE][BY, bI] | 0) = 0ipdg;.  (A.1T)

Lo que implica que R
C = 6ip0y;- (A.18)

Es decir, C] = 4;04; es una matriz que tiene 1 en la interseccién del p-esimo
renglén con la g-esima columna, mientras que en las demds entradas de la matriz
hay solamente ceros. De esta manera, la traza de C}! es definida como:

tr(C9) = Sy (A.19)

Para cumplir con el objetivo de encontrar el grupo al que corresponde la formulacién
con la que se ha venido trabajando, nos tomamos una transformacién finita cuyos
generadores sean C}l:

exp(i Z apqég). (A.20)
pq
De esta manera, el determinante de dicha transformacién es:

detlexp(i Z apqég)} = exp(i Z apqtr(ég)) =

Pq pa
= exp(t Z OpgOpg) = exp(i Z app) = exp(i®). (A.21)
pa P

El grupo que puede cumplir esta propiedad es U(n), es decir, el grupo unitario de
n dimensiones. Para dicho grupo hay n? generadores y pardmetros.

Para poder hacer la transicién de U(n) a SU(n), es necesario tomar en cuenta la
siguiente definicién para los generadores de SU(n) [58]:

2 A Opq Ak
Ci=Cp--2t CF (A.22)
k
Dicha definicién estd en términos de los generadores de U(n).
Si se toma la suma de los elementos de la diagonal de la matriz de los generadores,

se obtiene: .
ey Ly -8 Lin-o
P P p=1

S|
S|
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con
n

N=>Cr > i=n (A.23)

m p=1

Estos generadores también forman un dlgebra de Lie.

(€3, €] = 6,iC), — 5, €. (A.24)

Toméndose nuevamente una transformacion finita cuyos generadores sean ahora CJ,
el determinante obtenido en este caso es:

detlexp(i Z apqég)] = exp(i Z apqtr(cg)) = exp(i Z ozptr(cg)) =

= exp(i Z ap - 0) = exp(0) = 1. (A.25)

El grupo que puede cumplir esta propiedad es SU(n) que es el grupo especial uni-
tario en n dimensiones. Dicho grupo tiene n? — 1 generadores y pardmetros.

Una vez definidos los generadores tanto para U(n) como para SU(n), se puede
construir con estos mismos los operadores de Casimir para cada grupo. Para poder
realizar esto, es necesario dividir a los generadores en operadores de ascenso (C{

con p < ¢), de descenso (C’g con p > q) y de peso (C’g con p = q). De esta manera,
los operadores de Casimir para ambos grupos son:
Grupo U(n)

ClU(n):Zp Ch=trC
C12U(n) =g C5CE=trC?

CgU(n) =2 pak Cgé’ké’,f:tré’3

q

ir operadores de Casimir
Grupo SU(n)

qlsU(n) =2 ngo

Cy SUm = Lopa CaCr=trC?
CSSU(n) =3 ,q C1CECh=trC?

r-1 operadores de Casimir.

Lo que indica por el teorema de Racah que el rango de U(n) es r y el rango de
SU(n) esr— 1.
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Apéndice B

Modelo de Vibrones

El Modelo de Vibrones (VM por sus siglas en inglés) es un modelo fenomenoldgico
dipolar que fué introducido para modelar y estudiar el movimiento relativo de 2
cumulos.

En el VM el espectro colectivo es generado por un ntmero finito (N) de bosones, los
cuales interaccionan uno con otro y los cuales pueden ocupar estados de particula
individual de momento angular [ = 0 con paridad positiva (o) y de momento [ =1
con paridad negativa (7). Los operadores de cantidades fisicas pueden ser expresados
en términos de operadores bosénicos de creacién O'T,T(L, = —1,0—1y aniquilacién
o, m, [3]. Dado que el momento angular es un buen nimero cudntico de este modelo
[3], los operadores bosdnicos se acoplan a tensores de O(3):

Bl (I, 1a) = [bf, x b]h, = Y < limalamallm > bf, . biym,- (B.1)

mi,mo

donde b' se puede tomar como of o 7TL, mientras que by, denota un operador
tensorial esférico que se relaciona con el operador de aniquilacién b;,, mediante la

relacién:
b = (=1)! b (B.2)

Si solamente se toman en cuenta interacciones de uno y dos cuerpos, el Hamiltoniano
del sistema se puede expresar mediante términos lineales y cuadraticos, es decir, el
Hamiltoniano tendria la siguiente forma:

H=ho+> haB )+ 3" b0 B (1) - B¥(Is, lu) + H.d]. (B.3)
l k lilalsly

87



Donde H.c en (B.3) es el Hermitiano conjugado y Y. (aqui y en férmulas mds
adelante) indica que solo las combinaciones que conservan paridad son consideradas
en el Hamiltoniano. Las h;s son pardmetros de ajuste y el punto indica producto
escalar:

at - = (=121 + 1[d! x cl}(()o) = Z (=1)YaWDeD, (B.4)
v

Los operadores de otras cantidades fisicas son también obtenidos como una expan-
sién en series en términos de operadores bosénicos acoplados a su tensor apropiado.
El modelo tiene una estructura de grupo U(4) y dos casos limites (llamadas simetrias
dindmicas) lo cual nos provee de soluciones analiticas al problema de eigenvalores,
ademds de un conjunto completo de estados base los cuales pueden ser usados en
calculos numéricos del caso general.

La primera simetria dindmica es etiquetada mediante la cadena de grupo:

U(4) > U@B) D 0(3)
| N Ny L >
nyg=N,N—1,...,0 L=nzn;—2,...,1,00

(B.5)
Aqui L es el momento angular total del estado del sistema de N bosones, y (n,) es
el nimero de bosones dipolares (7). Al considerar nuevamente solo términos lineales
y cuadraticos como en (B.3), el eiguenvalor de energia obtenido es

E =€+ BL(L+ 1)+ yn, + on?, (B.6)
con el Hamiltoniano:

H = e+ L + yir, + 002, (B.7)

donde €,8,y y § son combinaciones lineales de las h;s de (B.3). Esta simetria dindmi-
ca da una descripcién en términos de un oscilador anharmoénico. Quitando el término
anharménico en (B.6) y para 8 = 0, se llega al limite del oscilador arménico.

La otra simetria dindmica es etiquetada mediante la cadena de grupo:

U(4) > 0OM4) D 0(3)
w L > (B.8)
w=N,N-2,...,1, 00 L=ww-1,...,0
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Este limite describe el movimiento de un sistema rigido de 2 cimulos con una dis-
tancia de equilibrio finita. En este caso, el eiguenvalor de energia obtenido es:

E=¢ +BL(L+1)+ aw(w+2), (B.9)
con el Hamiltoniano respectivo:
H =€ + BL2 + aCy(SO(4)). (B.10)

En el caso general, es decir, sin simetrias dindmicas, el Hamiltoniano tiene que ser
diagonalizado numéricamente, usando los estados base (B.5) y (B.8).
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Apéndice C

Presentacion general de los
estados coherentes.

En este apéndice se dard una presentaciéon general de los estados coherentes de tal
manera que se veran definiciones y propiedades de dichos estados de prueba que
seran de gran utilidad para la obtencién de elementos de matriz propios de cada
potencial algebraico perteneciente a cada modelo que veremos [4].

C.1. Estados coherentes estandar. El oscilador
armonico unidimensional.

Para poder llegar a una definicién especifica de los estados coherentes que se utili-
zaran para obtener los elementos de matriz relevantes al SACM, es necesario tomar
en cuenta al oscilador armoénico en 1 dimensién. El Hamiltoniano que describe al
oscilador armonico en una dimensién, en términos de la coordenada z y el momento
Pz, ambos sin dimensiones, es:

1

H= 5(153, +3%) = %(de—k&&T), (C.1)
donde @ y a' se definen como:
1 0 1 0
0= —— R AT = —\r — — 2
a ﬂ(x+ 81:) a ﬂ(x 63:)' (C.2)

A partir de las expresiones @ y a' en términos de la coordenada z y la derivada

parcial a%’ es posible obtener ahora expresiones para la coordenada z y la parcial
p)

9 on términos de 4 y a':
5. en términos de a y a':

(a@—ah). (C.3)
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El algebra simple (el dlgebra unidimensional de Heisenberg-Weyl) de los operadores
de creacién y aniquilacion es:

[a,a'] =1 [a,1]=0 [af,1]=0. (C.4)
También es importante ver que:

a“r

of(a’)
[%,CL .

dat
Hay 3 tipos de definiciones de estado coherente [4]. Para el oscilador arménico uni-
dimensional ellas son equivalentes [4] como veremos més adelante. La primera es la
“definicién geométrica” (I), la segunda (II) es la definicién de “funcién generado-
ra” (usada para la construccién de conjunto completo de estados) y la tercera (III)
es la definicién “real de estado coherente”.

=1 [a,f(a")] = (C.5)

Consideremos alguna funcién de onda arbitraria que describe algin sistema. Si se
desplaza dicho sistema una distancia ¢, la nueva funcién de onda que describe al
sistema trasladado es:

ooy = S CL D ) eediga) =@ D), ()

| n
— nl ox

donde se ha usado el resultado % = %(d — a'), obtenido previamente en (C.3).
Definiendo a % como una nueva cantidad z y permitiendo que dicha cantidad sea

un nuimero complejo arbitrario, se puede tomar una generalizacién del operador
desplazamiento como:

b(z) = elz7aT—za) (C.7)

Dejando que (C.7) actiie sobre el vacio del oscilador arménico, se obtiene la primera
definicién de estado coherente.

= DEFINICION “GEOMETRICA” (1)

z*af

—#90) (C8)

|2)1 = el

Usando la relacién de Baker-Campbell-Hausdorff:

e(A+B) _ oA B —3AB] (C.9)
valida si:
[A,[A, B]) = [B.[4, B]] = 0, (C-10)
obtenemos que:
plzrat—za) _ ztal —za,—dez" (C.11)

De esta maneras:

T

-

i) =e L ey

|Z>I _ e(z*d*—zd)‘0> _ e—%zz*ez*[z
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Excepto por la funcién e=27%", la definicién I de estados coherentes (C.12) es equi-
valente a la siguiente definicién (definicién II de estados coherentes):

» DEFINICION “FUNCION GENERADORA” (II)

oo
|2)1r = €*"4'[0) = Z

*

|n (C.13)

Esta puede ser la definicién més simple si nuestro interés se centra en la construccién
de estados, ya que genera todos los estados excitados del oscilador en la forma més
sencilla.

El producto escalar:

’

(& |y =&, (C.14)

no es equivalente a funciones delta de Dirac pero si a una funcién de z y z/, por lo
que los estados coherentes (C.13) son sobrecompletos.

El estado coherente (C.13) permite realizar la siguiente definicién de operador iden-
tidad:

1= /d2ze*”*|z><z|, (C.15)
™

donde la integracién es sobre todo el plano o espacio z también llamado espacio de
Bargmann.

Los vectores de estado [¢)) pueden expresarse a través de realizaciones funcionales
en el espacio z:

(zl9) = (2), (C.16)
lo que permite definir un producto escalar:
Wilbe) = - [ @ @la)elu) =+ [ e wiunla) . €

Las funciones ¥(z) en el espacio z son llamadas Transformadas Bargmann de
las representaciones en coordenadas ordinarias t(x). En términos de los estados
coherentes de tipo II, las funciones de Bargmann toman la siguiente definicién:

V) = () = 2 = tol) = 2 Z=en. (C.18)

También los operadores que actian sobre los vectores de estado pueden ser trans-
formados en su realizacién funcional en el espacio de Bargmann. Si,

) = ¥(2) = (z[¢) = (0e*[v), (C.19)

los operadores O se mapean en:
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Ols) = T(O(z, S)(z) = (=1O1) = (0]e*0l) =

= (0|(e**Oe™*%)e*4|y)) = (0|(O + [za, O] + %[z&, [za, 0] 4 ...)e*%|y).  (C.20)

Dado que los operadores pueden ser construidos de los operadores de creaciéon y
aniquilacion, sera suficiente determinar las realizaciones funcionales en el espacio z
de a y af. Utilizando (C.20) obtenemos:

s O=a

aly) = (0](a + [za,a] + 5[za, [za,a]] +...)e*% ) =

= O=4qgf

afly) = (o[(a’ + [za,a"] + %[z&, [za,a']] + .. )e* ) = 20(z) . (C.22)

Entonces:

i = T(a) = 312(5)

Estas son las realizaciones en el espacio de Bargmann para los operadores a y al.

Dichas realizaciones de G y af satisfacen las propiedades de conmutacion (C.4).

Notemos también que % es el adjunto de z con respecto al producto escalar definido

it =1 =2 (C.23)

con la medida de Bargmann e ?* . Tanto el estado coherente de tipo I como el

estado coherente del tipo II satisfacen también la propiedad de ser eigenestados del
operador de aniquilacién a. Esto permite realizar la tercera definicion de estado
coherente.

» DEFINICION “REAL” (III)

alz) = 2%|z). (C.24)

La cual se sigue de la definicién II de estado coherente.

alz)=ay_ (;% ) Z%Zil)!lnn

n=0 n=1

(C.25)

(Z*)nfl
=¥ ————|n —1) = 2*|2).
7;2::1 v (n=1)!
Aunque (C.25) es equivalente a (C.8) y a (C.13), la equivalencia se rompe para casi

todas las generalizaciones de estado coherente. Para nuestro caso, la definicién II
serd la mas util.
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C.2. El Modelo Semimicroscépico Algebraico de
Ctmulos (SACM).

A continuacién se presenta el estado coherente utilizado en el SACM.

C.2.1. Estado coherente para el SACM.

Concentrandonos en la parte de movimiento relativo de este modelo y tomando en
cuenta que el nimero minimo de cuantos de oscilacidn relativa ng es diferente de
cero el estado coherente propuesto para el SACM es:

N! dre
(N n no)!NN,no d’}/no

) = (67 + (- 1)V Hmel0), (C.26)

donde Ny, es la constante de normalizacién. Aqui ng da el nimero minimo de
bosones m necesarios para el cumplimiento del principio de exclusion de Pauli. El

ntimero total de bosones estd dado por N’ = N + ng. La notacién corta para los
coeficientes complejos a,, (m = 1,0, —1) estd dada por .

Es importante decir que el estado coherente de la ecuacién (C.26) con los coeficientes
complejos « es la combinacién lineal mas general de los operadores bosénicos de
creacién del SACM manteniendo N constante. El a,, es en general complejo y
arbitrario. El complejo conjugado es denotado por o, y tiene la siguiente propiedad:

ot = oy, (C.27)
También existe el coeficiente a, €l cual posee la siguiente propiedad:
Am = (=D)'""™a_,,. (C.28)

El coeficiente &, es importante cuando se aplica el operador #,, = (—1) T a
el estado coherente.

Para los operadores 7 y #' la convencién de fase O = (=1)!""O! s usada.
Adicionalmente:

m

(a-7t) = Z am#l  (af - 7) = Za;ﬁm, (C.29)

donde
a*-a:Zafnam:Z\amF =a?. (C.30)
m m
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Apéndice D
El método del “cranking”.

El método del “cranking” permite estudiar y describir ntucleos ligeros en términos
de ctimulos rotantes [19]. A partir de la imposicién de rotaciones sobre un sistema
se puede estudiar el movimiento nuclear [19], obtener informacién sobre el espectro
y calcular momentos de inercia [61]. Los cambios en el comportamiento rotacional
son relacionados con transiciones de fase [61]. Trabajos relacionados con el método
del “cranking”, aplicados al IBA, estédn publicados en [17,18]. El punto de inicio de
la formulacion general para el método del “cranking” es el siguiente.

Se espera que el sistema nuclear deformado sea un tipo de campo auto-consistente
formado por un conjunto de nucleones, y que este campo sea oscilante (o rotante)
con una pequena velocidad &, (o velocidad angular Q) [12], donde «,, se define
como un conjunto de variables colectivas para la descripcién del movimiento de los
nucleones. Esto corresponde al hecho experimental que las energias vibracionales (y
rotacionales) son pequefias comparadas con las energfas de particulas individuales.
Entonces, el movimiento de los nucleones es considerado mas rdpido comparado al
movimiento rotacional y esto hace considerar un campo deformado auto-consistente
vibrando suavemente (o rotando). Nosotros estamos por lo tanto frente a un pro-
blema dependiente del tiempo [12].

Sea H(ay,,r;) el Hamiltoniano para el nicleo deformado [12]. La deformacién del
sistema nuclear esta caracterizado por las coordenadas colectivas o,. Las r; son
3A — N coordenadas internas donde N es el nimero de grados de libertad colec-
tivos. Supongamos que podemos resolver el mismo Hamiltoniano para un conjunto
particular fijo de variables colectivas o de deformacién oy, = ozELO) en el tiempo inicial
(t =0), es decir:

HO(r;) = HO (o®

woo

Ti), (D.1)

con la solucién
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0 0) __ 0 0 0 _
HO@r)xQ = HaP, r)xO (@, ri) =
= e (@)X (0, 73). (D.2)

. 0 . ., 0 .
Las funciones X%) dependen de las variables de deformacién a,g) en (t = 0). Dicha
ecuacién es llamada la ecuacién estdtica. Nosotros estamos interesados en una so-

lucién arbitraria del tipo xpn(ay,7;) la cual siempre pueda expandirse para valores

(0)

0
generales «y, alrededor de o, = oy’ y entonces:

n B B
1 o \|"
=20 [Z{“%—O‘LO)}) <_ P} <0>)] x(af i) =
n
Y 70"
5 o) ]
_ 0) ..
Z n' X(a# 77’1), (D 3)
donde
0
JO = , D.4
. 804&0) (B-4)

es el operador conjugado en a,(P) que solo actua sobre la funcién de onda X(a,(io), ;).

El operador de evolucién S(«,,) estd dado por:

i a. — o0 J0 "
S(Ozu) _ Z [ ZM ( Iz _ HO ) JHO } = exp |fZ (Ozu — O‘;(LO)) JI(LO)‘| ' (D.5)

Dicho operador S(a,,) cumple con la propiedad de ser unitario, es decir, S -1 =gt
(dado que los generadores J,SO) son hermitianos).

Como caso especial tenemos la rotacién de una funcién de onda a través de 3 angulos

Y
(04,0,,0,) =0 donde el operador S(), para este caso especial, seria el operador de
rotacién:

R(0) = explif - J] =)

n=1

% (D.6)
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donde J son los tres operadores de momento angular cartesiano.
De

X Ti) = S(Oéu)X(Oé,(LO)aTi) = S(au)X(O) (ri), (D.7)

y de la unitariedad de S, se sigue que

OTHO DY = (571, [HO|S  xr) =
:<Xn‘SH(O)S 1‘Xn’>:<Xn|H|Xn’>a (D'8)

y entonces

H(ay,ri) = S(a,)HOS Y(a,) =
= &P liz(% - aﬁo))Jﬁo)l H(al),r;)exp [—ZZ oI (D.9)

Dado que los ozﬁo) son independientes del tiempo, toda la dependencia temporal se

encuentra en las variables colectivas oy,.

Ahora, lo que se tiene que hacer es determinar la modificacién de las soluciones

independientes del tiempo X(O)(aﬁo),m) debido a la dependencia temporal de o,

entonces

(e, i t) = exp liz (a — ) ] O (al), r;,1). (D.10)

m

Esta (o, 7i,t) tiene que satisfacer la ecuacién de Schroedinger dependiente del
tiempo

0

zhaw(au,ri,t) = H (o, 1) (0, 15, t). (D.11)
Usando (D.10) y (D.11) obtenemos

.0 ‘ o o -
zha [exp lzZ(au - O‘;(L))J;(A )] ¥ )(QL)aTi,t) _

m

= exp [iZ(au al?) )J(O)] HOpO 0 7y ¢). (D.12)

m
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Diferenciando, lo que se obtiene es

< hZa”J(O) +ih 8) Y )(ozLO)7 t) = H(O)w(o)(ago),ri,t) (D.13)

0
o (0l 1) = <H<O> T hZauJS”) O (0,7, 1), (D.14)

m

donde
O _
hZa JO —zhzaﬂ (0) (D.15)

El objetivo principal de este trabajo es introducir un “cranking” al modelo SACM
y ver sus implicaciones en las transiciones de fase. El “cranking” es introducido al
SACM anexando al Hamiltoniano que describe al sistema de ctimulos esféricos un
término de la forma —QL,, con frecuencia de rotacién €. En nuestro caso, como
vemos en el capitulo 3, la estructura del Hamiltoniano con “cranking” para un
sistema de dos ciimulos esféricos dentro de un modelo algebraico es:

~

H=H-OL,. (D.16)

De esta manera, se tiene que:

Ry d, = -9, (D.17)
I

donde «, es una variable que depende del tiempo mientras que — no depende
del tiempo. Otra caracteristica de —§2 es que es un parametro no fijo ya que lo
variaremos para poder estudiar los diferentes cambios que puede producir en los
modelos algebraicos, incluyendo sus transiciones de fase.
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Apéndice E

Transiciones de fase con
“cranking”.

E.1. Definicion de transicion de fase.

Antes de empezar a definir lo que es el concepto de transicién de fase, es conve-
niente primero definir lo que es el concepto de fase utilizado en la Termodinamica y
Mecénica Estadistica. A una fase se le puede definir como un sistema cuyas propie-
dades fisicas son esencialmente uniformes. De esta manera, la transicién de fase se
puede definir como la transformacién de una fase a otra de un sistema homogéneo,
cambiando de esta manera sus propiedades fisicas.

Hasta ahora se ha hablado transiciones de fase para sistemas con ciertas propieda-
des uniformes, dichos sistemas cuentan con la peculiaridad de ser macroscopicos los
cuales estdn conformados por muchas particulas (N — co0) pero hoy en dia se han
empezado a estudiar transiciones de fase para sistemas como son los nicleos atémi-
cos [62,63]. Los modelos algebraicos son especialmente utiles en este tipo de estudios.

E.2. Transiciones de fase y su relacion con Fisica
Nuclear.

E.2.1. Transiciones de fase térmicas.

En el estado base, un nicleo usualmente es considerado como una gota de agua
microscépica. Transcurrié mucho tiempo para saber si habia una transicién de fase
a un estado gaseoso al aumentar la temperatura. Después de muchas investigaciones
tedricas y experimentales, la respuesta parece ser afirmativa [64].

A temperaturas altas los nucleones se disuelven y los quarks y gluones se mueven
libremente. Como consecuencia, una transicién de fase dréstica puede ocurrir de
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tal forma que el sistema pase de una fase hadrénica a una fase sin confinamiento
de quarks y gluones. En estas transiciones por supuesto que el efecto del tamafio
finito del nicleo es muy importante, pero aun estan gobernadas por la temperatura,
asi que las llamamos transiciones de fase térmicas. Las transiciones de fase térmicas
del niicleo se analizan con mayor detenimiento en [64]. Por nuestra parte, trataremos
de estudiar otro tipo de transiciones de fase. Estas son llamadas transiciones de
fase cuanticas con “cranking” del ntcleo.

E.2.2. Transiciones de fase cuanticas.

En los niucleos atémicos se observan otro tipo de transiciones de fase. Estas tran-
siciones pueden referirse a transiciones de fase para el estado base o para estados
excitados (como es nuestro caso), con la gran diferencia (en comparaciéon con las
transiciones de fase térmicas) de que ahora el momento angular (y no la temperatu-
ra) es la cantidad mds apta para poder describir las excitaciones al nicleo. A estas
transiciones se les conoce mejor como transiciones de fase cuanticas del nicleo.

Su aparicién estd muy relacionada a los efectos de tamano finito, ya que tienen que
ver con la forma del nicleo o con el movimiento colectivo del nicleo como un todo.
Estos fendmenos son también conocidos transiciones de forma-fase, transiciones de
fase en T=0, o transiciones de fase del estado base.

Las transiciones de fase en modelos algebraicos de cimulos estan referidas mas es-
pecificamente a cambios de distancia entre los centros de los ciimulos esféricos. Si
consideramos los dos cimulos esféricos como un sistema unido, los cambios de dis-
tancia entre los centros de los ciimulos se pueden interpretar como cambios de forma
(deformacién) del sistema unido, mejor conocidos como cambios de simetria. En el
presente caso se tiene una simetria SU(3) relacionada con la vibracién del sistema
alrededor de una forma esférica de equilibrio, y una simetria SO(4) relacionada con
un dipolo. Por lo anterior se puede decir que las diferentes fases estan caracterizadas
por diferentes simetrias y una transicion de fase involucra un cambio en la simetria.

Refiriéndonos mas especificamente a transiciones de fase para modelos algebraicos
de ctimulos con “cranking” (con una rotacién sobre el sistema nuclear descrita por
un momento angular L # 0), podemos decir que ahora se habla de transiciones de
fase para estados excitados.

E.3. Determinacion de las transiciones de fase con
“cranking” y su orden.

A continuacién se determinardn las transiciones de fase con “cranking” utilizando
el criterio de Ehrenfest siguiendo los pasos recomendados en [56]:

1. Primeramente se determinan los puntos extremos del Potencial Efectivo V(oz)

(definido en la ltima parte del capitulo 3) en el espacio de variables colectivas
Q. Para el caso del “cranking” (como veremos en el capitulo 4), dada una
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cierta parametrizacion, habra primeramente 3 variables relevantes «, 8, ¢ pero
luego lo reducimos a una variable la cual es o porque se tomaran condiciones
sobre 6 y ¢ minimizando con respecto estas variables. Para el caso de la variable
a, el vector distancia entre cimulos puede siempre ser alineado a lo largo
del eje intrinseco z que conecta a ambos cimulos. Los puntos extremos «;
(1=1,2,...) se obtienen a través de la condicién:

=0 E.1
Ia (E.1)
Los puntos extremos «; son funciones de ciertos pardmetros de interaccion
(p17p27 .. pnp)7 €s decir, ;= Oéi(p1,p2, .. pnp)

2. Después de que los puntos extremos son obtenidos, ahora lo que se hace es
ver cudles de estos extremos cumplen con la condicién de ser minimos del
potencial. Dicha condicion es:

a2V ()

W |o¢:ai> 0 (EQ)

3. Lo que se hace ahora es determinar las regiones entre las que ocurren transi-
ciones de fase en el espacio de parametros donde al menos dos minimos estan
a la misma altura:

‘7(041‘1) = V(Ozig) (E3)

Lo anterior, nos da una relacién:
f(plap2a'--pnp> =0 (E4)

lo que nos permite expresar un parametro en términos de los otros.

4. Una vez hecho todo lo anterior, se determina el orden de la transicién de
fase. La transiciéon de fase serd de orden m, cuando la m-ésima derivada del
potencial con respecto a sus parametros sea discontinua en el punto de la
transicién de fase, mientras que las n derivadas (con n < m) sean continuas o
iguales en el punto de la transicién de fase, es decir:

O™V (viz)
opp?

(9 V(Olil) _ 5‘ V(Oéig) para n <m a V(ail)
op} opp opp

7 (E.5)

Por lo que, se define:

Una TRANSICION DE FASE DE PRIMER ORDEN es aquella en la que los dos
minimos del potencial son iguales y las primeras derivadas de éstos minimos (con
respecto a los pardmetros de control) son discontinuas:

V(i) = V(ase) (E.6)
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8‘7(041‘1) 7& 8‘7(051'2)
Op; Op,

Una TRANSICION DE SEGUNDO ORDEN es aquella en la que al ocurrir la tran-
sicién de fase, no s6lo los dos minimos del potencial son iguales, sino que también
las primeras derivadas de éstos minimos (con respecto a los pardmetros de control)
son continuas, ademas de que la segunda derivada de los dos minimos del potencial
(con respecto a los pardmetros del sistema) son discontinuas:

(E.7)

V(i) = V(i) (E.8)

OV (an) _ IV (i)

E.9

Opy; Opx; (E-9)
?V(an) , 9*V(as)

o # o (E.10)

E.4. Transiciones de fase para el SACM con
“cranking” (caso general).

Supongamos que nuestro potencial efectivo (considerando que ya se minimizé con
respecto a las variables 6 y ¢) para el SACM tiene una dependencia lineal con los
pardmetros de interaccién pr, =A, B, C,...,K teniendo la siguiente estructura:

V= > pra™ fi(a) (E.11)
k

con my > 1y pg el k-ésimo pardmetro. El término fi(a) representa la relacién entre
las funciones Fj, (descritas en el capitulo 2), las cuales son mayores que cero para

a#0.

En el punto de transicién de fase, se investigard a V(&;), con &; siendo el valor de
a en el i-ésimo minimo. La dependencia lineal explicita de V sobre los parametros

pr =A, B, C,....K serd de gran utilidad en el estudio de las transiciones de fase para
el modelo del SACM.

Ahora se determinaran los minimos &; del potencial ‘7(&) de igual forma a como se
obtuvieron para el PACM, de esta manera:

dv ()
da

Se observa, que como primer minimo tenemos a &; = 0 pues siempre podemos sacar
como factor comun a «, es decir:

=0 (E.12)

—al..]=0 (E.13)



De esta manera a; es un minimo esférico ademds de que siempre V(@;) junto con
todas sus derivadas son siempre cero.
Para el segundo minimo deformado &s, hay dos posibilidades:

IO_£2>O

n @2:0

Ahora es necesario determinar el orden de la transicién de fase, para esto, primera-
mente se deriva con respecto al parametro py:
v 9V 9V da; IV
— =t — = — (E.14)
dpy, ~ Opx,  0a; Opy  Opg

ues V(&) _ 0 en el minimo
pues =gt = .

Dado que a3 = 0, al ser evaluado en el potencial efectivo (E.11), se obtiene:

V(a1 pi) =V(0,px) =0 (E.15)

De esta manera, las derivadas de (E.15) son cero igualmente:

dv (0, px)

— = E.16
o (E.16)

dQV(Oapk)

R ¥ 32/, E.1
dp? 0 (E17)

Tomando en cuenta la expresién (E.14), tenemos que para as se cumple que:

AV (a2,08) 5
dpy, = oy f(ag) (E.18)
Ademsds para @s la segunda derivada de V con respecto a py estd dada por:

_ o 8fk (0_12) Oy
RZIMANTE T T2
.f(OQ) + Qo ad2 apk

d*V (&, pr) _i(i _ Oay™
dp? dpr " Opy, Opr

(E.19)

Con las condiciones anteriores, el estudio del orden de las transiciones de fase es el
siguiente:

1. Paraa; =0y as > 0.

Dado que @y # 0y f(a2) # 0 entonces (E.18) es diferente de cero. Tomando
en cuenta (E.16), se obtiene que:

dV (ay, pi) y AV (G, py)
dpy, dpy,

(E.20)
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2. Paraéz1:0y6¢2:0.

Tomando en cuenta a (E.16) y a (E.18), tenemos que:

dV(ar,pe)  dV(az, pr)
_ E.21
dpy dpy ( )

De esta manera, la transicién de fase debe de ser de mayor orden que de primer.

_m

Dado que f(as2) # 0 y que en general ag;: # 0, entonces (E.19) deber ser

diferente de cero. Tomando en que cuenta (E.17) obtenemos que:

d?V (aq, pr)
dpi

d21~/(d2, Dk)
dpi

” (E.22)

Dado los resultados anteriores, concluimos que:
1. Si@; =0y as > 0, tenemos una Transicién de Fase de PRIMER ORDEN.
2. Sia; =0y ay =0, tenemos una Transicién de Fase de SEGUNDO ORDEN.
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Apéndice F

Calculo Explicito de los
valores de expectacion en

SACM.

Para facilitar los calculos de los elementos de matriz en SACM, utilizaremos la
siguiente definicién:

Pty (VDR e (Mmoo mastra) ),
Pq (N | k
( + no) k=max(no—p,no—q,0)
(SSU | SUSTIER PR
% . F.1
l:(k+pn0)! (k+q —mno)! (o -0) (Y

De la definicién (F.1), podemos obtener las expresiones listadas en la tabla F.1
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2 . N +n | 2
Fnte?) = i S (Y1) [ i | o

k (k—no)

Fue?) = i St o (VTR T ) [ oy e

Fy(a?) = (1\(/]122)1 kN:+7rTLL((J),w_(2nO—2,O) ( N+ZO 2 ) [ % ro‘%

F33(a2) = (]Efﬁigz)u g:ﬁgg(?;mf?,,o) ( N_H;O -3 ) [ (,C(_f%% }2a2k
i (0%) = &%wzfﬂan M)

<[ i ][ ey ]

Tabla F.1: Abreviaciones utilizadas en SACM.

Otras expresiones importantes en términos de potencias de (- a) que nos ayudaran

en el calculo de los valores de expectacion en SACM son las siguientes
dmo  dre N+
d’yno dry no 1 +7172(a" - )] " |

=y2=1—
= Nf” Netmo Y[ 2 (o - a)¥
P k (k —no)!
dm g

N+no—1
dry no dry n07172 [14—%72(@ a)] " ‘71:v2:1:

Nggl (N+%—1)[<hﬂﬂrmy®k
—ng)!
k=maxz(no—1,0) k (k +1 no).
dng dno i} o
a7 a2 [+ y172(a” - a)) Vot
1 2

|’Y1:"/2:1:

N:Z:j( N—H;O_l > {(k—k!no)} {(kfl—'——l)no)] (o a)f
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dno dno

WW(%W)Q [1+ y172(a” - a)) Vo2
1 2

|71:72:1:

N ’I’LQ—2
I (Gha  [RCES. 1
— |
k=maxz(no—2,0) k (k +2 no).

dro dre 2 * N+ng—2
Ay i (72)" [1 +7172(a” - a)] Iy =yp=1=
1 2

= N§_2 ( N+ZO_2 > {(k:]—c;—mn!o)!} {(k:_k!no)l} (@ a)t  (F2)

k=maxz(no,0) ’

A continuacién se calculard la constante de normalizacién Ny ,, del estado coherente
para el SACM dado por la ecuacién (C.26), entonces:

N! 2
1= = N? S
<Oé‘0(> N,ng |:(N+’I’L0)':| X
v dro

>< —
dyy° dryy°

(Ol6 + (@™ - R)VF 6T 4 ya(a- &T)VF010) =

NP o gno
N2 | — | (N 22 n *.
N {(N—i—no)!] ( +n°>dﬁ° dryy° 1+ mma(a”- a)] x

x {0][6 + (e - A)VFO TG 4 ya(a - &1V 0) =
mno mno

N 72 d
_ 2 o e v * 2
= NNK”'O |:(ZV—|—TLO)':| (N + no)(N + ng 1) d’y{m d’yg’o [1 + Y172 (Ol Oé)] X

< (0][6 + mi(a” - @)V [6T 4 (a - &TNFOT20) =

NP
= Nino {M] (N +n0)(N +ng—1)(N+ng—2)---2-1x

dnro  dno

dny° dryy®
. (N2 g gro

1 * )V TRe
N,ng (NJrnO)! d’y{bo d")/go [ +'71'72(04 a)}

Vg, 2 (M) [ ot

k=maz(no,0)

[1+7172(a” - )]V (0]0)

De esta maneras:

k=maz(no,0)

107



Tomando (F.1) obtenemos:

k=maxz(ng,0)

Por lo tanto:
N = Foo(a?) (F.5)

- <n'fr>
Entonces, tenemos que:

(Ar) = (alfiz|a) = (af (7" 7) |a) =

Nt

_ 2

*NN,no _(N+n0)!_ X
an an 0 “ - N+ng A-i-' ~ ~t * ~T\1N+ng 0 _

X o g (Ol + (@ - )] (7t -7) [67 + (" - 71)] 10)
Y1 @2

NP dmo dno
2 2 *
= Y | (N a4
NN,TL[) _(N+TL0)!_ ( +n0) (a a) d’y”fo d’yg,o Wl’yzx
x (0[[6 + (a* - m) N 5T+ (o &1V 0) =
TN 7? . dmo  dro
:Nl%,no 7(N+n0)! (N +n9)*(a 'Q)WWMWX
X (N +ng— DL+ 7192 (o - o))Vt =
2 (N1)? # dme dn X N4no—1
- _ ') (N o) & 1 } -
Nono (N+n0)!( + no)(a a)dﬁo dv;ovm[ +772 (@ - a)]
N+ng—1
_ 2 (N|)2 * N + ng — 1
e 5e (V)

k=maxz(no—1,0)

Por lo tanto: )
Fll(Oé )

Foo(a?)

(Ag) = (N +ng)(a” - a) (F.6)

Donde se utilizo que:

o (2 VT N1 k+1) 12,
Fule’) = o0 2. ( b ) {(k—&-l—no)!} (o7 )"

k=maxz(no—1,0)

(F.7)

Es interesante estudiar el comportamiento de (i) con respecto a la distancia entre
ctiimulos . Tomando el caso de "0 +a —2° Ne, los valores que tenemos para dicho
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sistema son los siguientes:
N =12
Ng = 8

N =N+ng=20.

El comportamiento de (fi,) con respecto a la distancia entre ctimulos « se muestra
con la siguiente grafica.

<n;>
20

151

10

Figura F.1: Comportamiento de (fi,) con respecto a la distancia entre
cimulos a. Se muestran los casos limite para (fi,;) cuando o — 0 y cuando
a — 00.

Como podemos observar, la griafica F.1 nos muestra dos casos limite para (fi.),
dichos casos son:

lim (fi;) =N +ng

a—00

lim (fi;) =n F.8

I () = o (F8)
podemos observar que cuando o — 00, tenemos un valor por parte de (fi,) igual al
nimero total de quantas de oscilacién relativa (N 4+ ng) y cuando tenemos el caso
a — 0, (fi;) adquiere el valor del nimero minimo de cuantos de oscilacién relativa

(no).

 (AF)
Entonces:
Fi1(a?)
A2\ T mi zma N * SHAR
(A7) m%% (al#f, 7, 7" &2 a) + (N +no)(a" - @) =
N! 2 N dmo  Jqno
:Nl%,no |:(]V—i—’n0)':| (N+n0)2(N+nO - 1)2(a O[) d710 d no (71’)/2)
< (05 + (0" - AN+ (o 7)Y 0+
Fll(()éz)
N .
+ ( + no)(a a) FOO(QQ)
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=N o {(]V]—&\—]'?”LO)'] (N +n0)*(N +no — 1)2(a* - a)? dLiZOO dd”:() (7172)% %
X (N +ng = 2)[1 + (0 a)) 74 (N 4 mg)(a” - a) ?;;Eazi )
oz _ o ad
= Ny, m(N+”0)(N+n0 —1)(a*-a)’ a7 dype (1172)* %
X [1+y72(e - )]V 172 4+ (N + ng)(a* )gég ;
= N]%/JLO(Z\;J_\(_'))(N + TLQ)(N +ng — ].)(a* . Q)QX

N2 N +ng—2 k+2)! 17 ,
X k_mazz(;o_z,o) ( k ) l:(k; +2— no)!:| (a . a)k
+ (N +mp)(a” - a) I;;;EZQ

Por lo tanto:
Fi1(a?) o Fh2(a”)

(A7) = (N +no)(a” - a) + (N4 n0)(N +no —1)(" - @)

Foo(OéQ)
Donde se uso que:

s (N1)? M N +ng—2 (k+2)! 17,
et ey, 2 TE ) @] o

k=maz(no—2,0)

(F.10)

El comportamiento de (fi2) con respecto a la distancia entre ctimulos o se muestra
con la siguiente grafica.

<n?>
400

300

200 -

100

Figura F.2: Comportamiento de (%) con respecto a la distancia entre

ctimulos a. Se muestran los casos limite para (#i2) cuando o — 0 y cuando
o — 00.
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La grafica F.2 nos muestra dos casos limite para (i2), dichos casos son:

lim (32) = (N + no)?

oa—r0o0
lim (52) = (no)? (F.11)
= (Af)
Se tiene que:
(83) = (aftiBla) = 3 (alfl,, Al 7l A AR )
mimaoms
+ Z a|7rm1 ma T AT )
mi1msa
+ Z O[|7T’ml mz m2‘a>
mimsa
+ Y (algl, &A™ ) + (alig|a) =
mims
N ’ 2 2 2/ % 3
= Mo N+ )t (N +n9)* (N +n9 —1)*(N +ng —2)*(a” - @)%
dno  dro ) e N-no—3at N
< o e () 0l + (0 4o (a0

F11(Oé2)
Foo(OéQ)

o Fas(a?)
Foo(a?)

:Nj%yno |:(]V]—|\—Hno)':| (N+no)2(N+no—1)2(N+n0—2)2(a* 'Oz)3><

dro g

X — —
dyy® dyy®

+3(N +no)(N +n9 —1)(a” - @) + (N +n9)(a" - @)

(71’)’2)3(N +ng — 3)1 [1 + 7172(0[* . a)]NJrno*fi

+3(N +10)(N +ng — 1)(a* )2?22@2) (N 4 o) - o) F0(0D)
0o(?)

JQV””(N(T)Q) (N + 1) (N +no — 1)(N +no — 2)(a* - a)?x
« ddn:O ddn:o (7172) [ " 71,72(04* . a)]N+n073
(e a2 22(0) V. oy F1(0)
+3(N+n0)(N+n0 1)( ) FOO(OZZ) + (N+ O)( )FOO(QZ)
— 2 (N')2 _ _ * 3
NN’"Oi(N—F o)l (N +n0)(N +mno—1)(N +ng —2)(a* - )’ x
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2 e [ ] e

k=max(no—3,0)

+3(N +n0)(N + 10— 1)(a - a)? ?32&2% + (Nt mo)a’-a)

Por lo tanto:

Fll(az)
Foo(Oé2)

F22 (a2)

nd) = ng)(a™ -«
<n7r> _(N+ 0)( ) FOO(QQ)

+3(N +n9)(N +np — 1)(a* - a)?

F3(a?)
Foo(Oé2)

+ (N +ng)(N +ng — 1)(N +ng — 2)(a* - a)? (F.12)

Donde fue usado que:

sy ()2 TR N -3
Fy3(a”) = (N + ng)! Z ( +k0 ) X

k=maxz(no—3,0)

x {M} (@ - o) (F.13)

El comportamiento de (%) con respecto a la distancia entre cimulos « se muestra

con la siguiente grafica.

<ni>
8000

6000 -

4000 |

2000 -

Figura F.3: Comportamiento de (Ai2) con respecto a la distancia entre

ctimulos a. Se muestran los casos limite para (#2) cuando o — 0 y cuando
a — 0o.

La grafica F.3 nos muestra dos casos limite para (A3), dichos casos son:

lim (23) = (N +nyg)?3

a—00

lfim (A3) = (ng)?® (F.14)

a—0
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= (&1 &T)(7 - 7))
Tenemos que:

(& a1 7)) = NF 6 + (- DV (T -4 (- )6t + (- 41V I0) =

Nomo [(Niv'no),] (N +n0)2(N + 10 — 1)2(a* - &) (a - &) dd"jjo ddnjo (172)?
X (Ol]5 + (0" #2051 4 (- 1))V 20) =
N |G| O 0P 0= 020" ) @) (17
X (N +ng —2)H 1+ y172(a” - a)}N+n072 =
— AR (s (V4 a)(V + 0 = D ) @) L (072
X [1 4yl - )] V0T =
= M e (N ) (N 0 = e +87) a3

N+ng—2 N +ng—2 ﬂ 2 . .
’ k—ma%oz,m ( & ) [(k +2— no)!} (@ a)
Por lo tanto:
(& a#h(& 7)) = (N +10)(N +no — 1)(a *,~*)(a_a)§2282§
. <(7’H . 7ATT)(5’ - 5))

Tenemos que:

(&% 21)(E - 6)) = NR (O[5 + (o - D)V (7T - 7T)(5 - 8)[6" + (- 7N)]N]0) =

(F.15)

) N 2 2 2w ~x dro dqno
= N¥.no N T o)l (N +n0)"(N +no — 1)*(« 'a)d,ynOdn071X
x (0[[6 + (a* - R) N2 (5T + (- &A1) V072 |0) =
NP ) o) oy dm0 dMo
=N {(N—l—no)'] (N +n0)*(N +no — 1)*(a 'Oé)d%odnﬂlx
X (N 4+ng—2)![1+y172(a* - a)]Nﬂ”’*2 =
9 (N1)? dre dne
NN,no (N+ ) ( +’/l0)( + no )(a )d’YlO d,ynorh

X [L+mye(a - a)V o2 =

N|2 e e R ((N4mg-2

k! (k+2)! N e
. [(k—nw } {<k+2—no> } (o -a)
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Por lo tanto:

b abyia s oo Py (0
(7T - 71 (6 -8)) = (N +n0)(N +no — 1)(a* - @) F('z)o(o(ﬂ)) (F.16)
Donde se utilizo que:
9, o N2
Fao (0% = (z\g+310)!x

N+ng—2

(MR [ e

k=maz(no,0)

(F.17)
= (6T ot)(7 - 7))
Entonces:
(67 o) (& 7)) = NZ(OI[6 + (o - )N (BT - o) (7 - 2) 6T + (- 71))N]0) =
2 mno mo
— NJ%’JLO |:(N]—|\—”ng)'] (N + nO)Q(N + ng — 1)2(a . &) dci/?o dci/go ygx
x (0[[6 + (a* - &) N2 (5T 4 (o - &1 V02 |0) =
) NP 2 2 oy A0 A,
:NN,no {(N—i—no)‘] (N +n0)*(N +nog—1)* (- Q)WWSO%X
X (N 4+ng—2)![1 +y172(a™ - a)]N+"°_2 =
B 5 (N')2 _ dno dn(] 9
= Nno (N+n0)!(N+'n0)(N+’I’LQ—1)(@-0[)@(#}/;072)(
X 14+ y172(a” 'a)]N+n0_2 =
_Ar2 (N!)Q ~ Ning—2 N +ng—2
= Ny i &+ 0V 10 = (- @) k_m%;nmo) ( " ) x
k! k+2)! 1° .ok
X{wnwﬁ[@+2nwj(a )
Por lo tanto:
A v Ay _ Fy (0
((61-oh)(®-#)) = (N +no)(N +no —1)(a-a) F(;O(az)

- ((61-01)(5-8))
De esta manera:
((87-87)(6-6)) = (al(67-87)(6 - 6)|a) = (a]6T(56 — 1)5]a) =
= (a|676616 — 676|a) =
= (o] — f,]a) = (a|(N + 1o — fir)? — (N 4+ ng — fir)|a) =
= (a|(N+1n9)(N+ng—1) — (2(N 4 ng) — 1)ir, +02|a) =
= (N +n9)(N +1ng — 1) — [2(N + No) — 1J(alfir|e) + (a[aF]a)

114



Por lo tanto:

(61 (@) = (N +m0)(N + 19 = 1) = 2(N +mp)*(0" - ) ?;;Ej%
o2 ho o2
+2(N +ng)(e” - a) ?;;Eagi + (N +no)(N 4 ng —1)(a" - a)2M (F.18)
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Apéndice G

Calculo explicito de los

valores de expectacion de
(Ly) y (L?) para el SACM.

Recordemos nuevamente que se estd usando como convencién de fase a O'™ =

(—1)!=mOL .. De esta manera, se pueden definir como componentes del operador
de momento angular a:

Ly =2t @7},

L =2#teq),

Lo = V2[#t @ 7]} (G.1)

con

(4t @ ]S = Z (Imy1ma| Sm)#}, #pm, = Z (Lmylma|Sm)a, (—1)'m2q—m2
' ' (G.2)

El signo y el factor de enfrente se elige de tal manera que se satisface fl+7ArT_1|O> =

ﬂﬁg\O) y se garantiza f;i = L_. Tomando en cuenta (G.1), el operador de la
componente del momento angular en x y el operador del cuadrado del momento
angular estan dados por:

(L, +1.) (G.3)

(LyL_+L_L,)+1L2 (G.4)
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G.1. Calculo explicito de los valores de expecta-
cién de (L,) y (L?) para SACM.

. <EX>

Para poder definir (L) en términos de «, es conveniente obtener ([#f ® ][S]>
entonces:

[ Nl )P dre dro
1 o 415y — A/2
<[7T ®7T}m>_NN,no _(N-l—no)' d,y'{m d,ynox

x (0] + i (a” - AVt @ &6 + ya(a - 71N |0) =
M 12 mno mno
NI 5 A d

:N]%,’no m (N +ng)?[a* x &)l T —= Y172 X
x (0[[o +_71(a* ~fr)]l_””°’1[ffT +y2(a- &N 0) =

i o I
=N || OV m0lo” x A e
x (N + no —DI +_mg(a* Ca)| Vot
:Nz%f,no(]\](]i!);o)!(]v‘i‘no)[a* X 04]7[5] dd”:o dd":o Y172 X
X [1 4+ y172(a” oz)]NJF"O_1 =
= M e (N ) T

k=max(no—1,0)

Por lo tanto:

At @ #118) Ve s gls Fi(a?)
(@ A1) = (N + mo)la x &l 20 (@5)
Entonces:
(L = 5 {(E) + (£} = 5 {201  #1L) + 2((F 0 #1L,)} =
_1f e x gt Fae) Ve x Gl Fii(a?)
- 2{ 2(]\]'+ 0)[ X ]+1F00(042> +2(N+ 0)[ ]_1F00(a2)}
Por lo tanto
N 1 Fiy (o
(L) = (N +n0) {la* x a]L; - a1} o Foola (G.6)
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- (L?)

Entonces, se tiene que:

( 2\/§Z \f Z (1,mq;1,mo|l,m) Z (1,ms;1,my|1, (—m))x

mi1mso m3ma
N! dmo  dno
2
X Navng [<N+no>'] e e
0| o+ Za* Am N+n0 {ﬂ-rm maﬂ-mzﬁ-ﬂm} [&T + (Z amﬁjn)]NJrno|O>
+2<ﬁ7r> =
NI 2 1)1+m
— 2VBN2 [] N +no)(N +np — 1)? .
X Z (1’m1;1am2|1vm)a;1am2 Z (1 ms; 1, m4‘1a( m)) ;:1 a
mimes m3maq
dm  dmo R " o —
X 7070(’}/1'72 O| U+ Za 7T N+ 0— 2 Zamﬂ' N+ 0 2|O>
dyy® dy -
+2(h,) =
2 N! ? 2 2
=2 — | (N N -1
\/gNN,TLo |:(N+7’l0)':| ( +Tlo) ( + no ) X
0
* ~11 * ~11
X [[a x al” x [a* x @] ]Ox
drodm no=2 | oo
X o ()N + g — D[+ ma(a” )] V0 + i) =
Y10 dyy
- _ 2 ﬂ _ * o, ~11 . 1]
= 2\/§NN,n0 (N+n0)!(N+n0)(N+no 1) [[a x al” X [a" x a] }o X
dro dre » Nno—2 .
X WW(%%)Q 1+ my2(e” - )]V 072 4 2(h,) =
(N1)? . ~l « o =110
= —2\/§Nz%,noﬁ(N+no)(N+no -1) [[a x a]” x [ x a] }0 X
N+ng—2
dro dro 9 N +ng—2
X 707710(7172) Z ( ) X
d’yl d72 k=max(no—2,0) k
(k+2)' 2 * k ~
_ A\ A . 2(f,
X [(k+2—n0)! (@ - a)” 4 2(fy)
Por lo tanto:
~ Fu(az)
L? N .
(L%) = 2(N + ng)(a” Q)FOO(OKQ)
0 F 2
— 2v3(N + ng)(N +no — 1) [[a* xal' x [ x &)t 22(0”) (G.7)
0 Fo()( )
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Apéndice H

Céalculo Explicito de Ly y L2

en términos de o para el

SACM.

Dados los resultados en Apéndice B, a continuacién se hard el célculo explicito de

Ly y L? en términos de a.

Sabemos que para SACM:

(L) = (8 m0) (o % L~ 0" x @k} e
o2
(85 =206 + o)l P2
—2V3(N +ng)(N 4+ ng — 1) [[a* X a]l X [a" x &}1 z 22;82

Utilizando la siguiente parametrizacién:
"y = %expiiq5 sin(f)
= o = acos(d)

y tomando en cuenta:

n of

m — O—m

- &m = (_1)1_ma—m
Obtenemos que:
N aj_l =a_1

. 0411:04-&-1
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= a5 = Qg
L] a+1 = (71)1710(_1 =Q_1

= g

= (- ayy =ap
» ap=(—1)" = —ap
De esta manera:
[a* x @)k, = (1,+1;1,01, +1)a% a0 + (1,0; 1, +1[1, +1)agds, =
=(1,+1;1,011,4D)a_1ap + (1,0; 1, 4+1]1, + D) a_109 =

1 1
= —ﬁa,1a0 — %a,1a0 = —\/504710[0 =
= *\@\% exp”? sin(f)a cos(0) = —a? exp~ " sin(0) cos(6) (H.3)

[a* x alt; = (1,-1;1,0[1, —1)a* yap + (1,0; 1, —1|1, = D)aja_; =
=—(1,-1;1,0/1, = Daj1a0 + (1,0; 1, = 1|1, = 1)y 10 =

1
= —(=0410 + —F=Q4100 = \/§Oé+1a0 =

V2 V2
= \/5\% exp T sin(f)a cos(0) = a? exp™? sin(0) cos(6) (H.4)

[ x @]y = (1,+1;1, —1|1,0)a’ ;a—1 + (1,0; 1,0]1, 0) gy cio
H (1, =131, +1|1,0)0" ;a4 =
=(1,+1;1,—1|1,0)ap 11 — (1,0;1,0|1,0)ad 4 (1, —1; 1, +1]1,0)a a1 =
= (1,+1;1,-1|1,0) [y 101 — ap1a_1] + (0)ad =0 (H.5)
Entonces:
{la* xa]ty — [a* xal},} =
= o expt® sin(h) cos() + o exp~*? sin(f) cos() =
= a?sin(0) cos(0) {exp ™ +exp 1} =
= 202 sin(f) cos(0) cos(p) = a? cos(p) sin(26) (H.6)

[l <) o xa)'] =3 VT o xa) o xal, =

0 V3 -m
1 * ~11 * ~ 1 * ~ * ~
*\/g[oz xoz]_H[oz Xa]_lJr\/g[a xa| o xoz]_Hf
= % {—a*sin®(0) cos?(0) — a* sin®(0) cos?(0) }
2 4o 200\ _ _ia‘l $in2(0) cos2(0) — _a4 sin”(20)
- ﬁa sin®(0) cos”(0) = Wi (9) (9) = B (H.7)
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Por lo tanto para SACM se tiene que:

L) = ng) cos(@) sin a? Fn(aQ)
(L2) = 2(N + ng)a? 22823
+ (N +ng)(N +ng — 1)sin2(29)a4F22(0‘2) (H.9)

Foo(az)

En la pagina 43 de la referencia [65], nosotros podemos ver que para el caso de tomar
solamente el limite SU(3), el valor de sin(26) estd dado por:

Q

sin(260) = ey

(H.10)

De ésta manera, en el limite SU(3), los valores de (Ly) y (L2) estan dados por:

(L) = (N + ng) cos() <4§LO>Q2 II::(I)(I)EZQ; (H.11)
(£2) = 2(N + ng)a? ?;(1)82;
2 2
+ (N + ng)(N +ng — 1)(421()) a4§§ZEZ2§ (H.12)
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Apéndice 1

Calculos Explicitos
importantes relacionados al

SACM.

= Demostracion que

¢sin®(20) + (1 — x)z[COSQ(%) +1]=(1- x)g +sin2(20)[€ — (1 — x)g] (L.1)
Usando:
sin?(0) + cos?(f) = 1

£sin?(20) + (1 — 33)2[0052(29) +1] = ¢sin?(20) + (1 — 33)2[2 —sin?(20)] =
= ¢sin?(20) + (1 — x)g —(1- x)% sin?(26) =

—(1- x)g +sin2(20)[€ — (1 — x)g]

= Demostraciéon que

€sin2(20) + (1 — x)%[cos(Z@) 12 =(1- x)g[l — cos(20)] + sin®(20)[¢ — (1 — x)
(1.2)
£sin?(20) + (1 — x)g[cos(ZG) —1]% = £5in?(20) + (1 — z)gx
x [cos?(260) — 2cos(20) + 1] =
= ¢£sin?(20) + (1 — x)%[cosQ(%’) +1]-01- x)% cos(20) =

—(1- x)g +sin?(20)[€ — (1 —2)5] — (1 — 2)< cos(20) =

4 2
—(1- x)g[l — cos(20)] + sin®(20)[¢ — (1 — x)%]
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donde se tomo en cuenta (I.1).

» Pasos para mostrar que (3.20) es una ecuacién de orden cuatro en v.
Del Capitulo 3 de este trabajo, tenemos que (3.20) tiene la siguiente forma:

2F11(012) Un)
— 20 cos(26) (a Foo(a?) — v+ n0)>
+ [4€ — (1 — 2)c] (N + ng — 1) sin(26) cos(26) x
% (0{4 FQQ(az) no(no — ].) )

Foo(a?) (N +mng)(N +mno —1)
2F2A0[72(0‘2>
Foo(OéQ)

— (1= x)c(N 4+ ng — 1)sin(20)« =0 (1.3)

Si hacemos un cambio de variable:

v = cos(26)

V1 -2 =sin(20) (1.4)

y definimos:

_ azFll(a2) L
A, =-2Q < Foo(a?) (N + no))
P a? ng(ng —
B, = [46 — (1 —x)c](N +ng — 1) (a Fjjﬁazi (N + n2§<zov +17”)LO - 1)>
C =—(1—x)c(N+no—1)a2M 2
* Foo(a?) |

Tenemos que (1.3) puede ser expresada como:

Ao+ Boo/1 — 02+ Civ/1—02 =0 (1.6)

= Av+V1—-v3(Bw+Cy)=0
= Aww=—V1—-v3(Bw+0Cy).

Elevando al cuadrado de ambos lados:

= A2v? = (1 —v*)[B2v? + 2B,C,v + C7]
= A%0? = B2v? 4+ 2B,C,v + C? — B%2v* — 2B,C,.v* — C?0?

y agrupando términos tenemos que:

B2 +2B,Cw3 + (C? + A2 — B?)v*> —2B.CLv —C%2 =0. (L.7)

123



Definiendo de la siguiente manera a los coeficientes A, B, C, Dy E

A=DB?

B =2B.C.

C=(C?+ A2 -B?)

D = —-2B.C,

E=-C? (L8)

la ecuacién (I1.7), y por lo tanto (I.3), pueden ser expresadas como:

Avt + Bv* + Cv* + Dv+ E=0 (1.9)

I1.0.1. Calculos Explicitos en SACM para o << 1 hasta segun-
do orden.

Tomando en cuenta las expresiones de la Tabla F.1 y desarrollando hasta segundo
orden el a se obtiene:

Foo(a®) = (J\E]i!fo)! (Apa®™ + Bya*"0t?)

Fii(a?) = (J\ETZ)! (A1e®™ 72 + Bia®™)

Fp(a®) = (]\g]ffo)! (A2a®m™% 4 Bya®m0?)

Fi3(a®) = (JV(]-VF!):O)! (Aza®™0~0 4 Bya?mo—4) (I.10)

Los coeficientes de (1.10) estdn dados por:

2
Ag = 7(15;;@)’(%!)2 By = 7(%91;?;&1)! [(no + 1)!]

Ay = Wno Dby nz gy = Wikno=DUrg, 412

(no—1)IN! ol (N—1)!
(I.11)
N+ng—2)! N+ng—2)! 2
Ay = 7(@;_5)”\/)! (no!)?  Ba = 4(n(o_t)!c()1vf)1)1 [(no +1)!]
N+np—3)! N+np—3)! 2
A = ((nj—g)!N)I (no!)? B = (n(o_;)!(()N—)n! [(mo + 1)!]
En este caso se puede hacer la reduccion de A, Az, A3, B1, B y B3 como:
N+no—k)! N+no—k)! 2
Ap = %(”0!)2 By = %[(no +1)!] (1.12)
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De esta manera, para k=1,2 y 3:

Fkk}(a2) N Aka2n0—2]€+Bka2no—(2k—2)

Foo(a?) ~ Agano + Bya2not2
_AvtBa? 1 AR 1 A B B
= A —|—BOOZ2 a2k Ao(l + %042) a2k Oé2kA0 AkOé
A By, By, »
*7042;@140[ +(A*k*A*0)a]
Por lo tanto, para k = 1,2, 3:
g Fena?) A Ay (@ _ &)az

Foo(a?) © Ay = Ao Ap Ay

; ié Ar Bk |, Bo .
Por lo tanto, se necesita saber quiénes son 15 Ao ¥ ., entonces:

Ak o (N‘FTLQ - k‘)‘nol (N+710 - k)'no(no — k’)'

Ao (no— k)N +no)!  (no—k)!(N +ng)--- (N +ng—k)!

Por lo tanto:

Ay (N+n0—k)'n0(no—k)'

Ao (o — B)!(N +ng) - (N +ng — k)!

Para el caso de ﬁ—’; con k =1,2,3 tenemos:

By [0 +1D]°N'(no—k)!
An  (o)2(N=Dl(ng +1— k)|
[(no +1) -+ (ng — k)1 *N(ng — k)!
(’/lo ce (’/lo - k)')Q(N - 1)!(’/10 +1-— k‘) ce (no - k)'

Por lo tanto:

By _ [(no +1) - (no — k)1 *N(ng — k)!

Ap (o (no— k2N =D)l(ng +1—k)---(ng — k)!
Para % tenemos:

By Nl(ng+1)!  N(N —1)!(ng+ 1)ng!

Ay (N—1Dlng! (N — D)lng! = N(no+1)

Entonces:

125

(1.13)

(L14)

(L15)
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De esta manera:

Ay no

Ay (N+nog)

& ng(ng — 1)

Ao (N +mng)(N +mng—1)

Az no(ng —1)(no — 2)

Ay (N +n0)(N +ng—1)(N +ng—2)
By N(ng+1)?

A1 no

& o N(’I’LO —|— 1)2

AQ (710 — ].)

% . N(no + 1)2

A3 (77,0 - 2)

By

—= = N(ng +1) (1.17)
Ao

Con lo anterior, uno obtiene que:

2F11(O(2) - no no N(?’LO + 1)2 B n a2
“ Foo(e?) ~ (N +no) - (N +no) ( ng Nno + 1)>
ol F22(a2) - no(no — 1) n ngo(ng — 1) "
Foo(a?2)  (N+no)(N+no—1) (N+4+ng)(N+mno—1)
N(no + 1)2 2
(P - N+ )
a6 F33(a2) ~ ’IZQ(’I’LO — 1)(710 — 2)
Foo(a?) (N +mno)(N +no—1)(N+ng—2)
ﬂo(no — 1)(710 — 2) N(no + 1)2 . n a2
T N F )N + 10— DV + o _2)< o—2) 0“))
Por lo tanto:
a2 FH(OZQ) ~ no N(no + 1) oz2
Foo(a?) (N +mno) (N +mng)
o Fgg(oﬂ) - no(no — 1) 2Nn0(n0 + 1) o2
Foo(a?) (N +no)(N +ng—1) (N +no)(N +ng—1)
N Fs3(a?) ~ no(no — 1)(no — 2)
Foo(a2) (N+n0)(N+n0— 1)(N+’I7,0—2)

3Nn0(n0 + 1)(’[7,0 — 1) a2
(N +n9)(N +no — 1)(N +no — 2)

(1.18)

También es importante conocer los valores de (Ly) y (L2) para a — 0 a primer
orden (en el limite SU(3)), dichos valores (obtenidos a partir de (H.11) y (H.12))
son:
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(L) = cos(¢) (E) (1.19)

(L) = 2n¢ + (no — 1) (i) (1.20)

1.0.2. Calculos Explicitos en SACM para o — oo.

Tomando en cuenta las definiciones para las Fj; del la tabla F.1, uno puede obtener
que para a — oo dichas definiciones se pueden ver como:

o (N')2 N 4+ ng (N+no)! 2 2(N+ng)
Foo(a)fm N + ng [(NT.—Ono)' @ ’
(N')2 no)! 2 n
= Foole) = oy | et | a?Vaie (1.21)

F11(CV2) = ﬂ ( N—|—’I’L0—1 ) |: _ (N+4no—141)! i|2a2(N+n0*l)

(N4+no)! \ N+ng—1 (Nfno—I+1—no)!
N2 2 -

N1)? _ 2
Fys(a?) = _(VD® ( N +ng—2 ) { (N+no—242)! } o 2(N+no—2)

(N +ng)! \ N +no—2 (N+no—2+2—-no)!
N2 2
= F22(a2) = (]\/g n 310)! [ (N-sz!zo)! } 2N 20 o4 (1.23)

F33(a2) = ﬂ ( N+ no — 3 ) |: (N+no—3+3)! j|2 042(N+n0_3)

(N+ng)! \ N+mno—3 (N+no—3+3—no)!
N2 2
= Fy3(a?) = (]é " 310)' [ (N;:;!zo)! } 2N 210 o6 (1.24)

N—-2/ 2 _ﬂ N+TLO—2
Fy (a)_(N+n0)! N +ng—2 X

X[ (N+no—2)! H (N+no—242)! ]a2<N+n072)
(N+nof27no)! (N+n072+27n0)!

FN—2 2\ __ (N|)2 (N+np)! 2N 2ng . —4 1.25
= Iy (a)_(N+n0)! N o e (1.25)
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De ésta manera, se pueden obtener los siguientes resultados:

(V)2 N+no)! 2 ON ong -2
pfule?) . (N+no)!|:( ! } a*Na?moq

2 2
=a‘a =1 (1.26)
Foo(a? N1)2 no) 17 n
0o(a?) (]SlJrr)m)! { (N;r\”o)' } a2N g2no
(N)? (N+ng)! 2 on 2ng ,—4
2 Foa(a®) 5 NFno)! Nt *EE 4 =1 1.27
Foo(a?) -° (NH2 (N+no)! 2 2N 2n0 et (L.27)
(N+no)![ N1 } e
N2 N ! 2 no - —
 Fis(0?) , (1$f+r)m)! [ (N-+no) } 2N 2n0 6 o
Foo(a?) -@ (N1)2 (Ntno)! 12 2N 2ng e (L.28)
(N+n0)![ N1 } oo
3 (N)? (N4no)! 2N, 2ng ,—4
2 Py 2(0?) _ W | et Ja?Nerra —a2at= L L0 (129
Foo(a?) - 1)2 P12 -aa _J% (1:29)
00 (1\([11') . [ (Nﬁ'zo). } 2N 2no
no)! !

Tomando en cuenta las expresiones (1.26) a la (I1.29), el potencial que se obtiene
(usando la ecuacién (2.9) ) para estados excitados con la condicién de o — oo es:

+ (B(x) + C(x) sin® (20)) (1 - (N + Zzg?]ifjrl?zo — 1)>+

_ no(no — 1)(’/L0 — 2) _
*(1 <N+no><N+no—1><N+no—z>>

— Q' (9, z)sin (20) cos (¢) <1 - Nion()) (1.30)

donde los coeficientes A(z), B(z), C(z) y Q (€, z) estén listados en la tabla 2.2.

Puede haber varios comportamientos del potencial (1.30) para el limite N — oo (con
sin (20) =1y cos (¢) = 1).

El primer caso es que el potencial (I.30) vaya subiendo (cuando N va creciendo) con
respecto al cero de nuestro potencial (que estard ubicado a una cierta energfa de-
pendiendo con que valor del pardmetro de “cranking ” € estemos trabajando). Esto
coincide con la formacién de un minimo. Lo anterior define un sistema estable.
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El segundo caso es que el potencial (I1.30) vaya bajando (cuando N va creciendo)

con respecto al cero de nuestro potencial (que estard ubicado a una cierta energia

dependiendo con que valor del pardmetro de “cranking ” ) estemos trabajando).

Es posible que tenga un minimo, pero éste no representard un ejemplo fisico. Lo

anterior define un sistema inestable.

También es importante conocer los valores de (Ly) y (L2) para a — oo (en el limite
12

<“2
SU(3)), dichos valores (obtenidos a partir de (H.11) y (H.12)) son:

(L) = (N + ng) cos(¢) ( 4;0) (1.31)

2
(L2) = 2(N +n9) + (N +19)(N +n9 — 1)<4;0> (1.32)
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Apéndice J

Otros calculos importantes
para el SACM.

Para poder obtener el potencial efectivo (2.9) a partir del potencial (2.8), lo que se
hace es tomar un factor comun que forma parte de cada uno de los términos por
los que estd compuesto (2.8). Dicho factor comin es (N + ng)(IN + ng — 1)(N +
ng — 2)(—xb). Después de lo anterior, se juntan términos que estén multiplicados
por una misma relacién Fk:n y se nombran ciertos coeficientes A;; para simplificar
la expresion del potencial. De esta manera, el potencial para el SACM en términos
de a se puede expresar como:

V(a) = (N +no)(N +ng — 1)(N + ng — 2)(—xb) [(An(a* )

O£2
Al T ) D
oo ot A B
+ Ass ([(a* @) (- @) + (- )?] ?zzg;;)
E et ~ F2AN—2(O[2)
— Ais ([(a -a)+(a~a)]}%0(a2)—l>} (J.1)

donde los coeficientes A;; se estan listados en la tabla J.1



z|a—b(6—ng)
Ao = et

— 2v/3¢
A= — (N+no—2)(—ab)

_ (1—2)§
A15 - (N+n0—2)?—mb)

Ars = [ac(hw+4a—4b+4bn0)+2§—(N+n0—1)(1—:15)%]
1 = (N+no—1)(N+no—2)(—xb)
_ Q
A = — (N+no—1)(N+no—2)(—xb)

Tabla J.1: Coeficientes A;; para el potencial dado por la ecuacién (J.1).

Para obtener una simplificacién del potencial de la ecuacién (J.1), es necesario tomar
en cuenta cierta parametrizacion. Esta parametrizacion considera una base cartesia-
na de los coeficientes ay,, con (m = x,y, z). Estos se relacionan con las componentes

esféricas auy,, (m. = 1,0, —1) mediante:

1
ot = — (0o +ia
+1 \/5( y)

Qg = Oy

usando:
a,; = acos(@)sin(f)
o, = asin(¢) sin(0)
a, = acos(f)

se obtiene:

exp™*? sin(h)

(6%
(0% = —
TR

ap = acos(f)

Esta nueva parametrizacion tiene la siguiente propiedad.

También se usa la definicidn:
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De esta manera, obtenemos que:
(o ) = Z ko = a?
m
(a-a) = Z QO = —a? cos(26)
m

(o a) = Za;&;‘n = Z (Qm@m)* = —a? cos(26)
{la* x &)Ly — [a* x al},} = o® cos(¢) sin(26)
0 4 4in2(20
[[a* x a" x [a* x &]l} _ o sin (20) (J.7)
0 2v/3
Mas detalles de estas expresiones pueden consultarse en los apéndices H e 1. De este
modo, a partir de (J.1) y de (J.7), se obtiene que el potencial para el SACM en
términos de «a, 0y ¢ es:

Fp(a®) | Fs(a?) 2 Fp 2 (0?) ]
+ Bjsat + « + Big [ 1+ 2cos(20)a” —~=——— J.8
120 Foo(OéQ) Foo(a2) 13 ( ) F()()(O[Q) ( )

donde los coeficientes B;; estan listados en la tabla J.2

B = [z (hw+4a—4b+4bng)+26—(N+no—1)(1—x) § —Q cos(¢) sin (26)]
1= (N+no—1)(N+no—2)(—zb)

[£(a—b(6—n0))+£ sin® (20)+(1—z) £ [cos® (20)+1]]

By = (N+n0—2)(—=b)

()2

Bz = (N+n0—2)(—=zb)

Tabla J.2: Coeficientes B;; para el potencial dado por la ecuacién (J.8).

Dado lo anterior, nuevamente es conveniente tener un potencial tal que V(«, 8, ¢) =
0 en a = (. Para lograr esto, es necesario investigar el comportamiento de las

. Fij . -
relaciones 7o para o — 0. El comportamiento es el siguiente:

Fu(e?) ng
Foo(a?) = (N+no)a?

Fzg(az) ~ ’no(’ngfl)
Foo(a?) = (N+no)(N+no—1)at

Fp2(@?) . N(N=1)(no+1)(no+2)
Foo(a2) ~ 2(N+n0)(N+n071)

o Fas(e®) no(no—1)(no—2)
FOU(OKQ) ~ (N+no)(N+n0—1)(N+no—2)a6
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Ademds de tomar en cuenta dicho comportamiento, también se necesita restar el
término (N + no)(N + no — 1)(IV + ng — 2)(—xb) B3 al potencial (J.8). De esta
manera, el potencial que se obtiene a partir de las consideraciones anteriores sobre
(J.8) es el siguiente:

V(a,0,0) =
042 n
= (N +n9)(N +ng — 1)(N +ng — 2)(—xb) {(JH <a2 ?;;Ea2; W +°n0))
4F22(a2) . no(TL() — ].)
+Ca (@' 22 ~ e =)
n <a6 Fa3(®) no(no —1)(no — 2) )
Foo(Oé2) (N + nO)(N + ng — 1)(N + ng — 2)

+ ClgOZQ FQJX2(Q2):|

Foo(OZZ)

donde los coeficientes C;; estan listados en la tabla J.3

o z(hw+4a—4b+4bng)+2£—Q cos(¢) sin (20)—(1—x) § (N+no—1)
1 = (N+no—1)(N+no—2)(—zb)

_ z(a=b(6—no))+(1—=z) §+sin*(20)[{E—(1—2) §]
Ci2 = ° (N+n0722)(7zb) *

_ (1—z)§ cos(20)
Ciz = (N+n0272)(7:cb)

Tabla J.3: Coeficientes C;; para el potencial dado por la ecuacién (J.9).
Para (15 también se tomo en cuenta:
o c. o ¢ .5 c
&sin®(20) + (1 — x)z[cos (20) +1] = (1 — x)§ + sin“(20)[¢ — (1 — m)i] (J.10)
La igualdad (J.10) se mostrara en el apéndice K.

Como podemos observar, el potencial (J.9) es nulo en el limite & — 0, dado el

comportamiento que presentan las Lij cuando o — 0 y dado que se ha restado el

término constante (N 4 ng)(N + ng —ml)(N + ng — 2)(—xb)B13 en el potencial.
A partir del potencial (J.9), uno puede obtener el potencial efectivo (en términos

de 5 coeficientes generales A(z), B(z), C(x), D(x) y Q' (Q,z) y de 3 variables a, 0
y @) con el cual se trabaja finalmente en el estudio de transiciones de fase.

133



Apéndice K

Calculos importantes en el
formalismo de Teoria de
Catastrofes.

Tomando en cuenta la superficie de energia:

Ei:j:e\/l—:ﬁ—yz—%(2+y2)+ax+2]i1 (K.1)

y su gradiente igualado a cero:

VES(2,9)|(weryer) =0 (K.2)

Es posible obtener la siguiente ecuacién de puntos criticos para la variable y:

+
O sl )2 2) — 2(2) = 0 (K.3)

Agrupando términos, la ecuacién (K.3) se puede reformular como:

[F ‘
Y F—7—
V1= 22— 2

De la ecuacién (K.4) se puede deducir que el valor critico de la variable y que la
satisface es:

]=0 (K.4)

Yer =0 (K.5)
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Con respecto a la variable z, la ecuacién de valores criticos esta dada por:

OB

oL 1 o2 ooN—1/2/ e
5 = Teg(l—a” —y") o (=2y) — o

2y =0 (K.6)

La ecuacién (K.6) se puede reescribir en términos de la siguiente igualdad:

z =yr—a (K.7)

Fe—F—7—==7
/1_$2_y2

Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad y multiplicando por 1 — 22 — y?
uno obtiene la siguiente ecuacion:

2% = (v?a? — 2yza + a®)(1 — 2% — 3?) (K.8)

Desarrollando totalmente de ambos lados de la ecuacién (K.8) y colocando todos
los términos de un sélo lado, se obtiene:

(72 — 62)362 — 72zt 4 2vax® — y22y? — a®a? — 2yza + 2yxyta — a®y? + a2 =0
(K.9)

Tomando en cuenta la condicién (K.5), es posible llegar a la siguiente ecuacién de
puntos criticos para la variable x:

2 2 .2 2 2 2
o2 CorEe s 20 () —0 (K.10)
Y Y

c c 72
Multiplicando por 72 a la ecuacién (K.10), se puede llegar a la siguiente igualdad:

222 = 722t 4+ 2ay23 — 2ayx. — a®2? + 7222 4+ a? (K.11)

La igualdad (K.11) se reescribir como:

% = (yre. — a)?*(1 — 2?) (K.12)
Si tomamos la rafz de ambos lados de la igualdad (K.12), se puede obtener lo si-

guiente:

€T,

V1—2x2

+ =y —a (K.13)
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De esta manera, se llega a la siguiente expresién para a™:

at =yx. F e (K.14)
V1—=a2
Tomando en cuenta (K.14), uno puede llegar al siguiente resultado:
da* € x? ]
=7F —— |V]1—-22+ ———= (K.15)
Ox.. l—xgl © /1= a2

Multiplicando un término con otro de la parte derecha de la ecuacién (K.15), se
puede llegar a la siguiente expresién de la misma ecuacién (K.15):

da* €

Er v F W (K.16)
Dado el mapeo definido en la ecuacién (3.78), nos interesa que dicho mapeo sea
singular dado que ésto nos define un plano tangente a la variedad de puntos criticos
importante para el anélisis. Tomando en cuenta ésto ultimo y redifiniendo Ay = z,
y A2 = 7y por conveniencia, el mapeo singular se define a partir de que el Jacobiano
de la transformacion cumpla lo siguiente:

Oy Oy
8)\1 8)\2
det =0
dat daT
8)\1 8)\2
da* €
O W L —— K.17
O\ 2T 1= A2 (K17)

Imponiendo la condicién (K.17), uno obtiene una expresién de valor critico para ~:

€

+ . —
,YC N AZ - :I:(l —A%)3/2

(K.18)

Se puede observar que la siguiente inigualdad se cumple |yE| > |e.

Tomando en cuenta (K.14) y (K.18), se obtiene que a* en términos de € y x estd dada
por:

EAl EAl

=X T I

at =+ (K.19)
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La igualdad (K.19) también puede verse como:

+ 6)\1 1 .
at = im <(1 57 1) (K.20)

De la ecuacién (K.20), es posible obtener la siguiente expresién critica para a™:

3
€N}

+ _
R

(K.21)

De la definicion (K.18), uno puede obtener que:

A=+ <1 - (7‘;)2/3> - (K.22)

Sustituyendo (K.22) en (K.21), resulta:

ar = 373 (K.23)
2/3
L-(-@7))
La igualdad (K.23) también puede verse como:
23 3/2
+ 1= (v%)
% _ (K.24)

€
=

Elevando a la 2/3 ambos lados de la igualdad (K.24), uno puede obtener finalmente:

(ﬁ)z/s _ (i)z/s 1 (K.25)

€ €

De manera similar, manteniendo el parametro  fijo, se puede mostrar que la sepa-
ratriz en este caso es:

(&) (5 oz
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Apéndice L

Expresiones numéricas

importantes.
20
Qla,v,C.Q) = Y Chv,C.Q)a"
n(par)=2

con
C3(v,0,9) = —90(96C/1 — v2 — 570)
Cg(v,c,ﬂ ) = —90(5418C\/1 — v2 — 3021Q)
C(v,C, Q) = —9v(97968C\/1 — v — 51376
C3(v,C, Q) = —9v(833196C'\/1 — v2 — 4115029
C¥(v,C,Q") = —9v(3898440C'\/1 — v2 — 1815450 )
CY(v,0,Q) = —9v(10793328C/1 — v2 — 47443762
CH(v,0,Q) = —9v(18118464C\/1 — v2 — 75246082
CY¥(v,C,Q) = —9v(18091944C/1 — v2 — 71047082
CH(v,C,Q) = —9u(9876048C/1 — v2 — 36699260 )
C2(v,C,Q) = —9v(2267460C'/1 — v2 — 7978100 )

POZZQO Z CPol’Lzo n

n(par)=0
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con

con

C%Ol’igg =9

Choti,, = 10070
Choliy, = 261915
Cotine = 2914600
CPotiy, = 17186260
Chosiny = 59546760
Chai,, = 127323560
Chblig, = 169975520
CE iy = 137937150
Choliy, = 62229180
CEriny = 11967150

W(a,v,A,B,C,Q) Z Cl (v, A, B,C,Q)a" (L.3)
n(par)=0
CO% (v, A, B,C, Q) = 3(28 + 5TA + 48B — 48C (—1 + v?)) — 171y/1 — v2Q

C% (v, A, B,C, Q) = 18(568 + 1007A + 903B — 903C (—1 + v2))

1812611 — v2Q

Ch (v, A, B,C, Q) = 5(121817 + 1903234 + 181062B — 181062C(—1 + v2))

—951615v/1 — 020

CS (v, A, B,C, Q) = 520(37709 4 521554 + 52533B — 52533C(—1 + v?))

— 271206001/1 — v2Q
C% (v, A, B,C, Q) = 130x%

x (3645207 A + 4(740587 + 9698678 — 969867C (—1 + v2)))

— 4738769101 — v2Q
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CR(w, A, B,C,Q) = 2548x
x (1960606 + 21561394 + 2420091 B — 2420091C/(—1 + v?))

— 54938421721/1 — v2Q

Ci2(v, A, B,C, Q) = 1274x
x (35434897 + 34970013 A + 413254628 — 41325462C (—1 + v?))
— 445517965621/1 — 2

Cit(v, A, B,C, Q') = 2080
x (141725899 + 125980146 A + 1565008298 — 156500829C (—1 + v?))
— 262038703680/1 — v2Q’

Ci(v, A, B,C,Q') = 51480
x (22262547 A + 4(6928063 + 7257789B — 7257789C (—1 + v2)))
— 11460759195601/1 — 129’

Ci¥(v, A, B,C, Q) = 34320
x (151636292 + 110430033 A + 1509678878 — 150967887C (—1 + v?))
— 37899587325601/1 — 120

C2(v, A, B,C,Q) = 51480
x (185908939 A + 3(93605057 + 887079503 — 88707950C (—1 + v2)))
— 95705921797204/1 — 120

C2(v, A, B,C,Q) = 17680
x (1736822027 4 10479528094 + 15690267278 — 1569026727C(—1 + v?))
— 18527805663120/1 — v2Q)

C2 (v, A, B,C, Q) = 2815540

x (97451194 + 4(4419934 + 38113298 — 3811329C (—1 + v2)))
— 27437772349260/1 — v2Q
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C¥(v, A, B,C, Q) = 5631080
x (10838554 + 54694354 + 89318438 — 8931843C(—1 + v?))
— 307988260398001/1 — 120

C2(v, A, B,C, Q) = 57460 x
x (967249241 + 4477428094 + 762597126 B — 762597126C (—1 + v2))
— 25727301805140/1 — v2Q)’

CH(v, A, B,C, Q) = 6987136 x
x (2215989 A + 4(1302289 + 9833048 — 983304C (—1 + v2)))
— 15483416517504\/1 — v2Q’

C2(v,A,B,C, Q) = 3711916
x (17081194 + 16(272621 + 197316 B — 197316C/(—1 + v?)))
— 6340394246004/1 — v20Q)

C3t(v, A, B,C, Q) = 1002217320 %
X (4368 + 1577A + 3033B — 3033C(—1 + v?))
— 15804967136401/1 — 120

C3(v, A, B,C, Q) = 180900226260 x
x (34+ A+2B+2C — 20v?)—

180900226260+/1 — 129

40
Polis(a) = Z Chotig, "
n(par)=0
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con

0
CPOli40
2
CPOli40
4
OPOli40
6
CPOli40
8
CPoli40
10
CPOli40

C12

POli40

014

POli40

016

POli4o

018

Poli4o

CQO

POli40

022

POli40

024

POli40

C26

POli40

028

POli40

CSO

POli40

032

POli40

034

POli40

C36

POli40

038

POli40

040

POli40

Poliyo(c) = Poligg()(1 + a?)?

=95

= 20140

= 1591250

= 61355180

= 1374367375

= 19833685040

= 197063525880

= 1410222294000
= 7501293912060
= 30324156309200
= 94595586599800
= 229924206995600
= 437521415337500
= 651788737007200
= 756204300878000
= 675405990336480
= 455041390437660
= 223533437478000
= 75514736554920
= 15678019609200
= 1507501885500

Las funciones k1 («) y ka() estén dadas por:

con

22
k(o) = Z Cra”

n(par)=6
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Cp. =605

Cy, = 15730
CpY = 154154
Cy2 = 770770
Cpl = 2202200
C8 = 3743740
Cp® = 3743740
Cp0 = 2032316
Ci? = 461890

22
ko(a) = Z Cr,a™

n(par)=0
Cp, =19
Cp, =2033
C, = 54397

Cp, = 635303
Cj, = 4020172
CY = 15346604
Cy2 = 37374064
Cha = 59459816
C}8 = 61582534
Cp¥ = 40033266
CRY = 14839266
Cr? = 2393430

36

H(a,r1,7m2) = Z Cr(ri,r)a”

n(par)=0
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con

C%(r1,m2) = 3(28 4 57ry + 48r3)
C%(r1,72) = 18(568 + 100771 + 903r5)
C4(r1,72) = 5(121817 4+ 19032311 + 181062r5)
O (r1,m2) = 520(37709 + 521551 + 525337)
C%(r1,m2) = 130(2962348 + 3645207, + 387946875)
C1(r1,79) = 2548(1960606 4 215613971 + 24200917)
CH(r1,7r9) = 1274(35434897 + 349700137, + 4132546275)
Cit(r1,m2) = 2080(141725899 + 1259801467 + 15650082975)
C18(r1, 1) = 51480(27712252 + 222625471 + 2903115675)
CL(r1,m9) = 34320(151636292 + 1104300337 + 150967887r5)
C2(ry,79) = 51480(280815171 + 1859089397 + 266123850r)
C?2(ry,72) = 17680(1736822027 + 10479528097 + 1569026727r5)
C2(ry,m9) = 2815540(17679736 + 9745119 + 152453167)
C%(ry,r9) = 5631080(10838554 + 54694351 + 8931843r5)
C23(r1, 1) = 57460(967249241 + 4477428097 + 76259712615)
C3(r1,m2) = 6987136(5209156 4 22159897, + 393321675)
C32(ry,72) = 3711916(4361936 4 17081197, + 3157056773)
C3t(r1,79) = 1002217320(4368 4 1577r1 + 303375)
C3(r1,r2) = 180900226260(3 + r1 + 219)
18
fla,0,0,D,Q)= Y C},C,D,Q)a" (L.10)
n(par)=0
con
C(v,C, D, Q') = ~165D\/1 — v2 + 96Cv/1 — v2 — 570
C2(v,C,D,Q) = —5720D/1 — v? + 5418CvV/1 — v2 — 302108
C(v,C,D,Q") = ~T0070D\/1 — v2 + 97968Cv\/1 — v2 — 51376vQ
C%(v,C,D,Q) = —420420D/1 — v2 + 833196Cv/1 — v — 4115020
C¥(v,C, D, Q') = —1401400D+/1 — v? + 3898440Cv\/1 — v2 — 181545008

CY(v,C, D, Q') = —2722720D/1 — v2 + 10793328Cv\/1 — v? — 474437609
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C¥(v,C,D,Q') = —3063060D+/1 — v2 + 18118464Cv/1 — v? — 752460808
CH(v,C, D, Q) = —1847560D/1 — v + 18091944Cv\/1 — v2 — T10470809
C(v,C, D, Q') = —461890D/1 — v2 + 9876048Cv\/1 — v2 — 3669926002
OB (v,C,D, Q") = 2267460Cv\/1 — v — 79781000

36
g(a,v,A,B,C,D,Q)= > Crv,A B,C,D,Q)a" (L.11)
n(par)=0

con

C%v,A,B,C,D, Q') = 3(28 + 57A + 48B + 165Dv — 48C(~1 + v?))

1711 — 029

C2(v,A,B,C,D,Q') = 6(3021A + 27098 + 8(213 + T15Dv) — 2709C(—1 + v?))

—181264/1 — 120

Ci(v,A,B,C,D,Q') = 5x
x (121817 + 1903234 + 1810628 + 216975Dv — 181062C(—1 + v?))

— 9516151 — 020

CS(v,A,B,C,D,Q') = 520
X (37709 + 52155A + 525338 + 36993Dv — 52533C(—1 + v?))

— 271206001/1 — 02Q

C3(v,A,B,C,D,Q') = 130x
X (2962348 + 3645207 A + 38794683 + 1588719 Dv — 3879468C (—1 + v?))

— 4738769104/1 — 12

Cl%v,A,B,C,D,Q') = 364x
x (13724242 + 15092973 A + 16940637 B + 3671250 Dv — 16940637C(—1 + v?))

— 5493842172/1 — v2Q’
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C2(v,A,B,0,D,Q') = 182x
x (248044279 + 244790091 A + 289278234 B + 23340570 Dv — 289278234C (—1 + v?))

— 445517965624/1 — v2Q

C¥(v,A,B,0,D, Q') = 1040x
x (283451798 + 2519602924 + 313001658 B — 6629205Dv — 313001658C (—1 + v2))
— 2620387036801/1 — v2Q’

CY(v,A,B,0,D, Q') = 17160
x (83136756 + 66787641 A + 87093468 B — 8808008 Dv — 87093468C (—1 + v2))
— 1146075919560/1 — v2Q’

CY¥(v,A,B,0,D, Q') = 34320
x (151636292 + 1104300334 + 1509678878 — 25099253 Dv — 150967887C (—1 + v?))
— 37899587325601/1 — v2Q)

C2(v,A,B,C,D, Q) = 51480x
x (280815171 + 1859089394 + 2661238508 — 58779386 Dv — 266123850C (—1 + v?))
— 95705921797201/1 — v2Q)

C2(v,A,B,C,D, Q') = 17680
x (1736822027 + 10479528094 + 15690267275 — 420108975 Dv — 1569026727C (—1 + v?))
— 185278056631201/1 — v2Q

C2(v,A,B,C, D, Q') = 402220
x (123758152 + 68215833 A + 1067172128 — 32947695 Dv — 106717212C(—1 + v?))
— 27437772349260/1 — 120

C2%(v, A, B,C, D, Q') = 804440

x (75869878 + 382860454 + 62522901 B — 21577182 Dv — 62522901C(—1 + v2))
— 307988260398001/1 — v2Q’
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C2(v,A,B,C,D, Q') = 57460
x (967249241 + 4477428094 + 762597126 B — 288086766 Dv — 762597126C (—1 + v2))
— 25727301805140/1 — v2Q’

C3%(v,A,B,C,D, Q') = 1746784
x (20836624 + 88639564 + 157328648 — 6409425 Dv — 15732864C (—1 + v?))
— 15483416517504/1 — v2€Q)

C32(v,A,B,C,D, Q') = 3711916
x (4361936 + 17081194 + 3157056 B — 1371645Dv — 3157056C(—1 + v?))
— 6340394246004/1 — v2Q

C34(v, A, B,C, D, Q') = 334072440
x (13104 + 4731 A + 90998 — 4180 Dv — 9099C(—1 + v?))

— 1580496713640+/1 — 12

C3%(v, A, B,C, D, Q') = 3173688180(57(3 + A + 2B + 2C) — 55Dv — 114CCv?)
— 180900226260+/1 — v2Q’
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