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Capitulo 1

Introduccion

El concepto de regresion surge a través de un estudio realizado por Galton sobre padres
e hijos, en el que se comparaba la estatura de los mismos. De esto resulté que los hijos
de padres muy altos seguian siendo altos pero con una tendencia a la estatura media. De
manera analoga los hijos de padres muy bajos seguian una tendencia a la estatura media.
Esto es, se percibia una ‘“regresion” a la estatura promedio de la poblacién. Este hecho dio
pie al modelo de regresion que ahora conocemos.

El modelo de regresion plantea la relacion entre una variable explicativa y una variable
respuesta. En diversas drea del conocimiento es de interés conocer la interacciéon de dos o
méas conceptos con algtin otro de interés. La relacion que se considera en este caso se supone
con algin tipo de perturbacion, lo que se conoce como error aleatorio.

Entonces, posiblemente en dicha relacion entre variables o conceptos sea de interés (i) la
magnitud del impacto de una variable (explicativa) sobre otra (respuesta), (ii) dado cierto
valor de una variable, predecir el valor de otra o (iii) quizas lo importante es sélo probar
estadisticamente la existencia de la relacion entre dichas variables. El modelo de regresion
brinda resultados en estos casos; es por esta razén que se utiliza como herramienta estadistica
en areas como medicina, psicologia, ingenieria, ciencias sociales, etc.

En la mayoria de las veces suele utilizarse el modelo bajo un supuesto de distribucion
sobre el error aleatorio, cominmente se le asocia una distribucién normal. Sin embargo en
la practica no siempre los datos cumplen con dicho supuesto o quizas (en el caso de ser
costoso conseguir muestras grandes) sea dificil probar estadisticamente que se cumple con el
mismo. En estos casos los modelos no paramétricos son una buena opcién debido a que no
se hacen hipoétesis paramétricas sobre la distribucién de los datos, lo que brinda flexibilidad
y robustez.

Otro supuesto comun en el modelo de regresion usual, es que los datos tienen homoce-
dasticidad, es decir, la varianza de los errores es constante, aunque esto no siempre se da. En
relacion con esto se ha desarrollado el proceso guassiano. Este sirve para modelar datos en
donde existe una correlaciéon de las observaciones dependiendo de la cercania, en el espacio o
en el tiempo, de las mismas. Esto permite introducir el supuesto de que entre observaciones
cercanas haya un mayor parecido que entre las que se encuentran mas alejadas. El grado
de similitud puede controlarse a través de la forma que se asocie a la matriz de correla-
cion del proceso. Esto es importante en investigaciones espaciales, por ejemplo en estudios
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8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

geograficos, o quizés de series de tiempo.

En este trabajo se aborda el tema de un modelo de regresion semiparamétrico en donde
se consideran dos tipos de errores, por un lado el error aleatorio usual y por el otro un error
“determinista’ que es modelado como un proceso gaussiano. Esto bajo la perspectiva de
la estadistica bayesiana. El modelo resultante es muy flexible y su analisis es relativamente
simple. Por otro lado, tiene aplicaciones interesantes, entre las que se destacan el tratamiento
bayesiano de problemas clasicos de anélisis numeérico.

En el siguiente capitulo se da una breve introduccion al modelo de regresion usual con un
enfoque bayesiano, exhibiendo diferentes casos dependiendo del supuesto en la distribuciéon
inicial de los parametros. En este mismo capitulo se da una introduccion al proceso gaussiano.
En el capitulo tres se desarrolla el modelo de regresion semiparamétrico basado en el proceso
gaussiano, discutiendo distintos casos de distribuciones iniciales sobre los parametros asi
como lo que ocurre en casos limite. En el capitulo cuatro y cinco se dan ejemplos donde
se utiliza este modelo, incluyendo interpolaciéon bayesiana y una aplicaciéon a problemas
inversos.



Capitulo 2

Preliminares

En Estadistica se busca describir la variable objetivo (Y'), por ejemplo a través de su me-
dia (como una caracteristica basica) pero méas generalmente se busca estimar la distribucion
de dicha variable. Para hacer inferencia sobre la variable es necesario recabar informacion
sobre ella. En ocasiones esa informacion se obtiene a través de algunos otros datos de va-
riables conocidas z. Se pretende encontrar como afectan estos valores a la distribucién de la
variable Y. Es decir, se busca conocer la relaciéon para saber coémo modifican estos valores la
distribucion de Y.

En este capitulo se abordan conceptos importantes para poder tener un mejor panorama
del tema general de este trabajo.

2.1. El modelo de regresiéon

Al analizar algin fen6meno es comin encontrar una relaciéon inherente entre variables.
Es conveniente analizar este tipo de comportamientos puesto que en ocasiones con so6lo
conocer ciertas variables de los individuos, se podria obtener algin modelo que ayude en
la toma de decisiones. Por ejemplo, suponga que se observa una relacion entre el tiempo
que destina la television abierta a los anuncios publicitarios y el nimero de usuarios de
television restringida (paga). Si la meta es llegar a un cierto namero de usuarios, con base en
esta relacion se podria encontrar el tiempo 6ptimo para los anuncios publicitarios. También
serfa til si se deseara saber el nimero de usuarios dado que se ha elegido un tiempo para
los anuncios publicitarios. El anélisis de regresiéon es una técnica estadistica que sirve para
modelar este tipo de situaciones.

Se habla de un modelo de regresion cuando existe una funciéon matematica que intenta
ajustar una variable respuesta Y en relacion a un conjunto de m variables explicativas
representadas en el vector z = (21, ..., z,)". Debido a que Y es variable aleatoria, el objetivo
principal es ver cémo incide en la distribuciéon de ésta el valor de z. Es decir, se trata de
tener informacién sobre dicha distribucién a través de la variable z. Conociendo ésta se puede
predecir la variable respuesta y se podran explicar mejor los mecanismos de esa relacion. Esto
ultimo es til si se busca encontrar como afectan los valores de las variables z a la distribucion

de Y.
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Una forma de modelar la relacion es pensando en el valor esperado de Y dadas las
variables explicativas

E(Y | z) =~(2),

donde v es una funcioén desconocida. Esta funcion puede ser en principio de cualquier forma,
sin embargo se suele usar una forma paramétrica simple para aproximarla

V() = n(z; B),

donde el parametro 5 = (B, . .., k)" es desconocido. Por simplicidad cominmente se supone
que 7 es una funcién lineal de § en alguna escala, es decir n(z; 8) = g(Bo + frr1(z) + -+ +
Brkr(z)). La funcion g (que define la escala) es uno a uno y conocida, también son conocidas
las funciones k; : R™ - R, i=1,... k.

Como se puede observar, de una suposicion general de la relacion funcional entre la
variable respuesta y las explicativas, se hace una simplificacion. Lo que se hace es buscar
una manera de hacer mas facil la solucion al problema, de tal manera que el manejo de la
relacion tenga una mejor interpretacion y los célculos no sean tan complicados.

Después de las restricciones antes mencionadas se reduce el problema a encontrar los
valores de § de la ecuaciéon (2.1).

Cuando la distribucion de Y se supone dentro de la familia exponencial, esta ecuaciéon
da lugar al desarrollo de los modelos lineales generalizados (McCullagh y Nelder,1989). En
este caso E(Y | z) = g(Bo + Pik1(2) + -+ + Brkr(2)),

g B | 2)) = Bo+ Bik1(2) + -+ - + Brkx(2),

se denomina la funcion liga y 5o+ S1x1(2) + - - - + Brki(2) se conoce como el predictor lineal.

Cuando se habla del modelo usual de regresion lineal, la distribucion de Y se supone
normal y se hace un supuesto mas, la funciéon ¢ es la identidad. Entonces se puede reescribir
el modelo como:

EY | z) = Bo+ fix1 + ... + Bras,

donde k;(z) = x;. Suponiendo un experimento de n observaciones independientes, es decir,
ahora contemplando no un vector z de variables explicativas sino n vectores de m entradas
cada uno, sea {z;,y;},; una muestra de tamafio n de la variable explicativa y la variable
respuesta. Entonces el modelo de regresion se escribe en forma matricial como en la ecuacion
(21), donde Y = (le, e ,Yn), Tij = /'ij(Zi) y

Iz x12 - T
X=111 ... --. : ,
1 Tpl Tn2 - Tnk

E(Y | X) = XB. (2.1)
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Figura 2.1: Simulaciéon de un problema de regresion

En la Figura 2.1 se muestra una simulaciéon de un problema de regresién no lineal en la

variable z. La curva continua que se observa corresponde a la verdadera relacion' entre la
variable explicativa y la variable respuesta. En particular se trata de un modelo de regresion

polinomial, el cual supone que z € R y ademas r;(z) = 27. Es decir, E(Y | 2) = By + B12 +

Normalidad

Como ya se mencion6, el modelo de regresiéon usual supone que la variable Y tiene una

distribucion normal. Este puede ser un supuesto restrictivo; sin embargo, es muy 1til pues
simplifica los calculos y la interpretacion.

}/; ~ N(yl ’ ﬁo +B1-’Bi1 + .- +ﬁkmik70—2>

Entonces y; = By + S1xi1 + -+ + Brwirx + € con €; ~ N(0,0?) parai=1,...,n. Escrito lo
anterior de forma matricial,

Y =XB+e€ €~ N,(0,0°1,), (2.2)
0, equivalentemente,
Y ~ N, (XB,0%L,),

donde € = (e1,...,€,)".

'La funcion de la linea continua es y = f(z) = 0.06 * (2 + 2)? x sin(3z + 3) + 4
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2.2.  Anilisis

En esta seccion se analiza el modelo de regresion, bajo un modelo Bayesiano para dife-
rentes casos, éstos dependiendo de la distribucién inicial del pardmetro S y del supuesto de
desconocer o no el parametro o2, Estos resultados son conocidos en la literatura del tema,
como por ejemplo en Broemeling (1985), Zellner (1996) y Gutiérrez-Pefia (1998).

2.2.1. Caso p(3) dependiente de o? y ésta conocida

En esta seccion se analizara el modelo anterior suponiendo o2 conocida. Es ilustrativo

desarrollar esta situacion, pero ademas sera ttil al analizar otros casos que se desarrollan
més adelante.

Distribucion inicial

La distribucion inicial del parametro 3 se expresa en (2.3). Esta distribucion esta basada
en la familia conjugada (ver Bernardo y Smith, 2000)

(8] 0%] ~ N(bo,0*By ), (2.3)
donde by € R¥! y B, (k+1)x (k+1) €S una matriz simétrica y positiva definida.
Distribucién final

Para los casos particulares de distribucién inicial antes mencionados, se obtienen los
siguientes resultados

[610%y] ~ N(b,o*Bi "), (2.4)
donde

B1 = XtX+B0,
b, = B{'(Xy+Bgby).

Este resultado se obtiene de usar el teorema de Bayes,

p(B 1o y) xp(B]o®)L(B,0%y),

donde
L(B.0%y) o (2m0)"" expl—g(y — XP)'(y — X)) (2.5
(o) exp{ 55108 — BIXX(B — B) +na?)),
b = (X'X)'X',
# = Ly Xy - X9,
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Inferencia

De acuerdo al resultado anterior se hard inferencia sobre los parametros e inclusive inter-
valos de maxima densidad sin perder de vista que se esti en el caso donde o2 es conocida.

En el caso de 3, con base en (2.4) se conoce su esperanza y varianza final. El estimador
para el parametro puede ser su esperanza final y con base en la matriz de varianzas construir
intervalos de probabilidad para cada uno de los coeficientes de regresion.

Prediccion

Un problema comiin que se desea resolver con base en regresion, es el predecir el valor de
una variable dados valores conocidos. Es decir, suponga que se tiene el vector de variables
explicativas x! = (1,214,...,%r) v se desea predecir el valor de la variable respuesta Y.
Bajo el supuesto de regresion antes descrito, el modelo es

Y, =x'8 +e,, (2.6)

donde €, ~ N(0,0?) e independiente de e.
Definiendo a p, como el valor esperado de la observaciéon futura Y, y bajo el modelo
anterior se tiene

pe = B(Y.]B,0%) (2.7)
= x5,

Var(Y, | 8,0%) = o>

Este problema se puede resolver desde dos perspectivas, una de ella es con base en la
distribuciéon de p, y la otra bajo la distribucion de Y,. A continuacion se explican ambos
enfoques.

Inferencia sobre i,

Desde este punto de vista se busca la distribucién final de pu,; para ello hay que notar
que éste es una combinacion lineal del 5. Se sabe que la distribucién de 8 dados y y o2 tiene
una distribucién normal, entonces la distribucién p, dados y y o también es normal. Por lo
tanto, con base en lo que se hizo en (2.4), la distribucion final de dicho parametro es

p(ps | y) = N(p. | xtby, 0*x. B 'x,).

De esto se sigue que el intervalo de maxima densidad de (1 — «) x 100 % es

t 1-a/2 t p—1
x,b; £ 2 or\/XLB] Xy,

1=2/2 s el cuantil de orden (1 — <) de la distribucién normal estandar.

donde 2z
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Inferencia sobre Y,

En este caso se busca la distribucion predictiva final de Y, es decir, p(y. | ¥). Con base
en el modelo (2.6) y la distribucion de 3 y €, dados y y o2, se tiene

p(ys | 0% y) = N(y. | x!by, 0*(1 + x! B 'x.)). (2.8)

Un intervalo predictivo de maxima densidad del (1 — «) x 100 % es

xtby + 27204 /1 + xt B 'x,. (2.9)

2.2.2. Caso p() no dependiente de o* y ésta conocida

Este caso es de utilidad en situaciones en las que la relacion entre 8 y o2 que establece
la distribucién conjugada se considera demasiada restrictiva a priori.

Distribucién inicial
La distribucién inicial del parametro [ se expresa como

18] 0®] ~ N(bo, By'), (2.10)

donde by € R*1 y B, (k+1)x (k+1) €S Una matriz simétrica y positiva definida.
Distribucién final

Para los casos particulares de distribuciéon inicial antes mencionados, se obtienen los
siguientes resultados

[B10% y] ~ N(b, B, (2.11)
donde

B, = 0 *X'X+B,, (2.12)
1
bl = B;l(gxy—i—Bobo)

Como en el caso anterior, este resultado se obtiene de usar el teorema de Bayes,

p(Blo®y) o p(B | o) L(B,0%y),
donde L(8, 0% y) esta dada por (2.5).
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Inferencia

Como en el caso anterior, se puede hacer inferencia sobre los coeficientes de regresion,
por ejemplo a través de intervalos de maxima densidad.

Prediccion

Suponga que se tiene el vector de variables explicativas x! = (1,14, ..., Zk) y e desea
predecir el valor de la variable respuesta Y,. Considerando Y, como en (2.6) y p,. como en la
(2.7).

Inferencia sobre i,

Desde este punto de vista se busca la distribucion final de u,, para ello hay que notar
que ésta es una combinacion lineal del 3, al igual que en el caso anterior. Por lo tanto, con
base en (2.11), la distribucion final de dicha variable es

p(ps 1'y) = N(p | xtby, xUBr'x,).

De esto se sigue el intervalo de maxima densidad de (1 — ) x 100 % es

t 1-a/2 t p—1
x,b; £ 2 \/ XL B] X,

donde z es el cuantil de orden (1 — §) de la distribucién normal estdndar.
Es importante recalcar que los valores de b; v By que se utilizan en esta secciéon son los
expuestos en (2.12).

1—a/2

Inferencia sobre Y,

En este caso se busca la distribucion predictiva final de Y, es decir, p(y. | y). Con base
en el modelo (2.6) y la distribucion de 3 y €, dados y y o se tiene
p(y | 0 y) = N(y. | x(b1, 0 + x.B'x.).

Un intervalo de méxima densidad del (1 — «) x 100 % es

xtby + 2172\ /02 + xt B 'x,, (2.13)

de nuevo se hace hincapié en que las expresiones para by y B en este caso estan en (2.12).

2.2.3. Caso p(3) dependiente de ¢? y ésta desconocida

En el caso anterior, al suponer o2 conocida los calculos se hacen sencillos. Sin embargo
a continuacion se analizard el modelo suponiéndola desconocida debido a que en la mayoria
de las situaciones ese sera el caso. Para esto se hara uso de algunos de los resultados de la
Secciéon 2.2.1.
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En algunos libros y articulos, sobre todo los que manejan una perspectiva Bayesiana, se
hace un cambio de notacién para facilitar calculos. Este cambio consisten en usar la precision
en lugar de la varianza como parametro 7 = C% , de manera que Y ~ N, (X3, 7711,).

Distribucién inicial

Pensando en la familia conjugada, la distribucion inicial de los parametros 3 y 7 debe
ser tal que su funcién de densidad sea de la forma:

p(B,7) o 70/ exp{—%[(ﬁ — bo) Bo( — bo) + to]} (2.14)

donde ng,ty €R, by € RF 1 y Bo(k+1)x(k+1) €8 una matriz simétrica y positiva definida.
Notemos que la situacion anterior se sigue si

[6 | T] ~ Nk+1(b077—_lB(]_1)7
T ~ Gamma(T | ap/2,t/2).

donde ag = ng — k + 1 (ver, por ejemplo, Bromeling, 1985). Este esquema corresponde a la
distribucion Normal-Gamma.

En particular la distribuciéon de 7 se puede reescribir como una Ji-cuadrada con los
parametros adecuados. Esto recordando que si G ~ Gamma(g/2,1/2) entonces G ~ Xf],
para efectos del parametro 7 se tiene que

T ~ Gamma(T | ap/2,t0/2),

~ tOX(on‘

Por lo tanto la distribucion inicial para la varianza o2, bajo este esquema, es 0 ~ sox, 7,
con t;' = so. Aqui, Xa. denoto una distribucion Ji-cuadrada inversa con ao grados de
libertad.

Cuando no se tiene informacion sobre la distribucién inicial de los pardmetros se utilizan
reglas para encontrar distribuciones no informativas. Utilizando la Regla de Jeffreys dicha
distribucion es 7(3,7) oc 7¢*=1/2. Sin embargo, la mas aceptada es la distribucion inicial de
referencia que se puede obtener a partir del método de Bernardo (1979), dada por 7(3,7) o
L

Distribucion final

Establecida la distribucion inicial que refleje la informacion inicial que se tiene sobre el
parametro, se obtiene la distribucion final haciendo uso del teorema de Bayes. Para los casos
particulares de distribucion inicial antes mencionados, se obtienen los siguientes resultados.
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Proposicion 2.1. La distribucion final para el modelo (2.2) si se utiliza una distribucion
inicial conjugada de la forma (2.14) es

1 a; d
p(B,7 | 9) = Nera(8] b7 B Ga(r | 5, (2.15)
donde
B, = XtX—i—Bo,
b1 = Bl_l(Xy+Bob0)
a; = n-+ag,

di = (y— Xb1)'(y— Xb1) + (b — by)" By(b1 — by) + to.

Con base en este resultado, las distribuciones finales marginales son:

d
p(r|y) = Ca(r| 5.5, (2.16)
p(B1y) = Strsa(B | by, T1, ar), (2.17)

donde Stj,; corresponde a la distribuciéon ¢-Student en el caso multivariado con a; grados
de libertad, parametro de localizacion b, y parametro de escala T;', con T; = %Bl.

Dado que 7 tiene una distribucién Gamma, entonces la distribucion de o2 es una Gamma
Inversa, es decir, con base en (2.16)

ay d1
272

Cuando se utiliza una distribucion inicial de referencia, 7(3,7) o 771, la distribucion
final es

plo® |y) =1Ga(o | )- (2.18)

n—k—1n—-k—-1_,
, o
2 2

(8,7 |y) = Nen (8] 8,7 H(X'X) ") Gal(r | ),

donde )
B =(X'X)"X'y
o (y=XB)'(y —XB)
g - Y
n—k—1
son los estimadores insesgados usuales para 3 y o2 respectivamente. Esta es un caso limite
del modelo (2.14) con tg =0, ag = —(k+ 1) y By = 0.
Con base en la distribucién conjunta anterior, las distribuciones marginales son:

n—k—l’n—k—laj)’
2 2
(B ly) = Stea(B|B8,6*(XX)"n—k—1),

m(rly) = Ga(r|
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Inferencia

De acuerdo a estos resultados, se puede hacer inferencia sobre los pardmetros, por ejemplo,
a través de intervalos de méaxima densidad, como en los casos anteriores.
En el caso de 3, con base en (2.17), su esperanza y varianza final se expresan como

EB|ly) = by sia >1, (2.19)

Var(f |y) = alai 2T1_1 siap > 2.

La esperanza puede ser el estimador de dicho pardmetro y se pueden construir intervalo
de maxima densidad usando la varianza y tomando en cuenta su distribucion normal.
Para o2, con base en 2.18, el estimador considerando su esperanza final, se expresa como

dy
E(0®|y) = :
(1) = =2
Y su varianza y moda finales son
2d2
Var(o? = ! ,
©1Y) = e
dy
Moda(o? = —.
oda(o” | y) )

Si se utiliza la distribucion de referencia las expresiones se reducen y quedan en funciéon
de las estimadores insesgados antes mencionados. Para el caso de o2 las expresiones son

E(0®|y) = %E%Eéﬁ,
Var(e®|y) = (n— i(ﬁ g)f(; E)Z - 5)5’4’
Moda(o? | y) = (Z:—ZI—;&Q;
y para 3
EBly) = B  sin>k+2,
Var(f |y) = Z:—Z:;a@(xtm—l sin>k+3.
Prediccion

Como en los casos ya mencionados anteriormente, suponga que se tiene el vector de
variables explicativas 2! = (1,71, ..., Tr.) y se desea predecir el valor de la variable respuesta
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Y.. Este problema se abordara desde las dos perspectivas antes mencionadas. A continuaciéon
se explican ambos enfoques.

Inferencia sobre i,

Desde este punto de vista se busca la distribucion final de pu,. Para ello hay que notar
que ésta es una combinacion lineal del 3. Se sabe que la distribucion de 3 dados y y o tiene
una distribucién normal, entonces la distribuciéon p, dados y y o? también es normal. Por lo
tanto, con base en lo que se hizo en (2.17), la distribucion final de dicho parametro es

s |3) = St | by, x B xe ).
Cuando se utiliza una distribucion inicial de referencia la distribucion final es
7 | y) = St(ps | X168, 62x8(XPX) %, n — k — 1). (2.20)
Un intervalo de maxima densidad del (1 — «) x 100 % usando la distribucion (2.20) es
xLB 41702 60 /xt (XIX) 1k, (2.21)

donde ti:z/ ? es el cuantil de orden (1 — «/2) de una distribucion ¢-Student estandarizada
con (n — k — 1) grados de libertad.

Inferencia sobre Y,

En este caso se busca la distribucion predictiva final de Y, es decir, p(y. | y). Con base
en el modelo (2.6) y la distribucion de B y e, dados y y o2, se tiene

Py | 0%, y) = Ny [ xib1, 0?(1 + x(By'x.), a1).

Para obtener la distribucion deseada, s6lo se integra con respecto a la distribucion final
de 02, lo que da como resultado

dy
Py« | y) = St(y. | x bu (1 +x.B;'x,), a1).
Cuando se utiliza una distribucion inicial de referencia la distribucién final es

m(y. | y) = Sty | xL5,6%(1 + xL(X!X) " 'x,),n — k — 1). (2.22)

Un intervalo predictivo de méaxima densidad del (1 — a)) x 100 % usando la distribucion
(2.22) es

x B+t 975 \/1 + x4 (X'X) " 1x,. (2.23)
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2.3. El proceso gaussiano

Existen diferentes situaciones donde se estudia una secuencia de observaciones o puntos
entre los cuales existe una correlacion. Esta correlacion depende de la cercania entre las
observaciones, es decir, la medicion en un punto estara relacionada de manera diferente a
puntos cercanos que a los lejanos. El proceso gaussiano sirve para modelar este tipo de datos.

Definiciéon 2.1. Un proceso Gaussiano es un proceso estocdstico continuo en el tiempo, el
cual para cualquier vector de dimensidn finita Y = (Y (t1),...,Y (t,))" tiene una distribucion
normal multivariada N, (p(t), V(1)) para algin vector de medias p y matriz de covarianzas
V que depende de t = (t1,...,t,)". Un proceso Gaussiano también puede indexarse por
medio de un vector £ € R™ que se interpreta como una posicion en el espacio.

Sea {x;}?_; un conjunto de puntos ubicados en el espacio (R™), el conjunto {y(z;)}",
representa una realizacion del proceso gaussiano. La caracteristica de este proceso es la
distribucién normal multivariada de y = (y(x1), ..., y(x,))", es decir:

Y~ No(p, %) (2.24)

donde X es el kernel del proceso. Existen varias funciones para representar cada elemento
de esta matriz 3;;, suelen dividirse segin sea el proceso estacionario o no.

Para procesos estacionarios?:

Exponencial Cuadrado

Nij = exp(—|lzi — a4[|*)

~v-Exponencial

Y =exp(—llz; —x]|7) 0<vy<2

Matérn

Y = o = | Ko (i — ),

donde K, es modificacién de la funcién de Bessel v > 0 Rotaciéon cuadratica

Bij = (L4 [z —lI")™ >0

2Un proceso es estrictamente estacionario si todas sus distribuciones finito dimensionales son invariantes
ante transformaciones, es decir, F(Y (z1),...,Y (z,)) = F(Y(21+5),...,Y (2, +5)) (Rasmussen & Williams,
2006)
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Para procesos no estacionarios:

Lineal
Sij = T3
Red neuronal
2t
¥;; = arcsin Tily
V14 2z /14 207,
Otro kernel usado comunmente es
Sij(0®,r) = o exp(—=(||lz; — ;| /r)?) (2.25)

donde o2 es la varianza marginal de Y.

Distintas muestras de un proceso Gaussiano pueden tener diferentes propiedades depen-
diendo de la funcion de covarianza. Un ejemplo de esto es cuando se utiliza la funcién tal que
Y;; = exp(—|z; — z;|), cuando las variables explicativas son de dimension uno. Este proceso
es similar al Ornstein-Uhlenbeck.

Informacion mas a detalle del proceso gaussiano y del kernel puede encontrarse en Geof-
frey y Stirzaker (2001) secciéon 9.6, Bishop (2006) capitulo 6 y Barber (2012) capitulo 19.

2.3.1. Simulacién del proceso gaussiano

Los paquetes de computacion, como 'gptk’ del sistema R (R Core Team, 2013) y 'gpml’
del lenguaje Matlab, suelen generar una realizaciéon del proceso gaussiano con media cero y
matriz de covarianzas X, basados en las propiedades de la distribucién normal multivariada.

Si z ~ N,(m,S) entonces Az ~ N, (Am, ASA"), donde A es una matriz de n x m. Por
lo tanto, una forma de simular el proceso gaussiano es siguiendo el siguiente algoritmo.

1. Calcular una matriz A tal que AA* = 3.
2. Generar u ~ N,(0, I,,).

3. Calcular y = Au.

Con base en la definicion anterior y los diferentes kerneles, se muestran algunas simula-
ciones. Estas fueron realizadas usando la funcion gaussSamp de la libreria ‘gptk’ del sistema
R (R Core Team, 2013).

En las Figuras 2.2, 2.3 y 2.4 se muestra una realizacién del proceso gaussiano para
diferentes tipos de kernel; en las primeras dos figuras la ubicacién espacial esta sobre x =
{0,1,...,7} y en la tercera z = {—5,...,20}. Como se puede observar, al usarse una matriz
de covarianza diferente el comportamiento de Y cambia. En el caso de la Figura 2.3 hay un
comportamiento mas erratico, a diferencia de las otras dos. Sin embargo en la Figura 2.4
existe una mayor suavidad en la curva.
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Figura 2.2: Proceso gaussiano con Xij = exp(—(z; — z;)?)
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Figura 2.3: Proceso gaussiano con ¥ij = exp(—0.5||z; — z;||)
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H%‘*%‘H)Q)

Figura 2.4: Proceso gaussiano con Yij = exp(—(~3

En la Figura 2.5 se muestran cuatro realizaciones del proceso con el mismo kernel. En
esta figura, a diferencia de las otras, se utiliza un kernel especial

Sij = p° exp{—A(z; — 2;)"(x; — 2;)},

el cual serd mencionado en los Capitulos 3 y 4 de este trabajo (ver ecuaciones (3.5) y (3.6)).
El valor p?> = 0.5 representa la varianza marginal del proceso y A = 0.1 es el valor del
parametro relacionado con lo erratico del proceso.

2.3.2. Distribucién condicional

En ocasiones se suele hacer inferencia sobre un conjunto de valores en el dominio de
z, dado que son conocidos los valores del proceso en algunos puntos particulares. Sea y(x)

un proceso gaussino con covarianza Y sobre x = (z1,...,2,)". Suponga que se observaron
(..., xp, )" donde p; € {1,...,n} para 0 < j < k < n. Es decir algunos puntos de x son
conocidos. Llamando z§ = (z,,, -+ ,x,,)" y 2} el conjunto de puntos no contemplados en 7,

se desea encontrar la distribuciéon de las variables no observadas dadas las conocidas.
Para encontrar dicha distribucion se utilizan las propiedades de la distribucién normal
multivariada descritas en el Apéndice A. Sea z* = (277, x3")", al tener Y (x) una distribucion

normal multivariada,
Y(fﬂ’f)) (ui) (Eil E’{2>
* ~ N * | * * ) 2.26
(Y(xz) Mo 51 X5 ( )

al reordenarla seguira siendo normal multivariada pero con matriz de covarianza segin el
reordenamiento.
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Figura 2.5: Cuatro simulaciones de proceso gaussiano con ¥ij = 0.5 exp(—0.1||z; — 2;||?)

La ecuacion (2.27) expresa la distribucién condicional, con la cual se puede hacer infe-
rencia o simulaciones sobre el conjunto de datos que no se observaron,

[Y(23) | Y (21)] ~ Nooi(pga(21), E351), (2.27)

donde g5 = 3 + 35,577 (w1 — p7) v Bhyy = By — 15,5771 2
En las Figuras 2.6 y 2.7 se simularon procesos gaussianos dados tres valores conocidos,
xy = (4.924,9.947,14.974). En ambas figuras se grafican las simulaciones de cuatro procesos

condicionados con lineas discontinuas, la linea continua corresponde al proceso original de
donde fueron extraidas las observaciones para el condicionamiento.

2.3.3. Otros aspectos

En esta seccion se mencionan algunos aspectos del proceso gaussiano. Esta informacion
es una breve recopilacion de algunos articulos y manuscritos de algunos autores que han
desarrollado mas a fondo los temas.

Covarianzas en el modelo de regresion

Sin considerar un proceso gaussiano inicialmente, se ha analizado la matriz de covarianzas
del modelo de regresion como en Mackay(1998). En dicho articulo se explica més a detalle
lo que a continuacion se expone.

Suponga un modelo de regresion lineal en 3, de la forma

y(x,8) =Y Buon(x), (2.28)
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yix)

Figura 2.6: Simulaciones del proceso gaussiano condicionado a tres puntos con Yij =
0.5 exp(—0.1|z; — z;]|?)

yix)

Figura 2.7: Simulaciones del proceso gaussiano condicionado a tres puntos con Yij =
2exp(—0.3||z; — z;||*)
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donde x = (:cl, To,...,T,)" es un vector,py(z) una funcion base, como por ejemplo ¢y (z) =
(Z Ch)

con ¢, € R™ un punto fijo en el espacio, para h =1,..., H.

Deﬁmmos el vector y como el vector de valores de y(x, ﬂ) en n puntos {x™}. Es decir,
cada entrada del vector y es y; = Zh L Brndn(x) para j = 1,.

Desde el punto de vista bayesiano 8 = (81, 82, -+, 8x)" es una Variable aleatoria a la
cual se le asignaréd distribucién inicial normal con media cero y matriz de covarianzas U%I .
Entonces y es también distribuida normal con media cero y matriz de covarianzas dado por

exp —

Yijg = E(yz'yj)
- Zﬁhlgbhl Zﬁhqufm X] )
h1=1 ha=1

H
= 03> on(xD)gn(x).
h=1

Para el caso en donde las variables explicativas son unidimensionales, asumiendo que las
funciones ¢y, son uniformemente espaciadas y tomando el limite cuando H — oo; la expresion
para ¥, ; se simplifica,

(1) _ ()2
Xi; = Vmr2S exp(%) (2.29)

donde S es un valor de cambio de escala para U%.
Estimacién de parametros para la matriz de covarianzas

Para hacer inferencia, predicciones, simulaciones, etc., con base en procesos gaussianos
es necesaria una funcién de covarianzas dada. Sin embargo, esta funciéon no siempre esta
completamente especificada, por lo que se ha hecho investigaciéon que permita inferirla. En
Williams (1998), Mackay (1998) y Williams y Rasmussen (1996) se pueden encontrar algunos
desarrollos.

En los articulos antes mencionados se escoge una familia paramétrica de funciones de co-
varianzas. Se denota 6 como el vector de parametros de dicha funcion, se pretende estimarlos
ya sea por maxima verosimilitud o usando técnicas Bayesianas.

Al ser los datos tratados como un proceso gaussiano, se sabe que la distribucién conjunta
de los mismos es normal multivariada. Sin perder generalidad se supone con media cero y
matriz de covarianza denotada por X, a quien se le asignara una familia paramétrica de
funciones de covarianza.

Entonces la log-verosimilitud de los datos tiene una forma conocida expresada como

1
log(P(y | 2)) = —5log [ X ] — y Ty -3 = log 21 (2.30)

De igual manera es facil expresar las derivadas parciales de la log-verosimilitud con res-
pecto a cada uno de los parametros de la funcion de covarianza. Dichas derivadas se expresan
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dlog(P(y [ X)) 1 0% 1 195
2, = 5257’(2 aei) + Y )y 8_02-2 y. (2.31)

El obtener dichas derivadas es costoso por el nimero de célculos que hay que realizar,
sin embargo son necesarias para obtener los estimadores maximos verosimiles de .

También se puede hacer inferencia desde un punto de vista bayesiano, esto es definiendo
una distribucion inicial sobre 6 y obteniendo la distribucion final considerando los datos
observados que se denotan por D. Para hacer prediccion para un nuevo punto x, se puede
utilizar la ecuacion:

P(y. | D) = / P(y. | 6, D)P(6 | D)do. (2.32)

No obstante resolver la anterior integral no se puede realizar analiticamente, es por eso
que se han implementado algunos métodos numéricos, sobre todo cuando el ntimero de
parametros es pequeno. Cuando el nimero de parametros a estimar es grande, resolver este
problema es complicado. Para ello se han utilizado métodos de Monte Carlo con cadenas de
Markov (MCMC).
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Capitulo 3

Un modelo de regresion
semi-paramétrico

En este capitulo se desarrolla el modelo de regresion semi-paramétrico haciendo uso del
proceso Gaussiano, comenzando con un planteamiento sobre la relacién entre las variables
explicativas y la variable respuesta. Finalmente, se desarrollan casos limite de este modelo
que llevan a problemas ya conocidos como son el caso de interpolacion y el de regresion lineal
paramétrica.

3.1. Motivacion

Suponiendo un experimento de n observaciones, sea {x;, y;}*_, una muestra de tamano n
de la variable explicativa y la variable respuesta. Entonces el modelo de regresion se escribe
como

La funcién f(-) denota la relacion entre la variable explicativa y la variable respuesta. Las
variables aleatorias {¢;}I, representan errores en el modelo. En el caso general z; € R™.
n

Se supondra que {¢;}7_; son independientes e idénticamente distribuidas. Al ser ésta la
parte aleatoria del modelo, se le asigna una distribucién, la cual se expresa en

[e; | 0?] ~ N(0,0%). (3.2)

Un supuesto mas que se observa en dicha distribucién es la misma varianza para cada
observacion, lo que se llama homoscedasticidad.

La funcion f(-) es determinista pero desconocida, por lo que se trata de aproximar por
otra funcion propuesta por el experimentador. En términos generales podria expresarse como
f(x) = h(x)'B + d(x), donde h(z) : R™ — R?y B = (B, -+, Bk)". De esta expresion se
observa un nuevo error, el cual se denotara como 0; = 0(z;). Este error corresponde al error
de aproximacion, que al ser desconocido se ve como una variable aleatoria y por ende se le
asigna una distribucion. En este trabajo se supondréa que

[6: | ] ~ N(0, p*). (3:3)

29
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Notemos que existen dos tipos de errores dentro del modelo: los {¢;} que representan la
variabilidad de los datos y los {d;} que representan el error “determinista” pero desconocido.
Estos errores son deterministas en el sentido de que 0; = §; si x; = x;. Esto no ocurre en el
caso de los errores {¢;}, debido a que si se muestrea dos veces en un mismo punto z, el valor
de la variable respuesta en ambas observaciones puede ser distinto.

Entre més cercanas entre si sean las observaciones {x;}, existird una mayor correlacion
entre los valores correspondientes de la funcion f. Es decir, debe existir una funciéon de
correlacion entre dichas variables, la cual se ve reflejada en los errores {d;}1,

Cor(f (a0, f(ay)) = 15 (3.4)

= vo(z4, ;).

La funcion vy(+,-) debe ser tal que refleje una mayor correlacion para xls cercanas y una
correlaciéon menor entre las lejanas. Esta funcién también es sugerida por el experimentador.
Una propuesta ha sido:

vo(z, 2%) = exp{—\z — ")V (z — 2%)}. (3.5)

Notemos que \ puede considerarse un parametro de suavizamiento, mientras que p?
determina la flexibilidad del modelo para tomar en cuenta desviaciones de f(-) respecto a
h(-)'B.

Con todo lo anterior 6 = (01, ---d,)" se puede ver como un proceso gaussiano con funcion
de correlacion dada por (3.4). Es decir

2 2
[6C-) | p7] ~ N (0, p*vo (- ). (3.6)

Anélogamente € = (€1, ...,€,)" se puede ver como un proceso gaussiano con una funcion

de correlacion especial, debido a que se supone que no existe correlaciéon entre dichos errores

[e(-) | 0% ~ N(0,0°I(-, -)), (3.7)
donde

1 siz=2z%

I(z, ") = {0 siz

Entonces el modelo (3.1) se puede reescribir como y; = h(z;)'8 + d; + € y en términos
de un proceso gaussiano se escribe como (3.8). Este modelo es semi-paramétrico, la parte
paramétrica corresponde a la estimacion del parametro § y la parte no paramétrica a la
estimacion del error §. Finalmente, el modelo puede escribirse como

[y() | B? 027 pQ} ~ N(h()tﬁv pQUO('a ) + 0—2[('7 )) (38)
El objetivo es encontrar un estimador para f(-) asi como predecir los valores de la res-
puesta y para distintos valores de .
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Comentario: Lo més comin en regresion es usar una relacion lineal entre las variables
explicativas y la variable respuesta, conservando la linealidad en el parametro. Pero en oca-
siones la relacion que existe entre dichas variables es bajo una curva no necesariamente
lineal. Para este tipo de casos usar un polinomio para ajustar la relaciéon es aceptable, lo
cual se puede justificar través del Teorema de Stone-Weierstrass, Stone (1948). Una funcion
continua se puede aproximar uniformemente con un polinomio en un intervalo cerrado.

Este caso particular fue explorado por Blight y Ott (1975), cuyos resultados son utilizados
en este capitulo.

En el caso particular del modelo de regresion polinomial, la funcion h(z) puede ser escrita
como:

donde k =¢q — 1.

3.2. Analisis del modelo

En esta seccion analizaremos el modelo de regresion (3.1) suponiendo que p*, Ay o2 son
conocidas. Posteriormente, consideraremos el caso en el que p? es desconocida. En ambos
casos serd posible obtener expresiones cerradas para las correspondientes distribuciones fi-
nales y predictivas. Al final de esta seccion discutiremos la situaciéon en la que A y o2 son
desconocidas.

El modelo de regresion (3.1) se puede reescribir como:

[yi | f(xz)] ~ N(f(xl)v 021) i=1,...,n, (39)

donde 02 se supondréa conocida.
En vista de la discusion de la seccién anterior, supondremos la siguiente distribucion
inicial para f

f() ~ N(mo(-), p*vo(-, -)), (3.10)

donde vy(+, ) es la funcion de correlacion (3.5) y, por el momento, mg(-) es una funcion
conocida que describe la forma que el experimentador espera tenga la funcion f(-).
La distribucion final de f(-) es en este caso:

O Ty ya] ~ N (), pPui (-, ),
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donde

mi(x) = mo(x) + p*To(x) [p* A+ o1~ (y — mo())

= mo(x) + To(2) [A + wI](y — me(x)),
0ol 2°) — PTo(a) [P A + 0*1] (")
vo(z, 2%) — To(x)' A + wl] ' Ty(a*);

=
w®

8
*

I

con

o2

tomando w = % (ver O’Hagan, 1978).
Con base en lo anterior la distribucion predictiva de y(-) se expresa como

WC) Lyn -yl ~ N (), p*(w + (-, ), (3.11)

Consideremos ahora una estructura jerarquica suponiendo que en realidad mg(z) =
h(x)' con [ desconocida. En este caso (3.9) corresponde al primer nivel de la jerarquia
(observaciones), mientras que (3.10) corresponde al segundo nivel (parametros). Respecto
al tercer nivel (hiperparametros) para el parametro /3 supondremos una distribucién inicial
normal. Para ello consideremos los siguientes dos casos.

3.2.1. Caso p(3) dependiente de p* y ésta conocida

Una razon para suponer a 3 dependiente de p? es que 3 se utiliza para aproximar f y la
varianza del error de dicha aproximacion es p? .Este caso sera de interés al considerar qué
pasa cuando 0% — 0 (ver Seccion 3.3.2). Por lo tanto es logico que 3 debiera heredar dicha
variabilidad. Entonces

(8] p*) ~ N(bo, 0By ). (3.12)

La distribucién final de § en este caso es

[ﬁ | Y1, - - 7yn] ~ N(blapQBl_l)a
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con

by = [HY(A+wl) ™ H+ By "(H'(A+wI)™'y + Boby)
Bl = Ht(A—FwI)_lH—i—BO

h(x1)!
H={ : |

h(w,)!

(ver O’Hagan, 1992).

Es decir, en términos de la funcién myq la distribucion inicial es
mo(-) ~ N (h(-)'bo, p*h(-)' By ' 1))
y la final es
[m0() | g1, -+ ya] ~ N(R()'b1, p* () By ().

Puesto que estamos en el caso donde f(x;) = h(z;)'8 + d(x;), la distribucion inicial de
f(+) dado el parametro (3 es

[F() 1B] ~ N(h(-)'B, p*vo(-, ) (3.13)

y la distribucién final es

LBy ] ~ N(ma -] B), p*0i () (3.14)

my(x | B) = h(x)' 8+ To(x)'[A+wl]*(y — HB)

Entonces la distribucién final de f(-), la cual se obtiene al integrar (3.14) con respecto a
[ se expresa como

[f() | ylauw?/n] NN(mT(')aPQUT('v'))v <315>
donde

mi(z) = h(2)'bs + To(x)'[A +wl] " (y — Hby),
vi(x,2*) = vz, %)+ h(z) By h(z®) — To(z)'[A +wl] " HBy P H Ty (2%)
(z,2") + {h(x) — H'[A+wI] " To(2)}' By {h(a") — H'[A+wl] " Ty(a")}.

= /Ul

Finalmente, la distribucion predictiva esta dada por

W) [y yal ~ N (mi(), p°[w + i (-, )]) (3.16)
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3.2.2. Caso p() no dependiente de p? y ésta conocida

En este apartado se expresan los resultados bajo el supuesto de que la distribucion inicial
del parametro 8 no depende de p?. Este caso serd de interés al considerar qué pasa cuando
p* — 0 (ver Seccion 3.3.1). Esta distribucion inicial se expresa como:

B ~ N(by, Bgh). (3.17)

Con base en lo anterior distribucion final de (5 es

[ﬁ | Y1, 7yn] ~ N(blaB;1)7

con
bl = [Ht(p2A+O'2[>71H+ Bo]il(Ht(p2A+O'2[)ily+Bob0> (318)
B, = H'(p*A+7*1)"'H + B,.

(ver O’'Hagan, 1992).
Escribiendo lo anterior en términos de la funcion mg la distribucién inicial es

mo () ~ N'(h(:)bo, h(-) By *h(-))
y la final es
[m0() | 91, -yl ~ N(R() by, h() By UA(:)).
La distribucién inicial de f(-) dado el parametro /5 es

[F() 18]~ N (R()'B, w0 ()

y la distribucién final es

SO 1By syl ~ N(ma(- | B), 01 (-, ) (3.19)
con
ma(z | B) = h(x)'8 + p*To(x)'[p* A + o*1) 7 (y — HB).
Entonces la distribucion final de f(+), la cual se obtiene al integrar (3.19) con respecto a
[ se expresa como

FC) T wns o syml ~ N(mi (), v 0), (3.20)
donde
mi(z) = h(z)'b + p*To(z)[p*A+ 017 (y — Hby),
vi(z,x*) = pPui(x, %) + h(x)' By h(z®) — p*Ty(2) [p*A + o® 1) ' HB  H' Ty (z*)

(3.21)

— Pula,a’) + {h(e) — PH'[PPA + 01 To(@) ) By {h(a®) — P H' [P A+ 1) Ty o)},

Finalmente, la distribucion predictiva esta dada por

C) Lyn eyl ~ N (mi(), [0% +01(,0)]) (3.22)
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3.2.3. Caso p(3) dependiente de p* y ésta desconocida

En esta seccion retomaremos el caso discutido en la Seccion 3.2.1 pero relajaremos el
supuesto de que p? es conocida. Especificamente, supondremos que p? es desconocida y que
se le asigna una distribucion inicial conjugada de la forma

PP~ 50X (3.23)

Una vez establecida dicha distribucién inicial, se actualiza la distribucion inicial del pa-

rametro (3, con base también en los datos observados y = (y1,...,y,)". Dicho resultado se
observa en la siguiente ecuaciéon

[5 ‘ p27y17--'7yn] NN’<blap2B1_l)‘ (324)

Utilizado calculos anélogos a los de O’Hagan (1992) la distribucion final del parametro
2
p° es:

0% [y, gl ~ 5100, (3.25)
donde a; =ap+n—q y
s1 =380+ y{[A+wl] ' —[A+wl] Y (H[A+wI] 'H) ' [A+ wil] }y.
Los calculos bajo este supuesto son analogos a los establecidos en la Seccion 3.2.1. Lo
que restaria es integrar la expresion (3.16) con respecto a p?, dicho resultado se expresa a
continuacion,

[y() | Y- - 7yn] ~ ta;mi‘(~),v2(-)7 (326)

donde Z4.% () 05(-,) denota la distribucion ¢-Student no estandarizada con a grados de libertad,
media mj(-) y varianza vy(-), expresadas como:

E(y(z)[y) = mi(z)
= h(2)'by + Ty(z)'[A+ wl]  (y — Hby),
Var(y(z) [y) = va()
s1lw + vi(z, )]
a—2 ’

donde
vi(x,2*) = vi(z, 2%) + h(z)' By h(x*) — To(2) [A+ wI] " HB H'Ty(2*).

Entonces el estimador de y(-) corresponde al valor esperado de la distribucion (3.26).

3.3. Casos limite

En esta seccién se consideran dos casos de interés, por un lado se analiza el modelo
cuando no existe error determinista y por el otro cuando usando este modelo se supone que
no existe error aleatorio.
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3.3.1. Regresion paramétrica (p> — 0)

A continuacion se explora el caso limite cuando el parametro p?, de la distribucion inicial
de la funcion f, tiende a cero (ver (3.10)). El hacer tender a cero la varianza de dicha
variable aleatoria se interpreta que cada punto en el espacio x, tiene probabilidad uno de
que al ser evaluado en la funcion desconocida f su valor sea mg(x). Por lo tanto la distribucion
predictiva de f(-) al hacer tender p* a cero de la expresion (3.11) es

[y() | Yiy - vyn] NN(mO(')’U2>'

Bajo una estructura jerarquica de mq(z) = h(x)' donde a 3 se le asigna una distribucion
inicial (3.17), los resultados en este caso limite son andlogos a los obtenidos en la regresion
paramétrica usual.

La distribucion predictiva final de y(-), obtenida al llevar al limite (3.22) y sus respectivas
funciones asociadas (ver (3.18) y (3.21)), es entonces

FC) T yns oyl ~ N (M), 0% + 01 (-, -)),
donde

mi(z) = h(z)'by,
vi(z,a®) = h(z)' By h(z"),

con

b1 = [0'_2HtH + Bo]_l(O'_Qth + Bobo) y
Bl = 0'72HtH—|—Bo.

Cabe senalar que estos resultados son los mismos que se obtienen en el problema de
regresion paramétrica de la Seccion 2.2.2.

3.3.2. Interpolacién Bayesiana (0> — 0)

En esta seccion se hace tender a cero el parametro de dispersion (%) correspondiente a la
parte aleatoria del modelo (3.1). Al hacer cero dicho parametro se esté forzando al modelo a
ser exactamente f, es decir que para cada valor x en el espacio y(z) = f(z). En este sentido
no existe algin tipo de perturbacion sobre el valor que pudiera tomar y(-), sin embargo al ser
desconocida la funcion f(-) hay un problema que en ocasiones suele resolverse con técnicas
usuales de interpolacion.

La interpolacién es una técnica que consiste en, dada una serie de valores que toma una
funcion (usualmente dificil de evaluar), usar una nueva funcion que se aproxime lo mejor
posible a la funcién original. Esta nueva funciéon es mas simple que la original e idéntica
a ella en los puntos observados. En general esto suele utilizarse para aproximar procesos
complicados y hacer predicciones.
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Entonces el problema de interpolacién se puede ver como un problema de regresion,
debido a que existe una funcién matematica que ajusta una variable respuesta en relaciéon a
una variable explicativa. Ese ajuste es exacto, en el sentido que no existe aleatoriedad en la
muestra. El enfoque de esta seccion se basa en el trabajo de O’Hagan (1992).

De nuevo, suponiendo un experimento de n observaciones, sea {x;, y;}"_, una muestra de
tamano n de la variable explicativa y variable respuesta. Entonces el modelo se escribe como

4= ). 321)

La funcion f(-) denota la funcion que relaciona las variables explicativas y la variable res-
puesta, es decir, la funcién a interpolar.

La distribucion inicial de f(-) es la expresada en (3.10) suponiendo por el momento que
mg es una funcion descrita por el experimentador que se espera describa la forma de la
funcion f(-).

Por consiguiente la distribuciéon predictiva del modelo bajo los mencionados supuestos es

W) [y, yn) ~ N(ma(-), pPoi (s, ),

donde
my(x) = mo(x) + p*To(x) [p* Al (y — mo())
= mo(x) + To(x) A~ (y — mo()),
vi(z,2*) = wolz,x*) — p*To(x )[ Al Ty (%)
= w(z, ") — To(z)' A~ To(2),

lo cual se deriva de (3.11) con o2 — 0.

Ahora, retomando la idea de la Seccion 3.2.1 pero bajo el supuesto que o — 0, el
objetivo principal de este problema es encontrar una funcion que se ajuste adecuadamente
a los datos. Para esto es necesario encontrar un estimador para § y se busca el estimador de
y(-) = h(-)!'8+4(-). Lo que se tiene ahora es un modelo parametrico, en donde la distibucion
inicial para el paramétro § es dada por (3.12).

Dados los supuestos antes mencionados la distribucion predictiva del modelo se deduce
a partir de (3.16) y es

2

[y<) | yl,...,yn] NN(mT(')7p2U>1k('7"))'
Donde
mi(z) = h(x)'b + To(z)' Ay — Hby),
vi(z,2*) = oi(z,2*) + h(z)' By th(z *)—To( ) AT HB; H' Ty (")
= wvi(z,2") + {h(z) = H'A'Ty(2)} By H{h(z") — H' A7 Ty(a")}.

Se supondra ahora que p? es desconocida para lo cual se retoma la Seccion 3.2.3 asig-
nandole una distribucion inicial a dicho parametro, la cual se expresa en (3.23) con sg ¥ ag
valores conocidos.
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Finalmente la distribucion predictiva del modelo es (3.26), pero con media y varianza:

Ey(x) |y) = mi(x) (3.28)
h(z)'b; + To(x)tAfl(y — Hby),

Var(y(@) | 5) = v(a) (3.20)
B svi(z, x)
 a—=2
donde
vi(,a%) = v, 2*) + h(@) By h(z") — Ty(w) A~ HB; H'To(a)
y

s = so+y{AT - AT (H'ATTH) T A Yy,
by = [H'A7H+ By {(H'A 'y + Byby),
Bl == HtAilH + Bo.

En el caso particular, m*(x;) = f(z;) y w*(z;, x;) = 0. Como se puede observar, en este
caso de interpolacion se llega a la estimacion de una funciéon de x, no sélo a la estimacion
de un pardmetro en especifico. Con esto se puede obtener el valor estimado de la funcién
evaluado en cualquier punto z, esto implica prediccion.

3.4. Estimacion de w y A

Un anélisis bayesiano completo del modelo presentado en esta secciéon requiere de la
especificacion de distribuciones iniciales para w y A. Sin embargo, la distribucion final
p(B, p?,w, X | y) que resulta es complicada debido a la cantidad de pardmetros a estimar y
por lo general es necesario utilizar técnicas de Monte Carlo con Cadenas de Markov para
analizarla. Un inconveniente al utilizar técnicas de MCMC es la necesidad de evaluar en
cada iteracion el determinante de la matriz asociada a la matriz de correlacién del proceso
gaussiano asi como su inversa. Lo anterior se requiere evaluar en un gran nimero de veces
y con valores pequenos de A, por lo que suele haber problemas numeéricos en este tipo de
implementaciones.

En este trabajo usaremos un enfoque Bayesiano empirico, estimando a w y a A con base
en su funciéon de verosimilitud bajo el modelo discutido en la Secciéon 3.2.3 (ver la Seccion
2.3.3). Notemos que esto resulta muy conveniente porque el analisis para 3 y p? cuando se
conoce w y A se puede obtener en forma cerrada ya que p(8, p* | w, A, y) es una distribucion
normal-gamma inversa.



Capitulo 4

Analisis numérico bayesiano

El modelo presentado en el capitulo anterior (Seccion 3.2.3), puede servir para el caso
particular de interpolacién asi como para otros problemas de anélisis numérico tales como op-
timizacion y cuadratura. En este capitulo discutiremos el trabajo desarrollado por O’Hagan
(1992).

4.1. Interpolaciéon

A continuacion dos ejemplos que ilustran el uso de modelos gaussianos para resolver un
problema de interpolaciéon. En ambos, de antemano es conocida la funcién a interpolar, pero
se supondra que es dificil o costosa de evaluar en puntos diferentes a los proporcionados en
cada ejemplo.

Para la elaboracion de los ejemplos se utilizo el lenguaje estadistico R (R Core Team,
2013) y los codigos del Apéndice C.

Ejemplo 4.1. La funcién a interpolar es
x4+ z?

f(x) = exp( 100

, en el intervalo [—5,5]. En la Figura 4.1 se muestra la grafica de dicha funcion. Con este
ejemplo se pretende mostrar como se modifica el resultado y la varianza en cada interpolacion,
conforme el niimero de observaciones aumenta.

La funcién h(-) que se utiliza en este ejemplo es un polinomio de primer grado, con esto
se espera poner a prueba el modelo (pues se aproximara una funcion con gréafica 4.1 con una
linea recta). Los valores para la distribuciones iniciales de 8y p? son:

) sin(z)

bO = ( 7]->t7

0.01 O
B = (0 0.01)’
Sop = 1,
apg = 1.

39
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00

Figura 4.1: Grafica de funcién a interpolar del Ejemplo 4.1 : f(x) = exp(“f[)ff) sin(x)

La matriz de correlacién del proceso gaussiano esta dada bajo la funcion de la ecuacion
(3.5),con A=0.69y V =1.

Con los valores iniciales mencionados anteriormente y usando la ecuacion (3.28) se obtie-
nen estimadores para cincuenta puntos equidistantes, en el intervalo [—5, 5]. Con la ecuacion
(3.29) se calculan las bandas de confianza para los mismos puntos. Una vez que se obtiene la
estimacion para cada punto se le suma y resta dos veces la varianza final de ese punto para
calcular las bandas.

En la Figura 4.2 se muestran dos estimaciones usando tres y cuatro observaciones, la
linea negra es la estimacion, las lineas azules son las bandas y la linea punteada es la funcion
original. Las mencionadas observaciones son tomadas en el intervalo antes mencionado y
equidistantes con respecto al eje horizontal. Para el caso de tres observaciones por ejemplo,
se tomaron los puntos -5, 0 y 5 con sus respectivas evaluaciones, es decir, las observaciones
son : {(—5,1.1712), (0,0), (5, —1.2944)}. Para este caso no fue posible dibujar las bandas
debido a que al al ser muy grande la varianza computacionalmente se marca un error. Se
observa un mejor ajuste para el caso de cuatro observaciones, sin embargo las bandas son
considerablemente anchas.

En la Figura 4.2 también se puede apreciar que conforme crece el nimero de observaciones
la incertidumbre es menor y el ajuste es mayor. Esto se aprecia en la amplitud de las bandas
de confianza (lineas azules), las cuales se construyeron sumando y restando el cuantil al
97.5% de la distribucion ¢-Student asociada (ver ecuaciones (3.28) y (3.29)). La Figura 4.3
es analoga a la anterior pero la escala en las cuatro figuras es la misma para que se pueda
apreciar de otra forma el efecto del nimero de observaciones sobre el ajuste del modelo.

Ahora consideremos el caso de una dimensiéon mayor.
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4.1. INTERPOLACION

GL=S8UO0I2BAISqO 2P 'ON

(')A op uoneWys]

J=SauolaealasqQ ap oON
(')A ap uopeWRS]

0o 0

b

o

UoIZBLUIIST

UgIZBLIIIST

0l=SsuocpenrlasqQ ap oN
(')A ap uorewns3

G=S2aU0IDBAISSqQ 3P ON
(')A ap uoleWIRST

0l-

00

0l

TLTEEIIEE |

TLIECITES |

Figura 4.2: Interpolaciones y bandas de confianza.
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Figura 4.3: Interpolaciones y bandas de confianza usando la misma escala en el eje vertical.
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Ejemplo 4.2. La verdadera funcion corresponde a la funcion de densidad de una mezcla
de normales bivariadas. Dicha funcién se expresa como:

Fx) = 5(NaGx [ 1y, 8) + Nax | m, 8)), (1.1

4
0 4
de densidad de una distribucién normal con media m; y matriz de covarianzas S.

La funcion A(-) que se utilizo en este ejemplo es la correspondiente a un plano en el
espacio, es decir, h(x) = (1,2, 15)". La distribucion inicial de los parametros 3 y p? estan
dadas por las ecuaciones (3.12) y (3.23) con hiperparametros:

donde m; = (2,-2)' = —my y S = ( ) La expresion No(x | my, S) denota la funcion

by = (1,1,1)t,
0.01 0 0
By, = 0 001l 0 |,
0 0 0.01
Sop = ]_,
ag = 1.

La matriz de correlacién del proceso gaussiano esta dado bajo la funciéon de la ecuacion
(3.5),con A=08y V = L.

Las observaciones fueron tomadas del intervalo [—3,3] x [—3, 3] de tal manera que estu-
vieran en una reticula de treinta y seis puntos equidistantes. En la Figura 4.4 se muestran
estas observaciones graficadas en el espacio. Se desea que con estas observaciones se obtenga
la interpolacion en el intervalo antes mencionado de tal manera que el ajuste a la verdadera
funcion sea adecuado.

En la Figura 4.5 se muestran los resultados de la interpolacion. Como se puede observar
el ajuste es bueno, tanto las curvas de nivel como la graficas son parecidas.

4.2. Cuadratura

La cuadratura a menudo se ve como un método numérico que trata de dar una aproxi-
macion a una integral definida dada. Esta aproximacion es necesaria por varias razones, la
principal seria la imposibilidad de realizar la integracion de forma analitica. Es decir, integra-
les que requeririan de un gran conocimiento y manejo de matematica avanzada pueden ser
resueltas de una manera mas sencilla mediante métodos numéricos. Incluso existen funciones
integrables pero cuya primitiva no puede ser calculada, siendo la integraciéon numérica de
vital importancia. La solucién analitica de una integral nos arrojaria una solucién exacta,
mientras que la solucién numérica nos daria una soluciéon aproximada. El error de la aproxi-
macion, que depende del método que se utilice y de qué tan fino sea, puede llegar a ser tan
pequeno que es posible obtener un resultado idéntico a la solucién analitica en las primeras
cifras decimales.
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Figura 4.4: Observaciones para el Ejemplo 4.2
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Figura 4.5: Interpolacion y funcién original del Ejemplo 4.2
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De nuevo, se puede dar una aproximacion usando la teoria antes mencionada en el caso
particular de o2 = 0. En este caso el problema es integrar la funcién f(-) con respecto a una
medida M (-) sobre X.

= /Xf(x)d]\/[(m).

Al ser z un valor desconocido se toma como una variable aleatoria cuya distribucion
final dados los valores y y los parametros esta dada por (4.2). La distribucion final de los
hiperparametros corresponden de igual manera a las expresiones en (3.24) y (3.25).

[Z ‘ yuﬁ»p2] NN(mkapQMk)a (42)
donde

m, = /Xm(x)d]\/[(x), (4.3)
w, = /XQw(x,x*)dM(x)dM(x*).

Finalmente, se actualiza la informacién para obtener la distribucién final de z. El resul-
tado de nuevo es una distribuciéon ¢ con a grados de libertad. La media y la varianza estan
dadas por las correspondientes a las distribuciones de las ecuaciones (3.24) para 5y (3.25)

2
para p~.

[Z|f]Nta1

m; = / m*(x)dM (x) = Wb+ t* A7 (f — Hb), (4.4)

donde

Bt = /X W) dM(z), ¢ = /X H(2)dM (z). (4.5)

4.3. Optimizacion

En muchas areas del conocimiento se habla del tema de optimizacion, entendido en general
como la seleccién del mejor elemento (con respecto a algin criterio) de un conjunto de
elementos disponibles. Este tema es muy importante en la practica ya que siempre se busca
aquella estrategia que, por ejemplo, maximicen las ventas, aquella decision que minimice las
pérdidas, la trayectoria en donde se hace el menor tiempo, etc. En términos un poco mas
matematicos, la optimizacion incluye el descubrimiento de los “mejores valores” de alguna
funcion objetivo dado un dominio definido, incluyendo una variedad de diferentes tipos de
funciones objetivo y diferentes tipos de dominios. Dicha funcion puede ser explicita o no.
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Sin embargo muchas veces no es sencillo encontrar esos valores que maximizan o minimi-
zan una funcion debido a la complejidad de la misma. Es por eso que se utilizan métodos que
ayuden a dar quizés no el valor exacto pero si una aproximacion del méximo o minimo. La
mayoria de estos métodos utilizan una serie de iteraciones recurrentes, en donde se hace una
gran cantidad de evaluaciones debido a que se obtienen nuevos puntos que oscilan alrededor
del real.

De nuevo se tiene el problema del desconocimiento del valor exacto del punto en donde
una funcién alcanza un valor minimo o maximo. Es por eso que de nuevo se puede ver como
una variable aleatoria.

Suponiendo que se tienen valores observados f(z1), ..., f(z,), se hace el anélisis como en
el caso de la interpolacion. Es decir, se obtiene que la media de la distribucion final expresada
en (3.28), la cual es una funcion poco complicada o barata. De una funcion complicada, se
llega a una funcion mas sencilla de la cual es més facil de obtener el valor 6ptimo.



Capitulo 5

Problemas Inversos

En este capitulo se habla sobre una aplicaciéon mas de los procesos gaussianos. Esta
aplicacién esta relacionada con una variedad de problemas que existen en &reas como la
fisica, geofisica, arqueologia, etc. La idea es usar problemas de estas areas y tratar de darles
un enfoque estadistico basado en el proceso gaussiano.

5.1. Introducciéon

En varias areas de las ciencias se trata de dar una descripcién completa de un sistema, de
tal manera que se pueda predecir el resultado de futuras mediciones. Cuando ocurre esto se
le conoce como el problema directo. Por ejemplo, para problemas de caida libre desde cierta
altura se puede conocer la velocidad con la que el objeto llega al suelo.

Pero no siempre se conoce del todo al sistema; es decir, existen algunos parametros
desconocidos dentro del mismo que es necesario determinar. A los problemas de este estilo se
les llama problemas inversos. Para resolver éstos se espera utilizar mediciones conocidas para
encontrar esos parametros desconocidos del sistema. Por lo tanto, el problema inverso consiste
en usar los resultados actuales de algunas medidas para inferir el valor de los pardmetros
que caracterizan el sistema.

Mientras que el problema directo tiene una tinica solucion, por lo general el problema
inverso no. Un ejemplo simple que se ha manejado es el producto de dos ntimeros: dados
dos niimeros encontrar su producto es un problema directo. Sin embargo, si dado un nimero
se deseara conocer los valores que fueron multiplicados para dar ese resultado, ese seria un
problema inverso. En este tipo de problemas se necesita entonces hacer explicita cualquier
informacion inicial sobre los pardmetros del modelo.

Otro ejemplo de problemas inversos esta en el diagnostico de una enfermedad a partir de
los sintomas o quizas reconstruir un suceso pasado a partir de las huellas del presente.

Las siguientes lineas dan una breve explicacion y caracteristicas de los problemas inversos,
para mayor detalles se recomienda consultar Tarantola (2005).
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5.2. El modelo teérico y el modelo empirico

En ocasiones el sistema puede escribirse en términos de una ecuaciéon diferencial como la

ecuacion

F($7$07y>yo7y,75) = 0. (51)
La solucion a dicha ecuacion sera denotada por y = f(x;3) con valores iniciales zq y yo tal
que yo = f(xo; B).

Lo anterior corresponde al modelo tedrico del sistema con el cual, si estd completamente
especificado, se puede resolver el problema directo.

Existen complicaciones debido a que no siempre es facil determinar analiticamente cuél es
la funcion f(z; ). Por esta razon se suelen usar métodos numéricos para evaluarla en puntos
determinados, los cuales pudieran ser pocos debido al costo que la evaluacién conlleve. Esto
ultimo lleva a usar métodos de interpolacién para poder encontrar aproximaciones de la
funcion evaluada en algunos otros puntos.

Por otro lado, en muchas ocasiones la funcion f(-, 3) esté especificada salvo por el paré-
metro § y se cuenta con una coleccién de observaciones de la forma {(y;,x;)}, i = 1,...,n
donde y; = f(x;) = f(x;; 5). En este caso el problema inverso radica en inferir el valor de 3
con base en las observaciones y todo tipo de informacion acerca del pardmetro. Con dichas
observaciones se puede plantear un sistema de ecuaciones cuya solucién resolveria el proble-
ma, es decir, y; = g(8) = f(x;; B). A este sistema se le llamara modelo empirico del sistema
fisico.

Cuando no existen suficientes observaciones para resolverlo de manera tnica, se deben
poner restricciones basadas en informacion adicional sobre el pardmetro. Este proceso es
conocido como regularizacion. En la literatura del tema se dice que un problema esta bien
definido, en el sentido de Hadamard, si las siguientes condiciones se cumplen:

1. El problema tiene solucion (Existencia).
2. La solucion del problema es tnica (Unicidad).

3. El problema depende continuamente de los datos (Estabilidad).

Un problema se dice mal planteado si alguna de las condiciones antes mencionadas no se
satisfacen. En general la mayoria de los problemas inversos son mal planteados.

Los problemas inversos se formulan a menudo en espacios de dimension infinita, con la
limitaciéon de un ntmero finito de mediciones. Esto puede conducir a los problemas que son
replanteados en forma discreta. En estos casos, los métodos de regularizacion pueden ser uti-
lizados para introducir supuestos relativamente débiles en la solucién y prevenir sobreajuste.

5.3. Otras complicaciones

Existen diferentes complicaciones en la practica que no permiten describir con exacti-
tud las caracteristicas del modelo. Esto puede deberse a una incorrecta especificacion de la
funciéon o a errores en las mediciones.



5.4. PROPAGACION DE LA INCERTIDUMBRE 49

Habra algunos casos en los que la ecuacion diferencial que realmente refleja todas las

caracteristicas del sistema no sea (5.1) sino otra, digamos F'(z,x¢,7,0,7’;5) = 0, cuya
solucion denotamos por § = f(z; 3) con valores iniciales o y 9o tal que gy = f(xo; 3).

Entonces la funcion f(x; ) es sélo una aproximacion. En la practica suele modelarse el
error con una funcion 6(+) que aparece de manera aditiva en el modelo. El modelo verdadero se
puede suponer entonces como f(x; 3) = f(z; 8)+6(z), donde §(-) es una funcion desconocida
pero de cierto modo determinista, debido a que 6(z;) = 0(z;) si z; = x; con i # j.

Ahora, si se tiene una coleccion de observaciones {(g;, )}, i = 1,...,n tales que g; =
f(:):i; B) = f(xs; B) + 6(x;), se plantea el sistema de ecuaciones que corresponde al modelo
empirico. En este caso las observaciones no necesariamente seran compatibles con dicho
sistema para algin 3, lo que trae como consecuencia que no haya solucion. Para mitigar
esta complicacion, se suele usar el criterio de minimos cuadrados. Este consiste en minimizar
|y — |2, donde ¥ = (41,...7) es el vector de respuestas esperadas bajo f(z,5) y y =
(Y1, ---,yn) el de respuestas postuladas bajo f(z, ).

Por otra parte, dentro de la especificacion del modelo pueden existir errores relacionados
con la medicion de las observaciones. Estos errores pueden darse tanto en las observaciones
de salida como en las de entrada. Cuando la imprecision de las mediciones se da en las
observaciones de salida del sistema, el error aleatorio se representa por € y el modelo se
escribe como

Ui = yite (5.2)
= flz;,f)+e; i=1,...,n.

En el caso donde los errores son en las variables de entrada del sistema, el error se denota
por e y se considera de igual forma aleatorio. La representacion es

yi = [l P) (5.3)

[Z’i = X; t+ € Z:L,TL

Este tipo de complicaciones suelen darse simultdneamente, por lo tanto la forma de
resolver el problema se complica pues se deben considerar todas las fuentes de incertidumbre.

5.4. Propagacion de la incertidumbre

Es importante mencionar que existe una afectacion de las complicaciones antes mencio-
nadas sobre los resultados del modelo. Esto debido a que, si llega a existir incertidumbre en
cualquiera de los componentes del sistema, ésta se propagaria al resultado.

Esta propagacion se da tanto en el problema directo como en el inverso. En el directo
se da cuando existen errores en las mediciones de entrada. En el inverso, se da sobre todo
cuando los errores estan en las mediciones de las observaciones de salida.
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5.5. Ejemplo

En esta seccion se aplica el modelo semiparametrico basado en el proceso gaussiano en
un problema termoquimico en el que se busca describir la relaciéon entre la temperatura y la
presion del vapor de sustancias puras.

5.5.1. Ecuacion de Antoine

Para describir dicha relacion se ha utilizado la ecuacion de Antoine (Antoine, 1996), la
cual se deriva de la relacién de Clausius-Clapeyron. Esta es una manera de caracterizar una
transicion de fase de primer orden que tiene lugar en un sistema monocomponente.

La ecuacion de Antoine relaciona empiricamente el logaritmo de la presion del vapor (p
generalmente en mmHg) con una funciéon que depende de la temperatura (7', generalmente
en grados Kelvin) de la sustancia

B
C+T

Los parametros A, B y C son desconocidos pero han sido estimados; de hecho estas esti-
maciones se pueden encontrar en libros para las sustancias més usadas. Por ejemplo, se ha
sabido que para el agua (H20) se necesitan dos conjuntos de los parametros para describir
la relacion de la temperatura y presion del vapor del agua en todo el rango requerido de la
temperatura. Esto se muestran en el Cuadro 5.1, como se puede observar, se necesitan dos
conjuntos de parametros A, B y C uno para cada intervalo de la temperatura. Este mismo
fenémeno ocurre con otras sustancias puras.

logp=A— (5.4)

T min °C | T max °C A B C
1 100 8.07131 | 1730.63 | 233.426
99 374 8.14019 | 1810.94 | 244.485

Cuadro 5.1: Valores empiricos de la ecuaciéon de Antoine para el agua

En general, la ecuacion de Antoine no es suficientemente flexible y no se puede utilizar
para describir con suficiente precision toda la curva en funcion de la temperatura, razéon por
lo cual usualmente se ajusta por pedazos. Es decir, se utilizan varios conjuntos de parametros
para una sola sustancia. Como en el caso del agua, hay pardmetros A, B y C para describir
la curva de presion del vapor hasta el punto de ebullicion normal y el segundo conjunto
para describir desde el punto de ebullicién normal a un punto critico. Ademés, se puede
apreciar en el Cuadro 5.1 que en el intervalo de temperatura de [99, 100] grados centigrados
hay problemas pues se podria utilizar ambos conjuntos de parametros.

Existe una simplificacion de la ecuacion de Antoine. Cuando se supone C' = 0 entonces
la ecuaciéon describe una relaciéon lineal entre el logaritmo de la presiéon y el valor inverso
de la temperatura. Esta nueva relacion se conoce como ecuaciéon de August. Por otro lado,
también se ha utilizado una extension a la ecuacién, pero son necesarios mas parametros
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Presién del Vapor
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Figura 5.1: Mediciones observadas de temperatura y presion durante un experimento.

B
= A+ ——+D-TH+E-T*>+ F -log(T)}. .
p=exp{A+ C’+T+ + + og(T)} (5.5)

En la practica, los parametros se estiman por medio de método de minimos cuadrados
no lineales. Los datos se obtienen de experimentos disenados para medir la presiéon del vapor
bajo diferentes temperaturas. Desde el punto de vista estadistico éste es un problema que
puede ser resuelto utilizando la técnica de regresion no lineal. Sin embargo, la seleccién de un
modelo paramétrico no lineal adecuado no es una tarea sencilla. Tampoco lo es la evaluacion
de la incertidumbre basada en dicho modelo. Es por esta razén que proponemos el uso del
modelo de regresion semiparamétrico de este trabajo para dar la una estimacion predictiva
de la presion dada la temperatura.

5.5.2. Aplicacién del modelo

Se realizO un experimento y se obtuvieron veinte observaciones de la temperatura y
presion del vapor del acetonitrilo ( Ewing & Sanchez, 2004 ). En términos del modelo de este
trabajo se tiene una muestra de tamano 20 donde {z;}?°; corresponden a las mediciones de
la temperatura y {y;}?°, corresponden a las mediciones de la presion del vapor. En la Figura
5.1 se muestran los datos observados.

Para estimar una curva que se ajuste a los datos se hace el supuesto de que {y;}2%; tiene
una distribucion inicial como en la ecuacion (3.8) bajo el esquema descrito en la Seccion
3.2.3. Es decir, se hace el supuesto de la existencia de un error aleatorio en las observaciones,
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as{ como un error determinista y por lo tanto la distribucion predictiva final es (3.26). Con
esta distribucion se hace la estimacion de la curva.

En un principio se ajust6é el modelo utilizando polinomios de grado cero, uno y dos.
Conforme se disminuye el grado del polinomio se fuerza al proceso gaussiano a capturar
la variabilidad del ajuste. La funcién h(-) que se reporta en este ejemplo es un polinomio
de primer grado debido a que con éste se obtuvieron mejores resultados en el ajuste. Se
utilizaron hiperparametros para las distribuciones iniciales de 3 y p? de tal manera que las
distribuciones fueran no informativas. Estos valores son:

bO = ( 71>t7

0.01 0
Bo = (0 0.01>’
So = 1,
apg = 1.

Para escoger los valores de w y A se utiliza un enfoque Bayesiano empirico el cual consiste
en obtener los valores que maximicen la log-verosimilitud de los datos dados los pardmetros

1 1 _ n
log(P(y | 2)) = =5 log | B | —5(y = p)' 57 (y — ) — 5 log 2. (5.6)

Con base en este modelo, & = p? [wly + A} y la media p es Hf con

exp{—(z1 —x1)"(x1 —21)} - exp{—(21 — 220)"(x1 — 720)}
Ay = : : : (5.7)

exp{—(CCQo - fﬂl)t(xzo - 951)} T exp{—(CEQo - $20)t(9€20 - 9520)}

Dado lo anterior es necesario contar con valores pA2 y B; es por esto que se hace un primer
andlisis del modelo dando valores iniciales de w = 0.1 y A = 0.1. Al correr el modelo se
obtienen estimaciones preliminares para p? y 3 con base en las distribuciones (3.25) y (3.24)
respectivamente. Estas son utilizadas para maximizar la funcion (5.6) con respecto a w y .
Sin embargo para el caso de este experimento se observa que al momento de maximizar la
log- verosimilitud existen problemas numeéricos al invertir y obtener el determinante de A;.
Es por ello que se busco sumar una penalizacion a la funcion (5.6) para hacerla mas estable.
La funcién que se maximizo6 en este ejemplo es

1 1 _ n

log(P(y | X)) = —0.04(5log [ ] —5(y —p)' 57 (y =) — 5 log2m)  (5.8)
3.70197 0.37 —3.70w

I'(1.37)

3.70137

—0.073 5~ A Te 5T,
rasn” °

—0.073
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Estimacion de y(.)

Presidn
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Figura 5.2: Mediciones observadas, el ajuste del modelo y bandas de confianza.

Se puede observar que los sumandos que se agregaron corresponden al logaritmo de una
densidad gamma de moda 0.1 y varianza 0.1. Esto se puede ver como anadir una distribucién
inicial gamma para w y otra para A, procurando que sean no informativas. Cada sumando
de la funcion tiene un peso, el cual sirve para asignar un peso a la informacion que aporta
cada sumando. Haciendo este tipo de calculos la log-verosimilitud pudo ser maximizada sin
problemas numéricos ni de inestabilidad para valores pequenos.

Una vez calculados los valores maximos de w y A para la funcion (5.8) se usan para
obtener nuevos valores de ;;2 y B Con estas nuevas estimaciones se maximiza de nuevo la
funcion (5.8) y asi se encuentran nuevos valores de w y A. Este algoritmo se detiene en el
momento que los valores maximos en cada iteracion se diferencian en 0.001 o menos.

En la Figura 5.2 se puede apreciar el ajuste del modelo con w = 0.00409 y A = 0.00663
y bandas de confianza (lineas azules).

Con las observaciones de este experimento, los valores de la ecuacion de Antoine (que
ajusta los logaritmos de las presiones de vapor a diferentes temperaturas del acetonitrilo)
por el método de minimos cuadrados no lineales son A = 14.7325, B = —3267.6599 y C' =
—31.65307. En la Figura 5.3 se aprecia este ajuste en comparacion con el ajuste obtenido con
el modelo de este trabajo. Para poder ser comparadas se aplico la transformacion logaritmica
a la estimacién que se muestra en la Figura 5.2 debido a que la ecuacion de Antoine ajusta
el logaritmo de la presion.

Como se puede apreciar, en este caso las estimaciones son muy similares. Sin embargo,
para otras sustancias menos conocidas la ecuacion de Antoine podria no ser apropiada y se
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Comparando con la ecuacion de Antoine
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Temperatura

Figura 5.3: Ajuste de los datos usando la ecuacion de Antoine (linea roja) y el modelo de
regresion semi-parametrico (linea negra).

tendria que buscar un modelo no lineal alternativo, mientras que el modelo semi-paramétrico
propuesto en este trabajo seria basicamente el mismo.



Capitulo 6
Discusion

Seleccionar un modelo paramétrico suficientemente flexible para una aplicacion dada
no siempre es una tarea sencilla. En este trabajo se discute un modelo de regresion semi-
paramétrico en el que se consideran dos tipos de errores: uno “determinista” y el otro alea-
torio. En el error determinista se toma en cuenta la correlaciéon que pudiera existir entre los
valores de la respuesta para dos observaciones distintas pero cercanas. Este error esta aso-
ciado a la funcion §(-) que sigue un proceso gaussiano cuyos parametros p? y A determinan
la flexibilidad y la suavidad del modelo, respectivamente. Esta es la parte no paramétrica del
modelo. Por otro lado, el error aleatorio esta asociado a los posibles errores en la observacion
de la respuesta f(-). Esta funcion se aproxima, como es usual en un modelo de regresion
lineal, a través de h(-)!3, lo que corresponde a la parte paramétrica del modelo. La funcion
d(+) modela entonces las desviaciones del modelo paramétrico propuesto respecto al modelo
“verdadero”.

El proceso gaussiano es tratable y tiene una interpretacion relativamente simple, princi-
palmente en este contexto de regresion. Esto nos ha permitido plantear un modelo general
que tiene, como casos limite, escenarios conocidos tales como interpolaciéon y regresion lineal.
De hecho, el modelo de regresion semi-paramétrico discutido aqui tiene aplicaciones practi-
cas en problemas de interpolacién y en otros problemas clésicos del analisis numérico, asi
como en la soluciéon de problemas inversos, tal como se muestra en los Capitulos 4 y 5. Con
base en los resultados de la aplicaciéon del modelo para el caso de problemas inversos, es de
destacar la flexibilidad del modelo semi-paramétrico. Por otra parte, el enfoque bayesiano
permite tomar en cuenta y describir todas las posibles fuentes de incertidumbre, incluida
aquella relacionada con la especificacién del modelo.

%)
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Apéndice A
Resultados auxiliares

El conocer las propiedades y resultados sobre la normal multivariada en ocasiones pue-
de simplificar algunas cuentas. A continuacion, un teorema relacionado con la distribuciéon
normal multivariada que facilita la aplicaciéon computacional del modelo. Estos resultados se
puede ver también en Mardia, Kent y Bibby (1979).

Sea x € R™™ una variable aleatoria con distribucién normal multivariada, tal que x =

X . .
(Xl), donde x; € R" y x5 € R™. Entonces su distribucion se puede escribir como:

2
X1 Hq Y Xy A
~ IVNp4+m ) 5 1
(2) =) (2 32) =
Teorema A.1. Siz= (2, 2))' ~ Nypm(p, X), entonces @ y Ty = Ty — X1 X7, X1 tienen
la siguiente distribucion y son independientes:

o~ No(py, 1)y Toa ~ No(paq, Bo21), (A.2)
donde Mo 1 = Ko — Eglzﬁlﬂl Yy 222.1 = 222 — 22121711212.

El teorema anterior sirve para encontrar distribuciones condicionales de x, dado que x;
es conocida.

Teorema A.2. Usando los supuestos y notacion del Teorema A.1, la distribucidn condicional
de xy dado que x; es:

[T | @] ~ N(py + Zn 27 (@1 — ), Do) (A.3)

Recordando que el modelo de regresion se escribe como en la ecuacion (3.1). La funcion
f() denota la relacion entre las variables explicativas y la variable respuesta,

yi = f(zi) + e

Suponiendo que se tiene una muestra de tamano m de la variable explicativa, {z}}™,
un objetivo es encontrar un estimador para la variable respuesta correspondiente a cada
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nueva variable explicativa. Dichos estimadores pueden ser calculados con base en procesos
gaussianos, como se mostré anteriormente.

En el caso del modelo de este trabajo se tiene (3.8) y con esto se llega al resultado
(3.14). Lo anterior corresponde al caso de una observacion. Usando los resultados anteriores
se pueden encontrar expresiones para toda una muestra de tamano m.

n

Sea Y una variable aleatoria de la forma, Y = (y . Donde y* es el valor de la variable

*

respuesta para cada z¥ ¢ = 1,...,m, es decir, y* = (y(z}),...,y(z%))". Analogamente el
vector aleatorio y; = (y(x1), ..., y(x,))"

Con base en lo mencionado al principio y por la definicion de proceso gaussiano, la
variable Y dados los parametros tiene la siguiente distribucion:

() o)) (32 32)) "

donde
h(z1)'B
= f (A.5)
h(zm)'B
= Hp,
h(zy)'B
Hy = :
h(x},)'B
= Hp,
5
w+v(ry, ) v(ry,T) - v(zy, xp) v(xy, x}) v(xy,x3) v(xy, xk)
v(zg, 1) wHv(wg,xa) - v(zg, xp) v(xg, x7) v(xe, x3) v(xe, k)
0 (T, 1) (T, T2) o wHv(Te, ) (T, xY) v(xy,, 5) (T, z5))
(1, 1) v(ei,@2) -0 o(afa)  wole]) (e a)) (], x7,)
v(xy,, 1) v(ay,x2) e o(ag, Tn) v(ay,oy)  olen,as) - w (e, T
w+v(ry, ) v(r,z) - v(xy, )
V(To, T W+ v(To, T V(Ta, Tp
S = 2 (2' 1) (2, 22) (@2, Zn) (A6)
(T, 1) (T, T2) o wFv(Tg, Ty)

= p(wl+A),

)7
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212 — Etlz (A 7)
U(IT7ZE1> U(.TT,J?Q) U(I‘T,In)
= p2 . S .
v(ay,, 1) v(z),, v2) v(T7,, Tn)
= (1), t(zs), - t(zy,)
- p2L7
w+v(ay,2y) v(ai,as) - (e an)
Yo = p’ : : (A.8)
vy, x7) vy, r3) - wto(ar, )
= p*(wl + A").

Suponiendo la variable y; conocida e igual a y se puede usar el resultado del Teorema
A.2 para encontrar un estimador de y* dados los pardmetros. Con base en la expresion (A.9)
dicho estimador es H*3 — LA™'(y — H3); sin embargo, no es el estimador que se busca pues
éste ain depende de los parametros,

" | B,0°,y] ~ Nw(H*B + L(wI + A) "'y — HB), )W), (A.9)
donde

W = (wl + A)* — L(wl + A)~'L".

Si se observa detenidamente las expresiones (A.9) y (3.14) se nota una similitud entre
ellas. De hecho la tnica diferencia es que la primera es para una muestra de tamano m y la
segunda para una s6lo observacion. Esta expresion atn depende de 3, pero bajo los supuestos
de la Seccion 3.2.1 y aplicando de nuevo el resultado del teorema A.2 se obtiene (3.15) para
una muestra de m observaciones. Lo anterior se muestra a continuacién:

" | 0%, y] ~ No(H*by + L(wl + A)~(y — Hby), p*W), (A.10)
donde

W*=W + (H" — Hwl+A)'L)YB'(H" — H(wl + A)"'L).

Estos resultado brindan una gran ayuda para estimar, pues computacionalmente siempre
es méas rapido trabajar con operaciones matriciales.
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Apéndice B
Modelo General

En este apartado se pretende abordar un modelo general de regresion con el fin de hacer
més claros algunos de los resultados del cuerpo principal de este trabajo.

B.1. Modelo

Suponga un modelo escrito en forma matricial donde Y es una variable respuesta y H
una variable explicativa:

Y =HB+66+e, (B.1)
donde H,xq ¥y

B o~ Ny(b.BT, (B2)

§ ~ N,(0,D7Y),

€ ~ N,0,E).

Por lo tanto Y,,«1 vy se puede reescribir como
Y =C0+¢, (B.3)

conC=[H I)y0=][p" ¢
Considerando e como el error aleatorio, lo que interesa es hacer inferencia sobre 6; por
consiguiente se le asigna una distribucién inicial expresada como

p(0) = Ny (0 | t, T, (B.4)

b B 0
conm—n+q,t—<0>yT—<0 D)'

Suponga un experimento de n observaciones de la variable Y, es decir, {y;}. Se denota
v = (y1,...,yn)" como el vector de los datos observados usados para calcular la distribucion
final del parametro #. Se observa que la expresion (B.3) tiene la forma del problema de
regresion para el cual hay resultados ya conocidos.
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En
p(0 | y) = Nn(0 | t:, 17 (B.5)

se expresa la distribucion final, la cual se obtiene al usar el teorema de Bayes p(f | y) o
p(0)L(0;y) donde L expresa la funcion de verosimilitud, con

t1 = [C'EC+T| Y (C'Ey+Tt) (B.6)
T, = C'EC+T.

La expresion (B.5) se escribe en términos de 5y d como se muestra en

p(B|y) = Ny(B | by, Bi™) (B.7)
y
p(0 | y) = Nau(6 | di, DY) (B.8)
respectivamente, donde
by, = [H'E(D+E)'DH+ B|"'(H'E(D + E)"'Dy + Bb), (B.9)

B, = H'E(D+E)'DH + B,

D, = D+E—-EH(H'EH+ B) 'H'E, (B.10)
di = [D+E—-EH(H'EH + B) 'H'E]"'Ely — H(H'EH + B)"'(H'Ey + Bb)].

Las expresiones en (B.10) se pueden seguir desarrollando, al hacerlo se llega al resultado

dy = y—[D+E—FEH(H'EH + B)'H'E|"Y(Dy+ FH(H'EH + B)"'Bb),  (B.11)
Dit = (D+EB)7
+(D+ E)'EH|[(H'DH + B)+ (H'E(D+ E)"'DH — H'DH)|"'H'E(D + E)™".

La covarianza final entre estas dos variables es:

Cov(8,0 |y) = —[H'E(D+ E)'DH+ B]"'H'E(D + E)! (B.12)
= —-B'H'E(D+E)™.
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B.2. Prediccion

En esta seccion se hace prediccion manteniendo C, con esto se pretende encontrar pre-
dicciones sobre el conjunto de los datos que se han observado.

Se denota Y* la variable de prediccion, es decir Y* = C0 + ¢*, donde €* ~ N, (0, E~1).
La distribucioén inicial de esta variable es la misma que para (B.3) y usando esto se obtiene
la final, dicha expresion es

Y™ [yl ~ Nu(my, Vy), (B.13)

donde

m, = B(Y*|y) (B.14)
= BE(CO]y)
= CE@]y)
= Ct
= HE@B|y)+E(6|y)
= Hb +d,

V, = E'+CVar(d|y)C" (B.15)
= E'4CT7'Ct
= E~'+ HVar(B|y)H' + Var(d | y) + 2HCov(B,6 | y)
= E '+ HB;'H'+ D;' +2HCov(83,6 | y)
= E'+D/'"+HB'H'-2HB;'H'E(D + E).

Todo lo anterior es en un caso general, a continuaciéon se hara el desarrollo bajo la

suposicion de dos casos particulares:
_ 1 _ 141 _ 1
a)E—;]mD—p—QA YB—p—QBm

b) E=2LI,, D=1%A"yB=8,

B.3. Caso a)

En esta seccion se expondran expresiones particulares para (B.9), (B.10) y (B.11) supo-
niendo F = J%In, D= p%A‘l y B= p%BO.



64

Dy

D!

APENDICE B. MODELO GENERAL

Para (B.9):

by

= [H'E(D+ E)'DH + B]"'(H'E(D + E)"'Dy + Bb) (B.16)
1., o? 1 | N |
= (GUHA+ S0 H + B} (G5 H' (GAT + 1) ATy + 5 Bib)

2 2
:[mm+%hrm+BJ%Wm+%@r@+&m

= H'E(D+E)"'DH+ B
1 11 1
oy (;A + Ejn) AT H + ;BO
R o?
:;ﬂHM+?Q)H+%]

Para (B.10):

D+E—-FEHH'EH + B)"'H'E (B.17)

1, 1 11 1
EA +§In—;H(;HH+EBO) H

2
[A—MWIammH+%&YW%
[D+E—~FEH(H'EH + B)"'H'E|'E[ly — H(H'EH + B) "' (H'Ey + Bb)]

1 1 1 1 1
[Dl] 1;[9 - H<—HtH + ;Bo) 1(;th + EBob)]

(72 0'2 0’2
[A + (I —~ H(H'H + ?Bo)_lHt]_l[y — H(H'H + ?Bo)—l(th + ?Bob)].

Para (B.11):

(D+E)™! (B.18)
+(D+ E)'EH|[(H'DH + B) + (H'E(D+ E)"'DH — H'DH)| 'H'E(D + E)*

1 -1 1 -1
(EA + ;[n)

2 1 P2 1
LA + 55 0)
P -1 P’ -1 t o’ -1 —1prts 4—1 p* -1
+;(A + ;In) H[H'(A+ ?In) H+ By H' (A + ;In) }
y—[D+FE—EHH'EH + B) 'H'E]|" (Dy+ EH(H'EH + B) "' Bb)

o1 1 1 1.
y — [D1] 1(p—A Ly + pQJQH(ﬁHtHJr;BO) ' Byb)

2 2
_ A + (1 — H(H'H + %Bo)lHt]l(Aly + H(H'H + %Bo)lBob).
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B

D,

dq

A.

Caso b)

En esta seccion se expondran expresiones particulares para (B.9), (B.10) y (B.11) supo-
niendo £ = %1,, D = p%A_l y B = B,.

Para

b

Para

(B.9):
= [H'E(D+ E)"'DH + B]"'(H'"E(D + E)™'Dy + Bb) (B.19)
1 o o, 1 I |
= {;[Ht(AJr?In) "H] + By} 1((72 . (;A 1+;In) YAy + Byb)
Lo 0?1 L P
= [;H (A+ an) H + By (;H (A4 —51n)""y + Bob),
= HtE(D + E)—lDH + B
1
_ t -1 -1 4—-1
— U2p H<p2A +?In) AT H + By
| R o?
(B.10):
D+ E—-FH(H'EH + B)'H'E (B.20)
L 1 1 Lo —1 gt
EA + ;In — FH(;H H+ By) 'H

[A + (I — H(H'H + 0°By) " 'H'],
p?
D+ E — EH(HtEH +B) 'H'E|"'Ely — H(H'EH + B)"*(H'Ey + Bb)]
1 1 1
[Dl]_lg[y - H(—QHtH + Bo)_l(thy + Bob)]

2
%[A + p—Q(I — H(H'H + 0®Bo)*HY [y — H(H'H + 0*By)~"(H'y + o>Byb)].
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Para (B.11):
D' = (D+E)! (B.21)
+(D+ E)'EH|(H'DH + B) + (H'E(D + E)"'DH — H'DH)|"'H'E(D + E)™*
1., 1.
1.1, ., 1 _ 1, 1
+;(FA 1+§[n) 'H[B] 1Ht(;A 1+;1n) !
- At L)
o2 "
Lo, 7 |- 1 177t
+;(A +F]) H[p [H(A+p—]) H] + By *H'(A™ +—I) 1,
d = y—[D+E—-FEH(H'EH + B) 'H'E|" (Dy + EH(H'EH + B) ' Bb)

1 1 1 1
y—[Dl]_l(—2A_1 + —H(= HtH+p By) ' Byb)

1
y— [p (A71 +3 r (I, — H(H'H + UQBO)‘lHt)]‘I(FA_ly + H(H'H + 0*By) ' Bob).



Apéndice C
Codigo en R

En este apéndice se presentan los codigos implementados para obtener los resultados del
modelo de este trabajo.

#Funcidén para interpolar usando procesos Gausssianos usando la funcidén ’dist’

library(proxy)
library(maxLik)
library (optimx)

###Declaracion de Funciones

#Funciones para crear variables tipo listas que seran parametros en la
#funcidén principal
listal<-function(bi,Bi,si,ai,w00)
{ #Lista para los parametros de las distribuciones
ii1=1ist(b0=bi,B0=Bi,s0=si,a0=ai,w=w00)#iniciales
return(iil)}

lista2<-function(1lbdi,Vi)

{ #Lista para los parametros de la funcién de
1i2=1ist(1bd=1bdi,V=Vi) # correlacidn
return(ii2)

+
#Funcion H

#Parametros: Vector de observaciones x-s, funcidn propuesta
Hx<-function(x,h) t(apply(x,1,h))

#Funcidén principal, la salida de esta funcidén es una lista con:
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#Funcidon esperanza final

#Funcion varianza final

#Valores de la esperanza final de los datos a interpolar
#Valores de la varianza final de los datos interpolar

#Los parametros de la funcidn son:

#0bservaciones ’x’

#0bservaciones de la funcidn evaluada en ’x’ (’y’)

#Lista de pardmetros iniciales de la distribucién

#Lista de parametros para la funcién de correlaccidén inicial
#Funcidon propuesta ’h’

#Valores a interpolar

#fiPara hacer uso de la distancia Mahalanobis
#se debe bajar la paqueteria ’proxy’

proceso<-function(x,y,inil,ini2,h,xe)
{
n=dim(x) [1] #Numero de observaciones
ne=dim(xe) [1] #Namero de valores a interpolar
d=dim(x) [2]#Dimensién del proceso
xT=rbind(x,xe) #Combinacidén entre los datos observados
#y los que se interpolaran
H=Hx(x,h)
if (length(inii$b==1)) {H=t(H)}
He=Hx (xe,h)
if (length(inii$b==1)) {He=t(He)}
AT1=-ini2$1bdx
(as.matrix(dist (xT,method = "mahalanobis",upper=T,diag=T,cov=V)))"2
#Usando la distancia de Mahalanobis
AT=exp(as.matrix(AT1)) #Matriz de desitancias totales
AT=AT+inil$wxdiag(n+ne)
IA=solve(AT[1:n,1:n]) #Inversa de la matriz A
print (dim(IA))
L=AT[(n+1) : (n+ne) ,1:n] #Matriz lamda
K=L%*%IA
Ae=AT[(n+1): (n+ne), (n+1): (n+ne)] #Matriz A estrella
Be=inil1$BO+t (H) %*%IAY%*%H
#Matriz B, covarianzas finales para el parametro beta
IB=solve(Be)
b=IB%*%(ini1$B0%*%ini1$b0+ t (H)%*%LIAY%*%y )
#Vector de esperanza final para el parametro beta



#Funcidén para poder graficar en el caso bivariado
#fEsta funcidn tiene como salida los vectores de ’x0’,

Me=He¥%*%b+K* (y-Hi*%b)
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#Vector de esperanza final para los valores a interpolar

W=(Ae-L%*}hIA%*%t (L))

We=inil$w+diag(ne)+W+t (t (He) -t (H) %x%t (K) ) %*%IB%x*% (t (He) -t (H) %+t (K) )

#Matriz W estrella
gq=dim(matrix(ini1$b0)) [1]
a=inil$al+n-q

s=ini1$s0+t (y) %*% (TA-TAY%*YH)*Ysolve (t (H) %xhIA%*LH) %t (H) %% IA) %xhy

vari=(s/(a-2))*diag(We)

#Vector de variaza final para los valores a interpolar

mod=1ist (m=Me,W=We,var=vari,B=Be,s=s,a=a,b=b)

return(mod)

#parametros necesarios para la funcién ’persp’

’y0’ y la matriz ’z0’

pgraf<-function(a,b)#Matriz de nx2 y vector columna de nxl

{

bus<-function(z,m,v,n)
{
k=0
for(j in 1:n)
{
if(z[1] == m[j,1] && z[2]
}
if (k'=0) {return (v[k])}
else {return(NA)}
+
n=dim(matrix (b)) [1]
x=sort(matrix(unique(al,1])))
y=sort(matrix(unique(al,2])))
nx=dim(matrix(x)) [1]
ny=dim(matrix(y)) [1]
d=max (nx,ny)
M=matrix (NA, ncol=ny,nrow=nx)
for (i in 1:nx)
{
for(j in 1:ny)
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{
M[i,jl=bus(c(x[il,y[j]),a,b,n)
}

return(list(x=x,y=y,z=M))

#Funcidén para graficar el proceso en el caso bivariado o univariado
plotproceso<-function(pro,x,y,xe){
d=dim(x) [2]
if (d==1){
plot(xe,pro$m,main="",type=’1’,xlab="x’,ylab="Estimacién’)
title(sprintf("Estimacién de y(.) \n No. de Observaciones=/d",dim(x) [1]))
points(x,y)
} else{
dat=pgraf (xe,pro$m)
op <- par(bg = "white")
persp(dat$x,dat$y, dat$z, theta = 125, phi = 5, expand = 0.5,ticktype = "detailed",
title(sprintf("Estimacion de y(.) \n No. de Observaciones=/d",dim(x) [1]))
dev.new()
contour(dat$x,dat$y,dat$z)
title(sprintf("Curvas de nivel para y(.) \n No. de Observaciones=%d",dim(x) [1]))
}
}

plotvar<-function(pro,x,y,xe){
dat=pro$m
var=pro$var
val<-dat+qt (0.975,pro$a) *var
va2<-dat-qt(0.975,pro$a) *var
plot(xe,dat,ylab="Estimacién",type=’1’,ylim=c(min(va2) ,max(val)), xlab=’x’)
title(sprintf ("Estimacidén de y(.) \n No. de Observaciones=%d ",dim(x)[1]))
lines(xe,val, type = "1", col=’blue’)
lines(xe,va2, type = "1", col=’blue’)
points(x,y)
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