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Capítulo 1

Introducción

El concepto de regresión surge a través de un estudio realizado por Galton sobre padres
e hijos, en el que se comparaba la estatura de los mismos. De esto resultó que los hijos
de padres muy altos seguían siendo altos pero con una tendencia a la estatura media. De
manera análoga los hijos de padres muy bajos seguían una tendencia a la estatura media.
Esto es, se percibía una �regresión� a la estatura promedio de la población. Este hecho dio
pie al modelo de regresión que ahora conocemos.

El modelo de regresión plantea la relación entre una variable explicativa y una variable
respuesta. En diversas área del conocimiento es de interés conocer la interacción de dos o
más conceptos con algún otro de interés. La relación que se considera en este caso se supone
con algún tipo de perturbación, lo que se conoce como error aleatorio.

Entonces, posiblemente en dicha relación entre variables o conceptos sea de interés (i) la
magnitud del impacto de una variable (explicativa) sobre otra (respuesta), (ii) dado cierto
valor de una variable, predecir el valor de otra o (iii) quizás lo importante es sólo probar
estadísticamente la existencia de la relación entre dichas variables. El modelo de regresión
brinda resultados en estos casos; es por esta razón que se utiliza como herramienta estadística
en áreas como medicina, psicología, ingeniería, ciencias sociales, etc.

En la mayoría de las veces suele utilizarse el modelo bajo un supuesto de distribución
sobre el error aleatorio, comúnmente se le asocia una distribución normal. Sin embargo en
la práctica no siempre los datos cumplen con dicho supuesto o quizás (en el caso de ser
costoso conseguir muestras grandes) sea difícil probar estadísticamente que se cumple con el
mismo. En estos casos los modelos no paramétricos son una buena opción debido a que no
se hacen hipótesis paramétricas sobre la distribución de los datos, lo que brinda �exibilidad
y robustez.

Otro supuesto común en el modelo de regresión usual, es que los datos tienen homoce-
dasticidad, es decir, la varianza de los errores es constante, aunque esto no siempre se da. En
relación con esto se ha desarrollado el proceso guassiano. Éste sirve para modelar datos en
donde existe una correlación de las observaciones dependiendo de la cercanía, en el espacio o
en el tiempo, de las mismas. Esto permite introducir el supuesto de que entre observaciones
cercanas haya un mayor parecido que entre las que se encuentran más alejadas. El grado
de similitud puede controlarse a través de la forma que se asocie a la matriz de correla-
ción del proceso. Esto es importante en investigaciones espaciales, por ejemplo en estudios
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8 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

geográ�cos, o quizás de series de tiempo.
En este trabajo se aborda el tema de un modelo de regresión semiparamétrico en donde

se consideran dos tipos de errores, por un lado el error aleatorio usual y por el otro un error
�determinista� que es modelado como un proceso gaussiano. Esto bajo la perspectiva de
la estadística bayesiana. El modelo resultante es muy �exible y su análisis es relativamente
simple. Por otro lado, tiene aplicaciones interesantes, entre las que se destacan el tratamiento
bayesiano de problemas clásicos de análisis numérico.

En el siguiente capítulo se da una breve introducción al modelo de regresión usual con un
enfoque bayesiano, exhibiendo diferentes casos dependiendo del supuesto en la distribución
inicial de los parámetros. En este mismo capítulo se da una introducción al proceso gaussiano.
En el capítulo tres se desarrolla el modelo de regresión semiparamétrico basado en el proceso
gaussiano, discutiendo distintos casos de distribuciones iniciales sobre los parámetros así
como lo que ocurre en casos límite. En el capítulo cuatro y cinco se dan ejemplos donde
se utiliza este modelo, incluyendo interpolación bayesiana y una aplicación a problemas
inversos.



Capítulo 2

Preliminares

En Estadística se busca describir la variable objetivo (Y ), por ejemplo a través de su me-
dia (como una característica básica) pero más generalmente se busca estimar la distribución
de dicha variable. Para hacer inferencia sobre la variable es necesario recabar información
sobre ella. En ocasiones esa información se obtiene a través de algunos otros datos de va-
riables conocidas z. Se pretende encontrar cómo afectan estos valores a la distribución de la
variable Y . Es decir, se busca conocer la relación para saber cómo modi�can estos valores la
distribución de Y .

En este capítulo se abordan conceptos importantes para poder tener un mejor panorama
del tema general de este trabajo.

2.1. El modelo de regresión

Al analizar algún fenómeno es común encontrar una relación inherente entre variables.
Es conveniente analizar este tipo de comportamientos puesto que en ocasiones con sólo
conocer ciertas variables de los individuos, se podría obtener algún modelo que ayude en
la toma de decisiones. Por ejemplo, suponga que se observa una relación entre el tiempo
que destina la televisión abierta a los anuncios publicitarios y el número de usuarios de
televisión restringida (paga). Si la meta es llegar a un cierto número de usuarios, con base en
esta relación se podría encontrar el tiempo óptimo para los anuncios publicitarios. También
sería útil si se deseara saber el número de usuarios dado que se ha elegido un tiempo para
los anuncios publicitarios. El análisis de regresión es una técnica estadística que sirve para
modelar este tipo de situaciones.

Se habla de un modelo de regresión cuando existe una función matemática que intenta
ajustar una variable respuesta Y en relación a un conjunto de m variables explicativas
representadas en el vector z = (z1, . . . , zm)t. Debido a que Y es variable aleatoria, el objetivo
principal es ver cómo incide en la distribución de ésta el valor de z. Es decir, se trata de
tener información sobre dicha distribución a través de la variable z. Conociendo ésta se puede
predecir la variable respuesta y se podrán explicar mejor los mecanismos de esa relación. Esto
último es útil si se busca encontrar cómo afectan los valores de las variables z a la distribución
de Y .

9



10 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Una forma de modelar la relación es pensando en el valor esperado de Y dadas las
variables explicativas

E(Y | z) = γ(z),

donde γ es una función desconocida. Esta función puede ser en principio de cualquier forma,
sin embargo se suele usar una forma paramétrica simple para aproximarla

γ(z) = η(z; β),

donde el parámetro β = (β0, . . . , βk)
t es desconocido. Por simplicidad comúnmente se supone

que η es una función lineal de β en alguna escala, es decir η(z; β) = g(β0 + β1κ1(z) + · · · +
βkκk(z)). La función g (que de�ne la escala) es uno a uno y conocida, también son conocidas
las funciones κi : Rm → R, i = 1, ..., k.

Como se puede observar, de una suposición general de la relación funcional entre la
variable respuesta y las explicativas, se hace una simpli�cación. Lo que se hace es buscar
una manera de hacer más fácil la solución al problema, de tal manera que el manejo de la
relación tenga una mejor interpretación y los cálculos no sean tan complicados.

Después de las restricciones antes mencionadas se reduce el problema a encontrar los
valores de β de la ecuación (2.1).

Cuando la distribución de Y se supone dentro de la familia exponencial, esta ecuación
da lugar al desarrollo de los modelos lineales generalizados (McCullagh y Nelder,1989). En
este caso E(Y | z) = g(β0 + β1κ1(z) + · · ·+ βkκk(z)),

g−1(E(Y | z)) = β0 + β1κ1(z) + · · ·+ βkκk(z),

se denomina la función liga y β0 +β1κ1(z) + · · ·+βkκk(z) se conoce como el predictor lineal.
Cuando se habla del modelo usual de regresión lineal, la distribución de Y se supone

normal y se hace un supuesto más, la función g es la identidad. Entonces se puede reescribir
el modelo como:

E(Y | z) = β0 + β1x1 + . . .+ βkxk,

donde κj(z) = xj. Suponiendo un experimento de n observaciones independientes, es decir,
ahora contemplando no un vector z de variables explicativas sino n vectores de m entradas
cada uno, sea {zi, yi}ni=1 una muestra de tamaño n de la variable explicativa y la variable
respuesta. Entonces el modelo de regresión se escribe en forma matricial como en la ecuación
(2.1), donde Y = (Y1, . . . , Yn), xij = κj(zi) y

X =

1 x11 x12 · · · x1k

1 · · · . . .
...

1 xn1 xn2 · · · xnk

 ,

E(Y | X) = Xβ. (2.1)
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Figura 2.1: Simulación de un problema de regresión

En la Figura 2.1 se muestra una simulación de un problema de regresión no lineal en la
variable z. La curva continua que se observa corresponde a la verdadera relación1 entre la
variable explicativa y la variable respuesta. En particular se trata de un modelo de regresión
polinomial, el cual supone que z ∈ R y además κj(z) = zj. Es decir, E(Y | z) = β0 + β1z +
. . .+ βkz

k.

Normalidad

Como ya se mencionó, el modelo de regresión usual supone que la variable Y tiene una
distribución normal. Este puede ser un supuesto restrictivo; sin embargo, es muy útil pues
simpli�ca los cálculos y la interpretación.

Yi ∼ N(yi | β0 + β1xi1 + · · ·+ βkxik, σ
2).

Entonces yi = β0 + β1xi1 + · · ·+ βkxik + εi con εi ∼ N(0, σ2) para i = 1, . . . , n. Escrito lo
anterior de forma matricial,

Y = Xβ + ε, ε ∼ Nn(0, σ2In), (2.2)

o, equivalentemente,

Y ∼ Nn(Xβ, σ2In),

donde ε = (ε1, . . . , εn)t.

1La función de la línea continua es y = f(z) = 0.06 ∗ (z + 2)2 ∗ sin(3z + 3) + 4
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2.2. Análisis

En esta sección se analiza el modelo de regresión, bajo un modelo Bayesiano para dife-
rentes casos, éstos dependiendo de la distribución inicial del parámetro β y del supuesto de
desconocer o no el parámetro σ2. Estos resultados son conocidos en la literatura del tema,
como por ejemplo en Broemeling (1985), Zellner (1996) y Gutiérrez-Peña (1998).

2.2.1. Caso p(β) dependiente de σ2 y ésta conocida

En esta sección se analizará el modelo anterior suponiendo σ2 conocida. Es ilustrativo
desarrollar esta situación, pero además será útil al analizar otros casos que se desarrollan
más adelante.

Distribución inicial

La distribución inicial del parámetro β se expresa en (2.3). Esta distribución está basada
en la familia conjugada (ver Bernardo y Smith, 2000)

[β | σ2] ∼ N(b0, σ
2B−10 ), (2.3)

donde b0 ∈ Rk+1 y B0 (k+1)×(k+1) es una matriz simétrica y positiva de�nida.

Distribución �nal

Para los casos particulares de distribución inicial antes mencionados, se obtienen los
siguientes resultados

[β | σ2,y] ∼ N(b1, σ
2B−11 ), (2.4)

donde

B1 = XtX + B0,

b1 = B−11 (Xy + B0b0).

Este resultado se obtiene de usar el teorema de Bayes,

p(β | σ2,y) ∝ p(β | σ2)L(β, σ2;y),

donde

L(β, σ2;y) ∝ (2πσ2)n/2 exp{− 1

2σ2
(y −Xβ)t(y −Xβ)} (2.5)

∝ (σ2)−n/2 exp{− 1

2σ2
[(β − β̂)tXtX(β − β̂) + nσ̂2]},

β̂ = (XtX)−1Xty,

σ̂2 =
1

n
(y−Xtβ)t(y−Xtβ).
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Inferencia

De acuerdo al resultado anterior se hará inferencia sobre los parámetros e inclusive inter-
valos de máxima densidad sin perder de vista que se está en el caso donde σ2 es conocida.

En el caso de β, con base en (2.4) se conoce su esperanza y varianza �nal. El estimador
para el parámetro puede ser su esperanza �nal y con base en la matriz de varianzas construir
intervalos de probabilidad para cada uno de los coe�cientes de regresión.

Predicción

Un problema común que se desea resolver con base en regresión, es el predecir el valor de
una variable dados valores conocidos. Es decir, suponga que se tiene el vector de variables
explicativas xt∗ = (1, x1∗, . . . , xk∗) y se desea predecir el valor de la variable respuesta Y∗.
Bajo el supuesto de regresión antes descrito, el modelo es

Y∗ = xt∗β + ε∗, (2.6)

donde ε∗ ∼ N(0, σ2) e independiente de ε.
De�niendo a µ∗ como el valor esperado de la observación futura Y∗ y bajo el modelo

anterior se tiene

µ∗ = E(Y∗ | β, σ2) (2.7)

= xt∗β,

Var(Y∗ | β, σ2) = σ2.

Este problema se puede resolver desde dos perspectivas, una de ella es con base en la
distribución de µ∗ y la otra bajo la distribución de Y∗. A continuación se explican ambos
enfoques.

Inferencia sobre µ∗

Desde este punto de vista se busca la distribución �nal de µ∗; para ello hay que notar
que éste es una combinación lineal del β. Se sabe que la distribución de β dados y y σ2 tiene
una distribución normal, entonces la distribución µ∗ dados y y σ2 también es normal. Por lo
tanto, con base en lo que se hizo en (2.4), la distribución �nal de dicho parámetro es

p(µ∗ | y) = N(µ∗ | xt∗b1, σ
2xt∗B

−1
1 x∗).

De esto se sigue que el intervalo de máxima densidad de (1− α)× 100 % es

xt∗b1 ± z1−α/2σ
√
xt∗B

−1
1 x∗,

donde z1−α/2 es el cuantil de orden (1− α
2
) de la distribución normal estándar.
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Inferencia sobre Y∗

En este caso se busca la distribución predictiva �nal de Y∗, es decir, p(y∗ | y). Con base
en el modelo (2.6) y la distribución de β y ε∗ dados y y σ2, se tiene

p(y∗ | σ2,y) = N(y∗ | xt∗b1, σ
2(1 + xt∗B

−1
1 x∗)). (2.8)

Un intervalo predictivo de máxima densidad del (1− α)× 100 % es

xt∗b1 ± z1−α/2σ
√

1 + xt∗B
−1
1 x∗. (2.9)

2.2.2. Caso p(β) no dependiente de σ2 y ésta conocida

Este caso es de utilidad en situaciones en las que la relación entre β y σ2 que establece
la distribución conjugada se considera demasiada restrictiva a priori.

Distribución inicial

La distribución inicial del parámetro β se expresa como

[β | σ2] ∼ N(b0, B
−1
0 ), (2.10)

donde b0 ∈ Rk+1 y B0 (k+1)×(k+1) es una matriz simétrica y positiva de�nida.

Distribución �nal

Para los casos particulares de distribución inicial antes mencionados, se obtienen los
siguientes resultados

[β | σ2,y] ∼ N(b1, B
−1
1 ), (2.11)

donde

B1 = σ−2XtX + B0, (2.12)

b1 = B−11 (
1

σ2
Xy + B0b0).

Como en el caso anterior, este resultado se obtiene de usar el teorema de Bayes,

p(β | σ2,y) ∝ p(β | σ2)L(β, σ2;y),

donde L(β, σ2;y) está dada por (2.5).
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Inferencia

Como en el caso anterior, se puede hacer inferencia sobre los coe�cientes de regresión,
por ejemplo a través de intervalos de máxima densidad.

Predicción

Suponga que se tiene el vector de variables explicativas xt∗ = (1, x1∗, . . . , xk∗) y se desea
predecir el valor de la variable respuesta Y∗. Considerando Y∗ como en (2.6) y µ∗ como en la
(2.7).

Inferencia sobre µ∗

Desde este punto de vista se busca la distribución �nal de µ∗, para ello hay que notar
que ésta es una combinación lineal del β, al igual que en el caso anterior. Por lo tanto, con
base en (2.11), la distribución �nal de dicha variable es

p(µ∗ | y) = N(µ∗ | xt∗b1,x
t
∗B
−1
1 x∗).

De esto se sigue el intervalo de máxima densidad de (1− α)× 100 % es

xt∗b1 ± z1−α/2
√
xt∗B

−1
1 x∗,

donde z1−α/2 es el cuantil de orden (1− α
2
) de la distribución normal estándar.

Es importante recalcar que los valores de b1 y B1 que se utilizan en esta sección son los
expuestos en (2.12).

Inferencia sobre Y∗

En este caso se busca la distribución predictiva �nal de Y∗, es decir, p(y∗ | y). Con base
en el modelo (2.6) y la distribución de β y ε∗ dados y y σ2 se tiene

p(y∗ | σ2,y) = N(y∗ | xt∗b1, σ
2 + xt∗B

−1
1 x∗).

Un intervalo de máxima densidad del (1− α)× 100 % es

xt∗b1 ± z1−α/2
√
σ2 + xt∗B

−1
1 x∗, (2.13)

de nuevo se hace hincapié en que las expresiones para b1 y B1 en este caso están en (2.12).

2.2.3. Caso p(β) dependiente de σ2 y ésta desconocida

En el caso anterior, al suponer σ2 conocida los cálculos se hacen sencillos. Sin embargo
a continuación se analizará el modelo suponiéndola desconocida debido a que en la mayoría
de las situaciones ese será el caso. Para esto se hará uso de algunos de los resultados de la
Sección 2.2.1.
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En algunos libros y artículos, sobre todo los que manejan una perspectiva Bayesiana, se
hace un cambio de notación para facilitar cálculos. Este cambio consisten en usar la precisión
en lugar de la varianza como parámetro τ = 1

σ2 , de manera que Y ∼ Nn(Xβ, τ−1In).

Distribución inicial

Pensando en la familia conjugada, la distribución inicial de los parámetros β y τ debe
ser tal que su función de densidad sea de la forma:

p(β, τ) ∝ τn0/2 exp{−τ
2

[(β − b0)tB0(β − b0) + t0]} (2.14)

donde n0, t0 ∈ R, b0 ∈ Rk+1 y B0(k+1)×(k+1) es una matriz simétrica y positiva de�nida.
Notemos que la situación anterior se sigue si

[β | τ ] ∼ Nk+1(b0, τ
−1B−10 ),

τ ∼ Gamma(τ | a0/2, t0/2).

donde a0 = n0 − k + 1 (ver, por ejemplo, Bromeling, 1985). Este esquema corresponde a la
distribución Normal-Gamma.

En particular la distribución de τ se puede reescribir como una Ji-cuadrada con los
parámetros adecuados. Esto recordando que si G ∼ Gamma(g/2, 1/2) entonces G ∼ χ2

g,
para efectos del parámetro τ se tiene que

τ ∼ Gamma(τ | a0/2, t0/2),

∼ t0χ
2
a0
.

Por lo tanto la distribución inicial para la varianza σ2, bajo este esquema, es σ2 ∼ s0χ
−2
a0
,

con t−10 = s0. Aquí, χ−2a0 denoto una distribución Ji-cuadrada inversa con a0 grados de
libertad.

Cuando no se tiene información sobre la distribución inicial de los parámetros se utilizan
reglas para encontrar distribuciones no informativas. Utilizando la Regla de Je�reys dicha
distribución es π(β, τ) ∝ τ (k−1)/2. Sin embargo, la más aceptada es la distribución inicial de
referencia que se puede obtener a partir del método de Bernardo (1979), dada por π(β, τ) ∝
τ−1.

Distribución �nal

Establecida la distribución inicial que re�eje la información inicial que se tiene sobre el
parámetro, se obtiene la distribución �nal haciendo uso del teorema de Bayes. Para los casos
particulares de distribución inicial antes mencionados, se obtienen los siguientes resultados.
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Proposición 2.1. La distribución �nal para el modelo (2.2) si se utiliza una distribución
inicial conjugada de la forma (2.14) es

p(β, τ | y) = Nk+1(β | b1, τ−1B−11 )Ga(τ | a1
2
,
d1
2

), (2.15)

donde

B1 = XtX + B0,

b1 = B−11 (Xy + B0b0)

a1 = n+ a0,

d1 = (y−Xb1)
t(y−Xb1) + (b1 − b0)

tB0(b1 − b0) + t0.

Con base en este resultado, las distribuciones �nales marginales son:

p(τ | y) = Ga(τ | a1
2
,
d1
2

), (2.16)

p(β | y) = Stk+1(β | b1,T
−1
1 , a1), (2.17)

donde Stk+1 corresponde a la distribución t-Student en el caso multivariado con a1 grados
de libertad, parámetro de localización b1 y parámetro de escala T−11 , con T1 = a1

d1
B1.

Dado que τ tiene una distribución Gamma, entonces la distribución de σ2 es una Gamma
Inversa, es decir, con base en (2.16)

p(σ2 | y) = IGa(σ2 | a1
2
,
d1
2

). (2.18)

Cuando se utiliza una distribución inicial de referencia, π(β, τ) ∝ τ−1, la distribución
�nal es

π(β, τ | y) = Nk+1(β | β̂, τ−1(XtX)−1)Ga(τ | n− k − 1

2
,
n− k − 1

2
σ̂2),

donde
β̂ = (XtX)−1Xty

y

σ̂2 =
(y−Xβ̂)t(y−Xβ̂)

n− k − 1
,

son los estimadores insesgados usuales para β y σ2 respectivamente. Ésta es un caso límite
del modelo (2.14) con t0 = 0, a0 = −(k + 1) y B0 = 0.

Con base en la distribución conjunta anterior, las distribuciones marginales son:

π(τ | y) = Ga(τ | n− k − 1

2
,
n− k − 1

2
σ̂2),

π(β | y) = Stk+1(β | β̂, σ̂2(XtX)−1, n− k − 1).
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Inferencia

De acuerdo a estos resultados, se puede hacer inferencia sobre los parámetros, por ejemplo,
a través de intervalos de máxima densidad, como en los casos anteriores.

En el caso de β, con base en (2.17), su esperanza y varianza �nal se expresan como

E(β | y) = b1 si a1 > 1, (2.19)

Var(β | y) =
a1

a1 − 2
T−11 si a1 > 2.

La esperanza puede ser el estimador de dicho parámetro y se pueden construir intervalo
de máxima densidad usando la varianza y tomando en cuenta su distribución normal.

Para σ2, con base en 2.18, el estimador considerando su esperanza �nal, se expresa como

E(σ2 | y) =
d1

a1 − 2
.

Y su varianza y moda �nales son

Var(σ2 | y) =
2d21

(a1 − 2)2(a1 − 4)
,

Moda(σ2 | y) =
d1

(a1 + 2)
.

Si se utiliza la distribución de referencia las expresiones se reducen y quedan en función
de las estimadores insesgados antes mencionados. Para el caso de σ2 las expresiones son

E(σ2 | y) =
n− k − 1

n− k − 3
σ̂2,

Var(σ2 | y) =
2(n− k − 1)2

(n− k − 3)2(n− k − 5)
σ̂4,

Moda(σ2 | y) =
n− k − 1

(n− k + 1)
σ̂2;

y para β

E(β | y) = β̂ si n > k + 2,

Var(β | y) =
n− k − 1

n− k − 3
σ̂2(XtX)−1 si n > k + 3.

Predicción

Como en los casos ya mencionados anteriormente, suponga que se tiene el vector de
variables explicativas xt∗ = (1, x1∗, . . . , xk∗) y se desea predecir el valor de la variable respuesta
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Y∗. Este problema se abordará desde las dos perspectivas antes mencionadas. A continuación
se explican ambos enfoques.

Inferencia sobre µ∗

Desde este punto de vista se busca la distribución �nal de µ∗. Para ello hay que notar
que ésta es una combinación lineal del β. Se sabe que la distribución de β dados y y σ2 tiene
una distribución normal, entonces la distribución µ∗ dados y y σ2 también es normal. Por lo
tanto, con base en lo que se hizo en (2.17), la distribución �nal de dicho parámetro es

p(µ∗ | y) = St(µ∗ | xt∗b1,
d1
a1
xt∗B

−1
1 x∗, a1).

Cuando se utiliza una distribución inicial de referencia la distribución �nal es

π(µ∗ | y) = St(µ∗ | xt∗β̂, σ̂2xt∗(X
tX)−1x∗, n− k − 1). (2.20)

Un intervalo de máxima densidad del (1− α)× 100 % usando la distribución (2.20) es

xt∗β̂ ± t
1−α/2
n−k−1σ̂

√
xt∗(X

tX)−1x∗ (2.21)

donde t1−α/2n−p es el cuantil de orden (1 − α/2) de una distribución t-Student estandarizada
con (n− k − 1) grados de libertad.

Inferencia sobre Y∗

En este caso se busca la distribución predictiva �nal de Y∗, es decir, p(y∗ | y). Con base
en el modelo (2.6) y la distribución de β y ε∗ dados y y σ2, se tiene

p(y∗ | σ2,y) = N(y∗ | xt∗b1, σ
2(1 + xt∗B

−1
1 x∗), a1).

Para obtener la distribución deseada, sólo se integra con respecto a la distribución �nal
de σ2, lo que da como resultado

p(y∗ | y) = St(y∗ | xt∗b1,
d1
a1

(1 + xt∗B
−1
1 x∗), a1).

Cuando se utiliza una distribución inicial de referencia la distribución �nal es

π(y∗ | y) = St(y∗ | xt∗β̂, σ̂2(1 + xt∗(X
tX)−1x∗), n− k − 1). (2.22)

Un intervalo predictivo de máxima densidad del (1− α)× 100 % usando la distribución
(2.22) es

xt∗β̂ ± t
1−α/2
n−k−1σ̂

√
1 + xt∗(X

tX)−1x∗. (2.23)
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2.3. El proceso gaussiano

Existen diferentes situaciones donde se estudia una secuencia de observaciones o puntos
entre los cuales existe una correlación. Esta correlación depende de la cercanía entre las
observaciones, es decir, la medición en un punto estará relacionada de manera diferente a
puntos cercanos que a los lejanos. El proceso gaussiano sirve para modelar este tipo de datos.

De�nición 2.1. Un proceso Gaussiano es un proceso estocástico continuo en el tiempo, el
cual para cualquier vector de dimensión �nita Y = (Y (t1), . . . , Y (tn))t tiene una distribución
normal multivariada Nn(µ(t),V(t)) para algún vector de medias µ y matriz de covarianzas
V que depende de t = (t1, . . . , tn)t. Un proceso Gaussiano también puede indexarse por
medio de un vector x ∈ Rm que se interpreta como una posición en el espacio.

Sea {xi}ni=1 un conjunto de puntos ubicados en el espacio (Rm), el conjunto {y(xi)}ni=1

representa una realización del proceso gaussiano. La característica de este proceso es la
distribución normal multivariada de y = (y(x1), . . . , y(xn))t, es decir:

y ∼ Nn(µ,Σ) (2.24)

donde Σ es el kernel del proceso. Existen varias funciones para representar cada elemento
de esta matriz Σij, suelen dividirse según sea el proceso estacionario o no.

Para procesos estacionarios2:

Exponencial Cuadrado

Σij = exp(−‖xi − xj‖2)

γ-Exponencial

Σij = exp(−‖xi − xj‖γ) 0 < γ < 2

Matérn

Σij = ‖xi − xj‖vKv(‖xi − xj‖),

donde Kv es modi�cación de la función de Bessel v > 0 Rotación cuadrática

Σij = (1 + ‖xi − xj‖2)−α α > 0

2Un proceso es estrictamente estacionario si todas sus distribuciones �nito dimensionales son invariantes
ante transformaciones, es decir, F (Y (x1), . . . , Y (xn)) = F (Y (x1+s), . . . , Y (xn+s)) (Rasmussen & Williams,
2006)
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Para procesos no estacionarios:

Lineal

Σij = xtixj

Red neuronal

Σij = arcsin

 2xtixj√
1 + 2xtixi

√
1 + 2xtjxj


Otro kernel usado comúnmente es

Σij(σ
2, r) = σ2 exp(−(‖xi − xj‖/r)2) (2.25)

donde σ2 es la varianza marginal de Y .
Distintas muestras de un proceso Gaussiano pueden tener diferentes propiedades depen-

diendo de la función de covarianza. Un ejemplo de esto es cuando se utiliza la función tal que
Σij = exp(−|xi − xj|), cuando las variables explicativas son de dimensión uno. Este proceso
es similar al Ornstein-Uhlenbeck.

Información más a detalle del proceso gaussiano y del kernel puede encontrarse en Geof-
frey y Stirzaker (2001) sección 9.6, Bishop (2006) capítulo 6 y Barber (2012) capítulo 19.

2.3.1. Simulación del proceso gaussiano

Los paquetes de computación, como 'gptk' del sistema R (R Core Team, 2013) y 'gpml'
del lenguaje Matlab, suelen generar una realización del proceso gaussiano con media cero y
matriz de covarianzas Σ, basados en las propiedades de la distribución normal multivariada.

Si z ∼ Nn(m,S) entonces Az ∼ Nn(Am,ASAt), donde A es una matriz de n ×m. Por
lo tanto, una forma de simular el proceso gaussiano es siguiendo el siguiente algoritmo.

1. Calcular una matriz A tal que AAt = Σ.

2. Generar u ∼ Nn(0, In).

3. Calcular y = Au.

Con base en la de�nición anterior y los diferentes kerneles, se muestran algunas simula-
ciones. Estas fueron realizadas usando la función gaussSamp de la librería `gptk ' del sistema
R (R Core Team, 2013).

En las Figuras 2.2, 2.3 y 2.4 se muestra una realización del proceso gaussiano para
diferentes tipos de kernel; en las primeras dos �guras la ubicación espacial está sobre x =
{0, 1, . . . , 7} y en la tercera x = {−5, . . . , 20}. Como se puede observar, al usarse una matriz
de covarianza diferente el comportamiento de Y cambia. En el caso de la Figura 2.3 hay un
comportamiento más errático, a diferencia de las otras dos. Sin embargo en la Figura 2.4
existe una mayor suavidad en la curva.
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Figura 2.2: Proceso gaussiano con Σij = exp(−(xi − xj)2)

Figura 2.3: Proceso gaussiano con Σij = exp(−0.5‖xi − xj‖)
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Figura 2.4: Proceso gaussiano con Σij = exp(−(
‖xi−xj‖

5
)2)

En la Figura 2.5 se muestran cuatro realizaciones del proceso con el mismo kernel. En
esta �gura, a diferencia de las otras, se utiliza un kernel especial

Σij = ρ2 exp{−λ(xi − xj)t(xi − xj)},

el cual será mencionado en los Capítulos 3 y 4 de este trabajo (ver ecuaciones (3.5) y (3.6)).
El valor ρ2 = 0.5 representa la varianza marginal del proceso y λ = 0.1 es el valor del
parámetro relacionado con lo errático del proceso.

2.3.2. Distribución condicional

En ocasiones se suele hacer inferencia sobre un conjunto de valores en el dominio de
x, dado que son conocidos los valores del proceso en algunos puntos particulares. Sea y(x)
un proceso gaussino con covarianza Σ sobre x = (x1, . . . , xn)t. Suponga que se observaron
(xp1 , . . . , xpk)t donde pj ∈ {1, . . . , n} para 0 < j ≤ k < n. Es decir algunos puntos de x son
conocidos. Llamando x∗1 = (xp1 , · · · , xpk)t y x∗2 el conjunto de puntos no contemplados en x∗1,
se desea encontrar la distribución de las variables no observadas dadas las conocidas.

Para encontrar dicha distribución se utilizan las propiedades de la distribución normal
multivariada descritas en el Apéndice A. Sea x∗ = (x∗t1 , x

∗t
2 )t, al tener Y (x) una distribución

normal multivariada, (
Y (x∗1)
Y (x∗2)

)
∼ N

((
µ∗1
µ∗2

)
,

(
Σ∗11 Σ∗12
Σ∗21 Σ∗22

))
, (2.26)

al reordenarla seguirá siendo normal multivariada pero con matriz de covarianza según el
reordenamiento.
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Figura 2.5: Cuatro simulaciones de proceso gaussiano con Σij = 0.5 exp(−0.1‖xi − xj‖2)

La ecuación (2.27) expresa la distribución condicional, con la cual se puede hacer infe-
rencia o simulaciones sobre el conjunto de datos que no se observaron,

[Y (x∗2) | Y (x∗1)] ∼ Nn−k(µ
∗
2.1(x

∗
1),Σ

∗
22.1), (2.27)

donde µ∗2.1 = µ∗2 + Σ∗21Σ
∗−1
11 (x∗1 − µ∗1) y Σ∗22.1 = Σ∗22 − Σ∗21Σ

∗−1
11 Σ∗12.

En las Figuras 2.6 y 2.7 se simularon procesos gaussianos dados tres valores conocidos,
x∗1 = (4.924, 9.947, 14.974). En ambas �guras se gra�can las simulaciones de cuatro procesos
condicionados con líneas discontinuas, la línea continua corresponde al proceso original de
donde fueron extraídas las observaciones para el condicionamiento.

2.3.3. Otros aspectos

En esta sección se mencionan algunos aspectos del proceso gaussiano. Esta información
es una breve recopilación de algunos artículos y manuscritos de algunos autores que han
desarrollado más a fondo los temas.

Covarianzas en el modelo de regresión

Sin considerar un proceso gaussiano inicialmente, se ha analizado la matriz de covarianzas
del modelo de regresión como en Mackay(1998). En dicho artículo se explica más a detalle
lo que a continuación se expone.

Suponga un modelo de regresión lineal en β, de la forma

y(x, β) =
H∑
h=1

βhφh(x), (2.28)



2.3. EL PROCESO GAUSSIANO 25

Figura 2.6: Simulaciones del proceso gaussiano condicionado a tres puntos con Σij =
0.5 exp(−0.1‖xi − xj‖2)

Figura 2.7: Simulaciones del proceso gaussiano condicionado a tres puntos con Σij =
2 exp(−0.3‖xi − xj‖2)
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donde x = (x1, x2, . . . , xn)t es un vector,φh(z) una función base, como por ejemplo φh(z) =

exp− (z−ch)2
2r2

con ch ∈ Rn un punto �jo en el espacio, para h = 1, . . . , H.
De�nimos el vector y como el vector de valores de y(x, β) en n puntos {x(n)}. Es decir,

cada entrada del vector y es yj =
∑H

h=1 βhφh(x
(j)) para j = 1, . . . , n.

Desde el punto de vista bayesiano β = (β1, β2, · · · , βH)t es una variable aleatoria a la
cual se le asignará distribución inicial normal con media cero y matriz de covarianzas σ2

βI.
Entonces y es también distribuida normal con media cero y matriz de covarianzas dado por

Σi,j = E(yiyj)

= E(
H∑

h1=1

βh1φh1(x
(i))

H∑
h2=1

βh2φh2(x
(j)))

= σ2
β

H∑
h=1

φh(x
(i))φh(x

(j)).

Para el caso en donde las variables explicativas son unidimensionales, asumiendo que las
funciones φh son uniformemente espaciadas y tomando el límite cuando H →∞; la expresión
para Σi,j se simpli�ca,

Σi,j =
√
πr2S exp(

(x(i) − x(j))2

4r2
) (2.29)

donde S es un valor de cambio de escala para σ2
β.

Estimación de parámetros para la matriz de covarianzas

Para hacer inferencia, predicciones, simulaciones, etc., con base en procesos gaussianos
es necesaria una función de covarianzas dada. Sin embargo, esta función no siempre está
completamente especi�cada, por lo que se ha hecho investigación que permita inferirla. En
Williams (1998), Mackay (1998) y Williams y Rasmussen (1996) se pueden encontrar algunos
desarrollos.

En los artículos antes mencionados se escoge una familia paramétrica de funciones de co-
varianzas. Se denota θ como el vector de parámetros de dicha función, se pretende estimarlos
ya sea por máxima verosimilitud o usando técnicas Bayesianas.

Al ser los datos tratados como un proceso gaussiano, se sabe que la distribución conjunta
de los mismos es normal multivariada. Sin perder generalidad se supone con media cero y
matriz de covarianza denotada por Σ, a quien se le asignará una familia paramétrica de
funciones de covarianza.

Entonces la log-verosimilitud de los datos tiene una forma conocida expresada como

log(P (y | Σ)) = −1

2
log | Σ | −1

2
ytΣ−1y− n

2
log 2π. (2.30)

De igual manera es fácil expresar las derivadas parciales de la log-verosimilitud con res-
pecto a cada uno de los parámetros de la función de covarianza. Dichas derivadas se expresan
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∂ log(P (y | Σ))

∂θi
=

1

2
tr(Σ−1

∂Σ

∂θi
) +

1

2
ytΣ−1

∂Σ

∂θi
Σ−1y. (2.31)

El obtener dichas derivadas es costoso por el número de cálculos que hay que realizar,
sin embargo son necesarias para obtener los estimadores máximos verosímiles de Σ.

También se puede hacer inferencia desde un punto de vista bayesiano, esto es de�niendo
una distribución inicial sobre θ y obteniendo la distribución �nal considerando los datos
observados que se denotan por D. Para hacer predicción para un nuevo punto x∗ se puede
utilizar la ecuación:

P (y∗ | D) =

∫
P (y∗ | θ,D)P (θ | D)dθ. (2.32)

No obstante resolver la anterior integral no se puede realizar analíticamente, es por eso
que se han implementado algunos métodos numéricos, sobre todo cuando el número de
párametros es pequeño. Cuando el número de parámetros a estimar es grande, resolver este
problema es complicado. Para ello se han utilizado métodos de Monte Carlo con cadenas de
Markov (MCMC).
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Capítulo 3

Un modelo de regresión
semi-paramétrico

En este capítulo se desarrolla el modelo de regresión semi-paramétrico haciendo uso del
proceso Gaussiano, comenzando con un planteamiento sobre la relación entre las variables
explicativas y la variable respuesta. Finalmente, se desarrollan casos límite de este modelo
que llevan a problemas ya conocidos como son el caso de interpolación y el de regresión lineal
paramétrica.

3.1. Motivación

Suponiendo un experimento de n observaciones, sea {xi, yi}ni=1 una muestra de tamaño n
de la variable explicativa y la variable respuesta. Entonces el modelo de regresión se escribe
como

yi = f(xi) + εi. (3.1)

La función f(·) denota la relación entre la variable explicativa y la variable respuesta. Las
variables aleatorias {εi}ni=1 representan errores en el modelo. En el caso general xi ∈ Rm.

Se supondrá que {εi}ni=1 son independientes e idénticamente distribuidas. Al ser ésta la
parte aleatoria del modelo, se le asigna una distribución, la cual se expresa en

[εi | σ2] ∼ N(0, σ2). (3.2)

Un supuesto más que se observa en dicha distribución es la misma varianza para cada
observación, lo que se llama homoscedasticidad.

La función f(·) es determinista pero desconocida, por lo que se trata de aproximar por
otra función propuesta por el experimentador. En términos generales podría expresarse como
f(x) = h(x)tβ + δ(x), donde h(x) : Rm → Rq y β = (β1, · · · , βk)t. De esta expresión se
observa un nuevo error, el cual se denotará como δi = δ(xi). Este error corresponde al error
de aproximación, que al ser desconocido se ve como una variable aleatoria y por ende se le
asigna una distribución. En este trabajo se supondrá que

[δi | ρ2] ∼ N(0, ρ2). (3.3)

29
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Notemos que existen dos tipos de errores dentro del modelo: los {εi} que representan la
variabilidad de los datos y los {δi} que representan el error �determinista� pero desconocido.
Estos errores son deterministas en el sentido de que δi = δj si xi = xj. Esto no ocurre en el
caso de los errores {εi}, debido a que si se muestrea dos veces en un mismo punto x, el valor
de la variable respuesta en ambas observaciones puede ser distinto.

Entre más cercanas entre sí sean las observaciones {xi}, existirá una mayor correlación
entre los valores correspondientes de la función f . Es decir, debe existir una función de
correlación entre dichas variables, la cual se ve re�ejada en los errores {δi}ni=1

Cor(f(xi), f(xj)) =
Cov(δi, δj)

ρ2
(3.4)

= v0(xi, xj).

La función v0(·, ·) debe ser tal que re�eje una mayor correlación para x′is cercanas y una
correlación menor entre las lejanas. Esta función también es sugerida por el experimentador.
Una propuesta ha sido:

v0(x, x
∗) = exp{−λ(x− x∗)tV −1(x− x∗)}. (3.5)

Notemos que λ puede considerarse un parámetro de suavizamiento, mientras que ρ2

determina la �exibilidad del modelo para tomar en cuenta desviaciones de f(·) respecto a
h(·)tβ.

Con todo lo anterior δ = (δ1, · · · δn)t se puede ver como un proceso gaussiano con función
de correlación dada por (3.4). Es decir

[δ(·) | ρ2] ∼ N (0, ρ2v0(·, ·)). (3.6)

Análogamente ε = (ε1, . . . , εn)t se puede ver como un proceso gaussiano con una función
de correlación especial, debido a que se supone que no existe correlación entre dichos errores

[ε(·) | σ2] ∼ N (0, σ2I(·, ·)), (3.7)

donde

I(x, x∗) =

{
1 si x = x∗;
0 si x 6= x∗

Entonces el modelo (3.1) se puede reescribir como yi = h(xi)
tβ + δi + εi y en términos

de un proceso gaussiano se escribe como (3.8). Este modelo es semi-paramétrico, la parte
paramétrica corresponde a la estimación del parámetro β y la parte no paramétrica a la
estimación del error δ. Finalmente, el modelo puede escribirse como

[y(·) | β, σ2, ρ2] ∼ N (h(·)tβ, ρ2v0(·, ·) + σ2I(·, ·)). (3.8)

El objetivo es encontrar un estimador para f(·) así como predecir los valores de la res-
puesta y para distintos valores de x.
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Comentario: Lo más común en regresión es usar una relación lineal entre las variables
explicativas y la variable respuesta, conservando la linealidad en el parámetro. Pero en oca-
siones la relación que existe entre dichas variables es bajo una curva no necesariamente
lineal. Para este tipo de casos usar un polinomio para ajustar la relación es aceptable, lo
cual se puede justi�car través del Teorema de Stone-Weierstrass, Stone (1948). Una función
continua se puede aproximar uniformemente con un polinomio en un intervalo cerrado.

Este caso particular fue explorado por Blight y Ott (1975), cuyos resultados son utilizados
en este capítulo.

En el caso particular del modelo de regresión polinomial, la función h(x) puede ser escrita
como:

h(x) =


1
x
x2

...
xk

 ,

donde k = q − 1.

3.2. Análisis del modelo

En esta sección analizaremos el modelo de regresión (3.1) suponiendo que ρ2, λ y σ2 son
conocidas. Posteriormente, consideraremos el caso en el que ρ2 es desconocida. En ambos
casos será posible obtener expresiones cerradas para las correspondientes distribuciones �-
nales y predictivas. Al �nal de esta sección discutiremos la situación en la que λ y σ2 son
desconocidas.

El modelo de regresión (3.1) se puede reescribir como:

[yi | f(xi)] ∼ N(f(xi), σ
2I) i = 1, . . . , n, (3.9)

donde σ2 se supondrá conocida.
En vista de la discusión de la sección anterior, supondremos la siguiente distribución

inicial para f

f(·) ∼ N (m0(·), ρ2v0(·, ·)), (3.10)

donde v0(·, ·) es la función de correlación (3.5) y, por el momento, m0(·) es una función
conocida que describe la forma que el experimentador espera tenga la función f(·).

La distribución �nal de f(·) es en este caso:

[f(·) | y1, . . . , yn] ∼ N (m1(·), ρ2v1(·, ·)),
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donde

m1(x) = m0(x) + ρ2T0(x)t[ρ2A+ σ2I]−1(y −m0(x))

= m0(x) + T0(x)t[A+ wI]−1(y −m0(x)),

v1(x, x
∗) = v0(x, x

∗)− ρ2T0(x)t[ρ2A+ σ2I]−1T0(x
∗)

= v0(x, x
∗)− T0(x)t[A+ wI]−1T0(x

∗);

con

A =

v0(x1, x1) · · · v0(x1, xn)
...

. . .
...

v0(xn, x1) · · · v0(xn, xn)


y

T0(x) =

v0(x, x1)...
v0(x, xn)

 ,

tomando w = σ2

ρ2
(ver O'Hagan, 1978).

Con base en lo anterior la distribución predictiva de y(·) se expresa como

[y(·) | y1, . . . , yn] ∼ N (m1(·), ρ2(w + v1(·, ·))), (3.11)

Consideremos ahora una estructura jerárquica suponiendo que en realidad m0(x) =
h(x)tβ con β desconocida. En este caso (3.9) corresponde al primer nivel de la jerarquía
(observaciones), mientras que (3.10) corresponde al segundo nivel (parámetros). Respecto
al tercer nivel (hiperparámetros) para el parámetro β supondremos una distribución inicial
normal. Para ello consideremos los siguientes dos casos.

3.2.1. Caso p(β) dependiente de ρ2 y ésta conocida

Una razón para suponer a β dependiente de ρ2 es que β se utiliza para aproximar f y la
varianza del error de dicha aproximación es ρ2 .Este caso será de interés al considerar qué
pasa cuando σ2 → 0 (ver Sección 3.3.2). Por lo tanto es lógico que β debiera heredar dicha
variabilidad. Entonces

[β | ρ2] ∼ N(b0, ρ
2B−10 ). (3.12)

La distribución �nal de β en este caso es

[β | y1, . . . , yn] ∼ N(b1, ρ
2B−11 ),
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con

b1 = [H t(A+ wI)−1H +B0]
−1(H t(A+ wI)−1y +B0b0)

B1 = H t(A+ wI)−1H +B0.

y

H =

h(x1)
t

...
h(xn)t

 ,

(ver O'Hagan, 1992).
Es decir, en términos de la función m0 la distribución inicial es

m0(·) ∼ N (h(·)tb0, ρ2h(·)tB−10 h(·))

y la �nal es
[m0(·) | y1, . . . , yn] ∼ N (h(·)tb1, ρ2h(·)tB−11 h(·)).

Puesto que estamos en el caso donde f(xi) = h(xi)
tβ + δ(xi), la distribución inicial de

f(·) dado el parámetro β es

[f(·) | β] ∼ N (h(·)tβ, ρ2v0(·, ·)) (3.13)

y la distribución �nal es

[f(·) | β, y1, . . . , yn] ∼ N (m1(· | β), ρ2v1(·, ·)) (3.14)

con
m1(x | β) = h(x)tβ + T0(x)t[A+ wI]−1(y −Hβ)

Entonces la distribución �nal de f(·), la cual se obtiene al integrar (3.14) con respecto a
β se expresa como

[f(·) | y1, . . . , yn] ∼ N (m∗1(·), ρ2v∗1(·, ·)), (3.15)

donde

m∗1(x) = h(x)tb1 + T0(x)t[A+ wI]−1(y −Hb1),
v∗1(x, x∗) = v1(x, x

∗) + h(x)tB−11 h(x∗)− T0(x)t[A+ wI]−1HB−11 H tT0(x
∗)

= v1(x, x
∗) + {h(x)−H t[A+ wI]−1T0(x)}tB−11 {h(x∗)−H t[A+ wI]−1T0(x

∗)}.

Finalmente, la distribución predictiva está dada por

[y(·) | y1, . . . , yn] ∼ N
(
m∗1(·), ρ2[w + v∗1(·, ·)]

)
. (3.16)
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3.2.2. Caso p(β) no dependiente de ρ2 y ésta conocida

En este apartado se expresan los resultados bajo el supuesto de que la distribución inicial
del parámetro β no depende de ρ2. Este caso será de interés al considerar qué pasa cuando
ρ2 → 0 (ver Sección 3.3.1). Esta distribución inicial se expresa como:

β ∼ N(b0, B
−1
0 ). (3.17)

Con base en lo anterior distribución �nal de β es

[β | y1, ·, yn] ∼ N(b1, B
−1
1 ),

con

b1 = [H t(ρ2A+ σ2I)−1H +B0]
−1(H t(ρ2A+ σ2I)−1y +B0b0) (3.18)

B1 = H t(ρ2A+ σ2I)−1H +B0.

(ver O'Hagan, 1992).
Escribiendo lo anterior en términos de la función m0 la distribución inicial es

m0(·) ∼ N (h(·)tb0, h(·)tB−10 h(·))
y la �nal es

[m0(·) | y1, . . . , yn] ∼ N (h(·)tb1, h(·)tB−11 h(·)).
La distribución inicial de f(·) dado el parámetro β es

[f(·) | β] ∼ N (h(·)tβ, v0(·, ·))
y la distribución �nal es

[f(·) | β, y1, . . . , yn] ∼ N (m1(· | β), v1(·, ·)). (3.19)

con
m1(x | β) = h(x)tβ + ρ2T0(x)t[ρ2A+ σ2I]−1(y −Hβ).

Entonces la distribución �nal de f(·), la cual se obtiene al integrar (3.19) con respecto a
β se expresa como

[f(·) | y1, . . . , yn] ∼ N (m∗1(·), v∗1(·, ·)), (3.20)

donde

m∗1(x) = h(x)tb1 + ρ2T0(x)t[ρ2A+ σ2I]−1(y −Hb1), (3.21)

v∗1(x, x∗) = ρ2v1(x, x
∗) + h(x)tB−11 h(x∗)− ρ4T0(x)t[ρ2A+ σ2I]−1HB−11 H tT0(x

∗)

= ρ2v1(x, x
∗) + {h(x)− ρ2H t[ρ2A+ σ2I]−1T0(x)}tB−11 {h(x∗)− ρ2H t[ρ2A+ σ2I]−1T0(x

∗)}.

Finalmente, la distribución predictiva está dada por

[y(·) | y1, . . . , yn] ∼ N
(
m∗1(·),

[
σ2 + v∗1(·, ·)]

)
. (3.22)
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3.2.3. Caso p(β) dependiente de ρ2 y ésta desconocida

En esta sección retomaremos el caso discutido en la Sección 3.2.1 pero relajaremos el
supuesto de que ρ2 es conocida. Especí�camente, supondremos que ρ2 es desconocida y que
se le asigna una distribución inicial conjugada de la forma

ρ2 ∼ s0χ
−2
a0
. (3.23)

Una vez establecida dicha distribución inicial, se actualiza la distribución inicial del pa-
rámetro β, con base también en los datos observados y = (y1, . . . , yn)t. Dicho resultado se
observa en la siguiente ecuación

[β | ρ2, y1, . . . , yn] ∼ N (b1, ρ
2B−11 ). (3.24)

Utilizado cálculos análogos a los de O'Hagan (1992) la distribución �nal del parámetro
ρ2 es:

[ρ2 | y1, . . . , yn] ∼ s1χ
−2
a1
, (3.25)

donde a1 = a0 + n− q y
s1 = s0 + yt{[A+ wI]−1 − [A+ wI]−1(H t[A+ wI]−1H)−1[A+ wI]−1}y.
Los cálculos bajo este supuesto son análogos a los establecidos en la Sección 3.2.1. Lo

que restaría es integrar la expresión (3.16) con respecto a ρ2, dicho resultado se expresa a
continuación,

[y(·) | y1, . . . , yn] ∼ ta;m∗
1(·),v2(·), (3.26)

donde ta;m∗
1(·),v2(·,·) denota la distribución t-Student no estandarizada con a grados de libertad,

media m∗1(·) y varianza v2(·), expresadas como:

E(y(x) | y) = m∗1(x)

= h(x)tb1 + T0(x)t[A+ wI]−1(y −Hb1),
Var(y(x) | y) = v2(x)

=
s1[w + v∗1(x, x)]

a− 2
,

donde

v∗1(x, x∗) = v1(x, x
∗) + h(x)tB−11 h(x∗)− T0(x)t[A+ wI]−1HB−11 H tT0(x

∗).

Entonces el estimador de y(·) corresponde al valor esperado de la distribución (3.26).

3.3. Casos límite

En esta sección se consideran dos casos de interés, por un lado se analiza el modelo
cuando no existe error determinista y por el otro cuando usando este modelo se supone que
no existe error aleatorio.
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3.3.1. Regresión paramétrica (ρ2 → 0)

A continuación se explora el caso límite cuando el parámetro ρ2, de la distribución inicial
de la función f , tiende a cero (ver (3.10)). El hacer tender a cero la varianza de dicha
variable aleatoria se interpreta que cada punto en el espacio x, tiene probabilidad uno de
que al ser evaluado en la función desconocida f su valor seam0(x). Por lo tanto la distribución
predictiva de f(·) al hacer tender ρ2 a cero de la expresión (3.11) es

[y(·) | y1, . . . , yn] ∼ N (m0(·), σ2).

Bajo una estructura jerárquica dem0(x) = h(x)tβ donde a β se le asigna una distribución
inicial (3.17), los resultados en este caso límite son análogos a los obtenidos en la regresión
paramétrica usual.

La distribución predictiva �nal de y(·), obtenida al llevar al límite (3.22) y sus respectivas
funciones asociadas (ver (3.18) y (3.21)), es entonces

[f(·) | y1, . . . , yn] ∼ N (m∗1(·), σ2 + v∗1(·, ·)),

donde

m∗1(x) = h(x)tb1,

v∗1(x, x∗) = h(x)tB−11 h(x∗),

con

b1 = [σ−2H tH +B0]
−1(σ−2H ty +B0b0) y

B1 = σ−2H tH +B0.

Cabe señalar que estos resultados son los mismos que se obtienen en el problema de
regresión paramétrica de la Sección 2.2.2.

3.3.2. Interpolación Bayesiana (σ2 → 0)

En esta sección se hace tender a cero el parámetro de dispersión (σ2) correspondiente a la
parte aleatoria del modelo (3.1). Al hacer cero dicho parámetro se está forzando al modelo a
ser exactamente f , es decir que para cada valor x en el espacio y(x) = f(x). En este sentido
no existe algún tipo de perturbación sobre el valor que pudiera tomar y(·), sin embargo al ser
desconocida la función f(·) hay un problema que en ocasiones suele resolverse con técnicas
usuales de interpolación.

La interpolación es una técnica que consiste en, dada una serie de valores que toma una
función (usualmente difícil de evaluar), usar una nueva función que se aproxime lo mejor
posible a la función original. Esta nueva función es más simple que la original e idéntica
a ella en los puntos observados. En general esto suele utilizarse para aproximar procesos
complicados y hacer predicciones.
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Entonces el problema de interpolación se puede ver como un problema de regresión,
debido a que existe una función matemática que ajusta una variable respuesta en relación a
una variable explicativa. Ese ajuste es exacto, en el sentido que no existe aleatoriedad en la
muestra. El enfoque de esta sección se basa en el trabajo de O'Hagan (1992).

De nuevo, suponiendo un experimento de n observaciones, sea {xi, yi}ni=1 una muestra de
tamaño n de la variable explicativa y variable respuesta. Entonces el modelo se escribe como

yi = f(xi). (3.27)

La función f(·) denota la función que relaciona las variables explicativas y la variable res-
puesta, es decir, la función a interpolar.

La distribución inicial de f(·) es la expresada en (3.10) suponiendo por el momento que
m0 es una función descrita por el experimentador que se espera describa la forma de la
función f(·).

Por consiguiente la distribución predictiva del modelo bajo los mencionados supuestos es

[y(·) | y1, . . . , yn] ∼ N (m1(·), ρ2v1(·, ·)),

donde

m1(x) = m0(x) + ρ2T0(x)t[ρ2A]−1(y −m0(x))

= m0(x) + T0(x)tA−1(y −m0(x)),

v1(x, x
∗) = v0(x, x

∗)− ρ2T0(x)t[ρ2A]−1T0(x
∗)

= v0(x, x
∗)− T0(x)tA−1T0(x

∗),

lo cual se deriva de (3.11) con σ2 → 0.
Ahora, retomando la idea de la Sección 3.2.1 pero bajo el supuesto que σ2 → 0, el

objetivo principal de este problema es encontrar una función que se ajuste adecuadamente
a los datos. Para esto es necesario encontrar un estimador para β y se busca el estimador de
y(·) = h(·)tβ+ δ(·). Lo que se tiene ahora es un modelo parámetrico, en donde la distibución
inicial para el paramétro β es dada por (3.12).

Dados los supuestos antes mencionados la distribución predictiva del modelo se deduce
a partir de (3.16) y es

[y(·) | y1, . . . , yn] ∼ N
(
m∗1(·), ρ2v∗1(·, ·)

)
.

Donde

m∗1(x) = h(x)tb1 + T0(x)tA−1(y −Hb1),
v∗1(x, x∗) = v1(x, x

∗) + h(x)tB−11 h(x∗)− T0(x)tA−1HB−11 H tT0(x
∗)

= v1(x, x
∗) + {h(x)−H tA−1T0(x)}tB−11 {h(x∗)−H tA−1T0(x

∗)}.

Se supondrá ahora que ρ2 es desconocida para lo cual se retoma la Sección 3.2.3 asig-
nándole una distribución inicial a dicho parámetro, la cual se expresa en (3.23) con s0 y a0
valores conocidos.
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Finalmente la distribución predictiva del modelo es (3.26), pero con media y varianza:

E(y(x) | y) = m∗1(x) (3.28)

= h(x)tb1 + T0(x)tA−1(y −Hb1),

Var(y(x) | y) = v2(x) (3.29)

=
sv∗1(x, x)

a− 2
.

donde
v∗1(x, x∗) = v1(x, x

∗) + h(x)tB−11 h(x∗)− T0(x)tA−1HB−11 H tT0(x
∗)

y

s = s0 + yt{A−1 − A−1(H tA−1H)−1A−1}y,
b1 = [H tA−1H +B0]

−1(H tA−1y +B0b0),

B1 = H tA−1H +B0.

En el caso particular, m∗(xi) = f(xi) y w∗(xi, xi) = 0. Como se puede observar, en este
caso de interpolación se llega a la estimación de una función de x, no sólo a la estimación
de un parámetro en especí�co. Con esto se puede obtener el valor estimado de la función
evaluado en cualquier punto x, esto implica predicción.

3.4. Estimación de w y λ

Un análisis bayesiano completo del modelo presentado en esta sección requiere de la
especi�cación de distribuciones iniciales para w y λ. Sin embargo, la distribución �nal
p(β, ρ2, w, λ | y) que resulta es complicada debido a la cantidad de parámetros a estimar y
por lo general es necesario utilizar técnicas de Monte Carlo con Cadenas de Markov para
analizarla. Un inconveniente al utilizar técnicas de MCMC es la necesidad de evaluar en
cada iteración el determinante de la matriz asociada a la matriz de correlación del proceso
gaussiano así como su inversa. Lo anterior se requiere evaluar en un gran número de veces
y con valores pequeños de λ, por lo que suele haber problemas numéricos en este tipo de
implementaciones.

En este trabajo usaremos un enfoque Bayesiano empírico, estimando a w y a λ con base
en su función de verosimilitud bajo el modelo discutido en la Sección 3.2.3 (ver la Sección
2.3.3). Notemos que esto resulta muy conveniente porque el análisis para β y ρ2 cuando se
conoce w y λ se puede obtener en forma cerrada ya que p(β, ρ2 | w, λ,y) es una distribución
normal-gamma inversa.



Capítulo 4

Análisis numérico bayesiano

El modelo presentado en el capítulo anterior (Sección 3.2.3), puede servir para el caso
particular de interpolación así como para otros problemas de análisis numérico tales como op-
timización y cuadratura. En este capítulo discutiremos el trabajo desarrollado por O'Hagan
(1992).

4.1. Interpolación

A continuación dos ejemplos que ilustran el uso de modelos gaussianos para resolver un
problema de interpolación. En ambos, de antemano es conocida la función a interpolar, pero
se supondrá que es difícil o costosa de evaluar en puntos diferentes a los proporcionados en
cada ejemplo.

Para la elaboración de los ejemplos se utilizó el lenguaje estadístico R (R Core Team,
2013) y los códigos del Apéndice C.

Ejemplo 4.1. La función a interpolar es

f(x) = exp(
x+ x2

100
) sin(x)

, en el intervalo [−5, 5]. En la Figura 4.1 se muestra la grá�ca de dicha función. Con este
ejemplo se pretende mostrar cómo se modi�ca el resultado y la varianza en cada interpolación,
conforme el número de observaciones aumenta.

La función h(·) que se utiliza en este ejemplo es un polinomio de primer grado, con esto
se espera poner a prueba el modelo (pues se aproximará una función con grá�ca 4.1 con una
línea recta). Los valores para la distribuciones iniciales de β y ρ2 son:

b0 = (1, 1)t,

B0 =

(
0.01 0

0 0.01

)
,

s0 = 1,

a0 = 1.
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Figura 4.1: Grá�ca de función a interpolar del Ejemplo 4.1 : f(x) = exp(x+x
2

100
) sin(x)

La matriz de correlación del proceso gaussiano está dada bajo la función de la ecuación
(3.5), con λ = 0.69 y V = 1.

Con los valores iniciales mencionados anteriormente y usando la ecuación (3.28) se obtie-
nen estimadores para cincuenta puntos equidistantes, en el intervalo [−5, 5]. Con la ecuación
(3.29) se calculan las bandas de con�anza para los mismos puntos. Una vez que se obtiene la
estimación para cada punto se le suma y resta dos veces la varianza �nal de ese punto para
calcular las bandas.

En la Figura 4.2 se muestran dos estimaciones usando tres y cuatro observaciones, la
línea negra es la estimación, las líneas azules son las bandas y la línea punteada es la función
original. Las mencionadas observaciones son tomadas en el intervalo antes mencionado y
equidistantes con respecto al eje horizontal. Para el caso de tres observaciones por ejemplo,
se tomaron los puntos -5, 0 y 5 con sus respectivas evaluaciones, es decir, las observaciones
son : {(−5, 1.1712), (0, 0), (5,−1.2944)}. Para este caso no fue posible dibujar las bandas
debido a que al al ser muy grande la varianza computacionalmente se marca un error. Se
observa un mejor ajuste para el caso de cuatro observaciones, sin embargo las bandas son
considerablemente anchas.

En la Figura 4.2 también se puede apreciar que conforme crece el número de observaciones
la incertidumbre es menor y el ajuste es mayor. Esto se aprecia en la amplitud de las bandas
de con�anza (líneas azules), las cuales se construyeron sumando y restando el cuantíl al
97.5% de la distribución t-Student asociada (ver ecuaciones (3.28) y (3.29)). La Figura 4.3
es análoga a la anterior pero la escala en las cuatro �guras es la misma para que se pueda
apreciar de otra forma el efecto del número de observaciones sobre el ajuste del modelo.

Ahora consideremos el caso de una dimensión mayor.
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Figura 4.2: Interpolaciones y bandas de con�anza.
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Figura 4.3: Interpolaciones y bandas de con�anza usando la misma escala en el eje vertical.
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Ejemplo 4.2. La verdadera función corresponde a la función de densidad de una mezcla
de normales bivariadas. Dicha función se expresa como:

f(x) =
1

2
(N2(x |m1,S) +N2(x |m2,S)), (4.1)

donde m1 = (2,−2)t = −m2 y S =

(
4 0
0 4

)
. La expresión N2(x | m1,S) denota la función

de densidad de una distribución normal con media m1 y matriz de covarianzas S.
La función h(·) que se utilizó en este ejemplo es la correspondiente a un plano en el

espacio, es decir, h(x) = (1, x1, x2)
t. La distribución inicial de los parámetros β y ρ2 están

dadas por las ecuaciones (3.12) y (3.23) con hiperparámetros:

b0 = (1, 1, 1)t,

B0 =

0.01 0 0
0 0.01 0
0 0 0.01

 ,

s0 = 1,

a0 = 1.

La matriz de correlación del proceso gaussiano está dado bajo la función de la ecuación
(3.5), con λ = 0.8 y V = I2.

Las observaciones fueron tomadas del intervalo [−3, 3]× [−3, 3] de tal manera que estu-
vieran en una retícula de treinta y seis puntos equidistantes. En la Figura 4.4 se muestran
estas observaciones gra�cadas en el espacio. Se desea que con estas observaciones se obtenga
la interpolación en el intervalo antes mencionado de tal manera que el ajuste a la verdadera
función sea adecuado.

En la Figura 4.5 se muestran los resultados de la interpolación. Como se puede observar
el ajuste es bueno, tanto las curvas de nivel como la grá�cas son parecidas.

4.2. Cuadratura

La cuadratura a menudo se ve como un método numérico que trata de dar una aproxi-
mación a una integral de�nida dada. Esta aproximación es necesaria por varias razones, la
principal sería la imposibilidad de realizar la integración de forma analítica. Es decir, integra-
les que requerirían de un gran conocimiento y manejo de matemática avanzada pueden ser
resueltas de una manera más sencilla mediante métodos numéricos. Incluso existen funciones
integrables pero cuya primitiva no puede ser calculada, siendo la integración numérica de
vital importancia. La solución analítica de una integral nos arrojaría una solución exacta,
mientras que la solución numérica nos daría una solución aproximada. El error de la aproxi-
mación, que depende del método que se utilice y de qué tan �no sea, puede llegar a ser tan
pequeño que es posible obtener un resultado idéntico a la solución analítica en las primeras
cifras decimales.
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Figura 4.4: Observaciones para el Ejemplo 4.2

Figura 4.5: Interpolación y función original del Ejemplo 4.2



4.3. OPTIMIZACIÓN 45

De nuevo, se puede dar una aproximación usando la teoría antes mencionada en el caso
particular de σ2 = 0. En este caso el problema es integrar la función f(·) con respecto a una
medida M(·) sobre X .

z =

∫
X
f(x)dM(x).

Al ser z un valor desconocido se toma como una variable aleatoria cuya distribución
�nal dados los valores y y los parámetros está dada por (4.2). La distribución �nal de los
hiperparámetros corresponden de igual manera a las expresiones en (3.24) y (3.25).

[z | y, β, ρ2] ∼ N (mk, ρ
2wk), (4.2)

donde

mz =

∫
X
m(x)dM(x), (4.3)

wz =

∫
X 2

w(x, x∗)dM(x)dM(x∗).

Finalmente, se actualiza la información para obtener la distribución �nal de z. El resul-
tado de nuevo es una distribución t con a grados de libertad. La media y la varianza están
dadas por las correspondientes a las distribuciones de las ecuaciones (3.24) para β y (3.25)
para ρ2.

[z | f ] ∼ ta1

m∗z =

∫
X
m∗(x)dM(x) = h∗tb+ t∗A−1(f −Hb), (4.4)

donde

h∗ =

∫
X
h(x)dM(x), t∗ =

∫
X
t(x)dM(x). (4.5)

4.3. Optimización

En muchas áreas del conocimiento se habla del tema de optimización, entendido en general
como la selección del mejor elemento (con respecto a algún criterio) de un conjunto de
elementos disponibles. Este tema es muy importante en la práctica ya que siempre se busca
aquella estrategia que, por ejemplo, maximicen las ventas, aquella decisión que minimice las
pérdidas, la trayectoria en donde se hace el menor tiempo, etc. En términos un poco más
matemáticos, la optimización incluye el descubrimiento de los �mejores valores� de alguna
función objetivo dado un dominio de�nido, incluyendo una variedad de diferentes tipos de
funciones objetivo y diferentes tipos de dominios. Dicha función puede ser explícita o no.
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Sin embargo muchas veces no es sencillo encontrar esos valores que maximizan o minimi-
zan una función debido a la complejidad de la misma. Es por eso que se utilizan métodos que
ayuden a dar quizás no el valor exacto pero si una aproximación del máximo o mínimo. La
mayoría de estos métodos utilizan una serie de iteraciones recurrentes, en donde se hace una
gran cantidad de evaluaciones debido a que se obtienen nuevos puntos que oscilan alrededor
del real.

De nuevo se tiene el problema del desconocimiento del valor exacto del punto en donde
una función alcanza un valor mínimo o máximo. Es por eso que de nuevo se puede ver como
una variable aleatoria.

Suponiendo que se tienen valores observados f(x1), . . . , f(xn), se hace el análisis como en
el caso de la interpolación. Es decir, se obtiene que la media de la distribución �nal expresada
en (3.28), la cual es una función poco complicada o barata. De una función complicada, se
llega a una función más sencilla de la cual es más fácil de obtener el valor óptimo.



Capítulo 5

Problemas Inversos

En este capítulo se habla sobre una aplicación más de los procesos gaussianos. Esta
aplicación está relacionada con una variedad de problemas que existen en áreas como la
física, geofísica, arqueología, etc. La idea es usar problemas de estas áreas y tratar de darles
un enfoque estadístico basado en el proceso gaussiano.

5.1. Introducción

En varias áreas de las ciencias se trata de dar una descripción completa de un sistema, de
tal manera que se pueda predecir el resultado de futuras mediciones. Cuando ocurre esto se
le conoce como el problema directo. Por ejemplo, para problemas de caída libre desde cierta
altura se puede conocer la velocidad con la que el objeto llega al suelo.

Pero no siempre se conoce del todo al sistema; es decir, existen algunos parámetros
desconocidos dentro del mismo que es necesario determinar. A los problemas de este estilo se
les llama problemas inversos. Para resolver éstos se espera utilizar mediciones conocidas para
encontrar esos parámetros desconocidos del sistema. Por lo tanto, el problema inverso consiste
en usar los resultados actuales de algunas medidas para inferir el valor de los parámetros
que caracterizan el sistema.

Mientras que el problema directo tiene una única solución, por lo general el problema
inverso no. Un ejemplo simple que se ha manejado es el producto de dos números: dados
dos números encontrar su producto es un problema directo. Sin embargo, si dado un número
se deseara conocer los valores que fueron multiplicados para dar ese resultado, ese sería un
problema inverso. En este tipo de problemas se necesita entonces hacer explícita cualquier
información inicial sobre los parámetros del modelo.

Otro ejemplo de problemas inversos esta en el diagnóstico de una enfermedad a partir de
los síntomas o quizás reconstruir un suceso pasado a partir de las huellas del presente.

Las siguientes líneas dan una breve explicación y características de los problemas inversos,
para mayor detalles se recomienda consultar Tarantola (2005).

47
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5.2. El modelo teórico y el modelo empírico

En ocasiones el sistema puede escribirse en términos de una ecuación diferencial como la
ecuación

F (x, x0, y, y0, y
′; β) = 0. (5.1)

La solución a dicha ecuación será denotada por y = f(x; β) con valores iniciales x0 y y0 tal
que y0 = f(x0; β).

Lo anterior corresponde al modelo teórico del sistema con el cual, si está completamente
especi�cado, se puede resolver el problema directo.

Existen complicaciones debido a que no siempre es fácil determinar analíticamente cuál es
la función f(x; β). Por esta razón se suelen usar métodos numéricos para evaluarla en puntos
determinados, los cuales pudieran ser pocos debido al costo que la evaluación conlleve. Esto
último lleva a usar métodos de interpolación para poder encontrar aproximaciones de la
función evaluada en algunos otros puntos.

Por otro lado, en muchas ocasiones la función f(·, β) está especi�cada salvo por el pará-
metro β y se cuenta con una colección de observaciones de la forma {(yi, xi)}, i = 1, . . . , n
donde yi = f(xi) = f(xi; β). En este caso el problema inverso radica en inferir el valor de β
con base en las observaciones y todo tipo de información acerca del parámetro. Con dichas
observaciones se puede plantear un sistema de ecuaciones cuya solución resolvería el proble-
ma, es decir, yi = g(β) = f(xi; β). A este sistema se le llamará modelo empírico del sistema
físico.

Cuando no existen su�cientes observaciones para resolverlo de manera única, se deben
poner restricciones basadas en información adicional sobre el parámetro. Este proceso es
conocido como regularización. En la literatura del tema se dice que un problema está bien
de�nido, en el sentido de Hadamard, si las siguientes condiciones se cumplen:

1. El problema tiene solución (Existencia).

2. La solución del problema es única (Unicidad).

3. El problema depende continuamente de los datos (Estabilidad).

Un problema se dice mal planteado si alguna de las condiciones antes mencionadas no se
satisfacen. En general la mayoría de los problemas inversos son mal planteados.

Los problemas inversos se formulan a menudo en espacios de dimensión in�nita, con la
limitación de un número �nito de mediciones. Esto puede conducir a los problemas que son
replanteados en forma discreta. En estos casos, los métodos de regularización pueden ser uti-
lizados para introducir supuestos relativamente débiles en la solución y prevenir sobreajuste.

5.3. Otras complicaciones

Existen diferentes complicaciones en la práctica que no permiten describir con exacti-
tud las características del modelo. Esto puede deberse a una incorrecta especi�cación de la
función o a errores en las mediciones.
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Habrá algunos casos en los que la ecuación diferencial que realmente re�eja todas las
características del sistema no sea (5.1) sino otra, digamos F̃ (x, x0, ỹ, ỹ0, ỹ

′; β̃) = 0, cuya
solución denotamos por ỹ = f̃(x; β̃) con valores iniciales x0 y ỹ0 tal que ỹ0 = f̃(x0; β̃).

Entonces la función f(x; β) es sólo una aproximación. En la práctica suele modelarse el
error con una función δ(·) que aparece de manera aditiva en el modelo. El modelo verdadero se
puede suponer entonces como f̃(x; β) = f(x; β)+δ(x), donde δ(·) es una función desconocida
pero de cierto modo determinista, debido a que δ(xi) = δ(xj) si xi = xj con i 6= j.

Ahora, si se tiene una colección de observaciones {(ỹi, x)}, i = 1, . . . , n tales que ỹi =
f̃(xi; β) = f(xi; β) + δ(xi), se plantea el sistema de ecuaciones que corresponde al modelo
empírico. En este caso las observaciones no necesariamente serán compatibles con dicho
sistema para algún β, lo que trae como consecuencia que no haya solución. Para mitigar
esta complicación, se suele usar el criterio de mínimos cuadrados. Éste consiste en minimizar
‖ y − ỹ ‖2, donde ỹ = (ỹ1, . . . ỹn) es el vector de respuestas esperadas bajo f̃(x, β) y y =
(y1, . . . , yn) el de respuestas postuladas bajo f(x, β).

Por otra parte, dentro de la especi�cación del modelo pueden existir errores relacionados
con la medición de las observaciones. Estos errores pueden darse tanto en las observaciones
de salida como en las de entrada. Cuando la imprecisión de las mediciones se da en las
observaciones de salida del sistema, el error aleatorio se representa por ε y el modelo se
escribe como

ỹi = yi + εi (5.2)

= f(xi, β) + εi; i = 1, . . . , n.

En el caso donde los errores son en las variables de entrada del sistema, el error se denota
por e y se considera de igual forma aleatorio. La representación es

yi = f(xi; β) (5.3)

x̃i = xi + ei; i = 1, . . . , n.

Este tipo de complicaciones suelen darse simultáneamente, por lo tanto la forma de
resolver el problema se complica pues se deben considerar todas las fuentes de incertidumbre.

5.4. Propagación de la incertidumbre

Es importante mencionar que existe una afectación de las complicaciones antes mencio-
nadas sobre los resultados del modelo. Esto debido a que, si llega a existir incertidumbre en
cualquiera de los componentes del sistema, ésta se propagaría al resultado.

Esta propagación se da tanto en el problema directo como en el inverso. En el directo
se da cuando existen errores en las mediciones de entrada. En el inverso, se da sobre todo
cuando los errores están en las mediciones de las observaciones de salida.
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5.5. Ejemplo

En esta sección se aplica el modelo semiparámetrico basado en el proceso gaussiano en
un problema termoquímico en el que se busca describir la relación entre la temperatura y la
presión del vapor de sustancias puras.

5.5.1. Ecuación de Antoine

Para describir dicha relación se ha utilizado la ecuación de Antoine (Antoine, 1996), la
cual se deriva de la relación de Clausius-Clapeyron. Ésta es una manera de caracterizar una
transición de fase de primer orden que tiene lugar en un sistema monocomponente.

La ecuación de Antoine relaciona empíricamente el logaritmo de la presión del vapor (p
generalmente en mmHg) con una función que depende de la temperatura (T , generalmente
en grados Kelvin) de la sustancia

log p = A− B

C + T
. (5.4)

Los parámetros A, B y C son desconocidos pero han sido estimados; de hecho estas esti-
maciones se pueden encontrar en libros para las sustancias más usadas. Por ejemplo, se ha
sabido que para el agua (H2O) se necesitan dos conjuntos de los parámetros para describir
la relación de la temperatura y presión del vapor del agua en todo el rango requerido de la
temperatura. Esto se muestran en el Cuadro 5.1, como se puede observar, se necesitan dos
conjuntos de parámetros A, B y C uno para cada intervalo de la temperatura. Este mismo
fenómeno ocurre con otras sustancias puras.

T mín ◦C T máx ◦C A B C
1 100 8.07131 1730.63 233.426
99 374 8.14019 1810.94 244.485

Cuadro 5.1: Valores empíricos de la ecuación de Antoine para el agua

En general, la ecuación de Antoine no es su�cientemente �exible y no se puede utilizar
para describir con su�ciente precisión toda la curva en función de la temperatura, razón por
lo cual usualmente se ajusta por pedazos. Es decir, se utilizan varios conjuntos de parámetros
para una sola sustancia. Como en el caso del agua, hay parámetros A, B y C para describir
la curva de presión del vapor hasta el punto de ebullición normal y el segundo conjunto
para describir desde el punto de ebullición normal a un punto crítico. Además, se puede
apreciar en el Cuadro 5.1 que en el intervalo de temperatura de [99, 100] grados centígrados
hay problemas pues se podría utilizar ambos conjuntos de parámetros.

Existe una simpli�cación de la ecuación de Antoine. Cuando se supone C = 0 entonces
la ecuación describe una relación lineal entre el logaritmo de la presión y el valor inverso
de la temperatura. Esta nueva relación se conoce como ecuación de August. Por otro lado,
también se ha utilizado una extensión a la ecuación, pero son necesarios más parámetros
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Figura 5.1: Mediciones observadas de temperatura y presión durante un experimento.

p = exp{A+
B

C + T
+D · T + E · T 2 + F · log(T )}. (5.5)

En la práctica, los parámetros se estiman por medio de método de mínimos cuadrados
no lineales. Los datos se obtienen de experimentos diseñados para medir la presión del vapor
bajo diferentes temperaturas. Desde el punto de vista estadístico éste es un problema que
puede ser resuelto utilizando la técnica de regresión no lineal. Sin embargo, la selección de un
modelo paramétrico no lineal adecuado no es una tarea sencilla. Tampoco lo es la evaluación
de la incertidumbre basada en dicho modelo. Es por esta razón que proponemos el uso del
modelo de regresión semiparamétrico de este trabajo para dar la una estimación predictiva
de la presión dada la temperatura.

5.5.2. Aplicación del modelo

Se realizó un experimento y se obtuvieron veinte observaciones de la temperatura y
presión del vapor del acetonitrilo ( Ewing & Sanchez, 2004 ). En términos del modelo de este
trabajo se tiene una muestra de tamaño 20 donde {xi}20i=1 corresponden a las mediciones de
la temperatura y {yi}20i=1 corresponden a las mediciones de la presión del vapor. En la Figura
5.1 se muestran los datos observados.

Para estimar una curva que se ajuste a los datos se hace el supuesto de que {yi}20i=1 tiene
una distribución inicial como en la ecuación (3.8) bajo el esquema descrito en la Sección
3.2.3. Es decir, se hace el supuesto de la existencia de un error aleatorio en las observaciones,
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así como un error determinista y por lo tanto la distribución predictiva �nal es (3.26). Con
esta distribución se hace la estimación de la curva.

En un principio se ajustó el modelo utilizando polinomios de grado cero, uno y dos.
Conforme se disminuye el grado del polinomio se fuerza al proceso gaussiano a capturar
la variabilidad del ajuste. La función h(·) que se reporta en este ejemplo es un polinomio
de primer grado debido a que con éste se obtuvieron mejores resultados en el ajuste. Se
utilizaron hiperparámetros para las distribuciones iniciales de β y ρ2 de tal manera que las
distribuciones fueran no informativas. Estos valores son:

b0 = (1, 1)t,

B0 =

(
0.01 0

0 0.01

)
,

s0 = 1,

a0 = 1.

Para escoger los valores de w y λ se utiliza un enfoque Bayesiano empírico el cual consiste
en obtener los valores que maximicen la log-verosimilitud de los datos dados los parámetros

log(P (y | Σ)) = −1

2
log | Σ | −1

2
(y− µ)tΣ−1(y− µ)− n

2
log 2π. (5.6)

Con base en este modelo, Σ = ρ̂2[wI20 + Aλ1 ] y la media µ es Hβ̂ con

A1 =

 exp{−(x1 − x1)t(x1 − x1)} · · · exp{−(x1 − x20)t(x1 − x20)}
...

. . .
...

exp{−(x20 − x1)t(x20 − x1)} · · · exp{−(x20 − x20)t(x20 − x20)}

 . (5.7)

Dado lo anterior es necesario contar con valores ρ̂2 y β̂; es por esto que se hace un primer
análisis del modelo dando valores iniciales de w = 0.1 y λ = 0.1. Al correr el modelo se
obtienen estimaciones preliminares para ρ2 y β con base en las distribuciones (3.25) y (3.24)
respectivamente. Éstas son utilizadas para maximizar la función (5.6) con respecto a w y λ.
Sin embargo para el caso de este experimento se observa que al momento de maximizar la
log- verosimilitud existen problemas numéricos al invertir y obtener el determinante de A1.
Es por ello que se buscó sumar una penalización a la función (5.6) para hacerla mas estable.
La función que se maximizó en este ejemplo es

log(P (y | Σ)) = −0.04(
1

2
log | Σ | −1

2
(y− µ)tΣ−1(y− µ)− n

2
log 2π) (5.8)

−0.073
3.701.37

Γ(1.37)
w0.37e−3.70w

−0.073
3.701.37

Γ(1.37)
λ0.37e−3.70λ.
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Figura 5.2: Mediciones observadas, el ajuste del modelo y bandas de con�anza.

Se puede observar que los sumandos que se agregaron corresponden al logaritmo de una
densidad gamma de moda 0.1 y varianza 0.1. Esto se puede ver como añadir una distribución
inicial gamma para w y otra para λ, procurando que sean no informativas. Cada sumando
de la función tiene un peso, el cual sirve para asignar un peso a la información que aporta
cada sumando. Haciendo este tipo de cálculos la log-verosimilitud pudo ser maximizada sin
problemas numéricos ni de inestabilidad para valores pequeños.

Una vez calculados los valores máximos de w y λ para la función (5.8) se usan para
obtener nuevos valores de ρ̂2 y β̂. Con estas nuevas estimaciones se maximiza de nuevo la
función (5.8) y así se encuentran nuevos valores de w y λ. Este algoritmo se detiene en el
momento que los valores máximos en cada iteración se diferencian en 0.001 o menos.

En la Figura 5.2 se puede apreciar el ajuste del modelo con w = 0.00409 y λ = 0.00663
y bandas de con�anza (líneas azules).

Con las observaciones de este experimento, los valores de la ecuación de Antoine (que
ajusta los logaritmos de las presiones de vapor a diferentes temperaturas del acetonitrilo)
por el método de mínimos cuadrados no lineales son A = 14.7325, B = −3267.6599 y C =
−31.65307. En la Figura 5.3 se aprecia este ajuste en comparación con el ajuste obtenido con
el modelo de este trabajo. Para poder ser comparadas se aplicó la transformación logarítmica
a la estimación que se muestra en la Figura 5.2 debido a que la ecuación de Antoine ajusta
el logaritmo de la presión.

Como se puede apreciar, en este caso las estimaciones son muy similares. Sin embargo,
para otras sustancias menos conocidas la ecuación de Antoine podría no ser apropiada y se
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Figura 5.3: Ajuste de los datos usando la ecuación de Antoine (línea roja) y el modelo de
regresión semi-parámetrico (línea negra).

tendría que buscar un modelo no lineal alternativo, mientras que el modelo semi-paramétrico
propuesto en este trabajo sería básicamente el mismo.



Capítulo 6

Discusión

Seleccionar un modelo paramétrico su�cientemente �exible para una aplicación dada
no siempre es una tarea sencilla. En este trabajo se discute un modelo de regresión semi-
paramétrico en el que se consideran dos tipos de errores: uno �determinista� y el otro alea-
torio. En el error determinista se toma en cuenta la correlación que pudiera existir entre los
valores de la respuesta para dos observaciones distintas pero cercanas. Este error está aso-
ciado a la función δ(·) que sigue un proceso gaussiano cuyos parámetros ρ2 y λ determinan
la �exibilidad y la suavidad del modelo, respectivamente. Ésta es la parte no paramétrica del
modelo. Por otro lado, el error aleatorio está asociado a los posibles errores en la observación
de la respuesta f(·). Esta función se aproxima, como es usual en un modelo de regresión
lineal, a través de h(·)tβ, lo que corresponde a la parte paramétrica del modelo. La función
δ(·) modela entonces las desviaciones del modelo paramétrico propuesto respecto al modelo
�verdadero�.

El proceso gaussiano es tratable y tiene una interpretación relativamente simple, princi-
palmente en este contexto de regresión. Esto nos ha permitido plantear un modelo general
que tiene, como casos límite, escenarios conocidos tales como interpolación y regresión lineal.
De hecho, el modelo de regresión semi-paramétrico discutido aquí tiene aplicaciones prácti-
cas en problemas de interpolación y en otros problemas clásicos del análisis numérico, así
como en la solución de problemas inversos, tal como se muestra en los Capítulos 4 y 5. Con
base en los resultados de la aplicación del modelo para el caso de problemas inversos, es de
destacar la �exibilidad del modelo semi-paramétrico. Por otra parte, el enfoque bayesiano
permite tomar en cuenta y describir todas las posibles fuentes de incertidumbre, incluida
aquella relacionada con la especi�cación del modelo.
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Apéndice A

Resultados auxiliares

El conocer las propiedades y resultados sobre la normal multivariada en ocasiones pue-
de simpli�car algunas cuentas. A continuación, un teorema relacionado con la distribución
normal multivariada que facilita la aplicación computacional del modelo. Estos resultados se
puede ver también en Mardia, Kent y Bibby (1979).

Sea x ∈ Rn+m una variable aleatoria con distribución normal multivariada, tal que x =(
x1

x2

)
, donde x1 ∈ Rn y x2 ∈ Rm. Entonces su distribución se puede escribir como:(

x1

x2

)
∼ Nn+m

((
µ1

µ2

)
,

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

))
. (A.1)

Teorema A.1. Si x = (xt1, x
t
2)
t ∼ Nn+m(µ,Σ), entonces x1 y x2.1 = x2 −Σ21Σ

−1
11 x1 tienen

la siguiente distribución y son independientes:

x1 ∼ Nn(µ1,Σ11) y x2.1 ∼ Nm(µ2.1,Σ22.1), (A.2)

donde µ2.1 = µ2 −Σ21Σ
−1
11 µ1 y Σ22.1 = Σ22 −Σ21Σ

−1
11 Σ12.

El teorema anterior sirve para encontrar distribuciones condicionales de x2 dado que x1

es conocida.

Teorema A.2. Usando los supuestos y notación del Teorema A.1, la distribución condicional
de x2 dado que x1 es:

[x2 | x1] ∼ Nm(µ2 + Σ21Σ
−1
11 (x1 − µ1),Σ22.1). (A.3)

Recordando que el modelo de regresión se escribe como en la ecuación (3.1). La función
f(·) denota la relación entre las variables explicativas y la variable respuesta,

yi = f(xi) + εi.

Suponiendo que se tiene una muestra de tamaño m de la variable explicativa, {x∗i }mi=1,
un objetivo es encontrar un estimador para la variable respuesta correspondiente a cada
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nueva variable explicativa. Dichos estimadores pueden ser calculados con base en procesos
gaussianos, como se mostró anteriormente.

En el caso del modelo de este trabajo se tiene (3.8) y con esto se llega al resultado
(3.14). Lo anterior corresponde al caso de una observación. Usando los resultados anteriores
se pueden encontrar expresiones para toda una muestra de tamaño m.

Sea Y una variable aleatoria de la forma, Y =

(
y1
y∗

)
. Donde y∗ es el valor de la variable

respuesta para cada x∗i i = 1, ...,m, es decir, y∗ = (y(x∗1), ..., y(x∗m))t. Análogamente el
vector aleatorio y1 = (y(x1), ..., y(xn))t.

Con base en lo mencionado al principio y por la de�nición de proceso gaussiano, la
variable Y dados los parámetros tiene la siguiente distribución:[(

y1
y∗

)
| β, ρ2

]
∼ Nn+m

((
µ1

µ2

)
,

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

))
, (A.4)

donde

µ1 =

h(x1)
tβ

...
h(xm)tβ

 (A.5)

= Hβ,

µ2 =

h(x∗1)
tβ

...
h(x∗m)tβ


= H∗β,

Σ =

ρ2



w + v(x1, x1) v(x1, x2) · · · v(x1, xn) v(x1, x
∗
1) v(x1, x

∗
2) · · · v(x1, x

∗
m)

v(x2, x1) w + v(x2, x2) · · · v(x2, xn) v(x2, x
∗
1) v(x2, x

∗
2) · · · v(x2, x

∗
m)

...
. . . · · · ...

. . . · · · ...
v(xn, x1) v(xn, x2) · · · w + v(xn, xn) v(xn, x

∗
1) v(xn, x

∗
2) · · · v(xn, x

∗
m)

v(x∗1, x1) v(x∗1, x2) · · · v(x∗1, xn) w + v(x∗1, x
∗
1) v(x∗1, x

∗
2) · · · v(x∗1, x

∗
m)

...
. . . · · · ...

. . . · · · ...
v(x∗m, x1) v(x∗m, x2) · · · v(x∗m, xn) v(x∗m, x

∗
1) v(x∗m, x

∗
2) · · · w + v(x∗m, x

∗
m),



Σ11 = ρ2


w + v(x1, x1) v(x1, x2) · · · v(x1, xn)
v(x2, x1) w + v(x2, x2) · · · v(x2, xn)

...
. . . · · · ...

v(xn, x1) v(xn, x2) · · · w + v(xn, xn)

 (A.6)

= ρ2(wI + A),
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Σ12 = Σt
12 (A.7)

= ρ2

v(x∗1, x1) v(x∗1, x2) · · · v(x∗1, xn)
...

. . . · · · ...
v(x∗m, x1) v(x∗m, x2) · · · v(x∗m, xn)


= ρ2

(
t(x∗1), t(x

∗
2), · · · , t(x∗m)

)
= ρ2L,

Σ22 = ρ2

w + v(x∗1, x
∗
1) v(x∗1, x

∗
2) · · · v(x∗1, x

∗
m)

...
. . . · · · ...

v(x∗m, x
∗
1) v(x∗m, x

∗
2) · · · w + v(x∗m, x

∗
m)

 (A.8)

= ρ2(wI + A∗).

Suponiendo la variable y1 conocida e igual a y se puede usar el resultado del Teorema
A.2 para encontrar un estimador de y∗ dados los parámetros. Con base en la expresión (A.9)
dicho estimador es H∗β−LA−1(y−Hβ); sin embargo, no es el estimador que se busca pues
éste aún depende de los parámetros,

[y∗ | β, ρ2, y] ∼ Nm(H∗β + L(wI + A)−1(y −Hβ), ρ2W ), (A.9)

donde

W = (wI + A)∗ − L(wI + A)−1Lt.

Si se observa detenidamente las expresiones (A.9) y (3.14) se nota una similitud entre
ellas. De hecho la única diferencia es que la primera es para una muestra de tamaño m y la
segunda para una sólo observación. Esta expresión aún depende de β, pero bajo los supuestos
de la Sección 3.2.1 y aplicando de nuevo el resultado del teorema A.2 se obtiene (3.15) para
una muestra de m observaciones. Lo anterior se muestra a continuación:

[y∗ | ρ2, y] ∼ Nm(H∗b1 + L(wI + A)−1(y −Hb1), ρ2W ), (A.10)

donde

W ∗ = W + (H∗t −H(wI + A)−1L)tB−11 (H∗t −H(wI + A)−1L).

Estos resultado brindan una gran ayuda para estimar, pues computacionalmente siempre
es más rápido trabajar con operaciones matriciales.
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Apéndice B

Modelo General

En este apartado se pretende abordar un modelo general de regresión con el �n de hacer
más claros algunos de los resultados del cuerpo principal de este trabajo.

B.1. Modelo

Suponga un modelo escrito en forma matricial donde Y es una variable respuesta y H
una variable explicativa:

Y = Hβ + δ + ε, (B.1)

donde Hn×q y

β ∼ Nq(b, B
−1), (B.2)

δ ∼ Nn(0, D−1),

ε ∼ Nn(0, E−1).

Por lo tanto Yn×1 y se puede reescribir como

Y = Cθ + ε, (B.3)

con C = [H In] y θ = [βt δt]t.
Considerando ε como el error aleatorio, lo que interesa es hacer inferencia sobre θ; por

consiguiente se le asigna una distribución inicial expresada como

p(θ) = Nm(θ | t, T−1), (B.4)

con m = n+ q, t =

(
b
0

)
y T =

(
B 0
0 D

)
.

Suponga un experimento de n observaciones de la variable Y , es decir, {yi}ni=1. Se denota
y = (y1, . . . , yn)t como el vector de los datos observados usados para calcular la distribución
�nal del parámetro θ. Se observa que la expresión (B.3) tiene la forma del problema de
regresión para el cual hay resultados ya conocidos.
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En

p(θ | y) = Nm(θ | t1, T−11 ) (B.5)

se expresa la distribución �nal, la cual se obtiene al usar el teorema de Bayes p(θ | y) ∝
p(θ)L(θ; y) donde L expresa la función de verosimilitud, con

t1 = [CtEC + T ]−1(CtEy + Tt) (B.6)

T1 = CtEC + T.

La expresión (B.5) se escribe en términos de β y δ como se muestra en

p(β | y) = Nq(β | b1, B−11 ) (B.7)

y

p(δ | y) = Nn(δ | d1, D−11 ) (B.8)

respectivamente, donde

b1 = [H tE(D + E)−1DH +B]−1(H tE(D + E)−1Dy +Bb), (B.9)

B1 = H tE(D + E)−1DH +B,

D1 = D + E − EH(H tEH +B)−1H tE, (B.10)

d1 = [D + E − EH(H tEH +B)−1H tE]−1E[y −H(H tEH +B)−1(H tEy +Bb)].

Las expresiones en (B.10) se pueden seguir desarrollando, al hacerlo se llega al resultado

d1 = y − [D + E − EH(H tEH +B)−1H tE]−1(Dy + EH(H tEH +B)−1Bb), (B.11)

D−11 = (D + E)−1

+(D + E)−1EH[(H tDH +B) + (H tE(D + E)−1DH −H tDH)]−1H tE(D + E)−1.

La covarianza �nal entre estas dos variables es:

Cov(β, δ | y) = −[H tE(D + E)−1DH +B]−1H tE(D + E)−1 (B.12)

= −B−11 H tE(D + E)−1.
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B.2. Predicción

En esta sección se hace predicción manteniendo C, con esto se pretende encontrar pre-
dicciones sobre el conjunto de los datos que se han observado.

Se denota Y ∗ la variable de predicción, es decir Y ∗ = Cθ + ε∗, donde ε∗ ∼ Nn(0, E−1).
La distribución inicial de esta variable es la misma que para (B.3) y usando esto se obtiene
la �nal, dicha expresión es

[Y ∗ | y] ∼ Nn(my, Vy), (B.13)

donde

my = E(Y ∗ | y) (B.14)

= E(Cθ | y)

= CE(θ | y)

= Ct1

= HE(β | y) + E(δ | y)

= Hb1 + d1,

Vy = E−1 + CV ar(θ | y)Ct (B.15)

= E−1 + CT−1Ct

= E−1 +HVar(β | y)H t + Var(δ | y) + 2HCov(β, δ | y)

= E−1 +HB−11 H t +D−11 + 2HCov(β, δ | y)

= E−1 +D−11 +HB−11 H t − 2HB−11 H tE(D + E).

Todo lo anterior es en un caso general, a continuación se hará el desarrollo bajo la
suposición de dos casos particulares:

a) E = 1
σ2 In, D = 1

ρ2
A−1 y B = 1

ρ2
B0,

b) E = 1
σ2 In, D = 1

ρ2
A−1 y B = B0.

B.3. Caso a)

En esta sección se expondrán expresiones particulares para (B.9), (B.10) y (B.11) supo-
niendo E = 1

σ2 In, D = 1
ρ2
A−1 y B = 1

ρ2
B0.
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Para (B.9):

b1 = [H tE(D + E)−1DH +B]−1(H tE(D + E)−1Dy +Bb) (B.16)

= { 1

ρ2
[H t(A+

σ2

ρ2
In)−1H +B0]}−1(

1

σ2ρ2
H t(

1

ρ2
A−1 +

1

σ2
In)−1A−1y +

1

ρ2
B0b)

= [H t(A+
σ2

ρ2
In)−1H +B0]

−1(H t(A+
ρ2

σ2
In)−1y +B0b),

B1 = H tE(D + E)−1DH +B

=
1

σ2ρ2
H t(

1

ρ2
A−1 +

1

ρ2
In)−1A−1H +

1

ρ2
B0

=
1

ρ2
[H t(A+

σ2

ρ2
In)−1H +B0].

Para (B.10):

D1 = D + E − EH(H tEH +B)−1H tE (B.17)

=
1

ρ2
A−1 +

1

σ2
In −

1

σ4
H(

1

σ2
H tH +

1

ρ2
B0)

−1H t

=
1

ρ2
[A−1 +

ρ2

σ2
(In −H(H tH +

σ2

ρ2
B0)

−1H t],

d1 = [D + E − EH(H tEH +B)−1H tE]−1E[y −H(H tEH +B)−1(H tEy +Bb)]

= [D1]
−1 1

σ2
[y −H(

1

σ2
H tH +

1

ρ2
B0)

−1(
1

σ2
H ty +

1

ρ2
B0b)]

=
ρ2

σ2
[A−1 +

ρ2

σ2
(In −H(H tH +

σ2

ρ2
B0)

−1H t]−1[y −H(H tH +
σ2

ρ2
B0)

−1(H ty +
σ2

ρ2
B0b)].

Para (B.11):

D−11 = (D + E)−1 (B.18)

+(D + E)−1EH[(H tDH +B) + (H tE(D + E)−1DH −H tDH)]−1H tE(D + E)−1

= (
1

ρ2
A−1 +

1

σ2
In)−1

+
1

σ4
(

1

ρ2
A−1 +

1

σ2
In)−1H[B1]

−1H t(
1

ρ2
A−1 +

1

σ2
In)−1

= ρ2{(A−1 +
ρ2

σ2
In)−1

+
ρ2

σ4
(A−1 +

ρ2

σ2
In)−1H[H t(A+

σ2

ρ2
In)−1H +B0]

−1H t(A−1 +
ρ2

σ2
In)−1},

d1 = y − [D + E − EH(H tEH +B)−1H tE]−1(Dy + EH(H tEH +B)−1Bb)

= y − [D1]
−1(

1

ρ2
A−1y +

1

ρ2σ2
H(

1

σ2
H tH +

1

ρ2
B0)

−1B0b)

= y − [A−1 +
ρ2

σ2
(In −H(H tH +

σ2

ρ2
B0)

−1H t]−1(A−1y +H(H tH +
σ2

ρ2
B0)

−1B0b).
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B.4. Caso b)

En esta sección se expondrán expresiones particulares para (B.9), (B.10) y (B.11) supo-
niendo E = 1

σ2 In, D = 1
ρ2
A−1 y B = B0.

Para (B.9):

b1 = [H tE(D + E)−1DH +B]−1(H tE(D + E)−1Dy +Bb) (B.19)

= { 1

ρ2
[H t(A+

σ2

ρ2
In)−1H] +B0}−1(

1

σ2ρ2
H t(

1

ρ2
A−1 +

1

σ2
In)−1A−1y +B0b)

= [
1

ρ2
H t(A+

σ2

ρ2
In)−1H +B0]

−1(
1

ρ2
H t(A+

ρ2

σ2
In)−1y +B0b),

B1 = H tE(D + E)−1DH +B

=
1

σ2ρ2
H t(

1

ρ2
A−1 +

1

ρ2
In)−1A−1H +B0

=
1

ρ2
[H t(A+

σ2

ρ2
In)−1H] +B0.

Para (B.10):

D1 = D + E − EH(H tEH +B)−1H tE (B.20)

=
1

ρ2
A−1 +

1

σ2
In −

1

σ4
H(

1

σ2
H tH +B0)

−1H t

=
1

ρ2
[A−1 +

ρ2

σ2
(In −H(H tH + σ2B0)

−1H t],

d1 = [D + E − EH(H tEH +B)−1H tE]−1E[y −H(H tEH +B)−1(H tEy +Bb)]

= [D1]
−1 1

σ2
[y −H(

1

σ2
H tH +B0)

−1(
1

σ2
H ty +B0b)]

=
ρ2

σ2
[A−1 +

ρ2

σ2
(In −H(H tH + σ2B0)

−1H t]−1[y −H(H tH + σ2B0)
−1(H ty + σ2B0b)].
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Para (B.11):

D−11 = (D + E)−1 (B.21)

+(D + E)−1EH[(H tDH +B) + (H tE(D + E)−1DH −H tDH)]−1H tE(D + E)−1

= (
1

ρ2
A−1 +

1

σ2
In)−1

+
1

σ4
(

1

ρ2
A−1 +

1

σ2
In)−1H[B1]

−1H t(
1

ρ2
A−1 +

1

σ2
In)−1

= ρ2{(A−1 +
ρ2

σ2
In)−1

+
1

σ4
(A−1 +

ρ2

σ2
In)−1H[

1

ρ2
[H t(A+

σ2

ρ2
In)−1H] +B0]

−1H t(A−1 +
ρ2

σ2
In)−1},

d1 = y − [D + E − EH(H tEH +B)−1H tE]−1(Dy + EH(H tEH +B)−1Bb)

= y − [D1]
−1(

1

ρ2
A−1y +

1

σ2
H(

1

σ2
H tH +

1

ρ2
B0)

−1B0b)

= y − [
1

ρ2
(A−1 +

ρ2

σ2
(In −H(H tH + σ2B0)

−1H t)]−1(
1

ρ2
A−1y +H(H tH + σ2B0)

−1B0b).



Apéndice C

Código en R

En este apéndice se presentan los códigos implementados para obtener los resultados del
modelo de este trabajo.

#Función para interpolar usando procesos Gausssianos usando la función 'dist'

library(proxy)

library(maxLik)

library(optimx)

###Declaracion de Funciones

#Funciones para crear variables tipo listas que serán parámetros en la

#función principal

lista1<-function(bi,Bi,si,ai,w00)

{ #Lista para los parámetros de las distribuciones

ii1=list(b0=bi,B0=Bi,s0=si,a0=ai,w=w00)#iniciales

return(ii1)}

lista2<-function(lbdi,Vi)

{ #Lista para los parámetros de la función de

ii2=list(lbd=lbdi,V=Vi) # correlación

return(ii2)

}

#Funcion H

#Parámetros: Vector de observaciones x-s, función propuesta

Hx<-function(x,h) t(apply(x,1,h))

#Función principal, la salida de esta función es una lista con:
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#Función esperanza final

#Función varianza final

#Valores de la esperanza final de los datos a interpolar

#Valores de la varianza final de los datos interpolar

#Los parámetros de la función son:

#Observaciones 'x'

#Observaciones de la función evaluada en 'x' ('y')

#Lista de parámetros iniciales de la distribución

#Lista de parámetros para la función de correlacción inicial

#Función propuesta 'h'

#Valores a interpolar

#Para hacer uso de la distancia Mahalanobis

#se debe bajar la paquetería 'proxy'

proceso<-function(x,y,ini1,ini2,h,xe)

{

n=dim(x)[1] #Número de observaciones

ne=dim(xe)[1] #Número de valores a interpolar

d=dim(x)[2]#Dimensión del proceso

xT=rbind(x,xe) #Combinación entre los datos observados

#y los que se interpolaran

H=Hx(x,h)

if (length(ini1$b==1)) {H=t(H)}

He=Hx(xe,h)

if (length(ini1$b==1)) {He=t(He)}

AT1=-ini2$lbd*

(as.matrix(dist(xT,method = "mahalanobis",upper=T,diag=T,cov=V)))^2

#Usando la distancia de Mahalanobis

AT=exp(as.matrix(AT1)) #Matriz de desitancias totales

AT=AT+ini1$w*diag(n+ne)

IA=solve(AT[1:n,1:n]) #Inversa de la matriz A

print(dim(IA))

L=AT[(n+1):(n+ne),1:n] #Matriz lamda

K=L%*%IA

Ae=AT[(n+1):(n+ne),(n+1):(n+ne)] #Matriz A estrella

Be=ini1$B0+t(H)%*%IA%*%H

#Matriz B, covarianzas finales para el parámetro beta

IB=solve(Be)

b=IB%*%(ini1$B0%*%ini1$b0+ t(H)%*%IA%*%y )

#Vector de esperanza final para el parámetro beta
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Me=He%*%b+K%*%(y-H%*%b)

#Vector de esperanza final para los valores a interpolar

W=(Ae-L%*%IA%*%t(L))

We=ini1$w*diag(ne)+W+t(t(He)-t(H)%*%t(K))%*%IB%*%(t(He)-t(H)%*%t(K))

#Matriz W estrella

q=dim(matrix(ini1$b0))[1]

a=ini1$a0+n-q

s=ini1$s0+t(y)%*%(IA-IA%*%H%*%solve(t(H)%*%IA%*%H)%*%t(H)%*%IA)%*%y

vari=(s/(a-2))*diag(We)

#Vector de variaza final para los valores a interpolar

mod=list(m=Me,W=We,var=vari,B=Be,s=s,a=a,b=b)

return(mod)

}

#Función para poder graficar en el caso bivariado

#Esta función tiene como salida los vectores de 'x0', 'y0' y la matriz 'z0'

#parámetros necesarios para la función 'persp'

pgraf<-function(a,b)#Matriz de nx2 y vector columna de nx1

{

bus<-function(z,m,v,n)

{

k=0

for(j in 1:n)

{

if(z[1] == m[j,1] && z[2] == m[j,2] ) k<-j

}

if(k!=0) {return (v[k])}

else {return(NA)}

}

n=dim(matrix(b))[1]

x=sort(matrix(unique(a[,1])))

y=sort(matrix(unique(a[,2])))

nx=dim(matrix(x))[1]

ny=dim(matrix(y))[1]

d=max(nx,ny)

M=matrix(NA, ncol=ny,nrow=nx)

for (i in 1:nx)

{

for(j in 1:ny)
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{

M[i,j]=bus(c(x[i],y[j]),a,b,n)

}

}

return(list(x=x,y=y,z=M))

}

#Función para graficar el proceso en el caso bivariado o univariado

plotproceso<-function(pro,x,y,xe){

d=dim(x)[2]

if (d==1){

plot(xe,pro$m,main="",type='l',xlab='x',ylab='Estimación')

title(sprintf("Estimación de y(.) \n No. de Observaciones=%d",dim(x)[1]))

points(x,y)

} else{

dat=pgraf(xe,pro$m)

op <- par(bg = "white")

persp(dat$x,dat$y, dat$z, theta = 125, phi = 5, expand = 0.5,ticktype = "detailed", ltheta = 200, shade = 1,xlab='x1',ylab='x2',zlab='Estimación')

title(sprintf("Estimación de y(.) \n No. de Observaciones=%d",dim(x)[1]))

dev.new()

contour(dat$x,dat$y,dat$z)

title(sprintf("Curvas de nivel para y(.) \n No. de Observaciones=%d",dim(x)[1]))

}

}

plotvar<-function(pro,x,y,xe){

dat=pro$m

var=pro$var

va1<-dat+qt(0.975,pro$a)*var

va2<-dat-qt(0.975,pro$a)*var

plot(xe,dat,ylab="Estimación",type='l',ylim=c(min(va2),max(va1)), xlab='x')

title(sprintf("Estimación de y(.) \n No. de Observaciones=%d ",dim(x)[1]))

lines(xe,va1, type = "l", col='blue')

lines(xe,va2, type = "l", col='blue')

points(x,y)

}
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