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Chávez
Mart́ınez
Yemile del Socorro
56068486
Universidad Nacional Autónoma de México
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No te rindas

No te rindas, aún estás a tiempo
de alcanzar y comenzar de nuevo,
aceptar tus sombras,
enterrar tus miedos,
liberar el lastre,
retomar el vuelo.

No te rindas que la vida es eso,
continuar el viaje,
perseguir tus sueños,
destrabar el tiempo,
correr los escombros
y destapar el cielo.

No te rindas, por favor no cedas,
aunque el fŕıo queme,
aunque el miedo muerda,
aunque el sol se esconda y se calle el viento,
aún hay fuego en tu alma,
aún hay vida en tus sueños
porque la vida es tuya y tuyo también el deseo,
porque lo has querido y porque te quiero,
porque existe el vino y el amor, es cierto;
porque no hay heridas que no cure el tiempo.

Abrir las puertas,
quitar los cerrojos,
abandonar las murallas que te protegieron,
vivir la vida y aceptar el reto,
recuperar la risa,
ensayar un canto,
bajar la guardia y extender las manos,
desplegar las alas e intentar de nuevo,
celebrar la vida y retomar los cielos.

No te rindas, por favor no cedas,
aunque el fŕıo queme,
aunque el miedo muerda,
aunque el sol se ponga y se calle el viento,
aún hay fuego en tu alma,
aún hay vida en tus sueños
porque cada d́ıa es un comienzo nuevo,
porque esta es la hora y el mejor momento;
porque no estás solo, porque yo te quiero.

Mario Benedetti
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Introducción

Este trabajo está basado en los art́ıculos [Mazzola 2007] y [Mazzola
2009]. Hemos hecho una exposición cuyo fin es hacer accesible a un público
más amplio los rudimentos de la teoŕıa de gestos e hipergestos como parte
de la Teoŕıa Matemática de la Música.

En el primer caṕıtulo damos las definiciones necesarias para desarro-
llar los conceptos que más tarde se construirán. Definimos inicialmente el
concepto de digráfica, espacio topológico, categoŕıa y funtor, dando algunos
ejemplos utilizados en el desarrollo del trabajo. Aśı mismo, en el segundo
caṕıtulo definimos el concepto de un ∆-gesto en el espacio topológico X,
donde ∆ será una digráfica. Es con ayuda de éste último que definimos los
hipergestos, los gestos de gestos, ofreciendo aśı el concepto de gesto como un
buen ejemplo de conjunción de métodos algebraicos y topológicos. El gesto
es un morfismo, donde el v́ınculo es un movimiento real y no solamente una
flecha simbólica sin sustancia que lo respalde (CF [Mazzola 2007] p.25).

Una vez establecidos estos conceptos matemáticos damos una primera
aproximación al Teorema de Escher de Mazzola. En el desarrollo que nos
conduce a la prueba de este resultado, damos algunas demostraciones propias
que, creemos, clarifican el desarrollo conceptual de la teoŕıa. Posteriormente,
en el tercer caṕıtulo, vemos que dicha aproximación puede aplicarse a un
concepto un poco más abstracto, para lo cual definimos una clase particular
de categoŕıas que cuentan con una estructura de espacio topológico. Esto
generaliza aún más nuestro concepto de gesto e hipergesto permitiéndonos
aśı enunciar y demostrar finalmente el Teorema de Escher.

Durante el desarrollo de este trabajo se recibió gran apoyo del Dr. Emilio
Lluis Puebla, quien propuso los art́ıculos a estudiar, además de seguir y
guiar la evolución de este trabajo y las diversas dificultades teóricas que
se encontraron en éste; aśı mismo del Dr. Guerino Mazzola, quien hiciera
comentarios pertinentes a la exposición de este trabajo durante el I Congreso
Internacional sobre Música y Matemáticas, Puerto Vallarta 2014, y el M. en
C. Francisco Barrios Paniagua, quien revisó diversas versiones previas al
trabajo final, y con el que sostuve varias conversaciones que me permitieron
delinear mejor algunos aspectos teóricos.

v



vi INTRODUCCIÓN

Para el mejor aprovechamiento de este trabajo, si bien definimos todos
los conceptos involucrados, es necesario que el lector haya tenido un curso
introductorio a la teoŕıa de categoŕıas, topoloǵıa y que esté familiarizado
con los conceptos musicales básicos relativos a la lectura y ejecución de la
música.



Caṕıtulo 1

Conceptos preliminares

1. Digráficas

En nuestro trabajo definiremos inicialmente la categoŕıa de digráficas, siendo
la idea intuitiva de categoŕıa una colección de objetos y una colección de
flechas o morfismos que relacionan a cada par de objetos de la categoŕıa.
Para esto necesitaremos las siguientes definiciones.

Definición 1.1. Una digráfica D es un par ordenado (VD, AD), donde
VD es el conjunto de vértices y AD un conjunto de flechas ajeno a VD, junto
con una función (llamada de incidencia) ψD que asocia a cada flecha de
D un par ordenado de vértices (no necesariamente distintos) de D. Esto es
ψD : AD −→ VD × VD. En general si ψD(a) = (u, v), entonces se dice que el
vértice u es la cola de a y v es la cabeza de a.

Definamos también t, h : AD −→ VD tal que t = p1 ◦ ψD la proyección
en la primera coordenada de las flechas de D y h = p2 ◦ ψD la proyección
en la segunda coordenada de las flechas de D. A la primera proyección le
llamaremos la función cola, mientras que a la segunda la función cabeza. Es
decir, ψD(a) = (t(a), h(a))

Cabe mencionar también, que de ahora en adelante para nosotros serán
equivalentes la digráfica D y la función de incidencia ψD, por lo cual haciendo
abuso de la notación, denotaremos de igual forma tanto a una digráfica como
a la función que relaciona a sus flechas con sus vértices.

Ejemplo 1.2. Consideremos los conjuntos AD = ∅ y VD = {u, v, w, x, y}
y la función de incidencia ψD : AD −→ V 2

D, donde V 2
D = VD × VD, con ψD

trivial, ya que AD es vaćıo. Por lo que la digráfica D está representada por:

•u •w

•y

•v •x.

1
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Ejemplo 1.3. Consideremos los conjuntos AD = {a, b, c, d, e, f, g} y
VD = {u, v, w, x} y la función de incidencia ψD : AD −→ V 2

D, donde
V 2
D = VD × VD, definida por

ψD(a) = (u, v), ψD(b) = (v, w), ψD(c) = (w, v), ψD(d) = (x, x),

ψD(e) = (u,w), ψD(f) = (x, u) y ψD(g) = (w, x)

que gráficamente se representa por:

•u

a

��

e // •w

g

��
c

ss•v

b

33

•x
f

TT

dii

Definición 1.4. Sean D y G digráficas. Un morfismo de digráficas
f : D −→ G es un par de funciones f = (φ, θ) con φ : AD −→ AG y
θ : VD −→ VG, tales que hacen que el siguiente diagrama conmute:

AD
φ−→ AG

ψD ↓ 	 ↓ ψG

V 2
G

θ2

−→ V 2
G.

Donde V 2
G = VG × VG y θ2 = (θ, θ) : V 2

G −→ V 2
G.

2. Topoloǵıa

Recordemos la definición de topoloǵıa con la cual posteriormente trabajare-
mos.

Definición 1.5. Sea X un conjunto. Una topoloǵıa en X es una familia
A de subconjuntos en X, llamados abiertos, tales que cumplen los siguientes
axiomas:

1. Si {Ai}i∈I ⊆ A, I un conjunto de ı́ndices arbitrario, entonces ∪i∈IAi ∈
A.

2. Si {Ai} ⊆ A, I un conjunto de ı́ndices finito, entonces ∩i∈IAi ∈ A.
3. Los conjuntos ∅ y X pertenecen a A.
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Definición 1.6. Un espacio topológico es la pareja (X,A) tal que X
es un conjunto y A es una topoloǵıa en X.

A dicha pareja la denotaremos simplemente por X cuando no haya con-
fusión respecto a la estructura topológica dada por sus abiertos.

Ejemplo 1.7. Sea X = {a, b, c}. La colección de subconjuntos A =
{∅, X} es una topoloǵıa en X.

Ejemplo 1.8. Sea R el conjunto de los números reales, entonces la to-
poloǵıa usual o topoloǵıa euclidiana es Ae = {∪i∈IAi|Ai = (a, b) con a, b ∈
R y a < b} ∪ {∅}, donde (a, b) = {x ∈ R|a < x < b}. Es decir, la topoloǵıa
está dada por los intervalos abiertos, la unión arbitraria de éstos y el vaćıo.

Notemos que esta colección de subconjuntos puede no ser única para
cada conjunto X, por lo cual pueden darse diversas topoloǵıas en un mismo
conjunto. Aśı, se requiere el concepto de subbase, el cual es una colección más
“pequeña”de abiertos que la propia A, pero que determinan a ésta última.

Definición 1.9. Sea A una topoloǵıa en X, se dice que S ⊆ A es una
subbase para (X,A) si para cada Ai ∈ A \ {∅} y cada x ∈ Ai existe un
conjunto no vaćıo de cardinalidad finita S ′ ⊆ S tal que x ∈ ∩S ′ ⊆ Ai.

Ejemplo 1.10. Consideremos el espacio topológico de los reales con
su topoloǵıa usual ya definida en el ejemplo 1.8, entonces es claro que la
colección Se = {(−∞, a)|a ∈ R} ∪ {(a,∞)|a ∈ R} es una subbase para Ae,
en donde (−∞, a) = {x ∈ R|x < a} y (a,∞) = {x ∈ R|x > a}.

Veamos que esta subbase S de A es una colección de abiertos, conside-
remos entonces a I como la familia de intersecciones finitas de S, con lo
que tenemos S ⊂ I ⊂ A, notemos que I aún no puede considerarse como
una topoloǵıa debido a que no podemos asegurar que contiene a todas las
uniones de los elementos en I, consideremos entonces a U como la familia
de dichas uniones, con lo que obtenemos S ⊂ I ⊂ U ⊂ A. Aśı obtenemos la
topoloǵıa U en X, la cual tiene por subbase a S.
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Definición 1.11. Sean Y y X espacios topológicos. Consideremos el
conjunto de funciones continuas de X a Y, denotado con Top(X, Y ) = {f :
X −→ Y | f es continua}. Sean U ⊂ Y un abierto y a ∈ X, se define el
conjunto (a, U) = {f ∈ Top(X, Y )|f(a) ∈ U}. La topoloǵıa compacto-
abierta sobre Top(X, Y ) es la topoloǵıa dada por la subbase de conjuntos
(K,U) = {f ∈ Top(X, Y )|f(K) ⊂ U} con K un compacto tal que K ⊂ X.

Considerando ahora que existen funciones de un espacio topológico a
otro, y que estas funciones pueden ser continuas, notemos que entre éstas
mismas puede existir a su vez una función continua que vaya de una a otra,
para esto la siguiente definición.

Definición 1.12. Sean X, Y espacios topológicos y f0, f1 : X → Y dos
funciones continuas cualesquiera. Una homotoṕıa de f0 a f1 es una función
continua

H : X × I → Y

en la que I representa al intervalo [0, 1] ⊂ R y tal que para cualquiera x ∈ X,

H(x, 0) = f0(x) y H(x, 1) = f1(x).

En tal caso se dice que f0 es homotópica a f1 y se denota con

f0 ' f1.

Ejemplo 1.13. Sean X = Y = R, f0(x) = x y f1(x) = 0. Consideremos

H : R× I → R
la función

H(x, t) = (1− t)x,
entonces H es continua y

H(x, 0) = x = f0(x) y H(x, 1) = 0 = f1(x).

Por lo que f0 ' f1.

3. Categoŕıas

Algunos de los objetos matemáticos con los que más trabajaremos son las
categoŕıas y los funtores, los cuales pertenecen a una rama de la Matemática
conocida como Teoŕıa de Categoŕıas. A continuación se darán estos concep-
tos.

Definición 1.14. Una categoŕıa C consiste de lo siguiente:
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1. La colección de objetos, denotada con Obj(C).
2. Un conjunto de morfismos C(A,B) para cada par (A,B) de objetos.
3. La composición C(A,B)×C(B,C) −→ C(A,C) denotada con

(f, g) 7−→ gf

para cada tripleta ordenada A,B y C de objetos.

Además este conjunto de morfismos y la composición deben estar sujetos
a los siguientes axiomas:

i. Los conjuntos de morfismos deben ser disjuntos por pares, es decir,
cada morfismo f ∈ C(A,B) tiene un único dominio A y un único
codominio B.

ii. Para todo objeto A existe un morfismo en C(A,A) denotado ge-
neralmente con 1A, tal que para todo morfismo f ∈ C(A,B) se
tiene

f = 1Bf y f = f1A.

iii. La composición es asociativa. Dados los morfismos

A
f−→ B

g−→ C
h−→ D,

entonces h(gf) = (hg)f.

Ejemplo 1.15. La categoŕıa Top de espacios topológicos es aquélla que
tiene como objetos espacios topológicos y funciones continuas entre espacios
topológicos como morfismos. Es fácil ver que tanto la composición de mor-
fismos, como la identidad de cada espacio topológico están bien definidas,
aśı como el hecho de que se cumplen los axiomas anteriores.

Ejemplo 1.16. La categoŕıa de grupos abelianos es aquélla que tiene
como objetos grupos abelianos, y como morfismos de la categoŕıa los ho-
momorfismo de grupos. Es fácil ver que tanto la composición de morfismos,
como la identidad de cada grupo abeliano están bien definidas, aśı como el
hecho de que se cumplen los axiomas anteriores.

Definición 1.17. Una categoŕıa S es una subcategoŕıa de C si

1. Obj(S) ⊆ Obj(C).
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2. Denotando a los conjuntos de morfismos en S como S( , ) y los con-
juntos de morfismos en C como C( , ), entonces S(A,B) ⊆ C(A,B)
para todo A,B ∈ Obj(S).

3. Si f ∈ S(A,B) y g ∈ S(B,C) entonces la composición gf ∈ S(A,C)
es igual a la composición gf ∈ C(A,C).

4. Si A ∈ Obj(S) entonces la identidad 1A ∈ S(A,A) es igual a la
identidad 1A ∈ C(A,A).

Ejemplo 1.18. La categoŕıa de grupos abelianos finitos es una subca-
tegoŕıa de la categoŕıa de grupos abelianos, la cual cumple con los criterios
anteriores.

Definición 1.19. Consideremos C y D categoŕıas. Un funtor cova-
riante T : C −→ D es una regla de asociación de Obj(C) con Obj(D) y de
morfismos de C con morfismos de D tal que:

1. Si A ∈ Obj(C) entonces T (A) ∈ Obj(D).
2. Si f : A −→ A′ está en C entonces T (f) : T (A) −→ T (A′) está en

D.

3. Si A
f−→ A′

g−→ A′′ está en C, entonces T (A)
T (f)−→ T (A′)

T (g)−→ T (A′′)
está en D y

T (gf) = T (g)T (f).

4. T (1A) = 1T (A) para cada objeto A ∈ Obj(C).

Ejemplo 1.20. Sea C una categoŕıa y Con la categoŕıa de conjuntos, la
cual tiene como objetos conjuntos y morfismos las funciones entre conjuntos.
Sea A ∈ Obj(C), el funtor T = C(A, ) : C −→ Con es un funtor covariante,
definido por:

T (B) = C(A,B),

para todo B ∈ Obj(C).

Si existe f : B −→ B′ en C, entonces T (f) : C(A,B) −→ C(A,B′)
está dado por:

T (f) : h 7→ fh,

el cual nombraremos como función inducida y lo denotaremos f∗, es decir:

f∗ : h 7→ fh.

Debido a la importancia de este funtor en nuestro trabajo verificaremos
los axiomas, mostrando que efectivamente C(A, ) es un funtor covariante.
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1. Recordemos que la definición de categoŕıa dice que C(A,B) es
precisamente un conjunto, es decir que si B ∈ Obj(C) entonces
C(A,B) ∈ Obj(Con).

2. Se sigue de la definición de la función inducida f∗.

3. Notemos que la composición fh tiene sentido:

A
h //

fh

&&
B

f // B′.

Supongamos ahora que tenemos g : B′ −→ B′′, con lo cual
tenemos el diagrama siguiente:

C
C(A, )

// Con

B

f

��
gf

��

C(A,B)

f∗=T (f)
��

(gf)∗

��

B′

g

��

C(A,B′)

g∗=T (g)
��

B′′ C(A,B′′).

Comparemos las funciones

(gf)∗, g∗f∗ : C(A,B) −→ C(A,B′′).

Si h ∈ C(A,B), es decir h : A −→ B, entonces

(gf)∗ : h 7−→ (gf)h.

Por otro lado tenemos por la asociatividad de la composición lo
siguiente:

g∗f∗ : h 7−→ fh 7−→ g(fh) = (gh)f,

es decir(gf)∗ = g∗f∗.

4. Finalmente, sea 1B la función identidad 1B : B −→ B, entonces

(1B)∗ : h 7−→ 1Bh = h

para toda h ∈ C(A,B). Por lo que se puede concluir que (1B)∗ =
1C(A,B).
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Definición 1.21. Consideremos C y D categoŕıas. Un funtor contra-
variante T : C −→ D es una regla de asociación de Obj(C) con Obj(D) y
de morfismos de C con morfismos de D tal que:

1. Si A ∈ Obj(C) entonces T (A) ∈ Obj(D).
2. Si f : A −→ A′ en C entonces T (f) : T (A′) −→ T (A) está en D

(invierte morfismos).

3. Si A
f−→ A′

g−→ A′′ está en C, entonces T (A′′)
T (g)−→ T (A′)

T (f)−→ T (A)
está en D y

T (gf) = T (f)T (g).

4. T (1A) = 1T (A) para cada objeto A ∈ Obj(C).

Ejemplo 1.22. Sea C una categoŕıa cualquiera y Con la categoŕıa de
conjuntos, la cual tiene como objetos conjuntos y morfismos las funciones
entre conjuntos. Sea B ∈ Obj(C), el funtor T = C( , B) : C −→ Con es un
funtor contravariante definido por:

T (A) = C(A,B)

para todo A ∈ Obj(C).

Si existe f : A −→ A′ en C, entonces T (f) : C(A′, B) −→ C(A,B)
está dado por:

T (f) : h 7→ hf,

el cual nombraremos como función inducida y lo denotaremos f ∗, es decir

f ∗ : h 7→ hf.

De igual manera que en el ejemplo anterior este funtor será de suma
importancia en este trabajo, por lo que también mostraremos que efectiva-
mente C( , B) es un funtor contravariante, verificando que los axiomas se
cumplen.

1. Es un caso análogo al funtor covariante C(A, ).

2. Se sigue de la definición de la función inducida f ∗.
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3. Notemos que la composición hf tiene sentido:

A
f //

hf

&&
A′

h // B′.

Supongamos ahora que tenemos g : A′ −→ A′′, con lo cual
tenemos el diagrama siguiente:

C
C( ,B)

// Con

A

f

��
gf

��

C(A,B)

A′

g

��

C(A′, B)

f∗=T (f)

OO

A′′ C(A′′, B).

g∗=T (g)

OO
(gf)∗

bb

Comparemos las funciones

(gf)∗, f ∗g∗ : C(A′′, B) −→ C(A,B).

Si h ∈ C(A′′, B), es decir h : A′′ −→ B, entonces por la defini-
ción de la función inducida

(gf)∗ : h 7−→ h(gf).

Por otro lado tenemos por la asociatividad de la composición lo
siguiente:

f ∗g∗ : h 7−→ hg 7−→ (hg)f = h(gf),

es decir (gf)∗ = f ∗g∗

4. Finalmente, sea 1A la función identidad 1A : A −→ A, entonces

(1A)B : h 7−→ h1A = h

para toda h ∈ C(A,B). Por lo que se puede concluir que (1A)∗ =
1C(A,B).

Veamos a continuación una transformación natural de un funtor a otro.

Cabe resaltar que de ahora en adelante cuando mencionemos un funtor
sin especificar si éste es covariante o contravariante, nos estaremos refiriendo
precisamente a un funtor covariante.
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Definición 1.23. Sean A y B dos categoŕıas y S, T : A −→ B dos
funtores. Una transformación natural τ : S −→ T es una colección de
morfismos la cual asigna a cada objeto C ∈ Obj(A) un morfismo τC :
S(C) −→ T (C) en B, tal que para cualquier morfismo f : C −→ D en
A, (T (f)) ◦ τC = τD ◦(S(f)), es decir que el siguiente diagrama conmuta:

S(C)

S(f)

��

τc // T (C)

T (f)

��
S(D) τD

// T (D).

A continuación veamos los conceptos de sistema y ĺımite tanto inverso
como directo, al igual que el de topoloǵıa ĺımite, los cuales nos permitirán ver
a una digráfica precisamente como un ĺımite directo, objeto que utilizaremos
más adelante.

Definición 1.24. Sean Λ un conjunto y � una relación reflexiva y tran-
sitiva en Λ. Un preorden es la pareja (Λ,�).

Ejemplo 1.25. Sea A∆ el conjunto de flechas de una digráfica ∆. No-
temos que A∆ es un conjunto preordenado bajo la relación � donde

a � b si, y solo si, (t(a), h(a)) = (t(b), h(b)), ya que:

1. (t(a), h(a)) = (t(a), h(a)) por lo que a � a.
2. Si a � b y b � c es decir (t(a), h(a)) = (t(b), h(b)) y (t(b), h(b)) =

(t(c), h(c)) entonces (t(a), h(a)) = (t(c), h(c)), es decir a � c.

Donde t y h son las funciones mencionadas en la definición 1.1.

Este preorden no tiene que ser único para cada conjunto.

Ejemplo 1.26. Sea A∆ el conjunto de flechas de una digráfica ∆ como
en el ejemplo anterior. Notemos que A∆ también es un conjunto preordenado
bajo la relación =, donde a está relacionado con b si y solo si a = b, ya que:

1. a = a.
2. Si a = b y b = c entonces a = b = c, es decir a = c.
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Definición 1.27. Sea (Λ,�) un conjunto preordenado y C una cate-
goŕıa. Un sistema inverso en C sobre Λ es un par ordenado

((Mα)α∈Λ, (ψβα)β�α)

usualmente abreviado como {Mα, ψβα}, donde (Mα)α∈Λ es una familia de
objetos de C indexada por Λ y (ψβα : Mβ −→ Mα)β�α es una familia de
morfismos de C indexada por Λ × Λ = Λ2 = {(β, α) ∈ Λ × Λ|β � α} tales
que:

1. ψαα = 1Mα para toda α.
2. Si γ � β � α entonces ψγα = ψβα ◦ ψγβ, es decir, el siguiente

diagrama conmuta:

Mγ

ψγβ

��

ψγα // Mα

Mβ.

ψβα

DD

Definición 1.28. Sean (Λ,�) un conjunto preordenado, C una cate-
goŕıa y {Mα, ψβα} un sistema inverso en C sobre Λ. El ĺımite inverso de
{Mα, ψβα} es un par ordenado (ĺım←−−

α∈Λ

Mα, (τα)α∈Λ ), donde ĺım←−−
α∈Λ

Mα es un objeto

en C y para cada α ∈ Λ, τα : ĺım←−−
α∈Λ

Mα −→ Mα es un morfismo en C sujeto a

las siguientes propiedades:

1. Si β � α, entonces ψβα ◦ τβ = τα.
2. Para cada X ∈ Obj(C) y cada familia (fα : X −→ Mα)α∈Λ de

morfismos en C que satisfacen:

ψβα ◦ fβ = fα

para cada β � α, existe un único morfismo φ : X −→ ĺım←−−
α∈Λ

Mα en C,

tal que hace al siguiente diagrama conmutar:
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lim←−Mα

τβ

--
τα

$$

X
φoo

fα

{{

fβ

rrMβ

ψβα
��

Mα.

Ejemplo 1.29. Consideremos el conjunto preordenado ({1, 2},=) y
{Mα, ψβα} un sistema inverso con M1 y M2 conjuntos, ψ11 y ψ22 isomorfis-
mos, entonces el ĺımite inverso de {Mα, ψβα} es M1×M2 ' ĺım←−−−−−

α∈{1,2}
Mα, donde

cada τα : M1 ×M2 −→Mα es la función que restringe a M1 ×M2 en Mα.

M1 ×M2

τ1zz
τ2 %%

M1 M2.

Supongamos que existe X un conjunto y (ςi : X −→Mi|i = 1, 2) morfismos
de conjuntos. Consideremos entonces v(x) : X −→ M1 ×M2 definido por
v(x) = (ς1(x), ς2(x)), notemos que v hace al diagrama conmutar ya que
(τi ◦ v)(x) = τi((ς1(x), ς2(x))) = ςi(x). Es evidente que éste es único.

Por lo cual M1 ×M2 es el ĺımite inverso.

Consideremos ahora la construcción dual.

Definición 1.30. Sea (Λ,�) un conjunto preordenado y C una cate-
goŕıa. Un sistema directo en C sobre Λ es un par ordenado

((Mα)α∈Λ, (φαβ)α�β)

usualmente abreviado como {Mα, φαβ}, donde (Mα)α∈Λ es una familia de
objetos de C indexada por Λ y (φαβ : Mα −→ Mβ)α�β es una familia de
morfismos de C indexada por Λ2 = {(α, β) ∈ Λ× Λ|α � β} tales que:

1. φαα = 1Mα para toda α.
2. Si α � β � γ entonces φαγ = φβγ◦φαβ, es decir el siguiente diagrama

conmuta:
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Mα

φαβ

��

φαγ // Mγ

Mβ.

φβγ

DD

Definición 1.31. Sean (Λ,�) un conjunto preordenado, C una cate-
goŕıa y {Mα, φαβ} un sistema directo en C sobre Λ. El ĺımite directo de
{Mα, φαβ} es un par ordenado (ĺım−−→

α∈Λ

Mα, (τα)α∈Λ ), donde ĺım−−→
α∈Λ

Mα es un objeto

en C y para cada α ∈ Λ, τα : Mα −→ ĺım−−→
α∈Λ

Mα es un morfismo en C sujeto a

las siguientes propiedades:

1. Si α � β, entonces τα = φαβ ◦ τβ.
2. Para cada X ∈ Obj(C) y cada familia (fα : Mα −→ X)α∈Λ de

morfismos en C que satisfacen:

fα = φαβ ◦ fβ

para cada α � β, existe un único morfismo φ : ĺım−−→
α∈Λ

Mα −→ X en C,

que hace al siguiente diagrama conmutar:

lim−→Mα
φ // X

Mβ

τβ

VV

fβ

MM

Mα

τα

RR

φαβ

OO fα

OO

Ejemplo 1.32. Consideremos el conjunto preordenado ({1, 2},=) y
{Mα, ψαβ} un sistema directo con M1 y M2 conjuntos, ψ11 y ψ22 isomor-
fismos, entonces el ĺımite directo de {Mα, ψαβ} es ĺım−−−−−→

α∈{1,2}
Mα ' M1 tM2 =

{(m, i)| i ∈ {1, 2}, m ∈ Mi}, donde cada τα : Mα −→ M1 tM2 es el encaje
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de Mα en M1 tM2.

M1 tM2

M1

τ1
::

M2.

τ2
ee

Supongamos que existe X un conjunto y (ζi : Mi −→ X|i = 1, 2) morfismos
de conjuntos. Consideremos entonces w(x) : M1 tM2 −→ X definido por
w((mi, i)) = (ζ(mi)), notemos que w hace al diagrama conmutar ya que
(w ◦ τi)(mi) = w((mi, i)) = ζi(mi). Es evidente que éste es único.

Por lo cual M1 tM2 es el ĺımite directo.

Teniendo las definiciones anteriores podemos considerar colecciones de
espacios topológicos en las cuales se puede tener un sistema inverso, y con
esto poder dotar de una topoloǵıa ĺımite a su ĺımite inverso.

Definición 1.33. Sea (Xa, fab) un sistema inverso donde Xa es un es-
pacio topológico (definición 1.6) para toda a ∈ Λ, y fab es una función
continua para cada par (a, b) tal que a � b. Entonces diremos que (Xa, fab)
es un sistema inverso de espacios topológicos.

Veamos que para cada sistema inverso de espacios topológicos tenemos un
ĺımite inverso, cuya construcción es exactamente análoga a la que se verá en
la proposición 2.8, de tal forma que para asegurar que éste efectivamente
es un ĺımite inverso se da la siguiente definición de topoloǵıa ĺımite, la cual
afirma que éste se encuentra en la categoŕıa de espacios topológicos.

Definición 1.34. Sea (Xa, fab) un sistema inverso de espacios topológi-
cos. Sea X el ĺımite inverso de éste y fa la función canónica X −→ Xa para
toda a ∈ Λ. La topoloǵıa ĺımite es la topoloǵıa más gruesa, es decir la to-
poloǵıa mı́nima que contenga los abiertos de cualquier topoloǵıa dada sobre
X, para la cual fa es continua para toda a ∈ Λ.



Caṕıtulo 2

Categoŕıa de Digráficas y Gestos

Teniendo ya las nociones básicas para desarrollar nuestro trabajo, comenza-
remos definiendo distintas categoŕıas y para esto consideremos las siguientes
colecciones de funciones:

1. Obj(D) = {Γ : A −→ V × V |Γ es una función de incidencia, con A el
conjunto de flechas de una digráfica y V el de sus vértices}.

Notemos que cada una de estas funciones es una digráfica.

Para evitar confusiones acerca de los conjuntos de flechas y vértices de
digráficas diferentes, denotaremos con AΓ y VΓ el conjunto de flechas y vérti-
ces de la digráfica Γ respectivamente.

2. Γ@D∆ = {f : Γ −→ ∆|f = (u, v) un morfismo de digráficas, con
u : AΓ −→ A∆, v : VΓ −→ V∆ y v2 ◦ Γ = ∆ ◦ u}. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta:

AΓ

Γ
��

u // A∆

∆
��

V 2
Γ

v2
// V 2

∆

Notemos que para Γ,∆ yK digráficas y f ∈ Γ@D∆, g ∈ ∆@DK tales que
f = (u, v) y g = (w, z) con u : AΓ −→ A∆, v : VΓ −→ V∆, w : A∆ −→ AK y
z : V∆ −→ VK tiene sentido g ◦ f ∈ Γ@DK.

Entonces el siguiente diagrama conmuta:

15
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AΓ

Γ
��

u // A∆
w //

∆
��

AK

K
��

V 2
Γ

v2
// V 2

∆
z2
// V 2
K

es decir g ◦ f = (w ◦ u, z ◦ v) ∈ Γ@DK.

Es fácil ver además que:

i. Cada f ∈ Γ@D∆, f tiene un único dominio Γ y codominio ∆ por
la definición de morfismo de digráficas.

ii. Para todo objeto Γ existe un morfismo 1Γ en Γ@DΓ definido como
1Γ = (1AΓ

, 1VΓ
) con 1AΓ

la identidad en el conjunto de flechas de
Γ y 1VΓ

la identidad del conjunto de vértices, tal que para cada
morfismo f ∈ Γ@D∆,

1∆ ◦ f = (1A∆
, 1V∆

) ◦ f = (1A∆
◦ u, 1V∆

◦ v) = (u, v) = f

y

f ◦ 1Γ = f ◦ (1AΓ
, 1VΓ

) = (u ◦ 1AΓ
, v ◦ 1VΓ

) = (u, v) = f.

iii. La composición es asociativa, esto se debe a que en los morfismos
entre conjuntos de flechas y en los morfismos entre conjuntos de
vértices la composición es asociativa. Es decir, dados los morfismos

Γ
f−→ ∆

g−→ K
h−→ L, con h = (x, y) entonces

h ◦ (g ◦ f) = (x, y) ◦ (w ◦ u, z ◦ v) = (x ◦ (w ◦ u), y ◦ (z ◦ v))

= ((x ◦ w) ◦ u, (y ◦ z) ◦ v) = ((x ◦ w), (y ◦ z)) ◦ (u, v)

= (h ◦ g) ◦ f.

Definición 2.1. La categoŕıa D de Digráficas es aquélla que tiene
como objetos a la colección Obj(D) de digráficas y que para cada pareja
Γ y ∆ de digráficas tiene el conjunto Γ@D∆ = D(Γ,∆) de morfismos de
digráficas, junto con la composición de morfismos de digráficas como ya se
mencionó anteriormente.

Consideremos ahora un espacio topológico X y el conjunto

A−→
X

= I@TopX = {c : I −→ X|c es una curva continua}
con X ∈ Top (ejemplo 1.15) e I un intervalo fijo en R.
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Con lo cual se puede definir la digráfica
−→
X tal que A−→

X
es su conjunto

de flechas y V−→
X

= X el de sus vértices, aśı recordando la definición 1.17,
podemos dar la siguiente subcategoŕıa:

Definición 2.2. La subcategoŕıa SD de la categoŕıa D, de Digráficas
Espaciales consiste en:

1. Obj(SD) = {
−→
X : A−→

X
−→ V 2−→

X
|X ∈ Top,

−→
X una función de inci-

dencia, donde A−→
X

son las flechas de una digráfica
−→
X y V−→

X
= X sus

vértices}.
La colección de objetos de SD, la cual evidentemente está con-

tenida en Obj(D).

2. SD(
−→
X,
−→
Y ) =

−→
X@SD

−→
Y = {

−→
f :
−→
X −→

−→
Y |
−→
f es un morfismo de

digráficas canónicamente inducido por una función continua f :
X −→ Y en Top }.

La colección de morfismos para cada par
−→
X y

−→
Y de digráficas

espaciales, la que de igual manera está contenida evidentemente en−→
X@D

−→
Y .

Aśı mismo, para las digráficas espaciales
−→
X,
−→
Y y

−→
Z tales que

f ∈
−→
X@SD

−→
Y

g ∈
−→
Y @SD

−→
Z,

donde f = (u, v) y g = (w, z) con

u : A−→
X
−→ A−→

Y

v : V−→
X
−→ V−→

Y

w : A−→
Y
−→ A−→

Y

z : V−→
Y
−→ V−→

Z

se tiene que g ◦ f = (w ◦ u, z ◦ v) es igual en
−→
X@SD

−→
Z que en

−→
X@D

−→
Z .

Por último, para una digráfica
−→
X la identidad 1−→

X
= (IdA, IdX) en

−→
X@SD

−→
X es la misma que la identidad en

−→
X@D

−→
X .

Entonces
−→
X es más que una digráfica espacial, es una digráfica topológica

donde A−→
X

= I@X ∈ Top debido a la topoloǵıa compacto-abierta (definición

1.11), y por lo que
−→
X : A−→

X
−→ V 2−→

X
es una función de espacios topológicos.
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Figura 1

Definición 2.3. Sea ∆ ∈ Obj(D) y
−→
X ∈ Obj(SD). Un ∆− gesto en

un espacio topológico X es un morfismo de digráficas δ : ∆ −→
−→
X .

En este caso a ∆ le llamaremos el esqueleto del gesto, mientras que al
espacio X será llamado su espacio, y la configuración de la curva definida en
X definida por δ se llamará el cuerpo del gesto. (Véase la figura 1, basada
en [MC], p.268.)

Definición 2.4. Consideremos δ : ∆ −→
−→
X y γ : Γ −→

−→
Y dos gestos,

un morfismo de gestos f̃ : δ −→ γ consiste de f̃ una pareja de morfismos

(f,
−→
h ) donde f : ∆ −→ Γ morfismo de digráficas, tal que existe

−→
h :
−→
X −→

−→
Y morfismo de digráficas no necesariamente continuo, con el cual el siguiente
diagrama conmuta:

∆

f

��

δ // ~X

~h��

Γ γ
// ~Y

Aśı mismo podemos dar el morfismo identidad para cada gesto el cual se
describirá un poco más adelante.
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Notemos que para los gestos

δ : ∆ −→
−→
X

γ : Γ −→
−→
Y

κ : K −→
−→
Z

y f̃ : δ −→ γ y g̃ : γ −→ κ morfismos de gestos tales que f̃ = (f,
−→
h ) y

g̃ = (g,
−→
j ) con

f : ∆ −→ Γ
−→
h :

−→
X −→

−→
Y

g : Γ −→ K
−→
j :

−→
Y −→

−→
Z ,

el siguiente diagrama conmuta:

∆
f //

δ
��

Γ
g //

γ
��

K

v
��

~X
~h

// ~Y
~j

// ~Z

es decir, g̃ ◦ f̃ = (g ◦ f,−→j ◦
−→
h ).

A continuación definimos la categoŕıa de gestos.

Definición 2.5. La categoŕıa de gestos G consiste de:

1. Obj(G) = {δ : ∆ −→
−→
X|∆ ∈ Obj(D),

−→
X ∈ Obj(SD) y δ es un

morfismo de digráficas}.
La colección de objetos de G.

2. G(δ, γ) = δ@Gγ = {f̃ : δ −→ γ|f̃ = (f,
−→
h ) morfismo de gestos con

γ ◦ f =
−→
h ◦ δ}.

La colección de morfismos para cada par de gestos δ y γ en
Obj(G).

3. La composición de morfismos de gestos de f̃ ∈ δ@Gγ, g̃ ∈ γ@Gυ
con δ, γ y υ gestos, ya fue mencionada anteriormente.
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Sólo falta demostrar que este conjunto de morfismos y la composición
están sujetos a los axiomas correspondientes para poder dar por hecho que
ésta efectivamente es una categoŕıa.

Consideremos los gestos

δ : ∆ −→
−→
X

γ : Γ −→
−→
Y

κ : K −→
−→
Z

τ : T −→
−→
W,

y los morfismos de gestos

f̃ : δ −→ γ

g̃ : γ −→ κ

k̃ : κ −→ τ

tales que

f̃ = (f,
−→
h )

g̃ = (g,
−→
j )

k̃ = (k,
−→
l ),

con

f : ∆ −→ Γ
−→
h :

−→
X −→

−→
Y

g : Γ −→ K
−→
j :

−→
Y −→

−→
Z

k : K −→ T
−→
l :

−→
Z −→

−→
W.

i. Cada f̃ ∈ δ@Gγ tiene un único dominio δ y un único codominio γ
debido a la definición de morfismo de gestos.

ii. Para todo objeto δ existe el morfismo 1δ = (1∆, 1−→X ) en δ@Gδ, con 1∆

y 1−→
X

las identidades ya mencionadas para la categoŕıa de digráficas,

tales que para todo morfismo f̃ ∈ δ@Gγ se tiene

1γ ◦ f̃ = (1Γ, 1−→Y ) ◦ f̃ = (1Γ, 1−→Y ) ◦ (f,
−→
h ) = (1Γ ◦ f, 1−→Y ◦

−→
h ) = (f,

−→
h ) = f̃

y

f̃ ◦ 1δ = (f,
−→
h ) ◦ 1δ = (f,

−→
h ) ◦ (1∆, 1−→X ) = (f ◦ 1∆,

−→
h ◦ 1−→

X
) = (f,

−→
h ) = f̃
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iii. Dados los morfismos δ
f̃−→ γ

g̃−→ κ
k̃−→ τ, entonces

k̃ ◦ (g̃ ◦ f̃) = (k,
−→
l ) ◦ (g ◦ f,−→j ◦

−→
h ) = (k ◦ (g ◦ f),

−→
l ◦ (
−→
j ◦
−→
h))

= ((k ◦ g) ◦ f, (
−→
l ◦ −→j ) ◦

−→
h ) = (k ◦ g,

−→
l ◦ −→j ) ◦ (f,

−→
h )

= (k̃ ◦ g̃)f̃

puesto que f, g, k,
−→
h ,
−→
j y

−→
l son morfismos de digráficas, en las

cuales como hab́ıamos visto, se cumpĺıa la asociación en la compo-
sición.

Por lo anterior G es, efectivamente, una categoŕıa.

Notemos que existe la proyección de la categoŕıa G de gestos hacia la
categoŕıa D de digráficas.

p : G −→ D

∆
δ−→
−→
X 7−→ ∆

Ejemplo 2.6. El gesto de un dedo de la mano de un pianista.

El gesto representa el movimiento del dedo bajando la tecla de un piano,
manteniéndose sobre la tecla de piano la duración de la nota y regresando a
su posición para estar listo para el siguiente movimiento.

Aśı definimos la digráfica Π como AΠ = {b,m, s| b es la acción de bajar
el dedo al teclado, m es mantenerlo sobre el teclado, s subir el dedo del
teclado} y los vértices van a depender de cómo, cuánto y qué nota se toque.

∏
= • b−→ • m−→ • s−→ •.

El espacio de este gesto se llama EspacioDedo el cual es de dimensión
tres, donde la primera dimensión es la altura sobre el teclado (posición y
dirección positiva hacia el piano), la segunda es el tiempo y la tercera para-
metriza la altura o “nota” tocada.

Entonces el gesto de un dedo π : Π −→
−−−−−−−−−→
EspacioDedo es un diagrama de

curvas como se muestra en la figura 2 (adaptada de [MC], p.268.).
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Figura 2

Aśı, si consideramos a los gestos de cierto tipo como puntos en un es-
pacio, podŕıamos estudiar gestos dentro de un Espacio − gesto, los cuales
llamaremos hipergestos.

Para definirlos, primero necesitamos saber cómo hacer que el conjunto

de gestos ∆@D

−→
X sea un espacio topológico, lo cual demostraremos a conti-

nuación.

Consideremos el caso particular ∆ =↑ lo cual significa que podemos con-

siderar el espacio topológico ↑ @D

−→
X ∼= I@TopX con la topoloǵıa compacto-

abierta ya mencionada.

Proposición 2.7. Sea ∆ una digráfica, entonces ∆ es el ĺımite directo
de cierto sistema directo.

Demostración. Usando el ejemplo 1.26, sabemos que A∆ es un con-
junto preordenado bajo la relación =, donde a está relacionado con b si y
sólo si a = b.

Ahora con 〈A∆,=〉 podemos dar el sistema directo {(∆a)a∈A∆
, (ϕab)a=b}

donde ∆a := ↑a−→ (t(a), h(a)) para toda a ∈ A∆ y (ϕab : ∆a −→ ∆b)a=b es
una familia de isomorfismos de digráficas tales que

ϕab = (ϕab, Id)
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donde ϕab :↑a−→↑b y el siguiente diagrama conmuta:

↑a
∆a//

ϕ̄ab
��

(t(a), h(a))

Id
��

↑b ∆b

// (t(b), h(b)).

Es fácil ver que lo siguiente se cumple:

1. ϕaa = Ida = (Id↑a , Id).
2. Si a = b = c entonces ϕac = ϕbc ◦ ϕab = (ϕbc ◦ ϕab, Id) = (ϕac, Id)

ya que ϕbc ◦ ϕab = ϕac.

Consideremos que para cada a ∈ A∆, τα : ∆α −→ ∆ es un morfismo
en la categoŕıa de digráficas definido como τa = ia donde i es la función
inclusión de ∆a en ∆.

Veamos entonces que si a = b, entonces τb ◦ϕab = τa ya que precisamente
τb ◦ ϕab = τb ◦ ϕaa = τa ◦ Ida = τa.

Supongamos ahora que existe Γ una digráfica y una familia (fα : ∆α −→
Γ)α∈A∆

de morfismos en D que satisfacen:

fb ◦ φab = fa.

Veamos que para cada a = b existe un único morfismo φ : ∆ −→ Γ, tal
que hace al siguiente diagrama conmutar:

∆
φ // Γ

∆a

τa

QQ

fa

MM

φab
��

∆b

τb

OO

fb

OO

Consideremos a φ = f tal que f |∆a = fa para cada a ∈ Λ. Entonces

(φ ◦ τa)(∆a) = φ(τa(∆a)) = φ(∆a) = fa(∆a).
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Por lo tanto ∆ ∼= ĺım−−−−→
a∈A∆

∆α. �

Intuitivamente lo que acabamos de demostrar es el hecho de que cada
digráfica se puede construir “pegándole” cada una de sus flechas por sepa-
rado, ya que cada flecha con sus respectivos vértices puede considerarse en
śı como una digráfica sola.

Por lo tanto, el conjunto de gestos ∆@
−→
X es equivalente al conjunto

( ĺım−−−−→
a∈A∆

∆α)@
−→
X , el cual resulta de un diagrama de espacios topológicos

↑ @D
−→
X ∼= I@TopX.

De ahora en adelante denotaremos simplemente con ↑ @
−→
X al conjunto

↑ @D

−→
X cuando no haya confusión con respecto a la categoŕıa en la que

estemos trabajando.

Para el siguiente resultado necesitamos recalcar que debido a las defini-
ciones anteriores denotaremos por @DX al funtor contravariante análogo al
funtor D( , X) y ∆@D como funtor covariante análogo al funtor D(∆, ).

De igual manera necesitaremos algunos resultados de Teoŕıa de Cate-
goŕıas que relacionan los ĺımites directos e inversos con el funtor contrava-
riante D( , X) y con el covariante D(∆, ).

Para las siguientes propiedades abusaremos de la notación, ya que al
mencionar que mi ∈Mi, donde Mi es una digráfica, nos estaremos refiriendo
a mi = Mi|C donde C ⊆ AMi

, es decir que mi es una restricción de la
función de incidencia de la digráfica Mi a un subconjunto de flechas de
dicha digráfica.

Proposición 2.8. Si {Mi, ψji} es un sistema inverso de digráficas, en-
tonces existe el isomorfismo

ω : D(∆, ĺım←−Mi) −→ ĺım←−D(∆,Mi)

para cada digráfica ∆.
Es decir, ∆@ĺım←−Mi

∼= D(∆, ĺım←−Mi) ∼= ĺım←−D(∆,Mi) ∼= ĺım←−(∆@Mi).
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Demostración. Primero demostraremos que para el sistema inverso
{Mi, ψji} el ĺımite inverso existe.

Definimos una hebra como un elemento (mi) ∈
∏
Mi tal que mi =

ψji(mj) donde i � j, y definimos también L como el conjunto de todas las
hebras. Es fácil ver que L es un subespacio topológico de

∏
Mi. Si pi es la

proyección del producto directo de Mi, definimos αi : L −→Mi la restricción
pi|L. Es claro que ψji ◦ αj = αi cuando i � j.

Consideremos X una digráfica, y las funciones dadas fi : X −→Mi tales
que satisfacen ψji ◦ fj = fi para todo i � j. Definimos υ : X −→

∏
Mi por

υ (x) = (fi (x))

Entonces el hecho de que la imagen de υ esté contenida en L se sigue de
que ψji ◦ fj = fi para todo i � j. También, υ hace al diagrama del ĺımite
inverso conmutar ya que αi ◦ υ : x 7→ (fi (x)) 7→ fi (x) . Finalmente, υ es el
único morfismo X −→ L que hace al diagrama conmutar para todo i � j.
Si ϕ : X −→ L, entonces ϕ (x) = (mi) y αi ◦ ϕ (x) = mi. Entonces, si ϕ
satisficiera αi ◦ ϕ (x) = fi (x) para toda i y toda x, entonces mi = fi (x) ,
por lo que ϕ = υ.

Concluimos entonces que L ∼= ĺım←−Mi.

Habiendo demostrado que este ĺımite efectivamente existe, y sobre todo
dando la construcción de éste, prosigamos a demostrar la proposición, la cual
se sigue de que el ĺımite inverso resuelve un problema de la función universal.
Más detalladamente, el funtor D(∆, ) lleva el sistema inverso {Mi, ψji} en
el sistema inverso {D(∆,Mi), ψji∗}, donde ψji∗ : D(∆,Mj) −→ D(∆,Mi)
está definida mediante

f 7→ ψji ◦ f.
Consideremos el siguiente diagrama:

lim←−D(∆,Mi)

βi

,,

βj

''

D(∆, lim←−Mi)
ωoo

αj∗

ww

αi∗

rrD(∆,Mi)

D(∆,Mj)

ψji∗

OO

Asumamos ahora que la construcción de ĺım←−D(∆,Mi) es análoga a la que

acabamos de hacer con ĺım←−Mi, entonces sus elementos son hebras (gi) ∈
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∏
D(∆,Mi) y βi : (gi) 7−→ gi. Los morfismos αi : ĺım←−Mi −→Mi son proyec-

ciones (mi) 7−→ mi, y αi∗ son los morfismos inducidos.

Definimos ω : D(∆, ĺım←−Mi) −→ ĺım←−D(∆,Mi) mediante

f 7−→ (αi ◦ f) ,

donde es fácil notar que ω (f) es una hebra y que ω es un homomorfismo.
El diagrama conmuta para las f ∈ D(∆, ĺım←−Mi), aśı que

βi ◦ ω (f) = βi ((αi ◦ f)) = αi ◦ f = αi∗ (f) .

Para ver que ω es inyectivo tomamos f, g ∈ D(∆, ĺım←−Mi) tal que ω (f) =

ω(g). Entonces (αi ◦ f) = (αi ◦ g) aśı que αi ◦ f = αi ◦ g para toda i. Si
d ∈ ∆, entonces f (d) = (mi). Por lo tanto, αi ◦ f (d) = mi = αi ◦ g(d), por
lo que f = g.

Falta ver solamente que ω es suprayectiva, para esto tomamos g = (gi) ∈
ĺım←−D(∆,Mi). Ya que (gi) es una hebra, el triángulo del lado derecho del

siguiente diagrama conmuta:

lim←−Mi

αi

--
αj

$$

∆
g′oo

β◦g

||

βi◦g

rrMi

Mj

ψji

OO

Recordando la definición de ĺımite inverso, sabemos que existe g′ : ∆ −→
ĺım←−Mi tal que αi ◦ g′ = gi para toda i. Es decir g = (gi) = (αi ◦ g′) = ω (g′) ,

por lo que ω es suprayectiva. �

Similarmente tenemos

Proposición 2.9. Si {Mi, ψij} es un sistema directo de digráficas, en-
tonces existe el isomorfismo

θ : D(ĺım−→Mi,
−→
X ) −→ ĺım←−D(Mi,

−→
X )

para cada digráfica
−→
X.

Es decir, (ĺım−→Mi)@X ∼= D(ĺım−→Mi, X) ∼= ĺım←−D(Mi, X) ∼= ĺım←−(Mi@X).
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Demostración. Recordemos el ejemplo 1.22, en donde demostramos el

hecho de que el funtor D( ,
−→
X ) es contravariante. Por lo que {D(Mi,

−→
X ), ψij∗}

es un sistema inverso donde ψij∗ : D(Mj,
−→
X ) −→ D(Mi,

−→
X ) está definida

mediante

f 7→ f ◦ ψij.
Consideremos el siguiente diagrama:.

lim←−D(Mi, ~X)

βi

,,

βj

&&

D(lim−→Mi, ~X)
θoo

αj∗

yy

αi∗

rrD(Mi, ~X)

D(Mj, ~X)

ψij∗

OO

Como en la proposición anterior la construcción de ĺım←−D(Mi,
−→
X ) es

análoga, entonces sus elementos son hebras (gi) ∈
∏

D(Mi,
−→
X ) y βi : (gi) 7−→

gi. Los morfismos αi : Mi −→ ĺım−→Mi son los encajes en el diagrama de ĺım−→Mi

y αi∗ los morfismos inducidos.

Ahora definimos el morfismo θ : D(ĺım−→Mi,
−→
X ) −→ ĺım←−D(Mi,

−→
X ) me-

diante

f 7−→ (f ◦ αi) .
Es fácil notar que θ (f) es una hebra y que θ es un homomorfismo, ya que
f ◦ αi = ψij∗(f ◦ αj).

El diagrama conmuta para las f ∈ D(ĺım−→Mi,
−→
X ), aśı que

βi ◦ θ (f) = βi ((f ◦ αi)) = f ◦ αi = αi∗ (f) .

Para ver que θ es inyectivo tomamos f, g ∈ D(ĺım−→Mi,
−→
X ) tal que θ (f) =

θ(g). Entonces (f ◦ αi) = (g ◦ αi), aśı que f ◦ αi = g ◦ αi para toda i. Si
m ∈ ĺım−→Mi, entonces f(m) = x. Por lo tanto, f ◦ αi(mi) = f(m) = x =

g(m) = g ◦ αi(mi) para toda mi ∈Mi, por lo que f = g.

Falta ver solamente que θ es suprayectiva, para esto tomamos g = (gi) ∈
ĺım←−D(Mi,

−→
X ), ya que (gi) es una hebra, el triángulo del lado derecho del

siguiente diagrama conmuta:
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lim−→Mi
g′ // ~X

Mi

αi

UU

βi◦g

MM

ψij
��

Mj

αj

QQ

βj◦g

OO

Recordando la definición de ĺımite directo, sabemos que existe

g′ : ĺım−→Mi −→
−→
X

tal que g′i ◦ αi = gi para toda i. Es decir g = (gi) = (g′i ◦ αi) = θ (g′) , por lo
que θ es suprayectiva. �

Recordemos que ∆@
−→
X ∼= ( ĺım−−−−→

a∈A∆

∆a)@
−→
X y gracias a las proposiciones

anteriores ( ĺım−−−−→
a∈A∆

∆a)@
−→
X ∼= ĺım←−−−−

a∈A∆

(∆a@
−→
X ), donde cada ∆a@

−→
X es un espacio

topológico como ya hab́ıamos observado anteriormente. Definimos entonces

la topoloǵıa de ∆@
−→
X como la topoloǵıa ĺımite del diagrama (definición 1.34).

Al espacio con esta topoloǵıa lo denotamos por ∆
−→
@X.

Para la siguientes proposiciones haremos abuso de la notación al denotar
con ↑a a la digráfica ∆a ya definida anteriormente.

Proposición 2.10. Sean ∆,Γ digráficas, y {(↑i)i∈AΓ
(ψij)i�j} y

{(↑c)c∈A∆
, (ψcd)c�d} sistemas directos de digráficas, entonces existe el iso-

morfismo

η : lim←−
b∈A∆

(lim←−(
a∈AΓ

↑b @(↑a @X)))→ lim←−
a∈AΓ

(lim←−(
b∈A∆

↑b @(↑a @X)))

Demostración. Por lo visto en la proposición 2.9 sabemos que al apli-
car al sistema directo {(↑i)i∈AΓ

(ψij)i�j} el funtor contravariante ( @X), en-
tonces {(↑i@X), ψij∗} es un sistema inverso, de igual forma, a éste último
podemos aplicarle el funtor covariante (↑b @ ) con b ∈ A∆. De esta forma
se obtiene el sistema inverso {(↑b @(↑i@X)), ψbji} para cada b ∈ A∆, cuyo

ĺımite inverso será {(lim←−(
i∈AΓ

↑b @(↑i @X))), (βbi )i∈AΓ
}.
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De manera similar al sistema directo {(↑c)c∈A∆
, (ψcd)c�d} aplicamos el

funtor contravariante ( @(↑a @X)), con lo cual obtenemos el sistema inverso
{(↑c @(↑a@X)), ψadc} para cada a ∈ AΓ, cuyo ĺımite inverso será

{(lim←−(
c∈A∆

↑c @(↑a @X))), (αac )c∈A∆
}.

Ahora consideremos { lim←−
b∈A∆

(lim←−(
a∈AΓ

↑b @(↑a @X))), (αb)b∈A∆
} el ĺımite in-

verso del sistema inverso {(lim←−(
a∈AΓ

↑c @(↑a @X)))c∈A∆
, (
−→
ψ dc)d�c} y el ĺımite

inverso { lim←−
a∈AΓ

(lim←−(
b∈A∆

↑b @(↑i @X))), (βi)i∈AΓ
} del sistema inverso

{(lim←−(
b∈A∆

↑b @(↑i @X)))i∈AΓ
, (
−→
ψ ji)j�i}.

Por lo que todos los triángulos del siguiente diagrama conmutan:

lim←−
b∈A∆

(lim←−(
a∈AΓ

↑b @(↑a @X)))

αd

##

αc

��
lim←−(
a∈AΓ

↑c @(↑a @X))

βcj

��

��

βci

��

lim←−(
a∈AΓ

↑d @(↑a @X))

βdi

��

��

βdj

��

−→
ψ dc

oo

(↑c @(↑i @X)) (↑c @(↑j @X))ψcjioo (↑d @(↑i @X))

ψidc

gg
(↑d @(↑j @X))ψdji

oo

ψjdc

dd

lim←−(
b∈A∆

↑b @(↑i @X))

αic

WW

αid

HH

lim←−(
b∈A∆

↑b @(↑j @X))

αjd

HH

αjc

UU

−→
ψ ji

oo

lim←−
a∈AΓ

(lim←−(
b∈A∆

↑b @(↑a @X))).
βj

99
βi
OO
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Notemos ahora que ψcji ◦ (αjc ◦ βj) = (αic ◦ βi) por lo que existe un único
morfismo

φc : lim←−
a∈AΓ

(lim←−(
b∈A∆

↑b @(↑a @X))) −→ lim←−(
a∈AΓ

↑c @(↑a @X))

tal que hace al diagrama del ĺımite inverso conmutar.

De igual forma ψdji ◦ (αjd ◦ βj) = (αid ◦ βi) por lo que existe un único
morfismo

φd : lim←−
a∈AΓ

(lim←−(
b∈A∆

↑b @(↑a @X))) −→ lim←−(
a∈AΓ

↑d @(↑a @X))

tal que hace al diagrama del ĺımite inverso conmutar.

Obteniendo aśı el siguiente diagrama conmutativo:

lim←−
b∈A∆

(lim←−(
a∈AΓ

↑b @(↑a @X)))

αd

""

αc

��
lim←−(
a∈AΓ

↑c @(↑a @X)) lim←−(
a∈AΓ

↑d @(↑a @X))−→
ψ dc

oo

lim←−
a∈AΓ

(lim←−(
b∈A∆

↑b @(↑a @X)))
φd

99
φc
OO

donde
−→
ψ dc ◦ φd = φc, por lo cual existe un único morfismo

θ : lim←−
a∈AΓ

(lim←−(
b∈A∆

↑b @(↑a @X))) −→ lim←−
b∈A∆

(lim←−(
a∈AΓ

↑b @(↑a @X))).

De manera análoga obtenemos que existe un único morfismo

η : lim←−
b∈A∆

(lim←−(
a∈AΓ

↑b @(↑a @X))) −→ lim←−
a∈AΓ

(lim←−(
b∈A∆

↑b @(↑a @X))).

Debido a que θ y η son morfismos únicos, entonces

θ ◦ η : lim←−
a∈AΓ

(lim←−(
b∈A∆

↑b @(↑a @X))) −→ lim←−
a∈AΓ

(lim←−(
b∈A∆

↑b @(↑a @X)))

y
η ◦ θ : lim←−

b∈A∆

(lim←−(
a∈AΓ

↑b @(↑a @X))) −→ lim←−
b∈A∆

(lim←−(
a∈AΓ

↑b @(↑a @X)))

también son únicos, pero a su vez sabemos que existen los morfismos iden-
tidad para cada uno de estos ĺımites inverso, por lo cual cada una de estas
composiciones deben ser justamente dichas identidades. Por lo tanto θ y η
son isomorfismos. �
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De esta forma podŕıamos repetir la construcción de un gesto, ahora consi-

derando al espacio topológico ∆
−→
@X, construyendo aśı un espacio topológico

de hipergestos Γ
−→
@∆
−→
@X, hiperhipergestos Λ

−→
@Γ
−→
@∆
−→
@X, etc.

Recordando la definición 1.12 notemos que en particular ↑
−→
@ ↑

−→
@X es

isomorfo a I2−→@X el conjunto de homotoṕıas en X, es decir que los hiper-
gestos generalizan homotoṕıas entre curvas continuas.

Proposición 2.11. Si Γ,∆ son digráficas y X es un espacio topológico,
entonces se tiene el homeomorfismo canónico

Γ
−→
@∆
−→
@X ∼= ∆

−→
@Γ
−→
@X

Demostración. Esta prueba resulta del hecho que una digráfica es el
ĺımite directo de sus flechas. Por un lado tenemos que esto implica que

el espacio de hipergesto Γ
−→
@∆
−→
@X es el ĺımite ( ĺım−−−→

a∈AΓ

Γα)@(∆
−→
@X), pero en

particular podemos decir (Γa)a∈AΓ
∼= (↑a)a∈AΓ

.

Entonces

Γ
−→
@∆
−→
@X ∼= ( ĺım−−−→

a∈AΓ

↑a)@(∆
−→
@X).

Aún más, por ser ( @(∆
−→
@X)) un funtor contravariante que convierte

ĺımites directos en ĺımites inversos se tiene que

( ĺım−−−→
a∈AΓ

↑a)@(∆
−→
@X) ∼= ĺım(

←−−−
a∈AΓ

↑a @(∆
−→
@X)).

Continuando de manera análoga se tiene que

ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @(∆
−→
@X)) ∼= ĺım(

←−−−
a∈AΓ

↑a @( ĺım−−−→
b∈A∆

∆b@X)) ∼= ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @( ĺım−−−→
b∈A∆

↑b @X)).

Por ser ( @X) un funtor contravariante que convierte ĺımites directos en
ĺımites inversos se tiene que

ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @( ĺım−−−→
b∈A∆

↑b @X)) ∼= ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @(ĺım
←−−−
b∈A∆

(↑b @X)).
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Luego, como (↑a @ ) es un funtor covariante que preserva ĺımites inversos,

ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @(ĺım
←−−−
b∈A∆

(↑b @X)) ∼= ĺım(
←−−−
a∈AΓ

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑a @(↑b @X))) ∼= ĺım(
←−−−
a∈AΓ

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑a @ ↑b @X)).

Entonces

ĺım(
←−−−
a∈AΓ

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑a @(↑b @X))) ∼= ĺım(
←−−−
a∈AΓ

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑a @ ↑b @X)).

Además, por la propiedad 2.10

ĺım(
←−−−
a∈AΓ

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑a @ ↑b @X)) ∼= ĺım←−−−
b∈A∆

(ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @ ↑b @X)).

Y considerando que (↑a @ ↑b) ∼= (↑b @ ↑a) ∼= I2 se tiene que

ĺım(
←−−−
a∈AΓ

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑a @ ↑b @X)) ∼= ĺım←−−−
b∈A∆

(ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑b @ ↑a @X)).

Luego

ĺım←−−−
b∈A∆

(ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑b @ ↑a @X)) ∼= ĺım←−−−
b∈A∆

(ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑b @(↑a @X)).

Ahora, por ser (↑b @ ) un funtor covariante que preserva ĺımites inversos

ĺım←−−−
b∈A∆

(ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑b @(↑a @X)) ∼= ĺım←−−−
b∈A∆

(↑b @ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @X)).

Luego, como ( @X) es un funtor contravariante que convierte ĺımites
directos en ĺımites inversos,

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑b @ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @X)) ∼= ĺım(
←−−−
b∈A∆

↑b @(ĺım
−−−→
a∈AΓ

↑a @X)).
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Por último, como ( @(Γ
−→
@X)) es un funtor contravariante que convierte

ĺımites directos en ĺımites inversos, se tiene que

ĺım(
←−−−
b∈A∆

↑b @(ĺım
−−−→
a∈AΓ

↑a @X)) ∼= ĺım←−−−
b∈A∆

(↑b @(ĺım
−−−→
a∈AΓ

Γa@X)) ∼= ĺım←−−−
b∈A∆

(↑b @(Γ
−→
@X))

∼= (ĺım
−−−→
b∈A∆

∆b@(Γ
−→
@X)) ∼= (∆

−→
@(Γ
−→
@X)) ∼= ∆

−→
@Γ
−→
@X.

Por lo tanto Γ
−→
@∆
−→
@X ∼= ∆

−→
@Γ
−→
@X. �

Notemos que esto es posible debido a que podemos considerar a Γ@(∆
−→
@X)

como un conjunto de gestos ya que ∆
−→
@X es un espacio topológico.

Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 2.12. Recordemos el gesto de un pianista (ejemplo 2.6). Es-
te gesto puede ser pensado como la construcción de otros gestos, recalcando
además que un hipergesto es construido de un sistema de homotoṕıas el cual
tiene como vértices precisamente otros gestos, esta vez tomaremos el hiper-

gesto η :↑→
−−−−−−−−−→
EspacioDedo. Esto significa que tenemos una curva continua

de gestos de un dedo η(t), t ∈ I, del gesto inicial del dedo η(0) al gesto final
del dedo η(1).

Ejemplo 2.13. Consideremos los compases 31-34 de la sonata Hammer-
klavier, op. 106/Allegro del compositor Ludwig van Beethoven.

Figura 3. (Tomada de [Mazzola 2009], p.50.)
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En la figura 3 tenemos la parte que es tocada por ambas manos del
pianista, notemos que la mano izquierda (denotada con MI ) crea un eco de
lo que la mano derecha toca (denotada con MD). Por lo cual nos enfocaremos
en la parte MD (Figura 4).

Figura 4. (Tomada de [Mazzola 2009], p.50.)

En este ejemplo utilizaremos como espacio topológico a R2 en donde la
primera coordenada será el valor del tiempo de inicio de la nota, entendiendo
que cada compás es una unidad más, mientras que la segunda coordenada
será el valor del tono de la nota, esto en términos de semitonos, donde la
nota Do central será 0 y cada semitono más agudo será una unidad más y
cada semitono más grave una unidad menos. Aśı podemos decir:

t(α1) = (1/4, 9)

t(α2) = (3/4, 12)

t(α3) = (5/4, 15)

t(α′1) = (7/4, 21)

t(α′2) = (9/4, 24)

t(α′3) = (11/4, 27)

t(α4) = (13/4, 27)

h(α1) = (2/4, 5)

h(α2) = (4/4, 5)

h(α3) = (6/4, 5)

h(α′1) = (8/4, 5)

h(α′2) = (10/4, 5)

h(α′3) = (12/4, 5)

h(α4) = (14/4, 5)

Donde t y h son las funciones mencionadas en la definición 1.1.

Entonces tenemos siete gestos de intervalos descendentes

α1, α2, α3, α
′
1, α

′
2, α

′
3, α4 ∈↑ ~@R2

Ahora denotemos con ↑n la digráfica que consiste de n+ 1 vértices, y la cual
tiene una flecha del vértice i al vértice i + 1 para todo i = 0, 1, ..., n − 1

Aśı tenemos β ∈↑6 ~@ ↑ ~@R2, un hipergesto que transforma α1 en α2, α2

en α3, etc, y α′3 en α4. Pero a este hipergesto podemos restringirlo en dos

hipergestos más “pequeños”, β1, β2 ∈↑2 ~@ ↑ ~@R2 los cuales tendrán sus
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vértices en α1, α2, α3, y α′1, α
′
2, α

′
3 respectivamente, los cuales a su vez son

vértices de un hipergesto γ ∈↑ ~@ ↑2 ~@ ↑ ~@R2. Lo que hace este último es
transformar β1 en β2, donde β1 está construido por las tres notas f ′s en la
parte grave de cada intervalo trasladándolas a las correspondientes f ′s en
β2, el subgesto de β1 conecta a las notas a, c, f las cuales son desplazadas
una octava arriba y en tiempo a las correspondientes notas octavadas a, c, f
y tiempo de β2. Por otro lado, recordando que MI es precisamente un eco
de MD, entonces el hipergesto de éste será construido análogamente, por lo

que tenemos γ′ ∈↑ ~@ ↑2 ~@ ↑ ~@R2.

Poniendo todo junto, incluyendo el eco, se obtiene un hipergesto γ+ ∈↑
~@ ↑ ~@ ↑2 ~@ ↑ ~@R2, el cual representa este pequeño fragmento de la sonata
Hammerklavier, op. 106/Allegro de Ludwig van Beethoven.



Caṕıtulo 3

Categoŕıas topológicas y el Teorema de Escher

Veremos ahora que la proposición 2.11 puede aplicarse a un concepto un
poco más abstracto que el de espacio topológico. Para esto daremos una
segunda definición de categoŕıa para aśı poder definir otros conceptos.

Definición 3.1. Una categoŕıa C siempre cuenta con un par de con-
juntos, uno de objetos Obj(C) y otro de morfismos A, aśı como de dos
operaciones que relacionan una con otra. Estas operaciones se definen co-
mo d, c : A −→ Obj(C) (d para dominio y c para codominio) tales que
f : d(f) −→ c(f) para todo morfismo f de la categoŕıa.

Además de estas operaciones hay dos más:

• Identidad:

id : Obj(C)
a

−→
7−→

A
ida

la cual asigna a a un morfismo llamado identidad denotado con
ida = 1a : a −→ a, para cada objeto de C.
• Composición:

◦ : A×o A
<g,f>

−→
7→

A
gf

con A ×o A = {< g, f > |g, f ∈ A y d(g) = c(f)} y que a cada
< f, g >∈ A ×o A le asigna un morfismo gf llamado composición,
con gf : d(f) −→ c(g).

Estas operaciones están sujetas a dos axiomas:

1. Asociatividad: para los morfismos f, g y k tales que d(g) = c(f) y

d(k) = c(g) ( a
f−→ b

g−→ e
k−→ j con a, b, e y j en Obj(C) ) se

tiene

k(gf) = (kg)f

2. Ley Unitaria: para todas los morfismos f : a −→ b y g : b −→ e la
composición con la identidad 1b da 1bf = f y g1b = g.

37
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Recordando la definición de categoŕıa 1.14 es necesario aclarar ciertos
puntos que podŕıan llegar a contraponerse con nuestra definición anterior.
Uno de los objetivos principales de la teoŕıa de categoŕıas es la discusión
de propiedades sobre una totalidad de objetos matemáticos; por ejemplo,
el conjunto formado por todos los grupos o bien el conjunto formado por
todos los homomorfismos de grupos. Dado que un grupo no es más que un
conjunto en śı con cierta estructura adicional, la afirmación anterior pro-
pone el estudio de un conjunto formado por todos los conjuntos con cierta
estructura estipulada de antemano. En un lenguaje más formal, estamos in-
vocando aqúı un principio de comprensión: si tenemos una propiedad ϕ(x)
aplicable a cualquier conjunto x, entonces podemos formar el conjunto {x
| ϕ(x) } de todos los conjuntos que satisfacen esta propiedad; sin embar-
go, este grado de generalidad en el principio de comprensión nos conduciŕıa
irremediablemente a la consabida paradoja de Russell.

Por esta razón, en la llamada “teoŕıa intuitiva de conjuntos”donde se
tiene la relación de pertenencia usual ∈, lo que se hace es restringir la apli-
cación del principio de comprensión: dados dos conjuntos, u, v, podemos
obtener el conjunto {u, v} , aśı como la pareja ordenada (u, v), un conjunto
infinito (el conjunto ω = {0, 1, 2, ...} de todos los ordinales finitos), aśı como
el producto cartesiano u × v, el conjunto potencia ℘(u), aśı como la unión
de un conjunto x de conjuntos:

∪x = {y|y ∈ z, z ∈ x}.

Finalmente, uno permite el principio de comprensión para elementos del con-
junto u : {x|x ∈ u, ϕ(x)} ; es decir, aquellos elementos de un conjunto dado
de antemano que además satisfacen la propiedad ϕ, forman un conjunto.

A la práctica anterior suele añad́ırsele la existencia de un universo o
marco de referencia U . Sin entrar en demasiados detalles, éste es un conjunto
en el cual podemos llevar a cabo las operaciones usuales de la teoŕıa de
conjuntos aplicadas a los elementos de U —que son a su vez conjuntos—, y
obtendremos elementos de U.

Aśı, por ejemplo, si tenemos un universo U , fijo, diremos que u ∈ U es un
conjunto pequeño, de modo que podŕıamos considerar a U como el conjun-
to de todos los conjuntos pequeños. Análogamente diŕıamos que una función
f : u→ v es pequeña si u y v son conjuntos pequeños. Lo anterior implica
que f misma puede considerarse como un conjunto pequeño —considerarla
como la terna ordenada (u,Gf , v), donde Gf ⊂ u×v es la gráfica de f —, de
modo que el principio de comprensión limitado, anteriormente descrito, nos
permitiŕıa la construcción del conjunto A, cuyos elementos son las funciones
pequeñas y que, por lo anterior, son elementos de U . Podemos definir ahora
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la categoŕıa Con como aquella cuyos objetos son los elementos del conjunto
U y cuyas flechas o morfismos son los elementos de A.

De este modo podemos definir también qué entendemos por una cate-
goŕıa pequeña: es aquélla cuyos objetos y cuyos morfismos son conjuntos
pequeños; sin embargo, nótese que Con no es una categoŕıa pequeña
ya el conjunto de sus objetos U , no es pequeño (de lo contrario tendŕıamos
una expresión como U ∈ U y el “axioma de regularidad”que acompaña a un
universo prohibe precisamente este tipo de expresiones).

Podemos utilizar “clases” además de conjuntos: una clase C es cualquier
subconjunto C ⊂ U , donde U es el universo. Dado que x ∈ u ∈ U implica
que x ∈ U , se tiene que cada elemento de U es también un subconjunto
de U y, por lo tanto, que cada conjunto pequeño es también una clase; sin
embargo, algunas clases no son conjuntos pequeños —como el universo U
por ejemplo—; a éstas se les conoce como clases propias, y podemos definir
en este contexto lo que significa una categoŕıa grande: es aquélla en la cual
tanto los objetos como los morfismos son clases (propias o no). Por ejemplo,
la categoŕıa de conjuntos pequeños o Con es grande, al igual que aquélla de
grupos pequeños Grp.

Desafortunadamente, lo anterior podŕıa rebasarse fácilmente si conside-
ramos, por ejemplo, la categoŕıa Cls cuyos objetos son todas las clases y
cuyos morfismos son funciones entre éstas. La “colección”de objetos en este
caso no seŕıa una clase (aun cuando fijásemos una clase, U , como “universo”)
y habŕıa que denominarla con algún otro apelativo que designe un nivel de
estructura “mayor”. Es por esta razón, que algunos autores prefieren traba-
jar con un enfoque de teoŕıa de clases y otros se apegan a los conjuntos; sin
embargo, lo que acaban haciendo ambas partes resulta ser análogo y por esto
nuestra inclinación a utilizar nuestras dos definiciones como intercambiables
(definición 1. 9 y 3. 1), sin embargo, teóricamente, el apéndice escrito por
Nicolás Bourbaki al SGA 4, nos garantiza que si aceptamos la existencia de
un cardinal inaccesible κ, entonces existe un modelo de Zermelo-Fraenkel en
el cual, sin importar en qué nivel de estructura estemos trabajando (con con-
juntos, clases, conglomerados, etc. ), podemos hacerlo como si estuviésemos
en el contexto de un universo U que es un conjunto y usáramos el enfoque
con el que abrimos esta sección. Otra alternativa, seŕıa utilizar la Teoŕıa de
Topos de Grothendieck y conjuntos “locales”, pero esto escapa a los alcances
del presente trabajo.

Proposición 3.2. Las definiciones 1.14 y 3. 1 son equivalentes.

Demostración. Suponiendo la definición 1.14, veamos que una cate-
goŕıa C cumple con lo descrito en la definición 3.1:
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1. El conjunto de objetos, denotado con Obj(C). Resultado de la nota
anterior.

2. Un conjunto de morfismos C(a, b) para cada par (a, b) de objetos,
consideremos entonces ∪

a,b∈Obj(C)
C(a, b) el conjunto de morfismos que

será nuestro conjunto A.

Con este conjunto definido podemos dar las funciones de dominio
y codominio definidas como las siguientes:

Sea f ∈ A si y sólo si f ∈ C(a, b) para algunos a, b ∈ Obj(C)
definiendo d(f) = a, c(f) = b. Además el axioma (I) de la defini-
ción 1.14 se cumple si y sólo si cada f tiene un único dominio y
codominio, lo cual se cumple si y sólo si d y c están bien definidas.

3. La composición C(a, b)×C(b, e) −→ C(a, e) denotada con

(f, g) 7−→ gf

para cada tripleta ordenada a, b y e de objetos.
Notemos que esto es equivalente a definir

◦ : A×o A
<g,f>

−→
7→

A
gf

donde gf : d(f) −→ c(g) ya que gf ∈ C(a, e) y además C(a, b) ×
C(b, e) ⊂ A×o A para cada tripleta de objetos a, b y e, ya que
f ∈ C(a, b) y g ∈ C(b, e) implica que d(g) = c(f), es decir <
g, f >∈ A×o A.

Además sabemos que estos conjuntos y la composición deben cumplir los
axiomas:

ii. Para todo objeto a existe un morfismo en C(a, a) denotado gene-
ralmente con 1a tal que para todo morfismo f ∈ C(a, b), f = 1bf y
f = f1a.

Lo cual pasa si y sólo si la siguiente función está bien definida:

id : Obj(C)
a

−→
7−→

A
ida

la cual asigna a a un morfismo llamado identidad denotado con
ida = 1a : a −→ a, para cada objeto de C.
la cual cumple además que para todos los morfismos f ∈ C(a, b) y
g ∈ C(b, e) se tiene que la composición con la identidad 1b da1bf = f
y g1b = g, es decir la ley unitaria.

iii. La composición es asociativa. Dados los morfismos a
f−→ b

g−→
e

h−→ j, entonces h(gf) = (hg)f.
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Lo que es equivalente a decir que para los morfismos f, g y h
tales que d(g) = c(f) y d(h) = c(g) se tiene

h(gf) = (hg)f

cumpliéndose el axioma de asociatividad.

Con lo anterior sólo falta demostrar con la definición 3. 1 el conjunto A
de morfismos y las funciones c y d definen los conjuntos C(a, b) para cada
a, b ∈ Obj(C).

Sea A el conjunto de morfismos de la categoŕıa C, definimos C(a, b) =
{f ∈ A|d(f) = a, c(f) = b con a, b ∈ Obj(C)}, el cual es subconjunto del
conjunto de morfismos A, por lo cual es un conjunto de morfismos para el
par (a, b) el cual tiene como dominio a a y como codominio a b. �

Definición 3.3. SeaK una categoŕıa tal que su conjunto de morfismos es
un espacio topológico, en la cual tanto las funciones de dominio y codominio
como la composición de morfismos son continuas. Entonces se dice que K es
una categoŕıa topológica.

Ejemplo 3.4. La categoŕıa simplejo ∇ asociada al intervalo unitario I.

En esta categoŕıa su conjunto de morfismos es ∇ = {(x, y)|x, y ∈ I y x ≤
y} y las funciones de dominio y codominio d(x, y) = (x, x), c(x, y) = (y, y),
en este caso la composición entre morfismos es la obvia, (x, y)◦(y, z) = (x, z)
y la topoloǵıa sobre ∇ es la topoloǵıa relativa heredada del producto I×I ⊂
R× R.

Veremos ahora más detalles de estas categoŕıas topológicas.

Definición 3.5. Sean K,L dos categoŕıas topológicas. Un funtor to-
pológico F : K −→ L es un funtor que a su vez es una función continua
entre conjuntos de morfismos.

Esto define la categoŕıa TopCat de categoŕıas topológicas cuyos objetos
son categoŕıas topológicas y que tiene por morfismos los funtores topológicos
entre categoŕıas topológicas. Con el fin de distinguir el conjunto de funtores
topológicos F : K −→ L del conjunto más grande K@CatL = Cat(K,L) de
todos los posibles funtores, lo denotaremos con K c©L = TopCat(K,L).

Considerando lo anterior, si K es una categoŕıa topológica, el conjunto
de curvas continuas con valores en K es por definición el conjunto ∇ c©K.



42 3. CATEGORÍAS TOPOLÓGICAS Y EL TEOREMA DE ESCHER

Evidentemente si K es un espacio topológico se tiene ∇ c©K ∼= I@TopK,
donde I@TopK es definido como el conjunto Top(I,K) de curvas continuas
c : I −→ K, I − parametrizadas en el espacio topológico K, la biyección
es inducida por la restricción de un funtor F : ∇ −→ K al encaje canónico
I −→ ∇ de los objetos en ∇. Entonces ∇ c©K es el conjunto de objetos de
una categoŕıa también denotada con ∇ c©K, donde los morfismos entre dos
curvas f, g : ∇ −→ K serán las transformaciones naturales ν : f −→ g,
lo que significa que las funciones definidas ν : I −→ K son continuas y
que satisfacen los cuadros conmutativos definidos por las transformaciones
naturales (definición 1.23).

Ejemplo 3.6. Sea O la categoŕıa simplejo ya definida y K una categoŕıa.
El conjunto O c©K puede ser forzado para que sea una categoŕıa topológica
aunque K no lo sea.

Tomemos C cualquier conjunto de funtores tal que C ⊂ O@K, y la
topoloǵıa más fina sobre K tal que todos los funtores de C sean continuos.
Para esta construcción escribiremos O c©CK para indicar que K es ahora
una categoŕıa topológica v́ıa C, y que éste es el conjunto de todas las curvas
continuas con respecto a esta topoloǵıa.

Con el fin de obtener el concepto de gesto (definición 2. 3) en cate-
goŕıas topológicas, necesitamos imitar la construcción de digráficas espa-
ciales (definición 2. 2). Para esto consideraremos dos funtores continuos,
cola y cabeza t, h : O c©K −→ K que definiremos a continuación. Sea
ν : f −→ g una transformación natural entre f, g : O −→ K, entonces
t(ν) = ν(0) : f(0) −→ g(0) y h(ν) = ν(1) : f(1) −→ g(1).

Llamaremos a este diagrama de categoŕıas topológicas y funtores conti-

nuos una digráfica categórica
−→
K de K. Observemos que si no tomamos

en cuenta que K es una categoŕıa y nos limitamos a los objetos de esta
construcción podemos verla simplemente como una digráfica espacial de K.

Más aún si Γ es una digráfica, entonces el conjunto de morfismos Γ@D

−→
K es

el conjunto de morfismos de digráficas dentro de la digráfica espacial sub-
yacente K. En otras palabras, cada morfismo asigna un objeto de K para
cada vértice de Γ, y una curva continua (un funtor topológico) O −→ K a
cada flecha de Γ. Por lo que llamaremos un gesto con esqueleto en Γ y

cuerpo K a los morfismos de digráficas g : Γ −→
−→
K.

Ya construido el conjunto Γ@D
−→
K de gestos con esqueleto en Γ y cuerpo

en una categoŕıa topológica, notemos que para el caso especial donde la
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digráfica espacial Γ es sólo una flecha con dos vértices diferentes, tenemos

entonces que ↑ @D

−→
K ∼= O c©K es la categoŕıa topológica de curvas continuas

c : O −→ K, con la ya mencionada topoloǵıa compacto-abierta.

Proposición 3.7. Sea Γ@
−→
K el conjunto de gestos con esqueleto en Γ y

cuerpo K, con K una categoŕıa topológica. Entonces Γ@
−→
K es una categoŕıa

topológica.

Demostración. Recordando la proposición 2.7, Γ ∼= ĺım−−−→
a∈AΓ

Γα y en par-

ticular podemos decir (Γa)a∈AΓ
∼= (↑a)a∈AΓ

.

Por otro lado, sabemos que ↑ @
−→
K ∼= O c©K ∈ TopCat.

Aśı

Γ@
−→
K ∼= ( ĺım−−−→

a∈AΓ

Γα)@
−→
K ∼= ( ĺım−−−→

a∈AΓ

↑a)@
−→
K ∼= ĺım←−−−−

a∈A∆

(↑a @
−→
K ),

Puesto que cada ↑a @
−→
K ∼= O c©K es una categoŕıa topológica, entonces

ĺım←−−−−
a∈A∆

(↑a @
−→
K ) ∼= Γ@

−→
K es también una categoŕıa topológica por las propie-

dades de ĺımite inverso. �

A esta nueva categoŕıa la denotaremos con Γ
−→
@K, la cual da paso a la

noción de hipergesto construida anteriormente con espacios topológicos. Por
lo que ahora tenemos el Teorema de Escher para categoŕıas topológicas de
hipergestos.

Teorema de Escher 3.8. Sean Γ,∆ digráficas y K una categoŕıa to-
pológica, entonces se tiene el isomorfismo canónico de categoŕıas topológicas

Γ
−→
@∆
−→
@K ∼= ∆

−→
@Γ
−→
@K.

Demostración. Por un lado, tenemos que esto implica que el espacio

de hipergesto Γ
−→
@∆
−→
@K es el ĺımite ( ĺım−−−→

a∈AΓ

Γα)@(∆
−→
@K), pero en particular

podemos decir (Γa)a∈AΓ
∼= (↑a)a∈AΓ

.

Entonces
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Γ
−→
@∆
−→
@K ∼= ( ĺım−−−→

a∈AΓ

↑a)@(∆
−→
@K).

Aún más, por ser ( @(∆
−→
@K)) un funtor contravariante que convierte

ĺımites directos en ĺımites inversos se tiene que

( ĺım−−−→
a∈AΓ

↑a)@(∆
−→
@K) ∼= ĺım(

←−−−
a∈AΓ

↑a @(∆
−→
@K)).

Continuando de manera análoga se tiene que

ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @(∆
−→
@K)) ∼= ĺım(

←−−−
a∈AΓ

↑a @( ĺım−−−→
b∈A∆

∆b@K)) ∼= ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @( ĺım−−−→
b∈A∆

↑b @K)).

Por ser ( @K) un funtor contravariante que convierte ĺımites directos en
ĺımites inversos se tiene que

ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @( ĺım−−−→
b∈A∆

↑b @K)) ∼= ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @(ĺım
←−−−
b∈A∆

(↑b @K))

Luego, como (↑a @ ) es un funtor covariante que preserva ĺımites inversos,

ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @(ĺım
←−−−
b∈A∆

(↑b @K)) ∼= ĺım(
←−−−
a∈AΓ

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑a @(↑b @K))) ∼= ĺım(
←−−−
a∈AΓ

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑a @ ↑b @K)).

Entonces

ĺım(
←−−−
a∈AΓ

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑a @(↑b @K))) ∼= ĺım(
←−−−
a∈AΓ

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑a @ ↑b @K)).

Además, por la propiedad 2.10

ĺım(
←−−−
a∈AΓ

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑a @ ↑b @K)) ∼= ĺım←−−−
b∈A∆

(ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @ ↑b @K)).

Y considerando que (↑a @ ↑b) ∼= (↑b @ ↑a) ∼= I2 se tiene que
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ĺım(
←−−−
a∈AΓ

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑a @ ↑b @K)) ∼= ĺım←−−−
b∈A∆

(ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑b @ ↑a @K)).

Luego

ĺım←−−−
b∈A∆

(ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑b @ ↑a @K)) ∼= ĺım←−−−
b∈A∆

(ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑b @(↑a @K)).

Ahora, por ser (↑b @ ) un funtor covariante que preserva ĺımites inversos,

ĺım←−−−
b∈A∆

(ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑b @(↑a @K)) ∼= ĺım←−−−
b∈A∆

(↑b @ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @K)).

Luego, como ( @K) es un funtor contravariante que convierte ĺımites
directos en ĺımites inversos,

ĺım←−−−
b∈A∆

(↑b @ĺım(
←−−−
a∈AΓ

↑a @K)) ∼= ĺım(
←−−−
b∈A∆

↑b @(ĺım
−−−→
a∈AΓ

↑a @K)).

Por último, como ( @(Γ
−→
@K)) es un funtor contravariante que convierte

ĺımites directos en ĺımites inversos, se tiene que

ĺım(
←−−−
b∈A∆

↑b @(ĺım
−−−→
a∈AΓ

↑a @K)) ∼= ĺım←−−−
b∈A∆

(↑b @(ĺım
−−−→
a∈AΓ

Γa@K)) ∼= ĺım←−−−
b∈A∆

(↑b @(Γ
−→
@K))

∼= (ĺım
−−−→
b∈A∆

∆b@(Γ
−→
@K)) ∼= (∆

−→
@(Γ
−→
@K)) ∼= ∆

−→
@Γ
−→
@K.

Por lo tanto Γ
−→
@∆
−→
@K ∼= ∆

−→
@Γ
−→
@K. �



Apéndice A

Resumen histórico de la Teoŕıa de la Interpretación

Un primer vistazo hacia la historia de la presentación art́ıstica musical es
suficiente para confirmar la tesis de Reinhard Kopiez acerca de que existen
dos diferentes y no relacionadas maneras de considerar a la presentación
art́ıstica musical. Por un lado se tiene a la búsqueda emṕırica, t́ıpicamente
representada por Carl Seashore, donde se tratan los aspectos cuantitativos
de la ejecución (especificando de manera numérica los parámetros necesarios
para describir la estructura de la presentación art́ıstica musical).

Por otro lado, está el acercamiento filosófico, donde los escritos de Theo-
dor W. Adorno lo representan t́ıpicamente, que trata los aspectos cualita-
tivos, los pensamientos que pudieran expresarse durante la acción art́ıstica,
podŕıa entenderse también como la expresividad de ésta.

La base aparente de la contradicción de estas posiciones, radica en el
hecho de no poder unir la idea de medidas cuantitativas con pensamientos
cualitativos, pero esto no significa que estas maneras de considerar a la acción
art́ıstica sean contradictorias, sino más bien desconectadas por una histórica
ausencia de eslabones, la cual logra establecer las relaciones cuantitativas con
cualidades semánticas, y la discusión entre éstas dos nunca se manejó como
un problema cient́ıfico, sino pedagógico.

1. La Tradición Filosófica

En cuanto a la tradición filosófica, refiriéndonos espećıficamente a Hermann
Danuser, muestra tres etapas de la historia de la presentación art́ıstica mu-
sical:

1. Surge del renacimiento hacia finales del siglo XVIII. Se define la
presentación art́ıstica musical como una estética retórica.

2. Viene de la creación (independiente ya, de la retórica) del trabajo
autónomo de Beethoven.

3. Se inaugura con el trabajo de Hugo Riemann Der Ausdruck in der
Musik en 1884, donde la presentación art́ıstica musical es vista como
el intento de expresión de un texto, éste ya con cierto significado.

47
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La primera parte de esta estética retórica pudo haber sido iniciada por
Nikolaus Listenius, quien paralelo a Vasari en la pintura, comienzan a ver al
ser humano como algo opuesto a la tradición cristiana y la eternidad divina.
En esta nueva forma de ver las cosas, el artista es visto como un individuo,
resaltando la importancia del humano y la validez de su punto de vista sobre
el universo.

Aśı, con el trabajo de Monteverdi se forma un parteaguas en la visión
humańıstica, ya que bien la presentación art́ıstica musical puede ser la expre-
sión personal del artista, como bien puede ser la apropiación de esa ejecución
en la audiencia, la pieza puede llega a tocar los sentimientos tanto del eje-
cutante como del público.

La obra en este caso no es un ente propio, sino como una categoŕıa
dentro de los afectos, que se transmite en un marco general de acuerdo a los
5 principios de la retórica clásica.

1. Inventio (Argumentación)
2. Dispositio (Articulación)
3. Elocutio (Redacción y manera de comunicar los pensamientos)
4. Memoria (Memoria de la ejecución)
5. Pronunttio/actio (Ejecución f́ısica)

Siendo este último punto el más importante para orientación retórica de la
presentación art́ıstica musical. Y es por la v́ıa de los distintos escritos que
se empieza a romper con la idea del instrumento como imitador de la voz, y
comienza a darle importancia y personalidad propia a éste.

Entre los trabajos pedagógicos orientados a esta forma de ver la presen-
tación art́ıstica musical, encontramos personajes importantes: J. J. Quantz,
C. Ph. Bach, L. Mozart.

En la segunda etapa, la presentación art́ıstica musical es vista como la
expresión exacta del contenido de una obra (El todo y sus partes). La obra
tiene carácter y autonomı́a, por lo cual requiere un tratamiento espećıfico y
aśı expresar adecuadamente su contenido.

Esta idea fue la germinación de la creatividad de Beethoven al oponerse
a los esquemas tradicionales. Aun más, Hegel distingue entre la locución
musical y producción art́ıstica, descubriendo la diferencia entre el momento
de la concepción y el de la ejecución de la obra. Esta idea nos remite a la
teoŕıa de Adorno, que concibe a la presentación art́ıstica musical ideal como
aquella que fuera capaz de reproducir exacto el material de la composición
como si ésta fuera improvisada.
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A estos tratados teóricos podemos agregar el de Czerny y sobre todo el
de Schilling, el cual va de lo general a lo particular. De acuerdo con Schilling,
estos principios son:

1. Objetividad: Se refiere a la transformación de una composición a
una realidad sonora.

2. Idealidad: El rol del ejecutante, identificando y comunicando las
ideas y contenido de la composición.

3. Totalidad: Capturando la totalidad de las ideas tal y como están
expresadas en los śımbolos de la partitura.

Aunque ahora la teoŕıa es un tema recurrente al hablar de la presenta-
ción art́ıstica musical, aun no son claros los principios de dicha actividad
formativa musical. La tematización de dichos principios, y espećıficamente
aquellos que tratan de la inspección anaĺıtica de la composición musical, fue
iniciada por Hugo Riemann, seguido de Heinrich Schenker, para finalizar con
T. W. Adorno en colaboración de Walter Benjamin.

Riemann define la expresividad de la presentación art́ıstica musical co-
mo la formación de pensamientos musicales, el relieve plástico de motivos
y temas, y la transparencia de la construcción entera del trabajo art́ısti-
co. Él define reglas expĺıcitas para formar componentes anaĺıticas como las
melod́ıas y las modulaciones armónicas. Schenker ve a la presentación art́ısti-
ca musical como una expresión de factores anaĺıticos, introduciendo lo que
Adorno llamaŕıa Ejecución anaĺıtica. Finalmente Adorno discute/analiza los
trabajos de la Segunda Escuela Vienesa. Su tesis defiende que la presenta-
ción art́ıstica musical que no derive en la especificación de las notas de una
composición es inválida como regla de ejecución. Sus principios son derivados
de un punto de vista estrictamente anaĺıtico, junto con Benjamin, acuñan
el concepto de un procedimiento micrológico que penetra en una dimensión
infinitamente precisa de la actividad performativa.

Recapitulando la trayectoria de la historia de la Teoŕıa Filosófica de la
Presentación Art́ıstica Musical, Danuser define el análisis interpretativo co-
mo la traducción de la estructura y forma interna a la puesta en escena,
contrastando aśı con la Teoŕıa Retórica, la cual sólo aplica reglas generales,
tales como pronuntiatio, a los trabajos musicales, el análisis interpretati-
vo reconoce completamente la especificidad de dichos trabajos, y expresar
aśı sus contenidos en la puesta en escena, una metodoloǵıa que se vuelve
completamente necesaria ante el trabajo ya realizado de Beethoven.
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2. La Tradición Emṕırica

En este nuevo contexto, la teoŕıa de la P. A. M. , nos referiremos al trabajo
de Reinhard Kopiez, el cual enfatiza el creciente rol del ejecutante como una
entidad autónoma y como un jugador principal dentro del a creación y reali-
zación sonora de la música, citando el tratado de Franz Liszt De la situation
des artistes en 1835, donde Liszt iguala a compositores, maestros de instru-
mentos e intérpretes como tres variantes de las personalidades art́ısticas. La
búsqueda de la interpretación emṕırica históricamente descrita por Kopiez
trata de principalmente de máquinas que analisizan y/o sintetizan interpre-
taciones musicales para teclado, esto debido a que la tecnoloǵıa en dichos
instrumentos es la única tradicionalmente accesible a medidas precisas.

Es destacable que la investigación de la interpretación emṕırica se remon-
ta a 1745, con los primeros planos de construcción para medir el movimiento
de las teclas del Cembalo. Luego en 1752 Johan Hohlfeld construyó un pre-
cursor del Piano de Rollo, la Fantasiermaschine, la cual fue presentada ante
la Academia de Ciencias de Berlin en 1753. Usaba lápices sobre papel y re-
corŕıa 3. 45 m en 6. 5 minutos. Carl Ph. E. Bach probó y aprobó la máquina.
La única muestra fue quemada en la misma academia, pero aún existe un
ejemplo llamado Clavicémbalo construido en 1780 por Jean Joseph Merlin
en Londres.

Más de un siglo después, en 1895, Alfres Binet y Jules Courtier constru-
yeron una máquina con tubos de aire hecho de caucho, los cuales med́ıan
la intensidad de sonido y el ataque con una resolución de un milisegundo,
pero que no med́ıa la afinación (registraba el tono). Los resultados de estas
mediciones mostraron que al incrementar el tempo las notas son tocadas
más ligadas y con menor regularidad en su progresión temporal.

En 1932, Carl Seashore creador de los Exámenes de Aptitudes Musicales
Sheashore, inventó la Iowa Piano Camara, en la Universidad de Iowa. Los
resultados de Seashore sobre la agógica fueron reveladores, la máquina teńıa
una resolución de 10 miliseguntos y pod́ıa medir la dinámica relacionada con
las notas en acordes. Estas mediciones demostraron la consistencia agógica
en diferentes interpretaciones musicales.

Después de la muerte de Seashore en 1949 la investigación emṕırica se
detuvo hasta que el equipo de investigación sueco liderado por Erling Bln-
dal Bengtsson y Alf Gabrielsson comenzaron el proyecto SYVAR en 1974
completados con los estudios de L. Henry Shaffer en 1980. Shaffer cons-
truyó una máquina optoelectrónica para un piano de cola, introduciendo los
movimientos de los martillos a una computadora, un precursor del moderno
disklavier. Finalmente en 1983 el formato de sonido MIDI fue introducido y
las grabaciones de las ejecuciones fueron estandarizadas. Aunque desde 1974
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Christoph Wagner ya hab́ıa experimentado con diversos aparatos con una
precisión de 1 milisegundo.

Además de todo este arsenal de aparatos para la medición de las ejecucio-
nes, se ha construido una importante tradición desde 1883 con los pianos de
rollo para el análisis de ejecuciones históricamente importantes para piano.
Existen rollos de piano grabados por casi todos los pianistas importantes
de finales del siglo XIX e inicios del XX. Sus dinámicas y sincronización
no son muy precisas, pero se debe considerarlos más una simulación que la
ejecución grabada.

Basada en esta información Rosia Seipp pudo demostrar en 1988 que la
agógica es más sistemática que aleatoria (en referencia a la polonesa en La
bemol major de Chopin). Cerca de 1992, Hermann Gottshewski midió una
gran cantidad de rollos de piano y encontrado reglas de la agógica. Desde
1994 existen reproductores MIDI para rollos de piano hechos por Horst Mohr
y también por Zotlan Jánosy y Janos Mácsai. Sin embargo, la dinámica sigue
siendo dif́ıcil de medir con precisión en estos rollos.

Un último método de análisis emṕırico es el de LPs y CDs. Esto tiene
una larga tradición y ha forjado la investigación comparativa interpretativa.
En este rubro, hay algunas investigaciones como la hecha en 1926 por Wil-
helm Heinitz, en la cual se comparó la duración de diversas ejecuciones de
Meistersinger de Wagner; en 1934, Adalbert Kalix investigó 10 grabaciones
diferentes de El Cazador furtivo de Weber, comparando la ejecución con la
partitura, para averiguar sobre el Romanticismo musical. Diferentes compo-
siciones, como el Hammerklavier Op.106 de Beethoven han sido analizadas
con LPs. Bruno Repp analizó grabaciones usando FFT para precisar el cálcu-
lo de la articulación. En agosto de 2008, Peter Neubcker publicó Melodyne,
un software capaz de transformar material acústico polifónico a un formato
de śımbolos de partitura. Esto ha revolucionado y cambiará la investigación
emṕırica de la ejecución (P. A. M.) dramáticamente.

Estas dos corrientes, la filosófica y la emṕırica, de la investigación de la
ejecución estuvieron separadas una de la otra hasta 1992, cuando un grupo
de investigación encabezado por Guerino Mazzola comenzó la investigación
sobre una teoŕıa de P. A. M. general en el Departamento de Ciencia Compu-
tacional de la Universidad de Zürich. Ahora, esta teoŕıa ya completa es capaz
de unir la parte musicológica/filosófica y la práctica/emṕırica.

Concluyendo con este esquema general, es importante remarcar la es-
tructura gramatical de la teoŕıa de la P. A. M. generada por el aprendizaje
automatizado de la información emṕırica de la P. A. M. No se pretende
creer en la asignación responsabilidades a la máquina para crear métodos
estad́ısticos, como redes neuronales, y aprendizaje algoŕıtmico por parte de
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éstas, y aśı regir sobre el propio valor del aprendizaje cient́ıfico, porque en-
tonces las máquinas seŕıan las que aprendeŕıan y nosotros no.

Éste es un punto de vista ideológico y no se pueden seguir métodos que
asignen decisiones a una ignorancia estructurada. Si no se entiende, no se
puede ser asignado a algún dispositivo de ingenieŕıa. Por ejemplo, con el ela-
borado enfoque de Gerhard Widmer que empieza con un análisis estructural
relativamente detallado de las partituras, que incluye motivos, agrupamien-
tos, etc. Y aśı, correlacionar estas estructuras emṕıricas de la información
de la P. A. M., tales como las dinámicas y articulaciones, para aśı aplicar el
aprendizaje algoŕıtmico de las máquinas para explorar en otras partituras.
Pero existe una carencia de conclusiones necesarias para la construcción de
esta gramática sistemática de la presentación art́ıstica musical.
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