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No te rindas

No te rindas, aun estds a tiempo
de alcanzar y comenzar de nuevo,
aceptar tus sombras,

enterrar tus miedos,

liberar el lastre,

retomar el vuelo.

No te rindas que la vida es eso,
continuar el viaje,

persequir tus Suenos,

destrabar el tiempo,

correr los escombros

y destapar el cielo.

No te rindas, por favor no cedas,

aunque el frio queme,

aunque el miedo muerda,

aunque el sol se esconda y se calle el viento,
aun hay fuego en tu alma,

aun hay vida en tus suenos

porque la vida es tuya y tuyo también el deseo,
porque lo has querido y porque te quiero,
porque existe el vino y el amor, es cierto;
porque no hay heridas que no cure el tiempo.

Abrir las puertas,

quitar los cerrojos,

abandonar las murallas que te protegieron,
vivir la vida y aceptar el reto,

recuperar la risa,

ensayar un canto,

bajar la guardia y extender las manos,
desplegar las alas e intentar de nuevo,
celebrar la vida y retomar los cielos.

No te rindas, por favor no cedas,

aunque el frio queme,

aunque el miedo muerda,

aunque el sol se ponga y se calle el viento,
aun hay fuego en tu alma,

aun hay vida en tus suenos

porque cada dia es un comienzo nuevo,
porque esta es la hora y el mejor momento;
porque no estds solo, porque yo te quiero.

Mario Benedetti
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Introduccién

Este trabajo esta basado en los articulos [Mazzola 2007] y [Mazzola
2009]. Hemos hecho una exposicién cuyo fin es hacer accesible a un ptblico
méas amplio los rudimentos de la teoria de gestos e hipergestos como parte
de la Teoria Matematica de la Musica.

En el primer capitulo damos las definiciones necesarias para desarro-
llar los conceptos que més tarde se construirdan. Definimos inicialmente el
concepto de digrafica, espacio topoldgico, categoria y funtor, dando algunos
ejemplos utilizados en el desarrollo del trabajo. Asi mismo, en el segundo
capitulo definimos el concepto de un A-gesto en el espacio topoldgico X,
donde A serd una digrafica. Es con ayuda de éste ultimo que definimos los
hipergestos, los gestos de gestos, ofreciendo asi el concepto de gesto como un
buen ejemplo de conjuncion de métodos algebraicos y topologicos. El gesto
es un morfismo, donde el vinculo es un movimiento real y no solamente una
flecha simbdlica sin sustancia que lo respalde (CF [Mazzola 2007] p.25).

Una vez establecidos estos conceptos matematicos damos una primera
aproximaciéon al Teorema de Escher de Mazzola. En el desarrollo que nos
conduce a la prueba de este resultado, damos algunas demostraciones propias
que, creemos, clarifican el desarrollo conceptual de la teoria. Posteriormente,
en el tercer capitulo, vemos que dicha aproximacién puede aplicarse a un
concepto un poco mas abstracto, para lo cual definimos una clase particular
de categorias que cuentan con una estructura de espacio topoldgico. Esto
generaliza alin mas nuestro concepto de gesto e hipergesto permitiéndonos
asi enunciar y demostrar finalmente el Teorema de Escher.

Durante el desarrollo de este trabajo se recibié gran apoyo del Dr. Emilio
Lluis Puebla, quien propuso los articulos a estudiar, ademas de seguir y
guiar la evolucion de este trabajo y las diversas dificultades tedricas que
se encontraron en éste; asi mismo del Dr. Guerino Mazzola, quien hiciera
comentarios pertinentes a la exposicion de este trabajo durante el I Congreso
Internacional sobre Musica y Matematicas, Puerto Vallarta 2014, y el M. en
C. Francisco Barrios Paniagua, quien revisé diversas versiones previas al
trabajo final, y con el que sostuve varias conversaciones que me permitieron
delinear mejor algunos aspectos teéricos.



vi INTRODUCCION

Para el mejor aprovechamiento de este trabajo, si bien definimos todos
los conceptos involucrados, es necesario que el lector haya tenido un curso
introductorio a la teoria de categorias, topologia y que esté familiarizado
con los conceptos musicales basicos relativos a la lectura y ejecucion de la
musica.



Capitulo 1

Conceptos preliminares

1. Digraficas

En nuestro trabajo definiremos inicialmente la categoria de digréficas, siendo
la idea intuitiva de categoria una coleccién de objetos y una coleccion de
flechas o morfismos que relacionan a cada par de objetos de la categoria.
Para esto necesitaremos las siguientes definiciones.

Definicién 1.1. Una digrafica D es un par ordenado (Vp, Ap), donde
Vp es el conjunto de vértices y Ap un conjunto de flechas ajeno a Vp, junto
con una funcién (llamada de incidencia) ¥p que asocia a cada flecha de
D un par ordenado de vértices (no necesariamente distintos) de D. Esto es
Yp : Ap — Vp X Vp. En general si ¢p(a) = (u,v), entonces se dice que el
vértice u es la cola de a y v es la cabeza de a.

Definamos también ¢,h : Ap — Vp tal que t = p; o ¢p la proyeccion
en la primera coordenada de las flechas de D y h = p, o ¢p la proyeccion
en la segunda coordenada de las flechas de D. A la primera proyeccién le
llamaremos la funcién cola, mientras que a la segunda la funcién cabeza. Es

decir, ¥p(a) = (t(a), h(a))

Cabe mencionar también, que de ahora en adelante para nosotros seran
equivalentes la digrafica D y la funcion de incidencia v p, por lo cual haciendo
abuso de la notacion, denotaremos de igual forma tanto a una digréfica como
a la funcién que relaciona a sus flechas con sus vértices.

Ejemplo 1.2. Consideremos los conjuntos Ap = 0y Vp = {u,v,w, z,y}
y la funcién de incidencia v¥p : Ap — V2, donde V3 = Vp x Vp, con ¢p
trivial, ya que Ap es vacio. Por lo que la digrafica D esta representada por:

u w
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Ejemplo 1.3. Consideremos los conjuntos Ap = {a,b,c,d,e, f, g} v
Vp = {w,v,w,z} y la funcién de incidencia ¥p : Ap — V3, donde
V3 = Vp x Vp, definida por

¢D(a) = (U?U% wD(b) = (v,w), wD(C) = (w,v), wD(d) = ($,IB),
¢D(€) = (u,w), wD(f) = (:L‘,u) y ¥p(g) = (w,:c)

que graficamente se representa por:

Definicién 1.4. Sean D y G digraficas. Un morfismo de digraficas
f D — G es un par de funciones f = (¢,0) con ¢ : Ap — Agy
0 : Vp — Vg, tales que hacen que el siguiente diagrama conmute:

Ap N Ag
Yp ) O 1 e
V2 N 173

Donde VZ = Vg x Vg y 6% = (0,0) : Vi — V2.

2. Topologia

Recordemos la definicién de topologia con la cual posteriormente trabajare-
mos.

Definicién 1.5. Sea X un conjunto. Una topologia en X es una familia
A de subconjuntos en X, llamados abiertos, tales que cumplen los siguientes
axiomas:

1. Si{A;}icr € A, I un conjunto de indices arbitrario, entonces U;c; A; €

A.
2. Si {A;} C A, I un conjunto de indices finito, entonces N A; € A.
3. Los conjuntos () y X pertenecen a A.
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Definicién 1.6. Un espacio topoldgico es la pareja (X, A) tal que X
es un conjunto y A es una topologia en X.

A dicha pareja la denotaremos simplemente por X cuando no haya con-
fusion respecto a la estructura topoldgica dada por sus abiertos.

Ejemplo 1.7. Sea X = {a,b,c}. La coleccién de subconjuntos A =
{0, X} es una topologfa en X.

Ejemplo 1.8. Sea R el conjunto de los niimeros reales, entonces la to-
pologia usual o topologia euclidiana es A, = {U;crA;|A; = (a,b) con a,b €
Ry a < b}U{0}, donde (a,b) = {z € Rla < x < b}. Es decir, la topologia
esta dada por los intervalos abiertos, la unién arbitraria de éstos y el vacio.

Notemos que esta coleccién de subconjuntos puede no ser unica para
cada conjunto X, por lo cual pueden darse diversas topologias en un mismo
conjunto. Asi, se requiere el concepto de subbase, el cual es una coleccién mas
“pequena’de abiertos que la propia A, pero que determinan a ésta ultima.

Definicién 1.9. Sea A una topologia en X, se dice que S C A es una
subbase para (X, A) si para cada A; € A\ {0} y cada z € A; existe un
conjunto no vacio de cardinalidad finita S" C S tal que x € NS’ C A,.

Ejemplo 1.10. Consideremos el espacio topoldgico de los reales con
su topologia usual ya definida en el ejemplo 1.8, entonces es claro que la
coleccién S, = {(—o0,a)|a € R} U{(a,00)|a € R} es una subbase para A,
en donde (—o0,a) = {zx € Rjxz < a} y (a,00) = {x € R|z > a}.

Veamos que esta subbase S de A es una coleccién de abiertos, conside-
remos entonces a I como la familia de intersecciones finitas de .S, con lo
que tenemos S C I C A, notemos que [ ain no puede considerarse como
una topologia debido a que no podemos asegurar que contiene a todas las
uniones de los elementos en I, consideremos entonces a U como la familia
de dichas uniones, con lo que obtenemos S C I C U C A. Asi obtenemos la
topologia U en X, la cual tiene por subbase a S.
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Definicién 1.11. Sean Y y X espacios topolégicos. Consideremos el
conjunto de funciones continuas de X a Y, denotado con Top(X,Y) = {f :
X — Y| f es continua}. Sean U C Y un abierto y a € X, se define el
conjunto (a,U) = {f € Top(X,Y)|f(a) € U}. La topologia compacto-
abierta sobre Top(X,Y’) es la topologia dada por la subbase de conjuntos
(K,U)={f €Top(X,Y)|f(K) C U} con K un compacto tal que K C X.

Considerando ahora que existen funciones de un espacio topoldgico a
otro, y que estas funciones pueden ser continuas, notemos que entre éstas
mismas puede existir a su vez una funcién continua que vaya de una a otra,
para esto la siguiente definicion.

Definicién 1.12. Sean XY espacios topologicos y fo, f1 : X — Y dos
funciones continuas cualesquiera. Una homotopia de f; a f; es una funcién
continua

H:XxI->Y

en la que I representa al intervalo [0, 1] C Ry tal que para cualquiera z € X,
H(JZ,O) = fo(l’) Yy H(l‘, 1) - fl(x)

En tal caso se dice que f; es homotdpica a f; y se denota con

Jo=~ fi.

Ejemplo 1.13. Sean X =Y =R, fo(x) =z y fi(z) = 0. Consideremos
H:RxI—-R

la funcién
H(z,t) = (1—t)z,
entonces H es continua y
H(z,0) =z = fo(z) y H(z,1) =0 = fi(x).
Por lo que fy ~ f;.

3. Categorias

Algunos de los objetos mateméticos con los que mads trabajaremos son las
categorias y los funtores, los cuales pertenecen a una rama de la Matematica
conocida como Teoria de Categorias. A continuacion se daran estos concep-
tos.

Definicién 1.14. Una categoria C consiste de lo siguiente:
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1. La coleccién de objetos, denotada con Obj(C).
2. Un conjunto de morfismos C(A, B) para cada par (A, B) de objetos.
3. La composicién C(A, B) x C(B,C) — C(A, C) denotada con

(f,9) —gf
para cada tripleta ordenada A, B y C' de objetos.

Ademas este conjunto de morfismos y la composicion deben estar sujetos
a los siguientes axiomas:

i. Los conjuntos de morfismos deben ser disjuntos por pares, es decir,
cada morfismo f € C(A, B) tiene un unico dominio A y un dnico
codominio B.

ii. Para todo objeto A existe un morfismo en C(A, A) denotado ge-
neralmente con 1y, tal que para todo morfismo f € C(A, B) se
tiene

f=1fy f=fla

iii. La composicién es asociativa. Dados los morfismos

ALsp o p
entonces h(gf) = (hg)f.

Ejemplo 1.15. La categoria Top de espacios topolégicos es aquélla que
tiene como objetos espacios topoldgicos y funciones continuas entre espacios
topoldgicos como morfismos. Es facil ver que tanto la composicién de mor-
fismos, como la identidad de cada espacio topolégico estdan bien definidas,
asi como el hecho de que se cumplen los axiomas anteriores.

Ejemplo 1.16. La categoria de grupos abelianos es aquélla que tiene
como objetos grupos abelianos, y como morfismos de la categoria los ho-
momorfismo de grupos. Es facil ver que tanto la composicién de morfismos,
como la identidad de cada grupo abeliano estan bien definidas, asi como el
hecho de que se cumplen los axiomas anteriores.

Definicién 1.17. Una categoria S es una subcategoria de C si

1. Obj(S) C Obj(C).
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2. Denotando a los conjuntos de morfismos en S como S(_, _) y los con-
juntos de morfismos en C como C(_, _), entonces S(A, B) C C(A, B)
para todo A, B € Obj(S).

3. SifeS(A B)ygeS(B,C) entonces la composiciéon gf € S(A, C)
es igual a la composicién gf € C(A, C).

4. Si A € Obj(S) entonces la identidad 14 € S(A, A) es igual a la
identidad 14 € C(A, A).

Ejemplo 1.18. La categoria de grupos abelianos finitos es una subca-
tegoria de la categoria de grupos abelianos, la cual cumple con los criterios
anteriores.

Definicién 1.19. Consideremos C y D categorias. Un funtor cova-
riante 7' : C — D es una regla de asociacion de Obj(C) con Obj(D) y de
morfismos de C con morfismos de D tal que:

1. Si A € Obj(C) entonces T'(A) € Obj(D).
2. Sif:A— A estd en C entonces T(f) : T(A) — T(A’) esta en

D.
3. SiA-Ls AL A" estd en C, entonces T(A) ) T(A") Tt} T(A")
estien Dy

T(gf) =T(9)T(f)-
4. T(14) = 1pa) para cada objeto A € Obj(C).

Ejemplo 1.20. Sea C una categoria y Con la categoria de conjuntos, la
cual tiene como objetos conjuntos y morfismos las funciones entre conjuntos.
Sea A € Obj(C), el funtor T'= C(A, ) : C — Con es un funtor covariante,
definido por:

T(B) = C(4, B),
para todo B € Obj(C).
Si existe f : B — B’ en C, entonces T(f) : C(A,B) — C(A, B)
estd dado por:
T(f):hw— fh,
el cual nombraremos como funciéon inducida y lo denotaremos f,, es decir:
fe:h— fh.

Debido a la importancia de este funtor en nuestro trabajo verificaremos
los axiomas, mostrando que efectivamente C(A,_) es un funtor covariante.
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Recordemos que la definicién de categoria dice que C(A, B) es

precisamente un conjunto, es decir que si B € Obj(C) entonces
C(A, B) € Obj(Con).

Se sigue de la definicién de la funcién inducida f..

Notemos que la composiciéon fh tiene sentido:

fh

TN
A——B—= B,

Supongamos ahora que tenemos ¢g : B’ — B”, con lo cual

tenemos el diagrama siguiente:

C(A,)

C Con
B C(A, B)
of | B’ C(A, B)| (9
9[ g*=l (9)
B” C(A, B").

Comparemos las funciones
(9f)s, gof : C(A, B) — C(A, B”)'
Si h € C(A, B), es decir h : A — B, entonces
(9f)s : h— (gf)h.

Por otro lado tenemos por la asociatividad de la composiciéon lo
siguiente:

Gufi : h— fh— g(fh) = (gh)f,
es decir(gf)s = g fs-

Finalmente, sea 1p la funcién identidad 15 : B — B, entonces
(13)* ch— 1Bh: h

para toda h € C(A, B). Por lo que se puede concluir que (1p). =
lea,B)-
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Definicién 1.21. Consideremos C y D categorias. Un funtor contra-
variante 7' : C — D es una regla de asociaciéon de Obj(C) con Obj(D) y
de morfismos de C con morfismos de D tal que:

1. Si A€ Obj(C) entonces T(A) € Obj(D).
2. Sif:A— A" en C entonces T(f) : T(A") — T(A) estd en D
(invierte morfismos).
3. SiA-Ls A% A" estden C, entonces T'(A") 9} T(A) v T(A)
estden Dy
T(gf) =TT (9)-
4. T(14) = 1p(a) para cada objeto A € Obj(C).

Ejemplo 1.22. Sea C una categoria cualquiera y Con la categoria de
conjuntos, la cual tiene como objetos conjuntos y morfismos las funciones
entre conjuntos. Sea B € Obj(C), el funtor "= C(_, B) : C — Con es un
funtor contravariante definido por:

T(A) = C(4, B)
para todo A € Obj(C).

Si existe f : A — A’ en C, entonces T'(f) : C(A',B) — C(A, B)
esta dado por:
T(f): hw— hf,

el cual nombraremos como funcién inducida y lo denotaremos f*, es decir

ff:h— hf.

De igual manera que en el ejemplo anterior este funtor serd de suma
importancia en este trabajo, por lo que también mostraremos que efectiva-
mente C(_, B) es un funtor contravariante, verificando que los axiomas se
cumplen.

1. Es un caso analogo al funtor covariante C(A, ).

2. Se sigue de la definicion de la funcién inducida f*.
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3. Notemos que la composicién hf tiene sentido:

hf
7o
ALy top
Supongamos ahora que tenemos g : A’ — A’ con lo cual
tenemos el diagrama siguiente:

C % Con
A C(A4, B)
ft f*=4|%(f)
af | A C(A",B) |wn*
gl 9"=T(9)
A" C(A", B).

Comparemos las funciones
(gf)*7 f*g* : C(Aﬁv B) — C(AJ B)

Si h € C(A”, B), es decir h : A” — B, entonces por la defini-
cién de la funcién inducida

(9f)" = b — h(gf).

Por otro lado tenemos por la asociatividad de la composicién lo
siguiente:

frg" h— hg— (hg)f = h(gf),
es decir (gf)* = f*¢*
4. Finalmente, sea 14 la funcién identidad 14 : A —> A, entonces
(1A)B ch— hlA =h

para toda h € C(A, B). Por lo que se puede concluir que (14)* =
le,B)-

Veamos a continuacion una transformacién natural de un funtor a otro.

Cabe resaltar que de ahora en adelante cuando mencionemos un funtor
sin especificar si éste es covariante o contravariante, nos estaremos refiriendo
precisamente a un funtor covariante.



10 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

Definicién 1.23. Sean A y B dos categorias y 5,7 : A — B dos
funtores. Una transformacién natural 7 : S — T es una coleccién de
morfismos la cual asigna a cada objeto C' € Obj(A) un morfismo 7¢ :
S(C) — T(C) en B, tal que para cualquier morfismo f : C — D en
A, (T(f)) ore = 1p o(S(f)), es decir que el siguiente diagrama conmuta:

™D

A continuacién veamos los conceptos de sistema y limite tanto inverso
como directo, al igual que el de topologia limite, los cuales nos permitiran ver
a una digrafica precisamente como un limite directo, objeto que utilizaremos
mas adelante.

Definicién 1.24. Sean A un conjunto y = una relacién reflexiva y tran-
sitiva en A. Un preorden es la pareja (A, <).

Ejemplo 1.25. Sea Aa el conjunto de flechas de una digréfica A. No-
temos que A es un conjunto preordenado bajo la relacion < donde

a 2 bsi, y solo si, (t(a), h(a)) = (t(b), h(b)), ya que:
L. ((a), h(a)) = (t(a), h(a)) D

rlo
2. Sla-<byb-<cesde(31r(( )
(t(c), h(c)) entonces (t(a), h(a)

h(a)) (t() h(b)) y (t(b), h(b)) =

0 que
= (t(c), h(c)), es decir a < c.

)
Donde t y h son las funciones mencionadas en la definicion 1.1.

Este preorden no tiene que ser tinico para cada conjunto.

Ejemplo 1.26. Sea A el conjunto de flechas de una digréfica A como
en el ejemplo anterior. Notemos que Ax también es un conjunto preordenado
bajo la relacién =, donde a esté relacionado con b si y solo si a = b, ya que:

1. a=a.
2. Sia=0by b= centonces a =>b=c, es decir a = c.
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Definicién 1.27. Sea (A, <) un conjunto preordenado y C una cate-
goria. Un sistema inverso en C sobre A es un par ordenado

((Ma)aeA, (@Z)ﬁa)ﬁta)

usualmente abreviado como {M,,¥s,}, donde (M,)aen €s una familia de
objetos de C indexada por Ay (¢gq : Mg — M,)ssq es una familia de
morfismos de C indexada por A x A = A? = {(B,a) € A x A|B = a} tales
que:

1. ¥Yaa = 1y, para toda a.

2. Siy = B > o entonces ¥, = g, 0 ¥,p, es decir, el siguiente
diagrama conmuta:

hya

w'yﬁ d)ﬁa

Definicién 1.28. Sean (A, =) un conjunto preordenado, C una cate-
gorfa y {M,, 1.} un sistema inverso en C sobre A. El limite inverso de
{Ma,1sa} es un par ordenado (lfmM,, (7a)aca ), donde fmM,, es un objeto

acA aEA
en C y para cada a € A, 7, : limM, — M, es un morfismo en C sujeto a
acl

las siguientes propiedades:

1. Si B = «, entonces Yg, © Tg = T4.
2. Para cada X € Obj(C) y cada familia (fo : X —> My)aeca de
morfismos en C que satisfacen:

VYga 0 [ = fa

para cada 3 > «, existe un tnico morfismo ¢ : X — limM, en C,
A
ac
tal que hace al siguiente diagrama conmutar:
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lim My < e X
( I
M
Ta ﬁ fa
l¢5a
M,.

Ejemplo 1.29. Consideremos el conjunto preordenado ({1,2},=) y
{M,, 3, } un sistema inverso con M; y My conjuntos, ¥r; y )92 isomorfis-

mos, entonces el limite inverso de { M, ¥ga} es My x My ~ lim M, donde
ae{l,2}
cada 7, : My x My — M, es la funcién que restringe a M; x My en M,.

M1><M2

M1 MQ-

Supongamos que existe X un conjunto y (s; : X — M;|i = 1,2) morfismos
de conjuntos. Consideremos entonces v(z) : X — M; x My definido por
v(x) = (s1(x),s(x)), notemos que v hace al diagrama conmutar ya que
(riov)(x) = 1((s1(x),2(x))) = ;(z). Es evidente que éste es tnico.

Por lo cual M; x Ms es el limite inverso.

Consideremos ahora la construccién dual.

Definicién 1.30. Sea (A, =) un conjunto preordenado y C una cate-
goria. Un sistema directo en C sobre A es un par ordenado

((Ma)ael\v (¢aﬁ>ajﬁ)

usualmente abreviado como {M,, ¢ns}, donde (M, )aea €s una familia de
objetos de C indexada por Ay (¢op @ My — Mp)a<p es una familia de
morfismos de C indexada por A2 = {(a, 8) € A x Ala < 3} tales que:

1. ¢aa = 1, para toda a.
2. Sia <X 8 < yentonces ¢oy = $p,00ap, s decir el siguiente diagrama
conmuta:
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M, % M,
M.

Definicién 1.31. Sean (A, =) un conjunto preordenado, C una cate-
gorfa y {M,, ¢pap} un sistema directo en C sobre A. El limite directo de

{M,, pap} es un par ordenado (imM,, (74 )aeca ), donde limM, es un objeto
aelk aelk
en C y para cada a € A, 7, : M, — lim M, es un morfismo en C sujeto a
ac
las siguientes propiedades:

1. Sia < f3, entonces 7, = @qp 0 5.
2. Para cada X € Obj(C) y cada familia (f, : My —> X)aea de
morfismos en C que satisfacen:

fa:(baﬁofﬁ

para cada a = [3, existe un tnico morfismo ¢ : limM, — X en C,
ac
que hace al siguiente diagrama conmutar:

lim A, o ? - X
k I
M
Ta ﬁ fa
quaﬁ
M,

Ejemplo 1.32. Consideremos el conjunto preordenado ({1,2},=)y
{M,, s} un sistema directo con M; y M,y conjuntos, 1 y g isomor-

fismos, entonces el limite directo de {M,, a5} es lim M, ~ M; U M, =
ae{l,2
{(m,q)| i € {1,2}, m € M,;}, donde cada 7, : M, — M; U M, es el encaje
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de M, en M; U M,.
M, U My

/ X
M1 MQ-
Supongamos que existe X un conjunto y (¢; : M; — X|i = 1,2) morfismos
de conjuntos. Consideremos entonces w(x) : M; LI My — X definido por

w((my, 1)) = (¢(m;)), notemos que w hace al diagrama conmutar ya que
(wot)(m;) =w((my, 1)) = ¢(m;). Es evidente que éste es tnico.

Por lo cual M; U M, es el limite directo.

Teniendo las definiciones anteriores podemos considerar colecciones de
espacios topolégicos en las cuales se puede tener un sistema inverso, y con
esto poder dotar de una topologia limite a su limite inverso.

Definicién 1.33. Sea (X, fqp) un sistema inverso donde X, es un es-
pacio topoldgico (definicién 1.6) para toda a € A, y fu, es una funcién
continua para cada par (a,b) tal que a < b. Entonces diremos que (X, fu)
es un sistema inverso de espacios topoldgicos.

Veamos que para cada sistema inverso de espacios topoldgicos tenemos un
limite inverso, cuya construccién es exactamente andloga a la que se vera en
la proposicién 2.8, de tal forma que para asegurar que éste efectivamente
es un limite inverso se da la siguiente definicién de topologia limite, la cual
afirma que éste se encuentra en la categoria de espacios topologicos.

Definicién 1.34. Sea (X, fap) un sistema inverso de espacios topolégi-
cos. Sea X el limite inverso de éste y f, la funcién canénica X — X, para
toda a € A. La topologia limite es la topologia mas gruesa, es decir la to-
pologia minima que contenga los abiertos de cualquier topologia dada sobre
X, para la cual f, es continua para toda a € A.



Capitulo 2

Categoria de Digraficas y Gestos

Teniendo ya las nociones bésicas para desarrollar nuestro trabajo, comenza-
remos definiendo distintas categorias y para esto consideremos las siguientes
colecciones de funciones:

1. Obj(D) ={I': A — V x V|I" es una funcién de incidencia, con A el
conjunto de flechas de una digrafica y V' el de sus vértices}.

Notemos que cada una de estas funciones es una digréfica.

Para evitar confusiones acerca de los conjuntos de flechas y vértices de
digraficas diferentes, denotaremos con Ar y Vr el conjunto de flechas y vérti-
ces de la digrafica I' respectivamente.

2. T@pA = {f : I' — A|f = (u,v) un morfismo de digraficas, con
u: Ar — Ap, v i Vp — Va y v?2 ol = Aou}. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta:

Notemos que para I', A y K digraficasy f € TQpA, g € AQp K tales que
f=@wv)yg=(w,z)conu:Apr — Ap, v:Vp — Va, w: Ax — Ak y
2z VA —> Vi tiene sentido go f € TQp K.

Entonces el siguiente diagrama conmuta:

15
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es decir go f = (wou,zov) € PQpK.

Es facil ver ademas que:

i.

ii.

111.

Cada f € T@QpA, f tiene un tnico dominio I' y codominio A por
la definicién de morfismo de digraficas.

Para todo objeto I' existe un morfismo 1r en 'QpI" definido como
Ir = (lap, 1yy) con 1,4, la identidad en el conjunto de flechas de
I' y 1y la identidad del conjunto de vértices, tal que para cada
morfismo f € TQpA,

laof= (1AA71VA)Of: (1AAOu7]'VAOU) = (u7v) =f
y
folp=fo(la,lyn)=(uoly,voly)=(uv)=F.

La composicién es asociativa, esto se debe a que en los morfismos
entre conjuntos de flechas y en los morfismos entre conjuntos de
vértices la composicion es asociativa. Es decir, dados los morfismos

AN NN ‘LN L, con h = (z,y) entonces

ho(gef) = (z,y)o(wou,z0v)=(zo(wou),yo(zov))

= (zow)ou,(yoz)owv)=((xow),(yoz)) o (uv)
— (hog)os

Definicién 2.1. La categoria D de Digraficas es aquélla que tiene
como objetos a la colecciéon Obj(D) de digréficas y que para cada pareja
' y A de digraficas tiene el conjunto 'ApA = D(I', A) de morfismos de
digraficas, junto con la composicién de morfismos de digraficas como ya se
mencioné anteriormente.

Consideremos ahora un espacio topolégico X y el conjunto

Az = 1Qpp, X = {c: I — X|c es una curva continua}

con X € Top (ejemplo 1.15) e I un intervalo fijo en R.



2. CATEGORIA DE DIGRAFICAS Y GESTOS 17

Con lo cual se puede definir la digrafica ? tal que A3 es su conjunto
de flechas y V3 = X el de sus vértices, asi recordando la definiciéon 1.17,
podemos dar la siguiente subcategoria:

Definicién 2.2. La subcategoria SD de la categoria D, de Digraficas
Espaciales consiste en:

1. Obj(SD) = {Y P Ay — V)%]X € Top, X una funcién de inci-
dencia, donde A son las flechas de una digréfica Y y Vz = X sus
vértices}.

La coleccion de objetos de SD, la cual evidentemente esté con-
tenida en Obj(D).

— —
2. SD(?,?) = ?@SD? ={f X Y|? es un morfismo de
digraficas candénicamente inducido por una funcién continua f :

X — Y en Top }.

La coleccién de morfismos para cada par Y y 7 de digréficas
espaciales, la que de igual manera esta contenida evidentemente en

XapY.

Asi mismo, para las digraficas espaciales Y, 7 y 7 tales que

f e 7@5D7
g € 7@SDZ

donde f = (u,v) y g = (w, z) con

u Ay — Ay
v Vg — Ve
w Ay — Ay
z Vg — V3

se tiene que go f = (wowu, zow) es igual en Y@SD7 que en ?@D7.

Por tltimo, para una digrafica X la identidad Iy = (Ida, Idx) en
Y@SDY es la misma que la identidad en ?@D?.

Entonces ? es méas que una digrafica espacial, es una digréafica topoldgica
donde A = I@X € Top debido a la topologia compacto-abierta (definicién

1.11), y por lo que ? A — VX% es una funcién de espacios topologicos.
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FiGura 1

Definicién 2.3. Sea A € Obj(D) y X e Obj(SD). Un A — gesto en
un espacio topoldgico X es un morfismo de digraficas 6 : A — X.

En este caso a A le llamaremos el esqueleto del gesto, mientras que al
espacio X serd llamado su espacio, y la configuracion de la curva definida en
X definida por § se llamard el cuerpo del gesto. (Véase la figura 1, basada
en [MC], p.268.)

Definicién 2.4. Consideremos 6 : A — ? yv:I'— 7 dos gestos,
un gorﬁsmo de gestos f : § — y consiste de f una pareja de _r)norﬁsmos
(f, h) donde f: A — I morfismo de digraficas, tal que existe h : X —

morfismo de digraficas no necesariamente continuo, con el cual el siguiente
diagrama conmuta:

1

A ——

|

Asi mismo podemos dar el morfismo identidad para cada gesto el cual se
describirda un poco mas adelante.

X
E
.Y
.
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Notemos que para los gestos

o A—)?
v o F—>7
K K—>?

~ ~ —
yf:0— vy g:v— k morfismos de gestos tales que f = (f, h)y

G=1(9,7) con
f A—T
WX Y
g ' - K
7Y =7

el siguiente diagrama conmuta:

LN °

L

T>Z
J

—_

< ’1

A
|
X

- —
esdecir,§Of=(gOf,7>o h)

=

f
—
h

A continuacién definimos la categoria de gestos.

Definicién 2.5. La categoria de gestos G consiste de:

ﬁ
1. Obj(G) = {6 : A — X|A € Obj(D), X € Obj(SD) y & es un
morfismo de digraficas}.
La coleccion de objetos de G.

2. G(4,7) ié@gv = {fv b — 7\}7: (f, ﬁ)) morfismo de gestos con

vo f= hod}.
La coleccién de morfismos para cada par de gestos 6 y 7 en
0Obj(G).

3. La composicién de morfismos de gestos de f € 0Qgy, g € YQgu
con J, v y v gestos, ya fue mencionada anteriormente.
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Sélo falta demostrar que este conjunto de morfismos y la composicion
estan sujetos a los axiomas correspondientes para poder dar por hecho que

ésta efectivamente es una categoria.

Consideremos los gestos

A — Y
r — 7

K — 7
T — I?/,

N F 2 o>

y los morfismos de gestos

tales que

con
A —T

X -V

' — K

Y 7
K—T
7 -—W.

Sle =l

~| =~

i. Cada f € 0Qg~ tiene un tnico dominio ¢ y un tnico codominio =y
debido a la definicién de morfismo de gestos.

ii. Para todo objeto ¢ existe el morfismo 1; = (14, 15) en 6@Qgd, con 1
y 15 las identidades ya mencionadas para la categoria de digréficas,

tales que para todo morfismo fE 0Qg7y se tiene
~ ~ % — >
1’yof:(1F717)Of:<1fal7)o(f7 h):(lfofal?o h‘):<f7 h)

y
Jols=(f.H)ols=(f, h)o(lalg)=(fola holy)=(f B) =]

f
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f J k
iii. Dados los morfismos & — v L5 k = 7, entonces

Fo@ol) = (b 1)olgef.ToR)=(kolgo). T o(F oh)
= ((kog)of.(ToF)oH)=(kog,ToF)o(f )
= (Fog)f

puesto que f,g,k, h, 7 y [ son morfismos de digraficas, en las
cuales como habiamos visto, se cumplia la asociacién en la compo-
sicion.

Por lo anterior G es, efectivamente, una categoria.

Notemos que existe la proyeccion de la categoria G de gestos hacia la
categoria D de digraficas.

p: G — D
ALY A

Ejemplo 2.6. El gesto de un dedo de la mano de un pianista.

El gesto representa el movimiento del dedo bajando la tecla de un piano,
manteniéndose sobre la tecla de piano la duracion de la nota y regresando a
su posicién para estar listo para el siguiente movimiento.

Asi definimos la digréfica I como Ay = {b,m, s| b es la accién de bajar
el dedo al teclado, m es mantenerlo sobre el teclado, s subir el dedo del
teclado} y los vértices van a depender de cémo, cudnto y qué nota se toque.

b m s
H:o—>o—>o—>o.

El espacio de este gesto se llama FEspacioDedo el cual es de dimensiéon
tres, donde la primera dimension es la altura sobre el teclado (posicién y
direccién positiva hacia el piano), la segunda es el tiempo y la tercera para-
metriza la altura o “nota” tocada.

—
Entonces el gesto de un dedo 7 : I — EspacioDedo es un diagrama de
curvas como se muestra en la figura 2 (adaptada de [MIC], p.268.).



22 2. CATEGORIA DE DIGRAFICAS Y GESTOS

nota
' =
» =
| — =
s =
. =
M =
m =

posicion

EFspacioDedo

. b 4

-
tiempo

FIGURA 2

Asi, si consideramos a los gestos de cierto tipo como puntos en un es-
pacio, podriamos estudiar gestos dentro de un Espacio — gesto, los cuales
llamaremos hipergestos.

Para definirlos, primero necesitamos saber como hacer que el conjunto

de gestos AQp X sea un espacio topoldgico, lo cual demostraremos a conti-
nuacion.

Consideremos el caso particular A =1 lo cual significa que podemos con-

siderar el espacio topolégico 1 @p X = [@Qy,, X con la topologia compacto-
abierta ya mencionada.

Proposicién 2.7. Sea A una digrdfica, entonces A es el limite directo
de cierto sistema directo.

DEMOSTRACION. Usando el ejemplo 1.26, sabemos que Aa es un con-
junto preordenado bajo la relacion =, donde a esta relacionado con b si y
s6lo si a = b.

Ahora con (Aa, =) podemos dar el sistema directo {(Ay)acan, (Pab)a=b )
donde A, := 1,— (t(a), h(a)) para toda a € Ax Y (Qap : Do —> Ap)a=p €8
una familia de isomorfismos de digraficas tales que

Pab = (@ab: ]d)
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donde P, :T,—>Ts vy el siguiente diagrama conmuta:

A

To — (t(a), h(a))

o |1

5 (1(0), h(0).

Es facil ver que lo siguiente se cumple:

1. o = Id, = (Id:,, Id).
2. Sia=b=centonces Yo = Ppc © Pab = (Ppe © Paps 1) = (P e, 1d)
ya que @bc ° @ab = @ac'

Consideremos que para cada a € Aa, T, : Ay —> A es un morfismo
en la categoria de digraficas definido como 7, = i, donde 7 es la funcién
inclusién de A, en A.

Veamos entonces que si a = b, entonces 7,0 @, = T, ya que precisamente
Tbogpab:Tbogpaa:Taolda:Ta-

Supongamos ahora que existe I' una digréfica y una familia (f, : A, —
[M)aca, de morfismos en D que satisfacen:

fbogbab = fa‘

Veamos que para cada a = b existe un tinico morfismo ¢ : A — I'; tal
que hace al siguiente diagrama conmutar:

Consideremos a ¢ = f tal que f|a, = f. para cada a € A. Entonces

(¢ © Ta)(Aa) = ¢(Ta(Aa)> - d)(Aa) - fa(Aa)'
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Por lo tanto A = lim A,. ¢
it
a€EAA

Intuitivamente lo que acabamos de demostrar es el hecho de que cada
digrafica se puede construir “pegéandole” cada una de sus flechas por sepa-
rado, ya que cada flecha con sus respectivos vértices puede considerarse en
si como una digrafica sola.

Por lo tanto, el conjunto de gestos A@? es equivalente al conjunto

(lim A,)@X | el cual resulta de un diagrama de espacios topolégicos
a€AA

$ @pX = [QrpepX.

De ahora en adelante denotaremos simplemente con T @Y al conjunto

0 @DY cuando no haya confusiéon con respecto a la categoria en la que
estemos trabajando.

Para el siguiente resultado necesitamos recalcar que debido a las defini-
ciones anteriores denotaremos por _@Qp X al funtor contravariante analogo al
funtor D(_, X) y AQp_ como funtor covariante analogo al funtor D(A, _).

De igual manera necesitaremos algunos resultados de Teoria de Cate-
gorias que relacionan los limites directos e inversos con el funtor contrava-
riante D(_, X') y con el covariante D(A, _).

Para las siguientes propiedades abusaremos de la notacion, ya que al
mencionar que m; € M;, donde M; es una digrafica, nos estaremos refiriendo
a m; = M;|c donde C C Ay, es decir que m; es una restricciéon de la
funcién de incidencia de la digrafica M; a un subconjunto de flechas de
dicha digréfica.

Proposicién 2.8. Si {M;,1;;} es un sistema inverso de digrdficas, en-
tonces existe el isomorfismo

W : D(A,@Mi) — @D(AaMi)

para cada digrdfica A.
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DEMOSTRACION. Primero demostraremos que para el sistema inverso
{M;,;;} el limite inverso existe.

Definimos una hebra como un elemento (m;) € [[ M; tal que m; =
¥;i(m;) donde i = j, y definimos también L como el conjunto de todas las
hebras. Es facil ver que L es un subespacio topolégico de [[ M;. Si p; es la
proyeccion del producto directo de M;, definimos «; : L — M, la restriccion
pi| L. Es claro que ¢j; o a; = a; cuando i < j.

Consideremos X una digrafica, y las funciones dadas f; : X — M, tales
que satisfacen 1;; o f; = f; para todo ¢ < j. Definimos v : X — [[ M; por

v(z) = (fi(z))

Entonces el hecho de que la imagen de v esté contenida en L se sigue de
que ¥ o f; = f; para todo ¢ = j. También, v hace al diagrama del limite
inverso conmutar ya que a; ov : x — (f; (x)) — f; (). Finalmente, v es el
unico morfismo X — L que hace al diagrama conmutar para todo ¢ < j.
Sip: X — L, entonces ¢ () = (m;) y a; o p(x) = m;. Entonces, si ¢
satisficiera a; o ¢ (x) = f; (x) para toda ¢ y toda x, entonces m; = f; (z),
por lo que ¢ = v.

Concluimos entonces que L = 1&1{1]\/[z

Habiendo demostrado que este limite efectivamente existe, y sobre todo
dando la construccion de éste, prosigamos a demostrar la proposicion, la cual
se sigue de que el limite inverso resuelve un problema de la funcién universal.
Més detalladamente, el funtor D(A, _) lleva el sistema inverso {M;,¢;;} en
el sistema inverso {D(A, M;), ¥ji}, donde ;. : D(A, M;) — D(A, M;)
esta definida mediante

J = jiof.

Consideremos el siguiente diagrama:

Qg

Asumamos ahora que la construccién de @D(A, M;) es andloga a la que

acabamos de hacer con limM;, entonces sus elementos son hebras (g;) €
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[ID(A, M;) y B; : (9;) — ¢;. Los morfismos «; : @Ml — M son proyec-
ciones (m;) — m; ¥ s son los morfismos inducidos.

Definimos w : D(A, lgle) — @D(A, M;) mediante
fr=(aiof),

donde es facil notar que w (f) es una hebra y que w es un homomorfismo.
El diagrama conmuta para las f € D(A, @MZ), asi que

Biow(f)=pFi((asof)) =aiof=aul(f).

Para ver que w es inyectivo tomamos f, g € D(A, I&nMZ) tal que w (f) =
w(g). Entonces (a; 0 f) = (a0 g) asi que oy o f = «a; o g para toda i. Si
d € A, entonces f (d) = (m;). Por lo tanto, a; o f (d) = m; = «; 0 g(d), por
lo que f =g.

Falta ver solamente que w es suprayectiva, para esto tomamos g = (g;) €
@D(A, M;). Ya que (g;) es una hebra, el tridngulo del lado derecho del
siguiente diagrama conmuta:

'y

i M e P A
K ﬂiﬂ
M;
a; Bog
/’wji

Recordando la definicién de limite inverso, sabemos que existe ¢’ : A —>
@Mi tal que a; 0 ¢’ = g; para toda i. Es decir g = (g;) = (a0 49") =w (¢),
por lo que w es suprayectiva. ¢

Similarmente tenemos

Proposicién 2.9. Si {M;,;;} es un sistema directo de digrdficas, en-
tonces existe el isomorfismo
0 : D(limM,, X ) — lmD(M,, X)

para cada digrdfica 7
Es decir, (@Mi)@X = D(@Mi,X) = @D(Mi,X) & @(Ml@X)
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DEMOSTRACION. Recordemos el ejemplo 1.22, en donde demostramos el
hecho de que el funtor D(_, Y) es contravariante. Por lo que {D(M;, ?), Vij«}

es un sistema inverso donde v;;, : D(M;, X ) — D(M;, X) esta definida
mediante

= oy

Consideremos el siguiente diagrama:.

Como en la proposicién anterior la construccion de l&nD(Ml,Y) es

anéloga, entonces sus elementos son hebras (g;) € [[ D(M;, Y) v Gi:(gi) —
g;. Los morfismos «; : M; — hﬂMZ son los encajes en el diagrama de hﬂ]\/[l

V ;s los morfismos inducidos.

Ahora definimos el morfismo 6 : D(hﬂM,,?) — @D(MZ,Y) me-
diante
Es fécil notar que 6 (f) es una hebra y que 6 es un homomorfismo, ya que

foa =i(f oa).
El diagrama conmuta para las [ € D(h’gMi, ?), asi que

Biol(f) =0 ((foa)) = foa; =au(f).

Para ver que 6 es inyectivo tomamos f, g € D(h’gMi, ?) tal que 0 (f) =
0(g). Entonces (f o ;) = (g o «), asi que foq; = go a; para toda i. Si
m € limM;, entonces f(m) = z. Por lo tanto, f o a;(m;) = f(m) =z =
g(m) = g o a;(m;) para toda m; € M; por lo que f = g.

Falta ver solamente que 6 es suprayectiva, para esto tomamos g = (g;) €

@D(Mi )?), ya que (g;) es una hebra, el tridngulo del lado derecho del
siguiente diagrama conmuta:



28 2. CATEGORIA DE DIGRAFICAS Y GESTOS

Recordando la definiciéon de limite directo, sabemos que existe
g MmM; — X

tal que g o o; = g; para toda i. Es decir g = (¢;) = (g, o ;) =0 (¢’), por lo
que 0 es suprayectiva. ¢

Recordemos que A@? >~ (1lim Aa)@? y gracias a las proposiciones
a€EAA

anteriores ( lim Aa)@? = lim (AQ@Y), donde cada AQ@X2 es un espacio
% %
a€EAA a€AA

topoldgico como ya habiamos observado anteriormente. Definimos entonces

la topologia de A@Y como la topologia limite del di_a)grama (definicion 1.34).
Al espacio con esta topologia lo denotamos por A@ X.

Para la siguientes proposiciones haremos abuso de la notacion al denotar
con T, a la digrafica A, ya definida anteriormente.

Proposicién 2.10. Sean AT digrdficas, y {(Ti)icar (Vij)i<i} v
{(Te)ecan, (Ved)e=a} sistemas directos de digrdficas, entonces existe el iso-
morfismo

0+ Jim (Jim( 1 O(t, @X))) = lim (Jm( 1, (f, @X)))

beEAA a€EAD a€EAr bEAA

DEMOSTRACION. Por lo visto en la proposicién 2.9 sabemos que al apli-
car al sistema directo {(1;)icar (¢ij)i<;} €l funtor contravariante (-QX), en-
tonces {(1,@X), 1.} es un sistema inverso, de igual forma, a éste ltimo
podemos aplicarle el funtor covariante (1, @_) con b € Aa. De esta forma
se obtiene el sistema inverso {(1, @(1,@X)), ¢} } para cada b € Aa, cuyo
limite inverso serd {(lLim( 1, @(1; @.X))), (B%)icap}-

i€EADP
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De manera similar al sistema directo {(1¢)cean, (Ved)e<a} aplicamos el
funtor contravariante (_Q(1, @X)), con lo cual obtenemos el sistema inverso
{(T. Q(1,QX)), 5.} para cada a € Ar, cuyo limite inverso serd

{(Hn( Tc @(Ta @X)))’ (ag)CEAA}'

cEAA

Ahora consideremos {@ (gn( Ty Q(1, QX)) (a)pean b €l limite in-

beEAA a€EAr

verso del sistema inverso {(I&H( Te Q(T, Q@X)))ecan, (?dc)dtc} y el limite

CIEAF

inverso { Jm (I&H( T Q(1; @X))), (5;)icar t del sistema inverso

a€Ar beAA

{(m( 5 @1 @X)))icars (¥ 1)mi}-

beEAA

Por lo que todos los triangulos del siguiente diagrama conmutan:

lim (Jim( 1, @(T, 6X)))

bEAA a€ADP o
d
(074

@V(Ta @X)) 'e?dc_ ILH( Ta @ Ta @X

a€Ar
/ By
a(t; @x)) a(t,; @x)) (14 O(f; QX)) —sf—

lim( 4, @(f; @X)) ~7,— lim( 1, Q(f; X))

beEAA beAA

Tﬁi /
lim (Hm( 1, Q(f, @X))).

a€EAr beEAA
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Notemos ahora que 9%; o (af o 3;) = (ol o ;) por lo que existe un tinico
morfismo
(bc : l&n (1&11( Tb @(Ta @X))) — lgl( Tc @(Ta @X>>
a€Ar bEAA a€Ar
tal que hace al diagrama del limite inverso conmutar.

d

De igual forma f; o (o, 0 B;) = (a0 B) por lo que existe un tnico

morfismo
6a: lim (Jim( T, @1, @X))) — lim( 14 Q(f, @X))
a€Ar bEAA acAr

tal que hace al diagrama del limite inverso conmutar.

Obteniendo asi el siguiente diagrama conmutativo:

lim (lim( 1, @(f, @X)))

beAA a€EAD Py
d
acj

@( Te @(Ta @X)) ~ P l&n( Ta @<Ta @X)>

a€Ar a€Ar
]qsc /
lim (lim( 1, @(1, @X)))
Jim (}im

(IEAF bEAA

donde 1 4. 0 ¢pg = ¢, por lo cual existe un tinico morfismo

0 lim (i 1, Q(f, €X))) — lim (fan( 1, Q(f, ©X)))

a€Ar bEAA bEAA a€ATD

De manera analoga obtenemos que existe un tinico morfismo

7 lim (lm( , @(f, @X))) — lim (lm( 1, @(f, @X))).

bEAA a€Ar a€EAr bEAA

Debido a que 6 y n son morfismos tnicos, entonces

9o lim (lim( 1 O(f, @X))) — lim (lan( 1, O(f, 0.X)

a€Ar beAa a€EAr bEAA

no0: Jim (Jim( 1, Q(f, @X))) — lim (Jim( F, Q(f, QX))

beEAA a€Ap beAA a€Ar
también son tdnicos, pero a su vez sabemos que existen los morfismos iden-
tidad para cada uno de estos limites inverso, por lo cual cada una de estas
composiciones deben ser justamente dichas identidades. Por lo tanto 6 y n
son isomorfismos. ¢
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De esta forma podriamos repetir la construccion de un gesto, ahora consi-
derando al espacio topologico A @ X, construyendg> a31_1>1n espacio topologico
de hipergestos ['@A @ X, hiperhipergestos A @ r@aA@X, etc.

Recordando la definicién 1.12 notemos que en particular T @ T @X es

isomorfo a I 2@X el conjunto de homotopias en X, es decir que los hiper-
gestos generalizan homotopias entre curvas continuas.

Proposiciéon 2.11. Si ', A son digrdficas y X es un espacio topolédgico,
entonces se tiene el homeomorfismo canonico

rGAGX ~ AGIGX

DEMOSTRACION. Esta prueba resulta del hecho que una digrafica es el
limite directo de sus ﬂechas Por un lado tenemos que esto implica que

el espacio de hipergesto PG@AGX es el limite (mI',)@(AQ@X), pero en

aeAr‘
particular podemos decir (I'y)aeapr = (Ta)acar-
Entonces
— = —
[@A@X = (lim 1,)Q(AQX).

aEAr

Adn maés, por ser ((Q(A@X)) un funtor contravariante que convierte
limites directos en limites inversos se tiene que

(lim, ) (ATX) = lim( 1, QATX)).

aEAr

Continuando de manera analoga se tiene que

%
lim( 1, @AQ X)) = lim( 1, @(lim A,@X)) = lim( 1, Q(lim 1, @QX)).
a€Ar a€Ar beAa a€AD bEAA
Por ser (_L@X) un funtor contravariante que convierte limites directos en
limites inversos se tiene que

lim( 1, Q(lim, 1, QX)) = hm( Te Q(lim (T, QX)).

QEAF beAA aEA[‘ bGAA
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Luego, como (1, @_) es un funtor covariante que preserva limites inversos,

lim( 1, @ (lim (t, ©X)) = lim( lim (1, O(, @X))) = lim( Jim (, @, GX)).

a€AL bEAA a€ApPEAA aeAFbeAA
Entonces

lim( lim (1, Q(f, Q@X))) = hm( lim (1, @ 1, @QX)).

aEAFbEAA aGAFbeAA

Ademéds, por la propiedad 2.10

lfm( lfm (1, @ 1, @X)) = lim (llm( 1. @1, QX)).

aEAFbEAA bEAA a€ AT

Y considerando que (T, @ 1) = (1, @ 1,) = I? se tiene que

hm( lim (1, @ 1, QX)) = lim (hm( T @1, QX)).

aEAFbEAA beAA aGAF
Luego

Jim (im( 1 @ 1, @X)) = lim (lim( T, Q(1, @X)).
beAn $zin beda fzar

Ahora, por ser (1, @_) un funtor covariante que preserva limites inversos

lim (hm( T @Q(T, @X)) = lm (1 @hm( 1o @QX)).

bEAA lZGAF bGAA CLGAF

Luego, como (L@QX) es un funtor contravariante que convierte limites
directos en limites inversos,

Am (T @hm( 1. @X)) = lim( 1, @Q(lim 1, @X)).

beAn ScAr bEAA a€ AL
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Por dltimo, como (\@(I'@ X)) es un funtor contravariante que convierte
limites directos en limites inversos, se tiene que

lim( 1, @(1fm 1, @X)) 2 lfm (1, @(ImI,@X)) = lim (1, QTG X))

beAn acAr bEAA ac i beAn
— — = — =
=~ (lImAQTaX)) = (AQ(lMaX)) = AQl'aX.
beAa
— = — =
Por lo tanto T@AQX 2 AQT'Q@X. ¢

_>
Notemos que esto es posible debido i que podemos considerar a 'Q(A @ X)
como un conjunto de gestos ya que A@ X es un espacio topoldgico.

Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 2.12. Recordemos el gesto de un pianista (ejemplo 2.6). Es-
te gesto puede ser pensado como la construccién de otros gestos, recalcando
ademas que un hipergesto es construido de un sistema de homotopias el cual
tiene como vértices precisamente otros gestos, esta vez tomaremos el hiper-
gesto n :T— EspacioDedo. Esto significa que tenemos una curva continua
de gestos de un dedo 7(t),t € I, del gesto inicial del dedo 7n(0) al gesto final
del dedo n(1).

Ejemplo 2.13. Consideremos los compases 31-34 de la sonata Hammer-
klavier, op. 106/Allegro del compositor Ludwig van Beethoven.

LN

Ficura 3. (Tomada de [Mazzola 2009], p.50.)
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En la figura 3 tenemos la parte que es tocada por ambas manos del
pianista, notemos que la mano izquierda (denotada con M; ) crea un eco de
lo que la mano derecha toca (denotada con Mp). Por lo cual nos enfocaremos
en la parte Mp (Figura 4).

= : F ‘:\
el e o
RN e e S S e S
o —P U —P Oy o, —e o — Ay,
B, > B,
¥

FI1GurA 4. (Tomada de [Mazzola 2009], p.50.)

En este ejemplo utilizaremos como espacio topoldgico a R? en donde la
primera coordenada sera el valor del tiempo de inicio de la nota, entendiendo
que cada compas es una unidad mas, mientras que la segunda coordenada
sera el valor del tono de la nota, esto en términos de semitonos, donde la
nota Do central serd 0 y cada semitono mas agudo serd una unidad més y
cada semitono méas grave una unidad menos. Asi podemos decir:

t(ay) = (1/4,9) h(ay) = (2/4,5)
t(a2) = (3/4,12) h(cg) = (4/4,5)
t(as) = (5/4,15) h(as) = (6/4,5)
t(O/1> = (7/47 21) h(all) = (8/47 5)
t(ag) = (9/4,24) h(ag) = (10/4,5)
t(Ozg) = (11/4727) h(ag) = (12/4, 5)
t(ay) = (13/4,27) h(ay) = (14/4,5)

Donde t y h son las funciones mencionadas en la definicién 1.1.
Entonces tenemos siete gestos de intervalos descendentes
o roor @R2
1, 2, (3, Oy, Qg Olg, QUy ET

Ahora denotemos con 1" la digréafica que consiste de n+ 1 vértices, y la cual
tiene una flecha del vértice ¢ al vértice ¢ + 1 para todo 7 = 0,1,...,n — 1
Asi tenemos 3 €16 @ 0 @]RQ, un hipergesto que transforma a; en as, s
en as, etc, y a4 en ay. Pero a este hipergesto podemos restringirlo en dos
hipergestos més “pequefios”, 31, f2 €12 @ T @R? los cuales tendrdn sus
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vértices en aq, s, as, y of, ab, af respectivamente, los cuales a su vez son
vértices de un hipergesto v €1 @ 12 @ T @R2. Lo que hace este tultimo es
transformar (3; en (5, donde f3; estd construido por las tres notas f’s en la
parte grave de cada intervalo trasladdndolas a las correspondientes f’s en
Ba, el subgesto de 1 conecta a las notas a,c, f las cuales son desplazadas
una octava arriba y en tiempo a las correspondientes notas octavadas a, ¢, f
y tiempo de (5. Por otro lado, recordando que M; es precisamente un eco
de Mp, entonces el hipergesto de éste serd construido analogamente, por lo
que tenemos 7' €1 @ 12 @ 1 QR2.

Poniendo todo junto, incluyendo el eco, se obtiene un hipergesto v+ €1
@ 1 @12 @ 1 QR?, el cual representa este pequeiio fragmento de la sonata
Hammerklavier, op. 106/Allegro de Ludwig van Beethoven.



Capitulo 3

Categorias topoldgicas y el Teorema de Escher

Veremos ahora que la proposiciéon 2.11 puede aplicarse a un concepto un
poco mas abstracto que el de espacio topoldgico. Para esto daremos una
segunda definicion de categoria para asi poder definir otros conceptos.

Definicién 3.1. Una categoria C siempre cuenta con un par de con-
juntos, uno de objetos Obj(C) y otro de morfismos A, asi como de dos
operaciones que relacionan una con otra. Estas operaciones se definen co-
mo d, ¢ : A — Obj(C) (d para dominio y ¢ para codominio) tales que
f:d(f) — c(f) para todo morfismo f de la categoria.

Ademas de estas operaciones hay dos mas:

e Identidad:
id : Obj(C) — A

— idg

la cual asigna a a un morfismo llamado identidad denotado con
id, = 1, : a —> a, para cada objeto de C.
e Composicion:

0:AXx, A— A

<g,f> = 9f

con Ax, A={<g f>l|g,f€Aydlg) = c(f)}yque a cada
< f,g >€ A x, A le asigna un morfismo gf llamado composicién,

con gf :d(f) — c(g).
Estas operaciones estan sujetas a dos axiomas:

1. Asociatividad: para los morfismos f, g y k tales que d(g) = ¢(f) y

d(k) = c(g) (a SN/ A PILIN j con a,b,ey j en Obj(C) ) se
tiene

k(gf) = (kg)f

2. Ley Unitaria: para todas los morfismos f:a — by g: b — e la
composicion con la identidad 1, da 1,f = f y gl, = g.

37
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Recordando la definicién de categoria 1.14 es necesario aclarar ciertos
puntos que podrian llegar a contraponerse con nuestra definicién anterior.
Uno de los objetivos principales de la teoria de categorias es la discusion
de propiedades sobre una totalidad de objetos matematicos; por ejemplo,
el conjunto formado por todos los grupos o bien el conjunto formado por
todos los homomorfismos de grupos. Dado que un grupo no es mas que un
conjunto en si con cierta estructura adicional, la afirmacién anterior pro-
pone el estudio de un conjunto formado por todos los conjuntos con cierta
estructura estipulada de antemano. En un lenguaje mas formal, estamos in-
vocando aqui un principio de comprensién: si tenemos una propiedad ¢(x)
aplicable a cualquier conjunto z, entonces podemos formar el conjunto {x
| o(z) } de todos los conjuntos que satisfacen esta propiedad; sin embar-
go, este grado de generalidad en el principio de comprensién nos conduciria
irremediablemente a la consabida paradoja de Russell.

Por esta razén, en la llamada “teoria intuitiva de conjuntos”donde se
tiene la relacion de pertenencia usual €, lo que se hace es restringir la apli-
cacion del principio de comprension: dados dos conjuntos, u, v, podemos
obtener el conjunto {u,v} , asi como la pareja ordenada (u,v), un conjunto
infinito (el conjunto w = {0, 1,2, ...} de todos los ordinales finitos), asi como
el producto cartesiano u X v, el conjunto potencia p(u), asi como la unién
de un conjunto x de conjuntos:

Uz ={yly € 2,z € x}.

Finalmente, uno permite el principio de comprension para elementos del con-
gunto u : {x|z € u,p(x)} ; es decir, aquellos elementos de un conjunto dado
de antemano que ademas satisfacen la propiedad ¢, forman un conjunto.

A la préactica anterior suele anadirsele la ezistencia de un universo o
marco de referencia U. Sin entrar en demasiados detalles, éste es un conjunto
en el cual podemos llevar a cabo las operaciones usuales de la teoria de
conjuntos aplicadas a los elementos de U —que son a su vez conjuntos—, y
obtendremos elementos de U.

Asi, por ejemplo, si tenemos un universo U, fijo, diremos que u € U es un
conjunto pequeno, de modo que podriamos considerar a U como el conjun-
to de todos los conjuntos pequenos. Analogamente dirfamos que una funcién
f :u — v es pequena si u y v son conjuntos pequenos. Lo anterior implica
que f misma puede considerarse como un conjunto pequeno —considerarla
como la terna ordenada (u, Gy, v), donde Gy C ux v es la graficade f —, de
modo que el principio de comprension limitado, anteriormente descrito, nos
permitiria la construccién del conjunto A, cuyos elementos son las funciones
pequenas y que, por lo anterior, son elementos de U. Podemos definir ahora
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la categoria C'on como aquella cuyos objetos son los elementos del conjunto
U y cuyas flechas o morfismos son los elementos de A.

De este modo podemos definir también qué entendemos por una cate-
goria pequena: es aquélla cuyos objetos y cuyos morfismos son conjuntos
pequenos; sin embargo, nétese que Con no es una categoria pequena
ya el conjunto de sus objetos U, no es pequeno (de lo contrario tendriamos
una expresion como U € U y el “axioma de regularidad” que acompana a un
universo prohibe precisamente este tipo de expresiones).

Podemos utilizar “clases” ademés de conjuntos: una clase C' es cualquier
subconjunto C' C U, donde U es el universo. Dado que = € u € U implica
que z € U, se tiene que cada elemento de U es también un subconjunto
de U y, por lo tanto, que cada conjunto pequeno es también una clase; sin
embargo, algunas clases no son conjuntos pequenos —como el universo U
por ejemplo—; a éstas se les conoce como clases propias, y podemos definir
en este contexto lo que significa una categoria grande: es aquélla en la cual
tanto los objetos como los morfismos son clases (propias o no). Por ejemplo,
la categoria de conjuntos pequenios o C'on es grande, al igual que aquélla de
grupos pequenos Grp.

Desafortunadamente, lo anterior podria rebasarse facilmente si conside-
ramos, por ejemplo, la categoria Cls cuyos objetos son todas las clases y
cuyos morfismos son funciones entre éstas. La “coleccion”de objetos en este
caso no serfa una clase (aun cuando fijasemos una clase, U, como “universo”)
y habria que denominarla con algin otro apelativo que designe un nivel de
estructura “mayor”. Es por esta razén, que algunos autores prefieren traba-
jar con un enfoque de teoria de clases y otros se apegan a los conjuntos; sin
embargo, lo que acaban haciendo ambas partes resulta ser analogo y por esto
nuestra inclinacién a utilizar nuestras dos definiciones como intercambiables
(definicién 1. 9 y 3. 1), sin embargo, tedricamente, el apéndice escrito por
Nicolas Bourbaki al SGA 4, nos garantiza que si aceptamos la existencia de
un cardinal inaccesible k, entonces existe un modelo de Zermelo-Fraenkel en
el cual, sin importar en qué nivel de estructura estemos trabajando (con con-
juntos, clases, conglomerados, etc. ), podemos hacerlo como si estuviésemos
en el contexto de un universo U que es un conjunto y usaramos el enfoque
con el que abrimos esta seccion. Otra alternativa, seria utilizar la Teoria de
Topos de Grothendieck y conjuntos “locales”, pero esto escapa a los alcances
del presente trabajo.

Proposicién 3.2. Las definiciones 1.14 y 3. 1 son equivalentes.

DEMOSTRACION. Suponiendo la definicién 1.14, veamos que una cate-
goria C cumple con lo descrito en la definicién 3.1:
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El conjunto de objetos, denotado con Obj(C). Resultado de la nota
anterior.
Un conjunto de morfismos C(a, b) para cada par (a,b) de objetos,

consideremos entonces U  C(a,b) el conjunto de morfismos que
a,be0bj(C)

sera nuestro conjunto A.

Con este conjunto definido podemos dar las funciones de dominio
y codominio definidas como las siguientes:

Sea f € A siy solosi f € C(a,b) para algunos a,b € Obj(C)
definiendo d(f) = a, ¢(f) = b. Ademés el axioma (I) de la defini-
ciéon 1.14 se cumple si y sélo si cada f tiene un unico dominio y
codominio, lo cual se cumple si y sélo si d y ¢ estan bien definidas.
La composiciéon C(a,b) x C(b,e) — C(a, e) denotada con

(f,9)— gf

para cada tripleta ordenada a,b y e de objetos.
Notemos que esto es equivalente a definir

o AX, A— A

<g.f> = 9f

donde gf : d(f) — c(g) ya que gf € C(a,e) y ademas C(a,b) x
C(b,e) C A X, A para cada tripleta de objetos a,b y e, ya que
f € C(a,b) y g € C(b,e) implica que d(g) = c(f), es decir <
g9, >€ A X, A.

Ademas sabemos que estos conjuntos y la composicién deben cumplir los

40
1.
2.
3.
axiomas:

11.

iii.

Para todo objeto a existe un morfismo en C(a,a) denotado gene-
ralmente con 1, tal que para todo morfismo f € C(a,b), f = 1,f y
[ =/l
Lo cual pasa si y sélo si la siguiente funcion esta bien definida:
id : Obj(C) — A
a — idg
la cual asigna a a un morfismo llamado identidad denotado con
id, = 1, : a —> a, para cada objeto de C.
la cual cumple ademés que para todos los morfismos f € C(a,b) y
g € C(b, e) se tiene que la composicién con la identidad 1, dal, f = f
y gl = g, es decir la ley unitaria.

La composicién es asociativa. Dados los morfismos a EENY AN
e s j, entonces h(gf) = (hg)f.
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Lo que es equivalente a decir que para los morfismos f,g v h
tales que d(g) = c(f) y d(h) = ¢(g) se tiene

Myf) = (hg)f

cumpliéndose el axioma de asociatividad.

Con lo anterior sélo falta demostrar con la definicién 3. 1 el conjunto A
de morfismos y las funciones ¢ y d definen los conjuntos C(a,b) para cada

a,b € Obj(C).

Sea A el conjunto de morfismos de la categoria C, definimos C(a,b) =
{f € Ald(f) = a,c(f) = b con a,b € Obj(C)}, el cual es subconjunto del
conjunto de morfismos A, por lo cual es un conjunto de morfismos para el
par (a,b) el cual tiene como dominio a a y como codominio a b. ¢

Definicién 3.3. Sea K una categoria tal que su conjunto de morfismos es
un espacio topolégico, en la cual tanto las funciones de dominio y codominio
como la composicion de morfismos son continuas. Entonces se dice que K es
una categoria topoldgica.

Ejemplo 3.4. La categoria simplejo V asociada al intervalo unitario /.

En esta categorfa su conjunto de morfismos es V = {(z,y)|r,y € [ y x <
y} y las funciones de dominio y codominio d(z,y) = (z,x), c(z,y) = (v, v),
en este caso la composicién entre morfismos es la obvia, (x,y)o(y, 2) = (z, 2)
y la topologia sobre V es la topologia relativa heredada del producto I x I C
R x R.

Veremos ahora mas detalles de estas categorias topologicas.

Definicién 3.5. Sean K, L dos categorias topoldgicas. Un funtor to-
polégico F': K — L es un funtor que a su vez es una funcién continua
entre conjuntos de morfismos.

Esto define la categoria TopCat de categorias topoldgicas cuyos objetos
son categorias topoldgicas y que tiene por morfismos los funtores topoldgicos
entre categorias topolédgicas. Con el fin de distinguir el conjunto de funtores
topologicos F': K — L del conjunto mas grande K Qg, L = Cat(K, L) de
todos los posibles funtores, lo denotaremos con K(©)L = TopCat (K, L).

Considerando lo anterior, si K es una categoria topoldgica, el conjunto
de curvas continuas con valores en K es por definicién el conjunto V(©K.
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Evidentemente si K es un espacio topolégico se tiene VOK = Qg K,
donde IQp,, K es definido como el conjunto Top(/, K) de curvas continuas
c: 1 — K, I— parametrizadas en el espacio topolégico K, la biyeccién
es inducida por la restricciéon de un funtor F' : V — K al encaje candnico
I — V de los objetos en V. Entonces V(©K es el conjunto de objetos de
una categoria también denotada con V(© K, donde los morfismos entre dos
curvas f,g : V — K seran las transformaciones naturales v : f — g,
lo que significa que las funciones definidas v : I — K son continuas y
que satisfacen los cuadros conmutativos definidos por las transformaciones
naturales (definicién 1.23).

Ejemplo 3.6. Sea V la categoria simplejo ya definida y K una categoria.
El conjunto V(©) K puede ser forzado para que sea una categoria topoldgica
aunque K no lo sea.

Tomemos C' cualquier conjunto de funtores tal que C' C VQK, y la
topologia mas fina sobre K tal que todos los funtores de C' sean continuos.
Para esta construccién escribiremos V(© K para indicar que K es ahora
una categoria topoldgica via C, y que éste es el conjunto de todas las curvas
continuas con respecto a esta topologia.

Con el fin de obtener el concepto de gesto (definicion 2. 3) en cate-
gorias topoldgicas, necesitamos imitar la construccion de digréficas espa-
ciales (definicién 2. 2). Para esto consideraremos dos funtores continuos,
cola y cabeza t,h : VOK — K que definiremos a continuacion. Sea
v : f — ¢ una transformacion natural entre f,g : Vv — K, entonces

t(v) =v(0) : f(0) — g(0) y h(v) = v(1) : f(1) — g(1).

Llamaremos a este diagrama de categorias topoldgicas y funtores conti-

nuos una digrafica categorica de K. Observemos que si no tomamos
en cuenta que K es una categoria y nos limitamos a los objetos de esta
construccién podemos verla simplemente como una digréfica espacial de K.
Mas atn si ' es una digrafica, entonces el conjunto de morfismos I'Qp K es
el conjunto de morfismos de digréficas dentro de la digrafica espacial sub-
yacente K. En otras palabras, cada morfismo asigna un objeto de K para
cada vértice de I', y una curva continua (un funtor topolégico) V.— K a
cada flecha de T'. Por lo que llamaremos un gesto con esqueleto en I' y

cuerpo K a los morfismos de digréaficas g : I' — K.

Ya construido el conjunto F@Dﬁ2 de gestos con esqueleto en I' y cuerpo
en una categoria topoldgica, notemos que para el caso especial donde la
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digrafica espacial I' es s6lo una flecha con dos vértices diferentes, tenemos

entonces que T Qp K = V(©K es la categoria topoldgica de curvas continuas
c:V — K, con la ya mencionada topologia compacto-abierta.

Proposicién 3.7. Sea F@Eé el conjunto de gestos con esqueleto en I' y

cuerpo K, con K una categoria topologica. Entonces TQK es una categoria
topoldgica.

DEMOSTRACION. Recordando la proposicién 2.7, I' = lim I', v en par-
a€Ar
ticular podemos decir (I'y)acar = (Ta)acar-

Por otro lado, sabemos que 1 @I_(> >~ V(@K € TopCat.
Asi
TaK = (ImT,)0k 2 (lim 1,)0K 2 lim (1, @K),

a€Ar a€Ar a€AA

Puesto que cada 1, @I_(> >~ V(@K es una categoria topoldgica, entonces

lim (1, @QK) = I'QK es también una categoria topolégica por las propie-
a€AA
dades de limite inverso. ¢

A esta nueva categoria la denotaremos con F@K , la cual da paso a la
nocion de hipergesto construida anteriormente con espacios topolégicos. Por
lo que ahora tenemos el Teorema de Escher para categorias topolégicas de
hipergestos.

Teorema de Escher 3.8. Sean I', A digrdficas y K una categoria to-
poldgica, entonces se tiene el isomorfismo candnico de categorias topoldgicas

IGAGK ~ AGrG K.

DEMOSTRACION. Por un lado, tenemos que esto implica que el espacio

—
de hipergesto T@AQ@ K es el limite (1imI'y)@(AQ K'), pero en particular
a€Ar

podemos decir (I'y)aear = (Ta)acAr-

Entonces
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FA@AGK = (lim 1,)0(AGK),

a€EAr

Atln maés, por ser ((Q(A@K)) un funtor contravariante que convierte
limites directos en limites inversos se tiene que

(1im 1,)@(ATK) = lim( 1, Q(ATK)),

%
a€Ar a€Ar

Continuando de manera andloga se tiene que

lim( 1, QAT K)) = Tim( T, @(lim A,@K)) = m( 1, @(lim, 1, QK)).

— — —
a€Arp a€Ap beAA a€Ar beAA

Por ser (LQK) un funtor contravariante que convierte limites directos en
limites inversos se tiene que

Hm( Ta @(H_Hl) Tb @K)) = 1im< Ta @(Hm(Tb @K>>

a€Ar beAa a€Ar bEAA

Luego, como (1, @_) es un funtor covariante que preserva limites inversos,

lim( T, @(Hm (1, @K)) = lim( lm (1, @(1, QK))) = lim( lim (1, @ T, QK)).
acAr  beAa GeApbeAa SCARbEAA

Entonces

lfm( Jm (1, @(, @K))) = lm( lim (1, @ 1, QK)).

:Ze—AFbEAA (EbGAA

Ademas, por la propiedad 2.10

lim( Jim (1, @ T, QK)) = lim (lm( 1, @ 1, QK)).

aeAFbEAA beAa a€Ar

Y considerando que (1, @ 1) = (1, @ 1,) = I? se tiene que
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lm( lim (T, @ 1, @K)) = lim (lim( 1 @ 1, QK)).

aeAFbGAA beAa a€Ar

Luego
Jim (lim( 1, @ 1, @K)) = lim (lfm( 1, @(f, QK)).

beAa Sy beA Gedr

Ahora, por ser (1, @_) un funtor covariante que preserva limites inversos,

<H_m(1im( Tb @(Ta @K)) (Tb @Hm( Ta @K))

beAa a€Ar

=~ lim
%
beAA a€AT

Luego, como (LQK) es un funtor contravariante que convierte limites
directos en limites inversos,

Jlim (1, @lim( 1, @K)) = lim( 1, Q(lim 1, QK)).

beAa a€Ar beAA a€Ar

Por 1ltimo, como ({@(I'@ K)) es un funtor contravariante que convierte
limites directos en limites inversos, se tiene que

lim( 4, @(lim 1, @K)) = lim (1, @(1mD, @K)) = lim (1, QT @ K))

bEAA aE€Ar beAA acAp beAn

~ (mA,Q(IGK)) = (AG(TGK)) = AGT G K.

beEAA

Por lo tanto TGAGK ~ AGT G K. ¢



Apéndice A
Resumen historico de la Teoria de la Interpretacion

Un primer vistazo hacia la historia de la presentacién artistica musical es
suficiente para confirmar la tesis de Reinhard Kopiez acerca de que existen
dos diferentes y no relacionadas maneras de considerar a la presentacion
artistica musical. Por un lado se tiene a la busqueda empirica, tipicamente
representada por Carl Seashore, donde se tratan los aspectos cuantitativos
de la ejecucién (especificando de manera numérica los pardmetros necesarios
para describir la estructura de la presentacién artistica musical).

Por otro lado, esta el acercamiento filoséfico, donde los escritos de Theo-
dor W. Adorno lo representan tipicamente, que trata los aspectos cualita-
tivos, los pensamientos que pudieran expresarse durante la accién artistica,
podria entenderse también como la expresividad de ésta.

La base aparente de la contradiccion de estas posiciones, radica en el
hecho de no poder unir la idea de medidas cuantitativas con pensamientos
cualitativos, pero esto no significa que estas maneras de considerar a la accion
artistica sean contradictorias, sino mas bien desconectadas por una histérica
ausencia de eslabones, la cual logra establecer las relaciones cuantitativas con
cualidades semanticas, y la discusién entre éstas dos nunca se manejo como
un problema cientifico, sino pedagdgico.

1. La Tradicion Filoséfica

En cuanto a la tradicién filosofica, refiriéndonos especificamente a Hermann
Danuser, muestra tres etapas de la historia de la presentacion artistica mu-
sical:

1. Surge del renacimiento hacia finales del siglo XVIII. Se define la
presentacion artistica musical como una estética retorica.

2. Viene de la creacién (independiente ya, de la retérica) del trabajo
autéonomo de Beethoven.

3. Se inaugura con el trabajo de Hugo Riemann Der Ausdruck in der
Musik en 1884, donde la presentacién artistica musical es vista como
el intento de expresion de un texto, éste ya con cierto significado.

47
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La primera parte de esta estética retérica pudo haber sido iniciada por
Nikolaus Listenius, quien paralelo a Vasari en la pintura, comienzan a ver al
ser humano como algo opuesto a la tradicién cristiana y la eternidad divina.
En esta nueva forma de ver las cosas, el artista es visto como un individuo,
resaltando la importancia del humano y la validez de su punto de vista sobre
el universo.

Asi, con el trabajo de Monteverdi se forma un parteaguas en la vision
humanistica, ya que bien la presentacion artistica musical puede ser la expre-
sion personal del artista, como bien puede ser la apropiacién de esa ejecucion
en la audiencia, la pieza puede llega a tocar los sentimientos tanto del eje-
cutante como del ptublico.

La obra en este caso no es un ente propio, sino como una categoria
dentro de los afectos, que se transmite en un marco general de acuerdo a los
5 principios de la retérica clasica.

Inventio (Argumentacion)

Dispositio (Articulacién)

Elocutio (Redaccién y manera de comunicar los pensamientos)
Memoria (Memoria de la ejecucién)

Pronunttio/actio (Ejecucién fisica)

AN

Siendo este ultimo punto el mas importante para orientacién retérica de la
presentacion artistica musical. Y es por la via de los distintos escritos que
se empieza a romper con la idea del instrumento como imitador de la voz, y
comienza a darle importancia y personalidad propia a éste.

Entre los trabajos pedagogicos orientados a esta forma de ver la presen-
tacion artistica musical, encontramos personajes importantes: J. J. Quantz,
C. Ph. Bach, L. Mozart.

En la segunda etapa, la presentacion artistica musical es vista como la
expresion exacta del contenido de una obra (El todo y sus partes). La obra
tiene caracter y autonomia, por lo cual requiere un tratamiento especifico y
asi expresar adecuadamente su contenido.

Esta idea fue la germinacién de la creatividad de Beethoven al oponerse
a los esquemas tradicionales. Aun mas, Hegel distingue entre la locucién
musical y produccion artistica, descubriendo la diferencia entre el momento
de la concepcion y el de la ejecucion de la obra. Esta idea nos remite a la
teoria de Adorno, que concibe a la presentacién artistica musical ideal como
aquella que fuera capaz de reproducir exacto el material de la composicién
como si ésta fuera improvisada.
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A estos tratados teéricos podemos agregar el de Czerny y sobre todo el
de Schilling, el cual va de lo general a lo particular. De acuerdo con Schilling,
estos principios son:

1. Objetividad: Se refiere a la transformacién de una composicién a
una realidad sonora.

2. Idealidad: El rol del ejecutante, identificando y comunicando las
ideas y contenido de la composicion.

3. Totalidad: Capturando la totalidad de las ideas tal y como estan
expresadas en los simbolos de la partitura.

Aunque ahora la teoria es un tema recurrente al hablar de la presenta-
cién artistica musical, aun no son claros los principios de dicha actividad
formativa musical. La tematizacién de dichos principios, y especificamente
aquellos que tratan de la inspeccion analitica de la composicién musical, fue
iniciada por Hugo Riemann, seguido de Heinrich Schenker, para finalizar con
T. W. Adorno en colaboracién de Walter Benjamin.

Riemann define la expresividad de la presentacién artistica musical co-
mo la formacién de pensamientos musicales, el relieve plastico de motivos
y temas, y la transparencia de la construccion entera del trabajo artisti-
co. El define reglas explicitas para formar componentes analiticas como las
melodias y las modulaciones armoénicas. Schenker ve a la presentacién artisti-
ca musical como una expresion de factores analiticos, introduciendo lo que
Adorno llamaria Ejecucién analitica. Finalmente Adorno discute/analiza los
trabajos de la Segunda Escuela Vienesa. Su tesis defiende que la presenta-
cién artistica musical que no derive en la especificacién de las notas de una
composicion es invélida como regla de ejecucién. Sus principios son derivados
de un punto de vista estrictamente analitico, junto con Benjamin, acunan
el concepto de un procedimiento micrologico que penetra en una dimension
infinitamente precisa de la actividad performativa.

Recapitulando la trayectoria de la historia de la Teoria Filoséfica de la
Presentacién Artistica Musical, Danuser define el andlisis interpretativo co-
mo la traduccion de la estructura y forma interna a la puesta en escena,
contrastando asi con la Teoria Retorica, la cual sélo aplica reglas generales,
tales como pronuntiatio, a los trabajos musicales, el andlisis interpretati-
vo reconoce completamente la especificidad de dichos trabajos, y expresar
asi sus contenidos en la puesta en escena, una metodologia que se vuelve
completamente necesaria ante el trabajo ya realizado de Beethoven.
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2. La Tradicion Empirica

En este nuevo contexto, la teoria de la P. A. M. | nos referiremos al trabajo
de Reinhard Kopiez, el cual enfatiza el creciente rol del ejecutante como una
entidad auténoma y como un jugador principal dentro del a creacion y reali-
zacion sonora de la musica, citando el tratado de Franz Liszt De la situation
des artistes en 1835, donde Liszt iguala a compositores, maestros de instru-
mentos e intérpretes como tres variantes de las personalidades artisticas. La
busqueda de la interpretacion empirica histéricamente descrita por Kopiez
trata de principalmente de maquinas que analisizan y /o sintetizan interpre-
taciones musicales para teclado, esto debido a que la tecnologia en dichos
instrumentos es la tnica tradicionalmente accesible a medidas precisas.

Es destacable que la investigacion de la interpretacion empirica se remon-
ta a 1745, con los primeros planos de construccién para medir el movimiento
de las teclas del Cembalo. Luego en 1752 Johan Hohlfeld construyé un pre-
cursor del Piano de Rollo, la Fantasiermaschine, la cual fue presentada ante
la Academia de Ciencias de Berlin en 1753. Usaba ldpices sobre papel y re-
corria 3. 45 m en 6. 5 minutos. Carl Ph. E. Bach probd y aprobd la maquina.
La 1nica muestra fue quemada en la misma academia, pero aun existe un
ejemplo llamado Clavicémbalo construido en 1780 por Jean Joseph Merlin
en Londres.

Mas de un siglo después, en 1895, Alfres Binet y Jules Courtier constru-
yeron una maquina con tubos de aire hecho de caucho, los cuales median
la intensidad de sonido y el ataque con una resolucion de un milisegundo,
pero que no media la afinacién (registraba el tono). Los resultados de estas
mediciones mostraron que al incrementar el tempo las notas son tocadas
mas ligadas y con menor regularidad en su progresion temporal.

En 1932, Carl Seashore creador de los Examenes de Aptitudes Musicales
Sheashore, inventé la Towa Piano Camara, en la Universidad de Iowa. Los
resultados de Seashore sobre la agégica fueron reveladores, la maquina tenia
una resolucién de 10 miliseguntos y podia medir la dindmica relacionada con
las notas en acordes. Estas mediciones demostraron la consistencia agdgica
en diferentes interpretaciones musicales.

Después de la muerte de Seashore en 1949 la investigacién empirica se
detuvo hasta que el equipo de investigacién sueco liderado por Erling Bln-
dal Bengtsson y Alf Gabrielsson comenzaron el proyecto SYVAR en 1974
completados con los estudios de L. Henry Shaffer en 1980. Shaffer cons-
truyé una maquina optoelectronica para un piano de cola, introduciendo los
movimientos de los martillos a una computadora, un precursor del moderno
disklavier. Finalmente en 1983 el formato de sonido MIDI fue introducido y
las grabaciones de las ejecuciones fueron estandarizadas. Aunque desde 1974
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Christoph Wagner ya habia experimentado con diversos aparatos con una
precision de 1 milisegundo.

Ademas de todo este arsenal de aparatos para la medicién de las ejecucio-
nes, se ha construido una importante tradicion desde 1883 con los pianos de
rollo para el andlisis de ejecuciones histéricamente importantes para piano.
Existen rollos de piano grabados por casi todos los pianistas importantes
de finales del siglo XIX e inicios del XX. Sus dindmicas y sincronizacién
no son muy precisas, pero se debe considerarlos més una simulacién que la
ejecucion grabada.

Basada en esta informacion Rosia Seipp pudo demostrar en 1988 que la
agégica es més sistematica que aleatoria (en referencia a la polonesa en La
bemol major de Chopin). Cerca de 1992, Hermann Gottshewski midi6 una
gran cantidad de rollos de piano y encontrado reglas de la agdgica. Desde
1994 existen reproductores MIDI para rollos de piano hechos por Horst Mohr
y también por Zotlan Janosy y Janos Macsai. Sin embargo, la dinamica sigue
siendo dificil de medir con precision en estos rollos.

Un dltimo método de andlisis empirico es el de LPs y CDs. Esto tiene
una larga tradicién y ha forjado la investigacién comparativa interpretativa.
En este rubro, hay algunas investigaciones como la hecha en 1926 por Wil-
helm Heinitz, en la cual se comparé la duracion de diversas ejecuciones de
Meistersinger de Wagner; en 1934, Adalbert Kalix investigé 10 grabaciones
diferentes de El Cazador furtivo de Weber, comparando la ejecucién con la
partitura, para averiguar sobre el Romanticismo musical. Diferentes compo-
siciones, como el Hammerklavier Op.106 de Beethoven han sido analizadas
con LPs. Bruno Repp analiz6 grabaciones usando FF'T para precisar el célcu-
lo de la articulacién. En agosto de 2008, Peter Neubcker publico Melodyne,
un software capaz de transformar material acistico polifénico a un formato
de simbolos de partitura. Esto ha revolucionado y cambiara la investigacion
empirica de la ejecucién (P. A. M.) draméticamente.

Estas dos corrientes, la filosofica y la empirica, de la investigacion de la
ejecucion estuvieron separadas una de la otra hasta 1992, cuando un grupo
de investigacién encabezado por Guerino Mazzola comenzo la investigacion
sobre una teoria de P. A. M. general en el Departamento de Ciencia Compu-
tacional de la Universidad de Ziirich. Ahora, esta teoria ya completa es capaz
de unir la parte musicolégica/filoséfica y la practica/empirica.

Concluyendo con este esquema general, es importante remarcar la es-
tructura gramatical de la teoria de la P. A. M. generada por el aprendizaje
automatizado de la informacién empirica de la P. A. M. No se pretende
creer en la asignacién responsabilidades a la maquina para crear métodos
estadisticos, como redes neuronales, y aprendizaje algoritmico por parte de
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éstas, y asi regir sobre el propio valor del aprendizaje cientifico, porque en-
tonces las maquinas serian las que aprenderian y nosotros no.

Este es un punto de vista ideoldgico y no se pueden seguir métodos que
asignen decisiones a una ignorancia estructurada. Si no se entiende, no se
puede ser asignado a algtin dispositivo de ingenieria. Por ejemplo, con el ela-
borado enfoque de Gerhard Widmer que empieza con un analisis estructural
relativamente detallado de las partituras, que incluye motivos, agrupamien-
tos, etc. Y asi, correlacionar estas estructuras empiricas de la informacién
de la P. A. M., tales como las dindmicas y articulaciones, para asi aplicar el
aprendizaje algoritmico de las maquinas para explorar en otras partituras.
Pero existe una carencia de conclusiones necesarias para la construccion de
esta gramatica sistematica de la presentacién artistica musical.
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