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Introduccion

El algebra C* generada por las proyecciones de Bergman de un dominio multiplemente conexo
G con una frontera suave 0G y por coeficientes continuos a trozos que tienen limites en un
lado en los puntos de la unién finita de curvas que intersecan a dG en puntos distintos fue
investigada en [20]. Una generalizacién de este trabajo a coeficientes continuos a trozos que
admiten mas de dos limites en un lado en los puntos de G fue elaborada en [12]. El 4lgebra
C™* generada por la proyeccién arménica de Bergman sobre el disco unitario, por operadores
de multiplicaciéon por funciones constantes a trozos, y por todos los operadores compactos
fue estudiada en [13]. Las dlgebras C* generadas por las proyecciones de Bergman y anti-
Bergman (también por n proyecciones poli-Bergman y m proyecciones anti-poli-Bergman)
con coeficientes continuos a trozos que admiten un numero finito de limites de un lado en
los puntos de dG fueron estudiadas en los articulos [8], [9], [10]. En todos esos articulos se
asumié que la frontera de un dominio G era suficientemente suave.

En este trabajo, las dlgebras C* de operadores del tipo de Bergman son estudiadas por
primera vez en dominios con fronteras no suaves que admiten dngulos, estudiamos las dlgebras
O

¢, = alg{al, Bk, ,Bxk, :ac &)}
generadas por los operadores de multiplicacién por funciones constantes a trozos a con dis-
continuidades en un sistema £ de rayos que comienzan en el origen (a € €(£)) y por las
proyecciones de Bergman y anti-Bergman que actiian sobre el espacio de Lebesgue L?(K,,)

sobre los sectores abiertos
Kpn={z=rc:r>0,0c(0,7/m)}, (m=12..).
También estudiamos las algebras C*

A, = alg{al, Bx, , Bk, :a € PC(£)}

m )

generadas por los operadores de multiplicacién por funciones continuas a trozos a con dis-

continuidades en un sistema £ de rayos que comienzan en el origen (a € PC(£)) y por las
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proyecciones de Bergman y anti-Bergman que actiian sobre el espacio de Lebesgue L%(K,,)
sobre los sectores abiertos K,,. Aplicando representaciones de las proyecciones de Bergman
y anti-Bergman por medio de un operador de rotacién y operadores integrales singulares
bidimensionales con coeficientes que admiten discontinuidades homogéneas, su subsecuente
reduccién a operadores en el espacio L?(T) basados en resultados de [18] y [7], y modificando
un cdlculo simbdlico de [8] para &lgebras C* con unidad generadas por n proyecciones orto-
gonales cuya suma da la unidad y por r proyecciones ortogonales unidimensionales, primero
construimos un célculo simbdlico para el dlgebra C* &, y establecemos un criterio de inver-
tibilidad para los operadores A € €, en términos de sus simbolos, después, haciendo uso de
los resultados obtenidos para el algebra C* &,,, construimos un calculo simbélico de Fred-
holm para el algebra C* 2, v establecemos una propiedad de Fredholm para los operadores
Ae,.

Este trabajo de tesis esta organizado de la siguiente manera:

En el capitulo 1, se exponen de manera breve lo que son las algebras, las subalgebras,
ideales y homomorfismos; se define lo que son los operadores compactos y algunos teoremas
importantes relacionados a ellos; también se define lo que es un algebra C* y se dan algunas
propiedades en relacién a ellas; también se desarrolla un poco de teoria de espacios de Hilbert.
Todo esto con el propdsito de que éste capitulo sirva como base para entender los conceptos
que se abordan durante todo el trabajo.

En el capitulo 2 se presentan los resultados que fueron base para mi estudio con respecto
a algebras de operadores del tipo de Bergman sobre el semiplano superior complejo. En
éste Capitulo, destaca la elaboracién de un esquema para construir un célculo simbdlico del
algebra C* A = {al, B, Bh:ac PC(L)} y se establece un criterio de Fredholm para los
operadores de ésta algebra C* en términos de sus simbolos.

En el capitulo 3 se expone la descomposiciéon de Plamenevski para la transformada de
Fourier bidimensional y se da su aplicacién a operadores de tipo convolucién con datos
homogéneos, se consideran propiedades de las proyecciones de Bergman y anti-Bergman
y se define el dlgebra C* &,,. Se construye un calculo simbdlico para el dlgebra C* con
unidad abstracta, A, generada por n proyecciones ortogonales cuya suma es igual a la unidad
y por r proyecciones ortogonales unidimensionales, lo cual nos proporciona un esquema a
seguir para establecer un isomorfismo de dlgebras C* entre el algebra C* A y un &lgebra
C* de matrices finitas. Este resultado fue obtenido por una modificacién producida en el
esquema en [8, Theorem 8.1], donde excluimos la condicién de ortogonalidad por pares de las
proyecciones Py, esto debido a que los operadores generados a partir de las proyecciones de

Bergman en el sector K,,, resultaron no ser ortogonales, en contraste con lo que ocurrié con
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los operadores generados por las proyecciones de Bergman y anti-Bergman en el semiplano
superior. Finalmente se da un calculo simbdlico para el algebra C* €, y se establece un
criterio de invertibilidad para los operadores A € &,,. Se deduce que los simbolos de los
operadores y los criterios de invertibilidad dependen esencialmente del dngulo 7/m del sector
K. Con los resultados obtenidos en éste Capitulo, se desarrollf el articulo [5], el cual ya fue
enviado para su publicacién. El dlgebra C* estudiada en este articulo (misma que se estudié
en éste Capitulo) es un modelo local para el estudio de dlgebras C* de operadores del tipo
de Bergman con coeficientes continuos a trozos sobre dominios con fronteras suaves a trozos.

En el capitulo 4, se define el dlgebra C* 2L, y se prueba que el ideal X de todos los opera-
dores compactos en L?(K,,) esta contenido en el dlgebra C* 2,,. Se aplica el principio local
de Allan-Douglas al dlgebra C* cociente 2, /X, reduciendo el estudio a dlgebras C* locales
()7 asociadas con los puntos z € Km. Finalmente, aplicando los resultados obtenidos en
el Capitulo 3, se da un céalculo simbélico de Fredholm para el algebra C* 2, y un criterio

de Fredholm para los operadores A € 2,,.
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Capitulo 1

Preliminares

Durante el desarrollo del presente trabajo se estaran estudiando dlgebras C*, es por eso que
comenzamos dando un repaso sobre lo que son las Algebras para después definir las dlgebras
C* y sus propiedades méas importantes. Ademads, en éste capitulo mencionaremos algunos
conceptos y resultados referentes a espacios de Hilbert y teoria de operadores. Para conocer
ain més sobre los diferentes temas abordados en éste Capitulo, se recomienda revisar [4],

[11], [15] v [16].

1.1 Algebras y subalgebras

Definicién 1.1.1. Sea A un C-espacio vectorial .
1. Decimos que A es un dlgebra si existe un mapeo bilineal llamado producto
AxA— A (ab)— ab,
tal que  a(bc) = (ab)e  para  a,b,c € A.
2. Una subdlgebra de A es un subespacio vectorial B tal que:
bt € B = b € B,

en donde la multiplicacion estd dada por la restriccion de la multiplicacion en A. Con

esto, B también es un dlgebra.

Si A admite una unidad 1, es decir, al = la = a para todo a € A, decimos que A es una
dlgebra con unidad. Si A tiene unidad y = € A tiene un inverso con respecto al producto,
entonces x es un elemento invertible de A. Si el producto es una operacién conmutativa,

entonces se dice que A es un algebra conmutativa.
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Definicién 1.1.2. Una norma en A, es una funcion || - || : A — R, que cumple para todo

a,b € A yaecC, las siguientes condiciones:
(i) llall =0,
(it) |lal]| >0 siz #0,
(iir)  |leal = |alllall,
(iv) la+0l < all + o]
Entonces se dice que A es un espacio normado.

Definicién 1.1.3. Se dice que A es un dlgebra normada si existe una norma definida en A
la cual cumple ser submultiplicativa, es decir, para toda a,b € A : |jab]| < ||al||[?]-
Si A es un dlgebra con unidad y admite una norma la cual cumple ||1||| = 1, entonces

decimos que A es un dlgebra normada con unidad.

Todo espacio normado puede considerarse como espacio métrico, lo cual es inmediato de

la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1.1. Si ||- || : A = R es una norma sobre un espacio vectorial A, entonces

la funcion d : A x A — R, definida por
d(a,b) = |la— bl
para toda a,b € A, es una métrica.

La métrica d de la Proposicién 1.1.1 es la métrica generada por la norma || - ||. Asi, como
se habia mencionado, todo espacio normado es un tipo especial de espacio métrico, la cual
a su vez induce una topologia, por lo tanto, la estructura topoldgica del espacio normado,
siempre se entenderd como la topologia inducida por la métrica generada por la norma. Esta
topologia es llamada la topologia norma.

Si A es un élgebra normada, entonces de la desigualdad
llab—a’V'|| < [lal[[lb = ¥']| + [la — |||

se obtiene que la operacién multiplicacién (a,b) — ab es continua.

Si (A, ||-||) es un espacio normado, tenemos que para toda a,b € A : |[lal|— [[b]|| < [la—b]|.
Entonces, la norma || - || : A — R es una funcién continua con respecto a la topologia norma
de A. Entonces, una norma preserva convergencia: Si a,, — a en la topologia norma de A,
entonces ||a, || — ||a|| en R; y también preserva sucesiones de Cauchy: si {a,} es una sucesién
de Cauchy en A con respecto a la métrica generada por la norma en A, entonces {|a,||} es

una sucesion de Cauchy en R.



1.1. ALGEBRAS Y SUBALGEBRAS 3

Definicién 1.1.4. Un espacio de Banach es un espacio normado completo, con respecto a

la topologia norma.

Una dlgebra normada es llamada Algebra de Banach si la métrica que induce su norma
es completa y la norma es submultiplicativa. Si se trata de una algebra normada completa
con unidad, se llama Algebm de Banach con unidad.

Una subalgebra de una algebra normada también es una algebra normada con la norma
dada por la restriccion. La cerradura de una subalgebra es una subdalgebra. Una subdlgebra

cerrada de una algebra de Banach es una dlgebra de Banach.
Ejemplo 1.1.1. Se tienen diferentes ejemplos de dlgebras:

1. Si S es un conjunto, el conjunto I°°(S) de las funciones complejas acotadas en S, es
una dlgebra de Banach con unidad, donde las operaciones se definen puntualmente de

manera usual y la norma es la norma del supremo.

2. Si Q) es un espacio topoldgico, el conjunto Cy(Q2) de las funciones complejas continuas
acotadas sobre Q es una subdlgebra cerrada de I°°(2). Entonces Cy(Q) es una dlgebra

de Banach con unidad.

Si Q2 es compacto, C(R), el conjunto de las funciones continuas de 2 a C, es igual a

Cy(9).

3. 51 Q) es un espacio Hausdorff localmente compacto, decimos que una funcion continua
f de Q a C se desvanece en el infinito, si para cada nimero positivo € el conjunto
{w € Q : |f(w)] > e} es compacto. Denotamos al conjunto de tales funciones por
Co(2). Este conjunto resulta ser una subdlgebra cerrada de Cyp(QY), y por lo tanto, un
dlgebra de Banach. Es dlgebra de Banach con unidad si y sélo si §) es compacto, y en

este caso Cy(Q2) = C(Q).

El espacio Co(§2) se usa constantemente en la teoria de las dlgebras C*.

4. 8t (1) es un espacio de medida, el conjunto L (2, u), de (clases de) funciones
complejas medibles esencialmente acotadas en ) es una dlgebra de Banach con unidad

con las operaciones usuales y la norma del supremo esencial.

5. Sea Q un espacio medible y Boo(2) que denota al conjunto de las funciones complejas
medibles acotadas en Q). Entonces Boo(€)) es una subdlgebra cerrada de L*°(Q)), también

es una dlgebra de Banach con unidad.
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6. El conjunto A de las funciones continuas sobre el disco unitario cerrado D en el plano,
las cuales son analiticas en el interior de D es una subdlgebra cerrada de C(D), entonces

A es una dlgebra de Banach con unidad, llamada Algebm del disco.

Aunque hasta ahora sélo hemos dado ejemplos de dlgebras conmutativas (con el pro-

ducto), en general, las dlgebras no son conmutativas.

Ejemplo 1.1.2. El dlgebra M, (C) de las matrices de n xn con entradas en C es identificada
con B(C™), el conjunto de las transformaciones lineales acotadas de C" en C™ | es un

dlgebra de Banach con unidad. Las matrices triangulares superiores forman una subdlgebra

de B(C™).

Si (Bx)aea es una familia de subdlgebras de una dlgebra A, entonces [],c, Bx es una
subdlgebra. Entonces, para cualquier subconjunto S de A, existe una subalgebra mas pequena
B de A que contiene a S, a saber, la intersecciéon de todas las subdlgebras que contienen a
S. Esta algebra es llamada la subalgebra de A generada por S. Si S es el conjunto singular
{a}, entonces B es el envolvente lineal de todas las potencias a” (n=1,2,...) de a. Si A es un
algebra normada, el dlgebra cerrada C' generada por un conjunto S es la subdlgebra cerrada
més pequeiia que contiene a S. Es claro que C' = B, donde B es la subdlgebra generada por

el conjunto S.

1.1.1 Ideales

Definicién 1.1.5. Un ideal izquierdo (respectivamente, ideal derecho) en un dlgebra A es

un subespacio vectorial I de A tal que
a€Aybel= abel (respectivamente ba € I).

Un ideal bildtero I en A es un subespacio vectorial que es simultdneamente ideal izquierdo
y derecho en A. Obviamente, {0} y A son ideales en A, llamados los ideales triviales. Un
ideal maximal en A es un ideal propio que no esté contenido en ningin otro ideal propio de
A. Maximal izquierdo y derecho son definidos similarmente.

Decimos que un ideal I es modular si existe un elemento u € A tal que a — au 'y a — ua
estan en I para todo a € A. Del Lema de Zorn se concluye que todo ideal modular estd
contenido en un ideal maximal.

Si I es un ideal de A, entonces A/I es un dlgebra con la multiplicacién dada por

(a+1)b+1I)=ab+ 1.
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Si I es modular, entonces A/I es con unidad, pues el u resultaria ser la unidad. El
reciproco también vialido. Si A es con unidad, entonces todos sus ideales resultan ser modu-
lares, y entonces, A tiene ideales maximales.

Si (Ix)xea es una familia de ideales de un dlgebra A, entonces (., Ix es un ideal de A.
Entonces, si S C A, existe I el ideal mas pequernio de A que contiene a S, al cual llamaremos
el ideal generado por S. Si A es un &dlgebra normada, entonces la cerradura de un ideal es
un ideal. El ideal cerrado J generado por S es el ideal cerrado mas pequeno que contiene a

S. Notemos que ese ideal es la cerradura del ideal més pequeno generado por S.

Teorema 1.1.1. [15, Theorem 1.1.1] Si I es un ideal cerrado en un dlgebra normada A,

entonces A/I es un dlgebra normada cuando la consideramos con la norma cociente

la+ I|| = inf ||a + b]].
bel

1.1.2 Homomorfismos de algebras

Definicién 1.1.6. Un homomorfismo de un dlgebra A a un dlgebra B es una transformacion

lineal ¢ : A — B tal que
¢(ab) = ¢(a)o(b)
para todo a,b € A.

Si ¢ es un homomorfismo de dlgebras, su kernel, denotado ker(¢), es un ideal en A y su
imagen, ¢(A), es una subdlgebra de B. Decimos que ¢ es un homomorfismo con unidad si A
y B tienen unidad y ademds ¢(1) = 1.

Si I es un ideal, entonces la transformacién cociente 7 : A — A/I es un homomorfismo.

Si ¢ v 1 son homomorfismos continuos de un algebra normada A a un algebra normada
B, entonces ¢ = ¥ si ¢ y 9 son iguales sobre un conjunto que genera a A como &lgebra

normada.

1.1.3 Espectro

Sea C(z) el dlgebra de todos los polinomios en la indeterminada z con coeficientes complejos.
Si a es un elemento de un &lgebra con unidad A y P € C(2) es el polinomio P(z) = Ag +
A1z+- -+ A, 2", entonces P(a) = Ao+ A1a+- -+ A,a”. Asi, el mapeo C(z) = A, P — P(a)
es un homomorfismo con unidad.

Decimos que a € A es invertible si existe un elemento b € A tal que ab = ba = 1. En este

caso, b es tinico y se denota como a~!. Tenemos que el conjunto

A7t ={a € A : a es invertible}
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resulta ser un grupo bajo la multiplicacion.

Se define el espectro de un elemento a € A como el conjunto
o(a) =op(a) ={N€CIAN —a g A1}
Nota: De aqui en adelante, se va a escribir A1 sélo como .

Ejemplo 1.1.3. Se dan algunos ejemplos de espectros:

1. Sea A = C(Q), donde Q es un espacio compacto Hausdorff. Entonces o(f) = f(Q)
para toda f € A.

2. Sea A =17(5), donde S es un conjunto no vacio. Entonces o(f) = f(S) (la cerradura
en C) para toda f € A.

8. Sea A el dlgebra de las matrices triangulares superiores de n X n. Si a € A, digamos

A1 Az 0 Ay
0 Ao oo Aoy
a = )
0 ... 0
tenemos que o(a) = { 11, A2z, -+, Ann -

En general, si A = M,,(C) y a € A, entonces o(a) es el conjunto de eigenvalores de a.

1.2 Algebras C*

Para poder definir las Algebras C*, definiremos unos conceptos mas que son necesarios.

Definicién 1.2.1. Sea A es un dlgebra, una involucion es una funcion a — a* sobre A, la

cual satisface:
1. a™ =a para a € A,
2. (aa + pb)* = @a* + Bb* para a,b€ A y a, B € C,
3. (ab)* = b*a* para todo a,b € A.

La pareja (A, %) es llamada un dlgebra involutiva o un dlgebra-*.
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Si S es un subconjunto de A, entonces definimos el conjunto S* = {a*la € S}. Si
S = S*, entonces decimos que S es autoadjunto. Una subdalgebra autoadjunta B de A es una
subdlgebra-* de A y es un algebra-* cuando la dotamos con la involuciéon obtenida por la
restriccién. Como la interseccién de una familia de subdlgebras-* de A es una subalgebra-*,
existe para todo subconjunto S de A la minima algebra-x B de A que contiene a S, llamada
el dlgebra-* generada por S.

Si I es un ideal autoadjunto de A, entonces el dlgebra cociente A/I es un dlgebra-* con
la involucién dada por (a + I)* = a* + I para toda a € A.

Un elemento a € A es autoadjunto o hermitiano si a* = a. Para cada a € A existen tinicos
elementos hermitianos b, ¢ € A tales que a = b + ic, a saber, b = %(a +a*)yc= %(a —a*).
Los elementos a*a y aa™ son hermitianos.

Decimos que a es normal si a*a = aa™. En este caso el algebra-+ generada es conmutativa
y de hecho es el generado lineal de todos los a™(a*)™, donde m,n € Ny n+m > 0.

Otro de los elementos importantes en nuestro trabajo son las proyecciones. Decimos que
un elemento p es una proyeccién si p = p* = pZ.

Si A tiene unidad, entonces 1* = 1. Si a € Inv(A), entonces (a*)~! = (a™!)*. Ademds,

para toda a € A,
o(a*) =o(a)* ={\ € C|A € o(a)}.

Un elemento u € A es unitario si u*u = uu® = 1. Si u*u = 1, entonces u es una isometria,

y si uu® =1, entonces u es una co-isometria.

Definicién 1.2.2. §i ¢ : A — B es un homomorfismo de dlgebras-« A y B que preserva la
involucion, es decir, ¢(a*) = (p(a))*, entonces ¢ es un homomorfismo-x. Si ademds ¢ es

una biyeccion, se dice que es un isomorfismo-x.

Si ¢ : A — B es un homomorfismo-*, entonces ker(¢) es un ideal autoadjunto en A y
¢(A) es una subdlgebra-* de B.
Un automorfismo de un dlgebra-* A es un isomorfismo-* ¢ : A — A. Si A tiene unidad y

u es un elemento unitario en A, entonces
Adu:A— A, a— uau®,

es un automorfismo de A. Tales automorfismos son llamados internos. Decimos que los
elementos a,b € A son unitariamente equivalentes si existe un elemento unitario u en A
tal que b = wau®*. Como los elementos unitarios forman un grupo, esta es una relaciéon de

equivalencia sobre A. Notemos que o(a) = o(b), si a y b son unitariamente equivalentes.
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Definicién 1.2.3. Un dlgebra-+ de Banach es un dlgebra-x A junto con una norma submul-
tiplicativa completa, tal que ||a*|| = ||a|| para toda a € A. Si, ademds, A tiene una unidad

tal que ||1]| = 1, llamamos a A un dlgebra-+ de Banach con unidad.
Definicion 1.2.4. Un dlgebra C* es un dlgebra-+ de Banach, tal que
laa*[| = Jlal?, Va € A.

Una subdlgebra-* de un &dlgebra C* es también un algebra C*, entonces llamaremos a

una subdlgebra-* de un algebra C* una subalgebra C*.

Si un &lgebra C* tiene una unidad 1, entonces automéaticamente ||1|| = 1, porque ||1]| =
[1*1]] = ||1]|>. Similarmente, si p es una proyeccién no cero, entonces ||p|| = 1.
Si w es un elemento unitario de A, entonces |lu|| = 1, porque ||ul|? = ||u*u| = ||1]| = 1.

Aqui, o(u) C T (donde T es el circulo unitario), pero si A € o(u), entonces A~ € o(u™1) =

o(u*), entonces [A| y [A\71| < 1; es decir, |\ = 1.
Ejemplo 1.2.1. Para entrar en materia, daremos algunos ejemplos de dlgebras C*:

1. El campo escalar C es un dlgebra C* con unidad, con involucion dada por la conjugacion

compleja X — .
2. Si Q es un espacio Hausdor(f localmente compacto, entonces Co(€2) es un dlgebra C*
con involucion f — f.
Similarmente, todos los conjuntos siquientes sabemos que son dlgebras, pero resultan
ser dlgebras C* con la involucion dada por f — f:
(a) I°°(S) donde S es un conjunto;
(b) L=(Q, ) donde (Q, 1) es un espacio de medida;
(c) Cp(Q) donde Q es un espacio topoldgico;

(d) Bso(Q) donde Q2 es un espacio medible.

3. Si (Ax)aea es una familia de dlgebras C*, entonces la suma directa @AA es un
A€EA

dlgebra C* con la involucion definida puntualmente.
4. Si Q2 es un conjunto no vacio y A es un dlgebra C*, entonces I°°(Q, A) es un dlgebra

C* con la involucidon definida puntualmente.

Es conocido que para cualquier algebra-*, existe a lo méds una norma que la vuelve un
algebra C*. Una condicién necesaria para que un algebra de Banach sea un &dlgebra C* se

exhibe en el siguiente resultado:
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Teorema 1.2.1. [15, Lemma 2.1.3] Sea A un dlgebra de Banach dotada con una involucion

tal que ||a||* < |la*al| para toda a € A, entonces A es un dlgebra C*.
Algunas propiedades que se cumplen en las dlgebras-* de Banach son las siguientes:

Teorema 1.2.2. [15, Theorem 2.1.7] Un homomorfismo-x ¢ : A — B de un dlgebra-x de

Banach A a un dlgebra C* B es necesariamente de norma decreciente.

Teorema 1.2.3. [15, Theorem 2.1.8] Si a es un elemento hermitiano de un dlgebra C* A,

entonces o(a) C R.

Teorema 1.2.4. [15, Theorem 2.1.11] Sea B una subdlgebra C* de un dlgebra C* con unidad

A que contiene a la unidad de A, entonces op(b) = o4(b) para todo b € B.

1.3 Espacios de Hilbert

Dado que el tema principal de este trabajo se desarrolla sobre espacios de Hilbert, en esta
seccién se comienza definiendo lo que es un espacio pre-Hilbert, para que posteriormente se

defina lo que se entiende por un espacio de Hilbert.

1.3.1 Espacios de Hilbert

Definicién 1.3.1. Un espacio vectorial V serd llamado espacio pre-Hilbert si existe una

funcion (-,-) : Vx V= C, que satisface las siguientes condiciones:

1. (x,2) > 0; (z,2) =0 siy sdlo si x =0;

2. (a:,y) = (y,x);
3. (Az,y) = Az, y);
4. (x1+20,9) = (21,9) + (22,9).

La funcién (x,y) es llamada el producto interno de los elementos x y y. También se les

comoce como espacios con producto interno.

Podemos introducir una norma en un espacio pre-Hilbert, por medio de: ||z|| = v/ (z, z).

Entonces todos los axiomas de norma se satisfacen.

Definicion 1.3.2. Un espacio de Hilbert H es un espacio pre-Hilbert el cual es completo

respecto a la norma ||z|| = \/(z, ).



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.3.1. [16, Prop. II, pdg. 84] Todo espacio pre-Hilbert puede ser completado a

un espacio de Hilbert.

Teorema 1.3.2. [16, Prop. III, pdg. 85] Todo subespacio cerrado de un espacio de Hilbert

es también un espacio de Hilbert.

1.3.2 Ortogonalidad

Dos vectores en un espacio pre-Hilbert V se dicen ortogonales si su producto interno es
cero, y se denota por xly. Dos conjuntos en el espacio pre-Hilbert V se dicen mutuamente
ortogonales si todo vector de un conjunto es ortogonal a cada uno de los vectores en el otro
conjunto. La ortogonalidad de dos conjuntos S1,S2 C V es denotada por S;.L.S5.

El conjunto de vectores los cuales son ortogonales a algtin conjunto S C V, es un subes-
pacio cerrado de V. Este subespacio es llamado el complemento ortogonal de S en V y es

denotado por S*t.

Teorema 1.3.3. [16, Prop. II, pdg. 86] Si M es un subespacio cerrado en un espacio de
Hilbert H y x es un vector arbitrario en H, entonces M contiene un unico vector =’ tal que

(x—a')LM.

El vector 2’ € M para el cual (x — 2') LM es llamado la proyeccién del vector x sobre el
subespacio M.

Nota: Este teorema puede reformularse asi: Si M es un subespacio cerrado en un espacio
de Hilbert H, entonces todo vector x € H puede ser inicamente representado en la forma
T =1x1 + 29, donde z1 € M, zo € M.

Esto nos arroja una caracterizacién de los subespacios densos en los espacios de Hilbert.

Teorema 1.3.4. [16, Prop. 1V, pag. 88] Un subespacio M es denso en H siy sélo si H no

contiene vectores no cero los cuales son ortogonales a M.

1.3.3 Sistemas ortogonales de vectores

Definicién 1.3.3. Un conjunto de vectores en un espacio de Hilbert es llamado un sistema
ortogonal si cualesquiera dos vectores distintos de este conjunto son ortogonales. Si ademds,
todos los elementos del sistema ortogonal tienen norma uno, entonces se dice que el sistema

es ortonormal.

Teorema 1.3.5. [16, Prop. I, pdg. 90] Si x1,x2, - ,x, es un sistema ortogonal, entonces

oy + 22+ -+ @l = [l + 22l + - + [zl
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Teorema 1.3.6. [16, Prop. II, pdg. 90] Si{x,} es un sistema ortogonal numerable, entonces

la serie 1 + xo +x3 + -+ converge si y sélo si la serie ||z1]|? + ||| + ||@3]|* - -+ converge.

Todo vector no cero se puede normalizar simplemente dividiéndolo por su norma.
Recordemos que si e es un elemento de un sistema ortonormal, entonces su producto

interno a = (z, e) es llamado el coeficiente de Fourier del vector x respecto al elemento e.

Teorema 1.3.7. [16, Prop. III, pdg. 91] Siey,ea,- - ,e, son vectores de un sistema ortonor-

mal y a = (z,er), k=1,2,...,n, son los correspondientes coeficientes de Fourier, entonces
n
2 2
Dol < ).
k=1

Teorema 1.3.8. [16, Prop. IV, pdg. 91] Todo vector x tiene a lo mds una cantidad nume-

rable de coeficientes de Fourier no cero con respecto a un sistema ortonormal fijo.

Teorema 1.3.9. [16, Prop. V, pdg. 90] Si ey, ea,e3,---, es un sistema ortonormal nume-

rable en H y oy, = (z,ex), k=1,2,3,..., son los correspondientes coeficientes de Fourier del
oo o
vector x € H, entonces la serie E aper converge en H y x — E apey es un vector el cual

k=1 k=1
es ortogonal a todos los vectores e1,ea, €3, - .

Un sistema ortogonal se dice completo si no existe un vector no cero el cual sea ortogonal
a todos los vectores de este sistema. En otras palabras, la completez de un sistema significa
que este sistema no pude ser aumentado a un sistema ortonormal mas extenso adjuntando
nuevos elementos.

A continuacién damos una caracterizacién de los sistemas ortonormales completos:

Teorema 1.3.10. [16, Prop. VI, pdg. 92] Un sistema ortonormal es completo si y sélo su

subespacio envolvente es denso en H.
El siguiente resultado es muy importante en la teoria de los espacios de Hilbert:

Teorema 1.3.11. [16, Prop. VII, pdg. 92] Todo espacio no cero de Hilbert contiene un

sistema ortonormal completo.
Finalizamos esta Subseccién con un teorema sobre espacios isométricos:

Teorema 1.3.12. [16, Prop. XI, pdg. 94] Dos espacios de Hilbert son isométricos si y sdlo

si tienen la misma dimension.

1.3.4 Sumas ortogonales de subespacios

Sea A un conjunto de indices y supongamos que los M), con A € A, son subespacios cerrados

mutuamente ortogonales en el espacio de Hilbert H. El minimo subespacio cerrado que



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

contiene a todos los M) es llamado la suma ortogonal de los subespacios M) y es denotado

por @MA.

AEA
Si A es un conjunto finito, digamos {1, 2, ...,n}, o un conjunto numerable (el cual podemos

identificar con N), entonces también usamos la notacién

Mi®My®---® M,

Mi®MyDMsS---

respectivamente.

Ahora veamos la forma que tienen los vectores que conforman esos subespacios.

Teorema 1.3.13. [16, Prop. I, pdg. 95] La suma ortogonal M = M; & My & --- & M, de

un numero finito de subespacios es el conjunto de todos los vectores
r=x14+2o+ -+ x,, T € M.

Un resultado analogo se obtiene para una suma numerable de subespacios. Ademds un

resultado mas general se desprende en esta subseccién:

Teorema 1.3.14. [16, Prop. III, pdg. 96] La suma ortogonal M = @MA, donde A es un

AEA
conjunto arbitrario, es el conjunto,

M=Az|z:A— My, x(\) =z}
donde:
1. x\ € My,
2. xx # 0 para una cantidad finita o numerable de indices \;

3. Six € M, entonces ||z||3; = Z |zll3s, converge.
AEA

1.4 Operadores compactos, de Fredholm y limite fuerte

Uno de los tipos de operadores mas faciles de analizar, son los operadores compactos, esto

debido a que se comportan como operadores sobre espacios vectoriales de dimensién finita.

Definicién 1.4.1. Una transformacion lineal T : X — Y entre espacios de Banach X yY
es compacta si T(S) es relativamente compacto en'Y, donde S es la bola unitaria cerrada de

X. Equivalentemente, T'(S) es totalmente acotada.
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Definicién 1.4.2. Si X y Y son espacios de Banach, denotamos por B(X,Y) el espacio
vectorial de todas las transformaciones lineales acotadas de X a'Y'; ademds es un espacio de
Banach cuando lo dotamos con la funcidn norma. A los elementos de B(X,Y) les llamaremos

operadores. El conjunto de todos los operadores compactos de X a Y lo denotamos por

K(X,Y).

Teorema 1.4.1. [15, Theorem 1.4.1] Sean X y Y espacios de Banach y T € B(X,Y),

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1. T es compacto;
2. para cada conjunto acotado S en X, el conjunto T(S) es relativamente compacto en'Y ;

3. para cada sucesion acotada (x,) en X, la sucesion (T'(x,)) admite una subsucesion que

converge en Y .

De esto se sigue facilmente que K (X,Y) es un subespacio vectorial de B(X,Y’). También,
sif: X' —-X,9g:X —>Yyh:Y — Y’ son transformaciones lineales acotadas entre espacios
de Banach y g es compacto, entonces hg y gf (operacién composicién) son compactos.
Entonces K (X) = K(X, X) es un ideal en B(X) = B(X, X).

El siguiente resultado nos da una condiciéon necesaria y suficiente para que todas las

transformaciones lineales acotadas sean compactas:

Teorema 1.4.2. [15, Theorem 1.4.2] Si X es un espacio de Banach, entonces K(X) = B(X)

sty solo si X es de dimension finita.

Una propiedad muy importante del espacio de las transformaciones compactas es el si-

guiente.

Teorema 1.4.3. [15, Theorem 1.4.3] Si X yY son espacios de Banach, entonces K(X,Y)

es un subespacio vectorial cerrado de B(X,Y).

En este trabajo, cuando tomemos un operador 7' en un espacio de Hilbert H, estaremos

considerando que T' € B(H).

Definicién 1.4.3. Si H es un espacio de Hilbert, entonces un operador T € B(H) es un
operador de rango finito si la dimension del rango de T es finito. Con F(H) denotaremos al

conjunto de los operadores de rango finito.

Proposicién 1.4.1. [/, Proposition 5.6] Si H es un espacio de Hilbert, entonces F(H) es

el ideal bildtero minimal en B(H).
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El siguiente resultado caracteriza a los operadores compactos sobre un espacio de Hilbert,
pero cabe mencionar que no caracteriza a los operadores compactos sobre un espacio de

Banach.

Lema 1.4.1. [/, Corollary 5.10] Si H es un espacio de Hilbert de dimension infinita y T es
un operador en H, entonces T es compacto si y solo si el rango de T mo contiene subespacios

cerrados de dimension infinita.

Teorema 1.4.4. [4, Theorem 5.9] Si H es un espacio de Hilbert de dimension infinita,

entonces K(H) es la cerradura en norma de F(H).

Corolario 1.4.1. [4, Corollary 5.11] Si H es un espacio de Hilbert de dimension infinita,

entonces K(H) es un ideal bildtero cerrado minimal de B(H).

Definicién 1.4.4. Si H es un espacio de Hilbert, entonces T € B(H) es un operador de
Fredholm si el rango de T es cerrado y la dimension del kernel de T y del kernel de T es

finita.

Definicién 1.4.5. Si H es un espacio de Hilbert, entonces el dlgebra cociente B(H)/K(H)
es un dlgebra de Banach, llamada el dlgebra de Calkin. El homomorfismo natural de B(H)

sobre B(H)/K(H) es denotado por .

El élgebra de Calkin estd intimamente relacionada con los operadores de Fredholm me-

diante el Teorema de Atkinson.

Teorema 1.4.5. [}, Theorem 5.17] Si H es un espacio de Hilbert, entonces T € B(H) es
un operador de Fredholm si y solo si w(T') es un elemento invertible del dlgebra de Calkin

B(H)/K(H).

El siguiente teorema muestra que las algebras cociente generadas por ideales bilateros

resultan ser dlgebras C* y se deduce que el dlgebra de Calkin es un dlgebra C*.

Teorema 1.4.6. [4, Theorem 5.38] Si A es un dlgebra C* y J es un ideal bildtero en A,
entonces J es autoadjunto y el dlgebra cociente A/J es un dlgebra C* con respecto a la

involucion inducida por el mapeo natural.
Por 1ltimo, damos la definicién de limite fuerte, pues se estara usando durante ésta tesis.

Definicién 1.4.6. Sean {T,} una sucesion en B(H) y T € B(H). Decimos que {T}}
converge fuertemente a T si T,(x) — T(x) para toda © € H. En este caso escribiremos

s-lim 7T, = T.

n—oo



Capitulo 2

Algebras de operadores del tipo

de Bergman en el semiplano

El estudio que nosotros estamos realizando es en base a un tipo de algebras muy especiales,
las que son generadas por las llamadas proyecciones de Bergman. En esta secciéon daremos
definiciones y teoremas de vital importancia para el desarrollo del tema central de este
trabajo.

Sea IT = {z € C: Im z > 0} el semiplano superior del plano complejo C equipado con la
medida de drea de Lebesgue dA(z) = dady, I = ITUR, m=Tu {00} la compactificacién a
un punto de TI, R = R U {oo}, A2(II) el subespacio de Hilbert de las funciones analiticas en
L2(W), y A2(I0) := {f : f € A%(II)} el subespacio de Hilbert de las funciones anti-analiticas
en L?(IT). Dada una unién finita £ de curvas de Lyapunov en 1T tales que el conjunto £NR es
finito, denotamos por PC(£) la subdlgebra C* de L*°(II) que counsiste de todas las funciones
continuas sobre ﬁ\i} las cuales tienen un limite lateral en los puntos de £.

Sea B := B(L?(II)) la subdlgebra C* de todos los operadores lineales acotados en el
espacio de Hilbert L2(II), X := K(L?*(II)) el ideal bilatero cerrado de B que consiste de
todos los operadores compactos en el espacio L2(II), y B := B/X el dlgebra C* cociente.

Estudiaremos la subalgebra C* 2 = alg{Br, B, al : a € PC(£)} de B generada por
la proyeccién de Bergman Bry, por la llamada proyeccién de anti-Bergman §H, y por los
operadores de multiplicacién por funciones continuas a trozos en PC(£). Como es conocido
(ver [23, Chapter 4]), Br y By son proyecciones ortogonales sobre los subespacios cerrados
AZ(IT) y A%(IT) de L2(TI), respectivamente, y ellas estén dadas por

(Buf)) =~ | (f(’”)gdmw), e, set,

™ z—W)

15
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(Enf)(Z)Z—i/H(Zf_(UZ)QdA(w)? fe L), z eIl

2.1 Algebra de operadores tipo convolucién con datos
homogéneos

Los resultados de esta seccion son esencialmente debidos a la descomposicion de Plamenevsky
de la transformada de Fourier multidimensional [18]. Tales técnicas fueron también aplicadas
en [7], donde los resultados de Plamenevsky fueron extendidos en el caso bidimensional.

Sea B(H) el dlgebra C* de operadores lineales acotados actuando sobre un espacio de
Hilbert H. Denotaremos por H., = H(L>(T)) al algebra C* de las funciones a € L>°(R?)
tales que a|r € L®(T) y a(t7) = a(7) para casi toda 7 € T y toda t > 0. Sea R la subdlgebra
C* de B(L?*(R?)) generada por los operadores de multiplicaciéon A = a(z)I para toda a € Heo
y por los operadores singulares bidimensionales F~1b(¢)F para toda b € H.

Aqui F : L*(R?) — L?(R?) es la transformada de Fourier definida por

(Fu)(x) = % /R2 u(t)e” @ tdt, 2 € R? (2.1)

donde x - t es el producto escalar de vectores x,t € R? y F~! es la transformada inversa de
Fourier.

También consideramos la transformada de Mellin y su inversa, dadas por

M : LRy, rdr) — L*(R), (Mv)(A) = \/%/R o(r)r="dr,

M~ L2(R) — L*(Ry, rdr), (M~ tu)(r) = AL

1
RN

(2m) Jr

Siguiendo [18] y [7], para A € C tal que Im A > 0y A # ik, k = 1,2, ..., definimos los
operadores E()\) € B(L?(T)) sobre funciones u € C*°(T) por

(EN)u) (1) =v(N) /(—T w4 i0) " y(w)dw, T E T, (2.2)
T
donde dw es la medida longitud sobre T,

Y(\) = ir(l +iN)em(mN/2 (2.3)

T on

y la expresion (¢ +i0)* para t € R y p € C es entendida en el sentido de distribuciones:

t* 4+ 6:|:i7rutli si I 7é -1,-2,...,
(t+iop =4 *

th Lt ()M Ty TN () sip= 12,
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th =0parat <0, t) =erl°8t parat >0,y t" = (—t)4.
Para Im A < 0 la integral (2.2) es entendida en el sentido de continuacién analitica,
porque para toda u € C°°(T) la funcién A — E(A)u(t) admite continuacién analitica en el

plano complejo menos los polos A =ik (K = 1,2,...) de la I'-funcién en (4.1) (ver [18]). El

operador inverso E(\)~! estd dado por

(EO)"10)(w) = 7(—A) /T(w )T (r)dr A £ —ik, k=12, ..

Por [18, Proposition 4.4], los operadores E()) son unitarios para toda A € R.

Consideremos el operador reflexién
V:L*R) = L*(R), (VF)(\)=f(=\), A€R. (2.4)
Pasando a coordenadas polares en el plano, obtenemos la descomposicién
L*(R?) = L*(Ry,rdr) ® L*(T). (2.5)

El producto tensorial M ® I serd tomado relativamente a la descomposicién (2.5). Para

una funcién cuyo valor es un operador
R — B(L*(T)), A+ L()),
denotamos por I ®y L(\) el operador en B(L?(R) ® L*(T)) dado por la férmula
(T @3 LODSIO) = LSO N0, (A1) R T (2.6)
Dada A € R, introducimos el dlgebra C* Q C B(L?(T)) generada por los operadores
a(®)I y EN)"'b(w)E(N) (a,b € L=(T)).

Sea Q el dlgebra C* de funciones cuyos valores son operadores lineales acotados y con-

tinuos en sentido de la norma
U:R— B(L*T)), A= U(\) € Qy (2.7)

con la norma ||U|| = sup [|[U(N)]|.
AER

De acuerdo a [7, Proposition 2.5] tenemos la descomposicién
F=M"oh)(Vel)(IoyEN)MeI).
Tomando en cuenta que
(M@ D(a(@))(M'el)=I1I®at)l,
(M@ DFETBEOF) M~ @) =1 ex (BN 'bw)EN),

donde ¢t,w € T, y usando la notacién (U(A))rcr para las funciones cuyos valores son opera-

dores lineales acotados (2.7), podemos obtener lo siguiente.
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Proposicién 2.1.1. [7, Proposition 2.5] El dlgebra C* R es isomorfa a una subdlgebra C*

de Q. El isomorfismo estd dado sobre los generadores de R por
a(x)I — (a(t)])rcr,

TIEF = (BT 0(w)E(N)) k-

2.2 Proyecciones de Bergman y anti-Bergman, y sus
relaciones con operadores integrales singulares

Sea II el semiplano superior equipado con la medida de drea de Lebesgue dA(z) = dxdy,
A2%(IT) el subespacio cerrado de las funciones analiticas en L?(II), y B la proyeccién orto-
gonal de L?(IT) sobre A2(IT). El espacio A?(II) y el operador By son llamados el espacio de
Bergman y la proyeccién de Bergman del semiplano superior, respectivamente. La proyeccion

de Bergman By es el operador integral con kernel de Bergman

1 1
Kn(z,w) = —;m, (2.8)
(ver [22, Section 3.1]), es decir,
(Brf)(z / Kn(z,w)f(w)dA(w), fe L*(10), z €L (2.9)

Denotamos por A2 (IT) el subespacio de las funciones anti-analiticas en L?(II) y por Bn
la proyeccién ortogonal de L2(II) sobre A2(I1). Asi, para toda f € L2(I), By f € A2(I).
Entonces,

Br = CBpC donde Cf = f para toda f € L*(II),

y entonces, por (2.8) y (2.9), la proyeccién B est4 dada por

(Buf)(z / Kn(z,w)f(w)dA(w) = / Kn(w, 2) f(w)dA(w), f e L*(T0).
I
Ademds de [22, Theorem 3.14] obtenemos lo siguiente:
Proposicion 2.2.1. Para el semiplano superior, EHBH =0y BHEH =0.

Dado un dominio U C C consideraremos el operador integral singular bidimensional sobre
L?(U) definido por

Sune = [ Hda), zeu

El adjunto de Sy es el operador singular integral bidimensional dado por

@Wﬂ@——lzxf()dA(%zeU

T w—%)?

De acuerdo a [22, Lemma 7.5] tenemos lo siguiente,
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Proposicion 2.2.2. Para el semiplano superior,
By =1—-54Ss, B =1I— 555

Identificando los operadores By y Br con los operadores que actian sobre L?(R?), obte-

nemos las representaciones
Bn = xul — xuSxnS* xul, Bn = xm — xuS* xuSxul, (2.10)

donde xr es la funcién caracteristica del semiplano superior, S y S* son los operadores

integrales singulares bidimensionales que actiian sobre L?(R?) y estdn dados por

sne =1 [ saaw, e =1 [ i)

T w— z) v wW—Z)
De la férmula de la transformada de Fourier de los kernels de operadores integrales sin-

gulares multidimensionales (ver [14, Chapter X, p. 249]) se sigue que
S=FE/OF §* = F(E/OF, (2.11)

donde F es la transformada de Fourier bidimensional que actia sobre L?(R?) por la férmula

(2.1).

2.3 Operadores compactos

De (2.10) y [14, Chapter XI, Theorem 7.1] se deduce lo siguiente.

Proposicion 2.3.1. Para cualquier funcion a € C(ﬁ), los conmutadores aBr — Brial y

aBr — Bral son compactos en el espacio L2(IT).

Ademés, si a € C(II), entonces la funcién

_ a(z), silm z>0,
a(z) =
a(z), silmz<0
es continua en C := C U {00}, la compactificacién por un punto del plano complejo C. Por

[14, Theorem 7.1], los conmutadores aS — Sal y aS* — S*al son operadores compactos.

Entonces, de (2.10) y la igualdad E\ﬁ = a se sigue que
aBr — Bral, CI,EH — EHG/I eX = K(LQ(H))

De acuerdo a [2, Section 8.2], un operador A € B(L?(Il)) es llamado un operador de

tipo local si los conmutadores cA — Acl son compactos para toda ¢ € C(II). Asi, por la
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Proposicién 2.3.1, los operadores By, EH, y entonces todos los operadores en la C'*-algebra
A = alg{al, By, By : a € PC(£)} son de tipo local.
Denotaremos por A el conjunto de todos los operadores de tipo local en B = B(L?(II)).

Se puede ver que A es una subdlgebra C* de B.

Lema 2.3.1. [8, Lemma 2.6] El dlgebra C* A = alg{al, By, By : a € PC(L)} contiene a
todos los operadores compactos K € B(L?(IT)).

2.4 El principio local de Allan-Douglas

Sea A un &algebra C* con unidad y Z una subdlgebra C* central de A que contiene la
identidad de A. Denotamos por M(Z) el espacio de ideales maximales de Z. Con toda
x € M(Z) asociamos el ideal bilatero cerrado I, de A generado por el ideal x de Z. Entonces
I, = A (ver [2, Proposition 8.6]). Consideremos el dlgebra C* cociente A, = A/I, y el
homomorfismo canénico m, : A — A,.

Recordemos el principio local de Allan-Douglas (ver [4, Theorem 7.47] y [3, Theorem
1.35)).

Teorema 2.4.1 (Allan/Douglas). Sea A un dlgebra C* con unidad que satisface las condi-

ciones mencionadas arriba.

(i) Sia € A, entonces a es invertible en A si y solo si para toda x € M(Z) la clase lateral

ay := T(a) es invertible en A,.

(i1) Para toda a € A, la funcion

es semicontinua superior. Sia € A y la clase lateral ay, € Ay, es invertible en Ay,
para algin xo € M(Z), entonces las clases laterales a, son invertibles en A, para toda

T en una vecindad de xg.
(#i) Para toda a € A,

||a||=ménﬁg<z)l\axl\-

2.5 El algebra C* 2 = alg{al, By, By : a € PC(£)}

Como el lgebra C* 2 contiene al ideal X = K(L?(IT)) de todos los operadores compactos en
B = B(L?(II)), entonces el algebra C* cociente A™ := A/K estd bien definida. Para obtener
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un criterio de Fredholm para los operadores A € 2 necesitamos estudiar la invertibilidad de
las clases laterales A™ := A 4 X en el algebra C* cociente 2A™. Para terminar aplicaremos el
principio local de Allan-Douglas al algebra 2A™.

Por la Proposicién 2.3.1 se sigue que 2™ := {cl + XK : ¢ € C(ﬁ)} es una subélgebra
central del dlgebra C* A™. Obviamente, el dlgebra C* conmutativa Z™ es (isométricamente)
isomorfa-* al dlgebra C* C' (ﬁ), y entonces el espacio de ideales maximales de Z™ puede ser
identificado con II. Para todo punto z € ﬁ, con JI denotamos el ideal bildtero cerrado del

algebra C* A" generada por el ideal maximal
IT:={cI+X:ce C’(ﬁ), c(z) =0} C 2", (2.12)
De acuerdo a la Seccién 2.4, el ideal JT tiene la forma
JT = {(cA)™ :ce C(T), c(z) =0, A A} (2.13)

Aqui, con toda z € II asociamos el &lgebra C* cociente AT := A7/JT. Como una

consecuencia del principio local de Allan-Douglas, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.5.1. Un operador A € A es de Fredholm en el espacio L*(I1) si y sdlo si para

todo z € 11 la clase lateral AT := A™ + JT es invertible en el dlgebra cociente 2T.

De acuerdo a la Seccién 2.4, decimos que las clases laterales A™, B™ € U™ son localmente
equivalentes en un punto z € Il si A™ — B™ € JT y en tal caso escribimos A™ ~* B™. Para

caracterizar a a las algebras locales 27 para toda z € II necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.5.1. /8, Lemma 3.3] Las clases laterales Bf y EI’TI son localmente equivalentes a

cero en todo punto z € II.

El estudio avanzado de las algebras locales requiere describir el conjunto £ de discon-
tinuidades para los coeficientes de los operadores en el dlgebra C* 2 = alg{ B, én, al :a €
PC(£)}. Podemos asumir que £ satisface las siguientes condiciones:

(£1) para cada z € II N £ existen nimeros 7, > 0y n, € N tales que todo disco D(z,r)
de radio r € (0,r,) centrado en z es dividido por £ en n, dominios con z como punto limite
comun;

(£2) para cada z € £NR existe una vecindad V, de z tal que V, N £ consiste de un
numero finito de arcos de Lyapunov que tienen sélo al punto z en comtn y forman en este
punto angulos no cero diferentes dos a dos con Ry menores que 7;

(£3) si oo € £, entonces existe una vecindad V, del punto z = co tal que el conjunto

{=1/¢: ¢ € Voo N £} consiste de un nimero finito de arcos de Lyapunov que tienen sélo al
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origen como punto en comun y forman en este punto angulos no cero diferentes dos a dos
con R} menores que 7.
Asi, para una vecindad suficientemente pequena V,, el conjunto V., N (IT'\ £) consiste de
un numero finito, digamos n,, de componentes conexas Dy cuyas cerraduras contienen a z.
Primero estudiamos las dlgebras locales 27 asociadas con puntos z € ﬁ\ (RN L). Por 8,

Lemma 4.1] vemos que existen tres tipos de dlgebras locales en este caso.

Lema 2.5.2. Para el dlgebra C* A = alg{ B, @H,al ca € PC(L)}, se cumple lo siguiente:
(i) siz €I\ £, entonces AT = C;
(ii) si z € IIN L, entonces AT = C™=, donde n, € N estd dado por la condicion (£1);

(iii) siz € R\ £, entonces AT = C3.

2.6 Algebras locales en los puntos de RN £

Sea A el dlgebra C* de todos los operadores de tipo local en B = B(L?(Il)) y A™ = A/X.
A todo punto z € ] le asignamos el ideal bilatero cerrado :]:f de A™ generado por el ideal

maximal IT de 2™, donde IT estd dado por (2.12). Por analogia con (2.13), tenemos
T = {(cA)™ :ce O(T),c(z) = 0, A € A}.

También introducimos las algebras C* cociente AT := A™/ j;T .
Fijemos un punto z € RN £ y elijjamos una vecindad V, C IT que satisface la condicién

Nz

(£2) impuesta sobre £. Entonces V, \ £ = U D;. donde n, — 1 es el nimero de rayos en £
k=1

con punto final z y Dy, son las componentes conexas de V, \ £. Sea £, el conjunto de rayos

en IT que salen del origen y son las imagenes (bajo la traslaciéon ¢ + ¢ — z) de las tangentes a
Nz
las curvas de £ en el punto z. Aqui IT\ £, = U R;, donde Rj son sectores de II con vértice

k=1
en el origen el cual corresponde a los dominios Dy, (los conjuntos Dy, y R; son numerados en

sentido contrario a las manecillas del reloj).

De acuerdo con A = alg{Br, Br,al : a € PC(£)} consideramos el dlgebra C*
A% := alg{ By, Bry, al : a € PC(£,)} C B(L*(I)).

Como Z™ es una subdlgebra central de la subdlgebra C* 2*™ := A# /K, concluimos que

%™ C A™ y entonces el conjunto
é\lg’ﬂ ={A" + :]\g A e}

es una subalgebra C* de Af.
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Lema 2.6.1. [8, Lemma 7.2] Si la condicion (£2) se cumple, entonces para todo z € RN £
las dlgebras C* AT y AZ™ son (isométricamente) isomorfas, y el isomorfismo vT : AT — AZ™

estd dado por

VI(BR+ JI) = B+ J§, vI(BR +JI) = B+ J§, vI((al)" +J7) = (a.)" + J§

donde
a, = ax(z ., ag(z) = lim  a k=1,2,...n,).
’; k(2)XREs ar(2) im () ( )
Sea ahora z = oco. Elijamos una vecindad Vo, C II que satisface la condicién (£3)

impuesta sobre £. Entonces Vo NEL = UZ:I_l I, donde i, son arcos de Lyapunov de £ dados
por las ecuaciones ¢ = fi(t), t € (M,00) con |f;| =1, y que sblo tienen en comun al punto

fr(00) = 00. Sea £ el conjunto de rayos

= {C=br:ze (0,00} CI (k=1,2, ..., 100 — 1)
que salen del origen, donde
— — 1
b = fh(o0) := lim fi(t) 0.

Aqui, IT\ £, = UZ:l R}° donde Rj° son sectores de II con vértice en el origen los cuales
corresponden a componentes conexas Dy, de Vi \ £ (los conjuntos Dy, y R son numerados
en sentido contrario a las manecillas del reloj).

De acuerdo con A = alg{B, By, al : a € PC(£)} consideramos el dlgebra C*
A := alg{ By, Bri,al : a € PC(£4)} C B(L?(IT)).

Como Z™ es una subélgebra central del &lgebra C* %™ := A°° /X, concluimos que

A" C A™ y entonces el conjunto
AT = {A™ + J7 : A € A}
es una subdlgebra C* de A7_.

Lema 2.6.2. [8, Lemma 7.3] Si co € £ y (£3) se cumple, entonces las dlgebras C* AT y
E?” son (isométricamente) isomorfas, y el isomorfismo v : AT — Zgﬂ estd dado por
VI(BR + JL) = B+ J5, VEL(BR + J5) = B + J%, vL((a)" + JL) = (as D)™ + JZ,

donde

Noo

oo = Zak(oo)XR;-o, ag(oo) = lim  a(Q) (K =1,2,...,nc).
k=1
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2.7 Formas candnicas de las algebras locales

Sea xy la funcién caracteristica del conjunto U. Por los Lemas 2.6.1 y 2.6.2, tenemos

AT 22 alg{Bf + I, BE+ 5, (xp: D)™+ 5tk =1,2,..,n.}, € RN &,

P _ (2.14)
A%, Zalg{ B+ J%, B+ J%, (Xpe )™ +J5% 1k =1,2,...,n00}, 00 € L.
Introducimos las dlgebras C* de operadores
O = alg{Bu, Bu,xr I : k=1,2,...n} (2.15)

donde w = (w1, ...,w,) ¥y wg (k=1,2,...,n) son los dngulos de los sectores Ry.
El siguiente resultado muestra que las dlgebras C* cociente del lado derecho de (2.14)

son isomorfas a las dlgebras C* de la forma (2.15), (ver [8, Theorem 7.7]).

Teorema 2.7.1. Si z € RN £, entonces el dlgebra C* AT es isomorfa al dlgebra C* O, de
la forma (2.15) donden=n, y R, = R (k=1,2,...,n).

2.8 Un algebra C* generada por proyecciones

En esta seccién estudiamos un dlgebra C* A C B(H) generada por n proyecciones ortogonales
(; cuya suma da el operador identidad I y por m proyecciones ortogonales unidimensionales
Py, sobre un espacio de Hilbert H. El siguiente teorema nos proporciona un esquema a seguir
para establecer un isomorfismo de dlgebras C* entre el algebra C* A y un algebra C* de
matrices finitas.

Por medio de (z,y) denotaremos al producto interno en un espacio de Hilbert H, el
simbolo J; ; es el simbolo de la delta de Kronecker, y usaremos I, para denotar a la matriz

identidad de dimensién k x k.

Teorema 2.8.1. [8, Theorem 8.8] Sea H un espacio de Hilbert y sean Q;, Py (i =1,2,...,n;

k=1,2,...,m), proyecciones autoadjuntas en B(H) que satisfacen las condiciones:
(1) QiQ; =0 (4,5 =1,2,...,n;1 # j);

(ii) 3251 Qi =1

(ii) P, (k=1,2,...,m) son proyecciones unidimensionales;

(i) PeP, =0 (k,l=1,2,....m;m #1);

(v) My (Impi)* 0 (ImQ;) # {0}, i = 1,2, ..., n;
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(vi) si vy, v, ..., Uy son generadores normalizados de los espacios ImPy, ImPs, ..., ImP,,,
respectivamente, entonces los vectores Q;vy, Qiva, ..., Q;vy son linealmente indepen-

dientes para todo i =1,2,...,n.

Sea A la subdlgebra C* de B(H) generada por las proyecciones Q; (i = 1,2,...,n) y
P, (k=1,2,...,m), sea S = diag{S;}!, donde S; son matrices invertibles en C"™*™ que
transforman los sistemas v; = {Q;v1, Qiva, ..., Q;um } de vectores linealmente independientes

en H sobre sistemas ortonormales, y sea € la subdlgebra C* de C™"*™" generada por las

matrices
Qi = diag{d; ;In}i—y y SPS™' (i =1,2,...,m:k =1,2,...,m)
donde
Py, = (diag{0p ;} 71 Esi) ey, k=1,2,...,m,
Y
(Qiv1, Qiv1)  (Qiv2, Qiv1) -+ (Qivm, Qiv1)

Esz':

s

(Qiv1,Qiv2)  (Qiv2, Qiv2) -+ (Qivm, Qiva2) X
] ) ) ) ecC .

<in17Qi'Um> <in2»Qi'Um> <inm7QiUm>

Entonces el mapeo o, definido sobre los generadores de A por
Qi (01 ®6i2® D) ®Qi (i =1,2,...,n),

Pes (000@---®0)®SPS™! (k=1,2,...,m),

se extiende a un isomorfismo-x del dlgebra C* A sobre la subdlgebra C* D de C"®C generada

por los elementos
(01 ®0io® - ®0in)BQi, 0B0B---@0)BSPS™ ' (i=1,2,..,nk =1,2,...,m).

Aplicando el teorema 2.8.1, en [8] fue construido un célculo simbdlico para el dlgebra
A = alg{al, B, Bn:a€ PC (£)} y fue establecido un criterio de Fredholm para operadores

A € 2 en términos de sus simbolos.
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Capitulo 3

Algebras de Operadores del tipo
de Bergman en sectores con

coeficientes constantes a trozos

Sea U un dominio en C equipado con la medida de drea de Lebesgue dA(z) = dxzdy, y sean
A2(U) y .ZlQ(U) los subespacios lineales normados de L?(U) = L?(U,dA) que consisten de

funciones diferenciables tales que, respectivamente, dzf =0y d,f = 0, donde

0 1/0 .0 0 170 .0

Es sabido que A%(U) y A2(U) son subespacios de Hilbert de L2(U) con el producto interno
(-,+) inducido por L?(U). Esos subespacios estén relacionados por el operador anti-lineal de

norma uno

C:L*(U) — L*(U), Cf =F. (3.1)

Obviamente, C(A2(U)) = A%(U) porque 0, f = d=7.
La proyeccion de Bergman By y la proyeccién de anti-Bergman EU, para un dominio
acotado multiplemente conexo U C C con frontera suficientemente suave, son representados

en la siguiente manera
By=1-Sy8;+K, By=1-5U)Sy +K,

donde Sy, Sj; € B(L?(U)), son operadores integrales singulares bidimensionales acotados en

27
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el espacio L?(U) y dados para z € U por

Sone = [ L da)

(3.2)
snE=-1 [ (f(“”dAm

™ W—Zz)?

y K ,IN( son operadores compactos en el espacio L?(U). Claramente, Sj; = CSyC es el
operador adjunto para Sy .

La proyeccion de Bergman By y la proyeccién de anti-Bergman By son las proyecciones
ortogonales del espacio de Lebesgue L%(U) sobre sus subespacios A2(U) y A2(U), respecti-
vamente. Es claro que B(U) = CByC.

Si U = II es el semiplano superior complejo IT = {z € C : Im z > 0}, entonces K = K=0

(ver, por ejemplo [22, Lemma 7.5]) y por lo tanto tenemos
Bn=1I—5SnS, Bn=1—555n. (3.3)
Adems3s, esas proyecciones estdn dadas por

(Buf)e) =+ [ L sdaw). fe 2, zem

(3.4)
(Buf)(z) = 1/H<f(w)2dA(w), fe L), z eIl

T Z—w)

Pero si la frontera de un dominio U admite angulos diferentes de 7, las férmulas para
Byy EU, no se cumplen en general, como se muestra en [10, Theorem 5.3] para los sectores

abiertos

K ={z=re?:r>0,0c(0,7/m)} (m=2,3,..).

En éste capitulo, estudiaremos algebras C* de operadores del tipo de Bergman en do-
minios que tienen frontera no suave y que admiten angulos, las cuales denotaremos por
¢ C B(L*(K,,)) generada por los operadores de multiplicacién por funciones constantes
a trozos con discontinuidades en un sistema £ de rayos que comienzan en el origen y por
las proyecciones de Bergman y anti-Bergman que actian en el espacio de Lebesgue L*(K,,)
sobre los sectores abiertos K,,. Aplicando representaciones de las proyecciones de Bergman
y anti-Bergman por medio de un operador de rotacién y operadores integrales singulares
bidimensionales con coeficientes que admiten discontinuidades homogéneas, construiremos
un céalculo simbdlico para el algebra C* €,, y estableceremos un criterio de invertibilidad
para los operadores A € €, en términos de sus simbolos. Los resultados obtenidos dependen

esencialmente del angulo del sector K,,.
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3.1 Algebra de operadores tipo convolucion con datos
homogéneos

Los resultados de ésta seccién son debidos, esencialmente, a la descomposicién de Plame-
nevsky de la transformada de Fourier multidimensional [18]. Es una revisién y modificacién
esencial de la seccion 2.1.

Sea PC(T) el dlgebra C* de las funciones complejas continuas a trozos en el circulo
unitario T, y sea H(PC(T)) el algebra C* de las funciones homogéneas de orden cero en
L>°(C), cuyas restricciones en T pertenecen a PC(T) y, para toda 7 € T y toda ¢ > 0,

lim a(te®®r) = lim a(e®7), lim a(te’r) = lim a(e®r).

También usaremos el dlgebra C* H(C(T)), que consiste de las funciones a € H(PC(T)) tales
que a|r € C(T).

Sea B(H) el dlgebra C* de los operadores lineales acotados que actian sobre un espa-
cio de Hilbert H, y sea R la subalgebra C* de B(L?*(R?)) generada por los operadores de
multiplicacién

A=al (a € HPC(T)))

y por los operadores integrales singulares bidimensionales
F~'F (b€ H(C(T))),

donde F : L?(R?) — L?(R?) es la transformada de Fourier y F~! es la inversa de la trans-
formada de Fourier.

Al igual que en la Seccién 2.1, consideramos la transformada de Mellin y su inversa, M
y M1 respectivamente. Ademds, para A € C, tomamos los operadores E(\) € B(L*(T))
sobre funciones u € C°°(T) definidos por (2.2), y E(A\)~! su operador inverso, donde, por [18,
Proposition 4.4], los operadores E(A) son unitarios para toda A € R. También consideremos
el operador reflexién V' definido por (2.4)

Aqui, también el producto tensorial M ® I serd tomado relativamente a la descomposicién

(2.5). Para una funcién que toma como valor un operador
R — B(L*(T)), A~ L(N),

denotamos por I ®y L()) el operador en B(L*(R) ® L*(T)) dado por la férmula (2.6)
Dada A € R, introducimos el dlgebra C* Q5 C B(L?(T)) generada por los operadores

al y EQA)"'E(\) (a € PC(T), be C(T)).
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Consideremos la base ortogonal en el espacio L?(T):
{h™/V27}mez, donde h(t) =t para toda t € T. (3.5)

El siguiente resultado corrige [7, Proposition 2.2 y (2.15)].

Lema 3.1.1. Para toda m € Z,

E(\)R™ = p(|m], )™ si Ae C\ {ik: ke N}, (3.6)
3.6
EN)7'A™ = (=1)™u(|m|, =\)h™  si A€ C\ {—ik: k € N},
donde h es dada por (3.5) y, para A € C\ {ik : k € N},
] 1—\(m+ik+1>
p(m, \) = (—i)m2 2 (m=0,1,2,...). (3.7)

Demostracién. Por [18, Chapter 1], para cualquier arménica esférica Y,, de orden m =
0,1, ..., tenemos
EN)Yn, = p(m, \)Y,,, si AeC\ {ik: ke N},

EN)Y, = (=)™ u(m, —\)Y,,, si A€ C\{—ik:keN}, )
donde p(m, ) estd dada por (3.7). Como en el circulo unitario T, para toda m € N existen
s6lo dos arménicas esféricas linealmente independientes Y;,, (6) = cos(mf) y Y;,,(68) = sin(m#é)
de orden m, donde 8 € [0,27), inmediatamente obtenemos las férmulas (3.6) para las fun-
ciones esféricas h*™(e??) = cos(mf) + isin(m#), con u dependiendo de |m| y A, de las
igualdades en (3.8). |

Aunque las funciones cuyo valor es un operador A +— E(A)*! no son continuas en sentido

de la norma, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 3.1.2. Para toda b € C(T), la funcion de valor un operador
R — B(L*(T)), A= E(A)T'E(N) (3.9)
es acotada y continua en sentido de la norma.

Demostracién. Como E(\) y E(A\)~! son operadores unitarios,

sup ||E(>\)*1bE()\)||B(L2(T)) = |Iblle(ry < oo

Como b € C(T) es aproximado uniformemente en C(T) por polinomios Y ,_  axh* en h

dado por (3.5), con coeficientes ay € C, es suficiente probar la continuidad (en sentido de la

norma) de la funcién con valor un operador (3.9) para toda funcién b = h* k € Z. Ademds,

es suficiente probarlo sélo para b = h*!.
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Dada n € Z, para toda A € R, inferimos de (3.6) y (3.7) que

EN)'AELENA™ = u(|n|, N E(N) " tAnE!

= p(nl, ) (=1)"F u(ln £ 1], = 2R

|n\+1)\+1) (\ni1|2 z)\+1) )
n
|n|— 1)\+1) (|ni1\;—z/\+1)

_ netal-inl I
I

De aqui, para A, \g € R, obtenemos

|EA) "' E(N) — E(X)~ " E(No) Hg(m(r))
T |n\+2ik+1)r(|ni1|2—1)\+1) F(|”‘+¢QAD+I)F(\ni1|—2i/\0+1)

= ilgz) F('"“Zi’\+1)p(\ni1\;ri/\+1) - F(|n\—i2)\o+1)1—\<Inil\—gi/\o-q—l) :

Por [6,8.325.1], obtenemos

F( ‘n|+;)\+1 )F( \nil\Q—iA+1)

F,(\) = F(‘n|—i,\+1)r(|nill+i)\+1)
2 2

1 1 A )
[T (1+ |n\+m+1+2k) (1- |n+1\7i)\+1+2k> si n=0,1,2,..5

1 1 L3 _ .
120 (U + mrmonzs) (U - mgoagzs) son=—1,-2,..;

(oo}
_ H (1 2i\ay, )
o (In] +iN+14+2K)(Jn+ 1] — i+ 1+ 2k)
donde a, = —1 paran =0,1,2,... y a, = 1 paran = —1,—2, .... Las funciones
2t \ar,
nk(A) =
Jnk(Y) Pt i 2 (n+ 1 — it L+ 2R)

paran € Zy k = 0,1,2,... son uniformemente acotadas y equicontinuas en R. En efecto,

[fne(X) —1] < (/\2+1)1/22‘2‘>|\2+4)1/2 < 2712 para esos n,k y A € R, y para toda \, Ay € R,
tenemos
22 = Aol
n n A — .
[k = fox(Ro)| < [[n] + X+ 1+ 2k| [[n + 1] — iA + 1 + 2|
N 1 3 1 2| Aol
[+ ir+ 142k  |n|+ido+ 1+ 2k|][n+ 1] —iX+ 1+ 2Kk
2 Mol 1 - 1 (3.10)
n[+ixo+1+2k|Jn+1]—iA+1+2k |n+1]—iro+1+2k
A = Aol 2 n 2[ Ao 2| o]
SO D[ T O DA A T (R D205+ )
< 3[A = Aol

Entonces, para toda N € N el conjunto de productos finitos {FmN = Hivzo fak:ine Z} es

acotado y equicontinuo en R.
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Se sigue de [1, Section 8.26] que, para cualquier conjunto compacto K C R, los productos
infinitos (3.10) convergen uniformemente con respecto an € Z y A € K, porque las series

(oo}

2iA\ay,

];(f",k(” -U= ;; (] +ix+ L+ 2k)(Jn + 1] — ix + L+ 2k)

(3.11)

convergen absolutamente y uniformemente con respecto an € Z y A € K. En efecto, por
(3.11), lo ultimo se sigue de la estimacién
o0

3 2\ -
I;J|fn,k()\) kzz: TR R S < Ck = 2max|\| < oo,

lo cual implica, de acuerdo a (3.10) que, para todan € Zy A € K,

)‘)‘ = H ‘fn,k(A” < H (1 + ‘fn,k(/\) - 1|) < eXP(Z |fn,k()‘) - 1|> < efx.
k=0 k=0 k=0

Consecuentemente, en vista de la equicontinuidad de las funciones A — F,, ny(A) en R
para toda n € Z y para toda N € N fija, y debido a la convergencia uniforme (con respecto
ane€ZyXeK)deF,y\) a F,(\) cuando N — o0, concluimos que los productos
F,(\) = ngnoo F, n(A\) (n € Z) son equicontinuos en compactos de R. Esto significa que

lim sup|F,(A\) — F,(Xo)| =

/\—>Ao TLEZ

para toda Ag € R. De aqui, por (3.10) y (3.10), tenemos
—1p+1 _ —1p+1
0< lim [|EQ)THEEQR) = E(o) ™ hE Eo) 1

< lim sup|F,(A\) — F,(Xo)| =0,
)\—>>\0 nezZ

(T)

lo cual completa la prueba de la continuidad (en sentido de la norma) de la funcién con valor
un operador A — E(A)"ThE(N).
La prueba de la continuidad (en sentido de la norma) de la funcién cuyo valor es un
operador A — E(A)"th~1E()) es andloga. |
Sea 2 el dlgebra C* de funciones acotadas y continuas en sentido de la norma, cuyo valor

es un operador

U:R— B(L*(T)), A U(N) (3.12)

con la norma ||U|| = sup [|[U(N)]|.
AER

De acuerdo a [7, Proposition 2.4], tenemos la descomposicién

F=M1'oD)Vel)(IoxEN)(MeI),
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donde V es dado por (2.4) y I ®x E(X) es definido de acuerdo a (2.6). Tomando en cuenta

que

(M@ D(a(x)) (M @I)=1®a(t)l, 5.13)
(M D)(F(EF) (M @) =15 (E\)'bw)EN)), |

donde t,w € T y el operador A — E(\)~1b(w)E(\) es continuo en sentido de la norma por el
Lema 3.1.2, y usando la notaciéon (U(\))rer para las funciones de valor un operador (3.12),

podemos obtener lo siguiente.

Proposicién 3.1.1. [7, Proposition 2.5] El dlgebra C* R es isomorfa a una subdlgebra
C* de Q. El isomorfismo estd dado sobre los generadores al (a € H(PC(T))) y F~1bF
(b€ H(C(T))) de R por

a(x)I — (a(t)])rer,

FTI()F = (B(A)™'b(w) E(N) rer-
Para cada m € N, tomamos el operador rotacién V,, € B(L2(C)) dado por
(Vi f)(2) = f(€2™/™2) para toda z € C y toda f € L*(C). (3.14)

Es fécil ver que

(M@DV (M 1@1) =18V, (3.15)
donde V,,, € B(L*(T)) es el operador rotacién, dado por
(Vi £)(t) = f(2™/™t) para toda t € T y toda f € L*(T).

También consideraremos el dlgebra C* R,,, := alg{R, V;,} generada por el dlgebra C* Ry

por el operador de rotacién ‘~/m.

Corolario 3.1.1. El dlgebra C* R, es isomorfa a una subdlgebra C* de Q2. El isomorfismo

estd dado sobre los generadores de R, por

a(z)I — (a(t)])rer,
F7YW(&)F — (E(\) (W) E(N)) sk,

Vm = (Vm)/\ER~
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3.2 Proyecciones tipo Bergman y operadores singulares
integrales

Consideremos las representaciones de las proyeccién de Bergman Bk, y la proyeccién de

anti-Bergman By, del espacio L?(K,,,dA) en los sectores abiertos

Koy ={z=re" :r>0,0€ (0,7/m)} (m=1,2,..)

sobre los espacios A%(K,,) y ﬁQ(Km), respectivamente, via los operadores integrales singu-
lares bidimensionales Sc¢ y S¢. Obviamente, K; coincide con el semiplano superior II, y
entonces tales representaciones ya fueron dadas en el Capitulo 2.

Identificando Bk, y EKM con los operadores que acttian en el espacio L?(C)

Xi,, B, X, I ¥ X, Bx, xx, I,

donde xk,, es la funcién caracteristica del sector K,,, obtenemos la siguiente modificacién

de [10, Theorem 5.3].

Teorema 3.2.1. Para toda m € N, las proyecciones de Bergman y anti-Bergman del espacto

L?(K,,,dA) son proyecciones autoadjuntas, respectivamente, de la forma

BKm = X]Kml ~ XK (Z Em m ) (Z € nvn > X]Kmla
Bx,, = xx,.1 — xx,, (Z enkvEks ) <Z en V”S<c> s

donde e,, = €2™/™ y el operador rotacién V,, € B(L2(T)) estd dado por (3.14).

(3.16)

Demostracién. Se sigue de [10, Lemma 5.2] que

2m1— m—1

% Z;) (3.17)

Consideremos el operador isométrico de desplazamiento
Wi : Lz(Ha dA) - L2(Km7 dA)v (Wmf)(z) - mszlf(zm) (Z € Km)

Como ¢,,,(z) = 2™ es un mapeo conforme de K,,, en II para cada m € N, inferimos de (3.3),
que

Bx, = Wy, BnuW,;t =T — (W,,SuW,," )(W,,SiW,. 1). (3.18)

Como W, es un operador unitario, concluimos de (3.18) que la proyeccién de Bergman B,

es autoadjunta.
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m ) m

Anélogamente a [14] y a la prueba de [10, Theorem 5.3], inferimos en virtud de (3.17),

que para z € K,,,

m2zm 1w

WonSaW 1)) = =1 [ T flu)aaw)

_ 1 / m T (w)m 1f(w)dA(w)

T (wm — zm)2 w

m—1

WinSnWot =Xk, > ek, ViESch! ™ yk,, I, (3.19)
k=0

m—1

lo cual implica la igualdad

donde E(z) = £ para todo z € C. Similarmente, aplicando (3.17), obtenemos

WaSiWa Do) = =~ | T Fu)da(w)

v (W™ —z™)2

_ 1 (i)’”‘l /K mez" lzﬁ:;;f(w)dA(w)

T \Z (w z
m—1
1 /2 Ek
07 m i waw
k=0 Kin
m—1
1 sz\m—-1 ek
= — — (= $ w)dA(w
lo cual nos da .
Wi SEWnt = xi, b ™™ ) e VS, L. (3.20)
n=0

Combinando (3.18), (3.19) y (3.20) llegamos a la primera igualdad en (3.16).
La segunda férmula en (3.16) se sigue de la primera en vista de (3.3) y las igualdades
S¢ = CScCy EKW = (DB, C. La ultima igualdad también implica que la proyeccién de

anti-Bergman By, es autoadjunta en relacién con la proyeccién de Bergman Bk, . |

3.3 El algebra C* ¢, = alg{al, Bk, Bk, :a € €(£)}

m )

Primero vamos a estudiar el algebra C* €,, = alg{al, Bx,,, Bx, : a € ¢(£)} generada por
la proyeccién de Bergman Bk, , la proyeccién de anti-Bergman EKM y por los operadores de
multiplicaciéon por funciones constantes a trozos en K, con discontinuidades en £.

Con €(£) denotaremos al conjunto de funciones constantes a trozos en el sector K, con

discontinuidades en el conjunto £ = U§V=1 L; de rayos

Li={re% :r>00 (j=1,2..,N-1), 0<6,<---<0Oy_<m/m.
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Los rayos £; (j =1,2,...,N — 1) dividen al sector K,, en N sectores abiertos
R ={z€K,,: 0,1 <argz <0} (l=1,2,..,N),
donde 6y =< 01 < -+ < Oy = 7/m. Tomando
Ym = Ky N'T, m:=RNT (l=1,2,..,N),

N . L .
vemos que Yy, = [J;_; . Tomamos xp la funcién caracteristica de un conjunto D.

De (2.11) se sigue que
Sc=F'h"'F,  Si=F'hF, (3.21)

donde F es la transformada de Fourier actuando en L?(C) y h= z/Z para toda z € C. Por

lo tanto, inferimos en virtud del Teorema 3.2.1, de (3.21) y del Corolario 3.1.1 lo siguiente.

Teorema 3.3.1. El dlgebra C* €, estd contenida en el dlgebra C* R, = alg{R, ‘N/m} y es
isomorfa-x al dalgebra C* Qi C Qe generada por las funciones cuyo valor es un operador de

norma continua R — B(L?(T)) de la forma
A Bn(A), A= Bn(\), A= x,l  (1=1,2,..,N),

donde x,, es la funcién caracteristica del arco n; := {€'? : 0 € [0,_1,0,]},

m—1
Bin(A) = Xy d = X3 (Z EmVmS(A ) (Z Em Vi S™(A ) Xy 1
B (A) X’YMI X'Ym, (Z Eikvks* > X'Ym, (Z E%Vﬁs(A)) X'Ym,I7
n=0

2mi/m

(3.22)

Xr.. €8 la funcion caracteristica del arco 7y, := {€? : 0 € [0,7/m], e, =€ , el operador

Vin € B(LA(T)), y los operadores S(\), S*(\) € B(L*(T)) para toda A € R son dados por
S(\):= EN)*hT2E(N),  S*(\) = E\)T'R2E()), h(t)=t (t€T). (3.23)
Demostracién. Como ht € H(C(T)), inferimos de (3.21) y (3.13) que

(M@DSc(M™'oI) =185\,

(3.24)
(M@DSEM ™ eI) =1, S5*(\),
Ademas, de (3.13) y (3.15) deducimos que
(M@ Dxr, (M '@ =1Ix,I (1=1,2,..N),
(M@ Dy, M'eI)=1®x,,1I, (3.25)

(M@ DM R1)=1® V.
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Considerando éstas igualdades, inferimos de (3.2.1) que

(M & I)Bg,, (M~ ®@ 1) =1®) Bn()),
~ _ (3.26)

(M ®I)Bg, (M '®1)=1®)\ B\,
donde los operadores By, (\), By (\) € B(L2(T)) para toda A € R son definidos por (3.22).
Del Lema (3.1.2) y (3.22) se sigue que las funciones cuyo valor es un operador A — By, (A)
v A Em()\) son de norma continua, lo cual completa la prueba de acuerdo al Corolario

3.1.1. |

3.4 Un algebra C* generada por proyecciones

En esta seccién estudiamos un algebra C* A C B(H) generada por n proyecciones ortogonales
Q@; cuya suma da el operador identidad I y por m proyecciones ortogonales unidimensionales
P, sobre un espacio de Hilbert H. El siguiente teorema nos proporciona un esquema a seguir
para establecer un isomorfismo-#* entre el algebra C* A y un algebra C* de matrices finitas.
Este resultado fue obtenido por una modificacién producida en el esquema en [8, Theorem
8.1], donde excluimos la condicién de ortogonalidad por pares de las proyecciones P.

Sea C™ el dlgebra C* de vectores con entradas complejas x = (1, ..., £, ) con las operacio-
nes usuales de suma y multiplicacién por escalares complejos, con la multiplicaciéon entrada
a entrada, el adjunto =* = (Z1,...,Zn), ¥y la norma ||z|| = maz{|x1], ..., |z,|}. Por medio
de (z,y) denotaremos el producto interno en un espacio de Hilbert H, el simbolo §; ; es el
simbolo de la delta de Kronecker, y usaremos I para denotar a la matriz identidad de k x k.
Denotaremos por Hy + --- + H,, la suma directa de los espacios de Hilbert Hy, ..., H,,, que
consisten de elementos 1 + -+, con x € Hi (k= 1,2,...,n), tales que si ZZ=1 rr = 0,

entonces x; = 0 para toda k =1,2,...,n.

Teorema 3.4.1. Sea H un espacio de Hilbert y sean Q;, P, (i =1,2,...,n; k=1,2,....m)

proyecciones autoadjuntas en B(H) que satisfacen las siguientes condiciones:
(1) Q:Q; =0 (3,5 =1,2,...,n;0 # j);

(1) 32y Qi =1

(iii) Py (k=1,2,...,m) son proyecciones unidimensionales;

(iv) Mp—;(ImPy)* N ImQ; # {0}, i =1,2,...,n;
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(v) Sivi,...,vm son los generadores con norma uno de los espacios ImPy, ..., ImP,,, res-
pectivamente, entonces los vectores Q;vy, ..., Q;vy, son linealmente independientes para

todoi=1,2,...,n.

Sea A la subdlgebra C* de B(H) generada por las proyecciones Q; (i = 1,2,...,n) y
P, (k=1,2,....m), sea S = diag{S;}!_, donde las S; son matrices invertibles en C"™*™ que
transforman los sistemas v; = {Q;v1, Q;va, ..., Qv } de vectores linealmente independientes

en H en sistemas ortonormales, y sea & la subdlgebra C* de C™"*™" generada por las

matrices
Qi = diag{6i jIm}j—1 vy SP.S™' (i=1,2,...,nk=1,2,...,m),
donde
B, = (diag{‘sk,j};nzlEs,z‘):izl , k=1,2,...,m
Y
(Qiv1, Qiv1)  {Qiva, Qiv1) -+ (Qivm, Qiv1)
B, = <Q1U17'in2> <in27, Qiva2) <me; Q;v2) p—

)

(Qiv1, Qivm)  (Qiv2, Qivy) -+ {(QiUm, Qivm)

Entonces el mapeo o, definido sobre los generadores de A por

Qi — (57;_’1 D 52'72 H---D 57,n) () 61 (Z = 1, 2, ...,TL),
~ (3.27)

P (0008200 SPS™ (k=1,2,...,m),

se extiende a un isomorfismo-x del dlgebra C* A sobre el dlgebra C* C" @ &.

Demostracién. Sean M; := ImQ; (i = 1,2,...,n) y Ly := ImP, (k = 1,2,...,m). Para
todo k, fijamos un generador con norma uno vi de Lg. Dividimos la prueba en varios pasos.
1) Como las proyecciones @1, ...,Qn y Pi, ..., Py, son autoadjuntas, los subespacios cerra-
dos Hy := (L N---NLENM) @@ (LiN---NL5NM,)y 9 := Hy de H son invariantes

con respecto a esas proyecciones:
QiHy =L n---NL:NM;, P.Hy= {0}, Q;:MC M, P.IMC M.
2) Consideremos las restricciones

Q; = Q1|93T (’L = 1721"'377’) y PIQ = Pk|§DT (k = 1727~~7m)'
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Por (i), Q;Q; = 6;;Q;, vy por (i1), QQ; y I' = Q1 + -+ @Q,, donde I" es el operador
identidad sobre 9, lo cual implica que M = ImQ} & --- & ImQ)’,.

3) Por 1), Q;(9M) C M/ := M; N M. Por otro lado, M| C Q;(9M) porque y = Q;(y) para
toda y € M/. Asi, M/ = Q;("M) = ImQ); y por lo tanto

M=M & &M,

4) Ademéds, concluimos que Ly C 9 para toda k = 1,...,m. En efecto, representando a
cada elemento I, € Ly enlaformal, = (3, z;)+ydondey € My z; € (LiN---NLENM;),
obtenemos

0 = (I, xi) = ||l + (g, ) = [l

Asi, toda x; = 0 y por lo tanto, [, € 9.

5) Consideremos los operadores

Sige M/(=M;NM) y II;(g) = 0, entonces Py (g)+-- -+ P (g) = 0. Por (iii), Px(g) = crvx
para todo k = 1,2, ...,m, donde vi es un generador con norma 1 del espacio ImP; y ¢ € C.

Entonces civ1 + ... + ¢y, = 0, lo cual implica que
aQiv1 + -+ Qv =0 (i =1,2,...,n).

Como los vectores Q;v1, ..., Q;v.,, son linealmente independientes para cada ¢ = 1,2,...,n en
vista de (v), deducimos que ¢, = 0, y por lo tanto Pi(g) = cxvr, = 0 paratoda k = 1,2,...,m.
Por consiguiente,

Por otro lado, como Py (g) = 0 para toda k = 1,2, ...,m, concluimos que g € Lll Nn---N L#@-
Asi,
ge (Lin---NL:NM)NnM= {0},

y por lo tanto, cada operador II; es inyectivo.

6) Aseguramos que dimM/ = m para todo i = 1,2,...,n. En efecto, como vy € Ly C
M para k = 1,2,..m, Q;(M) = M/ y los vectores Q;v1,...,Q;vm € M! son linealmente
independientes en vista de (v), concluimos que dimM] > m. Por otro lado, como II; : M/ —
Ly +---4+ L, es un operador inyectivo y dim(Ly + --- + L,,) = m (ver (iii)), se sigue que
dimM/ < m, lo cual prueba nuestra afirmacién.

7) Como dimM/ = m, inferimos de (i) y (v) que el sistema

V= {lelv eeey lemv QQvlv eeey Qvaa seey anlv sy anm}
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es una base ordenada de 91. Obviamente, las representaciones matriciales de las proyecciones

Q) € B(9M) con respecto a la base v tienen la forma
@i = di&g{&"jlm};}:l, 1= 1, 27 .n.

Ademas, para toda k,j7 =1,2,...,m y toda ¢ = 1,2, ...n, obtenemos

Pr(Qivj) = (Qivj, vi)vr = (Qivj, Qivk)vr = (Qivj, Qivk) (Qrvk + - - + Qnug).

De esto se sigue que las representaciones matriciales de las proyecciones P}, € B(), relativas
a la base v, son de la forma

Py, = (diag{0r,;}71Esq)" ., k=1,2,..,m,

s,i=1"

donde las matrices E;; fueron descritas al enunciar el teorema.

8) Aplicando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt podemos obtener una base
ortonormal vy de M de la base v. Asi, existe una matriz invertible S = diag{S;}, €
Cmmxmn tal que las representaciones matriciales de Py, relativas a la base v, son de la
forma SP,S ~1, respectivamente. Obviamente, las representaciones matriciales de @ en la
base 1y preservan la forma de @i.

9) De acuerdo a la descomposicién
H=(Lin---NLLNM)® - ®(LiFN---NLENM,) &M

donde, por (iv), (e, (ImPy)* NImQ; # {0} para toda i = 1,2,...,n y 90 es tomada con la
base 1y, obtenemos las representaciones (3.27) de los generadores @Q; y Py del dlgebra C* A
en el adlgebra C* C" @ 6. Asi, existe un isomorfismo-+* entre algebras C*, del algebra C* A
sobre el algebra C* D de C™ @ &, generada por los elementos
Qi (01 ®Gia® - ®8) ®Qi (i =1,2,...,n),
B (3.28)
P~ 000@ - ®0)@SPS™ (k=1,2,...,m).
|

Es natural llamar a las matrices 0(A) € C™ & & los simbolos de los operadores A € A.

Corolario 3.4.1. Un operador A € A es invertible en el espacio de Hilbert H si y sdlo si su

simbolo o(A) € C* @ & es invertible en C" @ C™">mn,

Sea

vy = {egl) e(l) e§2),. e(?) ...,egn),...,e(”)}

s e Ey [EPI v
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la base ortogonal de )t obtenida de la base

V= {lela ey lem7 ngl, ceey Q2vma ceey anh ceey anm}

por el proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt. Como las proyecciones @1, ..., @, son
ortogonales dos a dos, podemos aplicar la ortogonalizacién separadamente para cada sistema
vi .= {Q;v1, ..., Qivm}. Asi, parai=1,2,...,nyk,j=1,2,..,m, obtenemos las siguientes

féormulas de recurrencia:

Jj—1
&= 1N £ = Quvp = Y (@i ef)el?,
s=1
j—1
1£71% = (Quvy, Qivg) — Y (el v;)[* # 0,
s=1
1 i (3.29)
om (<QZ ]an Z 621)7 k>> it j<k,
1 1751 =
€: ", V) = . .
(57000 =4 70y i = k.
0 if j>k.

Ademds, por la prueba de [8, Lemma 8.5], concluimos que las entradas [Bl(f’r)]sj (s,j =

1,2,...,m) de los bloques
B(l " = (dlag{dk l}l Ei T)S e cmxm

de la matriz SP,S~1 = [B(Z T)] son dados por las férmulas

i,r=1

<egZ)7 ><6(‘T)7vk>7 si Svj:1727"'7k;

[BL"], = ! (3.30)
0, de otra manera.
Asi, todo bloque B,(:’r) tiene la forma
: ot oo,
B = | " ", (3.31)

Om—k Om—k

donde C 1) e Chxk v sy (k, k)-entrada B(l " Hf,il)HHf,gr)H es no cero.

En el caso m = 2, el Teorema 3.4.1 queda reforzado por [8, Lemma 8.6]:
Lema 3.4.1. Sim = 2, todas las condiciones del Teorema 3.4.1 se satisfacen y
o/f’Q = {(Qi,v1, Qiyv2) #0  para algin  ig € {1,2,...,n},

entonces la C*-dlgebra C" & & coincide con C™ & C2"*2n,
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3.5 Calculo simbdlico para el algebra C* €, e invertibi-

lidad

Dada A € R, definimos A,, » como la subdlgebra C* de B(L?(v,,)) generada por los opera-
dores Bim(\), Bm(A) y xml (I =1,2,...,N). Entonces, de acuerdo al Teorema 3.3.1, para
toda A € €, y toda A € R existe un operador A,,()\) € A, » tal que

(M@ DAM ' @I) =T\ An(N) (3.32)

y la funcién cuyo valor es un operador A — A,,(\) es de norma continua. Como el algebra
C* Q,, es generada por las funciones cuyo valor es un operador dadas en el Teorema 3.3.1

es representada en la forma

O = P Ao, (3.33)
AER

el Teorema 3.3.1 y (3.32) implican el siguiente criterio de invertibilidad.

Teorema 3.5.1. Dada m € N, un operador A € €, es invertible en el espacio L*(K,,) si y
s6lo si los operadores Ay, (N) € A x son invertibles en el espacio L*(7,,) para toda A € R y
sup H(Am()\))_1||g(Lz(,Ym)) < 0. (3.34)

AER
Para estudiar la invertibilidad de los operadores A,,()), primero necesitamos investigar

las imagenes de los operadores By, (A) ¥ B ()).

3.5.1 Imdgenes de los operadores B,,(\) y Bn()\)

Para calcular las imdgenes de los operadores B,,(\) y Em()\) seguiremos en general el es-
quema de [12]. Por [11, Chapter 1, Lemma 4.10], tenemos que si P(t) es una familia de
proyecciones sobre un espacio de Hilbert H continuamente dependiente, en la topologia
norma, de un parametro real ¢ corriendo a través de un conjunto conexo de R, entonces
todos los espacios P(t)H son isomorfos; en particular, todas las imdgenes de P(¢) tienen
las mismas dimensiones. Como las proyecciones By, () y Em son de norma continuamente

dependiente de A € R por el Teorema 3.3.1, tenemos que
dimB,,(\) = dimB,,(0),  dimB,,(\) = dimB,, (0).

Vamos a probar que B,,,(0) y Em(O) son proyecciones unidimensionales y entonces todas
las proyecciones By, (\) v B () son unidimensionales. Para ésto usaremos el Lema 3.1.1.
Consideramos una generalizacién de [12, Theorem 3.8] y [10, Proposition 9.2] para el caso

de sectores K,,, para toda m € N.
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Proposicion 3.5.1. Para A =0 y toda m € N, tenemos

ImBy,(0) = span { Xymh 7! } y ImB,, (0) = spcm{ Xymh } ,

Vr/m Vr/m
donde h(t) =t para todo t € T y X, es la funcion caracteristica del arco v, = {e'™ : 7 €

[0, 7/m]}.

Demostracién. Como la funcién I' es analitica en el conjunto C\ {0,—1,—-2,...} y tiene

polos de orden uno en los puntos 0, —1, —2, ..., deducimos del Lema 3.1.1 que
E(0)h" = (=i)"pm BO) A =i (nez).
Entonces, por el Teorema 3.3.1, obtenemos
S(0)h™ = E(0)"'h 2E(0)h" = (—i)IMliin—2pn=2,
S*(0)h™ = E(0) ' RE(0)h" = (—i)"il"+2pnt2,

lo cual implica que, para todo n € Z,

—h"72 n#£1, —h"t2 o £ 1,
S(0)h™ = S*(0)h"™ =
h"—2 n=1, hnt2 n=—1,
Dada f € L*(T), calcularemos B,,(0)(X~,, f). Representando la funcién x.,, por la serie

convergente en L?(T)

1 k\pk
X F = 5= > (X f )Y,

kEZ

donde h(t) =t para toda t € T, inferimos de (x,, f, h*) = (x,,, fh%, h¥*2) que

5 (0) 00, ) = 5°0) (5= S f> )

keZ
1 *
= 5= > (X3 B8 (0) (1Y)
keZ
1 1 _
e D I I s O ]
keZ\{—1}
1 2
==Y (X SR RFPRITR e =, f TR
2T = 2T
1 1 _
=5 RO+ — (o, foR )
keZ
1 _
= _X'ymfh2 + <X'ymfa h 1>h'

T
Entonces, teniendo en cuenta la igualdad 31"~ [e;5V,ER] = mh y que VE(x,,, fh? = 0

sil<k<m-—1, obtenemos
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m—1

Yo 2 [t VEST ()06, )]

k=0

.S V(= 5 b )]
k=0

= o S [ (e 8)] o 5 [V (0]
k=0 k=0
= *X'ymfhz + %<X'ym,f, h71>X’ym 5 [E:nkvrﬁh]

ES
Il

0

m _
= *X'ymfhz + ?<X'ymfa h 1>X'ymh-

De manera anéloga, considerando las igualdades (x-,, fh?, h*) = (x-,. f, h*72) v

(Xym Py hky = (Xymh717 hk=2), deducimos que

S(0) 0t 1) = S(0) (5= 32 s f17, WY1

kEZ

= o > F B S(0) (1)
keZ

1 _ 1 .
) DO Lo L e COMY (AT
kezZ\{1}

__i 2 pk\pk—2 2
=5 D Xy fA% RERE 2 4

s
kEZ

o k—2\1 k-2
ot <X’me7 h >h +
kEZ

<X'Y7n th’ h>h_1

1 v, —
<X'Ym,fa h 1>h !

™

1 1y —
:_vaf+;<vafah 1>h L

y también considerando que (x~,, h, h) = m/m, obtenemos

1
S(0) (1) = S(0) (5= D O HF)HF)
kEZ
1
= 5= DXy, b h)S(0) ()
kEZ
1 k\pk—
=== D (o h MR
kezZ\{1}

1 2
=—— h,hFYRF =2 4 = h,h)h ™1
Gy I;ZO(%” ,h") + o Xy s )
1 1
- _ h—l hk—Q hk—Q -
27_[_ kEZ<X'Y'm I > + T

1 ~1
% <X’7m h7 h>h

<X'Ynzh’7 h>h_1

h71
= — A R
Xvm + m
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Entonces
o t_o [EVESO (0 v f 10,00
= Yo MZ b V(SO = 3o f12) + SO (Z b b1 1) )|
o 7:_ 5V (SO~ v 52) + ™ (e £SO 00, 1))
= o H 5V (o = S0 fo 0]
+ o ”’ 5 VA (2 £ ) (= 7+ 2 071
ol = L f 0, E VR

x>
Il

0

m 1 m—1
_;<X7mfv >X%nh + - <X7mfa X%n Z Em Vk
k=0

m _ _
= X f = = O B

Finalmente, deducimos que

B (O) (X'ymf) Xoym [ — vaf + — <X'yf7 >X7mh_1

m _ _
= ;<X’ymf7h 1>X'ymh 1;

lo cual implica que el espacio de Hilbert ImB,,(0) C L?(7,,) es unidimensional. M4s atin,
inferimos la primera férmula del teorema, donde la funcién ¢ — x., (£)t~1/\/7/m es un
generador con norma uno de ImB,,(0).

Como EKW = OBk, C, donde el operador C es tal que C'f = f, deducimos que

B (0)(x3,,./) = CBn(0)C(xs,. f) = CBn(0) (X3, )
= C(Z 00 A h™Y) = 20, £ 1

lo cual implica que el espacio de Hilbert Imém(O) C L%(v) es unidimensional. Esto nos da
la segunda férmula del teorema, donde la funcién ¢ — ., (t)t/1/7/m es un generador con
norma uno de ImB,, (0). [

El siguiente Lema es una generalizacién de [12, Proposition 3.10] y de [10, Lemma 9.3]

para el caso de sectores K,,, para cualquier m € N. Consideramos T := T N II.

Lema 3.5.1. Para toda A € R y toda m € N, los espacios ImBy,(\) e ImBy,(\) son unidi-

mensionales y sus generadores con norma uno son dados para toda t € T, respectivamente,
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por

1
2 iA—
m(t) = (1 —e 2vrA/m) Bt
1
3

~ 2\ 1— z)\
G (®) = (Sm7a—) X (O

donde, para A =0,

[N

N
—

(=)

Ademds, las funciones

. ( 2\ )%ti/\_l , ( 2\ )
= 1 — e—2mA/m Yy = e2mA/m _ q

son ortogonales en el espacio L*(Ty) para toda m € N y toda X € R.

- (emii — 1) ~ Jam

N

tl—z)\

Demostracién. De la igualdad (M ® I)B,, (M~ ® I) = I ®) B,,()\) obtenemos
(I ®x B (W)L (R) @ L*(T)) = (M @ I)(A*(Knm)),

donde las funciones en A%(K,,) son consideradas como elementos del espacio de Hilbert
L?(Ry,rdr) ® L*(T) después de su extensién por cero al conjunto C \ K,,. Luego, si f €
A?(K,,), entonces existe g € L?(R) @ L*(T) tal que

(M @ D) fI(A 1) = [(I @x Bn(A)gl(Ast) = [Bm(Ng(X,)I(E),  teT.

Consecuentemente, [(M ® I)f](},-) € ImB,,()\) para todo f € A%*(K,,). Tomando ho(z) =
Xk, (2)(z +11)72 € A*(K,,), y aplicando [17, Formula 2.19], inferimos por analogfa con [12,
Proposition 3.10] y [10, Lemma 9.3], obtenemos que para (A,t) € R x T,

[(M ® Dhol(\ t) = X, (1) (1t +3) "2~ A dy

\/jnh

_ Xam(®) 4 ) "2 g
= /R+(t+) d

Xvm (t) < iA—14iA—1 . .
=2y t B(1 —iX 1+1d)),
Vor ( )

donde B(-,) es la funcién Beta. Por lo tanto, la funcién t — y., (¢)t*1

pertenece a

ImB,,, (). Pero como el espacio ImB,,,(A\) es unidimensional, concluimos que
ImB,,(\) = span{x,, h**"'}.

donde h(t) = ¢ para toda t € T.

Ahora vamos a calcular ||y, ¢! |2 (m)
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Si A # 0, entonces:

tM_lti)‘i_”dﬂ — /tM_l(E)D\_lldﬂ

I
S~

I XAt 12y

5
_ /ti)\fl(tfl)fi)\fl|dt| — /ti)\flti)\+1|dt|
v il
:/t2i>\|dt| _ /m(ew)Qi)‘dG
o’ 0
@ -1
_ —2X60 _ —2A7/m
= do = — -1
/0 e ) (e )
1

— (1 _ o—2X1/m
e )

Si A = 0, entonces:
0

—1 512 _ —17-7 _ —
ot~ Wsy= [ ¢l = [ e =

De lo cual tenemos

IA—1 |2 V(L —e2mMm)[(2)), siAeR\0
x4t g2 (=
Vi S§iA=0
De esto se sigue que la funcién g, » es un generador con norma uno del espacio unidi-
mensional ImB,,,.

De la misma manera, de la relacién (M @ I)B,, (M~ ®I) = I @ B,,()\) obtenemos
(I &x BN (LK) = (M @ DA (Kpn)),
donde las funciones en A2 (K,») extendidas por cero al conjunto C\K,, también son considera-
das como elementos del espacio de Hilbert L2(R,, rdr)® L2(T). Por lo tanto, si f € A2(Ky,),
entonces [(M @ I)f](\,-) € ImB,,()). Ademés, para ho = xk,, (2)(z 4 )~ 2, tenemos que
ho € A2 (K,,). Del caso anterior, deducimos que para (A, t) € R x T,

[(M ® I)%]()\,i) = = (t)mr_w‘dr

1
o R, XAm

= [(M ® I)ho](—A,1).
Como ya hemos probado, existe ¢ € C\ 0 tal que
[(M ® I)ho](—)\, t) = Cgm’,)\(t).

De lo cual inferimos que g, —x € Imém()\). Entonces la funcién g, » = gm,—x es el genera-
dor con norma uno del espacio ImB,, ().

Finalmente, para toda m € N y toda A € R inferimos que

2 N SN V- R A L
—_— ) A (7) Nt = ————— / ~204p = 0,
/1r+ (1 - 6*2“/7”) e2mA/m _ 1 ] sinh(7A/m) J, ¢

lo cual nos da la ortogonalidad de las funciones en L?(T). |
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3.5.2 Test de condiciones del Teorema 3.4.1

Definimos los siguientes operadores en el algebra C* B(L?(v,,)):
Py :=B,(\), Py:=Bn(\), Q :=xn,I (=12.,N).
Aplicaremos el Teorema 3.4.1 al dlgebra C*
Ay = alg{Bm(A), Bn(A), Q1 : 1 =1,2,..,. N} C B(L*(Kp)),

para lo cual debemos ver que se cumplen las hipétesis.

Claramente, las @; son proyecciones ortogonales que satisfacen las condiciones

N
QQ; =06;Q;, Y Qi=1,
=1

lo cual nos garantiza las condiciones i) y ii). Por Teorema 3.2.1 y Teorema 3.3.1, tenemos
que B, (\) y B,,(\) son proyecciones autoadjuntas unidimensionales, lo cual nos satisface
iit).

Como todo espacio Imyy, I tiene dimensién infinita, existe g € Imy,, I tal que 0 # g €

{Xm 9m.xs X Gm.x} - Entonces, para toda [ = 1,2,..., N,
0+# g e (ImP)* N (ImPy)* NImQ;,

y asi tenemos la condicién iv).

Fijemos A € R, consideremos la combinacién lineal agp, » +bgm, x con constantes a,b € C,
y supongamos que Xy, (¢gm,x +bgm,x) = 0 para alguna [ = 1,2,..., N. Entonces, por el Lema
3.5.1, la funcién

2 N2, 2 \V2,
o) = o(;—gmrm) O ()

es igual a cero para toda t € n;. Pero la funcién ¢(t) admite continuacién analitica a todo
el semiplano superior II. Como ésta funcién es igual a cero en el arco n;, entonces ¢(t) = 0
para toda ¢t € T4. Por el Lema 3.5.1, las funciones gy, x ¥ gm,» son ortogonales en el
espacio L?(T, ), entonces a = b = 0. Por lo tanto, las funciones g,, x ¥ gm.x son linealmente

independientes en todo arco n; (I =1,2,...N), y entonces tenemos la condicién v).

3.5.3 Aplicacién del Teorema 3.4.1

Para m € Nyl =1,2,..., N, consideramos los siguientes productos internos en el espacio

L2 (m):
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11 (N) = (XtGmn XiGmn)s - W 12(A) = (X1Gm. 20 XGm. )

21 (A) = (aGm x XigmA)s O 20 (N) = (X1Gm, 2 Xt 2) -
Teniendo en cuenta las igualdades o, 5, (A) = ol 15N y al, 99(A) = al, 11(=)) para

A € R, del Lema 3.5.1 calculamos para A € R\ {0},

l 22 3 . 22 H o
A 11(A) = [ xa(t) T e 2m/m Xy (B xa(t) 1= 2/m XA (DA dt|

2) T
- (Hwn)/m(t)xy(t)ﬂ 1FA 1 g

2\ i
:m/m(t)xy(t)ﬂ R

2) / 20\ 2A o 2iA(46)
= X (8)x~ ()17 |dt| = e” 0 do
1— 6—27r)\/m Y 1— e—27r)\/m 0,1

2\ o 2\ L\ _oxepe
= 1 — e—27A/m A € df = 1 —e—27A/m _5 € |9;—1

-1
e=2M1 _ =201

e—2mA/m _ |

l 2 3 oy 22 3 .
12N = [ xu(t) T 2m/m XA (B xa(t) camam — 1 XA (D)t e

- 2A [t @@ a

(L= e2mmy(em/m 1]

= w/Xl(t)Xv(t)tM_l(t_l)iAH‘dt|

=2 [t

- A =20, _ o—2i0_1
alm,21(>\) = 0‘571,120‘) = ( - )

sinh(Z2) —21
>\ 6—21‘& _ 6721;01_1 )\ eQiHL _ 62i9l,1
" sinh(Z2) (—2i) ~ sinh(2) 2i
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l l Q2N _ 206,
U 22(A) = A 11(—A) = Te2ma/m _ 1

Por otro lado, aplicando las igualdades

al (0) = lim afnykn()\), k,n=1,2,

m,kn A—0
deducimos que para A =0
que p s
al (O) 1. 672)\9l _ 672)\0l_1 . 720l672)\0l + 20[—1672)\61_1
= lim = lim
m,11 NS0 e—2mA/m _ | A—0 _%6—277)\/77’7,
200 —01) O — 061
Zn w/m
l e—2i0 _ o—2i01 1 1 e—2i01 _ o—2i0i_1
a,, 15(0) = lim — 5 - = lim 5 .
' A—0 ginh(Z2) —2i A=0 T cosh(T2) —92
m m m

=210 _ o201
—27i/m
)\ 621‘01 _ 6219171 e2i9[ _ 62i91,1

i .
0)=1 _
om 1 (0) = [img snh(Z2) 2 2mi/m

. 0 B 1 62)\9l _ 62>\9171 B 9l _ 9171
m,22(0) = AD0 e m 1 w/m

Como las proyecciones Q1,Qs,...,Qn son ortogonales disjuntas dos a dos, tomando

Um A1 °= Gm.A Y UmA2 '= gm,x, inferimos de (3.29) que para [ =1,2,..., N,

o Quuman
Cma1 = 1/2°
(ain,ll()‘))
o Qivma2 — (ain,zl(/\)/Oéﬁn,n(A))lemJ\,l

Cma2 = 1/2
(al, (V) — lak o (V) [2/al, 1 (W)Y

(3.35)

donde el denominador no cero || fé?xz” de effl)’ ».2 s calculado por la regla

£ o]l = (@haa () = lak, 0 (VP /ady 13 (V) 2.

Entonces para A € R\ {0}, tenemos
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If)
62)\9_7’ _ 62)\0]‘_1 62i0j _ €2i0j_1 2 672)\0]‘ _ 672)\0]‘_1
= eZTr)\/m -1 B sinh(’r—)‘) 2 / e—27r/\/m -1
m
2060 200, _1 2 —2X0, —2X0,_1
e N — e=AVi A 0. 0. 12 € i—e i
= 27A/m - 2/ |6219J - 62“9]71‘ / —27A/m
e -1 4sinh”(Z2) e -1
62/\9]' _ e2>\0j71 )\2(627;67 _ e2i0j71)(€72i9j _ 6721‘9]'71) 672)\9‘7 _ 672>\9j71
- eQﬂ)\/m -1 4Sll’1h2(L>\) / 6—271')\/m -1
m
62)\9]' _ 62)\9]‘71 )\2(2 _ 62’&(91'70]‘71) _ 6722-(0]‘76].71)) 672)\0‘7. _ 672)\9J‘71
- e27r)\/m -1 4smh2(@) / e—27r)\/m -1
m
25— 220 A2(—4sinh®(i(0; — 0j_1))) ,e™2Mi — e=2M0ia
T e2ma/m 1 - 4sinh2(”—)‘) / e—2mA/m _ 1
m
O P X2 ink(i(6; — 6,10)) (e 1)
T e2mA/m _ (e=2M0; — =2X0;-1) SinhQ(Ln;\)

—dsinh®(A(8; — 0;1)) sinh®(52) — (™™ — 1)V (—sinh®(i(6; — 6, 1)) (e=*™/™ — 1)
(e2mA/m — 1) (e=2M0; — ¢=2X0;-1) sinhQ(%‘)

_2mN/m 1\ —2m\/m
Pero como sinh?(™2) = G 1)4(6 : D entonces
!
1zl

_ sinh®(A(8; — ;1)) (e*™N™ — 1) (e~ 2™ — 1)
T (e2mMm 1) (em2M0; — —2)0;-1) sinh2(%\)
(€™ — 1A (= sinh®(i(6; — 6;-1))) (e >™™ — 1)
(627r/\/m _ 1)(672Aaj _ e*2>‘91‘—1) sinhQ(%‘)
sinh®(A(0; — 0;_1))(e=2™/™ — 1) — X2(—sinh?(i(0; — 6,_1))) (e 2™/™ — 1)
(e72Mi — e=2M0;-1)sinh?(22)
sinh®(A(0; — 0;_1)) — A?(—sinh®(i(0; — 0;_1)))

—2X0; _ 26, sinh2( A
€ s
e—21r>\/m 1 h ( m )

sinh®(A(0; — 0,-1)) — A*(—sinh®(i(6; — 0,-1)))
sth(’x‘)a 1)
sinh®(A(0; — 0;-1)) + A*(sinh®(i(6; — 0,-1)))
Sinhz(%)au()‘)

Por lo tanto

[sinh® (A6 — 0,1)) + N2(sink®(i(0, — 0,-1)))]

19 ol = —
| sinh(T2)|[ad; (V)]2

Ahora para A = 0 tenemos:
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o205 _ p2i0; 1

r 2 3
1Dyl = | 2=t y8 b
m,0,2 w/m w/m

RUEE (—4Sinh2(z’(9j —ej,l))/aj —9j1>r

2mi/m

w/m 472 /m? w/m
00,0 —sinb?(i(0 —ej_mr
| m/m m(0; —0—1)/m
8= 01 sinh?(i(8, - ej_l»} :
| 7/m m(0; —0j-1)/m

_ '(Hj — 9j71)2 + sinhQ(i(Gj — 0j1))} %
m(0; = 05-1)/m

De (3.35), obtenemos que

(Quomrts Vma) (@1 (V) 2 = (ady 1 ()2,

s

) =
—~1/2 —1/2
s Umnz) = (Qumo s vmaz) @k, 1 () T2 = al, 1 () (ak, () T2,
) =
)

@
m,A\ 1avm)\1
[©)
m,A

(3.36)
€ )\ 2> Um A1

)

(e
(el
(eh
(el

0
(a ,22 |am 21( )|2/afn,11(>‘))1/2 = Hfr(rlL)AQH

m)\gvvaQ

Tomando P; = By,(A), Py = By,()\) y siguiendo el Teorema 3.4.1 y (3.30), definimos las
matrices My, (A), Mp,(A) € C2V*2N para ) € R por

My (A) = SPS™ = [BU)]) 0 M(V) == SPS™" = [BUY,)

l
50 | vman (e s vman) 0
L 0 ol (3.37)
RO l
B . <€£n),,\,1aUm,/\,2><€5;?,\,1a“m,>\,2> <e§n),,\,17Um,/\,2><€£;?,\,2avm,k,2>
mA2 T T PO
(5o tma2d ey 1 Vma2) (€8s 50 tmr2) (e 2 Vmon2)

Sea ey (1-1)m+k = 657?7/\,]6 para toda l = 1,2,...., N y k = 1,2. Entonces, por (3.36) y
(3.37), las entradas de las matrices (3.37) para A € R son dadas por
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(Mo (M55 = (Bm(A)em, 255 €m.xs)

\/alm,n()\)afn,n(/\) sij=20-1, s=2r—1,

0 en otro caso,

(M (M)]s,j = (Bm(Nem,x,js €m,x.s)

(3.38)
ain,l?()‘)a:n,12()\>/\/ain,ll()\)a:n,ll()‘) sij=20—-1, s=2r—1,
@2/ ol OO sij=2-1,5=2n
l ..
(@ 12/ Ja 1 O ID, L sij=2l s=2r—1,

l r ..
[FASNA RN S§j =2l s=or

donde oziny,m()\) para k,n=1,2y ||f7(,i))\2|| son definidas anteriormente y 5,5 = 1,2,...,2N.

Ahora calculamos los siguientes limites:

1 672)\91 _ 672)\90 e*2>\91 _ 1
lim o AN)=Ilim ————=1lim ——— =1
Aooo h 11( ) ADoo  em2mA/m ] Moo e=2mA/m _
hm o, 11(A) = lim 7672)\01 -1 = lim QXr/mEh) — e2ri/m =0
Ay — m,11 AD—o0o e—2mA/m _ 1 A — o0 1 — e2mA/m
N 6—2)\9]\] _ €_2>\9N—1 e—27r)\/m _ €_2>\9N—1
lim « A) = lim = lim =0
oo m,ll( ) A— 0o 6_27")‘/7” —1 A—00 e—27‘r/\/m —1
N e—27r)\/m _ 6—2)\91\[,1 1— e)\(27r/m—20N,1)
lim « A) = lim = lim =1
A——oo m,ll( ) A——00 e—2mA/m _ ] A——oc0 1 — e2mA/m
1 62)\91 _ 2)\00 e2>\01 _ 1
lim « AMN=Ilm ———— = lim ————
A—00 m’22( ) X—oo e2mA/m _ ] A—oo e2TA/m _
e)\(261 27 /m) _ e—27r)\/m
= lim =0
A—00 1 —e—2mA/m
m ol 0(\) = 1 o1
lm « = m ————-
A—— m,22 Ao oo e2mA/m
lim aN (A) _ lim 62)\91\] _ 62>\9N_1 _ 1im 627r)\/m 62)\9]\]_1
Assoo 22 Aooo  e2mA/m _ ] A—o00 e2mA/m _ 1
1— e)\(QHN,l—Qﬂ/m)
= lim =1
A—00 1 —e=2mA/m
27A/m 2X0n _1
e — €
hm ay o(A) = lim =0
A—— ™ 22( ) A——o0 e2mA/m _ 1

En los limites que a continuacién presentamos, consideramos 1 <[ < N:
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02N _ o=2X01 1

lim o A) = lim =0
A— 00 m,ll( ) A—o00 e~2mA/m _ 1
. 6—2)\01 _ 6—2)\\91,1 ek(27r/m—201) _ e)\(27r/m—29171)
lim « A) = lim = lim =0
A——00 m,ll( ) A——o00 67271')‘/"7‘ —1 A——o0 1— 627T)‘/m
. 62/\91 _ 62)\9171 e/\(201727r/m) _ 6)\(29171727r/m)
lim « A)=lim ————— = lim =0
A—00 m,22( ) Aooo  e2mA/m _q A—00 1 — e—2mA/m
270, 20,1
(& — €
lim o A= lim —— =0
A —o00 m.22() A—oco  e2TA/m _ ]

Ahora consideramos 1 <[ < N y aplicamos la regla de L’Hopital donde sea necesario y

aplicable:
l e—2i01 _ o—2i01 1
lim ay, 12(A) = lim -
A— 00 12( ) A— 00 51nh(%) —21
o= 20 _ =201 ; 2\
= — 1IN ——
Y Moo eTA/m _ g=TA[m
6721‘91 . 6721‘91_1 1 2 0
= 11m =
—24 A—r00 2”67”‘/7" + %3*77)\/7"
. )\ 6721‘01 _ 6721‘01_1
hm o A) = lim -
A—— ™ 12( ) A——00 sinh(ﬂl‘) —21
m
e—2i0l _ 6—21'91,1 1 2)\
= 1m
—2i A o0 €TA/ T — g=mA/m
6722‘01 . e*2i01_1 1 72)\
= lim —
—92 A oo e=TA/m _ omA/m
o—2i01 _ p—2i01_1 ; 9
B — 1m
DY A Lo T g=mAfm — X gra/m
672i9l . 6722‘01_1 1 2
= 11m =
92 A — 00 7e—w/\/m+ eTrA/m
1' . ()\) B 1 )\ 2i9[ _ 62i9171 B e2i0[ _ 627;91,1 l A B 0
/\1m Q01 = lim p - = - im — — =
—00 A—00 smh(—) 21 21 A—+00 slnh(—)
m m
1 . ()\) B 1 )\ 2i01 _ 621’91_1 B €2i01 _ 621‘01_1 1 # B O
im ay, 9 (A) = lim - - = - im — =
A——o00 A——o00 snlh(—) 21 21 A——o00 Slnh(*)
m m

Ahora vamos a calcular /\Erinoo (04£n,12()\)/\/04£n,11()\)) con1<I<N.
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Primero notemos que:

EL ALGEBRA C* ¢,, E INVERTIBILIDAD 5h

; A e—2i91 _ e—2’i9171 / €—2>\91 _ 672>\0171
« A « A) = -
m,12( )/ m,ll( ) smh(”—) —92 e—27r)\/m —1
m
2A 672i9l _ 6721-0[71 6—2#A/m _ 1
T enAm _ g—ma/m —9i 02701 _ o201
e—QiOl _ €—2i91—1 )\e—Tr)\/m 62)\0l_1( —27\/m _ 1)
= i 1 _ e—2nx/m e2A6i-1-61) _ |
6722—01 _ 672101 1 )\efﬂ)\/m A0 -1 —27T)\/m
= —i —27rk/m 62)\(91 1—0;) _ 1
6721'0; o 72191 1 )\efA(w/m 01-1) e~ 27A/m _ 1
— _Z 1 _ 6—271')\/7)7, e2>\(9171—9l) _ 1
Entonces
e—2i9[ _ 6—21'91,1 )\e—)\(‘n'/m—l%fl) e—2mA/m _ ]
lim ( ) = lim .
oo \ Vs 12N/ m () —1i ADoo 1 — e 2mA/m e2M0i-1—61) _ 1
Pero:
e —A(m/m—6;_1) e—2mA/m _ ]
lim
A— 00 1 _ 6—271'/\/777, 62A(0171_9l) _ 1
A 1

= lim

T Do eMm/m—=0_1) 1 — g—27A/m

Por lo tanto,

6—27r)\/m -1
ey

. l l _
Jim (O‘m,12(>‘)/ am,u(A)) =0
Anslogamente, tenemos que:
. ; 22 e~ 201 _ o—2ib 1 e—2mA/m _
a7n712(>\)/ Oém,ll(A) = eﬂ')\/m, _ e—ﬂ)\/m —92 €—2>\91 _ e—2>\91,1
o210 _ o—2i01 1 A eA(20,—2m/m) _ o2X0;
- i emA/m _ g—mA/m 1 _ e2M0—6i_1)
o201 _ =201 ) omA/m eX(201—27/m) _ o276,
- i e2mA/m _ | 1 — e2X\0i—0,-1)
6721‘9[ _ 6722’91_1 (_)\)eﬂ')\/m e)\(201727r/m) _ 62)\9{
- 5 1 _ e2nA/m 1 2 0—0i1)
e~ 2 _ p—2i0; 1 by e2M0 _ pA(201427/m)
= /L 1 _ 6277)\/m 1 _ 62)\(01’761_1)

Como A — —oo, entonces A < 1 —e

27 A
/M Juego T < 1
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Entonces
)\ 62)\91 _ e/\(29,+271'/m) 62)\91 _ e)\(201+27r/m)
. < 1 _
)\Egloo 1— e?ﬂ)\/m 1— €2>‘(9l_9l*1) - )\EIPOO 1— 62)\(0l—9l,1) 0

Por lo tanto,
im(ab, 150/ /ad,n (V) =0.

Por otro lado, vamos a calcular los limites de las normas || ffri) x|l cuando A tiende a o0,

conl <[<N.

lim (S50 = Tim \fad 5 (0) = (b, 0 )2/, 1 V),

A—to0

Caso(A — o0). Como Xli_}ngo ay,00(A) =0, AILII;O a0 (A) =0y Ali_{]rolo a1 (A) = 1,

entonces
: (1) _
Hm £ 520l =0

Caso(A — —o0).Aqui notemos que

2i01 _ q 2 2\ 2 —2X01 _
1 2/ .1 _|€ e
‘aW,Ql(A)I /a’”hll()\) - 2 (671')‘/7” _ e—ﬂA/’m) /6—271')\/7n -1
- 621'01 -1 2 4/\2(67277/\/711 - 1)
B 2% (emA/m — e=TA/m)2(g=2X01 _ 1)
- 621'01 -1 2 4)\2(1 o e27r)\/m)
- 2% (ezwx/m _ 1)2 e—2X\01 _ 1)
_ 622'01 -1 2 4)\2(1 o e27r)\/m)
B 2 (1— 627r)\/m,)2(e—2)\91 —1)
et 1) AN
B 2% (1— ezm/m)(e—z\el —1)
2
Como )\EIPOO P e 0, entonces Agriloo |o¢,1n,21 (/\)|2/a,1n711()\) = 0. Ademds sabemos

que )\lim al ,5(\) =1, por lo tanto
——00 ’

lim £l = 1.
Jm (|

i Aol = tim a0 — (e s DB/ (),
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Caso(A — o0). Calculamos

o 21 (V)2 /a1 (V)

e2i7r/7ﬂ o 621’91\1,1 2 22 2 67277)\/771 o 672)\9N,1

2 eTA/m _ g—mA/m / e—2mA/m _ ]
p2im/m _ 2i0n 1 |? AN (e=2mNm 1)

2 (eﬂ)\/m _ e—ﬂk/m)?(e—%r)\/m _ 6—2/\91\1,1)
e2i7r/m — 21N 1 2 4)\2(67271')\/771 _ 1)

% (1— e—27r)\/m)2(1 _ e)\(27‘(/m—29N—1))
e2im/m _ p2i0n 1 2 AN (1 — e—27r)\/m)

2 (1 _ 6727r)\/m)2(€)\(27r/m7291\7,1) _ 1)
p2im/m _ 2i0n 1 |? AN2

A (1 _ 6727r)\/m)(e/\(27r/m—201\/,1) _ 1)

/\2

de donde lim

A—00 e/\(27r/m—291v,1) _ 1

que lim o ,,(\) = 1 entonces
A—00 !

= 0, tenemos que /\lim lay 5 (N)[2/aN (X)) =0y dado
—00 ’ ’

lim || f,) = 1.
Jim 5

Caso(A — —c0). Dado que lim o 5o(A\) =0, lim oY ,;(\) =0y lim o ,,(\) =
A——o00 ’ A——o00 ’ A——o0 ’

1, entonces

I Ml =0.
im ], 5l

En los siguientes limites consideraremos 1 <1 < n.

. l .
i (1780l = T yfab 5000 = (lak, 21 (VP /ad, 11 (V).

Caso(A — o0). Tenemos

‘aﬁn,Ql()‘)F/ain,ll()‘)

2

621’01 _ 627;‘9[71 2A 2 6—2)\91 _ 6—2)\9171

2 <e7r>\/m _ 67r)\/m) / e—2mA/m _ 1
e2i01 _ 52011 2 A\2 =200 _ =220 1

2% (eﬂ')\/m _ 677r)\/m)2/ e—2mA/m _ 1
02001 _ 52011 2 4)\2(6—271')\/7n ~1)

2 (eﬂ')\/m _ 677r)\/m)2(672)\91 _ 6_2)‘91*1)
2101 _ 52011 2 4)\2(6—27r)\/m ~1)

2'L (eﬂ')\/m _ e—ﬂ-)\/m)2672>\91_1(672)\(91701_1) _ 1)
02101 _ o201 2 4)\2(6727r)\/m ~1)

2% e2mA/m (1 — e—2mA/m)2g =270 1 (e~2A(0:—0:1) — 1)
e2101 _ o201 2 4/\2(6—277,\/m ~1)

2 (6727r)\/m _ 1)2(6—2)\(91—91,1) _ 1)627r)\/me—2)\91,1
02101 _ 52011 2 AN2

2'L (6—271')\/7?7, _ 1)(672/\(0170l_1) _ 1)6)\(271-/7”720l_1)
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A2 : 1 271
como /\h_}n;om = 0 tenemos que Al;n;@|am721()\)| /0 11(A) = 0y dado que

lim alm722()\) = 0 entonces
A—00

lim [|f%,] =o0.
Jim [ f 5 oll =0

Caso(A — —o0). Andlogamente al caso anterior, tenemos

! )\ 9 . )\ B 62i01 _ 627;61'_1 2 2)\ 2 672)\01 _ 672/\61_1

|am,21( )| /am,ll( ) - % eﬂ.)\/m _ e_ﬂ,A/m / 6_27r)‘/m 1
B 2101 _ 52101 2 AN2 =200 _ =201
- 2 (eﬂA/m _ e—ﬂ')\/m)Q/ e—2mA/m _ ]
B 2101 _ 52101 2 4/\2(6727r/\/m ~1)
- 2 (em/m _ e—w)\/m)Q(e—Q)\é’l _ ef2>\91_1)
B p2i01 _ 52101 2 4)\2(1 27r)\/m)
o 2 ( 2rA/m _ )2( —2X0; _ o—2X\0;— 1)
B 2101 _ o201 2 AN2 (1- 27r)\/m)
- 2 (1 _ 62#A/m) (e 200 _ =270, 1)
B 2101 _ 5201 2 A\2
o 2 (1 _ 62#A/m)(672)\(h _ 672>\91_1)
B p2i01 _ 5201 2 AN2
B 2 (1 — e2m2/m)(e=2A01=01-1) — 1)e=2A01-1

2 1 2/ 1
Como /\Emoo e 0, tenemos que /\Erzloo |t 01 (A)|*/ 0, 11(A) = 0y que conocemos
hm ain 22(A) = 0, entonces

A——

I W l=o.
Jm [ fiell =0

De todo esto, se sigue inmediatamente la siguiente proposicién, por analogfa con [10,

Proposition 9.4]

Proposicién 3.5.2. Si N > 2, entonces las siguientes igualdades se cumplen:

lim [M,;,,(M)]11 =1, lim [M,,(N)]1,1 =0,

A—00 A——00
lim [My, (AN)]an—1,28-1 =0, lim [My,(N)]env—1,2v-1 =1,
A—00 A——o00

lim [Mp,(N)]s; =0, para todos los otros s,j =1,2,...,2N,

A—+oco
Y
lim [M,,(A)]2.2 =0, lm [Mp, ()22 =1,
A—00 A——00
lim [M,,(A\)]anon = 1, lim [Mp,(A)]2n2n =0,
A—00 A——o0

lim [M,,(\)]s; =0, para todos los otros s,j =1,2,...,2N.

A—+too
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De acuerdo a la Proposicion 3.5.2, ponemos

M(%00) := lim M(\), M(+o0) := lim M(X) (3.39)
A—too A—too
y siendo R = [—00, 00] tenemos lo siguiente.

Corolario 3.5.1. Sim € N y N > 2, entonces Mm(),Mm() € C(R,C2Nx2Ny,

El Teorema 3.4.1 nos implica para el dlgebra C* A, \ := alg{Bm()\),Em()\),Ql =
1,2,..., N} el siguiente resultado.

Teorema 3.5.2. Para todom € N y toda A € R, el dlgebra C* A, » es isomorfa-x al dlgebra

C* CN @ C2N*2N "y el isomorfismo estd dado sobre los generadores de A, x por
XD = (011 @028+ @ 0v) B diag{0y; 12},
Bp(A) = (000® - @0) @ My, (M), (3.40)
Bn(\) = (0@0®---@0) @ M,,()),
donde las matrices My, (X), My (A) € C2NX2N son por (3.37) y (3.38).
Demostracion. Como mostramos antes, podemos aplicar el Teorema 3.4.1 al &lgebra C*

A, x. Sabemos que aﬁmk.j()\) # 0 para toda m € N, toda k,j = 1,2, todal =1,2,....N y
toda A € R. Por el Lema 3.4.1, el dlgebra C* A,,  es isomorfa al dlgebra C* CN @ C2Nx2N

En el caso de dos proyecciones unidimensionales Py = By, (\) y P» = B, (1)), tenemos que
Sﬁl‘gil = M, (M), 5162571 :]\Ajm(/\)'
Finalmente, (3.27) implica (3.40). |

Toda funcién a € €(L) es representada en la forma

N
a(z) =Y axr,(2) (2 €Kp), (3.41)
=1

donde los a; son constantes complejas.
Los Teoremas 3.3.1, 3.5.1 y 3.5.2 y el Corolario 3.5.1, nos implican el resultado principal

de éste capitulo.

Teorema 3.5.3. Para toda m € N, el dlgebra C* €, es isomorfa-+ a una subdlgebra C*
®,,(€,,) de CN @ C(R,CHV*2NY 4y el isomorfismo @, : €,, — ®,,(€,,,) estd dado por
al = (ay,...,an)® (A — diag{ajlg};v:l),
Bk, + (0,...,0) & (A — M, (N)), (3.42)

By, = (0,..,0) @ (A = M,,()\),
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donde a € €(L) es dada por (3.41), y las funciones cuyo valor es una matriz My, (+), ]\Ajm()
son definidas por (3.38) para toda A\ € R y por (8.39) para X\ = £oo. Un operador A € €,
es invertible en el espacio L*(KK,,) si y sélo si su simbolo ®,,(A) es invertible en el dlgebra
C* @,,(¢,,), es decir, si

[, (A)]x # 0 para toda k =1,2,...,N;
(3.43)

det([®,,(A)](N) # 0 para toda X € R,
donde [®,,(A)]x son la k-entradas de la funcién cuyo valor es un vector [®,,(A)] € CV y
[@,,(A)](A) son los valores de la funcion [®,,(A)](-) € C(R,CHN>2N) " cuyo valor es una

matriz.

Demostracién. En vista del Teorema 3.3.1, el algebra C* &, es isomorfa-* a la subédlgebra
C* §~2m C Q,, generada por las funciones cuyo valor es un operador de norma continua R —
B(L*(vm)) dadas en el Teorema 3.3.1. Por (3.33) y Teorema 3.5.1, cualquier operador A € €,,
es invertible en el espacio L?(KK,,) si y sélo si los operadores A4,,(\) € A, » son invertibles en
el espacio L?(7,,) para toda A € R y la condicién (3.34) se satisface. De acuerdo al Teorema
3.5.2, para toda A € R el dlgebra C* A,, » es isomorfa-* al dlgebra C* CN @ C*V*2N generada
por los elementos del lado derecho de (3.40), y entonces la invertibilidad de los operadores
Am(X) € Ay es equivalente a la invertibilidad de los vectores ®,,(A) € CV y las matrices
[@m(A)](N) € C2V*2N Mas atin, la condicién (3.34) es equivalente a la condicién

P (@ ()] + sup ([ (A]A) ™| gonran < 00 (3.44)

Por otro lado, para todo operador A,,(\) € A, x la funcién cuyo valor es una matriz
A = [®,,(A)]()\) es continua en R por el Corolario 3.5.1, lo cual implica la equivalencia de
(3.43) y (3.44). Finalmente, como las matrices [®,,(A4)](\) son matrices de representacién de
operadores A, (\) en el sistema ortonormal {e,, xx : k= 1,2,...,2N} C L?(v,,), concluimos
que el mapeo ®,, definido inicialmente sobre los generadores del algebra C* &, se extiende
a un isomorfismo del dlgebra C* &, sobre su imagen ®,,(¢,,) C CN @ C(R,C*VN*2N). =

De (3.38) y el Teorema 3.5.3 se deduce que los simbolos ®,,(A) y por lo tanto las condi-

ciones de invertibilidad (3.43) dependen escencialmente del déngulo 7/m del sector K,,.



Capitulo 4

Algebras de Operadores del tipo
de Bergman en sectores con

coeficientes continuos a trozos

En éste capitulo también estudiamos algebras C* de operadores del tipo de Bergman en
dominios que no tienen frontera suave y que admiten dngulos, pero ésta vez estaran generadas
por operadores de multiplicacién por funciones continuas a trozos con discontinuidades en
un sistema £ de rayos que comienzan en el origen y por las proyecciones de Bergman y
anti-Bergman que acttian en el espacio de Lebesgue L?(K,,) sobre los sectores abiertos K,,;
éstas algebras las denotaremos por 2, C B(L*(K,,)). Aplicando los resultados obtenidos
en el Capitulo 3 construiremos un calculo simbdlico de Fredholm para el dlgebra C* 2,
y estableceremos un criterio de Fredholm para los operadores A € 2, en términos de sus

simbolos.

4.1 El algebra C* 2, = alg{al, Bx_,Bx, :ac PC(£)}

Ahora vamos a estudiar el algebra C* 2, = alg{al, Bk, ,Bx, : a € PC(£)} generada por

m
la proyeccién de Bergman By, , la proyeccién de anti-Bergman Bk, y por los operadores de
multiplicacién por funciones continuas a trozos en K,, con discontinuidades en £.

Con PC(£) denotaremos al conjunto de funciones continuas a trozos en el sector K,,, con

discontinuidades en el conjunto £ = Uj\;l L ; de rayos
Li={re% :r>00 (j=1,2..,N-1), 0<6<---<0Oy_<7/m.

61
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Los rayos £; (j =1,2,...,N — 1) dividen al sector K,, en N sectores abiertos

R ={z€K,,:0,_1 <argz < 0;} (1=1,2,..,N),
donde 0y =< 6 < --- < Oy = w/m. Tomando

Ym =K, NT, m:=RNT (i=1,2,..,N),

N iy Lo .
vemos que Yy, = [J;_; . Tomamos xp la funcién caracteristica de un conjunto D.

4.2 Operadores compactos
Sea Km :=K,, U {oc} la compactificacién a un punto del sector
K, :={z=re?:r>0,0c[0,7/m]} (m=1,2,..).
De (3.16) y [4, Chapter XI, Theorem 7.1] podemos deducir fécilmente lo siguiente:

Proposicién 4.2.1. Para cualquier funcion a € C(K,,) y cualquier m € N, los conmuta-

dores aBx,, — Bk, al y aEKm — EKmaI son compactos en el espacio LQ(Km).

Demostracién. Para toda n = 1,2, ...,2m, introducimos los sectores
Kinn = {z=7e¢" 17 €0,00),0 € [(n— 1)7/m,nm/m]}.
Se puede ver facilmente que si a € C(K,,), entonces la funcién

n—l)iﬂ'/m)’

a(ze™ si 2 € Kyun vy n es impar,

a(z) =

a(ze™m/™), si 2 € Ky y nes par

con a(oo) := a(co), es continua en C := C U {oo}, la compactificacién a un punto del plano
complejo C. Entonces, por [14, Theorem 7.1], los conmutadores aS¢ — Scal y aS¢ — Sgal
son operadores compactos en el espacio L%(C). Por lo tanto, de las igualdades V,Fal = aV,*
(k=0,1,...,m—1) se sigue en vista de (3.16) y a|k,, = a que los operadores aBg, — Bk, al,
y aEKm — EK,” al son operadores compactos en L?(KK,,). |

De acuerdo a [2, Section 8.2], un operador A € B(L?(K,,)) es llamado un operador de
tipo local si los conmutadores cA — Acl son compactos para toda ¢ € C’(Km). Asi, por la
proposicién 4.2.1, los operadores Bk, , éKm, y entonces todos los operadores en el algebra
C* U, = alg{al, B, , Bx,, : a € PC(£)} son de tipo local.

Denotaremos por A el conjunto de todos los operadores de tipo local en B = B(L*(K,,)).

Se puede ver facilmente que A es una subalgebra C* de B.
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Lema 4.2.1. Las dlgebras C* alg{al,Bg,, : a € C’(Km)} y alglal,Bg,, :a € C’(Km)} gene-
radas por todos los operadores de multiplicacion por funciones en C’(Km) y por los operadores

Bk, o EKW respectivamente, contienen a todos los operadores compactos en B(L?(K,,)).

Demostracién. Como la transformacién de similaridad A — C'AC, con C dada por (3.1),
mapea el dlgebra C* alg{al,Bg, : a € C(Km)} sobre el algebra C* alg{al,Bx, : a €
C(Km)}, es suficiente probar el lema para el dlgebra C* 2,,, := alg{al, Bx,, : a € C(Km)}
Primero vamos a probar que év[m es un algebra C* irreducible, lo cual significa que las
proyecciones ortogonales sobre los subespacios cerrados de L?(K,,) que conmutan con todos
los operadores en Q[m son uUnicamente 0 e I. Sea P una proyeccion ortogonal sobre un
subespacio cerrado de L%(K,,) la cual es invariante para todos los operadores A € le, es
decir, P conmuta con todos los operadores en glm. Como P conmuta con los operadores de
multiplicacién por todas las funciones continuas a : K,,, — C con soporte compacto, se sigue
(ver, por ejemplo, [16, §26, Subsection 5, Propositions IV and VI]) que P es el operador de
multiplicacién por una funcién m € L>(K,,). En este caso, la igualdad P2 = P implica que
m = Xy, donde xy es la funcién caracteristica de un conjunto medible U C K,,. Supongamos
que xy # 0 a.e. en K, y que xy # 1 a.e. en K,,. Entonces la medida de Lebesgue |K,, \ U]

es no cero. Para una funcién arbitraria f € L*(K,,), tenemos que

By, (xvf) = xvu Bk, f (4.1)

Como Bk, (xuvf) es una funcién analitica con ceros en el conjunto K,, \ U de medida de
Lebesgue no cero (ver (4.1)), concluimos que Bk, (xuvf) = 0 idénticamente en K,,. Si

f € A%(K,,) es no cero, entonces reescribiendo (4.1) en la forma

0=Bk, (xvf)=xuvf

inferimos que f(z) = 0 para todo z € U. Como f es una funcién analitica no cero, todos los
ceros de f en K,, son aislados. Entonces, xy = 0 a.e. en K,,, lo cual contradice nuestras
suposiciones. Por lo tanto, el algebra C* le es irreducible.

Como toda subdlgebra C* irreducible de B(H) que contiene un operador compacto no
cero que actia en un espacio de Hilbert H contiene a todos los operadores compactos en B(H)
(ver, por ejemplo, [4, Theorem 5.39, pag. 126]), sélo necesitamos probar que A, NK # {0},
donde X es el ideal de todos los operadores compactos en B(L?*(K,,)). Por la Proposicién

4.2.1, Bx_al — aBg

m m

€ X para todo a € C(Km). Por lo tanto, si Bg,al —aBxk, =0
para todo a € C’(Km)7 entonces [16, §26, Subsection 5] implica que Bk, es un operador de

multiplicacién, lo cual es imposible. Asf, 2, N K # {0}. n
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Corolario 4.2.1. El dlgebra C* 2, = alg{al, Bx, ,Bx. :a € PC(£)} contiene a todos los
operadores compactos K € B(L*(K,,)).

4.3 Aplicaciéon del principio local de Allan-Douglas

4.3.1 Algebras C* cociente de 2,

Por el Corolario 4.2.1, el dlgebra C* 2, contiene al ideal X = K(L?(K,,)) de todos los
operadores compactos en el dlgebra C* B = B(L?(K,,)). Entonces, el dlgebra C* cociente
AT = A, /K estd bien definida. Para obtener un criterio Fredholm para los operadores
A € 2, necesitamos estudiar la invertibilidad de las clases laterales A™ := A + X en el
algebra C* cociente A7 . Para terminar aplicaremos el principio local de Allan-Douglas al
algebra AT, .

Por la Proposicién 4.2.1 se sigue que 2™ := {cI + XK : ¢ € C(Km)} es una subdlgebra
central del dlgebra C* AT . Obviamente, el dlgebra C* conmutativa Z™ es (isométricamente)
isomorfa-* al algebra C* C' (Km), y entonces el espacio de ideales maximales de Z™ puede ser
identificado con Km. Para todo punto z € Kn“ con J7 denotamos el ideal bilatero cerrado

del algebra C* AT generada por el ideal maximal

IT = {cI+%K:ceCKp), c(z) =0} C 2. (4.2)
De acuerdo a la Seccién 2.4, el ideal JT tiene la forma
JT = {(cA) :ce C(Km), c(z) =0, A} (4.3)

Por lo tanto, con cada z € K,, asociamos el dlgebra C* cociente (2,,)7 := AT /JT.

Como un resultado del principio local de Allan-Douglas, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.1. Un operador A € ,,, es Fredholm en el espacio L*(K,,) si y sdlo si para

todo z € K,,, la clase lateral AT := AT + JT es invertible en el dlgebra cociente (U,)7.

De acuerdo a la Seccién 2.4, decimos que las clases laterales A™, B™ € AT son localmente
equivalentes en un punto z € K,, si A" — B™ € J™ y en tal caso escribimos A™ <~ BT,
Para caracterizar a las dlgebras locales (2,,,)T para toda z € K,, necesitamos el siguiente

lema auxiliar.

Lema 4.3.1. Las clases laterales By y éﬂgm son localmente equivalentes a cero en todo

punto z € K,y .
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Demostracion. Si U y V son vecindades, respectivamente, abierta y cerrada de z tal que
V ¢ U c U C K, entonces existe una funcién f € C(Km) que posee las siguientes
propiedades: fly =1, flye =0, 0 < f <1, donde U¢ = K,,, \U. Entonces, Bg ,i IBg, fI
y Eﬂg ~ féﬂgm fI. Pero fBg, fIy féKm fI son operadores integrales con kernel acotado
compactamente soportado en K,,, x K,,. Por lo tanto, los operadores son compactos, ya que
son operadores Hilbert-Schmidst. |

El estudio avanzado de las algebras locales requiere describir el conjunto £ de discon-
tinuidades para los coeficientes de operadores en el dlgebra C* 2, = alg{al, B, , éKm ta €

PC(£)}. Podemos asumir que el conjunto £ satisface las siguientes condiciones:

(£1) para cada z € K,;, N £ existen ndmeros r, > 0y n, € N tales que todo disco D(z,r) de
radio r € (0,7,) centrado en z es dividido por £ en n, dominios con z como un punto

limite comun;

(£2) si 0 € £, entonces existe una vecindad Vj del punto z = 0 tal que el conjunto V5 N £
consiste de un nimero finito de rayos que tienen sélo al punto 0 en comun y forman

en este punto dngulos no cero distintos dos a dos menores que 7/m con Ry ;

£3) si co € £, entonces existe una vecindad V,, del punto z = oo tal que el conjunto
J

{=1/¢ : ¢ € Voo N £} consiste de un nimero finito de rayos que tienen sélo al origen

como punto en comun y forman en este punto dngulos no cero diferentes dos a dos

menores que 7/m con R ;
(£4) 9K, N £ ={0,00}.

Asi, para una vecindad suficientemente pequena V, el conjunto V, N (K, \ £) consiste de

un numero finito, digamos n,, de componentes conexas Dy cuyas cerraduras contienen a z.

4.4 Algebras Locales (Casos faciles)

Primero estudiamos las dlgebras locales (2,,)7 asociadas con puntos z € K,,,. Estas dlgebras
son mds simples que las dlgebras locales (,,)7 para z € 0K,, N £ o para z € 9K, \ £.

Sea C™ el algebra C* de vectores con entradas en los complejos = = (x4, ...,2,) con las
operaciones usuales de suma y multiplicacién por escalares complejos, con la multiplicacion
entrada a entrada, el adjunto z* = (Z1,...,Ty), v la norma ||z|| = max{|z1], ..., |zn|}. Sea
0;,; el simbolo de Kronecker. Para caracterizar las édlgebras locales para z € K,, N £ y

z € 0K, \ £, necesitamos el siguiente lema.
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Lema 4.4.1. [8, Lemma 4.1] Si A es un dlgebra C* con unidad y P;, (i = 1,2,...,n) son
proyecciones no cero de A tales que PiP; = 6; ;FP; parai,j =1,..,nyPi+---+ P, =1,

entonces la subdlgebra C* de A generada por los operadores Py, ..., P, tiene la forma
alg{Pl, ,Pn} = {)\1P1 4+ APy )\1, 7>\n € (C}

y el mapeo
P+ NP~ ()\1, ey /\n)

es un isomorfismo entre dlgebras C* de alg{ P, ..., P,} sobre el dlgebra C* C™.

Si dos dlgebras C* Ay y Az son (isométricamente) isomorfas-*, escribiremos A; = As.

Del Lema 4.4.1 podemos ver que existen dos tipos de algebras locales en el caso z € K,,.

Lema 4.4.2. Para el dlgebra C* U, = alg{al, By, ,Bx, : a € PC(£)}, se cumple lo

stquiente:

I

(i) siz €Ky \ £, entonces (A,)7 =C;

(ii) siz € K, N L, entonces (Ap,)T = C™=, donde n, € N estd dado por la condicion (£1).

z

Demostracién. (i) Sea z € K,, \ £. Si a € PC(£), entonces (al)™ <~ a(z)I™ porque la
funcién a es continua en 2. Del Lema 4.3.1 se sigue que By <0, Eﬁm X 0. Asf, los
generadores del dlgebra C* AT tienen la forma (al)7, donde a € PC(£), y entonces el mapeo
dado por

(al)7 — a(z) (a € PC(L))

se extiende a un isomorfismo de dlgebras C* de (2,;,)T sobre C.

(4i) Sea ahora z € K,, N £. Nuevamente, Bf 0y Eﬂzm ~0.Sear,>0yn, e Nel
nimero dado por la condicién (£1) sobre £. Fijemos un disco D(z,r) de radio r € (0,r;)
con centro en z. Por (£1), £ divide a D(z,r) en n, dominios Dy (k =1,2,...,n,) que tienen

el punto limite comun z. Fijemos a € PC(£) y ponemos

ar(z) == C—>£IC%D;@ a(C) (k=1,2,...,m,).

Sea xp, la funcién caracteristica del dominio Dy. Claramente, la funcién g = a—> 2, Xp,

es continua en z y ¢g(z) = 0. Por lo tanto,
Nz
(al)™ =Y ar(z)(xp )™
k=1

Asi, el algebra (,,)7 es generada por las proyecciones no cero (xp, )7 tales que

Nz

Z(XD)CI)Q = I;r? (XDkI)g(XDjI)g = 6k;j<XDkI)g7 (k’] =1,2, "'anz)'
k=1
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Como todas las proyecciones (xp,I)7 son no cero, el Lema 4.4.1 implica que las dlgebras C*
(2,,)T y C™= son isomorfas-*, y el isomorfismo de dlgebras C* estd dado sobre los generadores
del algebra (2,,)T por

(al)7 — (a1(2),a2(2), ..., an_(2)).

4.5 Algebras locales en los puntos de JK,, \ £ y 0K,,N £

4.5.1 Algebras locales en los puntos de 9K, \ £

Sea A,, el dlgebra C* de todos los operadores de tipo local en B = B(L*(K,,)) y AT, = A,,,/X.
A todo punto z € Km le asignamos el ideal bilatero cerrado j;“ de AT generado por el ideal
maximal I7 de Z™, donde I7 estd dado por (4.2). Por analogia con (4.3),

T = {(cA)™ i c € C(Km),c(z) =0, A € A ). (4.4)

También introducimos las dlgebras C* cociente (A,,)7T := AT / f;’ .

Lema 4.5.1. Consideremos el dlgebra C* 2, = alg{al, Bx, ,Bx,, : a € PC(£)}. Siz €

OK,, \ £, entonces (2,,)T = C3.

m )

Demostracién. Fijemos z € (0,00) (la prueba para z € {re™/™ : r € (0,00)} es andloga).
Tomemos el mapeo conforme 3, : I — K, dado por 3.(w) := (w + z™)/™. Entonces

B-(0) = z. Haciendo uso del operador unitario
Ws, © L*(Kwm) = L*(IT), f = BL(f © Bz),
deducimos (ver [8, Proposition 2.2]) que
Wp_ (al)W5 ' = (a0 B.)I, Ws Bg, W5 ' =Bu, W Bk, W;'=c.Buc;'I,  (4.5)

donde ¢, := . /pL.

Fijemos A € ,,,. Si la clase lateral AT € (,,)7 es invertible, entonces por (4.4) existen
un operador B € 2,,, operadores Dy, Dy € A,,, operadores K1, Ky € X(L?(K,,)) y funciones
c1,62 € C(Km) tales que ¢1(2) = c2(2) =0y

BA:I+61D1+K1, AB=I+02D2—|—K2.

De aqui obtenemos

(Ws, BW5 ") (W5, AW ") = I + (c10B.)D1 + Ky, (o)
(Wa AW, ) (Ws. BW5 ') = I+ (ca 0 B.) Dy + Ko,
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donde Ky, K, € K(L2(W)) y Dy, D, € WngmWB_zl. Para constantes k > 0, introducimos

los operadores unitarios de dilatacion
Uy : L*(IT) — L*(TD), (Uxf)(z) = kf(kz) paratoda z €Il

Entonces, en vista de

By =1-51Sh, Bun=1- 555 (4.7)

y de la igualdad s-limy_o(Urc, U, ") = (82(0)/B.(0))I, inferimos para los generadores (4.5)
del dlgebra C* W5 2, W; ' C B(L*(II)) que

-li ) =a(2)]
s-lim (Uk(ao B)U ) = a(2)1,
. 1 . 5 1 >
s};l_lgl (U;gBHU,c ) = B, b];l_l}’(I)l (Uk(CZBHCZI)Uk ) = B,
De aqui, para toda A € A, y toda z € (0,00) existe el limite fuerte
A; = s lim (Ux(Ws, AW5 U € alg{I, Bu, Bu}. (4.8)

Aplicando ahora [8, Proposition 7.5, deducimos de (4.6) que

Asi, la invertibilidad de la clase lateral AT € (2,,)7 implica la invertibilidad del operador
Az € alg{la BHa EH}
Por otro lado, la invertibilidad del operador A, € alg{I, B, EH}, asociado con un ope-

rador A € 2,,,, implica la invertibilidad del operador

W5 A.Wps, € Ry, = alg{I, Bx,,,d.Bx, d;'I},

donde d, := (871)/(Bz1)". Como d.I % (BL(0)/B.(0))1, se implica que d, By, d;'I % By

m 7

™

y como al % a(z)I para toda a € C’(Km), concluimos que las algebras C* cociente (QAlm)z

y ()T coinciden. Consecuentemente, la invertibilidad del operador W, 1AZW52 e A,

z

implica la invertibilidad de la clase lateral (W lAzWﬂz): =AT € (An)T.
Asi, la invertibilidad de la clase lateral AT € (,,)T, para A € 2,,, es equivalente a la
invertibilidad del operador A, € alg{I, B, EH} dada por (4.8). Esto implica que el mapeo

(An)™ — alg{I, Bry, B}, dado sobre los generadores del algebra C* (2,,,)T por

(aI)™ s a(2)I, (Bg, )T+~ Bu, (Bx, )T+~ B, (4.9)

m m

es un isomorfismo-* del dlgebra C* (2,,)T sobre el dlgebra C* alg{I, By, EH} Finalmente, el
algebra C* alg{I, B, En} es generada por las tres proyecciones ortogonales dos a dos By, Bn
y [—Bp —Bn = I (ver Proposicién 2.2.1 y [21, Theorem 4.5]), lo cual inmediatamente implica
el isomorfismo de dlgebras C* (2,,)T = C3. |
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4.5.2 Algebras locales en los puntos 0,00 € £

Para z = 0, como el dlgebra C* 2, es de operadores del tipo local, el conjunto

(Ap)d = {A™ + JT : Ac Uy} (4.10)

T

es una subalgebra C* de (A,,).

Elegimos una vecindad Vo C K,,, que satisface la condicién (£2) impuesta sobre £. En-
tonces Vo \ £ = U2, DY donde ng — 1 es el nimero de rayos en £ con punto final 0 y Dy son
las componentes conexas de Vp \ £. Entonces K,, \ £ = U2, R}, donde R{ son sectores de
K, con vértice en el origen, los cuales corresponden a los dominios D,g (los conjuntos Dg y
RY son numerados en sentido contrario a las manecillas del reloj).

Como Z™ es una subalgebra central del dlgebra C* AT

7 =2 /K, concluimos que AT, C

ATy entonces el conjunto
() = {A™ + J5 : A € W}

es una C*-subdlgebra de (A,,)F.

Para z = oo elegimos una vecindad V,, C K, que satisface la condicién (£3) impuesta
para £. Entonces, K, \ £o = Z;"l R, donde R}° son sectores de K, con vértice en el
origen, los cuales corresponden a componentes conexas Dy° de Vi, \ £ (los conjuntos Dg° y
R$° son numerados en sentido contrario a las manecillas del reloj).

Como Z7 es una subdlgebra central del dlgebra C* AT := 2, /X, concluimos que AT, C

ATy entonces el conjunto
)T, = {A™ + T : A Ay}

™
oo

es una subalgebra C* de (Ay,)
Observacién 4.5.1. Sea z € {0,000}, tomemos a € PC(£) y ponemos

ag(z) == CHEIC%Dz a(C) (k=1,2,..,n,).

., L. .. ., n,
Sea xpz la funcion caracteristica del dominio Dj. Claramente, la funcién g = a—3 ;~ | XDz

es continua en z y g(z) = 0. Por lo tanto,
(al)™ 2>~ ax(2)(xp )™
k=1

Lema 4.5.2. Si z € 0K,, N £, entonces las dlgebras C* (A,)7T y (é\lm)’r son (isométrica-

z z

T

mente) isomorfas, y el isomorfismo oF : (Up)T — (QAlm)z

T estd dado por

oT(BE, +JI)=BE +Jr, of(BE, +JT) =B +JT, )
oT((al)™ + JT) = (a.1)™ + JF,
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donde

Gy = ;ak(z)XRi7 ak(’z) = CHBIC%DZ a’(C) (k = 1727 7”2)

Demostracién. Consideraremos el mapeo

o7 (An)T = (AT, AT+ JT s AT 4 T,

z

el cual es un isomorfismo-*. En efecto, como el ideal J7 esta contenido en el ideal j;r , se sigue
el mapeo estd bien definido y que la invertibilidad de la clase lateral A"+ J7 € (2l,,)7 implica
la. invertibilidad de la clase lateral A™ + J= € (U,,,)7. Por otro lado, como J* N AT = JT, la
invertibilidad de la clase lateral A™ + J7 en el dlgebra C* (é\lm)’; implica la invertibilidad de

la clase lateral A™ + JT en el algebra C* (,,)7. Esos dos hechos producen
(Q[’rn)g = (le);

porque la norma de cualquier elemento normal en un algebra C* coincide con su radio
espectral.

El hecho de que (al)™ = (a,I)™, se sigue de la Observacién 4.5.1. |

4.5.3 Formas candnicas de las algebras locales

Sea yy la funcién caracteristica del conjunto U. Por lo visto hasta ahora en ésta Seccidn,

tenemos que

(Um)f 2 alg{BE, +J5, BE, +J§, (xpgD)™ + J§ 1k =1,2,..,n0}, 0€ g,

o N N (4.12)
(Am)so Zalg{Bg, +J5%, Bg,, +J50 (Xpee )™ +J5% 1k =1,2,..,nec}, o0€ L.
Introducimos las dlgebras C* de operadores

O, = alg{Bx,,, Bx,,, xr, I : k=1,2,...,n} (4.13)

donde w = (w1, ...,wn) ¥y wr (k=1,2...,n) son los dngulos de los sectores Ry,.

Vamos a probar que las dlgebras C* cociente (4,,)§ y ()%

T, son isomorfas a algebras

C* de la forma (4.13). Para eso haremos uso de operadores limite.

Consideraremos las dilataciones dy(w) = yw (y > 0,w € K,;,) y los operadores unitarios
de desplazamiento asociados Wy, , tales que (Wq, f)(w) = f(d,(w))d,(w) y Wi =W,
Dada A € B(L?(K,,)) tal que los limites fuertes

—1.
Yy

Ay = Sii%(WdyAij), Ao = s-lim (Wg, AW] ) (4.14)

i
y—r—+o00
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existen, decimos que Ag y As son los operadores limite de A (con respecto a la familia
{Wa, }y>0 cuando y — 0 y y — oo, respectivamente). Del teorema de Banach-Steinhaus se

sigue que Ag, Ao € B(L3(K,,)) v
[ Aol < liminf [|[Wa, AW || = [|Al],
v (4.15)
[Acs|| < liminf [[Wy, AW || = [ All.
y——+00 v
De acuerdo a [19, Section 1.2] tenemos las siguientes propiedades de operadores limite.
Proposicién 4.5.1. Supongamos que A, B, A,, € B(L*(K,,)),n € N y 7 € {0,0}.
i) Si A;, B, existen, entonces para toda A1, A2 € C, los operadores limite (\M A + A\oB),,
(AB), también existen y (M A+ XoB)r = M A: + XoB., (AB), = A;B;;
i1) Si A, converge uniformemente a A y (A,), existe para toda n € N, entonces A, existe
y A, = nh_)rréo(An)T,
Proposicién 4.5.2. Para 7 € {0,000}, las siguientes afirmaciones se cumplen:
i) si K € X, entonces K, =0;

it) sia € C(Km) y a(t) =0, entonces (al); = 0;

iii) si C € Ay y C™ € JF,

entonces C; = 0.

Demostracién. (i) Tomamos una base ortonormal {1;}en de L*(K,,) tal que cada v;
es una funcién continua con soporte compacto en K,,. La compacidad de K implica que
K es un limite uniforme de combinaciones lineales finitas de operadores K;; dados por la
formula K;; f = (f,i)1;. Por la Proposicién 4.5.1, s6lo necesitamos probar que (K;j)o =0y

(Kij)oo = 0. Escogemos una funcién f € C (K,,) con soporte compacto. Entonces obtenemos

Wa, KijWa, fll = |(Wa, f;00)Wa, sl = |(Wa, £, 40| = [f, Wa, )]

(4.16)
< y/ |f(w)i(yw)|dA(w) < y\\i/)z'lloo/K |f(w)|dA(w) — 0
cuando y — 0, lo cual implica que (K)o = 0. Si y — oo, entonces de nuevo
(Wa, KijWq, Il = (W, f,10) Wa, ¥l = [(Wg, f,3)]
<o [ 1f@/iw)idAw) < Sl [ vw)ldaw) - o o
<ule w/y);(w w_y OoKm i (w w ,

y por lo tanto (K;)e = 0.
(i1) Tomando una funcién f € L?(K,,) con un soporte compacto D, obtenemos la esti-
macién

Wa,aWW, £1 = [ latyw)f(w)PdA(w) < max o) P

m
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Como lim max |a(yw)| = 0, obtenemos que (al),; = s-lim Wy aW] = 0.
y—T1T weD y—T Y y

(#91) Por (4.4), la clase lateral C™ € jf es de la forma Ba,I + X, donde B € A,,, a, €

C(K,,) y a-(7) = 0. Entonces existe un operador compacto K € X tal que C = Ba.I + K.
Por lo tanto, de las partes (i) y (i7) y de la Proposicién 4.5.1, se sigue que C, = 0. |

Proposicién 4.5.3. Si A € O, entonces A; = A para toda T € {0,00}.

Demostracion. El operador Wy, conmuta con los operadores x g, I, porque las funciones

XR; son positivamente homogéneas de orden cero. Ademads, tenemos que

Wa, Bx,,W; = Bx,., Wa,Bx, Wi =DBx,,.

y

Por lo tanto, el operador Wy, conmuta con todos los elementos del algebra C* O, y asi, para
todo A € O,
Ar = slim(Wy, AW} ) = s-lim(AWy W7 ) = A,
y—T v y—=T Y v

lo cual termina la prueba. |

Teorema 4.5.1. Si z € 9K, N £, entonces el dlgebra C* (A,,,)T es isomorfa al dlgebra C*

O, de la forma (4.13), donden=n, y Ry, = R} (k=1,2,...,n).
Demostraciéon. Es suficiente probar que el dlgebra C*
0. = alg{Bx,,, Bx,., xr: ] 1k =1,2,..,n.}
es isomorfa al dlgebra C* (é\[m)g’ﬂ si z =0, y es isomorfa al 4lgebra C* (é\lm)g’” si z = oo.

Para 0 € £ consideremos el mapeo
o0y = (A)0™, A A™ 4 J7.

. -~ 0 7 .
Obviamente, ¥ es un homomorfismo-* de O, sobre (2,,,)y". S6lo necesitamos probar que

Uy es inyectivo. Teniendo en cuenta (4.4), para toda A € O, obtenemos
[@o(A) = inf{||[A + Bal + K|| : B € Am,a € C(Kp),a(0) = 0,K € K.

Las Proposiciones 4.5.1, 4.5.2 y 4.5.3 implican que (A + Bal + K)o = A. Por lo tanto, por
(4.15), J|A]| < ||A + Bal + K||. Como los operadores B, al, K satisfacen las condiciones de
arriba y son arbitrarios, obtenemos que ||A]| < ||¥o(A)||. Asi, ¥y es inyectivo, y entonces
(2Am)g = 0w

Si 0o € £, entonces considerando el homomorfismo-x
Voo : 0y = )™, A A™ 4 JT,

y usando operadores limite en co, podemos probar por analogia que ||A|| < || (A4)]], lo cual

implica que ()7, = O, |
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4.6 Calculo simbdlico de Fredholm para el algebra C*
2, v la propiedad de Fredholm

Por Teorema 4.5.1, las dlgebras C* O,, definidas por (4.13) tienen la forma del dlgebra C*
¢,, estudiada en el Capitulo 3. Por lo tanto, el Teorema 3.5.3 y el Teorema 4.5.1, implican
inmediatamente el siguiente resultado.

Teorema 4.6.1. Para toda m € N. Si z € 0K,,, N £ es un punto final comin de n, — 1

s

7 es isomorfa a una subdlgebra C* C" ® &, de

rayos de £, entonces el dlgebra C* local (A,y,)

C" @ C(R,C?*2") donde n = n,. El isomorfismo estd dado por
al v (a1(2), ..., an(2)) © (A = diag{a;(2)I2}}_1),
B, v (0,..,0) & (A= M (\), (4.18)
By, + (0,..,0) & (A = Myn(N)),
donde a;(z) (1 =1,2,...,n) es el limite de la funcion a € PC(£) en el punto z en el sector

Ry, y las funciones cuyo valor es una matriz M,,L(-),]/\Zm(') son definidas por (3.38) para
toda A € R y por (3.89) para A = too.

Los Lemas 4.4.2 y 4.5.1, junto con el Teorema 4.6.1 nos dan la descripcién completa de
las 4lgebras locales (2,,)T para todos los puntos z € K,,. Juntando todas esas descripciones
y reuniendo las representaciones en los puntos z € K,,, que envian a los operadores Bk, v

E]Km en cero, establecemos el resultado principal de éste Capitulo.

Teorema 4.6.2. Para toda m € N, el dlgebra C* AT, = alg{al, Bx,,, Bk,, : a € PC(£)}/X,
contenida en B(L*(K,,))/X, es isomorfa a la subdlgebra C* ®(2,,) del dlgebra C*

Dy, = G?(C"z o p c EB( &y 6‘z>,

2K, z2€0K,, \ £ z€0K,,NL

y el isomorfismo ® : AT — ®(A,,) estd dado por

oBE )= PO..0)el 1o @( b ()\»—>Mm(/\))>,
2K, 2€0Km\ £ 2€0K,NL

oBg )= P ©...00|e| P (O @< D (AHJ\Z,L(A))>,
2K, 2E0K,\ L 2€0KmNE

o((al)™) = | B (@(2),an.(2) | @ | D (al2),a(2))

zE@Km \2

® < @ (A diag{%(z)b}?ﬁ)) ;

z€9K,,NL
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donde & es la subdlgebra C* de C(R,C?"=*2"=) determinada en el Teorema 4.6.1, n, es el
nimero de componentes conezas Dy, del conjunto (V, NK,,) \ £ para una vecindad suficien-

temente pequena V, de un punto z € Km, Y

ag(z) == Cail,rcIéDk a(€), (k=1,2,...,n.).

Un operador A € Ay es Fredholm en el espacio L*(K,,) si y solo si su simbolo ®(A) es

invertible en el dlgebra C* ®g_, es decir, si

([2(A)](2)r #0  para toda z € Km ytoda k=1,2,...,n;
([2(A)](2)r #0  para toda z € 0K, \ £ y toda k = 1,2;

det([®(A)](2))(A\) #0  para toda z € OK,, N £ y toda \ € R,

donde ([P(A)](2))r son las k-entradas de las funciones cuyo valor es un vector [®(A)](z).
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