UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS Y
DE LA ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA.

INFERENCIA BAYESIANA EN MODELOS LINEALES DINAMICOS PARA DATOS
CIRCULARES

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS

PRESENTA:
UZIEL JOSE GONZALEZ GONZALEZ

DIRECTOR:
DR. EDUARDO GUTIERREZ PENA
INSTITUTO DE INVESTIGACIONES EN MATEMATICAS APLICADAS Y EN
SISTEMAS

MEXICO, D. F. FEBRERO DE 2015.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

TESIS DE MAESTRIA

Inferencia bayesiana en modelos lineales

dinamicos para datos circulares

Presenta: Dairector:

Uziel Gonzalez Gonzalez Eduardo Gutiérrez Pena

Tesis que para obtener

el grado de Maestro en Ciencias Matemadticas

INSTITUTO DE INVESTIGACIONES EN MATEMATICAS
APLICADAS Y EN SISTEMAS

Febrero de 2015


http://www.iimas.unam.mx
http://www.iimas.unam.mx

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

Resumen

INSTITUTO DE INVESTIGACIONES EN MATEMATICAS APLICADAS Y
EN SISTEMAS
Departamento de Probabilidad y Estadistica

Inferencia bayesiana en modelos lineales dinamicos para datos

circulares

por Uziel Gonzalez

En esta tesis proponemos un modelo estadistico para una serie de tiempo de
direcciones de viento observadas en la central nucleo-eléctrica de Laguna Verde
(CNLV). El objetivo de la tesis es proporcionar uno de los componentes de un
modelo espacio-temporal para las series de tiempo de viento observadas en ocho

estaciones meteorolégicas ubicadas en los alrededores la CNLV.

El modelo contemplado toma en cuenta que la direccion de viento es una medi-
da angular. En estadistica este tipo de datos, direcciones en el espacio, se conocen
como datos circulares o direccionales y requieren de un tratamiento especial. Exis-
ten diversos enfoques para analizar datos circulares; en este trabajo decidimos
seguir el enfoque de envolver o enroscar una distribucion. La idea consiste en en-
volver una distribuciéon con soporte en la recta real alrededor del circulo unitario.
El proceso para las direcciones de viento lo consideramos como un proceso au-
torregresivo para una variable envuelta. La especificacion del modelo la hacemos
considerando el proceso como un caso particular de los modelos lineales dinamicos,
mientras que la estimacién de los parametros la hacemos por medio de inferencia

bayesiana basada en simulacién.

La efectividad del modelo la evaluamos por medio de un ejemplo simulado para
después aplicarlo a datos de reales. Los resultados tanto para el ejemplo simulado
como para el caso real son satisfactorios, por lo que tenemos una pauta alentadora

en cuanto al objetivo de la tesis.
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Capitulo 1

Introduccion

A circle is the reflection of
eternity. It has no beginning and
it has no end, and if you put
several circles over each other,

then you get a spiral.

MAYNARD JAMES KEENAN

Esta tesis nace de la necesidad de modelar mediciones espacio-temporales de
viento registradas en ocho estaciones meteoroldgicas localizadas en los alrededores
de la central niicleo-eléctrica de Laguna Verde (CNLV). El objetivo del modelo es

hacer pronésticos a corto plazo de la direccién y velocidad® del viento.

El viento se registra en un vector de dos componentes, uno es la direccion
y el otro es la velocidad. La direccién es una variable circular (un angulo) y la
velocidad es una variable sobre R . De este modo, un modelo para datos de viento
debe considerar una variable circular. La bibliografia relacionada con el estudio de

series de tiempo con datos direccionales no es tan extensa, ver Breckling (1989) y
Craig (1988).

En el primero de estos trabajos se hace una revision extensa de los componen-

tes meteorologicos del viento y se propone modelar cada uno de los componentes

'En estricto sentido, el término velocidad alude a la magnitud fisica de carcter vectorial que
expresa el desplazamiento por unidad de tiempo. Los componentes de este vector son la direccién
y la rapidez. Por el uso coloquial del término velocidad y para facilitar la interpretacién haremos
un abuso del lenguaje. En adelante nos referiremos a la rapidez como velocidad, dejando de lado
su caracter vectorial.
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de manera independiente. Después de haber modelado cada uno de los compo-
nentes se planeta el analisis del componente aleatorio mediante una variante de
los ampliamente conocidos modelos autorregresivos. Es notable lo exhaustivo del
tratamiento de los componentes meteoroldgicos que hace el autor. Si quisiéramos
modelar series de tiempo més largas debemos considerar cada uno de estos fac-
tores, los cuales estan determinados por las caracteristicas geograficas de la zona.
En el caso de la zona de Laguna Verde tenemos condiciones que no pueden ser
incorporadas en la construccién de un modelo fisico de viento por lo restrictivo de
los supuestos, ver Morales et al. (1989). Por esta razén un tratamiento estadistico
de la informacién puede ser méas adecuado. El segundo trabajo plantea el mismo
tipo de analisis, pero en este caso se hace una revision técnica del componente
autorregresivo del modelo. En ambos se concluye la dificultad que involucra la
inferencia basada en la verosimilitud. Un enfoque alternativo basado en transfor-
maciones se puede ver en Fisher and Lee (1994), que no resuelve el problema de

la implementacién para modelos complejos ni resuelve el problema de prondstico.

En Coles (1998) tenemos unos de los primeros intentos por modelar datos cir-
culares por medio del paradigma bayesiano. En esta misma linea se encuentra el
trabajo de Ferrari (2009), en donde se propone la introduccién de los modelos li-
neales dinamicos para el analisis de procesos circulares. En ambos casos se prueban
los modelos tanto para datos simulados como para datos observados con resulta-
dos alentadores pero sin abordar el problema del pronéstico. Un modelo bayesiano
para datos de viento en la regién de interés se puede ver en Gonzalez (2012). El
inconveniente en este caso es lo limitado del modelo para incluir un eventual anali-
sis simultaneo de la velocidad y direccion, asi como la dificultad para extenderlo

a un modelo espacio-temporal.

Después de una extensa revision de los diferentes modelos para datos circula-
res, pudimos concluir que el enfoque de los modelos lineales dinamicos es el mas
adecuado para trabajar con series de tiempo de mediciones de viento. Son varias
las ventajas que tiene esta propuesta respecto a las antes mencionadas. Entre ellas
se encuentra la flexibilidad para incorporar diferentes componentes en el modelo
asi como la relativa facilidad para poder pronosticar. En conjunto con estos mode-
los lineales dinamicos, emplearemos el enfoque de envoler un proceso estocastico
para generar un nueva clase de modelos. Para poder hacer inferencia decidimos
seguir el paradigma bayesiano, realizando en analisis por medio de algoritmos

computacionales modernos.
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Ahora daremos una descripcién general de la organizacién de la tesis. En el
capitulo 2 presentamos los resultados preliminares que nos ayudaran a hacer el
planteamiento del modelo. Comenzaremos con una descripcion general de la infe-
rencia bayesiana, ademés de algunas propuestas para poder evaluar modelos por
medio de la distribucién de pronéstico o predictiva. Continuremos con una descrip-
cién breve de algunos métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov (MCMC)?
que usaremos en el analisis final. Es importante destacar el uso de variables laten-
tes dentro del modelo que plantearemos, por lo que hacemos mencion de ellas. A
pesar de existir varios planteamientos de las diferentes distribuciones para analizar
datos circulares, escogimos el enfoque de envolver o enroscar®. Si bien este esfo-
que es en realidad una aproximacion, nos permite plantear modelos generales. Otro
enfoque consiste en estudiar distribuciones intrinsecamente definidas en el circu-
lo, como la distribucién von Mises, también llamada distribucion normal circular.
Uno de los principales problemas de la inferencia sobre estas distribuciones, in-
cluso en modelos sencillos, es que su tratamiento es complicado. Dedicaremos una
seccion para dar algunas generalidades de las distribuciones envueltas y algunas
caracteristricas de la distribucion normal envuelta, que es una aproximacion de de
la distribucién von Mises. También presentaremos los modelos lineales dinamicos,
los cuales son un caso especial de una clase de modelos més generales conocidos
como modelos de espacio de estados. Una de las referencias basicas para este tema
es West and Harrison (1997), donde se puede ver que son varios los problemas en
estadistica que se pueden abordar por medio de esta clase de modelos. En esta
seccién trataremos los principales cuestiones de estudio en esta clase de modelo,
tales como el filtrado, suavizamiento y prondstico por medio del filtro de Kalman.
Es importante mencionar que el enfoque bayesiano tiene ventajas sobre el enfoque

frecuentista y que haremos la inferencia por medio de simulacién.

En el capitulo 3 daremos las representaciones como modelos lineales dinamicos
de los modelos ARMA y ARIMA. Ademas veremos el plateamiento general de
la inferencia basada en simulacién cuando tenemos parametros desconocidos, tal

como se propone en Migon et al. (2005) y Petris et al. (2009)

En el capitulo 4 conjuntamos los resultados preliminares con los modelos li-
neales dinamicos para hacer un estudio de un proceso circular. En este caso simu-

lamos una serie de tiempo para después envolverla y finalmente hacer inferencia

2Por sus siglas en inglés, Markov chain Monte Carlo Methods.
3Traduccién literal del inglés de wrapping.
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suponiendo desconocidos los parametros de envoltura o variables latentes. Los re-
sultados son satisfactorios en cuanto al prondstico, lo cual verificamos por medio
de la distribucién predictiva. Todo el andlisis lo hacemos por medio del software
estadistico R, R Core Team (2014).

En el capitulo 5 haremos una andlisis de las direcciones de viento medidas a
10 metros en una de las estaciones meteorolégicas de Laguna Verde siguiendo el
modelo propuesto en capitulos anteriores. Finalmente, en el dltimo capitulo discu-
timos algunos problemas tanto de implementacion como los resultados obtenidos

para los datos observados.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Inferencia bayesiana

Cuando planteamos un problema estadistico, nuestra finalidad es generar con-
clusiones acerca de fenémenos inciertos a partir de un conocimiento previo y de
observaciones que se realizan sobre los mismos. Dentro de la estadistica clasica los
planteamientos mas comunes son la estimacion puntual, la estimacién por interva-
los y el contraste de hipdtesis. A diferencia de lo que ocurre con los métodos clasi-
cos; la flexibilidad de la inferencia bayesiana nos permite hacer un planteamiento
mas natural de una amplia variedad de problemas. Una de las referencias basicas
para el estudio de la estadistica bayesiana es Robert (2001), y en Gutiérrez-Pena

(1997) se discuten algunas de las ideas de esta seccién de preliminares.

Otra de las ventajas del enfoque bayesiano es el diseno que hace de una teoria
estadistica, basada en una serie de principios basicos, que tedricamente nos permi-
tiria dar una solucién a cualquier problema de inferencia. En la inferencia bayesiana
en general tenemos los datos, X, y unas cantidades desconocidas, #, cuyo valor
es de nuestro interés. Estas cantidades pueden ser de diversos tipos, tales como
parametros de un modelo, observaciones futuras o mediciones que no podemos
observar directamente; tanto X como # pueden ser vectores. Los pasos a seguir

dentro del enfoque bayesiano se pueden resumir del siguiente modo:

» Especificaciéon de un modelo. Se debe de elegir un modelo para describir el
proceso que generd los datos. El modelo elegido, p(z]0), dependera del tipo

de problema y siempre debe de tomarse en cuenta sus limitaciones.

5
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» Especificaciéon de una distribucion inicial, p(). Este punto es fundamental
dentro del enfoque bayesiano. En conjunto con la interpretacién subjetiva
de la probabilidad distingue la inferencia bayesiana de los métodos clasicos.
La asignacién de esta distribucion inicial, en general, no es algo sencillo.
En cualquier caso siempre debe asignarse una distribucién inicial consistente
con nuestra informacion previa. También debemos considerar que en caso de
carecer de informacién inicial acerca del parametro 6, debemos ser capaces
de reflejar este desconocimiento. Esto se hace por medio de las llamadas

distribuciones iniciales no informativas.

= Célculo de la distribucion final. Si consideramos que X es conocido, podemos
condicionar en su valor observado z. Por lo tanto, nuestro conocimiento acer-
ca de 6 queda descrito por medio de la distribucién final p(6|x). El teorema

de Bayes nos ayuda a calcular la distribucién final

Joy__ pOplald)
PO = @) p(ald)dd

El denominador p(z fe p(0 a:|9 d@ no depende de 6, por lo que es comiin

escribir
p(0lz) o p(0)p(x|0).

En la practica, el célculo de la distribucion final puede ser un asunto compli-
cado, especialmente si la dimension del parametro es grande. Existen casos

en los que se requieren técnicas computacionales sofisticadas.

» Resumen de la informacién. Habiendo encontrado p(f|x), podemos decir que
hemos resuelto el problema de inferencia; ya que toda la informacion disponi-
ble sobre el valor de 6 queda contenida en la distribucion final. Sin embargo,
en general es necesario resumir esta informacion para poder interpretar los
resultados y responder las preguntas de interés. Esto se puede hacer a través
de procedimientos de estimacion, prueba de hipétesis o prondsticos por dar

algunos ejemplos.
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2.1.1. Diagnoéstico de modelos por medio de la distribucion

de prondstico

En la teoria de estadistica bayesiana, el prondstico de observaciones futuras se
basa en la distribucién predictiva asociada al modelo, la cual podemos interpre-
tar como la distribucion de los datos promediados sobre todos los valores de los
parametros posibles. Por esta razén, cuando aiin no hemos observado los datos, x,

el pronoéstico se basa en

pwwzjfmwmwM&

Esta es precisamente la funciéon de densidad de los datos promediada sobre los
valores de los parametros de acuerdo al conocimiento previo que tenemos de ellos.
Por lo anterior, p(z) se conoce como distribucion de prondstico inicial. Es més
comun e interesante pronosticar x’ después de haber observado los datos, x. De

manera analoga podemos calcular la distribucién de prondstico final

pwmazjfmwmwmma

En este caso la distribucién es la densidad de los datos promediada sobre la dis-
tribucién final p(@|x). Las observaciones futuras, =/, se pueden ver de manera
alternativa como parametros adicionales a estimar dentro de un modelo, es decir,
la distribucién final conjunta es p(z’, 0|x). En este caso, la inferencia de las obser-

vaciones futuras ' se pueden obtener marginalizando distribucién con respecto a

g

MfWFj/MfﬁWMG
=/¢mwwmwmma

La densidad de prondstico no sélo es util para cuantificar nuestro conocimiento
acerca de las observaciones futuras sino ademas nos permite evaluar la calidad de
nuestro modelo. Esta distribucién podemos usarla para responder algunas pregun-
tas acerca de la confiabilidad de nuestro prondstico. Algunos aspectos de cémo
justificar el diagnéstico de modelos basado en la distribucion de prondstico se dis-
cuten en Gelfand et al. (1992). En el caso de andlisis de series de tiempo podemos
utilizar esta idea para evaluar el pronéstico a un paso. Para poder verificar la

confiabilidad del pronéstico, podemos omitir la tltima observacién de la serie para
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ajustar el modelo. Después predecimos el valor omitido usando la distribucion de

prondstico.

Una propuesta simple es considerar la siguiente densidad de prondstico

P(%"x(—z’)) = /p(%’e)p(@‘w(—i))d@

donde z; es la observacion i de x y x(_; es x omitiendo x;. El valor de la integral
anterior también se conoce como ordenada de pronéstico condicional o CPO!. Se
puede considerar como una medida cuantitativa para el efecto de la observacion i

sobre todas las densidades de prondstico, p(z), dado que

p((-3)
Valores pequenos de CPO’s indican que no esperamos ver las observaciones omiti-
das bajo nuestro modelo. Podemos construir una medida que involucra todas las
observaciones que omitimos. Si estamos en el contexto de series de tiempo, consi-
deraremos la particion x; como la ultima observacion, que serd la que evaluaremos

y que omitimos al ajustar el modelo.

2.1.2. Meétodo de Monte Carlo

La implementacion de los métodos bayesianos involucra un esfuerzo compu-
tacional considerablemente alto. Este esfuerzo se concentra en el calculo de ciertas
caracteristicas de la distribucién final del parametro de interés. Por ejemplo, para
pasar de una distribucion conjunta a una coleccion de distribuciones y momentos
marginales que sean tutiles para hacer inferencias sobre subconjuntos de parame-
tros, es necesario integrar. Dentro de los métodos mas usados para el calculo de
estas integrales se encuentran los métodos de Monte Carlo. La idea bésica del
método consiste en escribir la integral requerida de una funcién arbitraria, h, co-

mo

I / h(0)do,

LPor sus siglas en inglés, conditional predictive ordinate.
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como valor esperado de una funcién con respecto a alguna distribucién de proba-
bilidad, lo cual sugiere una solucién estadistica al problema de integracion. Escri-

bimos a I como un valor esperado

donde s(f) es una funcién facil de simular. Después se genera una muestra de s(6),

6 92 . M con M grande. Finalmente se aproxima I a partir de la media

1L (A(0W)
[=+ ; { (00 } s(6)do.

El método de Monte Carlo permite calcular algunos resiimenes inferenciales ele-

muestral

mentales tales como valores esperados de ciertas funciones del parametro respecto
a la distribucion final. Es posible, ademas, aprovechar la muestra simulada con el

fin de aproximar cualquier otra caracteristica de interés de la distribucion final.

2.1.3. Monte Carlo via cadenas de Markov

Las técnicas de Monte Carlo via cadenas de Markov permiten generar, de
manera iterativa, observaciones de distribuciones multivariadas que dificilmente
podrian simularse usando métodos directos. La idea bésica es simple, tenemos que
construir una cadena de Markov que sea facil de simular y cuya distribucion de
equilibrio corresponda a la distribucion final que nos interesa. Mas adelante pre-
sentamos algunos de los algoritmos de que usamos en este trabajo, los cuales son:
muestreo de Gibbs, Metropolis-Hastings asi como algunas variantes. Una amplia
discusién y ejemplos de estas técnicas pueden verse en Robert and Casella (2004),
Chib and Greenberg (1994) y Chib and Greenberg (1995).

En general no es facil determinar en qué momento la cadena ha convergido, en
general se utilizan métodos empiricos para verificarlo. Por otro lado, podemos usar
las funciones de autocorrelacion para determinar si la muestra que generamos es
independiente. Con frecuencia se omiten los primeros valores de la cadena para
calcular estas funciones o los promedios ergddicos. La finalidad de este periodo de

calentamiento es permitir que la cadena salga de una primera fase de inestabilidad.
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Muestreo de Gibbs

Supongamos que el pardmetro es multidimensional, ¢ = (™M), @ ... p*)),
Sea 7(v) = (W @ . #) la densidad objetivo. El muestreo de Gibbs inicia
en un valor arbitrario 1y = ( ((]1), e ((]k)) en el espacio parametral y actualiza un
componente a la vez, ¥, i =1,... k, de la distribucién condicional, de acuerdo
al algoritmo 1. Un punto importante es que este algoritmo funciona incluso cuando
uno o mas componentes 1) por sf mismos son multidimensionales. En cuyo caso,

el algoritmo funciona por bloques de los componentes de .

Algoritmo 1 Muestreo de Gibbs

1 k
WS, . ).

0. Inicia: fijamos vy =
1. Paraj=1,...,N:
(k
1.1) genera 1) de m( V] — 1/;] Lo ® =g,
1.2) genera w§>de 7@ [p® = il y® —wﬁl,...,w“ﬂ:wﬁ’?l);

1.k) genera wj(k) de w(® | = @/J](-l), o) = zﬂ(k_l)).

J

Metropolis-Hastings

Este método es bastante general, ya que nos permite generar el siguiente estado
de la cadena de una distribucién esencialmente arbitraria, 7. La invarianza de la
distribucion objetivo se obtiene por medio de un paso de aceptacién o rechazo.
Supongamos que la cadena se encuentra actualmente en . Entonces el valor pro-
puesto es 1) que se generé por medio de la densidad q(1,-). En este caso ¢ es una
densidad en su segundo argumento, pero es parametrizada por el primero. Es de-
cir, la densidad propuesta puede depender del estado actual, . El valor propuesto

1; se acepta como un nuevo estado de la cadena con probabilidad

o, %) = min { m($)a(v. w} 21)

m(P)q(v, )

Si el valor propuesto se rechaza, la cadena permanece en el estado . El algorit-
mo 2 nos muestra los pasos necesarios. La seleccién de la densidad g es una cuestion

importante. En particular, cuando la elegimos simétrica, la expresién (2.1) se sim-

(), ) :min{ ,M}

plifica y sélo tenemos

m(¢)
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Algoritmo 2 Metropolis-Hastings

0. Inicia: fijamos 1)y.
l.Paraj=1,...,N:
1.1) genera 1; de q(1;-1,);
1.2) calcula oo = a(v)j_1,v;) de acuerdo a (2.1);
1.3) genera una variable aleatoria independiente U; ~ Bernoulli(a);
1.4) si U; = 1 hacemos 1); = 1/;]-, en otro caso hacemos ¥; = 1;_;.

El muestreo de Gibbs y el algoritmo de Metropolis-Hastings pueden emplear-
se de manera combinada de acuerdo al problema en cuestion. Supongamos que
dentro de un muestreo de Gibbs queremos simular de la distribucién condicional
(M [p?)), pero ésta no tiene una forma conocida o es demasiado complicado
simularla. En este caso, en lugar de generar 1)) a partir de 7(¢(V|¢))), podemos
hacerlo por medio de un paso del algoritmo de Metropolis-Hastings sin que la

distribucion de la cadena de Markov deje de ser invariante.

Metropolis-Hastings con adaptacion y rechazo

El muestreo por rechazo es un algoritmo sencillo que nos permite generar
una variable aleatoria de una distribucién objetivo, m, simulando de una distri-
bucién propuesta, f, y aceptando con una probabilidad especifica. Supongamos
que existe una constante C' tal que w(¢) < Cf(¢) para cada ¥ y definimos
r(¢) = w(¥)/Cf(y), por lo que 0 < r(¢)) < 1. Generamos dos variables inde-
pendientes U y V, con U distribuida uniforme en (0,1) y V ~ f. Si U < r(V)
hacemos 1) = V| en otro caso repetimos el proceso. En otras palabras, simulamos
V de f(¢) y aceptamos V' como muestra de 7(¢)) con probabilidad (V). En caso
de rechazo, reiniciamos el proceso. Se puede demostrar que si el soporte de f in-
cluye el soporte de m, el algoritmo eventualmente genera un valor V' que se acepta.
Si la distribucién objetivo univariada, 7, no es log-céncava? podemos combinar el
muestreo de adaptacién y rechazo con el algoritmo de Metropolis-Hastings. Este
algoritmo se conoce como ARMS?. También existe una variante que nos permite

simular de una distribucién objetivo multivariada.

2Una funcién g es céncava si g(ax + (1 — a)y) > ag(z) + (1 — a)g(y) para cada a € (0,1). 7
es log-céncava si log (1) es una funcién céncava.
3Por sus siglas en inglés, Adaptive rejection Metropolis sampling.
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2.1.4. Variables latentes

Existe una técnica general muy 1til conocida como el método de las variables
latentes. La idea consiste en observar que en ocasiones es mas facil y eficiente
simular de una distribucién p(6, A|x) que de la distribucién p(6|z), donde el nuevo
parametro A\ puede ser esencialmente cualquier variable aleatoria. Es claro que
al generar una muestra con distribucién conjunta p(#, A\|x) podemos obtener una

muestra con distribucién marginal p(f|x) que nos interesaba originalmente.

2.2. Datos circulares

Los datos circulares son observaciones de direcciones en el espacio. Es decir,
un dato circular es un angulo, por lo que se puede considerar como un punto del
circulo unitario y se define en [0, 27). Por otro lado, en este trabajo nos referiremos

a los datos definidos sobre R o un subconjunto de R como datos sobre la recta.

Para analizar datos circulares se deben hacer diversas consideraciones. Por
ejemplo, la dependencia de los resultados descriptivos e inferenciales con respecto
al punto de referencia en el circulo unitario, hace que la naturaleza de los datos
circulares sea diferente a la de los datos sobre la recta. Por lo tanto, el andlisis de

datos circulares requiere de métodos estadisticos y modelos especiales.

Los datos circulares surgen en cualquier contexto donde se observen magnitudes
angulares. Por ejemplo, aparecen en ciencias de la tierra, meteorologia, (andlisis
de la direccién de viento), biologia (estudios de la direcciéon de movimientos de

especies), fisica y, en general, en cualquier contexto donde se registren direcciones.

La literatura sobre datos circulares no es extensa comparada a la de los datos
sobre R. Breckling (1989), Mardia (1972), Mardia and Jupp (1999), Jammala-
madaka and SenGupta (2001), y Fisher and Lee (1994) son algunas referencias
bésicas para el analisis estadistico de datos circulares. Estos trabajos exponen
procedimientos de estadistica descriptiva, inferencia y modelaciéon con regresiéon y
modelos para series de tiempo. El enfoque de inferencia que utilizan estos autores
es frecuentista. También es comin encontrar situaciones en las cuales los pro-
cedimientos de inferencia clasica tienen una implementacién mas compleja. Por
ejemplo, la verosimilitud para una distribucién normal envuelta, que se define mas

adelante, no tiene forma cerrada (la densidad de la normal envuelta es una serie
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infinita) y por lo tanto su maximizacién es practicamente intratable, ver Craig
(1988). Por las razones anteriores es necesario desarrollar procedimientos de in-
ferencia estadistica que permitan el ajuste de modelos para datos circulares. En
este sentido, encontramos en el paradigma de la inferencia bayesiana un enfoque
de analisis lo suficientemente poderoso y flexible para el tratamiento de datos

circulares.

2.2.1. Variable envuelta

Una de las aproximaciones para el estudio de los datos circulares consiste en
envolver una distribucién en la linea real, Y, alrededor del circulo unitario. Su
principal caracteristica es la flexibilidad: una amplia clase de funciones sobre el
circulo se puede obtener usando dicho enfoque. En principio, este procedimiento

puede ser usado para envolver cualquier distribucion.

Sea Y una varible aleatoria sobre la linea con funcién de densidad f(y). La
correspondiente variable aleatoria circular X,, se obtiene al envolver de la siguiente

manera
Xy = Y (mod 27).

La funcién de densidad de probabilidad f,(0) de X, se obtiene al envolver

f(y), definida en R, alrededor de la circunferencia de un circulo unitario, esto es

fuw(0) = i fO+2km), 0<6<2m. (2.2)

k=—0oc0

La correspondiente funcién de distribucién de X, es

F,(0) = i F(0 + 2km) — F(2km), 0<6<2m, (2.3)

k=—o00
donde F' es la funcién de distribucién de Y.

Algunas de sus propiedades, como se pueden ver en Mardia (1972), son:

a) El proceso de envolver es un homomorfismo de R al circulo, es decir (y; +

y2)w = Y1w + Yow-
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b)

Si la funcién caracteristica de Y es ¢, entonces la funcién caracteristica

{¢pp:p=0,%£1,...} de X, es

Pp = O(p). (2.4)

Para poder ver esto,notemos que:

o 27 (k+1) ©
& = / ¢ F,(0)d0 = Z / " F(6)d) = / ¢PF(y)dy = 6(p).
O (o.)

k=—o00 -

Si ¢ es integrable entonces Y tiene una densidad y

Z f(0+2km) = o {1—1—22 Ozpcospﬁ—l—ﬁpsmpe)} (2.5)

k=—00 p=1

donde ¢(p) = a,+1ip,. El resultado se sigue de (2.2), de (2.4) y de considerar
que la serie 2;1(%2; +137) converge. Para verificar el tltimo punto, basta

observar que si ¢ es integrable, tenemos

S el S Il < / o(p)dp.

p=—00 p=—00

Si Y es infinitamente divisible, entonces X, es infinitamente divisible.

Existen una infinidad de distribuciones definidas sobre la linea real, las cua-
les pueden ser envueltas sobre cualquier distribucion en el circulo. Sea g la
funcién de densidad de probabilidad de una distribucién en el circulo y defina

una funcion de densidad de probabilidad como
fr(®) =prg(x), 2nr <z <27x(r+1), r=0+1,£2, ...,

donde p, son nimeros no negativos cualesquiera tales que Y - p, = 1. Si

consideramos f(z) = Z:i,oo fr(x), entonces f, = g.

2.2.2. Distribucion normal envuelta

En la mayoria de las distribuciones envueltas existe una correspondencia entre

los parametros originales y sus respectivos parametros envueltos. Esto nos permite

una facil interpretacion de los parametros circulares y por lo tanto de la inferencia.
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La distribucion normal envuelta es una funcién con dos parametros, la cual
se obtiene al envolver la linea de una distribuciéon normal N (fi, o) alrededor del
circulo. De (2.2) la funcién de densidad de probabilidad de una distribucién normal

envuelta es

Ful0) = — i exp{_(e—u+2kﬂ)2}, 0<O<2r.  (26)

o2 202
k=—o00

Dado que la funcién caracteristica de N'(f,0%) es ¢(p) = exp (iup — p*c?/2),

por la propiedad b) de las distribuciones envueltas se tiene
&, = eiup—p%?/?’ a, = R aar: cospu, B, = o P’0%/2 sen pju.

Usando (2.5) obtenemos una util representacion de la funcién de densidad (2.6)

como lo es
1 o
fw<9>=%{1+2;pp2 coszo(e—m}, (2.7)
donde pze‘”g/ 2. La distribucién normal envuelta con pardmetros p vy o la deno-

taremos como WN (u, 0)*.

Para fines practicos, la funcién de densidad de probabilidad (2.7) se puede
aproximar adecuadamente por los primeros tres términos cuando o2 > 27, mien-
tras que para ¢ < 27 el término con k = 0 de (2.6) nos da una aproximacién

razonable, ver Mardia and Jupp (1999).

Los momentos y propiedades de una distribucién normal envuelta son:

i) La direccién circular media es g = ji(mod 27) donde /i es la media de una

distribucién normal.

/2

ii) La longitud resultante media es p = e~?/*. Las propiedades i) y ii) indican

una correspondencia entre los valores en la linea y en la distribucion circular.
iii) Dispersién circular: § = (1 — p*)/(2p?).

iv) Conforme p — 0, la distribucién converge a la distribucién uniforme circular,

U..

4Por la traduccién del inglés, wrapped normal distribution.
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v) Conforme p — 1, la distribucién tiende a una distribucién degenerada con-

centrada en la direccion p.
vi) La moda estd en 6 = p.
vil) Si @~ WAN(u, p) entonces (0 — ) ~ WN (u — 1, p), donde ¢ € [0, 27).

viii) De la propiedad a) de las distribuciones envueltas y de la ecuacion (2.6) se si-
gue que si ©1 y Oy son dos variables normales envueltas, ©; ~ WA (u;, pi), (i =

1,2), entonces (©1 + O3) ~ WN (i1 + 2, p1p2)-

Tal como se menciond, en principio a cualquier distribucion definida en R puede
aplicarse el proceso de envolver. Este proceso no esta restringido a distribuciones

de probabilidad, también podemos hacerlo para diferentes procesos estocasticos.

2.3. Modelo de espacio de estados

Nous devons envisager l’était
présent de I’Univers comme un
effet de l’état antérieur et comme

la cause de 'état suivant.

LAPLACE (1795)

Recientemente ha habido un interés creciente en las aplicaciones de los modelos
de espacio de estados en el andlisis de series de tiempo. Dichos modelos conside-
ran una serie de tiempo como un sistema dinamico que tiene una perturbacion
aleatoria. Este enfoque nos permite dar una interpretaciéon natural de las series
de tiempo como una combinacién de varios componentes, tales como tendencia o
estacionalidad. Ademads, nos proporcionan una estructura probabilistica poderosa,

que nos ofrece una amplia variedad de aplicaciones.

Consideremos a la serie de tiempo (Y;);>1. En general, dada la estructura de
dependencia de las Y}s, no es sencillo determinar la distribucién conjunta de dimen-
sién finita de (Y3,---,Y;), para cualquier ¢ > 1. Los supuestos de independencia
o intercambiabilidad harian al tiempo irrelevante. Por lo tanto, estos supuestos

no son razonables para la mayoria de las series de tiempo con datos reales. La
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dependencia markoviana es la mas simple de las formas de dependencia entre las
Y}’s, en las cuales el tiempo tiene una funcién determinada. Decimos que (Y};)i>1
es una cadena de Markov si, para cada t > 1, m(y|y14-1) = 7(ye|yi—1), donde
yi+ = (y1,...,4). Esto significa que la informacion relativa a Y; que se tiene a
partir de las observaciones hasta el tiempo t — 1 es exactamente la misma que se
tiene con y;_; unicamente. Otra manera de decirlo es que Y; y Yi.;_» son condicio-
nalmente independientes dado y;_;. Para una cadena de Markov las distribuciones

conjuntas de dimension finita se puede escribir de la siguiente manera

(Y1) = 7(Y1) Hﬂ-(yjkyj—l)'

Es conveniente aclarar que suponer una estructura markoviana en las observacio-
nes no es apropiada en muchas de las aplicaciones. Los modelos de espacio de
estados poseen una estructura relativamente simple que permite construir mode-
los més complejos. En este modelo suponemos que existe una cadena de Markov
que no es observable (6;), conocida como proceso de estados, y que Y; depende
de 6;. En las aplicaciones en ingenieria, 8; generalmente es observable fisicamente
y describe un sistema que tiene como salida Y;. Por otro lado, en las aplicacio-
nes en econometria y estadistica, #; es una variable latente, la cual ademas puede
tener una interpretacion util. En cualquier caso, podemos considerar a #; como
una serie de tiempo auxiliar que nos facilita la tarea de determinar la distribucién
de probabilidad de la serie de tiempo observable, Y;. En términos formales, un
modelo de espacio de estados consiste en una serie de tiempo con valores en R?,
(0, :t=0,1,...), y una serie de tiempo con valores en R™, (Y; :t =1,2,...), que

satisfacen las siguientes hipotesis.

» (H.1) (6;) es una cadena de Markov.

» (H.2) Condicionado en (6;), las Y;’s son independientes y Y; depende tnica-

mente de 6;.

La consecuencia de (H.1)-(H.2) es que el modelo de espacio de estados queda
determinado por la distribucién inicial 7(6y) y por las densidades m(0;|6;_1) y

m(y¢|0;), t > 1. De hecho, para cada t > 0,

t
(90t7y1t —7T 90 1_[7T 9 ’93 1 yj‘e) (2-8)
7j=1
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De (2.8) podemos generar, por condicionamiento o marginalizando, algunas
otras distribuciones de interés. Por ejemplo, la densidad conjunta de las observa-
ciones de Y., se puede obtener integrando respecto a las 6,’s en (2.8). Si suponemos
un espacio de estados, el flujo de informacion queda expresado de manera simple
en la figura 2.1. El punto clave de estos modelos es que, dado el presente, el fu-
turo es independiente del pasado. Es precisamente esta propiedad estructural de
independencia condicional la que nos permite tener una gran efectividad en los

modelos dindmicos.

De manera similar, podemos observar que 6; y (042, Y1.4—1) son condicio-
nelmente independientes dado 6;_1, lo cual se puede expresar en términos de la

distribucién condicional como

7T(9t\90:t71,y1:t71) = 7T<(9t’9t71)-

Los modelos de espacio de estados en los cuales las variables aleatorias toman

valores discretos usualmente se conocen como modelos de Markov ocultos.

o 9[ T e 01 T 011
Yi Y, Yio1 Y: Yi

Ficura 2.1: Estructura de dependencia de un modelo de espacio de estados.

2.3.1. Modelos lineales dinamicos

Los modelos lineales dinamicos son una amplia clase de modelos que nos permi-
ten incorporar parametros que varian a lo largo del tiempo. Una referencia bésica

sobre este tema es West and Harrison (1997).

Para ser precisos diremos que un modelo lineal dindmico (MLD) es un modelo
de espacio de estados determinado por una distribucién inicial normal para el

vector de estados de dimension p, al tiempo t = 0,

90 ~ Np<m0, Co), (29&)
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y el par de ecuaciones para cada tiempo t > 1,

Y, = F,0; + vy, vy ~ N (0, V4), (2.9b)
Qt = Gtet—l + Wy, Wy ~ Np<0, Wt), (29C)

donde G, y F; son matrices conocidas (de orden p X p y m X p respectivamen-
te) v (vr)>1 ¥ (wi)i>1 son dos sucesiones independientes de vectores aleatorios
gaussianos con medias cero y matrices de varianzas conocidas (V;)i>1 v (W),
respectivamente. La ecuacién (2.9b) se conoce como ecuacion de observacion,
mientras que (2.9¢) es la ecuacion del sistema o ecuacion de estados. Ademés
suponemos que 6 es independiente de (v;) y (w;). Un MLD satisface las hipétesis
(H.1) y (H.2) que se mencionaron en la seccién anterior, con Y;|0; ~ N (F6;,V;) v
0,101 ~ N (Gi,_1,W,) . A diferencia de lo que ocurre con el modelo (2.9), el mo-
delo general de espacio de estados queda totalmente definido con una distribucién

para 6 junto con las ecuaciones de observacion y evolucion

Y, = ht(etavt)a
0, = gt(9t71,wt)7

donde g; y h; son funciones arbitrarias. Un espacio de estados lineal supone que g,
y h; son funciones lineales en @, mientras que un modelo lineal gaussiano supone
que las distribuciones son gaussianas. En caso de relajar el supuesto de norma-
lidad tendriamos que pagar un costo computacional considerable. A manera de
ejemplo veremos como los MLD’s pueden plantearse como una generalizacién de
los modelos de regresién pero considerando variacion a través del tiempo en los
coeficientes de regresién. El caso simple, el modelo de regresion estatico, considera
la relacion entre la variable Y y la variable explicativa no aleatoria x del siguiente
modo
Y, =01+ 01 + ¢, € £ (0,02).

En nuestro contexto consideraremos a (Y}, z;) como observable a través del tiempo.
Por el hecho de poder incorporar variacion en el tiempo de los pardmetros de
regresion, en principio somos capaces de modelar la relacion funcional no lineal
entre z y y. Ademas podemos incluir en el modelo cambios en la estructura del

proceso que analizamos. Un modelo de regresion lineal dindmico supone

Y; = et,l + 9t,2xt + €t, €t N(07 0-152)7
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con la ecuaciéon adicional que describe la evolucion del sistema
0r = Gy +wy,  w ~ Na(0, 7).

Este es un MLD con F; = [1,2¢] y estados 6; = (6:1,6:2). Como caso particular,
si Gy = I, la matriz identidad, 0? = 0% y w; = 0 para cada ¢, tenemos el modelo

de regresion estatico.

Analisis de los modelos lineales dinamicos en R

Sin entrar en detalles podemos decir que es considerable el analisis que se puede
hacer de los MLD’s por medio del software R, que ademas tiene disponible un
paquete especifico para ello, dlm. El paquete representa al modelo como un objeto
de la clase d1m. Los objetos de este tipo pueden representar los DLM’s constantes
o variando a través del tiempo. Una vez que conocemos las matrices F, G, V, W, Cy
y el vector mg, el MLD constante queda totalmente determinado. Dentro de R,

estos componentes se almacenan en FF, G ,VV, W, CO y mO respectivamente.

Respecto los MLD’s que varian en el tiempo, el paquete en lugar de guardar
las matrices Fy, V;, Gy, W, para todos los valores de ¢, guarda un plantilla de cada
una de ellas. En una matriz separada se guardan las entradas que varian en el

tiempo. Se pueden consultar los detalles del paquete en Petris et al. (2009).

2.3.2. Estimacion de estados y prondstico

Una de las razones por las cuales los MLD’s tienen una extensa aplicacién en
diversos problemas es por su flexibilidad. Sin embargo, a pesar de las ventajas
de los MLD’s en las aplicaciones estadisticas, éstos no quedan exentos de una de
las principales dificultades como lo es la especificacién del modelo. Idealmente, al
momento de plantear un problema el experto en el tema y el estadistico podrian
construir un espacio de estados con una interpretacion intuitiva. Sin embargo,
las complicaciones son variadas; podriamos no tener una interpretacion clara de
los estados, una identificabilidad pobre del espacio de estados o simplemente el
modelo podria ser demasiado complejo. De momento supondremos que conocemos

el modelo, es decir, que conocemos las densidades m(y;|0;) v 7(0;|6;—1). Daremos
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algunas nociones de la estimacién y el prondstico, y mas adelante abordaremos los

modelos con pardmetros desconocidos, .

Para un modelo de espacio de estados conocido, algunos de los principales ob-
jetivos son la inferencia de los estados no observables y el prondstico de observacio-
nes futuras. Tanto la estimacion como el prondstico pueden abordarse calculando
las distribuciones condicionales de las cantidades de interés, dada la informacién

disponible.

Para calcular el vector de estados tenemos que calcular la densidad condicio-
nal 7(0s|y1.4). Debemos distinguir entre los problemas de filtrado (cuando s = t),
prondstico de estados (cuando s > t) y suavizamiento (cuando s < t). Es im-
portante enfatizar la diferencia que existe entre el filtrado y el suavizamiento. En
el filtrado suponemos que los datos los obtenemos secuencialmente en el tiempo.
En otras palabras, hacemos una estimacion del vector de estados actual hasta el

tiempo ¢, para ello necesitamos la densidad condicional 7(6;|y.).

Por otro lado, el suavizamiento o analisis retrospectivo consiste en detectar
el comportamiento periddico que esta detras de las observaciones de alguna serie
de tiempo. Para poder abordar este problema debemos calcular la distribucion
condicional 7(01.¢|y1.¢). Tanto para el filtrado como para el suavizamiento existen

algoritmos iterativos que pueden implementarse.

Uno de los principales objetivos en el estudio de series de tiempo es el prondsti-
co. Es por ello que usualmente la estimacion de los estados se convierte en un
paso intermedio para pronosticar el valor de las observaciones futuras. Para hacer
pronostico a un paso, es decir, obtener la observacion Y;;; habiendo observado
Y1.t, primero estimamos #;,1 y entonces podremos hacer pronéstico para Y;,;. La
densidad de prondstico, m(0;11|y1), se basa en la densidad de filtrado de 6. Es

entonces que podemos calcular la densidad de prondstico para las observaciones a

un paso, T(Yi1|yi:t)-

En algunos casos podriamos estar interesados en hacer prondstico mas a futuro,
es decir, necesitarfamos calcular 6,,; para después hacer pronéstico k pasos ade-
lante, Y;,x, con k > 1. Es importante aclarar que existe menos precision conforme
crece el nimero de pasos que deseamos pronosticar. Mas adelante mostraremos
cémo calcular de manera recursiva estas densidades. En particular, la media con-
dicional F(Y;11|y1.1) proporciona una estimacién puntual a un paso de manera

optima para el valor de Y;, 1, minimizando el error cuadrado esperado condicional.
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Como funcién de k, E(yiyx|y14) se conoce comunmente como funcion de prondsti-

Co.

2.3.3. Filtrado

Primero describimos los pasos para calcular las densidades de filtrado, m(0;|y;.¢),
para el modelo general de espacio de estados. Incluso si no hacemos un uso exten-
sivo de estas expresiones, es 1til revisar estas recursiones para entender la impor-
tancia del supuesto de independencia condicional que ya hemos discutido antes.
Mas adelante, dentro del contexto de los MLD’s, tenemos expresiones particulares

conocidas como el filtro de Kalman.

Una de las ventajas de los modelos de espacio de estados, es precisamente que,
debido a la estructura markoviana de los estados dindmicos (H.1) y la indepen-
dencia condicional de las observaciones (H.2), las densidades de prondstico pueden
calcularse recursivamente. La siguiente proposicion contiene una presentacion for-
mal de las recursiones de filtrado para el modelo general de espacio de estados.
Las demostraciones de las siguientes proposiciones son resultados conocidos cuya

demostracién puede verse en West and Harrison (1997).

Proposicién 1. (Recursiones de filtrado). Para un modelo general de espacio
de estados que definimos en (H.1)-(H.2), tenemos que se cumplen las siguientes

afirmaciones:

(i) La densidad de prondstico a un paso para los estados se puede calcular de la

densidad de filtrado w(6;—1|y14—1) de acuerdo a
7(Olyar) = [ 716 lyra)d61r (2.100)

(ii) La densidad de prondstico a un paso para las observaciones se puede calcular

a partir de la densidad de prondstico de los estados del siguiente modo
w(ulynat) = [ 7067 (Oyna1)3d0, (2.10b)

(11i) La densidad de filtrado se puede calcular de las densidades anteriores del

siguiente modo

(Ol y1:e) = ﬁ(ytwtﬁ(et’ylzt—l)- (2.10c)

T(Ye|Yr:4—1)
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2.3.4. Filtro de Kalman para modelos lineales dinamicos

Los resultados anteriores en principio nos permitirian abordar cualquier pro-
blema de prondstico o filtrado. Sin embargo, el cdlculo de estas distribuciones por
lo general es bastante complicado. Los MLD’s son un caso importante en el cual
las recursiones se simplifican considerablemente. En particular, considerando re-
sultados conocidos de la distribucion gaussiana multivariada, no es dificil verificar
que el vector aleatorio (0, 61, ...,0;,Y1,Ys,...,Y;) tiene una distribucién gaussia-
na para cualquier ¢ > 1. Por lo tanto, las distribuciones marginales y condicionales
también son gaussianas. Dado que todas las distribuciones involucradas son gaus-
sianas, éstas quedan totalmente determinadas por la media y la varianza. Este

resultado se conoce como filtro de Kalman.

Proposicién 2. (Filtro de Kalman). Consideremos el MLD definido en (2.9).
Sea
Or 1 |y1:e-1 ~ N(mt—h Ci1).

Entonces tenemos que:

(i) La distribucion de prondstico a un paso de 0; condicionado a y1.4—1 €S gaus-

stana, con pardmetros

ay = E(et‘ylstfl) = Gymy_1,

(2.11a)
Rt = Var(9t|y1;t_1) = GtCt—lG:f + Wt-

(i) La distribucion de prondstico a un paso Y; condicionado a yi4_1es gaussiana,

con pardmetros

ft = E(Yt|yl:t—1) = Fiay,

(2.11b)
Qr = Var(Yi|y1.1-1) = FthFt/ + V.

(#i) La distribucion de filtrado de 0; condicionada a yy.4 es gaussiana, con pardme-

tros
my = B(0i]y14) = ar + RF[Q; ey,

. (2.110)
Cy = Var(9t|y1:t) =R — RtFt,Qt_ FRy,

donde e, =Y, — f; es el error de prondstico.

El filtro de Kalman nos permite calcular las distribuciones de prondstico y

de filtrado recursivamente. Iniciamos con 6y ~ N(mg,Cp), y continuamos con
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7(01|y1), procedemos del mismo modo incorporando la informacién disponible re-

cursivamente.

2.3.5. Suavizamiento

Una de las caracteristicas ttiles en los modelos de espacio de estados es que
la estimacién y el prondstico se pueden aplicar recursivamente conforme tenemos
informacion disponible. Sin embargo, en el andlisis de series de tiempo usualmente
las observaciones tienen cierto comportamiento peridédico, el cual queremos recons-
truir retrospectivamente. En este caso usaremos un algoritmo recursivo hacia atras
en el tiempo para calcular la distribucién condicional de 6; dado yy.7, parat < T'.
Iniciaremos con las distribuciones 7(07|y;.7) y estimaremos los estados anteriores,

veamos los detalles en la siguiente proposicion.

Proposicién 3. (Recursiones de suavizamiento). Para un modelo general
de espacio de estados que definimos en (H.1)-(H.2), tenemos que se cumplen las

siguientes afirmaciones:

(i) Condicionado en yi.r, la sucesion de estados (0y,...,0r) tiene la siguiente

transicion de probabilidades hacia atrds

7T(91t+1 |9t)77(9t|y1:t)

W(et’9t+17 Z/l:T) = W(Qt+1|y1-t)

(ii) Las distribuciones de suavizamiento de 0, dado yi.v se puede calcular de

acuerdo a la siguiente recursion hacia atrds en t, iniciando en 7(0r|y1.7)

T(0s41]0:)
——7(0 7)d01 1. 2.12a
7T(9t+1|y1:t) (t+1|y1.T> t+1 ( )

m(0iyrr) = W(9t|y1:t)/

En el contexto de los MLD’s, las recursiones de suavizamiento tienen expresio-
nes explicitas en términos de las medias y las varianzas de las distribuciones de

suavizamiento.

Proposicién 4. (Suavizador de Kalman). Considera el MLD definido en (2.9),
$i 01 |yre ~ N (si11, Sev1), entonces Oy ~ N (s, St), donde

! —1
st =my + CoGy Ry (81 — agsn),

St = C, = GGy R (Repy — S R G G
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El suavizador de Kalman nos permite calcular la distribucién de 6;|y;.r, ini-
ciando en t = T'— 1, en cuyo caso Or|y1.0 ~ N (s = mp, Sy = Cr). Entonces con-
tinuamos con el célculo hacia atrds de las distribuciones de ;|y,.r para t =T — 2,

t =T — 3 y asi sucesivamente.

2.3.6. Pronostico

Si contamos con y., usualmente estamos interesados en el prondstico de las
futuras observaciones, Y;,x, o en los vectores de estado, ;.. Para los modelos
de espacio de estados, la forma recursiva del calculo del prondstico a un paso nos
permite de manera natural actualizar la informacién disponible. Esto es de interés
en problemas de aplicaciones en las que la informacion llega continuamente. Para
los MLD’s, el prondstico a un paso para estados y observaciones se obtiene como

consecuencia del filtro de Kalman que presentamos en la proposicion 2.

Son muchas las aplicaciones en las cuales podemos estar interesados en hacer
pronostico méas alla de un solo paso. Aqui presentamos expresiones recursivas para
las medias y las varianzas de las distribuciones condicionales de los estados y las
observaciones al tiempo ¢ + k, conociendo toda la informacién hasta el tiempo ¢.
Por la estructura markoviana del modelo, la distribucién de filtrado funciona como
una distribucién inicial para la ecuacién de evolucion del modelo. Para los MLD’s,
s6lo usamos los datos para obtener m;, que es la media de m(6;|y;.), ésta nos da
la informacion suficiente para nuestra finalidad de pronosticar. Observemos que
para pasar de Yi; a Y, tal como nos muestra la figura 2.2, los datos Yi; nos
proporcionan la informacién concerniente a 6;, la cual a su vez nos da informacién
de la evoluciéon del estado hasta 6, y por lo tanto de Y;.x. Es importante aclarar

que mientras mas grande sea k, la precision del prondstico serd menor.

La siguiente proposicion nos da expresiones recursivas para calcular las densi-

dades de prondstico para el modelo general de espacio de estados.

97& 6t+1 e 9t+k

le:t Y;t—i-k

Ficura 2.2: Flujo de informacién de Yi; a Yiig.
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Proposicién 5. (Recursiones de pronéstico). Para un modelo general de es-
pacio de estados que definimos en (H.1)-(H.2), tenemos que para cualquier k > 0

se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) La densidad de prondstico a k pasos para los estados es
W(Beselins) = [ ) r(Orsscs s dBrsa
(i1) La densidad de prondstico a k pasos para las observaciones es

(i) = / (e el 7Oy B

Para los MLD’s la proposicién 5 tiene una forma especifica ya que todas las
integrales pueden calcularse explicitamente. Tal como ocurrié con las recursiones
de filtrado, debido a que las distribuciones de prondstico son gaussianas, es su-
ficiente calcular las medias y las varianzas. En la proposicién siguiente tenemos
una manera recursiva para calcularlas, pero primero necesitamos algo de notacion.

Para k > 1, definamos

= E(Orsly1:0),
Var (Orx|y1:4),
E(Yiirly1:4),
Var(Yiii|yr)-

P
e e
B
S~— S— S— S~—
I

Q:

Proposicién 6. Considera el MLD definido en (2.9), sea a;(0) = my y Ry(0) = C}.

Entonces, para cada k > 1, tenemos que se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) La distribucion de prondstico de 6,1y condicionado a y1.4—1 es gaussiana, con

pardmetros
at(k) = Gt—i—kat(k - 1>,
Rt(k) = Gt+th<k - 1)Gf‘,+k + Wt+k.

(ii) La distribucion de prondstico de Yiyy condicionado a yy4—1 es gaussiana, con

pardmetros
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ft(k) = Ft+kat(k?)a

Qe = FtJrth(k)FtlJrk + Vit



Capitulo 3

Especificaciéon del modelo

3.1. MLD’s univariados para analisis de series de

tiempo

Cuando tenemos un MLD totalmente especificado, es decir, cuando conocemos
las matrices F}, G; y las matrices de covarianza V;, W; estamos en condiciones para
hacer pronostico. Sin embargo en la practica no es tan sencillo especificar el modelo.
Un enfoque bastante general que ha mostrado ser 1til en la practica, consiste en
imaginar la serie de tiempo como una combinacion de componentes elementales
simples. Cada uno de estos componentes captura diferentes caracteristicas de la
serie, tales como tendencia, estacionalidad y dependencia de covariables (en el caso
de regresion). Cada componente se representa como un MLD individual, los cuales
se combinan en un inico MLD que nos permite analizar la serie de tiempo original.

Para ser mas precisos, los componentes se combinan en forma aditiva.

Consideremos una serie de tiempo univariada (Y;). Podemos suponer que la

serie se puede escribir como la suma de componentes independientes
Yi=Yii i+ + Yy, (3.1)

donde Y;; puede representar el componente de tendencia, Y5, un componente

estacional y asi sucesivamente. El componente 7, Y;;, ¢ = 1,...,h, se puede ver

28
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como un MLD del siguiente modo:

Yie = Fis0ip + vig, Vg ~ N(0,Vie),
Oir = Gibir—1 + Wiy, wie ~ N0, Wiy),

donde el vector de estados de dimensién p;, 6;, son distintos y las series (Y;4,0; ;)
y (Y}, 0;,) son mituamente independientes para toda i # j. Los componentes del
MLD se combinan para obtener el MLD para Y;. Por la hipdtesis de independencia
de los componentes, tenemos que Y; = 2?21 Y puede representarse como un MLD

de la siguiente manera

Y, = Fi0: + vy, UtNN(O;Vt);
0y = Gib—1 + wy, wy ~ N (0, Wy),
donde
01,
=111, Fe=1Fiy| - |Fig|s
Ont

Gy v W, son matrices diagonales de bloques

Gy Wi
Gy = ) W, =
Ght Wh,t

_\V

Esta clase de modelos nos permite analizar por bloques cada uno de los com-
ponentes de la serie de tiempo. Por lo anterior, podemos incorporar informacién
de manera relativamente simple; ésta fue una de las razones por las que decidimos
que este enfoque serd el mas adecuado para el estudio de nuestros datos. En el caso
de datos direccionales, cuando contamos con muchos datos no podemos asegurar

la estacionariedad de la serie.
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3.1.1. Representacion de los modelos ARMA y ARIMA
por medio de un MLD

Dentro de los modelos méas ampliamente usados para el estudio de series de
tiempo se encuentran los modelos autorregresivos de promedios méviles o ARMA!.
Estos fueron popularizados por Box y Jenkins, ver Box et al. (2008). Como ya se
menciond, una de las ventajas del enfoque de modelo de espacio de estados es que
nos permite hacer un analisis estructural del problema. Todos los componentes
de la serie, tales como tendencia o periodicidad pueden ser modelados de manera
independiente para después ser incorporados en un 1inico modelo de espacio de es-
tados. Esto nos permite incorporar caracteristicas propias de nuestra informacién.
Bajo el enfoque usual no podriamos ser capaces de incorporar de manera natural

un analisis inicial de la estructura del sistema que generé los datos.

Un modelo ARMA(p, q) se define por
p q
Yi=puty &Yy -+ Y e +e, (3.2)
j=1 j=1

donde (¢;) es un ruido blanco gaussiano con varianza o2 y (Y;);>; €s un proceso
estacionario de segundo orden. Cuando los datos no son estacionarios, usualmente
se toman diferencias de los datos hasta alcanzar la estacionariedad. Un modelo
cuya diferencia d es un modelo ARMA(p, q) se conoce como proceso autorregre-
sivo integrado de promedios méviles, ARIMA(p, d, q)*. Cualquier modelo ARIMA
puede expresarse como un MLD. Sin embargo, el espacio de estados no tiene una
representacién unica. Existen varias propuestas de representacién, pero aqui sélo
veremos las mas usadas. Primero analizaremos el caso estacionario. Consideremos
el proceso ARMA(p, q) que se defini6 en (3.2), por simplicidad supondremos que

i es cero. Podemos escribir la relacién como
T r—1
J=1 Jj=1

con r = max{p,q+1}, ¢; = 0 para j > p y ¢; = 0 para j > ¢. Definimos las

siguientes matrices

'Por sus siglas en inglés, autoregressive moving average.
2Por sus siglas en inglés, autoregressive integrated moving average.
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F=110 0],
K2 0 0]
¢2 0
G=1| : , (3.3)
¢r—1 0 - 0 1
¢, 0 - 0 0]
/
R=11 ¢1 e %—2 ¢r—1
Si introducimos un vector de estados de dimension r, 6y = (014, ...,6,,)’, entonces

el modelo ARMA puede verse como un MLD de la siguiente manera

}/;5 = Feb
9t+l = G(gt + RGt.

(3.4)

Esteesun MLD con V = 0y W = RR'0?, donde o2 es la varianza de la sucesién de
error (¢;). Para comprobar la equivalencia, notemos que la ecuacién de observacién

es yy = 01, y las ecuaciones de estados son

O = @1014—1 + 021 + €&
Oop = Pabh -1 + 0341 + V1€
(3.5)

Or—1t = Gr_1014—1 + Or 1 + Y2
er,t = Qbrel,tfl + ¢r71€t-

Sustituyendo la expresion 0,1 que aparece en la segunda ecuacién en la primera

ecuacion, tenemos
Ot = 010101 + D201 40 + O340 + V161 + €.
Haciendo sustituciones sucesivas del mismo modo, finalmente obtenemos
e = 10141+ + Ol + V161 + - F 16 T 6

Recordando que r = max {p, ¢+ 1} y que y; = 61+, basta observar que este modelo
ARMA es de la forma de (3.2).
La representaciéon de un modelo ARMA como un MLD (3.4) es bastante artificial.
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Para poder entenderla mejor es conveniente ver algunos ejemplos que resulten
ilustrativos. Consideremos un proceso autorregresivo de orden dos, es decir, un
proceso AR(2)

Y = 01Ye + Yo + e, €t %N(O, 02)-

Un primer intento por tener una representacién como MLD de un proceso AR(2)
seria considerar la ecuacién de observacién como Fi[Y; 1,Y; o] v 0y = [¢1, P2’
Tendriamos la posibilidad de incluir la evoluciéon temporal de los pardametros del
proceso AR, o en otro caso podemos considerar W = 0. Pero tenemos un incon-
veniente, pues la matriz F; del MLD no puede depender de los valores anteriores

de las observaciones; en caso de elegir F; del modo anterior implicaria que

YilYi-1, -2, 0 ~ N (d19i—1 + d2yi—2, 7).

Esto nos diria que Y; no seria independiente de los valores anteriores w; 1, y;_o
dado 6;, en cuyo caso no cumplirfamos con la hipdtesis (H.1) de la definicién de

modelo de espacio de estados.

Con la finalidad de mantenernos dentro de la definicién, lo primero que consi-
deramos en la representacién del proceso (3.2) como MLDMLD, fue trasladar la
dependencia del proceso autorregresivo, de Y; al vector de estados, es decir, consi-
deramos Y; = 6. Por otro lado, la segunda hipdtesis de los modelos de espacio de
estados considera que el proceso es markoviano, por ello necesitamos otra condicion
para representar la dependencia de segundo orden. Lo que haremos sera aumentar

el vector de estados por medio del segundo componente, 05, y seleccionaremos G

91,1& _ <Z51 1 91,1‘,71 4 €t .
02,1 G2 0] |02 0

010 = @1014—1 + 20149 + €.

y W tales que

En este caso tenemos

De este modo tenemos la representacién de un AR(p) como MLD que cumple con

las hipédtesis (H.1) y (H.2) de la definicién. Cuando tenemos un proceso AR(2), en
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particular

F

[1@, V=0,
o1 W= O'Z 0
by 0] 1o ol

Este modelo nos servird como ejemplo en el capitulo 6. El siguiente paso es expresar

G

el componente MA(q). Observemos que para el modelo ARMA(1,1),
Yi=dYi+tea+ier,  a~N(00%, (3.6)

con r = q+ 1 = 2 y las matrices del MLD correspondientes son

F:b,ﬂ, V=0,
1 1
G = o1 , W = ¢; 05.
0 0 (%

La representacién de un proceso ARMA como un MLD es bastante 1til por
dos razones. La primera es porque un componente ARMA de un DLM puede
explicar la autocorrelacion que no explican los demas componentes estructurales
como la tendencia y la estacionalidad. La segunda razén es porque la optimizacién
de la funcion de versimilitud de un modelo ARMA se puede realizar eficientemente
aplicando la recursién general que se usa para calcular la verosimilitud de un MLD.
La representacién de un modelos ARIMA(p,d, q) como un MLD, con d > 0, se
puede obtener como una extensién del caso estacionario. Si consideramos Y;* =
AYY;, entonces Y;* es un modelo ARMA estacionario, cuya representacién es la
anterior. Con la finalidad de modelar la serie original (Y;) debemos ser capaces
de recuperarla a partir de Y,* y posiblemente de otros componentes del vector de
estados. Por ejemplo, sid =1, Y, =Y, — Y,y y por lo tanto ¥; = Y, + Y.
Supongamos que Y;* satisface un modelo AR(2), entonces una representacién por

medio de un MLD para Y; la tenemos por medio del sistema

Y}:[l 1 O] 011,

1 1 0 (3.7)
0= |0 &1 1|01 4w, w,~N(OW),

0 ¢ 0
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con

Yioa
¢2th*_1

y W = diag(0, 0%, 0). Para el caso general con d > 1 se puede consultar Petris et al.
(2009) o Durbin and Koopman (2012). En ambas referencias se pueden encontrar
las representaciones para los modelos ARMA y ARIMA. La primera de ellas sigue
el enfoque bayesiano y la segunda se concentra en el analisis frecuentista de los
MLD’s.

3.2. Modelos con parametros desconocidos

En las secciones anteriores presentamos algunos resultados para el andlisis de
series de tiempo, suponiendo que el sistema de matrices compuesto por Fy, Gy, V; y
W; es conocido. Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones estas matrices son
desconocidas. Las matrices asociadas a los modelos que analizaremos dependeran
de un vector de parametros desconocido, ¥. Aunque usualmente estos pardametros
son constantes a través del tiempo, existe la posibilidad de incorporar variacion

en el tiempo.

3.2.1. Estimaciéon por maxima verosimilitud

Supongamos que tenemos n vectores aleatorios, Yi,...,Y,, cuya distribucion
depende de un pardametro desconocido 1. Denotaremos la densidad conjunta de las
observaciones para valor particular del pardmetro como p(y1, . . . , yn; %). La funcién
de verosimilitud se define como la densidad de probabilidad de los datos vista como
funcién de 1. Es decir, si denotamos la verosimilitud como L, podemos escribir
L(v)) o constante - p(yi,...,yn;¥). En el contexto de los MLD’s es conveniente

escribir la densidad conjunta de las observaciones del siguiente modo

n

p(yr, -y ) = [ [ pWelyra; ), (3.9)

t=1
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donde p(y:|y14-1;%) es la densidad condicional de y; condicionada a la informa-
cién hasta el tiempo t — 1 y el parametro v es desconocido. Recordemos que las
densidades del lado derecho de (3.9) son gaussianas con media f; y varianza Q.
Entonces podemos escribir la log-verosimilitud como
1 - 1 - '—1
(W) =—5 log|Qil =5 > (= £)Q (ue = fo), (3.10)
t=1 t=1

donde f; y @Q; dependen de 1. La ecuacién (3.10) se puede maximizar numérica-

mente para obtener el estimador méximo verosimil (EMV) de #:

~

Y = argmax £(v). (3.11)

P
En la practica, utilizar el EMV, 1/;, para hacer inferencia no es conveniente cuando
queremos utilizarlo en las recursiones de filtrado y suavizamiento. Una referencia

para el analisis de los modelos de espacio de estados por medio de la verosimilitud
es Durbin and Koopman (2012).

3.2.2. Inferencia bayesiana basada en simulacién

En general, el sistema de matrices compuesto por F;, Gy, V; y W, es descono-
cido. La inferencia se debe de hacer por medio de la distribucién final asociada
al modelo, la cual en la mayoria de los casos no tiene una forma explicita. Las
técnicas de Monte Carlo via cadenas de Markov nos ayudan a simular de estas

distribuciones.

Tal como ya hemos hecho antes, supongamos que tenemos n vectores aleatorios,
Y1, ..., Y,, cuya distribucién depende de un vector de parametros desconocido, .
Denotaremos la densidad conjunta de las observaciones como p(yq, . .., yn|1). De-
bido a que calculo del estimador méximo verosimil no nos permite abordar los
problemas de filtrado ni suavizamiento, tenemos una razoén mas para creer que el
enfoque bayesiano es el més adecuado para hacer inferencia en los MLD’s tal como
se propone en Migon et al. (2005) y Petris et al. (2009). Este enfoque nos ofrece
una formulaciéon mas consistente del problema. El vector desconocido, 1, puede
considerarse como un vector aleatorio. Las hipotesis generales de los modelos de
espacio de estados ((H.1) y (H.2)) para el proceso (Y;) y (6;) se cumplen condicio-

nados en los pardmetros 1. Observemos que 7(1)) nos proporciona la informacién
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inicial acerca de 1. Entonces, para cualquier n > 1, supongamos que

n

(80,01, -, 00, Y1, . Yo, 00) ~ m(Bol)m () [ [ m(nlO, ) (0061, 0)  (3.12)

t=1

(comparar con (2.8)).
Cuando contamos con los datos ¥, la inferencia sobre los estados 6, al tiempo s

y sobre los parametros se resuelve calculando la distribucion final conjunta

7T<987 1/]|y1:t) = 7T(95|77D7 yl:t)ﬂ-(w|y1:t)- (313)

Podemos estar interesados en el filtrado, cuando s = ¢; en el prondstico de estados,
cuando s > t; o en el suavizamiento, cuando s < t. La densidad marginal condi-
cional de 6, se obtiene de la ecuacién (3.13); por ejemplo, la densidad de filtrado

€S

7T(9t,¢|y1;t) = /ﬂ-(et|w7y1:t)7r(¢|y1:t)dw-

Usualmente estamos interesados en reconstruir toda la historia de los estados hasta
el tiempo t. La inferencia sobre los estados, 0y.; y ¢ condicionados en los datos

Y1.t, se expresa por medio de la densidad final conjunta

T(0o:t, 1y1:) = 7 (Oo.t|0, Y1) T (P[Y1:t)- (3.14)

En este caso emplearemos los métodos MCMC para aproximar las distribucio-
nes finales que requerimos porque no tenemos una forma explicita de la distribu-
cién. En general queremos hacer inferencia sobre MLD’s que incluyen un vector
de parametros desconocidos, 1, y las observaciones y;.7. La incorporacion de los
estados en la distribucién final usualmente simplifica el diseno para simular una
muestra, incluso cuando sélo estamos interesados en la distribucién final de los
pardametros desconocidos, m(1|y;.7). De hecho, simular de 7(1|0o.7, y1.7) es casi
invariablemente mas fécil que hacerlo de 7(¥|y1.r). Ademés existen algunos algo-
ritmos eficientes para generar los estados condicionados en los datos y los pardme-
tros conocidos. Esto nos sugiere que podemos muestrear de (3.14) alternando una
muestra de (¢¥|0o.r, y1.7) y 7(0o.r |0, y1.7) por medio del algoritmo de Gibbs. Este
algoritmo por bloques se propone en Migon et al. (2005). La muestra simulada nos

servird de entrada para calcular una muestra de la distribucion de prondstico de



CAPITULO 3. ESPECIFICACION DEL MODELO 37

los estados y las observaciones

W(QT—H:T-{-k; YT+1:T+k> ¢, 9T|ylzT) = 7T((9T+1:T+k, yT+1:T+k|¢, QT)W(¢; 9T|Z/1:T)-

Entonces, para cada par (¢, 0r) muestreado de (1), 07|y1.7), podemos generar el
pronéstico O 1.7k, Yri1.74k, v asi obtener la distribucion de pronodstico. En prin-
cipio ya somos capaces de simular de cada una de las distribuciones que necesita-
mos; el inconveniente es que hacerlo por medio del algoritmo de Gibbs resultaria
demasiado ineficiente. Afortunadamente podemos emplear las técnicas de Monte

Carlo secuenciales para evitar ese problema.

3.2.3. Simulando los estados dadas y,.7: forward filtering

backward sampling

Para simular de la densidad condicional 7(6o.1, % |y1.7) necesitamos muestrear
por medio del algoritmo de Gibbs de las densidades condicionales 7(¢|0o.1, y1.7)
y de w(6o.r|t, y1.7). Mientras que para la primera de las densidades no tenemos
una expresion general, para la segunda si tenemos una manera de simular eficien-
temente.

Las ecuaciones de suavizamiento nos proporcionan un algoritmo para calcular
(07|, y1.r) para (t = 0,1,...,T). Para ello nos valdremos del algoritmo cono-

cido como forward filtering backward sampling, FFBS?. Queremos calcular

T

(0o, yrir) = HW(9t|9t+1a Yi:r), (3.15)

=0
donde el tltimo factor en el producto es simplemente 7(07|y;.1), es decir, la dis-
tribucién de filtrado de Or, la cual es N (my,Cr). La ecuacién (3.15) nos su-
giere que si deseamos simular del lado izquierdo, podemos iniciar simulando 6
de una N (mz, Cr), después simular recursivamente 6; de 7(6;|0;, 1.7, y1.7) para
t =T —-1,T—2,...,0. Por la proposiciéon 4 sabemos que 7(6;|0;+1.7,y1.7) =
7(0¢|0s11, y1.7), cuya distribucién es N (hy, H;) con

he = my + CyGpy Ry (O — ap),
Ht - Ct - CtG;_t,_lR;,_lthJrlCt-

3Por sus siglas en inglés.
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Por lo tanto, después de obtener (0.1, ...,07), el siguiente paso consiste en simular
0; de una N (hy, H;). Observemos que h; depende del valor de 6;,; que se generd.
El muestreo que hacemos por FFBS puede verse en el algoritmo 3, tal como se

propone en Migon et al. (2005).

Algoritmo 3 Forward filtering backward sampling

1. Aplica el filtro de Kalman.
2. Simula 67 ~ N (m7, Cr).
3. Parat=T—1,...,0, simular 6; ~ N(h;, H;).

En la mayoria de las aplicaciones de los MLD’s, comtinmente usamos los méto-
dos MCMC para obtener la distribucién final de 1. Dependiendo del contexto,
podemos estar interesados en hacer inferencia en los estados no observables, los
parametros desconocidos o en ambos. Para cada una de estas situaciones existen
diferentes algoritmos, dos de ellos son el de Gibbs y un algoritmo hibrido, que
generan una muestra de la densidad conjunta de los estados y los parametros.
Mientras que un tercer algoritmo, el muestreo marginal, sélo genera muestras de
la distribucién final de los pardmetros. Sin embargo es 1til observar que si podemos
simular de la distribucion final de parametros, entonces hacerlo de la distribucién

conjunta de estados y pardametros se puede obtener facilmente por medio de

7"'(90:T7 w|y1:T) = 7T<60:T’w7 yl:T)Tr(q/}’ylzT)-

Para ver cémo funciona exactamente el algoritmo de Gibbs en conjunto con el

FFBS presentamos el algoritmo 4.

Algoritmo 4 Forward filtering backward sampling dentro del algoritmo de Gibbs
0. Inicia: fija ¢ = .
1. Parat=1,..., N:
a) Simula GO)T de 7(Oo.r Y1, = 1/1 =1) usando FFBS.

b) Simula P de (YY1, Oo.r = 90 T)

Cuando 1) es un vector de dimension r, es mas sencillo simular por medio de
Gibbs cada uno de los componentes del vector en lugar de hacerlo todo de una
sola vez. En caso de que la distribucion final fuese mas dificil de simular, podemos
emplear el algoritmo de Metropolis-Hastings o el Metropolis-Hastings adaptativo
(ARMS).

El segundo enfoque, muestreo marginal, es mas simple conceptualmente. Consiste
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en muestrear de m(¢|yo.r). La implementacién concreta depende del modelo en
cuestién y una vez maés, ¥ normalmente es multivariado. Tal como mencionamos
antes, en este caso los algoritmos de Metropolis-Hastings y ARMS son los més
adecuados.

Finalmente, existe un algoritmo hibrido cuando el parametro v tiene dos compo-
nentes y se puede escribir como ¥ = (1, 1), donde cada componente puede ser

univariado o multivariado. Una descripcién concisa se presenta en el algoritmo 5.

Algoritmo 5 Forward filtering backward sampling dentro de un algoritmo hibrido
0. Inicia: fija 1y = @/Jéo).
1. Parai=1,...,N: '
a) Simula wil) de 7(¢1|yrr, ¥2 = éli,l))- ,
b) Simula Qéf)T de 7(Oo.7|y1.1, V1 = wi”, o = wg*l)) usando FFBS.
¢) Simula ¢$" de 7 (o|y1ir, bor = 9(()%)% P = p).

Una vez mas, tal como ocurrié en los esquemas anteriores, dentro de los pasos

a) o ¢) es posible hacer la simulacién por medio de Metropolis-Hastings o ARMS.

Cuando generamos una cadena de Markov por medio de simulacion siempre
debemos revisar que la trayectoria alcance la convergencia a la distribucion esta-
cionaria. Esto podemos verificarlo empiricamente a través de las trayectorias de
la cadena y los promedios ergddicos. Idealmente, esperariamos que las muestras
tuvieran una correlacion baja entre ellas. En caso de no ser asi podemos adelgazar
la cadena simulada, es decir, quitar ciertas simulaciones cada cierto niimero fijo de
veces. También es recomendable incluir un periodo de calentamiento para permitir

que la cadena alcance la estacionariedad.

3.2.4. Varianza desconocida constante: gamma inversa co-

mo distribucion inicial

Este es uno de los modelos mas simples y méas usados cuando desconocemos la
varianza. Supongamos que las observaciones son univariadas, de dimension m = 1.
Si la varianza de las observaciones y las matrices de covarianzas asociadas a la
evolucion son desconocidas, lo més simple es considerarlas invariantes en el tiempo,
con W diagonal. Es decir, si trabajamos con las precisiones, la distribucién inicial

gamma inversa supone que

‘/t — ;1’ Wt = dlag((lﬁ;&; .- 7¢9ié)
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Y @y, 00,1, -, 0pp tienen distribuciones gamma independientes. Por lo tanto, la
distribucién inicial del vector de varianzas (¢, t by, }, e ;) es el productode d =
(p+1) densidades gamma inversas. Respecto a los hiperpardmetros, es conveniente
expresar la informacién inicial por medio de precisiones desconocidas, E(¢,) = a,,
v E(¢s:) = ap;, con incertidumbre en términos de la varianza inicial Var(¢,) =
by, Var(¢g,) = by, con i = 1,...,p. En este caso, podemos parametrizar la

distribucién gamma inicial como

¢y ~ g(ayaﬁy)a ¢9,i ~ g(ae,ivﬁ&i>7 1= 17 Y 2

con

2
a g i ag.i .
O{y:b—’ ﬁy:b—, Qg ; = bgvi’ B@,i: bgvi’ Z:17...,p.

Cuando tenemos las observaciones, y;.7, la distribucion final conjunta de los esta-
dos p.r y de los pardmetros desconocidos ¢ = (¢, ¢g1, - - . ,gbge’p) es proporcional

a la densidad conjunta

(Y11, 0o, V) =7 (Y17 |00, V)7 (Oo.r|[0) 7 ()

T
= Hﬂ(yt|9t, Dy) - HW(9t|9t—17 Do, Pop)  T(6o) - (D) - HW(%,@')-
t=1 t=1 i=1
Observemos que el segundo producto en la factorizacion también se puede escribir
como un producto sobre i = 1,...,p, debido a que W es diagonal. Esta factoriza-
cion alternativa es ttil cuando queremos generar la distribucion completa de las
¢g.;’s. Podriamos usar el algoritmo de Gibbs para el modelo de la gamma inver-

sa, asi simulariamos de la distribuciéon condicional completa de los estados y de

la distribucién de ¢, g1, .., ¢p,p. Para simular de los estados podramos usar el
algoritmo 4 (FFBS).

Ahora veamos c¢6mo podemos generar la distribucién condicional de ¢,*

} |

“Los puntos en las expresiones m(¢y|--+) y m(¢g,i| ) sustituyen cualquier otra variable
aleatoria en el modelo excepto ¢,, incluyendo los estados 0.7.

T
m(@yl ) o [ ] w(unlfr, 6,)m(@y)

t=1
Ttay—1 1 - 2
xgf " exp oy |5 D (= B’ + By

t=1
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La distribucién condicional de ¢, es nuevamente una distribucién gamma,
T 1
o)~ G (ay+ 5B+ 555, )

con S5, = ZtT:l(yt — F6;)%. Del mismo modo, se puede comprobar que distribu-

ciones de las ¢y ;’s son
T 1 ,
m(Ppil---) ~G 049,i+§7ﬁ9,i+§559,i 1=1,...,p,

con SSy; = ZtT:l(Gm- — (G46;_1);)?. Una discusién extensa con ejemplos de este

tipo de planteamientos para MLD’s puede verse en Petris et al. (2009).



Capitulo 4

Analisis bayesiano de datos

circulares

En el capitulo 2 anticipaAbamos el modo en que el envolver una distribucién nos
puede ayudar a construir modelos para datos circulares. Este proceso lo aplicamos
a una funcién f(y) definida sobre R para obtener la funcién de densidad envuelta

en el circulo unitario f,(z) del siguiente modo

fuw(z) = i flz+2km), 0<uxz<2m. (4.1)

k=—o00

Asi, obtenemos una variable aleatoria circular X definida en [0, 27) a través de la
transformacién Y = X + 2kw, con k € 7Z una variable latente que ademas no es
observable. Es decir, obtenemos f,, aplicando una funcién de densidad definida en
R, f, al argumento X + 2kx. La variable aleatoria X es una version envuelta de la
variable aleatoria en la recta, Y, la cual tiene funcién de densidad de probabilidad
f(y|¢) que depende de un vector de pardmetros desconocido . La ventaja de esta
clase de modelos, y en particular del modelo normal envuelto, es la sencillez para
extenderlo al caso multivariado circular. Por ejemplo, supongamos que Y es un
vector aleatorio de dimensién d con distribucién normal multivariada y funcién de
densidad f(y|u, X). El proceso de envolver X,, = Y (mod 27) se aplica componente
a componente para obtener una distribucién multivariada de dimensiéon d sobre el

circulo, con densidad

oo o0

fu(@rnra) = Y 0 > o+ 2k, g + 2kaT). (4.2)

ki1=—0c0 kg=—00

42
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Marginalmente, cada variable X; tiene una distribucién normal envuelta univaria-
da, mientras la estructura de correlacion esta definida por la matriz de varianzas-
covarianzas Y de la distribucion en la recta Y. Supongamos que tenemos n re-
peticiones de la variable normal Y, de dimensién d; en forma matricial podemos
escribir del siguiente modo

Y = X + 2km, (4.3)

donde k = {kM ... kMY y X = {X®  X®}V denota un conjunto de n va-
riables aleatorias circulares de dimensién d. Cada X@ i = 1,...,n tiene funcién
de densidad sobre el dominio [0,27)¢ y tal que X, XU i #£ j se suponen inde-
pendientes e idénticamente distribuidos. Siendo mads precisos, la ecuacién (4.3) se

puede reescribir como

Yy XM 4 opMy X yokWr oo x4 okMr
yo | = | x04o0r | =] x9O1uir .. X0 4opln
Y™ X0 4 2kmy X" qpokMr o Xy okg

Entonces, el vector observado X es un componente del par (X@, k@), don-
de el componente k¥, al que nos referiremos como el vector de coeficientes de
envoltura, no es observable. Esta construccién se puede extender facilmente a pro-
cesos estocdsticos circulares. De hecho, considerando los d componentes de (4.2)
como variables de un proceso observado en d puntos temporales o d puntos es-
paciales (p1,...,pq) vy denotando por fy la densidad conjunta de este proceso, la

correspondiente densidad envuelta es

fd(xl,--.,ﬂfd>: Z Z f(p1+2/€1ﬂ',...,pd—i—2kd7r). (44)

k1i=—cc kg=—00

Estos modelos para series de tiempo han sido estudiados por Breckling (1989) y
Craig (1988), mientras que la teorfa general de distribuciones circulares envueltas
se discute en Fisher (1993) y Mardia and Jupp (1999).

La posible extensién para el caso multivariado que presentan (4.2) y (4.4) es

una de las mayores ventajas de este enfoque. Debido a la complejidad de los datos,
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la posibilidad de modelar bases mas grandes, a menudo en un marco multivariado,
es uno de los puntos medulares de las nuevas metodologias. Por esta razén, en
los tltimos anos se han hecho esfuerzos para extender las distribuciones circulares
mas usadas al caso multivariado, entre ellas la von Mises. Sélo en la literatura
mas reciente podemos encontrar algunos resultados al respecto. Las distribuciones
y procesos envueltos nos proporcionan una conveniente e intuitiva opcién para
generar modelos de datos circulares. Ademas, dichos modelos tienen grandes ven-
tajas como la facilidad de interpretacién debido a la correspondencia entre los
parametros circulares y envueltos; ver propiedades i) y #i) de la distribucién nor-
mal envuelta. Todo esto debido a que las propiedades de la distribucién definida

en la recta se preservan bajo el proceso.

Por otro lado, la dificultad al usar estos modelos se debe a la complejidad en la
inferencia. Trabajar directamente con la densidad (4.1) o (4.2) hace la estimacién
de pardametros casi intratable. Una de las soluciones fue desarrollada en Fisher and
Lee (1994), quienes usaron el algoritmo EM para hacer la estimacién, considerando
los coeficientes de envoltura, los k’s, como datos faltantes. A pesar de la elegan-
cia del método, éste presenta una elevada complejidad computacional. El paso E
involucra una suma infinita de cocientes, los cuales deben de ser aproximados en

cada paso, haciendo el algoritmo computacionalmente ineficiente.

En este trabajo seguiremos un procedimiento motivado por el trabajo de Coles
(1998), en conjunto con la teoria de los MLD’s. En particular, profundizaremos
en el estudio del papel que desempenan los coeficientes de envoltura k’s en la
estimacion de parametros, con la finalidad de aclarar algunas dificultades que se
menciona en Coles (1998). Este enfoque es mds natural que un tratamiento de
los datos por medio del paradigma frecuentista, ademas de la menor dificultad en
cuanto a la implementacién. Un trabajo basado en la verosimilitud de los pro-
cesos envueltos puede verse en Craig (1988). En éste se exponen los resultados
correspondientes a un tipo especifico de modelo con resultados poco alentadores
en cuanto a su generalizacion, sobre todo por la dificultad para calcular el maximo

de la funcion de verosimilitud.

La principal dificultad al trabajar bajo el enfoque de envolver es que la forma
de la funcion de densidad se construye a partir de sumas grandes, y no puede
calcularse de manera mas simple. Para poder resolver este inconveniente, supon-
dremos que obtenemos una distribucién circular al envolver sobre el circulo alguna

distribucién sobre la recta. En ese caso es posible desenvolver la distribucién sobre
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el circulo y obtener una distribucién sobre la recta real, llegando a un punto en
que sera posible usar toda la teoria de los MLD’s para las variables definidas sobre
la recta real. En otras palabras, dada una variable aleatoria circular, X, siempre
es posible obtener la correspondiente variable aleatoria sobre la recta, Y, como
Y = X + 2knw, donde X es definida en [0,27) y k es una variable no observable
que representa el niimero de veces que X se desenvuelve para obtener Y. Por lo
tanto, es posible agregar la informacién de k, y entonces desenvolver X; de esta

manera estariamos trabajando directamente con Y.

Hacer inferencia sobre X, cuya funcién de densidad es f,,(y), escrita en (4.1),
resultard imposible. En su lugar la funcién de densidad en la recta es mas simple
y describe la variable Y, o equivalentemente el par (X, k) del cual sélo observamos
X. La equivalencia

Y = (X, k), (4.5)

se tiene que interpretar como la distribucién conjunta de (X, k) con argumento

X + 2km y vector de pardametros .

Como k es una variable no observable, una aproximacién natural (pero sobre
todo conveniente) que nos permite superar la incertidumbre sobre k escribiéndola
como distribucién condicional, es el enfoque bayesiano con el apoyo los métodos
MCMC. La base de dichos métodos es simular una cadena de Markov cuya distri-
bucién de equilibrio es proporcional a la funcién objetivo, la cual, en nuestro caso,

es la distribucién final de (k, ¢).

4.1. Proceso autorregresivo envuelto con parame-

tros desconocidos: ejemplo simulado

El proceso de envolver puede ser aplicado a cada componente marginal de un
proceso estocastico para obtener procesos estocasticos circulares. En este caso,
(4.4) determina la funcién de densidad de probabilidad del subcomponente de
dimensién d del proceso. Este argumento puede ser utilizado tanto para un proceso

discreto como para uno continuo e incluso espacial.

[lustraremos el método en el contexto del modelado de series de tiempo a los

procesos autoregresivos envueltos, ver Breckling (1989). Como caso particular de
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(3.2), tenemos los procesos AR(p)
P
Vi—u=> ¢;,(Yi;—pn) +e, (4.6)
j=1

donde (¢) son variables independientes N'(0,0?), seguidas de la transformacion
componente a componente
X; = Yi(mod 27). (4.7)

Se puede manipular otra clase de procesos de manera similar. Como resultado
de la transformacién obtendremos una serie univariada de datos envueltos y sus
respectivos coeficientes de envoltura. En esta secciéon analizaremos un proceso
autorregresivo envuelto simulado de orden 2 que denotaremos como WAR(2).
En lo sucesivo sera conveniente adoptar algunas convenciones de notacién. La

muestra observada de tamano 7', la denotaremos como

X ={x1,..., 21}

De manera similar, denotamos los coeficientes de envoltura como

k:{]ﬂl,...,kT},

los cuales supondremos desconocidos. Los componentes faltantes los denotaremos

con superindices negativos del siguiente modo
KD = {ky, .ok kg k)

Nuestra finalidad es obtener la distribucién final 7(¢|X). Ya que hemos elegido
trabajar en el contexto de los MLD’s, en este caso ¢ es un vector que incluye
todos los parametros asociados al modelo. Es decir, incluye los parametros de
estado, los coeficientes autoregresivos y la varianza del proceso. Hacer inferencia
directamente resulta imposible, por lo que incorporamos el vector k£ como variable
latente. Ahora, nuestra intencién es simular de 7(p, k|X). Para ello necesitamos

las siguiente expresion

W(W’kaX) :ﬂ—(wyylay%?yT)a (48)

'Por la traduccién de inglés, wrapped autoregressive process.
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la igualdad se cumple por (4.7). Por otro lado observemos que

, X,k
r{ky X, Kg) = AP

= X ED|g) x (X, k|p). (4.9)

El algoritmo que emplearemos serd el muestreo de Gibbs, que funcionara por
bloques. El primero de ellos esta formado por todos los parametros del mode-
lo autorregresivo, ¢, cuya simulacién se hace con los datos desenvueltos, como
vemos en la ecuacién (4.8), en conjunto con la teoria de los MLD’s. El segun-
do bloque es el de los coeficientes de envoltura y los simulamos por medio de la
ecuacién (4.9). Dentro del mismo muestreo de Gibbs principal, emplearemos el al-
goritmo Metropolis-Hastings para generar el vector k. Como ejemplo, simulamos
un proceso AR(2) para generar un proceso WAR(2), cuyo vector k suponemos des-
conocido. En particular, T = 350, ¢; = 0.6, ¢o = —0.2 y 02 = 1. En la figura 4.1
se observa la serie simulada original a) con su correspondiente versién envuelta b).

En este caso, el objetivo es hacer inferencia sobre a) a partir de b).

a) Proceso AR(2)

100 200 300
Tiempo

o -

b) Proceso WAR(2)

ﬁ

1 1 1
0 100 200 300
Tiempo

FIGURA 4.1: a) Proceso AR(2), b) Proceso WAR(2) con p = 0, ¢1 = 0.6,
¢ =—-02yo?=1.
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Los parametros autorregresivos ¢; y ¢o deben encontrarse en la region de es-

tacionariedad, S C R?, que cumple

1+ <1, 1= >—1, |pa| < 1.

Aunque en principio no existe un orden para iniciar el algoritmo, nosotros
decidimos simular primero el coeficiente k. Para tener una muestra de este blo-

que, necesitamos la verosimilitud exacta del proceso AR y los T datos. Si Y =

(Y1, Y2, -, yr) v ¢ = (é1, P2), tenemos entonces
;T
U, 0%) = U(p,0?) x (62)~"2D/2 x exp [— 552 Z(yt - wggb)Q] , (4.10)

t=3

donde w; = (ys—1,y1—2),

1
U(p,0?) = () | V1Y% exp [— FYz!v-ly2 (4.11)
o
es la densidad de Y5 = (y1,42)/,
vl 1—¢3  —¢1(1+¢2)
—¢1(1+ ¢2) 1—¢3
y el tercer término de (4.10) es proporcional a la densidad de observaciones (ys, . .., yr)

dado Y5. Si la tnica informacion inicial disponible es que el proceso es estacionario,

entonces la distribucion final de los parametros es
7(¢p,0% | Y) o (¢, )¢ € S]

donde I[p € S] es 1 si ¢ € Sy 0 en otro caso. En resumen, el tercer término
de la ecuacién (4.10) y la ecuacién (4.11) son las expresiones explicitas de (4.9)
para (y1,y2) v (y3,...,yr) respectivamente; recordemos que y; = (w;,k;) con
i=1,...,T. Las expresiones anteriores nos permiten calcular la probabilidad (2.1)
del algoritmo Metropolis-Hastings, con la cual decidimos si rechazamos o no el va-
lor propuesto para cada uno de los k’s.

Ademas de la especificacién de la distribucién objetivo, el algoritmo requiere hacer
una eleccién de la funcion de transicion, g. Generalmente esta eleccién puede afec-

tar la eficiencia del algoritmo radicalmente. El modelo de transicion elegido en este
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trabajo para cada coeficiente de envoltura k; es la siguiente caminata aleatoria

q(kj, k) =kj+e,  j=1,....T,
donde € = {—1,0, 1} con probabilidades {p, 1—2p, p} respectivamente, para alguna

eleccion apropiada de p.

En lo concerniente al segundo bloque, usaremos la teoria de los MLD’s pa-
ra simular de (4.8), que es precisamente un modelo AR(2). El algoritmo hibri-
do 5 nos permite simular primero de los coeficientes autorregresivos por medio
de (o1, ¢2|a§,y1:T). De acuerdo con la notacién del algoritmo, 11 = (¢1,¢2) y
Py = (03)_1. La distribucién inicial para (¢, ¢2) es el producto de dos normales,
N(0,(2/3)%) y N(0,(1/3)?), restringido a S. De este modo, penalizamos aquellos
valores cercanos a la region de no estacionariedad. Los coeficientes autorregresivos
condicionados a las precisiones, pero no a los estados, no tienen una distribucién
estandar. En este caso es recomendable usar el algoritmo ARMS para simular de
distribucion condicional completa. Por otro lado, y tal como lo indica dicho al-
goritmo, los estados los generamos por FFBS. Para la precision, es decir, para el
reciproco de la varianza, 05, suponemos una distribucién gamma como inicial con

media a y varianza b como hiperpardametros, es decir,

a’ a
o(53)
En particular, elegimos a = 1 y b = 1000, la precisiéon condicionada a los estados

y los coeficientes autorregresivos tiene distribucion gamma,

2
a1 og(Cyl eyl
@)1~ (G4 554 555).

con SS, = Zthl(yt — Fi0;)%. Los pasos para poder hacer las simulaciones corres-

pondientes al proceso WAR(2) se encuentran en el algoritmo 6.

Algoritmo 6 Muestreo para el proceso WAR(2)
0. Inicia: fija k = k© y ¢by = 1",
1. Parai=1,..., N:
a) Simula £ de acuerdo a (4.9) usando Metropolis-Hastings.
b) Simula ¢§“ de (Y1 |y1.r, Yo = zbg_l)) usando ARMS.
¢) Simula HéZ)T de 7(0o.7|y1.1, V1 = @/JY), Py = wéi_l)) usando FFBS.
d) Simula ¢é¢) de 7(Yo|y1.1, bo.r = 9(()%, P = 1&52)) de acuerdo a la seccién 3.2.4.
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La identificabilidad del modelo es generalmente un problema cuando se trabaja
con series de tiempo; en este modelo es ain mas complicado por la incorporacién
del vector k. Presentaremos los resultados correspondientes al proceso WAR(2)
simulado. Las trayectorias de los parametros simulados se muestran en la figura 4.2.
En la imagen sélo presentamos las ultimas 5000 iteraciones de las 10000 que se
realizaron; también es importante mencionar que adelgazamos las cadenas para
alcanzar la estacionariedad. En el caso del bloque para estimar el vector k, el
adelgazamiento fue de 50, mientras que para el bloque del resto de los parametros
fue de 10. En la figura 4.3 podemos observar tanto los promedios ergédicos como las
funciones de autocorrelacion para cada uno de los parametros del modelo. Basados
en este diagndstico simple, descartamos un comportamiento de no estacionariedad.

Podemos observar las densidades suavizadas en la figura 4.4.

La convergencia no acelerada se debe a que los datos simulados causan de-
pendencia en los coeficientes de envoltura asociados. Por ejemplo, si Y; excede 27,
existe una posibilidad mayor de que Y;; sea mayor que 27; entonces tanto k; como
k;+1 no son cero. Sin embargo, la actualizacién en la rutina para cada coeficiente
es aplicada independientemente del valor de los otros. Esto resulta en una rutina
lenta para obtener la cadena de coeficientes, los cuales son consistentes (en algunos

casos totalmente) con los datos generados a partir del proceso AR(2) simulado.

En principio, se podria aplicar un algoritmo modificado en el cual la regla
de transicion para cada coeficiente fuese dependiente de los coeficientes cercanos.
En la practica, el problema no es lo suficientemente serio como para justificar
aumentar la complejidad del algoritmo, comparado con la simplicidad de correrlo

por un periodo mas largo.

Los parametros son estimados razonablemente bien, aunque con un aparen-
te sesgo. De hecho, la media final de cada parametro se acerca a los valores que
generan la muestra, es decir, a los valores de la serie sin envolver. Las medias fina-
les de ¢21, qgg y 62 fueron 0.57, —0.21 y 1.05 respectivamente, mientras los valores
muestrales son 0.6, —0.2 y 1.0; esta informacién se resume en el cuadro 4.1. Los re-
sultados sugieren que el algoritmo esta estimando bien a pesar de la incertidumbre

inducida por los coeficientes de envoltura desconocidos.

Dado que una de las ventajas de los MLD’s es precisamente la relativa facilidad
para implementar el pronostico de un modelo, podemos incluir el prondstico a

uno o mas pasos del proceso WAR(2). Este es un avance respecto a los trabajos
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FIGURA 4.2: Trayectorias del algoritmo MCMC de los pardmetros ¢1, ¢o v 02
respectivamente.

Parametro Valor verdadero Media Intervalo del 0.90 de probabilidad

o1 0.6 0.57 [0.45,0.67]
s —0.2 —0.21 [—0.31, —0.11]
o2 1.0 1.05 [0.90, 1.25]

CUADRO 4.1: Resumen del proceso WAR(2) simulado.

previos de Coles (1998) y Ferrari (2009) que no abordaron el tema de prondstico
para los modelos autorregresivos. Por lo anterior, podemos hablar de la ventaja
del planteamiento de este tipo de problemas por medio de un MLD respecto a

modelos menos generales.

En cuanto al prondstico a un paso, el enfoque bayesiano nos dice que tendriamos
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Promedios ergodicos ACF
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FiGUuRrA 4.3: Promedios ergddicos y funciones de autocorrelacién de ¢1, ¢o v

o? respectivamente.

que simular cada uno de los coeficientes de envoltura tal como hemos venido
haciéndolo para inmediatamente desenvolver el valor obtenido. Después del pa-
so anterior estamos en condiciones de usar el filtro de Kalman para obtener el
pronostico. En particular, para nuestro ejemplo simulado, después de analizar la
estabilizacion de los coeficientes de envoltura decidimos quedarnos con la moda
de cada uno de ellos. De manera similar procedemos cuando hacemos predicién
a mas pasos, simplemente para no incrementar los pasos de computo. En la figu-

ra 4.5% presentamos en azul una simulacién del pronéstico a 24 pasos adelante del

2La representacién en la recta de datos circulares presenta una dificultad importante. Para
célculos anteriores hemos considerado la medicién de los dngulos a partir de 0 y en direccién
contraria al movimiento del reloj. En adelante, para facilitar la interpretacion de algunas graficas
consideraremos una escala alternativa. Cuando el dngulo medido en radianes se encuentre en
[0, 7], lo mediremos a partir de 0 y en direccién contraria al reloj. Si el dngulo en cuestién



CAPITULO 4. ANALISIS BAYESIANO DE DATOS CIRCULARES 53

Densidad
N H (o]
1 1 1

o
1

0.2 0.4 0.6 0.8

12.5=
10.0 -
7.5-

5.0-

Densidad

25-

0.0-

1
-0.30 -0.25 -0.20 -0.15 -0.10

¢2

Densidad
= N w B
1 1 1 1

o
1

o
o

0.9 1.2 15

FIGURA 4.4: Densidades finales suavizadas de los pardmetros ¢, ¢o y o2 del
ejemplo simulado.

proceso envuelto, después de haber estimado el vector k. También incluimos, en
azul marino, la media del prondstico; asi como un intervalo de prediccién para la
media. En caso de que quisiéramos obtener el prondstico para el proceso AR(2)
sin envolver, simplemente tenemos que tomar en cuenta la igualdad (4.7) para

recuperar el prondstico del modelo AR(2)

El siguiente paso es evaluar el prondstico de nuestro modelo. Una manera
consistente con el enfoque bayesiano es utilizar la distribucién de prondstico tal
como se sugiere en la subseccién 2.1.1. La distribucion de prondstico en este caso

esta definida en el circulo.

se encuentra en (7,2m) lo mediremos en direccién del movimiento del reloj y lo registraremos
con valor negativo con respecto a 0. Usaremos de manera libre una u otra escala, tinicamente
aclararemos si los datos son envueltos o no. Con esto, eliminaremos la falsa nocién de una excesiva
variabilidad alrededor del 0.
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— Observaciones

0- — Muestra de pronoéstico

Direccion

— Media del pronéstico

I
330 340 350 360 370
Tiempo

FIGURA 4.5: Prondstico a 24 pasos de la serie correspondiente al proceso
WAR(2).

Para la validacién de nuestro modelo de prondstico omitimos la tltima obser-
vacion de la serie simulada, en este caso la nimero 350. Ajustamos el modelo y
calculamos la funcién predictiva, en la cual evaluamos el valor que omitimos. Tal
como podemos ver en la figura 4.6, la observacién que omitimos toma un valor ele-
vado de la distribucién de predictiva bimodal. En cuanto a la estimacién puntual
del prondstico tenemos que ser cuidadosos considerando que no tenemos un tni-
co estimador puntual. En la figura 4.7 podemos ver la distribucion de pronédstico
circular a un paso con el respectivo valor que omitimos, el punto en color azul. El
intervalo del 0.90 de probabilidad para el prondstico se encuentra delimitado por
las flechas delgadas; mientras que la media circular es marcada por medio de la
tercera flecha. Es importante destacar que para dar una estimacién puntual del
pronostico es importante analizar tanto la distribucion de prondstico en su repre-
sentacién en la recta, ver figura 4.6, como la representacion circular, ver figura 4.7.
Observemos que a pesar de que nuestro prondstico no es tan cercano a la media

circular si es un valor cercano a una de las modas que se puede observar en la
figura 4.6.
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Para construir un intervalo de prediccién para nuestro prondstico; una propues-
ta serfa incluir una serie de circulos consecutivos similares a la figura 4.7, uno por
cada uno de los 24 valores pronosticados. De manera alternativa podemos plantear
una banda de prediccién para la media de los prondsitos no envueltos, tal como

decidimos hacerlo en la figura 4.5.

Distribucién de pronéstico

0.2-

0.1-

0.0-

FIGURA 4.6: Evaluacién de valor omitido en la distribucién de prondstico a un
paso.
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Distribucién de prondstico circular

FI1GURA 4.7: Evaluacién de valor omitido en la distribuciéon de pronéstico cir-
cular a un paso.



Capitulo 5

Analisis de los datos de la

estacion Laguna Verde

La central nucleo-eléctrica Laguna Verde (CNLV) estd ubicada en la zona
centro-este del estado de Veracruz e inici6é operaciones en 1989. LA CNLV provee

en la actualidad aproximadamente el 5% de la energia eléctrica en México.

Protocolos internacionales de seguridad requieren que en la CNLV se cuente
con un modelo de dispersion de contaminantes. Este modelo tendria la finalidad
de anticipar los alcances geograficos de los contaminantes expulsados a la atmosfe-
ra durante una posible contingencia. El modelo de dispersion de contaminantes
requiere de la simulacién del campo de viento. En la CNLV ya se cuenta con
un modelo gaussiano de viento recomendado por el Organismo Internacional de
Energia Atémica. Sin embargo, se ha determinado que este modelo no es adecuado
debido a las complejas caracteristicas climaticas y orogréficas de la regién proxima
a la CNLV. Tambien se ha concluido que un modelo fisico no es posible, por lo
que se debe abordar el problema desde un enfoque estadistico. En este capitulo
aplicamos los procedimientos mostrados en capitulos anteriores para modelar la

direccién del viento registrada en la CNLV.

Datos de direcciones de viento

Contamos con informacién correspondiente a cuatro estaciones ananométricas

ubicadas en los alrededores de la zona conocida como Laguna Verde. En cada una

57
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Rosa de vientos

75 - 105 45 - 75
150 - 105 - 135 15-45
Velocidad (m/s)
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e » .
8-10
0- N

165 - 195 315 - 345 . 14 - 16

195 - 225 285 - 315

225 - 255 255 - 285

FIGURA 5.1: Rosa de vientos correspondiente el mes de noviembre de 2007, la
velocidad estd medida en m/s y la direccién en grados.

de estas estaciones se midi6 la direccién y velocidad del viento a 10 y 60 metros
durante el mes de noviembre de 2007. Los datos con la informacion registrada a
10m en una de las estaciones podemos verla en figura 5.1, la cual se encuentra
registrada en grados. En nuestro caso utilizaremos toda la teoria y metodologias
que desarrollamos en el capitulo anterior para modelar una serie de tiempo de las
direcciones de viento registradas cada hora a una altura de 10 metros durante el

mes de noviembre de 2007. Esta serie de tiempo se presenta en la figura 5.2.
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FIGURA 5.2: Serie de tiempo de direcciones medidas en radianes correspondien-
tes al mes de noviembre de 2007.

En periodos largos de tiempo se aprecia una ausencia de estacionariedad, por

lo que aplicaremos el operador diferencia tomando en cuenta que si

x1 = yp(mod 27),
xo = ya(mod 27),

tenemos

(r1 — x2) = (y1 — y2)(mod 27),

donde tal como antes, = representa un valor definido en (0,27) y y se encuentra

definido en R, por lo que el operador diferencia también estd bien definido.

Para poder verificar la falta de estacionariedad analizaremos las funciones de

autocorrelacion circulares!. Para el andlisis bésico de datos circulares el software R

De acuerdo a Jammalamadaka and SenGupta (2001), si (a1, 81), - - ., (o, Bn) €s una muestra
aleatoria de datos direccionales, consideramos el coeficiente de correlaciéon muestral

_ Sor sen(a; — a)sen(B; — B)
o \/ZZL:I sen?(oy — a)sen?(f3; — B)

r

)

donde & y (8 son las direcciones medias muestrales.
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cuenta con los paquetes CircStats, Lund and Agostinelli (2012) y circular, Agos-
tinelli and Lund (2013); los cuéles empleamos en esta tesis. De acuerdo a la fi-
gura 5.3 podemos observar que mientras la serie original tiene una correlacién
persistente, en la serie de una diferencia la correlacion decae rapidamente. Lo an-
terior nos indica que sera conveniente modelar la diferencia de las observaciones;
para ello tenemos que considerar la representacién como modelo lineal dinamico
de un modelo ARIMA.

ACF circular de la serie de tiempo original

0.8-

0.4-

0.0 || || || ||||||||.....

1 1
0 10 20 30 40 50
Lag

ACF circular de la serie de tiempo con una diferencia

0.8-

0.4 -

‘||||||. |||.|||.
0.0 r
LU I
1

0 10 20 30 40 50
Lag

FicurA 5.3: Funciones de autocorrelacion circulares de la serie de tiempo ori-
ginal y la serie con una diferencia.

Resultados

Para generar los resultados usamos las mismas funciones del ejemplo simulado
del capitulo anterior, incluso los hiperparametros y valores iniciales para la simu-

lacién son los mismos. La tnica diferencia es que los datos analizados son los de la
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serie de tiempo después de haber aplicado el operador diferencia una vez. La re-
presentacién de este modelo se encuentra en las ecuaciones (3.7) y (3.8). El cédigo
para los datos reales es esencialmente el mismo salvo por la variantes que ya se
mencionaron, ademas de que tuvimos que adelgazar mas la cadena con respecto
al ejemplo simulado. Para estos datos utilizamos 5000 iteraciones con un periodo

de calentamiento de 1000.

Las densidades finales suavizadas de los pardametros estimados del modelo se

pueden ver en la figura 5.4. En la figura 5.5 tenemos las trayectorias para cada

[any
o
1

Densidad
(6]

1 1 1 1 1 1
-0.80 -0.75 -0.70 -0.65 -0.60 -0.55
91
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(o))

I I I I I
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b2
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=
[0]
+
o
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1

0e+00 - | | | |
2.50e-06 2.75e-06 3.00e-06 3.25e-06

FIGURA 5.4: Densidades finales suavizadas de los pardmetros ¢1, ¢3 y o2.

uno de los parametros del modelo, las cuales nos permiten concluir empiricamente

que tenemos convergencia. Del mismo modo, también tenemos evidencia empirica



CAPITULO 5. ANALISIS DE LOS DATOS DE LA ESTACION LAGUNA VERDE 62

de convergencia por medio de los promedios ergddicos y las funciones de autoco-

rrelacién que podemos ver en la figura 5.6.
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01
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FIGURA 5.5: Trayectorias del algoritmo MCMC de los pardmetros ¢1, ¢g y 02.

Un resumen de las estimaciones del proceso se puede ver en el cuadro 5.1, las

cuales sugieren que con retraso de dos horas la dependencia es considerable.

Parametro Media Intervalo del 0.90 de probabilidad

&1 —0.67 [~0.72, —0.63]
s —0.81 [—0.84, —0.78]
o2 2.82¢ — 06 [2.57e — 06, 3.1e — 06]

CUADRO 5.1: Resumen de las estimaciones para los datos de la CNLV.

Una de las ventajas de considerar este modelo es la relativa facilidad con la

que se puede implementar el prondstico de las observaciones. En la figura 5.7
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FI1GURA 5.6: Promedios ergddios y funciones de autocorrelacién correspondien-
tes a los pardmetros ¢1, ¢2 y 0.

podemos observar el prondstico a 24 horas correspondientes a los mismos datos
que hemos analizado. Incluimos una muestra, en color azul; ademas de la media

del pronéstico, en azul marino; asi como la banda de prediccion para la media.

El siguiente paso es la evaluacién del prondstico tal como procedimos en el
ejemplo simulado. Es importante notar que, a diferencia del caso simulado, la
variabilidad del vector k es mayor. Por lo tanto es importante considerar la moda de
los coeficientes de envoltura, de otro modo el prondstico es deficiente. En el ejemplo
simulado la estabilizacién de los coeficientes nos permitia incluso considerar el

ultimo vector k de la muestra simulada con resultados aceptables.
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FIGURA 5.7: Prondstico de las direcciones a 24 horas.

Es de destacar lo acertado del prondstico; mientras que el valor la tltima obser-
vaciéon es de 0, la media circular de la muestra de pronostico es 0.11. Lo eficiente
del pronéstico podemos corroborarlo por medio de la distribicién de prondstico
que podemos ver en la figura 5.8. En la misma figura podemos ver la poca va-
riabilidad del prondstico, la cual se puede explicar por la varianza chica asociada
al proceso. En la figura 5.9 podemos observar la distribucion de prondstico que
confirma la concentracién de la densidad que ya se menciond. La flecha representa
la media circular y el cfculo azul el valor que pronosticamos. En ambos casos, el
valor que omitimos toma un valor elevado en cada una de las densidades, lo que
sugiere que el modelo es adecuado para pronosticar direcciones de viento. Como
parte de las observaciones que podemos hacer a partir del modelo, al menos en
en la temporada que corresponde al mes de noviembre, podemos concluir que los

cambios de direccion no son drasticos y existe poca variabilidad.
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FIGURA 5.8: Evaluacién de valor omitido en la distribucién de prondstico.

Distribucion de prondstico circular

N a

FIGURA 5.9: Evaluacién de valor omitido en la distribucion de prondstico cir-
cular.
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Conclusiones

El proceso de envolver distribuciones y procesos alrededor del circulo es un
método natural para construir modelos con la finalidad de analizar datos circulares.
Hemos podido ver que mediante la incorporacion de los coeficientes de envoltura
como variables latentes dentro de un modelo lineal dindmico tenemos un método
confiable para poder hacer inferencia. Con el planteamiento propuesto eludimos
el problema de la estimacion de distribuciones complejas, sobre todo en el caso de

dimensiones mayor a uno.

Tanto en el ejemplo simulado como con las observaciones reales hemos podido
observar una alta sensibilidad del modelo respecto a la probabilidad de transicién
en la caminata aleatoria. Del mismo modo, en ambos casos fuimos capaces de
generar un pronéstico razonable tomando en cuenta la variabilidad que inducen
los coeficientes de envoltura. La posibilidad de incluir un prondstico en el modelo
es una de las principales virtudes de éste, ya que no existe un trabajo previo en el

que este tipo de andlisis se realizara para modelos autorregresivos.

Otra de las ventajas del modelo es que practicamente no existe ninguna trans-
formacién o supuesto que no admita una interpretacién natural en la estimacion
de los parametros del modelo autorregresivo, dificultad que si presentan algunas de
las transformaciones que se proponen en los primeros intentos para modelar datos
direccionales. En todo, caso el inico inconveniente que se presenta es la interpre-
tacion del operador diferencia aplicado a datos de viento, el cual es inherente a
cualquier modelo ARIMA. A pesar de esto, a favor del modelo podemos decir que

la principal finalidad en nuestro caso es tener un prondstico adecuado, dejando

66
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en segundo término una interpretacién natural de los supuestos y el modelo para

obtenerlo.

El ejemplo simulado sustenta la precisién del procedimiento, mientras que su
aplicacion en el estudio de datos de viento nos ha dado cierta informacién de interés
meteorolégico. Con ayuda del modelo podemos inferir que existe una tendencia
del viento de mantenerse en una direcciéon no necesariamente cercana a la media
y que existe una marcada relacién con las dos horas precedentes a cada una de las

observaciones.

Respecto a la implementacion, podemos decir de manera general que utiliza-
mos distribuciones iniciales poco informativas para los parametros autorregresivos
pero de ser necesario podriamos incluir algunas que nos proporcionen mas informa-
cién. Sobre todo seria importante incluir mas informacién en caso de que existiera
mayor variabilidad en el componente direccional. En el caso de los coeficientes de
envoltura, el modelo es sensible a los cambios en las probabilidades de transicién,
al grado que un cambio minimo en éstas impide la convergencia. Un punto im-
portante y que requiere de cuidado es la estimacion del vector de coeficientes de
envoltura. En el ejemplo simulado tenemos que estos se estabilizan relativamente
rapido, mientras que en las observaciones de viento esta estabilizacion es mas len-
ta. Para poder resolver esto tuvimos que considerar la moda de cada uno de ellos,
con esto fuimos capaces de generar un pronostico acertado. El modelo también
podria admitir un cambio en la funcién de transicién en caso de requerir un algo-
ritmo mas eficiente, pero para nuestra informacién no fue necesario a pesar de que
requerimos de un nimero alto de simulaciones y un adelgazamiento considerable.
Una de las ventajas de los métodos MCMC en este contexto es la flexibilidad en

cuanto a la aplicacién en estructuras complejas y de dimensién mayor.

Si bien los resultados en cuanto al prondstico parecen razonables, por la im-
portancia de los datos que se estan modelando se debe proceder con cautela. Tal
como vimos en el ejemplo simulado, la estimacién puntual del prondstico no nece-
sariamente es adecuada. En este caso seria pertinente un intervalo de prondstico,
acorde a la variabilidad del modelo. El planteamiento de un intervalo no es inme-
diato por la complejidad de los datos de viento; la falta de un punto de referencia

Unico impide una respuesta inmediata.

En cuanto a la investigacién futura, los resultados son lo suficientemente alen-

tadores para pensar que una manera adecuada para analizar simultaneamente los
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componentes de velocidad y direccién es mediante los modelos lineales dinamicos.
Es decir, podriamos considerar la representacion como MLD de los llamados mo-
delos VARMA!, en el cual incluirfamos los coeficientes de envoltura como variables
latentes. Ademas una extension a un modelo espacio temporal que incluya varias
estaciones de medicién no soélo es posible sino adecuado por la flexibilidad de esta

clase de modelos.

LPor sus siglas en inglés, vector autoregressive moving average.



Apéndice A

Cdédigo en R

HAHEHE S
## Ejemplo simulado, capitulo 5
HEHFHHHHEHEHEHS RS HH A HEHEHSHGHHRHEHE

## Intencionalmente sin acentos ##
set.seed(321)

HH#HH R R Necesito paquetes
s

library(dlm) # manejo genaral de mld’s
library(circular) # analisis de datos circulares
library(CircStats) # analaisis de datos circulares
library(lattice) # habilita algunos graficos
library(ggplot2)

library(grid)

library(gridExtra)

HHEH R Funciones auxiliares
R
w <- function(y) # envuelve sin regresar coeficientes de envoltura

{

x <- 0

x <=y %hh (2%pi)
return(x)

¥

w2 <- function(x) # envuelve y devuelve coeficientes

{
69
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y <=0

k<=0

y <= x %hh (2%pi)

k <= x %/% (2xpi)

out <- matrix(c(y,k),nrow=length(y),ncol=2)
return(out)

}

# Desenvuelve los datos, necesita K
dw <- function(y,k)

{

x <- y + 2x%k*pi
return(x)

+

# Calcula la moda de un vector

# En caso de repetirse valores se queda con la primera moda

#por orden de aparicion

# La uso para calcular el la moda de los coeficientes de envoltura

Mode <-function(x)

{

ux<-unique (x)
ux [which.max(tabulate(match(x,ux)))]
}

S genero el proceso WAR(2)
S S

# parametros del modelo AR

n <- 350
desv<-1

phil <- .6
phi2 <- -0.2

X <- arima.sim(n=n,model=1list(ar=c(phil,phi2)),sd=desv)
a <- w2(x)

y <- al[,1] # datos envueltos

ks <- a[,2] # coeficientes originales

n<-length(y)

## proceso ar(2) y war(2)

ql<-gplot(seq_along(x) ,x, geom="line", main="a) Proceso AR(2)",
xlab="Tiempo",ylab="y")

g2<-gplot(seq_along(y),y, geom="line", main="b) Proceso WAR(2)",
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xlab="Tiempo",ylab="x")
grid.arrange(ql,q2,ncol=1)

## Calcula el vector k
kas<-function(y,niter,k,phil,phi2,sigma)

{

n<-length(y)

mk <- matrix(0,n,niter)

pl<-0.025 # para la caminata aleatoria de las k’as
p2<-0.95

p3<-0.025

Y2 <- matrix(c(y[1]+2xk[1]*pi,y[2]+2*k[2]*pi) ,nrow=2,ncol=1)

Psi <- function(phil,phi2,sigma,Y2)

{
Vinv <- matrix(c(l - phi2~2,-phil*(1 + phi2),-phil*(1 + phi2),
1 - phi2~2),

nrow=2,ncol=2)
u <- (1/sigma~2)*sqrt(det(Vinv))*exp(-(0.5%t (Y2)%*%Vinv%*).Y2) /sigma”2)
return(u)

}

# Inicia iteracion M-H
for (t in 1:(niter-1))
{

#print (t)

mk[1,t+1] <- k[1]
mk([2,t+1] <- k[2]

tri <- rmultinom(1,1,c(pl,p2,p3))
if(tri[1,]=="1") klcand <- -1
if(tri[2,]=="1") klcand <- 0
if(tri[3,]=="1") klcand <- 1

tri <- rmultinom(1l,1,c(pl,p2,p3))
if(tri[1,]=="1") k2cand <- -1
if(tri[2,]=="1") k2cand <- 0

if (tri[3,]=="1") k2cand <- 1

kl1_cand <- k[1] + klcand

k2_cand <- k[2] + k2cand

# calcula probabilidad de aceptacion
Y2.cand <- matrix(c(y[1]+2*kl_cand*pi,y[2]+2%k2_cand*pi),
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nrow=2,ncol=1)

lograzon <- log(Psi(phil,phi2,sigma,Y2.cand)) -
log(Psi(phil,phi2,sigma,Y2))

if( log(runif (1)) < min(lograzon,0) )
{

mk[1,t+1] <- k1_cand

mk[2,t+1] <- k2_cand

}

else

{

mk[1,t+1] <- k[1]

mk[2,t+1] <- k[2]

+

for(i in 3:n)

{

mk[i,t+1] <- k[i]

tri <- rmultinom(1l,1,c(pl,p2,p3))

if(trif1,]=="1") kicand <- -1

if(tri[2,]=="1") kicand <- 0

if(tri[3,]=="1") kicand <- 1

ki_cand <- k[i] + kicand

# calcula probabilidad de aceptacion para ki

mu <- mu <- philx(y[i-1]+2*mk[i-1,t+1]*pi) +

phi2* (y[i-2]+2*mk [i-2,t+1] *pi)

log.num.k <- (-1/(2*sigma~2))*(((y[i] + 2*ki_cand*pi) - mu)~2)
log.den.k <- (-1/(2*sigma~2))*(((y[i] + 2*k[i]l*pi) - mu)~2)
1r.k <- (log.num.k - log.den.k)

if( log(runif(1)) < min(lr.k,0) )

{ mk[i,t+1] <- ki_cand }

else

{ mk[i,t+1] <- k[i] }

} # termina el ciclo para i

k <- mk[,t+1]

} #termina ciclo para MH (t)

return (k)

+
g
### Gibbs sampler, modelo AR(2)

## la referencia para el codigo es el libro

##"Dynamic Linear Models with R" de Giovanni Petris p. 186-191

ar2gdpGibbs <- function(y, a.theta, b.theta, shape.theta, rate.theta,
dV = 1le-7, m0 = rep(0,2),
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CO = diag(x=c(rep(1,2))),
n.sample = 1, thin = 0, Theta,save.states = TRUE)

{
mod <- dlmModARMA(ar = rep(0,2), sigma2 = 1)
mod$m0 <- mO
mod$CO <- CO

p <- 2 # dimension del espacio de estados
r <- 1 # numero de varianzas desconocidas
nobs <- NROW(y)
if ( is.numeric(thin) && (thin <- as.integer(thin)) >= 0 )
{
every <- thin + 1
mcmc <- n.sample * every

shape.theta <- a.theta”2 / b.theta
rate.theta <- a.theta / b.theta

shape.theta <- shape.theta + 0.5 * nobs

if ( save.states )
#Theta <- matrix(0, nobs + 1, p)
theta<-Theta
gibbsPhi <- matrix(0, nrow = n.sample, ncol = 2)
gibbsVars <- matrix(0, nrow = n.sample, ncol = 1)
AR2support <- function(u)

{
## region de estacionariedad para el proceso AR(2)
(sum(u) < 1) && (diff(u) < 1) && (abs(ul[2]) < 1)
}
ARfullCond <- function(u)
{
## log-densidad condicional completa para parametros del AR(2)
mod$GG[1:2,1] <- u
-d1mLL(y, mod) + sum(dnorm(u, sd = c(0.66,0.33) , log=TRUE))
}

it.save <- 0
for (it in 1:mcmc)
{
## genera parametros del AR(2)
mod$GG[1:2,1] <- arms(mod$GG[1:2,1],
ARfullCond, AR2support, 1)

# por eficiencia usa ARMS (adaptive rejection Metropolis-Hastings)
## genera los estados - FFBS (Forward Filtering-backward...)
modFilt <- dlmFilter(y, mod, simplify=TRUE)
thetal[] <- dlmBSample(modFilt)
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}
if (

else

ittt
### Func
ittt

## genera matriz W
theta.center <- thetal[-1,-2,drop=FALSE] -
(theta[-(nobs + 1),,drop=FALSE] %*% t(mod$GG)) [,-2]
SStheta <- drop(sapply( 1 : 1, function(i)
crossprod(theta.center[,i])))
diag(mod$w) [1:1] <-
1 / rgamma(r, shape = shape.theta,
rate = rate.theta + 0.5 * SStheta)
## save current iteration, if appropriate
if (C '(it %% every) )
{
it.save <- it.save + 1
#print (it.save)
if ( save.states )
#gibbsThetal,,it.save] <- theta
Theta<-theta
gibbsPhi[it.save,] <- mod$GG[(p-1):p,r]
gibbsVars[it.save,] <- diag(mod$W) [1:r]

save.states )
return(list(phi

gibbsPhi, vars = gibbsVars, theta = Theta))

return(list(phi = gibbsPhi, vars = gibbsVars))

HHAHH R R
ion principal
HHHHHH R

## Usa kas() y ar2gdpGibbs()

war2<-function(y,niter)

{

n<-lengt

phil <-
phi2 <-

h(y)

0.5
-0.5

sigma<-0.5
k<-rep(0,n)
MK<-NULL

p <- 2 # dimension del espacio de estados
r <- 1 # numero de varianzas desconocidas

nobs <-

NROW (y)

Theta <- matrix(0, nobs + 1, p)
phil.vec<-NULL
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phi2.vec<-NULL
var.vec<-NULL

for (t in 1:niter)
{
print(t)

k.vec<-kas(y,50,k,phil,phi2,sigma) # uso adelgazamiento de 50 para k
MK<-cbind (MK ,k.vec)
k<-k.vec

ar2gibbsQut <- ar2gdpGibbs(dw(y,k), a=1,

b=1000, n=1, thin = 9,Theta=Theta)

## uso adelgazamiento de 10 para el mld
phil.vec<-c(phil.vec,ar2gibbsOut$phil,1])
phi2.vec<-c(phi2.vec,ar2gibbsOut$phil,2])
var.vec<-c(var.vec,ar2gibbsOut$vars[,1])
Theta<-ar2gibbsOut$theta

phil<-ar2gibbsOut$phil,1]
phi2<-ar2gibbs0ut$phi [, 2]
sigma<-sqrt(ar2gibbsOut$vars([,1])

} # termina for t

return(list(phil = phil.vec, phi2 = phi2.vec, var = var.vec,
mk=MK , theta=Theta))
} #termina la funcion war2

prueba<-war2(y,10000) # genero 10’000 muestras

prueba$mk [, 10000] ## ultimo vector k
prueba$mk [,10000] -ks ## comparo el ultimo vector k con el verdadero

burn<-5000 # calentamiento

## Estimadores puntuales

mcmcMeans (prueba$phil [-(1:burn)])
mcmcMeans (prueba$phi2 [-(1:burn)])
mcmcMeans (prueba$var [-(1:burn)])

## Intervalos de probabilidad

quantile(prueba$phil [-(1:burn)] , probs=c(.05,.95))
quantile(prueba$phi2[-(1:burn)] , probs=c(.05,.95))
quantile(prueba$var[-(1:burn)] , probs=c(.05,.95))
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## Trayectorias
ql<-gplot(seq_along(prueba$phil [-(1:burn)]) ,prueba$phil[-(1:burn)],

geom="1line", xlab="", ylab=expression(phi[1]))
g2<-gplot(seq_along(prueba$phi2[-(1:burn)]) ,prueba$phi2[-(1:burn)],
geom="line", xlab="", ylab=expression(phi[2]))
g3<-gplot(seq_along(prueba$var [-(1:burn)]),prueba$var[-(1:burn)],
geom="1line", xlab="", ylab=expression(sigma“2))

grid.arrange(ql,q2,q93,ncol=1)

## Promedios ergodicos
ql<-gplot(seq_along(ergMean(prueba$phil)) ,ergMean(prueba$phil),
geom="line", xlab="iteracion",ylab = expression(phi[1]),
main="Promedios ergodicos")

bacfl <- acf(prueba$phil, plot = FALSE)
bacfdfl <- with(bacfl, data.frame(lag, acf))

g2 <- ggplot(data = bacfdfl, mapping = aes(x = lag, y = acf)) +
geom_hline(aes(yintercept = 0)) +
geom_segment (mapping = aes(xend = lag, yend = 0))+
labs(title="ACF")+ylab(expression(ACF-phi[1]))

q3<-gplot(seq_along(ergMean(prueba$phi2)) ,ergMean(prueba$phi2),
geom="line", xlab="iteracion",ylab = expression(phil[2]),
main="Promedios ergodicos")

bacf2 <- acf(prueba$phi2, plot = FALSE)
bacfdf2 <- with(bacf2, data.frame(lag, acf))

g4 <- ggplot(data = bacfdf2, mapping = aes(x = lag, y = acf)) +
geom_hline(aes(yintercept = 0)) +
geom_segment (mapping = aes(xend = lag, yend = 0))+
labs(title="ACF")+ylab(expression(ACF-phi[2]))

g5<-gplot (seq_along(ergMean (prueba$var)) ,ergMean (pruebagvar),
geom="line", xlab="iteracion",ylab = expression(sigma”2),
main="Promedios ergodicos")

bacf <- acf(prueba$var, plot = FALSE)
bacfdf <- with(bacf ,data.frame(lag, acf))

q6 <- ggplot(data = bacfdf, mapping = aes(x = lag, y = acf)) +
geom_hline(aes(yintercept = 0)) +
geom_segment (mapping = aes(xend = lag, yend = 0))+
labs(title="ACF")+ylab(expression(ACF-sigma~2))
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grid.arrange(ql,q2,93,94,95,96,ncol=2)
## Densidades

x1=seq(prueba$phil [-(1:burn)])

phil=prueba$phil [-(1:burn)]

datal<-data.frame(x1,phil)

ql<-ggplot(datal, aes(x=phil)) + geom_density(alpha=.2, fill="black")
+xlab(expression(phi[1]))+

ylab("Densidad")+x1im(.3, .8)

x2=seq(prueba$phi2[-(1:burn)])

phil=prueba$phi2[-(1:burn)]

data2<-data.frame(x2,phi2)

q2<-ggplot(data2, aes(x=phi2)) + geom_density(alpha=.2, fill="black")
+xlab(expression(phi[2]))+

ylab("Densidad")+x1im(-.33,-.09)

x3=seq(prueba$var [-(1:burn)])

var=prueba$var [-(1:burn)]

data3<-data.frame(x3,var)

g3<-ggplot(data3, aes(x=var)) + geom_density(alpha=.2, fill="black")
+xlab(expression(sigma”2))+

ylab("Densidad")+x1im(.8, 1.5)

grid.arrange(ql,q2,93,ncol=1)

it A A
### Pronostico
H#S S S

## Para el pronostico uso el vector con
## modas de los coeficientes de envoltura
## generaro 1000 muestras de 24 pasos adelante para cada una (24x1000)

mode<-NULL
for (i in 1:length(y))
{

mod<-Mode (prueba$mk [i,])
mode<-c(mode ,mod)

}

mode-ks # comparo con el vector real
# en este caso coincide con la ultima muestra simulada k

X<-ts(dw(y,mode)) # desenvuelvo los datos con el vector de modas
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.d1lm<-dlmModARMA(ar = c(.57,-.21), sigma2=1.01)
especifico modelo

.d1m$mO<-prueba$thetal[351,]

valor esperado del vector de estados anterior
.d1m$CO<-matrix (c(prueba$var[10000],0,0,0),2,2)
matriz de varianza del vector de estados anterior

H O H X H X

plot(X, xlab = "", ylab = "Serie AR(2)", type = "1",
col = "darkgray")

### Filtro
XFilt <- dlmFilter (X, X.dlm)
lines(dropFirst (XFilt$m[, 1]), 1ty = "dotdash")
### Suavizamiento
XSmooth <- dlmSmooth(XFilt)
lines(dropFirst (XSmooth$s[,1]), 1ty = "longdash")
legend("bottomright", col = c("darkgrey", rep("black", 2)),
1ty = c("solid", "dotdash", "longdash"),
pch = c(1, NA, NA), bty = "n",
legend = c("data", "filtered level", "smoothed level"))

HHEH R R R R R R
###  Grafico de pronostico

###  Muestra de 1000, 24 pasos adelante cada una
XFore <- dlmForecast(XFilt, nAhead =24, sampleNew =1000)

## Pronostico sin envolver
plot(window(X, start = 325), type = "o",

xlim = c(325,375), ylim = c(-3.5, 5),
xlab = "tiempo", ylab = "y")

names (XFore)
attach(XFore)
invisible(lapply(newObs, function(x)
lines(x, col = "darkgray",

type = "o", pch = 4)))
#lines(f, type = "o", lwd = 2, pch = 16)
#abline(v = mean(c(time(f) [1], time(x) [length(x)]))
detach()

H## Pronostico envuelto
#XFore <- dlmForecast(XFilt, nAhead =24, sampleNew = 1)
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plot(window(w(X), start = 325), type = "o",
xlim = ¢(325,375), ylim = c(-0.5, 6.5),

xlab = "tiempo", ylab = "Direccion",main="")
names (XFore)
attach(XFore)
invisible(lapply (newObs, function(x)
lines(w(x), col = "darkgray",

type = "o", pch = 4)))
#lines(f, type = "o", lwd = 2, pch = 16)
#abline(v = mean(c(time(f) [1], time(x) [length(x)]))
detach()

## Grafico muestra n evuelta vs media

sampleNew<-1000 # numero de muestras

NewObs<-unlist (XFore$newObs)
# muestra de la densidad de pronostico, 24 pasos

Matrix<-NULL

for (i in 1:24)

{

vector<-NewObs [((i-1)*sampleNew+1) : (i*sampleNew) ]
Matrix<-cbind (Matrix,vector)

b

mean.vec<-colMeans (Matrix) ## media de las predicciones a cada paso

upper .q<-NULL ## cuantil .025

for (i in 1:24)
{
upper.qg<-c(upper.q,quantile(Matrix[,i],.975) )

}

lower.q<-NULL ## cuantile .975

for (i in 1:24)

{

lower.q<-c(lower.q,quantile(Matrix[,i],.025) )
}
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## banda con media y muestra sin envolver
## (coincide con war2 es su representacion [-pi,pil)

df1 = data.frame(Tiempo = seq(325,350,length=26),

Direccion = X[325:350], isin = "QObservaciones")
df2 = data.frame(Tiempo = seq(351,374,length=24),
Direccion= Matrix[100,1:24] , isin = "Pronostico")
df3 = data.frame(Tiempo = seq(351,374,length=24),
Direccion = upper.q ,isin = "Intervalo_superior")
df4 = data.frame(Tiempo = seq(351,374,length=24),
Direccion = lower.q, isin = "Intervalo_inferior")
df5 = data.frame(Tiempo = seq(351,374,length=24),
Direccion = mean.vec, isin = "Media")

df = rbind(df1l, df2, df3, df4,df5)

ggplot(dfl, aes(x = Tiempo, y =
Direccion)) + geom_line(colour=’black’) +

geom_line(aes(x=Tiempo, y=Direccion,color=isin),
colour=’darkblue’, data=df5)+

geom_smooth (aes(x=Tiempo, y=Direccion, ymax=upper.q, ymin=lower.q),
colour='blue’, data=df2, stat=’identity’)

## Evaluamos el pronostico
FHEH R R

x<-w(Matrix[,1])
x<-data.frame(seq(x),x)

g <- ggplot(x,aes(x=x))

g <- g + geom_density(alpha=.2, fill="black")

g <- g + geom_vline(xintercept =y[350],colour="darkblue")
g <- g + geom_point(aes(x=x,y=0),shape=1,size=5) +
labs(title="Distribucion de pronostico")+ylab(NULL)

g

# Distribucion de pronostico en el circulo

## asigno la clase de circular a los pronosticos
NewObs <- circular(Matrix[,1], type="angles", units="radians")

## intervalo del 90% de probabilidad
quantile.circular(NewObs,c(0.05,.95))
##t 5% 95%
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## 5.365111 2.333436

# Distribucion de pronostico en el circulo

fore <- mean(circular(Matrix[,1]))

# estimacion puntual del pronostico, media circular

res25x <- density(circular(Matrix[,1]), bw=27)

res<-plot(res25x, points.plot=TRUE, xlim=c(-.8,1.0),ylim=c(-1.1,1.1),
main="Distribucion de pronostico circular", ylab="", xlab="")
#points(data.2, plot.info=res, col="black",type="o")
points(circular(y[350]), plot.info=res, col="blue",type="o")
#points (0, plot.info=res, col="darkgray",type="o")
arrows.circular(c(5.365111, 2.333436 )) ## extremos de intervalos
arrows.circular(fore, lwd=3) ## media circular, ie pronostico
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