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Resumen

Usando modelos de primeros principios, en esta tesis se plantea el problema de estimación
conjunta del estado y los parámetros de celdas de iones de litio (celdas Li-Ion) y de capacitores
de doble capa eléctrica (capacitores DCE) en el contexto de la teoría clásica de observadores
adaptables para sistemas no lineales en ecuaciones diferenciales ordinarias con parametrizaciones
lineales. Primero se revisa la deducción de los modelos de partícula única de celdas Li-Ion y de
electrodo único de capacitores DCE a partir de un modelo electroquímico general en ecuaciones
diferenciales parciales. Se exploran dos criterios para seleccionar el orden de familias de modelos
reducidos a partir las propiedades de señales de entrada típicas y se evalúa la precisión en los
dominios del tiempo y de la frecuencia de tres métodos de reducción por discretización espacial.
Después se reformulan los modelos simplificados en versiones de orden reducido y se validan
contra datos experimentales tomando valores paramétricos de la literatura para dos casos de
estudio. Además se propone un método basado en transformaciones de similaridad para calcular
el estado de carga de los dispositivos en estudio, y se desarrollan los análisis de controlabilidad y
observabilidad de ambos a partir de modelos reducidos para determinar las condiciones bajo las
cuales se conservan dichas propiedades estructurales. Finalmente, los modelos reducidos originales
se llevan a una forma de observador adaptable tomando la dinámica de la señal de salida filtrada
y explotando el concepto de estado aumentado. El trabajo cierra con varias direcciones hacia las
cuales puede extenderse la investigación.





Abstract

Using first principles models, the state-parameters joint estimation problem for lithium-
ion cells (Li-Ion cells) and electric double-layer capacitors (EDL capacitors) is outlined in the
framework of classical adaptive observers for nonlinear systems in ordinary differential equations
with linear parameterizations. First, the single-particle and single-electrode models for Li-Ion
cells and EDL capacitors, respectively, are deduced from a general electrochemical model in partial
differential equations. Two order selection criteria are explored, both based on properties of typical
input signals, and precision of three spatial discretization reduction methods is evaluated in time
and frequency domains. Then, the simplified models are reformulated in reduced orded versions
and validated against experimental data taking into account parametric values from the literature
for two case studies. In addition, a method based on similarity transformations is proposed to
evaluate the state of charge of the studied devices as well as controllability and observability
analyses for both are developed in order to determine conditions under which such structural
properties are preserved. Finally, the original reduced models are brought to an adaptive observer
form by taking the dynamics of filtered output signal and making use of the augmented state
concept. The work ends whith some directions towards research could be extended.
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Capítulo 1

Introducción

Como afirma Ivan Illich (1974) en su ensayo Energía y equidad, «Creer en la posibilidad de
altos niveles de energía “limpia” como solución a todos los males, representa un error de juicio
político. Es imaginar que la equidad en la participación del poder y el consumo de energía pueden
crecer juntos. Víctimas de esta ilusión, los hombres industrializados no ponen el menor límite al
crecimiento en el consumo de energía, y este crecimiento continúa con el único fin de proveer cada
vez a más gente de más productos de una industria controlada cada vez por menos gente».

El aumento de la población y del consumo de energía, el encarecimiento del petróleo debido
a la especulación y la corrección política de los gobiernos de países ricos ante la contaminación
ambiental han fomentado la investigación sobre medios alternativos para obtener energía «limpia».
Tal tendencia también ha despertado interés por medios de locomoción más eficientes como los
vehículos eléctricos híbridos (VEHs). El principio de estos medios de transporte es combinar, en
distintas proporciones, un motor de combustión interna convencional con un motor eléctrico a
fin de minimizar el consumo de combustible del primero (Miller, 2006, 2010; Ehsani et al., 2007;
Hodkinson y Fenton, 2001; Mi et al., 2011). Desde hace varios años existen en el mercado modelos
exitosos de VEHs, aunque todavía son demasiado costosos para el usuario promedio y su impacto
es poco perceptible (Heywood, 2006; Hawkins et al., 2012).

Los VEHs requieren dispositivos para almacenar la energía aplicada a la fracción eléctrica
del tren motriz durante la aceleración del vehículo, la cual puede ser energía tomada de la red fija
de electricidad y/o energía recuperada durante el frenado y descenso libre, según la configuración
y el grado de hibridación. Por más de cien años, las baterías electroquímicas han sido la principal
alternativa de almacenamiento de energía. Las baterías secundarias (reversibles o recargables) son
capaces de acumular grandes cantidades de energía eficientemente, pero no pueden suministrar o
recibir picos de potencia debido a su respuesta lenta. De esta tecnología, las familias dominantes
son las baterías plomo-ácido, las basadas en níquel y las baterías de iones de litio (baterías Li-Ion)
(Brodd et al., 2004; Divya y Østegaard, 2009). Otros dispositivos electroquímicos de almacena-
miento de energía introducidos con éxito en el campo automotriz son los capacitores de doble capa
eléctrica (capacitores DCE). Al igual que otras variedades de supercapacitores como los pseudo-
capacitores y los capacitores híbridos, los capacitores DCE tienen características complementarias
a las de las baterías: soportan grandes picos de potencia pero pueden almacenar poca energía
(Burke, 2007; Karden et al., 2007; Hall y Bain, 2008).

Aunque los VEHs actuales están equipados con baterías basadas en níquel, las baterías Li-Ion
son una tecnología prometedora para esta aplicación porque no contienen materiales contaminan-
tes, son más compactas, tienen el potencial de circuito abierto más alto (alrededor de 3.7 V por
celda), densidad de energía de 80 a 150 Wh kg´1 y densidad de potencia entre 50 y 2000 W kg´1;
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no presentan el efecto memoria característico de las baterías basadas en níquel, tienen eficiencias
de entre 90 y 98%, su tasa de autodescarga es de 5% por mes y pueden alcanzar más de 1500 ciclos
carga/descarga durante su vida útil. Además, estas baterías son componentes clave en aplicaciones
portátiles como computadoras, sistemas de comunicación y de entretenimiento, herramientas ma-
nuales y dispositivos médicos. Por otro lado, los capacitores DCE pueden tener capacitancias tan
grandes como 5000 F y potenciales en terminales de hasta 2.7 V, poseen eficiencias de 85 a 98% y
pueden alcanzar más de 500 000 ciclos de carga/descarga al 100% de su capacidad. Típicamente,
los capacitores DCE tienen densidades de energía y de potencia de 5 Wh kg´1 y 10 000 W kg´1,
respectivamente (Hadjispaschalis et al., 2009).

1.1. Descripción de celdas Li-Ion y capacitores DCE

En general, las baterías Li-Ion son arreglos de celdas individuales, mientras los capacitores
DCE se comercializan por unidad. Las celdas Li-Ion y los capacitores DCE tienen tres elementos
principales: dos electrodos y un separador (ver la Figura 1.1). El separador es una matriz porosa
hecha de un aislante electrónico y colocada entre los dos electrodos. Los electrodos también son
medios porosos pero se fabrican de materiales conductores, típicamente compuestos carbónicos.
Cada electrodo en su extremo opuesto al separador tiene un colector, el cual capta la corriente
aplicada en las terminales. Los huecos a lo largo de toda la celda se rellenan con una solución
electrolítica, tal que los iones disueltos en la solución puedan viajar de un extremo a otro.
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Figura 1.1: Celda Li-Ion y capacitor DCE inicialmente cargados
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El propósito de los electrodos porosos es incrementar la superficie de contacto entre el sustrato
sólido y la solución electrolítica, lo cual resulta en celdas más eficientes y menos voluminosas. El
equilibrio electroquímico en la interfase sustrato-solución de cada electrodo depende de dos tipos de
procesos: reacciones farádicas óxido-reducción y formación de capas eléctricas dobles. En las celdas
Li-Ion, además del material conductor, los electrodos contienen partículas activas que reciben y
liberan iones de litio sin involucrar la producción de especies nuevas. Este proceso óxido-reducción
altamente reversible se conoce como electroinserción (o simplemente inserción).

En una celda inicialmente cargada (Figura 1.1a), la mayor concentración de iones de litio se
encuentra en las partículas activas del electrodo negativo (ánodo). Cuando se aplica una corriente
de descarga (corriente positiva), los iones de litio en el ánodo pasan a la solución. Para mantener
la neutralidad eléctrica, los iones disueltos cerca del electrodo positivo (cátodo) se insertan en las
partículas receptoras más próximas. Al mismo tiempo se liberan electrones en el ánodo, los cuales
son conducidos hacia el cátodo a través de un circuito externo. Este flujo de electrones constituye
la corriente eléctrica útil de la celda. El potencial eléctrico de cada electrodo varía inversamente
con respecto a la concentración de iones de litio (c´

Li`
o c`

Li`
) en sus partículas receptoras. El

potencial de salida vdptq es la diferencia entre los potenciales del cátodo (dominante) y del ánodo
en los extremos de la celda, por lo cual vdptq disminuye a medida que los iones pasan del ánodo
al cátodo. Un proceso inverso ocurre al aplicar una corriente de recarga (corriente negativa).

Los materiales de las partículas activas se eligen de manera que la diferencia de potencial
entre los electrodos sea máxima y la combinación electrodo-solución sea estable. En el ánodo, los
materiales activos son los propios compuestos carbónicos que los constituyen. La reacción es

LixCn
descarga
ÝÝÝÝÝáâÝÝÝÝÝ

carga
xLi` ` x e´ ` Cn, (1.1)

donde Li` es un ion de litio, ně 6 caracteriza el tipo de compuesto carbónico (grafito, grafeno,
nanotubos, etc.) y xď 1 es el coeficiente estequiométrico del litio en la reacción. En el caso del
cátodo, los materiales más usados son óxidos metálicos y la reacción es en general

∆y Li` `∆y e´ ` LiyMX
descarga
ÝÝÝÝÝáâÝÝÝÝÝ

carga
Liy`∆y `MX, (1.2)

donde yď1, el incremento ∆y es el rango de reversibilidad del contenido de litio durante el proceso
carga/descarga, M“Mn, Co, Ni, Al, etc. es un metal o la combinación de varios y X“O2, O4,
etc. implica un óxido. Recientemente se ha usado LiPFeO4 con éxito debido a la rapidez de la
reacción de inserción en este material (Zhang, 2011b). Finalmente, los electrolitos empleados son
sales de la forma Li`Y, donde Y “ PF´6 , ClO

´
4 , BF

´
4 , NpSO2CF3q

´
2 , etc. Una revisión extensa

sobre materiales usados en celdas Li-Ion es el trabajo de Winter et al. (1998).

A diferencia de otros sistemas electroquímicos como las celdas Li-Ion, los pseudocapacitores
o los capacitores híbridos, idealmente no hay reacciones óxido-reducción en los capacitores DCE;
el almacenamiento de energía se debe fundamentalmente a cargas electrostáticas, como en los
capacitores de placas paralelas. En un capacitor DCE inicialmente cargado (Figura 1.1b), las
cargas negativas en exceso en el ánodo se equilibran en las paredes del electrodo con los iones
positivos (cationes) disueltos en la solución; lo mismo ocurre en el cátodo entre las cargas positivas
en exceso en el electrodo y los iones negativos (aniones). En la interfase de cada electrodo se forman
dos capas eléctricas separadas por la distancia intermolecular entre los dos medios, la cual hace
las veces del dieléctrico en un capacitor ordinario. La separación tan pequeña y el gran área de
contacto en los electrodos porosos explican las capacitancias tan altas de estos dispositivos.
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Al aplicar una corriente de descarga (positiva), los iones en las capas eléctricas interiores
regresan a la solución por partes iguales en ambos electrodos. Asimismo, el cátodo recibe electrones
provenientes del ánodo a través de un circuito externo. La tensión en las terminales del capacitor
DCE depende de la diferencia de potencial en la interfase de cada electrodo (η´ o η`), la cual
varía proporcionalmente con respecto a la carga neta de las capas eléctricas. Entonces, al igual
que en una celda Li-Ion, la tensión de salida vdptq en un capacitor DCE disminuye a medida que se
descarga. Este proceso es muy rápido y altamente reversible; al aplicar una corriente de recarga,
las capas eléctricas vuelven a formarse. En comparación con las celdas Li-Ion, los electrodos de un
capacitor DCE suelen fabricarse de los mismos materiales y dimensiones. Sin embargo, también se
investiga sobre capacitores DCE con electrodos asimétricos (Kazaryan et al., 2006). Por lo general,
los electrolitos usados son acuosos, como el ácido sulfúrico H2SO4, el cual se disocia en las especies
H` y HSO´4 al disolverse.

Tanto para celdas Li-Ion como para capacitores DCE, el desarrollo de nuevos materiales
es un área muy activa. El objetivo es incrementar las densidades de energía y de potencia, la
seguridad y la confiabilidad de tales dispositivos. Sólo por completud, a continuación se presenta
una semblanza de las tendencias actuales. En el caso de celdas Li-Ion, constantemente se prueban
nuevas combinaciones ánodo-electrolito-cátodo, de las cuales sólo algunas alcanzan el mercado
(Tarascon y Armand, 2001; Scrosati y Garche, 2010). También se propone usar materiales con-
ductores hechos de biomasa, además de otros metales ligeros con características similares a las del
litio, como el aluminio, con el fin de disminuir el impacto ambiental y geopolítico de la producción
a gran escala de los materiales actualmente usados (Armand y Tarascon, 2008). Otro avance es el
diseño de estructuras nanométricas sofisticadas que aumentan la eficiencia de los procesos en los
electrodos al incrementar el área de contacto (Vu et al., 2012).

Para los capacitores DCE el panorama es similar. Por un lado, se estudian las propiedades de
nanotubos (Arepalli et al., 2005) y otros materiales carbónicos con estructuras distintas al grafito
(Inagaki et al., 2010), además de polímeros conductores (Snook et al., 2011). También se propone
sustituir electrolitos acuosos por electrolitos orgánicos que permitan mayores tensiones de salida,
así como ajustar el tamaño de los poros en cada electrodo de acuerdo con el tamaño de los aniones
y los cationes del electrolito (Simon y Gogotsi, 2008).

1.2. Modelos de celdas Li-Ion y capacitores DCE

Por sus características de energía y potencia, las celdas Li-Ion y los capacitores DCE son
dispositivos complementarios. Con la interconexión pasiva o activa de estas dos tecnologías es
posible aprovechar las ventajas de cada una: gran capacidad de almacenamiento de energía de las
celdas Li-Ion y gran manejo de potencia de los capacitores DCE. De lo anterior resultan sistemas
híbridos de almacenamiento de energía más compactos y más eficientes que si se usara cualquiera
de las dos tecnologías individualmente. En comparación, es necesario sobredimensionar un banco
de sólo celdas Li-Ion o sólo capacitores DCE para cumplir los requerimientos de energía y potencia
a la vez (Gao et al., 2005; Sikha et al., 2005; Cao y Emadi, 2012; Miller, 2010, Sec. 10.2.3).

El diseño de estrategias de acoplamiento y enrutamiento de potencia en sistemas híbridos de
almacenamiento de energía requiere modelos matemáticos de complejidad y precisión razonables
(Sciarretta y Guzzella, 2007). Estos modelos deben servir para plantear esquemas de supervisión
y para analizar la dinámica de las celdas. En particular es importante predecir el estado de carga
(EdC), el cual indica la cantidad de energía que puede recibir o entregar una celda en un instante
determinado. Sin embargo, es imposible medir directamente el EdC porque depende de variables
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internas de las celdas, las cuales son inaccesibles. También es útil conocer el cambio histórico de
algunos parámetros con significado físico a fin de determinar el estado de salud (EdS) o grado de
envejecimiento de una celda. Las celdas Li-Ion y los capacitores DCE sólo tienen tres variables
medibles: la corriente aplicada, el potencial entre las terminales y la temperatura en su superficie
exterior. Por lo general, la primera se considera como entrada, la segunda como salida y la tercera
se asume como un parámetro (cantidad fija) del cual dependen el resto de los parámetros, ya que
el estudio del proceso térmico es un problema en sí mismo complicado (Pals y Newman, 1995a,b;
Lin et al., 2012). Según el paradigma usado, los modelos de los dispositivos de almacenamiento
en estudio pueden ser de dos tipos: circuitos eléctricos equivalentes o modelos electroquímicos.

Circuitos eléctricos equivalentes

Los circuitos equivalentes son redes eléctricas construidas a partir de la observación de la
respuesta de las celdas ante ciertas señales de prueba. Son intuitivos y sencillos, por lo cual se
usan ampliamente en el área de electrónica de potencia. Aunque reproducen con precisión la
relación entrada-salida, ni las variables ni los parámetros involucrados tienen interpretación física
directa debido a su naturaleza heurística. Tampoco describen de manera clara la evolución de
las variables internas de las celdas. Debido a estas limitaciones, el recurso común para calcular
el EdC es integrar la corriente aplicada y comparar el inventario calculado contra la capacidad
nominal de la celda. Este método en lazo abierto es inherentemente frágil debido al sesgo inducido
por el ruido de las mediciones. Por otra parte, las relaciones constitutivas de los elementos del
circuito equivalente pueden ser funciones muy complejas (Chen y Rincón-Mora, 2006) para el caso
de celdas Li-Ion, o bien, la red eléctrica resultante puede ser de orden grande (Buller et al., 2002,
2005) y sin un criterio claro para truncarla. Revisiones concretas de estos modelos se encuentran
en (U.S. DOE, 2003, Ap. D), (U.S. DOE, 2004, Aps. A, B y C) y (Miller, 2010, Sec. 10.6).

Modelos electroquímicos

Los modelos electroquímicos están basados en principios fisicoquímicos y reproducen los
principales fenómenos involucrados en el proceso carga/descarga de celdas Li-Ion y capacitores
DCE. Como resultado, las variables y parámetros de dichos modelos tienen interpretación física
y relación directa con el EdC y el EdS, por lo cual no hace falta usar el método de inventario. Sin
embargo, la complejidad de estos modelos es mayor que la de los circuitos equivalentes porque
son conjuntos de ecuaciones diferenciales parciales y algebraicas, no lineales y muy acopladas.
Además, su implementación numérica no es sencilla y resolverlos consume recursos computacio-
nales significativos. Sin embargo, bajo suposiciones razonables sobre los regímenes de operación,
los modelos electroquímicos pueden reducirse a versiones simplificadas más manejables sin perder
sus propiedades esenciales.

Inicialmente, los modelos electroquímicos se usaron para comprender mejor la evolución
de las variables internas de las celdas y facilitar el proceso de diseño. Basado en las teorías
de electrodos porosos (Newman y Tiedeman, 1975) y de soluciones electrolíticas concentradas
(Newman, 1991), el primer modelo de una celda Li-Ion con ánodo de litio y cátodo de inserción
se reporta en (Doyle et al., 1993). Después, en (Fuller et al., 1994a) se extiende para una celda
con dos electrodos de inserción (modelo FDN por sus autores), el cual es considerado el modelo
electroquímico fundamental de celdas Li-ion. En (Doyle et al., 1996; Arora et al., 2000), el modelo
FDN se usa para comparar el desempeño de tres diseños distintos de celdas, tanto numérica como
experimentalmente. Más tarde, en (Wang et al., 1998) se formula una generalización del modelo
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FDN que puede aplicarse tanto a celdas Li-Ion como a celdas de combustible. Recientemente, en
(Chaturvedi et al., 2010) se revisa el modelo FDN y se reformula con una notación y un cambio
de coordenadas más convenientes. Algunas extensiones del modelo FDN incluyen el modelado de
la variación de la temperatura y su efecto sobre los parámetros de la celda (Gu y Wang, 2000;
Wang y Srinivasan, 2002; Smith y Wang, 2006a), el proceso de envejecimiento de las celdas debido
a reacciones parásitas (Ramadass et al., 2003, 2004; Sikha et al., 2004) y el efecto de la carga de
la capa eléctrica doble sobre la respuesta de la celda (Ong y Newman, 1999).

En el caso de los capacitores DCE, en (Verbrugge y Liu, 2005a) se formula un modelo análogo
al modelo FDN a partir de la teoría de electrodos porosos y de los estudios seminales sobre la
carga de la capa eléctrica doble de electrodos porosos de Posey y Morozumi (1966) y Johnson y
Newman (1971). Otros modelos electroquímicos de capacitores DCE, en los cuales se desprecia el
proceso en la solución electrolítica, son el de Pillay y Newman (1996), donde se estudia el efecto de
reacciones parásitas en la respuesta de capacitores DCE, y el de Srinivasan y Weidner (1999), el
cual corresponde a una especialización para capacitores DCE de los modelos de pseudocapacitores
reportados en (Lin et al., 1999; Kim y Popov, 2003). Finalmente, en (Sikha et al., 2005) se resume
una versión basada en la teoría de soluciones concentradas del modelo de Verbrugge y Liu (2005a).

1.3. Simplificaciones de los modelos electroquímicos

Debido al significado físico de los modelos electroquímicos, en los últimos diez años se han
propuesto simplificaciones con el fin de reducir su complejidad y la carga computacional necesaria
para resolverlos, de modo que sirvan como herramientas para diseñar esquemas de supervisión en
tiempo real, así como estrategias y algoritmos de direccionamiento de potencia. Estas simplifi-
caciones se basan en suposiciones sobre los regímenes de operación y conservan la esencia de los
principios físicos del funcionamiento de celdas Li-Ion y capacitores DCE. Aunque necesariamente
implican pérdida de información, también permiten plantear los problemas de observación e iden-
tificación de manera sistemática en el contexto de la teoría de observadores adaptables clásicos.
A continuación se revisa el estado del arte de las simplificaciones más importantes de los modelos
electroquímicos de los dispositivos en estudio.

La simplificación más común del modelo FDN de celdas Li-Ion es el modelo de partícula única
(MPU). El principio es despreciar el proceso en la solución electrolítica y estudiar el fenómeno
de intercalación de iones de litio, principal mecanismo de carga/descarga de la celda, por medio
de una partícula representativa de cada electrodo, la cual se asume esférica por simplicidad.
Originalmente, este modelo se aplicó a celdas de níquel (Haran et al., 1998); después se extendió
a celdas Li-Ion (Ning y Popov, 2004). El MPU se ha usado con éxito para diseñar algoritmos de
estimación del estado de carga, parámetros y envejecimiento de celdas Li-Ion, ya sea en versiones
de orden reducido (Santhanagopalan y White, 2006, 2010; Santhanagopalan et al., 2007, 2008;
Speltino et al., 2009a,b; Di Domenico et al., 2008; Di Domenico y Stefanopoulou, 2010; Fang et
al., 2014) o en su forma distribuida (Moura et al., 2012a,b,c). También, en (Rahimian et al., 2011)
se hace una comparación entre el MPU y un modelo de circuito equivalente análogo.

El MPU de celdas Li-Ion tiene limitaciones bajo regímenes prolongados de descarga constante
y a corrientes altas. En (Santhanagopalan et al., 2006) se comparan varias predicciones del MPU
contra las correspondientes al modelo FDN y otra simplificación en la cual más tarde se basaría el
modelo de Subramanian et al. (2009), el cual privilegia el proceso en la interfase sustrato-solución
a lo largo del electrodo sobre el proceso de inserción. En ambas simplificaciones, la dinámica de la
inserción de iones de litio se aproxima con una ecuación válida sólo a bajas frecuencias (corriente
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constante). La discusión en (Santhanagopalan et al., 2006) enfatiza el error de predicción del
MPU particularmente hacia el final de la descarga sostenida a corriente constante de una celda
de ejemplo. Posteriormente, en (Chaturvedi et al., 2010) se confirman dichas observaciones y
además se muestra que el error de predicción del MPU aumenta a corrientes altas. Lo anterior
se debe a que, bajo un régimen prolongado de carga o descarga, el electrolito migra hacia uno
de los extremos de la celda y se concentra excesivamente en ese punto; el otro extremo queda sin
electrolito y deja de funcionar una parte del electrodo. Debido a estas limitaciones, un grupo de
investigación tomó recientemente la reformulación de Subramanian et al. (2009) como base para
el diseño de observadores (Klein et al., 2010, 2013).

Sin embargo, los VEHs operan (o al menos se caracterizan) bajo regímenes de corriente
pulsante, como lo sugieren los protocolos de pruebas para baterías y supercapacitores del programa
FreedomCAR de Estados Unidos (U.S. DOE, 2003, 2004). De esta forma, la celda tiene tiempo para
relajarse si los pulsos están suficientemente separados (Fuller et al., 1994b); asimismo, el proceso
en la solución es significativamente más lento que el proceso de intercalación de iones (Smith y
Wang, 2006b). Por lo tanto, es válido despreciar la variación de la concentración del electrolito
en la solución. Además, la intercalación de iones es el mecanismo fundamental de carga/descarga
de las celdas Li-Ion, por lo cual no conviene tomar una simplificación que lo ponga en segundo
término. Todo lo anterior justifica el uso del MPU en el diseño de algoritmos de manejo de
potencia de celdas Li-Ion en VEHs. Cabe mencionar que el error de predicción a corrientes altas
puede reducirse introduciendo un factor de corrección al coeficiente de difusión de iones en estado
sólido (Karthikeyan et al., 2008) o estimando en línea dicho parámetro (Moura et al., 2012b,c).
Aunque el proceso en la solución electrolítica tiene influencia casi nula en la respuesta de una celda
Li-Ion bajo corrientes pulsantes, es deseable vigilar la concentración del electrolito para garantizar
la operación segura de las celdas. Con este fin se han propuesto extensiones del MPU que incluyen
el proceso en el electrolito (Smith et al., 2007, 2008, 2010; Cai y White, 2012; Dao et al., 2012;
Marcicki et al., 2013; Rahimian et al., 2013).

En contraste, no ha habido tanto interés por estudiar la dinámica de capacitores DCE con
objetivos de control a través de modelos electroquímicos. No obstante, se propuso el modelo de
electrodo único (MEU) con el fin de contar con un modelo de primeros principios para capacitores
DCE (Romero Becerril, 2009; Romero-Becerril y Alvarez-Icaza, 2010b). Esta simplificación parte
de los modelos de (Verbrugge y Liu, 2005a; Sikha et al., 2005) y, como en el MPU de celdas
Li-Ion y en los trabajos de Pillay y Newman (1996) y Srinivasan y Weidner (1999), la idea
principal es ignorar el proceso de la solución electrolítica. A diferencia de las celdas Li-Ion, esta
suposición no implica problemas de validez porque los capacitores DCE no soportan cargas o
descargas prolongadas. Además, el tamaño de los poros es en general suficientemente grande para
favorecer el movimiento de los iones del electrolito y la uniformidad de su concentración en la
solución (Verbrugge y Liu, 2005a). Otra propiedad aprovechada es la simetría de la composición
y la geometría de los electrodos de capacitores DCE, la cual permite representar la dinámica del
capacitor considerando sólo uno de los electrodos sin implicar pérdida de información.

En el capítulo siguiente se desarrollan los modelos de partícula única y de electrodo único
a partir de un modelo electroquímico generalizado para celdas Li-Ion y capacitores DCE. El
objetivo principal de esta tesis es proponer parametrizaciones lineales de ambos modelos tal que
el problema conjunto de observación e identificación pueda plantearse en el contexto de la teoría
clásica de observadores adaptables para sistemas dinámicos no lineales. A pesar de ser madura en
el campo de control automático, esta teoría no se ha aplicado a los sistemas de almacenamiento
en estudio. El MPU y el MEU tienen como núcleo una ecuación diferencial parcial parabólica,
particularmente, una ecuación de difusión en una sola dirección. Entonces, un paso necesario
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para conseguir el objetivo principal es encontrar aproximaciones de orden finito de las ecuaciones
de difusión y proponer criterios para elegir su orden. A continuación se revisan los métodos de
reducción aplicados al MPU y al MEU encontrados en la literatura. Sólo se consideran aquellos
válidos para cualquier corriente de entradas y se omiten trabajos en los cuales se desarrollan
soluciones analíticas para perfiles de corriente particulares.

1.4. Métodos de reducción de orden

A saber, hay cuatro enfoques bajo los cuales se han obtenido versiones de orden reducido del
MPU de celdas Li-Ion: métodos en el dominio de la frecuencia, ajustes con polinomios de grado
bajo, método de volúmenes finitos y discretización espacial. Con el primer enfoque se estudia el
proceso de difusión en estado sólido como una impedancia distribuida. Al aplicar la transformación
de Laplace, las ecuaciones de difusión resultan en funciones de transferencia trascendentales, las
cuales pueden expresarse como sumas infinitas de los modos de la ecuación de difusión. Después,
la reducción de orden del modelo se consigue truncando la expansión con base en el principio de
perturbaciones singulares (Bhikkaji y Söderström, 2001), tomando algún criterio de optimalidad
(Smith y Wang, 2006b; Smith et al., 2007, 2008, 2010; Hu et al., 2012a,b) o por medio de la
aproximación de Padé (Moura et al., 2012b,c; Marcicki et al., 2013). Aunque implica pérdida de
información sobre las variables internas del modelo debido a su planteamiento entrada-salida, este
enfoque se ha usado para desarrollar modelos de circuito equivalente «con sentido físico», por
ejemplo, el modelo de Prasad y Rahn (2012). En algunos de los trabajos citados arriba se usa el
método de inventario de corriente para calcular el EdC de la celda, lo cual contradice el propósito
del estudio de modelos de primeros principios.

Otras aproximaciones de orden reducido consisten en fijar el perfil de la concentración de
iones de litio con respecto al radio de una partícula representativa por medio de polinomios de 2˝

y 4˝ grado. Este enfoque se propone en (Subramanian et al., 2005) y se recupera en (Subramanian
et al., 2009; Dao et al., 2012; Klein et al., 2010, 2013; Fang et al., 2014; Rahimian et al., 2013).
Tales aproximaciones conservan el significado físico del modelo y tienen una buena predicción
hacia el final de cargas o descargas constantes, pero fallan con perfiles de corriente arbitrarios.

El método de volúmenes finitos consiste en dividir el dominio de estudio en varios volúmenes
de control; el propósito es recuperar el promedio de las variables de interés dentro de cada volumen
por medio de un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias. Este método ha sido apenas
explorado para reducir el orden del MPU de celdas Li-Ion: en (Cai y White, 2009) se aplica junto
con la expansión en funciones características del problema de difusión en estado sólido, mientras
en (Zeng et al., 2013) se analiza el efecto del ajuste del tamaño de los volúmenes de control sobre
la precisión del método según la tasa de cambio en la variable de estado.

El método de discretización espacial consiste en aproximar las ecuaciones de difusión a través
de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, cada una de las cuales representa la dinámica
de la variable de interés sobre un elemento específico de un conjunto finito de puntos en el espacio,
conocido como malla. Entre los métodos de discretización espacial aplicados al MPU de celdas
Li-Ion está el método del elemento finito (Smith y Wang, 2006b; Cai y White, 2012), mientras
en (Di Domenico et al., 2008; Speltino et al., 2009a,b; Di Domenico y Stefanopoulou, 2010) se
usan aproximaciones por diferencias finitas centradas de tres puntos y con paso uniforme. Este
último es el único usado hasta ahora para la reducción de orden del MEU de capacitores DCE
(Romero-Becerril y Alvarez-Icaza, 2010b). Finalmente, en (Lee y Filipi, 2011) también se usa el
método de diferencias finitas de tres puntos con la incorporación de mallas óptimas.
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De los métodos revisados, el enfoque de discretización espacial es el más flexible porque
permite ajustar el orden de las aproximaciones según la precisión requerida, conserva el significado
físico del modelo y además facilita la reconstrucción del perfil de la variable de interés en caso
necesario. Sin embargo, hace falta definir la «mejor» malla a usar, explorar otros métodos de
discretización, compararlos con los encontrados en la literatura, tanto al MPU de celdas Li-Ion
como al MEU de capacitores DCE, y determinar cuál es el más preciso. También es necesario
proponer criterios para definir el orden de las aproximaciones con base en el conocimiento previo
sobre la corriente aplicada a las celdas, por ejemplo, la forma de onda y el ancho de banda.

1.5. Estimación de celdas Li-Ion y capacitores DCE

Un objetivo previo al diseño de algoritmos de manejo de potencia y energía de celdas Li-Ion
y de capacitores DCE es la estimación del estado de carga (EdC) y del estado de salud (EdS).
El EdC se puede determinar a partir de la observación del estado interno de los dispositivos
de almacenamiento (Sección 4.3), mientras el EdS se relaciona con la variación a largo plazo
de los parámetros físicos (Moura et al., 2012b,c). Aunque abundan trabajos sobre observación e
identificación en línea de celdas Li-Ion, la mayoría están basados en modelos de circuito equivalente
(Do et al., 2009; Hu et al., 2010; Baronti et al., 2013; Chen et al., 2013; Petzl y Danzer, 2013;
Schwunk et al., 2013; Wang et al., 2013; Xiong et al., 2013); lo mismo se concluye para el caso
de capacitores DCE (Dougal et al., 2004; Verbrugge et al., 2005b; Marie-Francoise et al., 2006;
Bertrand et al., 2010; Faranda, 2010; Wu et al., 2012; Musolino et al., 2013).

En cuanto a modelos electroquímicos de celdas Li-Ion, principalmente existen trabajos de
identificación paramétrica basados en estrategias fuera de línea. Por ejemplo, considerando cono-
cidos los potenciales de equilibrio de los electrodos, en (Arora et al., 2000; Smith y Wang, 2006b;
Forman et al., 2012) se estiman los parámetros más importantes del modelo FDN completo y en
(Santhanagopalan et al., 2008; Speltino et al., 2009a,b) se estiman los parámetros relevantes del
MPU. Por otro lado, en (Santhanagopalan et al., 2007; Karthikeyan et al., 2008) se identifican
tanto los parámetros del MPU como los perfiles de los potenciales de equilibrio de los electrodos.
Finalmente, no hay reporte sobre identificación u observación de capacitores DCE con base en
modelos electroquímicos.

Suponiendo los parámetros conocidos, en la literatura también hay trabajos sobre la estima-
ción del EdC de celdas Li-Ion con base en la observación del estado interno de versiones de orden
reducido del MPU. En este sentido, el filtrado óptimo es el recurso más usado: varios autores han
reportado observadores tipo filtro de Kalman extendido (FKE) (Santhanagopalan y White, 2006;
Di Domenico et al., 2008; Di Domenico y Stefanopoulou, 2010; Speltino et al., 2009a,b) o tipo
filtro de Kalman «sin esencia» (Santhanagopalan y White, 2010). Aunque en general es difícil ase-
gurar la convergencia de un FKE, la selección de dicha técnica se debe a que la ecuación de estado
es lineal y la función de salida (la tensión entre las terminales) es no lineal pero suficientemente
suave, lo cual permite plantear con facilidad el problema de observación. El FKE también se ha
empleado como estrategia de observación e identificación simultánea a partir de la definición de un
«estado aumentado», formado por el estado original y los parámetros (Fang et al., 2014). Aunque
parece una idea atractiva, tal esquema requiere la verificación de condiciones de observabilidad
demasiado fuertes y difíciles de garantizar para asegurar la convergencia de las estimaciones hacia
el estado y los parámetros «verdaderos».

Por otro lado, recientemente se ha aplicado la teoría de control de ecuaciones diferenciales
parciales parabólicas por medio de las fronteras (Krstic y Smyshlyaev, 2008) con el fin de diseñar
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observadores para sistemas distribuidos. Bajo este enfoque, en (Moura et al., 2012a,b) se propone
un observador backstepping y un esquema de identificación para el MPU de celdas Li-Ion. Sin
embargo, como los autores afirman, con esta técnica no está claro cómo plantear el problema de
estimación del coeficiente de difusión de iones de litio en estado sólido, por lo cual es necesario
tomar una aproximación de orden reducido como base para formular un identificador auxiliar que
recupere dicho parámetro (los autores usan la aproximación de Padé).1 De este planteamiento
resulta a un esquema de observación adaptable muy intrincado, redundante y cuya estabilidad es
difícil garantizar (Moura et al., 2012c).

La función de salida del MPU está compuesta por los potenciales de equilibrio de los elec-
trodos y una función que representa la resistencia equivalente en serie de la celda; esta última
en general depende de la concentración de iones de litio en los electrodos y de la corriente apli-
cada, aunque algunas veces se considera constante (Smith y Wang, 2006b). Los potenciales de
equilibrio también dependen de la concentración de iones de litio, además de la temperatura, el
envejecimiento de la celda y, en el caso de cátodos de LiFePO4, de la dirección de la corriente
aplicada (Safari y Delacourt, 2011a,b; Srinivasan y Newman, 2004, 2006). Además, el perfil de los
potenciales de equilibrio es característico de cada material de construcción (Sección 2.3.2).

Debido a la magnitud de la pendiente de los perfiles de los potenciales de equilibrio en algunas
regiones, pequeñas incertidumbres pueden provocar errores importantes en la predicción del EdC
(Lin et al., 2011). Sin embargo, en casi todos los trabajos revisados sobre observación e identifica-
ción en línea de celdas Li-Ion, los potenciales se asumen como funciones conocidas. La excepción
es (Santhanagopalan et al., 2007), cuyos autores reconocen la importancia de caracterizar cada
celda con el fin de mejorar la precisión del EdC estimado. El esquema de identificación propuesto
reconstruye, fuera de línea, los perfiles de los potenciales de equilibrio con base en un ajuste por
splines de tercer grado tomado de (Guo y White, 2005). Aunque tal regresión es muy precisa,
sólo es continua a tramos, lo cual dificulta su aplicación dentro de esquemas de identificación
en línea. Por otro lado, existen aproximaciones basadas en principios termodinámicos, entre las
cuales sobresalen las expanciones de Wohl y Redlich-Kister por su flexibilidad y parametrización
lineal (Apéndice C). Este enfoque se propuso inicialmente para caracterizar electrodos de celdas
de níquel (Barnard et al., 1980a,b; Jain et al., 1998) y después se extendió para identificar fuera
de línea los potenciales de equilibrio de algunos materiales usados en electrodos de celdas Li-Ion
(Verbrugge y Koch, 1996; Ali, 2005; Karthikeyan et al., 2008).

En resumen, la estimación del estado interno de celdas Li-Ion y de capacitores DCE es
suficiente para determinar el estado de carga, mientras la variación a largo plazo de los parámetros
de los modelos determina el estado de salud o grado de envejecimiento de los dispositivos en
estudio. Además, conocer con precisión el perfil de los potenciales de equilibrio de los electrodos
conduce a mejores estimaciones del EdC de celdas Li-Ion. También se sabe que, en comparación
con la dinámica de los principales mecanismos de carga/descarga, los coeficientes de difusión y
demás parámetros de los modelos electroquímicos varían lentamente con respecto a la temperatura
de la celda (Gu y Wang, 2000; Wang y Srinivasan, 2002; Smith y Wang, 2006a). Sin embargo,
agregar la dinámica correspondiente incrementa la complejidad de los modelos, por lo cual es más
conveniente una estrategia de identificación en línea.

En general, se han propuesto, por separado, observadores de estado basados en filtros óptimos
así como estrategias de identificación paramétrica fuera de línea. Sin embargo, no se ha planteado
sistemáticamente el problema de estimación conjunta en línea del estado interno y los parámetros;

1En el contexto de la teoría de control de ecuaciones diferenciales parciales, en general es necesario conocer el
error entre el estado real y el estimado en todo el dominio espacial (no sólo en las fronteras) para identificar el
coeficiente de difusión de una ecuación parabólica; ver por ejemplo (Demetriou y Rosen, 2001).
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tampoco se ha contemplado la inclusión de la identificación de los perfiles de los potenciales de
equilibrio de los electrodos en el caso de celdas Li-Ion. Por otro lado, del trabajo de Moura et al.
(2012a,b,c) se sabe que las aproximaciones de orden reducido del problema de difusión de iones
de litio en estado sólido (MPU de celdas Li-Ion) permiten plantear parametrizaciones que hasta
ahora no son factibles con la teoría de control de ecuaciones parabólicas. Sin embargo, hace falta
comparar la precisión de los métodos de reducción de orden reportados en la literatura, escoger
el mejor entre ellos y plantear un criterio de selección de orden.

Otra ventaja de usar modelos de orden reducido en comparación con modelos distribuidos
es que la teoría de observadores, y en general de control, es más madura para los primeros. A
continuación se presenta una breve revisión de las estrategias clásicas de estimación conjunta
estado-parámetros de sistemas en ecuaciones diferenciales ordinarias. Aunque recientemente ha
habido avances importantes en el desarrollo de algoritmos de identificación para problemas con
parametrizaciones no lineales (inmersión e invariancia, contracción, entre otros), sólo se contem-
plan soluciones para el problema con parametrizaciones lineales por encontrarse en un nivel de
madurez mayor y porque son suficientes para abordar los problemas en estudio.

1.6. Estimación conjunta del estado y los parámetros

Existen dos enfoques clásicos para resolver el problema de estimación conjunta estado-
parámetros de sistemas dinámicos de orden finito. El primero consiste en definir un estado aumen-
tado formado por las variables de estado originales del sistema y por los parámetros, y después
abordar el problema de estimación conjunta como la observación del nuevo estado. Aunque de
esta manera es posible aplicar la teoría de observadores para sistemas no lineales, en general es
difícil asegurar la estabilidad del algoritmo y más aún la convergencia de las estimaciones hacia
los valores «verdaderos». El segundo enfoque es el de los observadores adaptables; en este caso,
se diseña un observador que estime el estado del sistema a pesar de las incertidumbres paramé-
tricas mientras, al mismo tiempo, se usa el estado observado para identificar los parámetros del
sistema. Por lo general, la ley de adaptación resulta del análisis de estabilidad del observador y se
puede asegurar convergencia del estado del sistema, mientras la convergencia de los parámetros
requiere que se satisfagan ciertas condiciones de excitación persistente. A continuación se presen-
ta una breve revisión de los principales trabajos sobre ambos enfoques de estimación conjunta
estado-parámetros aplicados sobre todo a problemas en tiempo continuo.

Estimación del estado aumentado

A partir del estado aumentado (estado original y parámetros), Tunali y Tarn (1987) propo-
nen por primera vez analizar la identificabilidad de sistemas no lineales bajo criterios geométricos
de observabilidad. Los mismos autores aplican resultados sobre el análisis de la unicidad de reali-
zaciones de sistemas dinámicos no lineales y extienden los resultados de Glover y Willems (1974)
para sistemas lineales e invariantes en el tiempo (LIVT). Más tarde, Bortoff y Spong (1990) pro-
ponen un observador-identificador basado en el observador extendido de Luenberger desarrollado
en (Zeitz, 1987; Birk y Zeitz, 1988) para sistemas en tiempo continuo. Sin embargo, en el contexto
de sistemas en tiempo discreto, Cox (1964) ya había propuesto el filtro de Kalman extendido,
definido en (Jazwinski, 1970, Teor. 8.1), para observar el estado aumentado. Como alternativa
al FKE, Wan y van der Merwe (2000) proponen el Filtro de Kalman «sin esencia», el cual tie-
ne la ventaja de estar formulado al rededor de una aproximación cuya propagación del error de
linearización es menor que la del FKE (Julier y Uhlmann, 1997).
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Sin embargo, bajo esta metodología, en general es difícil garantizar la estabilidad del ob-
servador así como la convergencia del estado original y de los parámetros (Ljung, 1979). En este
sentido, Zhang (2005) muestra que el sistema aumentado debe ser uniformemente observable con
respecto al tiempo, lo cual implica cumplir condiciones de excitación persistente más estrictas
que las requeridas para garantizar la convergencia de la estimación paramétrica de un observador
adaptable. Además, la carga computacional es mayor porque es necesario resolver, en tiempo real,
una ecuación diferencial de Riccati de las dimensiones del estado aumentado.

Observadores adaptables clásicos

Como afirma Besançon (2007), en este caso el reto es llevar el sistema en estudio a alguna
estructura para la cual el problema de observación-identificación esté resuelto. Por un lado, los
observadores adaptables para sistemas LIVT empezaron a estudiarse desde la década de 1970 para
sistemas de una entrada y una salida (UEUS), y los resultados más importantes están compilados
en monografías como (Narendra y Annaswamy, 1989, Cap. 4) o (Ioannou y Sun, 1995, Sec. 5.3).
En general, el planteamiento para sistemas LIVT está basado en alguna forma canónica y consiste
en construir un regresor filtrando las señales de entrada y salida, según sea necesario, tal que
se recuperen los coeficientes de los polinomios del numerador y denominador de la función de
transferencia asociada al sistema.

En el caso de sistemas no lineales, el trabajo de Bastin y Gevers (1988) es quizá el primer
esfuerzo por plantear una alternativa al FEK para estimar conjuntamente el estado y los pará-
metros. Los autores proponen un observador adaptable de rango completo retomando el uso de
filtros auxiliares como en el caso clásico de sistemas LIVT y considerando que los parámetros
son funciones variantes en el tiempo. Aunque el problema se soluciona para sistemas no lineal
escritos en una forma canónica observable variante en el tiempo, la cual es lineal con respecto
a las cantidades desconocidas (estado, parámetros y/o combinaciones de ellos), no se caracteriza
la clase de sistemas que pueden llevarse a dicha forma, aunque sí se muestra que en ella están
contenidos los sistemas lineales variantes en el tiempo (LVT), sistemas bilineales variantes en el
tiempo observables y sistemas no lineales de segundo orden en la forma de fase variable.

Por otro lado, a partir de los resultados de Krener y Isidori (1983) sobre observadores para
sistemas linealizables por inyección de salida, en (Marino, 1990; Marino y Tomei, 1992) se ca-
racterizan los sistemas que pueden ser llevados a la forma canónica de Bastin y Gevers (1988) a
través de transformaciones estáticas o filtradas (dinámicas), respectivamente. Asimismo, resulta-
dos complementarios se compilan a la fecha en (Marino y Tomei, 1995, Cap. 5). Posteriormente,
en (Marino et al., 2001) se plantea una versión robusta del observador adaptable para evitar la
divergencia de los parámetros estimados, tal que la dinámica del error es entrada-estado estable
con respecto a perturbaciones externas y a la derivada temporal de los parámetros (variantes en el
tiempo), ambas acotadas. La robustificación se basa en una versión generalizada de las condiciones
de excitación persistente y de una extensión del lema de Barbalat.

Más adelante, Jung et al. (2006) facilitan el diseño del observador robusto introduciendo el
problema de minimización de la norma H8 entre los errores de estimación y las perturbaciones. De
esta forma, la condición de estabilidad del observador se plantea como una desigualdad matricial
lineal (LMI, por sus siglas en inglés). Por otro lado, se sabe que los observadores proporcionales-
integrales incrementan la precisión de las estimaciones en estado estacionario, agregan robustez
contra perturbaciones, entradas desconocidas y errores de modelado, además de ofrecer un grado
de libertad adicional para el diseño del observador (Söffker et al., 1995; Moreno, 2008). Por esta
razón, en (Jung et al., 2007) se agrega un término integral del error de observación y se incorpora
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un algoritmo de identificación con pérdida (Ioannou y Sun, 1995, Sec. 8.3.1), convirtiendo el
algoritmo en un observador adaptable proporcional-integral robusto.

Motivados por una aplicación práctica (Rajamani y Hedrick, 1995), Cho y Rajamani (1997)
extienden el observador de Marino y Tomei (1992) para sistemas ligeramente más generales en
los cuales el regresor depende del estado completo y no sólo de la parte medida. Además, en este
planteamiento se asume explícitamente que las no linealidades del sistemas son tipo Lipschitz. La
ventaja de esta formulación es que no es necesario encontrar una transformación de coordenadas,
problema en general nada trivial. Sin embargo, la existencia del observador depende a su vez de
la existencia de una función de Lyapunov con ciertas restricciones.

Por otro lado, de manera similar a Jung et al. (2006), Pourgholi y Majd (2011a) proponen
una versión resiliente o no frágil (Jeong et al., 2006) del observador de Cho y Rajamani (1997), la
cual es robusta contra incertidumbres en la ganancia del observador debidas a errores numéricos
o de implementación. Asimismo, el diseño de las matrices de ganancia se reduce a la solución
de una LMI y se usa una ley de adaptación con pérdida. Finalmente, Pourgholi y Majd (2011b)
extienden las propiedades de robustez y los grados de libertad para el diseño del observador
adaptable añadiendo la integral del error de observación al término de innovación, de lo cual
resulta un observador PI adaptable robusto.

Con un panorama más general, Besançon (2000) resalta que los observadores de Marino y
Tomei (1992) y de Cho y Rajamani (1997) comparten la propiedad de «detectabilidad indepen-
diente de los parámetros», la cual resulta cuando la dinámica del error de identificación cumple
una propiedad de pasividad (alguna versión del lema de Kalman-Yakubovich-Popov) entre el error
de identificación y regresor, que a su vez depende del error entre la salida medida y la salida es-
timada. Tal propiedad puede hacerse más evidente a través de una posible transformación de
coordenadas, estática o dinámica, y de condiciones convencionales de excitación persistente. Con
base en estos resultados, el autor propone un observador adaptable para la clase más general de
sistemas en la nueva «forma de observador adaptable no lineal». Posteriormente, como extensión
al trabajo de Besançon (2000), Stamnes et al. (2011) exploran el caso de un observador adaptable
de orden reducido y un rediseño que prescinde de la condición de pasividad mencionada, aunque
sí requiere la solución de una ecuación diferencial parcial para determinar la ley de adaptación.

En un esfuerzo de generalización mayor, Zhang (2002) propone un observador para sistemas
lineales variantes en el tiempo con múltiples entradas y múltiples salidas (MEMI), mientras la
mayoría de los diseños anteriores sólo contemplan sistemas con una salida. Tal diseño reúne a
todos los sistemas no lineales uniformemente observables afines en el estado y los parámetros, o
bien, sistemas que pueden llevarse a esta forma. En dicho trabajo también se analiza la robustez del
esquema propuesto y se asegura la convergencia exponencial del estado y los parámetros estimados
cuando no hay perturbaciones y además se cumple la condición de excitación persistente.

Más recientemente, Zhang (2005) revisa los diseños clásicos de Bastin y Gevers (1988),
Marino y Tomei (1992), Besançon (2000) y Zhang (2002) bajo un sólo enfoque; concluye que
el planteamiento de dichos esquemas requiere en general de dos transformaciones: la primera,
casi siempre estática, lleva las matrices de estado y de salida a una estructura conveniente; la
segunda, dinámica, simplifica la presencia de los parámetros en el sistema transformado. Por otro
lado, Besançon et al. (2006) han demostrado que, bajo una selección particular de la matriz de
ganancia, un observador tipo filtro de Kalman es equivalente a un observador adaptable para la
clase de sistemas no lineales afines en el estado y los parámetros. A partir del resultado anterior,
Li et al. (2011) proponen un observador adaptable para sistemas LVT cuyos parámetros aparecen
tanto en la ecuación de estado como en la ecuación de salida.
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1.7. Planteamiento del problema de investigación

Hipótesis

La hipótesis de esta tesis es:

«Existen versiones de orden reducido de los modelos de partícula única y de elec-
trodo único, suficientemente precisas y simples, que mantienen el significado físico de
los modelos y con las cuales es posible plantear el problema de estimación conjun-
ta estado-parámetros de celdas Li-Ion y capacitores DCE en el contexto de la teoría
clásica de observadores adaptables para sistemas dinámicos no lineales.»

Objetivos

El objetivo general de la tesis es:

Determinar un esquema de estimación conjunta estado-parámetros para celdas Li-Ion y
capacitores DCE usando modelos electroquímicos simplificados de orden reducido

Los objetivos particulares son:

Comparar varios métodos de reducción de orden por discretización espacial de ecuaciones
diferenciales parciales (parabólicas sin fuente), aplicarlos al MPU de celdas Li-Ion y al MEU
de capacitores DCE, y encontrar el más preciso

Proponer criterios de selección de orden para los modelos electroquímicos reducidos

Encontrar al menos una parametrización factible de los modelos de orden reducido

Determinar una estructura de observador adaptable para plantear el problema de estimación
conjunta estado-parámetros de modelos electroquímicos de orden reducido de celdas Li-Ion
y capacitores DCE

Aportaciones y publicaciones

A continuación se enumeran las aportaciones de la presente tesis en el campo del modelado,
observación e identificación de celdas Li-Ion y capacitores DCE. También se listan los artículos
de congreso y de revista que han resultado del trabajo realizado.

Las aportaciones son:

Comparación en el dominio del tiempo y de la frecuencia de varias aproximaciones de las
ecuaciones diferenciales parciales que aparecen en los modelos de partícula única y electrodo
único de celdas Li-Ion y de capacitores DCE como ecuaciones de estado

Comparación de dos criterios de selección de orden de los modelos de partícula única y
electrodo único de orden reducido

Análisis de observabilidad y controlabilidad de los modelos de orden reducido

Proposición de una parametrización de los modelos de partícula única y electrodo único con
el fin de plantear el problema de estimación conjunta estado-parámetros en el contexto de
observadores adaptables clásicos para sistemas no lineales
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Artículos presentados en congresos nacionales:

Romero-Becerril, A. y Alvarez-Icaza, L. (2010a). Modelo dinámico orientado a
control de un supercapacitor. En: Memorias del Congreso Nacional de la Asociación
de México de Control Automático, Puerto Vallarta, México

Romero-Becerril, A. y Alvarez-Icaza, L. (2011b). Reducción de orden por dis-
cretización de un modelo electroquímico para un supercapacitor. En: Memorias del
Congreso Nacional de la Asociación de México de Control Automático, Saltillo, México

Artículos presentados en congresos internacionales:

Romero-Becerril, A. y Alvarez-Icaza, L. (2010b). Reduced order dynamical model
for supercapacitors. En: Proceedings of the 7th International Conference on Electrical
Engineering, Computing Science and Automatic Control, Tuxtla Gutiérrez, México

Romero-Becerril, A. y Alvarez-Icaza, L. (2012). Order reduction and analysis of a
simplified electrochemical model for electric double-layer capacitors. En: Proceerings
of the ASME 5th Dynamic Systems and Control Conference and 11th Motion and
Vibration Conference, Ft. Lauderdale, Florida

Artículos en revistas especializadas:

Romero-Becerril, A. y Alvarez-Icaza, L. (2011a). Comparison of discretization
methods applied to the single-particle model of lithium-ion batteries. Journal of Power
Sources, 196, pp. 10267–10279

Romero-Becerril, A. y Alvarez-Icaza, L. (En revisión). Order reduction and analysis
of a simplified electrochemical model for electric double-layer capacitors. Journal of
Dynamical Systems, Measurement, and Control

Alcances y limitaciones

La parametrización de los potenciales de equilibrio contempla electrodos negativos de grafito
(LiC6), electrodos positivos de óxidos metálicos (LiMn2O4, LiCoO2 y LiNi0.8Co0.15Al0.05O2) y de
fosfato férrico (LiFePO4). En todos los casos se asume que las funciones de los potenciales de
equilibrio son estáticas y univaluadas, aunque se sabe que los electrodos de LiFePO4 presentan
histéresis. Por otro lado, en los modelos simplificados no se incluye el proceso en la solución
electrolítica ni la dinámica de la temperatura en la celda. Finalmente, el trabajo se limita a
encontrar parametrizaciones factibles que permitan plantear el problema de estimación conjunta
estado-parámetros de celdas Li-Ion y capacitores DCE en el contexto de la teoría clásica de
observadores adaptables para sistemas no lineales. El diseño, implementación numérica, evaluación
y puesta a punto de los observadores quedan como trabajo futuro.

Contenido de la tesis

En el Capítulo 2 se resume la deducción del modelo de partícula única de celdas Li-Ion y
del modelo de electrodo único de capacitores DCE a partir de un modelo generalizado de celdas
electroquímicas con intercalación de iones de litio y con formación de capa eléctrica doble como
mecanismos de polarización. En el Capítulo 3 se exploran dos criterios de selección de orden
aplicados a las ecuaciones de estado de los modelos electroquímicos simplificados y se presenta
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la comparación de varios métodos de reducción de orden encontrados en la literatura y otros
métodos de discretización cuya aplicación a los problemas en estudio se propone en esta tesis.
En el Capítulo 4 se formulan los modelos de orden reducido en su versión final y se propone un
método para calcular el estado de carga de celdas Li-Ion y capacitores DCE. En el Capítulo 5
se desarrollan los análisis de controlabilidad y observabilidad de los modelos de orden reducido
con base en la linealización de los modelos (celdas Li-Ion) y en las propiedades de simetría de las
matrices de discretización de los problemas de difusión abordados en el Capítulo 3. En el Capítulo
6 se propone una parametrización de los modelos de orden reducido, desarrollada a partir del
filtrado de las señales de entrada y salida de los modelos, y se plantea el problema de estimación
conjunta estado-parámetros con base en observadores adaptables clásicos para sistemas no lineales.
El Capítulo 7 cierra la tesis con algunas conclusiones sobre los resultados obtenidos y el trabajo
en curso, y se plantean varias direcciones hacia las cuales puede extenderse la investigación.



Capítulo 2

Modelos electroquímicos simplificados

En este capítulo se resume la deducción de los modelos de partícula única y de electrodo
único para celdas Li-Ion y capacitores DCE, respectivamente. Primero, con base en las teorías
de electrodos porosos y soluciones electrolíticas concentradas, se plantea un modelo general para
celdas de dos electrodos porosos con inserción de iones de litio y formación de capa eléctrica doble
como mecanismos de polarización. Después, la concentración del electrolito se asume uniforme a lo
largo de la celda y se realiza una primera simplificación. Posteriormente, el modelo se especializa
para el caso de inserción de iones de litio, con lo cual se llega al modelo de partícula única
de celdas Li-Ion. Por último, el modelo de electrodo único de capacitores DCE resulta de la
especialización del modelo general para el caso de polarización por formación de capa eléctrica
doble. En las deducciones se resalta el efecto de cada suposición sobre los modelos resultantes,
aspecto descuidado incluso en revisiones recientes como (Chaturvedi et al., 2010). Por otro lado,
los modelos simplificados se escriben en función de variables normalizadas con el fin de facilitar
la exposición de los capítulos subsecuentes.

2.1. Modelo de una celda de electrodos porosos

La geometría del interior de los electrodos de celdas Li-Ion y capacitores DCE es muy irre-
gular, por lo cual es impráctico y no tiene provecho desarrollar modelos demasiado detallados.
Desde una perspectiva macroscópica, la teoría de electrodos porosos (Newman y Tiedeman, 1975;
Newman, 1991) permite describir en esencia los procesos en celdas con electrodos de ese tipo. Las
suposiciones de la teoría son razonables e implican uniformidad en la estructura físicoquímica de
los elementos de la celda (electrodos y separador):

1. El efecto neto de los procesos varía sólo a lo largo de la celda y es despreciable en otras
direcciones, por lo cual el modelo macroscópico es unidimensional.

2. La densidad de corriente es uniforme en cualquier corte transversal de la celda.

3. La fracción ε ocupada por la solución electrolítica (porosidad) no varía a lo largo de ninguno
de los elementos de la celda, aunque en general sí cambia de un elemento a otro.

4. No hay cambios significativos ni en la composición ni en la porosidad de los electrodos
durante la operación de la celda, es decir, las reacciones parásitas y el intercambio de masa
son despreciables. Por lo tanto, no se modela el envejecimiento de la celda.

17
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Figura 2.1: Celda de electrodos porosos

Además de las suposiciones anteriores, se asume que el electrolito se disocia sólo en dos especies
de valencia unitaria (electrolito simétrico binario univalente), que es en general el caso de las
celdas Li-Ion y los capacitores DCE. Si se usara un electrolito diferente, el modelo presentado a
continuación podría reformularse revisando el desarrollo del Apéndice A. Finalmente, a lo largo
de la tesis la temperatura se asume constante y uniforme en toda la celda.

En la Figura 2.1 se muestra el esquema de una celda electroquímica de electrodos porosos
en la cual ocurren reacciones farádicas óxido-reducción por medio de intercalación de iones de
litio, así como carga y descarga de la capa eléctrica doble en las paredes de los poros. Existen
dos fases superpuestas a lo largo de la celda: una relacionada con el material sólido del electrodo
(fase sólida, «s») y otra con la solución electrolítica (fase electrolítica, «e»). La concentración del
electrolito ce en la solución sigue la ecuación de difusión (ver la Ecuación (A.32))
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donde la difusividad corregida De“εD
0
e{ς depende de la porosidad ε del electrodo, la difusividad

D0
e del electrolito en un medio no poroso y el factor de tortuosidad ς “ ε´

1
2 . El término de

corrección 1` d ln γe{d ln ce depende del coeficiente de actividad γe“γepceq del electrolito, el cual
es una medida de qué tanto interactúan los iones entre sí al moverse en la solución.

En el término fuente, a es el área de la superficie de las paredes de los poros por unidad
de volumen del electrodo, mientras t0` y t0´ son los números de transferencia de los cationes y
los aniones del electrolito utilizado. jfarn y jcapn son densidades de flujo equivalente del electrolito,
normales a la interfase electrodo-solución y apuntando hacia la solución, debidas a la polarización
de los electrodos. La primera se relaciona con reacciones farádicas y la segunda con la formación
de la capa eléctrica doble. Finalmente, se asume que los cationes del electrolito son equivalentes a
los aniones en las capas eléctricas dobles de los electrodos en el sentido que dq`{dq“dq´{dq“´

1
2

(Verbrugge y Liu, 2005a) y la condición inicial de (2.1) es cep0, xq“ce0pxq.



19

En los extremos de la celda no hay flujo de especies, por lo tanto, las condiciones de frontera
de (2.1) resultan

Bce
Bx

“ 0 en x “ 0 y x “ `cel. (2.2)

El perfil de ce a lo largo de la celda debe ser continuo porque los poros de los tres elementos están
comunicados. Entonces, las condiciones de continuidad en las fronteras electrodo-separador son

c´e “ csepe en x “ `´ y csepe “ c`e en x “ ¯̀sep, (2.3)

donde los superíndices «`», «´» y «sep» se refieren a los electrodos positivo y negativo, y al
separador, respectivamente.

Si idptq es la corriente aplicada al dispositivo y S es el área de la sección transversal de la
celda, por la suposición 2, la densidad de corriente total i es la suma de la densidad en cada una
de las fase, es decir,

i “ is ` ie y i “
id
S
. (2.4)

Como B i{Bx “ 0 y, por la ley de Faraday para reacciones electroquímicas (A.48), la densidad de
flujo neto del electrolito en la interfase electrodo-solución jn“ j

far
n ` jcapn está relacionada con la

densidad de corriente en cada fase de la forma

´B is
Bx

“
B ie
Bx

“ aFjn. (2.5)

La densidad de corriente en la solución electrolítica ie depende tanto de la conductividad
κ “ κpceq y el potencial eléctrico Φe en esta fase, como de la concentración ce del electrolito en la
solución. Con la suposición hecha sobre el electrolito usado y como el solvente no reacciona con
el electrodo (s0 “ 0 en (A.33) y por lo tanto en (A.42)), la expresión es

ie “ ´κ
BΦe

Bx
` κ

2RT

F
p1´ t0`q

ˆ

1`
d ln γe
d ln ce

˙

B ln ce
Bx

, (2.6)

donde F es la constante de Faraday para soluciones electrolíticas, R es la constante universal
de los gases y T la temperatura absoluta. En el caso de la fase sólida, la densidad de corriente
responde a la ley de Ohm

is “ ´σ
BΦs

Bx
, (2.7)

donde σ es la conductividad eléctrica efectiva del material del electrodo. Las condiciones de fron-
tera de (2.6) y (2.7) se plantean partiendo de que en los extremos de la celda la corriente es
totalmente conducida por la fase sólida, es decir,

is “ i y ie “ 0 en x “ 0 y x “ `cel, (2.8)

mientras en las fronteras electrodo-separador la solución electrolítica lleva toda la corriente porque
en el separador no existe la fase sólida

is “ 0 y ie “ i en x “ `´ y x “ ¯̀sep. (2.9)

Como se ve en la Figura 2.1, las partículas activas de cada electrodo se modelan como
pequeñas esferas de radio uniforme Rs. Las reacciones farádicas de intercalación en electrodos
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porosos son en general de la forma (Sequeira y Hooper, 1983)

Li` ` e´ `Θ
ox
ÝÝáâÝÝ
red

rLiδ ´Θ´δs, (2.10)

donde Θ es un hueco disponible para la inserción de iones de litio y e´ un electrón. Después de
insertarse, el litio conserva su carga positiva δ y el material receptor toma una carga negativa ´δ
de igual magnitud (Kanno et al., 1992). Entonces, la pareja ion de litio-hueco de inserción puede
tratarse como un electrolito disuelto en el material receptor de cada electrodo.

El proceso de intercalación se representa como un fenómeno de difusión. Con base en la
ecuación de balance de material para soluciones electrolíticas concentradas (A.32), y como no hay
producción de especies en las partículas receptoras, la concentración de iones de litio en estado
sólido cs (que es igual a la concentración de huecos ocupados, ver (A.29)) varía a lo largo del radio
r de una partícula de la forma (notar que en general cs también depende de la posición en x)

Bcs
Bt
“

1

r2

B

Br

”

Ds

ˆ

1`
d ln γs
d ln cs

˙

r2 Bcs
Br

ı

, csp0, r, xq “ cs0pr, xq. (2.11)

Las condiciones de frontera son

Bcs
Br

“ 0 en r “ 0 y ´Ds

ˆ

1`
d ln γs
d ln cs

˙

Bcs
Br

“ jn en r “ Rs. (2.12)

La primera representa, por simetría, un flujo nulo en el centro de la esfera, mientras la segunda
indica que en la superficie de la partícula activa el flujo de iones depende de la densidad de flujo jn
del electrolito en la interfase electrodo-solución del electrodo correspondiente. Ds es la difusividad
de los iones en el material receptor y el factor de corrección 1`d ln γs{d ln cs con γs“γspcsq tiene
el mismo significado que en (2.1). En este caso, la interacción de los iones de litio se debe a su
ordenamiento durante el proceso de intercalación (Tillement y Quarton, 1993).

La densidad de flujo debida a reacciones farádicas jfarn depende del sobrepotencial ηs del
electrodo por medio de la ecuación de polarización Butler-Volmer

jfarn “ j0

”

exp

ˆ

αaF

RT
ηs

˙

´ exp

ˆ

´αcF

RT
ηs

˙

ı

, (2.13)

donde j0 es la densidad de flujo de intercambio, propia de cada combinación electrodo-solución.
Para electrodos de inserción en celdas de Li-Ion, j0 se propone como una función de la concentra-
ción de iones de litio en la superficie de la partícula activa del electrodo css “ cspt, r“Rs, xq y la
concentración ce del electrolito en la solución (Fuller et al., 1994a; Doyle et al., 1996), tal que

j0 “ k0 c
αa
e pcsm ´ cssq

αacαc
ss , (2.14)

donde αa y αc son los coeficientes de transferencia para reacciones anódicas y catódicas en cada
electrodo y αa`αc “ 1. El sobrepotencial ηs es la diferencia de potencial de las fases η “ Φs´Φe

con respecto al potencial de equilibrio U “ Upcssq del electrodo, es decir,

ηs “ Φs ´ Φe ´ U ´ FRf jn, (2.15)

donde además se agregó la caída de potencial ´FRf jn debida a la película resistiva que aparece
en la interfase electrodo-solución en el primer ciclo carga/descarga de la celda (Doyle et al.,
1996; Zhang, 2011a). La densidad de flujo jcapn debida a la formación de la capa eléctrica doble
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está relacionada con el potencial del electrodo η “ Φs ´ Φe por medio de un efecto capacitivo
(Verbrugge y Liu, 2005a)

jcapn “
Ce
F

BpΦs ´ Φeq

Bt
, (2.16)

donde Ce es la capacitancia por unidad de volumen en el electrodo. Finalmente, el potencial en
las terminales del dispositivo vdptq es la diferencia de potencial en la fase sólida en cada extremo

vd “ Φs|x“`cel ´ Φs|x“0. (2.17)

2.2. Simplificación inicial

La concentración ce influye en los procesos de polarización sólo a través de la densidad de
corriente en la solución electrolítica. La primera simplificación consiste en asumir que la concen-
tración del electrolito es uniforme y constante a lo largo de toda la celda, es decir, cept, xq “ c0

e.
Esta suposición es arbitraria pero se sostiene porque el factor 2RT {F en (2.6) es muy pequeño.
Por otra parte, tanto el gradiente B ln ce{Bx como el factor de corrección 1` d ln γe{d ln ce crecen
de manera importante sólo si la celda opera en un régimen de carga o descarga sostenida durante
tiempos muy prolongados, tal que el electrolito se acumule excesivamente en uno de los extremos
de la celda. Entonces, esta simplificación es válida si la celda opera bajo regímenes que permitan
la relajación del electrolito (Fuller et al., 1994b), o bien, bajo corrientes pulsantes.

Con la suposición cept, xq“ c0
e y definiendo κ como la conductividad efectiva de la solución

en los poros, la Ecuación (2.1) no tiene efecto y las densidades de corriente en las fases sólida y
electrolítica son simplemente

is “ ´σ
BΦs

Bx
y ie “ ´κ

BΦe

Bx
. (2.18)

Al combinarse con la ley de Faraday (2.5) resulta

aFjn “ σ
B2Φs

Bx2
y aFjn “ ´κ

B2Φe

Bx2
. (2.19)

La condiciones de frontera explícitas de (2.19) se obtienen a partir de (2.4), (2.8) y (2.9). Para el
electrodo negativo son

BΦs

Bx
“
´id
Sσ´

y
BΦe

Bx
“ 0 en x “ 0, (2.20a)

BΦs

Bx
“ 0 y

BΦe

Bx
“
´id
Sκ´

en x “ `´, (2.20b)

y para el electrodo positivo son

BΦs

Bx
“ 0 y

BΦe

Bx
“
´id
Sκ`

en x “ ¯̀sep, (2.21a)

BΦs

Bx
“
´id
Sσ`

y
BΦe

Bx
“ 0 en x “ `cel. (2.21b)

Como la fase sólida no existe en el separador, para este elemento resulta simplemente

BΦe

Bx
“

´id
Sκsep

en x “ `´ y x “ ¯̀sep. (2.22)
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Al restar término a término (2.19) resulta la ecuación Daniel’-Bek (Newman, 1991)

aFjn “
κσ

κ` σ

B2η

Bx2
, (2.23)

donde η “ Φs ´ Φe, con las condiciones de frontera para el electrodo negativo

Bη´

Bx
“
´id
Sσ´

en x “ 0 y
Bη´

Bx
“

id
Sκ´

en x “ `´, (2.24)

y para el electrodo positivo

Bη`

Bx
“

id
Sκ`

en x “ ¯̀sep y
Bη`

Bx
“
´id
Sσ`

en x “ `cel. (2.25)

A través de (2.19)-(2.25) es posible calcular la diferencia del potencial en la fase electrolítica en los
extremos de la celda, es decir Φe|x“`cel´Φe|x“0, la cual servirá posteriormente en la deducción de
los modelos de partícula única (MPU) y de electrodo único (MEU) para celdas Li-Ion y capacitores
DCE, respectivamente.

Al igualar el gradiente de la densidad de corriente en la fase electrolítica en (2.19) con la
ecuación Daniel’-Bek (2.23) se obtiene

σ

κ` σ

B2η

Bx2
“ ´

B2Φe

Bx2
. (2.26)

Integrando la ecuación anterior con respecto a x (a lo largo de la celda) y usando las condiciones
de frontera de η y Φe se deducen expresiones para el potencial Φept, xq en cada elemento:

Φ´e “ Φ´e |x“0 `
σ´

κ´` σ´
`

η´|x“0 ´ η
´
˘

´
1

S

x

κ´` σ´
id para 0 ď x ď `´ (2.27a)

Φsep
e “ Φ´e |x“`´ ´

1

S

x

κsep
id para `´ă x ď ¯̀sep (2.27b)

Φ`e “ Φsep
e |x“¯̀sep `

σ`

κ`` σ`
`

η`|x“¯̀sep ´ η`
˘

`
1

S

¯̀sep ´ x

κ`` σ`
id para ¯̀sep ă x ď `` (2.27c)

Evaluando Φ´e en x “ `´, Φsep
e en x “ ¯̀sep y Φ`e en x “ `cel, la diferencia del potencial en la fase

electrolítica en los extremos de la celda es

Φ`e |x“`cel ´ Φ´e |x“0 “
σ´

κ´` σ´
`

η´|x“0 ´ η
´|x“`´

˘

`
σ`

κ`` σ`
`

η`|x“¯̀sep ´ η`|x“`cel
˘

´
1

S

ˆ

`´

κ´` σ´
`
`sep

κsep
`

``

κ`` σ`

˙

id. (2.28)

2.3. Modelo de partícula única de celdas Li-Ion

Aunque en la literatura hay varias versiones del modelo de partícula única de celdas Li-Ion, la
idea subyacente en todas es la misma: estudiar de manera promediada el proceso de intercalación
de iones de litio por medio de una partícula representativa de cada electrodo. Este objetivo se
consigue bajo las siguientes suposiciones:
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1. El efecto de la formación de la capa eléctrica doble es despreciable, es decir, jn “ jfarn .

2. La densidad de flujo en la interfase electrodo-solución es uniforme con respecto a la posición
x en los electrodos, es decir, jnpt, xq “ jnptq.

3. La celda opera en un régimen de baja polarización.

2.3.1. Deducción general del modelo de partícula única

La primera suposición es válida porque el efecto de la capa eléctrica doble sólo es significativo
a frecuencias superiores a 100 Hz, las cuales exceden por mucho el ancho de banda de operación
de celdas Li-Ion (Ong y Newman, 1999). La segunda suposición se sustenta especialmente si los
electrodos son delgados con respecto a su área transversal mientras las dos últimas suposiciones
son válidas simultáneamente si la celda opera a corrientes bajas.

La segunda suposición reduce significativamente la complejidad del modelo al eliminar el
acoplamiento de las condiciones de frontera (2.12) del problema de difusión de iones de litio en
estado sólido y la ecuación de polarización Butler-Volmer (2.13). De esta manera, la densidad
de flujo promediada jnptq se calcula integrando la ecuación Daniel’-Bek (2.23) a lo largo de cada
electrodo. Para el electrodo negativo resulta

j´n ptq “
1

`´

ż `´

0
jnpt, xq dx “

1

Fa´`´
κ´σ´

κ´` σ´

ż `´

0

B2η´pt, xq

Bx2
dx

“
1

Fa´`´
κ´σ´

κ´` σ´

ˆ

Bη´pt, `´q

Bx
´
Bη´pt, 0q

Bx

˙

, (2.29)

mientras para el electrodo positivo

j`n ptq “
1

``

ż `cel

¯̀sep
jnpt, xq dx “

1

Fa```
κ`σ`

κ`` σ`

ż `cel

¯̀sep

B2η`pt, xq

Bx2
dx

“
1

Fa```
κ`σ`

κ`` σ`

ˆ

Bη`pt, `celq

Bx
´
Bη`pt, ¯̀sepq

Bx

˙

. (2.30)

Sustituyendo las condiciones de frontera (2.24) y (2.25), finalmente jnptq queda en función de la
corriente aplicada id de la forma

j´n “
id

FSa´`´
y j`n “

´id
FSa```

(2.31)

para los electrodos negativo y positivo, respectivamente. Entonces, la condición de frontera en la
superficie de la partícula representativa de cada electrodo es

Bc´s
Br´

“
´1

FSD´s a´`´

ˆ

1`
d ln γ´s
d ln c´s

˙´1

id en r´ “ R´s , (2.32a)

Bc`s
Br`

“
1

FSD`s a```

ˆ

1`
d ln γ`s
d ln c`s

˙´1

id en r` “ R`s . (2.32b)

Con base en (2.15), la función de salida (2.17) se reescribe de la forma

vd “
`

Upcssq ` ηs ` Φe ` FRf jn
˘

|x“`cel ´
`

Upcssq ` ηs ` Φe ` FRf jn
˘

|x“0, (2.33)
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o bien, en términos de cantidades promediadas a lo largo de los electrodos,

vd “ U`pc`ssq ´ U
´pc´ssq ` η

`
s ´ η

´
s ` Φ`e |x“`cel ´ Φ´e |x“0 ` F pR

`
f j
`
n ´R

´
f j
´
n q. (2.34)

Como el potencial η se supone uniforme a lo largo de cada electrodo, (2.28) se reduce a

Φ`e |x“`cel ´ Φ´e |x“0 “
´1

S

ˆ

`´

κ´` σ´
`
`sep

κsep
`

``

κ`` σ`

˙

id (2.35)

porque η´|x“0´η
´|x“`´ “ η`

x“¯̀sep´η
`|x“`cel “ 0. Sustituyendo (2.31) en (2.34) resulta

F pR`f j
`
n ´R

´
f j
´
n q “

´1

S

ˆ

R`f
a```

`
R´f
a´`´

˙

id. (2.36)

Recordando que cssptq“cspt, Rsq y definiendo la resistencia óhmica total de la celda

Rcel “
1

S

ˆ

`´

κ´` σ´
`
`sep

κsep
`

``

κ`` σ`
`

R´f
a´`´

`
R`f
a```

˙

, (2.37)

la ecuación de salida (2.34) es finalmente

vd “ U`pc`ssq ´ U
´pc´ssq ` η`s

`

c´ss, id
˘

´ η´s
`

c´ss, id
˘

´ Rcel id. (2.38)

El sobrepotencial ηs puede obtenerse a través de la función de polarización Butler-Volmer.
Considerando que las reacciónes farádicas son simétricas en ambos electrodos (αa “ αc “ 1

2), la
Ecuación (2.13) se reescribe

jn “ j0

”

exp

ˆ

F

2RT
ηs

˙

´ exp

ˆ

´F

2RT
ηs

˙

ı

(2.39)

y la densidad de flujo de intercambio es

j0 “ k0rc
0
epcsm ´ cssqcsss

1
2 . (2.40)

Al invertir (2.39) resulta

ηs “
2RT

F
sinh´1

ˆ

1

2j0
jn

˙

(2.41)

y entoces los sobrepotenciales son

η´s
`

c´ss, id
˘

“
2RT

F
sinh´1

"

1

2FSa´k´0 `
´
rc0
epc

´
sm ´ c

´
ssqc

´
sss
´ 1

2 id

*

, (2.42a)

η`s
`

c`ss, id
˘

“
2RT

F
sinh´1

"

´1

2FSa`k`0 `
`
rc0
epc

`
sm ´ c

`
ssqc

`
sss
´ 1

2 id

*

. (2.42b)

En este punto conviene redefinir el factor de corrección γ “ γs “ γa, normalizar la concen-
tración de iones de litio en estado sólido cs con respecto a su valor máximo csm y la coordenada
radial r con respecto al radio Rs de una partícula representativa tal que

ζ “ xa “
na

na ` nb
“

na{V

pna ` nbq{V
“

cs
csm

y ξ “
r

Rs
, (2.43)
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donde na es el número de moles de iones intercalados, nb el número de moles de huecos disponibles
para intercalación, V es el volumen ocupado por las fracciones a y b, y ζ “ xa la fracción molar
de iones insertados. A continuación se reescribe el modelo de partícula única.

Difusión de iones de litio en la partícula representativa del electrodo negativo:

Bζ´

Bt
“

D´s
pR´s q2

1

ξ2

B

Bξ

”

ξ2

ˆ

1`
d ln γ´

d ln ζ´

˙

Bζ´

Bξ

ı

con ζ´p0, ξq “ ζ´0 pξq (2.44a)

Bζ´

Bξ
“ 0 en ξ “ 0 y

Bζ´

Bξ
“

´R´s
FSD´s a´c

´
sm `´

ˆ

1`
d ln γ´

d ln ζ´

˙´1

id en ξ “ 1 (2.44b)

Difusión de iones de litio en la partícula representativa del electrodo positivo:

Bζ`

Bt
“

D`s
pR`s q2

1

ξ2

B

Bξ

”

ξ2

ˆ

1`
d ln γ`

d ln ζ`

˙

Bζ`

Bξ

ı

con ζ`p0, ξq “ ζ`0 pξq (2.45a)

Bζ`

Bξ
“ 0 en ξ “ 0 y

Bζ`

Bξ
“

R`s
FSD`s a`c

`
sm ``

ˆ

1`
d ln γ`

d ln ζ`

˙´1

id en ξ “ 1 (2.45b)

Sobrepotenciales de los electrodos:

η´s
`

ζ´s , id
˘

“
2RT

F
sinh´1

"

1

2FS
a

c0
e a
´c´sm k

´
0 `
´
rp1´ ζ´s qζ

´
s s
´ 1

2 id

*

(2.46a)

η`s
`

ζ`s , id
˘

“
2RT

F
sinh´1

"

´1

2FS
a

c0
e a
`c`sm k

`
0 `
`
rp1´ ζ`s qζ

`
s s
´ 1

2 id

*

(2.46b)

Función de salida:

vd “ ´U
´pζ´s q ` U

`pζ`s q ´ η
´
s

`

ζ´s , id
˘

` η`s
`

ζ`s , id
˘

´Rcel id, (2.47)

con Rcel definida como en (2.37) y la fracción superficial ζsptq“ζpt, ξ“1q.

La suposición 3 implica que el factor de corrección 1`d ln γs{d ln cs“1`d ln γ{d ln ζ«1, lo
cual vuelve lineales la ecuación de difusión en estado sólido (2.11) y sus condiciones de frontera
(2.12). Esta misma suposición implica que el sobrepotencial ηs de cada electrodo varía muy poco
en la ecuación Butler-Volmer de polarización (2.13), la cual entonces puede aproximarse con una
versión linealizada alrededor de ηs“0 de la forma

jn “ j0
pαa ` αcqF

RT
ηs. (2.48)

Entonces, el sobrepotencial de los electrodos, con αa“αc“ 1
2 , resulta

ηs “
RT

F

1

j0
jn. (2.49)

Sustituyendo (2.31), los sobrepotenciales de los electrodos son finalmente

η´s
`

c´ss, id
˘

“ %´pc´ssq id “
RT

F 2S
a

c0
e a
´k´0 `

´
rpc´sm ´ c

´
ssqc

´
sss
´ 1

2 id, (2.50a)

η`s
`

c`ss, id
˘

“ ´%`pc`ssq id “
´RT

F 2S
a

c0
e a
`k`0 `

`
rpc`sm ´ c

`
ssqc

`
sss
´ 1

2 id. (2.50b)
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Con esta última consideración y con la normalización (2.43), el modelo se resume como sigue.
Difusión de iones de litio en la partícula representativa del electrodo negativo:

Bζ´

Bt
“

D´s
pR´s q2

1

ξ2

B

Bξ

ˆ

ξ2 Bζ
´

Bξ

˙

con ζ´p0, ξq “ ζ´0 pξq (2.51a)

Bζ´

Bξ
“ 0 en ξ “ 0 y

Bζ´

Bξ
“

´R´s
FSD´s a´c

´
sm `´

id en ξ “ 1 (2.51b)

Difusión de iones de litio en la partícula representativa del electrodo positivo:

Bζ`

Bt
“

D`s
pR`s q2

1

ξ2

B

Bξ

ˆ

ξ2 Bζ
`

Bξ

˙

con ζ`p0, ξq “ ζ`0 pξq (2.52a)

Bζ`

Bξ
“ 0 en ξ “ 0 y

Bζ`

Bξ
“

R`s
FSD`s a`c

`
sm ``

id en ξ “ 1 (2.52b)

Funciones auxiliares:

%´pζ´s q “
RT

F 2S
a

c0
e a
´c´sm k

´
0 `
´
rp1´ ζ´s qζ

´
s s
´ 1

2 , (2.53a)

%`pζ`s q “
RT

F 2S
a

c0
e a
`c`sm k

`
0 `
`
rp1´ ζ`s qζ

`
s s
´ 1

2 (2.53b)

Función de salida:

vd “ ´U
´pζ´s q ` U

`pζ`s q ´
`

%´pζ´s q ` %
`pζ`s q `Rcel

˘

id, (2.54)

con Rcel definida como en (2.37) y ζsptq“ ζpt, ξ“ 1q. En la Figura 2.2 se muestra el perfil de las
funciones %´pζ´s q y %`pζ`s q normalizado contra los parámetros ϑ´c y ϑ`c , respectivamente, definidos
más adelante en (4.5).
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Figura 2.2: Perfil normalizado de las funciones %´pζ´s q y %`pζ`s q

2.3.2. Potenciales de equilibrio de los electrodos

Como se especifica en la Sección 1.1, los electrodos negativos (ánodos) de celdas Li-Ion se fa-
brican de compuestos carbónicos (grafito, coque de petróleo) con inserciones de litio, identificados
por la fórmula LiC6. Los electrodos positivos (cátodos) se fabrican de uno o varios óxidos metálicos
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con inserciones de litio, como LiMn2O4 y LiCoO2 o LiNi0.8Co0.15Al0.05O2. Recientemente se ha
extendido el uso de LiFePO4 (fosfato férrico) en aplicaciones portátiles y se investiga su aplicación
en vehículos eléctricos. Las combinaciones ánodo-cátodo más comunes y sus aplicaciones típicas
se enumeran brevemente a continuación.

1. LiC6(coque de petróleo)-LiMn2O4: Es la primera generación de celdas Li-Ion reversibles.
Aunque actualmente está en desuso, esta tecnología sigue en desarrollo con el fin de aplicarse
a vehículos eléctricos híbridos.

2. LiC6(grafito)-LiCoO2: Es la segunda generación de celdas Li-Ion y se usa actualmente a
dispositivos portátiles ligeros (teléfonos celulares, computadoras, herramientas, etc.).

3. LiC6(grafito)-LiNi0.8Co0.15Al0.05O2: Con características similares a la combinación anterior,
es una alternativa más barata y actualmente se aplica a vehículos eléctricos.

4. LiC6(grafito)-LiFePO4: Es la generación más reciente. Se encuentra en desarrollo y actual-
mente su aplicación principal es en dispositivos portátiles ligeros, aunque también se inves-
tiga su uso en vehículos eléctricos híbridos.

En la expresión (2.54) se observa que la diferencia ´U´pζ´s q`U`pζ`s q entre los potenciales de
equilibrio (en la superficie de las partículas representativas) de los electrodos positivo y negativo,
respectivamente, es la principal contribución a la tensión de salida vdptq de una celda Li-Ion.
El perfil del potencial de equilibrio (potencial de circuito abierto) de un electrodo particular
depende del material con que está construido, aunque predomina un componente sigmoidal, y varía
monotonicamente en sentido decreciente con respecto a su argumento, ζ´s o ζ`s , según el electrodo
de que se trate. Comúnmente, la caracterización de los potenciales de equilibrio se realiza fuera
de línea con experimentos sobre «media celda», los cuales pueden ser principalmente de dos tipos.
El primero corresponde al caso en que sólo cuenta con una celda comercial sellada y se asume
conocido el perfil del potencial de equilibrio del electrodo opuesto al de interés, como en (Smith y
Wang, 2006b). La celda se lleva a su tensión máxima (o mínima) nominal y se descarga (o carga)
lentamente. Finalmente, con base en los datos generados durante el experimento, se recupera el
perfil del potencial de equilibrio del electrodo de interés. En el segundo método de caracterización
de media celda se tiene acceso directo a los materiales de construcción de electrodo de interés,
como en (Karthikeyan et al., 2008). Entonces caso se construye media celda experimental usando
el material del electrodo de interés y litio sólido a manera de electrodo de referencia. Como en el
primer caso, el perfil del electrodo de interés se sintetiza a partir de datos experimentales.

En los dos escenarios de caracterización descritos se usan conjuntos de funciones ortogona-
les arbitrarias (polinomios, funciones exponenciales, trigonométricas, hiperbólicas, splines, etc.)
y métodos estándar de regresión numérica para obtener una expresión que describa el perfil del
potencial U de interés con respecto a la fracción ζs de iones de litio. A menudo los perfiles de los
potenciales tienen formas caprichosas con secuencias de caídas pronunciadas y mesetas, por lo cual
es común obtener expresiones complicadas con parametrizaciones no lineales así como funciones
definidas por intervalos, lo cual dificulta (aunque no impide) su incorporación en algoritmos de
identificación en línea. Como ilustración, a continuación se muestran las funciones de los poten-
ciales de equilibrio de la celda reportada por Smith y Wang (2006b), la cual se usa como ejemplo
en el resto de la tesis. Los autores tomaron de (Doyle y Fuentes, 2003) el potencial de equilibrio
del electrodo negativo, mientras el potencial del electrodo positivo lo obtuvieron por medio de
experimentos propios. Se definen x“ζ´s y y“ζ`s por simplicidad.
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Electrodo negativo (LiC6, grafito):

U´pxq “ 8.002296379` 5.064722977x´ 12.57808059x
1
2 ´ 8.632208755ˆ10´4x´1

` 2.176468281ˆ10´5x
3
2 ´ 0.4601573522e15p0.06´xq

´ 0.5536351675e´2.432630003px´0.92q (2.55)

Electrodo positivo (LiNi0.8Co0.15Al0.05O2):

U`pyq “ 85.685y6 ´ 357.70y5 ` 613.89y4 ´ 555.65y3 ` 281.06y2 ´ 76.648y

´ 0.30987e5.657y115
` 13.1983 (2.56)

El Apéndice B contiene una colección de funciones de potenciales de equilibrio de electrodos
fabricados con los materiales enumerados al inicio de esta sección, las cuales fueron obtenidas de
una revisión bibliográfica exhaustiva. Los potenciales de electrodos de LiFePO4 considerados son
estáticos y univaluados, aunque está demostrado que tales electrodos presentan histéresis según
la dirección de la corriente aplicada (Srinivasan y Newman, 2006; Safari y Delacourt, 2011a).

Un enfoque más sistemático para obtener expresiones que representen los potenciales de
equilibrio de electrodos de celdas Li-Ion es la teoría de la energía libre de Gibbs (en exceso), la
cual está resumida brevemente en el Apéndice C. Bajo este contexto, los potenciales de equilibrio
Upζsq tienen tres componentes combinados aditivamente de la forma

Upζsq “ U0 ` UN pζsq ` UEpζsq. (2.57)

U0 es el potencial estándar del electrodo, en general constante. UN pζsq es el potencial ideal o
de Nernst, el cual representa la variación del potencial de equilibrio con respecto a la fracción
molar normalizada ζs en condiciones ideales a temperatura ambiente (T “ 20˝C“ 293.5 K), y se
determina por la función sigmoidal

UN pζsq “
RT

F
r lnp1´ζsq ´ ln ζs s, (2.58)

donde R es la constante ideal de los gases y F la constante de Faraday. Finalmente, el potencial
en exceso UEpζsq indica la diferencia entre el comportamiento ideal y la variación experimental
observada en el potencial U con respecto a ζs. En general, UE es un término arbitrario y se diseña
para cada aplicación específica. En el caso de celdas Li-Ion se ha usado tanto la expansión de
Wohl (Verbrugge y Koch, 1996)

UEpζsq “
N
ÿ

k“1

ϑk ζ
k
s , (2.59)

como la expansión de Redlich-Kister (Karthikeyan et al., 2008)

UEpζsq “ ϑ1p2ζs´1q `
N
ÿ

k“2

ϑk r 2pk`1qpζ2
s´ζsq ` 1 sp2ζs´1qk´2, (2.60)

las cuales son combinaciones lineales de polinomios de diferentes bases. Aunque ambas expansiones
son equivalentes porque en general existe una relación unívoca entre los parámetros ϑk de una
y otra, los parámetros de la expansión Redlich-Kister se mantienen dentro del mismo orden de
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magnitud, mientras los parámetros de la expansión de Wohl tienden a incrementar junto con
el grado del polinomio asociado. De esta manera, la expansión (2.60) es más conveniente que
(2.59) para plantear estrategias de identificación en línea; conocer la ventana de variación de
los parámetros facilita la calibración de algoritmos robustos como mínimos cuadrados con zona
muerta, con proyección o con pérdida (Ioannou y Sun, 1995).

En las Figuras 2.3 y 2.4 se comparan los perfiles de varios potenciales de equilibrio de elec-
trodos negativos y positivos de celdas Li-Ion, correspondientes a las combinaciones ánodo-cátodo
más comunes encontradas en la literatura, contra aproximaciones basadas en las expansiones de
Wohl y Redlich-Kister. En todos los casos, los parámetros ϑk se obtuvieron con el comando fit
de Matlab usando un algoritmo lineal de mínimos cuadrados. La temperatura se fijó en 20˝C y el
número de parámetros se incrementó hasta conseguir un error cuadrático medio menor a 10´2; la
excepción fue potencial del cátodo de LiNi0.8Co0.15Al0.05O2 tomado de (Dai et al., 2014), para el
cual el mejor error cuadrático medio obtenido fue poco menor a 6ˆ10´2 (ver la Ecuación (B.14)).
Los resultados de los ajustes se muestran en las Tablas D.3 y D.4.

En la Figura 2.3 se muestran potenciales relacionados con ánodos de LiC6, clasificados por
familias según su perfil. La Familia 1 (k“4) corresponde a ánodos fabricados con coque de petróleo,
usados en las primeras generaciones de celdas Li-Ion; las Familias 2 y 3 (k “ 12) corresponden
a carbón duro; los potenciales de la Familia 4 (k “ 12), debido a las mesetas que se observan
en los perfiles, posiblemente corresponden a ánodos de MCMB (meso-carbon micro-beads) como
los reportados en (Karthikeyan et al., 2008). En todos los casos se observa que los potenciales
aproximados a través del planteamiento de (2.57) junto con las expansiones (2.59) y (2.60) son
casi idénticos a los potenciales encontrados en la literatura dentro del rango útil típico de un
ánodo, es decir, dentro de la ventana „ 0.01ă ζ´s ă„ 0.8 (Karthikeyan et al., 2008). Sólo en el
caso de la Familia 1 hay pequeñas discrepacias cuando ζ´s ă0.05.

En la Figura 2.4 se muestran los potenciales de equilibrio y sus aproximaciones basadas
en (2.57) y las expansiones (2.59) y (2.60) de cuatro materiales usados para fabricar cátodos de
celdas Li-Ion y revisados en (Zhang, 2011b). En este caso, el rango útil se encuentra dentro de
„ 0.45ă ζ`s ă„ 0.98 (Karthikeyan et al., 2008). En la Figura 2.4a (LiMn2O4, k“ 9) se observa
que las aproximaciones reproducen con mucha precisión dentro de todo el rango útil, mientras
el resto presenta pequeñas discrepacias cuando ζ`s ą 0.9. En la Figura 2.4b (LiCoO2, k “ 5) las
aproximaciones claramente reproducen los potenciales de referencia dentro del rango útil. Los dos
potenciales tomados de (Ramadass et al., 2003; Sikha et al., 2004) son regresiones basadas en
cocientes de polinomios cuyo denominador tiene raíces dentro de 0.2ă ζ`s ă 0.45, lo cual explica
el comportamiento hiperbólico de los perfiles de referencia. En la Figura 2.4c se muestra la mejor
aproximación obtenida para el material correspondiente (LiNi0.8Co0.15Al0.05O2, k “ 7). En este
caso, incluso aumentando drásticamente el número de términos de las expansiones polinomiales,
no fue posible mejorar la precisión hacia el final del rango útil. Finalmente, en la Figura 2.4d se
muestran dos potenciales típicos de cátodos fabricados con LiFePO4, los cuales se caracterizan por
tener poca variación dentro de la mayor parte del rango útil y tener una caída pronunciada hacia
el final. Debido a tal característica, en comparación con las aproximaciones de otros potenciales,
se necesitaron muchos términos (k “ 13) para conseguir aproximaciones que cumplieran con el
error cuadrático medio prefijado.
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(b) Familia 2
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Wohl − Redlick−Kister

(c) Familia 3
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(Safari y Delacourt, 2011b)

Wohl − Redlick−Kister

(Dai et al., 2014)

Wohl − Redlick−Kister

(d) Familia 4

Figura 2.3: Potenciales de equilibrio de electrodos negativos (LiC6) de celdas Li-Ion
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(b) LiCoO2
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Wohl − Redlick−Kister
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(c) LiNi0.8Co0.15Al0.05O2
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(Srinivasan y Newman, 2004)

Wohl − Redlick−Kister

(Safari y Delacourt, 2011b)

Wohl − Redlick−Kister

(d) LiFePO4

Figura 2.4: Potenciales de equilibrio de electrodos positivos de celdas Li-Ion
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Observaciones

1. En la mayoría de las referencias consultadas se asume que la ecuación de difusión (2.12) y
sus condiciones de frontera (2.11) son lineales, es decir, que 1 ` d ln γs{d ln cs “ 1. Esto se
debe a que el fenómeno de difusión de iones de litio en estado sólido se formula a través de
las leyes de Fick, caso particular de la teoría de soluciones diluidas (ver el Apéndice A). Sin
embargo, el primer enfoque sólo toma en cuenta la interacción del soluto con el solvente y
desprecia la interacción entre las especies iónicas, lo cual puede provocar errores importantes
en las predicciones del modelo de partícula única operando a corrientes mayores a la nominal
(Chaturvedi et al., 2010). Tales errores comúnmente se atribuyen a la simplificación inicial, es
decir, despreciar la dinámica de la concentración del electrolito en la solución (cept, xq“c0

e).

2. Siguiendo la idea de (Verbrugge y Koch, 1996), el mismo problema de difusión se plantea en
(Karthikeyan et al., 2008) con base en la teoría de soluciones concentradas y el coeficiente de
actividad γspcssq en el factor de corrección se calcula por medio de la energía libre de Gibbs
en exceso (ver el final del Apéndice C). Con esta mejora el modelo muestra predicciones
con error mínimo al aplicar corrientes de hasta el doble del valor nominal. Sin embargo,
aumenta sustancialmente la complejidad del problema de difusión en estado sólido. Por
esta razón, un objetivo particular de esta tesis es plantear el problema de observación e
identificación de modelos en el contexto de la teoría clásica de observadores adaptables a
partir del modelo (2.51)-(2.54), usando ecuaciones de estado lineales, tal que los parámetros
se calibren automáticamente.

3. A pesar que la tercera suposición permite el uso de la versión linealizada (2.48) de la ecua-
ción Butler-Volmer, en la literatura casi nunca se explota esta ventaja, salvo en trabajos
seminales (Newman y Tobias, 1962; Newman y Tiedeman, 1975) o en estudios del problema
de difusión en estado sólido por medio de técnicas en el domino de la frecuencia. Por lo co-
mún se conservan las expresiones no lineales (2.42) de los sobrepotenciales en las interfaces
electrodo-solución, o bien, en su forma normalizada (2.46), lo cual implica contradicciones
metodológicas y complica el modelo innecesariamente.

4. Aunque a final de cuentas el planteamiento de los potenciales de equilibrio de los electrodos
esté basado en aproximaciones heurísticas de los potenciales en exceso, este enfoque tiene
una base teórica firme y sistemática. Además, las expresiones resultantes poseen propiedades
estructurales útiles, como suavidad, continuidad y parametrización lineal. Sin embargo, en el
futuro, quizá sea conveniente sintetizar potenciales de exceso con base en las características
de cada material (menos genéricos) con el fin de disminuir la cantidad de parámetros, lo
cual podría dar como resultado expresiones con parametrizaciones no lineales. Lo anterior
impone un reto que está fuera de los alcances de esta tesis.

2.4. Modelo de electrodo único de capacitores DCE

El modelo de electrodo único para capacitores DCE está basado en las siguientes suposiciones:

1. Las reacciones farádicas son despreciables, es decir, jn“j
cap
n .

2. Los electrodos son de igual geometría y composición.

3. El capacitor opera dentro de los límites nominales de corriente y tensión.
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La primera suposición es obvia porque no hay material de intercalación en los electrodos de
capacitores DCE y además, bajo la tercera suposición, las reacciones farádicas parásitas en estos
dispositivos tienen efectos mínimos (Pillay y Newman, 1996). Por otro lado, por simplicidad de
fabricación, la segunda suposición en general se cumple.

Al igualar la ecuación Daniel’-Bek (2.23) con la ecuación (2.16), que describe la dinámica
de la formación de la capa eléctrica doble en las paredes de los poros de los electrodos, bajo la
primera suposición, la distribución del potencial ηpt, xq en el electrodo negativo es

Bη´

Bt
“

1

a´C´e

κ´σ´

κ´ ` σ´
B2η´

Bx2
con η´p0, xq“η´0 pxq para 0 ď x ď `´, (2.61)

con las condiciones de frontera (de la ecuación Daniel’-Bek)

Bη´

Bx
“
´id
Sσ´

en x “ 0 y
Bη´

Bx
“

id
Sκ´

en x “ `´, (2.62)

mientras para el electrodo positivo resulta

Bη`

Bt
“

1

a`C`e

κ`σ`

κ` ` σ`
B2η`

Bx2
con η`p0, xq“η`0 pxq para ¯̀sep ď x ď `cel, (2.63)

con las condiciones de frontera (también de la ecuación Daniel’-Bek)

Bη`

Bx
“

id
Sκ`

en x “ ¯̀sep y
Bη`

Bx
“
´id
Sσ`

en x “ `cel. (2.64)

La función de salida (2.17) puede reescribirse de la forma

vd “ pη
` ` Φ`e q|x“`cel ´ pη

´ ` Φ´e q|x“0, (2.65)

o bien, sustituyendo (2.28) y simplificando

vd “
´κ´

κ´` σ´
η´|x“0 ´

σ´

κ´` σ´
η´|x“`´ `

σ`

κ`` σ`
η`|x“¯̀sep `

κ`

κ`` σ`
η`|x“`cel

´
1

S

ˆ

`´

κ´` σ´
`
`sep

κsep
`

``

κ`` σ`

˙

id. (2.66)

La suposición sobre la simetría entre los electrodos permite hacer κ“ κ˘, σ “ σ˘, `“ `˘,
a“a˘, Ce“C˘e , η´|x“0“´η

`|x“`cel y η´|x“`´“´η`|x“¯̀sep . Entonces, es suficiente considerar la
dinámica de uno de los dos electrodos; se escoge el positivo por simplicidad. La tercera suposición
implica que la capacitancia específica de los electrodos Ce es un parámetro constante. De esta
forma, el modelo de electrodo único (MEU) resulta

Bη`

Bt
“

1

aCe

κσ

κ` σ

B2η`

Bx2
con η`p0, xq“η`0 pxq para ¯̀sep ď x ď `cel (2.67a)

Bη`

Bx
“

id
Sκ

en x “ ¯̀sep y
Bη`

Bx
“
´id
Sσ

en x “ `cel, (2.67b)

y la función de salida se reduce a

vd “
2σ

κ` σ
η`|x“¯̀sep `

2κ

κ` σ
η`|x“`cel ´

1

S

ˆ

2 `

κ` σ
`
`sep

κsep

˙

id. (2.68)
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Finalmente, haciendo η“ η` y normalizando la coordenada longitudinal sobre el electrodo
positivo de la manera ξ“px` ¯̀sepq{`, el MEU se reescribe como se muestra a continuación.

Ecuación de carga de la capa eléctrica doble:

Bη

Bt
“

1

aCe`2
κσ

κ` σ

B2η

Bξ2
con ηp0, ξq“η0pξq para 0 ď ξ ď 1 (2.69)

Condiciones de frontera:

Bη

Bξ
“

`

Sκ
id en ξ “ 0 y

Bη

Bξ
“
´`

Sσ
id en ξ “ 1 (2.70)

Función de salida:

vd “
2σ

κ` σ
η |ξ“0 `

2κ

κ` σ
η |ξ“1 ´

1

S

ˆ

2 `

κ` σ
`
`sep

κsep

˙

id (2.71)



Capítulo 3

Reducción de orden

En este capítulo se obtienen aproximaciones de orden finito de los problemas de difusión
asociados a los modelos de partícula única de celdas Li-Ion y de electrodo único de capacitores
DCE. Primero se desarrollan dos criterios, sugeridos pero no explorados en (Smith et al., 2008),
para elegir el orden de los modelos reducidos: uno basado en la cobertura del espectro de la
señal de excitación y otro en la magnitud de los residuos de la convolución entre la ecuación de
estado del modelo y la señal de entrada. La aplicación de estos criterios se ejemplifica con una
señal de prueba rectangular, en la cual se basan los protocolos recomendados por fabricantes e
instituciones normativas para caracterizar celdas Li-Ion y capacitores DCE. Después se evalúa, en
el domino del tiempo y de la frecuencia, la precisión de tres métodos de discretización aplicados
en sus formas clásicas a los problemas de difusión con el fin de comparar el compromiso entre
el orden y la precisión de cada aproximación. Los métodos evaluados son el del elemento finito,
el de diferencias finitas y el de cuadratura diferencial; los tres se combinan con cuatro mallas de
discretización. Además se prueban dos aproximaciones polinomiales de orden bajo propuestas en
una simplificación alternativa del MPU de celdas Li-Ion.

3.1. Problemas de difusión

Las ecuaciones de estado de los modelos en estudio son ecuaciones de difusión en una dimen-
sión, sin convección ni términos fuente y con condiciones de frontera de Neumann. En el MPU,
el problema de difusión de iones de litio en estado sólido de cada electrodo se representa con la
ecuación de difusión radial

Bψpt, ξq

Bt
“

1

τ

1

ξ2

B

Bξ

ˆ

ξ2 Bψpt, ξq

Bξ

˙

. (3.1)

En el MEU de capacitores DCE, la distribución del potencial en la interfase electrodo-solución se
describe a lo largo del electrodo (positivo) con la ecuación de difusión longitudinal

Bψpt, ξq

Bt
“

1

τ

B2ψpt, ξq

Bξ2
. (3.2)

En ambos casos la condición inicial es ψp0, ξq “ ψ0pξq, el dominio espacial es 0 ď ξ ď 1 y las
condiciones de frontera pueden generalizarse de la forma

Bψpt, 0q

Bξ
“ w0ptq y

Bψpt, 1q

Bξ
“ w1ptq. (3.3)
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De esta forma, el objeto de estudio de este capítulo es el problema de difusión radial (PDR) y el
problema de difusión longitudinal (PDL) definidos por (3.1), (3.3) y (3.2), (3.3), respectivamente.
Para el MPU, la variable de estado, la constante de tiempo τ y las condiciones de frontera se
redefinen tal que

ψ´pt, ξq “ ζ´pt, ξq,
1

τ´
“

D´s
pR´s q2

, w´0 ptq “ 0 y w´1 ptq “
´R´s

FSD´s a´c
´
sm `´

idptq, (3.4a)

ψ`pt, ξq “ ζ`pt, ξq,
1

τ`
“

D`s
pR`s q2

, w`0 ptq “ 0 y w`1 ptq “
R`s

FSD`s a`c
`
sm ``

idptq, (3.4b)

para los electrodos negativo y positivo. Definiciones análogas para el MEU son

ψpt, ξq “ ηpt, ξq,
1

τ
“

1

aCe`2
κσ

κ` σ
, w0ptq “

`

Sκ
idptq y w1ptq “

´`

Sσ
idptq. (3.5)

3.2. Criterios de selección de orden

En (Smith et al., 2008) se sugieren pero no se discuten dos criterios para seleccionar el
orden de una variante del MPU propuesto en (Smith et al., 2007). El primer criterio consiste
en escoger el ancho de banda del modelo reducido tal que cubra una parte representativa del
espectro de la señal de prueba aplicada. En el segundo se estudia el efecto de la señal de entrada
sobre las ecuaciones de difusión comparando la magnitud de los residuos asociados con cada modo
de la respuesta del sistema (o subsistema) y se escoge al modelo reducido tal que conserve los
modos dominantes. La suposición fundamental para ambos criterios es que la respuesta en los
puntos de interés críticos (las fronteras) de los modelos aproximados de orden q es idéntica a la
respuesta analítica dentro del ancho de banda delimitado por la magnitud |pq| del q-ésimo polo,
cuya determinación es el problema a resolver en esta sección; en la siguiente se probarán varias
combinaciones entre métodos y mallas de discretización para discernir cuál de ellas se acerca más
a tal idealización.

En el análisis sólo se consideran funciones de transferencia que relacionan las condiciones
w0ptq y w1ptq con la variable de estado ψpt, ξq evaluada en las fronteras ξ“0 y ξ“1. La justificación
es que, tanto para el PDR como para el PDL, el efecto crítico de una entrada sobre la variable de
estado se manifiesta en las fronteras (Bhikkaji y Söderström, 2001). Además, la variable de estado
afecta las funciones de salida de los modelos en estudio sólo a través de su valor en dichos puntos;
en el caso del MPU la relación ocurre principalmente a través de los potenciales de equilibrio
U´pζ´q y U`pζ`q, mientras en el MEU ocurre directamente (ver las ecuaciones (2.54) y (2.71)).

3.2.1. Funciones de transferencia en las fronteras

Supónganse condiciones iniciales nulas ψ0pξq “ 0. Al aplicar la transformada de Laplace
L t¨u a la ecuación de estado (3.1) del PDR y a las condiciones de frontera (3.3); resolver la
ecuación diferencial ordinaria resultante en términos de Ψps, ξq“L tψpt, ξqu y sus derivadas con
respecto a la variable espacial ξ, y evaluar la solución en la frontera ξ“ 1, se obtiene la función
de transferencia

Ψps, 1q

W1psq
“

´ tanhp
?
τs q

tanhp
?
τs q ´

?
τs
, (3.6)

la cual relaciona la variable de estado ψpt, ξq evaluada en la superficie ξ “ 1 de una partícula
esférica con la condición de frontera w1ptq (Jacobsen y West, 1995); en este casoW1psq“L tw1ptqu
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y Ψps, 1q “L tψpt, 1qu. Además, se sabe que los problemas de difusión (3.1), (3.3) y (3.2), (3.3)
tienen polos puramente reales y no positivos (Carslaw y Jaeger, 1959; Haberman, 2004). Entonces,
la función de transferencia (3.6) puede expandirse como la serie infinita

Ψps, 1q

W1psq
“

3

τs
`

2

τ

8
ÿ

k“2

1

s´ pk
. (3.7)

Los polos en este caso son pk “´γk{τ , con k “ 1, 2, . . ., donde los valores característicos γk del
problema de Stum-Liouville se obtienen resolviendo ?γk “ tanp

?
γk q con γk ě 0.

De manera similar, al resolver el PDL (3.2), (3.3) para Ψps, ξq en el dominio de s, como en
(Srinivasan y Weidner, 1999), resultan las funciones de transferencia

Ψps, 0q

W1psq
“

1
?
τs senhp

?
τs q

, (3.8a)

Ψps, 1q

W1psq
“

coshp
?
τs q

?
τs senhp

?
τs q

, (3.8b)

las cuales relacionan la variable de estado evaluada en las fronteras ξ“ 0 y ξ“ 1 con w1ptq. Las
funciones de transferencia relativas a w0ptq se estudian implícitamente a través de (3.8) porque
Ψps, 0q{W0psq “´Ψps, 1q{W1psq y Ψps, 1q{W0psq “´Ψps, 0q{W1psq debido a la simetría del pro-
blema. Entonces, se asumirá por superposición que w0ptq “ 0. Así como (3.6), las funciones de
transferencia (3.8) pueden expandirse como las series infinitas

Ψps, 0q

W1psq
“

1

τs
`

2

τ

8
ÿ

k“2

p´1qk´1

s´ pk
, (3.9a)

Ψps, 1q

W1psq
“

1

τs
`

2

τ

8
ÿ

k“2

1

s´ pk
, (3.9b)

en las cuales los polos son también pk“´γk{τ , con k“1, 2, . . ., pero los valores característicos se
calculan de manera cerrada con γk“pk´1q2π2 ě 0.

3.2.2. Selección de orden por ancho de banda

Bajo este criterio, el orden del modelo reducido se escoge tal que la magnitud del polo
más alejado hacia la izquierda del origen del plano complejo cubra una banda representativa del
espectro de la señal de prueba, cuyo límite superior es la frecuencia crítica ω̄. De esta forma, el
enunciado del criterio es

|pq| ě ω̄ o bien γq ě τ ω̄, (3.10)

donde q es el orden del modelo (o submodelo en el caso del MPU) reducido y pq es el polo más
«rápido» de la aproximación. Por lo tanto, es necesario conocer el espectro de energía o de potencia
de la señal de excitación para fijar ω̄.

Las señales compuestas por pulsos rectangulares son perfiles básicos usados para caracterizar
celdas Li-Ion y capacitores DCE (U.S. DOE, 2003, 2004; Maxwell Technologies, 2009). Considérese
una señal rectangular Πptq de amplitud hΠ aplicada en w1ptq, la cual sube a su valor máximo en
t “ t0, regresa al mínimo en t “ t0 ` tΠ y permanece ahí en el futuro, es decir,

Πptq “ hΠ

“

Upt´t0q ´ U
`

t´pt0 ` tΠq
˘‰

, (3.11)
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donde Up¨q es la función escalón unitario. Con base en el teorema de Parseval (Hsu, 1970), el
contenido total de energía E˚Π de Πptq es

E˚Π “

ż 8

´8

|Πptq|2dt “

ż t0`tΠ

t0

h2
Πdt “ h2

Π tΠ. (3.12)

Por otro lado, el espectro de energía de Πptq es la función

|Π̄pωq|2 “ h2
Π t

2
Π

sen2
`

tΠ
2 ω

˘

`

tΠ
2 ω

˘2 , (3.13)

con Π̄pωq“F tΠptqu la transformada de Fourier de Πptq, cuyo perfil se muestra en la Figura 3.1.
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Figura 3.1: Espectro de energía de Πptq

Usando la versión en el dominio de la frecuencia ω del teorema de Parseval, el contenido de
energía en la banda 0 ď |ω| ď ω̄ puede calcularse de la forma

EΠpω̄q “
1

2π

ż ω̄

´ω̄
|Π̄pωq|2dω “

1

π

ż ω̄

0
|Π̄pωq|2dω. (3.14)

En la gráfica de la fracción de energía EΠpω̄q{E
˚
Π de la Figura 3.2 se observa que poco más

del 90 % de la energía del pulso rectangular está contenido en la banda 0 ď |ω| ď ω̄ “ 2π{tΠ.
Entonces, si se escoge una señal de prueba de perfil rectangular, se espera buena precisión de
un modelo aproximado cuando γq ě 2πτ{tΠ. Además, si la señal de prueba está formada por
pulsos rectangulares y tΠ es la duración del pulso más corto, se asegura que más del 90 % de la
energía total de la señal excitará al modelo aproximado. Esta afirmación es válida porque el lóbulo
principal del espectro de energía de un pulso está contenido en el lóbulo principal de cualquier
otro pulso de menor duración.

La señal HPPC (hybrid pulse power characterization), propuesta en (U.S. DOE, 2003) y
usada en pruebas experimentales de celdas Li-Ion, consiste en un pulso de descarga de 30 A
aplicado durante 18 s, 32 s de relajación a circuito abierto (0 A) y un pulso de recarga de 22.5 A
de 10 s de duración. En este caso tΠ“ 10 s es la duración del pulso más corto. Los primeros 20
valores característicos γk asociados al PDR son

ΓPDR “ t 0, 20.2, 59.7, 118.9, 197.9, 296.6, 415.0, 553.2, 711.1, 888.7, 1086.1, 1303.3,

1540.1, 1796.7
loomoon

q`“14

, 2073.1, 2369.2, 2685.0, 3020.6, 3375.9
loomoon

q´“19

, 3750.9 u. (3.15)
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Figura 3.2: Contenido de energía normalizado de Πptq

De los parámetros de la celda reportada en (Smith y Wang, 2006a), adjuntos en la Tabla
D.1, las constantes de tiempo de los electrodos son τ´“ 5000.0 s y τ`“ 2702.7 s. Entonces debe
cumplirse γ´q ě3141.6 y γ`q ě1698.3, lo cual se consigue con q´“19 y q`“14, ya que γ19“3375.9

y γ14 “ 1796.7. Por lo tanto, el orden combinado del MPU es q̄ “ q´` q` “ 33 para los datos
considerados. De manera similar, τ “4.217 s para el capacitor DCE Maxwell PC 10 F reportado
en (Sikha et al., 2005), cuyos parámetros se anexan en la Tabla D.2. Si se aplica un tren de pulsos
de 10 Hz de frecuencia y 40% de ciclo de trabajo como señal de excitación (recarga), entonces
tΠ“0.04 s. En este caso, los primeros 15 valores característicos γk asociados al PDL son

ΓPDL “ t 0, 9.9, 39.5, 88.8, 157.9, 246.7, 355.3, 483.6, 631.7,

799.4
loomoon

q“10

, 987.0, 1194.2, 1421.2, 1668.0, 1934.4 u. (3.16)

Como γq ě 662.4, entonces se necesita una aproximación de orden q “ 10, ya que γ10 “ 799.4.
Este tratamiento puede hacerse con diferentes valores de la fracción de energía EΠpω̄q{E

˚
Π y, en

general, con otras señales de prueba de las cuales se conozca el espectro de energía o de potencia,
si son periódicas o no periódicas, respectivamente.

3.2.3. Selección de orden por análisis de residuos

Contrario al anterior, este criterio toma en cuenta el efecto de la señal de entrada sobre la
variable de estado evaluada en los puntos de interés, no sólo la cobertura espectral del modelo. Sin
embargo, es necesario conocer explícitamente la forma de onda de la señal aplicada. Esta condición
se cumple bajo condiciones controladas, por ejemplo, cuando se realizan pruebas experimentales
de carga/descarga para caracterizar una celda. Primero se calcula la convolución entre la señal de
excitación y las funciones de transferencia que representan el comportamiento crítico del modelo,
expresadas en forma de sumas infinitas: (3.7) para el MPU de celdas Li-Ion, y (3.9) para el MEU
de capacitores DCE. Después, el orden q del modelo (o submodelo) aproximado se elige bajo la
condición |resq{res2| ď ε, donde resq es el residuo asociado al modo más rápido, res2 es el residuo
del modo dominante (el más lento, con γi ‰ 0) y res1 corresponde al polo en el origen; 0 ă ε ! 1

es una constante pequeña elegida arbitrariamente, la cual puede considerarse una medida del error
de la aproximación.
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Considérese de nuevo el pulso rectangular (3.11) cuya transformada de Laplace es

Π̄psq “ hΠ

“

e´t0s ´ e´pt0`tΠqs
‰1

s
. (3.17)

La convolución entre Π̄psq y la función de transferencia (3.7) asociada al problema de difusión
radial (3.1), (3.3) es

Ψps, 1q

W1psq
Π̄psq “

hΠ

τ

„

3

s2
` 2

8
ÿ

k“2

1

pk

ˆ

1

s´ pk
´

1

s

˙

“

e´t0s ´ e´pt0`tΠqs
‰

. (3.18)

Por otro lado, el resultado de la convolución entre el pulso rectangular y las funciones de transfe-
rencia (3.9) relativas al problema de difusión longitudinal (3.2), (3.3) es

Ψps, 0q

W1psq
Π̄psq “

hΠ

τ

„

1

s2
` 2

8
ÿ

k“2

p´1qk´1

pk

ˆ

1

s´ pk
´

1

s

˙

“

e´t0s ´ e´pt0`tΠqs
‰

, (3.19a)

Ψps, 1q

W1psq
Π̄psq “

hΠ

τ

„

1

s2
` 2

8
ÿ

k“2

1

pk

ˆ

1

s´ pk
´

1

s

˙

“

e´t0s ´ e´pt0`tΠqs
‰

. (3.19b)

En los tres casos, la magnitud de los residuos resulta |resk|“2hΠ{τ |pk| con kě2, es decir, decae a
medida que aumenta la magnitud de pk. En la Figura 3.3 se muestra la magnitud de los residuos,
normalizada contra la magnitud del residuo del polo dominante p2, o sea, |resk{res2|“γ2{γk. En
la Figura 3.3a se ve que si ε“ 0.05 (5%), por ejemplo, basta con un subsistema de orden q“ 7

para aproximar la ecuación de difusión de cada electrodo de una celda Li-Ion, entonces, el orden
combinado del MPU es q̄ “ q´` q` “ 14. Por otro lado, el MEU reducido de capacitores DCE
debe ser de orden q“ 6 para el mismo error ε, como se ve en la Figura 3.3b. Como en el primer
criterio, un tratamiento similar puede hacerse a señales de prueba con otros perfiles.
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Figura 3.3: Magnitud normalizada de los residuos
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3.3. Aproximaciones por discretización espacial

En el caso de los problemas de difusión en estudio, el objetivo del método analítico de
separación de variables es encontrar una solución a manera de la expansión

ψpt, ξq “
8
ÿ

k“1

σ˚k ptqφ
˚
kpξq, (3.20)

la cual podría truncarse con alguno de los criterios de la sección anterior. Las funciones caracterís-
ticas φ˚kpξq forman una base ortogonal, dependen únicamente de la variable espacial ξ y resultan al
resolver los problemas de Sturm-Liouville asociados al PDR y al PDL. En general, los coeficientes
temporales σ˚k ptq se calculan dinámicamente a través de ecuaciones diferenciales de primer orden
tal que la solución (3.20) satisfaga la condición inicial ψ0pξq (Haberman, 2004).

Las soluciones analíticas convienen cuando las señales de excitación son armónicas. Sin em-
bargo, con señales de excitación arbitrarias, la serie (3.20) necesita muchos términos para asegurar
convergencia rápida dentro de una banda de error. Por otro lado, es difícil o imposible obtener
funciones características analíticas en el caso de problemas no lineales. La alternativa para superar
las limitaciones de los métodos analíticos es el uso de aproximaciones numéricas.

El enfoque de reducción de orden por discretización espacial (conocido como método de
líneas en el caso del método de diferencias finitas) consiste en aproximar una ecuación diferencial
parcial (EDP), como los problemas de difusión (3.1), (3.3) y (3.2), (3.3), a través de un conjunto
de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) y algebraicas tal que cada elemento ψiptq del vector
de estado resultante, con i “ 1, . . . , n, represente a la variable de estado original ψpt, ξq evaluada
en los puntos ξi de la malla de discretización, como se muestra en la Figura 3.4.

Figura 3.4: Discretización espacial

Según la revisión de Li y Qi (2010), los diversos métodos de discretización desarrollados
independientemente a lo largo de la historia desde diferentes enfoques pueden reformularse y
clasificarse con base en el principio de separación espacio-tiempo introducido desde los métodos
analíticos. La reducción de orden está implícita al proponer una solución similar a (3.20) pero con
un número finito n de términos igual al número de puntos de discretización, es decir,

ψpt, ξq « ψ̃pt, ξq “
n
ÿ

k“1

σkptqφkpξq. (3.21)

En este caso, las funciones φkpξq pueden ser los elementos de cualquier base ortogonal seleccionada
arbitrariamente, no sólo las soluciones del problema de Sturm-Liouville. Los coeficientes σkptq se
calculan resolviendo las n ecuaciones que resultan al evaluar el producto interno〈

Rpt, ξq, Wkpξq
〉
“ 0 con k “ 1, 2, . . . , n (3.22)
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entre el residuo Rpt, ξq“Bψ̃{Bt´Dtψ̃u y las funciones de ponderación Wkpξq, donde

Dtψu “ 1

τ

1

ξ2

B

Bξ

ˆ

ξ2 Bψ

Bξ

˙

o Dtψu “ 1

τ

B2ψ

Bξ2
(3.23)

para los problemas de difusión radial y longitudinal, respectivamente. Sin embargo, la evaluación
de (3.22) es por lo común sólo un instrumento para llegar al sistema de EDOs que aproxima la
EDP original, como se verá en el caso del método del elemento finito.

La diversidad de métodos de discretización se debe al gran número de combinaciones entre
funciones de ponderación Wkpξq y funciones base φkpξq. Hay dos planteamientos típicos para las
primeras: en el método de Galerkin las funciones Wkpξq son las mismas funciones base φkpξq; en
el método de colocación son funciones delta de Dirac δpξ´ξiq. Además, las funciones base tienen
un efecto crítico en la precisión de las aproximaciones y se escogen de acuerdo con el problema en
estudio; pueden ser analíticas o basadas en datos experimentales (método de Karhunen-Loève),
válidas localmente o en todo el dominio espacial (métodos espectrales).

A continuación se presentan los detalles mínimos de las aproximaciones de los problemas de
difusión obtenidas con tres métodos de discretización aplicados en sus versiones clásicas: el método
del elemento finito (mEF), el de diferencias finitas (mDF) y el de cuadratura diferencial (mCD)
en sus formulaciones polinomial (mCD-P) y de Fourier o trigonométrica (mCD-F). Con base en el
enfoque de separación espacio-tiempo, se describen las principales características de cada método
y sus equivalencias con otros casos particulares cuando sea pertinente. También se presentan dos
aproximaciones propuestas en (Subramanian et al., 2005) donde el perfil de la concentración de
iones de litio en una partícula de inserción se fija con dos funciones parabólicas, una de segundo
y otra de cuarto grado. Aunque estas aproximaciones no son reducibles a discretización espacial,
su precisión se compara con la de los otros métodos debido a su aparición en trabajos recientes
sobre el diseño de observadores para celdas Li-Ion.

Los métodos de reducción de orden se comparan en los dominios del espacio y la frecuencia.
El propósito del primer estudio es distinguir con qué malla se obtienen las aproximaciones más
precisas, problema crítico sobre todo para los métodos de colocación. Por otro lado, el estudio
en el dominio de la frecuencia sirve para identificar cuál entre las mejores combinaciones malla-
método de discretización produce aproximaciones de orden q cuya respuesta en frecuencia es la
más cercana a la respuesta de las funciones de transferencia analíticas, discutidas en la primera
mitad del capítulo, dentro del ancho de banda limitado por |pq| y así concluir qué aproximación por
discretización es la más precisa. Finalmente, se ilustra la respuesta de modelos de orden reducido
obtenidos con las aproximaciones exploradas tomando valores de parámetros y recuperando datos
reportados en la literatura.

3.3.1. Método del elemento finito

En el mEF las funciones base φkpξq tienen validez local en subdominios del espacio; pueden
ser familias de polinomios, splines o wavelets, entre otros conjuntos de funciones ortogonales. Esta
característica favorece la flexibilidad para ajustar el método a geometrías irregulares, por lo cual
es muy usado para desarrollar paquetes computacionales de simulación numérica. Sin embargo, es
necesario usar aproximaciones de orden alto para garantizar errores pequeños. Otra característica
fundamental del mEF es el uso de la formulación de Galerkin para plantear las funciones de
ponderación Wkpξq (Segerlind, 1984; Rao, 2004).

Para problemas en una dimensión, como las ecuaciones de difusión en estudio, el caso más
simple es aquel donde cada elemento ψrispt, ξq, válido en el subdominio ris comprendido entre dos
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puntos de discretización, es la recta

ψrispt, ξq “ N
ris
i pξqψiptq `N

ris
i`1pξqψi`1ptq con ξi ď ξ ď ξi`1, (3.24)

mostrada en la Figura 3.5a. Las funciones de ponderación N risi pξq y N
ris
i`1pξq, definidas por

N
ris
i pξq “

ξi`1 ´ ξ

ξi`1 ´ ξi
y N

ris
i`1pξq “

ξ ´ ξi
ξi`1 ´ ξi

, (3.25)

se denominan funciones de aspecto y se muestran en la Figura 3.5b.

(a) Elemento lineal (b) Funciones de aspecto

Figura 3.5: Aproximación con elementos lineales

La aproximación de la derivada con respecto del tiempo Bψ{Bt se planteó en este trabajo con
la «formulación concentrada». La aproximación de la derivada temporal tiene la misma estructura
del elemento lineal (3.24), es decir,

Bψrispt, ξq

Bt
“M

ris
i pξq

Bψi
Bt

` M
ris
i`1pξq

Bψi`1

Bt
, (3.26)

pero las funciones de aspecto modificadas, mostradas en la Figura 3.6a, son

M
ris
i pξq “ 1´ U

`

ξ ´ 1
2pξi`1́ ξiq

˘

y M
ris
i`1pξq “ U

`

ξ ´ 1
2pξi`1́ ξiq

˘

, (3.27)

donde Up¨q es la función escalón unitario. De esta forma, la derivada temporal tiene sólo dos valores
a lo largo del subdominio ris, uno en cada mitad, como se observa en la Figura 3.6b. Existe además
la «formulación consistente» en la cual se sustituyen las funciones de aspecto M ris

i pξq y M
ris
i`1pξq

por N risi pξq y N
ris
i`1pξq en la expresión (3.26). Sin embargo, este planteamiento se descartó porque

provoca oscilaciones (Segerlind, 1984).

(a) Funciones de aspecto modificadas (b) Términos Bψ{Bt concentrados

Figura 3.6: Formulación concentrada de Bψ{Bt en el subdominio ris

Las ecuaciones diferenciales ordinarias que aproximan las ecuaciones de difusión (3.1) y (3.2)
con las condiciones de frontera (3.3) en cada punto ξi, con i “ 1, . . . , n y n el total de puntos,
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resultan al resolver las siguientes integrales definidas:
ż ξ2

ξ1

´

N
r1s
2 Dtψu ´ Bψ

r1s

Bt

¯

dξ “ 0 para i “ 1 (3.28a)

ż ξi

ξi 1́

´

N
ri 1́s
i 1́ Dtψu´Bψ

ri 1́s

Bt

¯

dξ

`

ż ξi`1

ξi

´

N
ris
i`1 Dtψu´

Bψris

Bt

¯

dξ “ 0 para 2 ď i ď n´1 (3.28b)

ż ξn

ξn 1́

´

N
rn 1́s
n 1́ Dtψu ´ Bψ

rn 1́s

Bt

¯

dξ “ 0 para i “ n (3.28c)

El operador Dpt, ξq se define como en (3.23) según el problema de difusión del que se trate. Las
integrales corresponden al producto interno (3.22) del planeamiento general de Li y Qi (2010) y,
al evaluarlas, resulta el sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias

dψ1

dt
“

1

τ

`

a1,1ψ1 ` a1,2ψ2

˘

`
1

τ
b1,1w0 para i “ 1, (3.29a)

dψi
dt

“
1

τ

`

ai 1́,i 1́ψi´1 ` ai,iψi ` ai,i`1ψi`1

˘

para 2 ď i ď n´1, (3.29b)

dψn
dt

“
1

τ

`

an,n 1́ψn 1́ ` an,nψn
˘

`
1

τ
bn,nw1 para i “ n, (3.29c)

cuyos coeficientes son funciones de la malla de discretización y se presentan en la Tabla 3.1 para
el PDR y el PDL. Cabe resaltar que con el mEF es posible formular una EDO para cada punto
de discretización, incluyendo las fronteras ξ1 y ξn (ecuaciones (3.29a) y (3.29c)).

Tabla 3.1: Coeficientes de las aproximaciones por el método del elemento finito

i Difusión radial Difusión longitudinal

1 a1,1 “ ´a1,2 “
ξ3
1´ξ

3
2

r 1
8
pξ1`ξ2q3´ξ3

1spξ1´ξ2q
2 a1,1 “ ´a1,2 “ ´

2
pξ1´ξ2q2

b1,1 “
2

ξ1´ξ2

2 ai,i 1́ “
´8pξ3

i 1́´ξ
3
i q

r´pξi 1́`ξiq3`pξi´ξi`1q
3spξi 1́`ξiq2

ai,i 1́ “
2

pξi 1́´ξiqpξi 1́´ξi`1q

... ai,i “
8

r´pξi 1́`ξiq3`pξi´ξi`1q
3spξi 1́`ξiq2

”

ξ3
i 1́´ξ

3
i

pξi 1́´ξiq2
`

ξ3
i´ξ

3
i`1

pξi´ξi`1q
2

ı

ai,i “ ´
2

pξi 1́´ξiqpξi´ξi`1q

n´1 ai,i`1 “
´8pξ3

i´ξ
3
i`1q

r´pξi 1́`ξiq3`pξi´ξi`1q
3spξi`ξi`1q

2 ai,i`1 “
2

pξi 1́´ξi`1qpξi´ξi`1q

n
an,n 1́ “ ´an,n “

´pξ3
n 1́´ξ

3
nq

rξ3
n´

1
8
pξn 1́´ξnq3spξn 1́´ξnq2

an,n´1 “ ´an,n “
2

pξn 1́´ξnq2

bn,n “
ξ2
n

1
3
ξ3
n´

1
24
pξn 1́`ξnq3

bn,n “ ´
2

ξn 1́´ξn

3.3.2. Método de diferencias finitas

Por su simplicidad y capacidad para introducir condiciones de frontera en geometrías regu-
lares, el mDF es quizá el recurso más popular para obtener soluciones numéricas de EDPs. Bajo
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la clasificación de Li y Qi (2010), se trata de un método de colocación en el cual las funciones base
φkpξq y las de ponderación Wkpξq son funciones delta de Dirac δpξ´ξiq. Aplicado a los problemas
de difusión en estudio, el principio del método es aproximar términos diferenciales espaciales de la
variable de interés ψpt, ξq en cada punto de discretización ξi por medio de operadores en diferen-
cias, los cuales se obtienen a través de combinaciones de expansiones de Taylor de φkpξq evaluada
en ξi, así como en puntos colindantes y/u otros puntos cercanos. La deducción de los operadores
se desarrolla a detalle en (Lomax et al., 2001); dos textos clásicos son (Patankar, 1980; Anderson
et al., 1984) y una revisión más reciente es (Ferziger y Perić, 2002).

A diferencia del mEF, con el mDF no es posible formular EDOs en las fronteras. Definiendo

ψ1iptq «
Bψpt, ξiq

Bξ
y ψ2i ptq «

B2ψpt, ξiq

Bξ2
, (3.30)

las discretizaciones del PDR y del PDL resultan de la forma

dψi
dt

“
1

τ

`

ψ2i `
2
ξi
ψ1i

˘

, (3.31a)

dψi
dt

“
1

τ
ψ2i , (3.31b)

las cuales son válidas sólo en los puntos interiores, es decir, para 2 ď i ď n 1́. En este caso se tomó
la versión expandida de la ecuación de difusión radial que resulta al desarrollar el miembro de la
derecha de (3.1). El esquema usado en el presente trabajo es el de diferencias finitas centradas de
tres puntos, para el cual los operadores diferenciales de primer y segundo orden son

ψ1i “ α1i,i´1ψi´1 ` α
1
i,iψi ` α

1
i,i`1ψi`1, (3.32a)

ψ2i “ α2i,i´1ψi´1 ` α
2
i,iψi ` α

2
i,i`1ψi`1, (3.32b)

que dependen del valor funcional de ψpt, ξq en ξi y los puntos adyacentes ξi´1 y ξi`1.

Para evaluar los operadores del primer y del último punto interior (ξ2 y ξn´1) es necesario
conocer el valor de ψpt, ξq en las fronteras ξ1 (ξ“0) y ξn (ξ“1), es decir, ψ1 y ψn. Tales valores
funcionales se pueden calcular por medio de la imposición de las condiciones de frontera. La
condición en ξ1 se introduce discretizándola con el operador en diferencias finitas «hacia adelante»

ψ1i “ α1i,iψi ` α
1
i,i`1ψi`1 ` α

1
i,i`2ψi`2 con i “ 1, (3.33)

mientras la condición en ξn se discretiza con el operador en diferencias finitas «hacia atrás»

ψ1i “ α1i,i´2ψi´2 ` α
1
i,i´1ψi´1 ` α

1
i,iψi con i “ n. (3.34)

En resumen, los problemas de difusión se aproximan con los sistemas de EDOs de las discre-
tizaciones (3.31), donde los operadores diferenciales espaciales de primer orden son

ψ12 “
`

α12,2´
α12,1
α11,1

α11,2
˘

ψ2 `
`

α12,3´
α12,1
α11,1

α11,3
˘

ψ3 `
α12,1
α11,1

w0 para i “ 2, (3.35a)

ψ1i “ α1i,i´1ψi´1 ` α
1
i,iψi ` α

1
i,i`1ψi`1 para 3 ď i ď n´2, (3.35b)

ψ1n 1́ “
`

α1n 1́,n 2́´
α1n 1́,n

α1n,n
α1n,n 2́

˘

ψn 2́

`
`

α1n 1́,n 1́´
α1n 1́,n

α1n,n
α1n,n 1́

˘

ψn 1́ `
α1n 1́,n

α1n,n
w1 para i “ n´1, (3.35c)
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mientras los operadores diferenciales espaciales de segundo orden son

ψ22 “
`

α22,2´
α22,1
α11,1

α11,2
˘

ψ2 `
`

α22,3´
α22,1
α11,1

α11,3
˘

ψ3 `
α22,1
α11,1

w0 para i “ 2, (3.36a)

ψ2i “ α2i,i´1ψi´1 ` α
2
i,iψi ` α

2
i,i`1ψi`1 para 3 ď i ď n´2, (3.36b)

ψ2n 1́ “
`

α2n 1́,n 2́´
α2n 1́,n

α1n,n
α1n,n 2́

˘

ψn 2́

`
`

α2n 1́,n 1́´
α2n 1́,n

α1n,n
α1n,n 1́

˘

ψn 1́ `
α2n 1́,n

α1n,n
w1 para i “ n´1. (3.36c)

Por otro lado, los valores funcionales de ψpt, ξq en las fronteras son

ψ1 “ ´
α11,2
α11,1

ψ2 ´
α11,3
α11,1

ψ3 `
1

α11,1
w0, (3.37a)

ψn “ ´
α1n,n´2

α1n,n
ψn´2 ´

α1n,n´1

α1n,n
ψn´1 `

1

α1n,n
w1, (3.37b)

los cuales resultan al despejar ψ1 y ψn de las discretizaciones (3.33) y (3.34) de las condiciones de
frontera, con ψ11“w0 y ψ1n“w1. Finalmente, los coeficientes α1 y α2 son funciones de los puntos
de discretización y se muestran en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2: Coeficientes de los operadores del método de diferencias finitas

i Operadores de 1er orden Operador de 2o orden

1
α11,1 “

2ξ1´ξ2´ξ3
pξ1´ξ2qpξ1´ξ3q

α11,2 “
´pξ1´ξ3q

pξ1´ξ2qpξ2´ξ3q

α11,3 “
ξ1´ξ2

pξ1´ξ3qpξ2´ξ3q

2 α1i,i´1 “
ξi´ξi`1

pξi´1´ξiqpξi´1´ξi`1q
α2i,i´1 “

2
pξi´1´ξiqpξi´1´ξi`1q

... α1i,i “
ξi´1´2ξi`ξi`1

pξi´1´ξiqpξi´ξi`1q
α2i,i “

´2
pξi´1´ξiqpξi´ξi`1q

n´1 α1i,i`1 “
´pξi´1´ξiq

pξi´ξi`1qpξi´1´ξi`1q
α2i,i`1 “

2
pξi´ξi`1qpξi´1´ξi`1q

n
α1n,n´2 “

´pξn´1´ξnq
pξn´2´ξn´1qpξń 2´ξnq

α1n,n´1 “
ξn´2´ξn

pξn´2´ξn´1qpξn´1´ξnq

α1n,n “
´ξn´2´ξn´1`2ξn
pξn´2´ξnqpξn´1´ξnq

3.3.3. Método de cuadratura diferencial

Inspirado en la cuadratura integral de Gauss (Burden y Faires, 1997), el método de cuadra-
tura diferencial (mCD) se propuso inicialmente en (Bellman et al., 1972). Es una aproximación
espectral de colocación donde las funciones base φkpξq pueden ser polinomios de interpolación
de Lagrange (cuadratura diferencial polinomial, mCD-P) o expansiones de Fourier (cuadratura
diferencial trigonométrica, armónica o de Fourier, mCD-F). El método es suficientemente flexible
como para contener otros métodos espectrales de colocación: tomando las raíces de los polinomios
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de Chebyshev como malla de discretización (distribución Chebyshev-Gauss-Lobatto) el mCD-P
equivale a la colocación de Chebyshev; usar las raíces de los polinomios de Legendre con el mCD-P
equivale al método de colocación con los polinomios de Legendre como funciones base (Canuto et
al., 2006). Se sabe además que ambas colocaciones son adecuadas para problemas no periódicos
definidos en un dominio espacial finito (Li y Qi, 2010). Por otro lado, debido a sus funciones base
armónicas, el mCD-F se prescribe sobre todo para problemas periódicos suaves. Los resultados
del método hasta la fecha se encuentran compilados en (Shu, 2000).

Al igual que para el mDF, en el mCD no es posible plantear EDOs en las fronteras si
el problema está condicionado en esos puntos. Por lo tanto, la discretización resultante es la
misma de las ecuaciones (3.31) planteadas en el caso del mDF para los problemas de difusión. La
formulación de los operadores diferenciales también es similar al de los operadores en diferencias
finitas (3.32) pero, en este caso, dependen de todos los puntos de discretización, no sólo de puntos
cercanos al de interés, es decir,

ψ1i “
n
ÿ

j“1

α1i,jψj y ψ2i “
n
ÿ

j“1

α2i,jψj . (3.38)

Siguiendo el método general de Shu (Shu, 2000, Sec. 2.2.3), los coeficientes α1i,j asociados al
operador diferencial espacial de primer orden se pueden calcular a través de la fórmula

α1i,j “

śn
k“1,k‰ipξi ´ ξkq

pξi ´ ξjq
śn
k“1,k‰jpξj ´ ξkq

para i ‰ j (3.39)

para el caso del mCD-P, mientras para el mCD-F la fórmula análoga es

α1i,j “

śn
k“1,k‰i sen 1

2pξi ´ ξkq

sen 1
2pξi ´ ξjq

śn
k“1,k‰j sen 1

2pξj ´ ξkq
para i ‰ j. (3.40)

Tanto para el mCD-P como para el mCD-F, los coeficientes restantes se calculan con

α1i,i “ ´
n
ÿ

j“1,j‰i

α1i,j . (3.41)

Los coeficientes α1i,j forman la matriz A1 “ rα1i,js, donde i, j“1, . . . , n, a partir de la cual se cal-
culan los coeficientes de operadores diferenciales de orden superior. De esta forma, los coeficientes
del operador de segundo orden son

A2 “ rα2i,js “
`

A1
˘2
. (3.42)

Como no es posible formular EDOs en las fronteras, la variable ψpt, ξq se aproxima en estos
puntos a partir de la imposición de las condiciones de frontera con el operador diferencial de
primer orden en (3.38) para i“1 e i“n, tal que

ψ11 “
n´1
ÿ

j“2

α11,jψj ` α11,1ψ1 ` α
1
1,nψn, (3.43a)

ψ1n “
n´1
ÿ

j“2

α1n,jψj ` α1n,1ψ1 ` α
1
n,nψn. (3.43b)
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Al resolver para ψ1 y ψn resultan las ecuaciones

ψ1 “

řn´1
j“2

`

α11,nα
1
n,j´α

1
n,nα

1
1,j

˘

ψj ` α
1
n,nw0 ´ α

1
1,nw1

α11,1α
1
n,n´α

1
1,nα

1
n,1

, (3.44a)

ψn “

řn´1
j“2

`

α1n,1α
1
1,j´α

1
1,1α

1
n,j

˘

ψj ´ α
1
n,1w0 ` α

1
1,1w1

α11,1α
1
n,n´α

1
1,nα

1
n,1

, (3.44b)

donde ψ11 “ w0 y ψ1n “ w1, como en el mDF. Finalmente, separando ψ1 y ψn, los operadores
diferenciales espaciales de primer y segundo orden son

ψ1i “
n´1
ÿ

j“2

α1i,jψj ` α1i,1ψ1 ` α
1
i,nψn, (3.45a)

ψ2i “
n´1
ÿ

j“2

α2i,jψj ` α2i,1ψ1 ` α
2
i,nψn, (3.45b)

tanto para el mCD-P como para el mCD-F, donde ψ1 y ψn se introducen por medio de (3.44).
Debido a la flexibilidad del mCD, existen modificaciones donde las condiciones de frontera se
introducen en puntos arbitrarios (Fung, 2002), aunque en este trabajo no se exploran.

3.3.4. Mallas de discretización

La precisión y el comportamiento de los métodos de discretización depende de manera im-
portante de la posición de los puntos de discretización; en algunos casos, como el de la mCD-P,
ciertas mallas dan atributos particulares a las aproximaciones. Por tal motivo se prueban tres
mallas propuestas en (Shu, 2000) junto con los tres métodos de discretización explorados en este
trabajo. Una cuarta malla se prueba en el caso del PDR debido a su geometría.

1. Distribución uniforme (DUni). Se trata de la malla más simple, en la cual los puntos de
discretización están separados equidistantemente, es decir, ∆ξ “ ξi`1´ ξi, con 1 ď i ď n´1.

2. Distribución Chebyshev-Gauss-Lobatto (DCGL). El polinomio de Chebyshev de grado k se
define como Tkpxq“ cospk θq, donde θ“arc cospxq. Los puntos de colocación de Chebyshev
satisfacen la ecuación |Tnpxq|“1, cuyas soluciones pertenecen al dominio ´1 ď x ď 1 y son
los puntos xi“cosrpi´1qπ{pn´1qs, donde i “ 1, . . . , n. Al trasladarlos a 0 ď ξ ď 1 e invertir
su orden resulta la distribución Chebyshev-Gauss-Lobatto. Así, los puntos se calculan con
la fórmula ξi“ 1

2´
1
2 cosrpi´1qπ{pn´1qs (Shu, 2000).

3. Raíces de los polinomios de Legendre (DRPL). Los polinomios de Legendre, cuyas raíces
pertenecen al dominio abierto ´1 ă x ă 1, se deducen recursivamente con la fórmula de
Rodrigues Lk`1pxq“rp2k`1qxLkpxq´kLk 1́pxqs{pk`1q, donde L0“1 y L1“x (Abramowitz
y Stegun, 1972). Trasladando las raíces al dominio 0 ď ξ ď 1 e incluyendo los puntos
auxiliares ξ1“0 y ξn“1, el conjunto resultante puede usarse como malla de discretización.

4. Distribución cuadrática (DCua). La precisión del mEF mejora si los puntos de discretización
están más juntos donde los cambios de la variable de interés son mayores (Segerlind, 1984).
Esta malla es más «cerrada» hacia la frontera ξ “ 1 en una proporción cuadrática tal que
ξi“

a

pi´1q{pn´1q, similar a la usada en (Smith y Wang, 2006a); sólo se aplica al PDR.
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3.4. Aproximaciones polinomiales

En (Subramanian et al., 2005) se proponen dos aproximaciones polinomiales para el perfil
de la concentración de iones en partículas de inserción de celdas Li-Ion. Tales aproximaciones se
han usado junto al MPU para estimar el estado de carga (Santhanagopalan y White, 2006, 2010)
y en el planteamiento de esquemas de estimación paramétrica para identificar la composición del
material activo de los electrodos (Santhanagopalan et al., 2007). Recientemente se han tomado
en (Klein et al., 2010, 2013) para diseñar observadores de estado con base en la simplificación
alternativa propuesta en (Subramanian et al., 2009). Aunque las aproximaciones polinomiales no
se clasifican dentro de los métodos de discretización espacial, también se comparan junto con las
otras reducciones de orden porque en la literatura sólo se han probado en celdas bajo descarga
constante, pero no hay reporte sobre su comportamiento en otros regímenes de operación.

3.4.1. Polinomio de segundo grado

En la primera aproximación propuesta en (Subramanian et al., 2005) el perfil de la variable
de estado se fija con una parábola de segundo grado (Pol2) de la forma

ψpt, ξq “ β1ptq ` β3ptqξ
2, (3.46)

donde los coeficientes β1ptq y β3ptq dependen del promedio de ψpt, ξq en el volumen de la partícula
esférica y del valor de ψpt, ξq en ξ“1, es decir, ψ̄ptq y ψpt, 1q respectivamente, tal que

β1ptq “
5
2ψpptq ´

3
2ψpt, 1q, (3.47a)

β3ptq “ ´
5
2ψpptq `

5
2ψpt, 1q. (3.47b)

El valor promedio ψpptq se calcula integrando el flujo relacionado a la condición de frontera w1ptq,
mientras ψpt, 1q es una combinación de ψpptq y w1ptq, es decir,

dψpptq

dt
“

3

τ
w1ptq, (3.48a)

ψpt, 1q “ ψpptq `
1
5 w1ptq. (3.48b)

3.4.2. Polinomio de cuarto grado

La segunda aproximación es el polinomio de cuarto grado (Pol4) de la forma

ψpt, ξq “ β1ptq ` β3ptqξ
2 ` β5ptqξ

4. (3.49)

En este caso, los coeficientes

β1ptq “ ´
35
4 ψpptq ´ 3ϕpptq `

39
4 ψpt, 1q, (3.50a)

β3ptq “ 35ψpptq ` 10ϕpptq ´ 35ψpt, 1q, (3.50b)

β5ptq “ ´
105
4 ψpptq ´ 7ϕpptq `

105
4 ψpt, 1q, (3.50c)

dependen de ψpptq y ψpt, 1q, además de ϕpptq, que representa el promedio del flujo

ϕpt, ξq “
Bψpt, ξq

Bξ
(3.51)
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en el volumen de la partícula. Las variables ψpptq, ϕpptq y ψpt, 1q se calculan con las ecuaciones

dψpptq

dt
“

3

τ
w1ptq, (3.52a)

dϕpptq

dt
“ ´

30

τ
ϕpptq `

45Ds

2τ
w1ptq, (3.52b)

ψpt, 1q “ ψpptq `
8
35 ϕpptq `

1
35 w1ptq. (3.52c)

Las aproximaciones Pol2 y Pol4 son populares por su simplicidad y porque ψpptq y ψpt, 1q,
necesarias para evaluar el estado de carga y la función de salida del MPU, se obtienen directamente.

3.5. Evaluación de las aproximaciones

Los métodos de discretización espacial producen aproximaciones representadas por el sistema
de EDOs lineales

dψ̄ptq

dt
“

1

τ
rA ψ̄ptq `Bwptqs, (3.53)

donde el vector ψ̄ptq : r0,8q Ñ Rq contiene la aproximación de la variable de estado ψpt, ξq en
los puntos sobre los cuales es posible plantear una EDO. En el caso del mEF resulta el vector
ψ̄“ψ“rψ1 ψ2 ¨ ¨ ¨ ψn s

T . En los casos del mDF y del mCD, la aproximación de ψpt, ξq en las
fronteras ξ1 y ξn se calcula con las ecuaciones algebraicas

ψ1ptq “ C1 ψ̄ptq `D1wptq, (3.54a)

ψnptq “ Cn ψ̄ptq `Dnwptq, (3.54b)

que resultan al discretizar las condiciones de frontera (3.3). De esta forma, ψ“rψ1 ψ̄T ψn s
T

y ψ̄“rψ2 ψ3 ¨ ¨ ¨ ψn´1 s
T para el mDF y el mCD. Las matrices en las ecuaciones (3.53), (3.54)

son: A P Rqˆq; B“rB1 Bn s P Rqˆ2; CT1 , CTn P Rq, DT
1 “r d1,1 d1,n s

T , DT
n “r dn,1 dn,n s

T PR2.
Además, n es el número total de puntos de discretización y q es el orden del sistema de ODEs
(3.53): q “ n para el mEF y q “ n´2 para el mDF y el mCD. Por simplicidad se usa la misma
notación para las matrices análogas entre el PDR y el PDL, aunque en general son diferentes
(la expansión del PDR contiene un término de primer orden); en el Apéndice E se muestran
explícitamente para el mDF y el mCD. Finalmente, la función de entrada es wptq : r0,8q Ñ R2,
con w“rw0 w1 s

T .
Las ecuaciones de estado y de salida (3.48) y (3.52) de las aproximaciones polinomiales (3.46)

y (3.49) también pueden reescribirse como (3.53), (3.54), aunque en tal caso las matrices y el vector
de estado tienen significado y estructura diferentes (notar que en (3.52b) aparece el parámetro Ds,
mientras en las aproximaciones por discretización se codifica dentro del vector de entrada wptq).

3.5.1. Pruebas en el dominio del tiempo

La solución de las aproximaciones que resultan con cada método de discretización combinado
con cada malla y tomando distintas cantidades de puntos, así como la solución de las aproxima-
ciones polinomiales, se evaluaron contra una solución de referencia ψrpt, ξq obtenida sobre una
malla uniforme de 1001 puntos en el tiempo y 201 en el espacio. La referencia se calculó con
el resolvedor de EDPs en una dimensión pdepe de MATLAB, el cual realiza una discretización
espacial no lineal con el método Galerkin/Petrov-Galerkin (Skeel y Berzins, 1990). La integración
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en el tiempo, tanto de la referencia como de las aproximaciones, se llevó a cabo con el algoritmo
ode15s para EDOs rígidas (Shampine y Reichelt, 1997).

Como en la exploración de los criterios de selección de orden, la condición de frontera se fijó en
w0ptq“0 (por definición para el PDR y por superposición para el PDL). Como señales de prueba,
sin pérdida de generalidad, en la condición de frontera w1ptq se aplicaron pulsos rectangulares que
permitieran observar la respuesta transitoria de las aproximaciones en el caso forzado y durante
relajación. Para el PDR las pruebas duraron tT “ 0.45τ y el pulso se mantuvo hasta tΠ“ 0.15τ ;
para el PDL, tT “ τ y tΠ“0.45τ . El tiempo inicial del pulso y de las pruebas fue t0“0 para los
dos problemas. Las soluciones de las aproximaciones se compararon contra la referencia usando
como medida el cociente entre la norma del error de aproximación y la norma de la referencia

E “
||ψptq ´ ψrptq||L2e

||ψrptq||L2e

ˆ 100 %, (3.55)

expresado en porcentaje, donde || ¨ ||L2e “
“ ştT

0 || ¨ ||22 dt
‰

1
2 es la norma 2 de Lebesgue extendida

y ψr“rψr1 ψr2 ¨ ¨ ¨ ψrn s
T es la solución de referencia interpolada en la malla correspondiente

a la aproximación evaluada. Como las aproximaciones polinomiales no están asociadas a ninguna
malla de discretización, el error sólo se tomó en la frontera ξ“1 por ser el punto de interés para
la evaluación de la función de salida del MPU.

En las Figuras 3.7 y 3.8 se muestra el error E (en escala logarítmica) contra el orden q de
la familia de ODEs (3.53) de las aproximaciones obtenidas con cada método de discretización en
combinación con cada malla, para el problema de difusión radial (PDR) y para el problema de
difusión longitudinal (PDL), respectivamente. En esta discusión se dará énfasis a aproximaciones
de orden bajo (qď10) para distinguir las mejores combinaciones método-malla de discretización,
ya que a ordenes superiores el error de aproximación es similar (menor al 0.5% por ejemplo)
debido a la consistencia de los métodos de discretización.

Primero, para el PDR, en la Figura 3.7a se observa que la DCua, seguida de la DUni,
hace converger primero al mEF, aunque las otras dos distribuciones (DCGL y DRPL) producen
errores sólo ligeramente mayores. Para el mDF se ve en la Figura 3.7b que la DUni produce
los errores más grandes, mientras los de las otras tres distribuciones se mantienen cercanos; a
órdenes bajos se ve que con la DCGL el error es ligeramente menor. En el caso del mCD en sus
dos formulaciones, la DRPL produce los errores más pequeños, seguida por la DCGL y la DUni,
mientras con la DCua el método pierde consistencia, como se ve en las Figuras 3.7c y 3.7d para
el mCD-P y el mCD-F, respectivamente. Finalmente, en la Figura 3.7e se comparan los errores
de las aproximaciones asociadas a las mejores combinaciones método-malla de discretización, así
como de las aproximaciones polinomiales Pol2 y Pol4. De las 6 aproximaciones sobresale la del
mCD-P`DRPL, seguida por las del mCD-F`DRPL, mDF`DCGL, mEF`DCua, Pol4 y Pol2, en
ese orden. Cabe resaltar que la DCua sólo benefició al mEF y al mDF pues, como se afirma en
(Segerlind, 1984; Lomax et al., 2001), la precisión de tales métodos aumenta cuando la malla es
más cerrada donde se sabe que los cambios de la variable de interés son mayores. Por otro lado,
el error de la aproximación Pol2 es notablemente mayor al de los otros métodos, mientras el de
Pol4 es menor al de cualquier aproximación de orden q“2.

Resultados similares se observan en las gráficas de la Figura 3.8 para el caso del PDL. Las dos
diferencias son: 1) no se probó la DCua debido la geometría del problema, por lo cual la DUni dio
mejores resultados con el mEF, como se ve en la Figura 3.8a; 2) no se plantearon aproximaciones
análogas a Pol2 ni Pol4 para el PDL. En conclusión, para ambos problemas de difusión, la mejor
aproximación fue la obtenida con el mCD-P`DRPL.
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(c) Cuadratura diferencial polinomial (mCD-P)
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3.5.2. Respuesta en frecuencia de las aproximaciones

Tomando como base aproximaciones de orden bajo (q ď 10), con las pruebas en el dominio del
tiempo se concluyó qué malla produce los errores más pequeños de cada método de discretización.
El objetivo de esta sección es determinar con cuál de las mejores combinaciones método-malla de
discretización se obtienen las aproximaciones de grado q cuya respuesta en frecuencia se acerca
más a la respuesta de los problemas de difusión originales dentro de la banda limitada por la
magnitud |pq| del q-ésimo polo analítico.

Como se sabe, en las fronteras se manifiesta la respuesta crítica de una señal aplicada en
alguna de ellas (Bhikkaji y Söderström, 2001). Suponiendo w0ptq“0 como en las pruebas anteriores
(por definición en el caso del PDR y por superposición para el PDL), la respuesta en frecuencia
de las aproximaciones por discretización desde la condición de frontera w1ptq hasta los extremos
del dominio espacial ξ1 y ξn puede conocerse por medio de las funciones de transferencia

Ψ1psq

W1psq
“ C1psI ´Aq

´1Bn ` d1,n, (3.56a)

Ψnpsq

W1psq
“ CnpsI ´Aq

´1Bn ` dn,n, (3.56b)

respectivamente, cuyas matrices son las mismas de (3.53), (3.54). Las funciones de transferencia
(3.56) serán el instrumento para evaluar la respuesta en frecuencia de las aproximaciones.

En el caso del PDR (Figura 3.9), se compara la respuesta en frecuencia de (3.56b) tomando
aproximaciones de orden q“ 7 contra la respuesta de la función de transferencia analítica (3.6).
Además se compara la respuesta de las aproximaciones polinomiales Pol2 y Pol4 para conocer
su desempeño a frecuencias distintas de w“ 0. En el caso del PDL (Figuras 3.10), se comparan
tanto (3.56a) como (3.56b) contra las funciones de transferencia trascendentales (3.8a) y (3.8b),
respectivamente, tomando aproximaciones de orden q “ 6. En ambos problemas de difusión, los
órdenes 7 y 6 resultan con el criterio de análisis de residuos, el cual es independiente de la constante
de tiempo τ y es menos conservador que el criterio por ancho de banda. Además, el comportamiento
de las aproximaciones es consistente a órdenes distintos de los elegidos.

Las barras verticales en las Figuras 3.9 y 3.10 corresponden a los primeros 10 polos de las
funciones de transferencia analíticas (p1 está en el origen), aunque en la respuesta en fase de la
Figura 3.8a se omiten de p6 en adelante por claridad. Por otro lado, las acotaciones en el eje ω
están normalizadas contra τ para mantener generalidad en la presentación. De esta forma, sin
multiplicar por 1{τ , la magnitud |pk| de los polos corresponde a los valores característicos λk.

En el caso del PDR, en la Figura 3.9 se observa que el mCD, en particular el mCD-P`DRPL
seguido por el mCF-F`DRPL, tiene la respuesta en frecuencia más cercana a la de la función de
transferencia analítica (referencia) hasta al menos ω“|p7|, tanto en magnitud como en fase (con
1{τ´“20ˆ10´3 s´1 y 1{τ`“37ˆ10´3 s´1 resulta |p´7 |“8.3 rad s´1 y |p`7 |“15.4 rad s´1 para
los electrodos negativo y positivo, respectivamente, según los datos de la Tabla D.1). La respuesta
de la aproximación por el mDF`DCGL sigue muy de cerca a la de las aproximaciones por el
mCD, mientras el mEF`DCua tiene el peor desempeño porque su respuesta en frecuencia se aleja
de la referencia desde una década antes de |p7|. En cuanto a las aproximaciones polinomiales, la
respuesta en magnitud de Pol2 permanece cerca de la referencia hasta ω“|p2| y la de Pol4 hasta
ω “ |p3|, es decir, hasta el ancho de banda correspondiente a modelos cuyo orden es el mayor
inmediato. Sin embargo, la respuesta de fase corresponde a modelos de orden q“1 y q“2, como
lo son Pol2 y Pol4. Entonces, se espera que las aproximaciones polinomiales en general tengan
poca precisión debido a su respuesta en frecuencia limitada.
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Figura 3.9: Respuesta en frecuencia de las aproximaciones del PDR
Desde w1ptq hasta ψnptq

En el caso del PDL, en la Figura 3.10a se ve que las aproximaciones por el mEF`DUni y por
el mDF`DCGL tienen la respuesta en magnitud más cercana a la de la función de transferencia
analítica desde w1ptq a ψ1ptq, mientras la respuesta de las aproximaciones por el mCD se separa
prematuramente de la referencia desde ω“|p4| y se mantiene constante. Sin embargo, el nivel de
atenuación de la aproximación por el mCD-P`DRPL (alrededor de ´60 dB) es suficientemente
grande para afirmar que las señales de alta frecuencia son atenuadas casi totalmente, como ocurre
con el problema de difusión original. Por otra parte, la respuesta en fase de las dos aproximaciones
por el mCD es la que sigue más de cerca a la referencia, aunque no llega a la frecuencia límite
ω “ |p6| esperada (con 1{τ “ 237.13 ˆ10´3 s´1 resulta |p6| “ 58.5 rad s´1 a partir de los datos
mostrados en la Tabla D.2).

Por otro lado, en la Figura 3.10b se observan resultados similares a los de la Figura 3.9,
aunque es más clara la superioridad del mCD y la respuesta pobre del mEF. Primero, las apro-
ximaciones por el mCD-P`DRPL seguidas por las del mCD-F`DRPL permanecen cerca de la
referencia hasta casi una década después de |p6| en la respuesta en magnitud, mientras la respuesta
en fase se aleja de la referencia justo en el límite. La aproximación por el mDF`DCGL sigue la
referencia con un pequeño error en la respuesta de magnitud en el límite |p6|, aunque la respuesta
de fase se aleja de la referencia desde poco antes de |p3|. Finalmente, la respuesta en magnitud
de la aproximación por el mEF`DUni se aleja de la referencia desde |p3| y la respuesta en fase
desde antes de ω “ |p2|. Por lo tanto, es claro que para ambos problemas de difusión la mejor
aproximación es aquella obtenida con el mCD-P`DRPL.
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Figura 3.10: Respuesta en frecuencia de las aproximaciones del PDL



Capítulo 4

Modelos de orden reducido

En este capítulo se reformulan los modelos de partícula única (MPU) de celdas Li-Ion y de
electrodo único (MEU) de capacitores DCE en versiones de orden reducido, las cuales resultan al
aproximar los modelos electroquímicos en estudio con los métodos de diferencias finitas (mDF)
y de cuadratura diferencial (mCD). Se obvian los detalles de la reformulación para el caso del
método del elemento finito (mEF) debido a la baja calidad de las aproximaciones obtenidas
con dicha discretización, así como de los ajustes polinomiales Pol2 y Pol4 por estar fuera de
los objetivos de esta tesis. Además, se propone un método para determinar el estado de carga
promedio de los dispositivos en estudio, el cual está basado en la forma canónica modal de los
modelos discretizados.

Primero se validan los modelos electroquímicos simplificados (MPU y MEU), sin discretizar
explícitamente, comparando las predicciones de tensión de cada uno contra datos experimentales
de un ciclo carga/descarga. Las predicciones del MPU se comparan contra datos recuperados de
la literatura de pruebas sobre una celda Li-Ion de aplicación automotriz, mientras las predicciones
del MEU se comparan contra datos obtenidos de experimentos propios sobre un capacitor DCE
de baja escala. Las soluciones de las ecuaciones de estado (ecuaciones diferenciales parabólicas)
se obtienen con el algoritmo pdepe de Matlab; se usaron valores paramétricos también tomados
de la literatura, algunos de ellos ajustados a prueba y error.

Después de validar los modelos electroquímicos simplificados, las soluciones de las variables
de estado calculadas con el algoritmo pdepe se usan para determinar referencias contra las cuales
se comparan predicciones de la tensión y del estado de carga de los modelos reducidos, ya sea
discretizados o aproximados con los ajustes Pol2 y Pol4. De esta manera se verifican las conclu-
siones sobre la precisión de los métodos de reducción explorados en el capítulo anterior. Sólo por
completud, también se comparan las predicciones de las aproximaciones Pol2 y Pol4. Además, por
simplicidad, se usa el mismo método de reducción en ambos electrodos de la celda Li-Ion.

En el caso del MPU de celdas Li-Ion, está reportado en la literatura que el estado combinado
de los dos electrodos no es completamente observable a través de la tensión de salida. El resurso
típico para superar este problema estructural es despreciar la dinámica de la partícula represen-
tativa de uno de los electrodos y aproximar su composición por medio del electrodo preservado.
Esta simplificación se conoce como modelo de partícula simple con un electrodo (MPU-1e), el cual
se formula en su versión de orden reducido (MPUR-1e) a fin de encontrar condiciones suficientes
para asegurar las propiedades de controlabilidad y observabilidad. Se revisan dos versiones del
MPUR-1e tomadas de la literatura, se propone una tercera basada en el promedio de la composi-
ción del electrodo preservado y se analiza la conveniencia de cada una de ellas según la magnitud
de las constantes de tiempo de los electrodos.
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Cabe hacer las siguientes aclaraciones sobre la exposición del capítulo: 1) en el caso del
MPUR de celdas Li-Ion, se usan los superíndices «´» y «`» sólo cuando es necesario distinguir
de qué electrodo se trata; 2) aunque por simplicidad se usa la misma notación para denominar
las matrices análogas de los problemas de difusión radial y longitudinal, en general son diferentes
(en el Apéndice E se describen explícitamente); 3) las matrices identidad I, de conmutación J ,
así como las matrices nulas, son de dimensiones adecuadas en todos los casos, y 4) no confundir
los valores característicos γi de los problemas de difusión (problema de Sturm-Liouville) con los
valores característicos λi de una matriz cuadrada.

4.1. Modelo de partícula única reducido de celdas Li-Ion

4.1.1. Modelo de partícula única reducido completo

La ecuación de estado del modelo de partícula única reducido (MPUR) contiene dos sub-
modelos desacoplados, uno por cada electrodo (negativo «´», positivo «`»), tal que

«

9ζ´

9ζ`

ff

“

„

ϑ´a A
´ 0

0 ϑ`a A
`

„

ζ´

ζ`



`

„

´ϑ´b B
´
n

ϑ`b B
`
n



id con
„

ζ´p0q

ζ`p0q



“

„

ζ´0
ζ`0



, (4.1)

donde todas las matrices son de dimensiones adecuadas. Cada submodelo describe la dinámica de
la fracción estequiométrica de iones de litio ζpt, ξq sobre los puntos interiores del radio discretizado
de la partícula representativa correspondiente. En ambos, la señal de entrada es la corriente idptq.
La función de salida es de la forma

vd “ ´U
´pζ´s q ` U

`pζ`s q ´
`

%´pζ´s q ` %
`pζ`s q ` ϑd

˘

id, (4.2)

a la cual aportan los potenciales de equilibrio U´pζ´s q y U`pζ`s q, así como las impedancias

%´pζ´s q “ ϑ´c rp1´ ζ
´
s qζ

´
s s
´ 1

2 y %`pζ`s q “ ϑ`c rp1´ ζ
`
s qζ

`
s s
´ 1

2 (4.3)

debidas a la cinética de las reacciones en los electrodos.
Tanto en el caso del mDF como del mCD, cada subvector de estado ζptq : r0,8qÑ Rq tiene

la estructura ζ “ r ζ2 ζ3 ¨ ¨ ¨ ζn´1 s
T , con q “ n´2, donde n es el número total de puntos de

discretización (con ninguno de estos dos métodos es posible plantear ecuaciones diferenciales en
las fronteras). Las fracciones molares de iones de litio en la superficie (ξ “ 1) de las partículas
representativas, necesarias para evaluar la función de salida, se calculan con las funciones

ζ´s “ C´n ζ
´ ´

ϑ´b
ϑ´a

d´n,n id y ζ`s “ C`n ζ
` `

ϑ`b
ϑ`a

d`n,n id. (4.4)

Las matrices involucradas se definen en la Sección 3.5 (ver también el Apéndice E) y, finalmente,
los parámetros ϑ ą 0 del modelo son

ϑ´a “
D´s
pR´s q2

, ϑ´b “
1

FSR´s a´c
´
sm `´

, ϑ´c “
RT

F 2S
a

c0
e a
´c´sm k

´
0 `
´
,

ϑ`a “
D`s
pR`s q2

, ϑ`b “
1

FSR`s a`c
`
sm ``

, ϑ`c “
RT

F 2S
a

c0
e a
`c`sm k

`
0 `
`
, ϑd “ Rcel. (4.5)
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4.1.2. Modelo de partícula única reducido con un electrodo

Por inspección de la función de salida (4.2) y bajo el argumento de que hay más de un par
de valores pζ´s , ζ`s q para los cuales la diferencia ´U´pζ´s q ` U`pζ`s q da el mismo resultado, Di
Domenico et al. (2008) y Moura et al. (2012a,b,c) concluyen que el estado del MPUR de celdas
Li-Ion no es completamente observable desde la tensión vdptq (en el siguiente capítulo se muestra
que tal conclusión es imprecisa). La solución típica para superar la carencia de observabilidad es
despreciar la dinámica de uno de los electrodos y aproximar su fracción superficial de iones de litio,
necesaria para evaluar la función de salida, a partir de la composición del electrodo conservado. La
selección del electrodo a eliminar no es sencilla porque depende de la información disponible (en
general escasa) sobre los materiales de fabricación de cada celda en particular: comúnmente sólo
se tiene certeza sobre la composición de los electrodos negativos (LiC6) mientras, en contraste,
frecuentemente se prueban nuevos materiales para fabricar electrodos positivos. Además, valores
paramétricos como la porosidad, el radio promedio de las partículas activas y la difusividad en
estado sólido dependen del fabricante, la aplicación, la degradación de la celda y la temperatura
(notar que los modelos son isotérmicos).

La Tabla 4.1 contiene una lista de los valores del radio de partícula Rs, la difusividad de
iones de litio en estado sólido Ds y la constante de tiempo τ de los electrodos negativo y positivo
de varias celdas. Aunque tales conjuntos de parámetros se usan en otros trabajos, sólo se hace
referencia a los que posiblemente sean los primeros en que aparecen. Como se observa, la constante
de tiempo de los electrodos negativos es en general la de mayor magnitud, aunque en la celda de
Smith y Wang (2006a) ambas constantes de tiempo son comparables. Únicamente hay dos caso
atípicos: las celdas 3 y 10. En el primero, los autores suponen que las partículas activas de los dos
electrodos tienen el mismo radio, la cual es una selección común en trabajos de identificación (ver
los radios de las celdas 7-9), y además se toman valores típicos para la difusividad de los materiales
de inserción. La combinación de dichas situaciones podría explicar que en la celda reportada en
(Ramadass et al., 2003) el electrodo negativo sea el más rápido, lo cual contradice al resto de
las celdas del mismo tipo (celdas 4-8). Por otro lado, el electrodo positivo de la celda reportada
en (Safari y Delacourt, 2011b) es demasiado lento en comparación con la rapidez propia de los
electrodos LiFePO4 (Zhang, 2011b), característica respaldada por la identificación paramétrica
más rigurosas reportada en (Forman et al., 2012).

Con las observaciones anteriores es posible decidir qué submodelo eliminar y determinar
una estrategia para aproximar su composición superficial. Las ecuaciones (4.6)-(4.8) resumen dos
modelos de partícula única con un electrodo tomados de la literatura y una propuesta alternativa,
todos formulados en su versión de orden reducido (MPUR-1e). El MPUR-1e de (4.6) lo proponen
Di Domenico et al. (2008) como base para diseñar un observador de estado tipo filtro de Kalman
extendido para la celda de Smith y Wang (2006b). En este caso, como las constantes de tiempo
de los electrodos son del mismo orden de magnitud, se esperan respuestas similares del modelo
final al escoger cualquiera de los dos electrodos; los autores conservan la dinámica del electrodo
positivo por ser el que aporta mayoritariamente a la función de salida. Además asumen conocidos
todos los parámetros y las funciones de los potenciales de equilibrio de los electrodos; ver también
(Di Domenico y Stefanopoulou, 2010).

El segundo MPUR-1e lo proponen Moura et al. (2012a,b,c), sin discretizar, para diseñar un
observador adaptable basado en la teoría de control de ecuaciones parabólicas a través de las
fronteras, compendiada en (Krstic y Smyshlyaev, 2008). Se asume que la celda tiene un electrodo
positivo de LiFePO4 con dinámica muy rápida en comparación con el electrodo negativo (τ`!τ´),
por lo cual se conserva el segundo. Como se ve en (4.7), los autores proponen aproximar la
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Tabla 4.1: Constates de tiempo τ“R2
s{Ds de algunas celdas Li-Ion

No. Tomado de: Composición Rs rms Ds rm2 s´1s τ rss

1 (Fuller et al., 1994a) LiC6 1.8ˆ 10´5 5.0ˆ 10´13 648.0
LiMn2O4 1.0ˆ 10´6 1.0ˆ 10´13 10.0

2 (Doyle et al., 1996) LiC6 1.25ˆ 10´5 3.9ˆ 10´14 4006.4
LiMn2O4 8.5ˆ 10´6 1.0ˆ 10´13 722.5

3 (Ramadass et al., 2003)a LiC6 2.0ˆ 10´6 3.9ˆ 10´14 102.6
LiCoO2 2.0ˆ 10´6 1.0ˆ 10´14 400.0

4 (Doyle y Fuentes, 2003) LiC6 7.5ˆ 10´6 5.5ˆ 10´14 1022.7
LiCoO2 4.0ˆ 10´6 1.0ˆ 10´11 1.6

5 (Sikha et al., 2004) LiC6 1.25ˆ 10´5 3.89ˆ 10´14 4016.7
LiCoO2 8.0ˆ 10´6 1.0ˆ 10´13 640.0

6 (Santhanagopalan et al., 2008) LiC6 1.25ˆ 10´5 1.3833ˆ 10´15 112954.5
LiCoO2 1.1ˆ 10´5 4.3334ˆ 10´15 27922.6

7 (Speltino et al., 2009a) LiC6 1.0ˆ 10´6 2.32ˆ 10´16 4310.3

LiCoO2
b 1.0ˆ 10´6 3.95ˆ 10´16 2531.6

8 (Speltino et al., 2009b) LiC6 1.0ˆ 10´6 1.27ˆ 10´16 7874.0

LiCoO2
b 1.0ˆ 10´6 8.9ˆ 10´16 1123.6

9 (Smith y Wang, 2006b) LiC6 1.0ˆ 10´6 2.0ˆ 10´16 5000.0

LiNi0.8Co0.15Al0.05O2
b 1.0ˆ 10´6 3.7ˆ 10´16 2702.7

10 (Safari y Delacourt, 2011b)a LiC6 3.5ˆ 10´6 2.0ˆ 10´14 612.5
LiFePO4 3.65ˆ 10´8 1.18ˆ 10´18 1129.0

11 (Forman et al., 2012) LiC6 3.6ˆ 10´6 8.275ˆ 10´14 156.6
LiFePO4 1.637ˆ 10´7 1.736ˆ 10´14 1.5

aCasos atípicos bSuposiciones

composición superficial ζ`s del electrodo positivo a través de la fracción superficial ζ´s del electrodo
negativo. El MPUR-1e propuesto en (4.8), una aportación de esta tesis, también está orientado a
celdas Li-Ion con electrodo positivo «rápido»; la diferencia es que la fracción ζ`s se aproxima con
base en la fracción promedio del electrodo negativo ζ´p , definida más adelante (Ecuación (4.30)).

1. MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008)

9ζ` “ ϑ`a A
`ζ` ` ϑ`b B

`
n id con ζ`p0q“ζ`0 , (4.6a)

vd “ ´U
´pζ̃´s q ` U

`pζ`s q ´
`

%´pζ̃´s q ` %
`pζ`s q ` ϑd

˘

id, (4.6b)

ζ̃´s “ ´k
´
1 ζ
`
s ` k

´
0 , ζ`s “ C`n ζ

` `
ϑ`b
ϑ`a

d`n,n id. (4.6c)

2. MPUR-1e de Moura et al. (2012a,b,c), discretizado

9ζ´ “ ϑ´a A
´ζ´ ´ ϑ´b B

´
n id con ζ´p0q“ζ´0 , (4.7a)

vd “ ´U
´pζ´s q ` U

`pζ̃`s q ´
`

%´pζ´s q ` %
`pζ̃`s q ` ϑd

˘

id, (4.7b)

ζ̃`s “ ´k
`
1 ζ
´
s ` k

`
0 , ζ´s “ C´n ζ

´ ´
ϑ´b
ϑ´a

d´n,n id. (4.7c)
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3. MPUR-1e alternativo

9ζ´ “ ϑ´a A
´ζ´ ´ ϑ´b B

´
n id con ζ´p0q“ζ´0 , (4.8a)

vd “ ´U
´pζ´s q ` U

`pζ̃`s q ´
`

%´pζ´s q ` %
`pζ̃`s q ` ϑd

˘

id, (4.8b)

ζ̃`s “ ´k
`
1 ζ
´
p ` k

`
0 , ζ´p “ C´p ζ

´, ζ´s “ C´n ζ
´ ´

ϑ´b
ϑ´a

d´n,n id. (4.8c)

En todos los MPUR-1e, la aproximación de la composición superficial correspondiente ζs se
expresa como ζ̃s. Asimismo, los parámetros de ajuste k ą 0 son

k´1 “ ´
ζ´100 ´ ζ

´
0

ζ`100 ´ ζ
`
0

, k´0 “ ζ´0 ` k
´
1 ζ
`
0 , (4.9a)

k`1 “ ´
ζ`100 ´ ζ

`
0

ζ´100 ´ ζ
´
0

, k`0 “ ζ`0 ` k
`
1 ζ
´
0 , (4.9b)

para los electrodos negativo y positivo, respectivamente. Los valores de los parámetros ζ0 y ζ100

para la celda de ejemplo se muestran en la Tabla D.1, tomada de (Smith y Wang, 2006b).

4.2. Modelo de electrodo único reducido de capacitores DCE

La dinámica de la distribución del potencial eléctrico en la doble capa a lo largo del electrodo
positivo de un capacitor DCE se describe, sobre los puntos interiores de la malla de discretización,
con la ecuación de estado

9η “ ϑaAη ` ϑbpB1´ ϑcBnq id con ηp0q“η0. (4.10)

La función de salida, que corresponde al potencial entre las terminales del capacitor, es

vd “
2

ϑc ` 1
pC1 ` ϑcCnq η `

"

2

ϑc ` 1

ϑb
ϑa
rd1,1 ´ ϑcpd1,n´dn,1 ` 1q ´ ϑ2

c dn,ns ´ ϑd

*

id, (4.11)

la cual resulta al sustituir las aproximaciones η1ptq y ηnptq de la variable ηpt, ξq en las fronteras,
calculadas por medio de las expresiones

η1 “ C1 η `
ϑb
ϑa
pd1,1 ´ ϑc d1,nq id y ηn “ Cn η `

ϑb
ϑa
pdn,1 ´ ϑc dn,nq id (4.12)

en la función de salida original (2.71) del MPU

vd “
2

ϑc ` 1
η1 `

2ϑc
ϑc ` 1

ηn ´

ˆ

2ϑc
ϑc ` 1

ϑb
ϑa
` ϑd

˙

id. (4.13)

Tanto para el mDF como para el mCD, el vector de estado ηptq : r0,8qÑ Rq del MEUR tiene
la estructura η“r η2 η3 ¨ ¨ ¨ ηn´1 s

T , con q“n´2, donde n es el total de puntos de discretización
(con estos dos métodos sólo es posible formular ecuaciones diferenciales en los puntos interiores).
Los parámetros ϑ ą 0 del modelo de electrodo único reducido (MEUR) son

ϑa “
1

aCe`2
κσ

κ` σ
, ϑb “

1

aCe`2
κσ

κ` σ

`

κS
, ϑc “

κ

σ
y ϑd “

`sep

κsepS
. (4.14)
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Finalmente, las matrices involucradas en el MEUR se definen en la Sección 3.5 del capítulo anterior
y se discuten a profundidad en el Apéndice E para el mDF y el mCD.

4.3. Estado de carga

El estado de carga (EdC) indica la fracción utilizable de la carga eléctrica nominal (o máxima)
de una celda electroquímica (Dell y Rand, 2001), y se define como el cociente

EdCptq “
Q0 ´Qptq

Qm
con 0 ď EdC ď 1, (4.15)

donde Qm es la carga máxima, Q0“Qpt0q es la carga inicial y Qptq es la carga recibida-entregada
(carga R-E) durante el lapso t´t0. Cuando se evalúa a partir de la carga R-E críticaQcptq, el estado
de carga crítico EdCcptq está directamente relacionado con la potencia que puede desarrollar la
celda en el instante t; si se trata de la carga R-E promedio Qpptq, el estado de carga promedio
EdCpptq indica cuánta energía está disponible en la celda (Chaturvedi et al., 2010; Di Domenico
y Stefanopoulou, 2010). Aunque el EdC en general se expresa en porcentaje, en este trabajo se
conservará como proporción adimensional por simplicidad.

El EdC es una variable fundamental para diseñar algoritmos y estrategias de manejo de
potencia y energía de celdas electroquímicas (Miller, 2010). Sin embargo, aunque conceptualmente
es sencillo de determinar, en general es complicado calcular la carga R-E en cada instante. En
el caso de las baterías electroquímicas, el recurso tradicional para calcular el EdC es evaluar el
inventario de la corriente aplicada por medio de la ecuación

EdCptq “
1

C

“

C0 ´
1

3600

ż t

t0

idptqdt
‰

, (4.16)

también conocida como «conteo de Coulomb», donde C0“Cpt0q es la capacidad inicial y C es la
capacidad nominal especificada por el fabricante, ambas en Ah. Ejemplos de su uso se encuentran
principalmente en trabajos sobre modelos de circuito equivalente, por ejemplo, (Moss et al., 2008;
Rahimian et al., 2011; Hu y Yurkovich, 2012). A pesar de su popularidad y evidente equivalencia
con el EdC promedio, la ecuación (4.16) es intrínsecamente frágil porque la integración directa
del ruido en las mediciones de la corriente idptq induce un sesgo creciente en el EdC calculado.

En el caso de capacitores DCE, el EdC comúnmente se determina en función de la tensión
de salida vdptq. Por ejemplo, con base en el modelo RC de circuito equivalente, en (Verbrugge et
al., 2005b) se propone la expresión

EdCptq “
vdptq ´ v0

v100 ´ v0
, (4.17)

donde v100 y v0 son las tensiones en las terminales cuando el capacitor DCE se considera totalmente
cargado y descargado, respectivamente. El EdC calculado con (4.17) corresponde al EdC crítico
e indica qué tan cerca está el potencial ηpt, ξq de su valor nominal máximo ηc“vm{2. Usando el
cociente (4.17) se obtiene un resultado conservador porque vdptq contiene la caída de potencial
debida a la resistencia equivalente del separador. Por otro lado, si un banco de capacitores se usa
como unidad principal de almacenamiento, entonces es necesario conocer además el EdC promedio
para determinar la cantidad de energía disponible.

La principal motivación para el uso de modelos electroquímicos es su significado físico, lo
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cual implica una descripción más realista de las variables internas de las celdas que la ofrecida por
los modelos de circuito equivalente. En las siguientes secciones se aprovecha tal cualidad del MPU
y del MEU para determinar con mayor precisión el EdC a partir de la fracción estequiométrica
de de iones de litio, en el caso de celdas Li-Ion, y del potencial en la capa eléctrica doble, en el
caso de capacitores DCE. Con el uso de las variables internas se superan las desventajas de los
métodos clásicos para calcular el EdC. Sin embargo, las variables internas de los dispositivos en
estudio no son medibles y los parámetros en general son inciertos. En el Capítulo 6 se plantean
esquemas de observación adaptable con base en los modelos de orden reducido formulados.

Además de asumir condiciones iniciales adecuadas, en el resto del capítulo se supondrá que:

1. Los valores característicos λi, con i “ 1, 2, . . . , q, de las matrices de discretización A de
los submodelos o modelos correspondientes son todos reales, diferentes y sus magnitudes
cumplen la condición ´8 ă λq ă ¨ ¨ ¨ ă λ2 ă λ1 “ 0 para todas las combinaciones malla-
método de discretización exploradas en el capítulo anterior.

2. La reducción de orden del MEUR de capacitores DCE se obtuvo usando mallas de discreti-
zación simétricas como DUni, DCGL y DRPL.

Aunque está fuera de los alcances de esta tesis y no se incluye ningún análisis al respecto, se
ha observado que la primera suposición se verifica para todos los casos estudiados, al menos
con 3 ď q ď 20 (q es el orden del submodelo o modelo respectivo). Sin embargo, no puede
asegurarse su cumplimiento para discretizaciones distintas a las exploradas en el Capítulo 3. Por
otro lado, la suposición 1 es consistente con respecto a los polos originales pi, con i“1, 2, . . . ,8,
de los problemas de difusión (3.1)-(3.3), ya que ´8 ă ¨ ¨ ¨ ă p2 ă p1 “ 0 (ver las funciones de
transferencia expandidas (3.7) y (3.9), así como los conjuntos de valores característicos (3.16) y
(3.15)). Finalmente, la segunda suposición se propone por comodidad y debido a las propiedades de
simetría inherentes; en este caso, se aprovecha que las matrices de entrada son anti-centrosimétricas
entre ellas, es decir, B1 “ ´JBn (ver las propiedades (E.21) de las matrices de discretización
secundarias), donde J es la matriz de conmutación (Definición E.1).

4.3.1. Estado de carga de celdas Li-Ion

El EdC de una celda Li-Ion se puede determinar a partir de la fracción de iones de litio
difundidos en las partículas representativas de los electrodos. El EdC crítico debe calcularse con
respecto al electrodo dominante, es decir, aquel cuya constante de tiempo τ “R2

s{Ds sea la de
mayor magnitud. Tal selección se debe a que la variación de la fracción de iones de litio en
la frontera ξ “ 1, a través de la cual fluyen los iones de litio de las partículas activas, es más
acentuado en el electrodo «lento» que en el «rápido».

Con base en la revisión de la Tabla 4.1, en general, el electrodo negativo posee la dinámica
dominante. Por lo tanto, el EdC crítico se calcula con la relación

EdCcptq “
ζ´s ptq ´ ζ

´
0

ζ´100 ´ ζ
´
0

, (4.18)

donde ζ´s es la fracción de iones de litio en la superficie de la partícula representativa del electrodo
negativo, definida como la concentración molar de carga Fcspt, x, rq promediada en el volumen
ε´s `

´S del electrodo, normalizada contra la concentración máxima Fc´sm y evaluada en la superficie
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r “ R´s de las partículas activas, es decir,

ζ´s ptq “
1

ε´s `´S

ż `´

0

ε´s S

Fc´sm
Fcspt, x,R

´
s q dx. (4.19)

Cuando las constantes de tiempo τ´ y τ` son comparables (del mismo orden de magnitud), es
posible aproximar el EdC crítico a través de la composición del electrodo positivo de la forma

EdCcptq «
ζ`s ptq ´ ζ

`
0

ζ`100 ´ ζ
`
0

, (4.20)

donde la fracción ζ`s se define, de manera similar a ζ´s , como el promedio

ζ`s ptq “
1

ε`s ``S

ż ``

¯̀sep

ε`s S

Fc`sm
Fcspt, x,R

`
s q dx. (4.21)

La observación anterior es útil cuando conviene conservar la dinámica del electrodo positivo como
en el caso del MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008). En el contexto del MPUR completo o
cualquiera de sus simplificaciones de un electrodo (4.6)-(4.8), la fracción superficial ζ´s o ζ`s se
calcula con la expresión adecuada de las dos en (4.4).

A diferencia del EdC crítico, idealmente, el EdC promedio se puede calcular a partir de
cualquiera de los dos electrodos debido al principio de conservación de carga en la celda (Klein
et al., 2010, 2013). En este caso se toma la fracción promedio ζ´p o ζ`p en lugar de la fracción
superficial, es decir,

EdCpptq “
ζ´p ptq ´ ζ

´
0

ζ´100 ´ ζ
´
0

“
ζ`p ptq ´ ζ

`
0

ζ`100 ´ ζ
`
0

. (4.22)

Las fracciones promedio se calculan normalizando y promediando la concentración de carga
Fcspt, x, rq en el volumen de cada electrodo, como para el EdC crítico, y además en el volumen
de la partícula esférica correspondiente (Chaturvedi et al., 2010), o sea

ζ´p ptq “
1

ε´s `´S

ż `´

0
ε´s S

ˆ

1
4
3πpR

´
s q

3 Fc´sm

ż R´s

0
4π Fcspt, x, rq r

2dr

˙

dx, (4.23a)

ζ`p ptq “
1

ε`s ``S

ż ``

¯̀sep
ε`s S

ˆ

1
4
3πpR

`
s q

3 Fc`sm

ż R`s

0
4π Fcspt, x, rq r

2dr

˙

dx. (4.23b)

El primer promedio está implícito en la deducción del MPU, mientras el promedio en el volumen
de la partícula representativa, con ξ la coordenada radial normalizada, se obtiene

ζ´p ptq “

ż 1

0
3ζ´pt, ξq ξ2dξ, ζ`p ptq “

ż 1

0
3ζ`pt, ξq ξ2dξ. (4.24)

A partir de las aproximaciones polinomiales Pol2 y Pol4 de la Sección 3.4 se sabe que la
fracción de iones de litio promediada, primero en el volumen del electrodo correspondiente y
después en el volumen de la partícula representativa respectiva, resulta

9ζp “ ˘3ϑb id, (4.25)

donde «´» corresponde al electrodo negativo y «`» al positivo. La ecuación (4.25) es una copia
de la expresión (3.48a) o (3.52a), reescrita usando el parámetro ϑb, el cual representa la capacidad
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del electrodo y, por lo tanto, de la celda (Lin et al., 2011). Con base en la Suposición 1, existe un
sistema de coordenadas zptq “ Tζptq para cualquiera de los electrodos, con zptq : r0,8q Ñ Rq y
detpT q ‰ 0, tal que cada submodelo en (4.1) puede reescribirse en la forma canónica modal

9z “ ϑaΛ z ˘ ϑbB̄n id, (4.26)

donde

z “ Tζ “

»

—

—

—

–

z1

z2

...

zq

fi

ffi

ffi

ffi

fl

, Λ “ T´1AT “

»

—

—

—

–

λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . λq

fi

ffi

ffi

ffi

fl

, B̄n “ TBn “

»

—

—

—

–

b̄1,n
b̄2,n
...

b̄q,n

fi

ffi

ffi

ffi

fl

, (4.27)

y además ´8 ă λq ă ¨ ¨ ¨ ă λ2 ă λ1“0. Cada renglón de T es un vector característico (columna)
de AT y se puede calcular resolviendo

ATT T “ T TΛ. (4.28)

Como λ1“0 (un polo en el origen, sistema tipo 1), el primer renglón

9z1 “ ˘ϑb b̄1,n id “ ˘ϑb T1Bn id (4.29)

del subsistema transformado (4.26) recupera el valor promedio instantáneo de ζ (Ogata, 1997,
Sec. 5.4). Entonces, al comparar (4.25) contra (4.29) se deduce finalmente que

ζp “ C´p ζ
´ “ C`p ζ

` con Cp “ ˘3pT1Bnq
´1T1, (4.30)

donde «´» corresponde al electrodo negativo y «`» al positivo, lo cual es suficiente para evaluar
el EdC promedio definido en (4.22). Cabe mencionar que para calcular (4.30) no es necesario
conocer la matriz T completamente sino sólo el vector característico T1 de A asociado a λ1“ 0.

4.3.2. Estado de carga de capacitores DCE

El estado de carga crítico de capacitores DCE se calcula con

EdCcptq “
2ηcptq ´ v0

v100 ´ v0
, (4.31)

similar a la expresión (4.17), donde

ηc “
1

ϑc`1
pC1 ` ϑcCnq η, (4.32)

es el potencial interfacial crítico de un electrodo (positivo) sin considerar la caída de tensión en
el separador, por lo cual el EdC crítico resultante es menos conservador que el correspondiente al
método clásico (comparar (4.32) contra (4.11)).

Por otro lado, el estado de carga promedio se calcula con el cociente

EdCpptq “
2ηpptq ´ v0

v100 ´ v0
, (4.33)
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donde ηpptq es el potencial en la capa eléctrica doble promediado en el volumen del electrodo
conservado (positivo) en el MEU. De esta manera

ηpptq “
1

S` aCe

ż ``

¯̀sep
S aCe ηpt, xq dx “

ż 1

0
ηpt, ξqdξ, (4.34)

donde a es el área de contacto sustrato-solución por unidad de volumen, Ce es la capacitancia
por unidad de área de la doble capa eléctrica y ξ es la variable espacial normalizada (notar que
la carga máxima admisible en el electrodo es S` aCevm{2).

Al aproximar el problema de difusión longitudinal (3.2)-(3.3) a través de los ajustes polino-
miales Pol2 y Pol4 de la Sección 3.4, y desarrollando con base en el procedimiento descrito en
(Subramanian et al., 2005), el promedio ψpptq de ψpt, ξq resulta

dψp
dt

“
1

τ
pw1 ´ w0q. (4.35)

Con la sustitución de las condiciones de frontera (3.3) y de los parámetros ϑb y ϑc, así como el
cambio de variable ηp“ψp, el potencial interfacial promedio de un capacitor DCE es

9ηp “ ´ϑbp1` ϑcq id. (4.36)

En la expresión anterior el producto ϑbp1`ϑcq indica la capacidad de almacenamiento del electrodo
y, por lo tanto, del capacitor.

Por la Suposición 1, como en el caso del MPUR de celdas Li-Ion, existe un sistema de
coordenadas zptq “ Tηptq, con zptq : r0,8q Ñ Rq, detpT q ‰ 0 y T calculada como en (4.28), tal
que la ecuación de estado (4.10) del MPUR puede llevarse a la forma canónica modal

9z “ ϑaΛ z ` ϑbpB̄1 ´ ϑcB̄nq id, (4.37)

donde las matrices Λ y B̄n se definen como en (4.27) y

B̄1 “ TB1 “ r b̄1,1 b̄2,1 ¨ ¨ ¨ b̄q,1 s
T . (4.38)

Además, como λ1“0, el primer renglón de (4.37)

9z1 “ ϑbpb̄1,1´ ϑcb̄1,nq id (4.39)

recupera el valor promedio de η en cada instante t.

Por el Corolario E.4.1, aplicable con base en la Suposición 2, se sabe que el primer renglón
de T tiene la forma T1“r T̄1 T̄1,c T̄1J s, con T̄ T1 P Rp, T̄1,c P R, T1“r 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 sT y q“2p`1;
con q“2p basta eliminar el elemento central T̄1,c. J es la matriz de conmutación, la cual contiene
unos en la antidiagonal y el resto de las entradas son nulas. Como se ve, T1 cumple la condición
de centrosimetría T1“T1J . Además, por la Suposición 2, se sabe que las matrices de entrada en
la ecuación de estado (4.10) del MPUR son anti-centrosimétricas entre sí, es decir, B1“´JBn.
De la propiedad anterior resulta

b̄1,1 “ T1p´JBnq “ r T̄1 T̄1,c T̄1J s

»

–

0 0 ´J

0 ´1 0

´J 0 0

fi

flBn “ ´T1Bn “ ´b̄1,n, (4.40)
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por lo cual la expresión (4.39) puede reescribirse de la forma

9z1 “ ´ϑb b̄1,np1` ϑcq id “ ´ϑb T1Bnp1` ϑcq id. (4.41)

Comparando la ecuación anterior contra (4.36) se deduce que el potencial promedio ηpptq del
electrodo positivo de un capacitor DCE se puede calcular con

ηp “ Cp η con Cp “ pT1Bnq
´1T1, (4.42)

por lo que basta con calcular el vector característico T1.

4.4. Respuesta de los modelos de orden reducido

A continuación se muestran las predicciones del potencial en terminales y del estado de carga
del MPUR de celdas Li-Ion y del MEUR de capacitores DCE usando las mejores combinaciones
malla-método de discretización determinadas en el capítulo anterior. Como ejemplos se toman la
celda Li-Ion de aplicación automotriz estudiada en (Smith y Wang, 2006b) y el capacitor DCE
Maxwell PC10 reportado en (Sikha et al., 2005), cuyos parámetros se resumen en las Tablas D.1
y D.2. Las referencias contra las cuales se comparan las predicciones de los modelos de orden
reducido corresponden a soluciones obtenidas con la rutina pdepe de MATLAB del MPU y del
MEU sobre mallas uniformes de 201 puntos en el espacio y 1001 en el tiempo. Algunos de los
parámetros recuperados de la literatura se ajustaron a prueba y error hasta hacer coincidir la
respuesta de los modelos contra datos experimentales dentro de un ciclo carga/descarga.

En el caso del MPUR también se comparan las respuestas de los tres MPUR-1e resumidos en
las ecuaciones (4.6)-(4.8) aunque considerándolos casos particulares de los modelos de referencia
(de orden alto) y sin introducir ninguno de los métodos de reducción de orden revisados. Debido
a la información disponible, se asume en todos los casos que las funciones auxiliares (4.3) de la
ecuación de salida (4.2) son parámetros constantes de la forma

%´pζ´s q “ %´0 “
RT

F 2Sa´`´j´0
y %`pζ`s q “ %`0 “

RT

F 2Sa```j`0
, (4.43)

y la caída de potencial debida a la película del material activo de los electrodos se condensa en el
parámetro único (ver las ecuaciones (2.37) y (4.5))

Rcelf “
R´f
a´`´

`
R`f
a```

. (4.44)

En la Tabla D.1 se reporta el valor de Fj0 para cada electrodo y la resistencia superficial total
Rcelf de la celda de ejemplo, el cual se calibró de 20 Ω cm2 a 27 Ω cm2; el EdC inicial (promedio)
también se ajustó de 58.3% a 57%. La señal de prueba es el HPPC (hybrid pulse power charac-
terization) (U.S. DOE, 2003), el cual consiste en un pulso de descarga de 30 A de amplitud y 18 s
de duración, 32 s de relajación a circuito abierto (0 A) y un pulso de recarga de ´22.5 A de 10 s
de duración, como se muestra en la Figura 4.1a. En la misma figura se compara la tensión usada
como referencia contra datos recuperados de (Smith y Wang, 2006b), los cuales corresponden a
pruebas experimentales hechas sobre la celda de ejemplo durante un ciclo del HPPC.

Como se observa, a pesar de no tomar en cuenta el proceso en la solución electrolítica y
de considerar uniforme el proceso de intercalación con respecto a la posición a lo largo de los
electrodos, entre otras suposiciones «fuertes» de la deducción del MPU (ver las Secciones 2.2 y
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2.3), la respuesta a corrientes de 5C“30 A (5 veces la corriente relativa a la capacidad nominal)
es prácticamente idéntica a los datos recuperados de la literatura, lo cual verifica las validaciones
del MPU reportadas en (Di Domenico et al., 2008; Di Domenico y Stefanopoulou, 2010) para
un ciclo completo del HPPC; únicamente existen pequeñas discrepancias a partir de t “ 51 s
debidas a picos de corriente que las soluciones usadas como referencia no reproducen por falta de
información (no están documentadas ni la amplitud ni la duración de los picos). Cabe resaltar
que los resultados anteriores contrastan con los de Chaturvedi et al. (2010), quienes afirman que
el MPU falla para corrientes mayores a 1C. Por otro lado, no debe olvidarse que el proceso en la
solución electrolítica (ignorado en el MPU) puede limitar la capacidad de la celda bajo regímenes
de carga o descarga sostenida, aunque tal fenómeno no sea evidente en la tensión de salida.

En la Figura 4.2 se muestra la respuesta de las aproximaciones por discretización. Se tomaron
las combinaciones malla-método de discretización consideradas las mejores en el capítulo anterior.
En la Figura 4.2a se muestran las predicciones cuando el orden de las aproximaciones se calcula
con el criterio de análisis de residuos (q´ “ q` “ 7) y en 4.2b cuando se escoge con el criterio
de ancho de banda (q´ “ 19 y q` “ 14). En ambos casos se confirman los resultados previos:
la mejor predicción es la relacionada al mCD-P`DRPL y al mCD-F`DRPL, seguidas por la
del mDF`DCGL y finalmente del mEF`DCua. Aunque en todos los diagramas de la Figura
4.2 el error de las predicciones del mEF disminuye a medida que aumenta el orden del modelo,
aún es relativamente grande con respecto al de las demás aproximaciones. Por otro lado, los
errores de predicción se manifiestan sobre todo al inicio de los pulsos, aunque incluso en estos
puntos y a órdenes bajos (q´ “ q` “ 7), la predicción del EdC promedio usando cualquiera de
las discretizaciones es muy similar a la referencia. Además, es importante destacar que el mDF
es una buena alternativa al mCD, en cualquiera de sus dos planteamientos (mCD-P o mCD-F),
por ser fácil de implementar, ser estructuralmente más sencillo (las matrices son tridiagonales en
lugar de tener todas las entradas llenas) y tener un error de aproximación razonable.

En la Figura 4.3 se compara la respuesta de las aproximaciones polinomiales Pol2 y Pol4
contra la solución de referencia. Como la ecuación de estado de ambas está dedicada a integrar
la corriente aplicada (ver (3.48a) y (3.52a)), ambas aproximaciones son atractivas para diseñar
algoritmos de estimación del EdC promedio con la tensión en la celda como variable de retro-
alimentación. Dicha tendencia puede observarse en trabajos recientes como (Santhanagopalan y
White, 2010; Klein et al., 2013). Sin embargo, aunque las predicciones de la tensión de salida y
del EdC crítico de Pol4 son mejores a las de Pol2, ambas son muy burdas. Con los resultados
anteriores se concluye que las aproximaciones Pol2 y Pol4 no son útiles para describir el proceso
de intercalación de iones de litio cuando la celda opera bajo regímenes de corriente pulsante.

En las Figuras 4.4-4.6 se muestra la respuesta de los tres MPUR-1e considerados como
casos particulares de las soluciones de referencia, es decir, no se aplicó ninguno de los métodos de
reducción de orden revisados con el fin de reproducir el mejor escenario. Primero, para las pruebas
de la Figura 4.4 se toman los parámetros nominales de la celda de ejemplo. Se observa que, como
las constantes de tiempo de los electrodos son de magnitud comparable, las predicciones de la
tensión de salida de los MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008) y de Moura et al. (2012a,b,c) se
mantienen cerca de la referencia. En cambio, el MPUR-1e propuesto está especializado para celdas
Li-Ion con electrodo positivo «rápido», por lo cual la predicción de tensión es menos precisa que
las otras dos. En el segundo diagrama de la Figura 4.4 se observa que el EdC crítico evoluciona
de manera similar sin importar con respecto de qué electrodo se calcule. Sin embargo, tanto en
el EdC crítico como en el EdC promedio se nota un error de proporción, el cual puede atribuirse
a errores de los estados iniciales ζ´0 y ζ`0 , así como de los estados máximos ζ´100 y ζ`100, todos
tomados de (Smith y Wang, 2006b) y sin ajuste posterior.
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En las Figuras 4.5 y 4.6 se muestra que cuando el electrodo positivo se vuelve más rápido,
primero 10 y luego 100 veces con respecto a la constante de tiempo τ` nominal, la variación
del EdC crítico es mayor si se calcula con el electrodo negativo que con el positivo. Asimismo, la
predicción de la tensión de salida de Moura et al. (2012a,b,c) pierde precisión y la de Di Domenico
et al. (2008) se mantiene cerca de la referencia, mientras la respuesta de la simplificación propuesta
es la más precisa cuando τ`“0.01ˆτ`0 (Figura 4.6). Lo anterior se explica porque el MPUR-1e
de Di Domenico et al. (2008) conserva el electrodo positivo, el cual aporta la mayor parte de la
variación de la función de salida. Sin embargo, para celdas con electrodo positivo «rápido» de
LiFePO4, cuya variación de potencial es mínima en la mayor parte de la ventana útil del EdC, es
necesario conservar el electrodo negativo.

Con base en la revisión hecha para construir la Tabla 4.1, así como la clasificación de los
tipos de celdas Li-Ion más comunes (Sección 2.3.2), se puede concluir que:

Tanto en las celdas LiC6(coque de petróleo)-LiMn2O4 como en las celdas LiC6(grafito)-
LiCoO2, y especialmente en las celdas LiC6(grafito)-LiFePO4, se cumple que τ´"τ`, por lo
tanto conviene usar el MPUR-1e propuesto en este trabajo. Asimismo, el MPUR-1e de Moura
et al. (2012a,b,c) induce errores de predicción importantes, por lo cual no es recomendable
en estos casos.

Para las celdas LiC6(grafito)–LiNi0.8Co0.15Al0.05O2 las constantes de tiempo τ´ y τ` son
del mismo orden de magnitud (aunque τ´ąτ`), por lo cual conviene usar el MPUR-1e de
Di Domenico et al. (2008) o el de Moura et al. (2012a,b,c), mientras el MPUR-1e propuesto
no es adecuado.

Para el capacitor DCE de ejemplo, los parámetros τ y σ0 se ajustaron de 4.217 s a 6 s
y de 100 Sm´1 a 11.5 Sm´1, respectivamente. Cabe señalar que, debido a la condensación de
parámetros físicos en los parámetros ϑ, la calibración realizada no es la única posible. La señal
de prueba es un tren de pulsos simétricos alternados de ´2.8 A (carga) y 2.8 A (descarga) de
amplitud, la cual corresponde a la corriente de operación máxima especificada por el fabricante
(Maxwell Technologies, 2013). La duración de cada pulso es de 0.04 s y están separados entre sí
por 0.06 s, como se ve en el primer diagrama de la Figura 4.1b.

En el segundo diagrama de la Figura 4.1b se muestra la predicción de la tensión de salida del
modelo de referencia contra experimentos propios, realizados sobre un capacitor Maxwell PC10
con el banco de pruebas descrito en el Apéndice F. En este caso, el EdC inicial (promedio) es de
poco menos del 50%, tomando v0“0 y v100“ vm“2.5 V. Al igual que para la celda Li-Ion, con
los ajustes paramétricos indicados, la predicción del MEU de referencia es casi idéntica a los datos
experimentales. De esta manera se confirman las conclusiones de (Verbrugge y Liu, 2005a) sobre
la influencia mínima del proceso en la solución electrolítica sobre la respuesta de un capacitor
DCE, en las cuales se basa la formulación del MEU.

En la Figura 4.7 se muestran las predicciones de las mejores combinaciones malla-método
de discretización contra la solución de referencia del MEU. Primero, en la Figura 4.7a el orden
del modelo se obtuvo con el criterio de análisis de residuos (q“ 6) y después, en la Figura 4.7b,
con el criterio de ancho de banda (q“10). En este caso, los resultados son similares los obtenidos
para el MPU de celdas Li-Ion. La única diferencia es el sesgo presente en la predicción del EdC
promedio obtenida con el mCD-F`DRLP cuando q ď 6. Por otro lado, el error de predicción
de las aproximaciones con el mEF`DUni es significativamente mayor que el de cualquiera de los
otros métodos explorados.
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Capítulo 5

Análisis de controlabilidad y
observabilidad

En este capítulo se desarrollan los análisis de controlabilidad y observabilidad de los modelos
de partícula única reducido (MPUR) y de partícula única reducido de un electrodo (MPUR-1e)
de celdas Li-Ion, así como del modelo de electrodo único reducido (MEUR) de capacitores DCE,
todos basados los resultados clásicos de la teoría de sistemas lineales invariantes en el tiempo
(LIVT) que a continuación se resumen.

Sea la clase de sistemas LIVT de una entrada y una salida

9x “ Ax`Bu con xp0q“x0, (5.1a)

y “ Cx`Du, (5.1b)

donde xptq : r0,8q Ñ X Ă Rn es el vector de estado, uptq : r0,8q Ñ U Ă R es la función de
entrada (diferenciable a trozos), yptq : r0,8q Ñ Y Ă R es la función de salida y las matrices son
A P Rnˆn; B,CT P Rn, y D P R.

Controlabilidad. La ecuación de estado (5.1a) o el par pA,Bq es controlable si para todo estado
inicial xp0q“x0 y para todo estado final x1 existe una señal de entrada que transfiere al estado
desde x0 hasta x1 en tiempo finito; de lo contrario se dice que (5.1a) o pA,Bq es incontrolable.
Una condición suficiente y necesaria para asegurar la propiedad de controlabilidad es que la matriz

C “ rB AB ¨ ¨ ¨ An´1B s (5.2)

sea de rango completo por renglones, es decir, ran pCq“n.

Observabilidad. La ecuación de estado (5.1a), o el par pA,Cq, es observable si para toda
condición inicial desconocida x0 existe un tiempo finito t1ą0 tal que el conocimiento de la entrada
u y de la salida y en (5.1b) dentro del lapso r0, t1s es suficiente para determinar univocamente
la condición inicial x0; de lo contrario el sistema (5.1) o pA,Cq es inobservable. Una condición
suficiente y necesaria para asegurar la propiedad de observabilidad es que la matriz

O “ rCT pCAqT ¨ ¨ ¨ pCAn´1qT sT (5.3)

sea de rango completo por columnas, es decir, ran pOq“n.
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En el caso del MPUR y los diversos MPUR-1e de celdas Li-Ion, la observabilidad se analiza
por medio de versiones linealizadas alrededor de un punto de operación arbitrario x0, asociado a
la entrada u0, de la función de salida correspondiente. De esta manera, si A0px0, u0q y C0px0, u0q

son matrices que resultan de la linealización y el par pA0,C0q es observable para todo elemento
válido px0, u0q P X ˆU , entonces se concluye que el modelo no lineal original es local y débilmente
observable 1 (la condición sólo es suficiente).

5.1. Análisis del MPUR de celdas Li-Ion

5.1.1. Linealización del MPUR

Linealización del MPUR completo

La función de salida (4.2) del MPUR de celdas Li-Ion se puede reescribir como

vd “ ´U
´pζ´, idq ` U

`pζ`, idq ´ %
´pζ´, idq id ´ %

`pζ`, idq id ´ ϑd id, (5.4)

donde las funciones U´ y U`, así como %´ y %`, dependen implícitamente de pζ´, idq y pζ`, idq
a través de ζ´s y ζ´s , respectivamente, definidas en (4.4) y copiadas a continuación por claridad:

ζ´s “ C´n ζ
´ ´

ϑ´b
ϑ´a

d´n,n id, ζ`s “ C`n ζ
` `

ϑ`b
ϑ`a

d`n,n id. (5.5)

De esta manera, la linealización de (5.4) alrededor de un punto de operación arbitrario pζ´0 , ζ
`
0 q,

asociado a la señal de entrada id“ id0, es en general

vd ´ vd0 “ ´

ˆ

BU´

Bζ´
`
Bp%´idq

Bζ´

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pζ´0 , id0q

pζ´´ ζ´0 q `

ˆ

BU`

Bζ`
´
Bp%`idq

Bζ`

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pζ`0 , id0q

pζ`´ ζ`0 q

´

”

ˆ

BU´

Bid
`
Bp%´idq

Bid

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pζ´0 , id0q

`

ˆ

´
BU`

Bid
`
Bp%`idq

Bid

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pζ`0 , id0q

` ϑd

ı

pid ´ id0q, (5.6)

donde vd0 “ vdpζ
´
0 , ζ

`
0 , id0q. Asimismo, al trasladar el origen de la ecuación de estado (4.1) del

punto pζ´, ζ`q“p0, 0q a pζ´, ζ`q“pζ´0 , ζ
`
0 q resulta

«

9ζ´´ 9ζ´0
9ζ`´ 9ζ`0

ff

“

„

ϑ´a A
´ 0

0 ϑ`a A
`



«

ζ´´ ζ´0

ζ`´ ζ`0

ff

`

«

´ϑ´b B
´
n

ϑ`b B
`
n

ff

pid ´ id0q. (5.7)

Definiendo el cambio de variables ζ̄´“ ζ´´ ζ´0 , ζ̄`“ ζ`´ ζ`0 , īd“ id ´ id0 y v̄d“vd ´ vd0 y,
como los gradientes involucrados en la linealización (5.6) son

BU´

Bζ´
“
BU´

Bζ´s
C´n ,

Bp%´idq

Bζ´
“
B%´

Bζ´s
C´n id,

BU´

Bid
“´

BU´

Bζ´s

ϑ´b
ϑ´a

d´n,n,
Bp%´idq

Bid
“%´´

B%´

Bζ´s

ϑ´b
ϑ´a

d´n,nid,

BU`

Bζ`
“
BU`

Bζ`s
C`n ,

Bp%`idq

Bζ`
“
B%`

Bζ`s
C`n id,

BU`

Bid
“
BU`

Bζ`s

ϑ`b
ϑ`a

d`n,n,
Bp%`idq

Bid
“%``

B%`

Bζ`s

ϑ`b
ϑ`a

d`n,nid,

1Observabilidad local débil: para toda vecindad V Ă X existe una vecindad V̄ Ă V en la cual el modelo original
es observable (Hermann y Krener, 1977).
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entonces la ecuación de estado y la función de salida del MPUR linealizado resultan
«

9̄ζ´

9̄ζ`

ff

“

„

ϑ´a A
´ 0

0 ϑ`a A
`

„

ζ̄´

ζ̄`



`

„

´ϑ´b B
´
n

ϑ`b B
`
n



īd, (5.8a)

v̄d “ r´α
´
0 C

´
n α`0 C

`
n s

„

ζ̄´

ζ̄`



´ pβ´0 ` β
`
0 ` ϑdq īd. (5.8b)

Los coeficientes α0 y β0 de (5.8b) corresponden a las funciones

α´ “
BU´

Bζ´s
`
B%´

Bζ´s
id, β´ “ ´α´

ϑ´b
ϑ´a

d´n,n ` %
´, (5.9a)

α` “
BU`

Bζ`s
´
B%`

Bζ`s
id, β` “ ´α`

ϑ`b
ϑ`a

d`n,n ` %
`, (5.9b)

evaluadas sobre el punto de operación pζ´0 , ζ
`
0 , id0q, es decir, α´0 “α

´pζ´s0, id0q, α`0 “α
`pζ`s0, id0q,

β´0 “β
´pζ´s0, id0q y β`0 “β

`pζ`s0, id0q, donde a su vez ζ´s0“ζ
´
s pζ

´
0 , id0q y ζ`s0“ζ

`
s pζ

`
0 , id0q. De esta

manera, el MPUR linealizado toma la forma general (5.1) con las matrices

A “

„

ϑ´a A
´ 0

0 ϑ`a A
`



, B “

„

´ϑ´b B
´
n

ϑ`b B
`
n



, C “ r´α´0 C
´
n α`0 C

`
n s,

D “ ´pβ´0 ` β
`
0 ` ϑdq (5.10)

donde A P Rq̄ˆq̄; B,CT P Rq̄, y D P R. Además A´ P Rq´ˆq´ ; B´n , pC´n qT P Rq
´ ; A` P Rq`ˆq` ;

B`n , pC
`
n q

T PRq` ; q̄“q´` q`, y los parámetros ϑa, ϑb, ϑc y ϑd son todos positivos.

Linealización de los MPUR de un electrodo

Siguiendo la linealización general (5.6) de la función de salida (5.4), a continuación se presen-
tan los resultados de la linealización de los MPUR-1e (4.6)-(4.8) descritos en el capítulo anterior.

1. MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008)
9̄ζ` “ ϑ`a A

`ζ̄`` ϑ`b B
`
n īd, (5.11a)

v̄d “ pk
´
1 α̃

´
0 ` α

`
0 qC

`
n ζ̄

`´ pβ̃´0 ` β
`
0 ` ϑdq īd, (5.11b)

α̃´0 “ α´pζ̃´s0, id0q, β̃´0 “ β´pζ̃´s0, id0q, ζ̃´s0 “ ´k
´
1 ζ
`
s0 ` k

´
0 . (5.11c)

2. MPUR-1e de Moura et al. (2012a,b,c)
9̄ζ´ “ ϑ´a A

´ζ̄´´ ϑ´b B
´
n īd, (5.12a)

v̄d “ ´pα
´
0 ` k

`
1 α̃

`
0 qC

`
n ζ̄

´´ pβ´0 ` β̃
`
0 ` ϑdq īd, (5.12b)

α̃`0 “ α`pζ̃`s0, id0q, β̃`0 “ β`pζ̃`s0, id0q, ζ̃`s0 “ ´k
`
1 ζ
´
s0` k

`
0 . (5.12c)

3. MPUR-1e alternativo (La matriz C´p se define en la Ecuación (4.30).)

9̄ζ´ “ ϑ´a A
´ ζ̄´´ ϑ´b B

´
n īd, (5.13a)

v̄d “ ´pα
´
0 C

´
n ` k

`
1 α̃

`
0 C

´
p q ζ̄

´´ pβ´0 ` β̃
`
0 ` ϑdq īd, (5.13b)

α̃`0 “ α`pζ̃`s0, id0q, β̃`0 “ β`pζ̃`s0, id0q, ζ̃`s0 “ ´k
`
1 C

´
p ζ

´
0 ` k

`
0 . (5.13c)
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Análisis de las funciones α´ y α`

Las funciones α´ y α`, evaluadas en el punto de linealización pζ´0 , ζ
`
0 , id0q ponderan las

matrices C´n y C`n en las funciones de salida (5.8b), (5.11b), (5.12b) y (5.13b). Por tal razón es
importante determinar condiciones bajo las cuales no se anulan y así definir modos de operación
que preserven la propiedad de observabilidad, como se verá más adelante. Primero conviene notar
que definiendo (para ambos electrodos)

%pζsq “ ϑc ρ con ρ “ rp1´ζsqζss
´ 1

2 , (5.14)

las funciones α´ y α` pueden reescribirse

α´ “
BU´

Bζ´s
` ϑ´c

Bρ´

Bζ´s
id y α` “

BU`

Bζ`s
´ ϑ`c

Bρ`

Bζ`s
id. (5.15)

Por un lado, se sabe que ϑ´c ą 0 y ϑ`c ą 0 porque son combinaciones (productos y cocientes)
de parámetros físicos positivos. Además, los potenciales de equilibrio U´ y U` de los electrodos
son funciones monotónicamente decrecientes, es decir

BU´

Bζ´s
ă 0 para 0 ă ζ´s ă 1 y

BU`

Bζ`s
ă 0 para 0 ă ζ`s ă 1, (5.16)

aunque la pendiente del potencial de equilibrio de los electrodos LiFePO4 es cercana a cero en
la mayor parte de su dominio de definición (intervalo 0.2 ă ζ`s ă 0.85 aproximadamente) y el
electrodo LiCoO2 en (Doyle y Fuentes, 2003) tiene una meseta alrededor de ζ`s “ 0.9 (ver la
Figura 2.4). Por otro lado, las funciones ρ´ y ρ` son decrecientes en la primera mitad de su
dominio de definición y son crecientes en el resto, o sea

Bρ´

Bζ´s

$

’

’

&

’

’

%

ă 0 para 0 ă ζ´s ă
1
2

“ 0 para ζ´s “ 0

ą 0 para 1
2 ă ζ´s ă 1

y
Bρ`

Bζ`s

$

’

’

&

’

’

%

ă 0 para 0 ă ζ`s ă
1
2

“ 0 para ζ`s “ 0

ą 0 para 1
2 ă ζ`s ă 1

(5.17)

Asimismo, la pendiente de ρ´ y ρ` es muy cercana a cero alrededor de ζ´s “ ζ`s “
1
2 y tiende

asintóticamente a infinito hacia los límites ζ´s “ζ`s “0 y ζ´s “ζ`s “1 (ver la Figura 2.2).
Una condición suficiente y necesaria para evitar que las funciones α´ y α` se anulen es que

no tengan cambios de signo. Con base en la propiedad (5.16), a continuación se discuten los casos
en que el signo de las pendientes de U´ y U` domina en las funciones α´ y α`.

Proposición 5.1. Las funciones α´ y α`, definidas en (5.15), no se anulan si cumplen alguna de
las siguientes condiciones:

a) Los parámetros ϑ´c y ϑ`c satisfacen

ϑ´c ă
mı́n

 ˇ

ˇ

BU´

Bζ´s

ˇ

ˇ

(

máx
 ˇ

ˇ

Bρ´

Bζ´s

ˇ

ˇ|id|
(

y ϑ`c ă
mı́n

 ˇ

ˇ

BU`

Bζ`s

ˇ

ˇ

(

máx
 ˇ

ˇ

Bρ´

Bζ´s

ˇ

ˇ|id|
(

. (5.18)

b) La celda opera bajo descarga y las fracciones superficiales de iones de litio de los electrodos
positivo y negativo se encuentran dentro de los intervalos 0ă ζ´s ă

1
2 y 1

2 ă ζ
`
s ă1 (la mayor

parte de los intervalos de operación de los electrodos), respectivamente.

c) No se aplica corriente a la celda y/o las funciones %´ y %` se asumen constantes.
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Demostración.

a) El peor caso para los electrodos negativo y positivo ocurre cuando pBρ´{Bζ´s q id ą 0 y
pBρ`{Bζ`s q id ą 0, según corresponda. Como pBU´{Bζ´s q, pBU`{Bζ`s q ă 0, entonces

α´“
BU´

Bζ´s
` ϑ´c

Bρ´

Bζ´s
id ď ´

ˇ

ˇ

ˇ

BU´

Bζ´s

ˇ

ˇ

ˇ
` ϑ´c

ˇ

ˇ

ˇ

Bρ´

Bζ´s

ˇ

ˇ

ˇ
|id| ă 0 ùñ ϑ´c ă

ˇ

ˇ

BU´

Bζ´s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bρ´

Bζ´s

ˇ

ˇ|id|
, (5.19a)

α`“
BU`

Bζ`s
´ ϑ`c

Bρ`

Bζ`s
id ď ´

ˇ

ˇ

ˇ

BU`

Bζ`s

ˇ

ˇ

ˇ
` ϑ`c

ˇ

ˇ

ˇ

Bρ`

Bζ`s

ˇ

ˇ

ˇ
|id| ă 0 ùñ ϑ`c ă

ˇ

ˇ

BU`

Bζ`s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bρ´

Bζ´s

ˇ

ˇ|id|
. (5.19b)

Asimismo, el caso crítico de las desigualdades a la derecha de las flechas corresponde a las
condiciones (5.18) de la proposición.

b) Se sabe de (Karthikeyan et al., 2008) que los electrodos operan típicamente dentro de los
intervalos 0.01ă ζ´s ă 0.8 y 0.45ă ζ`s ă 0.98. Por un lado, el intervalo 0ă ζ´s ă

1
2 , donde

pBρ´{Bζ´s q ă 0, cubre la mayor parte parte del intervalo típico de operación del electrodo
negativo, mientras pBρ´{Bζ´s q « 0 en el subintervalo restante. Por otro lado, el intervalo
1
2 ă ζ`s ă 1, donde pBρ´{Bζ´s q ą 0, cubre esencialmente el intervalo típico de operación del
electrodo positivo. Si además la celda opera bajo descarga, es decir idą0, entonces

α´ď ´
ˇ

ˇ

ˇ

BU´

Bζ´s

ˇ

ˇ

ˇ
´ ϑ´c

ˇ

ˇ

ˇ

Bρ´

Bζ´s

ˇ

ˇ

ˇ
|id| ă 0 y α`ď ´

ˇ

ˇ

ˇ

BU`

Bζ`s

ˇ

ˇ

ˇ
´ ϑ`c

ˇ

ˇ

ˇ

Bρ`

Bζ`s

ˇ

ˇ

ˇ
|id| ă 0. (5.20)

c) Finalmente, si la celda está en relajamiento con id“0 y/o pB%´{Bζ´s q“pB%`{Bζ`s q“0, como
es el caso de la celda de ejemplo tomada de (Smith y Wang, 2006b), entonces simplemente

α´“
BU´

Bζ´s
ă 0 y α`“

BU´

Bζ´s
ă 0. (5.21)

5.1.2. Análisis de controlabilidad

Caso 1: MPUR completo

Proposición 5.2. El MPUR linealizado (5.8) es controlable, y por lo tanto también el MPUR
original (4.1)-(4.4), si se cumplen las siguientes condiciones:

1. El MPUR se obtuvo discretizando el MPU (2.51)-(2.54) con alguno de los métodos revisados
en el Capítulo 3 tal que las matrices de controlabilidad asociadas a los pares pA´, B´n q y
pA`, B`n q de los subsistemas del electrodo negativo y positivo

C´ “ rB´n A´B´n ¨ ¨ ¨ pA´q
q´´1

B´n s P Rq
´ˆq´ , (5.22a)

C` “ rB`n A`B`n ¨ ¨ ¨ pA`q
q`´1

B`n s P Rq
`ˆq` , (5.22b)

respectivamente, son de rango completo (por renglones), o sea, ranpC´q“q´ y ranpC`q“q`.

2. Las matrices de discretización de estado y entrada de un electrodo son diferentes con respecto
a las del otro, es decir, A´‰A` y B´n ‰B`n .
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Demostración. Siguiendo la definición (5.2), la matriz de controlabilidad del MPUR completo es

C “

«

´ϑ´b B
´
n ´ϑ´a A

´ϑ´b B
´
n ¨ ¨ ¨ ´pϑ´a A

´q
q̄´1

ϑ´b B
´
n

ϑ`b B
`
n ϑ`a A

`ϑ`b B
`
n ¨ ¨ ¨ pϑ`a A

`q
q̄´1

ϑ`b B
`
n

ff

“

„

´ϑ´b I
´ 0

0 ϑ`b I
`



«

B´n A´B´n ¨ ¨ ¨ pA
´q

q̄´1
B´n 0

0 B`n A`B`n ¨ ¨ ¨ pA
`q

q̄´1
B`n

ff

„

Θ´a
Θ`a



“

„

´ϑ´b I
´ 0

0 ϑ`b I
`

„

r C´ C´E s 0

0 r C̄`E C̄` s

„

Θ´a
Θ`a



(5.23)

donde I´ P Rq´ˆq´ e I` P Rq`ˆq` son matrices identidad del tamaño indicado y las matrices
Θ´a ,Θ

`
a P Rq̄ˆq̄, con q̄“q´` q`, se definen como

Θ´a “ diag
 

1, ϑ´a , . . . , pϑ
´
a q

q̄´1(
, Θ`a “ diag

 

1, ϑ`a , . . . , pϑ
`
a q

q̄´1(
. (5.24)

La matriz de controlabilidad C´ del subsistema negativo contiene q´ columnas linealmente
independientes y, por el Teorema de Cayley-Hamilton (TCH), la matriz

C´E “ r pA
´qq

´

B´n pA´qq
´`1B´n ¨ ¨ ¨ pA´qq̄´1B´n s P Rq

´ˆq` (5.25)

contiene q` columnas linealmente dependientes de las columnas de C´. Por lo tanto, existen dos
matrices E´1 PRq

´ˆq` y E´2 , pE
´
2 q
´1
PRq´ˆq´ tal que C´E´1 ` C´EE

´
2 “0. Asimismo, aunque

C̄` “ r pA`qq´B`n pA`qq
´`1B`n ¨ ¨ ¨ pA`qq̄´1B`n s P Rq

`ˆq` (5.26)

no es propiamente la matriz de controlabilidad del subsistema positivo, por el TCH, contiene q`

columnas linealmente independientes y las columnas de

C̄`E “ rB
`
n A`B`n ¨ ¨ ¨ pA`qq

´´1B`n s P Rq
`ˆq´ (5.27)

son linealmente dependientes de las de C̄`. De manera similar, existen dos matrices E`1 PRq
`ˆq´

y E`2 , pE
`
2 q
´1
PRq`ˆq` tal que C̄`E`1 ` C̄`EE

`
2 “0, así como una matriz F, F´1PRq`ˆq` que posee

la propiedad C̄`“C`F . Considerando las observaciones anteriores, la matriz C se reescribe

C “
„

´ϑ´b I
´ 0

0 ϑ`b I
`

„

r C´ 0 s 0

0 r 0 C`F s

„

E´ 0

0 E`

´1„
Θ´a
Θ`a



, (5.28)

donde

E´“

„

I´ E´1
0 E´2



, E`“

„

E`2 0

E`1 I`



, Θ´a “

„

Θ´a1
0

0 Θ´a2



, Θ`a “

„

Θ`a1
0

0 Θ`a2



, (5.29a)

Θ´a1
“ diag

 

1, ϑ´a , . . . , pϑ
´
a q

q´´1(
, Θ´a2

“ diag
 

pϑ´a q
q´
, pϑ´a q

q´`1
, . . . , pϑ´a q

q̄´1(
, (5.29b)

Θ`a1
“ diag

 

1, ϑ`a , . . . , pϑ
`
a q

q´´1(
, Θ`a2

“ diag
 

pϑ`a q
q´
, pϑ`a q

q´`1
, . . . , pϑ`a q

q̄´1(
. (5.29c)

Por inspección de la matriz de controlabilidad C, expandida como en el miembro de la derecha
de (5.28) y yendo de izquierda a derecha, las primeras dos matrices y la cuarta son de rango
q̄“q´` q`, mientras la tercera es de rango 2q̄ (por definición: matrices primera, tercera y cuarta;
por suposición: segunda matriz). Como para cualesquiera dos matrices M1 y M2 se cumple que
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ranpM1M2q “ mı́nt ranpM1q, ranpM2q u, entonces se concluye que ranpCq “ q̄, lo cual a su vez
implica que el MPUR es controlable.

Corolario 5.2.1. Si se verifica la primera condición de la Proposición (5.2) pero las matrices de
discretización de estado y entrada son las mismas en ambos electrodos, o sea A´“A` y B´n “B`n ,
entonces las constantes de tiempo de difusión de los subsistemas negativo y positivo deben ser
diferentes entre sí, es decir ϑ´a ‰ϑ`a , para asegurar la controlabilidad del MPUR completo.

Demostración. Calculando pE´q´1 y pE`q´1, y usando las identidades

„

A B

C D

´1

“

„

S ´SBD´1

´D´1CS D´1`D´1CSBD´1



y
„

A B

C D



“

„

A 0

C I

„

I A´1B

0 D´CA´1B



(5.30)

con APRmˆm, B PRmˆn, C PRnˆm, DPRnˆn, A y D invertibles, y S“pA´BD´1Cq´1, resulta

C “
„

´ϑ´b I
´ 0

0 ϑ`b I
`

„

C´ 0

0 C`

„

I´ 0

0 F



«

Θ´a1
´E´1 pE

´
2 q
´1

Θ´a2

´E`1 pE
`
2 q
´1

Θ`a1
Θ`a2

ff

“

„

´ϑ´b I
´ 0

0 ϑ`b I
`

„

C´ 0

0 C`

„

I´ 0

0 F



ˆ

ˆ

«

Θ´a1
0

´E`1 pE
`
2 q
´1

Θ`a1
I`

ff«

I´ ´Θ´a1
E´1 pE

´
2 q
´1

Θ´a2

0 Θ`a2
´ E`1 pE

`
2 q
´1

Θ`a1
pΘ´a1

q
´1
E´1 pE

´
2 q
´1

Θ´a2

ff

. (5.31)

Como se observa en (5.31), la matriz de controlabilidad C puede expandirse en productos de
matrices diagonales o triangulares a bloques cuyos determinantes son no triviales por definición o
suposición y, por lo tanto, son de rango completo. Únicamente resta verificar que se satisfaga

ran
`

Θ`a2
´ E`1 pE

`
2 q
´1

Θ`a1
pΘ´a1

q
´1
E´1 pE

´
2 q
´1

Θ´a2

˘

“ q`, (5.32)
o bien

det
`

I` ´ pΘ`a2
q
´1
E`1 pE

`
2 q
´1

Θ`a1
pΘ´a1

q
´1
E´1 pE

´
2 q
´1

Θ´a2

˘

‰ 0 (5.33)

ya que ranpΘ`a2
q“q`. De esta forma, si A´“A` y B´n “B`n entonces las matrices E´1 PRq

´ˆq´ y
E`1 PRq

`ˆq` son cuadradas e invertibles y además E´1 “E
`
2 y E`1 “E

´
2 . Por lo tanto, la condición

(5.33) se reduce a
det

`

I` ´ pΘ`a2
q
´1

Θ`a1
pΘ´a1

q
´1

Θ´a2

˘

‰ 0. (5.34)

Si ϑ´a ‰ϑ`a , lo cual en general se cumple por la física de las celdas Li-Ion, entonces Θ´a1
‰Θ`a1

y
Θ´a2

‰Θ`a2
, por lo tanto se verifica (5.34) y queda demostrado el Corolario 5.2.1.

Caso 2: MPUR de un electrodo

Suponiendo que se cumple la primera condición de la Proposición 5.2, a continuación se
muestra que cada uno de los tres MPUR-1e de la Sección 4.1.2 es controlable.

1. MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008). En este caso la matriz de controlabilidad es

C1 “ rϑ
`
b B

`
n ϑ`b B

`
n ϑ

`
a A

` ¨ ¨ ¨ ϑ`b B
`
n pϑ

`
a A

`q
q`´1

s “ ϑ`b C
`Θ̄`a (5.35)

con Θ̄`a “ diag
 

1, ϑ`a , . . . , pϑ
`
a q

q`´1(. Por suposición ranpC`q “ q` y además se sabe que
ϑ`b ą0 y ranpΘ̄`a q“q

`, por lo tanto ranpC1q“q
`.
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2, 3. MPUR-1e de Moura et al. (2012a,b,c) y MPUR-1e alternativo. Para ambos modelos resulta

C2,3 “ r´ϑ
´
b B

´
n ´ϑ´b B

´
n ϑ

´
a A

´ ¨ ¨ ¨ ´ϑ´b B
´
n pϑ

´
a A

´q
q´´1

s “ ´ϑ´b C
´Θ̄´a , (5.36)

donde Θ̄´a “Θ´a1
como en (5.29b). Por suposición ranpC´q“q´ y además se sabe que ϑ´b ą0

y ranpΘ̄´a q“q
´, por lo tanto ranpC2,3q“q

´.

5.1.3. Análisis de observabilidad

Caso 1: MPUR completo

Proposición 5.3. El MPUR linealizado (5.8) es observable, y por lo tanto el MPUR original
(4.1)-(4.3) es local y débilmente observable en cada punto de operación admisible, si se cumplen
las siguientes condiciones:

1. El MPUR se obtuvo discretizando el MPU (2.51)-(2.54) con alguno de los métodos revisados
en el Capítulo 3 tal que las matrices de observabilidad asociadas a los pares pA´, C´n q y
pA`, C`n q de los subsistemas del electrodo negativo y positivo

O´“

»

—

—

—

–

C´n
C´n A

´

...

C´n pA
´q

q´´1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

, O`“

»

—

—

—

–

C`n
C`n A

`

...

C`n pA
`q

q`´1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

, (5.37)

respectivamente, son de rango completo (por columnas), o sea, ranpO´q“q´ y ranpO`q“q`.

2. Las matrices de discretización de estado y salida de un electrodo son diferentes con respecto
a las del otro, es decir, A´‰A` y C´n ‰C`n .

3. Los coeficientes α´0 y α`0 caen dentro de alguno de los tres casos de la Proposición 5.1.

Demostración. Siguiendo la definición (5.3), la matriz de observabilidad del MPUR linealizado es

O “

»

—

—

—

–

´α´0 C
´
n α`0 C

`
n

´α´0 C
´
n ϑ

´
a A

´ α`0 C
`
n ϑ

`
a A

`

...
...

´α´0 C
´
n pϑ

´
a A

´q
q̄´1

α`0 C
`
n pϑ

`
a A

`q
q̄´1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“
“

Θ´a Θ`a
‰

»

—

—

—

—

—

—

–

C´n
C´n A

´

...
C´n pA

´q
q̄´1

0

0

C`n
C`n A

`

...
C`n pA

`q
q̄´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

„

´α´0 I
´ 0

0 α`0 I
`



“
“

Θ´a Θ`a
‰

»

—

—

–

„

O´
O´E



0

0

„

Ō`E
Ō`



fi

ffi

ffi

fl

„

´α´0 I
´ 0

0 α`0 I
`



(5.38)

donde I´, I`, Θ´a y Θ`a se definen como para el análisis de controlabilidad del MPUR.
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Por la primera suposición se sabe que la matriz de observabilidad O´ del subsistema negativo
contiene q´ renglones linealmente independientes y, por el TCH, los q` renglones de la matriz

O´E “

»

—

—

—

–

C´n pA
´q

q´

C´n pA
´q

q´`1

...
C´n pA

´q
q̄´1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

(5.39)

son linealmente dependientes de los renglones de O´. Entonces existen dos matrices G´1 PRq
`ˆq´

y G´2 , pG
´
2 q
´1
PRq`ˆq` tal que G´1 O´`G

´
2 O

´
E“0. Por otro lado, las matrices Ō` y Ō`E son

Ō`E “

»

—

—

–

C`n
C`n A

`

...

C`n pA
`q

q´´1

fi

ffi

ffi

fl

P Rq
´ˆq` y Ō` “

»

—

—

—

–

C`n pA
`q

q´

C`n pA
`q

q´`1

...
C`n pA

`q
q̄´1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

P Rq
`ˆq` . (5.40)

Análogamente al caso del análisis de controlabilidad, Ō` no es la matrix de observabilidad asociada
al par pA`, C`n q pero contiene q` renglones linealmente independientes. Por el TCH, los renglones
de Ō`E son linealmente dependientes de los renglones de Ō`, por lo cual existen dos matrices
G`1 P Rq´ˆq` y G`2 , pG

`
2 q
´1
P Rq´ˆq´ tal que G`1 Ō`` G`2 Ō

`
E “ 0. Adicionalmente, la matriz

H,H´1 P Rq`ˆq` tiene la propiedad Ō “ HO. Con base en el análisis anterior, la matriz de
observabilidad del MPUR linealizado se reescribe

O “
“

Θ´a Θ`a
‰

„

G´ 0

0 G`

´1

»

—

—

–

„

O´
0



0

0

„

0

HO`



fi

ffi

ffi

fl

„

´α´0 I
´ 0

0 α`0 I
`



(5.41)

donde

G´ “

„

I´ 0

G´1 G´2



y G` “

„

G`2 G`1
0 I`



. (5.42)

Como en el caso del análisis de controlabilidad, por inspección se observa que en el producto de
la derecha de la expansión (5.41) de la matriz de observación O las matrices primera, tercera
y cuarta son de rango q̄, mientras la segunda es de rango 2q̄ (por definición: primeras dos; por
suposición: últimas dos matrices). Por lo tanto, se demuestra que ranpOq“ q̄, lo cual implica que
el MPUR linealizado es observable y que el MPUR original es local y débilmente observable bajo
las condiciones de la proposición.

Corolario 5.3.1. Si se verifican la primera y tercera condiciones de la Proposición (5.3) pero
las matrices de discretización de estado y salida son las mismas para ambos electrodos, o sea
A´“A` y C´n “C`n , entonces las constantes de tiempo de difusión de los subsistemas negativo y
positivo deben ser diferentes entre sí, es decir ϑ´a ‰ϑ`a , para asegurar la observabilidad del MPUR
linealizado y la observabilidad local débil del MPUR original.

Demostración. Definiendo Θ´a1
, Θ´a2

, Θ`a1
y Θ`a2

como en (5.29b) y (5.29c), calculando pG´q´1 y
pG`q´1, y usando las identidades (5.30), la matriz de observabilidad O puede escribirse

O “

«

Θ´a1
´Θ`a1

pG`2 q
´1
G`1

´Θ´a2
pG´2 q

´1
G´1 0

ff

„

I´ 0

0 H

„

O´ 0

0 O`

„

´α´0 I
´ 0

0 α`0 I
`
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O “

«

Θ´a1
0

´Θ´a2
pG´2 q

´1
G´1 I`

ff«

I´ ´pΘ´a1
q
´1

Θ`a1
pG`2 q

´1
G`1

0 Θ`a2
´Θ´a2

pG´2 q
´1
G´1 pΘ

´
a1
q
´1

Θ`a1
pG`2 q

´1
G`1

ff

ˆ

ˆ

„

I´ 0

0 H

„

O´ 0

0 O`

„

´α´0 I
´ 0

0 α`0 I
`



. (5.43)

La matriz de observabilidad del MPUR linealizado se descompone en matrices diagonales o trian-
gulares a bloques cuyos determinantes no son triviales por definición o suposición. Solamente falta
verificar que se cumple

ran
`

Θ`a2
´Θ´a2

pG´2 q
´1
G´1 pΘ

´
a1
q
´1

Θ`a1
pG`2 q

´1
G`1

˘

“ q` (5.44)

o bien, como ranpΘ`a2
q“q` (5.44) equivale a la desigualdad

det
`

I` ´ Θ´a2
pG´2 q

´1
G´1 pΘ

´
a1
q
´1

Θ`a1
pG`2 q

´1
G`1 pΘ

`
a2
q
´1 ˘

‰ 0. (5.45)

Si se usan las mismas matrices de discretización de estado y salida para ambos electrodos, es decir
A´“A` y C´n “C`n , entonces G

´
1 PRq

´ˆq´ y G`1 PRq
`ˆq` son cuadradas e invertibles, y además

G´1 “G
`
2 y G`1 “G

´
2 . De esta forma, la condición (5.45) se reduce al caso particular

det
`

I` ´ Θ´a2
pΘ´a1

q
´1

Θ`a1
pΘ`a2

q
´1 ˘

‰ 0 (5.46)

que se verifica si ϑ´a ‰ ϑ`a . Esta condición en general se cumple debido a la física de las celdas
Li-Ion y así finaliza la demostración del Corolario 5.3.1.

Caso 2: MPUR de un electrodo

Suponiendo que se cumplen la primera y tercera condiciones de la Proposición 5.3, a conti-
nuación se muestra que cada uno de los tres MPUR-1e linealizados de la Sección 5.1.1 es observable
en el punto de operación respectivo (recordar que la observabilidad de cualquier MPUR-1e en un
punto de operación implica a la observabilidad local débil del modelo sin linealizar).

1. MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008). La matriz de observabilidad en este caso es

O1 “

»

—

—

—

–

γ1C
`
n

γ1C
`
n ϑ

`
a A

`

...

γ1C
`
n pϑ

`
a A

`q
q`´1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“ Θ̄`aO`γ1, (5.47)

donde Θ̄`a se define como para la matriz de controlabilidad (5.23) y γ1 “ pk
´
1 α̃

´
0 ` α`0 q.

Como ranpΘ̄`a q “ q` por definición, y además ranpO`q “ q` y γ1 ă 0 por la Proposición
(5.3), entonces el MPUR-1e linealizado es observable alrededor de pζ`0 , id0q.

2. MPUR-1e de Moura et al. (2012a,b,c). La matriz de observabilidad es análoga a la del caso
anterior pero considerando las matrices del subsistema positivo, es decir

O2 “

»

—

—

—

–

γ2C
´
n

γ2C
´
n ϑ

´
a A

´

...

γ2C
´
n pϑ

´
a A

´q
q´´1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“ Θ̄´aO´γ2, (5.48)
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donde Θ̄´a “Θ´a1
como en (5.29b) y γ2“´pα

´
0 ` k

`
1 α̃

`
0 q. Como ranpΘ̄´a q“q

´ por definición,
y además ranpC´q“ q´ y γ2ą0 por la Proposición (5.3), entonces el MPUR-1e linealizado
es observable alrededor de pζ´0 , id0q.

3. MPUR-1e alternativo. A diferencia de los casos anteriores, la matriz de observabilidad de la
versión linealizada de este modelo tiene dos partes:

O3 “ ´Θ̄´a

»

—

—

—

–

C´n
C´n A

´

...

C´n pA
´q

q´´1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

α´0 ´ Θ̄´a

»

—

—

—

–

C´p
C´p A

´

...

C´p pA
´q

q´´1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

k`1 α̃
`
0

“ ´Θ̄´a pO´α´0 `O´p k`1 α̃
`
0 q. (5.49)

La primera depende de la matriz de observabilidad O´ del par pA´, C´n q y la otra de la
matriz de observabilidad O´p del par pA´, C´p q, con C´p especificada en la Ecuación (4.30).
Por definición se sabe que ranpΘ̄´a q“ q

´. Por otro lado, este MPUR-1e está diseñado par-
ticularmente para celdas con electrodo negativo de LiFePO4 en los cuales pBU`{Bζ`s q « 0

en la mayor parte del dominio de U`pζ`s q (ver la Figura 2.4d). Supóngase que la celda en
estudio es como la descrita arriba y que α̃`0 «0 en la mayor parte de sus puntos de operación
(por ejemplo, tercer caso de la Proposición 5.1). Como por la Proposición (5.3) se sabe que
ranpO´q“q´ y α´0 ă0, entonces el MPUR-1e es observable. Finalmente, como las matrices
O´ y O´p en general son diferentes y están multiplicadas por escalares en la definición de
O3, la naturaleza (rango completo o rango defectuoso) de O´p no afecta la observabilidad
del modelo porque O´ mantiene el rango de O3.

Con los análisis presentados en esta sección se muestra que bajo argumentos razonables el
MPUR de celdas Li-Ion es controlable y (local y débilmente) observable. Este resultado contrasta
con los de Di Domenico et al. (2008); Di Domenico y Stefanopoulou (2010), quienes sostienen
la necesidad de eliminar el subsistema de uno de los dos electrodos (negativo) para conseguir
un modelo observable. Por otro lado, también se muestra que el MPUR-1e propuesto en esta
tesis (ver las Ecuaciones (4.8)) es observable, por lo cual es una alternativa al modelo de Moura
et al. (2012a,b,c) para construir observadores que reconstruyan el estado de carga de celdas con
electrodo positivo de LiFePO4. Para esta clase de celdas sí hace falta eliminar el electrodo positivo
debido a la poca variación del potencial de equilibrio U` con respecto al cambio en la fracción de
iones de litio ζ`s en la superficie de una partícula representativa.

Tanto para el MPUR general como para los MPUR-1e particulares, la condición crítica es
tomar un esquema de discretización para el cual los pares pA,Bnq y pA,Cnq de cada electrodo
sean controlable y observable, respectivamente. En comparación con el problema de difusión lineal
asociado al MEUR de capacitores DCE (más adelante se verá), para el problema de difusión radial
no es fácil deducir qué combinación método-malla de discretización ofrece resultados con tales
características. Sin embargo, se probó la controlabilidad y la observabilidad de los pares pA,Bnq
y pA,Cnq obtenidos con el mDF y el mCD en combinación con las DUni, DCGL y DRPL (ver las
definiciones en la Sección 3.3) para los órdenes q“ 7 (criterio de selección de orden por análisis
de residuos), y q“ 14 y q“ 19 (criterio de ancho de banda) y en todos los casos el resultado fue
positivo. Al final del Apéndice E se presentan las matrices de discretización para el mDF`DCGL
y el mCDP`DRPL con q“7.
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5.2. Análisis del MEUR de capacitores DCE

El modelo de electrodo único reducido (MEUR) de capacitores DCE resumido en (4.10)-
(4.11) puede reescribirse en la forma estándar de sistemas LIVT con las matrices

A “ ϑaA, B “ ϑbpB1 ´ ϑcBnq, C “
2

ϑc`1
pC1 ` ϑcCnq,

D “
2

ϑc`1

ϑb
ϑa
rd1,1 ´ ϑcpd1,n´dn,1 ` 1q ´ ϑ2

c dn,ns ´ ϑd. (5.50)

Se sabe además que los parámetros ϑa, ϑb, ϑc y ϑd , definidos en (4.14), son todos positivos por
ser combinaciones (productos y cocientes) de parámetros físicos positivos. Considérense además
las siguientes suposiciones:

1. El MEUR se obtuvo discretizando el MEU (2.69)-(2.71) por medio del mDF o del mCD
junto con mallas simétricas con respecto al centro del dominio espacial.

2. El parámetro ϑc está dentro del intervalo 0ăϑcă1.

La primera suposición implica el uso de distribuciones como las exploradas en la Sección 3.3.4
(DUni, DCGL y DRPL). Además, como el problema de difusión longitudinal (3.2), (3.3) sólo
incluye un término diferencial de segundo grado con respecto a la variable espacial ξ, las matrices
del modelo tienen las propiedades de simetría

A “ JAJ, B1 “ ´JBn, C1 “ CnJ, D1 “ DnJ, (5.51)

donde D1“r d1,1 d1,n s, Dn“r dn,1 dn,n s, J es la matriz de conmutación que cumple J2“ I y
JT “J´1 (ver la Definición E.1 y las propiedades (E.21) de las matrices de discretización secun-
darias). El caso particular en que 0 ă ϑc“κ{σ ă 1, donde κą0 y σą0 son las conductividades
de la solución electrolítica y del sustrato de carbono en los electrodos de un capacitor DCE,
respectivamente, se cumple porque en general σ ą κ.

5.2.1. Análisis de controlabilidad

Proposición 5.4. El MPUR de capacitores DCE es controlable si se verifican las suposiciones 1 y
2, y además la matriz de discretización Bn (entrada) cumple alguna de las siguientes propiedades
según la paridad del orden q del modelo:

a) Bn ‰ ˘JBn con q par, o

b) Bn‰˘JBn y Bc,n“0 con Bn“rBT
a,n Bc,n BT

b,n s
T ; Bc,n P R; Ba,n, Bb,n P Rp, y q impar.

Demostración. La matriz de controlabilidad del MEUR (4.10)-(4.11) es

C “ rϑbpB1´ϑcBnq ϑaAϑbpB1´ϑcBnq ¨ ¨ ¨ pϑaAq
q´1 ϑbpB1´ϑcBnq s

“ ´ϑb pJ ` ϑcIq CpA,BnqΘa, (5.52)

donde CpA,Bnq“rBn ABn ¨ ¨ ¨ A
q 1́Bn s y Θa“diagt1, ϑa, . . . , ϑ

q´1
a u, a la cual se llega aplicando

las propiedades (5.51) asociadas a la primera suposición. Primero, se sabe por definición que
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ran pΘaq“q. Por otro lado, como det pJ ` ϑcIq‰0 implica que ran pJ ` ϑcIq“q y además

detpJ ` ϑcIq “

#

pϑ2
c ´ 1qp para q “ 2p par,

pϑc ` 1qpϑ2
c ´ 1qp para q “ 2p`1 impar,

(5.53)

se deduce que detpJ `ϑcIq“0 si ϑc“˘1. Por la segunda suposición sabe que 0ăϑcă1, entonces,
en general ran pJ ` ϑcIq“ q. Finalmente, por la Proposición E.2 se sabe que ran pCpA,Bnqq“ q si
A “ JAJ , lo cual se asegura con la primera suposición, y además la matriz Bn en general cae
dentro de alguno de los dos casos de la Proposición (5.4).

5.2.2. Análisis de observabilidad

Proposición 5.5. El MPUR de capacitores DCE es observable si se verifican las suposiciones 1
y 2, y además la matriz de discretización Cn (salida) cumple alguna de las siguientes propiedades
según la paridad del orden q del modelo:

a) Cn ‰ ˘CnJ con q par, o

b) Cn‰˘CnJ y Cn,c“0 con Cn“rCn,a Cn,c Cn,b s; Cn,c P R; CTn,a, CTn,b P Rp, y q impar.

Demostración. La matriz de observabilidad del MEUR (4.10)-(4.11) es

O “

»

—

—

—

–

C1`ϑcCn
ϑapC1`ϑcCnqA

...
ϑq´1
a pC1`ϑcCnqA

q´1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“
2

ϑc ` 1
ΘaOpA,CnqpJ ` ϑcIq (5.54)

donde OpA,Cnq “ rC
T
n pCnAq

T ¨ ¨ ¨ pCnA
q´1qT sT y Θa se define como antes, y a la cual se

llega aplicando las propiedades (5.51). Nuevamente, se sabe por definición que ran pΘaq “ q.
Además, del análisis de controlabilidad se sabe que bajo la segunda suposición se cumple que
ranpJ ` ϑcIq“ q y además pϑc ` 1q´1 no se indetermina. Finalmente, por la Proposición E.2 se
sabe que ran pCpA,Cnqq“ q si A“JAJ , lo cual se asegura con la primera suposición, y además la
matriz Cn en general cae dentro de alguno de los dos casos de la Proposición (5.5).

A partir del análisis de las matrices de discretización secundarias realizado en el Apéndice E se
sabe que bajo la primera suposición siempre se cumple Bn‰˘JBn y Cn‰˘CnJ . En consecuencia,
las matrices Bn y Cn no tienen ninguna propiedad de simetría; lo contrario implicaría que una
señal de entrada aplicada en una frontera tiene efecto similar en ambas. Por otro lado, los casos
a) abarcan tanto al mDF como al mCD, mientras los casos b) sólo corresponden al mCD, pues
en general Bc,n ‰ 0 y Cn,c ‰ 0 para el mCD. En este último caso también es posible asegurar
la controlabilidad del par pA,Bnq cuando q “ 2p ` 1 y Bc,n ‰ 0, así como la observabilidad del
par pA,Cnq cuando q “ 2p ` 1 y Cc,n ‰ 0, aunque es impráctico porque hace falta calcular los
vectores característicos derechos e izquierdos de la matriz de discretización de estado A y verificar
dos condiciones adicionales. Los detalles se pueden consultar en la Proposición E.2, el Lema E.3
y el Corolario E.3.1. Cabe resaltar que las condiciones planteadas en el presente análisis sólo
son suficientes porque se basan especificamente en la primera suposición, la cual es razonable
aunque restrictiva. Finalmente, en el Apéndice E se presentan las matrices de discretización para
el mDF`DCGL y el mCD-P`DRPL con q“6 (selección de orden por análisis de residuos).



Capítulo 6

Planteamiento del problema de
estimación conjunta

En este capítulo se plantea el problema de estimación conjunta del estado (observación) y de
los parámetros (identificación) del MPUR general y de los tres MPUR-1e de celdas Li-Ion, así como
para el MEUR de capacitores DCE. Las parametrizaciones propuestas están basadas en el aumento
del estado de los modelos originales, el cual resulta al diferenciar o filtrar la función de salida y
agregar la dinámica resultante a la dinámica original del modelo. Aunque las parametrizaciones
resultantes no son exactas en el sentido que contienen términos residuales, la extensión de orden
permite plantear el problema de estimación en el contexto de observadores adaptables clásicos
para sistemas no lineales (sistemas dinámicos con parametrizaciones lineales y términos no lineales
tipo Lipschitz con respecto al estado). El esquema de observación adaptable considerado en este
capítulo, resumido a continuación en forma de lema sin demostración, es una versión robusta del
observador propuesto en (Cho y Rajamani, 1997), el cual a vez es un caso particular de la familia
de observadores adaptables revisada en (Besançon, 2000).

6.1. Observador PI adaptable robusto

Sea la clase de sistemas dinámicos no lineales de la forma

9x “ Ax` ψpx, uq ` b ϕpx, uqθ ` w, (6.1a)

y “ Cx, (6.1b)

donde xptq : r0,8q Ñ X Ă Rn, uptq : r0,8q Ñ U Ă Rq y yptq : r0,8q Ñ Y Ă Rm son los vectores
de estado, entrada y salida, respectivamente, y wptq : r0,8q Ñ Rn es una perturbación con cota
conocida, o sea, }wptq}2 ď β. Por otro lado, ψpx, uq : X ˆ U Ñ Rn y ϕpx, uq : X ˆ U Ñ Rmˆp son
dos funciones uniformes en el sentido de Lipschitz con respecto a x, es decir,

}ψpx1, uq ´ ψpx2, uq} ă γ1}x1 ´ x2}, (6.2a)

}ϕpx1, uq ´ ϕpx2, uq} ă γ2}x1 ´ x2}, (6.2b)

para cualquier x1, x2 P X . Las matrices son A P Rnˆn, b P Rnˆm y C P Rmˆn, y θ P Rp es el
vector de parámetros del cual se conoce la cota máxima absoluta y la cota máxima relativa a unos
parámetros iniciales propuestos θ0, es decir, 0ă}θ} ď γ3 y 0ď}θ ´ θ0} ď γ4.
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Considérese el observador proporcional-integral adaptable (observador PIA) de la forma

9̂x “ Ax̂` ψpx̂, uq ` b ϕpx̂, uqθ̂ ` rL`∆1ptqspy ´ Cx̂q ` rK`∆2ptqsz, (6.3a)

9z “ ´ρz `Hpy ´ Cx̂q, (6.3b)

donde (6.3a) define la dinámica del estado estimado x̂, y (6.3b) filtra el error de observación y´Cx̂
y produce como salida la variable adicional zptq P Rm. Por otro lado, θ̂ es el vector de parámetros
estimados, 0ď }∆1ptq} ď r1 y 0ď }∆2ptq} ď r2 son perturbaciones aditivas acotadas asociadas a
las matrices de ganancia proporcional L e integral K, las cuales, al igual que la matriz H y ρ son
parámetros de diseño. De esta forma, la dinámica del error de observación x̃“x´x̂ es

9̃x “ pA´LC´∆1Cqx̃` ψpx, uq´ψpx̂, uq ` b ϕpx, uqθ´b ϕpx̂, uqθ̂ ´ pK`∆2qz ` w. (6.4)

Lema 6.1. (Pourgholi y Majd, 2011b) Si se propone la ley de adaptación

9̂
θ “ Γ´1ϕTpx̂, uqCx̃´ σp}θ̂´θ0}qΓ

´1pθ̂ ´ θ0q (6.5)

con Γ“ΓT ą0 y σ0ą0 en la función

σp}θ̂´θ0}q “

$

’

’

&

’

’

%

0 para }θ̂ ´ θ0} ă γ4

σ0

´

}θ̂´θ0}
γ4

´ 1
¯

para γ4 ď }θ̂ ´ θ0} ď 2γ4

σ0 para }θ̂ ´ θ0} ą 2γ4

(6.6)

y además existen las constantes positivas ε1, ε2, ε3 y ε4, así como las matrices P “P T ą0 sujeta
a Pb“CT , G“GT ą0, S“LTP y Q“PK que satisfacen

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

W F T´Q P P P P P

F´QT ε2r
2
2I´2G`I 0 0 0 0 0

P 0 ´µI 0 0 0 0

P 0 0 ´ε1I 0 0 0

P 0 0 0 ´ε2I 0 0

P 0 0 0 0 ´ε3I 0

P 0 0 0 0 0 ´ε4I

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

ă 0 (6.7)

donde
W “ ATP ` PA´ CTS ´ STC ` pε3γ

2
1 ` ε4γ

2
2γ

2
3}b}

2qI ` ε1r
2
1C

TC ` I, (6.8)

ρ ą 0 (parámetro positivo o matriz definida positiva), F “ MHC y M “ ρ´1G, entonces las
ganancias del observador se calculan de la forma L“P´1ST y K “P´1Q, con el parámetro de
diseño H“M´1FC: y C: la pseudoinversa de C, tal que minimizan la norma H8 de x̃ y z con
respecto a w, definida como

µ “ sup
}w}‰0

}x̃}22 ` }z}
2
2

}w}22
, (6.9)

y el error de estimación x̃ converge a

}x̃} ď }x̃p0q}

d

λmáxpP q

λmı́npP q
. (6.10)
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Adicionalmente, si se cumple la condición de excitación persistente
ż t0`δ

t0

ϕTpxpτq, upτqqbT b ϕpxpτq, upτqqdτ ą ξI, (6.11)

tal que existen dos constantes pequeñas ξ, δ ą 0 para todo t0 ą 0, entonces el error de identificación
θ ´ θ̂ converge a

}θ ´ θ̂} ď

d

β2 ` c1

ĺımnÑ8

`
řn
i“1 λmı́npΞiq

˘ (6.12)

donde Ξi, con i“1, . . . , n, es la condición de excitación persistente para el intervalo rδi, δi`1s y c1

es una constante de integración arbitraria.

6.2. MPUR de celdas Li-Ion con estado aumentado

Para facilitar el planteamiento del problema de estimación conjunta estado-parámetros del
MPUR y los tres MPUR-1e de celdas Li-Ion, a continuación se reintroducen varias expresiones
usadas anteriormente, unas válidas para ambos electrodos (sin superíndice) y otras particulariza-
das usando los superíndices «´» y «`» para los electrodos negativo y positivo, respectivamente,
como hasta ahora. Primero, a partir de la definición (2.57), copiada por claridad, se sabe que los
potenciales de equilibrio de ambos electrodos tienen tres componentes:

Upζsq “ U0 ` UN pζsq ` UEpζsq.

El potencial estándar U0 es constante, mientras el potencial de Nernst UN y el potencial en exceso
UE son funciones de la fracción superficial ζs de iones de litio, tal que

UN pζsq “
RT
F uN pζsq con uN pζsq “ lnp1´ζsq´ln ζs, (6.13)

UEpζsq “ πpζsqϑE “ rπ1pζsq π2pζsq ¨ ¨ ¨ πνpζsq s rϑ1 ϑ2 ¨ ¨ ¨ ϑν s
T , (6.14)

donde π1pζsq, π2pζsq, . . . , πνpζsq son una base de polinomios en ζs, cada uno del grado que indica
el subíndice respectivo (la forma de cada polinomio depende de la expansión usada: de Wohl o
Redlich-Kister; ver la Sección 2.3.2). Asimismo, por la definición (5.14), las impedancias %´ y %`

de la función de salida (5.4) se reescriben

%pζsq “ ϑc ρpζsq con ρ “ rp1´ ζsqζss
1
2 . (6.15)

Entonces, las funciones α´pζ´s , idq y α`pζ`s , idq en (5.9) o (5.15) se pueden expresar como

α´ “
BU´

Bζ´s
`
B%´

Bζ´s
id “ ϕ´α ϑ

´
α y α` “

BU`

Bζ`s
´
B%`

Bζ`s
id “ ϕ`α ϑ

`
α , (6.16)

donde las funciones ϕ´α pζ´s , idq y ϕ`α pζ`s , idq son

ϕ´α “
” Bu´N
Bζ´s

|
Bπ´1
Bζ´s

Bπ´2
Bζ´s

¨ ¨ ¨
Bπ´

ν´

Bζ´s
|
Bρ´

Bζ´s
id

ı

, (6.17a)

ϕ`α “
” Bu`N
Bζ`s

|
Bπ`1
Bζ`s

Bπ`2
Bζ`s

¨ ¨ ¨
Bπ`

ν`

Bζ`s
| ´
Bρ`

Bζ`s
id

ı

, (6.17b)
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con los vectores de parámetros

θ´α “ r
RT
F | ϑ´1 ϑ´2 ¨ ¨ ¨ ϑ´

ν´
| ϑ´c s

T , (6.18a)

θ`α “ r
RT
F | ϑ`1 ϑ`2 ¨ ¨ ¨ ϑ`

ν`
| ϑ`c s

T , (6.18b)

donde ν´ y ν` son el número de polinomios usados en los ajustes de los potenciales de exceso
UE de los electrodos negativo y positivo, respectivamente. Para el caso de los MPUR-1e, cabe
recordar que α̃´“α´pζ̃´s q y α`“ α̃`pζ̃`s q, con las fracciones superficiales aproximadas ζ̃´s y ζ̃`s
calculadas apropiadamente (ver la Sección 4.1.2).

6.2.1. MPUR completo

Derivando la función de salida

La derivada con respecto del tiempo de la tensión de salida (5.4) del MPUR completo es

9vd “ ´α
´
`

C´n
9ζ´´

ϑ´b
ϑ´a

d´n,n 9id
˘

` α`
`

C`n
9ζ``

ϑ`b
ϑ`a

d`n,n 9id
˘

´ p%´ ` %` ` ϑdq 9id. (6.19)

Sustituyendo las expresiones de 9ζ´ y 9ζ` tomadas de la ecuación de estado (4.1), y usando las
definiciones (6.15) y (6.16), resulta

9vd “ ´ϕ
´
α ϑ

´
α

`

ϑ´a C
´
n A

´ζ´´ ϑ´b C
´
n B

´
n id ´

ϑ´b
ϑ´a

d´n,n 9id
˘

` ϕ`α ϑ
`
α

`

ϑ`a C
`
n A

`ζ`` ϑ`b C
`
n B

`
n id `

ϑ`b
ϑ`a

d`n,n 9id
˘

´ pϑ´c ρ
´ ` ϑ`c ρ

` ` ϑdq 9id. (6.20)

Supóngase ahora que en general puede asumirse que d`n,n, d´n,n « 0. En tal caso, la evaluación
de las fracciones superficiales (5.5) de las partículas representativas de los electrodos negativo y
positivo se puede simplificar tal que ζ´s « C´n ζ

´ y ζ`s « C`n ζ
`, respectivamente. Además, la

expresión anterior para 9vd puede simplificarse de la forma

9vd “ ´ϕ
´
α ϑ

´
α pϑ

´
a C

´
n A

´ζ´´ ϑ´b C
´
n B

´
n idq ` ϕ

`
α ϑ

`
α pϑ

`
a C

`
n A

`ζ`` ϑ`b C
`
n B

`
n idq

´ pϑ´c ρ
´` ϑ`c ρ

`` ϑdq 9id ` w
´` w` (6.21)

con los residuos

w´ “ α´
ϑ´b
ϑ´a

d´n,n 9id y w` “ α`
ϑ`b
ϑ`a

d`n,n 9id, (6.22)

los cuales están acotados si la derivada con respecto al tiempo 9iptq de la corriente de entrada
también está acotada. Por otro lado, como π´1 y π`1 son polinomios de primer grado con respecto
a su argumento, entonces Bπ´1 {Bζ

´
s y Bπ`1 {Bζ

`
s en (6.17) son constantes, por lo cual (6.21) puede

reescribirse de la forma

9vd “ ϕ´a θ̄
´
a ` ϕ

´
b θ̄

´
b ` ϕ

`
a θ̄

`
a ` ϕ

`
b θ̄

`
b ` ϕc θ̄c

` θ̄´x C
´
n A

´ζ´` θ̄`x C
`
n A

`ζ` ` w´` w`, (6.23)

donde

θ̄´x “ ´
Bπ´1
Bζ´s

pϑ´a ϑ
´
1 q
˚ y θ̄`x “

Bπ`1
Bζ`s

pϑ`a ϑ
`
1 q
˚ (6.24)
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son parámetros auxiliares que acoplan (6.23) con las variables de estado ζ´ y ζ`; la notación p.q˚

indica en este caso (y en el resto de la exposición) que se trata del valor nominal de los parámetros
encerrados por los paréntesis. Por otro lado, el regresor de la parametrización (6.23) está formado
por las funciones

ϕ´a “ p´C
´
n A

´ζ´qϕ´α , ϕ´b “ pC
´
n B

´
n idqϕ

´
α , (6.25a)

ϕ`a “ pC
`
n A

`ζ`qϕ`α , ϕ`b “ pC
`
n B

`
n idqϕ

`
α , (6.25b)

ϕc “ ´9id r ρ
´ ρ` 1 s, (6.25c)

mientras los parámetros a identificar son

θ̄´a “ rϑ
´
a
RT
F | ϑ´a ϑ

´
1 ´pϑ

´
a ϑ

´
1 q
˚

ϑ´a ϑ
´
2 ¨ ¨ ¨ ϑ´a ϑ

´

ν´
| ϑ´a ϑ

´
c s

T , (6.26a)

θ̄´b “ rϑ
´
b
RT
F | ϑ´b ϑ

´
1 ϑ´b ϑ

´
2 ¨ ¨ ¨ ϑ´b ϑ

´

ν´
| ϑ´b ϑ

´
c s

T , (6.26b)

θ̄`a “ rϑ
`
a
RT
F | ϑ`a ϑ

`
1 ´pϑ

`
a ϑ

`
1 q
˚

ϑ`a ϑ
`
2 ¨ ¨ ¨ ϑ`a ϑ

`

ν`
| ϑ`a ϑ

`
c s

T , (6.26c)

θ̄`b “ rϑ
`
b
RT
F | ϑ`b ϑ

`
1 ϑ`b ϑ

`
2 ¨ ¨ ¨ ϑ`b ϑ

`

ν`
| ϑ`b ϑ

`
c s

T , (6.26d)

θ̄c “ rϑ
´
c ϑ`c ϑd s

T . (6.26e)

Entonces, tomando algunos valores nominales ϑ˚a y ϑ˚b de los parámetros ϑa y ϑb de la
ecuación de estado (4.1) del MPUR y agregando la parametrización (6.23) a la dinámica nominal,
resulta el modelo aumentado

»

—

–

9ζ´

9ζ`

9vd

fi

ffi

fl

“

»

—

–

pϑ´a q
˚
A´ 0 0

0 pϑ`a q
˚
A` 0

θ̄´x C
´
n A

´ θ̄`x C
`
n A

` 0

fi

ffi

fl

»

–

ζ´

ζ`

vd

fi

fl`

»

–

´pϑ´b q
˚
B´n

pϑ`b q
˚
B`n

0

fi

fl id

`

»

–

0

0

1

fi

flrϕ´a ϕ´b ϕ`a ϕ`b ϕc s

»

—

—

—

—

—

–

θ̄´a
θ̄´b
θ̄`a
θ̄`b
θ̄c

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

`

»

–

W´

W`

w´` w`

fi

fl , (6.27a)

vo “ r 0 0 1 s r pζ´qT pζ`qT vd s
T , (6.27b)

donde los términos

W´ “
`

ϑ´a ´pϑ
´
a q
˚˘

A´ζ´´
`

ϑ´b ´pϑ
´
b q
˚˘

B´n id, (6.28a)

W` “
`

ϑ`a ´pϑ
`
a q
˚˘

A`ζ``
`

ϑ`b ´pϑ
`
b q
˚˘

B`n id, (6.28b)

son la diferencia entre la dinámica nominal y la dinámica «real» de la celda Li-Ion, representada
por el MPUR. Tanto (6.28a) como (6.28b) están acotadas porque las funciones ζ´ptq, ζ`ptq e idptq
tienen valores máximos conocidos y además puede proponerse un valor máximo para los errores
paramétricos ϑa´ϑ˚a y ϑb´ϑ˚b de cada electrodo. Finalmente, el modelo aumentado (6.27) tiene
la forma (6.1) y cumple los requisitos del Lema 6.1 si 9idptq está acotada y es accesible (notar que
dicha señal forma parte del regresor ϕc, ver (6.25c)), y si los parámetros θ̄´x y θ̄`x se escogen de
manera que el par formado por la matriz de estado extendida en (6.27a) y la matriz de salida en
(6.27b) sea observable.
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Filtrando la función de salida

Defínase ahora el operador diferencial s“ 9p.q“ d
dt . Al hacer pasar la señal de salida a través

del filtro de primer orden kf s
s` pf

, con pf ą 0 y condiciones iniciales nulas, es decir, haciendo

kfs

s` pf
vd “ ´ϕ

´
α ϑ

´
α

kf
s` pf

`

ϑ´a C
´
n A

´ζ´´ ϑ´b C
´
n B

´
n id ´

ϑ´b
ϑ´a

d´n,n s id
˘

` ϕ`α ϑ
`
α

kf
s` pf

`

ϑ`a C
`
n A

`ζ`` ϑ`b C
`
n B

`
n id `

ϑ`b
ϑ`a

d`n,n s id
˘

´ pϑ´c ρ
´ ` ϑ`c ρ

` ` ϑdq
kfs

s` pf
id, (6.29)

resulta la expresión

9̄vd “ ´ϕ
´
α ϑ

´
α pϑ

´
a χ

´´ ϑ´b C
´
n B

´
n ı̄dq ` ϕ

`
α ϑ

`
α pϑ

`
a χ

`` ϑ`b C
`
n B

`
n ı̄dq

´ pϑ´c ρ
´` ϑ`c ρ

`` ϑdq pf pid ´ ı̄dq ` w̄
´` w̄` (6.30)

análoga a (6.21). En este caso, los residuos son de la forma

w̄´ “ α´
ϑ´b
ϑ´a

d´n,n pf pid ´ ı̄dq y w̄` “ α`
ϑ`b
ϑ`a

d`n,n pf pid ´ ı̄dq (6.31)

y, en contraste con (6.22), ambos están acotados sin importar el perfil de la corriente de entrada
porque, tanto idptq como ı̄dptq“

pf
s` pf

iptq, están acotadas. Asimismo, resulta la parametrización

9̄vd “ ϕ̄´a θ̄
´
a ` ϕ̄

´
b θ̄

´
b ` ϕ̄

`
a θ̄

`
a ` ϕ̄

`
b θ̄

`
b ` ϕ̄c θ̄c ` θ̄

´
x χ

´` θ̄`x χ
`` w̄´` w̄`, (6.32)

donde los parámetros auxiliares θ̄x son como en (6.24), los parámetros a identificar son los definidos
en (6.26) y los regresores «filtrados» tienen la forma

ϕ̄´a “ ´χ
´ϕ´α con 9χ´“ ´pf χ

´` pf pC
´
n A

´ζ´q, ϕ̄´b “ pC
´
n B

´
n ı̄dqϕ

´
α , (6.33a)

ϕ̄`a “ χ`ϕ`α con 9χ`“ ´pf χ
`` pf pC

`
n A

`ζ`q, ϕ̄`b “ pC
`
n B

`
n ı̄dqϕ

`
α , (6.33b)

ϕ̄c “ ´pf pid ´ ı̄dq r ρ
´ ρ` 1 s. (6.33c)

Agregando la dinámica (6.32) de la nueva señal de salida v̄d, así como las dinámicas auxiliares de
χ´ y χ` en (6.33a) y (6.33b) a la dinámica nominal, resulta el modelo aumentado

»

—

—

—

—

—

–

9ζ´

9χ´

9ζ`

9χ`

9̄vd

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

—

—

–

pϑ´a q
˚
A´ 0 0 0 0

pfC
´
n A

´ ´pf 0 0 0

0 0 pϑ`a q
˚
A` 0 0

0 0 pfC
`
n A

` ´pf 0

0 θ̄´x 0 θ̄`x 0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

—

–

ζ´

χ´

ζ`

χ`

v̄d

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

`

»

—

—

—

—

—

–

´pϑ´b q
˚
B´n

0

pϑ`b q
˚
B`n

0

0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

id

`

»

—

—

—

—

—

–

0

0

0

0

1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

r ϕ̄´a ϕ̄´b ϕ̄`a ϕ̄`b ϕ̄c s

»

—

—

—

—

—

–

θ̄´a
θ̄´b
θ̄`a
θ̄`b
θ̄c

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

`

»

—

—

—

—

—

–

W´

0

W`

0

w̄´` w̄`

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, (6.34a)

vo “ r 0 0 0 0 1 s r pζ´qT χ´ pζ`qT χ` v̄d s
T , (6.34b)



94

conW´ yW` definidas como en (6.28), el cual también posee la forma deseada (6.1). Finalmente,
cabe señalar que la entrada y la salida filtradas

9̄ıd “ ´pf ı̄d ` pf id y 9̄vd “ ´pf v̄d ` pf vd (6.35)

no se agregaron al modelo porque se pueden sintetizar fácilmente a partir de señales conocidas y
además se tiene control sobre el parámetro pf ą0. Por otro lado, ambas son fundamentales en el
modelo aumentado (6.34): la salida del modelo se cambió de vdptq a v̄dptq, mientras los regresores
filtrados (6.33) dependen de ı̄dptq.

Observaciones (1)

1. Para ambos MPUR aumentados, (6.27) y (6.34), los parámetros a identificar son aquellos
definidos en (6.26). De las mismas definiciones se observa que si se conoce la temperatura
T , entonces es posible recuperar los parámetros ϑa y ϑb de ambos electrodos, aunque los
parámetros ϑc resultan sobredeterminados. Si no se conoce la temperatura, entonces ϑa y
ϑb pueden determinarse a partir de ϑc; este último caso no es deseable porque ϑc tiene en
general valores varios órdenes de magnitud menores al resto de los parámetros, lo cual podría
introducir errores de cálculo notables.

2. Si las funciones %´ y %` se asumen constantes (caso c) de la Proposición 5.1), entonces el
último término de los vectores (6.17) se anula, haciendo necesario eliminar también el último
parámetro de los vectores (6.18) así como de (6.26). De esta forma, los regresores (6.25c)
y (6.33c) colapsan en ϕc“´9id y ϕ̄c“´pf pid ´ ı̄dq, respectivamente, así como el vector de
parámetros (6.26e) se reduce al parámetro escalar θ̄c“2pϑ´c ` ϑ

`
c q ` ϑd (las funciones ρpζsq

tienen un mínimo ρ´“2 en ζs“ 1
2 , ver la Figura 2.2).

3. Los parámetros ϑ1, ϑ2, . . . , ϑν de ambos electrodos están doblemente determinados en todos
los escenarios. Más aún, si no se asume que d´n,n, d`n,n « 0, los parámetros mencionados
estarían triplemente determinados y además sería necesario estimar el cociente ϑb{ϑa de
cada electrodo como un parámetro adicional.

4. Las relaciones entre los parámetros a estimar θ̄ y los parámetros ϑ del MPUR son evidentes,
por lo cual no se agregan dentro del desarrollo anterior.

6.2.2. MPUR de un electrodo

En el espíritu de la exposición anterior, a continuación se presentan los modelos aumentados
derivados de los MPUR-1e definidos en la Sección 4.1.2; primero se exponen los planteamientos
que resultan al diferenciar la función de salida y después se presentan los MPUR-1e aumentados
obtenidos al filtrar dicha variable. Los pasos necesarios para llegar a los resultados que se presentan
a continuación son análogos a los descritos en la sección anterior, por lo cual se obvian para
mantener la claridad y sólo se definen los parámetros, variables o funciones usados por primera vez.
Cabe advertir que los parámetros a identificar y los parámetros de acoplamiento son iguales entre
los modelos aumentados obtenidos por diferenciación de salida y los obtenidos por filtrado, por
lo cual se omite su repetición en la exposición de los últimos. Asimismo, las cuatro observaciones
enumeradas arriba son válidas en todos los casos siguientes y al final de la sección se agregan dos
más como complemento.
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Derivando la función de salida

1. MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008)

Modelo aumentado resultante:
„

9ζ`

9vd



“

«

pϑ`a q
˚
A` 0

θ̄`x1
C`n A

` 0

ff

„

ζ`

vd



`

„

pϑ`b q
˚
B`n

0



id

`

„

0

1



rφ´a φ´b ϕ`a ϕ`b ϕc s

»

—

—

—

—

—

–

θ̃´a
θ̃´b
θ̄`a
θ̄`b
θ̄c

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

`

„

W`

w1



, (6.36a)

vo “ r 0 1 s r pζ`qT vd s
T , (6.36b)

Regresores aproximados para el electrodo negativo:

φ´a “ pC
`
n A

`ζ`q ϕ̃´α y φ´b “ pC
`
n B

`
n idq ϕ̃

´
α con ϕ̃´α “ ϕ´α pζ̃

´
s , idq (6.37)

Vectores de parámetros asociados al electrodo negativo:

θ̃´a “ r k
´
1 ϑ

´
a
RT
F | k´1 ϑ

´
a ϑ

´
1 ´pk

´
1 ϑ

´
a ϑ

´
1 q
˚

k´1 ϑ
´
a ϑ

´
2 ¨ ¨ ¨ k´1 ϑ

´
a ϑ

´

ν´
| k´1 ϑ

´
a ϑ

´
c s

T , (6.38a)

θ̃´b “ r k
´
1 ϑ

´
b
RT
F | k´1 ϑ

´
b ϑ

´
1 k´1 ϑ

´
b ϑ

´
2 ¨ ¨ ¨ k´1 ϑ

´
a ϑ

´

ν´
| k´1 ϑ

´
b ϑ

´
c s

T , (6.38b)

donde k´1 es el parámetro de ajuste definido en (4.9a).

Parámetro de acoplamiento entre la dinámica nominal y la dinámica agregada:

θ̄`x1
“
Bπ´1
Bζ̃´s

pk´1 ϑ
`
a ϑ

´
1 q
˚
`
Bπ`1
Bζ`s

pϑ`a ϑ
`
1 q
˚ (6.39)

Residuo de la parametrización:

w1 “
`

k´1 α̃
´` α`

˘ ϑ`b
ϑ`a

d`n,n 9id (6.40)

2. MPUR-1e de Moura et al. (2012a,b,c)

Modelo aumentado resultante:
„

9ζ´

9vd



“

«

pϑ´a q
˚
A´ 0

θ̄´x2
C´n A

´ 0

ff

„

ζ´

vd



`

„

´pϑ´b q
˚
B´n

0



id

`

„

0

1



rϕ´a ϕ´b φ`a φ`b ϕc s

»

—

—

—

—

—

–

θ̄´a
θ̄´b
θ̃`a
θ̃`b
θ̄c

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

`

„

W´

w2



(6.41a)

vo “ r 0 1 s r pζ´qT vd s
T (6.41b)
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Regresores aproximados para el electrodo positivo:

φ`a “ p´C
´
n A

´ζ´q ϕ̃`α y φ`b “ pC
´
n B

´
n idq ϕ̃

`
α con ϕ̃`α “ ϕ`α pζ̃

`
s , idq (6.42)

Vectores de parámetros asociados al electrodo positivo:

θ̃`a “ r k
`
1 ϑ

´
a
RT
F | k`1 ϑ

´
a ϑ

`
1 ´pk

`
1 ϑ

´
a ϑ

`
1 q
˚

k`1 ϑ
´
a ϑ

`
2 ¨ ¨ ¨ k`1 ϑ

´
a ϑ

`

ν`
| k`1 ϑ

´
a ϑ

`
c s (6.43a)

θ̃`b “ r k
`
1 ϑ

´
b
RT
F | k`1 ϑ

´
b ϑ

`
1 k`1 ϑ

´
b ϑ

`
2 ¨ ¨ ¨ k`1 ϑ

´
b ϑ

`

ν`
| k`1 ϑ

´
b ϑ

`
c s (6.43b)

Parámetro de acoplamiento entre la dinámica nominal y la dinámica agregada:

θ̄´x2
“ ´

Bπ´1
Bζ´s

pϑ´a ϑ
´
1 q
˚
´
Bπ`1
Bζ̃`s

pk`1 ϑ
`
a ϑ

`
1 q
˚
, (6.44)

donde k`1 es el parámetro de ajuste definido en (4.9b).

Residuo de la parametrización:

w2 “
`

α´` k`1 α̃
`
˘ ϑ´b
ϑ´a

d´n,n 9id (6.45)

3. MPUR-1e alternativo

Modelo aumentado resultante:
„

9ζ´

9vd



“

«

pϑ´a q
˚
A´ 0

pθ̄´xnC
´
n ` θ̄

´
xpC

´
p qA

´ 0

ff

„

ζ´

vd



`

„

´pϑ´b q
˚
B´n

0



id

`

„

0

1



rϕ´a ϕ´b φ`a φ`b ϕc s

»

—

—

—

—

—

–

θ̄´a
θ̄´b
θ̃`a
θ̃`b
θ̄c

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

`

„

W´

w3



(6.46a)

vo “ r 0 1 s r pζ´qT vd s
T (6.46b)

Regresores aproximados para el electrodo positivo:

φ`a “ p´C
´
p A

´ζ´q ϕ̃`α y φ`b “ pC
´
p B

´
n idq ϕ̃

`
α con ϕ̃`α pζ̃

`
s , idq (6.47)

Vectores de parámetros asociados al electrodo positivo: θ̃`a y θ̃`b como en (6.43).

Parámetros de acoplamiento entre la dinámica nominal y la dinámica agregada:

θ̄´xc “ ´
Bπ´1
Bζ´s

pϑ´a ϑ
´
1 q
˚ y θ̄´xp “ ´

Bπ`1
Bζ`˚

pk`1 ϑ
´
a ϑ

`
1 q
˚ (6.48)

Residuo de la parametrización:

w3 “ α´
ϑ´b
ϑ´a

d´n,n 9id (6.49)
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Filtrando la función de salida

1. MPUR-1e de Di Domenico et al. (2008)

Modelo aumentado resultante:
»

–

9ζ`

9χ`

9̄vd

fi

fl “

»

–

pϑ`a q
˚
A` 0 0

pfC
`
n A

` ´pf 0

0 θ̄`x1
0

fi

fl

»

–

ζ`

χ`

v̄d

fi

fl`

»

–

pϑ`b q
˚
B`n

0

0

fi

fl id

`

»

–

0

0

1

fi

flr φ̄´a φ̄´b ϕ̄`a ϕ̄`b ϕ̄c s

»

—

—

—

—

—

–

θ̃´a
θ̃´b
θ̄`a
θ̄`b
θ̄c

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

`

»

–

W`

0

w̄1

fi

fl (6.50a)

vo “ r 0 0 1 s r pζ`qT χ` v̄d s
T (6.50b)

Regresores aproximados para el electrodo negativo:

φ̄´a “ χ`ϕ̃´α y φ̄´b “ pC
`
n B

`
n ı̄dq ϕ̃

´
α (6.51)

Residuo de la parametrización:

w̄1 “
`

k´1 α̃
´` α`

˘ ϑ`b
ϑ`a

d`n,n pf pid ´ ı̄dq (6.52)

2. MPUR-1e de Moura et al. (2012a,b,c)

Modelo aumentado resultante:
»

–

9ζ´

9χ´

9̄vd

fi

fl “

»

–

pϑ´a q
˚
A´ 0 0

pfC
´
n A

´ ´pf 0

0 θ̄´x2
0

fi

fl

»

–

ζ´

χ´

v̄d

fi

fl`

»

–

´pϑ´b q
˚
B´n

0

0

fi

fl id

`

»

–

0

0

1

fi

flr ϕ̄´a ϕ̄´b φ̄`a φ̄`b ϕ̄c s

»

—

—

—

—

—

–

θ̄´a
θ̄´b
θ̃`a
θ̃`b
θ̄c

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

`

»

–

W´

0

w̄2

fi

fl (6.53a)

vo “ r 0 0 1 s r pζ´qT χ´ v̄d s
T (6.53b)

Regresores aproximados para el electrodo positivo:

φ̄`a “ ´χ
´ϕ̃`α y φ̄`b “ pC

´
n B

´
n ı̄dq ϕ̃

`
α (6.54)

Residuo de la parametrización:

w̄2 “
`

α´` k`1 α̃
`
˘ ϑ´b
ϑ´a

d´n,n pf pid ´ ı̄dq (6.55)
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3. MPUR-1e alternativo

Modelo aumentado resultante:
»

—

—

—

–

9ζ´

9χ´

9χ´p
9̄vd

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

–

pϑ´a q
˚
A´ 0 0 0

pfC
´
n A

´ ´pf 0 0

pfC
´
p A

´ 0 ´pf 0

0 θ̄´xn θ̄´xp 0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

–

ζ´

χ´

χ´p
v̄d

fi

ffi

ffi

fl

`

»

—

—

–

´pϑ´b q
˚
B´n

0

0

0

fi

ffi

ffi

fl

id

`

»

—

—

–

0

0

0

1

fi

ffi

ffi

fl

r ϕ̄´a ϕ̄´b φ̄`a φ̄`b ϕ̄c s

»

—

—

—

—

—

–

θ̄´a
θ̄´b
θ̃`a
θ̃`b
θ̄c

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

`

»

—

—

–

W´

0

0

w̄3

fi

ffi

ffi

fl

(6.56a)

vo “ r 0 0 0 1 s r pζ´qT χ´ χ´p v̄d s
T (6.56b)

Regresores aproximados para el electrodo positivo:

φ̄`a “ ´χ
´
p ϕ̃

`
α con 9χ´p “´pf χ

´
p ` pf pC

´
p A

´ζ´q y φ̄`b “ pC
´
p B

´
n ı̄dq ϕ̃

`
α (6.57)

Residuo de la parametrización:

w̄3 “ α´
ϑ´b
ϑ´a

d´n,n pf pid ´ ı̄dq (6.58)

Observaciones (2)

5. Aunque con ninguno de los MPUR-1e aumentados es posible recuperar los parámetros ϑa y
ϑb asociados a la dinámica del electrodo eliminado en el MPUR-1e original (ϑ´a y ϑ´b para
el MPUR-1e 1; ϑ`a y ϑ`b para los MPUR-1e 2 y 3), sí es posible recuperar el parámetro de
ajuste k1, definido en (4.9) para el electrodo correspondiente (k´1 para el MPUR-1e 1; k`1
para los MPUR-1e 2 y 3); en ningún caso es posible recuperar el parámetro de ajuste k0.

6. En general, con los planteamientos propuestos no es posible identificar directamente los
potenciales de estándar U´0 y U`0 (constantes) de los electrodos, ya que cualquiera de las
parametrizaciones implica diferenciar, directa o indirectamente (filtrando), la variable de
salida con respecto al tiempo. Sin embargo, en todos los casos, los parámetros a identificar
son suficientes para reconstruir la porción U˚pζ´s , ζ`s , idq“vdptq ´ p´U

´
0 ` U`0 q (o su equi-

valente) del potencial de salida. Por lo tanto, la diferencia ´U´0 ` U`0 puede recuperarse
con una simple sustracción ya que, a pesar de cambiar la salida del modelo aumentado de
vdptq a v̄dptq en el caso de los modelos aumentados obtenidos por filtrado, el potencial vdptq
siempre está disponible.

6.3. MEUR de capacitores DCE con estado aumentado

La idea subyacente en el planteamiento del problema de identificación conjunta estado-
parámetros del MEUR de capacitores DCE es la usada para celdas LI-Ion: diferenciar o filtrar la
variable de salida y agregar la dinámica resultante a «una» dinámica nominal del modelo original
para obtener una estructura de la forma (6.1). Debido a la sencillez del MEUR, los resultados a
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continuación presentados son más concretos; por ejemplo, la parametrización propuesta es exacta
en el sentido que los parámetros ϑ del modelo y los parámetros a identificar θ̄ (definidos más
adelante) están relacionados unívocamente. A continuación se plantean dos modelos aumentados,
asociados al MEUR de capacitores DCE (4.10)-(4.11) definido en la Sección 4.2, desarrollados con
base en las operaciones ya conocidas.

Derivando la función de salida

La derivada temporal del potencial de salida definido en (4.11) resulta

9vd “
2

ϑc ` 1
pC1 ` ϑcCnq 9η ` θ̄4

9id. (6.59)

Sustituyendo 9η, tomada de la ecuación de estado (4.10), la parametrización resultante es

9vd “ θ̄1 pC1Aηq ` θ̄2 pCnAηq ` θ̄3 id ` θ̄4
9id, (6.60)

donde los parámetros a identificar son

θ̄1 “
2ϑa
ϑc ` 1

, θ̄3 “
2ϑb
ϑc ` 1

rC1B1 ` ϑcpCnB1´C1Bnq ´ ϑ
2
cCnBns, (6.61a)

θ̄2 “
2ϑaϑc
ϑc ` 1

, θ̄4 “
2

ϑc ` 1

ϑb
ϑa
rd1,1 ´ ϑcpd1,n´dn,1`1q ´ ϑ2

cdn,ns ´ ϑd, (6.61b)

los cuales están relacionados con los parámetros del MEUR de la forma

ϑa “
1
2pθ̄1 ` θ̄2q, ϑb “

1
2 θ̄1pθ̄1`θ̄2qθ̄3

θ̄2
1C1B1 ` θ̄1θ̄2pCnB1´C1Bnq ´ θ̄2

2CnBn
, (6.62a)

ϑc “
θ̄2

θ̄1
, ϑd “

2θ̄3

θ̄1 ` θ̄2

θ̄2
1d1,1 ´ θ̄1θ̄2pd1,n´dn,1`1q ´ θ̄2

2dn,n

θ̄2
1C1B1 ` θ̄1θ̄2pCnB1´C1Bnq ´ θ̄2

2CnBn
´ θ̄4. (6.62b)

Agregando (6.60) a una dinámica nominal del MEUR resulta el modelo aumentado
„

9η

9vd



“

„

ϑ˚aA 0

pθ̄˚1C1` θ̄
˚
2CnqA 0

„

η

vd



`

„

ϑ˚b pB1´ϑ
˚
cBnq

0



id

`

„

0

1



rC1Aη CnAη id 9id s

»

—

—

–

θ̄1 ´ θ̄
˚
1

θ̄2 ´ θ̄
˚
2

θ̄3

θ̄4

fi

ffi

ffi

fl

`

„

W

0



, (6.63a)

vo “ r 0 ¨ ¨ ¨ 0 1 s r ηT vd s
T , (6.63b)

donde θ̄˚1 y θ̄˚n son los parámetros de acoplamiento, la notación p.q˚ significa que se trata de un
valor nominal de los parámetros encerrados en los paréntesis y

W “ pϑa´ϑ
˚
aqAη ` rpϑb´ϑ

˚
b qB1´pϑbϑc´ϑ

˚
bϑ
˚
c qB1s id (6.64)

es el error entre una dinámica nominal y la dinámica «real» del MEUR de capacitores DCE,
el cual está acotado porque η e id tienen valores máximos conocidos. Finalmente, cabe resaltar
que para construir el regresor en (6.63a) es necesario conocer la variable 9id, la cual, al menos
conceptualmente, podría no estar acotada.
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Filtrando la función de salida

Definiendo de nuevo el operador s“ 9p.q“ d
dt y haciendo pasar el potencial de salida vdptq a

través del filtro de primer orden kf s
s` pf

, con pf ą0 y condiciones iniciales nulas, es decir

kfs

s` pf
vd “ θ̄1

kf
s` pf

pC1Aηq ` θ̄2
kf

s` pf
pCnAηq ` θ̄3

kf
s` pf

id ` θ̄4
kfs

s` pf
id, (6.65)

resulta de manera análoga a (6.60) la parametrización

9̄vd “ θ̄1 χ1 ` θ̄2 χn ` θ̄3 ı̄d ` θ̄4 pf pid ´ ı̄dq, (6.66)

la cual conserva los parámetros a identificar definidos en (6.61). Por otro lado, es necesario incor-
porar las variables auxiliares χ1 y χn, las cuales corresponden al filtrado de dos funcionales del
estado η y cuyas dinámicas están determinadas por

9χ1 “ ´pf χ1 ` pf pC1Aηq y 9χn “ ´pf χn ` pf pCnAηq. (6.67)

Agregando (6.66) a alguna dinámica nominal del MEUR resulta el modelo aumentado

»

—

—

–

9η

9χ1

9χn
9̄vd

fi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

–

ϑ˚aA 0 0 0

pfC1A ´pf 0 0

pfCnA 0 ´pf 0

pθ̄˚1C1` θ̄
˚
2CnqA 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

»

—

—

–

η

χ1

χn
v̄d

fi

ffi

ffi

fl

`

»

—

—

–

ϑ˚b pB1´ϑ
˚
cBnq

0

0

0

fi

ffi

ffi

fl

id

`

»

—

—

–

0

0

0

1

fi

ffi

ffi

fl

rχ1 χn id pf pid ´ ı̄dq s

»

—

—

–

θ̄1 ´ θ̄
˚
1

θ̄2 ´ θ̄
˚
2

θ̄3

θ̄4

fi

ffi

ffi

fl

`

»

—

—

–

W

0

0

0

fi

ffi

ffi

fl

, (6.68a)

vo “ r 0 ¨ ¨ ¨ 0 1 s r ηT χ1 χn v̄d s
T , (6.68b)

con el error W definido como (6.64). En este caso es necesario conocer la corriente filtrada ı̄dptq y
cambiar la variable de salida a v̄dptq; ambas variables se sintetizan a partir de las señales medidas
(entrada y salida originales) de la forma

9̄ıd “ ´pf ı̄d ` pf id y 9̄vd “ ´pf v̄d ` pf vd. (6.69)

Observaciones

1. Si se toman mallas de discretización simétricas, entonces es posible recurrir a las propiedades
(5.51) de las matrices de discretización asociadas al MEUR y simplificar las relaciones pa-
ramétricas de las expresiones (6.61) y (6.62). Adicionalmente, suponiendo que d1,1, d1,n « 0

y dn,1, dn,n « 0 (lo cual correspondería a una malla de discretización relativamente grande,
por ejemplo, q“10), las relaciones paramétricas pueden relajarse aún más.

2. La ventaja del segundo MEUR aumentado sobre el primero es que prescinde del uso de la
derivada temporal 9idptq de la corriente de entrada.

3. Ambos modelos aumentados, (6.68) y (6.68), tienen la forma del modelo prototipo (6.1).
Sin embargo, es necesario escoger con cuidado los parámetros de acoplamiento θ̄˚1 y θ̄˚2 para
asegurar la observabilidad de los modelos resultantes.
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En este capítulo se propusieron varios modelos aumentados con el fin de plantear el problema
de estimación conjunta estado-parámetros de celdas Li-Ion y capacitores DCE en el contexto de
observadores adaptables para sistemas con dinámicas no lineales y parametrizaciones lineales; en
particular se contempló el observador robusto de Pourgholi y Majd (2011b). Como se sabe por
trabajos como los de Vargas Casillas (2002) y Vargas et al. (2002), la extensión de orden puede
dotar de propiedades deseadas como observabilidad o llevar un modelo inicial a una estructura
determinada para la cual el problema en mano está resuelto. En este caso, al derivar con respecto
al tiempo o filtrar las variables de salida de los modelos en estudio (MPUR y MPUR-1e para celdas
Li-Ion, y MEUR para capacitores DCE), los parámetros del modelo original (o una combinación
de ellos) aparecen de manera lineal en la dinámica aumentada, lo cual facilita el planteamiento
de esquemas de identificación en línea. Sin embargo, es necesario proponer valores paramétricos
nominales adecuados para satisfacer las condiciones de existencia del observador de Pourgholi y
Majd (2011b), lo cual genera un error de modelado a primera vista indeseable.

Los modelos desarrollados alrededor de cualquier sistema dinámico siempre tendrán errores
debidos a simplificaciones u omisiones; tales errores deberán ser contrarrestados por el esquema
de control, observación o identificación a usar. El observador proporcional-integral contemplado
posee un grado de libertad adicional que permite reducir el error de estimación debido a perturba-
ciones externas con cota conocida, dentro de las cuales pueden clasificarse los errores de modelado
inherentes al planteamiento propuesto (funciones W ). Sin embargo, las perturbaciones externas
podrían no ser del todo indeseables siempre y cuando estén acotadas. Se sabe que en el caso ideal
de un problema de identificación sin perturbaciones, después de haber convergido los parámetros
a un valor estacionario, el producto regresor-parámetros se anula y provoca un cambio abrupto en
los parámetros calculados conocido como bursting, el cual reinicia al algoritmo de identificación;
ver, por ejemplo, (Ioannou y Sun, 1995, Cap. 6) o (Krstic y Banaszuk, 2006). Una perturbación
acotada podría ofrecer excitación adicional al proceso de identificación, aunque es necesario usar
un algoritmo robusto como el definido en (6.5)-(6.6) para evitar la divergencia de los parámetros
y mantenerlos dentro de una región razonable.

El alcance de este capítulo se limitó a deducir modelos con la estructura deseada (6.1) a partir
de los modelos electroquímicos de orden reducido formulados en el Capítulo 4 y analizados en el
Capítulo 5. El análisis posterior de los modelos aumentados (deducción de criterios para determinar
los parámetros nominales y de acoplamiento); el diseño y calibración de los observadores asociados,
y el desarrollo de pruebas experimentales quedan como trabajo futuro.



Capítulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

En las últimas dos décadas ha aumentado el interés por desarrollar vehículos eléctricos hí-
bridos con el objetivo de disminuir el consumo de combustible y la emisión de contaminantes de
los automóviles convencionales. Un tema alrededor del cual giran varias líneas de investigación
es el almacenamiento de energía eléctrica; la meta es diseñar medios de almacenamiento más efi-
cientes, compactos y durables. Entre varias alternativas se encuentran las celdas de iones de litio
(celdas Li-Ion), las cuales son el sustituto natural de las celdas basadas en níquel, ya que tienen
mayor capacidad de almacenamiento y no contienen materiales contaminantes. Los capacitores
de doble capa eléctrica (capacitores DCE) se han introducido con éxito en el área automotriz
como complemento de las baterías electroquímicas porque pueden entregar/recibir grandes canti-
dades de potencia aunque durante poco tiempo. La combinación de ambas tecnologías da como
resultado sistemas de almacenamiento con las mejores características de cada una. Por otro lado,
para diseñar estrategias y algoritmos de acoplamiento y de flujo de energía, es necesario contar
con modelos matemáticos que reproduzcan los principales mecanismos de carga/descarga de los
medios de almacenamiento.

Hace aproximadamente diez años inició un cambio de paradigma con respecto al modelado
orientado a control y supervisión de celdas electroquímicas. Tradicionalmente, estos dispositivos
se representaban a través de circuitos eléctricos equivalentes capaces de recuperar con precisión
la relación entrada (corriente)/salida (potencial en terminales). Por tal característica, además
de su relativa sencillez, conservan gran popularidad en el área de electrónica de potencia. Sin
embargo, estos modelos heurísticos fallan en predecir el estado de carga (cantidad de energía
almacenada) así como el estado de salud (cambio histórico de algunos valores paramétricos),
variables fundamentales en el diseño de estrategias de flujo de energía y supervisión. El nuevo
paradigma consiste en usar alguna simplificación de modelos de primeros principios (modelos
electroquímicos) cuyas variables y parámetros tienen interpretación física y relación directa con
las variables fundamentales de control y monitoreo mencionadas arriba.

En general, la simplificación de cualquier modelo de un sistema dinámico depende de los fenó-
menos físicos que se requiera recuperar bajo determinadas condiciones de operación. A diferencia
de otros reactores químicos, típicamente, ni las celdas Li-Ion ni los capacitores DCE funcionan
alrededor de ningún punto (estado estacionario) sino dentro de una banda de operación; la ventaja
es que su dinámica es esencialmente lineal (únicamente la función de salida de celdas Li-Ion es no
lineal con respecto al estado y lineal en los parámetros). Por otro lado, un vehículo eléctrico híbrido
requiere del sistema de almacenamiento que suministre pulsos de potencia durante el arranque y
que reciba la energía recuperada durante el frenado, cuya forma de onda puede idealizarse también
por medio de perfiles pulsantes.
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Las celdas Li-Ion y los capacitores DCE (con una extensión simple en el segundo caso)
pueden representarse por medio del modelo electroquímico de Fuller-Doyle-Newman. Dicho modelo
es un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales que describen tanto el proceso de la solución
electrolítica a lo largo de toda la celda como el proceso en las interfaces electrodo-solución, es decir,
los procesos de carga/descarga: electroinserción para las celdas Li-Ion y adsorción en el caso de
capacitores DCE. El proceso en la solución es importante si las celdas electroquímicas estudiadas
operan en regímenes sostenidos de carga/descarga constantes. Sin embargo, si las celdas operan
bajo regímenes pulsantes, como es el caso de interés, entonces la concentración del electrolito en la
solución puede asumirse uniforme: o bien entre pulso y pulso la solución tiene tiempo de regresar al
estado estacionario, o bien los pulsos son tan breves y/o en dirección alternada tal que no afectan
notablemente la concentración del electrolito. De la simplificación anterior resulta el modelo de
partícula única (MPU de celdas Li-Ion), tomado de la literatura, y el modelo de electrodo único
(MEU de capacitores DCE), propuesto en este trabajo en analogía con el MPU.

Después de una revisión bibliográfica extensa alrededor del MPU de celdas Li-Ion se identifi-
caron dos tendencias principales. La primera y más antigua consiste en proponer aproximaciones
de orden reducido del problema de difusión de iones de litio (electroinserción) en las partículas
representativas de cada electrodo. Lo anterior resulta en modelos con dinámica lineal y función
de salida no lineal e inyectiva, a partir de los cuales es posible plantear observadores tipo filtro
de Kalman para reconstruir el estado de carga. Asimismo, dentro de este enfoque se identificaron
varias áreas de oportunidad:

1. No se habían desarrollado criterios claros para determinar el orden de los modelos reducidos.

2. No estaba reportada ninguna comparación de los métodos de reducción usados hasta ese
momento, en general, métodos de discretización espacial (método del elemento finito, dife-
rencias finitas y aproximaciones polinomiales), que ayudara a distinguir cuál de ellos conduce
a la aproximación con el mejor balance entre tamaño (orden del modelo) y precisión con
respecto al modelo distribuido o una aproximación de alto orden.

3. No había reportes de análisis de controlabilidad del modelo.

4. Los análisis de observabilidad del modelo reducido eran vagos y las conclusiones erróneas:
se asumía que el modelo en general no era observable debido a la estructura de la función
de salida, por lo cual era forzoso eliminar la dinámica de uno de los electrodos.

5. No estaba claro cómo elegir el submodelo a eliminar.

6. No se había propuesto un esquema para estimar, simultáneamente y en tiempo real, el
estado interno y los parámetros de las celdas; sólo se habían propuesto esquemas para cada
problema por separado y para regímenes de operación distintos.

La segunda tendencia consiste en conservar el modelo de partícula simple sin aproximar
y abordar ambos problemas de estimación (estado y parámetros) con base en la teoría de con-
trol de ecuaciones diferenciales parabólicas; la aproximación o reducción de orden del algoritmo
respectivo vendría después de su diseño y sólo con fines de implementación. El argumento para
justificar el uso de la metodología «diseñar después aproximar» (design-then-approximate) es que
en la primera tendencia, tras la aproximación de modelos distribuidos por medio de modelos de
orden reducido, se pierden propiedades estructurales del modelo original como estabilidad, con-
trolabilidad y observabilidad, de manera que los algoritmos resultantes podrían no funcionar al
aplicarse al modelo original (aunque no necesariamente al sistema físico en sí). Sin embargo, a
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saber, no hay fundamentos teóricos claros que sostengan o refuten dicha afirmación. Por otro lado,
debido al incipiente desarrollo de la teoría de control de sistemas distribuidos, los esquemas de
identificación paramétrica resultan muy intrincados, además de redundantes y contradictorios en
el sentido que a final de cuentas requieren aproximaciones del modelo original para construir el
regresor asociado a ciertos parámetros (coeficientes de difusión).

De esta forma, dando prioridad al problema de aplicación y aprovechando el mayor desarrollo
en la teoría de control para sistemas en ecuaciones diferenciales ordinarias, se decidió cubrir los
huecos asociados a la primera tendencia del modelado de primeros principios de celdas Li-Ion,
enumerados arriba. Asimismo, como no existía ningún trabajo realizado al respecto en el caso
del modelo de electrodo único de capacitores DCE, a lo largo de toda la tesis se presentaron en
paralelo los tratamientos dados al MPU de celdas Li-Ion y al MEU de capacitores DCE. Como
opinión personal, cabe resaltar que la teoría de control de sistemas distribuidos es muy interesante
y hacen falta esfuerzos por resolver el problema de identificación paramétrica, conocido también
como «problema inverso», únicamente usando información disponible en las fronteras.

Definido el problema de investigación con base en la revisión del estado del arte reportada en
el Capítulo 1, en el Capítulo 2 se resumió la deducción del MPU y del MEU a partir de un modelo
electroquímico general (modelo Fuller-Doyle-Newman con la adición del efecto de la doble capa
eléctrica). En particular, se explotaron todas las suposiciones de la deducción del MPU con el fin
de obtener funciones de salida más simples y manejables. Otros autores conservan funciones de
salida innecesariamente complicadas al no aplicar apropiadamente las suposiciones mencionadas.
Además se incluyó la caracterización de los potenciales de equilibrio de los electrodos de varias
celdas Li-Ion por medio de expansiones polinomiales (de Wohl y Redlich-Kister) derivados de la
teoría de la energía libre de Gibbs en exceso (Apéndice C). Asimismo, se demuestra la validez de
dichos ajustes al aplicarlos a una colección de potenciales de equilibrio (Apéndice B) recuperados
de la literatura, con lo cual se obtuvieron los parámetros respectivos (Apéndice D) con errores
relativos del orden de centésimas.

El Capítulo 3 está dedicado a la comparación de varias aproximaciones de orden reducido
de las ecuaciones de estado de los modelos electroquímicos simplificados de celdas Li-Ion y capa-
citores DCE. Primero se plantearon los problemas de difusión radial y longitudinal (PDR y PDL)
asociados al MPU y al MEU, respectivamente. Después se desarrollaron dos criterios para elegir
el orden de los modelos reducidos suponiendo que la señal de excitación está formada por pulsos
rectangulares. El primero consiste en elegir el orden del modelo tal que su ancho de banda teórico
cubra la banda de frecuencia que contiene la mayor parte de la energía de la señal de entrada. El
segundo criterio propone conservar sólo aquellos modos cuyos residuos tienen mayor aportación
en la convolución modelo-entrada. De los dos criterios el segundo resultó ser el menos conservador
porque sólo toma en cuenta la forma de onda de la entrada, mientras el primero depende de la
duración del pulso de prueba.

En la segunda parte del Capítulo 3 se resumen los detalles de la aproximación de los proble-
mas de difusión por medio de tres métodos de discretización: el método del elemento finito (mEF),
el método de diferencias finitas (mDF) y el método de cuadratura diferencial (mCD) polinomial
(mCD-P) y de Fourier (mCD-F). Dichos métodos se aplicaron en combinación con tres mallas:
distribución uniforme (DUni), distribución de Chebishev-Gauss-Lobatto (DCGL) y raíces de los
polinomios de Legendre (DRPL); en el caso del PDR se probó además la distribución cuadrática
(DCua), recomendada en la literatura para el mEF. Después de pruebas tanto en el dominio del
tiempo como de la frecuencia, la mejor combinación método-malla de discretización resultó ser el
mCD-P`DRPL, seguida de mDF`DRPL, y mEF`Cua en el caso del PDR y mEF`DUni para el
PDL. Cabe mencionar que, a saber, el mCD no había sido aplicado a ninguno de los dos proble-
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mas de difusión en el contexto de los modelos electroquímicos estudiados. Finalmente, también se
aplicaron dos aproximaciones polinomiales que conducen a modelos reducidos de 1er y 2o orden,
los cuales, pese a ser ampliamente usados en la literatura, demostraron ser precisas sólo a largo
plazo y bajo señales de prueba constantes (regímenes de carga/descarga constantes).

En el Capítulo 4 se reescribieron el MPU y el MEU en sus versiones de orden reducido:
el MPUR y el MEUR, respectivamente. Se compararon las respuestas de los modelos de orden
reducido contra datos experimentales; en ambos casos se usaron valores paramétricos tomados
de la literatura, los cuales se ajustaron a prueba y error. En el caso del MPUR se recuperaron,
también de la literatura, datos de experimentos hechos a una celda Li-Ion de uso automotriz; en
el caso del MEUR se usaron datos obtenidos de experimentos propios realizados a un capacitor
DCE de pequeña capacidad con el banco de pruebas del Apéndice F. También se resumieron dos
MPUR de un electrodo (MPUR-1e) tomados de la literatura y se propuso un tercero, el cual
está especializado para celdas con cátodo de LiFePO4. Asimismo, se concluyó que la conveniencia
de usar alguno de los tres MPUR-1e depende de qué tipo de celda Li-Ion se trate, es decir, del
conocimiento que se tenga de los materiales de fabricación de la celda. También se propuso un
método simple para determinar el estado de carga (EdC) promedio y crítico, tanto de celdas
Li-Ion como de capacitores DCE, por medio de funciones lineales del estado interno del MPUR
y del MEUR, respectivamente cuya validez se ilustró por medio de simulaciones numéricas. En
particular, el método para calcular el EdC promedio se basa en la suposición de que las matrices
de estado de los modelos de orden reducido tienen polos puramente reales y no negativos (uno de
ellos en el origen).

En el Capítulo 5 se desarrollaron los análisis de controlabilidad y observabilidad de los
modelos de orden reducido. En el caso de celdas Li-Ion se asumió que el estado de cada submodelo
asociado a cada electrodo es controlable desde la corriente de entrada y observable desde la
superficie de la partícula representativa respectiva, y además, que las constantes de difusión de los
electrodos son diferentes. Con base en dichas suposiciones se concluyó que el MPUR es en general
controlable y observable si el gradiente de la función de salida con respecto a la fracción de iones de
litio en la superficie de la partícula representativa de cada electrodo no es nula; un caso particular es
cuando los potenciales de equilibrio de los electrodos no son demasiado planos. En caso contrario,
hace falta eliminar del modelo el electrodo cuyo potencial de equilibrio sea problemático, lo cual
conduce a la adopción de uno de los MPUR-1e. Esta es una de las aportaciones más importantes
de la tesis porque previamente se asumía, bajo argumentos erróneos, que era irremediable tener
que eliminar un electrodo para asegurar la observabilidad del modelo. Por otro lado, se concluyó
que es suficiente elegir mallas de discretización simétricas con una cantidad par de nodos para
asegurar la controlabilidad y observabilidad del MEUR de capacitores DCE.

Por último, en el Capítulo 6 se plantearon varias versiones aumentadas de los modelos elec-
troquímicos de orden reducido (MPUR, MPUR-1e y MEUR) con los cuales se propone recuperar
tanto el estado completo del modelo respectivo como los parámetros asociados. En todos los casos,
el estado aumentado corresponde a la dinámica de la salida diferenciada o filtrada; en términos
prácticos, la segunda alternativa es la más fácil de obtener y la más deseable en un escenario real.
Dicho planteamiento y la parametrización que conlleva son aportaciones de este trabajo de tesis
porque, como está reportado en la literatura, no es claro cómo recuperar el coeficiente de difu-
sión de una ecuación parabólica en el contexto de la teoría de control e identificación de sistemas
distribuidos. Aunque las parametrizaciones se desarrollan para los modelos reducidos, es posible
extender la metodología para el caso de los modelos electroquímicos sin aproximar.
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Hasta este punto se han cubierto los objetivos general y particulares de este trabajo de tesis,
y además se ha verificado la hipótesis planteada en la Introducción. El trabajo en curso consis-
te en encontrar condiciones suficientes sobre el esquema de discretización usado con el objetivo
de garantizar la controlabilidad y observabilidad (en el sentido descrito en el párrafo dedicado
al Capítulo 5) de los submodelos de los electrodos de una celda Li-Ion. Por el momento se ha
observado que al menos las mejores combinaciones método-malla de discretización definen sub-
modelos observables y controlables (al final del Apéndice E se agregan algunos juegos de matrices
de discretización). Sin embargo, debido a la geometría del problema de difusión radial, no se ha
llegado a conclusiones como las obtenidas en el caso del MEUR de capacitores DCE. Otra fase del
trabajo en curso es el diseño de los observadores adaptables que corresponden a cada uno de los
modelos aumentados planteados en el Capítulo 6. Este punto es particularmente delicado porque,
a primera vista, la calibración de los observadores parece no ser tan sencilla ya que depende en
gran medida de los parámetros nominales elegidos. Una vez diseñados y probados por simulación,
la siguiente fase es refinar la calibración de los observadores usando datos experimentales.

Finalmente, algunas formas en que podría extenderse este trabajo de tesis son:

Encontrar condiciones de simetría en las matrices de discretización del MPUR y de los
MPUR-1e para asegurar las suposiciones en que se basan los análisis de controlabilidad y
observabilidad respectivos.

Desarrollar una versión robusta de la forma general de observadores adaptables para sistemas
no lineales en el estado y lineales en los parámetros propuesta por Besançon (2000), la
cual es más parecida a los modelos aumentados que la forma usada; diseñar y calibrar los
observadores correspondientes.

Diseñar nuevas funciones de energía libre de Gibbs en exceso que requieran menos parámetros
para ajustar los potenciales de equilibrio de los electrodos.

Si las nuevas funciones de energía libre de Gibbs en exceso tienen parametrizaciones no
lineales, determinar un esquema de identificación adecuado.

Desarrollar las pruebas de controlabilidad y observabilidad de los modelos electroquímicos
simplificados sin aproximar.

Extender la idea del estado aumentado al caso general de los modelos electroquímicos sim-
plificados sin aproximar.



Apéndice A

Procesos electroquímicos

En la primera parte de este apéndice se revisan conceptos generales sobre soluciones electro-
líticas. Con base en funciones termodinámicas, la teoría de soluciones concentradas y el principio
de electroneutralidad, se desarrolla la ecuación de balance de material de un electrolito binario
simétrico disuelto en una solución y se concluye que no es necesario estudiar sus componentes por
separado. Con las mismas herramientas se formula una expresión para la densidad de corriente
iónica en función de la concentración del electrolito y del campo eléctrico en la solución. Final-
mente, se resumen los dos fenómenos de polarización en electrodos y su relación con el flujo de
material en la interfase electrodo-solución. En la segunda parte se resume la teoría de la energía
libre de Gibbs en exceso, con la cual se desarrollan expresiones para aproximar los potenciales de
equilibrio y los factores de corrección de los coeficientes de difusión en estado sólido de electrodos
con inserciones de litio.

Soluciones electrolíticas

La conducción eléctrica se debe al flujo de cargas libres asociadas a dos tipos de partículas
portadoras: electrones y átomos o moléculas cargadas llamadas iones. La conducción electróni-
ca se manifiesta principalmente en metales, mientras la conducción iónica ocurre en soluciones
electrolíticas. Estas últimas consisten en un solvente donde ciertos compuestos, los electrolitos, se
disocian en iones al disolverse.

Los circuitos eléctricos están formados por varios conductores conectados entre sí. Los cir-
cuitos electroquímicos son combinaciones de conductores electrónicos e iónicos, y su realización
técnica es conocida como celda electroquímica. Estas celdas pueden ser galvánicas o electrolíticas;
las primeras almacenan energía eléctrica en forma de energía química, mientras en las segundas
se aplica electricidad para provocar una reacción deseada; las celdas reversibles son galvánicas y
electrolíticas a la vez.

Un electrodo es un conductor electrónico en contacto con un conductor iónico. Un circuito
electroquímico tiene al menos dos electrodos: el ánodo y el cátodo. Cuando hay un flujo eléctrico
a través de una celda electroquímica, la corriente (positiva en la dirección de las cargas positivas)
pasa del electrodo hacia la solución electrolítica en el ánodo, mientras en el cátodo la corriente
pasa de la solución hacia el electrodo. En sentido estricto, el ánodo se convierte en cátodo y
viceversa, según la dirección de la corriente. De esta forma, los iones con carga positiva (cationes)
viajan hacia el cátodo y los iones con carga negativa (aniones) siempre van hacia el ánodo.

La concentración de iones de la especie i en una solución electrolítica corresponde al número
de moles ni por unidad de volumen V , es decir, ci“ni{V (concentración molar). La carga eléctrica
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Qi de un ion determinado está dada por Qi“ziQ0, donde Q0“1.62ˆ10´19 C es la carga elemental
o carga de un protón y zi es el número de cargas elementales o valencia del ion. La carga de un
mol de iones de la especie i está definida como ziF , donde F “ NAQ0 “ 96485 C mol´1 es la
constante de Faraday y NA“6.022ˆ 1023 mol´1 es el número de Avogadro.

Una solución electrolítica es electroneutral, es decir, la suma de las densidades de carga ziFci
de las especies i y otras partículas libres es cero en (casi) cualquier punto. De esta forma se tiene

ÿ

i
zici “ 0 o bien

ÿ

`
zici “ ´

ÿ

´
zici, (A.1)

donde
ř

` y
ř

´ son las sumas de todas las especies de carga positiva y negativa, respectivamente.
La condición de electroneutralidad sólo puede incumplirse en capas muy delgadas de partículas
cargadas, formadas en la interfase electrodo-solución, llamadas capas eléctricas dobles.

La ecuación general de disociación de un electrolito es

M`ν`M´ν´ é ν`M
z`
` ` ν´M

z´
´ , (A.2)

donde z“z`ν`“´z´ν´ es el número total de cargas elementales de ambos signos del electrolito,
ν “ ν` ` ν´ es el total de iones que resultan al disociar una molécula original y Mi represen-
ta la fórmula química de la especie i. La fracción αd de moléculas disociadas se conoce como
grado de disociación. Si c es la concentración del compuesto original M`ν`M´ν´ , entonces las
concentraciones ci y cn de la especie i y de las moléculas no disociadas son

ci “ αdνic y cn “ p1´ αdqc. (A.3)

Los electrolitos simétricos son un caso particular donde z` “ ´z´ y ν` “ ν´. Las soluciones
electrolíticas binarias contienen un soluto y un solvente, mientras las soluciones multicomponente
tienen varios solutos. Por simplicidad, muchos sistemas electroquímicos se basan en soluciones
electrolíticas binarias simétricas.

Funciones termodinámicas

Bajo condiciones de temperatura y presión constantes, la energía interna U de un sistema es

U “ Q`W, (A.4)

donde Q es el calor y W el trabajo en el sistema (no confundir Q con las cargas Q˚ ni U con el
potencial de equilibrio de los electrodos en el Apéndice C). La entalpía es

H “ U ` pV, (A.5)

donde p es la presión y V el volumen del sistema. La energía libre de Gibbs se define como

G “ U ` pV ´ TS, (A.6)

donde T es la temperatura absoluta y S es la entropía, la cual representa la energía del sistema
que no puede ser convertida en trabajo, una medida de la irreversibilidad del proceso. En general
estas funciones varían y la energía libre es mínima en estado de equilibrio, es decir, dG“0.

En un sistema multicomponente, la energía libre total es la suma de los productos de la
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energía libre por mol Gi y el número de moles ni de cada especie, de forma que

G “
ÿ

i
niGi. (A.7)

Entonces, el potencial químico de i es

µi “
BG

Bni
. (A.8)

La variación de µi depende de la concentración del componente i y de la presencia del resto. En el
caso ideal, la solución sigue las leyes de los gases ideales y µi es descrita por la ecuación de Nernst

µi “ µ0
i `RT ln ci, (A.9)

donde µ0
i es el potencial químico de referencia de i y R “ 8.3143 J mol´1 K´1 es la constante

universal de los gases. Por lo tanto, la energía libre de Gibbs en función del potencial químico es

G “
ÿ

i
niµi. (A.10)

Además, las variables termodinámicas están restringidas por la ecuación de Gibbs-Duhem

SdT ´ V dp`
ÿ

i

nidµi “ 0. (A.11)

Sin embargo, la energía de un ion en una solución electrolítica depende tanto de de fuerzas
químicas como de fuerzas eléctricas. Para la especie iónica i, el potencial electroquímico µ̄i es

µ̄i “ µi ˘ ziFΦ, (A.12)

donde «`» es para un catión y «´» para un anión, y Φ es el potencial eléctrico de la solución. Al
sustituir la ecuación (A.12) en (A.10) los términos ˘ziFΦ se anulan. Entonces, la energía libre de
Gibbs en un sistema electroneutral es independiente del potencial Φ y el potencial electroquímico
de un electrolito que se disocia en ν` cationes M z`

` y ν´ aniones M z´
´ es

µ̄e “ ν`µ̄` ` ν´µ̄´ “ µe “ ν`µ` ` ν´µ´. (A.13)

Ecuaciones de transporte

Supóngase que una solución electrolítica ocupa la regiónW de la Figura A.1. La conservación
de material de cualquier especie i dentro de W se resume con la ecuación (Haberman, 2004)
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La especie iónica i puede fluir en cualquier dirección, aunque para el balance de material sólo
interesa el flujo perpendicular a las paredes de W , determinado por el producto interno entre el
vector de densidad de flujo Ni de la especie i y el vector normal unitario n̂ que apunta hacia
afuera de W (ver Figura A.1). De esta forma, el flujo total puede conocerse multiplicando Ni ¨ n̂

por el diferencial de área dS e integrando sobre las paredes donde haya flujo.
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Figura A.1: Vector de densidad de flujo en la frontera de la región W

El flujo es positivo si contribuye a la acumulación de material, es decir, si apunta hacia
adentro. Entonces, Ni ¨ n̂ aparecerá en la ecuación de balance de material con signo negativo para
invertir la dirección del flujo con respecto a n̂. Si Rsi es la producción de la especie i dentro de W
(término fuente) y ci es su concentración, la ecuación de balance de material de i es

d

dt

¡

W

ci dV “ ´

£

S

Ni ¨ n̂ dS `

¡

W

Rsi dV, (A.15)

donde dV y dS son los diferenciales de volumen y de superficie. Usando el teorema de la divergencia
¡

W

∇ ¨Ni dV “

£

S

Ni ¨ n̂ dS, (A.16)

y suponiendo que la región W está fija en el espacio, el balance (A.15) se reescribe
¡

W

ˆ

Bci
Bt
`∇ ¨Ni ´R

s
i

˙

dV “ 0. (A.17)

Como la integral es cero para cualquier región, el integrando por sí mismo es cero. Despejando la
derivada temporal, la ecuación de balance de material de la especie i dentro de W es finalmente

Bci
Bt
“ ´∇ ¨Ni ` ajni, (A.18)

donde el término fuente Rsi “ ajni es el producto de la densidad de flujo molar neto jni de la
especie i perpendicular a la pared de W y a es el área de intercambio.

Soluciones diluidas

La densidad de corriente en una solución electrolítica está definida por la suma

i “ F
ÿ

i
ziNi. (A.19)

Aunque los aniones se desplazan en sentido contrario con respecto a los cationes, al tener car-
gas opuestas su aportación a la densidad de corriente es en el mismo sentido (Newman, 1991).
Multiplicando cada término de (A.18) por ziF y sumando sobre cada especie i resulta

B

Bt
F
ÿ

i
zici “ ´∇ ¨ F

ÿ

i
ziNi ` F

ÿ

i
ziajni. (A.20)
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Por la condición de electroneutralidad definida en la ecuación (A.1) y como la reacción neta es
cero, es decir

ř

i ziajni “ 0 , entonces, la expresión de conservación de carga en una solución
electrolítica es

∇ ¨ F
ÿ

i
ziNi “ ∇ ¨ i “ 0. (A.21)

En una solución muy diluida, la densidad de flujo Ni de la especie i tiene componentes
asociados a los tres principales fenómenos de transporte: migración, difusión y convección, o sea,

Ni “ ´ziuiFci∇Φ´Di∇ci ` civ. (A.22)

El término de migración Nmig
i “ ´ziuiFci∇Φ depende de la concentración ci, la mobilidad ui

de i y del potencial eléctrico Φ medido entre un electrodo de referencia (inerte) y el electrodo de
interés. El término de difusión Ndif

i “ ´Di∇ci describe el efecto del gradiente de concentración
de i en la solución y, finalmente, el término de convección Ncon

i “ civ representa la aportación
del efecto de la velocidad v del medio (en este caso el solvente) sobre el flujo de la especie i. La
teoría de soluciones diluidas ofrece una buena descripción y es muy utilizada. Sin embargo, sólo
considera el efecto del medio sobre las especies iónicas y no toma en cuenta la interacción entre
especies; esta omisión es corregida con la teoría de soluciones electrolíticas concentradas.

Soluciones concentradas

Considérese un medio donde el solvente no está ionizado, el soluto es un electrolito binario
simétrico y puede haber componentes menores sin carga. Bajo tales suposiciones, la densidad de
flujo de cada especie puede conocerse con la ecuación de difusión para múltiples componentes

ci∇µ̄i “
ÿ

j
Kijpvj ´ viq, (A.23)

donde µ̄i es el potencial electroquímico de la especie i (cationes «`», aniones «´» y solvente
«0») y Kij son los coeficientes de interacción. vi es la velocidad promedio, ci la concentración
y Ni “ civi la densidad de flujo de i. El término ci∇µ̄i es la fuerza de excitación por unidad
de volumen sobre la especie i y Kij pvj ´ viq es la fuerza por unidad de volumen ejercida por la
especie j sobre la especie i como resultado del movimiento relativo de ambas. Además, la relación
entre los coeficientes de arrastre Kij y los coeficientes de difusión Dij que describen la interacción
entre las especies i y j es

Kij “
RTcicj
cTDij

, (A.24)

donde Dij “ Dji y cT “
ř

i ci es la concentración total, incluida la fracción del solvente.
Para una solución electrolítica binaria simétrica compuesta por aniones, cationes y solvente,

la expresión (A.23) origina dos ecuaciones independientes

c`∇µ̄` “ K0` pv0 ´ v`q ` K`´ pv´ ´ v`q , (A.25a)

c´∇µ̄´ “ K0´ pv0 ´ v´q ` K`´ pv` ´ v´q . (A.25b)

Reacomodando de acuerdo con el procedimiento propuesto en (Newman, 1991, sec. 12.6) y usando
la ecuación de densidad de corriente (A.19), la densidad de flujo de las especies iónicas es

N` “ c`v` “ ´
ν`D

νRT

cT
c0

c∇µ̄e `
i t0`
z`F

` c`v0, (A.26a)
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N´ “ c´v´ “ ´
ν´D

νRT

cT
c0

c∇µ̄e `
i t0´
z´F

` c´v0. (A.26b)

El coeficiente de difusión del electrolito basado en µ̄e es

D “
D0`D0´pz` ´ z´q

z`D0` ´ z´D0´
(A.27)

y los números de transferencia, que indican la fracción de corriente debida a la especie i, son

t0` “ 1´ t0´ “
z`D0`

z`D0` ´ z´D0´
. (A.28)

Además resultan las siguientes relaciones para un electrolito binario simétrico:

ν “ ν` ` ν´, c “
c`
ν`
“
c´
ν´

y µ̄e “ ν`µ̄` ` ν´µ̄´, (A.29)

donde c es la concentración del electrolito en la solución, ν es la cantidad total de iones en los
cuales se disocia un mol del electrolito; ν` son los cationes y ν´ los aniones.

El coeficiente de difusión medido D depende del gradiente de la concentración del electrolito
y está relacionado con D por

D “ D0

ˆ

1`
d ln γ`´

d ln c

˙

con D0 “ D
cT
c0
, (A.30)

donde γ`´ el coeficiente de actividad molar promedio es una medida de qué tan cerca está el
sistema del caso ideal. El gradiente del potencial electroquímico puede expresarse en términos del
gradiente de concentración por (Newman, 1991, refs. 11 y 12)

D0

νRT
c∇µ̄e “ D

ˆ

1´
d ln c0

d ln c

˙

∇c. (A.31)

Al combinar las ecuaciones (A.18), (A.26a) o (A.26b), y (A.31) resulta la ecuación general
de balance de material de un electrolito en una solución electrolítica binaria simétrica

Bc

Bt
“ ´∇ ¨ pcv0q `∇ ¨

”

D0

ˆ

1´
d ln c0

d ln c

˙ˆ

1`
d ln γ`´

d ln c

˙

∇c
ı

´
i ¨∇ t0`
z`ν`F

`
a

z`ν`

”

p1´ t0`q j
far
n ´

ˆ

t0´
dq`
dq

` t0`
dq´
dq

˙

jcapn

ı

, (A.32)

donde jfarn y jcapn son las densidades de flujo molar neto en la pared de intercambio debidas a
reacciones farádicas y a la formación de la capa eléctrica doble en el electrodo (ver el Apéndice A).
Esta ecuación concluye que, debido a la condición de electroneutralidad, el electrolito se comporta
como una sola especie y no es necesario plantear un balance de material para cada componente.

Densidad de corriente iónica

En una celda completa, las reacciones electroquímicas están acopladas y ocurren simultánea-
mente porque la corriente es de la misma intensidad en ambos electrodos. La cantidad de electrones
liberados en el ánodo en un intervalo de tiempo es igual al número de electrones consumidos en



113

el cátodo en el mismo intervalo. La reacción en un electrodo es en general

s`M
z`
` ` s´M

z´
´ ` s0M0

red
ÝÝáâÝÝ

ox
ne´, (A.33)

donde si es el coeficiente estequiométrico de i y n es el número de electrones involucrados en la
reacción, mientras el balance estequiométrico es

s`z` ` s´z´ “ ´n. (A.34)

Aunque el potencial electroquímico es una magnitud abstracta e imposible de medir, también
es una herramienta conceptual muy útil. Antes sirvió para determinar la ecuación de conservación
de material en una solución electrolítica binaria (A.32), ahora se utilizará para determinar la
densidad de corriente en función del potencial eléctrico y la concentración del electrolito.

El balance de energía electroquímica en un electrodo es

s`∇µ̄` ` s´∇µ̄´ ` s0∇µ̄0 “ ´nF∇Φ. (A.35)

Despejando s´ de (A.34) y µ̄` de (A.29), y desarrollando s`∇µ̄` ` s´∇µ̄´ resulta

s`∇µ̄` ` s´∇µ̄´ “
s`
ν`

∇µ̄e ´
n

z´
∇µ̄´. (A.36)

Como ci “ cT ni, considerando temperatura y presión constantes, la combinación de la ecuación
de Gibbs-Duhem (A.11) en su forma vectorial c0∇µ̄0 ` c∇µ̄e “ 0 con (A.35) y (A.36) resulta en

´F∇Φ “

ˆ

s`
ν`n

´
s0c

c0n

˙

∇µ̄e ´
1

z´
∇µ̄´. (A.37)

Por otro lado, de la sustitución de (A.26a) y (A.26b) en (A.23) resulta

1

z´
∇µ̄´ “ ´

F

κ
i´

t0`
z`ν`

∇µ̄e, (A.38)

donde κ es la conductividad de la solución electrolítica concentrada tal que

1

κ
“

´RT

cT z`z´F 2

ˆ

1

D`´
`

c0t
0
´

c`D0´

˙

. (A.39)

Despejando ∇µ̄´ de (A.38) y sustituyendo en (A.37)

i “ ´κ∇Φ´
κ

F

ˆ

s`
nν`

`
t0`
z`ν`

´
s0c

nc0

˙

∇µ̄e. (A.40)

Combinando (A.30) y (A.31), la relación entre ∇µ̄e y el gradiente de la concentración ∇c es

∇µ̄e “ νRT

ˆ

1´
d ln c0

d ln c

˙ˆ

1`
d ln γ`´

d ln c

˙

∇ ln c. (A.41)

Sustituyendo en (A.40) finalmente se tiene

i “ ´κ∇Φ´ κ
νRT

F

ˆ

s`
nν`

`
t0`
z`ν`

´
s0c

nc0

˙ˆ

1´
d ln c0

d ln c

˙ˆ

1`
d ln γ`´

d ln c

˙

∇ ln c. (A.42)
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De esta forma, la densidad de corriente i en la solución queda en función del potencial eléctrico
Φ y la concentración c del electrolito en la solución.

Ley de Faraday

Cuando una cantidad de carga ∆Q ha sido consumida en un electrodo, el número de moles
∆ni de sustancia que se ha formado o reaccionado es

∆ni “
si∆Q

nF
, (A.43)

donde si{n es el equivalente químico de i; si es su coeficiente estequiométrico y n es la cantidad de
electrones involucrados en la reacción (Bagotsky, 2006). En términos de la densidad de corriente
en la interfase del electrodo se reescribe

jin “
´si
nF

in. (A.44)

En este caso, jin e in son la densidad de flujo de la especie i y la densidad de corriente eléctrica
total, ambas perpendiculares a la interfase. El signo «´» aparece porque los electrones se desplazan
en sentido contrario al de las cargas positivas.

La ecuación de balance de material (A.18) puede escribirse

∇ ¨Ni “ ajin ´
Bci
Bt
. (A.45)

La divergencia de la densidad de corriente (A.19) es

∇ ¨ i “ F
ÿ

i
zi∇ ¨Ni. (A.46)

De la combinación de las dos ecuaciones anteriores resulta

∇ ¨ i “ aF
ÿ

i
zijin ` F

B

Bt

ÿ

i
zici (A.47)

y, por la condición de electroneutralidad
ř

i zici “ 0, finalmente

∇ ¨ i “ aFjn. (A.48)

Mecanismos de polarización

Al poner en contacto un electrodo con una solución electrolítica se crea una diferencia de
potencial entre los dos medios debido a la acumulación de cargas. Esta diferencia de potencial
es llamada potencial galvánico η “ Φs ´ Φe, donde Φs y Φe son los potenciales eléctricos del
material sólido del electrodo y de la solución electrolítica. El exceso de cargas de signo distinto,
acumuladas cerca de la interfase, forma una capa eléctrica doble con un campo eléctrico asociado.
Además del efecto capacitivo descrito, también hay una transición de especies cargadas causada
por reacciones farádicas óxido-reducción (Bagotsky, 2006).
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Reacciones farádicas

Medir el potencial galvánico es imposible porque al introducir un instrumento en el circuito
se formarían dos interfases más, cada una con un potencial. Se define entonces el sobrepotencial

ηs “ Φs ´ Φe ´ U, (A.49)

el cual es la diferencia entre el potencial galvánico η y el potencial de equilibrio U del electrodo
de interés con respecto a un electrodo de prueba (no confundir U con la energía interna de un
sistema termodinámico). Como en estado de equilibrio U es constante, todo incremento en ηs es
igual al incremento en η.

El equilibrio en la interfase de dos conductores es dinámico: aunque la corriente neta sea cero,
hay corrientes parciales que la cruzan la en ambas direcciones. Las corrientes parciales producen
un intercambio de partículas cargadas asociado con reacciones anódicas (oxidación) y catódicas
(reducción). Entonces, el equilibrio en un electrodo se establece sólo si las reacciones en él son
invertibles. La condición de equilibrio es

ia ´ ic “ 0 o bien ia “ ic “ i0, (A.50)

donde i0 es la tasa de intercambio por unidad de área o densidad de corriente de intercambio,
mientras ia e ic son las densidades parciales de corriente anódica y catódica, respectivamente. El
valor de la densidad de corriente de intercambio es una función de la composición del electrodo y
de la solución. Entre más grande es i0 más rápido se establece el potencial galvánico de equilibrio
y es más robusto ante efectos externos. Cuando la corriente neta en la interfase electrodo-solución
no es cero, las corrientes parciales ia e ic no son de la misma intensidad, lo cual provoca un cambio
en el potencial del electrodo hasta llegar al equilibrio.

El incremento en el sobrepotencial ∆ηs de un electrodo es causado por el flujo de corriente
y a este fenómeno se denomina polarización. ∆ηs es positivo para corrientes anódicas y negativo
para corrientes catódicas. Cuando la corriente fluye en una celda electroquímica, el fenómeno
de polarización en un electrodo es independiente al del otro y cada proceso debe estudiarse por
separado. Hay tres regiones principales de polarización: una de baja polarización alrededor del
potencial de equilibrio y dos regiones de alta polarización. En las regiones de alta polarización, el
sobrepotencial ηs de un electrodo está relacionado con la densidad de corriente de transferencia
ifarn , normal a la pared de intercambio, a través de la ecuación de Tafel

ifarn “ nFkjfpcjq exp

ˆ

˘αjF

RT
ηs

˙

. (A.51)

El signo «`» y j “ a son para reacciones anódicas, «´» y j “ c para reacciones catódicas, fpcjq es
una función de la concentración del reactante en el electrodo, αj es el coeficiente de transferencia
y kj la constante de cambio de la reacción.

La ecuación Butler-Volmer de polarización

ifarn “ ia ´ ic “ nF
”

kafpcaq exp

ˆ

αaF

RT
ηs

˙

´ kcfpccq exp

ˆ

´αcF

RT
ηs

˙

ı

(A.52)

es válida tanto para corrientes anódicas como catódicas cuando las leyes de las reacciones parciales
se cumplen en todo el rango de polarización. En tal caso, la expresión para la densidad de corriente
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de intercambio ia “ ic “ i0 en el sobrepotencial η0
s se reescribe

j0 “
i0
F
“ nkafpcaq exp

ˆ

αaF

RT
η0
s

˙

“ nkcfpccq exp

ˆ

´αcF

RT
η0
s

˙

. (A.53)

Finalmente, la ecuación Butler-Volmer (A.52) es de la forma

jfarn “
ifarn

F
“ j0

”

exp

ˆ

αaF

RT
ηs

˙

´ exp

ˆ

´αcF

RT
ηs

˙

ı

(A.54)

y contribuye en la ecuación de balance de material (A.32) con la cantidad jfarn .

Capa eléctrica doble

Durante la formación de la capa eléctrica doble en un electrodo no hay producción de especies
iónicas, aunque el efecto de repliegue-liberación de iones es igual al de una fuente para el resto de
la solución electrolítica. Este proceso de adsorción o acumulación de iones depende del potencial
galvánico η del electrodo. El flujo molar de la especie i alejándose perpendicularmente de la
superficie del electrodo debido a la carga o descarga de la capa eléctrica doble es

ziνiFj
cap
in “ ´Ce

dqi
dq

BpΦs ´ Φeq

Bt
. (A.55)

El término dqi{dq representa el cambio en la concentración de la especie i en la superficie del
electrodo con respecto al cambio de la carga total q en el mismo lugar. Los cationes son equivalentes
a los aniones en el sentido que dq`{dq “ dq´{dq “ ´1{2 (Verbrugge y Liu, 2005a), mientras aCe
es la capacitancia por unidad de volumen del electrodo y se asume constante. Entonces, el flujo
molar neto jcapn “ jcap`n ´ j

cap
´n debido a la carga y descarga de la capa eléctrica doble es

jcapn “
Ce

z`ν`F

BpΦs ´ Φeq

Bt
, (A.56)

ya que dq`{dq`dq´{dq “ ´1 y z`ν` “ ´z´ν´. El resultado anterior es similar a los de (Posey y
Morozumi, 1966) y (Johnson y Newman, 1971) aunque bajo diferentes suposiciones. Finalmente,
el efecto capacitivo contribuye con una cantidad jcapn al término fuente en (A.32).



Apéndice B

Funciones de potencial de equilibrio

A continuación se muestran una relación de funciones de potencial de equilibrio para elec-
trodos celdas Li-Ion de diferentes composiciones. Se usan las variables x “ ζ´s y y “ ζ`s por
simplicidad. Aunque la misma función aparece en varias referencias, sólo se recuperan aquellas
que son quizá las primeras donde se reportan. Además, según el intervalo de interés de la variable
independiente, las funciones tomadas de (Dai et al., 2014) son diferentes.

Electrodos negativos (LiC6)

De (Fuller et al., 1994a):
U´pxq “ ´0.132` 1.41e´3.52x (B.1)

De (Doyle et al., 1996):
U´pxq “ ´0.16` 1.32e´3x ` 10e´2000x (B.2)

De (Doyle y Fuentes, 2003):

U´pxq “ 8.002296379` 5.064722977x´ 12.57808059x
1
2 ´ 8.632208755ˆ10´4x´1

` 2.176468281ˆ10´5x
3
2 ´ 0.4601573522e15p0.06´xq

´ 0.5536351675e´2.432630003px´0.92q (B.3)

De (Ramadass et al., 2003):

U´pxq “ 0.7222` 0.1387x` 0.029x
1
2 ´ 0.0172x´1 ` 0.0019x´1.5

` 0.2808e0.9´15x ´ 0.7984e0.4465x´0.4108 (B.4)

De (Sikha et al., 2004):

U´pxq “
1.997` 2.472x

1` 31.823x
(B.5)

De (Safari y Delacourt, 2011b):

U´pxq “ 0.6379` 0.5416e´305.5309x ` 0.044 tanh

ˆ

´
x´ 0.1958

0.1088

˙

´ 0.1978 tanh

ˆ

x´ 1.0571

0.0854

˙

´ 0.6875 tanh

ˆ

x` 0.0117

0.0529

˙

´ 0.0175 tanh

ˆ

x´ 0.5692

0.0875

˙

(B.6)
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De (Dai et al., 2014):

U´pxq “ 0.113´ 0.0208 tanhp15.064x´ 8.199q ´ 2.435px´ 0.44q3

`

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

65.394px´ 0.154q3 ´ 960.307px´ 0.0897q3

´1.006ˆ107px´ 0.0109q3 para 0.001 ď x ď 0.0109

65.394px´ 0.154q3 ´ 960.307px´ 0.0897q3 para 0.0109 ă x ď 0.0897

65.394px´ 0.154q3 para 0.0897 ă x ď 0.154

0 para 0.154 ă x ď 0.44

2.435px´ 0.44q3 para 0.44 ă x ď 0.854

2.435px´ 0.44q3 ´ 252.707px´ 0.854q3 para 0.854 ă x ď 0.92

(B.7)

Electrodos positivos (LiMn2O4)

De (Fuller et al., 1994a):

U`pyq “ 4.06279` 0.0677504 tanhp´21.8502y ` 12.8268q

´ 0.105734
“

p1.00167´ yq´1 ´ 1.576
‰

´ 0.045e´71.69y8
` 0.01e´200py´0.19q (B.8)

De (Doyle et al., 1996):

U`pyq “ 4.19829` 0.0565661 tanhp´14.5546y ` 8.60942q

´ 0.0275479
“

p0.998432´ yq´0.492465 ´ 1.90111
‰

´ 0.157123e´0.04738y8
` 0.810239e´40py´0.133875q (B.9)

Electrodos positivos (LiCoO2)

De (Doyle y Fuentes, 2003):

U`pyq “ 3.85516954` 1.247319422p1´ yq ´ 11.15240126p1´ yq2

` 42.8184855p1´ yq3 ´ 67.71099749p1´ yq4

` 42.50815332p1´ yq5 ´ 6.13244713ˆ10´4e7.657419995py115q (B.10)

De (Ramadass et al., 2003):

U`pyq “
´4.656` 88.669y2 ´ 401.119y4 ` 342.909y6 ´ 462.471y8 ` 433.434y10

´1` 18.933y2 ´ 79.532y4 ` 37.311y6 ´ 73.083y8 ` 95.96y10
(B.11)

De (Sikha et al., 2004):

U`pyq “
4.707´ 36.129y ` 104.813y2 ´ 149.491y3 ` 111.818y4 ´ 35.705y5

1´ 7.598y ` 21.779y2 ´ 30.959y3 ` 23.632y4 ´ 7.8474y5
(B.12)
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Electrodos positivos (LiNi0.8Co0.15Al0.05O2)

De (Smith y Wang, 2006b):

U`pyq “ 85.685y6 ´ 357.70y5 ` 613.89y4 ´ 555.65y3 ` 281.06y2 ´ 76.648y

´ 0.30987e5.657y115
` 13.1983 (B.13)

De (Dai et al., 2014):

U`pyq “ 8.535´ 17.059y ` 21.038y2 ´ 9.153y3 ` 9.875py ´ 0.7q3

`

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

´2.176py ´ 0.55q3 ´ 1331.866py ´ 0.41q3 para 0.36 ď y ď 0.41

´2.176py ´ 0.55q3 para 0.41 ă y ď 0.55

0 para 0.55 ă y ď 0.7

´9.875py ´ 0.7q3 para 0.7 ă y ď 0.945

´0.14´ 5370.872py ´ 0.935q3 para 0.945 ă y ď 0.959

´0.14´5370.872py´0.935q3´47690.304py´0.959q3 para 0.959 ă y ď 0.98

(B.14)

Observación. Con respecto a lo reportado en la referencia consultada, se cambiaron los intervalos
0.7ăyď0.935 y 0.935ăyď0.959 por 0.7ăyď0.945 y 0.945ăyď0.959, respectivamente; además
se sumó ´0.14 a los dos últimos términos.

Electrodos positivos (LiFePO4)

De (Srinivasan y Newman, 2004):

U`pyq “ 3.114559` 4.438792 arctanp´71.7352y ` 70.85337q

´ 4.240252 arctanp´68.5605y ` 67.730082q (B.15)

De (Safari y Delacourt, 2011b):

U`pyq “ 3.4323´ 0.8428e´80.2493p1´yq1.3198
´ 3.2474ˆ10´6e20.2645p1´yq3.8003

` 3.2482ˆ10´6e20.2646p1´yq3.7995
(B.16)



Apéndice C

Energía libre de Gibbs en exceso

En un electrodo de inserción, el potencial de equilibrio U varía notablemente con respecto al
comportamiento ideal de la ecuación de Nernst (A.9). Algunos materiales usados en la fabricación
de celdas Li-Ion no son realmente materiales de inserción porque durante la operación hay cambios
de fase en los electrodos (Fuller et al., 1994a; Ohzuku y Ueda, 1997). Sin embargo, las funciones de
energía libre de Gibbs en exceso, o simplemente funciones de exceso, ofrecen un enfoque sistemático
para plantear aproximaciones del potencial de equilibrio de electrodos porosos, tanto de materiales
carbónicos (ánodos) como de óxidos metálicos (cátodos). En este apéndice se revisa la teoría
de la energía libre de Gibbs en exceso aplicada a electrodos con intercalación de iones como
mecanismo de polarización. Después se resume la deducción y se replantea la presentación de
algunas expresiones encontradas en la literatura para aproximar el potencial de equilibrio y el
factor de corrección de difusión en estado sólido de electrodos de intercalación, entre las cuales
destaca la expansión Redlich-Kister.

Potencial de equilibrio en electrodos de intercalación

La reacción en un electrodo de intercalación es en general (Sequeira y Hooper, 1983)

Li` ` e´ `Θ
ox
ÝÝáâÝÝ
red

rLiδ ´Θ´δs, (C.1)

donde Θ es un hueco disponible para la inserción de iones de litio. Después de insertarse, el litio
conserva su carga positiva δ y el material receptor toma una carga negativa ´δ de igual magnitud
(Kanno et al., 1992). El potencial de equilibrio U de un electrodo de intercalación con respecto a
un electrodo de litio metálico es

FU “ µ0
Li ` µb ´ µa, (C.2)

donde a representa el material intercalado y b el espacio vacante para intercalación. La idea
de este enfoque es tratar el par a–b como un electrolito disuelto en el material receptor de un
electrodo poroso. Como en una solución electrolítica el potencial químico es igual al potencial
electroquímico (ver la ecuación (A.13)), en este caso µ0

Li es el potencial químico de litio metálico
puro, µi el potencial químico de la especie i P ta, bu y F es la constante de Faraday.

El potencial químico de cada especie es en general

µi “ µ0
i `RT ln pγixiq, (C.3)

con µ0
i un potencial químico de referencia secundario, γi es el coeficiente de actividad y xi la
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fracción molar de la especie i tal que

xa “
na

na ` nb
, xb “

nb
na ` nb

y xa ` xb “ 1, (C.4)

donde na y nb son la cantidad de moles de a y b en el electrodo, respectivamente. Además T es la
temperatura absoluta y R la constante de los gases ideales. El coeficiente de actividad indica qué
tan alejado está el electrodo del caso ideal; (C.3) regresa a la ecuación de Nernst si γi“1.

Combinando (C.2) y (C.3), el potencial de equilibrio corregido es

FU “ µ0
Li ` µ

0
b ´ µ

0
a `RT lnpγb xbq ´RT lnpγa xaq. (C.5)

Definiendo el potencial característico del electrodo FU0 “ µ0
Li ` µ0

b ´ µ0
a y, como xb “ 1 ´ xa,

entonces el potencial U se reescribe

Upxaq “ U0 `
RT

F
rlnp1´xaq ´ lnxas `

RT

F
rln γb ´ ln γas. (C.6)

Finalmente, redefiniendo la variable xa“ζ, el potencial ideal o de Nernst como

UN pζq “
RT

F
rlnp1´ζq ´ ln ζs (C.7)

y el potencial en exceso tal que

UEpζq “
RT

F
rln γb ´ ln γas, (C.8)

resulta la forma condensada
Upζq “ U0 ` UN pζq ` UEpζq. (C.9)

Funciones de exceso

El coeficiente de actividad está relacionado con la energía libre de Gibbs en exceso por

RT ln γi “
B

Bni
rpna ` nbqGEs. (C.10)

En una mezcla binaria, cuando las propiedades de exceso se toman con respecto a una solución
ideal, la energía libre de Gibbs en exceso debe cumplir las condiciones límite

ĺım
xaÑ0

GE “ 0 y ĺım
xbÑ0

GE “ 0. (C.11)

Existen muchas funciones de exceso según el sistema estudiado. A continuación se presentan
algunas de ellas, reportadas en (Verbrugge y Koch, 1996) y (Karthikeyan et al., 2008), aplicadas
a electrodos de inserción de celdas de iones de litio y con parametrizaciones lineales.

Ecuación de Margules con un parámetro

La expresión más sencilla que cumple con las condiciones límite (C.11) es la ecuación de
Margules con un parámetro Fϑ1 (Walas, 1985; Prausnitz et al., 1986)

GE “ Fϑ1xaxb. (C.12)
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Su relación con los coeficientes de actividad es

RT ln γa “ Fϑ1x
2
b , RT ln γb “ Fϑ1x

2
a (C.13)

y el potencial en exceso resulta

UEpζq “ ϑ1pxa ´ xbq “ ϑ1p2ζ ´ 1q. (C.14)

Ecuación de Margules con dos parámetros

La versión con dos parámetros de la ecuación anterior es (Walas, 1985)

GE “ xaxb pFϑ1xa ` Fϑ2xbq. (C.15)

Su relación con los coeficientes de actividad es

RT ln γa “ F rϑ2 ` 2pϑ1 ´ ϑ2qxasx
2
b , (C.16)

RT ln γb “ F rϑ1 ` 2pϑ2 ´ ϑ1qxbsx
2
a (C.17)

y el potencial en exceso resulta

UEpζq “ ϑ1rpxa ´ xbqx
2
a ´ 2xax

2
b s ` ϑ2rpxa ´ xbqx

2
b ` 2x2

axbs

“ ϑ1p3ζ
2 ´ 2ζq ` ϑ2p´3ζ2 ` 4ζ ´ 1q. (C.18)

Expansión de Wohl

Esta es una aproximación más flexible (Prausnitz et al., 1986), aunque es muy simple y sus
coeficientes pueden tomar valores muy grandes con sensibilidad alta. La energía libre de Gibbs en
exceso se ajusta por la serie finita

GE “
N`1
ÿ

`“2

Fϑ` x
`
a (C.19)

y su relación con los coeficientes de actividad es

RT ln γa “
N`1
ÿ

`“2

Fϑ`rp1´ `qx
`
a ` ` x

`´1
a s, (C.20)

RT ln γb “
N`1
ÿ

`“2

Fϑ`p1´ `qx
`
a. (C.21)

El potencial en exceso resulta

UEpζq “
N`1
ÿ

`“2

´` ϑ` x
`´1
a “

N
ÿ

k“1

ϑk ζ
k, con ϑk “ ´` ϑ`. (C.22)

Expansión Redlich-Kister

Esta expansión (Walas, 1985; Prausnitz et al., 1986) es más flexible que la anterior y la
consistencia de los valores de sus parámetros puede validarse por medio de la ecuación de Gibbs-
Duhem para un sistema con temperatura y presión constantes

ř

i xidµi“0, tal que para la mezcla
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estudiada debe verificarse la igualdad (Karthikeyan et al., 2008)

xa
B ln γa
Bxa

“ xb
B ln γb
Bxb

. (C.23)

La expansión tiene la forma

GE “ xaxb

N´1
ÿ

`“0

Fϑ` pxa ´ xbq
`

“ Fϑ1 xaxb ` xaxb

N
ÿ

k“2

Fϑk pxa ´ xbq
k´1, (C.24)

con k“``1, y su relación con los coeficientes de actividad es

RT ln γa “ Fϑ1x
2
b ` x

2
b

N
ÿ

k“2

Fϑkp2kxa ´ 1qpxa ´ xbq
k´2, (C.25)

RT ln γb “ Fϑ1x
2
a ` x

2
a

N
ÿ

k“2

Fϑkp´2kxb ` 1qpxa ´ xbq
k´2. (C.26)

Finalmente, con ζ“xa, el potencial en exceso resulta

UEpζq “ ϑ1p2ζ ´ 1q `
N
ÿ

k“2

ϑkr 2pk ` 1qpζ2 ´ ζq ` 1 sp2ζ ´ 1qk´2. (C.27)

Factor de corrección de difusión

Además de las aproximaciones del potencial de equilibrio de electrodos de intercalación, la
energía libre de Gibbs en exceso sirve para calcular el factor corrección de difusión de la ecuación
de balance de material (A.32) aplicada a la difusión en estado sólido de los electrodos. En ese
caso, el factor depende del coeficiente de actividad γa tal que

1`
d ln γa
d ln ca

“ 1`
d ln γa
d lnxa

“ 1` ζ
B ln γ

Bζ
. (C.28)

A continuación se presenta las expresiones del factor corrección para las funciones de exceso
revisadas en la sección anterior.

Ecuación de Margules con un parámetro:

1`
d ln γ

d ln ζ
“ 1´ 2

FϑM
RT

pζ ´ ζ2q (C.29)

Ecuación de Margules con dos parámetros:

1`
d ln γ

d ln ζ
“ 1´ 2

Fϑ1

RT
p2ζ2 ´ ζq ` 4

Fϑ2

RT
ζ2 (C.30)



124

Expansión de Wohl:

1`
d ln γ

d ln ζ
“ 1`

N
ÿ

k“1

k
Fϑk
RT

pζk ´ ζk`1q (C.31)

Expansión Redlich-Kister:

1`
d ln γ

d ln ζ
“ 1´

Fϑ1

RT
pζ ´ ζ2q

`

N
ÿ

k“2

Fϑk
RT

!

4k r pk ` 1qζ2p1´ ζq2 ´ 1 s ` 2
)

p2ζ ´ 1qk´3 (C.32)

Observación. El potencial de equilibrio Upζq y el factor de corrección de difusión 1`d ln γpζq{d ln ζ

dependen implícitamente de la posición en el electrodo a través de ζ “ ζpt, ξq. En la función de
salida del MPU de celdas Li-Ion los potenciales Upζq sólo se evalúan en ζs “ ζpt, ξ “ 1q, donde
ξ“1 corresponde a la superficie de la partícula representativa del electrodo.



Apéndice D

Tablas de parámetros

Tabla D.1: Parámetros de la celda Li-Ion de (Smith y Wang, 2006a)

Parámetro Símbolo Valor

Coeficiente de difusión de Li` en estado sólido D´s 2ˆ 10´12 cm2 s´1

D`s 3.7ˆ 10´12 cm2 s´1

Radio de la partícula representativa R´s 1ˆ 10´4 cm
R`s 1ˆ 10´4 cm

Área efectiva de contactoa a´ 17400 cm´1

a` 15000 cm´1

Espesor de cada elemento
`´ 50ˆ 10´4 cm
`sep 25.4ˆ 10´4 cm
`` 36.4ˆ 10´4 cm

Conductividad efectiva de la solucióna
κ´ 10.87ˆ 10´3 S cm´1

κsep 20.08ˆ 10´3 S cm´1

κ` 10.77ˆ 10´3 S cm´1

Concentración máxima de Li` en estado sólido c´sm 16.1ˆ 10´3 mol cm´3

c`sm 23.9ˆ 10´3 mol cm´3

Densidad de corriente de intercambio Fj´0 3.6ˆ 10´3 A cm´2

Fj`0 2.6ˆ 10´3 A cm´2

Estequiometría al 0% del EdC ζ´0 0.126
ζ`0 0.936

Estequiometría al 100% del EdC ζ´100 0.676
ζ`100 0.442

Superíndices
´ Electrodo negativo
sep Separador
` Electrodo positivo

Sección transversal de la celda S 10452 cm2

Resistencia combinada de la película en la interfase Rcelf 20 Ω cm2

Constante de Faraday F 96487 C mol´1

Constante de los gases ideales R 8.3143 J mol´1 K´1

Temperatura absoluta T 293.15 K (20˝C)
aCalculados a partir de datos tomados de la referencia
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Tabla D.2: Parámetros de un capacitor DCE Maxwell PC 10 F (Sikha et al., 2005)

Parámetro Símbolo Valor

Conductividad nominal del substrato sólido σ0 100 S m´1

Conductividad nominal de la solución electrolítica κ0 5 S m´1

Porosidad de los electrodos ε 0.38

Constante de Bruggeman de los electrodos brug 1.5

Porosidad del separador εsep 0.7

Constante de Bruggeman del separador brugsep 0

Conductividad efectiva del substrato σ σ “ σ0p1´ εq

Conductividad efectiva de la solución electrolítica κ κ “ κ0ε
brug

Espesor de los electrodos ` 3.76ˆ 10´4 m

Espesor del separador `sep 0.52ˆ 10´4 m

Sección transversal del capacitor DCE S 1.61ˆ 10´3 m2

Constante de tiempo τ “ aCe`
2
`

κ`σ
κσ

˘

4.217 s

Tensión máxima en las terminales vm 2.5 V
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Apéndice E

Matrices de discretización

En este apéndice se define la matriz contraidetidad, así como las matrices centrosimétricas
y anti-centrosimétricas, y se presentan sus propiedades geométricas y de simetría formuladas a
manera de lemas sin prueba. La mayoría se tomó de (Datta y Morgera, 1989), a excepción de
los casos indicados. Con base en tales propiedades básicas y las características de las matrices de
discretización primarias, tomadas de (Shu, 2000, Cap. 4), se deducen propiedades de las matrices de
discretización secundarias, es decir, aquellas que resultan al discretizar e introducir las condiciones
de frontera de los problemas de difusión planteados en el Capítulo 3. Finalmente, con base en
las propiedades de las matrices secundarias, se propone un teorema que establece condiciones
suficientes para asegurar la controlabilidad y la observabilidad de la familia de sistemas lineales e
invariantes en el tiempo de una entrada y una salida cuya matriz de estado es centrosimétrica.

Matrices centrosimétricas y anti-centrosimétricas

Definiciones básicas

Definición E.1. La matriz contraidentidad o de conmutación J P Rnˆn es un arreglo cuadrado
cuya diagonal secundaria contiene sólo unos y el resto de las entradas son ceros, es decir,

J “

»

—

—

—

–

0 ¨ ¨ ¨ 0 1

0 ¨ ¨ ¨ 1 0
... . .

. ...
...

1 ¨ ¨ ¨ 0 0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

. (E.1)

La matriz de conmutación es simétrica y ortogonal, o sea, JT “ J y JT “ J´1; además J2 “ I,
donde I es la matriz identidad de las dimensiones de J . Asimismo, multiplicar a la izquierda
cualquier matriz por J invierte el orden de los renglones y multiplicar a la derecha invierte el
orden de las columnas.

Definición E.2. La matriz M “ rmi,js P Rnrˆnc es centrosimétrica (MCS) si sus elementos
cumplen la condición mi,j “mnr´i`1,nc´j`1, para i“ 1, 2, . . . , nr y j “ 1, 2, . . . , nc. Por lo tanto,
una matriz centrosimétrica permanece invariante al invertir el orden de sus renglones y columnas,
es decir, se cumple M “ JrMJc, donde Jr y Jc son matrices de conmutación de dimensiones
adecuadas (Jr P Rnrˆnr y Jc P Rncˆnc).
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Definición E.3. La matriz M̄“rm̄i,js P Rnrˆnc es anti-centrosimétrica (MACS) si sus elementos
cumplen la condición m̄i,j“´m̄nr´i`1,nc´j`1, con i, j, nr y nc definidos como antes. En este caso,
invertir el orden de los renglones y las columnas de M̄ equivale a cambiar el signo a cada una de
sus entradas, es decir, M̄“´JrM̄Jc.

Observación. Las definiciones E.2 y E.3 contienen los casos particulares de los vectores renglón
µr P Rnrˆnc y columna µc P Rnrˆnc , los cuales cumplen las condiciones de centrosimetría y
anti-centrosimetría con Jr“nr“1 y Jc“nc“1, respectivamente.

Propiedades de las MCS y las MACS

Lema E.1. Sean Knrˆnc y K̄nrˆnc los conjuntos de las matrices centrosimétricas y anti-centro-
simétricas, respectivamente, reales y de dimensión nr ˆ nc. Si M1 y M2 son MCS; M̄1 y M̄2

son MACS; DM´1
1 y DM̄´1

1 , todas ellas de dimensiones adecuadas, entonces los resultados de las
siguientes operaciones tienen las propiedades indicadas.

M1 `M2 P Knrˆnc (E.2a)

M1M2 P Knrˆnc (E.2b)

M´1
1 ,MT

1 P Knrˆnc (E.2c)

M̄1 ` M̄2 P K̄nrˆnc (E.2d)

M̄1M̄2 P Knrˆnc (E.2e)

M1M̄2, M̄1M2 P K̄nrˆnc (E.2f)

M̄´1
1 , M̄T

1 P K̄nrˆnc (E.2g)

Observación. Los enunciados de los siguientes incisos son equivalentes:

M es una MCS; M“JMJ ; M P Knrˆnc .

M̄ es una MACS; M̄“´JM̄J ; M̄ P K̄nrˆnc .

Lema E.2. Sean las matrices arbitrarias P,Q P Rmˆm, los vectores (columna) R,ST P Rm y
Mc P R un escalar. La MCS cuadrada M P Knˆn se descompone de la siguiente manera:

M “

„

P Q

JQJ JPJ



con n “ 2m, (E.3a)

M “

»

–

P R Q

S Mc SJ

JQJ JR JPJ

fi

fl con n “ 2m` 1. (E.3b)

Lema E.3. Sea la MCS cuadrada M P Knˆn cuyos valores característicos λi, con i “ 1, 2, . . . , n,
son todos puramente reales y distintos. Existe una matriz no singular pT P Rnˆn cuyas columnas
son los vectores característicos (derechos) de M , es decir,

M pT “ pTΛ con Λ “ diagpλiq. (E.4)

Si las columnas de la matriz pT se ordenan adecuadamente, así como los valores característicos λi
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en la diagonal de Λ, entonces pT se particiona de la forma

pT “

„

X Y

´JX JY



con n “ 2m, (E.5a)

pT “

»

–

X h Y

0
?

2β
?

2 g

´JX Jh JY

fi

fl con n “ 2m` 1, (E.5b)

donde X,Y P Rmˆm; gT , h P Rm, y β P R se calculan resolviendo las siguientes ecuaciones.

i. Con n“2m y M particionada como en (E.3a):

pP ´QJqXi “ λiXi para 1 ď i ď m (E.6a)

pP `QJqYj “ λm`jYj para 1 ď j ď m (E.6b)

ii. Con n“2m`1 y M particionada como en (E.3b):

pP ´QJqXi “ λiXi para 1 ď i ď m (E.7a)
„

Mc

?
2S

?
2R P`QJ

„

β

h



“ λj

„

β

h



para j “ m` 1 (E.7b)
„

Mc

?
2S

?
2R P`QJ

„

gj
Yj



“ λm`1`j

„

gj
Yj



para 1 ď j ď m (E.7c)

Corolario E.3.1. Los vectores característicos izquierdos de M son los renglones de qT , tal que

qTM “ Λ qT , o bien, MT
qT T “ qT TΛ. (E.8)

Por la propiedad (E.2c) se sabe que MT también es una MCS. Entonces, ordenando adecuada-
mente los renglones, la matriz qT se particiona de la forma

qT “

„

U ´UJ

V V J



con n “ 2m, (E.9a)

qT “

»

–

U 0 ´UJ

e
?

2α eJ

V
?

2 f V J

fi

fl con n “ 2m` 1, (E.9b)

donde U, V P Rmˆm; eT , f P Rm, y α P R.

Lema E.4. (Cantoni y Butler, 1976, Teor. 5) Sea la MCS M P Knˆn cuyos valores caracterís-
ticos son puramente reales y diferentes, y la matriz pTd P Rnˆn cuyas columnas son los vectores
característicos (derechos) de M , es decir,

M pTd “ pTdΛd con Λd “ diagpλiq. (E.10)

Si los valores característicos λi de la matrizM , con i “ 1, 2, . . . , q, se ordenan de mayor a menor en
Λd, o sea, λ1 ą λ2 ą ¨ ¨ ¨ ą λq, entonces las columnas de pTd son alternadamente centrosimétricas
y anti-centrosimétricas, empezando por centrosimétricas.
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Corolario E.4.1. Los vectores característicos izquierdos de M son los renglones de qTd, tal que

qTdM “ Λd qTd, o bien, MT
qT Td “

qT Td Λd. (E.11)

Por la propiedad (E.2c) se sabe que MT también es una MCS. Asimismo, si se cumplen las
condiciones del Lema E.4, entonces los renglones de qTd son alternadamente centrosimétricos y
anti-centrosimétricos, empezando por centrosimétricos.

Observación. Tanto la matriz pT (o qT ) como la matriz pTd (o qTd) diagonalizan a M . Sin embargo,
el orden de los vectores característicos en pT (o qT ) permite su partición por bloques, mientras que
en pTd (o qTd) corresponden a los valores característicos de M ordenados de mayor a menor.

Lema E.5. (Collar, 1962) Sean las matrices arbitrarias P,Q P Rmˆm y los vectores (columna)
R,ST P Rm. La MACS cuadrada M̄ P K̄nˆn se descompone de la forma

M̄ “

„

P Q

´JQJ ´JPJ



con n “ 2m, (E.12a)

M̄ “

»

–

P R Q

S 0 ´SJ

´JQJ ´JR ´JPJ

fi

fl con n “ 2m` 1. (E.12b)

Propiedades de las matrices de discretización (mDF y mCD)

La discretización de los operadores diferenciales espaciales de primer y segundo orden a través
del mDF y del mCD origina las matrices A1 y A2, respectivamente, tal que,

Bψpt, ξq

Bξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ PΞ

« ψ1ptq “ A1ψptq, (E.13a)

B2ψpt, ξq

Bξ2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ PΞ

« ψ2ptq “ A2ψptq, (E.13b)

donde el vector ψptq “ rψ1ptq ψ2ptq ¨ ¨ ¨ ψnptq s
T , con n el número total de puntos de discreti-

zación, contiene las aproximaciones de la variable de estado ψpt, ξq de los problemas de difusión
originales sobre toda la malla Ξ“r ξ1 ξ2 ¨ ¨ ¨ ξn s. Las tres diagonales principales de las matrices
de discretización (E.14), asociadas al mDF, están completas, mientras los demás elementos son
iguales a cero (matrices tridiagonales). Las excepciones son las entradas en las posiciones p1, 3q y
pn, n´2q, las cuales son distintas de cero debido al uso de operadores en diferencias finitas «hacia
adelante» y «hacia atrás» de tres puntos en las fronteras ξ“0 y ξ“1, respectivamente. Lo anterior
se hizo con el fin de conservar un error de truncamiento de segundo grado en todo el esquema de
discretización (ver las ecuaciones (3.33) y (3.34)).

A1 “

»

—

—

—

—

—

—

–

α11,1 α11,2 α11,3 0 ¨ ¨ ¨ 0

α12,1 α12,2 α12,3 0 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...

0 0 ¨ ¨ ¨ α1n 1́,n´2 α1n 1́,n 1́ α1n 1́,n

0 0 ¨ ¨ ¨ α1n,n´2 α1n,n 1́ α1n,n

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(E.14a)
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A2 “

»

—

—

—

—

—

—

–

α21,1 α21,2 α21,3 0 ¨ ¨ ¨ 0

α22,1 α22,2 α22,3 0 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...

0 0 ¨ ¨ ¨ α2n 1́,n´2 α2n 1́,n 1́ α2n 1́,n

0 0 ¨ ¨ ¨ α2n,n´2 α2n,n 1́ α2n,n

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(E.14b)

En comparación, las matrices de discretización (E.15) del mCD tienen llenas todas sus en-
tradas, lo cual se debe a la introducción de funciones base espectrales en el planteamiento del
método. La característica anterior es válida tanto para el mCD-P como para el mCD-F.

A1 “

»

—

—

—

—

–

α11,1 α11,2 ¨ ¨ ¨ α11,n
α12,1 α12,2 ¨ ¨ ¨ α12,n
...

...
. . .

...

α1n,1 α1n,2 ¨ ¨ ¨ α1n,n

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(E.15a)

A2 “

»

—

—

—

—

–

α21,1 α21,2 ¨ ¨ ¨ α21,n
α22,1 α22,2 ¨ ¨ ¨ α22,n
...

...
. . .

...

α2n,1 α2n,2 ¨ ¨ ¨ α2n,n

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(E.15b)

Lema E.6. (Shu, 2000, Cap. 4) Si se usan mallas de discretización simétricas (como DUni, DCGL
y DRPL, Sección 3.3.4) junto con el mCD, entonces A1 es una MACS y A2 es una MCS.

Observación. La propiedad anterior puede extenderse al mDF porque las matrices resultantes con
tal método tienen la misma estructura de las matrices asociadas al mCD.

El condicionamiento en las fronteras no permite plantear EDOs en estos puntos, ni con el
mDF ni con el mCD, por lo cual ψ1ptq y ψnptq se calculan con ecuaciones algebraicas relacionadas
con el primero y el último renglón de las matrices (E.14a) y (E.15a), es decir, la discretización de
las condiciones de frontera de Neumann (3.3). De esta manera,

ψ1ptq “ C1 ψ̄ptq `D1wptq, (E.16a)

ψnptq “ Cn ψ̄ptq `Dnwptq, (E.16b)

donde el vector ψ̄ptq “ rψ2ptq ψ3ptq ¨ ¨ ¨ ψn´1ptq s
T contiene las aproximaciones de la variable

original ψpt, ξq en los q “ n´2 puntos de discretización interiores Ξ̄ “ r ξ2 ξ3 ¨ ¨ ¨ ξn´1 s y el
vector wptq “ rw0ptq w1ptq s

T es la función de entrada (Secciones 3.3.2 y 3.3.3). Por otro lado,
los vectores (renglón) CT1 , CTn P Rq y DT

1 , D
T
n P R2 son

C1 “
1

α11,1α
1
n,n ´ α

1
1,nα

1
n,1

r´α1n,n α11,n s

„

α11,2 α11,3 ¨ ¨ ¨ α11,n 1́

α1n,2 α1n,3 ¨ ¨ ¨ α1n,n 1́



, (E.17a)

Cn “
1

α11,1α
1
n,n ´ α

1
1,nα

1
n,1

rα1n,1 ´ α11,1 s

„

α11,2 α11,3 ¨ ¨ ¨ α11,n 1́

α1n,2 α1n,3 ¨ ¨ ¨ α1n,n 1́



, (E.17b)

D1 “
´1

α11,1α
1
n,n ´ α

1
1,nα

1
n,1

r´α1n,n α11,n s, (E.17c)

Dn “
´1

α11,1α
1
n,n ´ α

1
1,nα

1
n,1

rα1n,1 ´ α11,1 s. (E.17d)
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Con la introducción de las condiciones de frontera y las matrices de discretización secundarias
A1, A2PRqˆq y B1, B2PRqˆ2, los operadores (E.13) se reescriben

ψ̄1ptq “ A1ψ̄ptq `B1wptq, (E.18a)

ψ̄2ptq “ A2ψ̄ptq `B2wptq. (E.18b)

Tanto para el mDF como para el mCD, las matrices A1 y A2 tienen la forma

A1 “

»

—

—

—

—

–

α12,2 α12,3 ¨ ¨ ¨ α12,n 1́

α13,2 α13,3 ¨ ¨ ¨ α13,n 1́
...

...
. . .

...

α1n 1́,2 α1n 1́,3 ¨ ¨ ¨ α1n 1́,n 1́

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

´
1

α11,1α
1
n,n ´ α

1
1,nα

1
n,1

»

—

—

—

—

–

α12,1 α12,n
α13,1 α13,n
...

...

α1n 1́,1 α1n 1́,n

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

„

´α1n,n α11,n
α1n,1 ´α11,1

„

α11,2 α11,3 ¨ ¨ ¨ α11,n 1́

α1n,2 α1n,3 ¨ ¨ ¨ α1n,n 1́



, (E.19a)

A2 “

»

—

—

—

—

–

α22,2 α22,3 ¨ ¨ ¨ α22,n 1́

α23,2 α23,3 ¨ ¨ ¨ α23,n 1́
...

...
. . .

...

α2n 1́,2 α2n 1́,3 ¨ ¨ ¨ α2n 1́,n 1́

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

´
1

α11,1α
1
n,n ´ α

1
1,nα

1
n,1

»

—

—

—

—

–

α22,1 α22,n
α23,1 α23,n
...

...

α2n 1́,1 α2n 1́,n

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

„

´α1n,n α11,n
α1n,1 ´α11,1

„

α11,2 α11,3 ¨ ¨ ¨ α11,n 1́

α1n,2 α1n,3 ¨ ¨ ¨ α1n,n 1́



, (E.19b)

mientras las matrices B1 y B2 son

B1 “
´1

α11,1α
1
n,n ´ α

1
1,nα

1
n,1

»

—

—

—

—

–

α12,1 α12,n
α13,1 α13,n
...

...

α1n 1́,1 α1n 1́,n

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

„

´α1n,n α11,n
α1n,1 ´α11,1



, (E.20a)

B2 “
´1

α11,1α
1
n,n ´ α

1
1,nα

1
n,1

»

—

—

—

—

–

α22,1 α22,n
α23,1 α23,n
...

...

α2n 1́,1 α2n 1́,n

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

„

´α1n,n α11,n
α1n,1 ´α11,1



. (E.20b)

Proposición E.1. Sean A1d P Rn
1
rˆn

1
c y A2d P Rn

2
rˆn

2
c cualesquiera porciones centradas extraídas

de las matrices de discretización primarias A1 y A2 en (E.14) o (E.15), con n1r, n1c, n2r , n2cďn y n el
número total de puntos de discretización. Es evidente que, al igual que las matrices de las cuales
provienen, A1d es una MACS y A2d es una MCS.

En las expresiones (E.17), (E.19) y (E.20) se observa que las matrices de discretización
secundarias están compuestas de porciones centradas de las matrices de discretización primarias
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A1 y A2. Con base en la Proposición E.1 y en las propiedades de las MCS y las MACS del Lema
E.1, resultan las siguientes propiedades de simetría de las matrices de discretización secundarias:

A1 “ ´JA1J, A2 “ JA2J, (E.21a)

B11 “ JB1n, B21 “ ´JB
2
n, (E.21b)

C1 “ CnJ, (E.21c)

D1 “ DnJ, (E.21d)

donde B1“rB11 B1n s, B2“rB21 B2n s y J es la matriz contraidentidad de dimensiones adecua-
das. Por un lado, los dos términos del miembro derecho de la matriz A1 en (E.19a) son MACS,
por lo tanto, A1 P K̄qˆq, con q “ n ´ 2. Asimismo, los dos términos del miembro derecho de A2

en (E.19b) son MCS, por lo tanto A2 P Kqˆq. Por otro lado, los productos en el miembro dere-
cho de las matrices B1 y B2 en (E.20) son una MCS y una MACS, respectivamente, entonces
B1P Kqˆ2 y B2P K̄qˆ2, lo cual es equivalente a las propiedades (E.21b). Además, las propiedades
(E.21c) y (E.21d) son resultado de que r´α1n,n α11,n s“Jrα

1
n,1 ´α11,1 s en (E.17). Finalmente,

en general |α1n,n| ą |α11,n| y |α11,1| ą |α1n,1|, es decir, los elementos de las matrices r´α1n,n α11,n s

y rα1n,1 ´α11,1 s no tienen ninguna simetría. Como resultado, las matrices B11, B1n, B21 , B2n, C1,
Cn, D1 y Dn no son ni centrosimétricas ni anti-centrosimétricas.

Proposición E.2. Sea el sistema lineal e invariante en el tiempo de una entrada y una salida

Σ :

#

9x “ Ax`Bu,

y “ Cx,
(E.22)

donde xptq : r0,8q Ñ Rq, y uptq, yptq : r0,8q Ñ R, la matriz de estado A“JAJ P Kqˆq es una
MCS con valores característicos puramente reales, y las matrices de entrada y de salida pueden
particionarse de la forma B“rBT

a Bc BT
b s

T y C“rCa Cc Cb s, con Ba, Bb, CTa , CTb P Rp y
Bc, Cc P R, si q“2p`1; si q“2p, basta eliminar Bc y Cc.

a) El par pA,Bq es controlable si

i. B ‰ ˘JB, con q“2p;
ii. B ‰ JB, epBa`JBbq `

?
2αBc ‰ 0 y V pBa`JBbq `

?
2 fBc ‰ 0, con q“2p`1; α, e,

f y V se definen como en el Corolario E.3.1.

b) El par pA,Cq es observable si

i. C ‰ ˘CJ , con q“2p;
ii. C ‰ CJ , pCa`CbJqh`

?
2βCc ‰ 0 y pCa`CbJqY `

?
2 gCc ‰ 0, con q“2p`1; β, g,

h y Y se definen como en el Lema E.3.

Demostración. (Notar que las condiciones de la proposición sólo son suficientes)

a) Análisis de controlabilidad. Una condición suficiente y necesaria para verificar la controla-
bilidad del par pA,Bq de Σ es que ranpCq “ q, donde C “ rB AB ¨ ¨ ¨ Aq´1B s. Como los
valores característicos de A son puramente reales y diferentes, existe un cambio de coorde-
nadas invertible x̌“ qTx que lleva a Σ a la forma canónica modal

qΣ :

#

9̌x “ Λx̌` qBu,

y “ qCx̌.
(E.23)
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donde Λ“diagpλiq, con i“1, 2, . . . , q; qTA“Λ qT ; qB“ qTB, y C“ qC qT . Entonces, la matriz de
controlabilidad C puede reescribirse

C “ qT´1 r qB Λ qB ¨ ¨ ¨ Λq´1
qB s “ qT´1

»

—

—

—

–

qB1 λ1
qB1 ¨ ¨ ¨ λq´1

1
qB1

qB2 λ2
qB2 ¨ ¨ ¨ λq´1

2
qB2...

...
. . .

...
qBq λq qBq ¨ ¨ ¨ λq´1

q
qBq

fi

ffi

ffi

ffi

fl

, (E.24)

de la cual se deduce que ranpCq ă q si uno o más elementos de qB son cero. Sea q“ 2p `1.
Como las columnas de qT son los vectores característicos izquierdos de A, entonces

qB “

»

–

U 0 ´UJ

e
?

2α eJ

V
?

2 f V J

fi

fl

»

–

Ba
Bc
Bb

fi

fl “

»

–

UpBa´JBbq

epBa`JBbq `
?

2αBc
V pBa`JBbq `

?
2 fBc

fi

fl . (E.25)

Por lo tanto, cuando q es impar deben verificarse las condiciones del inciso ii. para que
ningún elemento de qB sea cero. Cuando q es par basta eliminar los elementos centrales de
B, qB y qT , lo cual relaja las condiciones a sólo probar que B no posea ninguna propiedad de
simetría (que no sea ni MCS ni MACS), como se establece en el inciso i.

b) Análisis de observabilidad. Una condición suficiente y necesaria para verificar la observabi-
lidad del par pA,Cq de Σ es que ranpOq “ q, donde O “ rCT pCAqT ¨ ¨ ¨ pCAq´1qT sT .
Como los valores característicos de A son puramente reales y diferentes, existe un cambio
de coordenadas invertible pT x̂“x que lleva a Σ a la forma canónica modal

pΣ :

#

9̂x “ Λx̂` pBu

y “ pCx̂
(E.26)

donde Λ se define como antes; A pT “ pTΛ; B “ pT pB, y pC “ C pT . Entonces, la matriz de
observabilidad O puede reescribirse

O “

»

—

—

—

–

pC
pCΛ
...

pCΛq´1

fi

ffi

ffi

ffi

fl

pT´1 “

»

—

—

—

–

pC1
pC2 ¨ ¨ ¨ pCq

pC1λ1
pC2λ2 ¨ ¨ ¨ pCqλq...
...

. . .
...

pC1λ
q´1
1

pC2λ
q´1
2 ¨ ¨ ¨ pCqλ

q´1
q

fi

ffi

ffi

ffi

fl

pT´1, (E.27)

de la cual se deduce que ranpOqă 0 si uno o más elementos de pC son cero. Sea q“ 2p `1.
Como las columnas de pT son los vectores característicos (derechos) de A, entonces

pC “ rCa Cc Cb s

»

–

X h Y

0
?

2β
?

2 g

´JX Jh JY

fi

fl

“ r pCa´JCbqX pCa`CbJqh`
?

2Ccβ pCa`CbJqY `
?

2Ccg s. (E.28)

Por lo tanto, cuando q es impar, deben verificarse las condiciones del inciso ii. para que
ningún elemento de pC sea cero. Cuando q es par basta eliminar los elementos centrales de
C, pC y pT , lo cual relaja las condiciones a sólo probar que C no posea ninguna propiedad de
simetría (que no sea ni MCS ni MACS), como se establece en el inciso i.
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Algunas matrices de discretización

Problema de difusión radial (PDR) con q“7

a) Método de diferencias finitas con distribución Chebyshev-Gauss-Lobatto (mDF`DCGL)

A “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

´3.0003e`02 3.0003e`02 0 0 0 0 0
´7.3409e`00 ´7.1946e`01 7.9287e`01 0 0 0 0

0 1.3255e`01 ´5.8356e`01 4.5101e`01 0 0 0
0 0 1.6861e`01 ´5.4627e`01 3.7766e`01 0 0
0 0 0 2.2627e`01 ´6.7153e`01 4.4525e`01 0
0 0 0 0 3.9778e`01 ´1.2093e`02 8.1151e`01
0 0 0 0 0 9.2096e`01 ´9.2096e`01

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

Bn “
“

0 0 0 0 0 0 1.2061e`01
‰T

Cn “
“

0 0 0 0 0 ´7.2436e´02 1.0724e`00
‰

dn,n “ 3.0209e´02

b) Método de cuadratura diferencial polinomial con las raíces de los polinomios de Legendre
(mCD-P`DRPL)

A “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

´8.2679e`02 1.0440e`03 ´3.2104e`02 1.7131e`02 ´1.2170e`02 1.0434e`02 ´5.0117e`01
1.1662e`01 ´1.4761e`02 1.7564e`02 ´6.1397e`01 3.7844e`01 ´3.0514e`01 1.4375e`01
7.0830e´01 2.3203e`01 ´9.0484e`01 8.7000e`01 ´3.2714e`01 2.2263e`01 ´9.9766e`00
6.3175e´01 ´4.2382e`00 2.9780e`01 ´7.9449e`01 7.0428e`01 ´2.8252e`01 1.1100e`01
´1.6364e`00 4.2820e`00 ´9.1419e`00 4.1254e`01 ´9.8223e`01 8.4923e`01 ´2.1457e`01
3.1167e`00 ´6.8664e`00 9.4767e`00 ´1.8771e`01 7.8325e`01 ´1.8792e`02 1.2264e`02
´3.4674e`00 7.3953e`00 ´9.2602e`00 1.4938e`01 ´3.6580e`01 2.1274e`02 ´1.8576e`02

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

Bn “
“

1.6116e`00 ´4.5454e´01 3.0290e´01 ´3.0710e´01 4.7078e´01 ´1.3598e`00 1.8079e`01
‰T
,

Cn “
“

9.5491e´03 ´1.9816e´02 2.2886e´02 ´3.1535e´02 5.6076e´02 ´1.5103e´01 1.1139e`00
‰

,

dn,n “ 1.7551e´02

Problema de difusión longitudinal (PDL) con q“6

a) Método de diferencias finitas con distribución Chebyshev-Gauss-Lobatto (mDF`DCGL)

A “

»

—

—

—

—

—

—

–

´6.0628e`01 6.0628e`01 0 0 0 0
4.2496e`01 ´7.1903e`01 2.9408e`01 0 0 0

0 2.3583e`01 ´4.4831e`01 2.1248e`01 0 0
0 0 2.1248e`01 ´4.4831e`01 2.3583e`01 0
0 0 0 2.9408e`01 ´7.1903e`01 4.2496e`01
0 0 0 0 6.0628e`01 ´6.0628e`01

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

B1 “
“

´8.4115e`00 0 0 0 0 0
‰T

Bn “
“

0 0 0 0 0 8.4115e`00
‰T

C1 “
“

1.0743e`00 ´7.4323e´02 0 0 0 0
‰

Cn “
“

0 0 0 0 ´7.4323e´02 1.0743e`00
‰

D1 “ r´3.9204e´02 0 s

Dn “ r 0 3.9204e´02 s



138

b) Método de cuadratura diferencial polinomial con las raíces de los polinomios de Legendre
(mCD-P`DRPL)

A “

»

—

—

—

—

—

—

–

´1.1695e`02 1.3593e`02 ´2.6527e`01 1.2239e`01 ´8.4859e`00 3.7937e`00
6.4563e`01 ´1.1039e`02 5.6484e`01 ´1.6093e`01 9.4698e`00 ´4.0316e`00
´9.7152e`00 4.3549e`01 ´6.4460e`01 3.8552e`01 ´1.2409e`01 4.4834e`00
4.4834e`00 ´1.2409e`01 3.8552e`01 ´6.4460e`01 4.3549e`01 ´9.7152e`00
´4.0316e`00 9.4698e`00 ´1.6093e`01 5.6484e`01 ´1.1039e`02 6.4563e`01
3.7937e`00 ´8.4859e`00 1.2239e`01 ´2.6527e`01 1.3593e`02 ´1.1695e`02

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

B1 “
“

´1.3024e`01 8.5808e´01 ´2.5648e´01 1.5392e´01 ´1.5576e´01 1.5227e´01
‰T

Bn “
“

´1.5227e´01 1.5576e´01 ´1.5392e´01 2.5648e´01 ´8.5808e´01 1.3024e`01
‰T

C1 “
“

1.1158e`00 ´1.5483e´01 6.0035e´02 ´3.6022e´02 2.8110e´02 ´1.3056e´02
‰

Cn “
“

´1.3056e´02 2.8110e´02 ´3.6022e´02 6.0035e´02 ´1.5483e´01 1.1158e`00
‰

D1 “ r´2.3271e´02 5.4123e´04 s

Dn “ r´5.4123e´04 2.3271e´02 s



Apéndice F

Banco de pruebas

El banco de pruebas construido para realizar experimentos de carga y descarga de celdas de
Li-Ion y capacitores DCE de baja capacidad está formado por dos secciones: el circuito principal,
trazado con líneas gruesas en la Figura F.1, y la etapa de acondicionamiento y adquisición de
datos. El circuito principal contiene una fuente de potencia programable B&K Precision 9123A
(0–30 V, 0–5 A), una carga electrónica modelo 8500 (0–120 V, 1 mA–30 A) de la misma marca, un
circuito de protección contra tensión y corriente excesivas, un resistor de derivación Rs y la celda
por probar. La fuente programable y la carga electrónica pueden desarrollar secuencias de pulsos
de corriente de diferente nivel (hasta 200 y 1000 valores, carga y descarga, respectivamente) y de
al menos 5 ms de duración (los manuales de operación indican 1 ms, aunque el disparo deja de
ser errático a partir de 5 ms). Como se ha convenido en toda la tesis, la corriente se considera
positiva durante descarga. El diodo Schottky se agregó para evitar corrientes de fuga a través de
la fuente cuando está desactivada.

     Fuente
programable

     Carga
programable

  Diodo
Schottky

USB

Resistor de
derivación

  Sensor de
temperatura

TRL

Circuito de
protección

TRS

TRL

TRS

Acondicionamiento
      de señales

Adquisición
  de datos

_

+

_

+

_

+

_

+

_

+

_

+

_ +

_ +

Figura F.1: Esquema general del banco de pruebas

El circuito de protección consiste en un fusible y un relevador normalmente cerrado, el
cual se abre cuando la tensión vx de la celda sale de una ventana programada a través de los
potenciómetros T1 y T2 del diagrama F.4. Cualquiera de los dos límites de la ventana puede
desactivarse por medio de los interruptores S1 y S2. Adicionalmente, es posible disparar el circuito
de protección con una señal TTL externa, activada con S3 y aplicada en el puerto vext, la cual
hasta el momento no se ha usado.

139
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La corriente aplicada ix se calcula a través de la caída de potencial vix en el resistor de
derivación Rs “ 50{15 mΩ. La tensión vx de la celda se mide directamente y la temperatura es
proporcional a la salida vTx del sensor modelo LM35 con sensibilidad KT “100 mV/˝C. Las tres
variables vix , vx y vTx se acondicionan a través de los bloques amplificadores A0, A1 y A2 de la
figura F.1, respectivamente. Estos bloques cambian el nivel de las señales medidas de acuerdo con
la tabla de calibración F.1 con el fin de aprovechar mejor la resolución de los convertidores A/D
de las tarjetas de adquisición de datos usadas.

Tabla F.1: Calibración de los amplificadores de acondicionamiento

Bloque Variable Tensión entrada Tensión salida Ganancia Sesgo(mín — máx) (mín — máx)

A0
´16.6̄ mV @ ´5 A — 16.6̄ mV @ 5 A ´9 V — 9 V 540 0 V

vix “ Rsix ´16.6̄ mV @ ´5 A — 33.3̄ mV @ 10 A ´9 V — 9 V 360 ´3 V
´16.6̄ mV @ ´5 A — 50 mV @ 15 A ´9 V — 9 V 270 ´4.5 V

A1 vx “
! vc
vb

2 V — 5 V (celdas Li-Ion) ´9 V — 9 V 6 ´21 V
0 V — 3 V (capacitores DCE) ´9 V — 9 V 6 ´9 V

A2 vTx “ KTTx 0 V @ 0˝C — 10 V @ 100˝C 0 V — 10 V 10 0 V

Las realizaciones de los bloques de acondicionamiento se muestran en los diagramas de la
Figura F.5. Las tres consisten, en general, en un bloque de entrada diferencial, un bloque ampli-
ficador de entrada y salida comunes, y un bloque que genera la referencia del bloque diferencial.
Según el diagrama F.5a, correspondiente al bloque A0, el rango de corriente se fija cerrando alguno
de los puentes J: J1 para ´5 a 5 A, J2 para ´5 a 10 A o J3 para ´5 a 15 A. El potenciómetro
T1 debe ajustarse periódicamente tal que el punto de calibración se mantenga en ´3 V. De forma
similar, en el circuito del diagrama F.5b, el rango de tensión de entrada de A1 se fija cerrando J1

para capacitores DCE (0 a 3 V) o J2 para celdas Li-Ion (2 a 5 V). La calibración se realiza de forma
similar aunque tomando ´3.5 V como referencia. Finalmente, por simplicidad, la realización de
A3 del diagrama F.5c tiene un solo rango de entrada. En los tres amplificadores se usaron arreglos
de resistores de película metálica con error de ˘1% sobre su valor nominal y amplificadores de
uso específico para instrumentación.

Las señales amplificadas se transmiten a una computadora por medio de dos tarjetas de
adquisición de datos National Instruments USB-6009 (convertidor A/C de 14 bits, 40 kS/s) TAD1
y TAD2, cuyos canales analógicos pueden medir señales en el rango de ˘10 V. La transmisión
se realiza de forma serial por puertos USB. TAD1 toma las muestras que serán registradas y con
su reloj interno temporiza los experimentos de carga y descarga. Por otro lado, TDA2 mide la
tensión en la celda y la temperatura con propósitos de control y envía las señales de disparo TRS
y TRL a la fuente programable y a la carga electrónica, respectivamente, coordinando los eventos
de carga y descarga. La apariencia del banco de pruebas se muestra en la Figura F.2.

La programación de las tarjetas de adquisición de datos TAD1 y TAD2 se realizó en lenguaje
C, usando las librerías proporcionadas por el fabricante, bajo el sistema operativo Scientific Linux
6.x. Debido a la incertidumbre en el tiempo de comunicación entre las tarjetas y la computadora,
TAD1 toma muestras por bloque cada segundo, las almacena en un registro interno y las envía a
la computadora. De esta manera se minimiza el efecto del retardo de comunicación y se cuenta con
un medio de temporización. La adquisición por bloque no permite ningún otro proceso simultáneo
en el mismo programa. Por esta razón, se escribieron programas separados para cada tarjeta: la
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Figura F.2: Apariencia del banco de prueba

rutina de adquisición (RA) para TDA1 y de la rutina de control (RC) para TDA2, sincronizados
a través de variables compartidas.

RA se ejecuta en una consola con la instrucción chDschTest <tipo_de_exp> <duración>
<archivo>. El argumento <tipo_de_exp> es un número entero entre 10 y 15 que indica el tipo
de experimento: de 10 a 12 para capacitores DCE y de 13 a 15 para celdas Li-Ion; 10 y 13 para
corrientes entre ˘5 A, 11 y 14 para ´5 A a 10 A, y 12 y 15 para ´5 A a 15 A. Con <duración>,
otro entero positivo, se indica la duración del experimento en segundos. Finalmente, <archivo> es
opcional y hace referencia al nombre del archivo en el cual se almacenará la información adquirida.
Si no se indica, el experimento corre sin almacenar información (modo sin adquisición). Para
cambiar otros parámetros del experimento, como el periodo de los pulsos de carga y descarga,
las tensiones deseadas en los dispositivos de almacenamiento, los puertos físicos utilizados en las
tarjetas de adquisición y demás, es necesario editar y recompilar los programas.

El flujo de RA y de RC se muestra en el diagrama de la Figura F.3. Al ejecutar RA (rutina
madre), ésta configura los parámetros del experimento y verifica los argumentos de ejecución. Si
no son correctos, el programa escribe un mensaje indicando el uso de chDschTest y termina. Si se
especifica <archivo> y todos los argumentos son válidos, continúa con la preparación del archivo
donde registrará la información, configura los puertos analógicos de entrada de TAD1, llama a RC
y espera una señal para continuar. RC inicializa sus variables, configura los puertos analógicos de
entrada y los puertos digitales de salida de TAD2 y decide entre el modo 1 (M1) o el modo 2 (M2)
de carga y descarga. M1 se indica inicializando la tensión mínima deseada de la celda en un valor
negativo (es necesario editar y compilar RC). En este caso, la celda se cargará o descargará en un
ciclo de precarga hasta llegar a una tensión indicada (tensión máxima deseada). RC envía la señal a
RA para continuar, mientras dispara alternadamente la fuente programable y la carga electrónica,
las cuales proporcionan una serie de pulsos de carga y descarga. Si se indica una tensión mínima
deseada positiva y menor que la tensión máxima deseada, entonces el experimento inicia en M2.
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En este caso, los pulsos de carga y descarga serán tales que la tensión de la celda oscilará dentro
de la ventana indicada y RA continuará desde el inicio del experimento.

Al continuar, RA toma muestras por bloque cada segundo de acuerdo con la tasa de muestreo
indicada y cronometra el experimento. Cuando se cumple el tiempo indicado, RA envía una señal
a RC para terminar, guarda la información registrada, libera los puertos de TAD1 y las variables
de sincronización para finalizar de manera normal; RC termina de forma similar. Cuando no se
indica <archivo>, RA sólo funciona para llamar y cronometrar la ejecución de RC. Ambas rutinas
han sido desarrolladas hasta ser funcionales, sin embargo, faltan refinamientos.

INICIAR

Inicializar variables

Argumentos
inválidos

Modo con
adquisición

Modo sin
adquisición

Preparar registro

Configurar E-TAD1

Llamar RC

Esperar

Cronometrar
Cronometrar y
adquirir datos

Detener experimento

Guardar registro

Liberar E-TAD1

Liberar var. de sinc.

TERMINAR

Iniciar

Inicializar variables

Configurar E/S-TAD2

Experimento M1 Experimento M2

Precarga

Continuar RA

Carga/descarga
(alternada)

Carga/descarga
(ventana)

Liberar E/S-TAD2
y var. sinc.

Terminar

Rutina de adquisición (RA)

Rutina de control (RC)

(madre, TDA1)

(hija, TDA2)

Figura F.3: Diagrama de flujo de las rutinas de adquisición de datos y de control
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