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Introduccion

La tesis estd dedicada a la descripcion matematica del proceso de dispersion no estacionaria de

ondas planas sobre cufias bidimensionales.

Consideramos las ondas planas
0.1) in(y, 1) := F(t —my - y),
parat € R,y € O, donde F en general es una distribucion temperada y
0.2) supp F C [0, +00).

La distribucién que se indica en (0.1) estd bien definida (ver [18]). En (0.1), ny := (cos @, sina), a

es el dngulo de incidencia de la onda u;, y Q := R? \ W, donde
W:={y=(1.y2) €R? 1 y; = pcosh,y, = psinf,p 2 0,0 < 0 < ¢]
es la cufia determinada por el dangulo de magnitud
(0.3) ¢ € (0,n)
y Q es el angulo de magnitud
(0.4) O =21 - ¢, O € (7, 2m).

La frontera de la cufiaes 0Q = Q1UQ,, donde Q; := {(y1,0) : y; > 0}y O, := {(pcos ¢, psing) : p > 0},

(véase la Figura 1).

La dispersion (o la difraccion) de la onda (0.1) se describe por el siguiente problema mixto

(0.5) { Ou(y,r) = 0, yeQ; Bu(y,t)lspp =0, teR

“(y’ t) = uin(y» t), y € Q, <.

Aqui O := 8? — A, B=(By,By)y Bulsg = (B ulsg,, Bz ulsp,), donde B, son operadores lineales

que pueden ser el operador identidad /, el operador de Neumann n (donde n es un vector normal
n
exterior a ) o bien una combinacidn lineal de estos dos operadores.

v
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El problema DD (Dirichlet-Dririchlet) corresponde al caso By = B, = I. El problema NN

0
(Neumann-Neumann) corresponde al caso By = B, = I El problema DN (Dirichlet-Neumann)

0
corresponde al caso By = I B, =1.
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Figura 1. La onda incidente

Si u es solucion del problema (0.5), entonces diremos que u es el campo total, véase la Figura

El problema que se describe mediante el sistema (0.5) tiene el siguiente sentido fisico. La onda
incidente u;, (0.1) tiene un frente delante del cual u;, = 0. Esto se satisface pues F(s) = 0, para
s <0, por (0.2).

Supongamos que el vector de onda ny es como se muestra en la Figura 1. En este caso para los
valores del tiempo ¢ < 0, la onda u;, no ha tocado a la cuna. En el momento ¢ = 0, la onda incidente
toca por primera vez a la frontera de la cufia W en su vértice y en ese momento comienza a interac-
tuar con la cufia W. La naturaleza de la onda puede ser de distintos tipos: la onda electromagnética,

la onda de sonido, la onda elastica, etc.

Las propiedades fisicas de la cufia determinan el caricter de la interaccion de la onda con la
cufia. En electromagnetismo las condiciones DD y NN corresponden a una cufla perfectamente

conductiva. Estas condiciones también se conocen como las condiciones ideales. En acustica estas
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Y2

Figura 2. El campo total.

condiciones corresponden al caso de la cufa idealmente rigida o idealmente suave, las condiciones

DN corresponden al caso cuando un lado de W es rigido y el otro es suave.

En todos los casos aparecen las ondas reflejadas por los lados Q; y O, de la cuiia W y la onda
difractada por el vértice de la cufia W (véase la Figura 2). Las ondas reflejadas u, se construyen
segun las leyes de optica de tal forma que las condiciones de frontera se cumplen para la suma
B(uj, + u,)lso = 0. La onda difractada u, no se calcula facilmente, de hecho su calculo representa

gran interés y gran dificultad.

En la Figura 2 se representan esquematicamente a las ondas difractada, reflejada e incidente.
La linea recta que se encuentra del lado derecho y que intersecta al dngulo, es el frente de a onda
incidente en el tiempo ¢ > 0. Los segmentos de linea recta que conectan los lados del dngulo con
las direcciones 6 = 6, (a las que llamaremos las direcciones criticas) son los frentes de las ondas
reflejadas por los lados de acuerdo a la 6ptica geométrica. Aqui

(0.6) 0, :=2¢ — a, 6, =21 — a.

Los circulos son los frentes de las ondas difractadas por el vértice. Esta dltima onda tiene discon-
tinuidades en las lineas 6 = 6, , las cuales se compensan precisamente por las ondas reflejadas de

tal forma que el campo total resulta ser continuo.
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La onda reflejada u, es el resultado de las reflexiones Opticas y estidn expresadas explicitamente
por las condiciones de frontera (ver las férmulas [23, (9)] y [35, (1.9)]). Asi que el interés mas

grande y la mayor dificultad es la de encontrar u, la onda difractada por el vértice de la cuiia.

Muchos trabajos estdn dedicados a la teoria matemdtica de difraccion de ondas planas sobre
cufias bidimensionales. La primera etapa fue el desarrollo de la teoria de difraccién estacionaria,
tema que fue propuesto por Sommerfeld [46] y que marcé el inicio de una coleccién de articulos
dedicados al mismo tema. El problema de difraccion estacionaria considera el proceso establecido
cuando para valores grandes de ¢ la onda u;, es periddica con respecto de ¢ y con respecto de las

variables del espacio. Esto puede suceder por ejemplo cuando

0.7) F(s) = A e f(s),

donde A es una constante, wy > 0 es la frecuencia de la onda incidente y la funcion f es tal que
(0.8) f(s) € C¥(R), supp f C[0,+0), f(s)=1, s> 50, paraalgin sy > 0.

En este caso

(0.9) Uin(y, 1) = A &7 U0 £(1 _ g - y), reR.

Notemos que para valores grandes de f, u;j,(y,1) = e " . A o™ eg decir u;, tiene la forma
e “»'A(y), donde A(y) es la amplitud de la onda u;,. Entonces la teoria de difraccion estacionaria
supone que la solucién u tiene la misma forma, es decir es una funcion peridédica con respecto de ¢

dada por
(0.10) u(y, 1) = e “A(y),

donde A(y) es la amplitud de la solucion u(y, ¢). Por lo tanto, en lugar del problema no estacionario
(0.5) se considera el problema estacionario para las amplitudes, el cual es el problema de frontera
para la ecuacion de Helmholtz

0, yeO;

(0.11) 0

{m—%mm

B Ao
Este problema (0.11) se obtiene de (0.5) cuando buscamos una solucién u en la forma (0.10).
Precisamente este sistema (0.11) fue el objeto de estudio en los trabajos dedicados a la teoria de
difraccidn estacionaria sobre cufias, véase por ejemplo [1]-[6], [9]-[11], [13], [30], [31], [33], [34],
[37],[38], [47]. Sin embargo, desde el punto de vista matematico, el problema (0.11) no estd bien
planteado ya que formalmente este sistema homogéneo tiene una infinidad de soluciones y no es
claro cémo elegir la solucién correcta. En [46] Sommerfeld propuso un método bastante artificial
para encontrar la solucion para la difraccion sobre el semiplano (® = 2x). Este es el método de las

soluciones ramificadas, es decir, las soluciones de la ecuacion de Helmholtz sobre una superficie
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de Riemann. Otra idea de Sommerfeld es representar a la amplitud de la onda incidente (0.7) en la

forma
(0.12) Ai(p, 0, @) = A MY = A lworcost-a) y = (pcos, psinb).

y considerar a A no como una constante, sino como una funcioén A(a) que depende del dngulo de

incidencia a. Integrando A;,(p, 8, @) sobre un contorno apropiado, se obtiene
(0.13) Z(y) = f Ay oo gy
Y

Es facil probar que Z satisface la ecuacion de Helmholtz en (0.11). Eligiendo un contorno apropiado
v se puede encontrar una solucion u que satisfaga las condiciones de frontera del tipo DD o NN
sobre dQ. Ademas Sommerfeld propuso algunas condiciones del comportamiento de la solucién
en oo (las condiciones de Sommerfeld de radiacién) y las condiciones sobre la orilla de la cufia
que se siguen de las ideas fisicas. Las ideas de Sommerfeld (més bien sus ideas de representar
las soluciones en la forma (0.13)) fueron desarrolladas por Malyuzhinets en [30] y [31], donde

resolvio el problema para la cufiar < @ < 27y para las condiciones de frontera del tipo impedance.

Las integrales del tipo (0.13) después recibieron el nombre de integrales del tipo Sommerfeld-
Malyuzhinets. Existe una amplia bibliografia dedicada al desarrollo del método de Sommerfeld-
Malyuzhinets para la difraccion estacionaria, véase por ejemplo [1]-[6], [10]-[11], [38], [47].

La segunda etapa del desarrollo de la teoria de difraccién sobre cufias se conecta con un
planteamiento del problema mas estricto: consideremos el problema de difraccién (dispersion) no
como un problema estacionario, sino como un problema de propagacién de onda cuando la solu-
cién obedece a la ecuacion de onda (0.5). Este planteamiento juega un papel muy importante en la
teoria de elasticidad. El inicio de esta direccion se propuso en los trabajos de Sobolev [43]-[45]. Las
soluciones de Sobolev se obtuvieron mediante su original método de las soluciones ramificadas de
una ecuacion de onda sobre una superficie de Riemann (la idea de este método inici6 con el método
de Sommerfeld de la solucién del problema estacionario) el cual hasta el dia de hoy no esta justifi-
cado. En [45] Sobolev obtuvo la solucién de (0.5) para el problema DD. El método de Sobolev nos

permite construir una clase de soluciones para la ecuaciéon homogénea de onda en la forma

(0.14) f)

donde f es una multifuncién compleja con el punto de ramificacién { = 0y £ es una solucién de
una ecuacion algebraica. En el caso de la difraccion por una cufia, esta se localiza en una superficie
de Riemann logaritmica y se considera la difraccién de esta superficie. Asi que, para los problemas
DD y NN, el problema (0.5) se reduce a encontrar la solucién periddica de la ecuacién de onda

sobre la superficie de Riemann (usando el método de paridad o imparidad, las soluciones de (0.5)
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se extienden a toda la superficie de Riemann dependiendo de las condiciones de frontera del tipo
Dirichlet o del tipo Neumann). En el caso del problema de difraccion, la funcién f debe satisfacer
algunas condiciones que provienen de las propiedades fisicas del problema de dispersion. Ademaés
cuando el perfil de la onda incidente es la funcion de Heaviside, esta se mueve de manera paralela
al eje x para t < 0. Esta funcién que se extiende por cero a lo largo de la superficie de Riemann
logaritmica, es una solucion periddica generalizada de la ecuacion de onda sobre la superficie de

Riemann para ¢ < 0 y satisface las condiciones de frontera homogéneas del tipo DD.

Mas atn, esta funcién admite la representacion (0.14) para ¢+ < O para alguna funcién f. La
misma representacion para t > 0 nos da una solucién periddica para la ecuaciéon de onda sobre
la superficie de Riemann que satisface las condiciones de frontera homogéneas del tipo DD. Esta
funcidn es solucion para el problema de difraccion por una cuifia. La solucién para una onda plana
incidente arbitraria f(at + x) (que se mueve en la misma direccion) se sigue de la solucion obtenida
por la funcién ® por medio de la integral tipo convolucién con f”. Se supone que f es absolutamente
continua. La clase de soluciones no se puede describir formalmente y la unicidad de la solucion no

se probo.

En [21] Keller y Blank también consideraron la difracciéon de ondas por una cufia cuando la
onda incidente tiene el perfil de la funcion de Heaviside. Por el “Método de Flujo Cénico” el
problema se reduce a la solucion del problema con valores en la frontera para la ecuacion de Laplace
en un circulo con valores constantes a trozos sobre la frontera. La solucion obtenida coincide con
la solucion de Sobolev. Todos los casos de incidencia estan considerados y todas las formulas
de la solucidn total estin dadas, incluyendo la dispersién dentro de la cufia. En [21] también se
obtuvo una solucién formal para una onda incidente arbitraria usando el Teorema de Duhamel.
Esta solucién estd dada en forma de una serie. En [21] se demostr6 que no hay clases de soluciones

y tampoco se garantiza algin teorema de unicidad .

!

En [40] Rottbrand consider6 la difracciéon de la onda plana G(¢) = 6(¢) f g(7) dr, donde g es

0
una funcién integrable por la cufia del tipo DN. En el articulo [32], se menciona la posibilidad de

obtener la solucidén para las condiciones de frontera del tipo DD y del tipo NN.

Por medio de la transformacion de conformacion, el angulo se transforma al plano con el corte
dado por el eje real positivo. Esto proporciona una ecuacién de onda transformada linealmente con
respecto de las coordenadas polares. El correspondiente problema mixto con condiciones iniciales
de frontera del tipo Rawlins se resolvid explicitamente en [41] usando el método del operador de
Wiener-Hopf.

La solucion para la onda incidente F(s) = (s72), se construy6 en [7] por Borovikov quien

uso esta féormula para reproducir la solucién de Sobolev expuesta en [44] y [45].
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En todos los articulos mencionados no se indica explicitamente la clase de unicidad de las solu-
ciones. Cada vez se busca (y se encuentra) una solucion particular que satisfaga algunas propiedades

que se siguen de las propiedades fisicas del problema.

En los articulos [14], [22], [23] y [35] se inici6 el estudio sistemdtico del problema (0.5) como
un sistema mixto, apuntando a la realizacion del problema de Hadamard. Una de las motivaciones
principales fue la de demostrar el Principio de Amplitud Limite. Este principio permite interpre-
tar la difraccion estacionaria (0.11) como el caso limite de la difraccién no estacionaria cuando
t — +oo. En este caso es suficiente establecer una clase natural de soluciones para las ecuaciones
de (0.5) para justificar las soluciones fisicas de (0.5), incluso las condiciones de radiacion de Som-

merfeld, etc.

En [14], [22], [23] y [35] tal problema fue resuelto para los problemas DD y DN. El método
que se uso fue el método de las caracteristicas complejas expuesto en [22]-[25] y [35]. El creador
de este método, Komech, lo aplicé por primera vez en [28] y [29]. Este método, a diferencia de los
demads, permite describir todas las soluciones en el espacio S’ de las distribuciones temperadas.

Usando este método, en esta tesis resolvemos el problema para el caso de una cufia del tipo NN
(Capitulo 2).

Notemos que el problema tipo NN no fue considerado en los articulos [14], [22], [23] y [35],
porque las representaciones para las soluciones obtenidas en [14], [22], [23] y [35] no sirven en
el caso de las cuifias tipo NN (véase la formula (2.40), la cual no es valida para w € R). Estas
representaciones requieren algunas modificaciones apropiadas para las cufias tipo NN las cuales
se realizan en la tesis (véase también [15, secciones 4 y 5]). Gracias a este se puede obtener una
férmula universal para la onda difractada por la orilla de la cufia que sirve para todos los casos. Esta
formula resulté muy conveniente para obtener caracteristicas cuantitativas de las ondas dispersas,
ver [12]. En la tesis mostramos la velocidad de la convergencia de la amplitud a la amplitud limite

de la solucion.

En la tesis estudiamos la siguiente version del problema (0.5)

Ou(y,t) =0, siyeQ
(0.15) Oy,u(y,t) =0, siye Q; |t>0
On,u(y, t) =0, siye Q,
con las condiciones iniciales
(016) ”(y, l) = uil’l(y’ l), y € Qa 1< O

Aqui n; es un vector normal a Q,, externo a Q (ver la Figura 1) y u;, tiene la forma (0.1).
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Los capitulos de la tesis estidn organizados de la siguiente manera.

En el Capitulo 1, desarrollamos el método de las caracteristicas complejas para obtener una
solucion del problema (0.15).

En el Capitulo 2, resolvemos el problema (0.15) y demostramos la unicidad de dicha solucién

en una clase funcional.
En el Capitulo 3, analizamos las propiedades de la solucion.

En el Anexo mostramos algunos hechos técnicos que se utilizaron en cada uno de los procesos

de los capitulos previos.

Bibliografia.



Capitulo 1
El método de las caracteristicas complejas

En este capitulo desarrollamos el método de las caracteristicas complejas para obtener una

solucion del problema (0.15).

1. Planteamiento del problema de dispersion

Consideramos la onda incidente u;,(y, ) de la forma (0.1). Obviamente su frente en cualquier
momento es la linearecta {y € R? : t —mny -y = 0}. Parang - y > ¢, u;,(y, ) = 0 por (0.2). Asumimos
las siguientes condiciones sobre el vector ng. Primero, suponemos que ¢ — 5 < @ < 7. Entonces el
frente de u;,(y, 1) parat < 0 se localiza fuera de W \ {0}. En segundo lugar, suponemos que la onda
incidente se refleja por ambos lados de la cuifia. Esto es equivalente a la condicion 0 < a < ¢. Estas

dos condiciones para el vector ny se expresan por las desigualdades
(1.1) méx{¢—g,0}<a<min{g,¢}.

La extension de nuestros resultados para otro tipo de angulos @ y @ no tienen grandes dificultades.
En particular las formulas (2.45) y (2.76) siguen siendo vélidas para cualesquiera dngulos @ y «,
(ver la Figura 1).

Denotemos por u(y, ) a una solucion del problema (0.15) y por

(12) us()’» t) = M(y, t) - uin(y’ t)’ ye€ Q7 re R’

a la onda dispersa, esta onda es el resultado de la interaccion de la onda incidente u;, (dada por
(0.1)) con la cuna. Obviamente, el campo total u es la suma de la onda dispersa u,; y de la onda
incidente u;,. Como veremos mds adelante, u, consiste de la onda reflejada u, y la onda difractada
por la orilla de la cufia, uy, (véase (2.44)). De tal forma que por (1.2) y (0.15), u, es una solucion

para el siguiente problema mixto

0, yeQ
—Oyun(y,1), Y€ Q; [1>0,
—On, Uin(y, 1),y € Q2

1

Ou,(y, 1)
(1.3) 0y, us(y, 1)
On, (v, 1)
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con las condiciones iniciales

(1.4)

{m(y,m =0l 0

i (y,0) = 0

En general, F puede ser una funcién discontinua (por ejemplo la ® funcién de Heaviside), por ello

es necesario definir el significado de este problema mixto.

Para una funcién u(r) € S(R), definimos y denotamos a su transformada de Fourier como

+00

(1.5) m(w) = F_ ul(w) := fei“’tu(t) dz, w € R.

—00

Por la continuidad, esta transformada se puede extender a las distribuciones temperadas u € S'(R).
Para el caso en el que supp u C R*, la distribucién #(w) admite una continuacién analitica al

semiplano superior

(1.6) C'={zeC:Imz>0)

y ademads, por el Teorema de Paley-Wiener, la siguiente cota se satisface
(1.7) li(w)] < C(1 + |w)™[Im w| ™", weC,

para algunos m, N > 0. A esta continuacion analitica le llamaremos la transformada de Fourier-
Laplace de u. Reciprocamente, si una funcién G(w) es analitica en C* y satisface (1.7), entonces en

el sentido de S’(R) existe su valor en la frontera cuando Im w — 0+ , vease [27, Thm 1.5.2].

Para distinguir la transformada de Fourier con respecto a variables espaciales y a variables
temporales, asumiremos la siguiente notacién. Si u = u(x,t), x e R", n=0,1,2,t e R",m =0, 1,

entonces denotaremos a su transformada de Fourier con respecto de t como
Fl—wJ[M(" t)](w) = M(', (,())
y denotaremos a su transformada de Fourier con respecto de x como

Froelu(x, 1) := (g, ).
Véase las secciones 2 y 4 del capitulo 1.

También necesitamos definir algunos espacios funcionales para resolver el problema (1.3).
Primero definimos el espacio de las funciones prueba. Para ¢(y,f) € C°(Q X R) y m,N > 0,

denotamos

(1.3) llellmn = sup (1 + [yl + [eDM15,(y, D).
(y,)EOXR, |a|<m
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Similarmente, para ¢(y) € C ©(0) y m, N > 0, denotamos

(1.9) l@llwy = sup (1 + D187

y€Q, lal<m

DEriNicION 1.1. Denotamos a los espacios normados numerables:

D SQXR) = {p(y,1) € CQXR) : Il < +00, m, N > O},
M) S(Q) = {p() € C*(Q) : ligllny < +oo, m, N > O},

Ahora definimos el espacio lineal S’(Q x R*) de las distribuciones temperadas con soporte en
O X R*.
DEriNICION 1.2. Definimos y denotamos por S' (0 x R*) al espacio de las funcionales lineales

continuas en S(Q x R) con soporte en O xR+,

Para cada u € 8'(Q x R¥), existen m, N > 0 tales que

(1.10) Ku(, 1), o, O < Cllglly, ¢ € S(O X R).

Esto se sigue de la definicion de la topologia para espacios normados numerables, como se observa
en [19]. Usaremos el siguiente Teorema de Paley-Wiener para distribuciones, el cual resulta ser una
generalizacion directa de [27, Thm 1.5.2].

Lema 1.3. 1) Sea u € S'(Q x R*). Entonces su transformada de Fourier ii(y, w) se extiende a

una funcion analitica en C* con valores en S'(Q) y existen m, N > 0 tales que

(1.11) Ky, @), NI < Cligllnn(1 + )" Im o™, ¢ € S(Q).

1) Reciprocamente, sea i(y, w) una funcion analitica de w € C* con valores en S'(Q) y que satis-
face la cota (1.11). Entonces u(y, w) es la transformada de Fourier-Laplace de una distribucion

ueS(0xR).

Introducimos el espacio funcional al que pertenece la solucion de (1.3) que encontraremos mas

adelante.

DErINICION 1.4. Para € € R, definimos los siguientes espacios.

1) E, es el espacio de funciones u(y) € C(@) N Cl(a) con la norma finita dada por

(1.12) lull, = sup [u(y)] + sup {y)° [Vu()]| < oo,
yeQ yeQ
donde
(1.13) )= 2 0:=0\1{0)

Lyl
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) M. es el espacio de las distribuciones temperadas u(y, t) € &’ (OxR*) tales que su transformada

de Fourier-Laplace i(y, w) es una funciéon holomorfa de w € C* con valores en E,.

2. Reduccion al problema “estacionario” con parametro

Nuestro primer paso es el de aplicar la Transformada de Fourier-Laplace con respecto de ¢ al
sistema (1.3) para reducir el problema no estacionario a un problema “estacionario” con pardmetro
w € C*. Para esto primero calculamos las transformadas de Fourier-Laplace de las condiciones de

frontera.

Lema 1.5. Sea u;, la onda incidente en la forma (0.1). Entonces para cada w € C*, las sigu-

ientes identidades se cumplen

(1.14) 100, 0) 1= Fio [, 00| @) = Flw) &,

(115) F._, [ﬁyz I/t,'n(y, t)]'yte (w) = lwﬁ(w) sin eiwyl COS(I’

(1.16) Frsis |Onyttin(, t)]' o, (@) = —ioF@)sin@ + @) e
yelh

donde F(w) es la transformada de Fourier compleja de la funcion F(s).

DemosTrACION. Calculando la transformada de Fourier de (0.1) y haciendo el cambio de variable

n =1t—1ngp-ytenemos
Froo [, D] (@) = Fisy [F(t = g - )] () = &“™VF, L, [F1] (w) = e“ ™ F(w),

lo cual prueba (1.14). La definicion (0.1) de la onda incidente implica que u;,(y, f) = F(t—y; cos @ —
v, sin @). Esta tltima igualdad se entiende en el sentido de distribuciones, véase [18]. Derivando en
el sentido de distribuciones obtenemos 0y, u;,(y, ) = —cos @ F'(t—y; cosa =y, sina) y 0,,u;,(y, t) =
—sina F'(t — y; cosa — y; sina). Calculando la transformada de Fourier de d,,u;,, haciendo el

cambio de variable = ¢ — ny - y y usando el hecho de que F,_,[u®(1)](w) = (—iw)* fi(w), tenemos
Fi . [6y2 Uin(y, t)] (w) = —sina ™VF,_ [F(t -y cosa—y,;sina)] (w)
(1.17) = iwF(w)sina ™Y, yeR?’, weCh.
De aqui que (1.15) se sigue paray € Q;.
Como en (1.17), obtenemos

(1.18) Fio [0y, 1(y.1)] (@) = iwF(w) cos a ™,
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Por (0.4), n, := (sin ¢, — cos ¢) = (—sin D, — cos D). Asi que
(1.19) OnyUin(y, 1) = Vin(y1, y2) - My = = sin @ 9y, ujn(y, 1) — cos @ By, u, (y, 1).

Calculando la transformada de Fourier de 0y, u;,, haciendo uso de la linealidad de la transformada

de Fourier, asi como de (1.17), (1.18) y el hecho de que sin(¢ — @) = —sin(® + @), tenemos que

(1.20) Fiiy [0y ttin(y, D] (w) = —iwF(w) sin(® + a)e“™? |y e R2

D +
Notemos que siy = (y1,y2) € O, entonces ny - y = —y; Lq)a/). Asi que de (1.20) obtenemos

sin
(1.16).

Ahora podemos escribir el sistema “estacionario” con pardmetro w € C*, que corresponde al

sistema (1.3) después de aplicar la Transformada de Fourier-Laplace con respecto de t.

OBSERVACION 1.6. Escribimos la palabra “estacionario” entre comillas para diferenciar entre
este sistema y aquel sistema que describe la difraccion estacionaria con w = wy fijo (recordemos
que wy es la frecuencia de la onda incidente), véase (0.7). En el siguiente sistema (1.21), w es un

pardmetro variable de C*.

Corovrario 1.7. La transformada de Fourier del sistema (1.3) estd dada por

(A + ) i (y,w) = 0, yeQ
(1.21) 0y, it(y,w) = —ia)f:(w) sin @ €105, yeQ
Onyity(v, ) = iwF(w) sin(® + @)e 2 “5ws" ye O,

DEmosTRACION. La primera ecuacion se obtiene al aplicar la transformada de Fourier a la primera
ecuacion de (1.3), mientras que la segunda y tercera ecuacion de (1.21) se siguen directamente de
las formulas (1.15) y (1.16). .

Notemos que las condiciones de frontera en (1.21) estdn bien definidas para it (y, w) € E,. Por
otro lado, las condiciones de frontera de (1.3) no estdn bien definidas para distribuciones temper-
adas u,(y, t). Esto nos sugiere la siguiente definicion.

DEeriNiciON 1.8. Decimos que uy(y, t) € M, es solucion de (1.3) si it,(y, w) € E, es solucion para
(1.21).
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OBSERVACION 1.9. Precisamente entenderemos el sistema (1.3) en este sentido cuando F € §'.

Para el caso en el que F € C%, el espacio M, se cambiard por &, y, véase (2.77).

3. Reduccion del problema en el plano

El segundo paso del Método de las Caracteristicas Complejas (MCC) es el de reducir el prob-
lema (1.21) a un problema en el plano. Esto se hace a través de la extension por cero de la solucién
u, al plano y la aplicacion de las ecuaciones del sistema a dicha extension en el sentido de distribu-
ciones (véase [25], [26], [28] y [29]).

3.1. Reduccion del problema al primer cuadrante. Antes de hacer la extension es conve-
niente transformar (1.21) al problema en el complemento del primer cuadrante. Esto se hace por

medio de la transfromacién lineal de Q al complemento del primer cuadrante.
Hacemos el cambio de variable (x1, x,) = L(y1,y2) que corresponde a la matriz £ que transfor-

ma de manera biyectivaa Q en K := {(x1, x2) : x; < 06 x; < 0}, mediante las ecuaciones

»2
sin ®

(122) X1 =) +y2COt(D y Xy = —
Encontraremos la nueva forma del sistema (1.21) en las coordenadas (x, x,).

DEeriNniciON 1.10. Sea v(xy, x,, w) la funcion definida por

(123) V(XI,XZ, CL)) = aS(L_l(-xth)’ (1)), w e C+’ (Xl, XZ) € K.

Aunque la funcién v depende del pardmetro w, en algunas partes del resto del presente trabajo

escribiremos simplemente v(x) en lugar de v(xy, X2, w).

A pesar de que v es la transformada de Fourier-Laplace i, a v no le agregamos el gorrito en
su notacién, pues mas adelante vamos a volver a aplicar la transformada de Fourier en el sentido

generalizado.

En términos de v(x, w), el sistema (1.21) para la funcién (1.23) se ve de la siguiente manera.
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Lema 1.11. El problema (1.21) es equivalente al siguiente problema en el plano K

1
H(D, wv(x, w) := |- A =2cos@ 32 | - 0 [¥(x,w) = 0, xekK
sin® @ e
1 A .
(1.24) cot® d,,v(x;,0, w) — s 0,v(x1,0,w) = —iwF(w)sina <", x>0
1 N )
R 9,,(0, X2, W) + cot ® 8,,v(0, X2, ) = iWF(w) sin(® + @)@ P+ 5, > ()

donde v(x, w) estd definida en (1.23).

DemosTRACION. Primero hacemos la reduccion de la primera ecuacion del sistema (1.24), esta
ecuacion es conocida como la ecuacion de Helmholtz. Para ello aplicamos el cambio de variable
(1.22) a la primera ecuacion de (1.21) e inmediatamente obtenemos la primera ecuacion de (1.24),

donde v(x) y @i, se relacionan mediante (1.23) y D se define mediante D = (id,,, i0,,).
En segundo lugar, hacemos la reduccion sobre las condiciones de frontera.

Haciendo el cambio de variable (1.22) y utilizando la regla de la cadena obtenemos d,, = d,, y

1
0y, = cot® 9,, - Sin—q)axz, de donde

1
(1.25) 0y, it,(y, w) = 0y, l1,(y, w), 0y, ity(y, w) = cot® 0, l1,(y, w) — —— (DGxZitx(y, w).
sin

Asi que al igual que en (1.19) y por (1.25) obtenemos

1
(1.26) On,lls(y, ) = ———= 0y,i,(y, w) + cot ® 0,,it,(y, w).
sin ®

De tal forma que si y € Qi, entonces por (1.25) sustituyendo dy,i, en la parte izquierda de la
segunda ecuacion de (1.21) y usando el hecho de que L(Q;) = {(x1,0) : x; > 0}, tenemos

. 1 N
[cot(D Oy, it5(y, W) — ——=0,, (v, w)]
sin @

01,11, @)
& yeQi

1
cot® 9,,v(x,0, w) — —=0,,v(x1, 0, w), x; > 0.
sin @

Mientras que en la parte derecha de la segunda ecuacién de (1.21) simplemente sustituimos y; por
x1, dado que y = (y1,y2) € Qg siy solo si L(y) = (x1,0) y de este modo obtenemos la segunda

ecuacion de (1.24). Finalmente, si y € Q,, entonces sustituyendo (1.26) en la parte izquierda de la
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tercera ecuacion de (1.21) y usando que £(Q;) = {(0, x3) : x, > 0}, tenemos

[n,1,3, )

sin @

1
0 [— 0y, i5(y, w) + cot D a,,it,(y, a))]

YEQ>
1
= ——— 0,,v(0, x2, w) + cot D 9,,v(0, x, w), x; > 0.
sin @

Y también en la parte derecha de la tercera ecuacion de (1.21) simplemente, de acuerdo a (1.22),
sustituimos y, por —x; sin ®, ya que por la definiciéon de Q,: y = (y1,y2) € Q, siy s6lo si y, =

—x, sin @, para x, > 0. De este modo obtenemos la tercera ecuacion de (1.24). —

DEerFnicioN 1.12. Definimos al espacio E.(K) como la imagen del espacio E, bajo la transfor-
macién L, ver la defincién 1.4.

Denotamos K := K \ {0}.

No es dificil convencerse de que E.(K) resulta ser el espacio de las funciones v(x) € C (E) N
C'(K) cuya norma definida en (1.12) continda siendo finita, con la diferencia de que ahora el
supremo se considera sobre la regiéon K. Es decir, si v(x) € C (E) N C'(K), entonces
(1.27) V|, = sup |[v(x)| + sup {x}° |Vv(x))| < co.

xeK yek
3.2. [Extension al plano. Datos de Cauchy. En esta seccion extendemos el problema (1.24)

a un problema en el plano. Después de la diferenciacion de la funcion discontinua aparecerdn los

datos de Cauchy sobre la frontera. Introducimos estos datos.

Dermnicion 1.13. Siv € E,, con € < 1, entonces v posee los siguientes datos de Dirichlet sobre
0K
v(x1,0,w), x>0
0, x1 <0

V(O’ X2, (J)), X2 > O

0, X <0

(1.28) v%mw%:{ ; v%mwy:{

y también v posee los datos de Neumann sobre 0K

axzv(-xl’ 0, (1)), X1 > 0 .

1
V](-xbw) = [axZV()C],O, w)]o = s
0, x1 <0
1.29
( ) | 0, v(0, x2,w), x>0
V(X w) = [0,W0, X, w)], = 0 <0
) 2 <

OBSERVACION 1.14. La norma (1.27) implica que para cada | = 1,2 existen constantes C(w),

Co(w) € R, respectivamente, tales que

(1.30) bl w)| < Cw{x}?, xeR\{0} vy Pxw)|<Cow), xeR
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Mds auin, para cadal = 1,2y =0, 1 tenemos

(1.31) Ve S'(R), supp(f) cR*  y Ve Ll (R).

Extendemos v(x, w) por 0 fuera de K y denotamos

vix,w), xé€ K

(1.32) vo(x, w) = { 0. "

Asi que por la definicién del espacio E, v, determina una distribucién regular en R?, pues & < 1.
Ademads vy(x) € C*(K).

Aunque el operador de Helmholtz H, los datos de Cauchy vf y la funcién vy dependen del
parametro w € C*, en algunas partes del resto del presente trabajo simplemente escribiremos H (D),

vf (x1) y vo(x) en lugar de H(D, w), VP (x7, W) y vo(x, w), respectivamente.

Lema 1.15. Sea v(x) € E.(K) una solucion de (1.24). Entonces en el sentido de las distribu-

ciones, es decir en S'(R?), tenemos que

(1.33) H(D, w)vo(x, w) = do(x, w), x € R?,

donde dy(x, w) = dy(x) es la distribucion dada por

(1.34) do(x) := Sin;zq)[é(xl)v;(h) +6(x)vi (1) + & (Vo (x2) + 8 )V (x1)

—~2.c0s ®[6(x1)d,, ¥ (x2) + (x2)0., V)(x1)] + 20(0) cos D 6(x1, x2)].

DEemMosTRACION. Para 7 > 0 consideramos K := {x € K : x; < —7 6 x; < —7}. Denotamos por

] vx), xe ET
(1.35) vo(x) = { 0 o

Por el Teorema de Weyl cada solucién de la ecuacion eliptica con coeficientes constantes (el ope-

rador de Helmholtz) pertenece a C*. Por lo tanto v.(x) € C*(K,), ya que H(D)v.(x) = 0 para cada

x € K, y H es un operador eliptico. Entonces, v; — vg en L!

L (R?) cuando T —> O+ yaque v € E,

con € < 1. Por lo tanto,
(1.36) ve(x) — vo(x) en S'(R?), T—0+.

Ahora aplicamos el operador H (D) de (1.24) a la distribucién v.. Ya que v, es una funcion discon-

tinua y vy es una solucién de la ecuacién homogénea transformada de Helmholtz en K, tenemos

(1.37) H(D, w)v.(x) = d.(x), x € R?,
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donde d- es una distribucién con soporte en K. Derivando v. en el sentido de 9 (R?), obtenemos

d.(x) = — 12 [ 0(xy + T)O(x; + 1)0,,v(x1, —T) + &' (X2 + T)O(x] + T)v(x1, —T)
sin” @

+ 8(x1 + T)O(x; + T)0,, V(—T, X2) + &' (X1 + T)O(x; + TIV(—T, x2)
—2cos D 6(xy + 7)O(x; + 7)0,,v(x1, —T)
—2cos® 6(x; + 1)O(x; + 7)0,,V(—T, X7)
—2cos® v(—1,7)0(x1 + 7)0(x2 + T) ],
donde O es la funcién de Heaviside (véase Anexo A3). La relacion (1.36) implica que
d.(x) — Hvo(x) en S’ (R?), T—0+.
Asi que para demostrar (1.34), sélo faltaria ver que
(1.38) d, — d, T—0+.
Paso 1. La continuidad de v(x) en K implica que
(1.39) O(x; + T)v(xy,—7) — v(l)(xl), T — 0+, x; €R.
De (1.12) tenemos que [v(x;, —7)| < C, T >0, x; € R. Asi que (1.39) implica que
O(x; + v(x,—-1) — W(x)enS'(R), 17— 0+.
De aqui, tenemos
(1.40) 8 (X2 + 1)O(x; + TIW(x1, —T) — & (x2)v)(x1) en S'(R?), T—-0+.
Similarmente, tenemos
(1.41) &' (x1 + T)O(x2 + TIWV(-T, x2) — & (x)(x2) en S'(R?), 17— 0+.
y v(—1, —7) — v(0), por lo tanto

(1.42) —2cos Ov(—T1, —7)0(x1 + T)0(x + T) — —2v(0) cos DH(x), T— 0+.

Paso 2. La continuidad de Vvy(x) en E implica que

(1.43) 0y, v(x1,—T) = 0,,v(x1) Yx; > 0, T—>0+.
Por (1.12) tenemos

(1.44) [0,,v(x1, —T)| < C{(x1, 7))} < Ci{x1}7°%, Xy > -T.

Como se asume que 0 < € < 1, entonces por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
(1.43) y (1.44) implican que

O(x; + T)0,v(x1, —T) = O(x))d,,v(x1,0) = vi(x)) en S'(R?), T—>0+.
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De aqui
(1.45) 5(x2 + T)Ox; + 1)y, v(x1, —7) — S(x)vi(x) en S'(R?), 70+
Similarmente, tenemos
0'(x1 + 1)O(xy + 7)0,, V(—T, x) — 6’(x1)v;(x2)

—2¢c0s DS(x; + T)O(x] + 7)0,, v(x,—T) —> —2c08 @6(x2)di)qv?(x1)
(1.46) +2v(0) cos ®o(x) 7T—- 0+

—2¢c0s DS(x; + T)O(xy + T),,v(x2,—T) —> —2c08 @6(x])dixzvg(xz)

+2v(0) cos Do(x)

en S’'(R?). Finalmente, (1.40)-(1.42) y (1.45)-(1.46), implican (1.38). i

En la siguiente proposicion expresamos a las condiciones de frontera en términos de los datos
de Cauchy.

Proposicion 1.16. Sea v(x) € E.(K) una solucion de (1.24). Entonces para cada | = 1,2y
B = 0,1, los datos de Cauchy Vf definidos en (1.28) y (1.29), satisfacen las siguientes condiciones

de frontera

d 1
cot® [d—m W(x)) - 5(x1)v(0)] sl vi(x1)
= —ia)lA:(a)) sina@ O(x;) ewxcose, x; €R,
(1.47)
d
cot® [d_xz V() — 5()62)\/(0)] Y vy (x2)
= wF(w)sin(® + @)O(x,) @25+ ) e R,

DemostrACION. Extendiendo a R la segunda y tercera ecuacion de (1.24) y usando (1.28) y (1.29)

obtenemos
COt(D[axl vi(x1, 0, w)]o T o vi(xl, w) = —iwF(w)sina O(x;) @15, x; €R;
1 . .
cot ®|d,, v(0, %, )] - o W.0) = wF)sin(@ +a)Ox) e, € R,

Usando derivacién en 9’, tenemos

— W) = w0)5(x1) + [y vi(x,0,0)]

dx1

0’

o 2w = vO080n) + [0, (0 x, 0]

De aqui se deduce (1.47). —
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4. Transformada de Fourier

Similarmente a la transformada de Fourier (1.5) introducimos la transformada de Fourier de
las funciones que pertenecen a S(R"), n > 1. Esta transformada de Fourier se extiende por la
continuacion al espacio S'(R") (véase por ejemplo [18]). Los teoremas del tipo Paley-Wiener se

siguen satisfaciendo para los conos convexos [27].

Aplicando la transformada de Fourier (1.5) (en el sentido de §”) a la ecuacién (1.33) obtenemos
1 ~
(1.48) H(E, w)To(é) = [m (&7 + & — 26,6 cos D) — w* | F9(6) = dp(é,w) & € R?,
donde (€) y dy(€), denotan la transformada de Fourier de las distribuciones temperadas vq y d,
respectivamente. Notemos que la identidad (1.48) también se entiende en el sentido de las distribu-

ciones. Calculando la transformada de Fourier de (1.34) obtenemos

doé.w) = | P1€) = #(E(i — 2i, cos D)

sin® @
+13(62) — (&)1 - 2i€, cos D) — 2 cos Dv(0)|.

Dado que H (&, w) # 0 para todos ¢ € R*? y w € C*, la identidad (1.48) nos permite expresar la

solucion como p ( )
- _ do(§,w
&0 = ey

Esto nos lleva a determinar las funciones desconocidas \7;(52) y una de las funciones \7‘1)(51) 0 \7{(51).

£eR%

Para ello usaremos las ecuaciones (1.47) y (1.48).

Lema 1.17. La transformada de Fourier-Laplace para el sistema (1.47) y w € C*, toma la

forma
F(w) sin
cotd)[izlﬁ?(zl,w) + v(O)] +—— Tz, w) = - wF(w) CY, Imz >0,
sin ® 71 + wcosa
(1.49)
o 1 a)f:(w) sin(® + )
t®|iz7(z2, w) + v(0)| + (22, , Imz, > 0.
co [’Z2V2(Z2 w) + v( )] sin @ V(22 @) 22 + wcos(P + @) e

DemosTrAcION. Esto se sigue de (1.47) y del Teorema de Paley-Wiener [27] ya que supp vf c R
(1

Lema 1.18. Paral = 1,2, existe C(w) € R tal que

Clw
e = 52 :
(150) 1+I & ImZ1>0,U)€C.
Penw)| < cwEmal

Im z
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DemosTrACION. La cota para ﬁ?(zl, w) se obtiene por integracion de (1.30) y de la transformada de
Fourier compleja, considerando & = z; € C*. La demostracion de la cota para f/l‘ (z;, w) se encuentra

enel [22, Lemma 5.1]. i

5. Laecuacion de conexion y la formula general de la solucion

En esta seccion se realiza el tercer paso del Método de las Caracteristicas Complejas: el “le-
vantamiento”de las transformadas de Fourier de los datos de Cauchy a la cubierta universal de la
superficie de Riemann del simbolo del operador de Helmholtz H(D). Esta idea estd inspirada en la

siguiente razon.
Denotamos por V = V(w) a la superficie de Riemann
(1.51) V ={(z1,2) € C* : 22 + 25 — 2212, cos D — w? sin”> @ = 0}.
Notemos que si (z1,2;) € V, entonces
(z; sin @) + (zo — 71 cos D)? = W? sin” ®.
Asi que las formulas

71 = wsin
1 ¥ peC

Zp—z1c0s® = wsin®cosyp
dan una parametrizacion para V. Es conveniente cambiar el parametro ¢ por el parametro u := ip.
La superficie V tiene una cubierta universal V = C con la proyeccién p : V — V definida por

71 = z1(u) 1= —iwsinhu

(1.52) pip— (@,2), { 2 = 2o(p) 1= —iwsinh(u + i®)

Para [ = 1, 2, respectivamente, definamos V;" como la componente conexa del conjunto

{ueC:mz@w >0},

Vg r .
=1 ) yU=1 (5 — (D), respectivamente. Entonces

oV =T Ut

la cual contiene el punto u

donde
IT={peC:Imz(u)=0,0el7},
(1.53) It ={ueC:Imz( =0, inel},

{
{

IS ={ueC:Imzw) =0, in-®) eI},
{ueC:Imzw) =0, —id e TF).



14 1. EL METODO DE LAS CARACTERISTICAS COMPLEJAS

No es dificil convencerse de que

(1.54) = {,u = (U + i) : i pta €R, pr = arctan(ﬂ tanh,ul)}
wy

con la rama arctan O = 0. La misma representacion se cumple paraI'| con la rama arctan 0 = 7. Por
lo tanto, el contorno I'] es la traslacién de I'] por el vector inr, es decir I'7 = I'] + in. Similarmente,
el contorno I'J es la traslacién de I por in y I'] es la traslacién de I'] por —i®. Asi, todos los

contornos dados en (1.53) son traslaciones idénticas de Iv“l’. Denotamos y definimos el contorno
(1.55) y») =17 +iv, veR.
Entonces los contornos (1.53) se representan en la siguiente forma

I'7 = y(0), It = y(n),

(1.56) ! g
I =y -0), I}=y-0).

Para [ = 1,2, respectivamente, definamos la region \V/l‘ como la componente conexa del conjunto
{r € C: Im z;(u) < 0} que contiene al punto u = —ig. Consideremos también V= := \71‘ N \72‘ y
(1.57) Ve = Viuv-u iy,

donde R denota la cerradura de la regién R. (Ver la Figura 3, la cual corresponde al caso Re w > 0).

Podemos representar a las regiones V", V', V™ y Vs en términos de los contornos y(v) de la
siguiente manera

V= y(0) < p < y(m)h, Vi=(u:y(=2n+ ) <p < y(-7 + §));
(1.58) Vi = {u:y(-n) < u<y0), Vy={u:y(-m+¢) < pu <y

Visfuiy(-n+ ) <pu<y0), Vo ={u:y(=®) <p<ymn)
(Ver la Figura 3). En este caso, el simbolo “ <" significa que el punto u se encuentra entre las

correspondientes curvas. De igual manera, para § > 0 consideraremos la subregién Vs s dada por
Ves = {ueC:y(-®+06) <p <yr-0)).

(Ver la Figura 3).

5.1. Levantamiento sobre la cubierta universal. Ahora “levantaremos” las funciones ﬁf
sobre V;" por medio de las proyecciones (1.52). Para ser mds exactos, denotemos por f/f (u,w) ala

composicién de \713 (z7, w) con z;(u, w), es decir
(1.59) W w) =¥ @ww),  zeC, 1=1,2, B=0,1.

DEriNiciON 1.19. Definamos y denotemos por H(V) al conjunto de las funciones analiticas en

un conjunto abierto V c C.
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Notemos que la analiticidad de las funciones ﬁf en C* implica la analiticidad de \“/lﬁ en \v/;r, para

[=1,2,es decir
(1.60) L eHWVH, 1=1,2, =01

DEriNicION 1.20. Para cada O < € < 1, definimos las regiones

Vi, = {ueCiyle) <u<yr-e),
Vi, == {ueC:y(-D+e)<u<yr-o-eh

Lema 1.21. Los levantamientos \V/f (w), definidos en (1.59), admiten las siguientes cotas

W w)| < C,eReH, uev

Le?

[=1,2.

(1 + Im(—iw sinh w))? .
C , eV,
) i sinh 1) HE Ve

IA

(1.61) IR

) (1 + Im(—iw sinh(u + iD)))* Vv
N, < C ’ V2
|v2(,u w)| (w) Im(—iw sinh(u + iD)) HE T

DemosTtrACION. De (1.59) y (1.50) tenemos que existe C(w) > 0O tal que

- C(w)

162 0 . = 0 < _— I O
(1.62) W o) = [ @) < — D m z1(u) >
Afirmamos que, para el caso / = 1, se tiene
(1.63) Im zy(u) > 2508 JReul eV

En efecto, por (1.52), sabemos que si w = w; + iw; y i = {y + iy, entonces

Im z, (1)
(1.64)

w1 .
w; cosh g | —— tanh yy cos pp + sinuy | .
w2

weC*.

Im(—iw sinh ) = —w; sinh w; cos u; + w, cosh wy sin u,

Sabemos que cosh u; > % ey ademds se satisface (3.41), asi que considerando estos hechos en

(1.64) se deduce (1.63). Lo cual concluye la prueba de la primer afirmacion de (1.61) para el caso

[ = 1. El caso [ = 2, se demuestra de manera analoga.

Por otro lado, las dos dltimas cotas que se indican en (1.61) se establecieron en [22, (66)-(67)].

(2
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 Im p
3
2
_
| T}
bg .
v Vl

Figura 3. La Superficie de Riemman

5.2. Ecuacion de Conexion. Ahora podemos formular nuestra ecuacion de conexion fun-

damental. Ya habiamos notado que las funciones f/; (4, w) son analiticas en las regiones XV/l* , para
[ =1,2, (véase (1.60)).
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DEerNICION 1.22. Para [ = 1,2, denotamos por [V(u)], a la continuacién analitica, si es que
existe, de una funcién V(u) € H(\v/;') a la regién compleja Vs (ver la Figura 3). También definimos

las siguientes funciones
(1.65) Vi, w) = V(U w)+ wsinh(u — i®) Vi (4, w) + v(0) cos D, uevs,
(1.66) Vo(, w) = Vy(u, w) + wsinh(u + 2iP) v, (1, w) + v(0) cos O, ue \V/;.

En [25] se establecid y demostro la siguiente ecuacion de conexion.
Prorosicion 1.23. Sea v(x) € E.(K) una solucion de (1.24), entonces

a) La funcion V,(u) admite continuacion analitica de V" a Vs y la funcion v,(u) admite con-
tinuacion analitica de V; a Vs.
b) Para las continuaciones analiticas de vi(u) y v,(u), se cumple la siguiente ecuacion de

conexion

(1.67) @], + 2], =0, pe Vs,
ver la definicion 1.22.

¢) Para las continuaciones analiticas de V(i) y Vv,(u) se cumple la siguiente estimacion

(1.68) | D), | < G (1+ €4, pevss I1=1,2

D +
para cualquier 6 € (O, Tﬂ) y para algiin q € R que depende de v} (1) y v3(w).

DEMOSTRACION. Se encuentra en [25]. —

5.3. Laforma de la solucion en los términos de los datos de Cauchy.

DEeriNICION 1.24. Para cada 6 € [¢, 2], sea I'(8) el contorno descrito por

(1.69) r®) = { Y@ Uy(-D), sip <0<m,

— — .
y(m)Uy(—m), sim<6<2nm,

donde y(v) es el contorno definido mediante (1.55) y las orientaciones del contorno I" se muestran

en la Figura 4.

En el articulo [22, Thm 9.1] se demostro el siguiente resultado sobre la representacién integral
de la solucién de la ecuacién de Helmholtz (A + w?) ii,(y,w) =0,y € Q, w € C*.
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I'®), 6 € [¢,7]
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Im u
3
2
— Y()
T
— ()
3
¢

I'8), 6 € (r,2n]

0 —— (D)

Figura 4. Contorno I'(6)
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TeoREMA 1.25. Si existe una solucion al problema (1.21) en el espacio E, con € € (0, 1), en-

tonces ésta se puede expresar mediante la siguiente integral:

1

170 b = f PO (0 A > 0, 0 € (6,27,
o)

donde T'(0) es el contorno descrito en (1.69) y la funcion V, estd definida en (1.65).

6. Reduccion a la ecuacion en diferencias

En esta seccion reduciremos la ecuacion de conexion (1.67) que tiene cuatro funciones incégni-
tas a una que contenga sélamente dos funciones incdgnitas a la que llamaremos la ecuacion en
diferencias.

6.1. Eliminacion de dos datos de Cauchy en la ecuacion de conexion.

Lema 1.26. Para cada w € C*

F in® si y
(T @ = —weosDsinhp () + D SMP SN osa, pe v,
isinhy — cos

. . , o F) sin®@sin@+a)
(1.72%,(n) = —wcos® sinh(u + D)V, (1) Fsinh(u + i®) — cos(® + @) v(0) cos @,

ue vy

DemosTrACION. De la primera ecuacion de (1.49) tenemos

wF(w) sina

P1(z1) = — cot ®|iz; #(z1) + v(0)| -

sin @ 71 +wcosa’

a)lA:(a)) sin @ sin @

asi que despejando ¥{(z;) tenemos ¥,(z;) = —cos (D[izn?‘l)(zl) + v(O)] - on-

71 + wcosa
siderando el levantamiento (1.59) con la proyeccidon (1.52) sobre la cubierta universal y desarrollan-
do, obtenemos (1.71). Por otro lado, la ecuacién (1.72) se obtiene al despejar Vé(zl) de la segunda

ecuacion de (1.49). —

ProrosicioN 1.27 (La Ecuacion de Conexion Reducida). Sea v(x) € E.(K) una solucion al
problema (1.24). Entonces las funciones i’f (w) € H(\v/;“), [ = 1,2, definidas en (1.59) tienen conti-

nuacion meromorfa en Vs y ademds satisfacen la ecuacion de conexion

(1.73) cosh  ¥0(u0) — cosh(u + i®)W(u) = G(u, w),  p € Vs,
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donde

iF(w) sin sin(® + @)

1.74 Gu,w) := - + — .
( ) (. @) W isinhu —cosa isinh(u + i®) — cos(D + @)

DemosTrRACION. Sustituyendo (1.71) en la parte derecha de (1.65) obtenemos

F . @ .
B = —woos® sinhy W) + D SNPSNT L osd
isinhu — cosa

+w sinh(u — i®) V) (u) + v(0) cos P

F(w) sin @ sin

= —w|cos® sinhyu — sinh(u — iD)|V| (1) + — .
isinhu — cosa

Dado que cos @ sinh u — sinh(u — i®) = i cosh u sin ®, entonces

F(w) sin @ sin &

(1.75) Vi(u) = —iwsin® coshu W(u) + uevy.

isinhy —cosa’
Andlogamente, sustituyendo (1.72) en la parte derecha de (1.66) obtenemos

wsin(® + ) F(w)
isinh(u +i®) —cos(®+a) w
—v(0) cos @ + w sinh(u + 2i®) V;(u) + v(0) cos O

_ . . . e F(w) sin @ sin(® + @)
= —w| cos Dsinh(y + i®) — sinh(u + 2i®) [¥(u) - e S—r—

Vo (1) —wcos O sinh(u + iP)V, (1) —

Como cos ® sinh(u + i®) — sinh(u + 2i®) = —isin ® cosh(u + i®), tenemos que

F(w) sin @ sin(® + @)
i sinh(u + i®) — cos(® + a)’

(1.76) ¥5(u1) = iw sin @ cosh(u + iD)WI(u) — pev;.

Por otro lado, dado que V,(u) tiene continuacion analitica a Vs, entonces por (1.75), \V/(l)(,u) tiene
continuacién meromorfa a Vs. Similarmente, \Vzg(,u) tiene continuacién meromorfa a Vs. Por lo tanto
las identidades (1.75) y (1.76) son vilidas en Vs. De tal forma que al sustituir (1.75) y (1.76) en
(1.67), para cada u € Vs obtenemos

F . (D .
0 = —iwcoshy sin® () + ) SN® sina

isinhy — cos
F(w) sin @ sin(® + @)
i sinh(u + i®) — cos(® + a)
= sin®| — iwcosh V() + iw cosh(u + i®)V)(u1)
F(w) sina ~ F(w) sin(® + @)
isinhy —cosa isinh(u+i®) —cos(® +a) |

+iw sin @ cosh(u + i)V, (u) —
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De la definicion del angulo @ dada en (0.4), sabemos que sin @ # 0, entonces
—iwcoshu VW(u) + iwcosh(u + i®VI(u)

. sin sin(® + )
- Fw)|-— + — ; =0,
isinhu —cosa isinh(u + i®) — cos(D + a)

finalmente de esta ultima igualdad se obtiene (1.73). .

La ecuacién (1.73) contiene dos funciones incégnitas, por lo tanto este problema pareciera
indeterminado. Sin embargo, resulta que es posible eliminar una funcién incognita usando las
propiedades de automorfia de los levantamientos \V/f . Este método fue propuesto por Malyuzhinets
en [30] y [31].

6.2. Automorfismos. Para reducir la ecuacién (1.73) a la ecuacién en diferencias, usaremos
. . . v0 v . ., .
las propiedades de automorfia de las funciones v (u) y v,(u), para ello a continuacion definimos los
automorfismos A, y h,.

DerinicioN 1.28. Para cada [ = 1, 2, definimos los automorfismos 711 -V — Vdela siguiente
manera: /i, es la reflexién del plano con respecto al punto iZ, mientras que /1, es la reflexién del

plano con respecto al punto i7 — i®, es decir

(1.77)

) = —u+i
{1w> o+ im sec.

ho(u) = —p + in — 2i®

Algunas propiedades de estos automorfismos 4, y h, se encuentran enunciadas en el siguiente
resultado.

Lema 1.29. Si hy v hy son los automorfismos definidos en (1.77), entonces
a) Las proyecciones z; dadas en (1.52) satisfacen las condiciones de automorfia

(1.78) z(h(w)) = zi(w), pecC, =12

b) Los levantamientos i’f dados en (1.59) satisfacen las condiciones de automorfia

(1.79) P (h() = ¥ (w), ueVi, 1=12, B=0,1.

DemosTtrACION. Notemos que (1.52) y (1.77) implican directamente (1.78). Mientras que (1.79) se
sigue de (1.78) por (1.59). i
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6.3. La ecuacion en diferencias. En esta seccion reduciremos la ecuacion de conexion dada
en (1.73) a una ecuacion en diferencias. Una vez establecida dicha ecuacién en diferencias, en las

siguientes secciones le buscaremos una soluciéon meromorfa y después una solucién analitica.

Para ello introducimos las regiones

(1.80) ‘V/z,z = Vs Uhy(Vy),
(1.81) Ws = Veo Uly(Vsy).

Asi que por la definicién de la regién Vs dada en (1.58) y los automorfismos 4, y h, definidos en

(1.77) tenemos que
Voo = {u:p(20) <pu<y(m} y Wy = {u: y(=20) < u < y(r + 2D)}.
OBsERVACION 1.30. No es dificil convencerse de que

a) \v/m es invariante bajo lv12, es decir itz(\v/m) = \V/m.
b) WX = ‘V/z’z U (‘72’2 + 21(13)
C) ‘V/z - Wz.

(Ver la Figura 3).

En el siguiente resultado extendemos la ecuacién de conexién (1.73) a C.

Lema 1.31. Sean v(x) € E.(K) una funcion que satisface (1.33)-(1.47) y \V/(l’, \V/g los levanta-
mientos definidos en (1.59). Entonces \Vz? y \V/g admiten continuaciones meromorfas en C y ademads

satisfacen las condiciones

Gy, w),

1.82
(1.2 W),

e C,

—iw cosh u W(u, w) + iw cosh(u + PV (i, w)
V(—u + im)

donde G estd definida en (1.74).

DemosTrACION. De la ecuacion (1.73) y del hecho que \V/? son meromorfas en Vs y automorfas con
respecto de By (paral = 1,2), y G es meromorfa en C, obtenemos que la ecuacion (1.73) es valida
en Ws. Ahora bien, dado que \V/g es automorfa con respecto de izz y meromorfa en Ws, entonces y
automorfas \7(2) admite continuacién meromorfa a Wy U fzz(WZ). Asi, dado que G es meromorfa en C,
entonces de la ecuacion (1.73) obtenemos que \“/(1’ admite continuacién meromorfa a Ws U EZ(WZ);
mas aun, (1.73) se cumple en esta region. Analogamente, dado que \7(1) es automorfa con respecto

de h; y meromorfa en Wy U hy(Wy), entonces \V/(l’ admite continuacién meromorfa a

W = Wy U hay(Ws) U by (W U hy(Wy))
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y (1.73) se cumple en W. No es dificil convencernos de que W es la regién descrita por la franja
W = {y cy(—4d) < u < y(4d)+7r)}. Continuando con este proceso obtenemos que (1.73) se cumple
en Cy 1) es automorfa con respecto de hy en C. -

Teorema 1.32 (La ecuacion en diferencias). Sean v(x) € E.(K) una solucion del sistema (1.24)
y \V/(l) la funcion definida en (1.59). Entonces \V/(l) es solucion del siguiente problema que consiste de

la ecuacion en diferencias y de la condicion de automorfia de V) con respecto a hy (ver (1.77))

~0 _ . v0 . —
(1.83) cosh u v, (u, w) — cosh(u + 2i®) vl(;f0+ 2iD, .w) {30(;1, w), cC,
Vl(_,u +im) = vl(/"l)’
donde
(1.84) Bt w) = F(w) . cosh.,u __ cosh(y. + 21d?) '
w | sinhu+icosa sinh(u+ 2i®) +icosa

DemostrAcION. PASO 1. Aplicando el automorfismo I, a (1.73), obtenemos

(1.85) cosh(h,(u)) ¥ (hy (1)) — cosh(ha(u) + i®)W(ha () = G(ha(u)).

Por (1.77) cosh(/,(u)) = — cosh(u + 2i®) y cosh(f,(u) + i®) = — cosh(u + i®). Ademds, el Lema
1.29 afirma que W (ha(w)) = V(i (ha(w))) = Wo(u + 2i®) y ¥(ha(w)) = ¥(w), para cada cada y € C;

asi que (1.85) se transforma en

(1.86) — cosh(u + 2i®)(u + 2i®) + cosh(u + i®WS(u) = G(ha(u)), u € Vs,

PASO 2. Hacemos la suma de (1.73) con (1.86) y obtenemos que \V/(l)(,u) satisface la siguiente

ecuacion en diferencias:

(1.87) cosh(u)V(u) — cosh(u + 2i®)W(u + 2i®) = Gy(u), ueC
donde
(1.88) Gi(p) = G() + G(hy (1)), e C.

PASO 3. Simplificamos la expresioén de G,. Para ello, de (1.88) y (1.74) tenemos

GiG) = iF(w) [_ _ sin . sil?(q) + )
w isinhy —cosa  isinh(u + i®) — cos(® + a)
.\ iF(w) [_ sina .\ _ sin(@+a) |
w i sinh(hy(u)) — cosa  isinh(hy(u) + i®) — cos(D + a)
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Como sinh(izz(,u)) = sinh(u + 2i®) y sinh(lvzz(,u) + i®) = sinh(u + i®), entonces

Gl = iF(w) [_

sin N sin(® + @)
isinhu —cosa isinh(u + i®) — cos(® + @)

)
sin N sin(® + @)
isinh(u + 2i®) —cosa  isinh(u + i®) — cos(P + @)

Asi que al simplificar, concluimos que G; admite la siguiente representacion

Gi(u) =
(1.89)

iF(w) sin sin . 2 sin(® + )
isinhu —cosa isinh(u + 2i®) —cosa isinh(u + i®) — cos(D + @)

w

Resulta que la funcién G(u) dada en (1.89), se puede transformar en una funcién del tipo
(1.90) cosh(u)M(u) — cosh(u + 2i®)M(u + 2iD),

donde M(u) es una funciéon meromorfa y ademds con esta representacion de G,(u) se puede en-
contrar de manera inmediata una solucion particular de la ecuacion en diferencias. Esta es la parte
central de la solucién del problema pues de este modo podemos encontrar una solucién en forma

explicita.

PASO 4. Finalmente, afirmamos que G(u) = B(u), donde B(u) esta definida en (1.84). En efecto,
sustituyendo (3.65) en (1.89) y simplificando, obtenemos

Gi(u)

iF(w) [ sin @ sin @

W isinhu — cosa - i sinh(u + 2i®) — cosa

N coshu +sina  cosh(u + 2i®) — sina
isinhu —cosa isinh(u + 2i®) — cosa

_ iFw) cosh cosh(u + 2i®)
o [isinh,u—cosa - isinh(,u+2iCD)—cosa]
F(w) cosh u cosh(u + 2i®)
w [sinh,u+icosa/ - sinh(,u+2iCI))+icosa]
= B(u,w).

Lo cual completa la demostracion del Teorema. Ademas, con esta dltima representacion, la funcién
o) 1
w sinh p+icos @

M(u) a la que se hacia referencia en (1.90), puede ser la funciéon M(u) = , la cual

retomaremos en el siguiente capitulo, ver lema 2.1. —
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Hemos reducido la primer ecuacion del problema no estacionario (0.15) a la ecuacién en difer-
encias del problema (1.83) con el pardmetro w € C*. En el siguiente capitulo resolveremos esta

ecuacion en diferencias que corresponde a las condiciones de frontera del tipo Neumann-Neumann.






Capitulo 2

Solucion explicita del Problema de Neumann

En este capitulo analizamos el problema de dispersion no estacionaria (0.15). Demostraremos

que existe la solucioén del problema (0.15) y que ademas esta es tnica en el espacio funcional M,

s

con g = 1 — 5z, véase Teorema 2.20. Daremos la férmula explicita para la solucion.

1. Solucién particular del sistema (1.83)

En la Seccién 5, redujimos el problema no estacionario (0.15) al de resolver la ecuacién de
conexion (1.73). Las funciones desconocidas \V/?, [ = 1,2 deben satisfacer (1.60) y la funcién v,
definida en (1.65) debe ser holomorfa en V. Asi que nuestro objetivo ahora es el de resolver la
ecuacion de conexion (1.73), de tal forma que f/?(,u) € H(‘V/f), [ = 1,2, y ademas la funcién v;(u)

definida en (1.65) sea analitica en Vs, segiin la Proposicién 1.23.

En la Seccién 6 se redujo este problema al de resolver el sistema (1.83). Tenemos que resolver
el sistema (1.83), de tal forma que \V/(l)(,u) € H(\v/fr ). Ademads, es necesario que la correspondiente

funcién ¥, (u) sea analitica en Vs, véase (1.65) y la Proposicién 1.23.

De acuerdo a la Proposicion 1.27, afirmamos que probar que la correspondiente funcidn v;(u)
definida en (1.65) pertenece a H(Vy) es equivalente a probar que la representacion para v (u) dada

en (1.75) es holomorfa en Vs.

Para alcanzar este objetivo, nuestro plan es el siguiente. Encontraremos una solucién meromorfa
W?(,u) del sistema (1.83) que sea analitica en ‘v/l*. Calcularemos la funcién w; (u) correspondiente a
la solucién w(u) (dada por la expresion (1.75)) y veremos que esta funcién W, (u) no es analitica

en Vy. Encontraremos los polos y residuos de esta funcion en Vy. Usando estos polos y residuos

0
1°

en diferencias del sistema (1.83), de tal forma que la nueva funcién v, (u) correspondiente, dada por

corregiremos la solucién w~, usando la ecuacion en diferencias homogénea asociada a la ecuaciéon

la expresion (1.75), sea analitica en Vs.

En el siguiente resultado proponemos una solucion meromorfa del sistema (1.83) que es analitica

en \71+ , esto fue posible gracias a la forma explicita de la funcion B dada en (1.84).

27



28 2. SOLUCION EXPLICITA DEL PROBLEMA DE NEUMANN

Lema 2.1. La funcion W?(,u) definida por

F(w) 1
w sinhu+icosa’

tiene las siguientes propiedades

a) vT/(l)(,u) satisface el sistema (1.83).

b) W?(ﬂ) es analitica en ‘V/f

DEemosTrACION. a) Por un lado, haciendo célculos directos W?(,u) satisface la ecuacion en diferencias
del sistema (1.83). Por otro lado, la condicién de automorfia de W(l’(u) se sigue de (2.1) y del hecho
de que sinh(—u + im) = sinh .

b) Notemos que si u* es un polo de w9(u), entonces por (2.1): sinhu* + icosa = 0. Esto sucede
si y sOlo si existe k € Z tal que u* = i(—g +a+ 2](7'() oy = i(—g -a+ 2k7r); asi que por (1.58),

ninguno de los posibles polos de W)(u) se encuentra en \v/f .

Verifiquemos ahora si la funcién w; (u) dada por

2.2) ¥1(0) = —iw sin @ cosh(upi? + F(w) sin @———0
isinhu — cosa

que corresponde a la solucién W?(y) mediante la férmula (1.75), es analitica en Vs. Para ello es-

tablecemos el siguiente resultado.

Lema 2.2. La funcion wi(u), definida por (2.2), tiene las siguientes propiedades

a) Los polos de Wi (i) son los puntos de la forma p, x y pox:

(2.3) Uy = p1 + 2ikm, ok i= p| + 2ikm, keZ,
donde py, p} son los puntos en el plano complejo definidos por
T .Y 3.
(2.4) p1 = —ZE + i, P =hi(p)) = 17 - ia,
véase la Figura 3.
b) El vinico polo de wi(u) en Vs es pi1. Ademads
(2.5) Res(Wy, p1) = —2iF(w) sin .
DemosTrACION. Notemos que por (2.1) y (2.2) tenemos
F 1 . i
W) = —iwsin®cosh ) . _ _ + Fw)sin® - — 2%
w sinhu+icosa isinhu — cosa
A h u + si
(2.6) = —if(w)sin® - ——HTO0C

sinhy +icosa’
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a) Si p es un polo de w,(u), entonces por (2.6), existe m € Z tal que p = i(—’zr +a+ 2mﬂ) =
p1 + 2imm, o bien p = i(—g -a+ 2m7r) = 1(37” —a+2(m—- l)n) = p} + 2i(m — D)z. En cualquier
caso, existe k € Z tal que p = 14 0 p = tok.

b) Usando a) y la definicién de Vi, dada en (1.58), los posibles polos de w;(u) que se encuentran
en Vs son P1Y P2, donde p; estd definido en (2.4) y

2.7 py = 5~ ia.

Ademas (2.2) implica que si p es un polo de w;(u), entonces

cosh p + sina

(2.8) Res(w, p) = —iF(w) sin @ -
cosh p
Por otro lado, haciendo célculos tenemos cosh p; = sina y cosh p, = —sina, asi que por (2.8)
tenemos que
. hp; +si .
Res(Wy, p1) = —if(w)sin®- —PL 7MY kW) sin @,

cosh p;

cosh p; + sina

Res(Wy, pr) = —iF(w)sin® - 0.

cosh p,

Es decir, p; es el unico polo de w;(u) que se encuentra en Vs. Ademis, hemos calculado el valor

del residuo en dicho polo. —

OBSERVACION 2.3. Este Lema 2.1 implica que W?(u) no es una solucion apropiada para el sistema
(1.83), pues a pesar de que W?(ﬂ) € H(\v/;r ), la funcion correspondiente wi(u) no es analitica en
Vs. Por lo tanto, debemos hacer ajustes para corregirla. Es decir, necesitamos cambiar la funcion
W?(u) por una funcion \V/(f(u) € H(‘V/fr ) que sea solucion del sistema (1.83) y tal que la funcion

correspondiente V,(u) sea analitica en V.

2. Solucion del sistema homogéneo correspondiente a (1.83)

En esta Seccién consideramos la ecuacion en diferencias homogénea que corresponde al pro-

blema (1.83). Concretamente encontramos una solucién particular s(u) € H(Xv/f ) del sistema

(2.9)

{ cosht s(u) — cosh(u + 2i®)s(u + 2id) = 0,
uecC,

s(),

tal que la funcién del tipo (1.75) correspondiente a s(u) tenga como tnico polo a p; en Vs y de tal

S(—p + im)

forma que su residuo compense al residuo de la solucién WJ(u) en p;. Sumando estas dos funciones

W?(,u) y s(u) obtendremos la solucion necesaria del sistema (1.83).
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DEeFINICION 2.4. Definimos la funcion

(2.10) Hy(u) := coth [q(u — p))] + coth[q(u — p)],  ueC,

donde p;, p] estan descritos en (2.4) y

T

2.11 =,
(2.11) 9= 39

Lema 2.5. La funcion Hy(u), definida en (2.10), tiene las siguientes propiedades

a) Hy(—u + i) = —Hy(u), para todo u € C.
b) Hy(u + 2i®) = Hy(w), para todo u € C.
c) Los polos de Hy(u) se describen por
e = —ig + o + 2ik®

(2.12) 3 keZ
W = 17" —ia + 2ik®

d) El vinico polo de Hy(u) en Vs (ver (1.57)) es el punto p; definido en (2.4) y ademds

1 20
(2.13) Res(Hy,p1) = — = —.
q =
e) Hy admite la siguiente cota
(2.14) |Hn(l < Cs, lu — il = 6,
donde . es algiin polo de Hy.
DemosTrACION. a) Por (2.4), tenemos que —u + imr — p; = — (y - p’l‘) y también —u + ir — p] =

— (4 — p1), entonces

Hy(—p + in) coth [g(—u + ir — p1)] + coth [g(—u + in — p))]
= coth[—q(u — p})] + coth[—q(u — p1)]
= —| coth [q(u - p})] + coth [g(u — p1)] |

= —Hy(u).

b) Usando (2.10) y (2.11), tenemos que

Hy(u + 2i®)

coth [g(u + 2i® — p;)] + coth [g(u + 2iD — p7)]
coth [g(u — p1) + ir] + coth [q(u — p]) + ix]
Hy ().
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¢) Notemos que por (2.10),

(2.15) Hy () = 11(p) + 72(u),

donde

(2.16) T1(u) := coth [g(u — p1)], To(w) := coth [g(u — p))], uecC.

De (2.16) se sigue que u es polo de 7; siy s6lo si u € Ay, donde
2.17) A = {—ig T ia + 2k - kez}.
Andlogamente, u es polo de 1 siy sélo si u € A,, donde

(2.18) Azz{i%ﬂ—ia+2ik®:keZ}.

Asi que (2.12) se sigue de (2.15), (2.17) y (2.18).
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d) Para probar esta afirmacion, notemos que si p es un polo de Hy, entonces p es un polo de 7; o p

es un polo de 7,, es decir, si p es un polo de Hy, entonces p € A; 0 p € As,.

Af.1 A] N ‘v/z = {pl}

Para demostrar esta afirmacion, notemos que de (2.16) se sigue que u es polo de 7y siy sélo
siu € Ay. De la definicion de Vs, dada en (1.57), se sigue que p; € A; N Vs. Por otro lado,
si p € Ay, p # p1, entonces existe k € Z, k # 0, tal que p = —iF + i + 2ik®.

I) Si k > 0, entonces Im p > n. En efecto, por (0.4), ® > 'y por (1.1), @ > 0, entonces
a+20>20 > 21 > 37”.Estoimplicaquelmp =-5+a+2k®2>-5+a+20>m,
paratodo k > 1.

IT) Si k < 0, entonces Im p < —®@. En efecto, como ® > 0y por (1.1) @ < 7, entonces
@ — ® < a < 5. Esto implica que Im p < -7 + @ — 2@ < —®, para todo k < —1.

En cualquier caso, la definicién de Vs, dada en (1.57), implica que p ¢ Vs.

Af2 A, N Vs = 0.

Para demostrar esta afirmacion, notemos que de (2.16) se sigue que u es polo de 7, siy sélo

si u € A,. Por otro lado, si p € A,, entonces existe k € Z, tal que p = i%” —ia + 2ik®.

I) Si k > 0, entonces Im p > m. En efecto, por (1.1), 37” — a > m, esto implica que
Imp= 37”—a/+2k(l)2 37”—a/>7r,parat0dokZO.

IT) Sik < 0, entonces Im p < —®. En efecto, por a) del Lema 3.10 a + ® > 37”, entonces
Imp< ¥ —a@-20 < -, paratodok < —1.

En cualquier caso, la definicion de \72, dada en (1.57), implica que p ¢ \V/z.
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De las Afirmaciones 1y 2, se sigue que el tnico polo de Hy en Vs es p;. Ademds por (2.15):
Res(Hy, p1) = Res(ty, p1). Y para cada u € Ay, se tiene que

Res(ry g < o la=p)] 1

gcosh[gu—-p)] ¢

Lo cual implica (2.13).

e) Por (2.12), los polos de Hy pertenecen al eje imaginario, entonces (2.14) se sigue directamente
de (2.10). i
En el siguiente Lema proponemos una solucion particular del sistema (2.9).

Lema 2.6. Sea s la funcion dada por

_2¢F(w) Hy(, ®)

(2.19) s(u) = )
w cosh u
donde Hy estd definida en (2.10). Entonces:
a) s(u) es solucion del sistema (2.9).
b) p es el iinico polo de s en Vs y ademds
2F
(2.20) Res(s, p) = ——1@)
wsin @

c) s(u) € H(VY).

DemosTRACION. a) Por (2.19) y b) del Lema 2.5, tenemos

2O )~ Hy(u + 2i0)] = 0,
w

lo cual prueba que s(u) satisface la ecuacion en diferencias homogénea de (2.9). Por otro lado, por
(2.19) y a) del Lema 2.5

cosh u s(u) — cosh(u + 2i®)s(u + 2i0) = -

2qF(w) Hy(-p+ir®) _ 2qFw) —Hy( ®)

—u + } = — = s
St im) w cosh(—u + im) w —cosh(—pu) S
entonces s(u) también satisface la condicion de automorfia de (2.9).
b) Notemos que por (2.19), el hecho de que cosh p; = sina y (2.13) tenemos
2¢F (w 2gF(w) 1 2F(w)
Rﬁﬂsdh)='——JZ——Z—‘R€“fUhPO::— q.( — =
w cosh p; wsina q w sin

Lo cual prueba (2.20).
¢) Por b), p; es el tinico polode sen Vs y p; ¢ ‘V/ff (véase la Figura 3), esto implica que s € H(Iv/f).

[
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3. La solucion “correcta” del sistema (1.83)

En esta seccién encontraremos una solucién “apropiada’ para el sistema (1.83), es decir encon-
traremos una funcién W (u) que sea solucién del sistema (1.83) y tal que la funcién correspondiente
V1(u) sea analitica en Vy. Esto se hace utilizando la solucién de (1.83) y la solucion de la ecuacion

homogénea asociada a (1.83), funciones dadas en (2.1) y (2.19), respectivamente.

TeoreMA 2.7. Sea VW la funcion dada por

(2.21) W) = o +s@w, peC,

donde vT/? y § estdn definidas en (2.1) y (2.19), respectivamente. Entonces:

a) 1\;'(1)([1) es solucion del sistema (1.83).
b) W € H(VY).

c) La funcion v,(u) que corresponde a la solucion \V/?(,u) es holomorfa en V.

DEMOSTRACION. a) \V/(l)(y) satisface la ecuacion en diferencias de (1.83) por a) del Lema 2.1 y a) del

Lema 2.6. Mientras que a condicién de automorfia se sigue de c) del Lema 2.1 y c) del Lema 2.6.

b) Por b) del Lema 2.1 y c¢) del Lema 2.6, W(l’ € H(XV/;r )y s € H(XV/;r ), respectivamente. Asi que
W e H(VH).
¢) De (1.75), (2.21) y (2.2) tenemos
Pi() = —iwsin® cosh()[W’w) + su)] + F(w) sin @————
isinhu — cosa
. 0 - . sina .
—iw sin ® cosh(u)w; (1) + F(w) sin @ ———— | — iw sin @ cosh(u)s(u)
isinhy — cos
Wi (w) — iw sin ®© cosh(u)s(w).

Dado que coshy € H(C), entonces por (2.22), p es polo de ¥, en Vs si y sélo si p es polo de w,

(2.22)

en Vs o p es polo de s en Vs. Por b) del Lema 2.2 y b) del Lema 2.6, p; es el tnico polo tanto de
W, como de s en Vs, entonces el tGnico posible polo de V; en Vs es p1. Ademas por (2.5), (2.20) y
(2.22)

Res(vy, p1) = Res(Wy, p1) — iwsin @ cosh p;Res(s, p;)
. —2F

= 2iF(w)sin® — jwsinPsina - '(w)

wSsina

= —2iF(w)sin ® + 2iF(w) sin ®
= 0,

lo cual implica que p; no es polo de V. Por lo tanto v; € H(‘v/z). 3
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4. La solucion del problema estacionario con parametro

Suponiendo que la solucidn i, del problema (1.21) existe en el espacio E, para algin € € (0, 1)
(véase la Definicién 1.4), en esta Seccién encontraremos una representacion integral intermedia de
tal solucion. En la Seccion 8 demostraremos que la solucidn realmente se encuentra en el espacio

E_z, (véase el Corolario 2.21).

TeOREMA 2.8. Si existe una solucion al problema (1.21) en el espacio E, con € € (0, 1), entonces

ity admite la siguiente representacion integral:

(2.23) i, 0,w) = - 4(;)’) e PO (@) du,  p >0, 0 € (¢,2n),
')

donde T'(0) es el contorno descrito en (1.69) y la funcion Hy estd definida en (2.10).

DemostrACION. Por (1.70) y (2.22)

1 . .
10 0.0) = e [ e ) aa
47 sin O
()
1 . ‘
_ : f eSO 5p, (1) — iew sin @ cosh(u)s(u) | dy
47 sin O
I'()
_ 1 —pw sinh(u—i6) ¥ _ E —pw sinh(u—i6)
= - e Wi () du e cosh(w)s(u) du.
47 sin O 4r
ING) INC))

Por un lado, usando (2.6) tenemos

1 —pw si —i0) v
47 sin @ fe PSR =OND, (1) du =
I'®)
1 f —pw sinh(u—i6) F( )Sin ® COSh/,l + sina d
= : e —iF(w —_—
4 sin @ sinhu + icosa H
r'(6)
_ _iFw) P sinhu—i0) c%osh p sina
4n sinh u + i cos a
r'(6)
(2.24) _—

coshu + sina

pues la funcién que se integra e=#sinh=i0) . es periddica de periodo 2ir y la curva

sinhu + icosa
I'(0) sobre la que se integra se compone por dos lineas, una de ellas es traslacion de la otra por 2ir

y poseen orientaciones contrarias (ver la Figura 4). Por el otro lado, de (2.11) y (2.19), tenemos
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_ ;._w e—pw sinh(u—i0) cosh u S(/,L) d/.l
/4
e
- _iﬁ e PY sinh(u—if) COSh/J _ 2qF(CU) ‘ HN(/J, CD) d’u
An w cosh u
()

(225) — ! 4(((1;)) e Pe smh(y—lG)HN(u’ (D) d/.l

INC))

Asi que (2.23) se sigue de (2.24) y (2.25).

5. Representacion de la Transformada de Fourier-Laplace del campo total “estacionario”

En esta seccién encontramos una representacion integral de la Transformada de Fourier-Laplace

de la solucién u del problema (0.15).

Im u

[SIE]

> Repu

C, Ci

|
[S1E}

-2

Figura 5. El contorno C
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Notemos que por (1.2) y (1.14), la Transformada de Fourier-Laplace de la solucion u del pro-

blema (0.15) se puede expresar en la siguiente forma
(2.26) Ay, w) = it,(y, w) + F(w)e“™?, yeQ, weCH,

donde i1,(y, w) representa la Transformada de Fourier-Laplace de la solucion u del problema (1.3).
Para el problema NN (0.15), encontraremos una representacion del tipo Sommerfeld para i(y, w).
En ella usaremos el contorno C que no depende del valor de 6 y estd definido por dos lazos de la

siguiente manera

(227) C = C]UCZ.

Aqui

(2.28) C—{ . >1}u 1 +iu, : 57T< <-Ily R >1
. 1= M l2-,U1_ Iy : 2_,112_ 5 Hi 12-/11_

y C, := —Cy — 3in, (ver la Figura 5).

Deduciremos esta representacion aplicando el Teorema de Cauchy de Residuos a la integral

(2.23), para ello vamos a introducir los siguientes contornos para cada 6 € (¢, 2)

(2.29) F(0) = { reur,ur., m<6<2n,

M@ UL, UT_]| —i(m — ¢), ¢ <0<m,
donde

(230) () = {u eT(@®): Rep| > 1}, T.={ueC:Reu==l, y(-x) < u < y(n)}

y las orientaciones se muestran en la Figura 6. Para una mejor visualizacion de las lineas verticales

I'. yI's —i(m — ¢), estas se encuentran ligeramente separadas en esta Figura 6.

TeOREMA 2.9. La Transformada de Fourier-Laplace de la solucion u del problema (0.15), ad-
mite la siguiente representacion
’4(;;’) e P i+ i) du, p >0, 6€(o,2n), weC,
c

(2.31)  a(p,0,w) =

donde C es el contorno descrito en (2.27) y la funcion Hy estd definida en (2.10).

DemosTtrAcION. Por d) del Lema 2.5 el tnico polo de Hy(u) en Vs es p1 (ver (2.4)) y ademds en

(2.13) se tiene el valor del residuo en dicho punto. Para cada 6 € (, 27), definimos los contornos

I"(0) = {u €T ) : Re ul < 13},
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de tal forma que podemos expresar al contorno I'(6) en la forma

@) + [I7@O) U (-T,) U (-T)], m<6<2n,

(232 sz{[ﬁm+ﬂwmueFJUGRﬂ}4m—@, p<f<m

donde el simbolo “+” indica la adicion algebraica de los contornos.

b Im u
1), 6 € (m,2m)
/
vd
/ 1"+ FI(Q), 9 € (¢a 7T]
—/
e
72 | IE—
1—*_ -1
L o
T, - i(n - )
-
dB '(6). 6 € (r,27)
—JT
(), 6 € (¢, ]
-7
I —i(r—9) [
Lon
1] L5 C
[TTTTTT]
~3r
_——————"-"’————‘” B 7_71'
2

Figura 6. Los contornos tipo Sommerfeld
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Asi que aplicando el Teorema de Cauchy de Residuos a la integral (2.23)

iF(w) - wsinh(ai
PP f e Posm=0 pry (1, @) du.

1)

ig(p,0,0) = 14(;))) [2i7re_p“’ silh(P1=i0) R es(Hy, pl)] +

Por (2.4): sinh(p; — i0) = —icos(a — ), usando (2.13) y simplificando tenemos
iF(w)

its(p, 0, w) 10

IR, S o inh(u—i
[2l-n_e—pwslnh(pl—19)_] + ﬂ e_p““mh(‘“_‘a)HN(,u, @) du
Ve 40
r'®)
iF(w)
4P
r®)

= —Flw)e™™ + e Pesmh=i oy @) du.

Usando esta ultima igualdad y (2.26) concluimos que
iF(w)

40
1)

(2.33)  i(p, 6, w) = e Posmh=iO oy, @)y du, p >0, € (p,2n1), weCt.

Sélo nos faltarfa ver que es posible reemplazar los contornos I'(6), que dependen de 6, por el doble

lazo C que no depende de 6. Para conseguir esto, en (2.33) hacemos el cambio de variable § = u—i6,

entonces

ifi(w)
40

1(0)-i6

(2.34) i(p, 6, w) ePesimhBp (B + i, D) dB.

Por la cota (2.14), Hy(B+16) esta acotada con respecto de 5 sobre el contorno [(0)—i6. Ademas este
contorno se encuentra sobre la regién en la que la funcién e #“*""# decrece siper exponencialmente

con respecto de B, para todo w € C*. Mds aun, las lineas R_z y R_ s, S€ encuentran en la region

v

\7_1‘ U (Vl‘ — 2i7r) (ver Figura 3 y Figura 6). Asi que podemos usar el Teorema de Cauchy para

deformar el contorno I'(6) — if de la integral (2.34) al contorno C de la integral (2.31). Lo cual
completa la prueba. —

6. Descomposicion de i en las densidades de las ondas incidente, reflejada y difractada

En esta Seccidn, vamos a descomponer a la funcién #, dada en (2.31), en la suma de las Trans-
formadas de Fourier-Laplace de las ondas incidente, reflejada y difractada. Generalmente esto se
hace incluyendo los polos de Hy(u + if) que se encuentran en el eje imaginario, por (2.12). Mas
especificamente, transformamos el contorno C, definido en (2.27), en la suma algebraica de los con-

tornos Cy y R de tal forma que ambos contornos contengan en su interior a los polos de Hy(u + i6).
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Asi que definimos Cy el contorno orientado en el sentido contrario a las manecillas del reloj como
(2.35) Co == nUn

cony;:=R-if,yy, :=R- i%”, (ver la Figura 7 que corresponde al caso Re w > 0). Definimos a

R como el contorno cerrado orientado en sentido de las manecillas del reloj dado por

T St
236)R = {(ueC:[Repy| =1} U {m - it e, 1]} U {m i e -1, 1]}

Asi que por (2.27), (2.35) y (2.36), C = Cy + R. Aqui el simbolo “+” indica la adicién algebraica
de los contornos.

—O; oIy

\

W 1N — RN
N

I—1 —
I5
\
i

|
5

— 1
©
5

iy

I — 1
-
S
{
|
|
\
|
|
|
|

IS

Figura 7. El contorno C,.
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Definimos la franja
Sn m
(2.37) IL, := {,ueC:—TSIm,uS—E}.

En el siguiente Teorema encontramos una descomposicion de la funcién i, dada en (2.31), en

la suma de las Transformadas de Fourier-Laplace de las ondas incidente, reflectada y difractada.
TreoreMA 2.10. La funcion it dada en (2.31) admite la siguiente descomposicion
(2.38) iy, ) = iy, w) + iy, ) + i, W), y=pe? e, weC,

donde i;, estd dada en (1.14),

l'f;(w) eipwcos(()—ﬁl), ¢ <6< 91,
(239) itr(p, 0, (J)) = O, 6, <6<0,,
F(w) eirocos®=0), 6, < 6 < 2r,
(2.40) 140, 6, w) : 4(5) f e oS (40 wydy, 0% 61,
Co

DemosTrACION. De (2.31), (2.27), (2.35) y (2.36) , se sigue que parap > 0, 6 € [¢,271] y w € C*,

.ﬁ‘ )
ip,0.0) = b [k i)
C
_ 14(;))) e_pwsmhﬂHN(/.l + lg)d/.l + l4(g))) g_pwsmh'uHN(/,t + zH)d,u
Co R

Por un lado, el primer sumando de esta igualdad coincide con (2.40), es decir

iF(w ; .
4((1)) e POSMU T (0 + 16)d .

R

(2.41) wp,0,w) = d4p,0,w)+

Por otro lado, como R es una curva cerrada simple recorrida en sentido de las manecillas del reloj,

por el Teorema del Residuo de Cauchy tenemos que
(2.42) f e PUSh g (u + i0)du = —2in Z Res(e P“S™H Hy (1 + i6), ),
R Mk

donde y; son los polos de e #“S"'* H\(u + i) que se encuentran dentro de R. Notemos que por
(2.36), (2.37) y a) del Lema 3.23, los polos de e™“*™M*Hy(u + if) que se encuentran dentro de R
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son los mismos polos de e “S"#Hy (u + if) que se encuentran en IT,. De tal manera que (2.42) y

b) del Lema 3.23 implican que

4 [eincost-m) . ginweos@-0], $<0<6
fe—pwsinh,uHN(ﬂ +i0)du ={ —4i® eiprOS(O—G)’ 0, <0<6,
> —4i® [eipw cos(f—a) 4 eiprOS(9—92)]’ 6, <0< 2r

De aqui y por (1.14) se deduce que
F(w)[eipwcos(f)—w) + eipwcos(()—&)]’ ¢ <0<6

e_prinh'uHN(/l + l@)d/.l F(w) eipwcos(é)—a)’ 91 <0< 92

R l’i‘(w)[eipwcos(f)—a/) + eipwcos(@—f)z)], 62 < 9 < 27T

iF(w)
40

f;(w) eipwcos(e—ﬁl)’ ¢ <6< 91
ﬁm(p, 0, (,()) +4 0, 0, <0<6,
F(w) erocos0-0) g, <9 <2

pues ng -y = pcos(d — ). Asi que por (2.41) y la dltima cadena de igualdades

F(w) eipwcos(@—Ol)’ p<0<6,
wp,0,w) = iy0,0,w)+ ity,(p,0,w)+14 0, 6, <6<0,
f;(w) eipwcos(é)—()z)’ 0, <0<2n

De esta dltima igualdad y usando (2.39), obtenemos (2.38). 3

Cororario 2.11. Si ity € E,, para algiin € € (0, 1) es la solucion de (1.21), entonces la solucion

del sistema (0.15) admite la siguiente descomposicion

(2.43) U, 1) = (v, 1) + us(y, 1), yeQ,t>0,

donde u;, estd dada en (0.1) y

(2.44) us(y, 1) = up(y, 1) + ua(y, 1).
Aqui
—F(t — pcos(6 — 6y)), $p<0<6,
(2.45) u(p,0,t) = 0, 6, < 6<0,,
—F(t — pcos(6 — 6,)), 6, <0< 2nm,
(2.46) ui(p.0.0) = F,'lia(p.0,w)|(0),

v 01,0, son las direcciones dadas en (0.6).
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DEemosTrACION. La descomposicion (2.43) se sigue de la linealidad de la transformada de Fourier-
Laplace inversa, al aplicarla a la descomposicion (2.38). La expresion (2.45) se obtiene de (2.39)

con ayuda de las propiedades de la transformada de Fourier. i

OBSERVACION 2.12. A pesar de que la formula (2.43) nos da una descomposicion de la solucion
de (0.15), aiin nos falta encontrar la forma explicita de la onda difractada u,. Para hacer esto,

primero necesitamos obtener una continuacion de la funcion i,(-, -, w) a C*.

DEeriniciON 2.13. Sea

(2.47) O :=[¢,2x] \ {01, 62}
donde 6, 6, estan definidos en (0.6). Para cualquier w € C*, (p,0) € R* X ® definamos
2.48) Tup.0.0) 1= [ €y i0)

Co

donde Hy es la funcién (2.10) y Cy es el contorno definido en (2.35).

Primero extendemos J,(-, -, #) a C*. En lo que resta de la tesis asumiremos que (p, ) € R* x @,

W=w+iwyyH =+ i

Lema 2.14. 1) La integral en (2.48) converge absolutamente para w € C*, y determina una

funcion analitica con respecto a w € C*:

(2.49) Ja(p, 0, w) € H(CY), (p,0) e R* X 0.
1) La funcion (-, -, w) admite la siguiente representacion
(2.50) Jap,0,w) = f ePecoshuz, (1 + i0) du, weCH
R
donde
5
(2.51) Zy(w) = Hy (u - 17”) ~Hy(u-7).  wec

y ademds J (-, -, w) admite una extension continua a C*.

m) J4(, -, w) € C(R) y se satisface la siguiente cota

(2.52) Talp.6,w) < CO, weCH
1v) El siguiente limite se cumple

(2.53) Ja(p,0,wr) = agf_{lo Ja(p, 8, w1 + iwy)

en el sentido de §'(R,,,).
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DEemosTrACION. i) De (2.10) se sigue que para 6 € [¢, 2x] el conjunto P(6) de polos de la funcién
Hy(u + i6) esta dada por

(2.54) P(6) = P1(9) U| - Py(6) + ix — 2i6)

donde P(0) = {—i’—zr + i+ 2ik® -0 : k € Z}. Esto implica que para 6 € [¢,2nx]: Hy(u + i0) €
H(C\ P(0)), —i5 € P(6) s6lo paraf = 6, y —i%” € P(0) s6lo para 6 = 0,. Asi que Hy(u + i6) admite
la siguiente cota

(2.55) |Hy(u + i6)] < C(6), ue€Co, 6+#06,,0,.

Mas atn, la integral (2.48) converge absolutamente para cada w € C*, pues

(256) e = e =y ey € G,

Para probar (2.49) es suficiente ver que para cada 6 > 0 y para cada 8 # 6y,6,, la integral

0 . . .
% [e‘p‘” ““h”] - Hy(u + i8) du converge absolutamente y uniformemente con respecto de w € C*,
w

Co
Im w > 6 > 0. Esto se sigue de la cota (2.55) y de (2.56).

ii) Haciendo el cambio de variable y > u +if parau € y yu = u + i%” para u € 7y, reducimos
la integral (2.48) a la integral (2.50). Esta representacion (en contraste con (2.48)) admite una

continuacién a C* pues el integrando Zy (en contraste con Hy) admite la cota
(2.57) 1Zy(u + i0)] < C(Q)e M, UER, O#0,,0,

por (2.51). Asi que la integral (2.50) es convergente para cada w € R. Vamos a probar que (-, -, w)

es continua para cada w € C*. Si w; — wcuando k — +00, wy € C*, entonces lim e"** coshu Zyn(u+

k—+00

i0) = PPN Z, (U +i0), € Ry [P0t 7 (1 +i6)] < C(0) e 24M k € N, pues wy € C+ y se tiene
(2.57). Mas atin por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue

(2.58) lim T w0) = Tl @).
Esto implica que J,(-, -, w) € C (@)

iii) La cota (2.52) se sigue de (2.50), (2.57), el hecho de que |eip(‘*"”°’2)°°Sh” = e PU2e0hK parg
cualquiery e Ry w, > 0.

iv) La afirmacion (2.53) se sigue de (2.58) y (2.52).

A partir de este momento, asumiremos que F tiene la forma (0.7) donde f es la funcién suave

que satisface las condiciones (0.8). Para extender la funcion i,(-, -, w) a C*, consideremos

(2.59) Fw) = Frw|FO)|=Fou|Ae™ f(9)],  weR,
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F_,.,[] denota la transformada de Fourier en el sentido de &’ asociada a la transformada de Fourier

clasica (1.5), y

(2.60) Fi(w) = ifl(w —w), w; €R.
Claramente
(2.61) Fi(s) = ie 5 f'(s), seR.

LeEma 2.15. 1) F(wl) admite continuacion analitica a C*. Es decir, el limite
(2.62) F(w) = lim Fw; + iw,)
wy—0+
existe en el sentido de S'(R). (También denotaremos a esta continuacion analitica por F(w),

w € C* y diremos que esta es la transformada de Fourier-Laplace de F(s)). Mds aiin, existe
C > 0 tal que

(2.63) 'ﬁ(w)| <CImw)"', wecC

n) Fl(wl) admite continuacion analitica Fl(w) a C, es decir

(2.64) Fi(w) € H(C)

y para cada w, € R

. ®

(2.65) Fi(w; +iw,) € S(R,,)), WFl(wl +iwy)| < Crn(1 + w7V,

Mads aiin,

. F . F
(2.66) fw) =19 pect  Bp=—1@) L eR
w — Wy w1 — wo + 10

y

(2.67) F(w) € C*R\ {wo)).

DemosTRACION. i) La continuacién analitica de F(wl) a C" y (2.62) se siguen del teorema tipo
Paley-Wiener para conos convexos, [27, Theorem 1.5.2], pues suppf C [0, o) por (0.8). La cota
(2.63) se sigue de (0.8) ya que wy € R.

ii) /7 € CJ(R) pues supp(f’) es un conjunto compacto, por (0.8). Asi que la existencia de la
continuacién analitica de F,(w;) a C y (2.65) se siguen del teorema clasico de Paley-Wiener, [42].
Es facil comprobar que Fl(a)) = (w - wo)f:(a)), para todo w € C* por (2.59), (2.60) y el principio
de la continuacién analitica. Esto implica la primer identidad de (2.66). La segunda identidad en
(2.66) se sigue de (2.62) y (2.65). Finalmente, la afirmacién (2.67) se sigue de la primera identidad
en (2.66) y de (2.64). .
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Ahora estamos listos para extender ii,(-, -, w) a C+.
ProposICION 2.16. La funcion ii,(p, 6, w) dada en (2.40) tiene las siguientes propiedades
1) 2(, - w) € H(CY)
1) Se satisface la siguiente cota
(2.68) liig(p, 0, w)| < COWw,', weC",
m) Para cualquier w, € R, existe el siguiente limite en el sentido de S'(R,),):

(2.69) g, wy) = lir% iy(-, - w1 + iwy), w; €R.
wy—0+

DemosTrACION. De (2.40), (2.48) y (2.66) deducimos que

i I31(0))
40 w— wy
Por lo tanto, 1) se sigue del Lema 2.15 1) y de (2.49), la cota (2.68) se sigue de (2.65) y (2.52). La
existencia del limite (2.69) se sigue de (2.62) y (2.53). -

(2.70) iq(p,0,w) =

Jup.6w),  weC*

7. Foérmula explicita para la onda difractada
En esta seccion, aplicamos la transformada de Fourier-Laplace inversa a la funcién i,(-, ),
w € C*. Primero, lo haremos para la funcién auxiliar
(2.71) Wap,0,0) = Fi(@Tup,0,0), weCH,

donde 7, esta dada por (2.50) y 28 (w) estd dada por (2.60).

7.1. Transformada de Fourier-Laplace inversa de la funcion w,(p, 6, t).
ProposicioN 2.17. Sea f una funcion suave que satisface (0.8). Entonces

1) Existe la transformada de Fourier-Laplace inversa de la funcion W,(:, -, w), w € CH F -1 WG, 0)](@),

la cual se puede expresar en la siguiente forma

1 .
(272) Wd(p, 9’ t) = ZT fe_lwltwd(pa 95 CL)]) d(,()].
R

1) La funcion w,(p, 0, t) también admite la siguiente representacion

+00

(2.73) wa(p,0,1) = ie f elPwocoshunz (i +i0) f'(t — p cosh u) du

—00
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y

(2.74) wy(-, -, 1) € C(R), supp(wy(:, -, 1)) C R*.

DemosTrACION. i) La primera afirmacion se sigue del teorema tipo Paley-Wiener para conos, [27,
Theorem 1.5.2], pues W,(-, -, w) € H(C") por (2.64) y estd acotada en C* por la segunda desigualdad
de (2.65) y por (2.52). La representacion (2.72) se sigue del hecho de que w,(-, -, w;), w; € Resel
S’-limite de la funcién Wy(-, -, Wy + iw,), cuando w, — 0+ por (2.64), (2.65) y (2.52), (2.53).

ii) Sustituyendo (2.50) en (2.71) y entonces introduciendo esta expresion para W, en la integral
(2.72), obtenemos

dwl.

1 o ‘
wd(p,e, t) = ereMIIFI(C‘)I)lfelwlpCOSh#ZN(ﬂ+i9) d,u

R R

De (2.65) y (2.57), tenemos que |~ <shiOF, (w))Zy(u + i6)| < Cy(O)(1 +|wi)Ne2M, (wy, 1) €
R2. Asi que, por el teorema de Fubini, por la definicién de la transformada de Fourier (1.5) y por el

teorema de la transformada de Fourier obtenemos

1 , A
f[%felwl(tpCOShﬂ)Fl(wl) da)1

R R

Wd(p, 0,1

Zn(u + i) du

fFl(t — pcosh ) Zy(u + i6) du.

R

De tal forma que obtenemos (2.73) de (2.61). La continuidad de w, se sigue de (2.73), (2.57),
(0.8) y del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. La contencién en (2.74) se sigue
directamente de (2.73) y (0.8) pues suppf” C [0, 5] y p > 0.

7.2. Demostracion de la representacion para la onda difractada.

TeOREMA 2.18. Para 60 # 6,,6,, p > 0yt > 0, la onda difractada u,(p, 0,t) para el proble-
ma de dispersion no estacionario del problema NN (0.15) sobre la cuiia W admite la siguiente

representacion

+00

ie—zwot

(2.75) us(p,0,t) = 15 f greoshuz, (1 +i0) f(t — p cosh ) du,

—00

donde Zy estd definida en (2.51) y f es la funcion suave que satisface (0.8).
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DemostrACION. De (2.70), (2.66) y (2.71) deducimos que
i

0,0 =F |—-——

Wa(p, 0, w)] , weCr,

donde F!

w—1

transformada de Fourier-Laplace satisface que F' ,_w,[ f(t) = g(t)] = f (a))f:(a)), w e C" para f,g €

es la transformada de Fourier-Laplace inversa en el sentido de S’(R*). Sabemos que la

T : 1 1 .
S'R*)yF ,_w[@(t)e"“’o’] = oo w € C*, entonces obtenemos u,(p, 0, t) = E[@(t)e"‘”“’ *

wy(po, 6, t)]. La convolucién en la udltima integral existe en el sentido usual por (2.74), asi que
t

1 ,
uy(p,0,t) = 10 f e =9 (p, 6, 5) ds. Remplazando aqui w, por su expresion (2.73) tenemos

0

1 +00

: —lwot .

(2.76) ug(0,6,1) = ’e4q) f f P ONHZ (1 +i0) f'(s — p cosh ) du [ ds.
0

La funcién O(t — s)e0 M 7, (11 + i) f/(s — p cosh ) tiene soporte compacto en R?, con respec-
to de (u, s) por (0.8). Esto implica que esta funcion es integrable. Usando el teorema de Fubini
intercambiamos el orden de integracion en (2.76) para obtener

+00

e

t
: —lwot .
fezpwo COSh’“ZN(,u + 19) ff'(s -p COSh/J) ds d/-l
0

l/td(p, 9, t) 10

—00

+00

ie—twot

= 1% fein"COSh“ZN(/J +16) f(t — pcosh u) du,

—00

por el teorema de Newton-Leibnitz. Lo cual concluye la demostracion. i

8. El campo total para el problema de Neumann

En esta seccidn, daremos una solucién completa u al problema de dispersién de ondas planas
sobre cufias tipo Neumann-Neumann (0.15) con un perfil suave de la onda incidente. Notemos que
en la descomposicion de u dada en (2.43), tenemos que u = u;, + u, + uy, donde u;,, u, and u, estan

dadas explicitamente en (0.9), (2.45) y (2.75), respectivamente.

DErNICION 2.19. Definimos &, y como el espacio de las funciones u(y, r) € C(Q x R*) tales que
Vu(y,t) e C (0 xR¥) y su norma dada por

(2.77) llulle, 2= sup |sup |u(y, )] + sup(1 + )™ {y}°
>0 yea yeQ

V,u(y, z)'} <o, N20,
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es finita. Aqui y € R2, {y}, Q estdn dados en (1.13).

TeOREMA 2.20. Supongamos que la onda incidente F tiene la forma (0.7) con el perfil f(s) una
funcion suave que satisface las condiciones (0.8). Entonces la funcion u dada en (2.43) es una
solucion clasica del sistema (0.15) que pertenece al espacio C *(OXRHNCOXRY)N Ei-24.1-24

y ademds es la vinica solucion en este espacio.

DEmMosTRACION. Primero probaremos directamente (sin usar la transformada de Fourier inversa) que
u satisface el sistema (0.15). Claramente, u;, satisface la ecuacién de D’Alembert en R? x R por
(0.9). La funcion u, también satisface la misma ecuacién en el sentido clasico pero sélo en R* x@xR
pues tiene discontinuidades en los rayos criticos [y := {(pcos 6, psinf) € R* : p > 0}, k = 1,2,
donde 6;, son los angulos definidos en (0.6). Mas aun, esta funcidn es suave por trozos en @m,
m = I,11,11I donde Q; := R* X (¢,0,) XR, Q7 := R* X (01,0,) XR, Qy; := R* X (6,,21) xR. Todas
estas afirmaciones se siguen de (2.45). Finalmente, la funcién u, también satisface la ecuacion de
D’Alembert en R* x®xR. Esto se puede verificar al derivar directamente bajo el signo de la integral
en (2.75) usando la cota (2.57) y la suavidad de las funciones Zy (8 # 6,,) y f. Ademds también es
una funcién suave por trozos en @m \{0}. De hecho, la suavidad de u; en Q;UQ1, Oy Q11 V0, (ver
(0.4)) se sigue de la convergencia uniforme, con respecto a conjuntos compactos en R* X ® X R,
de la integral (2.75) después de la diferenciacion con respecto de p, 6, t. La diferenciacion de uy
fuera de los rayos criticos Iy, es decir la existencia de los limites de las derivadas cuando 6 — 6;,
k = 1,2 se prueba en el Lema 3.24 del Anexo A6. En el mismo Lema se prueba que los saltos de
las derivadas en los rayos criticos [; son opuestos a los saltos de u, en [, asi que uy, = uy + u, (ver
(2.43) y (1.2)) es una funcién suave en /i, es decir u € C""(é x R*).

Verifiquemos las condiciones de frontera de Neumann para u. De (0.9) y (2.45) se sigue que

—(u;, + u,) = (. De la representacion (2.75) para u, también se sigue que — uy = 0, pues
00 012 96 Q12

0 0 . .
— Zy(u + i) y — Zy(u + 2irr) son funciones impares.
06 06
Finalmente probemos que u € &;_5,,1-2,. Ya probamos que u € C (@XR*) ol CW(EXR+), asi que
so6lo necesitamos verificar la cota (2.77).

Como u;, € &y (ver la definicién 1.4) y u, satisface la cota (2.77) con e = N = 1 — 2¢q por

(2.45), asi que es suficiente verificar que las siguientes cotas se satisfacen

(2.78) lua(p, 6, 1)| C, (0,0,1) € O X R*,
(2.79) |V ug(p,0,)] < Cs(1 + 1729 (1 + p~1729), 0<p<t.

IA
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La cota (2.78) se sigue de (2.75), pues Zy satisface la cota (2.57). La prueba de (2.79) coincide con
la prueba de (91) y (118) para el problema DD (ver [23, Lemma 12.1, Theorem 12.2, Proposition
14.1]) pues Zy satisface una cota del tipo [23, Formula (33)] por (2.57).

Finalmente la unicidad de la solucion u en el espacio &;-»,1-2, se prueba de la misma forma
que se probo la unicidad de la solucién en el problema DD (ver [22, Corollary 8.4]). Con lo cual se
completa la prueba del Teorema. i

Cororario 2.21. La solucion it,(y, w) dada por la formula (2.23) pertenece al espacio Ey_x y

por lo tanto la formula (2.23) estd justificada.

DemosTrACION. Por el Teorema 2.20 u € 81_%,1_%. Por la definicion de los espacios &, y, (2.78)
y la definicién de los espacios E. (Definicién 1.4) tenemos que si u € &, y, entonces it € E,. Por
lo tanto & € &,-z. Ahora bien, la afirmacion del Corolario se sigue de la formula (2.26) ya que
F(w)e™™ e E, para F dada por (0.7) con f como en (0.8). -

OBSERVACION 2.22. Supongamos que sy = 0 en (0.8), es decir
(2.80) f(s) = H(s), s € R,

donde H(s) es la funcion de Heaviside. En este caso, la formula (2.75) para la onda difractada

tiene la forma

ac(%)
ie—iwot { )
uy(p,6,1) = 10 f e P eshuz, (i + i0) du, teR,
—ac(/%)
donde
In(x + Vxz-1), > 1,
(2.81) ac(n) = 4 rE V=D
0, x < 1.

Todas las afirmaciones del Teorema 2.20 siguen siendo vdlidas, con excepcion de las continuidades

de los frentes de u;,, u, y uy, los cuales tienen saltos generados por el salto de f en 0.

OBSERVACION 2.23. En el caso (2.80), la onda incidente u;, dada en (0.7) no es una funcion
suave, sino que es una funcion generalizada, ya que no es continua. Por lo tanto, la solucion del
problema de dispersion (0.5) no necesariamente pertenece al espacio &, definido por (2.77). De
hecho la solucion u pertenece al espacio M. con € = 1 — q, donde M, estd dado en la definicion
1.8. Esto se sigue directamente de la representacion (2.70) y (2.71). La teoria de dispersion de
ondas generalizadas estd desarrollada en [22]. En el mismo trabajo se demostro que la solucion

del problema (0.5) es tinica en M..
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OBSERVACION 2.24. Una solucion para el problema NN (0.15) se expresa por (2.43) con uy dado
por (2.75) no solamente para la cuiia de magnitud 0 < ¢ < 'y a que satisface (1.1) sino también
para el caso en el que ¢ = 0y a toma un valor arbitrario (en el caso ¢ = n, la onda difractada
uy = 0). Esto se comprueba directamente sustituyendo la funcion u en el sistema (0.15). Mds atin,

en cualquier caso el Teorema 2.20 se sigue cumpliendo.



Capitulo 3

Propiedades de la solucion del problema de Neumann y aplicaciones

1. El Principio de Amplitud Limite

En esta seccion probamos que la amplitud de la solucién u(p, 6, t) del problema de dispersion
no estacionario NN (0.15) converge a la amplitud limite cuando t — oo. Esta amplitud limite es

una solucién bien conocida para el problema de difraccion estacionario, (ver por ejemplo [1]).

DEriNiciON 3.1. Definimos la amplitud limite para las ondas incidente, reflejada y difractada,

respectivamente, como

Ain(p,0) = elwopcos@-a)

eiwopcos(ﬁ—el)’ ¢ <6< 91

(3.1) Ap,6) = 0, 0 <60<6, p>0,0€0,
eiwopcos(e—ez), 6, <0<2n
i
Adlp,0) = 40 NP ONHZy (u + i6) du

donde Zy estd dada por (2.51) y consideremos

(3.2) Ax(p,0) == Au(p,0) + A(p,0) + Au(p, 6).

Introducimos el contorno

(3.3) ct = [Cl ' if] U

4 —Cl —l—

4

,137r]

donde C; es el lazo definido en (2.28). La orientacién de C| se muestra en la Figura 8, [23, (35)].

TeOREMA 3.2. Sea f una funcion que satisface (0.8) con sy > 0y sea u una solucion del tipo
(2.43) del problema (0.15). Asi que para 0 € O (ver (2.47)), existe una amplitud limite A(p, 0,1) :=
u(p, 0, He' " de la solucion u y
(3.4) lim A(p, 0,t) = A.(p, 6),

—0o0

51
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donde la amplitud limite A, admite la siguiente representacion

(3.5) Aw(p,0) = f e~ @oPsmhu i (11 + i6) du.
¢

Mas atin, A, satisface el siguiente problema de dispersion estacionario

(A_w%))AOO(p’H) = 0’ (p’H)EQ
g—nAoo(p,H) =0, (0,0)edQ

DemostrACION. De (0.1), (2.45) y (0.8) se sigue que
(36) uin()’, t)einI — Ain(P, 9)’ ur(y’ t)eiw()t — Ar(P, 9)9 - +09,

uniformemente en p < pg, 0 € [¢,2n]. Para continuar con la demostracién del Teorema, en el

siguiente Lemma también probamos esta convergencia para la onda difractada.

Lema 3.3. (Principio de Amplitud Limite para la onda difractada). Sea f el perfil de la onda
incidente dado por (0.8) con sy > 0. Entonces, para cada py > 0 se satisface el siguiente com-
portamiento asintotico Ay(p,0,t) — Ay(p,0) — 0, cuando t — +oo, uniformemente para cada
p€10,00]y 6 €®. Aqui Ay(p, 6,1) := uy(p, 6, )e'™" y Ay(p, 0) estd definida en (3.1).

DemosTrACION. La representacion (2.75) implica que

+00
3.7) Adp,6,1) = é el Coshit (1 o cosh ) Zn(u + i6) du.
Soélo faltaria probar que
(3.8) Ay(p,0,1) — Ay(p, 0), t — +o0

uniformemente con respecto de p € [0, 0] y 8 € ©. Por (3.1) y (3.7)

+00

(3.9) Ao, 6,0 — Aup,0) = ﬁ f e th] £t — pcoshp) = 1|Zy(u + i) du.

Fijemos py > 0, 0 € [¢,27] y € > 0. Como los polos de Zy(u + i8) se encuentran s6lo cuando y = 0
por (2.51), existe C > O tal que |Zy(u +i0)| < C,u € R, |u| = 1, 6 € [¢,2r]. Vamos a elegir u > 1

8CDe ol
tal que et < &. Entonces por (2.51), (2.57) y (0.8)
T

f et £z - p cosh ) = 1|Zy(u + i6)|dut < 8C f e du<e, teR.

lul>a 12
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Nos falta probar la convergencia a cero de la integral (3.9) sobre [—fi, i]. Tenemos que cosh u;(p, 8) =
t— 8o
Lo ;
-5
coshy; = % Esto implica que f(t —pcosu) = 1 parau € [—f, 1], t > so + pocosh iz, p < pp.

Lo
De aqui que

> coshfi, para t > sy + pocoshfi, donde w; es una solucién no negativa de la ecuaciéon

i
f‘ei‘*’OPCOSh”[f(t —pcoshu) — 1)Zy(u + i@)‘d,u =0<eg, 259+ pocoshi, p < po.
i

Esto completa la demostracion del Lema 3.3. .

N

;T
C| +ZZ

i

131
C] IT ‘

Lon W
1
171
st
2|
iix

L

Figura 8. Contorno C7.
Continuamos ahora con la demostracion del Teorema 3.2. Usando el Lema 3.3, deducimos que
(3.4) se sigue de (2.43) y (3.6).
Vamos a probar la representacion (3.5) para A,. Consideremos

(3.10) A = ﬁ emewsihiE (4 4 i0) du.
C+
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Probaremos que A = A.,, donde A,, est4 definida por (3.2). Definamos los contornos C; yI'" como

Cy = v U@y —2in),
n n O m
re :{ +'[— ——]:—IS SI}U L+ : —— S pup < —~=
H l4ﬂ1 3 H 2 2 Ha2 1
g +,7r Sm| e <1V Ud o1 im - 1177< < 3
H l4M1 e SHL = I 4 SH2 S 4 [

donde

+-—{ -5 >1}u{ +i[z —E]~—1< <1}u —i3—ﬂ~ <-1
Y1 =M 4~ﬂ1_ M1 4/11 7| S = M1 4 ML= .

(Ver la Figura 9). Notemos que por (3.3)

f e S H (u + i0)du = f e RSN (u + i6)du + f e Sy (1 + i0)du.
c 078 r

1

(3.11)

También usando el Teorema de Cauchy de los Residuos obtenemos

f e~ SN H (u + i6) dj = ~2im ) Res(e ™M Hy(u + i), p),
r peR1(©)
donde R;(6) es el conjunto de todos los polos de la funcién e~ S"h“ H\ (u + i6) que se encuentran

en el interior de I'". Calculando los residuos mediante (2.54), (1.1) y (0.4), obtenemos

eiu)()pCOS(e_a/) + eiwop COS(G_GI), 9 S [¢7 91)’
f PSR (i i0) du = —4id { gfrcosE-a), 6 < 161,6.],
1"+

eiwopcos(g—a) + eiwop 005(9—62)’ 0 c (02’ 271']

Asi que por (3.10), (3.11), (3.8) deducimos que A := A;, + A, + Ay, con
_ i

Ad'

= — —wopsinhi (1 4 10) d.
1D Cge n(u +i6) du

Por lo tanto, para concluir la prueba del Teorema, bastaria probar que
(3.12) Ay = Ay,

por (3.2). Haciendo el cambio de variable u — p + 5 y luego el cambio de variable p +— u + 2in
en la integral sobre y| — i%” obtenemos
— i

Ay = 13 eworcoshuz, (4 +i0) du,

Vi3
donde Zy esta definida en (2.51). Ahora estamos en las condiciones de transformar el contorno

¥7 + i3 en el contorno R usando el decrecimiento exponencial de Zy. Esto es, por el Teorema de
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Cauchy de los Residuos, (2.57), el hecho de que Zy(u + i6) es analitica en C \ P(6) (ver (2.54)) y
(2.57), obtenemos que

+00

f eiwopCOShﬂZN (u+i60) du = —f ei“’opCOSh”ZN (u + i) du.
y?’+i% -

[ee)

Por lo tanto (3.12) se sigue. De este modo, el Teorema 3.2 esta probado. —

[STEY
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ENE

i

N
A\
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Figura 9. Los contornos C; y I'*

2. La velocidad de convergencia de la amplitud limite

En esta seccion analizamos con més detalle la diferencia entre la amplitud de la onda difractada

no estacionaria y su amplitud limite en el caso cuando el perfil f de la onda incidente es la funcién

de Heaviside (ver (2.80)). Sea

(3'13) Rd(pv 97 t) = Ad(p’ 0) _Ad(p’ 97 t)’ P 2 07 0 * 91,2’ t> O’
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donde A,(p, 0), As(p, 0,1) estan definidas en (3.1) y (3.7), respectivamente. Como f es la funcion

de Heaviside,

(3.14) Ru(p,0,1) = ﬁ f elworcoshuz, oy +i0) du,
lulzac(5)

donde Zy y ac(-) estdn definidas en (2.51) y (2.81), respectivamente. Primero, necesitamos una

expansion de Zy(u + i6).

Lema 3.4. La funcion Zy admite la siguiente representacion

6
(3.15) Zuu+i0) = iy [Z e L e, ek
k=1
donde
b, = 4sin(§);
Zf — ZT(Q’ a,) .= eiziq(ﬂ‘—9+(l)[1 + ei4iq(7r—w)]’
Z; — Z;(H, CZ) = eiZiq(ﬂ—29+2&)[1 + eiSiq(n’—a)][l + ei4iq7r]’
(3.16) m = Zh 47, €R, m=1,6; 50, )| < C, € R, m = 2,6;

71 = z1(6,a) =4cos [%(Zﬂ - 9)] cos [%(n - a/)] ;
1 (1, 0,0)| < C, xu > 22, 6 €R,

DemosTrACION. De (2.51) y (2.10) se sigue que Zy(u) = Hy(u) + Hy(u), u € C, donde

sinh (2igm)
sinh [g (u + i(—1)*a — 2i(k — 1)m)] sinh [q (u + i(—1)ka — 2ikn)]’

parak = 1,2. Sean u := py +iup y s = s(uy) := e”9%'. Entonces, para k = 1,2, la funciéon H; admite

Hi(w) =

la expansién

6
Hi(u) = —ib, Z hijsiZj " rl(sil’eiick,l(m),eiick,z(m))sim ’
j=1
donde cy; (o) = quo — @), c12 (W2) = quo — @ — 27), ¢33 (U2) = q(ur + @ — 27), o5 () =
q(up + @ — 4m). En ambos casos la funcion s — r((s,a;, ay) es analiticaen B1(0) :={z€ C: |z < 1}

para todos los ay,a, € T := {z € C : |z] = 1} y admiten la cota
(317) |rl(s’al9 02)| < Cl’ |S| < 2_19 ap,ap € T

Mds atin, hf | = 2o p = gFdra=in y hi;+h; €R, parak = 1,2; j = 1,6. Todas estas

afirmaciones se prueban de manera similar a [12, Proposition 2.1 (iii)]. Por lo tanto, considerando
U = 0 deducimos (3.15), (3.16). i
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Lema 3.5. La funcion R,(p, 6,t) admite la siguiente representacion

(3.18) Ra(p,0,1)

6
b
= —— ZmEqu + Roo(p, 93 t)] H
35| 2

donde b, z,, estan dadas en (3.16) param = 1,6,

+00

(319) Ep = Ep(p’ l) — f eiwopcoshu—pu d,u
ac(ﬁ)
y
(3.20) IR (t,p,0)] < Clpo)t™ "%, > ,0025, DeR.

57

DemosTRACION. Se sigue de (3.14), (3.15) y de la paridad del integrando en (3.19). La cota (3.20)

se sigue de (3.16), (3.17). -

El resultado principal de esta seccion es la descripcion de la velocidad de convergencia de la

amplitud limite. Siguiendo la idea de [20], encontramos por separado esta velocidad para la parte

real y para la parte imaginaria.

TEOREMA 3.6. Sea R, la funcion definida en (3.13). Las partes real e imaginaria de la funcion

e 'R, tienen el siguiente comportamiento asintdtico cuando t — +oo

. b1z1(2q + 1 24
(3.21) Re[e ™' Ry(p,6,1)] = _—IZ;((D‘];“ )(g) O 4 0 (),
Wy
—iwot bizi (PV9 g ~(4g+1)
(3.22) e Ry(p,0,0] =~ (5) R0 4 O (D),
(&)

donde 0 < p < py y el simbolo O(-) depende solamente de py.

DemosTrRACION. Después del cambio de variable u = '[—; et, la funcion E, dada en (3.19), toma la

P
forma E,(p,t) = (?) B,(p, 1), donde

+00
iwo uztz +p2 —p—l
B,(p,1) = e Y du.
L+4/1-(8)2

Similarmente a la prueba de [12, Lemma 3.2] obtenemos las siguientes expansiones

P 2p+1) PP — 1
(3.23) Efp.) = L5E o0+ w1 p (

iwy g Er )+ 0150
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2 ; p+1
donde E,,(p, )= ——¢“| ———

1wy t+ P —p?
tuimos en (3.23) para obtener

. Expandimos Ep como en (3.81) (Anexo A7) y susti-

Jold 1 weP’(p+1) 1 1
iwy) 7 ¢ 2wy 72 w3 )

Finalmente, sustituyendo estas expresiones en (3.18) y usando (3.20) obtenemos

Ep(p7 t) = _eiwot

, bz [(p\ 29+ 1 p\ 1
—iwol , 9’ t - _ 1= (_) =1 " - t—(2q+2) _ (_) - t—(2q+1)
¢ a(p,6,1) 40 [ 2 w% 2/ iwg
_bha [(8)4q g+ 1 g _ (8)4q 1 t—<4q+1>]
2 .
(3.24) 42(13 2 w; . 2/ iwg
+ Z mjt—(24j+2) + i Z ﬂjf_(qu+])
J=3 Jj=3
6 )
+ 3 Ot + r o (p, 6, 144, t — oo,
j=1

donde mj,n; € R por (3.16) y |re(p, 0, 1)| < C(po). Notemos que g > i por (0.4), asi que (3.21) y
(3.22) se cumplen. —

3. El caso del semiplano

En esta seccion consideramos el caso @ = 27 (ver Observacion 2.24) y comparamos nuestros

resultados con los resultados de [20].

Prorosicion 3.7. Sean ® = 2n y f la funcion de Heaviside. Entonces la representacion (2.75)

para la onda difractada puede se puede reescribir como

L)
(3.25) g0, 0,1) = li:m f ereoshiAGy du 120,
—ac(%)
donde
(3.26) Ay = = sinh & [ cosh 427 . cosh 57 ]
. . 2 sinh £ ”g”“ sinh £ +ig_[“ sinh £ _ig_m sinh £ _ig+ia .
Mas aiin,
ac(?
(3.27) o 6.1 = o f( )eiwopcoshﬂ [ cosh 5 COSh%B, ldu.
by cosh u + cosh(if)

—ac()

para @ = m.
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DEMOSTRACION. La representacion (3.25) se sigue de (2.51), (2.10) y (2.75) cuando f = H'y
® = 27. La representacion (3.27) se sigue de (3.25) cuando @ = .

OBSERVACION 3.8. En el caso del semiplano (© = 2nr) y la funcion de Heaviside f, la repre-
sentacion (3.25) para la onda difractada coincide con la representacion de la onda difractada ®,
dada por (43) y modificada de acuerdo a [20, Section 3.3] cuando 6y # 0. Para 6y = 0

(3.28) uq(p,0,1t) = 2®,(p, 6, 1)

DEemosTRACION. Consideremos
(3.29) p=a-n

el dngulo que corresponde a la orientacion de la onda incidente en nuestro problema. Cuando
6y # 0, la onda difractada obtenida en [20] mediante la férmula (43) y modificada de acuerdo a [20),
Section 3.3] (la denotaremos por @) se expresa de la siguiente manera para ¢y = 1 (omitimos la

parte que corresponde a la onda incidente, ver [20, pagina 210])

—iwot iwps

Dyp,0,1) = —— |-sgn(x— (@ - 6p)) V(1 + cos@ — b)) f
P

e

s — p(s + pcos(d — 6y)) ds

2

iwps

e

Vs — p(s + pcos(0 + 6y)) ds

—sgn(m — (6 + 6p)) Vp(1 + cos(8 + 6,)) f
P

(3.30)

Haciendo el cambio de variable s := pcoshu y usando la paridad de los integrandos obtenidos

después del cambio de variable podemos reescribir a ®,; como

ac([—’))

—iwot o cosh cosh @ cosh &
DQ,0,0,1) = 1P COSIE Y _son(r — (0 — 6, -
a(p.6,1) 2r f ¢ gnim = ( O))cosh,u + cosh(i(6 — 6y))
—ac($)
cosh —i((’;HO) cosh §

_ ~-+6 du
sgn(r — (6 + 0))COSh/,t+COSh(i(9+QO)) :

Vamos a considerar el caso 8 > 6y + , 2 < 6y < m. Los otros casos se analizan de manera similar.

De (3.29) obtenemos

s
2

ac(f)

ie—tu)ot

(3.31) q>d(p, 0,1 = 5 f eiwopcoshﬂB (ﬂ) d,u,
Vg

—ac(y)
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donde

31 5 sinh ‘¢=® 1(0 @) sinh z(€+a) X U
(3-32) W) = coshu — Cosh(z(H —@)) coshy— cosh(z(@ + @) oSy

Los polos y residuos de A(u) y B(u) coinciden y ambas funciones son periddicas de periodo 2ir.
elul

Mas aidn, de (3.26) y (3.32), |A(w)| < C e y |B(w)| <C e respectlvamente Por lo tanto, apli-

cando el Teorema de Liouville A = B. Esto prueba que (3.25) y (3.31) son funciones idénticamente

iguales.

Cuando 6, = 0, [20, (43)] implica que

—iwot

(3.33) Dup,6,) = —e sgn(r — 6) (1 + cos ) f

lw()s
Vs —p(s + pcos 0)

Haciendo el cambio de variable s = pcoshu y usando la parldad del integrando en la integral

obtenida, deducimos (3.28). -

OBSERVACION 3.9. Este hecho nos lleva a la diferencia en los términos principales del compor-
tamiento asintotico de la amplitud cuando t — oo. De hecho, en el caso de ® = 2n, @ = 1 tenemos

que para cada 0 < p < pg, t > po2* se tiene el siguiente comportamiento asintético cuando t — oo

3 0
- VP Cos — 172 + O(f%),
V2 new} 2

Ners

TTWo

Re[e ™' Ry(p, 0,1)]

. 0
Im[e™™ Ry(p,0,1)] = - cos 5 3+ O(t_%).

Esto se sigue de (3.24) y (3. ]6) pues en este caso z; = 0. Por otro lado, de [20, (61)] se sigue

1

n = wep(1 + cos ). Por lo tanto

que Re ®; ~ —sgn(m —

3 0
Re ®, = ——\/ﬁ cos— 172 + O(f%).

22 nw% 2
Andlogamente, de [20, (62)] obtenemos que

/2 0 . 3 s
Imd, = - P cos 2 el 13 4 o(r ).
27wy 2




Anexo

Anexo Al. Algunas relaciones entre los angulos o y ®

Lema 3.10. Los valores a y @, definidos en (1.1) y (0.4), respectivamente, satisfacen cada una

de las siguientes condiciones

3

+d > —.

a)ozﬂ >2

b)—§+a+2(D>7r.

c)—%+a—2<D<—CD.
3

d)g—a+2(l)>7r.

e) 37”—&—2(D<—(I).

DEMOSTRACION. Se sigue de cdlculos directos al considerar (0.4) y (1.1). —

Lema 3.11. Los dngulos ¢, ® y a, definidos en (0.3), (0.4) y (1.1) respectiva-mente, satisfacen

las siguientes desigualdades

(3.34) 0 < 2n+a+2d
(3.35) -2 > a-20-¢
(3.36) 0 > a-20

(3.37) 2 < a+30

(3.38) $ < 2n-a

(3.39) 2 < 4dn-«a

(3.40) 20 < 2m+a

DemosTrACION. Vamos a usar (0.3), (0.4) y (1.1).

s Como @ > m, entonces 20 > 2x. Ademas a > 0, entonces a + 20 > 20 > 2, lo cual
implica (3.34).
61
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» Comoa < il y @ > 7, entonces a—® < —g < 0. Asique a—20—-¢ = a-20+D-21 < -2,
lo que prueba (3.35).

= Como a < 7—2T y ® > m,entoncesa — ® < 0. Asique @ — 2@ < @ — ® < 0, con lo que (3.36)
queda probado.

m Como @ > m, entonces 3@ > 3x. Ademas o > 0, entonces & + 3O > 30 > 3, lo cual
implica (3.37).

3

» Como a < g, entonces 2mr — @ > 21 — g = 7” > . Y como ¢ < 7, se deduce (3.38).
7

s Como a < g, entonces 47 — a > 4n — g = 7” > 2m, lo cual implica (3.39).

s Como ¢ < «, entonces 2¢ < 2. Ademds a > 0, entonces 27 + @ > 2x, de donde se deduce
(3.40).

Con lo cual se concluye la demostracion del Lema. -

Anexo A2. Algunos hechos de las funciones trigonométricas
Lema 3.12. Si0<e<1yw = w +iw, € C*, entonces

w .
(3.41) —“Ltanhpy; cospp +sing, > sine, U= +iu € VY.
wy ’

DemMosTRACION. Notemos que si pu = uy + iy, € ‘V/fg, entonces
At+e<impp<n—-A-s,
donde

(3.42) A= Alw,uy) = arctan(ﬂtanh,ul).
wy

De hecho, existe 0 € (8, g) tal que
(3.43) Uy = A+ 0.

Ademais (3.42) implica que,

tanh
(3.44) sinA = — L HAMA y  cosA = it

2 2 2 2 2 2
w5 + wj tanh” p w5 + wj tanh” y
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Entonces
. . w; tanh yy cos 6 + w, sind
sing, = sin(A +9) = ! al 2 ,
2
\/a)g + w} tanh” 11y
—wi tanh u; sind + w, cos o
cosp, = Cos(A+0) = ! al 2
\/wg + w? tanh® g
Asi que

2
w1 . . w . .
——tanhu; cosu, + sinyg, =sind \/1 + —;tanhz,ul >sind > sine.
Wy w

2

Por lo tanto (3.41) se satisface. —

Anexo A3. Aplicacion del Operador de Laplace a la funcion discontinua v,

Considerando la funcién v, definida en (1.35), tenemos los siguientes resultados.

Proposicion 3.13.

2

(3.45) Awi(x1,x) = [a—zvr(xl,xz)
Ox;

2

ﬁxzax 1

+
0

ve(x1, xz)]

0

—0(x1 + 1)O(x, + T)ai)ﬁV(_T’ X)) =0 (x1 + T)O(x; + TIV(-T, x2)

—0(xy + T)O(x; + T)aiXQV(X]’ —7) =8 (x + T)O(x; + T)v(x1, —7).

DemostrACION. Derivando a la funcién v, con respecto de x; en el sentido 9’(R) obtenemos

6_Vr(xl, X)) = [6_V(xl’ X2)] —0(x; + TV(—T, x2)O(x; + 7).
0

O0x, Ox
De donde
2 o |0 0
a—x%vr(xl, X)) = o [a—xlvf(xl, Xz)]o - 8—)615()61 + TV(=T, 1)O(x; + 7).
Por un lado:

2
(3.40) g [a_vr(xlvxl)] = [a_vr(xl’XZ)]
0

0
Dy | 0y Ox? — 0 + T)a_xlv(_T, x2)0(x2 + 7).

0

Por otro lado

(3.47) 6676()61 + (-7, %)00 +7) = & + (-7, x)0(x; + 7).
1

63
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Asi que de (3.46) y (3.47):
0? 0? 0
(3.48) VX1, %) = [V, x0) | =601 + T)—v(=T, 2)O(x2 + T)
Ox; Ox; 0 0x;
=8 (x1 + TIWV(-T, x2)O(x5 + 7).
Similarmente obtenemos
0? 0? 0
(3.49) 5Ve(X1, %) = |5V, )| =600 + T)—v(x, —1)O(X; + 7)
ox; 0x; 0 0xy

=8 (x0 + T)v(x1, —T)O(x; + 7).

Asi que (3.45) se sigue de la suma de (3.48) y (3.49). .

Lema 3.14.

2

0 0
(3.50) —2cos (I)mw(xl ,X) = —2cos® [(%Cz o

2

VT(xl > XZ)l

0
0
+2 cos DS(x, + T)g\/(xl ,—T)O(x; + 7)
1
0
+2c0s DS(x; + 7)=—v(—T, x2)O(x; + T)
0)62

+2cos DS(x; + T)5(xy + T)V(—T, —T).

DemMosTRACION. Notemos que

2
ve(x1, X2) — | V. (xy, Xz)]

axzaxl 5)62 _axl

= o [ivr(xl,xz)] = 0001 + T(=7, x2)O(xz + 7)
i 0

(9X2 (9x1
oo 0
= — —VT(,X], XZ) - [6()(] + T)V(_T, x2)®(x2 + T)] .
ﬁxz »(9x1 0 axQ
Por un lado:
0 0 0? 0
P [a—()} } [axZaxl e )] ~ 0w+ D7 v, ~n8x + 1)

Por otro lado:
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[6(x + TV(=T, X2)O(x; + 7)]

ox
0
= 0(x; + 1) — [v(—T7, x2)O(x2 + 7)]
6)C2
= o0(x;+71) iv(—T, X)0(x + 1) + 0(xy + TIV(—T,—-T)
3x2 0
= O0(x; + T)a—[v(—’l', X)O(x, + T)] + 0(x1 + 7)0(xp + T)V(—T, —7).
(9)(,'2
Asi que

2 2
- 0
per ve(xp, x2) = [8x2(9x1 ve(x1, )Q)L — 6(x2 + T)O(x; + T)a_xlv(xl’ —7)

—0(x; + 7)O(x, + T)%V(—T, X)) — v(—T7,—7)0(x; + T)0(x2 + T).
2

De donde se deduce (3.50). i

1 2
L 3.15. ——— [Aw(x1, x2) — 2cos D———v (x1, =
EMA D [ vo(x1, X2) cos Py vo(x1, X2)

o(x; + 1)O(xy + T)aa—v(—r, X2) + 0" (x1 + T)O(x; + TV(-T, X2)
X1

+0(xy + T)O(x; + ‘r)av(xl, —7) + 60" (x + T)O(x; + T)v(x1, —7)
2

sin
(3.51)

—2cos DO(x, + T)O(x; + T)av(xl, -7)
|

—2cosPo(x; + 7)O(x, + T)a—v(—T, X2)
(9xz

— 2¢0s DV(—1, —7)5(x; + 7)8(xs + T) ]

DemostrACION. De (3.45) y (3.50) obtenemos
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2

8.X26X1

Awr(x1,x2) —2cos O ve(x1,X2) =

2

E)xzax 1

X20X1

ve(xi, xz)]

2
= |z ve(x1, x2)
[0)6%

2
+ [6—vf(x1, xz)] —2cosd [ 9
0 0

0 0

—0(x1 + 1)O(x, + T)aiv(—‘l', X)) =0 (x1 + T)O(x; + TIV(-T, x2)

X1

0
—0(xy + T)O(x; + T)gv(xl, —7) =8 (x2 + T)O(x; + T)v(x1, —7).

2
0
+2cos DS(x, + T)O(x; + T)av(xl, -7)
1

0
+2cos DS(x; + 7)O(x, + T)av(—T, X2)
2

+2 cos Ov(—1, —7)0(x1 + T)0(xp + 7).
De donde se deduce (3.51).

Lema 3.16. En 8'(R*) se satisfacen los siguientes limites

0
o(x; +1)O(x, + T)av(—r, X7)
1

— 5(x1)vy(x2)
O'(x1 +T)O( + TV(—T,x) — 6’(x1)v(2)(x2)
0(x2 + 7)O(x; + T)aa_)CZV(XI ,—T) — S(x)vi(x)
(3.52) o' (xp + T)O(x1 + T)V(x1,—T) — 5’(xz)v(l)(x1) T—-0+.

0 d
0(x2 + T)O(x; + T)a—xlvm, —7) 5(x2)d_x1v(1)(x1) = v(0)6(x)

l

d
o(x; + 7)O(x, + T)(?_xzv(_T’ X7) 6(x1)d—xzvg(xz) —v(0)d(x)

—2v(0) cos Do(x)

—2cos Ov(—1, —7)0(x1 + T)0(x + T)

l

DEMOSTRACION. A continuacidn la demostracion de algunas de estas afirmaciones, las demas se

demuestran de forma simétrica a las que aqui se presentan.
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Notemos que

Iim |6(x; + T)O(x, + T)a—v(—r, X2) 0(x1)0O(x,) lim iv(—T, X7)
750+ 0x, =0+ 0X)

0
= 6(x) [(9(962)6—\)(0, Xz)]

X1

0
= 6(xy) [6_x1v(0’ Xz)}

= S(x1)v(x2)

0

Notemos que

1im [6'(v +DOCx: + (=T, 22)] = ' (x)| Ow)v(0, 1) | = &' (11)¥3(x2).

Notemos que

0 0
lim | -2 cos D6(x, + T)O(x; + T)av(xl, —T)] = =2c0sDé(x)B(x;) ll’r(r)lJr av(xl, -7)
1 = 1

-0+

= —2cos DS(xy) [@(xl)%v(xl, 0)]
1

= —2cos DS(x,) [%V(Xbo)] .
1 0

En 8'(R*) y por la definicién de v? tenemos

d 0 0
—v(x1) = | == v(x1,0)| +3(x)V(0) = | —v(x1,0)| + 5(x1)w(0),
dx1 (9x1 0 8x1 0
de donde
[a_xlv(xl’ 0)]0 = d_xlvl(xl) = 0(x)v(0).
Asi que

Iim [-2cos ®o(xr + T)O(x; + T)aa—v(xl ) —T)]
X1

70+

—2cos ®o(xy) [iv?(xl) —6(x)v(0)
d)C]
= -=-2cos (Dé(xz)%v?(xl) + 2cos DI(x1)0(x)v(0)
1

d
= —2cos (D(S(xz)av?(xl) + 2v(0) cos DS(x).
1

Lo cual concluye la demostracion. —
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ProrposiciON 3.17. La siguiente identidad se satisface

| 2
Tlil(l)lJr [_sm—2® [Axv‘r(-xl ,X2) —2cos (Daxzaxl ve(x1, Xz)” =

1
(3.53) = i (D[ S(x1)vy(x2) + 8(x2)vi(x1) + & (x1)vI(x2) + & (e (xy)

d d
—2 c0s D5 (x;)—19(x2) =2 cos DS(x2) — ) (x1) + 21(0) cos DI(x)
dx, dx;

DEMOSTRACION. Se sigue directamente de (3.51) y (3.52).

Anexo A4. Algunas identidades de la trigonometria hiperbdlica

Lema 3.18. Para todos A, B € C se tiene que

2cosh(A + B)
sinh(A + B) + sinh(A - B)
Lema 3.19. Para todos A, B € C se tiene que

(3.54) cothA +tanh B =

2cosh(A — B)
sinh(A + B) — sinh(A — B)

(3.55) tanh A — coth B = —

Lema 3.20. Sia = ig —iayb= ig + ia, entonces

(3.56) cosa = —isinha
(3.57) isinhy —cosa = 2isinh ( ) cosh (,u 3 a)
2id 2iD —
(3.58) i sinh(u + 2i®) — cos a :2mmh“+’ +a%%h«+ : “)
(3.59) coshy +sing = 2isinh | %mhfza)
+2® +2i0-b
(3.60) cosh(u + 2i®) —sina@ = 2isinh (A2 "¢ ﬂ (“ : )
2id — b 2id
(3.61) aﬂ%ﬁi—%——) - 4gm%“+’ +a)
(3.62) sinh pob j cosh ('u ra )
. 1 _— = —1 P
2 2
(3.63) sinh(a — i®) = icos(® + @)

(3.64) cosh(a —i®) = sin(® + @)
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Lema 3.21. Si u € C entonces

(3.65) 2sin(® + @) _ coshu +sina cosh(u + 2i®) — sin«
' i sinh(u + i®) — cos(® + a) B isinhy —cosa  isinh(u + 2i®) — cosa’

DEmMosTRACION. Para probar (3.65), usaremos los resultados expuestos en los Lemas 3.18, 3.19 y
3.20. Primero desarrollamos el lado derecho de (3.65). Usando las hipétesis del Lema 3.20, (3.57)-
(3.60), desarrollando y simplificando tenemos que

coshyu + sina _ cosh(u +2i®) —sina _ sinh(“5%) _ sinh (457-¢) cosh (4572
isinhy —cosa  isinh(u + 2i®) — cosa  ginh (/% )  inh (,11+2;(D+a) cosh (,1+2;<1>-a),

asi que sustituyendo (3.62) y (3.61), respectivamente tenemos

. a . . 2i0-a
coshy +sin@  cosh(u+2i®) —sin@ _ —icosh (%) —isinh (NJr 2 )

isinhy —cosa isinh(u +2i®) —cosa  siph (l%) B cosh (#+2;<D—a)

i u+2id—-a (,u+a)
tanh | ————— | — coth[—— ||,
l[an( 5 ) co 5

de modo que al usar (3.55) y simplificar tenemos

coshu + sina cosh(u + 2i®) —sina
isinh u — cos a isinh(u + 2i®) — cosa
+2id—a +a
_ 2 cosh (”T — ,uT)
sinh (”—+2;®_“ + ‘%) — sinh (”—”;D_” - ’%)
cosh(i® — a)
= -2i
sinh(u + i®) — sinh(i® — a)
cosh(a — i®)

"sinh(u + i®) + sinh(a — D)’
Finalmente al utilizar (3.63), (3.64) y desarrollar obtenemos (3.65). -

Anexo AS5. Propiedades de la funcion Hy

Lema 3.22. Si u(6) es un polo de t(u + i6) o es un polo de t,(u + i0) (ver (2.16)), entonces

1 20
(3.66) Res(ti(u + i0), u(0)) = — = —, k=1,2.
q

DemosTRACION. Si u es polo de 7y, entonces

R%m#ﬁzwmmw—mnzg'

gcosh[gu—-p)] ¢
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Andalogamente, si u es polo de 7,, entonces

cosh [qu-pp| 1
Res(r2, ) = =-.
geosh|qu—p)| 4

En cualquier caso se obtiene (3.66). —

Lema 3.23. Para 0 € [¢, 2] se tiene lo siguiente

a) Los polos de Hy(u + i0) en I1, son

(3.67) 06 = —%44&—%, 0 € [¢,2n]
B
(3.68) w(0) = 17 —ia — 10, 0 € [6,,2n]
S,
(3.69) us(0) = —17 + 2ip — i — 16, 0 € [¢,0,],

donde 6y, 0, son los dngulos definidos en (0.6).
b) Los polos de la funcion e "™ Hy (i + i0) en I, son los puntos 11,(0), u2(0) y uz(6), descritos
en (3.67), (3.68) y (3.69), respectivamente. Ademds

. 20 .
(3.70) Res(e P“SM U H (1 + i), 11 (0)) = —— elPwcos@d), ¢ <0<2n,
T
. 20 .
(3.71) Res(e VS H (1 + i0), up(0)) = —— ePwcos-62) 6, <0 < 2n,
T
. 20 .
(3.72) Res(e P“SM M Hy (1 + i), p3(0)) = =— elPwcos@=o, p<6<6,.
T

DemosTrACION. a) De acuerdo a (2.12), los polos u de Hy(u + i6) en C son de la forma

mA@::—%+m+mme
(3.73) keZ.
3. . .
Hox(0) = 17 — i + 2ik® — 6
De esta familia de polos de Hy(u + i8), debemos considerar sélo aquellos que se encuentran en la
. . Sm w
franja I1,, es decir aquellos tales que Im u € 575

Af.1 Sik > 106k < —1, entonces u; x(6) ¢ I1,, para todo 6 € [¢, 2r].

En efecto, p 4(0) € I, siy s6lo si =27 < @ + 2k® — 6 < 0.
» Sik > 1,entonces @ + 20 — 0 < a + 2k® - 6. Si 0 € [¢,2n], -6 > —2r, entonces
a+20-27r <a+20—-6. Dedonde @ + 20 — 21 < a + 2k — 6. Asi que por (3.34),
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a + 2k® — 6 > 0. Por lo tanto p; () ¢ 11,.

= Sik < -1, entonces @ + 2k® — 0 < a — 20 - 6. Si 6 € [¢,2n], -0 < —¢, entonces
a—20 -0 < a-20 - ¢. De donde a + 2k®P — 0 < a — 2P — ¢. Asi que por (3.35),
a +2k® — 6 < —2n. Por lo tanto p; «(0) ¢ 11,.
Lo cual prueba la Afirmacion 1.

Af.2 py o(0) € 11, para todo 6 € [¢, 27].

En efecto, por definicion u; o(6) = —i T +ia—1i6. S10 € [¢,2n], por un lado 6 < 27, entonces
a—60>a-2nycomoa > 0, entonces @ — 2 > —2nx, lo cual implica que @ — 6 > —2x. Por
otro lado, como 6 > ¢, entonces —0 < —¢. Y por (1.1), @ < ¢, de donde @ — 0 < ¢ — ¢ = 0.
Asique =27 < @ — 6 < 0, para todo 0 € [¢, 2n]. De donde, —57” < —g +a—-6< —g, para
todo 6 € [¢, 2r]. Por lo tanto u; ¢(0) € I,, para todo 8 € [¢, 2r].

Lo cual prueba la Afirmacion 2. Més aun, para todo 6 € [¢, 2n], ;1 0(6) es un polo de
Hy(u + i0) del tipo (3.67).

Af3 Sik > 106k < -2, entonces p,4(0) ¢ I1,, para todo 8 € [¢, 2r].

En efecto, 1, 4(6) € I1, siy s6lo si 2n < @ — 2k® + 0 < 4n.
» Sik>1y8 e [¢p,2r], entonces @ — 2k® + 0 < a — 20 + 6. Como 6 < 2x, entonces
a—20+0 < a—20 + 2n. Entonces @ — 2k® + 6 < a — 2® + 2. Ademas de (3.36),
a =20+ 2n < 2x. Lo cual implica que @ — 2k® + 6 < 2x. Por lo tanto p 4(6) € I1,.

» Sik < -2y0 € [¢,2n], entonces @ — 2kD + 6 > a + 4D + 6. Como 6 > ¢, entonces
a+4DP+0>a+40+¢p = a+4D+ 27— D = a + 30 + 27n. Ademads de (3.37),
a+ 3D + 21 > 4x. Lo cual implica que @ — 2k® + 6 > 4. Por lo tanto ;4 (6) ¢ I1,.

Lo cual prueba la Afirmacion 3.

Afd ﬂ2,0(0) eIl, si y s6losi 0 € [0, 27].

3
En efecto, por definicién p,o = i; — ia — i6. De tal forma que pp0(6) € II, si y sélo
5 3
- < a9 < —g y 6 € [¢,2n], lo cual es equivalente a 271 < o + 6 < 4ny

2 2
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¢ <0< 2r EstosucedesiysOlosi2nr—a <8 <4r—ay¢ <6< 2nr Equivalentemente
max {27 — @, ¢} < 0 < min {47 — a, 27}

Asi que por (3.38) y (3.39), podemos concluir que u, o(6) € I, siy sélo si 6 € [2n — a, 2r].
De modo que la Afirmacion 4, se sigue de la definicién de 6, dada en (0.6). Mds aun, u; o(6)
es un polo de Hy(u + i6) del tipo (3.68) si y sélo si 8 € [6,, 2n].

AfS yy 1(0) eIl siysélosif e [¢,6,].

En efecto, por definicién y, ) =i jﬂ —ia—2i®—if. De tal forma que p, _1(6) € I, sty s6lo

Si—— < ——-a-20-6< —g y 0 € [¢,2r], lo cual es equivalente a 27 < ¢ +20+6 < 4n
y¢ <0< 2n EstosucedesiysOlosi2n —a-20 <0 <4dn—-a-20y ¢ <6 < 2nm.
Ademads de la definicion de ® y 6; dadas en (0.4) y (0.6), respectivamente, tenemos que
a+20=a+22n—-¢)=4n+a - 2¢ = 41 — 6,. Entonces u, _(0) € I, st y solo si

méx {0, — 2r, ¢} < 0 < min {6, 2r}

Equivalentemente, por (3.40), u»—1(6) € I1, siy s6lo si 8 € [¢,0,]. Més ain, u, _1(6) es un
polo de Hy(u + i6) del tipo (3.69) siy sdlo si 8 € [¢, 6;].

Con lo cual concluimos la demostracion de a).

b) Consideramos
T(u,p,0) = eP*S"Hy(u+ i6).

Dado que la funcién e*“*""# eg analitica en C, u es polo de T (i, p, 6) en I1, si y sélo si u es polo
de Hy(u + i6) en I, asi que por el a), los dnicos polos de T (u, p, 0) en I, son u(0), u(0) y uz(6).
Ademas, si u es un polo de T'(u, p, 0) en I15:

(3.74) Res(T, ) = e *“S"™ Res(Hy(u + i6), ).

Ahora analizamos los residuos de 7" en cada uno de sus 3 tipos de polos.

= Residuo de los polos del tipo 1, (6).

De (3.67) y la demostracion de a) tenemos que u;(6) es un polo de 7; (ver 2.16), asi que
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por (3.66): Res(t(u + i0), u,1(6)) = %. Entonces por (3.74) y (2.15) tenemos
Res(T,u1(6)) = ¢S ©@Res(Hy(u + i6), 11 (6))

— efpa) Sinhﬂl(g)Res(Tl(ll + ZG), ,ul(e))
20
T

— e PY sinh(=i +ia—if) .

Por la trigonometria hiperbdlica sinh (—i 5 +ia— i@) = —icos(a — 6). Entonces

20 .
Res(T,p(0) = — @ ¢ <g<on
T

Residuo de los polos del tipo 1, (6).
De (3.68) y la demostracién de a) tenemos que u,(6) es un polo de 7, (ver 2.16), asi que
por (3.66): Res(1,(u + i0), ux(6)) = %. Entonces por (3.74) y (2.15) tenemos

Res(T, () = e =2ORes(Hy(u + i6), 112(6))

— efpa) Sinh'uZ(H)ReS(TZ(/'[ + ZG), ,UZ(H))
20
T

P sinh(iF —ia—if)
De la trigonometria hiperbdlica
T S 7/ . : :
sinh 17 —ila—i0] = —icos(a + 0) = —icos(—2m + a + 6) = —icos(d — 6,),
donde 6, esta definido en (0.6). Entonces

20
Res(T, ix(0)) = — ePweost-0) 6, <6< 2n.
T

Residuo de los polos del tipo u3(6).
De (3.69) y la demostracion de a) tenemos que u3(6) es un polo de 7, (ver 2.16), asi que
por (3.66): Res(t,(u + i6), us(0)) = 2_;1)_ Entonces por (3.74) y (2.15) tenemos

Res(T,u3(0)) = e "™ ORes(Hy(u + i), u3(6))

= o Pv Sinhﬂz(e)RCS(Tz(/J + ZQ), /.13(0))
20

— e
T

—pw sinh(=iZ +2i¢—ia—if) _

De la trigonometria hiperbdlica

sinh (—i%ﬂ + 2i¢p — i — i) = —icos(2¢p — a — 0) = —icos(8; — 0) = —icos(8 — 6)),
donde 6, esta definido en (0.6). Asi que

20
Res(T,p3(0)) = — P <0<,
T
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Lo cual completa la prueba de b). —

Anexo A6. Saltos de las ondas reflejada y drifractada sobre las direcciones “criticas”

Lema 3.24. Sean u,, u, las funciones dadas por (2.45) y (2.75), respectivamente. Entonces

oWy, o®
(3.75) 3( 862‘,9) —\5( 692“‘,9,), keNo, [=1,2.

DemosTrACION. Consideremos el caso 8 = 6;. El caso 8§ = 6, se analiza de manera similar.

3(k)
Primero encontramos S( PR ) De (2.45) se sigue que
N a(k)u, P10,
(3.76) \S(W,Ql) = BT ——u.1(p, 01,1), k € Ny.

Usando coordenadas polares y = (pcos,psin6) en u,; y haciendo el cambio de variable u =
—i(6 — 6,) obtenemos u,.;(p, 0y, t) = e~ «wot=pcosE=61) £t — 5 cos(f — 6)) = A(u, p, 1), donde

(3.77) A, p, 1) = e @=Peosh) ¢4 _ 5 cosh p).
9% 9%
Entonces u,l(p 0,1),=(— l)k A(,u p,1), k € Ny. Asi que por (3.76), obtenemos
Py 9o
(3.78) ( 5 ,01) = —(=i) —A(O o, 1), k € Ny.

9% 4
ook’
i91)] + coth [q(y + 160 — i92)] — coth [q(y + 160 — 2irr — ia)] — coth [q(y +i0 — ia)]. Como la funcién

coth [q(p + 10— i@l)] es discontinua en 8 = 6, entonces Zy(p, 0, t) también es discontinua en 6 = 6.

Ahora encontramos 3( 91). De (2.51) y (2.10) se sigue que Zy(p,6,t) = coth [q(,u + 16 —

Asi que por (2.75) tenemos que

dPuy 0P,
(379) ( aek 591) = ( aek ’91)5
+0o0
donde u;(p, 6, t) = —% fA(,u,p, t) coth [q(y +i0— i91)] du 'y A(u, p) estd dada por (3.77). Usando
i

—00

0 0
%0 coth [q(,u + 160 — 191)] = iﬁ_ coth [q(,u + i — i@l)], integrando por partes k veces (para k = 0
L

no integramos iy

), ¥ usando que por (0.2) la integracion se realiza en un intervalo compacto,
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obtenemos

® kN A
0 114

0 o
(ﬁul(p, 0,t) =(-1) Tin (9_/1’<A(ﬂ’p’ t) - coth[g(u + i — i6,)] du.

—00

De donde se obtiene que

ook’ 06F
Por lo tanto (3.75) se sigue de (3.79), (3.80) y (3.78).

a(k) a(k)
(3.80) i”s( o 91) = (=) S A0, p, ).

Anexo A7. Ayuda para el comportamiento asintético de la solucion

m

t

Lema 3.25. La funcion [ admite el siguiente comportamiento asintotico

t+ 12— p?

t " 1\" "' p? 1
= (o) ) §Erele) o

(3.81)

t+ 2 -p?
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