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Introduccion

La realidad se encuentra en cambio permanente. Para comprender y predecir la evolucién
de los fenémenos reales, construimos modelos matematicos que relacionan causas con efectos.

Todo modelo matematico se obtiene mediante la abstraccion de un fenémeno real, toma
en cuenta los factores relevantes para comprenderlo, y descarta los que resultan menos
significativos. Para garantizar que las predicciones tedricas obtenidas a partir del modelo
matematico corresponden con el comportamiento del fenémeno real, es necesario garantizar
que las pequenas perturbaciones generadas por los factores poco significativos no afectan
sustancialmente el comportamiento del modelo. La propiedad que garantiza lo anterior se
conoce como estabilidad estructural, y su caracterizacion es el propédsito de este trabajo.

El modelo dindmico de un determinado fenémeno consiste en un conjunto M, denominado
espacio de estados o espacio fase, en el que cada uno de sus elementos representa uno de los
estados posibles del fenémeno, y donde la evolucién del sistema conforme avanza el tiempo
se obtiene mediante la accién de un grupo de transformaciones sobre el espacio fase. En el
presente trabajo analizaremos acciones del grupo (Z,+) sobre una variedad diferenciable
compacta M, generadas mediante la aplicaciéon de un difeomorfismo f : M — M. Estos sis-
temas son algunas veces llamados sistemas dinamicos con tiempo discreto, en contraposicion
con los de tiempo continuo, que son sistemas dinamicos dados por flujos de ecuaciones dife-
renciales, y que corresponden con acciones del grupo (R, +), para los que haremos también
algunos comentarios.

Considerando diferentes estructuras en el espacio fase podemos identificar propiedades
interesantes respecto a la evolucion del sistema; para M una variedad diferenciable compacta,
obtendremos, entre otras cosas, una nocién de cercania entre sistemas dinamicos.

La estabilidad estructural de un sistema dindmico consiste en que todos los sistemas
que son suficientemente cercanos a éste tienen cualitativamente el mismo comportamiento.
Para precisar cuando dos sistemas poseen el mismo comportamiento cualitativo usaremos
la nocién de conjugacién topolégica: dos difeomorfismos f,g : M — M son topolégicamente
conjugados, si existe un homeomorfismo h : M — M, que cumple goh = ho f.

En términos precisos, denotaremos por Diff (M) al espacio de difeomorfismos de clase
€1 en M,y 2 (M) el espacio de flujos de clase €' en M, en ambos casos con la topologia
¢! (ver 1.5). Diremos que un difeomorfismo f € Diff(M) es estructuralmente estable, si
cualquier difeomorfismo suficientemente €'-cercano a f es topoldégicamente conjugado a f.

De forma similar, un flujo X € 2 (M) es estructuralmente estable, si cualquier flujo Y
suficientemente ¢'-cercano a X es equivalente a X, esto significa que existe un homeomor-
fismo que manda las 6rbitas de Y en las érbitas de X, y ademds, preserva su orientacién.



Estabilidad Estructural de Flujos en Superficies

La nocién de estabilidad estructural fue introducida por Andronov y Pontryagin en
[AP37], en el contexto de flujos asociados a sistemas de ecuaciones diferenciales, para ca-
racterizar a los sistemas con una estructura global de érbitas persistente bajo pequenas
perturbaciones. En ese mismo trabajo, Andronov y Pontryagin establecieron un criterio ne-
cesario y suficiente para garantizar la estabilidad estructural de flujos en regiones acotadas
del plano. Este criterio afirma que un flujo en el plano es estructuralmente estable si y sélo
si tiene solamente una cantidad finita de puntos fijos y periddicos, todos ellos elementales
(ahora llamados hiperbdlicos); ademds cumpliendo que ninguna O6rbita conecta a puntos
tipo silla (ver figura 1).
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Figura 1: En presencia de 6rbitas que conectan puntos tipo silla, es posible hacer pequenas
perturbaciones que destruyan el comportamiento global de las érbitas.

A partir de estas tres condiciones, el Teorema de Poincaré-Bendixson garantiza que los
flujos estructuralmente estables en el plano cumplen una condicién adicional: los conjuntos
w-limite y a-limite de cualquier érbita sélo pueden ser érbitas peridédicas o puntos fijos.

Con esta condicién adicional, Peixoto [Pei59] extendié el resultado de Andronov y Pon-
triagyn a cualquier superficie compacta M?, y mostré que el conjunto SS de flujos estruc-
turalmente estables en M? es denso en 2 (M?) y tiene a lo mas una cantidad numerable de
componentes conexas; donde cualesquiera flujos en la misma componente son equivalentes
(ver figura 2). En el mismo ano, Markus mostré [Mar61] que, en variedades compactas de
cualquier dimensién, un sistema estructuralmente estable con una cantidad finita de orbitas
periédicas cumple las condiciones del Teorema de Peixoto, lo que motivé a Smale a conje-
turar [Sma60] que en cualquier dimensién, un sistema es estructuralmente estable si cumple
las siguientes condiciones, que ahora son llamadas condiciones de Morse-Smale:

(1) Tiene una cantidad finita de puntos fijos y érbitas periddicas, todos hiperbdlicos.
(2) Su conjunto no-errante es la unién de puntos fijos y érbitas periédicas.

(3) Las intersecciones entre las variedades estable e inestable de puntos fijos y érbitas
periédicas son transversales.

En estos términos, el Teorema de Peixoto afirma:

Teorema (Peixoto [Pei62]). Para cualquier superficie compacta M?, los sistemas estruc-
turalmente estables conforman un conjunto abierto y denso en 2 (M?). Ademds, coinciden
con los sistemas Morse-Smale (MS).
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Figura 2: Para cualquier superficie compacta M?, el Teorema de Peixoto describe la
dindmica de los sistemas estructuralmente estables y clasifica en un conjunto abierto y
denso en 2 (M?) a todos los sistemas posibles salvo equivalencia topoldgica.

La caracterizacion de los sistemas estructuralmente estables en el Teorema de Peixoto
no es valida para variedades de dimensiéon mayor que dos, aunque esa limitacién puede
superarse sustituyendo los puntos fijos y orbitas periddicas hiperbdlicos por el concepto
mas general de conjunto hiperbdlico.

Conjuntos Hiperbdlicos y Estabilidad Local

Desde los trabajos de Littlewood y Cartwright en torno al oscilador no-lineal con forza-
miento de Van der Pol, ya se habia encontrado que en dimension tres, una cantidad infinita
de érbitas periddicas pueden ser persistentes bajo pequenas perturbaciones, y por lo tanto,
que los sistemas Morse-Smale no forman un conjunto denso en cualquier dimensién.

Para simplificar el comportamiento del oscilador forzado de Van der Pol, Smale cons-
truyé un modelo geométrico utilizando un difeomorfismo en dimensién dos, que ahora recibe
el nombre de la Herradura de Smale, y fue el primer ejemplo de un comportamiento esta-
ble bajo perturbaciones, con una estructura de érbitas bastante méas complicada que los
sistemas Morse-Smale.

El mecanismo detrés del comportamiento de la Herradura ya habia sido estudiado desde
finales del siglo XIX por Poincaré [Poi87] en el problema de la estabilidad de las érbitas
planetarias. Poincaré encontré que las variedades estable e inestable de un punto periédico
de tipo silla pueden intersectarse transversalmente, en un punto al que ahora llamamos
interseccion homoclinica transversal (ver figura 3), y en torno al cual, el sistema presenta
un comportamiento complicado, ahora llamado cadtico.

Figura 3: Una interseccién homoclinica transversal ¢ y la creacion de una Herradura.



Birkhoff continué con el estudio de estas intersecciones [Bir27], y mostré que alrededor
de un punto de interseccién homoclinica transversal en el plano, siempre hay una cantidad
infinita de puntos periédicos, y finalmente, Smale mostré que en una vecindad de cualquier
interseccion homoclinica transversal, el comportamiento del sistema es topoldgicamente
conjugado al de la Herradura.

Teorema (Birkhoff-Smale [Sma63]). Sean M una superficie y f : M — M un di-
feomorfismo. Si f tiene un punto de interseccion homoclinica transversal, entonces existe
un conjunto de Cantor, invariante para una cierta iterada de f, donde hay una cantidad
infinita de puntos periédicos.

Esto tuvo implicaciones sorprendentes: se obtuvo que en cualquier variedad de dimen-
sién mayor o igual a dos, es posible construir un difeomorfismo con un conjunto de Cantor
invariante, que tiene infinitos puntos periddicos y una cantidad infinita de intersecciones ho-
moclinicas transversales. Este conjunto invariante es un ejemplo de lo que ahora conocemos
como conjunto hiperbdlico, para los que en todo punto y cualquier direccién, el difeomorfismo
se comporta localmente como una contraccion o expansion. De forma precisas:

Definicién. Sea M wuna variedad diferenciable compacta y f € Diff(M). Un conjunto
A C M invariante es hiperbdlico, si existen una métrica riemanniana y una descompo-
sicion D f-invariante del haz tangente de M restringido a A, como TaxM = E® & E¥, en
subespacios donde D f actia como una contraccion en IE° y como una expansion en E¥.

Figura 4: Subespacios invariantes de una descomposiciéon hiperbdlica en un punto p € A.

Cuando un conjunto hiperbdlico es el mayor conjunto invariante contenido en alguna de
sus vecindades, se dice que el conjunto es aislado. En el segundo capitulo mostraremos que en
presencia de esta propiedad, es posible garantizar que el comportamiento del difeomorfismo
dentro del conjunto hiperbdlico es localmente estable, en el siguiente sentido:

Teorema (Estabilidad de Conjuntos Hiperbdlicos). Sea A C M un conjunto hi-
perbdlico aislado para f € Diff(M). Cualquier difeomorfismo g € Diff(M) suficientemente
€ -cercano a f tiene un conjunto hiperbolico Ay cercano a A, de forma que f|\ y g|Ag son
topoldgicamente conjugados.

La estabilidad de un conjunto hiperbdlico esta estrechamente vinculada con la propiedad
del sombreado, que analizaremos en el segundo capitulo. Esta propiedad consiste en que
cualquier pseudo-6rbita del sistema (una sucesién de puntos suficientemente parecida a una
6rbita real) corresponde con una 6rbita del sistema, con lo que se puede garantizar que la
dindmica dentro del conjunto hiperbdlico no cambia bajo pequefias perturbaciones en el
difeomorfismo.



Difeomorfismos de Anosov y Estabilidad Estructural

Cuando toda la variedad es un conjunto hiperbdlico, es posible garantizar la estabilidad
global de las orbitas del sistema. Los primeros ejemplos con este comportamiento fueron
introducidos por Thom: los difeomorfismos en el n-toro inducidos por transformaciones
lineales en SL,,(Z), para los cuales existe un punto fijo que tiene una interseccién homoclinica
transversal, y ademas, una cantidad infinita de puntos periédicos distribuidos de forma densa
en el toro (ver figura 5).
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Figura 5: Cualquier matriz A € SLg(Z) sin valores propios de médulo uno induce un difeo-
morfismo f en el 2-toro, que tiene un punto fijo hiperbdlico con intersecciones homoclinicas
transversales.

Anosov mostré en [Ano62] y [Ano63], que los sistemas que poseen una estructura hi-
perbdlica en toda la variedad son estructuralmente estables, por lo que en particular, con-
forman un conjunto abierto en el espacio de sistemas. Estos sistemas ahora se conocen como
sistemas Anosov. En el segundo capitulo del trabajo mostraremos el resultado mencionado:

Teorema. Si f € Diff(M) es un difeomorfismo Anosov, f es estructuralmente estable.

Difeomorfismos Axioma A y (2-Estabilidad

El comportamiento complicado de un sistema dindmico suele encontrarse en las regio-
nes de la variedad que presentan propiedades de recurrencia, asi que resulta fundamental
identificar bajo qué condiciones un sistema es estable localmente en estas regiones.

El conjunto no-errante €1y estd formado por los puntos x € M tales que para cualquier
vecindad U que contiene a x se satisface f"(U) NU # () para alguna n € N. El conjunto
no-errante es cerrado, no vacio, y contiene a todos los puntos fijos, peridédicos, a-limite, w-
limite y recurrentes; y tiene la propiedad de que cualquier 6rbita del sistema eventualmente
queda atrapada en una vecindad del conjunto, asi que resulta fundamental para comprender
la evolucién del sistema.

Diremos que un difeomorfismo f € Diff (M) es 2-estable, si para cualquier g € Diff (M)
suficientemente € !-cercano a f se cumple que f]Qf y ¢ 0, Son topolégicamente conjugados.

Por otro lado, un difeomorfismo es Azxioma A, si cumple las siguientes propiedades:

(1) Qf es un conjunto hiperbdlico.

(2) € coincide con la cerradura del conjunto de puntos periddicos.



Si f € Diff(M) es Axioma A y g € Diff(M) es suficientemente ¢"!-cercano a f, la estabi-
lidad de conjuntos hiperbdlicos garantiza que f |Qf v 4| A, SO topolégicamente conjugados,
con Ay un conjunto hiperbdlico cercano a €1y. Los conjuntos €, y Ay no necesariamen-
te coinciden, ya que pequenas perturbaciones en un difeomorfismo pueden hacer aparecer
puntos no-errantes lejanos del conjunto no-errante original. En términos precisos, diremos
que f € Diff(M) tiene Q-explosiones, si existe una vecindad U de Qy, de forma que en
cualquier vecindad de f en Diff (M) existe un difeomorfismo g con puntos no-errantes fuera
de U. En estos términos, y por la argumentacion anterior, tenemos la siguiente dicotomia
para la ) -estabilidad:

Si f € Diff(M) es Axioma A, cumple una y sdlo una de las siguientes propiedades:
(1) f es Q -estable.

(2) f tiene Q -explosiones.

En el tercer capitulo del trabajo veremos que el conjunto no-errante de un difeomorfismo
Axioma A se puede expresar como la unién disjunta de cerrados invariantes dindmicamente
indescomponibles, llamada la descomposicion espectral del sistema en piezas bésicas. Si
adicionalmente se satisface que las variedades estables e inestables de las piezas basicas no
se encuentran enlazadas formando ciclos cerrados, se puede garantizar la ) -estabilidad de un
difeomorfismo Axioma A. Para controlar el fenémeno de §2-explosién se usard el concepto
de filtracidn, que consiste en realizar una descomposicién de la variedad en regiones que
aislan y caracterizan asintéticamente a los conjuntos invariantes, y por tanto, a las piezas
bésicas del conjunto no-errante. Mostraremos que, en ausencia de ciclos entre piezas basicas
del sistema, existe una filtraciéon adaptada al difeomorfismo, llegando al resultado principal
del trabajo:

Teorema (Teorema de (2-estabilidad [Sma70]). Sea f € Diff(M) un difeomorfismo
Axioma A sin ciclos. Entonces f es ) -estable.

En [PS70], Palis y Smale plantearon adicionalmente, que la propiedad Axioma A sin
ciclos era necesaria para garantizar la 2-estabilidad, y con esto la siguiente conjetura:

Conjetura de Estabilidad. Sea f € Diff(M) Azioma A. Entonces se cumple:
(1) Las piezas bdsicas de Q0 no tienen ciclos <= f es () -estable.
(2) f cumple la condicidn de transversalidad fuerte <= f es estructuralmente estable.

En [Sma70], Smale mostr6 que los difeomorfismos Axioma A sin ciclos son 2 -estables,
y posteriormente, Robbin [Rob71] y Robinson [Rob76] mostraron que los difeomorfismos
Axioma A que cumplen la condicién de transversalidad fuerte son estructuralmente estables.
A finales de la década de 1980, Mané mostré [Man88] que un difeomorfismo estructuralmente
estable es Axioma A y cumple la condicién fuerte de transversalidad, y a partir de este
trabajo, Palis obtuvo [Pal88] que un difeomorfismo §2-estable es Axioma A sin ciclos.

La solucién de la conjetura de Palis y Smale se obtuvo como producto de varias décadas
de trabajo, y actualmente, la conjetura permanece abierta si se considera la topologia 6"
en Diff "(M) para cualquier r > 1.

En el presente trabajo, se exponen los principales resultados de la teoria de sistemas
hiperbdlicos, la dindmica de los difeomorfismos Axioma A y su relacién con la ) -estabilidad.



En el primer capitulo se introducen los conceptos basicos: la nociéon de recurrencia,
conjugacién topoldgica, estabildad estructural, y algunas propiedades dindmicas que seran
utilizadas a lo largo del trabajo.

En el segundo capitulo se desarrollan los conceptos béasicos de la dindmica hiperbdlica.
Para introducir el caso general de difeomorfismos en variedades, se parte de la nocién de
hiperbolicidad para transformaciones lineales de GL,(R), en donde mostraremos su persis-
tencia y densidad, asi como su estabilidad estructural. Lo desarrollado para el caso lineal
permitird demostrar enunciados fundamentales para la descripcion del comportamiento de
los puntos fijos hiperbdlicos de difeomorfismos, como el Teorema de persistencia de puntos
periddicos hiperbdlicos, el Teorema de estabilidad de puntos fijos hiperbdlicos y el Teorema
de Hartman-Grobman. En este mismo capitulo se exponen los conceptos generales de los
conjuntos hiperbodlicos, pasando por la existencia de una métrica adaptada, el criterio de
hiperbolicidad usando conos y la persistencia de la hiperbolicidad bajo perturbaciones en el
difeomorfismo. Ademds se presentan los conceptos necesarios en la demostracién del Teore-
ma de estabilidad de conjuntos hiperbdlicos: las variedades estable e inestable, la estructura
de producto local y el sombreamiento de érbitas aproximadas. Por tltimo, se muestra que
los difeomorfismos de Anosov conforman un conjunto abierto en Diff (M) y son estructural-
mente estables.

En el tercer y tultimo capitulo, se describe la dindmica de los difeomorfismos Axioma
A usando las herramientas desarrolladas en el segundo capitulo, se muestra el Teorema de
descomposicicén espectral y se obtiene su estructura de producto local. Finalmente, usando
filtraciones se demuestra el Teorema de €2 -estabilidad.
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Capitulo 1

Clasificacion de Sistemas
Dinamicos

Definicion. Un sistema dindmico topolégico consiste en la accion de un grupo, o semigrupo
topoldgico de de transformaciones G sobre un espacio topoldgico M (el espacio fase), es
decir, una funcion continua ® : G X M — M, para la que se cumple:

(1) ®(Idg, ) = Idwm,
(2) ®(g9,®(h,x)) = ®(gh,z), Vx € M,g,h €G.

En el presente trabajo, analizaremos sistemas dindmicos que se obtienen mediante la
accién del grupo (Z,+), es decir, una funcién continua ® : Z x M — M, que cumple
las propiedades anteriores. Para cualquier n € Z, sea F, : M — M la funcién defini-
da por F,(z) := ®(n,z), para cualquier z € M. De las propiedades anteriores, se sigue
que F, o Fp,y, = Fy1m. Ademds, F) := f es continua, y su inversa es la funciéon continua
F_i := f~! ya que para cualquier x € M, se tiene:

Fi(F-1(z)) = Fo(z) = ®(0,2) = .

Para cualquier j € Z, denotaremos como f7, a la j-ésima iterada de f sin > 0, y
la j-ésima iterada de f~' si n < 0. Entonces se cumple F; = f7, y con esto, cualquier
sistema dindmico en M, dado por la accién de Z, se obtiene mediante la aplicacién de un
homeomorfismo f: M — M.

1.1. Orbitas y Conjuntos Invariantes

Sean M un espacio topolégicoy f: M — M un homeomorfismo. Para cualquier estado
inicial del sistema x € M, nos interesa conocer los estados que pueden obtenerse mediante
la iteracién del homeomorfismo f, asi que analizaremos su drbita futura:

OF () = {f"(x) |n > 0}.

Debido a que f es invertible, puede considerarse también también su drbita pasada
O} (z) = {f"(z) [n < 0}, que desde luego, coincide con el conjunto O;{,l(:c).

La unién de ambos conjuntos conforma la drbita completa del punto, que contiene a
todos los estados del sistema que en algiin momento pasaron o pasaran por x:

Of(x) = {f"(x)|n € Z}.

11



12 CAPITULO 1. CLASIFICACION DE SISTEMAS DINAMICOS

Las érbitas conforman unidades bésicas para entender la evolucién del sistema, asi que
sera de fundamental importancia determinar cuando un subconjunto de M estd compuesto
por érbitas completas.

Definicién. Diremos que A C M es invariante, si f(A) = A.

Todo conjunto invariante es una union de érbitas, pues contiene a la érbita completa de
cualquiera de sus puntos.

Mediante la aplicacién del homeomorfismo, estados iniciales contenidos en un conjunto
invariante no pueden salir de ahi, asi que conjuntos invariantes disjuntos nos permiten
identificar regiones en el espacio de estados que son dindmicamente inaccesibles entre ellas.

Resulta sencillo verificar que la unién, interseccion, complemento, interior y cerradura
de conjuntos invariantes son también invariantes.

En la siguiente seccién clasificaremos los diferentes tipos de érbitas y conjuntos inva-
riantes posibles a partir de sus propiedades asintéticas.

1.2. Conjuntos Limite y Recurrencia

La estructura de espacio topoldgico en M nos permite analizar diferentes comportamien-
tos asintoticos que pueden presentar los estados de un sistema mediante la aplicacion de un
homeomorfismo f : M — M. Los resultados expuestos requieren fuertemente la compacidad
de M, por lo que nos restringiremos a la clase de las variedades topoldégicas compactas.

Los comportamientos mas simples que se pueden presentar en un sistema corresponden
con los estados estacionarios o ciclicos. Diremos que un punto x € M es fijo si Of(x) = {z},
y periddico, si para algin k > 1 se cumple Oy« (x) = {z}, en cuyo caso diremos que el periodo
de = es el menor nimero natural k£ para el que se cumple lo anterior; y le llamaremos drbita
periodica a su Orbita. Denotaremos a los conjuntos de puntos fijos y peridédicos, como:

Fix(f) = {x € M |z es un punto fijo} y Per(f) = {x € M |z es un punto periédico}.

Resulta inmediato de la definicién que ambos conjuntos son invariantes, y también, que
Fix(f) C Per(f), mientras que por ser f biyectiva, se cumple que:

Per(f) = {z € M| Of(x) es un conjunto finito}.

El comportamiento de los puntos periédicos es muy sencillo de analizar, ya que sus ite-
raciones no pueden acumularse afuera de su orbita, y sus tinicas subsucesiones convergentes
son constantes. En general, puede suceder que las iteraciones de un punto se acumulen
afuera de su orbita, asi que para cualquier x € M, definimos los puntos w-limite y a-limite
de x, como los puntos que pueden ser aproximados por una subsucesiéon de la orbita de =
hacia el futuro o hacia el pasado respectivamente.

or(o) = wte) = {w € 31 |3 s} = o0, tal que f(0) — ),

Jj—o0
af(z) = afz) = {y €M
Consideraremos ademés, los puntos de acumulacién de todas las orbitas del sistema:

afp = U a(z), wr= U w(x).

zeM zeM

3 {n;} — oo, tal que f7"(z) — y}

Jj—o0
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Sélo en situaciones muy particulares los limites lim,,_ 1~ f™(z) existen (en cuyo caso,
dicho limite es un punto fijo), pero de la compacidad de M se sigue que cualquier érbita
cuenta con una subsucesién convergente, y entonces para cualquier x € M, los conjun-
tos w(x) y a(z) resultan no vacios. Ademds, ambos son invariantes, ya que por ser f un
homeomorfismo, se tiene que f(w(x)) = w(f(x)) =w(z), y lo mismo para a(x).

Tarde o temprano, la érbita de cualquier punto queda encerrada dentro de una vecindad
de su conjunto w-limite, y regresando lo suficiente, vemos que la érbita proviene de una
vecindad de su conjunto a-limite.

Definicién. Diremos que un punto x € M es recurrente si v € w(x), o de manera equiva-
lente, para cualquier vecindad U de x, existe k > 1 tal que f*(x) € U.

Las imégenes y preimagenes de un punto recurrente también son recurrentes, ya que
para cualquier z € w(x) y k € Z se cumple:

(@) € fHw() = w(ff(2)).

Con lo anterior, y por las propiedades bésicas de los conjuntos invariantes, podemos garan-
tizar que el conjunto recurrente, definido por:

Rect(f)={z e M |z c w(x)},

es cerrado e invariante.

El conjunto recurrente esta formado por los estados del sistema que a lo largo del tiempo
regresan arbitrariamente cerca de si mismos.

Es importante sefialar que los conjuntos Rec™ (f) y Rec(f) :=={x € M | z € a(z) Nw(z)}
no necesariamente coinciden, ya que en general, wy puede ser diferente de ay = wy-1.

Usando las propiedades de los conjuntos a y w-limite, tenemos que el conjunto limite
de f, definido por L(f) = wy U ay, es no vacio, cerrado e invariante. Resulta inmediato que
Rec™ (f) C L(f), ya que cualquier x € w(x) pertenece a wy, as{ que obtenemos las siguientes
contenciones:

Fix(f) C Per(f) € Rec™(f) C Rec(f) C L(f) # 0.

Para describir la dinamica de cualquier sistema, resulta fundamental conocer la estruc-
tura de su conjunto limite. La siguiente Proposicién afirma que los estados avanzados del
sistema, obtenidos mediante la iteraciéon de f, se encuentran contenidos en una vecindad
de L(f). Lo mismo es vélido para los estados primitivos del sistema, obtenidos mediante la
iteracion de f~1.

Proposicion 1.1. Sea f un homeomorfismo en una variedad compacta M y U una vecindad
abierta de L(f). Entonces para todo x € M existe N > 0 tal que f"(x) € U sin> N.

Demostracién. Sean © € M, L(f) C U abierto, por contradiccién supongamos que para
cualquier n > 0 existe m, > n tal que f"*(x) ¢ U. Entonces {f"" ()}, €s una sucesién
en U¢ cerrado, asi que podemos extraer una subsucesién convergente a un punto en U¢ y
con esto un punto limite de una 6rbita afuera de L(f), que es una contradiccién. O

Existe un concepto més general que el de recurrencia, que no considera tinicamente el
comportamiento asintético puntual (como sucede cuando z € w(x)), sino que considera la
asintoticidad de todos los puntos dentro de una vecindad en torno al punto. Esta nocién
sera fundamental para el desarrollo del trabajo y se define a continuacion:
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Definicion. Un punto x € M es no-errante si para cualquier vecindad abierta U de x existe
k € N tal que f*(U)NU # 0. Denotaremos por Q; al conjunto de puntos no-errantes de f.

Resulta inmediato que el conjunto no-errante Q5 es cerrado, ya que su complemento, el
conjunto errante, es un conjunto abierto.

Proposicién 1.2. Sea f un homeomorfismo en una variedad compacta M. El conjunto Qf
es invariante y ademds 2y = Qp-1.

Demostracién. Sean z € Q; y V una vecindad en torno a f(z). Desde luego f~1(V) es
una vecindad de x, asi que existe k € N, tal que:

V) N fFHv) #0.

La imagen de la interseccién anterior estd contenida en f¥(V) NV, asf que fF(V)NV # 0,
y entonces f(x) € Qy, por lo que f(£2f) C Qy. Ahora, dada U una vecindad de z, sabemos
existe n € N tal que f"(U)NU # 0, asi que f~" (f"(U) NU) es no vacio y esta contenido
en UN f~"(U), por lo que 2y C Q1. Usando un argumento idéntico para f~! obtenemos
2y = Qg-1. Todo lo anterior garantiza:

Q= F (1) = F (1) CF (1) = [(Q),
por lo que concluimos 5 = f(€y). O

Una observacion interesante respecto a la propiedad 2y = 241, es que el mismo resulta-
do no es valido para el conjunto recurrente, en donde recurrencia al futuro no necesariamente
implica recurrencia al pasado (Rect(f) # Rect(f~1)).

Ahora mostraremos que todos los conjuntos asintoticos invariantes, mencionados ante-
riormente, se encuentran contenidos en el conjunto no-errante, que por tanto es no vacio.

Proposicion 1.3. Si f es un homeomorfismo en una variedad compacta M, entonces se
cumple que L(f) C Q.

Demostracién. Sean z € w(f) y U una vecindad de x. Entonces existe y € M que cumple
x € Ot (y) y naturales m > n, para los que f"(y) € Uy f™(y) € U. De lo anterior se sigue
fm™MU)NU # 0 y entonces x € Q. Hemos obtenido que w(f) C ¢, y por un argumento
simétrico a(f) C Q. Usando que Qf es cerrado concluimos L(f) C Q. O

Con esto llegamos a que todos los comportamientos asintdéticos anteriores, son casos
particulares de la recurrencia local que ocurre en torno a un punto no-errante. Los puntos
fijos y periddicos seran llamados formas de recurrencia triviales, y todos los demaés tipos de
recurrencia, no-triviales.

Per(f) C Rect(f) C Rec(f) C L(f) C Q. (1.1)

Verificar que un punto cumple la condicién de no-errante suele ser mucho més complicado
que verificar cualquiera de los tipos de recurrencia anteriores, ya que no basta con conocer
la orbita completa de un solo punto, sino que se requiere entender el comportamiento bajo
iteraciones de todos sus puntos cercanos.

Se pueden dar ejemplos sencillos para los cuales las contenciones en (1.1) son propias. Sin
embargo, para diferentes casos especiales hay una gran cantidad de resultados que afirman
que algunas de ellas son generalmente igualdades. Por ejemplo: si M es S! o el intervalo,
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se cumple que Per(f) = Rec(f) [CHS80], [JS87]; ademds, genéricamente con la topologia
¢" (ver 1.5) en el espacio de mapeos de clase ¢ en el intervalo (para cualquier r > 1),
se cumple Per(f) = Qf [You79]; y el resultado mas importante de todos en este sentido,
es el Teorema de densidad general, que afirma que genéricamente con la topologia €' en
el espacio de difeomorfismos de cualquier variedad compacta, se cumple que Per(f) = Qy
[Pug67]. Mas adelante, en la Seccién 2.29, mostraremos que en presencia de una estructura
hiperbdlica en toda la variedad, todos los conjuntos invariantes en (1.1) coinciden.

1.3. Propiedades dinamicas de homeomorfismos

Definicion. Sea f un homeomorfismo en una variedad compacta M. Diremos que f es
topoldgicamente transitivo, si existe x € M, tal que Ot (z) = M.

Proposicion 1.4. Sean f un homeomorfismo en una variedad compacta M. Si para cua-
lesquiera abiertos no-vacios U,V C M, existe N > 0, tal que fN(U) NV # (), entonces f
es topologicamente transitivo.

Demostracién. Sea {V;};cn una base numerable de M. Bajo las hipédtesis anteriores, cada
conjunto:
Vi = U f_n(‘/’b)7
neN

es denso en M, asi que V = N;enV; es no vacio. Sea y € V', para cualquier ¢ € N se cumple
Ot (y)NV; # 0, y entonces, f es topoldgicamente transitivo. O

Definicion. Sea f un homeomorfismo en una variedad compacta M. Diremos que f es
topoldgicamente mezclante, si para cualesquiera abiertos no-vacios U,V C M, existe N > 0,
tal que f"(U)NV # 0 para cualquier n > N.

Es facil obtener homeomorfismos topolégicamente transitivos que no son topoldgicamen-
te mezclantes, un ejemplo sencillo de esto es cualquier rotacién irracional R, : S! — S'.
Por el contrario, cualquier homeomorfismo topolégicamente mezclante es topolégicamente
transitivo, y mds aun, de la Proposicion 1.4, se sigue:

Corolario 1.5. Sea f un homeomorfismo en una variedad compacta M. Si existe N > 0,
tal que fV es topoldgicamente mezclante, entonces f es topoldgicamente transitivo.

1.4. Equivalencia y Conjugacion Topolégica

Usando los diferentes tipos de comportamientos recurrentes definidos en la seccién ante-
rior podemos hacer una descripcién precisa de la dindmica de homeomorfismos, con lo que
identificaremos diferencias y similitudes entre sistemas.

Por semejanzas entre sistemas entenderemos las propiedades que son invariantes bajo
homeomorfismos que preservan la estructura de las orbitas. Consideraremos la siguiente
relacién entre sistemas:

Definicion. Los homeomorfismos f: M — M y g: N — N son topolégicamente conjuga-
dos, si existe un homeomorfismo h : M — N para el que ho f = go h, es decir, que hace
conmutar el diagrama:
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f
M M
h h
N —F— N

El homeomorfismo h, llamado conjugacion topoldgica o simplemente conjugacion, se
puede pensar como un cambio de coordenadas continuo con el cual las funciones resultan
idénticas. En caso de que h sea solamente continua y sobreyectiva, diremos que es una
semiconjugacion y que g es un factor topoldgico de f.

En el conjunto Homeo(M) = {f : M — M| f es un homeomorfismo}, la conjugacién to-
poldgica define una relaciéon de equivalencia, ya que la funcién identidad, las inversas y las
composiciones de conjugaciones, son también conjugaciones. Las clases de equivalencia en
Homeo(M) con la relacién de conjugacion, a las que llamaremos clases de conjugacidn, par-
ticionan a Homeo(M) en subconjuntos de sistemas que diremos poseen la misma dindmica
topoldgica. Las conjugaciones topoldgicas inducen una biyeccién entre el conjunto de 6rbi-
tas de los homeomorfismos conjugados, ya que las iteraciones de funciones conjugadas son
también conjugadas, es decir, que para cualesquiera f y g conjugadas, y k € Z, se cumple:

hof*=groh,
por lo que los puntos periddicos constituyen un invariante bajo conjugacién topoldgica.

Proposicion 1.6. Sean f: M — M y g: N — N dos homeomorfismos topoldgicamente
conjugados por h. Entonces Per(g) = h(Per(f)), y mds atun, si x es un punto periddico de
f, su imagen bajo h es un punto periddico de g con el mismo periodo.

Demostracién. Sea x € Per(f) con periodo j, entonces cumple ¢/ (h(z)) = h(f’(x)) = h(x)
lo que significa que h(z) es un punto periédico de g con periodo menor o igual que j. Esto
garantiza que h(Per(f)) C Per(g). Ahora, sea y € Per(g) con periodo k, con la argumenta-
cién anterior para h~! obtenemos que h~!(y) es un punto periédico de f con periodo menor
o igual que k. Esto garantiza que h™!(Per(g)) C Per(f), y entonces Per(g) C h(Per(f)),
asi que los periodos de los puntos periddicos coinciden y Per(g) = h(Per(f)). O

Para demostrar lo anterior dinicamente usamos que las conjugaciones son biyectivas y
preservan las érbitas, sin embargo, tomando en cuenta su continuidad, mostraremos que
la clase de homeomorfismo de cada uno de los conjuntos invariantes vistos en la seccion
anterior es un invariante bajo conjugacién topoldgica.

Proposicion 1.7. Sean f: M — M y g : N — N dos homeomorfismos topoldgicamente
conjugados por h. Entonces se cumple que:

(1) hws) = wy y hlag) = ag, en particular, h(w(w)) = w(h(z)) y h(a(x)) = a(h()),
(2) h(L(f)) = L(g),
(3) h(Rec™(f)) = Rec*(g),

(4) h(Qf) = Qg'
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Demostraciéon. Todos estos resultados se siguen de que h es una conjugacién, junto con
propiedades bésicas de continuidad. Sélo mostraremos el inciso (4), ya que los demads se
obtienen de una forma casi idéntica.

Sean z € Q¢ y U una vecindad de h(x). Debido a que h~1(U) es una vecindad de z,
existe n € N de forma que f™ (h_l(U)) Nh=YU) # 0, asi que por ser h~! una conjugacion,
R~ (g™(U)) N h~1(U) también es no vacio, y ya que su imagen bajo h se encuentra en
(¢"(U))NU, obtenemos que h(x) € €. El regreso es idéntico, y se concluye h(Qy) = Q,. O

La Proposicién anterior muestra que las conjugaciones topoldgicas preservan las propie-
dades asintéticas de las orbitas, por lo que resulta natural clasificar a los diferentes sistemas
mediante esta nocién de equivalencia.

En algunos casos, resulta que dos sistemas comparten estructura de orbitas en una
pequena regién del espacio, no cumpliendo ser topolégicamente conjugados, es por esto que
usaremos también, la nociéon de conjugacion local.

Definicion. Los homeomorfismos f: M — M y g: N — N son localmente conjugados en
torno ap € M y q € N, si existen vecindades U de p, V' de q y una conjugacion topoldgica

h entre fly vy gly-

1.5. Topologias en Espacios de Difeomorfismos y Estabilidad

En esta seccién introduciremos una topologia en el espacio de sistemas para definir la
estabilidad estructural de sistemas dindmicos diferenciables. La estabilidad caracteriza a los
sistemas que bajo pequenas perturbaciones no cambian su estructura global de orbitas, es
decir, son los sistemas que son topoldgicamente conjugados a cualquier otro sistema que se
encuentre suficientemente cercano.

Un sistema es estable, si estd en el interior topoldgico de su clase de conjugacion.

Usando diferentes topologias en el espacio de sistemas pueden obtenerse nociones no
equivalentes de estabilidad. Primero veremos que con la topologia de la convergencia uni-
forme en el conjunto de homeomorfismos de una variedad compacta, la nocién de estabilidad
es vacia; y posteriormente, introduciremos la distancia €”, con r > 1, en el espacio de di-
feomorfismos de clase ¥ de una variedad riemanniana compacta, llegando al concepto de
estabilidad estructural.

La topologia de la convergencia uniforme (%)

Cualquier variedad compacta es metrizable, asi que podemos tomar una funcién distan-
cia d: M x M — R, y definir la distancia 4° en Homeo(M), como:

do(f,9) = sup d(f(x), g(z)) = maxd(f(x), g(x)).

Esta distancia induce la topologia de la convergencia uniforme en Homeo(M ), equivalente a
la topologia compacto-abierta, ya que M es compacta (ver [Kel75] §7 Teo. 11). La topologia
compacto-abierta tiene como subbase a la coleccién de subconjuntos de Homeo(M ), que
para algin K C M compacto y U C M abierto, cumplen:

N(K,U) ={f € Homeo(M) | f(K) C U}.
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Asi que tomando intersecciones finitas de subconjuntos de esta forma, podemos obtener
cualquier elemento de la base.

Veremos que la topologia €° genera una nocién vacia de estabilidad, debido a que con
perturbaciones ¢ arbitrariamente pequefias siempre puede alterarse la estructura global de
las orbitas. La Proposicién 1.6 de la seccion anterior garantiza que una condicién necesaria
para garantizar la estabilidad de f € Homeo(M) es que exista una vecindad % de f, donde
la cardinalidad de Per(g) sea la misma para cualquier g € % .

Cualquier punto periédico p de f € Homeo(M) con periodo m corresponde con un punto
de interseccion entre la grafica de f™ y la diagonal en M x M, asi que para cualquier € > 0,
podemos tomar dos abiertos V' C W que contengan a f~!(p), y construir una funcién g
que coincida con f afuera de W y que adentro de V esté definida por ¢ o f, donde ¢ es un
homeomorfismo que coincide con f~! en V, y afuera de W es la identidad (Ver figura 1.1).

\

a

w
Figura 1.1: A partir de un homeomorfismo f con un punto fijo p y para cualquier ¢ > 0,
siempre es posible, usando una funcién de pegado continuo ¢, obtener un homeomorfismo
g = po f que coincida con f afuera de W y que sea e-cercano a f con la distancia €,
teniendo una cantidad no numerable de puntos fijos en V.

En la Seccion 1.2 vimos que debido a la compacidad de M, cualquier homeomorfismo
f cumple Q¢ # (. Por lo anterior podemos tomar x € f, y para cualquier ¢ > 0 existe
un punto en B, /o (z) que en algin momento posterior regresa a la vecindad. De la misma
forma que en el caso anterior, usando una funcién de pegado continuo, podemos construir
un homeomorfismo e-cercano a f con un punto periédico. Con los dos resultados anterio-
res, y por la condiciéon necesaria para estabilidad que se desprende de la Proposicién 1.6,
concluimos que usando la distancia €, ningtin homeomorfismo es estable.

Lo anterior nos motiva a introducir una distancia entre sistemas mas fina que la distancia
€°, que ademés de considerar la cercanfa entre las iméagenes, considera la cercanfa entre las
derivadas para sistemas diferenciables.

Las topologias €%, k > 1

Sean M una variedad riemanniana compacta de clase €, y Diff (M) su espacio de
difeomorfismos de clase ", r > 1. Denotaremos por Diff * (M), al conjunto de difeomor-
fismos en M que son de clase € para todo r > 1; y por Diff (M) a los de clase €. Desde
luego, se cumple que:

Diff *(M) c ... Cc Diff "(M) C ... C Diff (M).
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Sea k < r. Definiremos una estructura de espacio topolégico en Diff "(M) usando la
topologia €%, también llamada topologia de Whitney. Las vecindades de dicha topologfa se
expresan de la siguiente forma:

Sean f € Diff "(M) y (¢,U), (1, V) dos cartas en la variedad. Sean K C U un compacto
tal que f(K) C V,y 0 < e < oco. Definimos una vecindad subbésica de f en la topologia €*

NE(f,(6,U), (,V), K, e),

como el conjunto de difeomorfismos g en Diff "(M), tales que g(K) C V, y ademés:

ID'(tpo fod™")(x) — D'(pogod™)(z)| <e,

para todo z € ¢(K) y i = 1,..., k. Asi, cualquier vecindad de la topologia €* se obtiene
como la interseccién finita de conjuntos con esta forma.

Usando la topologia ¢, con r > 1, el espacio Diff "(M) es localmente conexo [Ban97],
tiene una base numerable [GG73], y es completamente metrizable [Hir76]. La distancia que
induce a la topologia " es llamada la distancia %", y satisface que dos difeomorfismos son
cercanos, si sus imédgenes y sus derivadas hasta orden r, estdn uniformemente cerca.

Lema 1.8. Cualquier vecindad de f € Diff"(M) en la topologia €7 contiene a una vecindad
de f en la topologia €%, si j <k <r.

Demostracién. Basta verificar que la afirmacién es valida para vecindades subbasicas.
Sea A(f,(¢,U), (1, V), K, ) una vecindad subbésica de f € Diff "(M) en la topologia €.
Sea g € NE(f, (6,U), (¢, V), K,¢), entonces para cualquier i = 1,...,j,...,k, = € ¢(K),
se cumple:

ID' (o fog™t) (@) = D'(ogog (@) <e,
asi que en particular g € A7 (f, (¢, U), (¥, V), K,¢), y entonces:

N (8,0), (0, V), K, e) C AN (f, (¢, U), (¥, V), K, e).

Estabilidad Estructural
Con la topologia €* en Diff "(M), definimos la €*-estabilidad estructural, con r > k > 1.

Definicién. Un difeomorfismo f € Diff"(M) es €*-estructuralmente estable (k < r), si
existe una vecindad % de f en la topologia €%, de forma que cualquier g € % es topoldgi-
camente conjugado a f.

Diremos que f € Diff (M) posee una propiedad estable bajo pequenas perturbaciones
con la topologfa €% (k < r), si existe una vecindad % de f en la topologia €%, de forma que
cualquier g € % posee esa misma propiedad. En este sentido, los sistemas estructuralmente
estables son precisamente los sistemas para los que todas sus propiedades invariantes bajo
conjugacién, son también estables bajo pequeiias perturbaciones.

Cuando discutimos la topologia de la convergencia uniforme, mostramos que para cua-
quier homeomorfismo, la cardinalidad del conjunto de puntos periédicos no es estable bajo
pequeiias perturbaciones con la topologia €V, lo que resulté ser un obstaculo para la esta-
bilidad en ese contexto. Para cualquier topologia ", con r > 1, esto ya no sucede, pues
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a diferencia del caso r = 0, en general no es posible obtener puntos periddicos adicionales
s6lo perturbando en una vecindad de un punto periddico.

Explicaremos por qué en el caso de la distancia € con r > 0 no puede emplearse el
mismo procedimiento usado en la creacion de puntos periédicos que se empled para r = 0.
Consideremos f € Diff "(M) y p € Per(f) de periodo m. Entonces se cumple que la gréfica
de f™ en M x M intersecta a la diagonal, en el punto (p,p) € M x M. En caso de que dicha
interseccion sea transversal, para obtener puntos periédicos en un una vecindad de p, se
necesita usar funciones de pegado suave que conforme disminuye el radio de la vecindad, la
norma de la derivada aumenta, asi que en este caso no es posible obtener puntos periédicos
adicionales mediante la composiciéon con una funcién de pegado suave que sea tan cercana
como se quiera a la identidad, con la topologia €, para cualquier r > 1.

Los puntos periédicos para los que la gréifica intersecta transversalmente a la diagonal
coinciden con los llamados puntos periédicos hiperbdlicos, que estudiaremos en la Seccién
2.2 del siguiente capitulo. En la Proposiciéon 2.12 mostraremos que para perturbaciones
suficientemente pequenas, no es posible obtener puntos periédicos adicionales en la vecindad
de un punto periédico hiperbdlico.

Podria parecer natural hacer mas rigida la nocién de equivalencia para el caso de difeo-
morfismos, empleando conjugaciones diferenciables del siguiente modo:

Definicién. Dos difeomorfismos f,g € Diff (M) son €7 —conjugados (con j < r) si existe
un difeomorfismo h: M — N de clase €7, tal que ho f = go h.

A continuacién veremos que los valores propios de la diferencial en un punto periédi-
co son invariantes bajo conjugacién, por lo que la clasificacién por conjugaciones suaves
es demasiado fina, y difeomorfismos con dindmica muy parecida pertenecen a clases de
conjugacién distintas. Si f,g € Diff "(M) son topolégicamente conjugados, entonces para
cualquier n € Z se cumple que f* = h~'og”oh, y si h es una conjugacién suave, con la
regla de la cadena obtenemos que para cualquier punto p € M:

n -1 n
Dfy) = Dh_q"h(p) o Dgh(p) o Dhy,

asi que, para p € Per(f) con periodo n, necesariamente h(p) € Per(g) tiene periodo n, y
cumple (Dhy)~! = (Dh™1),), entonces:

Df) = (th)—lpg;;(p)th. (1.2)

Esta relacién indica que las transformaciones lineales Df]' y Dg,?(p) son similares, y en
particular, poseen los mismos valores propios.

Esto hace que la clasificacién mediante conjugaciones suaves sea muy restrictiva. Usan-
do perturbaciones €7 arbitrariamente pequeiias, siempre es posible modificar los valores
propios de la diferencial en un punto periédico, asi que ningun difeomorfismo con puntos
periddicos resulta estable si empleamos conjugaciones suaves.

Tomando en cuenta la discusién anterior, resulta natural emplear la nocién de equiva-
lencia por conjugacion topoldgica para analizar la estabilidad de difeomorfismos.

El Lema 1.8 afirma que si j < k < r, cualquier vecindad de f € Diff "(M) en la topologia
%7, contiene a una vecindad de f en la topologia €*. De lo que se sigue el siguiente Corolario.

Corolario 1.9. Si f € Diff"(M) es €7-estructuralmente estable, entonces también es €*-
estructuralmente estable para cualquier 7 < k <.

A partir de ahora consideraremos exclusivamente la estabilidad en la topologia ¢, ya
que por el Corolario anterior, al obtener condiciones suficientes para garantizar € '-estabilidad,
obtendremos asi mismo condiciones suficientes para €*-estabilidad para cualquier k > 1.



Capitulo 2

Hiperbolicidad y Estabilidad
Estructural

En este capitulo se introduce el concepto de hiperbolicidad, con el que se estudiara a los
difeomorfismos estructuralmente estables sobre variedades compactas. Esta nocion, a través
de condiciones sobre la derivada de la transformacién, permite garantizar que la estructura
de drbitas del sistema se preserva bajo pequenas perturbaciones.

Como una aproximacion a la dindmica local en torno a puntos fijos de difeomorfismos,
analizaremos la estabilidad en GL, (R), el grupo de las transformaciones lineales invertibles,
que corresponden con los sistemas dindmicos lineales sobre R™.

2.1. Hiperbolicidad y Estabilidad Lineal

En esta secciéon abordaremos la hiperbolicidad en el caso de transformaciones lineales
invertibles, y mostraremos que las transformaciones hiperbdlicas coinciden con las estruc-
turalmente estables en GL,(R), obteniendo ademds que el conjunto de transformaciones
hiperbdlicas es abierto y denso.

Podemos obtener una nocién de cercania para las transformaciones en GL,,(R), si para
cualquier T € GL,,(R), consideramos la norma usual en GL,,(R), inducida por ||-||, la norma
estandar en R".

|7 := méx ||Tv]|.
flvf|=1
Con lo que la distancia dy entre dos transformaciones lineales T1,T> € GL,(R), es precisa-
mente la norma de su diferencia:

do(T1,T2) = |11 — T3||.

Sean Ai,..., A\ todos los valores propios distintos de 7', al més grande valor absoluto
de ellos le llamaremos el radio espectral de la transformacién y lo denotaremos r(7"). Con
métodos bésicos de Andlisis es posible obtener que el radio espectral de una transformacién
lineal satisface la férmula de Gelfand, que lo caracteriza a través del comportamiento de las
iteraciones de la transformacién:

H(T) = Jim |4

21
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Si consideramos los subespacios propios generalizados asociados a los valores propios de la
transformacién:

Ey={veR"|(T —X)"v =0, para algin m > 1},

siempre es posible expresar a R"™ como la suma directa:
R"=E), & ---® E\,,

y agrupando dichos subespacios en la forma:

E= P E,, E‘=@ E, y E°= P Ey,.

[Ail<1 [Ai|>1 [Ai|=1
obtenemos una descomposicién de R™ como la suma directa de subespacios T-invariantes,
E* @ E* @ E° = R",

que llamaremos subespactios estable, inestable y central respectivamente.

Los subespacios de esta descomposicién cumplen que mediante la aplicacion iterada de
la transformacién 7', cada uno posee una dindmica cualitativamente distinta. La siguiente
proposicién afirma que para los subespacios estable e inestable es posible dar estimaciones
precisas de dicho comportamiento bajo iteraciones.

Proposicién 2.1. Sea T € GL,(R). Ezisten A € (0,1), ¢ > 0, tal que ¥ n >0, se cumple:
|T"0| < cA™||v||, siv e E* y [T "v| <cA\'|v], st veE".

Demostracién. La férmula de Gelfand afirma que 7(T) = limy_,o0 || T%||'/*, v por la cons-
truccién de E* resulta inmediato que r(7'|g.) < 1, asi que:

lim ||(T]gs)*|| = lim 7(T|g)* =0

Jm [[(Tlg:)"|| = Mm r(Tlg.)" =0,

por lo que podemos tomar ng suficientemente grande de forma que:
[(Tlgs)" | < < 1.

Ahora, sean K = max{||T?|| : 0 <i < ng} y A = /™, entonces dado n > 0 podemos
hacer n = mng + r, con 0 < r < ng, y por ultimo:

K
HU@WKWﬂmeWﬂWWSWKSEVZQ”

Llegamos a que para cualquier v € E*; se cumple [|[T"v|| < e¢A\"||v||. La demostracién para
el caso v € E" es andloga y se omite. O

Esta Proposicién garantiza que cualquier vector en E® converge al origen mediante la
aplicacién de T', y del mismo modo, cualquier vector en E* converge al origen cuando se
aplica T~'; sin embargo, puede ser que sélo se observe contraccién en la norma después de
iterar varias veces la transformacién, ya que la constante ¢ puede ser grande. En caso de
que E¢ = {0}, de la linealidad de la transformacién se sigue que cualquier elemento de R™
converge a alguno de los subespacios invariantes conforme se le aplica la transformacion o
su inversa. A la existencia de una descomposicion de R™ como suma directa de subespacios
estable e inestable le llamaremos hiperbolicidad.
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Definicién. T' € GL,,(R) es hiperbdlica si existen A € (0,1), ¢ > 0 y subespacios invariantes
E® y E%, de forma que para cualquier k > 0 se cumple:

(1) R" = Es @ E¥,
(2) |IT*v|| < cAF|jv||, siv e ES y ||T %v|| < cAF|jv|, siv € B

La definicion de hiperbolicidad no depende de la norma empleada, ya que si las desigual-
dades son vélidas para alguna norma, como cualquier otra norma || ||* en R™ es equivalente,
existen constantes c; y co para las que:

al [IF < < ell I,

asi que cuando T es hiperbdlica, se cumple ||[T"v|| < cA"||v|| para cualquier v € E%, y por
tanto:
al|T[]* < [[T"0]] < eA™[[o]] < caeX™|[v]",

asi que:
[T™||* < (c- ca/er) A*[Jo]"

Asi que para la norma || ||*, la desigualdad de la definicién de hiperbolicidad también es
vélida. Haciendo un razonamiento idéntico para E" llegamos a que la definicién de hiper-
bolicidad no depende de la norma con la que se verifiquen sus condiciones.

De la Proposicion 2.1, se sigue que es posible garantizar la hiperbolicidad de una trans-
formacién lineal con una propiedad muy sencilla de verificar:

Corolario 2.2. Una transformacion T € GL,(R) es hiperbélica si no posee valores propios
con mddulo unitario.

Siempre es posible escoger una norma para la que la constante ¢ en la definicién de
hiperbolicidad sea igual a 1. Dicha norma es llamada adaptada a la transformacion.

Proposicién 2.3 (Existencia de Norma Adaptada). Sea T' € GL,(R) una transfor-
macion hiperbdlica. Eziste una norma || ||" y N € (0,1) de forma que:

| < N|Jo|l', siv € E* y [T 2| < X|jo||', siveE™

Demostracién. Sean ¢ > 0y A € (0,1) que cumplan las desigualdades de la Proposicién
2.1 para una cierta norma || ||. Sean X' € (A, 1) y ng > 0 suficientemente grande de forma
que cA™ < (X)™. Definiendo normas || ||s v || [l en E® y E* respectivamente, dadas por:

no—1 no—1
s =D QPO -l = Y W) IT O
7=0 7=0

podemos definir una norma en R™ mediante [|v||" = méx{||vs||s, ||vu|lw}, donde v = vs + v,
es la descomposicion tnica de cualquier vector obtenida gracias a que el espacio es la suma
directa de E° y E“. Ademds, para v € E® se cumple que:

no—1 ng—2
I Tolls =D X)) = > (V)T || + (X)) 700 <
=0 i=0
no—1

<N D )Tl ) + ()T e o)) <
j=1
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< Xfolls = [[oll + ()7 )™ loll = Nlvlls + (X = Dol < Mo

Asi que:
[Tv]]" = [Tv]ls < XNvlls < NJo]|".

Anslogmente, para v € E¥, se cumple que |7 v|" < X|jv||". O

Resulta inmediato, que usando la distancia inducida por la norma adaptada, las transfor-
maciones T'|gs y T~} |gu« son contracciones, asi que la constante X/, obtenida en la Proposicién
2.3, serd llamada constante de contraccion de T.

Estabilidad Estructural en GL,(R)

En el contexto de sistemas dinamicos lineales es posible obtener un panorama bastante
completo de los diferentes comportamientos posibles. En esta parte mostraremos que la
hiperbolicidad y la estabilidad estructural son propiedades equivalentes, y ademas, que el
conjunto de transformaciones hiperbdélicas ¢ (R") es abierto y denso en GL,(R).

El hecho de que #(R") sea abierto es una consecuencia inmediata de la variacién
continua de los valores propios. Si tomamos 7' € #(R") y A € C de médulo uno, el
polinomio caracteristico Pr de T' no puede anularse en A, y como esto mismo es valido para
cualquier F' € GL,,(R) suficientemente cercana a T', se obtiene que el conjunto J#(R") es
abierto en GL,(R). (Una demostraciéon detallada de esto puede encontrarse en [PM82]).

Ahora mostraremos que arbitrariamente cerca de cualquier transformacién en GL,(R),
existe otra que es hiperbdlica.

Teorema 2.4. 7 (R") es denso en GL,(R).

Demostracién. Sean T € GL,(R) y Ay,..., A, sus valores propios, mostraremos que ar-
bitrariamente cerca de T' existe una transformacion lineal hiperbdlica, para lo cual conside-
raremos una transformacién perturbada de la forma S =T + pId, con p € R. Si Pr es el
polinomio caracteristico de T', entonces Pr()\;) = 0 para cualquier i = 1,...,n, y ademds:
Pr(Xi) = det(T — \1d) = det(T + pId — pId — A\1d)
= det([T" + pId] — [N + p)Id) = Ps(Ai + p) = 0.

Asi que A\ + p,..., Ay + p son los valores propios de T+ pId. Sean A, , ..., \;. los valores
propios de T’ que no se encuentran en S', definimos:

51 = Hll/n{|)\1‘, ceey |)\n|}, 52 = Im'n{|1 — )\2'1’, ceey |1 — )‘ir|}7

63 = min{|a| : a + if es un valor propio de T, con o + %=1y a # 0}.

Claramente 01, d2, 03 > 0, asi que para cualquier € > 0 podemos tomar 1 < min{e, d1, 2,03},
y la transformacién S =T 4 p Id cumplird que:

IS =T = u1d]| < .

Los valores propios de S se encuentran fuera de S', y por tanto, S es una transforma-
cion lineal hiperbdlica. Encontramos una transformacién lineal hiperbdlica arbitrariamente
cercana a T € GL,(R), por tanto concluimos que J#(R") es denso en GL,(R). O
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El conjunto . (R™) coincide con el conjunto de transformaciones estructuralmente es-
tables en GL,(R), el siguiente teorema afirma que toda transformacién hiperbélica es es-
tructuralmente estable.

Teorema 2.5 (Estabilidad de Transformaciones Lineales Hiperbdlicas). Sea T
una transformacion lineal hiperbdlica, existe € > 0, de forma que si S € GL,(R) cumple
IS —T|| < e, entonces S y T son topoldgicamente conjugadas.

Encontrar conjugaciones topolédgicas entre transformaciones suele ser un problema bas-
tante complicado. En este caso, para obtener la conjugacién buscada usaremos el Teorema
del punto fijo de Banach (ver [Pal07]) para un cierto operador de contraccién construido en
el espacio de funciones continuas y acotadas en R™. El punto fijo de este operador resulta ser
precisamente una funciéon que satisface la relacién de conjugacion. Es importante recalcar
que la contraccién de este operador se obtiene a partir de la contraccion de la transformacion
hiperbdlica presente en el subespacio estable.

Lema 2.6. Sean E un espacio de Banach, L : E — FE wuna transformacion lineal y
G : E — E un isomorfismo, que cumplen |L|| < a <1y |G| <a < 1, entonces:

(a) Id + L es un isomorfismo y H(Id—i—L)_lH <1/(1-a),
(b) Id+ G es un isomorfismo y ||(Id + G) 7| < a/(1 — a).

Demostracién. (a) Para y € E arbitrario, consideraremos la funcién u : E — E dada por
u(x) = y — L(z). Esta funcién es una contraccion, ya que para cualesquiera x1,xs € F, se
cumple que u(x1) — u(xs) = L(z1 — x2). Entonces se cumple:

[u(z1) —u(z2)]] < [[Lllz1 — 22l < allzy — z2f|.
El Teorema del punto fijo de Banach, garantiza que existe un tnico x € E, para el que
z=u(z) =y — L(z),

y por tanto, un unico x € E para el que (L + Id)(z) = y. Esto es vélido para cualquier
y € E, asi que L + Id es biyectiva, y por tanto, un isomorfismo. Ademas,

(L +1d)7H| = HShli)l (L +1d)" ()|

)

asi que tomando x € E, de forma que (L +1Id)(z) = L(z) + = =y, con |ly|| = 1, resulta:
[(L+1) " ()| = 2] = lly — L(2)]| < [lyll + [ L(2)]| < 1+ allz]], (2.1)

y entonces,

1
]~ allall < 1, y por tanto, |la] < - (2.2)

—a
Las desigualdades (2.1) y (2.2), garantizan:

1
1—a
(b) El inciso anterior, junto con la condicién |G| < a < 1, garantiza que Id + G~! es un
isomorfismo, asf que Id + G = G(Id +G~!) también es un isomorfismo, y su inversa cumple:

I+ = [l +c™hH e < fad+ )7 - a7

|dd+ L) <

< ca =
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Denotaremos por Cp(R™, R™) al espacio de funciones continuas y acotadas de R” en R™,
y simplemente por Cy(R™), cuando n = m. El espacio Cp(R™, R™) es un espacio de Banach
con la norma €. Esta norma se define para cualquier f € Cy(R™, R™), como:

If1l = sup [If(x)]]-
zeR"

Cualquier transformacién lineal hiperbélica A € GL,,(R) determina una descomposicién
en suma directa R™ = E®* @ E", y a su vez, permite descomponer a Cy(R™) como la suma
directa:

Cp(R"™) = Cp(R"™, E®) ® Cp(R"™, E¥),

ya que, usando las proyecciones canonicas w5 : E* @ E* — E* y 7w, : E* @ E* — EY,
cualquier funcién u € Cy(R™) puede escribirse de forma tnica como u = us + u,, donde
us =msou € Cp(R™, E®) y u,, = my 0o u € Cp(R"™, E).

Lema 2.7. Sea A € #(R"), existe € > 0 de forma que si p1,p2 € Cp(R™) tienen cons-
tantes de Lipschitz menores o iguales que €, entonces A+ @1 y A+ @2 son topolégicamente
conjugadas.

Demostracién. Mostraremos la existencia de un homeomorfismo h : R” — R", para el
que:

ho(A+¢1)= (A4 p2)oh. (2.3)

Si en la ecuacién anterior consideramos una conjugaciéon de la forma h = Id + u, con
u € Cp(R™), resulta que:

Au —u(A+ p1) = p1 — po(Id + u). (2.4)

Si encontramos una funcién u € Cy(R™) que satisface la ecuacién anterior, obtendremos a
su vez una conjugacion topoldgica entre A + @1 y A + ¢2. Considérense los siguientes tres

operadores:
L, F, o Cp(R") — Cyp(R™),

que para u € Cy(R™), estan definidos por:
Z(u) = Au — u(A + 1),
F(u) =u— A u(A+ o1),
o (u) = Au.

Claramente o/ es invertible y .£ = o/ o %, asi que £ serd invertible si y sélo si % lo es.
Los subespacios E* y E¥ son invariantes bajo A~!, y también, C,(R™, E%) y Cy(R", E*) son
invariantes bajo %, asi que podemos hacer:

F =F° S cgzu, donde F° = y|Cb(R”,]ES) y FY = y’Cb(RnEu) .

Para ¢ > 0 suficientemente pequeiio, el Teorema de la funcién inversa [Lan02] garantiza que
A+ 1 es un homeomorfismo, asi que el operador definido por:

ug > A1 [us(A + ¢1)],
es invertible, y su operador inverso:

Us > A|Es [US(A + 801)_1] )
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es una contracciéon con norma menor que un cierto valor a < 1. Ahora, el inciso (b) del

Lema 2.6, garantiza que .#° es invertible y su inversa cumple H (F9) 1H < 1%, mientras

que el inciso (a) afirma que Z#* es invertible, y que su inversa cumple H 5‘ “) 1H 1ia.

Con lo que llegamos a que . = .%°%® .#" es invertible, y por tanto, también % lo es, y su
inversa satisface:

IIA i

—a

l2=H =7 7| <
La existencia de .#~! garantiza que el operador p : Cb(]R”) — Cp(R"™), dado por:
p(u) = 2 o1 — pa(1d + )],
estd bien definido. Para cualesquiera ui, us € Cp(R™), se cumple:
l(ur) = p(uz)|| = |27 [p2(1d + uz) — @2(Id + ui)] |

AL
< 27 - la(1d + uz) — @a(ld +wy)|| < ” ”snuz—unr,

ya que la constante de Lipschitz de @9 es menor que €.
Haciendo ¢ < ﬁ, resulta que p es una contraccién, y el Teorema del punto fijo de

Banach garantiza que existe un tinico punto fijo de p en Cy(R™), es decir, una tinica funcién
u para la que u = u(u). Dicha funcién satistace por tanto la siguiente igualdad:

u=2L"Yp1 — po(Id + )], que es equivalente a £ (u) = @1 — pa(Id + u),

asi que cumple, Au — u(A + ¢1) = @1 — p2(Id + u).

Hemos demostrado que existe una tnica funcién u € Cp(R™) que satisface la ecuacién (2.4),
y por lo tanto, que h = Id + u satisface la relacién de conjugacién (2.3):

(Id +u)(A+ 1) = (A + p2)(Id + u).

Concluiremos la demostracion viendo que h es efectivamente un homeomorfismo. Un argu-
mento simétrico al anterior, garantiza que la ecuacion:

(A+¢1)(Id +v) = (Id + ) (A + p2), (2.5)
se satisface para una tnica funcién v € C,(R™). De las dos ecuaciones anteriores, se obtiene:
(Id + w)(Id + 0)(A + p2) = (Id + w)(A + ¢1)(Id + v) = (A + @2)(Id + u)(Id +v).  (2.6)
Tomando w € Cy(R"), dada por w = v + u[ld + v] € Cy(R™), obtenemos:
(Id +w)(Id +v) =Id + v + u[ld + v] = Id + w.

La ecuacién (2.6) garantiza entonces que (Id + w)(A + p2) = (A + ¢2)(Id + w), mientras
que por (2.1), existe una unica w € Cy(R™) que satisface dicha relacién. Desarrollando lo
anterior, obtenemos w(A + p2) = (A + ¢2)(w), pero esto sélo es posible si Id + w = w.
Con todo lo anterior obtenemos (Id 4+ u)(Id + v) = Id + w = 1Id, y por un argumento
simétrico, (Id 4+ v)(Id 4+ u) = Id. Esto garantiza que (Id + v) y (Id + u) son inversas entre
si, y por lo tanto, h es un homeomorfismo. O
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Usando el Lema anterior, mostraremos una version local del Teorema 2.5, y posterio-
mente verificaremos que la conjugacion local obtenida, puede extenderse a una global.

Proposicién 2.8 (Estabilidad Local de Transformaciones Hiperbdlicas). Sea A una
transformacion lineal hiperbdlica, existe § > 0 tal que si B € GL,(R) cumple ||B — A|| < 9,
entonces B y A son localmente conjugadas en torno al origen.

Demostracién. Sean A € 7 (R"), B € GL,(R) y o : R — [0, 1] de clase €, con derivada
acotada y 0 < a(t) <1 para 1 < |t| < 2, que cumpla las siguientes propiedades:

1 st <1,
a(t):{ ] <

0 silt]>2,
Ademss, sea ¢ : R™ — R" una funcién dada por:

p(x) = alllz) - (B = A)(z).

Claramente, esta funcion cumple:

pla) = (B - A)) si o] <1,
pla) =0 st flaf| > 2.

Asi que para cualquier z € R™, es posible garantizar que su derivada cumple:

D)l < lle’ (DI - 11(B = A) (@)l + lle(llzD] - [1(B — A) ()]
< K-(I(B = A) @) +[1(B = A)()],

donde K = sup{c/(t) | t € R}. Por lo anterior sabemos que:
D¢l < K -[|B— Al +[|B = A,
asi que para ¢ > 0 arbitrario, podemos tomar |B — A|| < § < £/2K, y garantizar que

€ €
Dy|<K-|B—A B-A|l<-+-—=<e¢.
1Dl < KB~ Al +]B - A < § + 5
Lo anterior garantiza que tomando B suficientemente cerca de A, la constante de Lipschitz
de ¢ se puede hacer tan pequena como se quiera, con lo que el Lema 2.7 garantiza la exis-
tencia de un homeomorfismo h que conjuga A y A+ . Por ltimo, como (A+¢)(x) = B(x)
si ||lz]| <1, tenemos que h conjuga localmente en torno al origen, a B con A. O

Es importante mencionar que el Teorema del punto fijo de Banach garantiza que la
conjugacién h, construida en la demostracién, es unica entre los homeomorfismos de la
forma Id + u, con u € Cyp(R"™), es decir, es el tinico homeomorfismo a distancia finita de la
identidad que conjuga A+ 1 vy A+ @9; sin embargo, en general no se puede garantizar que
el homeomorfismo que las conjuga sea tnico.

Usando la Proposicién anterior, demostraremos el resultado principal de esta seccién,
que afirma la estabilidad global de las transformaciones hiperbdlicas.

Demostracién. (Teorema 2.5 Estabilidad de Transformaciones Hiperbdélicas)
Sean A € A (R™) y 6 > 0 como en el Teorema 2.1, que ademds garantice que cualquier
B € GL,(R), que cumpla ||B — A|| < d, es hiperbdlica. Entonces sabemos que existen
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Eu

]ES

Figura 2.1: Construccién de una conjugacién topoldgica global entre transformaciones li-
neales hiperbdlicas localmente conjugadas.

vecindades U y V en torno al origen, junto con un homeomorfismo h : V' — U que cumple
ho A = Boh. Mostraremos que este homeomorfismo puede ser extendido a una conjugacion
entre A y B en todo R™.

La transformacion A tiene asociados subespacios estable e inestable E* y E*| y del mismo
modo, cualquier B € GL,,(R) que cumpla ||B — A|| < § tiene asociados subespacios estable
e inestable, a los que llamaremos s y Ev respectivamente. Sean:

VE=VNE’>, VY=VNEY U=UNE’, U"=UnNEK"

La continuidad de h garantiza que h(V?®) = U® y h(V*) = U". Para cualquier = € E* existe
r € N para el que A" (z) € V¥, asi que podemos construir, como se ve en la figura 2.1, un
homeomorfismo h* : ES — RS que conjuga a las transformaciones As = Alg, y Bs = Blg.,
de la siguiente forma:

b () h(z) sixeV?,
€Tr) =
B™"hA"(z) sizeE® -V,

La definiciéon de h® es independiente de la eleccion de r, ya que h : V. — U es una
conjugacién entre A y B.

Como h® coincide con h en V? necesariamente conjuga a Ag con Bg en V* mientras
que afuera de V*° el diagrama

AT h BT R
Es Vs Us s
Algs Alys Bly. Blg
Es Vs Us Es
A" h B~

es una superposicion de diagramas conmutativos, y por tanto, es conmutativo. De esto que:
(BT"hA")As = Bs(B™"hA").
Con lo anterior se sigue que h® es, efectivamente, una conjugacion en todo E°:

h®o Ay = Bsoh®.
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De forma simétrica, podemos obtener un homeomorfismo A" : E* — R, que sirva de
conjugacién entre Alg, y Blg., con lo que definiendo h : E* @ E* — E* @ E, dada por

h(zs + z) = h*(zs) + h*(x,), obtenemos un homeomorfismo que conjuga a A con B en
todo R". O

Con todo lo anterior, hemos obtenido que los sistemas lineales hiperbdlicos en GL,,(R),
son estructuralmente estables y abundantes, ya que s (R"™) es abierto y denso en GL,(R).

2.2. Hiperbolicidad Puntual

En esta seccién introduciremos la hiperbolicidad para puntos periédicos de difeomor-
fismos en variedades riemannianas compactas, y utilizando las herramientas desarrolladas
para el caso lineal, describiremos el comportamiento local en torno a los puntos fijos hi-
perbdlicos, mostrando que la dindmica del sistema es localmente conjugada a la de su parte
lineal.

Sean M una variedad riemanniana compacta y f € Diff(M). Para cualquier p € M, la
diferencial de f en p es un isomorfismo entre espacios vectoriales:

(Df)p : TpM — Tf(p)M

Asi que para cualquier p € Per(f) de periodo m, (Dfm)p es un isomorfismo de T, M, por
lo que resulta natural definir la hiperbolicidad de un punto periddico, de la siguiente forma:

Definicién. Un punto p € Per(f) de periodo m es hiperbélico, si (Df™), : T,M — T,M
es una transformacion lineal hiperbolica.

Desde luego, un punto periédico de periédo m es hiperbdlico de f, si y sdlo si es un
punto fijo hiperbdlico de f™.

Figura 2.2: Descomposicién en subespacios estable e inestable del espacio tangente en un
punto periédico hiperbdlico.

Para que un punto p € Per(f) de periodo m sea hiperbdlico, es necesario que el espacio
tangente de M en p, tenga una descomposicién T,M = E; @ E; en subespacios (D fm)p—
invariantes, donde se satisfagan las desigualdades que definen a la hiperbolicidad lineal
usando la norma inducida por la métrica riemanniana, es decir, deben existir A € (0,1) y
C > 0, de forma que para cualquier n > 0, se cumple:

I(Df")"vll < CA*[Jo]], siv € Ep,
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I(Df")"vll < CA*[Jol], siv € Ep.

Como vimos en la seccién anterior, una manera equivalente de determinar que una trans-
formacién lineal es hiperbdlica es verificar que sus valores propios tienen médulo diferente
de uno, asi que para garantizar la hiperbolicidad de un punto p € Per(f) de periodo m,
también es posible verificar que (D fm)p cumple esa misma propiedad.

A continuacién mostraremos un resultado bastante conocido, y utilizado, en el contexto
de dindmica no-lineal. Este resultado garantiza que el comportamiento dindmico de un
difeomorfismo en torno a cualquier punto fijo hiperbdlico es localmente conjugado al de su
parte lineal.

Teorema 2.9 (Hartman-Grobman). Sean f € Diff(M) yp € M un punto fijo hiperbdlico.
Entonces f y Df, son localmente topoldgicamente conjugadas, es decir, existen vecindades
V de p, U del origen en T,M y un homeomorfismo h : U — V, tal que:

hoDf,= foh.

Supongamos que dim(M) = k. Debido al caracter local del problema, podemos escoger
una carta de la variedad ¢ : W € M — X C R*, que cumpla ¢(p) = 0, y suponer sin
pérdida de generalidad, que f es un difeomorfismo en R* que tiene al punto fijo hiperbélico
en el origen.

La demostracién del Teorema se harda usando el Lema 2.7, que garantiza la existencia
de una conjugacién entre una transformacion lineal hiperbdlica, y la funcién que se obtiene
al sumarle una funcién en Cy(R*) con constante de Lipschitz suficientemente pequefia. El
siguiente Lema muestra que en una vecindad suficientemente pequena en torno a un punto
fijo, cualquier difeomorfismo difiere de su parte lineal por una funcién de esta forma.

Lema 2.10. Sea f : R¥ — R¥ un difeomorfismo de clase €', que cumple f(0) = 0. Para
cualquier € > 0, existen una vecindad U del origen, y una extension de f|; a RF de la
forma D fo + o, donde p € Cy(R¥) tiene constante de Lipschitz menor o igual que e.

Demostracién. Sea a : R — R de clase ¥°°, que cumple 0 < «(t) < 1 para 0 < t < % y
que esta definida por:

Dada K > 2, podemos construir la funcién de forma que ||¢/(t)|| < K para todo ¢t € R.

La funcién ¢ : R¥ — RF, definida por ¢ = f — Dfj, es continua y cumple 4(0) = 0 y
D1)(0) = 0. Entonces, para cualquier € > 0, existe r > 0 tal que si  se encuentra en B,(0),
entonces || Diy(x)|| < ¢/2K. Usando las dos funciones anteriores, definimos ¢ € Cy(RF)
como ¢(z) = a||z||/r)i ().

Las funciones ¢ y 1 coinciden en B, /5(0), asf que, D fo+¢ es una extensién de f| B, 5(0)"
Para concluir la demostracion sélo falta verificar que la constante de Lipschitz de ¢ es menor
o igual que €. Para cualesquiera x1, x2 € B;, se cumple que:

(1) = p(za)| = llallzall/r)¢(z1) — alllz2ll/r)¢(z2)]]
= [lfe(llzall/r) = alllz2ll/r)ld(z1) + alllz2ll/r) (1) = P(z)]]
< (Kller = 22||/r)(e/2K) 21| + (¢/2K) |21 — 22

<ellxr — w2,
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mientras que para x; € B, y x9 ¢ B,, resulta que:

(1) = ()l = lla(llell/r)e (1) — allleall/r)e(z2)]]
= [lladllzoll/r) = alllzzll/r)]e (1) + alllzall/r)[¥(21) = P(22)]]
< (Kllzr = 22|l/r)(e/2K)||z1] +0 < gllwl — o,

y por tltimo, tomando x1, e ¢ B,, tenemos que:

le(z1) = @(z2)|| = 0 < eflzy — 22|.
Por lo tanto, ¢ posee una constante de Lipschitz menor o igual que e. O
Usando el Lema anterior, pasamos a la demostraciéon del Teorema 2.9.

Demostracién. (Teorema 2.9 Hartman-Grobman). Sea ¢ > 0 como en el Lema 2.7.
El Lema 2.10 afirma que existen una vecindad U del origen, y ¢ € Cy(R¥) con una constante
de Lipschitz menor o igual que ¢, de forma que D fo + ¢ es una extensién de f|;; a todo R”.
El Lema 2.7 garantiza la existencia de un homeomorfismo que conjuga a Dfy v D fo + ¢,
pero D fo+ ¢ coincide con f en U, asi que que f y D fy son localmente conjugados en U. [

En el contexto del Lema 2.7, argumentamos que la conjugacion obtenida es tnica sola-
mente si nos restringimos a los homeomorfismos que se encuentran a distancia finita de la
identidad. Incluso con esta restriccién, en general la conjugaciéon obtenida con el Teorema
de Hartman-Grobman (2.9) no es tnica, ya que depende de la funcién ¢ utilizada para
extender f|; a R

Resulta natural preguntar para qué situaciones es posible garantizar que f y D fy son
localmente €'-conjugadas, ya que considerando tnicamente conjugaciones topoldgicas, no
es posible hacer una clasificacién total de los comportamientos lineales posibles. Por ejemplo,
dos transformaciones lineales hiperbdlicas de tipo espiral y nodo, poseen la misma estructura
de oOrbitas y son topoldgicamente conjugadas, sin embargo, no pueden tener los mismos
valores propios,! y por la argumentacién que se dié al final del primer capitulo, tampoco
pueden ser €!-conjugadas.

Desde sus trabajos iniciales, Hartman [Har60] mostré que existen sistemas que no son
% '-linealizables, y recientemente, van Strien [VS90] obtuvo que para difeomorfismos de clase
€2, siempre es posible encontrar una linealizacién Holder continua, que es diferenciable en
el punto fijo.

El Teorema 2.9 tiene fuertes implicaciones que ayudan a describir las propiedades de los
puntos fijos hiperbdlicos. Sabemos que cualquier punto fijo hiperbdlico posee una vecindad
en donde el difeomorfismo es topolégicamente conjugado a una transformacion lineal hi-
perbdlica, asi que en particular, es el inico punto fijo en esa vecindad; mientras que por la
compacidad de M, se sigue que s6lo hay una cantidad finita de puntos fijos hiperbdlicos en
M. Mas adelante, combinando Hartman-Grobman con la estabilidad de transformaciones
hiperbélicas, obtendremos la estabilidad local de los puntos fijo hiperbdlicos (Teorema 2.12).
Primero mostraremos que los puntos periédicos hiperbdlicos no desaparecen bajo pequenas
perturbaciones en el difeomorfismo, para lo que usaremos el Teorema del punto fijo de Ba-
nach, ahora para una contraccion que se puede definir en una vecindad de cualquier punto
periédico hiperbdlico.

!Para una espiral los valores propios son nimeros complejos con partes real eimaginaria no triviales,
mientras que para un nodo, los valores propios son estrictamente reales.
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Teorema 2.11 (Persistencia de Puntos Periédicos Hiperbdlicos). Sea f € Diff(M)
con un punto periédico hiperbdlico p. Entonces cualquier g € Diff(M) suficientemente € -
cercano a f tiene un punto periédico hiperbdlico cercano a p.

Demostraciéon. Nuevamente, por ser una afirmacion local, podemos usar una carta de la
variedad ¢ : V ¢ M — U C R¥, que cumpla ¢(p) = 0 y suponer sin pérdida de generalidad
que f es un difeomorfismo local en U, que tiene un punto periédico hiperbdlico el origen.

Sean m el periodo de p, y F' : U — U una funcién definida por F' = f™ — Id. Por ser
el origen un punto periédico hiperbélico, (D f™), no tiene valores propios de médulo uno,
asi que (DF), no tiene valores propios nulos y por el Teorema de la funcién inversa, es
invertible. Sea e > 0, para cualquier difeomorfismo g que sea suficientemente ¢!-cercano a
f, se cumple que:

f"=9"+H,
con H una funcién e-cercana a la funcién nula en la topologia €', es decir,
méx{||H||, [ DH||} < e,

donde || - || denota la norma usual del supremo.
Cualquier punto en Per(g) de periodo menor o igual a m, corresponde con una solucién
de la ecuacién:

x=g")=("—-H)x)=(F+1d - H)(),
que podemos reescribir como (F — H)(z) = 0, y también, como x = F~'H(x); asi que los
puntos fijos de F~'H en U, corresponden con puntos periédicos de ¢ de periodo menor o

igual a m.

Mostraremos que F~1H es una contraccién. Sea HDF_1 H =

L, entonces para x,y € U:
|F ()~ F H@)| < |DE )|l -yl < <Llla — . (27)

y ademas,

IF= H(O)|| < |[DF=H]| - [|H(0)]] = LIH(0)]| < eL. (2.8)
Usando las desigualdades (2.7) y (2.8), obtenemos:

IF~ H ()| < |F~ H(z) = FTHH(O)|| + | FH(0)| < eLl|z]| + <L,

asi que tomando ¢ < Tﬁ ) €S posible garantizar que para cualquier z € U con ||z| < R:
- Rz R
F'H(z)|| < <R,
| (:E)H_l—i-R—i_l-i-R_

y por tanto el disco Br(0) = {z € U : ||z|| < R} es mapeado en si mismo por F~'H, que
ademas resulta ser una contraccién, ya que:

IF~ H (z) = FT H(y)| < [l = yll.

1+R
Finalmente, el Teorema de punto fijo de Banach garantiza que F~'H posee un tinico punto
fijo en Bg(0), o lo que es lo mismo, x = ¢"™(x), y por lo tanto, g tiene un punto periédico
de periodo menor o igual a m cercano al origen. El punto periédico obtenido siempre pue-
de tomarse hiperbélico, ya que si f y ¢ son suficientemente €'-cercanos, podemos hacer
|IDf™ — Dg™|| tan pequeno como se quiera, asi que el Teorema 2.5 garantiza en particular,
que Dg™ es una transformacién hiperbdlica. O
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Teorema 2.12 (Estabilidad Local de Puntos Fijos Hiperbdlicos). Sea f € Diff(M)
con un punto fijo hiperbdlico p. Existe ¢ > 0 de forma que cualquier g € Diff(M) a distancia
€' menor que € de f, tiene un punto fijo hiperbélico q cercano a p, y existen vecindades en
torno a los respectivos puntos fijos, donde f y g son localmente conjugadas.

Demostracién. El Teorema 2.11 garantiza que cualquier g € Diff (M), suficientemente
cercano a f con la distancia €', posee un punto fijo hiperbélico g cercano a p. Ademas, D Ip
y Dgq son transformaciones lineales hiperbdlicas cercanas en norma, por lo que el Teorema
2.5 garantiza la existencia de una conjugacién topoldgica entre D f, y Dg,. Por iltimo, el
Teorema de Hartman-Grobman (2.9) garantiza que Df, y Dg, son localmente conjugadas
a f y g en los respectivos puntos fijos, asi que la conclusién se sigue de que la composicién
de conjugaciones es una conjugacion. O

Las herramientas desarrolladas en esta seccién son insuficientes para caracerizar la esta-
bilidad en regiones de la variedad mas generales que puntos fijos o periédicos. En el capitulo
siguente, extenderemos la nocion de hiperbolicidad a conjuntos invariantes, y obtendremos
condiciones suficientes para garantizar la estabilidad global de todas las érbitas del sistema.

2.3. Conjuntos Hiperbdlicos

Para un punto x € M que se encuentra dentro de una regién invariante, en general la
transformacion D f, estd definida entre espacios distintos, asi que no se puede establecer
un criterio de hiperbolicidad en términos de subespacios D f,-invariantes, ni de valores
propios. Caracterizaremos la hiperbolicidad en un subconjunto invariante A C M, mediante
una descomposicion de T, M en subespacios con contraccién y expansién uniforme, para
cada x € A.

Definicién. Sea f € Diff(M). Un conjunto compacto e invariante A C M es hiperbdlico, si
para cada x € A existen una descomposicion del espacio tangente de M en dos subespacios:

T.M=E o E,,
y constantes X € (0,1), ¢ > 0, tales que para cualquier x € A, se cumple:
(1) Do) = B,y v Df(ES) = B,
(2) |Dflus|| < eA||vs|| para cualquier vs € ES y n > 0.
(3) || Df;"vull < eA™||vy|| para cualquier v, € EY yn > 0.

Las constantes A, ¢ de la definicién, serdn llamadas constantes de hiperbolicidad de f en A.

De la misma forma que en la seccién anterior, EY y E¥ seran llamados subespacios estable
e inestable en x, Si bien estos subespacios no son en general D f,-invariantes (salvo que x
sea punto fijo), las distribuciones estable e inestable:

E=| |E y E*=||EY
zEA zeEA

si son D f-invariantes en ThAM. A continuacién se muestra que siempre son de clase €°.
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wu

_'_f: r)

Figura 2.3: Descomposicién de T, M en subespacios estable E? e inestable E¥, que presentan
respectivamente contraccion y expansién uniforme.

Proposicién 2.13. Sea A un conjunto hiperbélico para f € Diff(M). Entonces E® y E* son
distribuciones €° en TAM, es decir, E? y EY varian continuamente respecto a x € A. En
particular, la dimension de los subespacios es localmente constante en M.

Demostracién. Sea {z;}ieny — 2 una sucesién de puntos en A, llamaremos E; y Ej a
los respectivos espacios estables e inestables en T, M. Por compacidad tenemos que x € A,
asi que mostraremos que los subespacios E; y E2 convergen a subespacios que conforman
una descomposicion hiperbélica en T, M. Las sucesiones {dim(E} )}ien vy {dim(E})}ien
estan acotadas por dim(M), asi que sélo pueden tomar una cantidad finita de valores.
Esto nos permite extraer una subsucesion constante (que seguiremos llamando {z; };cn) con
dim(E;) = k y dim(E},) = I, con k + 1 = dim(M).

Sean {el,..., e}y {e} 1, .., €} bases ortonormales de ES y EY respectivamente. El
haz tangente unitario de A es compacto, asi que podemos tomar una subsucesién convergente
{e;»}ieN a un cierto e; € T, M para todo j =1,...,k, y ademsds, el conjunto {eq,...,ex} es
ortonormal. Al generado de dicho conjunto le llamaremos E? = (e, ..., ex), y de la misma
forma, obtenemos EY = (egi1,- .., €kt+1)-

Ahora probaremos que E; = E? y que EY¥ = E¥. Para cualquier v € EJ existe una su-
cesion de elementos v; — v, con v; € Ty, M, asi que de la continuidad de D f,, se sigue que
para cualquier n € N:

| D fyvll = lm [[Df vl < Um eA™[Jog]| = A |[v]].
1—00 K 1—00

Lo anterior implica que ES C E?, v por un argumento idéntico EY C E¥. En particular se
cumple que ES N EY C ES NEY = {0}, con lo que llegamos a que Ef =ES y EY =EY. [

Las distribuciones estable e inestable no necesariamente son de clase ¢!, aunque en
general, son Holder continuas (ver [HS95], 19.1.d).

Dado un espacio vectorial V' con un producto interno, denotaremos por Z(u, v), al &ngulo
entre los vectores u y v en V.

Corolario 2.14. Sea A un conjunto hiperbdlico para f € Diff(M). Entonces E®* y E* son
uniformemente transversales en A, es decir, existe ag > 0 de forma que para cualesquiera
x e, vs € ES, yu, € EY, se cumple que Z(vs,vy) > .

T
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Demostracién. Para cualquier z € A, se cumple E5 & EY = T,M. Entonces existe
a(x) > 0, tal que para cualesquiera vy € E2 y v, € EY, se tiene Z(vs,v,) > a(z). La
Proposicién 2.13 garantiza que la funcién = € A — a(z) € R es continua, asi que alcanza

su minimo ag > 0 en A. ]

A continuacién veremos que la hiperbolicidad de un conjunto invariante no depende
de la métrica riemanniana empleada. Supongamos que A es un conjunto hiperbdlico con
la norma || - ||, inducida por la métrica riemanniana de la variedad. Cualesquiera métricas
riemannianas son equivalentes sobre conjuntos compactos, asi que considerando otra métrica
riemanniana que induzca una norma || - ||*, siempre existen constantes c; y cg para las que
all I < ||l € e |I* resulta vélido globalmente en todo A. De la independencia de
la hiperbolicidad lineal respecto a la norma usada, se sigue que la hiperbolicidad de un
conjunto invariante tampoco depende de la métrica riemanniana en M.

Del mismo modo, la Proposiciéon 2.3 tiene una contraparte para conjuntos hiperbdlicos,
que afirma la existencia de una métrica adaptada, o métrica de Lyapunov, en todo A.

Teorema 2.15 (Existencia de Métrica Adaptada). Sea A un conjunto hiperbdlico para
f € Diff(M), con constantes de hiperbolicidad ¢ > 0 y X\ € (0,1). Para cualquier e > 0 existe
una métrica riemanniana en A, para la que las constantes de hiperbolicidad de f en A son
d=1yN=\+e.

Demostracién. Sea p € A, usando las normas || |[s y || |l. en Ej y E} respectivamente,
dadas por:

no—1 no—1
- lls = Y- Q)ZNDOI v - e =D N NDF)pC)l-
=0 =0
Entonces podemos definir una norma en T,M con |v|" = +/(||vs|ls)2 + (|vull«)?, donde

v = Vs + vy es la descomposicion unica obtenida gracias a que T,M = E;) & Ej.
La misma argumentacién que se realizé en la demostracién de la Proposicién 2.3, ga-
rantiza que para v € E7 y u € E, se cumple que:

IDfpoll" < Nloll” v IIDf, all” < Xlulf".

Asi que usando la norma || - ||, las constantes de hiperbolicidad de Ason ¢/ =1y N = A +e.
O

Las proposiciones 2.13 y 2.15 garantizan que la hiperbolicidad puede ser verificada de
forma equivalente con las siguientes propiedades:

Corolario 2.16. Sea A C M wun conjunto invariante para f € Diff(M). Entonces A es
hiperbdlico, si el haz tangente sobre A admite una descomposicion continua y D f-invariante:

ThaM =E° @ EY,
de forma que para \ € (0,1) y alguna métrica riemanniana, se satisface:
IDf el <Ay IDSflzsll < A
Es decir, Df Y g« y Df|gs son contracciones.

A la constante de hiperbolicidad A, la llamaremos constante de contraccion de f en A.
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2.3.1. Condiciones Equivalentes a Hiperbolicidad

Verificar la hiperbolicidad de un conjunto invariante A suele ser bastante laborioso, ya
que requiere garantizar la D f-invariancia de una familia de subespacios en ThA M. En esta
seccién, desarrollaremos un criterio equivalente a la hiperbolicidad, que en general resulta
mas sencillo de verificar, utilizando familias de conos invariantes.

Sea x dentro de un conjunto hiperbdlico A. Cualquier v € T, M puede expresarse de
forma tdnica como v = vs + vy, con vs € EJ y v, € EY Usando esta descomposicion,
definimos los conos estable e inestable de tamano «, para cualquier x € A, como:

C; ={v e M |[lvf| < afloll} vy Cp ={veTuM||vs| < ffoull}-

Figura 2.4: Conos estable e inestable asociados a los subespacios estable e inestable.

Una pareja de conos en un espacio vectorial con producto interno W consiste en dos
conjuntos C'y C*, junto con una forma cuadratica no degenerada B : W — R, para la que:

C={veW|Bv) <0} y C*"={veW|B(v)>0}.

En presencia de una descomposicién hiperbdlica, con la forma cuadratica B : T, M — R
definida por B(v) = —a?||vs||? + ||v.||?, obtenemos un cono estable C' y otro inestable C*.

Diremos que la dimension de un cono C' es la maxima dimensién entre todos los subes-
pacios de W contenidos en C’; y del mismo modo, por la dimension de una forma cuadrdtica,
entenderemos la méxima dimension de los subespacios de W contenidos en la regién donde
B es no positiva.

Por una familia de conos en el conjunto A entenderemos una asignacién de conos C, en
T, M para cada z € A; y a la asignacion de una forma cuadratica B, : T, M — R en cada
x € A, le llamaremos forma cuadrdtica en A.

Ahora obtendremos dos criterios equivalentes a la hiperbolicidad de un conjunto compac-
to e invariante A. El primero es geométrico, y consiste en mostrar una familia D f-invariante
de conos. El segundo es dinamico, y consiste en mostrar la existencia de una forma cuadrati-
ca en A, que sea no decreciente sobre las orbitas de f. Para precisar lo anterior, definimos
el pull-back bajo f de una forma cuadratica B, como:

f7#(B)2(v) == By (D frv).

Lema 2.17. Sea A C M un conjunto compacto e invariante para f € Diff(M). Entonces son
equivalentes:
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(1) A es hiperbdlico.

(2) Ezxiste B una forma cuadrdtica continua, no degenerada en A, con dimension cons-
tante en las érbitas de f y de forma que f#B — B es definida positiva.

(8) Existen familias de conos C*, C* en A con dimensiones complementarias y de dimen-
sion constante en las orbitas de f, de forma que para cualquier x € A, se cumpla:

(a)szC';‘CC“ y Df 103 C Ol
(b) Existen ¢ > 1, m > 0 tales que | Df*|| > cen C¥ y [|[Df;™] > ¢ en C3.

Demostracién. (1 = 2) Sean f € Diff (M) y A un conjunto hiperbdlico con constantes
A € (0,1), C > 0. Para cualquier z € A, tomando m € N tal que CA\™ < 1/5, podemos
garantizar ||Df,™v|| > 5|lv|| siv € ES, v || DfI'v|| > 5||v|| si v € EX

Mostraremos que para cualquier v no nulo, se cumple que:

IDfz™ol* = 2l + | D £ ]* > 0. (2.9)

Por ser A hiperbdlico, cualquier v € T, M puede ser expresado de forma tnica como
vV = Vs + vy, con vs € B2y v, € E¥. Supongamos que |[vg|| > ||vy]|, entonces:

D™ (0s +va) | Z (1D fz ™ 0sll = 1D fz " vull = (5 = 1/5)||vs|| = 4lJvs]| = 2]v]|-

El mismo resultado puede ser obtenido cuando |lv,|| > ||vs||, por lo que queda probada la
desigualdad (2.9). Ahora, definimos una forma cuadratica en A mediante:

m—1 j=—1
Bo(v) =Y [IDfiol? = 3 |Dfv|?
7=0 j=—m
=" (ID#7s 0 DEOI? = [DE0P) (2.10)

1

J

Esta forma cuadrética cumple:
(f*B = B)2(v) = By(a)(Dfe)(v) = Bo(v) = | Df;™* = 2[lv]|* + | Df7]1%,

asi que por (2.9), f*B — B resulta ser definida positiva. Ademéds, de la igualdad (2.10) se
sigue que para cualesquiera vectores no nulos vy € E?, v, € E¥ se cumple B(vs) < 0y
B(vy) > 0; y debido a que los subespacios E? y E¥ son complementarios e invariantes, la
dimensiéon de B es constante en las érbitas.

Por 1ltimo, veremos que B es no degenerada. Sea By(+, ) la forma bilineal simétrica aso-
ciada a B. Si para x € A existe v, tal que By(v,w) = 0 para cualquier w € T, M, expresando
a v como vs + vy, obtenemos que By(vs,vs) = By(vy,vy), y entonces B(vs) = B(vy), pero
eso solo sucede cuando vs y v, son nulos. Asi que By y B son no degeneradas.

(2 = 3) Para x € A, definimos una familia de conos por C2 = {v € T, M|B,(v) <0} y
= {v € T, M|B;(v) > 0}. Estos conos tienen dimensién complementaria ya que B es no
degenerada. Ademas, la dimensién constante de B a lo largo de las érbitas de f garantiza la
dimensién constante de los conos a lo largo de las érbitas. Usando que f#B — B es definida
positiva, obtenemos que para cualquier v € Cy, se cumple By, (D fyv) > By (v) > 0. Por lo
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que Dfv € C’}‘(I), y entonces D f,C¥ C C“(x) Con un razonamiento simétrico para v € C3,
obtenemos que Df;1C% C Cl=1(z)> ¥ concluimos el enunciado en (a).

Para mostrar el inciso (b) basta verificar la desigualdad correspondiente al cono inestable
C¥, ya que el caso de C completamente andlogo. Por la compacidad de A y la continuidad
de B, resulta que dado a > 0 existe § > 0 de forma que B,(w) > a implica ||w||* > 4.
Mientras que por ser f#B — B definida positiva, existen a, b tales que:

bllw||*> > (f¥ B — B).(w) > a|lw||?, para cualesquiera z € A,w € T, M. (2.11)

Sea § = 6(a) dada por la desigualdad anterior, y m € N que cumpla 0% = madb=! > 1.
Entonces, para cualesquiera x € A y v € C¥ con ||v|| = 1, se cumple:

Byia)(Dfiv) > By (Dfav) > Byay(Dfov) = Bo(v) > allv]* = a

para cualquier j > 1. De lo anterior se sigue que Hng]CvH2 > § para j > 1, con lo que la
ecuacién (2.11) garantiza:

DIDSI 0 2(f# B = B) pm(ay (D f3'0) = Bpmia)(DF"0) = Bpm(a) (Df0)

:Z Byiti(x) (D17 0) = Byi(a)(D fiv)) + Ba(v)

E\%S H

(f#B — B) i) (D fiv)

T
o

Ms

a HDf]vH > mad,

<.
i
=)

y se concluye ||Dfmv[* > o2

(3= 1) Sea x € A, mostraremos que los subconjuntos de T,,M definidos por:

=N DSl (Chn) v B = () PInie) (G

n>0 n>0

conforman una descomposicién hiperbélica. Usando la propiedad (a), obtenemos:

Dfo(E2) = () Dfs (Dffniey (Chniny))

n>0

— m Dff-niiy) (fo‘"(x) (C}L_”(ff)))

n>0

— n u

= DI-ris) (Chnisoy)
n>0

U

B (a)-
De manera andloga se obtiene D f,(E?) = E% 2+ Afirmamos que existen C'> 0y A € (0,1),
de forma que para cualesquiera n > 0y v € E?, se cumple || D fllv|| < CA™.

Usando el valor de m obtenido anteriormente, cualquier n > 0 puede escribirse como

n=km+r,con0<r <my para algin k € Ny. Tomando w = Df'v € C’sn(x), podemos
garantizar que:

ol = |2y = | DIy (D)
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Asi que para C) := infyep{min [|[Df; 7| |0 <r < m}, obtenemos:
—k k
loll = ¢ | Drptmw| = Cio*ful),

para o > 1 como en el inciso anterior. Hemos obtenido que || D flv| < Cila*kfl |lv|l, asi que
usando n = km + r < km + m, llegamos a que:

n o - m n n
IDfl < & (7)ol = Cxo.

La desigualdad correspondiente a E¥ se obtiene de una forma idéntica. Por ultimo:
E:NEZ Cc C;nCy = {0},

asi que por ser los subespacios de dimensién méxima en C3 y C¥ respectivamente, resulta
que T,M = E? & EY, con lo que se concluye que A es un conjunto hiperbdlico. O

Usando el lema anterior podemos mostrar que los conjuntos hiperbdlicos no desapare-
cen bajo pequenas perturbaciones en el difeomorfismo. Este resultado es fundamental para
demostrar la estabilidad de los conjuntos hiperbdlicos.

Teorema 2.18 (Persistencia de Conjuntos Hiperbdlicos). Sea A un conjunto hi-
perbdlico para f € Diff(M). Eziste una vecindad compacta U de A, una vecindad % de f
en Diff(M) con la topologia €, y una forma cuadrdtica continua y no degenerada B, en U,
de forma que g% B — B es definida positiva en g~ (U) NU para cualquier g € % . Ademds,
el conjunto mazimal invariante de g en U, definido por Ay =,z 9" (U) es hiperbdlico.

Demostracién. Sea A hiperbdlico para f. La Proposicién anterior garantiza que existe
una forma cuadrética continua y no degenerada B en A, con f#B — B definida positiva.
Podemos extender B a una vecindad U; de A suficientemente pequena, de forma que B siga
siendo no degenerada y f# B — B siga siendo definida positiva. Del mismo modo que en la
Proposicién anterior, existe a > 0 tal que (f#B — B),v > al|v||*> para cualesquiera z € Uy y
v € T, M. Tomando % una vecindad suficientemente pequena de la identitad en Diff (M),
podemos garantizar que cualquier h € %4 cumple:

(h# B — B)yw = Bya)(Dhyv) — Byv < %HUHQ,

donde x € Uy y v € T, M, ademdas cumpliendo que || Dhgv| > %Hv” Consideremos el
conjunto:

U ={foheDiff(M)|h € 2},

debido a que %4 es una vecindad de la identidad, % es una vecindad de f. Ahora tomaremos
una vecindad compacta U C U; de A tal que si g € Z entonces g(U) C U;. Por lo que para
xe Uy g€ que se exprese como g = foh, con h € Vi, y entonces:

(g#B — B)yv = By(y) (Dgzv) — Byv
= B(foh)(z) (D(f © h)zv) — Byv
= B(foh)(a:) (th(:r) (thv)) - Bg;’l) + [Bh(x)(Dhm’U) - Bh(x) (thv)]
= (/#B — B)j(a) (Dhyv) + (¥ B — B)yv
> 2_ 2012 > L2,
> a|Dhol* = 5 lel* > 5 o]

Por lo que ¢#¥B — B es definida positiva. Debido a que A4 es compacto e invariante, la
Proposicién anterior garantiza que también es hiperbdlico. O
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2.4. Dinamica de Conjuntos Hiperbdlicos

En la Seccién 2.3 se obtuvieron las principales propiedades en torno a la estructura
de los conjuntos hiperbdlicos, en esta seccién haremos una descripcién de su dindmica y
mostraremos que son estables bajo perturbaciones.

La separacién de orbitas obtenida debido a la expansién local del sistema, en conjunto
con las propiedades de recurrencia, producen un comportamiento global de orbitas com-
plicado. A continuacién analizaremos de qué forma se distribuyen las érbitas dentro de un
conjunto hiperbdlico.

2.4.1. Variedades Estable e Inestable

En esta seccién veremos que en cualquier punto z de un conjunto hiperbdlico A C M,
existen dos subvariedades encajadas que tienen propiedades anédlogas a las de los subespacios
estable e inestable en T,, M.

Definimos los conjuntos estable e inestable globales de un punto x € M, como:

W) = {y € M |a(f (@), W) — 0},

Wi(@) = {y € M |a(/~"(@), f () — 0}.

n—o0

Estos conjuntos corresponden con las clases de equivalencia obtenidas con la relacién:

n n
pya = df"p), ") 2 0
y consisten en los puntos cuyas érbitas se acompanan hacia adelante o hacia atras.

En general se cumple que f(W?*(z)) = W*(f(z)) y fW"(z)) = W*(f(x)), asi que para
puntos periédicos de periodo m ambos conjuntos son f"-invariantes; y en particular para
puntos fijos, W*(z) y W*(x) son invariantes.

Localmente, los conjuntos estable e inestable de un punto fijo hiperbdlico son homeomor-
fos a discos de la misma dimensién que los subespacios estable e inestable respectivamente
(ver Figura 2.5). Esto se puede obtener con el Teorema de Hartman-Grobman (2.9), de
la siguiente forma: Sean V. C M y U C T,M vecindades de = y del origen respectiva-
mente, en donde f y Df, son conjugadas por h : U — V. Cualquier y € E; cumple que
limy, oo D f7(y) = 0, asi que la continuidad de h garantiza que lim,,_,oc R[D 7 (y)] = h(0) = =.
Como h es una conjugacion, sabemos que para cualesquiera y € U y n € Z, se cumple
que f"h(y)] = h[Df}(y)], y por lo tanto, f"[h(y)] — x para cualquier y € E3 N U; es
decir, h(y) estd contenido en W?*(z). Asi que por ser h un homeomorfismo, resulta que
h(E;NU) =W?*(x)NV, y del mismo modo, h(EXNU) = W*(x) NV, con lo que concluimos
que W?3(z) y W¥(x) son localmente homeomorfos, en torno a x, a discos con la misma
dimensién que E? y E¥ respectivamente.

La misma descripcion local es valida para las variedades estable e inestable de cualquier
punto dentro de un conjunto hiperbdlico, mas atn, localmente los conjuntos estable e ines-
table son discos encajados en M. Definimos los conjuntos estable e inestable locales de un
punto x € M, como:

WZ(x) == {y € M |d(f"(z), ["(y)) <&,V n =0},

Wiz):={yeM ‘ d(f (), f"(y)) <&, Vn=>0}.
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Figura 2.5: Conjuntos estable W?*(z) e inestable W*(x), de un punto fijo hiperbdlico x.

Cualquier y € W2(z) UWY(z) en particular cumple d(z,y) < e, asi que W?(z) y W(x)
son subconjuntos de la bola de radio € en x. Ademés cumplen que:

FOVE(2)) C WE(f () v f7HOWE () © WE(FH(2)),

asi que cuando x es un punto fijo, W?(x) es invariante hacia adelante y W(x) es invariante
hacia atras.

A continuacién se enuncia un teorema que afirma que los conjuntos estable e inestable
locales siempre son subvariedades encajadas en M, y ademas, son tangentes a los respecti-
vos subespacios estable e inestable. La demostracién de este teorema es delicada, y puede
encontrarse en [Shu87].

Teorema 2.19 (Teorema de la Variedad Estable). Sea A un conjunto hiperbélico para
f € Diff" (M), supongamos que A cuenta con la métrica adaptada, y tiene constante de
contraccion A. Etonces existe ¢ > 0, de forma que para todo x € A, el conjunto estable local
W:(z) es la imagen de un disco DP, mediante un encaje €, con p := dimE3. Ademds:

(1) Te(W(x)) = ES.
(2) Para cualquier y € WE(zx), se cumple d(f(x), f(y)) < Ad(z,y).

(3) El encaje del disco DP a W2(x) varia continuamente respecto a x, es decir, existen
una vecindad V, de x, y una funcion continua:

45 Vy = Enc’"(DP, M),
que para cualquier y € V, cumple:
W) =y y Z(y)(D") =W:(y).
Enc"(N, M) denota al conjunto de encajes de N en M con la topologia €.
(4) W2(x) es una variedad de clase €.

Para cualquier punto de M, la variedad inestable coincide con la variedad estable de
la inversa del difeomorfismo, con lo que tenemos una descripcién andloga para la variedad
inestable.

Los conjuntos estable e inestable globales pueden enredarse de forma complicada en la
variedad, y no necesariamente son subvariedades encajadas en M, sin embargo, usando el
Teorema 2.19 de la variedad estable probaremos que son subvariedades inmersas en M.
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Corolario 2.20. Sea A un conjunto hiperbélico para f € Diff"(M). Entonces los conjuntos
estable e inestable globales son subvariedades €" inmersas en M. Ademas, W*(x) y W"(x)
son copias inmersas de B y EY respectivamente.

Demostraciéon. Sea ¢ > 0 dado por el Teorema 2.19 de la variedad estable. Primero
mostraremos la siguiente relacion entre el conjunto estable global de cualquier z € M, y los
conjuntos estables locales en toda su érbita:

= U rr v @), (212)
n>0
Sea y € W?*(x), entonces existe N € N, tal que si n > N, se cumple d(f"(y), f*(z)) <e
Esto garantiza que fV(y) € W*(fN(x)), y asi, y € =N W (fN(z))).
Ahora, siy € U, >0 [ T"OWE(f™(z))), existe N € N, tal que y € f~N (W2 (fN(z))), y por
lo tanto, fV(y) € W2(fN(x)). Asf que, el Teorema 2.19 de la variedad estable garantiza:

d(f" (Y ), £ (Y ((2))) < A"d(F"(y), £ (2)),

por lo que d(f"(y), f"(x)) vd 0, y entonces y € W?*(x). Lo anterior muestra (2.12), y de

la misma forma, se puede obtener que:

= J vz @) (2.13)

n>0

Ademss, el Teorema de la variedad estable garantiza que para cualquier j > 0, existe
O : DP — WS(f7(x)), un encaje de clase €.

Utilizando la composicién f/ o © : DP — f=I(W2(f7(x))), podemos garantizar que
I (WE(f7(x))) es la imagen encajada de DP. Por tltimo, (2.12) garantiza que W?(z) es
la unién anidada de discos encajados contenidos en Ef, asi que la unién de dichos discos
encajados en M, es la imagen de ES bajo una inmersién €. A partir de (2.13), y mediante
un encaje para WY(f7(z)), se puede obtener el resultado correspondiente para W¥(x). [

Tomando en cuenta el Teorema 2.19 de la variedad estable y el Corolario 2.20, llama-
remos variedades estable e inestable, a los conjuntos estable e inestable de cualquier punto
dentro de un conjunto hiperbdlico.

Podemos ademds, definir los conjuntos (variedades) estable e inestable globales de un
conjunto invariante A, como:

Wi(A) = {y € M| d(A, ") — 0},

n—o0

n—oo

WE(A) = {y eM ( d(A, f(y)) — o}.

Resulta inmediato de la definiciéon que ambos conjuntos son invariantes.

2.4.2. Estructura de Producto Local

Cuando las intersecciones entre las variedades estable e inestable locales de puntos cer-
canos son transversales, es posible obtener una buena descripcién geométrica de un conjunto
hiperbdlico, ya que resulta ser localmente homeomorfo a un espacio producto.
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Definicion. Diremos que N1 y No subvariedades encajadas en M, son transversales en
r€eM,six g NNN Ny o Ty N1+ T, No =T, M. Si en cualquier x € M se cumple que N1 y
Ny son transversales, diremos que son transversales.

Definicion. Un conjunto hiperbolico A posee estructura de producto local si existen e ,§ > 0,
tales que para cualesquiera x,y € A, se cumple:

(1) El conjunto WE(x) N WE(y) contiene a lo mds un punto, que estd en A.

(2) Si ademds d(x,y) < 0, entonces W2 (z) N W¥(y) es no vacia y WE(x) y Wi(y) son
transversales.

Figura 2.6: Estructura de producto local para un conjunto hiperbdlico A.

Usando el Teorema 2.19 de la variedad estable mostraremos que el tinico impedimento
para que un conjunto hiperbdlico A tenga estructura de producto local, reside en que el
punto de interseccién entre WE(x) y W(y) esté fuera de A. Para mostrar esto usaremos el
Teorema de transversalidad para subvariedades, que enunciamos a continuacién. (Para una
demostracién ver [HS95]).

Definicion. Diremos que N1 y No subvariedades encajadas en M, son € -cercanas, si exis-
ten una variedad diferenciable N y encajes f; € Enc" (N, M), €"-cercanos, con f;(N) = Nj.

Proposicién 2.21 (Transversalidad para subvariedades). Sean Ny y No subvariedades
transversales encajadas en M. Si N1 y No son €' -cercanas a N; y Ny respectivamente,
entonces N1 y Ny también son transversales.

Lema 2.22. Sea A C M wun conjunto hiperbdlico para f € Diff(M). Ezisten ,0 > 0 de
forma que si x,y € A cumplen d(x,y) < 8, entonces W2(x) y W(y) se intersectan transver-
salmente en un unico punto. Ademds, la funcion definida por (x,y) — z € Wi(z) N W(y),
es continua.

Demostracién. Sea &’ > 0 como en el Teorema 2.19 de la variedad estable. Para cualquier
z € A, Wi(xz) y Wi (z) son subvariedades encajadas en M, que ademds se intersectan
transversalmente en x, ya que:

T, (W3 (2)) @ To(WS (2) = B3 ® EY = T, M.
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W(p)NA

Figura 2.7: En presencia de estructura de producto local, cualquier conjunto hiperbélico es
localmente homeomorfo a un espacio producto.

Esto garantiza que para cierto € < ¢/, z es el tnico punto de interseccién dentro de
B.(z), y entonces, W2 (z) N W¥(x) = {z}, ya que, W(x) N W¥(x) C Be(z).

El Teorema 2.19 de la variedad estable afirma que WY (z) varia continuamente respecto
ax € A, asi que por la Proposicién 2.21 obtenemos que existe § > 0 tal que cuando
d(xz,y) < 9§, entonces W¥(y) y W2(x) son transversales, y ademds, se intersectan en un
tnico punto z € M, pues WZ(x) N W¥(y) es homeomorfo a WE(x) "N W¥(z) = {z}.

Por dltimo, las variedades estable e inestable varian continuamente en A, asi que la
funcién definida por (z,y) — z € W2 (x) N1 W¥(y), es continua en ambas entradas. O

Observe que para € y 6 como en la demostracién anterior, la funcién
[, e {(z,y) e Ax Ald(z,y) <0} = M,

que a cada pareja de puntos z, y le asigna el tnico punto en la interseccién W2 (x) N WE(y),
estd bien definida y es continua en ambas entradas. Con el Lema anterior, obtenemos la
siguiente caracterizacién de los conjuntos hiperbdlicos con estructura de producto local.

Corolario 2.23. Un conjunto hiperbdlico A posee estructura de producto local, si y sélo si,
existen €,0 > 0 de forma que si x,y € A cumplen d(x,y) < § entonces [x,yl.s € A.

Ahora veremos que si un conjunto hiperbdlico A tiene estructura de producto local
entonces cualquier punto dentro de A tiene una vecindad que es homeomorfa a un espacio
producto. Sean p € A, y (p,p) el espacio producto (W:(p) N A) x W¥(p) N A). Por el
Corolario 2.23 existe una vecindad V' suficientemente pequena de (p,p), donde la funcién
F(z,y) = [y, z] € A estd bien definida. El Lema 2.22 garantiza que F es continua, y adem4s,
su inversa en F(V) := V estd dada por G(z) = ([p, 2], [2,p]), que también es una funcién
continua. Asi que F es un homeomorfismo (ver Figura 2.7).

Una consecuencia importante del Lema 2.22, es que dentro de un conjunto hiperbdlico,
cualesquiera dos érbitas distintas no pueden permanecer siempre juntas. Esto significa que
la distancia entre condiciones iniciales arbitrariamente cercanas en algiin momento debe
aumentar. Esta propiedad es fundamental dentro del comportamiento llamado cadtico.

Definicién. Diremos que f € Diff(M) es expansiva en A C M, si existe € > 0 de forma
que si x,y € A cumplen d(f™(x), f"(y)) < € para todo n € Z, entonces x = y.

Si ¢ > 0 satisface lo anterior, le llamaremos constante de expansividad de f en A.
Ademas, una funcion es expansiva si es expansiva en todo su dominio.

Proposicién 2.24. Si A es un conjunto hiperbdlico para f, entonces f|, es expansiva.
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Demostracion. Sea x € A. Con el Lema 2.22 podemos obtener € > 0, de forma que
We(z) " W¥(z) = {x}. Si y € M satisface d(f"(x), f*(y)) < € para todo n € Z, entonces
y € Wi(z) "N W¥(z) = {z}, y por tanto z = y. O

El resultado anterior garantiza que si dentro de un conjunto hiperbdlico conocemos dos
orbitas tinicamente con una precision finita €, podemos determinar si las 6rbitas coinciden
o son diferentes.

Definicién. Diremos que f € Diff(M) presenta sensibilidad respecto a condiciones iniciales
en A C M, si existe ¢ > 0 de forma que para cualquier x € A, y § > 0, existe y € A con
d(z,y) <0, de forma que d(f"(z), f"(y)) > € para alguna n € N.

Esta propiedad es uno de los ingredientes fundamentales del comportamiento cadtico, y
garantiza que por mas preciso que se registre el estado inicial de un fenémeno, después de
un cierto tiempo el error de predicciéon serd mayor que el valor de €, independientemente
del estado inicial considerado.

Resulta inmediato que cualquier difeomorfismo expansivo es sensible respecto a condi-
ciones iniciales, asi que dentro de un conjunto hiperbdlico siempre se presenta sensibilidad
respecto a condiciones iniciales.

2.4.3. Lema del Sombreado y s-6rbitas

Si los difeomorfismos f y g € Diff (M) se encuentran a distancia 4° menor que ¢ > 0,
las érbitas de g pueden considerarse como sucesiones de puntos que aproximan con un
cierto error ¢ a las érbitas de f; y visto desde esta dptica, la estabilidad de los conjuntos
hiperbdlicos radica en que toda sucesion de puntos que aproxime suficientemente bien a
una érbita hiperbdélica puede ser identificada uniformemente (sombreada) con una 6rbita
del sistema.

Una e-pseudo drbita de f (o simplemente e-drbita) es un conjunto {z;};cz en M, para
el que:

d(f(xj),a:j+1) <e, VjeL.

Le llamaremos e-orbita periddica a una e-Orbita definida por una sucesiéon peridédica y
g-orbita finita a un segmento finito de una e-érbita.
Ahora, diremos que una e-érbita es d-sombreada por la orbita de un punto x € M, si:
d(fi(x),x;) <8, ¥V j €L
Debido a la expansividad que se presenta en los conjuntos hiperbdlicos, resulta imposible
que una pseudo Orbita sea sombreada de manera precisa por mas de un punto dentro de un
conjunto hiperbdlico.

Proposicién 2.25. Sea A C M un conjunto hiperbdlico para f € Diff(M). Existe § > 0 tal
que si {x;}icz es una e-orbita que es §-sombreada por x € M, entonces x es el inico punto
en M que sombrea a dicha e-orbita.

Demostracién. Sea {x;};cz una e-6rbita que es d-sombreada por dos puntos z, 2’ € M,
entonces se cumple:

d(f"(x), f*(2")) < d(f"(x), 2n) + d(zn, f"(2')) < 26, Vn € L.

Asi que para § menor que la mitad de la constante de expansividad de f en A, resulta que
x = z', y por tanto el sombreamiento es tinico. O
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f(x)

Figura 2.8: Una e-6rbita {x;} siendo d-sombreada por la érbita de z.

A continuacién mostraremos que las pseudo orbitas contenidas en un conjunto hiperboli-
co A se pueden sombrear de manera uniforme, y ademas, que en presencia de un estructura
de producto local en A, es posible garantizar que la 6rbita con la que se sombrea esté con-
tenida en A.

Lema 2.26 (Lema del Sombreado). Sea A un conjunto hiperbdlico para f € Diff(M).
Para cualquier 8 > 0 existe « > 0, de forma que toda a-drbita de f contenida en A, es
B-sombreada por la drbita de algun punto x € M. Adicionalmente,

(1) Si A posee estructura de producto local, entonces x € A.
(2) Si la a-6rbita es periddica, entonces x € Per(f).

Demostracion. Sea A la constante de contraccién de f en el conjunto hiperbdlico A. Por
el Lema 2.22, existen constantes positivas € > ¢, tales que si z,y € A cumplen d(z,y) < J,
entonces W2 (z) y W(y) se intersectan en un unico punto en M.

Para cualquier 8 > 0, podemos tomar € > J suficientemente pequenos, que cumplan:

)
1_)\+6+§<5.

Sea N > 0 suficientemente grande, tal que ANe < §/2. Sea o > 0 de forma que cualquier
a-6rbita finita {y; 1, en A, cumpla d(f7yo,y;) < §/2s10 < j < N.
Sean r > 0 y {z;}Y, una a-érbita finita. Definimos recursivamente una sucesién finita

de puntos z}_, con k € {0,...,r}, de la siguiente manera:
.T6 =Xxo,
zly € WE(fNag) N WE(an) # 0,

Ty € Wg(fo,(k—l)N) NWZ(zgn) # 0,

TN € Wg(fo/(rq)N) NWe (zrn) # 0.
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Para garantizar que la sucesién {z}}] rN esta bien definida, mostraremos que para cual-
quier k € [0,7], se cumple que d(fY $(k71)N,$kN) < 4.

Ya que x’(k_l)N € Wi(z(—1)n), el Teorema 2.19 de la variedad estable garantiza que:

(f 53 (k—1)N> fo(k—l)N) < )‘Nd(x/(k_l)Na$(k—1)N) <MVe < 8/2,

donde la segunda desigualdad es valida ya que: l'/(kil) N € Wi(x@—1)n) y en particular se

encuentra en la bola de radio € alrededor de z(;,_1) . Ademds, {x,,};"ivo es una a-Orbita finita,
asi que cumple:

d(fN‘T(kfl)Na TrN) < 6/2,

y entonces:
d(foU,(k_l)N, TEN) < d(fol(k_l)N, ag_nyn) + d(fN ey, zen) < 6

asi que por el Lema 2.22 la interseccién que define a zj ,; es un tnico punto. Sean i € [0,7N]
y s de forma que sN < i < (s + 1)N, entonces para x := f_’”Nx;N se cumple:

d(le', i— sN / )—d( i—r N ;“Nv i— sN I Z d i—tN :tN’fZ t 1)N)
t=s+1

r

_ Z (fz tN$t 7fz thN )

t=s+1

y ya que x5 € Wg(fN:B’(til)N), por el Teorema 2.19 de la variedad estable, se obtiene:

T

d(f(lf f’L SN SN) < Z e)\_(i—tN) = Z )\tN—i—l

t=s+1 t=s+1

< eAi A<
t=0

Y debido a que 2/, € WE(zsn), se cumple:

d( i—sN ;N’fz SNst) <e.

Y por la eleccién de «, resulta que:
d(fNag,, x) < 5/2.

Asi que con la desigualdad del tridngulo se obtiene

d(fl:c,xl) Sd(fl(E, i— sN / )+d( i— sN / fz sNxSN)_'_d(f'L SNst7a77,)

SN7
< 2 + +§<ﬁ
S1oA TR

Con lo anterior obtuvimos que dado cualquier 8 > 0 existe a > 0 de forma que cualquier
a-Orbita finita {z;}> ’"N es (B-sombreada por la érbita de un punto x en M.
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Para el caso de una a-érbita finita {z;}?, con n < 7N, podemos definir z; = f* "z,
para i € (n,7N] y cualquier érbita que sombree a {x;}7, sombrears asf mismo a {x;}7, y
como r puede tomarse arbitrariamente grande, la Proposicién se vale para cualquier a-érbita
finita {x;}!" .

Ahora, si {z;}%_, es una a-érbita finita con a,b € Z, {xj44}23 también es una a-6rbita
finita que resultara f-sombreada por un cierto punto x, asi que {l"i}?:a serd [-sombreada
por f~%z.

Por ultimo, si tomamos una a-6rbita infinita {xz;}5°

% _oo» Para cualquier m € N podemos

encontrar un punto z(™ € A que fB-sombrea la e-6rbita finita {z;}* _,,, y utilizando un

o0

punto limite de la sucesién {z("™},,en, podemos S-sombrear a la a-érbita infinita {zi}° -

Con lo anterior se concluye la demostracién de la afirmacién principal del teorema.

Ahora, usando la hipétesis adicional de que A posee estructura de producto local, por
el Lema 2.22 podemos garantizar que el punto de interseccién entre variedades estable e
inestable que define a 2/ ,; se encuentra contenido en A, que por ser un conjunto invariante
implica que z := f~"Na! . € A.

Para el segundo inciso, supongamos que la a-drbita es periddica de periodo k, las 6rbitas
de x y fk(x) [-sombrean a la a-Orbita, asi que para 5 < 2v la constante de expansividad
de f en A, el sombreamiento es tinico y por tanto f¥(z) =z y asi, z € Per(f). O

El Lema del Sombreado resulta fundamental para garantizar la estabilidad bajo per-
turbaciones dentro de los conjuntos hiperbdlicos. Antes de abordar la demostracién de este
resultado, discutiremos algunas propiedades de la dinamica en conjuntos hiperbdlicos.

Definicion. Sea A un conjunto invariante. Diremos que U es una vecindad aislante de A,
st A Cint(U) y cumple que:

A=) ).

neZ

Si un conjunto invariante tiene una vecindad aislante, diremos que es un conjunto aislado.

Cualquier conjunto invariante A, contenido en la vecindad aislante de un conjunto in-
variante A, también se encuentra dentro de A, asi que un conjunto aislado es el conjunto
maximal invariante contenido en su vecindad aislante. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicion. Sea A un conjunto invariante. Diremos que A es localmente maximal, si existe
una vecindad U de A, de forma que si A C U es invariante, entonces A C A.

Proposicién 2.27. Sea A un conjunto hiperbélico para f € Diff(M). Son equivalentes:
(1) A posee estructura de producto local,
(2) A es aislado,
(3) A es localmente maximal.

Demostracién. (1 = 2) Sea A un conjunto hiperbdlico con estructura de producto local.
Sea A la constante de expansividad de f en A. Por el Lema del Sombreado, existe o > 0,
de forma que cualquier a-6rbita puede ser v/2-sombreada por una tnica 6rbita en A. Para
cualquier x € M, sea {x;};cz una sucesién en A, donde z; sea el elemento de A, que se
encuentra a distancia minima de fi(x). Si O(z) se encuentra dentro de una vecindad U de
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radio r < /2 suficientemente pequeno, por la continuidad de f se sigue que la sucesién
{zi}iez es una a-6rbita, asi que puede ser v/2-sombreada por la érbita de un tnico punto
z € A. Debido a que O(z) C U, resulta que d(fi(z),z;) < r < v/2, asf que la érbita de
también sombrea a {x;};cz. Esto sélo es posible si x = z, ya que de la expansividad de f
en A, se sigue que los y/2-sombreamientos son unicos. Se concluye entonces que = € A, y
por tanto, A es aislado.

(2 = 1) Sean U vecindad aislante de A y €, 6 > 0 como en el Teorema 2.22. La
continuidad de [-,]. s permite garantizar que si z,y € A cumplen d(z,y) < J, entonces
z := [x,yles se encuentra en U. Debido a que z € WZ(x) N W(y), el Teorema 2.19de la
variedad estable garantiza que para cualquier n € N, se cumple:

d(f"(2), [ () < A"d(z,2) y d(f7"(2), f7"(y)) < A"d(z,),

donde A € (0,1) es la constante de hiperbolicidad de A. Esto garantiza que O(z) C U, y
entonces z € A, ya que U es una vecindad aislante de A. Concluimos que z = [z,y]. 5 € A,
y por lo tanto, A posee estructura de producto local.

(2 & 3) Es inmediata. O

2.4.4. Estabilidad de Conjuntos Hiperbdlicos

Sea A un conjunto hiperbélico para f € Diff(M). El Corolario 2.18 garantiza que para
cualquier g € Diff(M) suficientemente ¢*-cercano a f, el conjunto maximal invariante A,
contenido en una vecindad U de A, es hiperbdlico. Mostraremos que con la propiedad del
sombreado es posible construir una conjugacién topolégica entre f[5 y g|a,-

Teorema 2.28 (Estabilidad de Conjuntos Hiperbdlicos). Sea A C M un conjunto
hiperbdlico aislado para f € Diff(M), con vecindad aislante U. Eziste una vecindad U de
f en la topologia €*, de forma que para cualquier g € U existe una conjugacion topoldgica
h:Ay— A, donde Ay =,z 9"(U).

Demostraciéon. Sea A un conjunto hiperbdlico aislado para f con vecindad aislante U.
La proposicién 2.18 garantiza la existencia de U, una ¢'-vecindad de f, tal que A, es un
conjunto hiperbdlico para g. Podemos tomar &/ cumpliendo las siguientes propiedades:

(1) Cualquier g € U es y-expansiva en Ay.

(2) Por el Lema del Sombreado existe a > 0, de forma que toda a-érbita de f en A puede
ser «y/4-sombreada por alguna érbita de f en A.

(3) Cualquier ¢ € U es uniformemente continua en M, asi que existe § > 0 de forma
que d(g(x),9(y)) < a/3 para cualesquiera x,y € M con d(z,y) < ¢, adicionalmente,
podemos tomar § < min{a/3,~/4}.

(4) Podemos hacer U suficientemente pequena, de forma que para cualquier g € U, Ay
esté contenido en la vecindad de radio ¢ alrededor de A.

(5) Para cualesquiera g € U y x € M, se cumple d(g(z), f(z)) < a/3.

Sea g € U. Usando las propiedades anteriores construiremos una conjugacién topolégica
h:Ay — Aentre gy f. Sea x € Ay, por la propiedad (4) y debido a la invariancia de Ay,
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es posible construir {z, },cz una sucesién en A para la que d(z,,¢"(x)) < 6§, ¥V n € Z. Esta
sucesion es una a-Orbita de f pues para cualquier n € Z, se cumple:

d(f(@n), n1) < d(f(wn), g(an)) + d(g(zn), 9(g"())) + d(g" (), Tnt1)
<a/3+a/3+6<a.

Por la propiedad (2), existe y € A de forma que:
d(f"(y),xn) <7/4, ¥V n € Z;
asi que, para cualquier x € A4, existe y € A, tal que si n € Z, entonces:

d(f"(y), 9" (x)) < d(f"(y), xn) + d(zn, g"(x)) < v/4+ 5 <v/2.

Ademds, y es el unico punto que satisface d(f"(y), ¢"(z)) < /2 para cualquier n € Z, ya
que si algin otro punto 3/ lo cumpliera, tendriamos que para cualquier n € Z, se cumple:

d(f" (), ") <d(f"(y), 9" (x)) +d(g" (), " (V) <v/2+7/2 =1,

pero como 7 es la constante de expansividad de f, entonces y = y'. Lo anterior nos permite
definir una funcién h: Ay — A, que a € A4 le asigna el tnico punto h(x) para el que:

d(f"(h(z)),g"(x)) <7/2, Vn € Z.
Mostraremos a continuacién que h cumple las propiedades buscadas.

1) h es una conjugacién entre g en A en A.
Jug g gy

Sea x € Ay, entonces z := h(g(x)) es el tnico punto que para todo n € Z cumple
d(f"(2), 9" (g(x)) < /2, ast que:

d(f"(f(h(x))), f*(2)) < d(f"H (h(x)), " (2)) + d(g"(g(x)), ["(2))
<v/2+7/2=r.
Pero f es y-expansiva, asi que d(f(h(z)),z) = 0, y para cualquier € Ay, se cumple:
f(h(z)) =z = h(g(z)).
Se concluye entonces que foh =hogen Ag.

(2) h es continua en Ag.

Sea {z;}icz una sucesién en A, convergente a x. La sucesiéon {h(x;)}icz, es una
sucesién en A, asi que por la compacidad de A posee algin punto limite y. Para
cualesquiera i,n € Z se cumple que:

d(f" (h(z)), 9" (i) < /2.

Sea m € Z. Podemos escoger k suficientemente grande, de forma que:

d(f™(h(zk)), g™ (zk)) < 1 < /2,

d(f™(y)), f™(h(zx))) +d(g™ (), g™ (h(zk))) <v/2 — p.
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Por lo anterior, resulta que:

d(f™(y)), g™ (x)) < d(f™ (), ™ (h(zk))) + d(f™ (h(zk)), g (xk)) + d(g™ (k), 9" (2))
<p+/2-p=7/2.

Pero h(z) = y es el inico punto que satisface esta desigualdad para todo m € Z, y
por tanto, es el inico punto limite de la sucesién {h(z;)};cz. Entonces se cumple:

lim h(z;) =y = h(x) = h(lim x;),

1—00 1—00
de lo que se concluye que h es continua en A,.

h: Ay — A es inyectiva.

Sean x1,z2 € Ag, tales que h(z1) = h(xg). Para cualquier n € Z se cumple:

d(f"(h(x;)), 9" (zi)) < v/2,coni=1,2.

Debido a que h(z1) = h(x2), resulta d(f™(h(z2)),g"(x1)) < /2, entonces:

d(g" (1), 9" (x2)) < d(g"(21), " (h(22))) + d(f" (h(22)), 9" (22)) <.
Asi que la y-expansividad de g en Ay implica 1 = x2, y por tanto, h es inyectiva.

h es un homeomorfismo entre Ay y A.

Sabemos que A, es hiperbdlico para cualquier g € U, asi que de la misma forma que
en la construccién de h, podemos definir k£ : A — A la funcién que a un punto y € A
le asigna el inico punto k(y) para el que se satisface:

d(g"(k(y)), f"(y)) <v/2, Vn €Z,

pero por la definicién de h, el punto h(k(y)) es el unico para el que:

d(f"(h(k(y))), 9" (k(y))) <~/2, ¥V n € Z.

Entonces, la desigualdad del tridngulo garantiza:

d(f*(h(k(y))), f" () <,

para cualquier n € Z. Mientras que la y-expansividad de f garantiza h(k(y)) =y, y
entonces, h es un homeomorfismo y su inversa es precisamente k.

Difeomorfismos Anosov

Con la herramienta desarrollada en las secciones anteriores, analizaremos la siguiente
clase de difeomorfismos sobre M.

Definicién. Un difeomorfismo f € Diff(M) es Anosov, si M es un conjunto hiperbélico.



2.5. DIFEOMORFISMOS ANOSOV 53

A
Figura 2.9: Una matriz A € SLy(Z) sin valores propios de médulo uno induce un difeo-

morfismo f en el toro con un punto fijo hiperbdlico que tiene intersecciones homoclinicas
transversales, y ademads, una cantidad infinita de puntos periédicos distribuidos de forma
densa en el toro.

La construcciéon més sencilla para obtener un difeomorfismo Anosov es en el toro de
dimensién n. Cualquier transformacién lineal hiperbélica A € SL,,(Z) actia sobre R™ pre-
servando la reticula de los enteros, por lo que es posible inducir un automorfismo f en el
cociente T = R"/Z". Debido a que A tiene un punto fijo en el origen de R", f tiene un
punto fijo p en T", que resulta ser hiperbdlico debido a la hiperbolicidad de A. La proyeccién
en el toro de los subespacios estable e inestable de A son precisamente las variedades estable
e inestable globales de f en p.

Por ser toda la variedad un conjunto hiperbélico, cualquier difeomorfismo Anosov po-
see estructura de producto local, ademas, el Corolario 2.24 garantiza que cualquier difeo-
morfismo Anosov es expansivo, mientras que del Teorema 2.28 (Estabilidad de conjuntos
hiperbdlicos) se concluye el siguiente teorema.

Teorema 2.29. Los difeomorfismos Anosov forman un conjunto abierto en Diff(M) con la
topologia €, y son estructuralmente estables.

Cuando la variedad completa posee una estructura hiperbdlica, todos los conjuntos re-
currentes vistos en la Seccién 1.2 coinciden con el conjunto no-errante {2¢.

Proposicién 2.30. Sea f € Diff(M) Anosov. Entonces Per(f) = Q.

Demostracién. Sea y € {2y, mostraremos que arbitrariamente cerca de y existe algin ele-
mento de Per(f). Sea 8 > 0, el Lema del sombreado garantiza que para cualquier Gy <
existe a > 0, tal que cualquier a-Orbita es Sp-sombreada por una tunica érbita en M. Po-
demos tomar « y [y suficientemente pequenos, que cumplan « + 5, < (. Debido a que
y € Qy, existe z € M tal que d(y,2) < «, y ademads, d(f"(z),z) < a, asi que la sucesién

{z, f(2),..., f™(2), 2z} es una a-6rbita periddica, y el Lema del sombreado garantiza que pue-
de ser fByp-sombreada por un unico punto = € Per(f), es decir, cumple d(f7(2), f7(x)) < Bo
para j = 0,...,n. En particular, cumple d(z,x) < [y, asi que:

d(y,r) <d(y,z) +d(z,z) < a+ fo < 3,

y se concluye que arbitrariamente cerca de cualquier punto en ), existe otro en Per(f). O
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Es un problema abierto determinar si para cualquier difeomorfismo Anosov se cumple
que 2y = M (aunque en el caso de los automorfismos toroidales la respuesta es afirmativa),
y ademas, preguntas muy bdsicas sobre difeomorfismos Anosov continuan abiertas hasta la
fecha, entre ellas: jtodo difeomorfismo Anosov posee un punto fijo? ; Qué espacios admiten
un difeomorfismo Anosov?



Capitulo 3

()-Estabilidad

3.1. Difeomorfismos Axioma A

En la seccién anterior mostramos que la estabilidad estructural se puede garantizar con
la condicion exclusiva de que toda la variedad cuente con una estructura hiperbélica. En
este capitulo estableceremos ademas, condiciones para la estabilidad del sistema restringido
al conjunto no-errante. Para garantizar lo anterior no es necesario que toda la variedad sea
un conjunto hiperbdlico, pero se requieren condiciones adicionales sobre la forma en que los
conjuntos recurrentes se encuentran distribuidos. Introduciremos ademaés, una nueva clase
de difeomorfismos.

Definicién. Un difeomorfismo f € Diff(M) es Azioma A si cumple que Q¢ es hiperbolico
y ademds Per(f) = Q.

En general, estas condiciones son independientes [Kur78|, aunque para superficies, la
hiperbolicidad de € garantiza que los puntos periddicos son densos en ¢ [NewT73].

Proposicién 3.1. Sipara f € Diff(M) se cumple que Per(f) es hiperbdlico, entonces Per(f)
posee estructura de producto local.

Demostracién. Por el Corolario 2.23, basta mostrar que existe § > 0, de forma que si
x,y € Per(f) cumplen d(z,y) < 0, entonces [z,y] € Per(f). Por la continuidad de la funcién
[, ], basta considerar z,y € Per(f) (con periodos n,m respectivamente). Para cualquier U
vecindad abierta de Per(f) podemos tomar £ > 0 tal que que W#(x) UWX(x) se encuentra
contenido en U. Ahora, para cualquier j > 0, las intersecciones entre las variedades estable
e inestable w = [z,y] y z = [y, 2|, cumplen las siguientes propiedades:

. () € WE(Fi (), y también, T f*(w) = o
- f](z) € Wss(f]<y))7 y también, limg o fmk(z) =Y,

f7(z) e Wi(f7(x)), y también, limg_, o f"*(2) = v,

= [T (w) e WA/ (y)), v también, limy o0 [ (w) = .
Lo anterior garantiza que para cualquier o > 0 existe k£ € N de forma que:
méx{d(f*" (w), z), d(f 7" (2), ), d(f*"(2), ), d(f 7" (w),y)} < /2,

95
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con lo que la sucesién:

{w, fw),.o, ™ (w), f75(2), o f7HE) 2 (2o, 7(2), T (w), o 7 (), w0

es una a-6rbita periédica.

Figura 3.1: Construccién de una a-érbita mediante intersecciones entre variedades estables
e inestables.

Hemos llegado a que para cualquier a@ > 0 siempre es posible construir una a-érbita
periédica que empieza y termina en w, asi que gracias al sombreado tnico de e-érbitas
periédicas podemos garantizar que existe w’ € Per(f) arbitrariamente cercano a w, entonces;
w =w' y asi, Per{f)-posee estructura de producto local.

Corolario 3.2. Si f € Diff(M) es Azioma A, entonces Qs posee estructura de producto local.

Debido a la condicién Per(f) = ¢, resulta que el conjunto ¢ de cualquier difeomor-
fismo Axioma A, se descompone en una cantidad finita de componentes dindmicamente
independientes.

Teorema 3.3 (Descomposicién Espectral). Si f € Diff(M) es Azioma A, entonces s
se puede descomponer en una union finita de conjuntos cerrados, invariantes y disjuntos
por parejas:

Qp=0;U...UQ,,
de forma que para cualquier 1 <1 < s:

(1) flq, es topoldgicamente transitiva,

(2) Q; se puede expresar como una union finita X1; U ... U X, ; de cerrados disjun-
tos por parejas, permutados ciclicamente por f, y donde f”i\in es topoldgicamente
mezclante.

Demostracién. Por el Corolario 3.2 podemos tomar § > 0, de forma que la interseccién
entre las variedades estable e inestable de puntos d-cercanos sea tnica. Sea p € Per(f)
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de periodo [, definimos X, = W¥(p) N . Claramente X, es cerrado. Mostraremos que
también es abierto relativo a 2y al garantizar que coincide con su vecindad abierta:

Bs(Xp) = {y € Qpld(y, Xp) < 6}

Desde luego X, C B;(X)), asi que basta mostrar Bs(X,) C X,,. Sean y € B;(X,) N Per(f)
de periodo k, y € W"(p) N Qy que cumpla d(z,y) < d. Debido a que z € W¥(p), necesa-
riamente W*(z) = W*(p). Ademés, [y, z] = z esta bien definido en Q¢ (ver Figura 3.2).

Figura 3.2: La construccién de una descomposicién para 2.

Ahora, debido a que z € W?(y), tenemos que f¥*(z) — y si n — oo, y ademas, co-
mo z € W*(z) = W?(p), necesariamente f"(z) € W¥(p) N Q. Cualquier subsucesién de
{f*"(2) }nen converge a y, asi que la subsucesién {f*"(z)},en resulta convergente a y, y se
encuentra contenida en W"(p) N€2y. Por lo anterior, obtenemos que y € W4(p) N Qy = X,
y con esto, que cualquier punto periédico contenido en Bs(X,) se encuentra también en X,.
Para concluir el argumento, basta considerar que Bj;(X,) N Per(f) es denso en Bjs(X,),
asi que Bs(X,) C X,, y por lo tanto, X, es cerrado y abierto relativo a ¢. Ahora, vere-
mos que X, y X, son iguales o disjuntos para cualesquiera p, ¢ € Per(f). Supongamos que
P, q tienen periodos [, m respectivamente, y que ¢ € X,. Por ser X, abierto relativo a €,
podemos tomar ¢ suficientemente pequeno, de forma que:

We(q) Ny C Be(q) NQy C X,

y entonces:

Xy = flmr(We(q) N Q) C X, (3.1)

n>0

Ahora, por ser X, una vecindad abierta de ¢ en )y, necesariamente existe un elemento
y € W¥(p) N Qs N Xy, que por la igualdad (3.1), debe cumplir:

p=_lim f™(y) € X,
por lo que X, C X, y con esto, X, = X,. Asi que X, y X, resultan siempre iguales o
dijuntos para p,q € Per(f). Ahora, sean p,q € Qy tales que X, N X, # 0. Por tratarse
de conjuntos abiertos en €, existe r € X, N Xy N Per(f), y entonces, X, = X, = X,.
Concluimos entonces que X, y X, son iguales o disjuntos para cualesquiera p,q € {1;.



58 CAPITULO 3. Q-ESTABILIDAD

Ahora, debido a que { X, },cq ; €s una cubierta abierta de {1¢, y ¢ es compacto, podemos
extraerle una subcubierta finita, y tomando en cuenta que Xy, = f (Xp), obtenemos que
existe un cierto nimero s de ciclos disjuntos que son permutados por f:

0= Xl’lU LU an,l

Qs = Xl,sU U an75.

Por construccién de los ciclos podemos garantizar que f(£2;) = Q; para cualquieri =1,...,s.
Sean U,V abiertos contenidos en X, y p’ € V N Per(f). Para cualquier ¢ € X, necesa-
riamente X, = W4(q) Ny, asi que podemos afirmar que la variedad inestable en Q de
cualquier punto en X, debe intersectar al abierto U. Por lo anterior, existe z € W"(p') Ny,
que ademas, pertenece a U. Debido a que X, se encuentra en un ciclo permutado por f,
existe N € N tal que fN(Xp) = X,, y como p' € Per(f), existe k € N, de forma que
f*N(p') = p' € V. Nuevamente, usando que fV(p') € X, = Wu(fiN(p')) N Q; para cual-
quier i € N, podemos encontrar z; € UNWY*(f*N(p')), para 0 < i < k (ver Figura 3.3). Con
lo anterior podemos garantizar que f*Vt(z,) — fiN(p/) € f¥(V) cuando t — —oo, asf que
existen enteros T; con 0 < i < k, de forma que para cualquier ¢ > T;, se cumple:

FENY(2) € FN(V), o de forma equivalente, f~*NZIN () e V. (3.2)

_— f(k—i)N (V)
FEDN(p

®

Figura 3.3: Procedimiento para garantizar que f~ } . s topologicamente mezclante.
p

Sea T' = max{T;}. Para t > kT podemos hacer ¢t = ks + i, con 0 < i < k, con lo que
llegamos a que fV(z;) = f~*Ns=iN(2)), que por la ecuacién (3.2) resulta contenido en V.
Por lo anterior y debido a que z; € U, queda garantizado que para cualquier ¢t > kT, se
cumple:

FNU)NV £0,

y por lo tanto:

Un iAW) #£0.
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Asf que podemos concluir que fV es mezclante en Xp, donde N es la longitud del ciclo al que
pertenece X,. Para cualquier p € {1y, NV X, — X, es topoldégicamente mezclante, asi que
del Corolario 1.5, se sigue que para cualquier 1 < j <, f : Q; — €); es topoldgicamente
transitivo. O

A la descomposicién anterior de €2 le llamaremos descomposicion espectral, y a los ce-
rrados invariantes €21,...,{; en que se descompone, les llamaremos piezas bdsicas de €.

La descomposicion espectral de un conjunto hiperbélico es tinica salvo cambio de indices.
Suponiendo que existe IIy, ..., II, otra descomposicién de €2 en conjuntos cerrados, disjun-
tos e invariantes en donde f es topoldgicamente transitiva, llegamos a que ;NI ..., Q;NIL,
conforma una descomposicién de €2; en subconjuntos disjuntos, cerrados e invariantes.
Por ser f topolégicamente transitiva en €2;, todas menos una de las piezas II; son vacias,
y entonces ; C II;. Con el mismo argumento obtenemos que II; C ();, y entonces, la
descomposicion espectral es tnica.

Obtener la descomposicién espectral de un sistema resulta fundamental para comprender
su dindmica, y debido a que en cada una de las piezas basicas, el sistema es topolégica-
mente transitivo, estas piezas resultan ser indivisibles dindmicamente; y por ser invariantes,
resultan dindmicamente inaccesibles entre ellas.

Ademds, la descomposicion espectral nos permite obtener informacién adicional sobre la
estructura global de las o6rbitas en todo M. Cualquier 6rbita afuera del conjunto no-errante,
simplemente transita de una pieza basica hacia otra.

Proposicién 3.4. Sea f € Diff(M) Azioma A, con piezas bdsicas 2y, . ..,Q. Entonces:

k
M = U W2 () = U WH().

Demostracion. Las piezas basicas son disjuntas por parejas, cerradas e invariantes; asi que
podemos tomar abiertos Uy, ..., U, que las contengan, tales que:

UinU; =0y f(U)NT; =0, sii#j.

Sea x € M. La Proposicién 1.3 garantiza que w(f) C Qf = Ule Q;, asi que por la
Proposicién 1.1, existe N € N, tal que, f™(z) € Ule U; para n > N. Supongamos sin
pérdida de generalidad, que fV () se encuentra en U, entonces, para cualquier n > N y
i # j, se cumple f"(z) € Uy, ya que f(U;) NU; = . Por lo anterior, los puntos w-limite
de x se encuentran en Uy, asi que w(z) C U; N Qy = €, y se concluye que z € W5(();). La
segunda igualdad se obtiene con el mismo prodecidimiento pero con «a(x). O

Definicién. Sea f € Diff"(M) Azioma A, diremos que f cumple la condicion fuerte de
transversalidad, si para cualesquiera x,y € Qy, sus variedades estable W?*(x) e inestable
WY(y) globales, se intersectan transversalmente.

Se enuncia sin demostracién, un resultado fundamental en la teoria de la estabilidad estruc-
tural, demostrado por Robbin (para r > 2) [Rob71], y por Robinson (para r = 1) [Rob76].

Teorema 3.5 (Estabilidad Estructural). Sea f € Diff"(M) Azioma A y que cumple la
condicion fuerte de transversalidad. Entonces f es € -estructuralmente estable (r > 1).
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El reciproco del teorema anterior es un problema abierto. Ha sido llamada Conjetura de Es-
tabilidad, y fue planteada por Palis y Smale [PS70]. Permanece sin solucién 40 afios después.

Conjetura (Estabilidad). f € Diff "(M) es Axioma A y cumple la condicién fuerte de
transversalidad, si y sélo si, es ¢"-estructuralmente estable (r > 1).

El resultado parcial méds importante en este sentido se debe a Ricardo Mané [Mans88§|,
que para r = 1, mostré que la Conjetura es cierta.

Teorema 3.6 (¢!-Estabilidad Estructural). f € Diff(M) es Azioma A y cumple la
propiedad fuerte de transversalidad, si y sélo si, es €' -estructuralmente estable.

La Conjetura de Estabilidad tiene una contraparte para estabilidad restringida al con-
junto no errante del sistema, que discutiremos en la seccién 3.4.

3.2. (1-Estabilidad y ()-Explosiones

En las dltimas secciones, obtendremos condiciones suficientes para garantizar que cual-
quier difeomorfismo suficientemente cercano a uno Axioma A posee la misma dindmica
dentro del conjunto no-errante, para lo que usaremos la siguiente nocién de equivalencia.

Definicién. Diremos que f,g € Diff(M) son 2 -conjugados, si existe un homeomorfismo
h:Qp = Qq, que conjuga a f’ﬂf con g\ﬂg.

La Proposicién 1.7 garantiza que las conjugaciones topolégicas son una biyeccién entre
los respectivos conjuntos no-errantes, asi que dos difeomorfismos conjugados, son también
Q -conjugados. Ademads, por tratarse de una restriccion de la relaciéon de conjugacién to-
poldgica a un subconjunto del espacio, es claro que la 2-conjugacién es también una relacion
de equivalencia.

Definicién. Diremos que f € Diff(M) es Q -estable, si existe una vecindad % de f en
Diff(M), tal que si g € %, entonces f y g son Q -conjugados.

El Lema 1.8 garantiza que cualquier f € Diff "(M) que sea {2-estable con la topologia
€1, es también Q-estable con la topologia €%, para cualquier 1 < k < r.

El Corolario 3.2 garantiza que el conjunto no-errante de un difeomorfismo Axioma A
posee estructura de producto local, asi que por la Proposicion 2.27, también es aislado. Esto
nos permite usar el Teorema de estabilidad para conjuntos hiperbélicos 2.28, y garantizar
quesi f € Diff (M) es Axioma A, existe una vecindad % de f, donde cualquier difeomorfismo
g es conjugado a f dentro de un conjunto hiperbdélico cercano a 2.

Debido a esto, podria parecer inmediato afirmar que cualquier difeomorfismo Axioma A
es (2-estable, sin embargo, el Teorema de estabilidad para conjuntos hiperbdlicos 2.28,
Unicamente garantiza la existencia de una conjugaciéon dentro de un conjunto hiperbdlico
contenido en la vecindad aislante de 27, que no necesariamente coincide con ). Lo anterior
sucede, debido a que pequefias perturbaciones en un difeomorfismo, pueden hacer aparecer
puntos no-errantes lejanos del conjunto no-errante original.

Definicién. Diremos que f € Diff(M) tiene Q) -explosiones, si existe una vecindad U de
Qy, de forma que para cualquier vecindad % de f, exviste g € %, con puntos no-errantes
fuera de U.
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Con lo argumentado previamente, hemos demostrado la siguiente dicotomia:

Proposicién 3.7. Si f € Diff (M) es Azioma A, cumple una y sélo una de las siguientes
propiedades:

(1) f es Q -estable,

(2) f tiene Q -explosiones.

3.3. Filtraciones y Ciclos

Con el propésito de comprender y controlar el fenémeno de €2 -explosion desarrollaremos
el concepto de filtracién. Una filtracién consiste en una descomposicion de la variedad en
regiones que aislan y caracterizan asintéticamente a los conjuntos invariantes, y por tanto,
a las piezas basicas del conjunto no-errante.

Definicién. Una filtracion adaptada a f € Diff(M) es una sucesion anidada de subvarie-
dades compactas con frontera:

0 =MyC...CMp=M,
que para cualquier 0 < i < k, cumplen f(M;) C int(M;).

A la diferencia M;\M;_1, le llamaremos la i-ésima capa de la filtracién, y al conjunto
maximal invariante que contiene, lo denotaremos como:

K= () M (M\M;—y).
neZ

Cuando no sea necesario explicitar f, lo omitiremos de la notacién, y escribiremos K; = K Zf .
La siguiente proposicién garantiza que las capas de la filtracién aislan a los conjuntos ma-
ximales invariantes y que ademas contienen al conjunto no-errante.

Proposicién 3.8. Sea {M;}¥_, una filtracion adaptada a f € Diff(M), entonces:

(1) Kq,..., K}y son aislados invariantes disjuntos por parejas, y M;\M;_1 es una vecindad
aislante de K;.

(2) Q5 c U, K.
Demostraciéon. Debido a que {Mi}le es una filtracion adaptada a f, para cualquier
0 < i < k se cumple que f(M;) C int(M;), y por lo tanto, f*T1(M;) C f*(int(M;)). Usando
lo anterior, mostraremos:

() (M) = () £ (int(M5)). (3.3)

nez neL

Sea x € (\,ez f"(M;). Para cualquier n € Z se cumple x € f"(M;), y por lo tanto,
z € f"1(int(M;)), entonces z € (), ez f™(int(M;)). Ahora, si x € (,cz f"(Int(M;)), pa-
ra cualquier n € Z se cumple z € f"(int(M;)), y por lo tanto, z € f™(M;), entonces
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x € (\,ez [ (M;). Con lo que se demuestra la igualdad (3.3), y de la biyectividad de f, se
sigue:

nez nez
= () f™(int (Mi)\M;_y). (3.5)
neL

La ecuacién (3.4) garantiza que K; es compacto, ya que cada f™(M;\int(M;_1)) es compacto.
Ademis, de la ecuacién (3.5) obtenemos que M;\M;_; es una vecindad aislante de K;, ya
que K; C int(M;)\M;_1 C int(M;\M;_1). Resulta inmediato que los conjuntos maximales
invariantes por capa son disjuntos, ya que se encuentran contenidos en abiertos ajenos.

Para mostrar (2) usaremos la siguiente descomposicién de M como unién disjunta:
M =M U (MQ\Ml) U...uJ (Mk\Mk—l)

Para cualquier j = 1, ..., k definimos Q; = (M;\M;_1) N Qy, y entonces:

k
Q= J a3
i=1
Por 1ltimo, usando que Q?c C K para cualquier j = 1,..., k, concluimos Q; C Ule K;. O

Las filtraciones son estables bajo pequefias perturbaciones con la topologia €°. Es decir,
si f € Diff(M) tiene una filtracién adaptada, existe una vecindad % de f en la topologia €,
de forma que la filtracién también es adaptada a cualquier g € % . Adema4s, los conjuntos
maximales invariantes en cada capa para g, se encuentran cercanos a los de f.

Lema 3.9. Sean # = {M;}¥_, una filtracion adaptada a f € Diff(M), y {U;}r_, vecindades
respectivas de {Kif}fzo. Existe una vecindad % de f en Diff(M) en la topologia €°, de forma

que para cualquier g € %, F es una filtracion adaptada a g, que cumple KY C U;, para
i=1,...,k.

Demostracién. Sea . = {M;}%_, una filtracién adaptada a f € Diff(M). Para 1 < j < k,
podemos tomar el siguiente abierto de la topologia € en Diff(M):

N (M, int(M;)) = {g € Diff (M) | g(M;) C int(M;)}.
Debido a que .# es una filtracién adaptada a f, se cumple que:

Vo= () (0, int())

1<j<k

es una vecindad de f en la topologia €°. Ademads, la filtracién .# es adaptada a cualquier
g € ¥.Sean {U;}k_, vecindades respectivas de { K lf }¥ - Existe N € N tal que para cualquier
0 < j < k se cumple:

N M (M\M;-y) C U;.

In|<N
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Como Uj es abierto, podemos tomar una vecindad % de f en la topologia €Y, tal que para
cualquier g € #, se cumple:

() 9" (MA\M;-1) CU;
In|<N

y por lo tanto:
K! = () g"(M\M;1) C () g"(M\M;1) C Uj,

nez In|<ng

asi que cualquier g € # cumple KY C U;, y la vecindad Z = ¥ N# de f en la topologia
€Y, cumple la afirmacién de la Proposicion. O

Si existe .# una filtracién adaptada a f € Diff (M) Axioma A, de forma que los conjuntos
{Kif } son precisamente las piezas bdsicas de la descomposicién espectral, entonces f no
puede tener (2-explosiones. Esto se obtiene inmediatamente de los lemas anteriores, ya que
para cualquier vecindad U de {1y, si g es suficientemente cercano a f, se cumple que Q, C U.

Sin embargo, no siempre es posible obtener una filtracién donde las piezas bdsicas de
la descomposicién espectral coincidan con los conjuntos maximales invariantes por capa,
y es necesaria una hipdtesis adicional sobre la estructura de érbitas del difeomorfismo,
que consiste en que las variedades estables e inestables de las piezas basicas del conjunto
no-errante, no se encuentren enlazadas formando un ciclo cerrado.

Para precisar esta nocién, definimos una relacién binaria > sobre el conjunto {€2;};_,
de piezas béasicas de un difeomorfismo Axioma A, mediante:

Qi > Q siy sélo si [W*(Q;) N W () ]\Qf # 0.
Esta relacién binaria no es reflexiva, simétrica ni transitiva.

Definicién. Diremos que f € Diff(M) Azioma A posee un ciclo, si existen piezas bdsicas

de su descomposicion espectral ;... 8, . = Q;,, para las que:

Qi; > Q,,, con1<j<n.

Figura 3.4: Ciclo ©;, > ,;, > (;, entre las piezas basicas de la descomposicién espectral.
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En ausencia de ciclos, siempre es posible hacer un cambio de indices en las piezas basicas,
de forma que €2; > ) sélo suceda cuando ¢ > j. A dicho ordenamiento le llamaremos orden
de filtracion.

Supongamos que las piezas béasicas {Qj}j-:l de la descomposicién espectral de un di-
feomorfismo Axioma A no tienen ciclos, entonces se puede construir un orden de filtraciéon
de la siguiente forma: Diremos que €2; es un elemento extremo para la relaciéon binaria >,
si no existe 2, tal que ; > Q. Debido a que las piezas béasicas no tienen ciclos, debe
haber un cierto nimero de elementos extremos, supongamos que son Nj. Si reordenamos

a dichos elementos extremos como €2y, ..., y,, nos quedaremos con s — N piezas bésicas,
que nuevamente, deben tener un cierto nimero de elementos extremos, digamos Na, que
reordenamos como 2y, 41, ..., N, +nN,. Podemos seguir este procedimiento y obtener un

orden de filtracién para {§2;}7_;

La siguiente proposicién garantiza la existencia de una filtracién para la que los conjuntos
maximales invariantes por rebanada, y las piezas basicas de la descomposicién espectral,
coinciden.

Proposicién 3.10. Sean f € Diff(M) Azioma A sin ciclos, y Qu,...,Q sus piezas bdsi-
cas indexadas con un orden de filtracion. FExiste {Mi}le una filtracion adaptada a f, con
K, =Q;, parai=1,... k.

Para demostrar la Proposicién, usaremos los siguientes cinco lemas.

Lema 3.11. Sea f € Diff(M) Azioma A. Ezisten vecindades Uy,..., U de sus piezas
basicas Q1,...,Q, de forma que para cualquieri =1,... k, se cumple:

OF(2) CU; = 2z W ().

Demostraciéon. Del mismo modo que en la demostracién de la Proposicién 3.4, tomaremos
vecindades Uy, . .., Uy de sus piezas bésicas 1,...,Q, que para i = 1,..., k, cumplan:

N =0y fT)NT; =0, sii#3.

U;
Supongamos que OF(z) C U;, entonces se cumple w(z) C U;. La Proposicién 1.3 garantiza
)

que w(z) C Qy, asi que w(z) C U; N Qy =, asi que se concluye z € W3(Q;). O
Lema 3.12. Sea f € Diff(M) Azioma A, con piezas bdsicas Q, ..., Q. Para cualesquiera
i,7=1,...,k, se cumple:

W) NWH(S) # 0 = Wu(S) N Q; # 0.

Demostracién. Sea z € Wu(Q;) N W¥(Q;). Debido a que W¥(Q;) es cerrado e invariante,
se cumple a(x) C WH(€);), mientras que x € W"(€2;) garantiza que a(x) C €25, y entonces
a(z) € WH(Q;) N Q;. Como a(x) es no vacio, se concluye que Wu(€;) N Q; # 0. O

Lema 3.13. Sea f € Diff(M) Azioma A, con piezas basicas Q, ..., Q. Para cualesquiera
i,7=1,...,k, se cumple:

W () N # 0 = W () N (W (2)\Q;) # 0
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Demostracion. Consideremos nuevamente las vecindades Uy, . . ., Uy, de las piezas basicas
de f como en el Lema 3.11. Ya que W¥(Q;) N Q; # 0, podemos tomar z € WH(Q;) N Q;,
y construir una sucesién de elementos en W"(€; ) NUj, para la que {z}} — x. Para cual-
quier k € N, 2, € W¥(€);), asf que existe N € N, tal que f~V(xx) ¢ Uj. Definimos ny,
como el menor natural que cumple dicha propiedad. Desde luego para n < nj resulta que
f~™(x) € Uj, y entonces:

2 = f T () € FTHUNU; € FHUH\T;

Necesariamente ni — 00, ya que si existiera C' € N, cumpliendo ni < C para cualquier
n € N, obtendrfamos Q; > limy_,o f~™(zx) ¢ int(U;), una clara contradiccién. Sea z
un punto limite de {zj}. La sucesién se encuentra contenida en f~1(U;)\Uj, que es com-
pacto, asf que z también se encuentra ahi, es decir, 2 € f~1(U;) y z ¢ Uj; y entonces
f(z) €Uj y 2z ¢ Qj. Sabemos que para j # [, se cumple que f(U )ﬂUl—(Z)yU NnU =1,
asi que para cualquier n > 1y j # [, resulta que f"(z) ¢ U;. Por lo anterior, y por
la Proposicién 1.1, resulta que w(z) C Uj, y entonces z € W?*(£2;). Considerando que
z ¢ Q;, llegamos a que z € W*(Q,;)\Q;. Solo falta verificar que z € Wu(Q;). Debido a que
xp € WH(Q), entonces f~™(x3) = 2 € W¥(;), y también z € Wu(Q;). Por lo que se
concluye z € W4(£;) N (W?*(2;)\Q;). O

Lema 3.14. Sean f € Diff(M) Axioma A sin ciclos, y Q,...,Q sus piezas bdsicas inde-
zadas con un orden de filtracion. Para cualquieri=1,...,k, se cumple:

(1) Uj<; W (Su) es compacto e invariante,
(2) Uj<; W2 (u) es una vecindad de | J,<; W ($),

(3) Si Qi C M es compacto, y cumple:

UwH ) c i c s,

1< <

entonces (), [ (Qi) = Uj<; W*(S0).

Demostracién. (1) La invariancia se sigue de la invariancia de las variedades estables, y
la compacidad se garantizard, mostrando que J;<; W*(§%) = U;<; W*(0).
Supongamos por contradiccion, que para algin m < 4, se cumple W“( m) & Ul<Z U(Y).

La Proposicién 3.4 afirma que M = Ul:1 “(€Y), asi que para algin j > i, se debe cumplir
W (Qy,) NWH(Q;) # 0. Como hay un niimero finito de piezas basicas, podemos tomar j, el
mayor indice para el que sucede lo anterior. Los dos lemas anteriores garantizan que existe
z € WU (Qy,) N (W*(2;)\Q;) # 0, que por la Proposicién 3.4 pertenece a W'(Q,), para
algin r =1,..., k. Més aln, z no puede estar en ()., ya que por estar en W*(Q;), y por la
invariancia de Q,, tendria que cumplirse ¢ = j, pero z ¢ €2;. Lo anterior garantiza:

WHQ)\Q:) 0 (W (25)\Q;) # 0

es decir, £, > (1;. El orden de filtracién en las piezas bésicas implica r > j, lo que con-
tradice que j es el mayor indice para el que W¥%(£Q,,) N W"(2;) # 0, asi que los conjuntos
Ui W Wu () y Ui<; W*(§21) coinciden, y entonces, [J;, W"({2) resulta ser compacto.
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(2) Por la Proposicién 3.4 podemos garantizar que para cualquier m < i, se cumple:
k
W ( Q) C WP () = M.
I=1

El orden de filtracién, garantiza que W*(€,) N U W2 () = 0, asi que para cualquier
m < i, se cumple W*(Qp,) C U;; W?(§21), v entonces:

UwH ) c|Jws ().

1<i 1<i

Usando el primer inciso para f~!, obtenemos que U= W?(€) es compacto, asi que su
complemento (J,; W*(€2;) es abierto, y una vecindad de (J,; W" ().

(3) Sea QQ; C M compacto, que cumpla:

UwH ) c @i c ),

1<i 1<i

mostraremos que:

) (@) =Jw*(w).

n>0 1<i

Como | J;, W*(§4) C Qs, para cualquier n > 0 se cumple

Uw ) c £ [ Uw ) | < 7@,

1<i 1<i
de lo que se sigue (J;<, W*(4) C (50 /" (Qi)-

Sea x € [0 f"(Qi), en particular x € Q; compacto disjunto de (J;-, W*(€;), que por
el segundo inciso sabemos estd contenido en J;, W"(£};). De la Proposicién 3.4 se sigue

Lema 3.15. Sea f € Diff(M). Sea P C M compacto e invariante, si una vecindad Q
de P cumple (1,5 f"(Q) = P, entonces existe una vecindad compacta V' de P, tal que
V Cint(Q), y ademds f(V) C int(V).

Demostracién. Sean P compacto e invariante, y () una vecindad de P tal que:

(@) =P

n>0

Sean I, := () _o f™(Q), y U C M, tal que P C int(U) C U C Q, y también f(U) C Q.
Para r suficientemente grande, I, C int(U), asi que f(I;) C f(U) C Q. Debido a que
P =50 fMQ) CN_o f(Q) = I, existe N € N tal que fV(1,) C int(Z,). Si N =1, se
concluye el resultado buscado; y si N > 1, podemos tomar W una vecindad compacta de I,
que cumpla I, C int(W) C U, y también f~(W) C int([,). Ahora definimos una vecindad
compacta de P, mediante:

Ey =Nt u L,
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para la que se cumple:
YL cint(fNTH W) € int(Ey), (3.6)
y ademds:
FETHNTI ) € RN ) € YR (int(T) C int(]) € int(En). (3.7)
Las contenciones (3.6) y (3.7) garantizan que:
FYHE) C AT W) U YN C int (B,

Con el mismo procedimiento para Ey := fN~1(E;) U I, obtenemos fN"2(Ey) C int(E»),
y recursivamente, podemos definir Ey := fN~1(Ex_1) U I, una vecindad compacta de P,
que cumple f(En) C int(En). O

Usando los cinco Lemas anteriores, demostraremos la Proposiciéon 3.10, que para un
difeomorfismo Axioma A sin ciclos, afirma la existencia de una filtraciéon adaptada en la
que los conjuntos maximales invariantes por capa, coinciden con las piezas béasicas de la
descomposicion espectral.

Demostracién Proposicién 3.10. Para cualquier ¢ = 1,...,k, el Lema 3.14 garantiza
que J;<; W? (%) es una vecindad compacta de [J;; W*"(£2;) compacto e invariante, asf que
podemos tomar un compacto @;, que cumpla:

UwH @) cint(@i) c Qi c |Jw (),

1<i 1<i

y entonces:

M @) = ).

n>0 1<i

Por lo anterior, el Lema 3.15 garantiza que existe V;. una vecindad compacta de | J;; W" (),
que cumple V; C int(Q;), y ademds, f(V;) C int(V;). Resulta inmediato que la coleccién
{M;}¥_, definida por M; := |J;, Vi, define una filtracién adaptada a f.

Mostraremos que para dicha filtracién, se cumple que Q; = K.

Sabemos que €; esta contenido en M;, y ademas, es ajeno a [ J;_; W*(£) D M;_1, asi que
2; es un subconjunto invariante de M;\M,_1, y entonces §2; C K.

Sea x € K;. La Proposicién 3.4 garantiza que existen j y j' € (1,...,k) tales que
x € W*(Q;) N W?(Qj/), pero por la contencién anterior sabemos que €; N K; = 0 si i # j,
asi que de la invariancia de K; se sigue O(x) C Kj;, y entonces Q; = ; = Q;/. Esto garantiza
que x € WH(;)NW?*(Q;), asi que por la ausencia de ciclos en las piezas basicas, concluimos
x € €);. OJ

Con lo desarrollado en esta seccién, hemos obtenido que en ausencia de ciclos en las
piezas basicas de su descomposicién espectral, un difeomorfismo Axioma A no puede te-
ner 2-explosiones. En la iltima seccién, mostraremos que usando esta condicién se puede
garantizar la € -estabilidad de los difeomorfimos Axioma A.
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3.4. El Teorema de (2-Estabilidad

Teorema 3.16 ({-estabilidad). Si f € Diff(M) es Azioma A sin ciclos entonces es
Q -estable.

Demostracién. Sea f Axioma A sin ciclos. El Teorema de descomposicién espectral (3.3)
garantiza que {1y se puede expresar como la unién de cerrados invariantes €2y, ..., dis-
juntos por parejas. Debido a la ausencia de ciclos, la Proposicién 3.10 garantiza que existe
una filtraciéon & = {Mi}i?:l para la que los conjuntos maximales invariantes en cada capa
coinciden con las piezas basicas de la descomposicion espectral, es decir:

Kif:Qi parai=1,2,... k.

Por la Proposicién 3.9, existe una vecindad # de f en Diff(M) en la topologia ¢°, tal
que .% es adaptada a g, para cualquier g € ¥. El Teorema de estabilidad de conjuntos
hiperbélicos (2.28), garantiza que existe vecindad % de f en Diff(M) en la topologia €,
tal que si g € %, entonces existe una colecciéon de funciones h; : K Zf — K7, que conjugan
a f‘Kf con 9’1{57 es decir, que para cualquier x € Kif, cont=1,...,k, se cumple:

(hi o f)(x) = (g © hi) ().

Por el Lema 1.8, podemos tomar %7 C ¥, y para cualquier g € %, podemos definir una
funcién:

k k
he |JE! — |JK!, dada por h(z) = hi(z), si z € K.
=1 =1

Resulta entonces,
k k
Q= Jou=JK/,
i=1 i=1

asi que h es una conjugacién entre f|Qf Y 9lxe, donde K9 = Ule K?. Para concluir la

demostracién es necesario garantizar €, = Ule K?, con lo que la conjugacién entre f y g
dentro de Qf y Q4, quedaria construida.

La filtracién ¥ es adaptada a cualquier g € % C ¥, asi que el Teorema 3.8 garantiza
Q, C U§:1 K?. De hecho, los conjuntos coinciden, ya que:

k
U K7 = h(Qy) = h(Pex(f)) = h(Per(f)) C Per(g) C Q.

i=1

La primera igualdad es vélida debido a que f |Qf es conjugada a ¢|,, la segunda se sigue
de que f es Axioma A, la tercera ya que h es un homeomorfismo, la primera contencién
se debe a que h es una conjugacion, y por tanto manda puntos periédicos de f en puntos
periédicos de g, la dltima contencién se sigue de la Proposicién 1.3. Esto garantiza que
cualquier g € % cumple K9 = €, por lo que f |Qf y g|Qq son conjugadas, y se concluye
que f es (-estable. O

La equivalencia de la §2-estabilidad y la propiedad Axioma A sin ciclos fue probada por
Palis [Pal88], y del mismo modo que la Conjetura de Estabilidad, el resultado andlogo para
Q-estabilidad en Diff "(M), con r > 2, sigue siendo un problema abierto.



[AP37]

[Ano62]

[Ano63]

[Ban97]

[Bir27]

[BowT75]

[BS02]

[CHS0]

(GGT3]

[Har60]

[HS95]

[Hir76]

[JS87]

[Kel75]

[Kur7§]

[Lan02]

[Mafigs]

Bibliografia

A. Andronov, L. Pontryagin. Systémes grossieres. Doklady Acad. Sci. URSS, 14:247-251, 1937.

D. Anosov. Roughness of geodesic flows on compact Riemannian manifolds of negative curvature.
Dokl. Akad. Nauk SSSR, 145:707-709, 1962.

D. Anosov. Ergodic properties of geodesic flows on closed Riemannian manifolds of negative
curvature. Dokl. Akad. Nauk SSSR, 151:1250-1252, 1963.

A. Banyaga. The structure of classical diffeomorphism groups, volume 400 of Mathematics and
its Applications. Kluwer Academic Publishers Group, Dordrecht, 1997.

G. Birkhoff. On the periodic motions of dynamical systems. Acta Math., 50(1):359-379, 1927.

R. Bowen Fgquilibrium States and the Ergodic Theory of Anosov Diffeomorphisms. Springer-
Verlag, New York-Berlin, 1975. Lecture Notes in Mathematics, No. 47.

M. Brin, G. Stuck. Introduction to Dynamical Systems. Cambridge University Press, United
Kingdom 2002.

E. Coven, G. Hedlund. P = R for maps of the interval. Proc. Amer. Math. Soc., 79(2):316-318,
1980.

M. Golubitsky, V. Guillemin. Stable mappings and their singularities. Springer-Verlag, New
York-Heidelberg, 1973. Graduate Texts in Mathematics, Vol. 14.

P. Hartman. On local homeomorphisms of Euclidean spaces. Bol. Soc. Mat. Mezicana (2),
5:220-241, 1960.

B. Hasselblatt, A. Katok. Introduction to the modern theory of dynamical systems, volume 54
of Encyclopedia of Mathematics and its Applications. Cambridge University Press, Cambridge,
1995.

M. Hirsch. Differential topology. Springer-Verlag, New York-Heidelberg, 1976. Graduate Texts
in Mathematics, No. 33.

Jong Sook Bae, Seung Kab Yang. P = R for maps of the circle. Bull. Korean Math. Soc.,
24(2):151-157, 1987.

J. Kelley. General topology. Springer-Verlag, New York-Berlin, 1975. Reprint of the 1955 edition
[Van Nostrand, Toronto, Ont.], Graduate Texts in Mathematics, No. 27.

M. Kurata. Hyperbolic nonwandering sets without dense periodic points. Proc. Japan Acad. Ser.
A Math. Sci., 54(7):206-211, 1978.

S. Lang. Introduction to differentiable manifolds. Universitext. Springer-Verlag, New York, second
edition, 2002.

R. Mafié. A proof of the C! stability conjecture. Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math., (66):161—
210, 1988.

69



70

[Mar61]

[Merrl2]

[New73]

[Pal07]

[Palss]

[PM82]

[PS70]

[Pei59)
[Pei62]

[Poi87]

[Pugb67]

[Rob71]

[Rob76]

[Sam09)]

[Shu8?7]

[Sma60]

[Sma63]

[Sma67]

[SmaT70]

[VS90]

[You79]

[Wen02]

[Yoc91]

BIBLIOGRAFIA

L. Markus. Structurally stable differential systems. Ann. of Math. (2), 73:1-19, 1961.
W. Merry. Hyperbolic Dynamical Systems and Stability Lecture Notes ETH Zrich, 2012.

S. Newhouse, J. Palis. Hyperbolic nonwandering sets on two-dimensional manifolds. In Dynamical
systems (Proc. Sympos., Univ. Bahia, Salvador, 1971), pages 293-301. Academic Press, New York,
1973.

R. Palais. A simple proof of the Banach contraction principle. J. Fized Point Theory Appl.,
2(2):221-223, 2007.

J. Palis. On the C' Q-stability conjecture. Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math., (66):211-215,
1988.

J. Palis; W. Melo. Geometric theory of dynamical systems. Springer-Verlag, New York-Berlin,
1982.

J. Palis, S. Smale. Structural stability theorems. In Global Analysis (Proc. Sympos. Pure Math.,
Vol. XIV, Berkeley, Calif., 1968), pages 223-231. Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1970.

M. Peixoto. On structural stability. Ann. of Math. (2), 69:199-222, 19509.
M. Peixoto. Structural stability on two-dimensional manifolds. Topology, 1:101-120, 1962.

H. Poincaré. Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste. Les Grands Classiques Gauthier-
Villars. Reprint of the 1899 original, Bibliotheque Scientifique Albert Blanchard, Paris, 1987.

C. Pugh. An improved closing lemma and a general density theorem. Amer. J. Math., 89:1010—
1021, 1967.

J. Robbin. A structural stability theorem. Ann. of Math. (2), 94:447-493, 1971.

C. Robinson. Structural stability of C* diffeomorphisms. J. Differential Equations, 22(1):28-73,
1976.

M. Sambarino. Hiperbolicidad y Estabilidad. XXII Escuela Venezolana de Matematicas, 2009.

M. Shub. Global stability of dynamical systems. Springer-Verlag, New York, 1987. With the
collaboration of Albert Fathi and Rémi Langevin, Translated from the French by Joseph Christy.

S. Smale. Morse inequalities for a dynamical system. Bull. Amer. Math. Soc., 66:43—49, 1960.

S. Smale. Dynamical systems and the topological conjugacy problem for diffeomorphisms. In
Proc. Internat. Congr. Mathematicians (Stockholm, 1962), pages 49-496. Inst. Mittag-LefHler,
Djursholm, 1963.

S. Smale. Differentiable dynamical systems. Bull. Amer. Math. Soc., 73:747-817, 1967.

S. Smale. The Q-stability theorem. In Global Analysis (Proc. Sympos. Pure Math., Vol. XIV,
Berkeley, Calif., 1968), pages 289-297. Amer. Math. Soc., Providence, r.I., 1970.

S. van Strien. Smooth linearization of hyperbolic fixed points without resonance conditions. J.
Differential Equations, 85(1):66-90, 1990.

Lai-Sang Young. A closing lemma on the interval. Invent. Math., 54(2):179-187, 1979.

L. Wen. A Short Course on Differentiable Dynamical Systems. City University of Hong Kong,
2002. Liu Bie Ju Centre for Mathematical Sciences, Lecture Notes in Mathematics, No. 5.

J. Yoccoz. Hyperbolic Dynamics. Summer School on Dynamical Systems, ICTP, 1991.



Indice alfabético

L(f), 13

GL,(R), 21

Homeo(M), 16

Qy, 14

ap,wyr, 12

Diff " (M), 18

e-Orbita, 46
finita, 46
periddica, 46

Fix(f), 12

Per(f), 12

Rec(f), 13

Rec™(f), 13

Diff(M), 18

2 -conjugacién, 60

) -estabilidad, 60, 68

Q -explosiones, 60

Anosov, 52
Axioma A, 55

capa de una filtracion, 61
ciclo, 63
condicién fuerte de transversalidad, 59
Conjetura de estabilidad, 60
conjugacién, 16
Q2 -conjugacién, 60
clases de, 16
local, 17
semiconjugacién, 16
suave, 20
conjunto
invariante, 12
aislado, 49
estable, inestable global, 41, 43
estable, inestable local, 41
hiperbdlico, 34, 36
localmente maximal, 49

71

conos, 37
estable e inestable, 37
familia de, 37
constante
de contraccién, 24, 36
de expansividad, 45
de hiperbolicidad, 34

descomposicién espectral, 56, 59
difeomorfismo

Anosov, 52

Axioma A, 55
dimension

de un cono, 37

de una forma cuadratica, 37
distancia

€0, 17

©*, 18
distribucion

estable, inestable, 34

estabilidad, 17
Q) -estabilidad, 60, 68
bajo pequeiias perturbaciones, 19
Conjetura de, 60
de conjuntos hiperbdlicos, 50
de puntos fijos hiperbdlicos, 34
de transformaciones lineales hiperbdlicas,
24, 25
estructural, 19, 59, 60
estructura de producto local, 44, 45
expansividad, 45

factor topoldgico, 16
filtracién adaptada, 61
capa de, 61
orden de, 64
forma cuadrética
en un conjunto invariante, 37



72

Hartman-Grobman, 31
hiperbolicidad
de puntos periédicos, 33
de un conjunto invariante, 34, 36
de un punto periédico, 30
de una transformacién lineal, 23

invariante, 12
Lema del sombreado, 47

métrica
adaptada, 36
mezclante, 15

norma
adaptada, 23

orbita, 11
periddica, 12
pseudo Orbita, 46
orden de filtracién, 64

piezas basicas, 59
pseudo Orbita, 46
pull-back de una forma cuadratica, 37
punto
o, w-limite, 12
fijo, 12
hiperbdlico, 30
limite, 13
no-errante, 14
periddico, 12
hiperbdlico, 30, 33

recurrente, 13

sensibilidad respecto a condiciones iniciales,
46
sistema, dindmico, 11
sombreado, 46
subespacios
estable e inestable, 22, 34

Teorema de
¢1-estabilidad estructural, 60
Q) -estabilidad, 68
descomposicién espectral, 56
estabilidad de conjuntos hiperbdlicos, 50
estabilidad de transformaciones lineales
hiperbdlicas, 25

INDICE ALFABETICO

estabilidad estructural, 59
estabilidad local de puntos fijos hiperbdli-
cos, 34
estabilidad local de transformaciones li-
neales hiperbdlicas, 28
existencia de métrica adaptada, 36
existencia de norma adaptada, 23
Hartman-Grobman, 31
persistencia de conjuntos hiperbdlicos, 40
persistencia de puntos peridédicos hiperbdli-
cos, 33
sombreado, 47
transversalidad para subvariedades, 44
Variedad Estable, 42
topoldégicamente
mezclante, 15
transitivo, 15
topologia
€0, 17
€k, 18
compacto-abierta, 17
convergencia uniforme, 17
transitividad topoldgica, 15
transversalidad
entre subvariedades, 44
fuerte, 59

variedad
estable, inestable, 43
vecindad aislante, 49



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Clasificación de Sistemas Dinámicos
	Capítulo 2. Hiperbolicidad y Estabilidad Estructural
	Capítulo 3. Ώ Estabilidad 
	Bibliografía
	Índice Alfabético 



