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INTRODUCCION 

La publicaci6n del art16ulo de fil1bert 
~ 
co~ten1endo ~u 

demostración de las leyes de Kirchhoff hizo ver la ventaja 

de tr~tar con ecuaciones inte3rales los problemas relacionA 

dos con la parte fenomenoló:iaa de la Teoria de la Radiación. 

Desde entoneea, con el gran desarrollo que ha tenido la As~ 

trotislca Teórica, por los trabajos de K. Schwarz8chl1d, A. 

S. Iddington, J.H. Jeans, B.A. Kilne 1 otros, auchas 8oluo1~ 

nes de problemas de esa cieno1a, que se relaoionan con la ­

lnteracc16n de Materia 1 radiacion, dependen de la 801uci6n 

de una ecuación lnteeral. Bstos problemas 80n 4el tipo gen~ 

ral alguientei cierta re8ión del espacio esta continua~ente 

llena de material excitado por una alta temperatura;sablen40 

que en la frontera de esa región la intensidad especitica 4e 

radiación satistace ciertas condiciones, se pregunta por la 

distribución de intensidad de radiación 7 temperatura dentro 

del material, bajo ciertas hip6tesis respecto del estado _ 

tér~ico delmlsmo. De todos estos prObLemas, el problema d. 

SChwarz8child, que co~responde al caso de material gris (co~ 

tlclente de absorción independiente de longitud de onda), _ 

estratificado en planos paralelOS, en equilibrio radiatlvo~. 

con profundidad óptica intinita ~ con radiación incidente en 

la frontera nula, tiene importanCia espeCial, porque parece 

t 
D. R1lbert. PhJsltallsche Ze1tschr1!t, XII, 1056, 1912. 
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representar bastante bien la situación de la mayoría de las 

estrellas que no son componentes de b1narias de separación ­

peque.a; tal cosa ha tenido su mejor explicación en la conco~ 

danaia entre las le~es observada y teóriQ& del oscurecimiento 

hacia el limbo solar. Iparte de esto, otros problema, sonfoL 

malmente equivalentes al de Schw&r%schild, como son: a) El o~ 

so de material no gris estratificado en planos paralelos en 

las mismas condiciones que en el caso anterlor"i, ai en las ­
~ 

ecuaciones que rigen el problema de Schwarzschild se reempla;a 

el coefioiente de ab.orclón por el coeficiente medio de absoE 

clónde Rosseland; y b) -1 modelo de Schuster para una atmó~ 

- tera estelar, o sea el caso de material puramente dispersivo, 

con coeficientes de absorción y emisión nulos. 

1 prOblema de Schwarzschl1d puede ser atacado por d08 

métodos distintos, se3ún se estudie la ecuación diferencial o 

la intesTal a que da lugar. Bl primer método ha sido seguidO 

por el propiO Schwarzschild y después por Milne~ Iddington, 

Gratton y Chandrasekhar. 11 sezundo es mucho mas interesante 

desde el punto de vista matemático~ pu~s la ecuac16n integral 

de que se trata, llamada de Milne, es homogéaea lineal con ­

núcleo Singular. Ha sido estudiada, después de que Y1lne la ­

trató por 108 Astrónomos rusos Kotitzln,
1 

Parchomento', Ambur~.... 
zam1an y ~oslrev', qUienes pretendieron probar que la ecuación 

t 
AnD. 4. Astrophys. Instlt. Moseow. Hd. 2. 


Astronom1sches lachrichten, ~, No. 5443. 


• Monthly Hot1ces of the R. A. S., 87 209-215 1927 
. -" 
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lnte3ral de Ml1ne no tiene una solución dlstinta de la idén­
t 

ticaaente nula. Sin embargo, l. 'reundlich, l. Hopt 7 U.Yegnar 

h1cieroa ver la falsedad de las demostraciones de los autores 

anterioree, probando ade.ás la existencia de una solución no 

14énticamente aula. La 801uc16n explicita de la ecuación tué 

encontrada por H••iener 7 l. Hopt con la ayuda de la Teoria 

de las Integrales de rourier en el plano complejo (ver ref.­

rencla Ho. 10 4el texto), pero las lntezrales por las que queda 

expre8ada son tan oomplicadas que no ha sido poslble valuarla. 

numéricamente o expresarlas en términos de tunclone. Ja oonocj 

das, a pesar de loe estuerzos que al respecto .e han hecho, ­

.egún 410e .1enerl • 11 unieo resultado numérioo que ha 4a40 

el estudio de la ecuación 4e 1I11a& ee el valor 4e la 8oluc16a 

en el orisen 1 en el punto del intinito. 

Por otro la40, se han hecho varias aproximaoionea a la 

8olucioD de la ecuaci6n diterencial, aiendo notable la 4if.­

rencia que hay de unas a otras, espec1almente ea la vecindad 

4el orllen. In el presente trabajo se co~paran loa valore. ­

que daD estas diver8as soluciones con los valores que se sa­

can de una t6raula de interpolación curas oonstante8 num6r1­

cas se calculan 4e UDa ecuación integral, comparación que ­

está en el caplt~lo IV 'e1 texto. 

1 
Monthl, Moticee ot the R. A. S. ~t IS9-1.a, 1927. 

I Ylener and Pa1.7. IThe Pourler Transtorm in the Co.ple. Plan. ' 

American Mathe:uJ. tlcal SOC1et7 Colloqu1 

Publlcatlons, Vol. XIX, pá;:. f.7. 

1 
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Istoy muy reconocido al Dr. S. Gnelidrasekhar por la su­

3est16n de estudiar los problemas mate;.~á.tlcos de la Teoria ­

del equilibrio radiativo. Tamblen deseo expresar :ni a3radec~ 

miento al Dr. Joaquln Gallo, Director del ~bservatorl0 Astro­

n6mico de 'racubaya, por per"!11tirme hacer la presente tesis ­

durante el tiempo que trabajo en ese 'bservatorio y a los -

Dres. Altonso N!poles Oindara y Carlos Orae! y M. en C. Al­

berto Barajas por aceptar este trabajo como tesis para tomar 

el erado de Maestro en Ciencias Matemáticas. 

Observatorio Astronómico de Tacubaya. 
Agosto de 19.4. 
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1: LA ECUACION DE TRANSMISION. 
1 

~ 11: ~n el caso que s& va a tr$tar esta ecuaci6n es la 

~rte0To-diferencial si3u1ente 

::o~ ~ Dr~I'..s.J"}_ I(.,t) -i¡'C1(",.r> sen., d, (1) 
)'1: 

El resolverla consiste en expresar la 'intensidad especifioa 
. ; 

de radlaclón ft 1 en función explicita de la 'profundidad ópti ­

cau ~ (O~ ~ ~ ID ) Y del án3Ulo , (O ~ • ~ ~), cuando I(~,,) ­

satis face condiciones dadas de antemano sobre oierta Ifrontera-. 

I 1.2 Para el estudio de la ecuación (1) se introduoen las ­
.'.;.funciones auxiliares siguientes: 

'. 
7C 

J(-c) toe l.,l("",,) sen , d, (a) 

,FC",,) - 2/ i(-r,.) cos , sen , d, (3) 
o 

.: . " 
X(or) -~l 1,( 'T, ,) cos l , sen -. d, 

I 1.3 Se supondrán éomo eondiciones de trontera 

1) 1(0,.) - O ~ara "/i ~ • ~ x (5) 

11) P("t') - constante - P para O ~ "t' ~ CD (6) 

I 1•• Sl (a) se pone en (1) se obtiene 

(7) 


Ista ecuación puede considerarse como una ecuaci6n diferencial 

de pri3er orden para l("t',,). Inte1r'ndola a lo 1ar30 de UDa 

"11 •nea recta , teniendo en cuenta la condici6n (5), l('T. ' ) Que­

da expr esada en función de J("t') de la SiGuiente manera: 

I: LA ECUACION DE TRANSMISrON. 
1 

~ j~ : ~n el caso que s va a tr$tar esta ecuaeién es la 

irie3r0-diterencial si3uiente 

~o~ V ~I~I'~)_ r("",) -i¡1C1C ,,.d sen., d, (1) 
j-r 

El resolverla oonsiste en expresar la 'intensidad especlfi oa 
" 

de radiación' I en función explicita de la 'profundidad ópti-

ca' '" (O~ ~ ~ ~ ) y del án~ulo , (O ~ , ~ ~), o ando I(~,,) -

satistaGa condiciones dadas de antemano sobre oierta Ir o tara'. 

I 1.2 P ra el estudio de la ecuación (1) se introduoen la. -

runcion 8 auxiliares siguientes: 

x 
J(-r) ... i'l 1(",_,) 8en ., d, 

" JI: 
re",) - a/ I(-r,,) cos , sen , d, 

o . 
" 1(",) - ~l ICor,,) cos l , sen " d, 

I 1.3 Se supondrán como aondiciones de frontera 

i) 1(0,,) - O para x/~ ~ , ~ x 

11) F(",) - constante - , para O ~ '" ~ CD 

I 1.4 81 (2) 8 pone en (1) se obtiene 

oos , )l(or,,) - I(or,,) - .1'(",) 
o-r 

(2) 

(3) 

(5) 

(6) 

(7) 

., 
; , 

leta' ecuaoión p ede considerarse como una eeu oi6n diferencial 

de pri~ r orden para IC"",). Inte1rlndola a lo 1ar30 de una 
"11 • ne. reota • teniendo en ouenta la condic16n (5), l( or ,,) Q~._ 

da expr 8 da en función le J(or) de la SiGuiente manera: 
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'" 


(8)!(~)~) ~ ¡OOJ(t) e-(t-~)gec ~ sec ~ ~t 
~ 

~ ')I(~J<?~ -=-f J~tj e-\-c-t s~c e; sec q:I dt (9) 
o 

§ 1.5 Si (a) y (9) se introducen en (2) se obtendrá una eeua­

eión integral para la determinación de J(~). Para posterior•• 

generali 'aeiones se valuará la inte3ral 

1t 
Qj(~) - J I(~,.) cosJ , sen' d, (10) 

o 

donde I(~,.) está dada por (e) y (9).Inmediatamente se tlene 

Slendo los integrandos medibles y no ne3atlvo8 es posible ln­

tercambiar el orden de integración y entonces 

~1fo fC/2Gj (~) - . . J(t)11 ¡ e-(t-r)sec'cosJ-1, sen , d,] 4t
"f o 
~ fC 

- I J(t)[ 1 e-(~-t)sec.cosJ-1, sen , d,] dto rc12 

Haciendo el cam\10 de variable sec , - ~ se tiene 

(11) 


- ,.. -'" 

!("t'.~) ~ ¡OCJ(t) e-(t-T)sec ~ 3ec ~ ~t 
T 

"t' 
I("t'J~~ --1 J(tj e-~~-t)s~c ~ sec ~ dt 

o 

(8) 

(9) 

§ 1.5 Si (a) y (9) se introducen en (2) se obtendr' una ecua­

ción 1ntegr~1 para la determinaci6n de J(~). Para posterior •• 

generali 'aciones se valuará la lnte3ral 

11: 
Gj("t') - J I("t',,) cosJ , sen P d, 

o 
( lO) 

donde I(~,.) está dada por (e) y (9).Inmedlatamente se t1en. 

fCl2 co 
Gj(T) - IL I J(t) 

o 1:' 
1C -r 

- I [/ J(t) 
,,12 o 

Siendo los lntegrandos medibles y no ne3atlvoa es po ible in­

tercambiar el orden de integración y entonces 

~ , 'IC/2 -1 J ( t)1. J e-(t-r)sec'cosJ-1 
... o 

sen , d,] 4t 

ft: 
- I J(t)[ 1 e-(T-t)sec'cosJ-1, 

o rc72 sen , d,] dt 

Haciendo el ca~'io de variable See ~ ~ se tiene 

ce er() j"t' o: 
GJ("t') - I J (t)[ J e- t--r ~ dR ]4t +(~) /J(t)[/e-("t'-t}~ d~ ] 

T 1 ctJ +1 o 1 ~j+1 4t 

Por último definiendo las tunciones 

(11) 
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resulta. 


cr 	 j 't (12)
Gj('t) - / J(t) E +1(t-'t) dt + (-1) 1 J(t) Ej +1(T-t) dt

j
~ o 

§1.€ La ecuación inte1ral de Milne. Si en (12) se hace j - O 

se obtiene, de acuerdo con (2) la ecuación lnte:ral de Milne 

para la determina.ción de J(i) (Esta tunoi6n tué 11a~ada por 

Schwarzschl1d, quien la introdujo, el 'Br3ibiske1t') 

'" 	 -rJ('t) - i 	 I J(t) ~,(t-'t) dt + ! ¡ J(t) E,(T-t) 4t 
'1' o 

o lo que 	es lo mismo 

oc 
J('I') - i / J(t) E,~'I'-t\) dt 

o 

Si en (12) se hace j - 1 Y 2 se obtiene de acuerdo con (3) J 

(4) 
o: 	 't 

1'('1') 2 	J J(t) E,(t-'t) dt - a J J(t) E2 (-r-t) 4t (14)-
't o 


Q) 


K('I') - ~ 	I J(t) I,(\t-'I'l) 4t ( lE) 
o 

§ 1.? El operador inte~ral A 2 Para el trataoiento de la ecuA 

ción lntelral de :'Ulne se definirá el opel·ador integral A por 

la identidad 

A(q)-r =i J
ex' 
J(t) I,(\t-'l'\) dt 	 (16) 

o 

Una obvia, a la vez que importante propiedad del operador 6 ea 

su posltivldad, es decir, que su núcleo puede to~ar valores 

positivos sólo.La pcslt1vidad es una propiedad que ocurre en 

todos los núcleos de las ecuacicnes inte~rales de probl.~as 

relacionados con la teoria de la. radiación. "Una consecuenoia 

inmediata de esta propiedad es el 

- 3 -

resulta. 

~ J ~ 
GJ(~) - I J(t) EJ+1(t-~) dt + (-1) I J(t) Bj+1(~t) dt (12) 

~ o 
§1.~ La eouación lnte~ral de Milne. Si en (12) se hace j - O 

se obtiene, de acuerdo con (2) la ecuación lnte~ral de Mllne 

para la determinación de J(i) (Bsta tuna16D tué lla~ada por 

Schwarzschl1d, quien la. introdujo, el 'Br3iblgkeit l
) 

(X) 't' 
J('t') - i J J(t) ~t(t-'t') 4t + ! I J(t) E,(T-t) 4t 

~ o 

o lo que es lo mlsmo 

oc 
J('t') - ! I J(t) E,~'t'-t\) dt 

o 
(13) 

Si en (12) se haoe J - 1 J 2 se obtiene de acuerdo on (3 ) 1 

(4) 
ex: 't' 

P('I') - 2 I J(t) B,(t-r) dt - ~ J J(t) E2 ('t'-t) dt (14) 
T o 
~ 

Jt(",) - 1 I J(t) E,(\t-'tl) 4t ( le) 
o 

I 1.? E o erador inte~ral A 2 Para el trataniento de la .cu~ 

ci6n lntelral de :.111ne se definirá el operador integral 6 por 

la ldentidad 
eX' 

6(q)T ~ i 1 3(t) B1 (\t--t\> dt 
o 

( 16) 

Una ob la. a la vez que importante propiedad del operador 6 e8 

su posltlvldad, ea decir, que su n oleo puede to~ar valores 

positlvcs sólo.La pcsltividad 83 una propl dad que oourre en 

tod08 108 núcleos de las ecuacicnes 1nte~rales 4 probl.~a. 

relacionados con la teoria de l~ radiación. U a consecuenaia 

inmediata de esta propiedad es el 
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§ 1.8 LEMA 1: Para oualquier función y(~) ~ O, para la que la 

aplioaci6n del operador A ten~ algún sentido. se tiene 

A(y)~ > O, a menos que y(~) sea identic~n.nte nula. 

Se puede expresar el Lema 1 por la expresión 

y ~ O 6 1 • O .6(Y)~ > O para toda Y 

Otra forma equivalente es 

~ ~ y A ~ _ y ~ 6(~)~ > A(Y)~ para toda ~ (16) 

La equivalencia de las dos fermas es consecuencia de la lineA 

lidad del operador, expresada por 

A(~) - A (y) + A(~ - y) 

I 1.9 Allunas propiedades de las funciones In(x). Ya 8e defi­

ni6 

(11) 


Supondremos x ~ O J n entero positivo o nulo. Se tlene ent noe8 

(19) 

mientras que li(X) es la bien oonocida función integral-lOa! 

rlt~lcat que algunos denotan por -Il(-x). Todas las tunoione. 

ID(x) son continuas para x ~ O; excepto lo(x) que tiene' n­

polo 1 I,(x) que tiene una slnzularidad l03arltmica en el orj 

gen, es deoir 

cuando x - e (20) 

Integración por partes de (11) da la simple t6r~ula de rec~8 

rrencia 

(21) 


mientras que la derlvaci6n respecto a x de (11) da 


§ 1.9 LEY 1: Para cualquier función y(~) ~ O, para la que la 

ap11oae16n d 1 operador A ten3& al~ún sentido t se t1ene 

A(y)~ > O, a menos que y(~) sea 1dentic~u.nte Dula. 

Se puede expres r el Lema 1 por la expresión 

T ~ O 6 y. O .6(Y)~ > O para toda Y 

Otra forma equ1val nte aS 

(17 ) 

~ ~ y , q _ y , A(~)~ > 6(y)~ para toda ~ (1S) 

- -

La eq i~aleDc1a de las dos termas es cona cuene1a de l a lin ~ 

lidad del operador, expresada por 

6(~) - 6 (y) + A(~ - y) 

I 1.9 All unas propiedades de las funciones I,(z ) . Ya 8e d.ti­

n16 

(11 ) 

Supondremos s ~ O 1 n entero positivo o nulo. S tien e t ODO. 

EO(x) - e-xIx 

mientras que 8 t (s) e8 la bien conocida funoión 1ntesr l-loa! 

rlt~10a t que algano. denotan por -li(-x). Todas la tuno1on • • 

a(x) son continuas para x ~ O; excepto I (x) que t i ene' -

polo 1 ,(x) que t1ene una s1ncrular1dad l03arltm1ca n 1 or 

gen, es 4ecir 

cuando x - O (20) 

Integrao16n por partes 4e (11) da la simple tór~ula d rec~S 

rrencia 

(21) 

mientras que la derivación respecto a z e (11) da 
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dRD(s) --1 1(x)

ds n-

lo que implica. 
o: 

ED(x) - 1 En- 1(x) ds (23) 
x 

Es obvio que 

para toda x ~ O. Comparando esta desigualdad con la t6r~ula 

de recurrencla (21) se obtiene 

(25) 


s1endo válldc el signo de 13ualdad para s - O, sl n > 1 • 

Para n > 1 se tiene 

In(O) (26); 1 ..... ·· 

La eomp..aración de (21), (24) 1 (25) da 

-*.~ 

..-"­

e-x e-x (27)< En(x) ~ x+n x+n-1 

el sieno de lBualdad siendo válido, como antes, para x - O, 

si n ~ 1. 

Aplicando la desigualdad de Schwartz 

b b .. b b

J t(x)g(x)dx S ¡ ' t(x)g(x) dx ~ frJ t 2 (x)dx! g2(x)dX] 

a a a a 


a la expres16n 

sale la desigualdad 

.:(x) ~ &n-1(X) !n+1(X) (28) 

Bsta desigualdad y (23) dan inmediata~ente 

d 
ds > O (29) 

• 
- 5 -

lo que implica. 

Es obvi o que 

o: 
Ea(x) - I En- 1(x) dx 

x 
(23 

para toda x ~ O. Comparando esta desigualdad con la t6r~ula 

de recur rencia (21) se obtiene 

(25) 

siendo válldc el signo de 13ualdad para x-O , s1 n > 1 • 

Para n > 1 S8 tiene 

In (O) - . '1 "~ .. ' (26) 

La CQ~rac1Ón de (21), (~) 1 (25) da --. .-' 
(27) 

el s18no de isualdad siendo válido, como antes, par - O, 

sl n ~ 1. 

Aplicando la desig~ald&d de Sch artz 

a la elrpr es16n 

8ale la desigualdad 

I:(x) ~ la-t(x) En+,(x) 

Bsta desl snaldad y (23) dan inmediata~ente 

d 
dI: > O 

(28) 

(29 ) 
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Ta'llblen se tiene 

(x>a) (30)d 
dx 

notando que el primer miembro de la desi3ualdad se puede es­

cr1bir 

K¡(x-a)[ In-t(J) _ En-l(x-a) ]
n(x} Bn x Bn x-a) 

~ la cantidad dentro del paréntesis cuadrado de esta expresión 

es sie~pre negativa por (29). 


§ 1.10 Alóunas integrales definidas CUlOS integrandos cont1e­


~..! la(x). 
't 

Sea -!k - J xk Bn(x) dx (31) 
o 

donde t ~ O es entero. Sucesivas inte3raciones por partes, te­

nlendo en cuenta (23) dan 

~ - tl[nli - Bn+k+1('t) - 'tBn+k('t) 

(32) 

Ahora pongamos 
'l' 'T 

M~ - I xkBn(~-x) dx - I ('t-t)kBn(t) 4t (33) 
- o o 

que teniendo en cuenta (31) se puede escribir co~o 

~ - ~.!!.A - k'l'Jc-1.!!.1 + k{~;1)"tk-2.!.a - ••• +(_1)k ~ 

..... . . .... . . ..... . . . . . . .. . . ...... . . .. ..... . ... 


Ta~b1 n se tiene 

4 
dx 

- 6 -

(x>a) (30) 

notando que el primer miembro de la desi3ualdad se puede es-

cribir 

B,'x-a)[ In-l(j) _ Ea-l(x-a) ] 
n(x' In X n x-a) 

7 la cantidad dentro del paréntesis cuadrado d esta expr es1ón 

es sle~pre negativa por (29). 

§ 1.10 A13un s integrales definidas CUlOS lntegrandos cont1e­

.!!!.!! .! Ka ( x) • 

Sea (31) 

donde k ~ O es entero. Sucesivas lnte3raeiones por partes, te­

niendo en cuenta (23) dan 

~ - kl[n
1 

- Bn+k+1(T) - Tln+k(T) - ~: n+k-1(T) - ••• 

... -¡; BD+t(T)] (32) 

Ahora pongamos 
T 'T 

~: - I xkBn(T-X) dx - I (T-t)kID(t) 4t (33) 
- o o 

que teniendo en cuenta (31) se puede escribir co~o 

~ - ~ - tTt-~ + k(:;1)"tt-~ _ •• • +(_1)k ~ 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ~ . . . . . . . . . . . 
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Ahora lla~aDdo m; - I~k Bn{X} 4x (36) 
o 

donde t es entero co~o antes. Inmediatamente se obtiene 

kl 
(37)- n+k 

teniendo en cuenta este resultado se saca para la inte3ral 
(X) o: 

~ - f xkBn(x~) dx - I (1+~)kID(Y) d1 (38) 
~ o 

cuando k - O, 1, 2, 3, 4, ••• 

"ftIK" _....!.. . J4fi1 _....L +-.!....
·0 n' n+1 n 

1 1 'T2 j~ - 2![ ~ + .. ~ + n n] 

2
";':J! [1 1 -r 1 .!l 1] 

(39) 

Ma - 31 - ft+3 + 'f ñ+2 + 2! ñi1 + 31 ñ 

1 ....L ~2 1 ~a 1 ..!! .1]
~ - 41 [ n+4 + 'T n+3 + 2T ñ+2 + 3i ñ+i + 41 n 

...... . .. . . . . . . . ....... . .......... . ... . . . . . . 
§ 1.11 Desarrollo~en serie para E,(X~ .!!.!! vecindad del orlg.n~ 

Por definición 

Esta inte3ral se puede transformar de la siguiente manera 

()ti x 
I,(x) - I .-t t-1 dt - 1 e-t t-1 dt 

o o 
1 ~ 1 

- -[/(1-e-t )t-1 4t - I .-tt-1dt] + I t-1 4t 
e 1 o 

La cantidad dentro del paréntesis cuadra~o es la constante de 

luler 
1 ex:­

[!(1-e-t )t-1 dt - J .-t t-1 dt - Y - 0.5772156 .•• 
o 1 

Por tanto 
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Ahora lla~ando ~ - 1 xk Bn{xl dI (36) 
o 

donde k es entero co~o antes . Inmediatamente se obtiene 

ti 
• n+k (37) 

teniendo en cuenta 
ce 

';';fi _ ¡ Jet ( X-"f) dx 

este re ultado se 8aC& para la 1nt 3ral 
ex: 

- 1 (l~)kED(Y) 41 (38) 
't o 

cuando k - O, 1, 2, 3, 4, ••• 

1IU • ....1.. . ¡n _....!... + --.:L 
n , t n+1 n 

My - 21[ nla + 1 or l 1 
i+I + m ñ] 

- SI[-L 1 4(2 1 + .:d ..1] 
( 39) 

U1f + I jt;+3 'f ii+2 + 2T ñ+'1 31 n 

~ - 41[ a!:¡ + or ñ-h "tI 1 
+ 2T ñ+2 

ora 1 1:'4 .1 
+ 3T ñ+i .. 4i n] 

•• •• ••••••• ••••• 4 ............ ........ .. ..... . 

§ 1.11 Oeear 0110 !en serie para E, (x) .!! .!... v ciudad del orlB.n~ 

Por definición 

Bsta lnte3ral se puede transformar de la slgu1 nte aanera 

00 x 
I,(x) - I -t t-1 dt - I 8-t t-1 dt 

o o 
1 ~ 1 

- -[/(1-.-t )t-1 dt - I .-tt-1dt] + I t-1 4t 
e 1 o 

La cantidad dentro del paréntesis cuadrado es la constante de 

luler 
1 cr 

[/(1-.-t )t-1 4t - J .-t t-1 dt - Y - 0.5772158 .•• 
O 1 

Por taJlto 



E~(x) ... - y + 
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dt - f 
1 
e- t t-1 dt - f

x 
e- t t-1 dt 

O 1 , 

.. t t 2 t n-l 
.lo + 2' - :3 r + •.• (-1)n n I ±. · · ]d t 

t n- 1t~ 
:t + ....::.- - -- + ••• (-1)n I ± ••. Jdt

J! 3! n. 

Inte3r~njo térninc por tér~inc se obtiene finalmente 
X 3 11+ _ _ (-l)n x (40)313 ... nln ± •.. 

En esta expresión se ve elara~ente le dicho en (20), esto es que 


cuando x ~ O 

§ 1.12 Desarrollo de E,(x) ~ serie asintótica. 

In tezrandc sucesiva.::lente ,or partes a 
ce 

tB1 (x) = J e- t-1 dt 
x 

sale 
J 

. n-1 (n-l) t ' 
... +(-1) x~-, ] + 

ex: -t 
+ (-l)nnl! (41):n-"1 dt 

x 

Si se define Sn(x) por la igueldad 

• n ,ce .-t 
B,(x) - Sn(x) -(-lJ n! t n+1 dt 

x 

eCl:lO x > O 

< Jn-l)! e-x (43) 
. xn 

Esto es, Sn(x) cuando n - ~ es una serie asintótica para. Bi(x), 

pues el error cometido tO.~ando hasta cierte término del desa.rr~ 

110 (41) es menor que el últi~o tér~inc despreo1ado. 

1 
jt--'" 
o 

1 

- 8 -
1 x 

dt - r e- t t-1 dt - f e- t t-1 dt 
o 1 

E~ (x) - - y + 

1 :Jt 
= -y 1.. f t- t[ 1 

J t 
o 

+ t 2 t n-l 
i + 2 f - 3"f + ..• (-1) n n t ± . · · Jd t 

" 

Inte3r~njo t6rm1nc por tir~inc se obtiene tinal~ente 
x2 xS l' 

E ( ) 1 + + - (-1)n x ± (40) 1 x - - y-n x x - 212 313 - ••• nln ••. 

En esta expresión se ve elarawente le dicho en (20), sto 8S que 

0(- In x) cuando lt .... O 

§ 1.12 Desarrollo de E,(x) ~ serie asint6tlca. 

In te3randc saces1 va.~.1en te :!;lor pa.rtes a 
oc 

I,(x) = J e- t t-1 dt 
x 

sale , 
n-1 (n-1~ I 

+(-1) x~-] + 

ex: -t 
+ (-1)nnl! ~b-' dt (41) 

x 

S1 se define S~(x) por la igucldad 

como x > O 

• n oc .-t 
It(x) - Sn(x) a(-1) n! J t D+' dt 

x 

< Jn-l)! e-x . x D 
(43) 

Esto es, Sn(x) cuando n - ~ es una serie as1nt6l1ca par a li (x), 

pues el error cometido tc -~ando hasta cierte término del desarr~ 

110 (41) ea menor que el últi~o t ér~lnc despreo1ado . 



11: TEOREMAS FUNDAMENTALES ACERCA DE LA ECUACION INTEGRAL 

DE MILNE. 5 

§ 2.1 Teorema 16 , La ecuación integral 

> ce 

J(~) - iJ J(t) B1(1~-tt) dt 


e 


ad~ite una solución de la terma 

J(~) = c t(~) 

dende t(~) = ~ + q("r) 

e es una constante y 

i < q('''' < 1 

Demcstración: Pcr la definición del cperador intezral ~ tenemos 

que si A es una constante 

A(t+a)~ - (~+a) + ~[B.(~) - aB2(~)] (47) 

por (35) y (39). 

Ahora, como 12(~) > E8(~) Y Ea(~) - O[!2(~)J para - ~rande 

el más pequeic valor de ~ que hace la cantidad dentro del pa­

réntesis cuadrado del se~undoilie.nbro de (47) ne3atlva para 

toda ~ es a-l. Lue30 sl 

"l(~) - "'C' + 1 

f(-r) > ~(!)'t' 

Ahora, como de acuerdo con (25), 2Ea(~) ~ B2 ("'C'),a-! es el mas 

3rande valor de ~ que hace el paréntesis cuadradc del se3undc 

miembro de (47) pos1tivc para toda "'C' > C. Lue3e s1 

td~) - "t' + ! 
(49) 


Ahora hace!':los suceslva:aente 

lIt TEOREMAS FUNDAMENTALES ACERCA DE LA ECUACION INTBGRAL 

DE MILNE. 5 

§ 2.1 Teorema 16 , La ecuación integral 

ex:; 

J{~) - tI J(t) B1(,~-tt) dt 
e 

~d~lte una soluci6n de la terma 

dende 

J("C) -= e t(T) 

flor) .: '\" + q(T) 

e es una constante y 

i < qC'd < 1 

Demcstr aei6n : Por la definición del eperador integral A tenemos 

que s1 ~ es una constante 

A(t+a)"C - ("C+a.) + ~[E.("C') - aE 2 (-r)] 

por (35) y (39). 

Ahora, como 1 2(T) > Ba(T) Y Ea(T) - O[!2(~)J para ~ ~r&nde 

el más pequeic valor de ~ que hace la cantidad dentro del pa­

réntesis ouadrado del se~undoilie.nbro de (47) ne3atlva p&ra 

toda ~ es a - 1. Lue30 sl 

"'l(-r) - -r + 1 

t(-r) > A(tLt' 

Ahc.ra, como de acuerde con (25), 2E a("t') ~ Ba("t'),a-t es el mas 

3r ande valor de A que hace el paréntesis cuadradc del se~undc 

miembro de (47) pos1tivc para toda "C' > C. Lue30 s1 

! d"t) - "C' + 1 

Ahora hace~os suceslva~ente 
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tn+1(~) - A(tn)~ (50) 

La desi3ualdad (4~) toma entcnces la forma 

t,(",) < t 2 (1:) ('" > O) 

7 de acuerdo con la positividad del operador 6 expresada por 

( 18) 

Aplicaciones sucesivas del operador A ~uestran en Jeneral que 

se tiene 

('f ª O) 

Por otro lado, de la desl~ualdad 

ti (",) < 1('t) 

Se saoa de nuevo por la positividad del operadcr A 

f a ("') - A(ti)", < 6(1)1: 

que por (48) se convierte en 

f a("') < t(~) 

En ~neral, es olaro que se tiene la desigualdad 

(", ~ O) (51) . 

As! he~os detinido una sucesión de tuncicnes I n("') creciente 

y acotada, pues para cualquier n f n ("') < t(",). Lueeo el limite 

t(",) - 11m tD(-r) 
Z!~ 

existe y satisface las desigualdades 

"C + ~ < t(",) < 't + 1 

Por tanto, se puede proceJ~r al limite dentro del signo lnte3ral 
• 

en (50). t(.' es entonces una solución de t - A(tJ con 1&8 ­

propiedades (45) y (46). 


§ 2.2 Corolar10: La scluci6n f(",) del teoreaa anterior es una 


tunci6n ccntinua par~ 't ~ o. 


Bsto es consecuencia inmediata de la propiedad cont1nu&nte 

- 10 -

tD+1(~) - A(tn)~ 

La desi3ualdad (49) toma entonces la forma 

f1(-C) < f2('t') 

(50) 

(", > O) 

J de acuerdo con la pos1t1v1dad del operaJor A expresada por 

(18) 

Ap11cacl0 es sucesivas del operador A ~uestran en Jeneral que 

se tiene 

Por otro lado, de la des1~ualdad 

tt ("t') < t(-c) 

(-r ~ O) 

Se saoa de nu vo por la poa1tividad del operador 6 

f.('t') - A(tt)-c < A(i)'t' 

que por '.8) se convierte en 

'1(,:) < t(-c) 

En ~neral, es olaro que se tiene la desigualdad 

("C ~ O) (51) . 

Asi he~os detinldc una sucesión de tuncienes fn'''') creciente 

y acotada, pues para cualquier n tn('t') < t(",). Lueeo el limite 

t("t') - 11m fD('T) 
l! "!"Ce 

existe y satisface las desigualdades 

~ + i < t('t') < T + 1 

Por tanto, se puede proceJer al limite dentro del signo lnte3ral 

en (50). te. es entonces una solución de t - 6(t' oon l&s -

propie4a es (46) y (46). 

I 2.2 Corolario: La sc.luc16n t(or) del teorer.la anterior es una 

func16n continua par~ ~ ~ o. 

Eato es consecuencia inmediata de la propiedad continuante 
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de los operadores integrales. 

§ 2.3 Valuaeion de la constante ~ de la solución del teorema 

1 de las condiciones a la frontera. 

Si la ecuación de trans~isión (7) es multiplicada por 

sen CI' C08 , d, e inteórade mie~bro a ~ie~bro de O a ~ se saca 
1C 1C 	 1C 

/ dIcos2. 	sen , d~ - ¡I('tt~) cos • sen, d, -!J(-r)cos,sen,d'
e d't o e 

que por (3) y (.) se convierte inmediatamente en 

dK(T) 1p()
d-r - 4 1: 

Pero oo~ hemos impuestc la condición a la frontera (6): 

F(-r) - F - constante 

se tiene inmediatamente 

K(-r) - i F-r + oonst (52) 

Ponea~os este valor en la ec~ación (15) y se obtiene,en virtud 

de J(-r) - [-r + q(T)JC, 

1 "t' + oonst - ~ ¡'1t+Q(t)] KaC \'t-tp clt 
o 

o 	por (35) y (39) 
p ~ • 
.. "t' + conat - ~[§'t" + B5(-r) + l q(t) Ka( t't'-tll dt] 

que 	para "t' ~ O se puede escribir 
~ c 1 00 
~ -3 	+~[B5(~) + J q(t) Ea<l-r-tl) dt - const) 

o 
como la función dentro del paréntesis cuadrado es acotada, 8n 

el limite cuando ~ tiende a infinito se tendrá: 

0-1 F (53) 

Con le que queda demostrado el 

Teorema1!: Una solución de la ecuaci6n inte3ral de Ml1ne, 

cuando P(TI - F - constante, está dada por 

J(T) - i[T + q(T)] F 
(54)donde 	 1 < q(.r) < 1 

- 11 -

de los operadores integrales. 

§ 2.3 Valuacion de la constante ~ de l! solución ~ teorema 

1 de las ecndicicnes a la frontera. --- --
Si la ecuaci6n de trans~isión (7) es multiplicada por 

sen oos" d, 
7t J dIces2. sen 

e dT 

e intelradc ~ie~bro 
7t 

a ~1e~bro de O a x se saoa 
7t 

, d, - !I(~,~) cos , 
o 

sen , d, -!J(T)cos,sen,dtp 
e 

que por (3) y'.) se convierte inmediatamente en 

dK(T) ... J:F ( ) 
4-r 4 T 

Pero oo~ hemos impuestc la condición a la frontera (6): 

FeT) - F - constante 

Se tiene inmediatamente 

K(T) ai FT + const 

pon~a~os este valo en la ecuaoión (15) y se obtiene.en virtud 

de J(T) - [T + q(T)]C, 

1 -r + oonst - ~ ¡act+q(t)] Ka( \"t-tp lit 
o 

O por (3S) f (39) 
F oc. 
'1 T + const - ~[§'t' + E5(T) + ! q( t) B.q"t'-t r' dt] 

que para ~ ~ O se puede escribir 
e 1 c:r 

.- +~[B5(T) + J q(t) E,(t'r-tl' dt - const] 
3 o 

como la función dentro del paréntesis cuadrado es acotada, n 

el limite cuando ~ tiende a infinito se tendrá: 

o - t F (53) 

Con le que queda demostrado el 

Teorema1!: Una solución de la ecuac16n inte3ral de Milne, 

cuando P(~ ) - F - constante, está dada por 

donde 

J(~) - i[~ + q(~)J p 

.. < q(T) < 1 
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f 2•• Bcuaciones integrales satisfechas por 1A función resi­

~ ~. S1'en f(~) - 6(t)~ se pone t(~) - ~ + q(~) tenieA 

do en cuenta (35) y (39) se cbtlene 

(55) 

Si en la ecuación (14) se pqne.;.la solución (54) se .obtiene 

se obtiene 
oc

I q(t) Ba(,~t\) dt - a - 15(~) (56) 
o 

donde ~ es una const~nte que s. va a determinar despu6s (12.11) 

§ 2.5 Teorema 111 8: Toda solución no ne:ativa le la ecuación 

integral (44) es necesariamente de la torma J(t) - const t(t), 

donde t(t) es la soluc16n del teore~a I~ 

Demostración: Sea J(~) una soluci6n ne ne~ativa ~e (44) 1 pÓA 

gase 
b - Ixtreno inferior de ~ 

JO(~) es entonces ta~blén una solución de (44) con las propl~ 

dades 

JO(~) ~ e (59) 

JO(~)
Bxt.1nt.de (60)t(~) - o 

Lo que prob ·~re·no'3 es que JO("'r) se anula idénticamente. 

De (6C) 1 de la definición de extre::lc inferior inferillos 

la existencia de una sucesión infinita de número.t~D, _ 

- 12 -

I 2.4 en.cienes inteGrales satisfechas por l! función resl­

~ ~. S1 -en f(~} - 6(t)~ se pone t(~) • ~ + q(~' tenteA 

do en cuenta (35) y (3Q) ee cbtlene 

q,~) - 1 !.(~) + A(q)~ (55) 

Si en la ecuación (14) ge pone _,_ La solución (5") e -obt iene 

cr 't 
_J.q(t) , B2(t~"l').d~ - J q(t) !2(<f-t) dt - .("e) (~6) 
oo. ' e .. . : - -. .'. , . . \ ' ." -_ -- o 

IJual:!lente, poniendo ('54j en (15), ten1ando en .cuenta (52), 

se obtiene 
00 

I q(t) I,CIT-t\) dt - a - 15(~) 
o 

(56) 

donde A ea una constante que se v& a determinar después ( 2.11) 

§ 2.5 Teorema 111 8: Toda solución ne ne:ativa le la ecuaci6n 

integral (44) es necesariamente de la torm J(t)· con t t(t), 

donde t(t) e la solución del teorema l. 

Demostración: Sea J(T) una soluo16n De ne~ativa ~e (44) 1 pÓ~ 

¡:;ase 
b - Bxtreno inferior de ~ 

y JO(T) - J(T) - b t(T) 

JO("e) es entonces ta~biéD una solución de (44) oon la propi_ 

dades 

Ixt.1Dt.de 

JD(-r) ~ e 
JO("E') 
t(T) - o 

Lo que prC'b~re'!103 es que JD(-r) se anilla ldéntlca.mente. 

(59) 

(60) 

D (OC) ~ de la definición de extre::IC in! r10r 11lter1 01 

la es1 tencla de una suees16n infinita de número.t~ t -

http:Bxt.1nt.de
http:pqne.;.la
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n - 1, 2, 3, •••• tales que 

11m ~~ - O
n-KCtr=r;l 

Aqui se deben d1st1n3Uir dos casos: 1) ~~m! tiene un punto 

limite f1nito '\"0; 11) Se t1ene orn --> oc cuando n -a,. ce • 

l' Is siempre pcslble sacar de l""D~una suces16n parc1al que 

oonverja a ~o as1, n1n3una 3eneralid~d se pierde suponiendo 

qs¡e 'Cm ....,. .0 cuaado n ~ oc. De (61) y de f(orO) > e tenemos 

lim JO(-r ) .. O 
n--'llPco n 

de dende se conclu1e por la ecuac16n 1nte3ral que 

11m A(JO)-c - e 
n....,.cc D 

Ahora, como función de "", A(JO)-r t1ene la propiedad de ser 

se'11contlnua a la izquierc.ta, lo que se prebar& después, lo 

cual qu1ere dec1r 

11m A(JO)or ~ A(~ ""'''r0 
1i~CX) D 

Isto muestra, de acuerdo con (59) y oen la pbs1t1v1dad de A 

que J O(",) ¡¡¡ o. 

La sem1ccntlnuida~ a la 1zquierda de A(JO)~ se prueba ­

tao1Luente de la s1~u1ente manera: de acuerdo con (59) para 

",,0 _ & < ~ < "ro + & 

se t1ene 

donde O < 6 < "ro. S1 ~o - O el pri~er t6rmino del segunde ­

onie""tbro de la des1~ualda.d 3e ami te'. B1 primer térm1no ea ­

ahora una tunción continua dentro del intervalo (-r0-&,-c0+6), 

estando excluida la sin~ularldaJ lcgarltm1ca de Et. Ten~os 
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n - 1, 2, 3, •••• tales que 

11m ~~ - O 
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de dende se conclu,e por la ecuac16n lntezral que 

11m A ( JO) 1: - e 
n-.,.cc • 

Ah~ra, co~o función de ~, A(JO)1: tiene la propiedad de ser 

se~iccnt1nua a la izquier4a, lo que se prcbar& después, lo 

cual qnl re decir 

11m A(JO)1: ~ A(~ .'1:0 
il...,..co D 

sto ~uestra, de acuerdo con (69) ., cen la pbslt1vldad de A 

que JO(-r) .a o. 

La semlccntlnu1dad & la izquierda de A(JD)-r se prueba -

taolLnente de la s1~u1ente manera: de acuerdo con (Sg) para 

~o - & < -r < 1:0 + & 

s. tiene 

donde O < 6 < 1:'0 . S1 1:0 - O el pr1 er término del segunde -

rlie--lbro de la. des13ualdad le omite". Bl primer tér 1no es -

ahora una función continua dentro del intervalo (~o-&,~o+&)t 

estando excluida la sin~ularidaJ lccrarltm1ca de Et. Ten~o 

http:izquierc.ta
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entonces 

11m 6(J)'t' 
~o 

(63) 

Como esta desigualdad es válida para cualquier b, cuando b--O 

se tendrá 

1im A(J)'t' ~ A(J)~ 
~o 

desieualdad que expresa la semioontinu1da inferior· 

11) Como t('t')- e .(~) cuando 't' -- 00, lo que tene.os que probar 

es que una solución JO('t') de (44) satistaciendo 
(8.) ,1im JO('t'D) - O cuando "C'Jl - ~ 

n ~ 'fll 

se anula identieamente. Oomo JO ~ O , B. ~ ~, se tiene 

ce
I JO B.e l't'-t"dt ~ 2A(JO)"C' - 2JO('t') (65) 
o 

Ahcra valuaremos F. Is tác11 ver que 

pece) - r - 11m {I
(lO 

J(t)I.(t~tl )dt
"'(--ex- o 

lueeo por (64) y (65) sacamos 

., ~ 4- 11m 
• O 

dando asi P - O. Poniendo este valor en (14) para 'f - O 
oc 

/ Jt{t) la(t) dt - O 
o 

cosa que es compatible con JO ~ O s6lo si J O("'() • O, lo que 

co~pleta la prueba del teorema. 

COrOlario: Toda solución de (44) con una cota interior ­

f1nita tiene la forma const.t('t'). 

Pruebar En la solución JO("'() + e t('t') la constante c se pue-
de escoler tan 3rande para que esta soluci6n sea en donde quiera 

posit1va. 11 teorema anterior completa entonoes la prueba. 

entonces 

11m 6(J)'t' 
-r-=-=t0 

- v.:, .. 

(63) 

Oono esta desi8~aldad es válida para cualquier &, cuando &--0 

se tendrá 

1im A(J)T ~ 6(J)~ -o 
~ 

dea1cuald d que expresa la semloontinuida lnferlcr-

1i) Como t('t') · = I('t') cuando T -- 00, lo que teneaos que probar 

es que una solución JO('t') de ,~) sat1sfaciendo 

JO(~) ª O, 11m JO(-r.) - O cuando ~A -- ~ (S.) ' 
n -7«' "'. 

8e anula identlcamente. Oomo JO ~ O , E. ~ r, se tiene 

ce 
I JO B.C l't'-tl'dt ~ 2A(JO)~ - 2JO('t') 
e 

Ahcra valuare~os F. Is fácil ver que 
ce 

l' (ce) - F 11m.e I J ( t ) I a ( 1'-ti) d t 
"f--a:. T o 

lueso por (64) y (65) sacamos 

., ~ 4: 1im - O 

dando asi F - O. Poniendo este valor en (14) para ~ - O 
cr J JI{t) I.(t) dt - O 

o 

(65) 

C08a que es compatible con JO ~ O 8610 81 JO(T) • O, lo que 

completa la prueba del teorema_ 

COrOlario, Toda soluc16n de (4.) con una cota interior -

f1nita tia e la forma const.t('t'J. 

Pruebar En la solución JD(~) + e t(T) la constante e se pue -
de escozer tan 3rande para que eat ~ soluc16n sea en dond quiera 

positiva. 11 teor a anterior completa entonces l a prueba. 
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§ 2.6 Serie ~ Ne~ann-Llouvl11e parajA función residuo g(~). 

q,~) está representada por la serie de Neumann-Llouv111e 

de la ecuac16n (55) 

(55) 

que e8 

q(~) - ~ 6n[!Ea(~)] (66) 
n~ 

dende 6n denota la enésima apllcacién sucesiva del operador 6, 


ccn AO(t) - t. 


§ 2.7 Un teorema aux1liar. Sea A por un momento cualqu1er ope­


rador lnteóral simétrico r definamos el producto (3,h) por la 


operación 

OD 

(g,h) - I g(t)h(t)at (e7) 
o 

Entonces, para las soluciones de la8 ecuaciones integral•• oon 

el ~18mo núoleo 

h, - 6(ht) + Hi 
(6S) 

ha - A(ha) + H2 

ae encueatra simbólioamente 

(h,.Ba) - (h,.h 2 ) - (ht,A[ha]) 

(hl,B t ) • (ha,h,) - (h"A[h,]) 

de eeta. igualdades, por la slmetrla supuesta del operador A. 

se deduoe que 

(69) 

tBOREMA AUXILIARa Sl 6 es un operador slm6trlco J positivo J en 

(68) R, ~ O, Ha ~ 0, entonces es vtllda la tormula (69) 81 eA 

(68) h. J ha son soluciones N (soluc1ones en series 4e HeuaaDa 

de las respectivas ecuaciones integrales. 
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§ ~.6 Serie de Newmann-Llcuville para~ función residuo g(~ ) . 

q(~) está representada por la serie de Neumann-Llouv1l1e 

de la ecuao16n (5r) 

(55) 

que es 

q(~) - ~ An[iEa(~)] (66) 
nll() 

dende 6 ft denota la enésima aplicacién sucesiva del operador 6, 

cen AO(t) - t . 

I 2.7 Un teorema a xi1iar. Sea A por un momento cualquier ope­

rador lnteó ral simétrioo r ~etlna os el produoto (~,h) por la 

operación 

(67) 
oc 

(g,h) - I S(t 
o 

Entonces, para la olRcion. de la. eou&olones lntegral 8 OOD 

el ia.o núcleo 

h, - 6(b.' + &f 

h l - A(h a) + D2 

ae enc~entra simbólioamente 

(h"B.) - (ht,h 2 ) - (h,.4[ha]) 

(hl.R,) • (h.,h,) - (h 2 ,A[h,]) 

(68) 

de eatas igual ade , por la almetria supuesta d 1 operador A, 

se dedllo que 

(89) 

tBOREMA AUXILIAR. 1 6 ea un operador 81m6trico , positivo J en 

(68) R, ~ O, H. ~ 0, entonces es Vlllda la tor~ula (69 1. 

(68) h" I son soluciones N (soluciones en series 4e Heaaan 

de las re peatlvaa ecuaciones integrales. 
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DemostraciÓn: Bs evidente que les operadores iterados A
D 

son 

simétricos si A lo e8. De tal hecho 1 de que ht 1 h2 sean ­

soluoiones H: 
00 

ht -	 t An(H,) 
o 	

(70)cr 
h. 	• E An CR 2 ) 

o 

ya que la lntegraGión termino por t6~no de 1& serie intinita 

de tuncione. está Justificada por ser todos los términos DO 

negativos. 

I 2.6 Definase 

(71) 

'?2) 

Por otro lado, si 6 es el operador definido por (16) se veri ­

tic& tacll1lente la identidad 
. 

A(h)~ ~ 
"f ce 

i / .t't)h(~t)4t + i J It(t)h(~+t)dt
• o 

que co~biDada Gon (71) ~ (72) da 

S&(~) - A(S&)~ + G&C~) (73) 

esto es. 8&(~) es la solución N de (73). Sl en e8ta ecuación 

•• hace &-+ O se obtiene formalmente una ecuacion integral 

para la derivada de t(~), pero como no se ha probado que tal 

derivada exista, se usara en la torma (73). 
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DemostraoiÓn: Is evidente que los operadores iterados A
n 

son 

simétricos si A lo e • De tal heoho 1 de que ht J h l ean -

oluoionas N: 

o 
(70) 

s ded ca q'le 

CHatht) - ~ (HI,An[R t ]) • ~ (H, ,An[a.]) - (Bhha) 
o o 

7a que la inte3raclón termino por t6ra¡DO de 1& serie infinita 

d funciones eetá justificada por ser todos los términos DO 

Jlegatiyos. 

I 2.6 Definase 

('11) 

d 1 TeoremaIl se& 

t(",+&-t) 4t (?2) 

Por otro lado, ai 6 es el operador definido por (16) se veri­

fica taollaente la identidad 
T C(\ 

6(h)~ e i / It(t)h(T-t)dt + ~ / t(t)h(~+t'dt 
• o 

que oo~bi Ada Gon (71) ~ (72) da 

Sa(T) - A(3&)~ + Ga(T) (73) 

esto es, 16(~) es la solución N de (73). Sl ea e8ta ecuación 

•• hace a -+ o se obtiene formalmente una eCU&C10D 1 tesral 

para la derivada de t(~), pero como no se ha probado ae tal 

derlva a 8s1sta, se usara en la torma (73). 



§ 2.9 9 La apllcaci6n del teore~ ~ auxiliar de I 2.7 a las -

o~uaciones 

da 

pero como 

1 - A(1)~ + ~ E2(~) 

q(~) - A(q)~ + t E.(~) 
(qtlI2)~- (l,t&') - 1 E4 (0) 

(ttila' - I B.(O) 1 adem~s 

(ttiE,) - !.(O) 

f - ~ + q 8e t

(75) 

1ene 

(76) 

Por otro lado, el mls::lo teorema se puede a.plicar a (73) '1 (55), 

obteniéndose 

(77) 


Aún más, (71) da 

(g&.lBa' - - -h J~(t)E.(t)dt + I lQ;t(t)ll~t-&)"'I. (t',)(l.
o 	 6 . ,: ~ , 

La traccion de la seóunda integral esta comprendida dentro 4. 

los va.lore. El (t-&) ., B2 (t), porque l' (-r) .. - KI es una ,fanolón 
.. 

decreciente. Luego podenos proceder al llmite dentro del ,.1gao 

integral , se eneuentra 

("18) 

Ahora, 4e (72) sale 

a!!: G&(~) - t o !E 1(T) 

de aqul se 4e4uoe 

a!!~ (q,~~,) - to(q,lEd (79) 

J coao para ~ - O (55) da 

t. - (q,tBt) + 1Ia(0) 	 (80) 

la 	ccmblaao16, de (SC), (7~), (78) y (77) ua 

tS .. (:r,~E2) 

Lu.SO 4e (76) sale 

ti - :14 (0) • • t~ - qo ~ 1/13 - 0.577350 ••• 

- 1'" ... 

§ 2.9 9 La apllcac16n de 1 teo~~ ,"1. :l1.1xi11ar d I 2.7 a 1u -

oC"uaciones 

1 - 6(1)~ + ~ EI(~) 

q(~) - 6(q)~ + I E.(~) 
.~ 

da (q,lEa) - (l,iK.' - i E.(O) (76) 

pero como (t,i1a) - 1 B.(O) 1 adem~s 

(t"E1 ) - E.(O) 

t - ~ + q 8e tlen 

(76) 

Por otro lado, el mis~c teorema se puede aplicar a (73) 1 (es), 

obteniéndose 

(7'1) 

La traoa1on de la seóunda integral e.ta comprendida dentro 4. 

los valore Ba (t-6) Y Ba(t), porqQe li(Of) • - B. es \lna ,tuDo16 

decreciente. Lue60 podenoa proceder al limite dentro de l a1gDo 

1ntesral se eneuentra 

--
Ahora, 4e (72) sale 

a!!t O&(~) - t o !Ei(T) 

de q 1 .e 4e4uoe 

&!!: (q'~6) ' - to(q,iE 1 ) 

y eoao para ~ - O (55) da 

t. - (q,iB t ) + ~Ba(O) 

la ccmb1Aao16, de (SC), (7~), (78) 1 (77) ua 

tS ... (t,iE 2 ) 

Lu. de (76) sale 

t - - .. (O) • • t~ - qo - 1/13 - 0.577350 ••• 

(78) 

(79) 

(SO) 

( 1) 
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§ 2.10 Teorema XV: La función q(~) del teorena 11 eS oreciente 

pa.ra -e ~;O. 

Denostracltnl Sea u(~) cualquier tunc16n ~osltlva 1 no decre­

ciente que satisface la desigualdad 1nte3ral 

Por 1nte3rac16n por partes del operador A 83 f'cil deduoir 

que 
-r ce 

u(~) - A(U)T ~ t[u oBt(-c)+!E2(-r-t)du(t) - 111(t~)du(t)] (83) 
o '" 

y pc-r el mismo prooedimiento se saoa. de (55) que 
"" ro/12(~t)dq't) - ¡ B2 (t-'f) dq(t) - Ba("t) - qola(T) (a.) 

o 'f 

Sea, por otro lado, U - U('f) elextre~o interior de t~d~s las 

funoiones u(~) en el punto "t. u ~ e y (82) l~plican 

(85) 


Aún mas, U(-r' es evidentemente no decreciente J de (02) y de 

u ~ U •• saca que 

(06) 


es válida para tojas las funciones u(~) y por tanto para su ­

extremo interior U(-r). 

LIMA: U(~) es continua para 'f ~ O. En la deslgu~ldad 

U(",,) ~ A(U)", + ¡Ea'''') (87) 

es válido el Signo 48 igmaldad para todo punto~erior de un 

intervalo de constanoia de U (-r-o inclusive) 

Se pospondr(por un momento la prueba de este Le~a J .e 
.1; ¿demostrara apoyandose en el el teorema. Para lo oual •• mostra-

rá que U no puede tener un intervalo de constancia. probando 

a.1 que aumenta y satisface la misma ecuac1ón inte3ral que q(",,). 
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§ 2.10 Teorema IV: La función q(~) del teore~a 11 es oreciente 

para "r ~;O. 

Der.tostracléns Sea u("C') cualquier funclé,n ~os1tlv!L "1 no decre-

oiente que satisface la d .igualdad lnte3ral 
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"'C' ce 
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o 't 

y pc-r el mismo prooed1ll1e to se aaoa. de (55) que 
"f ro 
JII(~t)dq't) - I 1 2(t-"C') dq(t) - 8("1:') - qo .(T (a4) 
o "t 

Sea, por otro lado, U - U(~) el 'extre~o interior de te &9 las 
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U(",) ~ i I,("'C') > O (85) 

Aún Mas, U("'C') es evidentemente no d creciente, de (C2 1 4e 

u ~ U .e saoa que 

06) 

es váll a para tojas las t~nc1ones u("C') 1 por tanto para 8U -

extremo 1 ferior U("'C') . 

LIMA: U(~) es continua para ~ ~ O. Bn la des1gu~ldad 

U("I:') ~ A(U)"I:' + i E.("C') (87) 

es y'11do el Signo 4. 1Bmaldad para todo punto~er1or de un 

intervalo de con tane1a de U ("1:'-0 incluslv ) 

Se pospondr(por un momento la prueba de este Le~a 1 se 
J #' ' 4emostr ra apoyandose en él el teorema. Para lo oual. mostr -

rá que U ne pu de tener un intorvalo de e nstancia. probando 

all que aumenta 1 satisface la misma ecuaoión lntelral que q(~). 
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Este. pe.r el teorema. 111 :!.:nplice. U c= q por (85). Bn efecto, 

s1 se supone que U tiene un intervalc de constanoia ~~~B, 

tenemos por el Le:aa a.ntorior y por (83) y (85) 

_ I~(~J + ¡(tEj (-r-t) dU _ ¡ce El(t-t') dU :::_ 00 s1 -r .. a. (67)
Uo ~ o 2(-r) e ,(-r) ~ si ~ > ct 

con a. < ~ < ~. Bsta eX9reslón, sin embar~o, es contrad1otcr1a, 

porque de acuerdo oon (2~) 

d BAt1(x) > e 
Tx ED\X) 

y asi el segunde ténino del primer ~-:l1e!1lbro de (87) deorece ­

(por tener si~~c menos) al orecer ~. Ahor~ de aouerde oon (30) 

.L !mJ 1:-80)
dx ED('f) 

< O 

lueeo, oomo dU ~ O, el tercer término nunca aumenta. Por 61ti 

mo B2(t-'f)/E2(~) aumenta al &u~entar -r, puesto que el nume­

radcr aumenta y el denominador disminuye, 1 como el euar~o 

tér~inot el que contiene esta fracci6n como integrando, 8st• 

• tectado del Signo menos, resulta tamb1en decreciente. Por 

tanto, todo el primer miembro de (87) aecrece al Crecer ~, en 

abierta contradioción con el se3undo ~iembro de la misma. LU8lO 

U no puede tener un intervalo de oonstancia, que era le que ­

taltaba haoer ver para de~ostrar el Teorema. 

Demostraci6D del Lema: Para una tunci6n monótona no decreciente 

108 limites U(~) 1 U(~+O) elempre existen • Como U ~ u se ­

tiene 

U('C'-O) - u(".) 

fa que de otra manera u(~) - U(".-C) <U('1."), y U no seria el _ 

extremo interior de las u(~). 
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Este pc.r el teoretla. III Lnplicf!. U - q por (85). En efecto, 

si se supone que U tiene un intervalc ue eonstana1a e~~2B, 

tenemos por el Le~a antcrlcr y por (83) y (85) 

U _ :t.{'!l + ¡ClE¡("C'-t) dU _ ¡CCE¡(t-t) dU :_ 00 s1 "L' - el. (67) 
o ~ o 2(~' e 2(~) ~ s1 ~ > a 

con ~ < ~ < ~. Bsta ex~res1ón, sin emb&r~o, es oontrad1ctcr1a, 

porque ~e ac~erdo con (2~) 

d Bt+l(X) 
Qi D xl > e 

y asi el oS gunde tér.nlno del primer .:l1e!Dbro de (L7) deorece -

(por leDer sil~c menos) al orecer "L'. Ahor& de Guerdc con (30) 

.L 11('t-a) < O 
dx n("L') 

1ueao, Gomo dU ~ O. el tercer tér~1no nunca aument • Por 61tj 

mo B2(t-t)/E2(~) aumenta al au~entar 't, puesto que el nQme­

radcr aumenta J el denominador d1am1nuy , 1 oomo el cuarto 

tér~inot el que contiene esta fracc16n como integr&D o, esta 

afeotado 4el signo menos, resulta tambien decreoiente. Por 

tanto, todo el primer miembro de (87) decrece al crecer~, n 

abierta oontradioción con el segundo ~lembro de la misma . Lue30 

U no puede tener un lnteryalc de constancia, que era le que -

faltaba h oer ver para de~ostr&r el Teorema. 

Demostr c16n del Lema I Para una tunc16n monótona no decre lente - ..-..;;.---

los li~ite U(~) 1 U('t+O) eiempre ex1sten • Como U ~ U se -

tiene 

UC'f-O) - u(,.) 

fa que de otra m~nera u(~) - UC~-C) <U(~), y U no seria el _ 

xtremo interior de 1&9 u(~). 
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~arG probar la continuidad de U se mcstrar' ahor~ qQe 

U(-':o+O) U(-':o)I:Z 

(88)Sea 

entoncel es evidente que 2~ ~ O. Ahora, siendo el se~undo ­

miembro de (86) una función ccntinua, ·de · uj~) ~ U(~o+O) (~~O,f 

sacamos donde ""0<1:<-':0+& (89) 


par~ cierto &> e co~veniente.ente pequeño. 

Detina~os ahcra la función auxiliar 

; 

Entcnces .... 
(A(h)-r + 1 si -r & ("'0,"0+&)

h(-r) < \ 
{A(h)-r 3i -,: t ('t' o ,t:0+& ) } 

Ea 300 "1étrica..'len te evidente que la función 

u(",) a U(1:) " h('f) (92)-
n~ es decreciente y que u ~ C. Ahora, la se3unda des13ualdad 

de (91) muestra que fuera del intervalo ('t'o,'t'o+&) u 8atisfaoe 

(32). Por otro lado de (as) y de la prl~era desl~uald&d de (91) 

se infiere que (82) es satisfecha dentro je ese interv~lo. u("C) 

es pues un ~le~bro de la ol~se introducida antes y entonces ­

U ~ U, lo que implica ~ - o. 
Para probar la selunda parte del Lema se ve primero que en 

(07) el si3no de l~ualjal es v'lldo para ~ • 0, ya que si no 

lo tuera se podria haoer el valor de U(C) un poco menor s1n ­

afectar la deslsualdad. en contradicción con la deflnic10ft de 

la ·~as pequeña 'tuRotbn u". 
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~ ~rG prcbar la continuidad de U se mcstrar' ahor~ q~e 

U(-ro+O) CI U(1:o) 

S~a (a8) 

entonce3 es evidente que 2~ ~ O. Ahora, siendo el se3undo -

miembro de (36) una función Qcntlnua,d . ut:) ~ U(~o+O) (~~o,' 

sao amos donde "to<'1:<'to+& 

para cierto & > e convenientemente pequeno. 

Detina~os ahcra la función auxiliar 

Entcnces 
\ A(h)1: + 1 s1 -r & ('to,"C'o+&) 

h(-r) < \ 
tA(h)'t" 31 't á ("t'o,"C'o+~) 

Es 3CO 1.Ittrlc::t..nente evidente que la funeión 

u(-r) &::1 U(-r) - Tl h(,:') 

" 

~ 

(8 ) 

(92) 

ne es decreciente y que u ~ C. Ahora, la se3unda desl~uald&d 

de (91) muestr& qUG fuera del intervalo ("t'o,'to+&) u 8atisfaoe 

(32). Por otro lado de (8G) y de la prl~er& des1~u&ld&d de (91) 

se infiere que (82) es satisfecha dentro le ese lnterv~lo. u("C') 

es pue. un ~leobro de la alase lntroJueida antes y entonces -

U ~ U, le que implica ~ - O. 

Para probar la selunda part del Lema se ve primero que en 

(07) el s13nO de 1~u&11ai es válido para ~ • 0, ya quo si no 

lo fuera se podr1a hacer el valor de U(C) un poco menor 1n­

afeotar la desisualdad. en aontr~dloclón con la def! tel0 de 

la '~as pequeña 'tunol6n u" . 



Un punto ~ se lla~ar~ un punte propio de U(~) cuando - ­

U(~I) > U(~) subsiste para cualquier~' > ~. De acuerdo con­

la ccntinuidal de U, un punto que no es propio ~lmpropio) e8 

o un punto extre~o izquierdo o un punto interi~r de un 1ntervA 

le de constancia de U. Un punto que no es inter10r a un tal ­

intervalo es pues o propio o extremo izquierdo. In el prl~er 

caso y para ~ > e el punto es un límite 3upericr de puntos ­
prop1os. De acuerdo con la continuida~ de U es suficiente pro­

bar la 13ualdad en (37) para todos los puntos. propios ~o. ne­
tinainos '" ~ O poniendo 

entonces se de!llcstr~rá qu~ " > e es imposible. Co¡no U es ~oDti 

nua,. (aS) debe valer en un intervalo suficientemente pequ~o ­

(~o,~o+6). Usemes otra fun~ión auxiliar definida por 

:3i ~ e (~o, ~0+6 ) t 
sl ~ t (,~. o, ~0+6) ) 

Como O < U ~ 1, " < 1, Y antonee3 h(~) 3atlsface las deslguaj 

dades (Si). La función u definlja por (92) pertenece entonces 

a la clase de funciones datlnlda, y~ que u verifica a (02) 7 ­

ea no decreciente (evidencia 3ecmétriea), lo que co~pleta la 

prueba del lema. 

§ 2.11 Una desigualdad para. .!l va.ler ~ 9 ( ce) • 

Cons1dere~os la ecuación (57) 
oct q(t) E8«(~-tlf dt - a - 15(~) (E7) 

donde, como se dijo, A es un~ constante por valuarse. 11 limite 

del primer m1embrc de (t7) es evidentemente el limite de 

- :1 -

Un punto ~ se lla~8rá un punte propio de U(~) cuando - -

U(~,) > U(~) subsiete para cualquier ~, > ~. De acuerdo con­

la continu1daj de U, un punto que no es propio ~lmpropio) e 

o un punto extre:::lO izquierdo o un punto interiC'r de un interv,.! 

le de constancia de U. Un punto que no es interior a un tal -

intervalo es pues o propio o extre~o izquierdo. D el prl~.r 

caso y para ~ > e el punto es un li~ite superior de punto -

propiO •• De acuerdo con la continuld~d de U es sufie ente pro­

bar la i3ualdad en (37) para tcdos los puntos. propio ~o. D.­

finamos ~ ~ O poniendo 

ntonces se demcstr~rá que ~ > e es imposible. Co~o U ea ~onti 

n'a, (es) debe valer en un intervalo sutlciente;J nte pequEmO -

(~O,~O+~). Usemos otra fun~ión auxiliar definida por 

:31 1:' e ('t o ,t: o +~) ~ 

sl 't' t ('t'o"'Co+~) ) 

Co~o e < u ~ 1, ~ < 1, Y antcnee3 á(1:) satisface las des1guaJ 

dades (Si). La funelón u definija por (92) perteneoe entone. 

& la clase de t~nciones datinida, y~ que u verifioa & (02) 7 -

es no decr clente (evidencia 3ecmétrica) , lo q~e co~pleta la 

prueba del lema . 

§ 2.11 Jln! d s1gualdad para .!J: va.ler ~ 9 ( col • 

Consldere~os la ecuación (57) 
ce t q(t) E3(t~-tf1 dt - a - 15(~) (f7) 

donde, como se diJo, ~ ~g UD~ constante por valuarae. 11 11 tt. 

del primer m1embrc de (t7) es evidentemente el lim1te de 
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OC

J q(t) EI(l~-~) dt 
). 

siendo). una cantidad arbitraria fija. Esta 1nte:ral está 

co~prendida entre los limites 
ce oc 

q(l) { I.(\T-tl) clt, q(~ ~ { la( \"C"'"'t lf dt 

y aqui las integrales tienden & f cuando ~ tiende a infinito. 

Llle~o fq (l ) ~ a :;; Iq (ce ) 

o de acuerde con la arb1trar1ed~d de l 

a - I q(oo) - I qcc 

Por otro lado, de (57) sacamos para ~ - 0, teniendo en cuenta 

el resultado acabado de obtener 

(q,E.) - I q(l: 
1-­4 

1 de (56) sale para ~ ­ O 

(q,B 2 ) - ~ (96) 

Las relac10nes (sr) 7 (96) Junto con el hecho de q(~) ea una 

tunc16n monótona, per~iten escribir una des13ualdad para q~ 

que fija su valor con una inoertidumbre de uno por ciento, 4e 

la s13uiente manera: De (~5) y (SS) sale 

qeo- -ti (q, Ka - ~ KI ) +i 
Ahora, como 21, > 1 2 para ~ > O, pOdemos poner 

Qoc< ~ qoc (1,B. - ! 1 2 ) + 5 
8 

y ya que 
(1,1, - !Ea) .~ 

resulta 
qoo< 75 

(S7) 

Por ctro lado, de 3 l. > 2 Ba 8ale 
cx- ' 

1 (34 - ! Ea) dq > O 
o 

ya que 4q ea p031tlv~. Como el inte3rando se anula para' e Gq, 

por lnte~rac16n por partes sale 

- 22 -
ce 

J q(t) E'(l~-~) dt 
~ 

siendo ~ una cantidad arbitraria fija. ata lnte~ral está 

co~prendida entre los lImites 
CJj 

q(l) { B,C\T-tl) dt, 
oc 

q (~~ { ., ( '-r-t \., el t 

y aqui laa int gralea tienden & I ouando ~ tlende a infin1to. 

Lae~o fq ( l ) ~ a ~ Iq' ce ) 

o ele acuerdo con la arbltrar1ed~d de A 

a - I q(oo) - I qa: ( ,) 

Por otro lado, de (67) sacamos para ~ - 0, teniendo n cmenta 

el re.ultado acabado de obtener 

(q,E,) - I qot 

, de (56) aale para ~ - O 

(q,1 2 ) -= t 

1 -4 (G5) 

Las relaoiones (SE) 7 (96) junto con el hecho d q(~) 8. una 

tuno16n monbtona, per~iten escribir una des13uald el para q~ 

que fija su valor con una inoertldambre de uno por ciento , 4e 

la e13ui nte manera: De (~5) y (~6) sale 

qco· i (q. Ea - ¡ Ka) +-8 
Ahora, como 21 , > 1 2 para ~ > 0, pOdemos poner 

qoc < -ti qoc (1,1, - ~ 1 2 ) +.§ 
e 

y ., q • 
(1, 1, - .....1.. iBa) 12 

resulta 5 
qoo< -;;-

Por ctro lado, ele 3 .. > 2 B. eale 
¡a:( 
o .. - fEa) dq > O 

(sr¡) 

ya que dq ea p031tlv~. Como el 1nte3ranJo se anula para I e ~t 

por 1nte3rac16n por partes sale 
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(q,IE 2-E a) < o 


lo que con (95) y (S6) da 

22" 
 (98)"§ - "3 qcc + 1 < O • 

• 
• 

(97) 	y (98) dan asl 

S/'1 > qm > 1'1/24: 6 

. Redondeando a la. segunda. cifra. decimal se saca el valor .71. 

Independient.~ente de le anterior, la teor1a de Hopt- ­

Wiener'o Para resolver ecuaciones inte3rales del tipo de la ­

4e Ml1ne, aplioada a ~sta per~ite caloular el valor de qm ­

exactamente, y es dado por la inte~ral definida 

_ J1C/2 3 _ tan, d 
qoo 1C t [jen!. .-taD t'P] , (100) 

que 	valuada numérioamente da 0.'110"" ••• 

Luego el valor sacado de la des13ualdad (~S) to~ando el 

pro~edio de los dos extre~oa, es aproximado hasta la tercera 

cifra deoimal. 

... ~3 -

(q, lE 2-E a) < O 

lo que con (95) y (66) da 
22" 1 - '3 qcc + .. < O 

• 
• • 

(97) y (98) dan asi 

5/7 > qel) > 1.,/24 6 • '108 < qoo < .71' 

(98) 

- Beclond ando a la segunda cifra. dec1~n&l se saca -el valor .71. 

Ind pendient ~ente de le anterior, la teor1a de Ropt- -

Wlener'O par a resolver ecuaciones inte~ral. el 1 tipo d 11. ­

de Mllne, aplioada a ésta peri:li te oaloular el v&lor de qQ) -

exactamente, y es dado por la inte~ral definida 

1K/2 3 tan, 
qt'O - 'i l [.en2, - .-tan cp] d. (100) 

que valuada num6ricamente da 0.710"7 .•• 

Lueso el valor sacado de la des1lualdad (~S) to~aDdo el 

pro~edl0 el los d08 extra~o8, es apro~i~ado hasta la tercera 

cifra deoimal. 



111: LAS SOLUCIONES APROXIMADAS DE LA ECUACION DE TRANSYISION. 

§ 3.1 Método de Gratton-Chandrasekhar de aproximaciones suoe­

sivas. Recientemente (1937) el Astrotisico italiano L1v10 - -

Gratton l' ideó un método general de aproxiaaciones suces1vas 

para resolver la ecuaoión tundamental 

• I(-r,,) - J('t')cos 41' 

con J(-r) • 	 I"I(~,,) sen , d. (102) 
e 

el principio funda~ental del cual es postular una soluo16B d. 

la tor:!la 
n 

I(~,.) - E I~(~) P~(cos ,) 	 (103)
l-=O 

40nde P~(COI .) denotan los diversos polinomios de Lesendre, 

con la esper&nza de que al hacer n (entero) sucesivamente 0&4a 

vez más srande, se vayan obteniendo soluoiones oada vez m'. ­

aproxi~ada8. Debido a que el articulo ori3inal de Oratton es­

taba v1ciado no tan sólo de varios errores de o~lculO, pero ­

ta~bién de un error conceptual acerca de la valuac16n de la. . 

constant•• de integración, todo el articulo tUYO que ser revi 

sado por S.Chandrasekhar 12, a quien se deben tanto el d••­

arrollo co:~ 108 cálculos numéricos (que fueron verificados ­

por tui) que 8iguen. 

Si se pone ~ • cos • en (101), (102) y (t03) se pu.~e es­

Cribir (101) en la tor~a 

(104) 


donde obviamente lo representa ~l pri~er término del desarro­


llo (103). Si (1C3) es substituido en (10.), teniendo presente 


III: LAS SOLUCIONES A2ROXIMADAS DE LA ECUACION DE TRANSMISION. 

§ 3.1 Método ~ Gratton-Chandrasekhar de aprox1m&O ones s uoe­

sivas. Reciente ente (193?) el Astrofls1co italiano t1vl0 - -

Gratton " ideó un método seneral de aproxiaaclone 

para resolver la ecuación fanda~ent&l 

coa 4P 

COD. " JC~) • ¡ I(T, ,) sen , d. 
e 

ucealvas 

el principio runda~ental del cual es postalar una oluo16a de 

la tcr~& 
n 

I(~t') - E II(~) PICCOS ) 
1-0 

(103) 

donde PI(ooa ) denotan lcs diversos polinomio de Lesendre, 

con la .speranza de Que al hacer n (entero) uoesivament ca4a 

ve. 2ás gr ande, se vayan obteniendo solucion a oada v z más -

aprox1~adas. Debido & que el artioulo or1sinal de Grat t on •• -

taba v1ciado no tan .ólo de varios errore. de oálculO, pero -

t~bl'n d un error conceptual acerca d la valuac16n de las 

oon tant 8 d lnte3raclón, todo al articulo tuvo que ser r.v~ 

s do por S. Chandra8ekha~ 12, a quien se Jeben tanto el d •• -

&rrollo CO:'lO 108 o'lculos numéricos (qu fueron verific&408 -

~or .111) que siguen. 

Sl se pone t • cos • en (101), (10~) y (~03) se pueJe es­

Cribir (101) en la for~& 

e 10.) 

<londe obv1amente lo reprl?son ta el pri'Jler término del desarro­

llo (103). S1 (lC3) es substituido en (104), teniendo pr •• nte 
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que 108 polipomlos de Le3endre satisfacen la tórmula de re­

currenc1a 
(105)t Pi = 2L!1 [(i+l)P~+1 + l P~-1] 

se enouentra 

n 1 _~tt n 


. 1; ~t+1 [( .f.+1)P.t+1 + IPI_'] --w-. t I.ePI - lo 
t-C 1=0 

en esta eouación, por la ortogonalidad de 108 polinomios po­

demos igaalar los coeficientes de un po11no~io en ambos ~i.~ 

broa J .e enouentra 

t dII-, + 1+1 dllts (106)21-1 d~ 2l+3 d~ • 11 

(l • O) (10'1) 

De (107) aale in~ediatamente la integral 

I1 - ccnstante - t , (10e) 

(que I, • ir se concluye haoiendo I • 1 en la eouación (112) 

de abajo). Para l· 1 (106) da 

g;O + i :!z • 1 1 - t , 

1 esta eouación da inmediatamente otra inte~ral 

lo • t F'C - i 1 2 + a (109) 

donde ~ es una oonstante de 1nte3rao16n. 

§ 3.2 lI! condic1gnes A-l! frontera. Antes de hacer las dla­

tlnta. aproximaoiones vere~oa en que forma son aplioable. la. 

oond1ciones a la frontera (5) y (e): 

I(O,t) • o para - 1 < t < O (110) 

, - I
1 
I(-r,t) t 4t (111)

-1 
Ahora de (103) sale por la ortolonalidad de las PI 


qu los pollpom1os de Le~endre satisfacen la fórmula de re-

currenc1a 

t PI = 21*1 [(t+1)P~+1 + ~ P~-1] 

se enouentra 

~ 2}+1 [l'-+1)Pt+t + ¿PI-1] g~t. ~ ItPt - lo 
'.-c t~o 

(lO!) ) 

en esta eouao16n, por la orto~ona11d d de los polInomios po-

demos iSQalar los coeficientes de un pollno~lo en ambos ~1.~ 

broe 1 .e enouentra 

(.t • O) 

De (107) aale 1nmeJlata~ente la integral 

1 1 • ccnstante - t , 

( 106) 

(10'1 ) 

( 108) 

(que It - l' 8e concluye haoiendo ¿ • 1 en la eouación (112) 

d abajo) . Para l· 1 (106) da 

g;o + i :!t - 1 t - ¡ ~ 
, esta eouac16n da lnm dlatamente otra 1 tecrral 

lo - t F't - i IR + a 

donde ~ es una constante de lnte3raol6n. 

(109) 

§ 3.2 l!! qondIc12Del -l! tront ra. Antes d hacer las 411-

tint 8 proxlmao10nee Y.re~08 en que torma son aplioablel la. 

Oondiciones a la frontera (5) y (6): 

I(O,t) - O para - 1 < t < O 
1 

, - / X(~,t) t dt 
-1 

Ahora 4. (103) sale por la orto30nalldad de las P.t 

(110) 

(111) 



- 26 ­
1

2 Il(~) - f I(~,~) P~(t) d; (112) 
2H1 -1 

ecuación que para ~ - C, con la condición (110) se convierte 

en 
1 

2 I.(C) - f I(C,t) P.(t) dt (113)
2e+1 N O ~ 

Por ctro lado 

ecuación que combinada con (113) da 

n 1 
2'+1 11 (0) - E Ik(C) J Pt(t) Pk(t) d( (115) 

k~ o 

Asi la condición a la frcntera (11C) es equivalente &1 ­

sistema lineal (115) entre las I,e(O). Por otro lado, es de eA 

perarse que el sistema (115) no podrá ser satistecho en su t~ 

talidad, por el hecho de que siempre habrá mas ecuaciones por 

satisfacer que constantes arbitrarias disponibles, debidc a qJ.. 

no a cada l,e le corresponde una constante de integración, ya 

que existen inte3rales del tipo de (10a) 1 (1C9). Sin embargo, 

se sat1stacerán tantas ecuaciones del sistema (11S) como cons­

tantes de integración puedan introducirse en la solución. 18 ­

as! como se ve que el orden de aproximación cbtenido to.ando ­

para n un valor entero aado está fijado por el número de con~ 

tantes arbitrarias que se tenga para valuarlas de (115), mas ­

bien que por el número de tér~inos retenidos en el desarrollo 

(103). Asi se verá que las soluciones obtenidas reteniendo sólo 

los tres, cinco o siete primeros términos de (103) envuelven ­

respectivamente una, dos e tres constantes de inteJraclón (d1­

ferentes de F). Estas serán la pri~era, se~unda o tercera aprs 

2 
2.!+1 

... 26 -., 
1 

IL(~) - J I(T,() P~«() d; 
-1 

(112) 

ecuación que para T - e, con la condición (1iO) se conv1erte 

en 
1 

2 I.(C) - J I(C,t) P,t(t) d~ 
2.e+l.c. O 

(113) 

Por ctro lado 

eeuaclón que combinada con (113) da 

n 1 
~ I¿CO) - t lk(C) J P~(t} Pk(t) d~ 
~+1 kao o 

(116) 

As1 la condieión a la frcntera (11C) es equivalente al -

sistema lineal (115) entre las lt(O). Por otro lado, es de ~ 

perarse que el sistem~ (115) no pOdrá ser satlstecho en su t~ 

talidad, por el hecho de que siempre habrá mas ecuaciones por 

satisfacer que constantes arbitrarias disponibles, debidc a q • 

no a cada Il le corresponde una constante de integración, ~& 

que existen inte3rales jel tipo de (lOa) J (lC9). Sin embargo, 

se sat1stacerán tantas ecuaciones del sistema (115) como cons­

tantes de integración puedan introducirse en la solución. la -

as! como se ve que el orden de aproximación cbtenldo to.ando -

para n UD valor entero ~~do está fijado por el Dñmero e COD~ 

tantes arbitrarias que se tenGa para valuarlas de (115), mas -

bien que por el D~ero de tér~inos retenidos en el desarrollo 

(1C3). Asi se verá que las soluciones obten1jas reteniendo sólo 

los tres, cinco o siete primeros términos de (103) envuelven -

resp ct1vamente una, dos e tres constantes de inteJrao1ón (~1-

terentea de F). Estas serán la primera, se~unda o tercera &pr~ 
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x1mac10nes para la soluci6n de (1C1). (El error principal ~e 

Gratton es no haber reconocido este hecho y haber llamado, ­

consecuentemente, se3unda aproximación a la obtenida retenieA 

do los cuatro primero términos de (1C3) • 

La ecuación (115) para ~ - e, 1, y 2 da respectivamente 

2 10(0) - lo ( O) + 11dO) - ~I 3 ( O ) + is1f(0) + ••• 

2 1 1 1 
31dC ) - -10 (0) + l I dC) (116)

2 3 
+ 812 (0) -~I4(0) + 12a16(C)+••• 

.61 2 (O) -.11 do) +112 (0) + .lIa(C) - -Í.l (e) +•.•6 8 8 128 

donde en los segundos términos se han ccnservado hasta 16 ­

(inclusive). Teniendo en cuenta (10e) estas ecuaciones (116) ­

se pueden escribir 

~Io(O) + 161 8(0) - -hI 5(0) + ·. . - .A..,..,.16 

1 1 _ J .,110(0) + -1 2 (0) - -14(0) + 1~816(O) + • • • (117)8 48 4 

i1t(O) - ~ 1,(0) + «h 15 (0) + • •• - .A.." .16 

La última ccndición a la frontera que teneU08 que cons1djf 

rar es la oorrespondiente a ~ = oo. Ya se vió que (Teorema 11) 

Io(~) - O(~) cuando ~ . tiende a ce. Por tanto, las I~(~) deben 

ser acotadas en O ~ ~ ~ ~ 

§ 3.3 Primera aprOximaCión. Tomando I~.- O para 1 ~ 3 tenemos 

la ecuaci6n (106) para ~ - 2 

i g!' + ~ ~!3 - 12 
Como 1, - O teniendo en cuenta las integrales (108) 7 (109) 

1, - t F (108) 

1. - i F-r + a (10g) 

- :27 -

z1maclones para la solución de (lC1). (El error principal de 

Gratton es no h&ber reconocido este hecho y haber llamado, -

conseca ntemente, se3unda aproximación a la obtenida retenieA 

do los cuatro prl~ero términos de (1(3). 

La ecuac1ón (115) para I - e, 1, y 2 da respectiva ente 

2 10(0) • 10 (0) + ~I1(O) - ~I3(0) + ia1f(O) + ..• 

2 1 1 1 1 1) 
3I ,(C) - "210(0) + ~1dC) + "8I2(0) -4'81.(0) + 128Is(C + ••• 

'¡1 2 (O) -.11,( O) + J.
S

I 2 (O) +.11 I (e) - ~I (e) + •.• 
5 8 e 1~ 

(11&) 

donde en los segundos términos se han ccnservado hasta 16 

(inclusive). Teniendo en cuenta (iOC) estas ecuaciones (116) -

se pueden escribir 

~Io(O) + -bIa(O) - 12I 5(0) + _ .Lp'" 
16 . 

11 0(0) 1 1 1 _.! , (117) + ale(O) - 4814(0) + 12816(0) + ... 4 

2 J. ~ + .L" 112(0) - 4 1,(0) + ~ 15 (0) • • • 16 

La última condición a la trontera que teneuo que OODs1dJr 

rar es la oorr pondiente a ~ = ao. Ya se vló q~. (Teorema 11) 

lo(-r) - 0("") cuando "t tiende a (X) . Por ta11to, las I.t(-r) deben 

ser acotadas en O ~ -r ~ oc 

I 3.3 Primera apro~imacióD. Tomando I¿.- O para I ~ 3 tenemos 

la eouaci6n (1Có) para L - 2 

i ~!t + ~ :!' - I 2 

Como 1, - O teniendo en cuenta las integrales (108) 7 (109) 

I, - i F 

l. - i F-r + a 

(108) 

(109) 
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se obtiene 


lo - ¡ For + 8. (118) 

1 2 - O 

La constante de integración ~ puede valuarse de cualquiera de 

las dos primeras ecuaciones de (117) (las dos dan valores dis­

tinto.), pero se escoge la segunda por ser la que asegura la 

condición , - Constante, obteniéndose asl 

Luego la solución es 

lo(or) - ¡r(or + 1) 

11 - t F 

Bsta aproximación fué obtenida pri~ero por Milae con cOftside­

raciones diferentes de las usadas aqul 7 se conoce con su nombre. 

I 3.' Segunda aproximación. Se obtiene tomando I~ - O para ­

~ ~ 5. S. t1ene entonces en (106) para ~ - 2, 3, • 

3 ila • 
." 'C I 2 (120) 

3 iI2 + ,j dI, la (121)5 -r: 9 dor ­

4 gla., -r - I4 (122) 

(12Ó) y (122) dan 
X2 - ! , (123) 

~1entras que (120) (121) y (122) dan 

~ di;1 -~ a!' ­ la -~ :;' - 1, - -ls 41!. • 
• • 

23 d'I,
45 d-r 

. 
- la 

L~ solución de esta ecuación acotada cuando ~ tiende a ce •• 

Ia - A e-a.-r 

., obtiene 
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lo - t F-r: + a 

1 2 - O 

(118) 

La oonstante de integración A puede valuarse de cualquiera d 

la. dos primeras ecuaciones de (117) (las dos dan valores dis­

tintosJ, pero se ascos la segunda por ser la que asegura la 

condición , - Constante, obteniéndose asl 

Luego la soluci6n es 

Io(~) - lp(~ + 1) 

1 1 - f F 

a - i • 

(119) 

Bsta aproximación rué obtenida pri~ero por Hilae con oon814 -

raciones diferentes de las usadas aqul ~ se conoce con u nombre. 

G 3.4 Segunda aproxlmaci6n. Se obtiene tomando I~ - O para -

I ~ 5. Se tlene entonces en (106) para I - 2, 3, 4 

, gIa ., -r 

(12Ó) J (122) dan 
1 2 - ! , 

~lentras que (120) (121) ~ (122) dan 

- ¡ a - j :~ 2 - l. -:5 dI!. 
ti d:! ... la 

• • 

(120) 

(121) 

(122) 

(123) 

L& soluoión de esta ec~aclón acotada cuando ~ tiende a ce •• 

(124-) 
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donde A es una constante de i~t~3ración y 

el - Y45723 :" 1.Z9~ (125) 

Para. 1 2 e I. sale 

I 2 = --
3 Aa.e-a.-r ,. l. ---4 Aa. e-a.-t (126)
7 7 

Mientras que para lo sale por (109) 

6lo ... i F't' +"35 Aa. e-a.'t' 4- a 

Las constantes de integración A y a. se valúan por las dos prl 

meras ecuaciones de (117) que dan 

A - - C.517420 F 
(128) 

a - C.5638 F 

Estos valores en (127), (108), (1261 1 (124) dan 

lo - ¡ F('t'+0.7517-0.1654 e-1 • 3991:) 

1 1 - t F 


1 2 - C.3102 Fe-l. 399't' (129) 


la --0.5174 F e-1 •399 '1' 


14 - 0.4136 F e-1 •399't' 


§ 3.5 Teroeia aproximación. En este caso se to~a I~ - O para 

~ ~ 7 Y se tiene en (106) para ~ ~ 2, 3, 4, 5, 6 

~ dla .. (130)d't' 1 2 

~ dI? + J dI. = la (131)5 d-r 9 d-r 

" ~13 +.§ dI, ( 132).." 't' 11 d-r - 14 

5 dI, 6~ .. 15 (133)9 d-t + 13 d"C' 

6 dl~ 
_-..J 

Ole11 d't' 16 (134) 

( 130 ) , ( 132) Y (134) dan la integral 

dond A es una constante de i~te3r~ción y 

~ - Y45!23 · 1.Z9~ 

Para. 12 e l. sale 

1 2 
3: Aa.e-a,'r . 14 4 Act e-el'\' = -- , ---7 7 

ientras que para lo sale por (109) 

lo ... i P"f 8 
+'35 Aa. e-a."f :¡. a 

( 125) 

(126) 

Las constantes de integración A y a. se valúan por las dos pr1 

meras ecuaciones de (117) que dan 

A - - C.517420 F 

a - C.5638 F 

stoa valores en (127), ( 108), (1261 y (124) dan 

le - i F('\'+0.7517-0.1654 e-1 • 399'\') 

1 1 - ¡ P 

1 2 - 0.3102 F e-1 •399"f 

la --0.5174 F e-l.399T 

14 - 0.4136 F e-1 • 399"f 

(128) 

(129) 

§ 3.5 Ter oeta aproximación. En este caso se to~a I~ - O para 

~ ~ 7 Y se tiene en (106) para '- - 2, 3, 4, 6, 6 

~.Ya d't .. 1 2 (130) 

~ d1 2 + J dI. 
ID la ( 131) 5 d-r 9 d't 

4 ala + 5 dI, 
., "f 11 d't - 14 ( 132) 

~ dI, 
9 d-r 

6~ 
+ 13 d't' = 15 (133) 

6 dI~ 
= 16 (134) - ---... 11 d"C' 

(130),(13~)y (134) dan la integral 
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(135)~ 1 2 + '-i-1t .. 	14 

Tambien se sac& de (134), (133) y (132) 
21

e dIe 36 d'I5 1 6 :x, 1 ~(4 d 3 
13 d-r - ill d't2 .. 5 -"9 't - 5 - ~ "7 d'ti 

Slmil&rmente, de (130), (131) J (132) sale 

_. II-~ dlIa _ ~ d 21, (137) 
o., d'f* 35 d-r2 

(136) 	y (137) pueden escribirse 

~ d 20 d'Ial!5 
111 d't - 15 - ~ d-r* 

(138) 
23 dlI, 20 d2Ii 
T5 d-r2 .. la -	 99 d't 

Bste sistema de ecuaciones diferenoiales simultánea. es satlj 

fecha por soluciones de las tormas 

lf .. B e-~'t ; la - A .-e-r (139) 

donde A, B Y ~ sen constantes por deter~inarse. La 8ubatltuc16n 

4. (139) en (138) da 

(;~7 el - 1) B - - ~ ~IA 

(23 ~I 	 20
1) A - - - a.IB45 99 

Luego a. satistace.la relación 
SS I 23, 400(117 a. - 1) (-4'5 el - 1) - 6237 ". 

Las soluciones de esta ecuación que satisfacen las condiciones 

& la frontera 80n 

.
~t - 1.9825 , 
correspondientes a estes valores de « se tiene 

B, .. - 1.2706 A1 ,• Br - 1.2368 

Luego las soluciones para la e 15 son 
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; 1 2 + 'f-1é - 14 

Tambien se saca de (134), (133) y (132) 

(13~) 

e dI --ª.§ alI5 ti dI 5 , d 213 5 dlIs 
13 F - 143 d-rz - 15 -"'9 ~ - 15 - ~(7 d-ri + n d-r2 (1:36) 

Similarmente, de (130), (131) 7 (132) 8ale 

~ ::!5 -~(:!. ~ ::!I) ---H ~~:-.::!~I + la - ~ !!& 
16 d'l, {; d l l, 

~ 1 - 6! d-rz - 35 d-r2 

(136) y (137) pueden escribirse 

~ d l!5 20 dlIa 
111 d", - I5 - 63 d-r* 

..&§ dlI, 20 dlIi 
45 d"t i - la - 99 d'f 

(137) 

(138) 

1st sistema de ecuaciones diferenciale simultánea. 8S atij 

techa por soluciones de las formas 

. 
t Ia - A .-a.'f (139) 

dende A, B 1 a. sen constantes por determinarse. La subetituci6n 

de (139) en (138) da 
59 I 20 t 

(117 a. - 1) B - - 63 a A 

23 I 20 
(- CI. - 1) A - - - (lIB 45 99 

Luego CI. satistace.la relación 
59 I 23 I 400 (m CI. - 1) (45 el - 1) - 6237 (14 

Las soluciones de esta 8cuaeión que satistacen las condicione. 

a la frontera son 

CI., - 1.9825 . , 
correspondientes a estes valores de tt S8 tiene 

B, • - 1.2706 A1 • , B, - 1.2368 

Luego las soluciones para 1, 8 I5 son 

http:satistace.la
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la ­ .(140) 
15 -- 1.27C6 A,e-a.ft' + 1.2368 Aae-a.2't 

y pa.ra las demás 1.t se deduce tácilmente 

1 2 -- 0.8497 A1e-Cl't''' - 0."913 Aa · e-Clt't 

1" - 0.0121 A,e-Cl 1't - 1.2995 Aae-Cl1't (141) 

le - 1.3740 A1e-Cl1 'T - 0.7733 Aae-Cl1't 

Para valuar las constantes A1t A2 Y a se usan ahcra las tres 

ecuaciones de (117) Restando las dos primeras J con la últiMa 

se sacan 1, y Aa: 

Cualquiera de las d08 pri~eras ecuaciones de (117) deter~1n& 

ahora 8, y se obtiene 

a - 0.5307 , 

Con estos valores la soluc16n completa es 

lo - ¡ P('T+O.7077-0.1781e-Cl,'t+O.0625e-U2~), 

le - ¡ ., 
1 2 - 0.3!C-O e-Clt"f - 0.1171 e-Clt't 

1, - -0.S3'- e-Clt'T + 0.2384 e-a.e't (144) 

14 - -0.0048 e-a.,'t - 0.3098 e-C1I't 

15 - 0.4996 e-u,'t + 0.2948 .-a.2't 

le -0.5401 .-a.,~ - 0.1844 .-CLa'tD 

§ 3.6 ~ se~und& aproximaci6n ~ Bdd1n3ton. Se tienen las ecua­

ciones integrales (13) 7 (15)& 
00 

J('t) - i 1 J.(t) B,(\t-T\) dt (13) 
o 

K('t) - 1 I
00 
Jet} Ba( \t--rl) at 

o 

mientras que por otro lado se ha visto que K('t) satistace (52): 

- 31 -

1, -

15 - - 1.2706 A1e-a ,T + 1.2368 A2e-~2T 

y para la d más 1~ 8e deduce fácilmente 

la - - 0.8497 A,e-~1~ - 0.4913 AI.-~tT 

14 - 0.0121 A,e-a , T - 1.2995 Ale~2T 

la - 1.37.0 A, -«1 T - 0.7733 AI.-~IT 

.(140) 

Para valuar la constantes A1' A2 7 a se usan ahcra las tres 

ecuaciones de (117) Restando la8 do pr1mera. 7 con la últ1~a 

• aaoan A, ., A.: 

At - - 0.3931 r; A2 - 0.2384 , 

Cualquiera de las d08 prl~.r.8 ecuaciones de (117) d ter~in& 

ahora a y .e obtien 

& - C.530'1 , 

Con esto valores la 801uc16n completa es 

lo - t '(T+O.'1077-0.1781e-U1T+O.06~5e-U2~) 
t, - t p 

la - O.~SCO e-a.,T - 0.1171 e-a2 't 

1, - -C. ~t e-a.,'t' + 0.2384 e-a.t't' 

1, - -0.0046 .-a.,T - 0.3098 e-cr.2"C' 

15 - O.'99f -u,'t + 0.2948 -a.2't' 

16 ca -0.S401 e-at~ - 0.lS44 e-aaT 

§ 3.6 .!!! e~und& .~roximaolón ~ Bd41ft3ton. 

ciones inteeral •• (13) 7 (15), 
oc 

J(T) - i J J(t) B,(\t-T') 4t 
o 

00 
lC(T) - 1 I J(t) Ba( ltooo-rl) dt 

o 

(144) 

Se tienen las eeua-

(13) 

(15) 

mientras que por otro lado se ha visto que K(T) sat1sfaoe (52): 

http:A,e-a.ft
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K(~) -~ 
4 

F~ + ccnst (52) 

Ahora bien, teniendo en cuenta esta expresión, se ve que las 

hip6tesis hech~s para obtener la primera aproximación de Milne 

(§3.3) para la solución de la ecu~ci6n de transmisión 

(119) 

son equivalentes a poner 
(145) 

valor que puede sugerirse a une teniendc en cuenta el valor 

medio de cos 2 , sobre una semi-estera. La segunda aproximación 

de Edd1n3ton consiste en postular entre K(~1 y J(~) una - ­

relación 

(146) 


que substituya a (145), donde t(~) es una tunción que va a ­

determinarse poniendo en las ecuaciones lnte3rales (13) y (15), 

dentro del si3nO J, por J(t) el valor dado por (119). As! ".Ie 

obtiene 
co-F! (t+!) E1(lt-~) dt 

el) 
(147) 

- F J (t+') Ba(Jt~~ dt 
o 

Con la ayuda de las tór~ulas (35) y (3S) se encuentra 
00! (t+c) BD( ,t~,) dt - 2(~:C) - c En+t(~) + En+2(~) 

que aplicada a las ecuaciones (147) da 

(c-const) 

gJ(~) - [2(~+I) - <fE2(~} - !8(~»] 

~(~) ­ [f('I'+I) - <iE4(~) -- Ef(~» ] 

De aqul, de acuerdo con (146) sale 

(14-8) 

~ITJ _ 1 _ IIT+!) -t~E4(T} - E5(T)] 
~ 3f(,,) 2(~+1) - !E2(~) - Ea(~)J· 
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K(~) - j F~ + ccnst 
4 

Ahora bien, teniendo en cuenta esta expresión, se ve que las 

hip6tesls hechas para obtener la primera aproximac16n de Milne 

(§3.3) para la solue16n de la ecu~ei6n de trans~islón 

(119) 

son equivalentes a poner 
(146) 

valor que puede sugerirse a une ten1endc en cuenta el valor 

medio de 00s2. sobre una semi-estera. La segunda aproximación 

de ddln3ton consiste en postular entre K(~1 y J(~) una - -

relación 

(146) 

que substituya a (145), donde f(~) es una función que va a -

determinarse poniendo en las ecuaciones lnte~rales (13) y (15), 

dentro del sióno 1, por J(t) el valor dado por (119). Aa! ~ .• e 

obtiene 
ex> -F! (t+f) Et(lt-~) dt 

(XI 

- , I (t+l) la(lt~~ dt 
o 

(147) 

Con la a,uda de as tór~ulas (35) y (39) se encuentra 
CID ! (t+c) I n( It~l) dt - 2(~:C) - e En+f(~) + En+2(~) (C-CODst) 

que aplicada a las ecuaciones (147) 4& 

~J(T) - [2(~+f) - <fE2(~) - la(~»] 

it(~) - [1("+1) - <fE4(~) "- Ef ('t'»] 

De aqul, de &cuerdo con (146) sale 

JI~J - 1 _ f(T+!) -t~E4(T) - E5(T)] 
't' 3t(~J 2(~+1) - fE2(~) - Ea("C)] 

(148) 

(149) 
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Ahora, (52) se puede escribir 

K(~) - ! F~ + K(C) ( 15C) 

y de la sezunda de (148) se obtiene 

K(O) _ :3 17 F 
8 36 

Por tanto, (150) puede escribirse 

K(~) - !F(T + 17)24 
Y de aeuerlo con la hipótesis (146) tendremos para J(~) 

J(T) - lF(~ + ~)t(~) (151) 

donde t(T) está dada por (14S). Esta expresién es la se3und~ 

aproxi~aei6n le Iddinlton para el nEr~ibi3keit". 

§ 3.7 L" Ley!! Oscureci"nlen to. Se conoce ecn este no_nbre a ­

la expresión I(C,~). De aouerlo con las ecuaciones (a) y (s), 

junto con la condición (5) vale 

I(C,.) - J
(X' 

J(t) e- t ~ec ~ see , ~t (152) 
o 

Poniendo aqul el valor de J(t) dado por (54) se obtiene 
cr 

1(0,,) - ¡F[cos • + J q(t) e-t see • see , dt (153) 
e 

Uno de los principales éxito~ de la teorla de HOPF-WIBNBB ­

(Ver el final del § 2.11) ha sido el que da una expresión exa~ 

ta, susceptible de ser inte3rada numéricamente, para la ley ­

de oscureoimiento, Que resulta ser 

I(C,.) -.q F (1+008 qt) exp.gh') (153) 

donde 

(154) 

Para las tres pri:leras aproximaciones de los párra­

fos ~§ 3.3, 3.4 y 3.5, se obtiene I(C,,) pcnlendo J(t) = Io(t) 

y se saca respectivamente 
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Ahora, (52) se puede escribir 

K(~) - l F~ + l(C) 

y de la se~unda de (148) se obtiene 

K(O) _ 3 17 F 
8 36 

Por tanto, 150) puede escribirse 

K(~) - lF(~ + 17) 
24 

Y Je acuerJo con la hipóte3is (146) tenJremos para J(~) 

(15C) 

J(~) a iF(~ + ~)r'~) (151) 

donde f'~) está d~da por (14~). Esta expresién es la se3und~ 

aproxiI:1&Ci6n Je Bddlnlton para el "Er~lbi3teit". 

§ 3.7 1! Ley de Oscureci~iento. Se eonoce ccn este no~bre a -

la e~presión I(C,~). De aouerJo con las ecuaciones (a) y (~). 

junto con la e ndición (S) vale 
oc 

I(C,,) - J J(t) e-t ~ee ~ Bec , dt (162) 
o 

Pcnlendo aqui el valor de J(t) dado por (54) se obtiene 
cr 

1(0,,) - ¡r[cos • + I q(t) e- t see • see • dt (lS3) 
e 

Uno de los principales éxit03 de la teoria de HOPF-YIBNIR -

(Ver el tinal del § 2.11) ha sldc el que da una expresión exa~ 

t~, susceptible de ser inte3rada numérlca~ente, para la ley -

de oscurecimiento, que resulta ser 

donde 

~(!D) ... cos , 

" 

I(C,,' -t¡ (1+eos ,) exp.g(,) (153) 

dP (154) 

Para las tres pr1_ eras ~prcxl aclones de los p&rra­

ros t§ 3.3, 3.4 Y 3.5, se obtiene I(C,,) pcn1enJo J(t) = Io(t) 

y se 3&Ca respectivamente 
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~155)I(C,,) = F(O.50CC+0.75ccs ~j 

F(C.5G3G+C.7[cos ~ _ 0.1241 ) (1E5)I(C,ll') ,... 1+1.S9~ cosip 

e OLo.... C )( •t,,:i.3Z6 • - - .; 157 ,
1 (e, '1» - F( e . C3C7+C. 7['cc s '9 - 1 +1.1~8~c-C-S-1I) -:- 1+1.14.64 ~o;;;~ 

bR inteLesante ~aC9r notar que la térmula (155) puest~ C~ la 

ferma ­ .,. 
-.J 3- - "':" J. - . ~oa ~ 
~, 

fué encontraJ.a, primero em.:>l.!'"~-,- " . ;')n -~p. pa?a representar las ob­

servaciones de inte~sjdaJ le radi~ción e~ las distintas partes 

Jel disco del sel, pues las cbservacicnes eran satisfechas por 

una expresión de la fcr~a 1 - u + u cos ~ , donde u - C.6 

fue llamado el coeficiente de cscureeimientc hacia el limbo. 

En la. Tabla 11 se cO.J.paran los valores aproxi:nados (1[.6) Y 

(157) con el exacto (154). La integracién nu~érica de (154) es 

12debida a Chandrasekhar • 

§ 3.8 Comparación de las distintas aproximaciones para 9(~). 

La Tabla 1 ccntiene los valores de q(T) obtenidos de la se1uA 

da y tercera aprcxi-n.acicnes de Chandrasekhar y de la seJunda 

le Bddin3ton. Alll. se ve que J.iferencias apreciables existen 

sólo p~r~ ~ peque~o (sea ~ < C.5), pues para valores m&s 1ran­

des se acercan ráplda~ente a sus valares q(oc), siendo el de 

Bddin3ton el mas cercano al valer exacto dado por la Tecria de 

Hept. La diferencia -aá.s nctable (y la ~as impcrtante desle el 

punto de vista Astrof!sico) es que la se3unda aproxi~ación de 

Eddinlton da un valor para la derivada de q(T}, en la veeinJad 

del ori3en, wucho ~aycr que les que dan las otras aproximacio­

nes consideradas. Sobre este punto se vuelve al tinal del - ­
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I(C,.) ~ F(C.50CC+C.75ccs ~) 

I(C,~) - F(C.5G3G+(.7[cos ~ 

~155) 

(1ES) 

C.O~6S )(1r:¡7j 
-:- 1+1.1.4.64 ~C:':;!r. .. 

E~ interesante ~aC9r notar que l~ r6rmula (155) puest~ c& la 

ferma. 
I(C,",',) 
l(o,(») 

'7 
J - ~ 

" 

tu~ encontr~js pri~ero e~,ir : ' -~ ~~n~e pa~~ representar las ob­

servaciones de intensjQ~J le radi~ción e~ las distintas partes 

Jel disco del sel, pues las cbservacienes eran satisfechas por 

una expresión de la rcr~a 1 - u + u cos ~ , donde u ~ C.6 

fue llamado el coeficiente de cscurecimientc hacia el limbo. 

En la Tabla 11 se cO.lparan los valores aproxi:nados (1[6) Y 

(157) ccn el exacto (154). La integracién nu,ér1ca da (154) 8S 

debida a Chandrasekhar 12 

§ 3.8 Comparación de las distintas aproximaciones para g(T). 

La Tabla 1 contiene los v~lores de q(~) obtenidos de la ae1uA 

da y teroera aprcxinacienes je Chanarasekhar y de la sejunda 

le Bddinlton. A111 se ve que literencias apreciables existen 

s610 p~r~ T pequ~o (sea ~ < e.5), pues para valores m~s 3ran­

des se acercan ráp1d&~ente a sus valcres q(cc), siendo el de 

Bddln3ton el mas cercano al valor exacto dado por la Tecrla de 

Rept. La diterencia "lás nctable (y la ~a8 impcrtante :lesle el 

punto de vista Astrotlsieo) es que la selunJa aproxl~aeión de 

Eddlngton da un valor para la derivada de q(~), en la vecinJad 

del ori3en, ~~chc ~aycr que les que dan las otras aproxi~aclo­

nes consideradas. Sobre este punto se vuelve al final del - -

http:1+1.14.64
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capitule s13uiente. 

La aproximación de Eddin3ton tiene el detecte, cuando se 

le3 compara con las de Chandrasekhar, que ne da una expresión 

ficil ae calcular par~ la ley de oscurecim1ento hacia el lim­

bo, por lo que, en lo que a ésta respecta, no es posible cc~ 

pararla con los resultadcs que da la fórmula exacta (154). Se 

pOdria calcular, por inte3ración numérica la Ley de Oscure­

cimiento resultante de la Segunda aproximación de Eddin3ton, 

llevando (151) en (152) e intecrando numéricamente el resultA 

de de t~l substituci6n; pero, hasta donde est01 enterado,nalie 

lo ha hecho hasta hoy. 
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capitule s13uiente. 

La aprcximación de BdJin3ten tiene el detecte, cuando se 

le3 compara con las de Chandrasekhar, que ne da una expresión 

t~c11 le caleular par~ la ley de oscurecimiento hacia el li~­

bo, por lo que, en lo que a ésta respecta, no es posible cc~ 

pararla con les resultadcs que da la fórmula exacta (154). Se 

pOdrla calcular, por inte3ración numérica la Ley de Oscure­

cimiento resultante de la Se~unda aproximación de Eddin3ton, 

llevando (151) en (152) e 1nte3rando numéricamente el resulta 

de de t~l substitución; pero, hasta donde estoy enterado,nal1e 

lo ha heche hasta h07. 



1': UNA rOR¡'¡ULA DE INTIRPOLACION PARA q(T) !N LA VECINDAD DEL 

ORIGEN. 

§ 4.1 Lat6rmula ~ interpolación. Dade que la8 ~ifer.ntea - ­

aproximacicnes para q(T), ex~ue8tas en el capitulo anterior, 

difieren, cc~c se ~lJc antes, especialmente en la veoindad Jel 

cri3en, se pens6 en enccntrar una fórmula 1e interpolación que 

representara a q(-r) en una cierta vec1ndad del ori~en, con una 

aprex1mac1ón dependiente del n6merc de constantes n~~'rioas ­

que esa fór·....ula contuviera, y que se determlnar!an haoiendo ­

que tal fórmula. de interpelación satisficiera una ecuaoión ia­

teeral p~ra q(~) en cierto n&nero de puntos ~. ConslderacloDe. 

de senc1llez en la valuación de las 1Btezralea definidas que ­

la substitución de la t6r~ula de interpolac1ón por q(~) en la 

ecuaoión intelral implicarla, hicieren escoger un polinomio 
n 

P(~) - 1: ~-rt (158)
k-o 


para tal tórmula de interpolaci6n. Asi, 81 una expres16n como 


(158) es substituida en lU3ar de q(~). en una eouaoión 1ntelral 

que esta funci6n satlata3a -aea, por tacl1idad­
ce -r

I q(t) B2(t-~) 4t - f q(t) B2(~-t) dt - B4(~) (56) 
o o 


(pudo haberse e8c03ido (55) o (57) se obtendrá una expresión 


de la torma 
n el' -r 
k~at~J tt.,(t-T) 4t - 1 t k B,(~-t) dt] - E.(T) 

-r e 
que oon la notac16n del § 1.1C se escrlbe 

A 

k!c ak[ u: -~ ] - l. ~-.;) 
S1 esta l~ual~d'~ ~e e 8 cr1be para n p t 14- ~~~ ~ ~ ~ un cs ~ oacc~ ~cs CCftvenleA 

temente se obtendrá un slste~a de ecuaciones lineales para Je­

ter:llnar 1&8 ak. 

Sin embarlo, para apr~vechar el conocimiento que ~& I 2.g _ 

1': UNA J'OR¡'¡ULA DE 1 T RPOLACION PARA q(-r) EN LA VlCIND DBL 

ORIGIN. 

I 4. 11!! . {6msl& g .:l=D..;¡,t-.,,:.oIiíoj;.:=-';¡¡';;;'¡:;'_ Dado que la8 ~lf.r.nt 

aproximaciones para q(~), ex~ue.tas en el capitulo anterior, 

difieren, cc~c s. ~ljo antes, espec1alment en 1& veo1ndad Jel 

crl~en. se pens6 &ft enccntrar una t6rmula ~e 1nterpolac1ón que 

representara a q(~) en una cierta veoindad d 1 crl~en, con una 

aprcxlmac16n d8~eDdiente del n&~erc de constantes n~~'rloas -

qu.e esa t6r"-:ula. contu.v1era, y que se determ1nar!.an haciendo -

que tal fórmula de lnterpclaci6n aatlst1clera una ecuao16n lD­

teeral para q(~) en cierto n6~ero de puntos ~. ConslderaoloB •• 

de sencillez en la valuac16n de las iate~rale. detlnlda.s que -

la eubstltución de la t6~ula de 1nterpolac16n por q(~) en la 

ecuao16n intelr~l implicarla, hicieren escoser u.n polinomio 
n 

P ( -r) - E ~ -rt ( 168 ) 
t-o 

para tal t6r ul a de interpo aci6n. Asl. sl UDa e~pres16D como 

(158) es substituida en lU3ar de q(~). en ~na .ou~o16n 1nte3ral 

que e8ta función satl ta3& -asa, por facilldad-
cr "t 

I q(t) B2(t-~) 4t - I q(t) Ba(~-t) dt - .4(~) (56) 
o o 

(pudo haberse esoc31do (55) o (57)) S8 obtendrá una expre 16n 

ele la torma 
n cr -r 

kMoat~J tk.,(t-T) dt - I t k X,(~t) dt] - B.(~) 
~ e . 

que oon la notación del § 1.10 se 88crlb 
Il 

!e ak[ »: -~ ] - -. ~-.:) 
Sl est 13ualdad se escribe p~ra n puntos ~ eacc~l~cs C(ftV nie~ 

te~er.te se obtendrá un siste~a de eouaciones 11 ale para ~e­

ter:-Jlnar l&s at. 

S1n embar30, para aprovech~r el conocimiento que ~a 



- 36 .... 


sobre el valor de q(C), se puse en (56) 

(1E~)q(~) - qo + r(t) 

La substitución de (15S) en (56) da t'cl1mente 
oc "t'J r(t) B2(t~) dt - J r(t) B2 ("t'-t) dt - E4 ("t') - qola("t') (16C) 

"t' o 
Si aqul se pone 

(161) 

se obtiene 
n 
t at[ ~ - MI ] - E.(~) - qo Ea(~) (162) 

k-1 ­
Para. 1\8 flUlclones dentro del paréntesiS cuadra.dc del. pr1:ner­

mie~bro se tiene de (35 y (39) 

1il - !l - I - B4 ('\") 

lil - !l - 21[~-r + Ef,.(-r) 1 
(16f) 

"11 - .Mi - 31[; + i ~ - Bó(·r)] 

i! -11 - 'l[~'f + i , + ~('f)] 
....... . . . . .......... . .. . ...... 
S1 en (162) se pone n-4 se obtiene un polinomio je cQarto 3rado 

para q("t'). Para valuar. las constantes del polinocic se esco~l~ 

ron los punto3 "t' - C, 0.01, 0.05 Y 0.2, bab1endose caloulado ­

las tuncioaes Bn(T) en esos puntos por med10 del desarrollo (.o) 

y de la t6r~ula de recurrencla (21) para las funciones -a. El 

sistema resultante res~ltó ser 

8., + 1.5000(Oa2 + 3.6000COa, + 12.00000C&. - 0.133g747 

1.497901 3.5G1951 11.967159 0.1339734 
(166)

1.54107'1 3.618326 12.l925Gl 0.124076'1 

1.560539 3.699861 12.203191 0.1108565 

la sel~c16n del cual es 

&,-C.46142 ; &2--0.40641 ; &.--0.07592 ; a.-o.04462 (16'1) 
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sobre el valor de q(C), se puse en (se) 

q(~) .. qo + r(t) 

La substitución de 
ce J r(t) 1 2 (t-c) 

"r 

(159) en (66) da t~cl1mente 
"f 

dt - J r(t) B2(~-t) dt - I.("r) - qol.C"r) 
e 

Si aqul se pone 
(161) 

se cbtlelle 
n 
t at[", - 1]" E4 ('() - qo Ea(-r) (162) 

k-1 -- . 

(lóC) 

Para 1\9 funciones dentrc del parénte3iS ou&dr~dc del. pr1~er-

mle~bro se tlene de (35 1 (39) 

Mt - .!l .. I - 1:4 ('t") 

1iJ - .!l - 21[~T + EE~'t) 1 
111 - l!1 .. 31[~ + ~ ii - le(":)] 

~ - .i1 .. 4. [~'t + i iT + Br,' 't ) ] 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • * • • • • • • • • • • 

(16f) 

Si en (162) e pone n-4 se obtiene un polinomio ~e ouarto lrado 

para q('t). Pa.ra valuar , las constantes del polinomio se soo~l~ 

ron los puntoe -r - e, 0.01, 0.05 ~ 0.2, habiendos8 oaloulado -

las tuncioa8S Bn('f) en eS08 pQntos por med10 del desarrollo '40) 

y de la t6~ula de recurrencla (21) para las tunciones Ka. 11 

81.te~& resultante res~1tó ser 

&, + 1.6000(0&2 + 3.6000CO., + 12.CCOOOC&4 - O.133g747 

1.497901 

1.541077 

1.560539 

3t15G1961 

3.618326 

3.699861 

1& scluc16n del cual es 

11.967159 

12.1925'1 

12.203191 

0.13397S4: 

0.1240767 

0.1108565 

&t-C.4614a ; a2--C.4C641 ; &1--0.07592 ; a.-C.C4462 

(166) 

(167) 
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Por tanto, para O ~ ~ i C.2 


q(~) - 0.57735 + C.48142~ - O.4C642~2 - O.C75S~~a + C.04462~4 

[ ~ 16C) 

No se consider6 un polino~io de orden 3uperior al quinto, pues ap 

ap~rte de que las inc63nitas ak del sistema (16~) decrecen al 

crecer k, porque sus coetieientes crecen eo~o k!, para ~ i 0.2 

~e ~ C.CCC32 y el a3regar un término más a (16~) en ningún ca­

so afectarla una unidad del quinto orden decimal. 

§ 4.2 ttra pcsible fór~ula.~ 1nterpolaclón. La forma tuncio­

nal de q(~) que dan lás dos aproximaciones de Chandrasekhar de 

§§ 3.4 Y 3.f, sugiere el pcstular para q(~) una expres16n de 

la torll& 
q ( t) qoo - S ( t ) ( 169 )::2 

n 

con s(t) - t &k exp(-bkt) (1'70)


k-o 

pues se ~iensa que lntrcaueiendo (169) y (170) en una eouac16n 


1nte3X'al para q('E'), semeJanteiuente a C0;:10 se hizo en el p'rra.to 

anterior, se podria establecer un s1ste~a de ecuaciones de ccn-
dlci6n de dende se sacarían las constantes &j y bj , ya que de 

esta manera se verificaría materialmente la exactitud de las _ 

meno1cnadas interpolaciones. 

Bnsesuida se trata este prcble~a. Pri~ero, pcniendo (169) 

en (56) se saca 
cr ~ 

/r(t)B2 (t--r) dt - !r(t)E2 (,:-t) dt ... qco Ba(~) 
( 171)-r o 

Introduciendo aqul (170) se obtiene 
n CX" T 
t ak[Jexp(-~t)E2(t-T)dt
k~ T - !eXP(-bk t )E2 (T-t)at] ~ 

o 
=- qoo Ea ( ~) - ! .. ( ~) (172) 

Las 1nte3rales definidas que hay que valuar son de los tipos 

Por tanto, para O ~ ~ ~ C.2 

q(~) - 0.57735 + C.48142~ - O.4C642~2 - O.C75Gr~a + C.04462~4 
[ {16C) 

No ae consideró un polinc~10 le orden 3uperior al quinto, pues ap 

ap3r t e de que las lnc63nitas a del slstem~ (16Z) decrecen al 

crece k, porque sus coefieientes creoen CO'"!lO k!, para T ~.~ O. n 

~f ~ C.CC032 y el &3regar un término mis a (16~) en ningún oa-

80 afectarla una unidad del quinto orden decimal. 

§ 4.2 Itra pesible fórmula de 1nterpolac1ón. La torma funcio­

nal de q(~) que dan lás dos aproximaciones de Chandrasekhar de 

§§ 3.4 Y 3.f, sugiere el pcstular para q(~) una expres16n de 

la tor'll& 
q ( t) ... q(X) - s ( t ) ( 169 ) 

n 
oon s ( t) - E a e xp ( - bt t ) ( 170 , 

k-o 
pues e piensa que lntrcjuciendo (16G) y (170) en una eouaoi6n 

1nte3ral para q(T), semejantemente a 0030 se hizo en el p'rrAfo 

anterior. se pO:iria establecer un siste:!la de eouaolcnes de oc.,!! 

dlc16n de dende se sacarían las constantes aj y bj , ya que de 

esta manera se verit1carla materialmente la exaotitud de las -

menoionadas 1nterpolaoiones. 

Insegu1da se trata este prcble~a. Pri~ero. pcniendo (169) 

en (56) se saca 
cr ~ 

J r ( t ) B 2 ( t -'1 ) d t - J r ( t ) E 2 ( -t- t) d t SI qQ) B a ( -t ) 
'1' o 
Introduciendo aqu1 (170) se obtiene 

n eX' 
t ak[!exp(-bt t 'E2 (t-TJdt 
k~ -r 

-t 

- !exp(-bk t )E2 (-r-t)Jt] ~ 
o 

a qoo E 8 ('d - E .. ( 't' ) 

( 171) 

(17:::) 

Las 1nte~ales definidas que ha~ que valuar son de los tipos 
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ex­

1 - J e~bt E2(t-~) dt 
-r 

-r 
11 - ¡ e-bt B2 (-r-t) dt 

o 
Par~ las que tenemos 

(173) 

Para la otra se tlene semeJa~temente 
00 d ce -a.-r11 _ e-b-rJ a. _ / e da. (174)

1 a.2(a.-b} 1 a,2(a.-b) 

Estas inte3rales oonver3en sl b<l. DeSCO¡llpOnlendo en tracel,, ­


nes 3ilples es tácil obtener 


¡ceda. .12(InA - b)

1 a.~ (a.-b)·'" 1-0 

( 1116) 

Haciendo en la 1nte:ral del se3undo m1embrc de (176) el cambio 

de var1able _ a.-by 
1-b 

1
sale 


0) e-a't" da. - e-b-r [( ) ] 
E, l-b 
1 a,-b 

Teniendo en cuenta (173) y (178) se puede escribir (172) 

D qoc Es (-r)-E.. ("t') (179) 

en Jcnde bk < 1. Este i1plicu una ccntralicci6n ocn le cbtenldo 

- 38 -
a::' 

1 - 1 e~bt E2(t-~) dt 
-r 

-r 
11 - J e-bt B2 (-r-t) dt 

o 
Par~ las que tenem03 

Para la otra se tiene semejantemente 
«' d ce -a.-r 

11 - e-b-rJ ~ - I e d~ 
1 «2(tt-b) 1 ~2(<<-b) 

(173) 

( 174) 

Esta3 lnte::rales converlen si b<1. Desco::lponiendo en tracelc­

nes 311ples es tácil obtener 
ce 

J d~ - 1 (ln-L - b) 
1 ~2(a.-b) . 2 1-b ( 1'1S) 

( 1'16) 

Haciendo en la lnte~ral del se1undo mlembrc de (176) el cambio 

de variable 

Bale 

_ a.-b y 
1-b 

Teniendo en cuenta (173) y (178) se puede escribir (17~) 

a qoc Ea ("e)-K .. (-r) (179) 

en Jcnde bk < 1. Este 11plica una ccntral1cc16n cen le cbten1do 
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en las &~roximaciones de Chandrasekhar, pues al11 toJas las e~ 

ponenclales que aparecen tienen b > 1. No he pedido explicar ­

la ra.6n de esta contralicción, ya que ~1 la hipóte31s funda­

mental del m6todo de Chandrasekhar-Gratton está justificada, ­

les . coeficientes de ~ en las exponenciales que result~n en la 

expresi6n para J(~) deberlan ser ~enores que la unidad. 

Las ecuaciones (179) ne son apropiadas para calcular bk 

pOr la co~plejidad de la dependencia de ellas en esta constante. 

Aunque como son lineales en ak , fijando arbitrariamente las 

bk (bk < 1), se pueden usar para determinar las resultantes at. 

Co~o un en8ayo se puso 

r(t) - a1 e-C·St + a2 e-O•4t 

y habiendo puesto en (179) ~ - 1.0 Y 3.0 se obtuvo para r(t) 

ret) - 0.0760 e-o· St - C.C363 e-o·4t 

que da para q(O) un valer bastante lejano je1 verdadero:O.67C75 

en lUBar de 0.57735. Dada la poca aprcxi~ación que dió esta t6~ 

nula de interpOlación se usó mejor el polino~10 del párrafo -­

antericr. 

~ 4.3 CODolusi6n. Como se ve en la Tabla I, o ~eJor aún, en la 

figara I, el ccaporta~ientc de q(~) para ~ < 0.2 indicado por 

la t6rmula de interpolación (16~) ea inter:~edic del que indlca­

rian las dos aproximacionea de Chandrasekhar y la de Bddin3ton, 

por lo menC3 en lo que se reiiere a la rapidey con la que cae la 

pendiente de q(~) al crecer ~.Para ~>C.2 la figura parece in~ 

car que la segunda aprcximación Je Eddinzton representa mis f1el 

meate a q(~), aunque para ~<O.2 puede decirse que la8 tres apro 
..­

ximac10nes est~n igualmente retiradas de la funoi6n (168). 

- ;j\;J -

en las a~rcxlmaclones de Chandrasekhar, pues all1 todas las e~ 

venenclalea que aparecen tienen b > 1. No he pedido ezpllcar -

la ra.6ft de esta aontrallcción, ya que ~1 1 hip6teJls funda­

mental del m6todo de Chandrasekhar-Gratton est\ Justificada, -

les .coericientes de T en las exponenclalas que result~n en la 

expres16n para J(T) deberian ser I~enores que la unlda':1. 

~as ecuaciones (179) ne son apropiaJas para calcular bt 

pOr la compleJljad de la dependencia de ellas en esta constante . 

Aunque como son lineales en &k' fijando arbitrariamente las 

bk (bk < 1J, S9 pueden usar para determinar las resultantes at e 

Cc~o un ensayo se paso 

r(t) - a1 .-e.St + al e-O•4t 

y habiendo pues to en (179) T - 1.0 Y 3.0 se obtuvo para r(t) 

r(t) - 0.0760 e-o·St - C.C363 e-o·4t 

que da. para q(O) un valer bastante leJancjel v rdadero:O.67C75 

en lUBar de 0.57735. Dada la poca aproxl~acióD que d16 esta t6~ 

Dula de iDterpolac16n se usó mej~r el pollno~10 del párrafo -­

anterlcr. 

§ 4.3 Conolusi6n. Co~o se ve en la Tabla 1, o ~ejor aún, 8ft la 

figura 1, el oCBport~ieDtc de q(~) para ~ < 0.2 indicado por 

la t6rmula de interpolación (16_ J ea inter':ledl0 del que lndlca­

rian las des aprox1maoiones de Chandrasekhar y la de Iddin3toD, 

por lo mencs en lo que se retlere & la rapidey con la q~e cae la 

pendiente de q(~ ) al crecer T.Para T>C.~ la t1gQra par oe indi 

car que la segunda aprcximación Je Iddinzton representa mis fiel 

~eat a q'~), aunque para ~<C.2 puede decirse que la8 tres &pr~ 

xi &C1ones están l~ualmente retiradas de la tunci6n (168). 
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TADI.!. . . 

._--­
qf.·d 

~ 

a b e d e 

O.OC 0.636 0.5S~ 0.583 0.577 e . f'i ri 
.05 .597 .605 .(j~O .6CC 
.1C .6CS .617 .6S5 .621 
.15 .617 .623 .64f .640 
.20 .627 .638 .653 .652 
.25 .635 .e46 .66e 
.3C .643 .654 .66ó 
.4C .657 • (¡57 .673 
.5e .670 .C77 .67$] 
.60 .680 .665 .683 
.8Ci .693 .696 .669 

1.C .711 .703 .6S4­
t.1 .726 .709 .6S9 
1.0 .738 .711 .702 
2.2. .744 .710 .7C4 
!:!.e 
3.0 
cr 

.747 

.74S 

. 752 

.710 .70B 
•'leS; .7ce 
.'1C8 , .710 ~ . 710 

a: Segu.nda. aproxImacion de Ch&ndra.sekhar l1e § 3.4 
b: Tercera. • • • a § 3.E 
C; Se3unda • • Bddin~ton • § 3.6 
d: Fór.:lul& de interpola.ción (1681 
e: Valores exactos de la. Tecria de Hopf (Cap. 11) 

'.rABLA II 

~ 

I(O,.)/lfo,O) 

cos• . a b e 

0.0 0.3484 0.3530 0.3439 
·1 •419S .4264 .42tO 
.2 .4887 .4955 .41188 
.3 .5557 .5620 .5649 
.4 .6214 .6268 .62S1 
.5 .6860 .6904 .6922 . •74ga .7533 .7546 
.7 .8130 .8156 .8164 
.8 ~¡7S7 .8774­ .6779 
.9 .9380 .9386 .9391 

1.0 1.0COC I 1.0eOO 1.0000 

'~f~(t) e 
.f6 

, -;:"5' i d 
..~+ ///b'b} 

/ x// /"//'10­·b'l . /X /I ./,61 

.1/'17 /
.' 1.,,/ ,,JX1./ 

....) ..5' ' . .1 
/ 

.~~ 

.~7 ,..r,I 
(~) 

0.2­' .. e .,,\~ O., o.,~l.. ;;1 

TADL!. 

a b e d e 
. 
i I I 

o.oe 0.606 O.5S~ 0.683 0.577 
t 

e • [~ r¡' f 

.C5 .597 .605 .czo .6CC 

. 1C .6es .617 .6S5 .621 I 

. 15 .617 .628 .64f I .640 

.20 .627 .638 .653 .eS2 

.:15 .635 .(,46 .66e I 

.3C .643 .654 . 665 

.4C .657 .667 .(.73 

.5e .670 .€J77 .679 

.60 .6SC .685 .68S 

.80 .693 .696 .6SS 
1.C .711 .703 .6S' 
1.A .722 .709 .6$9 
1.8 .738 .711 .702 
2 .. 2. .744 .710 .7C4 
!!.e .747 .'110 .'70f; 
Z.C .74S .7C~ .7CC 
<r . 752 .7C8 .710 ! . 710 , 

• ,. 
a: Segunda aproxlmaclon de vhandrasekhar \le ~ 3.4-
b: Tercera • • • • § 3. E 
O; Se3unda • • ld~lnaton 
d: Fór~ula de interpolación (1681 

alores exactos de la Tecria de Hopf (Cap . 11) 

• § 3.6 

e: 

.6b ~ ("t) e 
TAlLA 11 .{6 

:f"3' i el .. ,,,+ . 
1(0,.)/1(0,0) ,/ /b 

cos 
b ·4»3 / //~ /<l a e 

/' ,.,' O-'/' --.bt 
/ .,-' 

0.0 0.3484 0 . 3530 
/x "./ 

0.3439 /X/ ·1 .419S .4264 • .f.2tO ·61 I ." .2 .4887 . 4955 . 4988 ¡I ¿ ~ 
.3 .555'1 .5620 .56443 / ~/'f// .4 .6214 .62C8 .62S1 .bO .. ,/ / ,ft . • 6 .6860 .6904 .6922 ,-' 

. .74~a .7533 .7546 .5' ,"/ 

.7 .8130 .8156 .8164 / 
/ 

.8 '.8757 .8774- .877S ·S!' .9 .9380 . 9 388 .9391 
1.0 1.000C 1.0COO 1.0000 .57 I , ~~ 

l , e 1..15" o .• O.,~ 0.2. 
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