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INTRODUCCION

La publicacidn del articulo de Hilbert1 conteniendo su
demostracidédn de las leyes de Kirchhoff hizo ver la ventaja
de tratar con ecuaciones intezrales los problemas relaciona
dos con la parte fenomenoldésica de la Teoria de la Radiacion.
Desde entonces, con el zran desarrollo que ha tenido la As-
trofisica Tedérica, por los trabajos de K. Schwarzschild, A.
S. Eddington, J.H. Jeans, E.A. Milne y otros, muchas solucig
nes de problemas de esa ciencia, que se relacionan con la =
interacoidén de Materia y radiacion, dependen de le solucidn
de una ecuacidn intepgral. Estos problemas son del tipo gene
ral -1guienfer cierta regidn del espacio esta continuamente
llena de material excitado por una alta temperaturaj;sabiendo
que en la frontera de esa rezidon la intensidad especifica de
radiacién satisface ciertas condiciones, se prezunta por la
distribucidn de intensidad de radiacidn Yy temperatura dentro
del material, bajo ciertas hipdtesis respecto del eatado i
térmico del mismo. De todos estos problemas, el problema de
Schwarzschild, que corresponde al caso de naterial gris (coe
fliclente de absorcién independiente de longi tud de onda), =~
estratificado en planos paralelos, en equilibrio radiativo,
con profundidad optica infinita y con radiaecién incidente en

la frontera nula, tiene importancia especial, porque parece

1
D. Hilbert. Physikalische Zeitschrift, XII, 1056, 1912,



representar bastante bien la situacidn de la mayoria de las
estrellas gue no son componentes de binarias de geparacidon -
pequepa; tal cosa ha tenidc su mejor explicacién en la concor
dancia entre las leyes observada y teorieca del oscurecimiento
hacia el limbo solar. Kparte de esto, otros problemag son for
malmente equivelentes al de Schwarzschild, como son: a) EL ca
so de material no gris estratiriea&o en planos paralelos en
las mismas condiciones gque en el caso anteriorf, 8l en las ~
ecuacliones gque rigen el‘broblema de Schwarzschild se reemplags
el coefiolente de absorcidn por el coeficiente medio de absq:
cién de Rosseland; y b) El modelo de Schuster para una atmds

- fera estelar, o sea el caso de material puramente dispersivo,
con coeficientes de absorcidn y emision nulos.

El problema de Schwarzschild puede ser atacado por doa
métodos distintos, sesiin se estudie la ecuacidn diferencial o
la integral a que da lugar. El primer método ha sido seguido
por el propio Schwarzschild y después por Milney Eddington,
Gratton y Chandrasekhar. El sezundo es mucho mas interesante
desde el punto de vista matematico; pues la ecuacidn integral
de que se trata, llamada de Milne, es homogdaea lineal con ~
nicleo singular, Ha sido estudiada, después de que Milne la —
trato por los Astrdnomos rusos Kotitzin: Parchomenko?, Ambure«

zamian y Kbsirev', quienes pretendieron probar que la acnacisn

1
Ann. 4. Astrophys. Instit. Moscow. Bd. 2

® Astronomisches ¥achrichten, 227, No. 5443,

¥ Monthly Notices of the R. A. S., 87,209-215,1927
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intezral de Milne no tiene una solucién distinta de la idén—-
ticamente nula. Sin embargo, E. Freundlich, E. Hopf ¥y U.Iegnor‘
hicieron ver la falsedad de las demostraciones de los autores
anteriores, probando ademés la existencia de una solucidn no
jdénticamente nula. La solucidn explicita de la ecuacidn fué
encontrads por N, Wiener y E. Hopf con la ayuda de la Teoria
de las Integrales de Fourier en el plano complejo (ver refe-
rencia No. 10 del texto), pero las integrales porllas gue queda
expresada son tan complicadas que no ha sido posible valuarlas
numéricamente 0 expresarlas en términos de funciones ya conocj
das, a pesar de los esfuerzos que al respecto se han hecho, =
segin dice Wiener®. El unico resultado numérico que ha dado

el estudio de la ecuacidédn de Milne es el valor de la solucidn
en el origen y en el punto del infinito.

Por otre lado, se han hecho varias aproximaciones a la
solucion de la ecuacidn diferencial, siendo notable la dife-
rencia que hay de unas a otras, especialmente en la vecindad
del origen. En el presente trabajo se comparan los valores -
que dan estas diversas soluciones con los valores que se sa-
can de una férmula de interpolacién cuyas eonstantes numéri-
cas se calculan de una ecuacidn integral, comparacidén que -

estd en el capitulo IV del texto.

) Monthly Notices of the R. A. 8. 88, 139~-142, 1927.

® Wiener and Paley. "The Fourier Transform in the Complex Plane"
American Mathematical Society Colloguimm
Publications, Vol.XIX, paz. £7.
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I: LA ECUACION DE TRANSMISION.

;
# 4 4: Bn el caso que se va a tratar esta ecuacién es la

irterro—diferencial siguiente

o€ ¢t§5;ﬂ;3’- I(e,T) —i{ﬁI(w,T) sen ¢ d¢ (1)

dT

El resolverla consiste en expresar la "intensidad especirfica
de radiacion® I éﬁ funcidén explicita de la "profundidad opti-
ca" ¥ (0S v = @ ) y del anzule o (0 £ ¢ £ x), cuando I(7,9) -
satisface condiciones dadas de antemano sobre cierta "frontera®.
§ 1.2 Para el estudio de la ecuaciéon (1) se introducen las -~

funciones auxiliares siguientes: e

r
J(t) = b‘{ I{<,9) sen ¢ do (2)
5
F(v) = 2f I(v,9) cos ¢ sen ¢ dg (3)
©
L x
K(t) = i{ I(t,9) cos®p sen » dyp - (4)
§ 1.3 Se supondran como eondiciones de frontera
1) I(0,9) = O para n/sy S 9 = x (5)
11) F(t) = constante = ¥ para 0 =S 7 = @ (8)

§ 1.4 81 (2) se pone en (1) se obtiene

cos ¢ l%(llﬂ = I(t,9) = J(v) (7)
T

Esta ecuacién puede considerarse como una ecuacién diferencial
de primer orden para I(<,e). Intezrandola a lo larzo de una

W
lines recta", teniendo en cuenta 1la condieidén (5), I(v,¢) que~

da expresada en funcién de J(x) de la sizuiente manera:
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~

TiT,0) = fastt) e~{t-tlsec © jo5 o at  (0zesn/2) (8)
T

T ’
I{v,n) =f J(t) e~ %t)sec ¢ gec p dt (n/2s5esx) (9)
(a]

§ 1.5 81 (8) y (9) se introducen en (2) se obtendri una ecua-

cién integral para la determinacidén de J(v). Para posteriores

generali -aciones se valuara la intezral
7
63(1) = [ I(t,9) cosdp sen P de (10)
¢
donde I(7,9) estd dada por (8) y (S).Inmediatamente se tiene
ufz o
63(1) = fL J 3(t) e~(t-T)sec 9g0c ¢ dtJeosJp sen ¢ dg

o %

- ;:[ftg(t) e~(T=t)sec 0gq, ¢ dtJcosdp sen ¢ dg
n/2 o

Siendo los integrandes medibles Yy nc nezativos es posible in—-

tercamblar el orden de integracidén y entonces
G(7) -ﬂ7‘5(t1n ?Ig‘(t"f)sechosJ'iv sen ¢ de] 4t
?r ou
o g ;(t)[u;29~(1-t)secmcosd—1, sen ¢ de] dt
Haciendo el camWio de varisble sec 9 = a se tiene
Gy(7) = {“frm[ {"i"‘t""h ~—daTa: +(:.-1r’£§(t>[{f-c-r-mjh]“

Por Gltimo definiendo las funciones

Bu(x) = [a™% ¢ g (11)



resulta

Gylv) = I J(t) By,,(t=t) dt + (-1 I J(t) By, (v=t) at  (12)

§1.€ La aouacion intexral de Milne. 81 en (12) se hace jJ = 0

se obtiene, de acuerdo con (2) la ecuacién intezral de Milne
para la determinacién de J(%) (Esta funcién fué llanada por

Schwarzschild, guien la introdujo, el "Ersibigkeit")
J(x) = 3 £°3(t) By(t=T) dat + % £TJ(t) E((vt) 4t
o lc que es lo mismo
J(t) = % £03(t) Eqfrv-t]|) at (13)

Si en (12) se hace j = 1 y 2 se obtiene de acuerdo con (3) y
(4)

oc T

F(t) = 2 [ J(t) Bo(t—x) at = 2 [ J(t) Ep(x-t) dt (14)
T (=]
¢ =)

K(v) = % f J(t) Es(|t=-x]) at (1£)
(o]

§ 1.7 El operador intesral & 2 Para el trataniento de la ecua
cién integral de !lilne se definira el operador integral A por

la identidad
6@y = % I I(t) By(|t—|) at (16)

Una obvia, a la vez que importante propiedad del operador A es
su positividad, es decir, que su niicleo puede tomar valores
positives sélo.La pesitividad es una propiedad que ocurre en
todos los nficlecs de las ecuacicnes intezrales de problemas
relacionados con la teoria de la radiacidn. Una consecuencia

inmediata de esta propiedad es el
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§ 1.8 LEMA I: Para cualguier funeién y(t) = 0, pars la que la
aplicacién del operador A tenze algin sentido, se tiene - =
A(y)e > 0, a menos que y(t) sea identicanente nula.
Se puede expresar el Lema I por la expresidn
730&-\"0#&(?)1)0;’“3 toda Y (17)
Otra forme equivalente es
n2y&nkyr s Aln), > a(y)y para toda < (18)
La equivalencia de las dos fcrmas es consecuencia de la linea
lidad del operador, expresada por

Aln) = & (y) + a(n - v)

§ 1.9 Algunas propjedades de las funciones E;(x). Ya se defi-
nid

o
Ep(x) = { e~eX ¢™h 3q (11)

Supondremos x 2 0 y n entero positivec o nulo. Se tiene entonces
Eo(x) = e=x/x (19)

mientras que E (x) es la bien conoeida funeién integral~loga
ritnica, que algunos denotan por -Ei(~x). Todas las funeiones
E,(x) son continuas para x 2 0; excepto Eo(x) que tiene un -
polo y E¢(x) que tieme una singularidad lozaritmica en el ori
gen, s decir

By(x) = 0(-1n x) cuando x = C (20)
Entegracidén por partes de (11) de 1la ginple rérmula de recuc

rrencisa

(n=1)B,(x) = e=x ~ E,—q(x) (21)

mientras que la derivacién respectc a x de (11) da



E!giﬁl_ ~E _,(x) (22)
lo que impliea
o
Ep(x) = [ E,_4(x) ax (23)
X
Es obvio que Bp{x) < Bp_4(x) (24)

para toda x 2 0. Comparando esta desigualdad con la férmula
de recurrencia (21) se obtiene
(n-1)E;(x) = nBpyq(x) (25)

siendo validc el sizno de izualdad para x = C, si n > 1 .
Para n > 1 se tiene

E,(0) -'*gég:; (28)

La comparacidén de (21), (24) y (25) da

h— <R s i "y

el signo de igualdad siendo valido, como antes, para x = 0,
sin2 1.

Aplicando la desizualdad de Schwartz
b b .. b b
[ t(x)glx)ax = [ £(x)zg(x) ax s Y[ r2(x)axf g?(x)ax]
a a [3 a
2 la expresidn

® _—ax/2 _~ax/2
E == e pet.
n(x) { 33-1,/2 q,(n"'i),z -

Sale la desigualdad

Bi(x) &€ Ep_y(x) By, lx) (28)
Esta designaldad y (23) dan inmediatamente
d E x

dx E,(x >0 (29)



Tambien se tiene

%—x—- E A <o (x>a) (30)

notando que el primer miembro de la desizualdad se puede es—

eribir

SR By - Bt )
y la cantidad dentro del paréntesis cuadrado de esta expresién
es sienpre negativa por (29).
§ 1.10 Alzunas integrales definidas cuyos integrandos contie-
nen a Ey(x).
Sea _my = ka Ep(x) ax (31)

donde k = 0 es entero. Sucesivas integraciones por partes, te—
niendo en cuenta (23) dan

2
E.k - kl[ﬁi - llﬂ’k"‘i(f, i Tnn'l'k“’ - ;_31114'!:-1(1"’ -

PR R H !n_',‘('r,] (33)
Ahora pongamos

T T
kR - af By (t-x) dx = [ (v-t)XE (t) at (33)
e

gque teniendo en cuenta (31) se puede eseribir como

MR = *m, - ktk~in, +H-§'!'—1’--:k'2_:h & ue AR mg (34)

que por (32) para k = C, 1, 2, 3, ... se vuelve

Medog (v ;M =-_L = +E, 45 (1)

" . p+1 n
M} =2 o5 - +-§-,’-,1; = Enya(7)]
< . T 1 ’
M=l + - BT T Y BT 3 ¢ Eneel®)] (3%)
B = 1 E 2 4 3 4
-l -t T -G t R L neslo]
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g o
Ahora llanando n, = [ xK Bp{x) dx (z6)
o

donde k es entero como antes. Inmediatamente se obtiene

L ""l:-.'lk (37)

teniendo en cuenta este resultado se saca para la intezral

i& - Igik‘n(l’1, dx = fuir+f)kln(y) dy (38)
T (5}

cuando k = 0, 1, 2, 3, 4, ...

(39)
Wesld+r-b+E-L 8

9 B esees ¢ 8 0 89 0 0PN TR EE P OP e O LS e 8 8 0 bo

§ 1.11 Desarrollo‘en serie pars E;(x) en la vecindad del origen®

Por definiecicén
@ o
By(x) = [ e 2x a71 ga = [ =t t~1 at
- | X

Esta intezral se puede transformar de la siguiente manera

o0 h 4
Byfx) = f o=t t=1 at = [ o=t t~1 at
o] o]

i o i X
= =[f(1-e~t)t~1 at - [ e~tt™2at] + [ t~1 at - fe~t t~1 at
c | (-] o

La cantidad dentro del paréntesis cunadrado es la constante de
Euler
1 (- = -_
[fla—e=t)t=1 gt - [ o=t t™ at = y = 0.5772156...
(6] 1

Por tanto



1 1 . X _
E.(x) ==y + jt™* at = [ et t71 at - [ o=t t~1 at

o 0 1 -
1 1 2 —1
dt i | t t n
""‘Yj-é ke [‘E idgy mgp b (1) S Ll Jat
X o Tl"'i
_ t = t
E-trgp gt 00 St L Jat

Intezrandc términc por térainc se cbtiene finalmente

2 8 n
E,(x) --T-lnx+x-§%§ + 5 ~ e = (=)t L. (40)

En esta expresidén se ve claramente lc diecho en (2C), esto es que
Eq(x) = 0(- 1n x) cuando x = 0

§ 1.12 Desarrollo de E,(x) en serie asintdtica.

Intezrando sucesivanente nor partes a

oC
Eg(K)“!ettidt
X

20

Eq(x) -.!:5[1 "%'*';z - %% & Lo Rl {n- 1.21:|
n 'o_t
+ (-1) n!j' —y=y dt (41)
X

Si se define Sp(x) per la igueldad

By(x) - Sp(x) =(-1) n! f—n:' at (42)
ecmo x > O
Bgdx) - Su(x) <JD.;:”LL!. o~ X (43)

Esto es, Sp(x) cuando n - o es una serie asintética para Bj(x),
pues el error cometidc tc.aando hasta clertc términe del desarro

11lo (41) es mencr que el filtisc términc despreciadc.



II: TEOREMAS FUNDAMENTALES ACERCA DE LA ECUACION INTEGRAL
DE MILNE.®

§ 2.1 Teorema I°: La ecuacidn integral

I(v) = 3 3(t) By([r-t|) at (44)
8]

adnite una solucién de la forna

J(t) = ¢ £(7)

(45)
dcnde £{t) = + q(T)
¢ es una constante y
 <qls) <1 (46)

Dencstraciédn: Por la definieidn del cperador integral A tenemos

que si a es una constante ‘

A(t+a), = (t+a) + 3[Ez(7) ~ aBy(7)] (47)
por (35) y (3¢2).

Ahora, como Eg(t) > Eg(t) y Es(t) = o[ Eg(v)] para ¥ zrande
el més peque;c valor de a gue hace la cantidad dentreo del pa-—
réntesis cuadradc del sepundc aienbro de (47) nezativa para
toda v es a = 1, Luezo si

T(r) =+ 1
() > A1), (42)
Ahcra, como de acuerdc con (25), 2Es(t) = By{r),a=} es el mas
zrande valor de & que hace el paréntesis ouadra&c del sezundc
miembro de (47) positivc para teda T > G. Luezc si
f4(t) =1 + %
£.07) < alfy), (49)

Ahorea hacemnos sucesivaaente
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Lape(T) = A(Ly), (50)
La desizualdad (4S) toma entcneces la forma
fe{t) < £(v) {t > 0)
y de acuerdo con la positividad del operador A expressada por
(18) alfy)y < alfg)y
Aplicaciones sucesivas del operadcer A nauestran en zeneral gque
se tiene
£al®) < fpqelv) (v =2 0)
Por otro lado, de la desizualdad '
f4(7T) < T(7)
Se saca de nuevo por la positividad del cperader A
f2(t) = Alfy)y < A(T)y (r 2 ¢)
que por (48) se convierte en
£alv) < T(x)
En general, es clarc que se tiene la desigualdad
fal®) < A(T)y < T(v) (v 2 0) (51)
Asi hemos definide una sucesién de funcicnes f,(7) creciente
y acotada, pues para cualquier n f,{(T) < (7). Luepo el limite

£(T) = 1lim £, (<)
nPCC

existe y satisface las desizualdades

T+ i< () < T+ 1
Por tanto, se puede proceder al limite dentro del signo intezral
en (50). t(ti es entonces una solucidon de £ = &(f’-con las —
propiedades (45) y (46).

§ 2.2 Corolario: La sclucibn £(T) del teorena antericr es una

funcién continua para T = C.

Esto es consecuencia inmediata de la propiedad continuante



de lcs operadores integrales.

| o o ———— . | | | e e g S et

I e ey e e s s

Si la ecuacién de transaision (7) es multiplicada por
sen 9 cos 9 d¢ e intezgradc miesbro a aiembro de C a X se saca

7 4 n
f-%%uos” gsen 9 do = [I(T,v) cos v sen 9 d9 —fJ(T)cospsenpde
c o c

que por (3) y (4) se convierte inmediatamente en

.E%éil -‘%F(T)

Perc como hemecs impuestc la condicién a la frontera (6):
F(t) = F = constante
8e tiene inmediatamente
K(<) --% Fr + const {52)
ponzanos este valor en la ecuacién (15) y se obtiene,en virtnd
de J{%) = [v + q(7)]e,

.§ T + const =% f“tt+q(t)] Byl {v-t|) at
0o

o por (35) y (39)

m -
3 T+ const = $[3v + Eg(m) + [ alt) Eal|w-t|} at]

que para T ¥ O se puede escribir
B2 eda o+ falt) Boljr-t)) at -
3 +elB(7) + [a e(|7=t|) dt ~ const]

como la funeidén dentrc del paréntesis cuadrado es acotada, en
el limite cuando T tiende a infinito se tendra:

c=3F (53)
con lc que queda demostrado el
Ieorema II: Una solucion de la ecuscidn intezral de Milne,
cuande P(t) = P = constante, estd dada por

) = 3[x +a(n)] F

donde 3 <qlt) <1 ABkS
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§ 2.4 Ecuacicnes integrales satisfechas por la funeién resi-
duo gfr). Si'en f£{t} = a(f)y se pone f(7) = T + g(t) tenien
do en cuenta (35) y (32) se cbtiene
qlt) = & Eglx) + Alq), (55)

Si en la ecuacién (14) se pone . la solucidén (54) se .obtiene

:£q;(t),xgttfr)ﬂd; - £Tq(t) Ep(v—t) dt = B, (7) (56)
: I;ualienté, poﬁfénad tSdf.en (15), £$ﬁiqndo en cuenta (52),
se cbtiene

ga;(t) Es(jvt]) at = a = B (7) (56)

donde a es una constante que se va a determinar después (§2.11)

§ 2.5 Teorema III 8: Toda solucién nc ne~ativa le la ecuacidn

integral (44) es necesariamente de la forma J(t) = conat r£(t),
donde f{t) es la solucién del teorema I.
Demostraeién: Sea J(t) una scluci§n nc nezativa de (44) y pén

zase

b =E Jit
Xxtreno inferior de —T{Q%' (58)
" 3%(t) = J() = b 2(7)

J%°(t) es entonces taibién una solucién de (44) con las propie

dades
J%<x) 2 ¢ (59)
J%(x)
Ext.inf.de —fy} = O (e0)

Lo gue prebarenos es que J%{1) se anula idénticamente.
De (6C) y de 1a definicién de extrenc inferior inferimos

la existencia de una sucesidn infinita de n&merOt%}i} - -


http:Bxt.1nt.de
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n=1, 2, 3, ..., tales que

!11.% % =0 (61)
Aqui se deben distinzuir dos casos: 1) E“; tiene un punto
l1imite finito %¥%; 1i) Se tieme T, —> oc cuando n —>cc.
i) Es s;empre pcsible sacar de &1,§una sucesién parcial que
converja & <° asi, ninzuna zeneralidad se pierde supcniende
que T, —> ¥° cuando n —> oc. De (61) y de £(x°) > G tenemos

%lsq?‘(tn) =0

de donde se concluye por la ecuaeldn intezral que

lim A(J%), =C
n—>cc 2

Ahcra, come funeién de T, A(J®). tiene la propiedad de ser
senicontinna a la izquierda, lc que se prcbara después, lo
cual quiere deecir
o
liza:(J )1, Z A(J. )0
Esto muestra, de acuerdo con (59) y ecn la positividad de A
que J%(t) = 0.
La semiccntinuidad a la izquierda de A(J’)f se prueba -
facilnente de la sizuiente manera: de aecuerdo eon (59) para
W -3 <<t + 8
Sse tiene
z%-3 oc
A(T)y 2 % [ J(t) Bylv~t) at + 3 { J(t) By(t—r) at (e2)
® 7 T4d
donde 0 < & < t°. 81 ¥° = 0 el priner término del sezunde —
nienbro de 1a desizualdad 3e omite. Bl primer término es -

ahora una funeién continua dentro del intervalo (7°-3,t%+3),

estando excluida la sinsularidad legaritmica de E;. Teneaos
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entonces
*-3 oc e
1im A(T)e 2 % [ J(t)Be(2°=t)at + } £ J(t)B(t-t%)at  (63)
—=° o V43

Como esta desigualdad es valida para cualquier 5, cuando 3—0
se tendré

A;QOA(J)T z A(J)y
T

desigualdad que expresa la gemicontinuidad infericr-
41) Como £(t) = ®(%) cuande T — oo, lo que tenemos que probar
es que una solucién J°(t) de (44) satisfaciendo

%) z 0 , 14m —34%n) =0 cuando T, — o (64)
. n > Tn

se anula identicamente. Uomo J° 2 0 y Ey ¢ E; se tiene
7 0 0
J 3° Byl |v-t))at s 28(3%, = 23%(7) (6s)
c

Ahcra valuaremos F. Es facil ver que

Plcc) = F = lin -% fpatt)l.(|1—t|)dt
T—0C o

luego por (64) y (€5) sacamos

0
PsailinSL) _,

Ta

dando asi F = 0, Poniendc este valor en (14) para T = 0
o
[ 3%(t) Eg(t) at =0
o
cosa que es compatible con J° 2 0 sdlo si J%°(t) = O, lo gue

completa la prueba del teorema.
Corelario: Toda solucidén de (44) ecn una cota inferior -
finita tiene la forma const.f(<T).

Prueba: BEn la solueién J°(7) + ¢ f(x) la constante ¢ se pue
de escozer tan zrande para que esta solucidén sea en donde quiera

positiva. El teorema antericr completa entonces la prueba.



§ 2.6 Serie de Neumann—~Licuville para la funcién residuo gf<).

q(t) esti representada por la serie de Neumann—Liouville

de la ecuaeion (5f)
glt) = % Ee(v) + Alg)y (55)
que es

qlt) = B AP[3Es(v)] (66)
n=0

donde A" denota la enésima aplicacién sucesiva del operador A,
ecn A%(f) = ¢,
§ 2.7 Un_teorema auxiliar. Sea 4 por un momento cualquier ope-
rador intezral simétrico y definamos el prcducto (g,h) por la
operacidn
(g,n) = [ (tInt)at (67)
Entonces, para las nolneignoa de las ecuaciones integrales con
el mismo nucleo
hy = 8{h,) ¢+ H,
(68)
hy = a(hp) + Hy
Se encuentra simbdélicamente
(hg,Hg) = (hy,hz) = (hy,a[RT)
(hgsHy) = (hg,hq) = (hp,a[n,])
de estas igualdades, por la simetria supuesta del operador A,
se deduce gque |
(hyyHg) = (hg,Hy) (69)
TEOREMA AUXILIAR: 81 A es un ocperador simétrico y positivo y en
(68) By = 0, Hy 2 0, entonces es vdlida la formula (6S) si enm
(68) hy y hy son soluciones N (soluciones en series de Neumann

de las respectivas ecuaciones integrales.



Demostracion: Bs evidente que los operadores iterados A" son
simétricos si A lo es. De tal hecho y de que hy y hp Sean =

soluciones N:

oc
hy = A Antﬂq’
o
o (70)
he = } An(Hg’
]
se deduce gue

(n!vh‘l) - g(a.,a“[n,]) - g(ﬂ1,6n[3|]] - ‘H‘lsht)

ya que la integraeién terminc por térmgno de la serie infinita
de funciones esta justificada por ser todos los términos no
negativos.

§ 2.6 Definase
£ §) - fix

gplv) = (71)
donde f£{(%) es la solucion de (44) del Teorema I y sesa
3
Gy(t) = -% rl}l(tl flv+d-t) At (72)
<

Por otro lado, si A es el operador definido por (16) se veri-

fica facilmente 1a identidad
: T (aa)
a(n)e = 3 [ Bo(t)n(v-t)dat + & [ Eq(t)n(t+t)ar
& (-]

que coubinada com (71) y (72) da

gal(®) = alzy)y + Gal7) (73)
esto es, galT) es la soluciém N de (73). Si en esta ecuacién
se hace 3 —> 0 se obtiene formalmente una ecuacion integral

para la derivada de f(t), pero comoc no se ha probado gue tal

derivada exista, se usara en la forma (73).
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§ 2.9 ° La aplicacién del tecreni anxiliar de § 2.7 a las

ecuaciones
1 = A(1), + ¥ Ep(7) (78)
ql{<) - alq), + % Bglx)
aa (q,38e) = (1,4Rs) = § Ej(0) (75)
perc como (t,3Bg) = & E,(C) y adembs £ = v + q se tiens
(£,3E;) = E4(0) (76)

Por otro lado, el misac teorema se puede aplicar a (73) y (85),
obteniéndose
(Q’Gb) = (35,%B3) _ (77)

Ain mas, (71) da

5 - |
(23, 48s) = — 55 {f(t)E.(t)dt +3 {G}(t)§‘1£-§l=!!§¥?¢;

La fraceion de la segunda integral esta comprendida dohfrb de
los valores Ep(t=3) y E,(t), porque Ej(t) = ~ E; es una funeién
deereciente. Luego podenos proceder al limite dentr6 del signo

integral y se ensuentra

aiﬁg (28,2E3) = = £4 3E3(C) + (£,3E,) {78)

‘ Anora, de (72) sale
plim Gplv) = £y 3E,(7)

de aqui se deduce

o138 (4,0,) = £4(q,3E) (79)
y eomo para ¥ = 0 (55) da
Ly = (q,2E;) + 3E,(0) (80)

la combinaoibg de (8C), (7s), (73) y (77) da

f% - ‘IvﬁEQJ
Luego de (76) sale

£} - E,(0) e f, = qo = 1/f3 = 0.577350... (81)
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§ 2.40 Teorema IV: La funeidén g(7) del tecrema II es crociente
para T 20,
Demostiracién: Sea u(t) cualguier funcién positiva y no decre-
ciente gue satisface la desizualdad intezral

ul(t) 2 Alu)y + & BylT) (82)
Por intezracibn por partes del operador & es fheil dedueir

que
T cC
ul®) = Alu)y ® 3uoBa(v)+[Ea(v=t)dult) - JBs(t=c)au(t)] (83)
(2] T

v pcr el mismo procedimiento se saea de (55) que

[Ey(t=t)aalt) = [ Eplt=r) dqlt) = Eg(v) - qolgl¥)  (84)
[s] <

Sea, por otrc lado, U = U(t) el extremc inferiocr de tcdas las
funeiones u(t) en el punto ¥. u 2 C y (82) implican
Ult) 2 & EBalz) > 0 (85)
AGn mas, U(T) es evidentemente no decreciente y de (C2) y de
u 2 U se saca que
u(t) = a(u), + % By(7) {26)
es valida para todas las funciones u(T) y por tamto para su -
extremo inferior U(T).
LEMA: U(<x) es continua para T = O, Bn la desigualdad
Ulx) = a(U),. + & Ey(x) (87)
es valido el signo de igualdad para tcdo punto/ interior de un
intervalo de constancia de U (7=0 inclusive)
Se pospondrd’por un momento la prueba de este Lema y se
demostrara apoydndose en 81 el teorema, Para lo cual se mostrsa
ré que U nc puede tener un intervaloc de constancia, probande

a8l que aumenta y satisface la misma ecuacién intezral que qf{<t).



Estc por el teorema III implieca U = q por (35). Bn efecto,

si se supone que U tiene un intervalc de constancia azt=h,

tenemos por el Leaa antericr y por (83) y (85)
@ cc
T Eigr-t! Eigt—t) =0 siT=a
o 2 Ee ™t { e e { ott) W zZ0 sit>a (87)
con o < T < B. Bsta exnresién, sin embargo, es contradictoria,

porque de acuerde con (2¢)

d E X
“_ﬁlrln! > C
y asi el segundc término del primer aiembrc de (C7) decrece =

(por tener signo menos) al erecer ¥. Ahora de acuerdc con (30)

d E (7v—a)
dx"ﬁfT?T_ <0

luego, eomo dU 2 0, el tercer término nunca aumenta. Por @lti
mo Ey(t—t)/Ep(t) aumenta al aumentar T, puesto gue el nume—
radcr aumenta y el denominador disminuye, ¥ como el cuarto =
téraino, el que contiene esta fraccién como intezrando, esta
afectado del signo menos, resulta tambien decreciente. Por -
tanto, todo el primer miembro de (87) decrece al erecer T, en
abjlerta contradiecion con el segundo mieubro de 1la misma. Luezo
U no puede tenmer un intervalc de constancia, que era lc que =
faltaba hacer ver para demostrar el Teoremsa.
Demostracidn del Lema: Para una funcidén mondtona no decreciente
los linites U(v-0) y U(v+0) siempre existen . Como U = u se -
tiene

U(x=0) = U(r)
ya que de otra manera u(«) = y(r-c) <u(<)

y ¥ U no seria sl -
extremo inferior de las u(<t).
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3ave probar la continuidad de U se mcstraré ahora que

U(to+C) = U(Typ)
Sea on = Uit +0) — UlTyp) (32)
entonces es evidente que 2m 2 0. Ahora, siendo el segundo -~
niembrc de (86) una funeién ccntinua, de ufr) 2 U(To+0) (7o)
sacamos U(t) = a(U)y + 2Eg(T) + n  donde To<T<To+d (89)
para eierto & > C econvenientemente pequeno.

Definanos ahcra la funcién auxiliar

o | ai T e (T9,7To+d)
niz) = \‘ (s0)
0 si1 T £ (t5,To+d)
Enton r 2
= — Calh)r + 2 si T & (To,To+s) —
T) < ¢
{ﬁ(h’-;' sité t'fo,'tg"b) %

Es zeondtricanente evidente que la funcidn
u{t) = U(x) - n hix) ' (92)

ne ea decreciente y que u = C. Ahora, la sezunda desizualdad
de (1) muestra que fuera del intervalo (Ty,To*d) u satisface
(82). Por otro lado de (8S) y de la primera desizualdad de (91)
se infiere que (B82) es satisfecha dentrc de ese intervalo. uf(T)
es pues un nienmbro de la clase introducida antes y entonces -
w2V, lo que implica n = 0,

Para probar la sezunda parte del Lema se ve primerc que en
(87) el signc de icualial es vélido para ¢ * 0, ya que si no
lo fuera se podria hacer el valor de U{C) un poco menmor sin —
afectar la desizualdad, en eontradiecidn con la definicion de

la “"nas pequefia funelén u”.
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Un punto T se llazara un puntc propio de U(t) euando = =
u(=') > U(t) subsiste para cualquier T' > T, De acuerdo con =
la ccntinuidal de U, un punto gue no es propio {impropio) es
o un punto extremo izquierde o un punto intericr de un interva
lo de constancia de U. Un punto que no es interioer a un tal -
intervale es pues o propio o extremo izquierde. Ba el priaser
caso y para T > C el punto es un limite supericr de puntos =
propios. De acuerde con la continuidad de U es suficiente pro~
bar la izualdad en (37) para tcdos los puntos propios Ty. De-
finamos m 2 O poniendo

2n = U{To) — AlU)gy = 3 Ez(Ty) (¢3)

entonces se demestrard que m > C es imposible. Como U es pont
nas, (86) debe valer en un intervalo suficientements pequemo -
(To,To*d). Usemes otra funeién auxiliar definida por
{'U(T) = Ulze) 31 Te (ro,ro+b)l

81 T £ (To,7To*d)

hi{t) =

Como C € U =1, n< i, y eantences al7) satisface las desigual
dades (©1). La funeidén u definilda por (S2) pertenece entonces
a la clase de funciones definida, ya que u verifica a (82) y -
es no deecreciente (evidencia zecmétrica), lo gue completa la
Prueba del lema.
§ 2.11 Una desigualdad para el valcr de gfcc).

Consideremos la ecuacidén (57)

ga‘;i(t) Ba(|v=t|f at = a = B (v)  (e7)

donde, ecomo se dijo, a es una constante por valuarse. El limite

del primer miembrc de (t7) es evidentemente el limite de
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oc
{ qlt) Eg(|v-t) at
siendo A una ecantidad arbitraria fija. Esta intezral esta

comprendida entre lcs linites

(< o) ]
alA) { Byl|v-t]) at, aler { Es(|vt|¥ at
y aqui las integrales tienden a % cuando T tiende a infinito.
Luezo 8q(r) s a s #qlcc)

o de acuerdc con la arbitrariedad de A
a =% qlew) = § q¢ (94)
Por otro lado, de (57) sacamos para ¥ = 0, teniendo en cuenta

el resultado asabado de obtener

e

(q,Es) = § qx (¢5)
y de (56) sale para T = 0
(qg,Ep) = % - (s6)

Las relaciones (Sf) y (96) junto eon el hecho de g(t) es una
funeién mondtona, peraiten escribir una desizualdad para qee
que fija su valor eon una incertidumbre de uno por ciento, de
la siguiente manera: De (c5) y (c6) sale

dw= 3 (a, By = & E) +§
Ahora, como 2By > E; para Tt > 0, podemcs poner

ro“'g aoc (1,85 = % E;) +§

Yy ¥ya que

(1, By - 4B,) = 12

resulta 5
Qo€ 7~ (o

Por ctro lado, de 3 Es > 2 Ey sale
I (2, - 3 By) aq > 0
ye que dq es poaitivp. Como el intezrando se anula para § e og,

por intezracibdn por paries sale



» DF
(g, §E2~E5) < O
lo que eon (95) y (¢6) da
F-%aqurdco .. %-Z“c Qe (o8)
(97) y (e8) dan asi
5/7 > qeo > 17/24 & 708 < q¢ <714

. Redondeando a2 la segunda cifra decinal se saca el valor ,71.

Independientemente de lc anterior, la teoria de Hopf- -
Itoner'° para resclver ecuaciones intesrales del tipo de la -
de Milne, aplicada a ésta pernite calcular el valor de qgy =

exactamente, y es dado por la intezral definida

/2
-3, - tane
e £ [ien ® 9-tan 4’] - T
que valuada numéricamente da 0.710447.,.
Luego el valor sacade de la desizualdad (S6) tonando el
pronedio de los dos extremos, es aproximado hasta la tercera

eifra decimal.



III: LAS SOLUCIONES APROXIMADAS DE LA ECUACION DE TRANSMISION.
§ 3.1 Método de Gratton—-Chandrasekhar de aproximaciones suce~
sivas. Recientemente (1937) el Astrofisico italiano Livio - =
Gratton '' ided un métode general de aproximaciones sucesivas

para resolver la ecuacién fundamental

cos © ‘51'11 = I(t,0) - J(7) {101)

eon J(t) = IEI(T,Q) sen 9 de (102)
c

el prineipio fundamental del cual es postular una solueibén de
la ferna

n
I(v,9) = = Ip(7) Pylcos o) (103)
2=0

donde Pg{cos ¢) denotan lecs diversos polinomios de Legendre,
¢on la esperanza de que al hacer n (entero) sucesivamente cada
vez mas grande, se vayan obteniendo soluciones cada vez més -~
aproxinadas, Debido a que el articulo orizinal de Gratton es—
taba vicisdo no tan sb6lo de varios errores de calculo, pero -
también de un error coneceptual acerca de la valuacibdn de las
constantes de intezracién, todo el articulo tuvo gue ser revi
sado por 8, Chandrasekhar "2, a quien se deben tanto el des—-
arrollo como los chleculos numéricos (que fueron verificados =
por ai) que sizuen.

81 se pone ¥ = cos o en (1C1), (102) y (103) se puede es~
eridbir (101) en la forma

(g =1-1, (104)

donde obviamente I, reprcsenta ol priner término del desarro—

llo (103). S1 (1C3) es substituidc en {104), teniendo presente
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que los polinomios de Legendre gatisfacen la férmula de re~

currencia

¥ Pg --ﬁ—%[uu)rh, o) (105)

ae encuentra

—g%;—'[(»’ﬂ)l’gﬂ + £Ppr] 1?‘ - z 1,2, - I

en esta eguacidén, por la ortcgonalidad de los polinomics po-
demos igualar los coeficientes de un polinomio en ambos aien

brcs y se encuentra

(3-1'2’.15) 'EZ'_ +" 2‘.'.3 dT - Il (1086)

A -%‘%.I?‘ =0 (107)

De (107) sale inmediatemente la integral

I, = ccnstante = § P {102)
(que Iy = IF se concluye haciendo # = 1 en la ecuacién (112)
de abajo). Para £ = 1 (106) da

%%‘ +-%-%%3 =I, =3F
y esta ecuacidn da inmediatamente otra integral
Iop=3Pc-£1,+a (109)
donde & es una constante de integreoibn.
§ 3.2 Las condiciones a la frontera. Antes de hacer las dis-
tintas aproximaciones veremnocs e&n gque forma son aplicables las

condiciones a la frontera (5) y (6):
I(0,E) -10 parsa -1<E<O (110)
F -_{ I(v,E) € ax (111)
Ahora de (103) sale por la ortozonalidad de las P,
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1
12(x) = [ I(7,E) Ps(E) ax (112)
-1

2241

ecuacién que para T = C, con la condicién (110) se convierte
en

23,,1 I,(C) = I I(CyE) Po(E) ak (113)

Por ciro lado n
I(c,5) = = I,(c) P, (E) (114)
k=0

ecuacién que combinada con (113) da
EEL- I,(0) -kEoIk(CJ f P,(g) P (E) ax (115)

Asi 1a condicidén a 1la frentera (11C) es equivalente al =
sistema lineal (115) entre las I,(0). Por ctro lado, es de es
perarse que el sistema (115) no podra ser satisfecho en su tgQ
talidad, por el hechc de que siempre habra mas ecuaciones por
satisfacer que constantes arbitrarias disponibles, debidc a qgpe
no a eada I, le corresponde una constante de integracion, ya
gue existen intezrales del tipo de (108) y (1CS8). Sin embargzo,
se satisfaceran tantas ecuaciones del sistema (115) como cons~
tantes de integracién puedan introducirse en la solucidon, Es -
asl comc se ve que el orden de aproximacidon cbtenido tomande =
para n un valor entero dado estd fijado por el namero de cons
tantes arbitrarias que se tenga para valuarlas de (115), mas -
bien que por el namerc de térninos retenidos en el desarrollo
(103). Asi se verd que las scluciones obtenidas reteniendo sélo
los tres, eineo o siete primercs términcs de {(103) envuelven =
respectivamente una, dos c tres constantes de intezraeidn (ai-

ferentes de F)., Estas seréin la primera, se-unda o tercera apro
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ximaciones para la solucién de (1C1). (El error prinecipal de
Gratton es no haber reconocido este hechc y haber llamado, -
consecuentemente, segunda aproximacién a la cbtenida retenien
de los cuatro primero términos de (1C3).

La ecuacidén (115) para £ = ¢, 1, y 2 da respectivamente
2 1o(0) = Io(0) +41,(0) - §15(0) + J5Igl0) + ...

21100) = 2T0(0) + 21,(0) + 31,(0) =21, (0) + -1 (C)+... (116)

128

g:,(o) --gr,(o) +-g1,(o) +%1,(c) —%x (o) *...

donde en los segundos términos se han ccnservado hasta Ig -~
(inclusive). Teniendo en cuenta (10c) estas ecuaciones (116) =
se pueden escribir

-1 -1—. - ...L. = 3 g
d1500) + L-1500) - Liagt0) + ... =Ep

16
B1000) + 41,(0) - J514(0) + gh1g(0) + ... =3 ¥ (117)

215000 =3 1,000 + & 1000 + ... =¥

64 © 16

La altima ccndicién a la frontera que tenenos que conside
rar es la correspondiente & T = g . Ya se vié que (Teorema II)
Io(*) = O0(v) cuando t tiende a co. Por tanto, las I,(7t) dehen

s8er acotadas en @ = T = o

§ 3.3 Primera aproximacidén. Tomando I1,.= 0 para £ 2 3 tenemos
la ecuacién (1C6) para 2 = 2

iR+ -1
Como I, = 0 teniendo en cuenta las integrales (108) y (109)
I, =3 F (108)
I.-EFT%-a.--‘gI, (109')



se obtiene

I, =2%F

Io =3 Pt +a (118)

I, =0
La eonstante de integracién & puede valuarse de cualquiera de
las des primeras ecuaciones de (117) (las dos dan valores dis-
tintos), pero se escoge la sezunda por ser la que asegura la
condicién F = Constante, obteniéndose asi a=%F .
Luego la solucidn es

Iolt) = §F(T + §)
I, =3F

(119)

Esta aproximacion fué obtenida primero por Milme con conside~
raciones diferentes de las usadas aqui y se conoce con su nonbro;

§ 3.4 Segunde aproximacién. Se obtiene tomande I, = O para =
£ 2 5, Se tiene entonces en (106) para £ = 2, 3, ¢

's'g%l-xg ‘120’
3 dal al
2 +554 -1, (121)
4 aI
% dt - I, (122)
(120) y (122) dan
I, =3 F (123)
uientras que (120) (121) y (122) dan
16 d2I 4 4l 3 dl
iRl b SRR AEE R AEE L

23 a'ri .
1'3 dr 'Ia
La sclucidon de esta ecuacién acotada cuando T tiende a oo es

I, = A e~GT (124)
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donde A es una constante de intezracidn y

a = V45723 = 1.39¢ (125)
Para I, e I4 sale
o -at o PR -aT
I, 5 Aae 3 La 5 Ao e (126)

Mientras que para I, sale por (109)

o -B_. e+ & 1
Io =% Pt + =z Ao e +a

Las constantes de integracién A y a se valian por las dos pri
meras ecuaciones de (i17) que dan

A =-0C,517420 F

a= 0.,5638 F (aae)
Estos valores en (127), (108), (1261 y (124) dan
Io = § F(1+0.7517-0.1654 e~1.369T)
I, =3 F
I, = C.3102 F ¢~1.3997 ' (129)

I =0.5174 F e~1.3997
I, = 0.4136 F ¢~1.3997

§ 3.5 Terce#a aproximacién. En este caso se toma I, = O para
£ 27 y se tiene en (106) para £ = 2, 3, 4, 5, 6

F48 = L (130)
%’%%1 . % %%1 =13 (131)
5%"“%%"14 (132)
—3%5‘ *%%‘éﬁ =1s (133)
ﬁ%‘g‘ = Ig (134)

(130),(132) 'y (134) dan la integral



I+ I = Iy (135)
Tambien se saca de (134), (133) y (132)
2 2
€ dlg _s4ar, _ 5,4 471 5471
13 w 'T_% dr =Ig-sart "I -s T *aT ) (13¢)
Similarmente, de (130), (131) y (132) sale
20 atly _ 4,41, & 4’ Ia _ _ 16 a'1, _ 341
o ar ™ T _3 axt T TE
2
. _s a1, =
‘6% d‘! 35 a2 (137)
(136) y (137) pueden escribirse

a2z o0 a%I,
iii ac? - s €3 It

a1 _ 20 a'zi
%%d-r = 1s 798 Tax

Este sistema de ecuaciones diferenciales simultaneas es satig

(138)

fecha por soluciones de las formas
I, = B e70F 3 I3 = A ™7 (138)

donde A, B y a scn constantes por determinarse. La substitucibn

de (139) en (138) da

({?ﬁ a2 - 1) B = --%% alA

(22 o2 - 1) A = - 22 a2

Luego o satisface la relaeidn

50 - 1)(23 e 400
(117 al 1)(45 al - 1) = 057 at

Las soluciones de esta ecuacidn que satisfacen las condiciones
& la frontera son
@y = 1.9825 3 ap = 1.1464
correspondientes a estcs valores de a se tiene
By = - 1.2706 A, 3 By, = 1.2368

Luego las soluciones para Iz e Ig scn
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I, = Aje 21T 4+ Age %27 P
Ig = - 1.2706 Aqe 1T + 1.2368 Age *2T
y para las demids IZ se deduce facilmente
I, = = C.8487 Aqe 21T = 0.4913 Ay e~ %27
Ig = 0.0121 Aye™®4T — 1,2005 Age™02T (141)

Ig = 1.3740 Aqe™%T ~ 0,7733 Age 2T

Para valuar las constantes Ay, Ay y & se usan ahcra las tres
ecuaciones de (117) Restando las dos primeras y con la altina
se sacan Ay y Ap:

Ay =~ 0.3031 F ; Ap = 0.2384 F (142)
Cualguiera de las dos primneras ecuaciones de (117) determina
ahora a y se obtiene

a = C.5307 F (143)

Con estos valores la solucién completa es
I, = § P(v+0.7077-0.1781e"%1740,0655¢™*27)
I, =3P
I = 0.3380 21T = 0,1171 e™%27
I, = =C.3031 =T + 0,2384 e~CpT (144)
I4 = =0.0048 7%1T - C.3008 e~%2T
Ig = 0.4995 ™17 + 0,2048 e~ %2T
Ig = =0.5401 ¢~ %1% - 0, 1844 ¢~%2T
§ 3.6 La sezunde aproximacién de Eddinzton. Se tienen las ecua-
ciones integrales (13) y (15):

I(t) = & {u&(t) Ey(|t-v|) at (13)

oo
K(t) = 3 { J(t) E,(|t-1|) at (15)

mientras que per otro lade se ha visto que K(t) satisface (52):
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K(T) --% Ft + ccnst (52)
Ahora bien, teniendo en cuenta esta expresidén, se ve que las
hipétesis hechas para obtener la primera aproximacién de Milne
(§3.3) para la solucibén de la ecuacidn de transmisidn

J(t) = {F(T + §) (119)

son equivalentes a poner
J(T) = % K(x) (145)

valor que puede sugerirse a unc teniendec en cunenta el valor

medio de cos?¢ sobre una gemi-esfera. La sezunda aproximacién

de Eddinzton consiste en pcstular entre K(t) y J(t) une - -~
relacion
K(T) = wHs (146)

que substituya a (145), donde f(T) es una funcidén gue va a -
determinarse poniendo en las ecuaciones intezrales (13) y (15),
dentro del sizno f, por J(t) el valor dado por (119). Asi -.ge
obtiene
8 o

J(t) = F f (t+3) Eq(|t-) at

el

(147)
3 K(t) = F f (t+8) By(|t-7 at

Con la ayuda de las férmulas (35) y (32) se encuentra
)
g (t+e) l,(lt—tl) at --315591 = ¢ Ep el{7) + Ej o(7) (c=const)

que aplicada a las ecuaciones (147) da

20(7) = [2(v+8) = <BEo(1) =~ Ey()>]

gi(t) = [#(<+8) - <3B,(7) = Ee(1)>] (148)

De aqui, de acuerdc ccn (146) sale

K(x) __ 1 B(x+8) -r3E,(1) - E<(7)]
<) " %) T §T¥137“2E§§4(1; - EB(,,] (149)
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Ahora, (52) se puede escribir

K(t) = 2 Pr + K(C) (15C)
vy de la sezunda de (148) se obtiene

k(o) =S &2 F
Por tanto, (15C) puede escribirse

K(t) = iP(x + 37)

y de acuerdo con la hipdtesis (146) tendremos para J(T)

() = IF(r + $2)1(x) (151)
donde f£(T) estd dada por (14¢). Esta expresifn es la sezunda
aproxinacién Je Eddinzton para el "Erzibizkeit".

§ 3.7 La Ley de Oscurecimniento. Se econoce ccn este ncnbre a =

la expresién I(C,v). De acuerde con las ecuacicnes (8) y (€),

junto ecn la ecndieién (5) vale

@
I(C,0) = [ J(t) et 3€C ? geo p at {152)
o
Poniendo agqui el valor de J(t) dado por (54) se obtiene
(o)
I(0,9) = FP[cos o + [ q(t) ™t 3€C ® ge¢ » 4t (153)
o A

Uno de los principales éxitcs de la teoria de HOPF-WIENER -
(Ver el final del § 2.11) ha sidc el que da una expresién exac
ta, susceptible de ser intezrada numéricamente, para la ley —
de oscurecimiento, gque resulta ser

I(C,9) -.ié F (1+cos 9) exp.gle) {153)
donde

alel ' eoz ) u?z n| (1—-8 cot gsen® a8

4
o cos?Btcos?e sen?8 (1564)

Para las tres prineras aprcximaciones de los parra-
fos £§ 3.3, 3.4 y 3.5, se obtiene I(C,9) pcniendo J(t) = Iqy(t)

Yy se saca respectivamente



I{C,®) = F(0.50CC+C.75¢ccs m) (155)

AR 0.1241 "

I(C,p) = F(C.5C35+C.7Lcos ¥ ~ 337 soc cosm) {1£8)
11326 C.046% ) (157}

Es interesante hac2r notar que la férmula (15E) puesta en la

fcrma

r 4
=J

z08 O

oo

L

fué encontrads primeroc empiricmi2nte para representar las ob—
servacicnes de intensidad Jde radincidn en las distintas partes
del disec del scl, pues las cbservacicnes eran éatisfechaa por
una expresidn de la forma 1 — u + n cos 9 , donde u~ C.6 -
fue llamado el cceficiente de cscurecimientc hacia el limbo.
En la Tabla II se co.aparan los valcres aproximnades (1l£6) y -
(157) eon el exacto (154). La integracién nunérica de (154) es

debida a Chandrasekhar '2.

§ 3.8 Comparacién de las distintas aproximaciones para g(=x).
La Tabla I ecntiene los valores de q(T) obtenidos de la sezun

da y tercera aprcxinacicnes de Chandrasekhar y de la sezunda -
le Eddinzton. Allil se ve que liferencias apreciables existen -
80lc para T pequefio (sea » < C.5), pues para valores més Iran-
des se acerean répidamente a sus valcres qlcc ), siendo el de
Eddinzton el mas cercano al valor exacto dado por 1la Tecria de
Hopf. La diferencia 143 nctable (y 1a mas impcrtante desle el
punto de vista Astrofisico) es gue 1la sezunda apreoximacidn de
Eddinzton da un valor para la derivada de gq(T), en la vecinlad
del origen, oucho haycr que lcs que dan las otras aproxinacio-

nes consideradas. Sobre este punto se vuelve al final del — -
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capituloc sizuiente.

La aprcximacién de Eddinzton tiene el defectc, cuando se
les compara ccn las de Chandrasekhar, gque nc da una expresién
facil de calcular para la ley de oscurecimiento hacia el lim-
bo, por lo que, en lo que a ésta respecta, nc es posible ccn
pararla con lcs resultades que da la férmula exacta (154). Se
podria ealeular, por intezracién numérica la Ley de Oscure-
cimiento resultante de la Sezgunda aproximacién de Eddincton,
llevando (151) en (152) e inte;srando numéricamente el resulta

de de tal substitucidén; pero, hasia donde estoy enterado,nadie

lo ha hechc hasta hoy.



3V: UNA FORWULA DE INTERPQLACION PARA aql{v) EN LA VECINDAD DEL
ORIGEN.
§ 4.1 La f&rmula de interpclacidém. Dadc que las diferentes - =
aproximacicnes pare 4(t), expuestas em el eapltulo gnterior,
difieren, ccac se Jijo antes, especialmente en la veoindad del
crizen, se pensd en encoentrar una férmula de interpolacidn que
revresentara a q{t) en una cierta vecindad del orizen, con una
aprcximncién denendiente del nfinerc de constantes nunérigas -
que esa fér-ula contuviera, y que se determinarf{an haciende -
gque tal férmula de interpclacién satisficlera una ecuacidén in—
tecral para q{t) en cierto nitnerc de puntos . Consideraciones
de sencillez en la valuacidén de las intezrales definidas que -
la substitucién de la féramula de interpolacién por gq(x) en 1la
ecuscidén intezral implicaria, hiciorcn escoger un polinomio
P(zt) = E uktk (158)
para tal férmula de 1ntarpolac16n. Asi, si una expresibn como
(158) es substituida en luzar de g{T), en una ecuacién intezral
que entt funcién satiuraga -3ea, por faeilidad-

f aft) Ep(t-t) at - f alt) Bg(v-t) dt = B (T) (56)
(pudo haberse escczide (55) o (57)) se obtendra una expresién
de la forma

n @ T
kiosgﬁ‘{ t¥E, (t-r) at —£ t* Bp(v=t) at] = E,(x)
que c¢on la notacidn del § 1.10 se escribe
R
I ool W - Mg ] - B (x)
51 eata izualded ge escribe para n puntos <« eseczides ecnvenien
temente se obtendréa un siétoma de ecuacicnes lineales para Je-

terainar las ay.

Sin embar3zc, para aprovechar el conoeimiento que da § 2.8 -
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sobre el valor de q{(C), se pusc en (5€)
alt) = qo + r(t) (15¢)
La substitueién de (156) en (56) da fécllmente

ac T
[ r(t) Bp{t—v) at = [ r(t) Bolv—=t) dat = E,(v) = qoBalv) (16C)
T ¢ ,

Si aqul se pone ek % aktk (161)

k=1
se cbtiene

2 axl M :.!i ] = E,(x) - qo EglT) (1€2)
Parakzis funciones dentrc d§1 paréntesis cuadradc del. primer =
miembro se tiene de (35 y (39)
WY - i = § - B (v)

W - M2 = 213 + EE;T)]
WE - u3 - 31[£ +-§-§; - Bglv)]

W-g-ulE i ¢ 50]

(16F)

Si en {162) se pone n=4 se obtiene un polinomic de cuartoc 3rado
para q(t). Para valuar las constantes del polinomic se escozie
ron los puntos v = C, 0.04, 0,05 y 0,2, habiendose calsulado -
las funcicnes Bp(T) en esos puntos por medio del desarrollo (40)
y de la férmule de recurrencia {(21) para las funciones E,. El
sistena resultante resultd ser

2y + 1.6000C0a,; + 3.6000C0ay + 12.C0000Ca, = 0.1339747

1.457901 3.561951 11.967159 0.1339734

(166
1.541077 3,618326 12.192561 0.1240767 )
1,56053¢ 3.609861 12.203101 0.1108565

la sclueidén del cual es

84=C.46142 ; a,=-0.40641 ; ay=—0.07582 ; a,=C.04462 (167)
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Por tanto, para O = v = C.2

4
al(®) = 0.57735 + C.48142t — C.4C6427% - 0.C7552%® + c.o4ﬁeg-1cec)
A

Noe se considerd un polincnio de orden superior al quintio, pues ap
aparte de que las inedznitas ay del sistema {162) decrecen al
ecrecer k, porque sus coefieientes crecen como k!, rara T : C.2

t = 0.00032 y el azregar un término mis a (162) en ningfin ca-
8o afectaria una unidad del quinto orden decimal.

§ 4.2 Otra pcsible férmula de interpolacién. La forma funcio—
nal de q(v) que dan las dos aproximaciones de Chandrasekhar de

§8 3.4 y 3.5, suziere el postular para q(T) una expresidn de

la forma
q(t) = g s(t) (169)
n

con s(t) = Z ap exp(-Dbyt) (17C)
k=0

bues se piemsa que intrcduciendo (162) y (17C) en una ecunacidn

intezral para q(7), semejantemente a coao se hizo en el phrrafo

anterior, se podria establecer un sistena de ecunaciocnes de ecn

dicidén de dende se sacarian las constantes 8; ¥ bJ, ya que de

esta manera se verificaria materialmente la exactitud de las -

men¢ionadas interpolaciones.

Enseguida se trata este prcbleusa. Priaero, peniendo (169)

en (56) se saca
a T
{r(t)xztt-t) dt = fr(t)Ey(v-t) at = Qoo EslT) ~ B, (7) (171)
c
Introduciendo aqui (170) se obtiene
n o 7
kfp“k[,{ﬂlp('bktiﬂa(t"ﬂdt . gexp(-bktmz(r—t)dt] =

= A Bzlx) = E () (172)

Las integrales definidas que hay que valuar scn de 1los tipos
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oo _
I =[Pt Bo(t-7) dt
<

T
II = [ e™Pt Ey(x-t) dt
o]

Para las que tenemos

I = [ ebtf (t=¥10 4o at = [ 233 [ e~(b¥a)tat aa
¥ 1 * e

(173)

o«
m a=bT da - L
. '{ a!ia+b§
Para la otra se tiene semejaniemente

2% b g oEE f "T(""—j' Ioc e—aT

i 7
1 a®(a-b) o (404

Estas intezrales converzen si b<i. Descoaponiendo en fraceic-

nes 311ples es f&cil obtener

{m do = l[! 0 — — O = Eq(f’ - bEg(T)] (176’

Haciendo en la intecral del sezundo miembrc de (176€) el cambio

_de variable

Y = a=b
1-b
sale .
@ —-at ol
e da = e % Eq[(1-b)] (197)
1 ao-b

de tal nanera que (174) queda

—bT
11 = 2[1n 'I%E - b = E,[(1-b)<]] *‘%2[31“) + bE,y(7)] (178)

Teniendc en cuenta (173) y (178) se puede escribir (172)

e
3 b tIT om 1 aditbi A i w -
ED—JE de=Pet[ oby Ingie + Byf{1-p]m0] - Bi(m) by E, ()} 3

= Qo Eg(T)-B,(T) (179)
en dcnde by < 1. Estc iaplica una ecniraiieeién ecn lc cbtenido



o Rrn =
en las uﬁroximnciones de Chandrasekhar, pues all} todas 1as ex
penenciales que aparecen tienen b > 1. No he pecdide explicar -
la ragbn de esta contradiccidn, ya que si la hipétesis funda-
mental del métode de Chandrasekhar-Gratton esti justificada, -
lcs .coeficientes de T en las exponenciales que resultsan en la
expresién para J(t) deberian ser menores que la unidad.
Las ecuaciones (179%) nc son apropiadas para calcular bk
por la complejidad de la dependencia de ellas en esta constanie.
Aungue como son lineales en aypy fijando arbitrariamente las -
by (hk < 1), se pueden usar para determinar las resultantes LI
Come un ensayo se puso
r(t) = a, o U8t 4 ag e 0.4t
y habiendo puesto en (179) T = 1.0 y 3.C se obtuvo para r{t)
r(t) = 0.0760 ¢~ 0:8t ~ ¢ (363 ¢~ 0.4t
que da para q(0) un valer bastante lejanc del verdadero:0.67075
en lugar de 0.57735. Dada la poca aproximacibén que dié esta fér
mala de interpolacibén se usé mejor el polinonio del pirrafo —
antericr.
§ 4.3 Conolusién. Cono se ve en la Tabla I, o nejor afin, en la
Tigura I, el ecumportanientc de q(7) para T < 0.2 indicado por
la férmula de interpolacién (16-) es interiedioc del que indieca-
rian las des aproximacionea de Chandrasekhar y la de Eddinzton,
por lec memcs en leo que se refiere a la rapidey eon la que cae la
pendiente de qg(*) al erecer v.Para T5C.2 la figura parece indi
¢ar que la segunda aprcximacidn de Eddinzton representa més fiel
mente a gl{t), aunque para ¥<C.2 puede decirse que las tres apre

ximaelones estén igunalmente retiradas de la funeibn (168).
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qtT)

T e

a b e i a e
¢.0C 0.536 0.55% 0.583 0.577 C.E%%
.05 .597 .605 .620 .6CC
.1C .6C3 .617 635 .621
.15 .617 .622 .64f .640
.20 .627 .638 .653 €52
.25 .635 .€46 .66C
« 30 .643 .654 .665
«4C .657 667 .673
.5C 670 €77 .87¢
.60 .68C .685 .683
.80 683 .696 .68¢
1.C 711 703 .6C4
1.2 .728 .709 .6S9
1.8 .738 711 .702
2.2. 744 .710 .7C4
2.6 747 710 705
2.0 J74S .7CS .7C€
b 752 .7¢8 730 | 710
¢ Segunda aproximacion de Chandrasekhar de § 3.4
b: Tercera . ' . "8 5t
e¢; Sezunda . * Eddington *§ 3.6
d: Pbéraula de interpolacién (168)
e: Valores exactos de la Tecria de Hopf (Cap. II)
TABLA II FQ(E)
BT 4
. : 1:13. i_ 1
1(0,9)/1t0,0) a3 /’ Ay
b a2 a b e 63 ¥ P ,,A/ﬁQ
AR -
624 X - 3
0.0 |0.3484 | 0.3520 | 0.3430 | //)’/ K ///,»w
1 | .41209 | .4264 | .42¢0 f | ,///4' 4
.2 | .4887 | .4955 | .acss | / -
.5 | .5557 | .5620 | .5649 A //,»v
.4 | .6214| .6268 | .6251 [b0t+ /. i T
.5 | .686C | .6004 | .6922 ey
t&\ -?498 -7533 0?546 '69‘:" : 7‘ i
.7 | «B130| .8156 | .B8164 |
8 | 8757 | .8774 | .877¢ |4/
.9 | .9380| .9388 | ,8391 ¥
1.0 11.000C i 1,0C00 ' 1.0000 § .. | { Lﬁ,a
&) Sos 0.1 0.2
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