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TEORIA DE LOS REACTORES NUCLEARES HOMOGENEOS.
INTRODUCCION.

En la teoria de la pila es costumbre hacer ciertas su-
posiciones respecto & los procesos fisicos que se verifiecan
en un reactor nuclear capaz de sostener una reaccidn en cade-
na, Estas suposiciones que se introducenm con el objeto de
simplificar el andlisis matemdtico del reactor se refieren
principalmenie al mecanismo de produccicn y operacidn de los

neutrones dentro del mismo y pueden resumirse de la siguien-

te manera:

|.— Se supone que como resultado del hendimiento de un nucleo
se produce, entre otras cosas, un cierto nlmero de neutrones
que poseen la misma energfa. Esta energfa, llamada “energia
de hendimiento” (alrededor de unos 2 MeV.), se considera co-
mo la energf{a primarie de los neutrones que inician un eciclo

en el reactor. Los neutrones rapidos producidos por un hen-



dimiento se deceleran luego por colisidn con los nicleos del

moderador, obedeciendo una scuacidn de edad. Algunos de

ellos seran capturados en el proceso por reacciones (n,v)
pero los restantes eventualmente llegaran a un equilibrio
térmico con el material del reactor y obedecen entonces a

una ecuacidn de difusidn,

2.- Se supone ademas que solo los neutropnes térmicos son ac-
tivos, es declr, que un neutrdn producido en el reactor no
efectda hendimientos hasta que alcanza la edad térmica., Es~
to equivele a suponer gque las secciones (n,f) son despre-
cisbles a energias mayores que la térmica.

Estss suposiciones parecen ser bastante radicales.
fis bien sabido gque en el hendimiento de un nicleo se obtiene
no un haz monocromatico de neutrones primarios, sino un es-
pectro continuo que va desde las energias térmicas hasta ener-
gl{as de |5 a 20 MeV, en la regidn estudiada., HEvidentemente
el espectro puede continuarse indefinidamente en la regicn de
altas energfas. Ademds, debido al decaimiento de aquellos
productos de hendimiento que quedan sobre la linea de estabi-
lidad, resulta un espectro discreto de neutrones retardados
consistente de varias rayas monocromiticas. La produccidn
de neutrones dista pues mucho de ser monocromdtica. La lla-
mada "energf{a de hendimiento” no es sino el promedio de un
espectiro entero.

En cuanto a la segunda suposicién hay que hacer notar

/o 236 ‘2
que solo es valida para U cuya seccidén (n,f) cae ra-

pidamente del valor inicial de 545b para energ{as termicas,
& valores despreciables para energfas mayores. Si se consi-

deren otros nucleos hendibles, sin embargo, se encuenira que



la situacién es bien distinta. En el U®°®® 1la seccidn es
muy pequefia (~0.0!b) para emergias epitérmicas y aumenta rd-
pidamente a partir de |.5 MeV. Cosa andloga ocurre en el
239
Npow, ehe;
Una pila térmica generalmente opera con uranio natu-

ral en el que el UZ%®°

solo entra en muy pequena proporcion.
Es de esperarse por tanto que la gran abundancia de nucleos
de U®®® en cierto modo compense la pequefiez de la seccidn
y que los hendimientos producidos por los neutrones rapidos
tengan una influencia apreciable en el comportamiento de la
pila.

En vista de las consideraciones anteriores es claro
que seria interesante suprimir las dos suposiciones senala-
das y construir una teorfa de la pila en la que, por una par-
te se tenga en cuenta el especiro entero de neutrones conti-
nuo y disereto, y por otra, que se considera el curso entero
de las secciones con la energfa.

En este trabajo se ha abordado tal programa con ecua-—
ciones de difusion. Con el objeto de describir adecuadamen-
te las propiedades de ls pila cuando se considera la distri-
bucidn de los nsutrones respecte a la energia, ha sido nsce-
sario, en primer lugar, generalizar el concepto de “constan-
te de reproduccidn” e ideas a €l asociadas, tales como los -
“factores de produceidn” y los distintos “factores de utiliza-
cion”. Se encontrara que, en vez de simples constantes cal-
culadas a partir de los valores de las secciones a energia -
térmica, es necesario introducir funciomnes de la energfa que
describen propiedades correspondientes distribuidas a lo lar-
go del espectro. Asi resultan las “funciones de produccidn”

que se introducen en el Capitulo I.



Por otra parte, la introduccicon de efectos espectrales
conduce naturalmente & una deseripcidn de la fuente que difie
re profundamente de la ordinaria. En vez del término usual
proporcional a la densidad de neutrones térmicos, resultan
integrales sobre la distribuecidn. Las ecuaciones de la pila
quedan como ecuaciones integrodiferenciales cuya solucidn cop

duce a las ecuaciones de enhoras y a las condiciones criticas.

CAPITULO TI.

|.— Las Ecuaciones de la Pila,

Se va a considerar una pils homogenea no reflejada,
que se va a caracterizar por las siguientes secclones macros-
cdpicas:

s 9eccidn de dispersidn,

seccidn de captura.

[+

seccidn de hendimiento.

a = 2, * Z, seccidn de absorcion.

M ™M M ™M ™M
LY

=%, *+ %, seccidn total.
se designard por D el coeflclente de difusidn, por ¢ la
pérdida logeritmica media de energfa y por T = ;%: la vida
media de un neutrdn de velocidad v en el reactor. El va-
lor de T vpara energia térmica se designard por T,.

Sea nf{r £ t) el nimero de neutrones per unidad de

volumen y por unidad de energf{a (p.u.v.e.) que al tiempo t
se encuentran en el punto (r, EB), r = i1x + jy + kz repre-

sentando el vector de posicidn en el reactor y E la ener-



gla. n(r E t) satisface una ecuacidn de continuidad:

2 E :
nggt L5 B s 4 . dln(z E ;L v 3 £ E]

~n(c BEt) v +Q (rFt) (1

3% 3* 3*?
con A = — t —— + — ,

ax?  ay?  23zf

El primer término representa las pérdidas por difu-

sidén espacial, el segundo las pérdidas por difusidn energé-
tica (deceleracién), el tercero las pérdidas por absorcién
y el dltimo la produccidn, es decir, el nimero de neuirones
producidos al tiempo t por unidad de volumen, unidad de
energia y unidad de tiempo (p.u.v.e.t.). El flujo de neu-

trones serd:
¢ (t BEt) =n (z BEt)vw (2)

y la absorcidn, o sea el n@mero de neutrones absorbidos p.u.

v.e.t.
a(lr Et) =n(z Et) v === (3)

Supondremos que, con un valor adecuado de Q(r E t),
(1) describe el comportamiento de los neutfones para energlas
mayores que la térmicae. Los neutrones térmicos se conside-
rar4n separadamente, designdndose por n,(r t) su densidad.
Esta densidad claramente satisface une ecuscidn como (l) ex-—

cepto por el término de deceleracidn:



hulrh) FQ(r b) (1)
9t o

aqul D, es el valor del coeficiente de difusién para ener-
glas térmicas y Q,(r t) 1la produccién de neutrones térmi-
cos.

Nuestro princ.pal problema consiste en calcular los
términos de produccion en (1) y (la).

Tmaginar un neutrdn de energia E' que produce un
hendimiento. Como resultado del mismo, aparecerd cierto nt-
mero de neutrones inzediatos con un cierto espectro. Desig-
namos por 7(E, E'} el némero de neutrones p.uv.e, de ener-—
gia E inmedietamente producidos por hendimiento causado
por un neutrén de energia E': =n(E, E’') se llamara funcién

de produccidn inmediata, El némero total de neutrones inme-

diatos producidos por hendimiento serd:

n,(E) = [ n(B, E) dE (4)

0“8

n,(E') se llamard factor de produccién inmediata.

Ademds de los 7 _(E") neutrones inmediatos, se pro-
ducen varias rayas de nuetrones monocrométicos retardados.
Sea =7, (E') (1 =1,2,3,...) el nimero de tales neutrones
que se producen én el grupo 1i. El ndmero total de neutro-

nes producidos por hendimiento serd entonces
1(E7) = mg(E') + 2im(E") (5)

n(E’) se llama factor de produccién. Si como es corriente,

en vez de los niémeros 7, usamos las fracciones §, de neu-



tron=s retardados, claramente
n,(E*) = B, (E') n(E") (e)

y serd como de costumbre

£, (E)

E‘} = 2 E'Yy = ——F+— = - k' 7
BUE') = 3 £4(8) =~y 7(8") (7)
la fraccidn de retardacidn, es decir, la fraccién del ntme-

ro total de neutrones producidos que son retardados.
El ndmerco de hendimientos p.u.v.t. producidos por los

neutrones que se encuentran en la banda (B',dE’') es

n(r B’ t) v’ 2; de’
en donde v' es la velocidad correspondiente a la energla
B' y 2 =%, (E'). El nimero de neutrones inmediatos pro-
ducidos p.u.v.e.t. por estos neutrones seraé:

7(E,E') o (r B’ t) v' %, dE

y el nlmero total

{ n(E,E') n(r B t) v' 3 4B’ = [ 51%+Eil-n(g B7t)dE’  (3)
Ey By
en donde
Zp (E7)
k(&,B') = n(E &) : (9)
I, (E")



es la funcién de reproduccién inmediata, es decir, el nume-

ro de neutrones p.u.e., de energifa E producidos por neutrén

absorbido de energia &',

es el factor de utilizacién, o sea la fraccidén de neutrones

absorbidos que produce hendimiento, es decir, la probabili-
dad de que la absorcién de un neutrén conduzca a un hendi-~
miento y no a une simple captura (n,y). (9) puede escri-

birse

K (8) = [ k(BB 4" = 9, (E) £(E) (12)

es el ndmero total de neutrones inmediatos producidos por
neutrén de energia E’ absorbido y se llamard factor de re-

produccidn inmediata, FEl ndmero de neutrones retardados del

grupo 1 que se producen p.v.v.t. es claramente

] ' ' l ' ' ) @© ki(Ei) o . ‘
[ n(E') n(z E' t) v' Z} dB’ = [ T n(r §'t)ds {13)
m‘t L
con
o o Ze (E)
Ky (B) = m (B) TP = ny(B) £(87) (14)



k,(E') es el factor de reproduccidn retardsds del grupo i.

El ndmero total de neutrowes producidos por neutrdn

™

absorbido de energla B es
k(B') = k (E") « 2k, (3') = 7 (BE7) £(E") (15)

o

y se llamaré, como en ls teoria ordinarie, factor de repro-

duccién. De (&), (7), (12) y (I5) se sigue que

=
o
—
=
—
It

(1 = B(E")) k(E')

W
-
—
=22
-
0

By(E") k(E')

usando las fracciones de restardacidn B,.

(8) y (13) representan los neutrones inmediatos y re-

tardados producidos por nsutrones epitérmicos y répidos,
Hay que considerar ademéds los neutrones producidos por neu-

trones térmicos. Sean

£y

1]
[
—
2]
o
—

nt(E)

{
3
—_
=1
-
=
54
—
—
3
—

Myy — ni(Et)

el factor de utilizacién térmice, las funciones de produc-—

cién térmica inmediate y retardada respectivamente.
@
Moy = E n,(E) dE (18)
o

es el factor de produccidn términa inmediata,



kK (B) = n,(8) £, = k(E,E,) (19)

la funcidén de reproduccién térmics inmediata

el factor de reproduccién térmice inmediata,

kyy = myy £y (21)

los factores de reproduccidn térmica retardada.

T, = —— (22)

el tiempo de dgeneracidn inmediata, o sea, la vida media de

un neutrdén térmico en el reactor.

Puesto que el numero de neutrones térmicos absorbi-

dos p.u.v.t. es Eﬁ%ﬁ_ﬁl es claro que estos neutrones pro-
duciréan °

ky (E)

T n,(rt) (23)

neutrones inmediatos de energla E y

(r t) (24)

[o]

o

nsutrones retardados del grupc i. De (8) y (23) se sigdue

que la produccidn inmediata es



@ ; k E E
Q(c B t) = [ Ej%fg‘) n(r E’ t) 4B’ + £ n,(r t) (25)

By

en tanto que el nidmero de neutrones latentes de la clase i

producidos p.u.v.t. es de (I13) y (24):

Tk, (E) ke

[ 1 — n(z B” t) 4E + 13
T

By

Sea shora c,(r t) la concentracidén de neutrones la-

tentes del grupo 1 y T, su tiempo de generacidn. Habra

t
entonces fi%él_l neutrones retardados producidos p.u.v.t.
2 una energiai Ey . La-produccién de neutrones retardados
seré:
01(2 t)
Q.(r B t) = { 7 8 (E - E,) (27)

De (25) y (27) resulta una produccién total

2 ' k, (R
Q(r B t) = J LIl L, n(c B* t) dE' + - (%) n,(r t) +

2 T,
L
, e, (c t)
+ —_— -
s T (E - E,) (28)

mas adn, de (26) resulta que la concentracidn de neutrones

latentes c¢,(rt) satisface la ecuacidn




El némero totel de neutronés producidos p.u.v.i. se

tiene integrando (28) sobre E; recordsndo (12) y (20) re-
sulta

o @ ko(E"
Q(rt)=JQ(rEt) dE=J T n(r B 1) aE'
o Et
k cy{r t)
ot i
z ——
Fop, ne(E e R (30)

Substituyendo (28) en (|) se obtiene la ecnacién de

los neutrones répidos:

dn(r E t) 3ln(r Et) v £ ¢ E}
— =D An(r Ft) + -
at 9f
~n(r Bt) v ¢ [ k(E,5) n(r B' t) d&E' +
E, r
k, (E t
ey e E Yy m oy gy
To Ti

Dentro de la denominacidn "neutrdn térmico” se agru-
pan todos los neutrones de muy variadas cnerglas que se en-
ouentran en equilibrio térmico con el materiel del reactor,
Supondremos, como es costumbre que todos estos neutrones
pueden caracterizarse por su energla de equilibrio E .+ B5i
introducimos le densidad de deceleracidn

q(z & t) =n(z B t) vI¢(E (32)

que representa la corriente de neutrones a lo largo del eje

de la energla, g(r E, t) es el némero de neutrones p.u.v.t,



que se hacen térmicos por colisidn. Es pues le fuente de

neutrones térmicos:
Q. (c t) = q(x B, t) =n(x By t) v, =, & B, (33)

Substitucidn de este valor en (la) da la ecuacidn de

los neutrones térmicos:

3
gz t) . D, An, (£ t) - na(f Y, e B, 1) v,5.6 B, (34)
3t T

Las ecuaciones (29), (31) y (34) son las ecuacionss
de la pila. Dado que hay seis grupos identificados de neu-
trones retardados, hay seis ecuaciones del tipo (29) corres-—
pondiz2nte a las seis concentraciones latentes. Leas ecua-
ciones de la pila aparecen bejo la forma de un sistema de
ocho ecusciones integrodiferenciales simultédneas, Estas de-

ben resolverse con las usuales condiciones a la frontera:
[n(; B t)]sl = [Ylt<1_?_ t)]s! = [Ci<£ t)]S' -0 (A)
siendo S' 1la frontera extrapolada de la pils.

n(z E 0) , c, (r0) y n, (r0) (B)

son funciones dadas.

El problema es puss determinado ya que (A&) determine

la dependencia espacial ds las soluciones, (B) su cursoc en



el tiempo cuando se¢ parite de condiciones iniciales determi-
nadas y (C) la dependencia de la energla, Nétese que es ne-
cesario especificar ocho distribuciones a t= Q.

Une simple ojeada a las ecuaciones (29), (31) y (34)
bastaria para darse cuenisa que la solucidn de las mismas en
la forma en que estdn expresadas conducirla a dificultades
considerables. Es pues conveniente transformarlas primero
para dejarles en une forma manejable y para ello es util
emplear la densidad de deceleracidn (32) en vez de la densi-
dad n(r E t) de neutrones rdpidos. Despejando esta dltima
de (32) y substituyendo en (29), (31) y (34) se obtienen las

ecuaciones de le pila en la siguiente forma:

I 9q(r B t) Ay 9g(r E t)
= B = =
vIEE ot ger a2 B Yy — 5
Z& b s
~-Z§B a{zr B t) + J k(E,E )ETEEj q(r E't)dE’ +
By
kt(E) Gi(g t) \
* To nt(r t) + % Ti b(E_Ei) (353)
ant,(-I: t) N (I t)
o = Dt A nt(z t) - 7 + q(r Et t) (35b)
o]
e, (r t) © s
— , 3 , s it _
3t =]k (RT) S e q(c B t) dE' + T n,(r t)
t
c, (r t)
- (35c)
Ti

en donde X, es elcamino m=dio de transporte.



Es conveniente utilizar en vez de la energie E 1la

“edad” de Fermi 7, que definiremos como

T M, 2 D -
o= iR = J 3zeR 4B = J T (36)
E B
asi que
A
_ t _ D
dr = - 35K dak = T5ZE dE (37)

7(E) es une funcidn mondtonemente decreciente de E que se

anula para F =®, Claramente

q(z E t) = q(z 7 t) (38)
. "
k(E,B') = 358 k(r,7')
k, (£) = —% k,(r)
b 3R b
(39)
k, (B) = k()
)\t.
S(E-E,) = 35¢E §lr=7,)

utilizando distribuciones por unidad de edad.

Las ecuaciones de la pila quedan =ahora:

| 3g(z 7 t) _ 3g(r 7 t) Vi,
D oy Ag(p 7 t) - = =y q(c 7 t) +
Tt v:z;

n,(c t) + £—5— 8(71-7,) (408)



5 S D bn(rt) - —— +alr Ty t) (40b)
[=]
se,(r t) ot v's! K,
. = { ky(77) D g(r 7’ t) d=' + 7 n,(r t) -
° o]
c. (r t)
- (40¢)
Ty

Sz puede finalmente elimirar de (40a) el término de

absorcidn de les manera usual, introduciendo la probabilidad

de escape a la absorcidn

p(7)

(4]

B
~
~—-0

<
Ol ™M
»
(o9
\‘
I
hel
=
|
[«]
]
=
/'\
\ﬁ
™M
+| ™M
™
™M
w
e | O
E‘JIW
N
—
>

gque satisface la ecuacidn

- VI,
dgi ) 5 Pl

dp(E) _ Z%a
aw  sep PUM J

y usando en vez de gq(r 7 t) le densidad de deceleracidén que

existiria si no hubiera mbsorcidn:

Las ecuaciones (40) quedan:



b 3q'(z 7 t) _ , 3¢’ (z 7 t)
D ot (e 7t} - Sgg— -
Tt (
k(r,7'}) dp(r') , , ,
[ 2ot B ar@er v ar
[«]
(1) et e s AL (44a)
+ n.(r + T—T a
p(r)T, ° Lp(ry)T, !
e, (r t) “n,(r t) ,
T - Dt A nt(r- t’) e T + pPq (‘E T4 t’) (44‘b)
[¢]
,
e, (r t) t ; :
__i. = = 1] Qp(T ) ' ’ ¢
3t = - { ki(T ) Py (r 7' t) d7' +
4]
k e, (r t)
it i\v=
¥ ny(r t) - — (44c)
T, Y,
siendo
® b3
p— — A _d'ﬂ o
p = p(7y) = =xp [_(Z."is fE} {45)
L B,

la llamada probabilided de escape & la resonancia.

De (32), (38) y (43) se ve que q'(r m t) satisface
las mismas condiciones en la frontera espaciael que n(r E t).

Usaremos como ecuaciones de la pila las ocho ecuacio-
nes integrodiferenciales simultaneas (44) en q', n, y ¢,
con las condiciones a la frontera

la’ (e 7 )14 = [n (n t)]s' B [ci(r t)lge = 0 (4)



2.- Condiciones estacionsrias de una pila.

Establecidas ya las ecuaciones de la pila, vemos a ip
vestigar el efecto de las correcciones introducidas en los
estados estacionarios de la misma. Las ecuaciones de la pi--

le para el caso estscionsrio, segin (44) serén:

) (k) ()
Ag'(z 7) 3. L "G .dT, q'(p 7') d7’ +
“'t('r) Ci(z) _ _
+ p(T.).Tont !-) + % p(Ti)Ti 8(7 "'fi) =0 (468.)
nt(g)
Dt Y nt(r) * pq'(; Tt) - 7 =0 (46b’
¢, {r) T dp(r’ k
T [ ey B arw e e am ee)

(46c) da inmediatamente el valor de las concentraciones la-
tentes que pueden sec elimiradas de (46&) obteniéndose éste

tltima en la forma

3q’ )t
sqr(e 7y - ST gty (e ey e
o
. Kf) n,(z) = 0 (47)



siendo

r oy = {ET) ) } dp (')
O( ] } {—_—"—p(f) + % p(fri—)- 8( i) dr’ (48)
kg (7) kyy
BT R 1 Y (49)

Las ecuacicnes de la pile son shora el par de ecua-

ciones integrodife.snciales simultdneas (47) y (46b) en

q'(r 7) y n,(r) sujetas a las condiciones & la fronte-
ra:
la' (r T)]s’ = [nt(l)]s' =0 (&)
g'(z0) =0 (B)

Estes condiciones sugieren de inmediato que la so-

lucidén debe ser de la forma

siendo n,(r) y H(r)}) funciones por determinar
Substituyendo (50) en (47) se puede constatar fdcil-
mente que esta dltima es separable, descomponiéndose en el

par de ecuaciones

An.(c) + « ny(z) =0 (51)
dH () » ko (1) k , , , )
1r vk H{r) = I, + J ko lr, ') H(7') d= (52)



siendo xz le constente introducide al separar (47),

Iie ecuacidn (5!} sujeta a la condicidn (A) es bien co-
nocida en la teorlse de la pila. Esta ecuacidn no tiene solu-
ciones a menos que xz sea real y positiva, o sea, gque kg

debe ser real. En este ceso hay un ndwmero infinito de solu~

ciones que dependen ten solo de la forma y dimensiones de la
pila y corresponden & diferentes harménicas posibles. Sin

embargo, en el estado estacionario sélo la primera harmdnica
es aceptable, as! que (5)) tiene una solucidn bien definida
{haste un factor de multiplicacidén arbitrario) y determinard
el velor de xz en funcidn de la forma y dimensiones de la

pila. BFEn general

2 _ |

L = —

0 2
K

0

(33)

serd el 4drea caracteristica, Lo 1la longitud caracteristica

v o el valor caructeristico de ia pila. Simbdlicamente

Lo = G 8 (54)

siendo 5 alguna dimensidn de la pila y G un factor de
forma. Supondremos pues (5!) resuela y «, determinada
por le geometria del sistema.

La funcidn de edad, H(r), satisface la ecuacién

integrodiferencial (52) con la condicidn

H(O) =90 (B”)

obtenida de {B). Pera resolverla consideramos primero gue

una ecuacion diferencial de le forma
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tiene por solucidn

2 2 2 .
H(7) = Ho e ‘0" + ¢ " [ g™ £(r") dr (56)

2]

en donde H, = H(0) es una constante que depende del valor

inicial de H(7). En nuestro caso sera Hg = 0 y

T

ko (7)
!

t

flmy & + | k{7, 7") B{r") dr’

To

esl que (52) ser4 equivalente a la ecuacidn

que puede escribirse bajo la forma

-
©
H(7) = h(7) + J K(r,7") H(T') dr’ (57)
0
con
T 2 ,
(o= [ et T ko(r') dr’ =
Ty )
0
r , -KQ(T—Ti)
_ w2 (r=rt) Ko () , e kyy
= — J - dr'+ £ (08)
To g pl7") Ty ST p(7y)
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2
-« (1=7,)
_ i K (1=t ") k(r*r") e © ! k,(7")
= - J e © — d7"+ = x
p(T ) T <T p(Ti)

[} 1

dp (7')

dr’ . _ (59)

En ambos casos aparece una funcién escalonada que de-
pende de los factores de retardacidn. De (57) resulta que
la funcidn de edad satisface una ecuacidn integral que es la
de Fredholm de segunda clase y puede ser resuelta por cual-
quiera de los métodos conocidos. Si se designa por R(7,7')

el resolvente de (57), la funcidn de edad estaré dada por

.,rt

H(r) = h(r) +j R(r,7') b (') dr’ (60

y a'(r 7} quedard determinedo por (50). De (68) y (59)
se ve que el resolvente, y por tanto H(7r) sdélo depende de

x? 'y las constantes conocidas de la pila.

[o]
Vemos ahora gque una sola ecuacidn, la (47), nos ha

bastado pare encontirar todas las distribuciones de neutro-
nes en la pila. Se infiere que el problems estd sobredeter-
minado puesto que adn debemos resolver (46b). BEsta dltima
actuard pues como ecuacidn de condieidn. Substituyendo (50)
en (48b) recordando (5!) se obtiene por un sencillo cdlculo:

o+ Ks LY =p T H (7,) (61a)

y segdn (80):
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Tt

|+K§L: =p Ty h(r,) + I R{ro,7) bidr) dr (61)

(o]

en donde
L% =D I, (82)

es la 1llamada Area de difusidn térmica. (61) es una ecua-

¢idén de la que KE puede obtenerse en funcidén de las pro-—
piedades filsicas del materiel del reactor., Como por otira
parte (51) determina xi en términos de la geomeiria de la
pila, ambas ecuaciones pueden emplearse para calcular las
dimensiones que requiere una pila de material y forme dadas.

Se reconoce que (€1) es la ecuacidn critica de la pila.

Para hacer uso de (6!) debemos conocer el resolvente
de la ecuacidn integral (57), R(7,7'), o su soluecidnm,
H(7). En deneral, ambas se expresan como una serle infini-
ta o como el cociente de dos series infinitas. Dado que ex-
presiones de este tipo muy probablemente no nos serian de
utilidad debido a su complejidad analitica, trataremos de
gimplificar nuestro problema utilizando para ello ciertas
consideraciones fisicas sencillas.

Sabido es que en el hendimiento de un ntcleo activo
hay una liberacidén de energla del orden de 200 MeV. cuya
energla se distribuye entre los productos de la reaccidn
(n,f). BEn otros términos, el valor Q de una reaccidn
(n,f) promedio, =s del orden de 200 MeV. FEn une reaccidn
en cadena, cadea reaccidn (n,f) es producida ya sea por
neutrones que directamente provienen de ntcleos hendidos o
bien por neutrones que ya han sido decelerados en mayor o

menor proporcidn por el moderador. Los neutrones produci-
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d9s en una reaccién (n,f) tienen una energla media de 2
MeV, y la fraccidn de los mismos cuya energla es mayor de
unos 10 MeV,, es, pars nuestros propésitos, despreciable.
Este hecho, aWadido al efecto decelerador del moderador pér—
mite concluir que en un reactor usual que mantiene una reac-

cién en cadena, la inmensa mayoria de los hendimientos serén

producidos por neutrones cuya energia es menor de unos |0
MeV. Esto significa que con mucho, la mayor parte de las
reacciones (n,f) que ocurren en el reactor se verifican en
condiciones tales, que la energia del neutrdn incidente que
las provoca es siempre mucho menor que el valor Q de la
reaccién., En este caso es bien sabido que la forma particu-
lar en que la reaccidn ocurre no depende apreciablemente de
la energia del neutron incidente. En particular, en el ané-
lisis que hemos efectuado podemos suponer sin error aprecia-
ble que las funciones de produccién n(E,E’) y =,(E') no
dependen apreciasblemente de E’ y podemos substituirlas pa-
ra E' = E, elgdn valor medio adecuado. Haremos pues
n(E,E) = n(E) y =n,(E) = n,. Con esta simplificacidn, las

funciones de reproduceién (I11) y (l4) quedan en la formae

kK(E,B') = =(E) £(B')
(83)
k,(B') =7, £(E')
puesto que
£(8) = ()
(64)
Ay
n(E) = 35z 77

siendo 7{r) 1la funcidn de produccidn por unidad de edad,
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ge sigue que

k(r,c*} =igile) L")
(65)
k;(r') =0y f(T')

y segin (59) serd

T 2
" = ~x Arrt) ) L, .0 .y dR(T']
E{r, =) [ e © o) dr* f(r") Py
o
- £ o trer,) T (r') dp(t'
T ST pir,) dr!’
T 2 . " 2 g1 |
o J -xolr-r ) ﬂ[T'] dr* s e xolf—ril 1 .
) ptr*) Ty ST Plrilj

< g(rr) BC) (¢)

Lo esencial de este kernel es que es meparable, La
ecuacién ‘de Fredholm (E67) con el kernel (66) tiene une so-
lucidn sencilla. Hageamos

2
o—xn(f-ril My

% 2 " -
I <k _[r=r®} glr*)
e [+]

"t * . pir*) hvs +71§ T plry)
. (e7)
G(r) = = £(r) ‘%%’3 = Lf,—‘ £(r) »(7)
de modo que
E(r,7) = F(r) G(7") (e8)

bdemds, megtn (17), (19) y (21):
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(69)

de modo que (58) puede escribirse como

K _(7r=7,)-
A 2 %o 1
| -k lT=7') PlT') ¢ UEY
. -0 o ,
a (") Tr{,[ ° pi7") ar +”'1§ T p(7y) fy

G

esto es,

£
hir) = — F(r) (70)

‘o

Substituyendo ahore (88) y (70) en (57) se obtiene

;
f t
H(7) =T—: Fir) + F(r) J{G‘(T') B(r') dr* =

[+

= (—;i+ A) F(r) (71)

o}

en donde

Ty
A = J G(r) H(r) dr (72)

necesariamente debe ser una constante. (71) ya da la forma
de le solucidn. Con el objeto de determinar 4, substitui-

mos (71) en (72) obteniéndose

T
Iy t
-t 3 ft

A = <ﬁ+ A) J F(r) G{r) dr = <‘ﬁ+ A) E{K(T:'r) dr
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Esta es una ecuacidn lineal ordinaria en A. Si la

cantidad

D(x?) = | -J Ki7,7) dr (73)

no es nula, la ecuacidén anterior puede resolverse para A

y substituyendo este valor en (71) se obtiene

hir)
H(r) = (74)

que es la solucidn de la ecumcidn integral. FEs féacil ver
que D(xi) dada por (73) no es sino el determinante de
Fredholm de la ecuacion (57). Nuestra solucidn depende, pa-

ra su validez, de que se cumpla la condicidn
D(x7) #0 (75)

de otro modo es fdcil ver que (57) no tiene solucidn. Su-
poniendo pues que (67) tiene un determinante de Fredholm no

nulo,: substituyendo (74) en (6la) se obtiene

p To b(ry)
|+ x2 L2 = i (76)
T,

| -l K(r,r) dr

que es la ecuacidn critica de le pile.

Con el objeto de estudiar esta ecuacién con mds de-

talle, la escribiremos primero en la forma:
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y utilizamos (58) recordando que p = p(7,) de modo que

£ = pl7'7y) es la probabilidad de que un neutrén esca-

p(7')
pe a la absorcién cuando se descelera de la edad 7' a la

edad térmica r,. Se obtiene pues:
K T~ i —T)
1, J e o % p(7',7,) ky(r')dr'+ % e o v 1
Ty
X p(Ti'Tt) Ky [ K(r,7) d7 =
o
en donde
1 - (77)
¢ |+ n_z Lf’
¢}

es la probabilidad de escape & la fuga termica. Hagase

Py T P77y (78)

siendo. py; la probabilidad de que un neutrén retardado de

la clase 1 escape a la absorcidn;
L2 =Ty~ Ty (79)

el Area de migracidén rapide para neutrones de la clase i;

entonces
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t _KQ(T‘ wpil) —K2L?
: [ S 0 <05 plirtir, ) &, (o )dr's f an e Thup de e
0
7
N [ K(r,7) dr = | (80)
)

es la condicién criticas de la pila. EKste ecuacidén consta

de dos partes: el primer tédrmino describe el efecto de los
neutrones térmicos en tanto gque el segundo represente el de
los neutrones répidos. Ks, ademéds, una ecuacién trascenden-—
te que debe resolverse para Kz con el objeto de determi-
nar las condiciones de operacién de le pila. Ahore obten-

dremos diversas aproximaciones.

A) Pila térmica.

Supdngase que el material hendible contenido en la
pila es tal que la seccién de hendimiento Z,(E) es apre-
ciable sdlo para energlas térmicas y cae répidamente para
energias mayores gque la térmica, como ocurririapor ejemplo
en un reactor de UZ®®, Entonces f(E) = Z,(E)/2,(E) se-
rla extreandamente pequeffo para energias mayores a K.
De (I1) y (14) se ve que tanto k(E,E') como k,(E') se-
rén muy pequewas y de (59) se ve que K(7r,7’') es también
desprecieble. Practicamente todos los hendimientos son pro
ducidos por neutrones térmicos en tanto que los neutrones
rdpides tienen un factor de utilizacién despreciable., En
la ecuacién (80) el segundo términc es desprecizble compa-
rado con el primero, operando la pila substancislmente con
neutrones térmicos. Tal pila se llama pile térmica,.

Puede kupOnerse tembién, no que {(E) es peguetraa

altas energiss, sino que el poder frenador de la pila,
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Z.¢ es muy grande comparado con el poder de absorciénm, I,
de manera que la razdn —%é— es muy pequetra, Tal cosa ocu-

rriria en pilas con muy poco material hendible (£ pequefro)
y grandes cantidades de moderador (&3, grande)> de muy bue-

rna clase (€ grande), De (42) se ve que en tales condicio~
dp (E
dE

ticamente no varla con £, es decir, que p(E,) X |. La ab-

nes serd << |, Podemos pues suponer que 7p(E)} prée-
sorcién es tan pequefya comparada con la deceleracidn, que un
neutrén tiene muy poca probabilidad de ser absorbido antes

de hacerse térmico por colisiounes con el moderador. FEn es-
tas condiciones, un dgrupo de neutrones de alte energla pro-
ducidos en un hendimiento se hardn térmicos tan rdpidamente,
que de nuevo, aunque por razones distintas esta vez, la pi-

la funciona esencialmente con neutrones tdrmicos y es una
dp(7)
dr

ve que K(7,7) es muy pequeffo y de nuevo el segundo término

piia téruica. Como es también casi cero, de (59) se

de (80) puede despreciarse compsrado con el primero.
En cualquiera de los dos casos, la ecuacidn critioca

de una pile térmica puede escribirse

A x2(7 T') K2L2
- - , Py g Kol
1, J e o b p(r',7y) ky(7')dr'+ % e 0 1pik“: [ (8la)

o]

o en forma explicita

2 '
Ko (77 ")

p7y,7,) Mgy (81b)

FPuede verse que nuestru ecuacicn (81b) da el mismo
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resultado que la teorla ordinaria si despreciemos el efecto
producido por la distribucidén espectral de los neutrones ré-
pidos. Supongamos, por e emplo, que todos los neutrones se
emiten a una séle y misma energia E,. Tal energie podria

definirse como

f: En(E)dE

By == (82)

@

J 7(E)dE

0

236
y, para U

es Eo = 2 MeV, Hay tembién una correspondien-
te edad de emisidn 7o.

Ahora bien, si

2 = [ amas = [ ) ar (83)

o]
o] o}

es el ndmero totel de neutrones inmediatos producidos por

hendimiento, el espectro puede ideaslizarse bajo la forma

7(E) = 5 (E-Eo)
(84)
nlr) = 7, 8§ (7=7o)
Entonces si hacemos
kot = T’o ft (85)
sera
k, (7) = ko, 8 (7-70) (e8)

La integracidén de (8!) es inmediata:
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2 2 "Kz('r -7 ) -Kz(.'r ~T )
| + « Lt o't "o p(TO‘TE) | % I T Y
X P74, 7y) Kyy
y haciendo
Po pP(70,74) Py ~ p('ri,‘Tt) (87)
Ty T T T Lio Ty =Ty T Lii (88)
podemos escribir
g 2 —K2L2 -K L2
I+ k) Ly = kK, , po & ©° '« ? k,, py ¢ o ft (89)
Recordando (8)y (7):
nE Mgt 2oy ﬂ:{-'ﬁi
. (99)
.M _ e
B,y - | B -
y definiendo
k, =7 ft (91)
serd
kot = (1 -4 k,
(92)

by, = By Ky

de manera que nuestra ecuacidén critica podréd escribirse co-

mo
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|+ k2 13 = k| (1-B)po & 070 4 3 8, py o0 T (93)

se reconoce que k, es la constante de reproduccién, po ¥
p; las probabilidedes de escape a la resonancis, Lio N Lii'
las Areas de migracién rdpida para neutrones inmediatos y re
tardados.
Como una primera aproximacidn para encontrar xs pug
de despreciarse la diferencia entre E; y las diferentes
2

E,, lo cual equivale a suponer p,; % p, = p, Lic ® Ly, = L:

obteniéndose

2 -K2L2
s "k, pe = ke of (94)

siendo

k:ktp:nftp (95)

la constante de multiplicacidn de la pila, (94) es la scua-

eidn critica ordinarfa., Sabido es que para grandes pilas,

u: << 1, k¥ % 1{, un valor aproximado de xi es
k-1
TR
X, ME (96)
en donde
? ..
M2 = 1% .+ L2 (97)

es el drea de migracidén total. El primer valor (98) puede
refinarse mediante (94) y este valor se mejpraria adn con
el uso de (93). Un resultado mds correcto que ya toma en

cuenta la distribucién espectral de neutrones resultaria
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de (81b).

En todos estos cA4lculos para nada se ha tomado en
cuenta el efecto de los neutrones rdpidos. Puede, sin em-
bargo, considerarse dicho efecto en la pila térmice como
una correccidén si se recuerds gque

T

[ K(r,7) dr << |

o}

de manera que en lugar de despreciar el término completamen-
te en (80) se emples (78) desarrollando el denominador por

el teorema del binomio. Asli,

Ty

|+ x2 L2 = p Toh (r,) ¢ |+ ( K(r,) dr
(]
v heciendo
Ty
e = 1+ J K(r,7) dr (92)
o

el factor de utilizacidn rdpida, se ve que, en primera apro-

ximacidn el efecto de los neutrones rédpidos puede ser in-
cluido substituyendo p por pe, lo cual da para (8lb) la

forma mas correcta:

. -1y
o6 0 b p (L) kst‘} (99)
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S 2. %
JERR e LI I L R BT

y pare (94) le misma forma, exceptp que la constante de mul-

tiplicacién se define ahora como

k =k, pe=mnf pe (1ot1)

en vez de (95).
Respecto al valor de e observemos que, de acuerdo
con (59) y (42) serd

5 vs T 2 ‘
€ = | + f dr Da f dr e-KO(T—T ! p(r',7) k(r',7) +
o o
t Z hKE(T—Ti) p(r,,7) k, (7) } (102)
TyS T & v

Se puede obtener un valor aproximado de e suponien—
do un espectro de la forme (84), es decir, gque todos los nue

trones rdpidos se producen & la edad 7o,. Haciendo

ko (7)

t
3

(103)
k(r,74 = ko (7) 8 (7'=74)

(102) se escribe:

k 2 )
e = | + [ {e-KO o pl(70,7) ko(r) +
0
2 v
wk{T=7,) s _
+71§ ’ o Uop(r,,7) ki(T?} D dr =
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o 2
o L{e_wm p(Eo, E) ko(E) +
t

k2 lrim)-7(m) ] >

. &a
+31§ g © e(E,, F) ki(E)} sep 4F (104)

en cuya ultima expresidn se ha tomado 7(Ey) = 75 = 0.
Despreciando las diferencias entre 7o y las 7

1
y haciendo

k(1) = ko(7) + %ki('r) =7 f(r) = k(E) (105)
-
t 2 vs
€ = | 4 J TS p(7o,7) k() ~51’d7 =
)
B
2 P
= 0. [ e %0 B L(Ey,E) K(E) o O (108)
t

para pilas grandes, KZ es tan pequefo que puede hacerse

2 z
e_KOT(E) M y siendo la pila térmica a modo que Eé sea
muy pequefo, puede hacerse p(Eq,E) ® I. Se obtiene
L s
- a dE
ex |4 L k(E) s F (107)

De (108) resulta

2 —— o
-kCT(B) —— dp (E
€= 0w ”’k()i%”
%
k2R~
e =1 +e o k(E) [1 - p(E,)] (108)



en cuya expresién se ha tomado &l oriden de las esdades en
Eo, es decir, 7(E;) = 0. Las expresiones (107) y (108)
pueden emplearse para obtener una idea del orden de magnitud
-« T(E)
0 X

de €. Para grandes pilas serd e y

e & |+ k(E) (1 - p(E,)] (108a)

De (99) puede inferirse que la constente de multipli-

cacion efectiva de la pilae térmica es:

Ty 4
Byp 7 iy 6{ J e-xo(vt T) p(T.Tt) k (7) d7 +
0
—KZ(T )
+ % e o P17 plr,,7,) kiﬁ} (109)

Para la forma aproximada (100) es conveniente intro-
duecir

2

1 (110)

2,2 2
-« L -k L
= e fe = [=]
lfo e lfi e

que son las probabilidades de escape a la fuga rdpida para

neutrones inmedistos y retardados. Se tiene entonces
ko, =k, 1, el(I-B) po 1,  + % By Py Lyl (FER

y en el caso mis simple en que se desprecian las diferencias

de energla entre neutrones inmediatos y retardados,
k,, "kypel, 1 “ukl, 1, =npef, 1, 1, (112)

que es la expresidn usual.
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fn cualquier caso la condiecidn critica de la pila

tiene la bien conocida forma

K, = | (113)

B) Pila epitérmica.

Cuando los hendimientos rdpidos tienen un efecto
compareble a los térmicos, ya no es posible despreciar el
segundo término de (80), ri siquiera puede tratarsele como
mera correccldn. Se cae entonces al caso de ls pila epi-

térmice o intermedia. KEsta pila opera tanto con neutrones

térmicos como rédpidos. Ocurre cuando f(E} es apreciable
b3

2 altas energlas o cuando E?- no es pequefio debido & la

wayor proporcidén de material hendible respecto a moderador.

La ecuacidn critica pare esta pila resulia ser:

I ™ K2 (7, -7) L

prveral | RN AN IO R RS DAL NS
|+K°Lt p 1

T T

A v 2 -

+ J dr Da J dr’ T (7',7) k(r',7) +

0 0

_K2(‘7'"‘7'1) _
ERE p(ry7) k() ¥ = | (114)

que es (80) en forma explicita. Utilizendo la aproximecidn
de un espectro monocromético se obtiene la éxpresién apro-

ximada
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—K2L2 KaLz
ky [U1-8) pa @ 0750 + £ 8, pye 0 “]

+
2 2
| + Ko Lt
? xZ(r=1_)
+[ e © o p(-ro,-r) ko (7) +
)
v s *o(T=Ty) (1) K, (r) b 228 dr = | (115)
% e P(T4 T 1(7' = T

Como primera aproximacidn para xz puede emplearse
la que resulta de despreciar en (115) las diferencias entre

7o y las 7,. 8¢ obtiene

K2.L2 T.
k e 0"t e f 5 :
S [T pr, ) k(r) Frdr < (116)
| 2L2 D
+ KU 4 o
El orden de magnitud xg puede inferirse de la ecua
cidn
-XEL2 2
k o £ _ i
X k(7T Ll -p (r)] = (117)
4

en la que se ha tomado K, como origen de las edades.
La constante efectiva de reproduceidn para una pi-

la epitermica esta dada por el primer miembro de ([4).
%

2
K {T,~T)
Koo = lt{ { L p(7,7y) ky(r) dr +
a
-x2L2

+ - &
P e Py kyy ¥
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T D ( ,
[farr oot pirt ) ()
o]

2
R p(ry.7) ki(f)} {118)

y la condicidn critica sigue siendo (113).

C) Pila rdpida.

Podemos considerar ahora la situacidn extrema que se
presenta cuando la absorcidn es tan grande y la deceleracién
tan pequeda, 2? >> 1, que tanto p(r',7,) como p, en (80)
son practicdmente cero. En general, p = p(r,) % 0. Los
neutrones no tlenen tiempo de hacerse térmicos y la pila es
rdpida, es decir, funciona esencialmente con neutrones ré-

pidos. La ecuacidn critica es ahora

Ty

[ K(r,7) dv = | (119)

o]

o en forma explicita:

Tt v T 2 )
{or 5° {[ art e T pir gy k() 4

—K2(T~T )
e © : p(Ti,‘r) ki("')} = (120)

Como primers aproximacidn:

Ty

-x2(T—T )
J e o o P(VTOrT) k(T)

o]

vZ
D‘ ar = 1 (121)
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. 2 . .
El orden de madnitud de Ky puede inferirse de la
relacidn
. =K. T
kir) e o = | (122)

obtenide de (!|7) conaiderando como nulas k y p(7,). De

aqul se obtiene

|
s J Y
o 7

log k(7) (123)

La constante efective de reproduccién para la pila

rédpida es

t VE T 2 ey
LY [ i D. [ dr o' (r',7) k(r', 1) +
o 0
—KQ(T—T )
+ £ e o© i p(ry,7) Yk, (7) (124)
Ti¢T

y la condicidn critica esta dada por (113),

Bl caso de la pile rdpidae merece una consideracidn
especial. Bl caso limite representado por la ecuacidn (119)
es precisamente, segun (73), el que hace D(xz) =0 y sien-
do nulo el determinante de Fredholm de la ecuacidn (57), la
solucidn (74) no es vdlida. El mecanismo entero de opera-
cidn de la pila rédpida no corresponde pues : la situacidn
considerada en las dos clesificaciones anteriores y necesi-
ta tratarse por separado.

Con el objeto de comprender el origen de la fells
del médtodo, es preciso regresar a las ecuaclones bédsicas
(46). Hemos dicho gque en la pila rdpida la absorcidn es tan

considersble que los neutrones no tienen oportunidad de ha-
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cerse tdrmicos. Esto significe que debemos tener n,(r) = 0.
Introduciendo esta condicidn en (48) obtenemos las ecuacib—

nes diferenciales de la pila répida:

T4

, 0 (e 7) _ (" k(r,7') dp(r) N
dq(r 1) - 2 | S TR e A
o
c,(r)
sz —1° s(r-7,) = 0 (1258)
1 p(*ri)Ti
( T‘
ci E) = —'J dp(T’) 4 [ ,
T ki(7') ~—5 (£ ') dr (125b)
1 0
con las condiciones ¢ la frontera:
(g’ {r =) ]S, =9 (A")
¢’ (c7) =pa (£7y) =90 (8)

La nueve condicion pg’'(r 7,) = 0 resulta de (46b)
haciendo n,(r) = 0. Se cumple automdticamente puesto que
p{7y) = 0.

La ecuacién (125b) ye nos da c,{r) en términos de

q'(r 7), asl que solo debemos preocuparnos de ests dltima.

El resultado de supstituir (1%5b) en (125a) puede obtenerse

haciendo n,(r) = 0 en (47). Se obtiene

Ty

Eﬂéég_zl + [ Ko(r,7') q'(x 7'} dr* =0 (126)

[o}

Aq'(c 7) -
ocon 50(7,1}) dado por (48). Proponemos ahora
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q'(z 7) = S(r) H(7) (127)

y separando variables resulta:

AS(p) + x:s(;-_) =9 (128)
a8 () i
T 2 s ' ] ]
— s 2 ()= J Ko (7, 7') H(r') dr (129)
0

De nuevo, la solucidn de (128) con la condicidn
(S(r)lg: =0 no sélo determina €1 valor de la distribucién
espacial de neutrones réApidos, sino el de xz en términos de
la geometirig de la pila. Queda pues por resolver la ecua-
cidn (129) con la condicién H(D) = 9. Esta ecuacién se ob-
tiene de (52) haciendo ke(7) = 0, asi que la ecuacidn in-

tegral correspondiente sera la ecuacidn homogénea

H(r) = I K(r,7') H(r*) dr’ (139)

Q

La condicidn para que esta ecuacidn temga solucidn

es que su determinente de Fredholm se anule,
2 .
D (xo) 2 O (131)
y es ahora esta relacién la que va a actusr como ecuscidn

eritice. Utilizando (&8):

Ty

B(r) = P(r) [G(T-) H(r') d=' = A F(7) (132)

0

43



Asi que de (87) se obtiene la solucidén particular:

A 2 ' ' 2
H(r) = J e ! T Ty s ¢ T M (39
pl7") 7'1<7' p(Ti)
que da la funcidén de edad para el caso en consideracidn., De

(132):

Tt Ty
A F(r) = B(r) | G(r') & F(r') dr' = A F(7) [K(T',T') dr’
] o

asli que si A 7 0, deberd cumplirse (|19). En tal caso 4
es arbitréria y 1a solucidn, como la de toda pila critica,
queda determinada hasta un factor multiplicativo. Este and-
lisis demuestra que la ecuscidén previamente obtenida como
condicidn critica para la pila répfda es correcta y cubre el
caso D(Kj) = 0 que en los dos tipos de pila tratados ante-
riormente habia quedado fuera de consideracidn.

Es interesante hacer notar que, dentiro de las limita-
ciones de la teorfa difusional, las ecuaciones (120) a (124)
permitirian estimar, con distintos grados de aproximacidn,
el tamafio y por tanto la masa de un bloque de material hen-
dible puro que podria mantener una reaccién en cadena. De
acuerdo con (123) tales reacciones siempre son posibles -
cuando k (7) > |. En tal caso, un trozo-de material hen-
dible de tamafio suficiente, se comportaria como una pila ra-
pida no reflejada,

Estos resultados demuestran que existe un 1imite pa-
ra la mase de bloques de material hendible que pueden alma-

cenarse sin peligro de reaccidn.. Pasado este l{mite, cual-
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quier neutrdn atmosférico, ya fuera de origen cdsmico o de
de contaminacién radioactiva, provocaria en el blogue una
reaccion en cadena prdcticamente imposible de controlar.

Mas ain, si la masa de los bloques individuales es menor

que la crftica pero estos se aglomeran en algdn recinto,
digamos un almacen, en forma tal que el recinto entero pu-
diera actuar como una pila heterogenea, el mismo fenomeno
tendrfa lugar.. Es pues aconsejable que para el almacenaje
de materiales hendibles puros, el material se mantenga siem-
pre dentro de un grado de division suficiente como para que

los trozos individuales sean suber{ticos y que el almacen

como conjuntc se haga suficientemente no-reactivo por in-
troduccidn de una cantidad suficiente de absorvente, fie-

rro o cadmio por ejemplo.

CAPITULO II

|.— La Dinamica de la pila.
En el capitulo anterior se resolvieron las ecuacio-
nes de la pila para condiciones estacionarias y se determi-

naron las condiciones criticas. Ahora procederemos al exa-

45



men del caso general en gue las condiciones varian con el
tiempo y consideramos las ecuaciones completas estableci-
das en I(44) con las condiciones (A}, (B) y (C). Se
treta de encontrar la solucidn que inicialmente, es decir,
para t 0, se reduce a una distribucidn arbitrariamente
asignads para cada densidad de neutrones. Supondremos pues

que

ny{r, 0) = ¥(r)

son funciones conocidas que satisfacen la condicidn de anu-
larse en la frontera extrapolada de la pila,

Introduciremos la transformada de Laplace de cual-
quier funcidén o(r 7 t) de las que se consideran en el reac

tor (que puede ser independiente de 7):

Lw(zft):a(gm)ﬂwzrt)e dt (2)
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en donde la integral (2a) se efectda en el plano complejo A
a lo largo del contorno de Bromwich.

El transformado de I(44a) se obtiene multiplicando
por e?*, integrando sobre t de 0 a ®, empleando la cgo

nocida expresién

9 - -
[BHEZH e = - p@r o)+ A3z 7 )
(o]

y teniendo en cuenta (1). Se tiene asi:

QEJ(I:TK)_ q'éf'rx)_%—qa(z,rx)_
T k( ,) dp(Tl) - ' kt(Tr
B oairal LA S -
[o]
81(3 >‘) | - B
vz T,p(7y) §(r—m) + =~ Q" (¢ 7) =0 (3)

Transformando del mismo modo I(44c) se obtiene:

T

t
T '
e i - dP(”' ) - ' ]
= ’ L x
oi(g x) I+KT1 £ ki(T ) dT' q (g T ) dT +
k
* e R(E N Ci(z)} (4)
4]

Substituyendo (4) en (3) resulta:

35" A =
AE‘(QTK)—*q—é—fT )-B’Q(ETU‘
Te k ' k (T') E(T—’T ) d ( l)
-_— (TT ) i 1 p T EI(E T'x) dT‘ +
p(r) 1 p(’ri) f+n T, dr



ky (7) kyp 8(7-7,) Et (£ A) Q'(r T
+ + Z + = +
pl7} 1 pl7ry) 1 T, To D
’Ci(g_) §(r=7,) )
plro(lan 1,) 0 (5)

Hagase
@' (z 7 A) = u(p 7 A) eRdlr) - (8)

en donde 6(7) se define por

T -]
dr’ dk’
8 = = —_— =
tr) = [ S = [ e - e®) (7)
0 B
y satisface las escuaciones
aser), 1 d6(E) _ _ | (8)
dr n (03] ViEE

Se advierte que 6(7), cuya introduccidén en (8) tie-
A .
ne por objeto eliminar el término —-6-5’([ 7 A} de (5), es

el tiempo de descelsracidn, es decir, el tiempo que tarda un

neutrdo para envejecer de la edad 0 a la edad 7 por co-
lisidn con ndcleos del material ae la pila.
Substituyendo (8) en (5) se obtiene la ecuascidn inte-

grodiferencial que satisface u:

Bu(r 7 Aj e , ,
pa(z 7 A) - SRETAL [ ko (T, 7' N\) ufr 7' A) dr' o+
[+]
n,(r \)
+ ko(T\) 7, M(p 7 ») =0 (9)
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con

k » ! ’
rgilr Jalhh = —{—-:(_T:J- ortalr)=ols")2 ,
k J = '
+ S () grtolry)-alr')3 iif 7y! dp(T ) (9a)
i p('rg) 14+A Ti dr
ky(7) k p—
ko (7A) = ;(T eas(v) .3 1t e).e(q) Lrsy) (9b)
1 plry) T+n T,

i A Ci(z) eaﬁ[!’j‘]
Me rA) = 5@ (e ) e*l7) w S oERY g 7 Slremy) (9e)

Para una pile de forma y dimensiones dadas, la ecua-
cidn

AS(r) + «°S(r) =0 (10)
con la condicidn
(S(p)lge =0 (10a)

siendo S’ 1a frontera extrepoleda de la pila, determine una
infinidad de funciones propies S _(r) y de valores propios

2

x_,-(m =0, I, 2, ...) es decir, una fundamental Sy(r} ¥

sus harménicas S_(r) (m > 0), que satisfacen
a8, (x) + «; S.(r) =0 (1)

)
Supondremos que las funciones propias han sido d;bida—
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mente normellizasdas para establecer una base ortorormasl en el
espacio de Hilbert de las funciones cuyo recinto de defini-

cién es la regidn ocupada por la pila extrapolada. Asi pues

ERCERCERE . (2)
v

Hagamos ahora:

u{c 7 A) = 3 u_(r\) S_(r)

Bz A) = IR S,(x) (13)
M(z 7 A) = T M_(7A) S_(r)
n
Substituyendo estos desarrollos en (9) teniendo ore-

sente el caracter completo de las S_(r) vy la propiedad (Il

se obtiene

du, (7X) . ny ()
- + kulTh) = kg (TA) + M_(7A) o+
ar °
T4
+ ( kolrr!N}) u (r'\} dr’ {14)
0

que es la ecuacién integrodiferencial satisfecha por wu, vy

que debe resolverse con la condicién
u (0 x) =0 . (148)

Aplicando el mismo método seguido en I para ecuacio-

nes de este tipo es fdcil ver que wu, debe ser una solu-



cién de la ecuacidn de Fredholm

nn()\)
“.(TR) = T hm(fx) + I.(Th) +
o
Ty
* J kb, 7', N) u (r'x) dr’ (15)
0
con
K (T=r’)
Im('r)\) = J' a ® H.('T')x) ar’ (1€)
0
T ==t
= (i [l =
h,(TA) = [ B ko (T'A) d7' =
Q
T _oey kK (71) ,
:{enm(r'r )__@__,__ e.te(y) dr' 4
p(r")
o

JealToTe) _F1e o detry) |
YT P(ft) | + KTi

T JEDUEY IRUN Y S ey | 7"“7’
0 p(r")

L5 o alTTTa) ketr') RIICALICSL ‘m_ dpng
T g8 p (73) T4aT, dr
Jtilizando I(@5) se puede escribir

« (1,7 N) = b (rh) gg (TN (1¢)
ft
a5



con

- , dp(r) vE, } .
g (md) = - o 2etr) £(r) ar D £(7) p(r) e delr) (20)

La ecuacidn (15) puede resolverse por el método segui-

do en ] para ecuaciones semejantes, obteniéndose la solucidn

n (A)

—L J ) I (7A) dr
u, (TA) = T o b (rA) + I_(7A)  (21)
7,
| - J K‘(T,T,K) dr
[s}

cuya validez requiere que el determinante de Fredholm

T,

D(x2'x) = | - g xl(T,T,Kj dr {22)
o

no se anule idénticamente.
Considérese ahora la ecuacidén de los neutrones térmi-
cos. La transformeda de Laplace de I1{44b) puede escribirse

en 1s forma
L2am, (£A) - (1+ATq) m,(rA) + pToq’ (£7,A) + ToN(z) = 0  (23)

que con la ayuda de (6), (13) y el desarrollo

da la ecuacidédn de ls enésime harménica,

—)se(rt)

—(1+x2L24AT,) D () + pTo e u (T,A) + To Ny = 0 (25)



{21) y (25) son dos ecuaciones simuliéneas en u () ¥
B,(X). Para obtener la solucién, se hace en (21) = = 7,

y el valor de wu_(r,A) asi obtepido se substituye en (25)
despejando n_(A). Esta expresién se substituye en (21) pa-
ra obtener la forma explicita de u.(fh). Después de algu-
nas manipulaciones algebraicas se obtieme

_ pTo 0 2 T [g (A)h (m ) 4D (k2N) I, (1) 14 TQH D (x3N)
n-“" = 2 gI! —J.ll'.'rtl
D(xgA) [1ex Ly +ATol - pe by (7, 2)
-Ad(r, )
st = pe 8y Il(-rtk)a-[lq-x:L:H\To] }J.(A) + N b (mA) »
D(x2A) [1+x2L24aTg] ~pe 2*'7¢! b _(r )
+ Im(7A) (27)
en donde se ha hecho
Ty
I () = ?'- [ galmn) Lmy) dr (28)
t o
De (8) y (18) se sigue que
q*(p7A) = E S(z) uy(7A) '-Aslrl
(29)
n,(ch) = ::s,(r.) i, (\)
y substituyendo en (4) resulta
ofrr) = - Sa(r) egu(r) (30)



con

,
T1 t d
T = - p(7) -a8(r)
C1alt) l+AT, {. ! k, (7) a7 o (TA) dr +
kit —
+ 'To' nn()\) + Cil:} (30.)
Con [ Cy(r) S,(r) dr (30Db)
v

de esta manera la transformada de la solucidédn queda comple-
tamente determinada. Para exhibir la solucién final hay tan

solo que invertir las ecuaciones (29) y (30). Resulta asf

q'(p7t) = z Sa(r) qgp(7t)
ny(et) = 2 5,(r) n,(t) (31)
ey(zt) = T 5,(0) ey, (t)
giendo
q,(rt) = 5&{ [[X2) () @
B

n_(t) = 51',—1 [ ert @ () ax (32)
Br

Ciq(t) = 5&; f e*t o, (A) dx



2.- La Pila con un hendimiento inicial.
Como una aplicacidén de la teorla general expuests em

la seccion anterior, estudiaremos el comportamiento de una
pila cuya operacién sc inicia cuando al tiempo t = 0 ocu-
rre un hendimiento en el punto P(rg) en el interior de la
misma, Como resultedo del hendimiento se producen en el pup
to P(rg), m(E) neutrones inmediatos de energia E por umi
dad de banda y %, neutrones latentes del grupo i. Serd

entonces

n(r E 0) = n(E) 8(r-ra)
e,(£ 0) = ng 3(r-ra) (93)
n,(z0) =0

puonfo gque inicialmente no hay neutrones térmicos. Clara-

mente
g(r E0) = v £ & E n(E) §(r-ro)
y a(z 7 0) =D ni7) 8(r-ka)
de modo que
, _ Dn(r)
Q' (z 7) S 8 (r—Io)
Cy(x) = my 8(r—to) (34)
N(z}) =0
-89



y por (9c) sera

/-eAa(T) n eAG(vi)
Mz 7 A) = § ———— q(r) + 5 -+ & T s _ i
\ pl7) Lplry) Ien T, (=74 )¢ 3(E-Fo)
ko (TA
= o; ) 5(r-rg) (35)

como puede verse facilmente de (9b). De (I3) se obtiene

En virtud de (19), (20) y (28) puede escribirse

Salzo) (38)

ademés

N, = | s.x) N(x) az = 0 (39)

Substituvendo estos valores en (26) y (27) pueden cal-
cularse n_(\} y u_(rA) obteniéndose
pTo ~Ae (v, )
— e t hy (T4A) Sp(2o)
L (40)
-2g(7,) '
t hy (T0)

o, (1) =
D(K:A)[|+KiLi+K Tol - pe

96—
55



WY

ory
g
#Tr

B 5
L Bt ™ W
-f_ I'I-K- t+4\ TD} S‘(_I:o) h.(TK) ‘f
uy (TA) = > e 2t41)
LAY .
D(K:A} [IJK:L:+k Tyl - pe e h (74h) FACDIT CIENCIAS
Bi tiole i .
En virtud de (30b) sera
Cim i T4 S,(EO) (42)

Substituyendo (40),

(41) y (42) en (30a), después de

algunas reducciones y transformaciones se llega a la expre-

sidn

Tik1t uu(fN)

ST TR, B ()

(43)

Reste solsmente invertir la transformacidn: de (41) y

(32) resulta

At
Sa(ze) | (o7 B (M)
q_(rt) = A —_— I ar -
n £, 2ni B &, (M)
siendo
-Af(7) =
Hu(TK) 2 h.(TK) -
j K=ty B (T') Aca(a)-atetyy
} .o _?;77_ e dr’ +
2 P
-Ar N .
‘ cxflemey) Kas o gTTUTITO0TA] (44a)
s p(Ti) i+ A Ti
%
p H_(7,\)
A(N) = 1 - I x (r7N) d7 - - -
5 |+ K:Li  Tq
A



T Tt

t v 7 2 ]
J kpgl7TTA) d7 = J dr Da J e-K“(T ) p{r'7t) x
> o o
2 -
x g relr)-6(r")3 k(r'7) d7' + -K'(f Ti) X
Ti<T
, “atg(r)-g(r,)2 Ky(7)
x p(r,7) e e (44c)
1
Sea
H_ (7)) At
¢ _(7A) = e (44d)
a B, (M)
el integrando de (44).
t. .
Si A~ - TL se ve que H gons ~ 2omst

~ = A
: =T, Y 7T T,
as! que @, {(7A) no tiene singularidades cuando I+x T, = 0,

El integrando tendrd polos correspondientes a los ceros de

\p(A). Debe pues estudiarse la ecuacidn

A (N) =0 (45)

gque en virtud de (44a) y (44b) puede escribirss bajo la for-

ma
-xg(7,) T,
p ho(7,A) e t b
P + I kalrTh) dr = | (462)
|+ Ko Lt + ATy P

Este es la ecuacién de enhoras. Introduciendo la prg

babilidad de escape a la fuga tdérmica

b ™ = (48)

2 -2
+ « L

5&



y utilizando (17) y (18) puede escribirse

T

1 2
e -k _{r,=7) “Atglr, )-6(r)2
[#By Lygh £{e Wy p(r.,7,) e 5 k,(7) dr +
2 k
skplry=7y) =Atg(ry)=a(r, )3 1t
+ % e p(Ti,Tt) e T:_K—Ei +

-2 r)-el«")3
pl(r'7) e LA "al ™ k{r'r)dr’ +

2 - - k,(7)
-k lr=T,) -Atg(r)=6{r )3 %1
: e p(r,7) e -_——lﬂk T,

14

=1 (47

As! como en la ecuacidn critica de la pila estacicra-
ria, se advierté que en la ecuacidn de enhoras aparecer dos
términos, el primero debido a la accidn de los neutrores tér-
micos y el segundo & los neutrones rdpidos. Cabe obgervar

que si se hace X = 0 en (47) se obtiene preclsesmente la

ecuacidn oritica I(80) que corresponde 2l caso k_, = |. Pa-
ra cada m hay una ecuacidn de enhoras (47) que tendrd cier-—
tas raices k_j (3 =1,-8 8, ...) Las cgntidadas
_ !
nlj - A (48 B.}
m]

son los periodos de la pila. Los periodos resles se llaman
crecientes si son positivos, decrecientes si son negativos,
lentos si lesl es grande y rdpidos si |W-d| es pequeRo.
Consideremos primero el caso de la pila térmica. E1
segundo término del primer miembro de (47) es en este caso

un velor correctivo pequeflo en el que puede hacerse A = 9,

83~
59



Simbélicamente la ecuacidn (47) se puede escribir

tm
I+ T 1,,.A

()Y + [ =1

y considerando que la integral es muy pequefra se puede escri

bir

L (b )y £ =1+ 15 1, A

pero le expresidn ! + [ con XA = 0 no es otra cosa que el

factor de utilizacion répide ¢ definido en I eqgs.

(104) v (l106). Results pues

(98): -

limeg O3 =1+ 05 1,2 (a)
De nuevo, si se hace A = Q en esta ecuacién, se ob—
tendria la condicfdn critica k., = | con k_, dada por -
I(109). Por continuidad, si (a) deberd tener une raiz posi-

tiva pequetra correspondiente a un perlodo creciente lento,

i4 no deberd diferir mucho de la unidad.

ot
Introduciendo las probabilidades de escape a la fuga
rdpida
-K2(T -T) —K2(T -r,)
lopol(r) = e % legy - = * 1 (48b)
y las probabilidades de escape a la absorcidn
Po (7) = p (7,7,) Py =P (74,7y) (49)

de acuerdo con I {108) se puede definir



T,
t
k.fl - ltlel ]{ flo(‘r} Po("') ki('r) dr ‘- 1:.1?1 11-,} (53)
1]
1e es la constante efvctiva de reproducecidn para la enésima
aarménica, El valor particular de K_0p Para la fundamental
s la constante de reproduccidn efectiva de la pila.

Es conveniente introducir la magnitud

-

- klfl " s
Kprn © - I leno(7) Po(7) ky(r) dr + f Lonsbskyy (51)
1%1‘- o

con cuya ayuda se pueden formar las cantidades

k() k.
a ., (7) = i M= (52)
mo kpr- mi kprn

que se llamardn fracciones efeciivas de neutrones inmediatos

y retardados, respectivamente. Introduciremoe también la
reactiviaad para la enésima harmdnica

k k

em _ Tofm —

k

Pa T % (63)
efn efm

¢uyo valor para la fundamenial es la reactividad de la pilsa,
y los tiempos de relajamiento
t(r) = é(ry) = 0(7) t., = 0lry) = 0lry) (54)
Con auxilio de las definiciones anteriores la ecua-

cién de enhoras (a) puede escribirse em la forma mds conve-

aiente



kom -5 Tiltnipiani e-Atri . To ltn N -
efnm i .l + T kotl
A i
K (r)
-t T
- J (e ro P oo (7} po(7) o, (7) d7 -
o
- =A% -
Ty (6 " "Fh = 1) leyypyag, (63)

Para el andlisis de esta expresién hay que tener pre-
sente que en una pile tipica, los tiempos de generacidn T1
de los neutrones retardados se encuentran dentro de una zo-
ra que, & groso modo, va ae |00 & 0.05 seg. El tiempo de
generacidén T, de los neutrones inmediatos es del orden de
i9°® seg. y los tiempos de relajamiento del orden de 10 °seg.

Designemos por f_(A) el segundo miembro de (55) y

consideremos su comportamiento para valores reales de A,

Si  jA| << —

fa(A) - A 2 Ty LpgaPytpy (56a)

.—3—

Si M ~ = vpero |A] << =

T, 1 Pyt
f_(K) N 1| twitFi1Vml (56b)
—+ T
A i

Si Al ~ i pero atn |A| << ,

1 lfnipiami To ltm
_— - 4

A (58¢c)

% + Ti oefm



En la zona en que [A| ~ £.(A) estd dada por

t ’

ro
el segundo miembro de (55) incluyendo todos sus términos.

Si X » + o

To 1,
£, (A) ~ T—._ A (564d)

efr

asi que f _(A) » + @ linealmente con A. Finalmente si

As - @

At (1)

Eu i)t | 00 leno(7)Po(T)ayq(7) dr (5ee)

Ob—ﬂ‘:\

de manera que f_(A) » - ® exponencialmente con X. Es
ademéds de notarse que f_(A\) tiene singularidades en cada

uno de los valores X = - T correspondientes a los dis-—

tintos tiempos de generscidn retardada., Asi pues, para va-
lores reales de X, f'(k) consiste de 1 + | ramas (ver
Fig. |) que corren de -® @& +%, una & la izquierda de to-

dos los - otra a la derecha de los mismos y une entre

|
T, ’ ‘
cada par de valores consecutivos de - — . Esta curva se
1
asemeja mucho, pero difiere en varios importamntes respectos,

de la que resulta considerando la teoria ordinaria'.
Las ralices reales de la ecuacidn de enhoras se obiie-

nen, de la manera usual, trazando en la grdafica de f_(A)

una recta horizontal a una distancia

del origen.
efm

Puesto que segdn (50) siempre es k,, > 0, la posicidn de

la recta depende del signo de k_ . En cualquier caso habrd

1 + | perlodos reales. Si k., > 0, habrd un perlfodo posi-

tivo y 1 negativos; si k_, = 0 un periodo es infinito y



N Kem > O
O Kem= O
O Kem< O

FIG 1

= d

N

T
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64



1 son negativos; si k,. <0 todos los periodos gon nega-
tivos.

Ahora bien, la ecuacidn (10) con la condicidn (10a) de

termina un espectiro numerable de valores propios x:. Su-

pondremos que el indice m ha sido escogido de manera de

ordenar los valores propios en sucesion creciente, - -
Kﬂ < K2 < ‘2 <
2] | 2

suprimir el Iindice para todas las cantidades que se refie-

eeo « Ademds utilizaremos la convencidn de

ran a la fundamental. Asi por ejemplo, xo = «, 1

1 =l£' kefo:kof’keo=ke'

De (48 ) y (50) es fdcil ver que con la convencidn

40 - Ly

o ete.

adoptada, k,, o8 una funcidn decreciente de m, es decir
k > vo: o« Del mismo modo todas

r kat:l o ef g

las reactividades k _ = k’t_-l serdn funciones decrecien-

tes de m. Si k,, = |, la reactividad de la pila k  es

que k_, =k

efo

nula, en tanto que todas las restantes k_ _ serén negati-
vas. Se sigue que habrd un periodo infinito en la fundamep
tal (solucidn estacionaria) en tanto que todos los demds
periodos LA serén negativos, Se dice en este caso que la
pila es oritica. Si k_,, > 1, k_, > 0 y hay un periodo
creciente en la fundamental. Generalmente k_, es tan po-

co mayor que la unidad, que todos los restantes k son

of
menores que uno y por tanto todas las reactividades ;srnd—
nicas son negativas, En este caso hay un solo periodo cre-
ciente en tanto que todos los demas son negativos: la pila
es supercritica. Finalmente. i k.r < |, todos los perio-
dos, incluida la fundamental, son negativos y la pila es
suberitica.

Nos preguntamos ahora si la ecuacién de enhoras

) (a)



tiene raices complejas, Desde luego cabe considerar que si

\ es una solucion de (a), XA deberd satisfacer la misma
ecuaciodn,
k
N (b)
ketn

y de agqul se sigue que
£ - £.(X) =0 (e)

Este criterio aplicedo a las formas asintéticas (56)
muesira que, en virtud de las diferencias tan considerables
que existen entre los tiempos de generacién retardada e in-
mediata y los tiempos de relajamiento, £ _(X) no tiene mas
que los polos reales anteriormente mencionados ya que, de-
bido a las dichas diferenciss es posible dividir el plano
complejo A en anillos circulares en cada uno de los cua-
les f_ (\) esth representada, con bastante buena aproxima-

cidén por las formas asintéticas (568), ninguna de las cuales
[

admite raices complejas. En le zona en que |[A| ~ T (55)
se puede expresar con buena aproximacidn como e
T
To 1,4 Yo (r)
f‘(A) ~ —i-_r_— A - J (e ro ~1) lflo(T)po(T)ano(T) dr +
efm o
+ 2 1paiPylyy (56f)

que tampoco admite ralces complejas. Supondremos pues que
para los tiempos caracterlsticos que se presentan en las pi-

las usuales, {55) no tiene mas que ralces reales., Volviendo



entonces a la ecuacién (44d) cabe observar que en el semiply
no Re » <0, H_(7A) aumenta, conforme Re A » - ®, pma=
lentamente que exp{|A| cos a 6(7,)} =siendo « = amp A y que
A.(A) tiene un término dominants, el tercero, que aumenta

;omo exp{|\| cos a Gtvt)} de manesra que el cociente - - -
(Th)

L At

IWES) () va a cero s1 Re A » - o, Se sigue que @_(7A)

es regular en la semicircunferencia infinita izquierda y que

el contorno de Bromwich puede deformarsze de la manera indica-
da en la Fig.2 asi que la integral (44) se reduce a una suma

sobre los residuos de los polos, todos los cuales son obvia-

ol
mente simples. El residuo R.J del polo Aay = ;:: serd
el coeficiente de (h-k.d)" en el desarrollo de Laurent de
q.(fk), 0 =ea
B { TN ) E A=A l.dt

= . e &) % H(mh o = =

S N T 1
A=K'i k=k.j
¥ Ho(mhy) ol‘dt = H'(rk'd) el"‘
(dﬁl(/\)) a; l’\-.’}
dr e

de modo que

q_(rt) = > o'l (57)

y serd entonces

| Hl(fhnj) Fi’
q'(x 7 t) = , Z Sa(Ee)S,(x) T o ®d (58)



Subatituyendo (40) en (33) se obtiene

PTo | B_(r,A) &% dx
B (4) = = S.(re) 5 [ =% - (59)
Y BP(HKll Ly + A Ty) A_(N)
| _ 1,-1'.
y recordando que = , un andlisis sg
|+K§ Li + A T, I +A l.tTO
mejante al anterior muestra que
pT 1., B (71, A, 3
_ o nt '\'t "m) iy
n_(t) = — S_{(ro) Z - o *! 80
-( ) ft n( 0) 3 (l”\.d 1.¢,To) A-()\-J), ( )
obteniéndose
pTo Lo, Bo(7y Aoy) . S
n,(£t) = 5 I S, (xo)S.(x) Bt R o™i (al)
v ™ (1+dgy 1oy To) AL(A,))
Del mismo modo ae demuesira que
e, (rt) = = £ S_(ro)S.(r) fs k1 o7a (82)
LE £om miEe )T ) AL )

Loa términoes que contienen periodos decrecientes re-—
presentan transitorios ocuyes vida nedia es I"-a" Si la pi
la es suberitica todoe los términos seran transitorios: cual-
quier proceso de hendimientos iniciado en el resctor se apa-
gard con una vida medis igual a mnx{lwljl} de manera que
éste no puede mantener una reaccidn en cadena. Si la pila
es critica hey un término estdtico y todos los restantes son
transitorios: a un tiempo suficientemente g¢rande, - - =

t > max{lwldl} , el reactor se encontrard en estado de
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equilibrio. Por dltimo, en la pila supercritica habrd um
periodo creciente de manera que todos los restantes son trap
sitorios. El comportamiento del reactor para tiempos sufi-
cientemente grandes como para que el efecto de las condicio-
nes transitorias haya subsiancialmente desaparecido, puede
describirse tomando el primer componente de la fundamental
en (58), (81) y (82). Esta solucidn, que podriamos llamar
permenente en contraposicidn a los términos iransitorios,
aumenta con el tiempo como et/"°1.

Si E,(E) designa la energia producida cuando un neu-
tron de energia E produce un hendimiento y E,, esed va-
lor correspondiente para un neutrdn térmico, la potencia de

la pila serd

P(t) = j dr f n(c E t) v Z,E, dE + n,(gt) vtI“E“} v

v lt

que se puede escribir como

T vE,
P(t) = [ae{ [ o'z~ t) 5 o(r) £(r) B (n) dr +
v o
)

n,(C
+ T, 1.E, } (64)

Utilizando (58)y (61) se ve que

t/ﬂ‘j

P(t) =.Ea S, (Eo) V‘(P.j + Ptlj) e (65) .

con

v, = [ 8.0 ar (e5a)
v
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r
b :f H_(n_l) Vi, £(7)

: p(7) E,(r) dr e5d
|- 3 A. ()\-J) D ft f ( )
P _Plgy Ho(mhgg) By (856)
= : c
Al (1 + )\njlntTo) All()\lj)
como la pila es tdrmica, puede suponerse P'ld << Ptnj son lo
cual serd aproximadamente
= t/”ld =
P(t) Z 5, (ko) V_Ptnd X @ =
L b}
S V.1 H (7 A
- DE n(EO) B “nt I(Tt 1.1) - et/"l.ﬁ (68)

£t 43 (1 + ApylagTo) BL(A )

En una pila supercritica, a tiempos suficientemente
grandes, la potencis se puede expresar aproximadamente por el
primer término de este desarrollo. Se ve entonces que la po-
tencia aumenta como et/”°1. Asi pues, para que la pila sea

controlable es necesario que sea suficientemente gran-—

ki
01
de, lo cual, como resulta inmediatamente de la Fig. |, re-
quiere una reactividad positive pero pequefra. Si fuera - -
K, = f l,,p @y, 1la reiz positiva de la ecuacidén de enhoras
caeria justamente en la regidn en que la influencia de los
neutrones inmediatos empieza a hacerse sentir., Para valores

menores de k_,, la rafz caerla en una regidn en que £, ()

9’
depende preponderentemente del mecanismo de retardacidn, Se
sigue que con el objeto de asegurar un periodo creciente asu-
ficientemente largo a modo de que la pila esté controlada

por los neutrones retardados deberd tenerse

0 < < % leiPyoy (87)

ef



que o8 la “condicidn de seguridad’.

Demostraremos ahora que l& ecuacicén de enhoras (55)
ge reduce a la forma usual cuando se hacen las aproximacio-
nes ordinarias. Si el espectro se supone de la forma I(B84),
k,(7) estard dada por (88) y k,, por (l111), con e de-
finido por (108). Haciendo

(plf) . = (i a5 ﬁ) Po 120 + I ﬁipi £4 (68}
serd
Koe = kilye (ply) (69)
k
. et

iz & W = kt(plf)pr (70)
_ (I-ﬁ) o ﬂi I
ao{(7) = (Ls) $(7=7g) a,; = (pL,) (71)

P pr

y la ecuacidén de enhoras se reduce a

E:_ = g By Ty a-t,ih Py 1y . To 1, . -
koe t, 7, (Plr)Pr Koe
Po 1., -t leypy
5 o) (=B ——T2 % (e -1) ——— B8, (72

en tanto que la condicidn de seguridad se puede escribir co-

mo
k 91 ley
o<——°—<z,s (73)
ka! s (plf)
s



la cuel, hacierdo

_
(pl,) = 5T APy Ly (74)

r

se transforma en

Se puede obtener una mayor simplificacidn si se des-
precien las diferenciass entre las energles correspondientes
& los neutrones inmediatos y retardados. Serd entonces
Po =Ry TP lpg T lpy =1y b7t T, (plr)pr = ply,
k,, estera dada por I(112) y la ecuacidn de enhoras se sim-

plifica a
k B, T Ty 1 To 1 !
3 1 4y o Ly Xt 0 Ly
= - — —— — —_— A -
ket % 1 * kef Mot (e l) ( ket * ket) (76)
— 4+ T
A i
Cuando = = %— es muy grande, (78) da
B T,
.0943
K, = i _ 0.0943 (77)
v v

con una constante independiente de la pila particular. Asai,
una piles con una reactividad de una enhora tiene Kk _= 2.62x10°2

La condicidén de seguridad-a esta aproximacidn es
k, <« —— (78)

o sea Kk, < 7.59x107 2,
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Le ecuacién (50) aplicada a la fundamental (m = 0)
nos da 1a k_, de la pila, El segundo miembro, considera-
do como una funcidn @(x’) del valor propio x!, es una
funcidn mondtonamente decreciente de esta variable, Para
un valor propuesto de k, o k_,,, la ecuacidn k,, = w(x’)
determina el valor de «° y por tanto las dimensiones de
la pila que son proporcionales a L =-% « Sk Re AR
qlx’) = | +tiene por ralz P x§ , 3l valor caracteristi-
co de la pila critica cuyas dimensiones son proporcionales
a 1la longitud caracterfstica L, = ;% . S5i la pile es su-
percritica, es decir, si k,6K >0 6 k_, > |, debido al
caracter mondtonamente decreciente de p(xz) la raiz de
9(x%) = k,, serd «° < xg ds donde se infiere que L > Lo,
lo cual implice que las dimensiones de la pila deberédn ser
mayores que las correspondientes a la pila critica. Del mis-
mo modo se demuestra que una pila sub-critica con k_, <0
6 k,, < | debers temer «" > xg 8 L <L, y es por tanto

mas pequeira que la pila critica.

3.~ La Pila con un ndmero arbitrario de hendimientos ini-
cliales.

El comportamiento de umn reactor cuya coperacidn se ini-
olia no con uno, sino con cualquier ndmero de hendimientos
iniciales puede obtenerse fdcilmente de los resultados de la
seccidén anterior aprovechando la circunstancia de que las
ecusciones integrodiferenciales de la pila, son lineales,

Si se supone pues que al tiempo t = 0 ocurren varios hen-
dimientos en los puntos s (= 1,2,3, «+.), la solueidn

ser4d meramente la suma de las soluciones obtenidas previa-

-t



mente, para po = £y, L2, Fa, ... . Asi, de (58), (6!) y
(62) se obtiene

H.('r)\. | FE- i

|
'(grt) = — I S S LARE R T
q' (grt) A a(Tw) S,(r) 5 hy,) e
pTo 1.4 Ho(my )\‘J) i
n,(rt) =— = S_(ru) S (r - e )
t ) ft um3 n(—J‘) n ) (l"‘)\“‘1 l.tTO) A‘()\.d) (79)
T, . k b
| i i¢ w
t) =— 2 8§ S =
o, (et) . ,.(Eu) (L) (Tohey T) B10KL,) )

La potencia desarrollada por la pila ser4d

et/w.:

P(t) = = S_(zs) V,(Ppy + Pyyy) (80)

pm]

Es obvio que la efectividad de un hendimiento para ha-
cer marchar la pila depende considerablemsnte de la posicidn
en que ocurre. Un hendimiento inicieal en el punto rs no
podrd excitar aquellas harmdnicas que tengan un nodo en pu .
En cualquier caso la amplitud de lea excitacidn es proporcio-

nal & S_(rs).

4.~ Pile Epitérmica.

El comportamiento dindmico de la pila epitdrmica no
es esencialmente diferente al de la pila térmica, por lo me-
mos en 1o gque se refiere a la reactividad. La constante de

reproduccidn efectiva estd dada por I{(i8) y la ecuacidn de



enhoras por (47). Ademds de las definiciones (48)

@8 conveniente introducir

; k211t
139.(7 !7) = e ®

Koew ™ 11 { I liou(™) Po(r) ky(r) dr + f lfnipikit} *
[+ ]

las funciones

—K:(T‘Til

1!1-(7)
py{7) = p(ry,7)

t o (r) = é(r) - 8(7))

t vE T
£ | dr 2> {’I dr' 1, (7',7) po(7',7) k(7',7) +
0

t 3, lggalT) pylr) kl(T)}

T, T
i

Introduciendo las magnitudes

1., E(7)
Qpol?) =—— —
kotl
a, (r,7) = KT T
- kl!l

ay, = 1:- kyy
sfn -
k,(7)

Opgl7) = .

y (49)

(81)

(82)

Después de alguna manipulacion algebraica, la ecua-

cidén de enhoras puede escribirse en la siguiente forma:

LiniPy%py®

at A
o M

75



T

t
— v
+ (' + T4 lt.)\) I 11.‘1(7) pi(-r) “11(7) e)‘t'ri('r) _&d,r +

L
Ty
] 5 vz T
a 1] [ [ ’
* Tolh {km ‘! 2 dr ([ 1ygu(r'n) polr'm)ag lriniar +

+

£ Lea(r) 2y(7) ayy (1) )} -

i
t
-t (1') .
- [ e et Ly 1, (1) pel() wy (7) dr -
0
-At
- f (e Ti-1) Lopy Py 2yy =

Ty

v ’ . []
(W) | s*f{fh“““'”—nlhxwﬂmhwwnhW)h'+
o

(]

-t (+)

$ s (el 1, () py(m) a.,(v)} (84)
1 . .

Llemando de nuevo f_(A) 1la funcidén que aparece en el

segundo miembro de este ecuacidn se observe que si |-k|<<'1‘1

T

t ) v
Fa(M) A 2 T (LensPytnyt I Leas(7) Py(7) agq(r) _ﬁe&r) (65a)
.
1
St I ~ - ,
T
_ T, ' T vE,
£, ~ 3 P {12-191“-1+ I fras(7) Py(m)agy () = dr}(850)
— o
A i

Se observe que el efecto de los neutrones rdpidos se
manifiesta en la alteracién de los valores numéricos de los

coeficientes de estas ecuaciones y no en la estructura fun-
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elonal de las mismas., Para valores reales y muy pequeffos de
A, fl(k) varia linealmente con A en tanto que para va-
lores un poco mae grandes aparece ya la estructura tipica
consistente en varias ramas separadas. El comportamiento de
f.(r) para valores mayores de A depende en gran parte de
las relaciones de magnitud que existan entre el tiempo de ge
neracién inmediata T, y los tiempos de relajamiento. EL

tiempo de relajamiento tiene por valor

E
e =B j dE  1.(Eo/Ey)
ro t , vIEER VS £
%
{
y siendo T4 = s » en orden de magnitud seré
vt at

tr v, Eﬂ z

—_—n ——

Ty vV ° R

Hemos dicho que la pila térmica se caracteriza por

z
la condicién Eé << | , cuyae condicién implica, segin la
ecuacidn anterior, que en esta pila serd t__ << Tp. En
una pila epitérmica, sin embargo, —% 'no necesita ser muy
X3

pequelo y cabe pensar que llegara a& ser del orden de uno.
En tal caso seria t_  ~ T, de suerte que los tiempos de
generacién inmediata y de relajamiento entrarian en juego
cagsli simultdneamente. En cualquier caso, por un argumento
semejante al que fue empleado en el caso de la pila térmica
se concluye que la condicién de seguridad para el caso epi-

térmico es

k, T vE,
0 < z < % (Lppyay + J 1.,(7) pi(r) Gi(T) D dr) (88)
ef Ti
4

7



Un anAlisis detallado del comportamiento de un reac-
tor epitérmico 86lo es posible cuando se conoce en detalle
el curso de las secciones con le energia y sus vealores re-
lativos. Por lo pronto nos limitaremos a seffalar dos carac-
teristicas que se infieren directamente de las ecuaciones
generales establecidas: la ecuacidn (85) muestra que, a igual
dad de flujo térmico, la pila epitérmica desarrolla mas po-
tencia que la pila térmica y I(1|8) muestra que el tamato

critico de la primera es menor que el de esta dltima.

5.~ Pila Rdpida.

Supongamos ahora que la absorcién de neutrones es tan
intensa que éstos no llegan a establecer equilibrio térmico
con el material de la pila. Podemos hacer p = 0, n,(rt) =0
en nuestras ecuaciones fundamentales I (44} obteniendo asi
el sistema de ecuaciones que describe el comportamiento de un
reactor que trabaja tan solo con neutrones rdpidos. Resul-

ta de este modo,

l da’ r T t _ , g’ L7 t
e R
}‘ k(rr*) dp(7') oy (rt) (
- ; (p 7't} dr' + £ S(7=r,) 87a
) p(7) dr 1 ! 1 T,p(7,) 1 )
T.
dc (It) A% d ’ c (It)
4 = p(r’) , 1
- = - 4 ’ ' _ b
™ l ky(r") =g, a'(p 7' t) dr —5 (87b)
que deben resolverse con las condiciones
A) [q'(_l: T t)]sl = [ci(xt)]-s, =0



B) @'l 0) = @4g )
ey(z 0) = Cy(x) dadas
C) q'(r0t) =0

Estas ecuaciones pueden resolverse por el mismo méto-
do que se siguid en la primera seccidn. Se encuentra el
transformado de Laplace y se substituyen las &,(r A\) en la
ecuacién de los neutrones rdpidos obteniéndose una expresidn
que es idéntica a (5) eon Et(; A) = 0. Se efectdan luego
las substituciones (8) y (7) obteniéndose para u (r 7 A)
una ecuacidn integrodiferencial que resulta de (9) haciendo
n,(z ») = 0. Se emplea entonces el desarrollo (I3) con el
resultado de que u_(vk}, que también en este caso debe
cumplir la condicién {l4a), debe ser una solucidn de la ecua-

cién integral (15) con E_(X) = 0. Resolviendo esta ecua-

cién (para lo cual basta hacer E_lk) =0 en (21)) se ob-
tiene
S5 = Ja (A)
u_ (7)) D(x:)\) hy (72) + I (7)) (88)

en donde J_(A), D(xZA), h_(rr) e I_(7A) son las funcio-
nes definidas por (28), (22), (17) y (18) respectivamente.
La solucidn es ahora

q*(c = t) = = Sa(x) ap(7t)

oy(Et) =  S,(x) oy, (t)

con Qgu(7t) y ecyp(t) dadas por (32).



Considerando el caso discutido en la seccidén 2 al que
corresponden las condiciones inicisles (33). substituyendo
(37) vy (38) en (88) se obtiene

S, (ro) h,(mr)
u, (TA) = 7 2 (90)

en tanto que de (43) resulta

_ Sa(ro)  Tyky, by (7\)
cyalh) =3 o T D (el)
" (14X T,) D{x M)
obteniéndose asi
%
S (ro) ! e H_(m\)
)\ - ) — ) )\
2 (™) . 271 £ D (2n) ¢
r
. (92)
S,(Eo) | T, k,, e Hn(fx)
cit(t) = — J 5 dA
£, 2mi (14X T,) D (x_A)

T

que describen completamente la solucién.

Se reconoce de inmediato que H_(7\) es la misma fup
cién definida en (448) y que D(x:X) es el valor particular
de A_(N) en (44b) cuando p = 0. La ecuacidn de enhoras

(45) se reduce ahora a

D(x2\) = 0 (93)

que puede escribirse bajo la forms

T vzn T At (77}
l i l legn(T'T)po(r'm)e = F° w(riT)dT .



At qlr) Xyl } = |

. ’f" Leaul(r) Balr) o A T, (94)
Como en este caso
¥ vZ (7
= .Y
klfl N I dr T{I lfon(T‘T) Po(“f"T) k('T"T) Xr® e
o 0
he A esabtling(e) "i(f)} (95)

utilizando (83) se demuestra fdeilmente que la reactividad
tiene por valor

Ly kan 2 Ti K -Ae_, (7} Z‘
Py T ol I lesn(T) Bylr)ay,(r)e "7t s S
efm 11 Lom i D
A i i

s A o z A r'r)
« -t { [ (e et Ty 1, (e (rr) ey, (rir)ar o

c o

e 3, ) e e () ) (96)

<
Ty<T

El comportamiento de la funcién £ (A} que aparece

en el segundo miembro de (96) para valores reales de XA, es

|
bien distinto al de los casos anteriores, Si |[A] << 'R

1

T

t vE,
£LN) ~ f f Logplm)pg(r)ag, (7) ‘5—'d7 (97a)
T
i

| [
En la regiénm en que |[A| ~ =— opero |A]| <<
Ti tri

¥/



Ty

T

i VZ. ;
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Para valores positivos de A, fn(k) varie enire ¢
y | conforme A varle entre. 0 e ®», Para valores negativos
de A, f (M) muestra las tipicas ramas separadas gue corren
de -o a +@ de suerte que si p_ > 0 la pile tieme un pe-
riodo positivo y todos los restantes negativos, 81 o =0
hay un periodo infinito correspondiente & la solucidn esta-

clonaria en tanto qus los restantes son negativos, si p_ < 0

n
todos los periodos son negativos,

Antes de concluir es conveniente hacer algunas-con-
cideraciones respecto a las limiteciones de la teorla desa-
rrollada en este trabajo y en el que le precede, Es bien sa-
bido que la teoria de la difusidén no es vdlide en regiones
del orden de tamafto de los caminos libres medies ni en re-
glones en que la absorcidén es muy intense, Puesto que las
dimensiones de una pilsa homogéneez son del ordem de la lon-—
gitud caracteristica L = 5— , podemos estableseer, como un
criterio aproximado pars juggar la validez de les ecmesio-

nes desarrolladas, las dos relaciones

(98)



Ambas se cumplen bastante bien en las pilas térmicas.
En ellas, por lo general Zt es del orden de uno, en tanto
que ko, es del orden de IG-E. Ademas, excepto en lﬁa ban-
das de resonancia, la seccidn de absorcion es, por regla ge-
neral, menor que la de dispersidn. Podemos esperar que en
tales casos la teorfe describa bastante bien el comportamien-—
to de los reactores. Sin embargo, conforme se procede a si-
tuaciones en las que los neutrones rapidos empiezan a tomar
un papel importante, las dos condiciones (98) dejan de cum-
plirse y cabe esperar que la teorfa muestrs fallas cada vez
mds severas. Estc es particularmente cierto en pilas rapi-
das de dimensiones reducidas en las que la absorcidn juega un
pepel preponderante. Situaciones de este tipo deben ser -

analizadas con la teorf{a del transporte,
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