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TEORI! DE LOS REACTORES NUCL~ARES HOMOGENEOS. 

INTRODUCCION. 

En la teoría de la pila es costumbre hacer ciertas su­

posiciones respecto a los procesos físicos que se verifican 

en un reactor nuclear capaz de sostener una reacci6n en cade­

na. Estas suposiciones que se introducen con el objeto de 

simplificar el análisis matemático del reactor se refieren 

principalmente al mecanismo de producción y operación de 108 

neutrones dentro del mismo y pueden resumirse de la siguien­

te manera: 

t.- Se supone que como resultado del hendimiento de un nucleo 

se produce, entre otras cosas, un cierto námero de neutrones 

que poseen la misma energía. Esta energía, llamada "energía 

de hendimiento· (alrededor de unos 2 MeV.), se considera co­

mo la energía primaria de los neutrones que inician un cicl o 

en el reactor. Los neutrones rápidos producidos por un hen­

TEOR!! DE LOS REACTORES NUCL~ARES HOMOGENEOS. 

I NTRODUC CIO N. 

En l a teoría de l a pi la 63 co stumb r e hacer c iertas su­

po siciones respecto a l os proces os físi cos que se verifioan 

6n un re actor nuc l ear oapaz de s os t ener una reacc i ón en cade­

na. Es ta s s uposiciones que se i ntroducen con el objeto de 

s i mpl i fi car el análisi s matemáti co de l r eactor se refieren 

princi pal mente a l mecanismo de prod ucci 6n y op eraoión de l os 

neutrones dentr o de l mismo y pu eden resum i rs e de l a s ig uie n­

te ma ne ra: 

1. - Se supone que como r esultado del he ndimiento de un nucl eo 

se produce, en t re otras c osas, un cier to ndmero de ne ut ro nes 

que posee n 18 misma energía. E~ta e ne rgía, l l amada "ene r gí a 

de hend im i ento· (al rededor de uno s 2 MeV.), se consi dera co­

mo l a ener gía pri mar i a de los neutrones que i nician un cicl o 

en el reactor. Los neut r ones rápidos pr oduc i dos por un hen-



~l~lento se deceleran luego por col i si ón con los núcleos del 

aoderador, obed eciendo una ecuación de edad. Al gunos de 

ellos serán capturados en el proceso por r eacc iones ( n,~) 

pero l os re s tantes eventualmente llegarán a un equi li brio 

térmico con el ma t erial del reactor y obe dece n e nt onces a 

una ecuac i ón de difusión. 

2.- Se supo ne además que solo l os neutrones térmi cos son ac ­

tivos, es dec i r, que un neutrón produc i do en e l r eac to r no 

e f ectda he ndimientos hasta que a l canza l a edad térm i ca. Es­

t o e qQival e a supo ner que l as secciones (n,f ) son desp r e­

ciabl es a energías mayo r es que la térmica. 

E s ~a s suposici ones parece n se r bas t ante r adicales. 


~s bien sab ido qu~ en e l hendi mient o de un nfic leo se obtiene 


no un haz mo no c rom~t i co de neu t r ones pr i mar ios, sino un e s ­


pe c t r o continuo que va de s de las ene r gías térmic as hast a ener­


gí as de 15 a 20 MeV. en l a r eg i ón es t udiada. Evi de nt ement e 


el e spec tro puede co nt i nu ar s e indef inidamente en l a región de 


altas energías . Además, debi do al dec ai mi en t o de aquello s 


productos de hendimiento que quedan s ob re l a linea de estabi ­


li~ad, resulta un es pe c tro disc r e to de neutrones r e t ardados 


consistente de varia s r Ry as mono cromá ticas . La producción 


de ne utrones dis ta pues mucho de s er monocromát ~ c a. La ll a­


mada "energía de he ndi mi ento' no es si no el promedio de un 


espectro entero. 


En cuanto a la segunda supos ic ión hay que hacer no tar 

U235que solo es válida para cuya sección (n,f) cae r ~­


pidamente del valor i nicial de 545b para energías térmicas, 


~ valores despreciables para energías mayores. Si se consi ­


deran otros núcleos hendibles, sin embargo, se encuentra que 
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3 1.1~nt o se deceleran luego por coli sión con los núcleos del 

a o derador, obedeciendo una ecuación de edad. Algunos de 

ell0 8 3er ~n capturados en el proceso por reacciones ( n, ~) 

pero los restantes eventualmen t e llegar~n a un equilibrio 

té rmico con el material del r eactor y obedecen entonces a 

una ecuación de d ifus ión. 

2.- Se supone ademas que solo los neutrones térmicos son ac­

tivos, es decir, que un neutrón producido en el reactor no 

efectúa hendimientos hasta que al can za la edad térmica. Es-

to eqQivale a suponer que las secci ones (n, f) son despre-

ciables a energías mayores que la térmica. 

Es\es suposiciones parecen ser bastante radicales. 

~s bien sabido qu~ en el hendimiento de un n~cleo se obtiene 

no un haz monocromitico de neutrones primarios, sino un es­

pectro continuo que va desde las energías térmicas hasta ener­

gías de 15 a 20 MeV. en la región estudiada. Evidentemente 

el espectro puede continuarse indefinidamente en la región de 

altas energías. Además, debido al decaimiento de aquellos 

productos de hendimiento que quedan sobre la linea de estabi­

li~ad, resulta un espectro discreto de neutrones retardados 

consistente de varias rayas monocromáticas. La producción 

de neutrones dista pues mucho de ser monocromát~ca. La lla­

mada "energía de hendimiento· no es sino el promedio de un 

espectro entero. 

En cuanto a la segunda suposición hay que hacer notar 

que solo es vá1ida para U235 cuya sección (n,f) cae ra­

pidamente del valor inicial de 545b para energías térmicas, 

a valores despreciables para energías mayores. Si se consi­

deran otros núcleos hendibles, sin embargo, se encuentra que 
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U238la situación es bien distinta. En el la sección es 

muy pequeña (~O.Olb) para energías epi térmicas y aumenta rá­

pidamente a partir de 1.5 MeV. Cosa análoga ocurre en el 

Np
239 

,etc. 

Una pila térmica generalmente opera con uranio natu­

U2 35 1 t - ..ral en el que el po o en ra en muy pequena proporclon. 

Es de esperarse por tanto que la gran abundancia de nucleos 
238de U en cierto modo compense la pequeñez de la sección 

y que los hendimientos producidos por los neutrones rápidos 

tengan una infl uencia apreciable en el comportamiento de la 

pila. 

En vista de las consideraciones anteriores es claro 

que sería interesante suprimir las dos suposiciones señala­

das y construir una teoría de la pila en la que, por una par­

te se tenga en cuenta el espectro entero de neutrones conti­

nuo y discreto, y por otra, que se considera el curso entero 

de las secciones con la energía. 

En es t e trabajo se ha abordado tal programa con ecua­

ciones de difusión. Con el objeto de describir adecuadamen­

te l~s propiedades de l a pi l a cuando se considera la distri­

buci6n de los neutrones respecto a la energía, ha sido nece­

sario, en primer lugar, generalizar e l concepto de "constan­

te de reproducción" e ideas a él asociadas, ta l es como los ­

"factores de producción" y los distintos ~actores de utiliza­

ción " . Se encon~rari que, en vez de s i mp l es constantes cal­

culadas a partir de l os val ores de las secciones a energía ­

térmica, es necesari o introducir func io nes de la energía que 

describe n propiedade s correspondientes distribuidas a l o lar­

go del espectro . Asi resul tan las " funciones de pr oducción " 

que se introducen en el Capitulo r. 
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l a situación es bi en dis t i nta. En e l U238 la s ección es 

muy peque ña (~O. O 'b ) par a ene rg las epi t érmica s y aument a r á­

pid amente a pa rtir de 1. 5 Me V. Co sa análo ga ocurr e en e l 
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Np ,etc. 

Ona pil a té r mica general mente opera co n uran io nat u-

ral e n el que el U23 5 1 t - i ' ~o o en ra en muy pequena proporc on . 

Es de esperarse por t anto que la gran ab und an ci a de nucleos 

de U238 en c ier t o modo comp ense l a pe queñez de l a sección 

y que l os hend i mientos pr oducido s por los neutrones ráp idos 

t eu gan una influenc ia apreciable en el compo rtam i e nto de l a 

p ila . 

En vi s ta de l as cons iderac iones a nt er io res es clar o 

que se r í a i nteresante sup r imi r l as do s s upos i ci ones señ ala­

das y construi r una teoría de la pila en la que, por una par­

te se te nga en cuenta el espec t r o ent ero de neut r ones conti­

nuo y discreto, y por ot ra , que se considera el c urs o ent ero 

de las secciones con la energ ía. 

En este t r a ba j o s e ha abord ado tal programa con ecua­

ciones de difu si6n. Con e l obj e to de desc r ibir adecuadamen­

te l~s pr opied ad es de l a pila cuando s e considera la dis tri­

bucidn de los neu tron es respecto a l a energ í a , ha sido nece­

sario, en primer l ug ar , gene ralizar el concepto de "constan­

te de reproducc i¿n" e ideas a ¿l asoci ada s , tales como los -

" factores de produccidn" y l os di s tinto s ~ac to re s de util iza­

ci¿n " . Se encon~ rari que , en vez de simples cons tantes cal­

c ul adas a parti r de los valo r es de las secciones a energí a -

t érmica , es nece s ar io i nt r oduci r funciones de la e ne r gra que 

de s c riben propi edades co rrespondi entes distribuidas a lo lar­

go del espectro. Asl result an las "func io nes de p r oduccl6n" 

que se introducen en el Capitulo I. 
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Por otra parte, la introducción de efectos espectrales 

cond uce nat ural mente a una descripción de la fuente que difi~ 

re profundament e de la ordinaria. En ve z del término us ual 

pro porc i onal a la densidad de neutrones térmicos, resul tan 

in tegrales sobre la distribución. Las ecuaciones de la pi la 

qued an como ecuaciones integrodiferenciales cuya soluci6n con 

duce a l as ec uaciones de enhoras y a las condicio ne s cr íticas. 

CAPITULO 1. 

1.- Las Ecuaciones de la Pila. 

Se va a con siderar una pila homog en ea no reflejada, 

que se va a caracterizar por l as s i gu i ent es secciones macros ­

c6 picas: 

Le s ección de dispersión. 


Lo sección de cap t ur a . 


Lt sección d.e hendimiento . 


La Lo t Lt s ección de abso r-ción. 


L L t L sección total. 
a• 
se designará por O el coe ficiente de difusi6n, por ~ la 

pérdida logar ítmica media de energía y por T = v±: la vida 

media de un neutrón de velocidad v en el reactor. E1 va­

lor de T para ener~ía térmica se designar~ por To. 

Sea n(r E t) el número de neutrones por unidad de 

volumen y por unidad de energía (p.u.v.e.) que al tiempo t 

se encuentran en el punto (r, ~), r = ix + iy + kz repre­

sentando el vector de posición en el reactor y E l a ener­

4 

Po r o tra par te, la ln tro ducc16n de efectos espec t rales 

conduce naturalmente a una de s c r i pción de la fuente que difi~ 

re profundamente de la ord inaria . ~n vez del término usual 

proporcional a la dens idad de neutrones t érmicos, resultan 

integrales sobre la di str i bución. Las ecuaciones de la pila 

quedan como ecuaciones integrodiferenciales cuya soluci6n con 

duce a las ecuaciones de enho r as y a las condiciones críticas. 

CAPITULO l. 

l. - Las Ecuaciones ~ la Pil a. 

Se va a consid erar una pila homogenea no refle jada, 

que se va a caracterizar por las siguientes secciones mac ros­

cópicas: 

La sección de dispersi6n. 

Lo secci6n de captura. 

rt sección de hendimiento. 

La Lo + Lr secci6n de absor."ción. 

L L + ¿ sección total. 
8 " 

se deSignará por O el coeficiente de difusi6n, por ~ la 
I 

pérdida logarítmica media de energra y por T = yy- la vida 
" media de un neutrón de velocidad v en el reactor. El va-

lor de T para ener~ía térmica se designará por To ' 

Sea n(K E t) el número de neutrones por unidad de 

volumen y por unidad de energía (p.u.v.e.) que al tiempo t 

se encuentran en el punto (K, ~), ~ = ix + iy + kz repre-

sentando el vector de posici6n en el reactor y E la ener-

4 



gia. n (~ E t) satisface una ecuación de continuidad: 

()n {r E t ) cH n (r E t) v ¿ ~ E] 
D t:,. n (¡: E t) +ot 'CH: 

- n (I: E t) v L + Q (I: E t) ( 1 ) a 

0 2 0 2 0 2 
t:,.con = + -- +2ox oy2 oz2 

El primer término representa las pérdi das por di fu­

siÓn espacial, el segundo l as pérdidas por difusiÓn energé­

tic a (deceleración), el tercero las p6rdidas por absorción 

y el dltimo la producción, es dec i r, el número de neutrones 

pro ducidos al tiempo t por unidad de volumen, unidad de 

energla y unidad de tiempo (p.u.v.e.t.). El flujo de neu­

trones s.erá,: 

~ (~ E t) = n (~ E t) v (2) 

y l a absorción, o sea el núm~ro de neutrones absorbidos p.u. 

v.e. t . 

n (r E t ) 
a(I: E t) n(I: E t ) v La = T (3) 

Supondremos que, con un valor adecuado de Q ( ~ g t), 

( 1) describe el comportamiento de l os neutrones para energlas 

mayores que la térmica. Los neutrones térmicos se conside­

r~r~n separadamente, designándose por nt(I: t ) su densidad. 

Es t a densidad clara~ente satisface una ecuación como ( 1) ex­

cepto por el térmi no de decel eración: 

5 

gia. n(~ E t ) sa ti s f ace un a ecuación de continu idad: 

dn (1: E t) (J[n (~ E t) v L ( E] 
= D 6, n ( ~ E t) + 'Ot dE 

- n (r E t) v :i + Q (~ E t ) ( ¡ ) a 

0 2 '0 2 0 2 

con 6, = -- + -- + 
0% 2 'O y 2 OZ 2 

El primer térmi no represent a l as pérdid as por dif u­

si ón es pae i al, el s egu ndo la s pérd i das po r difus ión energé­

ti ca (decel erac i Ón) , el tercero las p6rdidas por absorciÓn 

y el ól timo la pro duc c i ón, es dec i r, el nQmero de neu t ro nes 

producidos al t iempo t po r uni dad de volume n, un idad de 

energ ía y un idad de t iempo (p.u.v. e . t . ) . El fluj o de neu­

t r ones s .er~: 

<P (~ E t) n (~ E t) ., (2) 

y la abs orciÓn, o s ea el ndmero de neu trones absorb idos p.u. 

v. e . t. 

a(r. E t) nC!: E t) v ¿a 
= n (.r E t ) 

T 
(3) 

Supondremos qu e , con un valor ade cuado de Q ( ~ ( t ) , 

(1) descri be el comportamiento de los neutrones pa r a energías 

mayores qu e la té r mi ca. Los neut r one s t érmi co s se conside­

r a r~n separadamente, de s1 gn!ndos e por nt(~ t) su dens i dad. 

Esta dens i dad cl aramen t o sa t i sfac e una eouaci ón como (1) ex­

cepto po r el t érmi no de deceleraci Ón: 

5 



n (r. t)

D, ~ n,(r. t) - t T + Q,(r. t) ( la) 


o 

aqul D, es el valor del coeficiente de difusión para ener­

glas t~rmicas y Q,(r. t) la producción de neutrones térmi­

cos. 

Nuestro princ~pal problema consiste en calcular los 

t~rminos de produccion en (1) Y (1 a) • 

Imaginar un neutrón de energia E' que produce un 

hendimiento. Como rrsultado del mismo. aparecer' clerto n~­

mero de neutrones inreediatos con un cierto espectro. Desig­

namos por ~(E, E') el nÓmero de neutrones p.u.e. de ener­

gia E inmediatamente producidos por hendimiento causado 

por un neutrón de energía E': ~(E. E') se llamar' función 

de producción inmediata. El n~mero total de neutrones inme­

diatos producidos por hendimiento ser~: 

7]o(E') == 	 J
QD 

~(~. ~') dE (4) 
o 

~o(E') se llamar' factor de producción inmediata. 

Además de los ~o(E') neutrones inmediatos. se pro­

ducen varias rayas de nuetrones monocromáticos re,tardados. 

(i =1,2.3•••. ) el ndmero de tales neutrones 

que se producen en el grupo i. El n~mero total de neutro­

nes producidos por hendimiento ser' entonces 

( 5) 

7](E') se llama factor de producción. Si como es corriente, 

en vez de los nÓmeros ~i usamos las fracciones fi i de neu­

6 

n~(!: t) 
= Dt 6 nt(r t) - T + Qt(~ t) ( la) 

o 

aquí Dt es el valor del coeficiente de difusión para ener­

gías t6rmicas y Qt(r t) la producci6n de neutron~s térmi-

coso 

Nuestro princ~pal problema consiste en calcular los 

términos de produccion en (1) Y (la). 

Imaginar un neutr6n de energía E' que produce un 

hendimiento. Como r~sultado del mismo, eparecerA clerto nO­

mero de neutrones in~ediatos con un clerto espectro. Desig­

namos por ~(E, E') el n6mero de neutrones p.u.e. de ener­

gia E inmediatamente producidos por hendimiento causado 

por un neutr6n de energía E': TJ(E, E') se llamarA función 

de producción inmediata. El nOmero total de neutrones inme­

diatos producidos por hendimiento serA: 

'" TJo(E') = I TJ(~, E') dE (4) 
o 

TJ~ (E') se lla.maré. factor de p'roducción inmediata. 

AdemAs de los TJo(E') neutrones inmediatos. se pro­

ducen varias rayas de nuetrones monocromlticos re~ardado~. 

(i = 1.~,3, .•. ) el ndmero de tales neutrones 

que se producen én el grupo i. El ndmero total de neutro­

nes producidos por hendimiento seré. entonces 

TJ(E') = TJ (E') + LTJ.(E'~ 
o l' 

( 5) 

TJ(E') se llama factor de p'roducción. Si como es corriente, 

en vez de los ndmeros TJ i usamos las fracciones fi i de neu-
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tron ~ ~ retardados, claramente 

(e) 

y será como de costumbre 

(7),8 ( E ' ) 

la fracciÓn de retardaciÓn, es decir, l a fra cciÓn del n~me­

ro t otal de neutro ne s pro ducidos que son r e tardados. 

El nÚmero de hendimie ntos p.u.v.t. producidos por lo s 

neutrones que se encuen t ran en la banda (E' ,dE' ) es 

n ( ~ E' t) v' ~t 
, 

dE' 

en do nde v' es la velocidad correspondiente a la energia 

E' y ~~ = ~t (E' ) . El nÚmero de neutrones inmediatos pro­

ducidos p.u.v.e.t. po r estos neutrones serA: 

7)(E , E' ) n ( ~ E' t ) v' ~t dE 

y el n~mero total 

Q) Q) 

k (E,E ' ) 
77 (E , E' ) n ( ~ E' t ) v' ~ ~ dE ' n(~ E't ) dE' ( g) f f T' 

It It 

on donde 

(9)k (E,E') = 77 (E,E ') 
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tro n~~ retardados , cla r amente 

(e) 

y s~r~ como de costumbre 

,6 (E' ) 
1) (E' ) 

(7) 

la fracci6n de r etardaci6n, es decir , la fr acciÓn del nOme­

ro total de ne ut r ones producidos que son retardados. 

El nUmero de hendimientos p. u.v. t. producidos por los 

neu trones que se encuentran en la banda (E' . dE') es 

n(r E' t} v' í:; dE' 

en donde v' es la velocidad corre s pondiente a la energía 

E' y í:~ = ¿t (E'). El nUmero de neu trone s i nm ediatos pro-

ducidos p. u.v. e.t. por estos neutrones se r ~: 

T¡(E,E') n (r. E' t) V i ¿t dE 

y e l nOme r o tot al 

al '" 

f 7)(E, E') n(r E' t) Vi í:~ dE' J 
k(E , E') 

n(r. E't)dE' (8) 
T ' 

I t B: t 

On donde 

k (E, E' 1 (9) 
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es la función de r ,~producción inmediata, es decir, el nume­

ro de neutrones p.u.e. de energia E producidos por neutrón 

absorbido de energia E'. 

f (E) = 
+ ¿ 

a (E) 
( 10) 

es el factor de utilización, o sea la fracciÓn de neutro~es 

absorbidos que produce hendimiento, es decir, la probabili­

dad de que la absorci6n de un neutrón conduzca a un hendi, 

miento y no a una simple captura (n,y). (9) puede escri­

birse 

k(E, E ' ) '1 (í,E') f (E') ( 11 ) 

Ahora 

CD 

ko(E ' ) :: Jk(E , E') dE' = r¡o(~') f(E') ( 12 ) 

o 

es el n6mero total de neutrone s inmediatos producidos por 

neutrón de energia E' absorbido y se llamarA factor de re-­

producci ón inmediata. El nómero de neutrones retardados del 

grupo i que se producen p.v.v.t. es claramente 

'" '" f r¡d E ') n(;r E' t) v ' ¿~ dE' r n(;r ~ ' t)d~' ( 13) 

Et 

con 

( 14) 
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es la función de r .~producción inmediata, es decir, el nume­

ro de neutrones p.U.e. de energía E producidos por neutrón 

absorbido de energía E'. 

f (E) = 
+ L .. ( E) (10) 

es el factor ~ utilización, o sea la fracción de neutro~es 

absorbidos que produce hendimiento, es decir , la probabili­

dad de que la absorción de un neutrón conduzca a un hendí, 

miento y no a una simple captura (n,y). 
birse 

k (E, E ' ) 7] P;,E') f (E') 

Ahora 

CD 

(9) púede escri-

(11 ) 

ko(E ' ) = J k(E,E') dE' = 7]o( ~ ') f(E ' ) ( 12) 

o 

es el numero total de neutrones inmediato s producidos por 

neutrón de energía E' absorbido y se llamarA factor de re-­

producción inmediata. El numero de neutrones retardados del 

grupo i que se producen p.v.v.t. es claramente 

<Xl 

J 7]d E') n(J: E' t) v' ¿ ~ dE' 

Et 

con 

(E' ) 

(E' ) 

8 

<Xl 

f n(r ~'t)d~' ( 13) 

( 14) 



k1 (E' ) es el fact or de r ep rc, ducción reta.dada del ~ i. 

El n6mero to t al de ne utrones pr oduci do s por neu trón 

ab s orbido de ener~ i a E' es 

k (E' ) k (E,' ) + ¿ k ( í' ) .,., (E ') f ( E') ( 15 )1o 1 

y se l l amar á., como en l !l teoda ord i na r ia, factor de repro­

ducc l ón. De (6J.. ('n , ( 12 ) Y (1 5 ) se sigu e que 

(1 - ,8 ( E' )) k(E ' ) 
( 16) }

.B dE ' ) k( E' ) 

usando l as fracciones de retardación .B i • 

(8 ) Y ( 13) representan los ne ut ron es inmediatos y r e­

tardados producid os por neu t rones epi térmic os y rápidos. 

Hay que considerar ademAs los neutrones producidos por neu­

trones térmicos. Sean 

( 17) 

el factor de uti li zació n térmica, l as funcl ones de pr oduc­

ci ón t érmica inmed i ata y r e tardada respectivamente. 

( 18) 

es el factor de producción términa i nmediata. 

9 

k 1 (E') es el factor g.~ reDre,ducción retardada. del gnlRO i. 

El nÚmero total de neutrones pr'oducidos pOI' neutrÓn 

absorbido de en e r ~ia E' es 

k (E') 7] (E') f(E') ( 16) 

y se llamaré., corno en 18 teoda ordinaria, factor de repro-

ducción. De (6t (7), (12) Y (16) se sigue que 

(1 - ,8(E')) k(E ') 

/3 1 (E') k(E') 

usando l as f racciones de retardación ,6 1 , 

} ( 1 e. ) 

(8) Y (13) r epr esentan los neutrones inmediatos y re­

t srdados producidos po r ne utrones epit é rm icos y rApicios. 

Hay que conside r a r ad emAs los neutrones producidos por neu­

trones térmicos. Se a n 

( 17) 

el factor de utiliz ac iÓn térmica, las fu nciones de produc­

ción térmica i nmediata y retardada respecti vamente. 

( 18) 

es el f a c t o r de pro d ucc ión t é r rni na inmedi ata. 

9 



( 19) 

la funciÓn de repro ducciÓn térmlc8 inmediata 

CI) 

(20)k 'J t = J k t ( E) dE 
o 

el factor de reproducción térmica inmediata, 

(2 I ) 

los factores de reproducción térmica retardada. 

(22) 

el tiempo de generación inmediata, o sea , la vida media de 

un neutrón térmico en el reactor . 

Puezto que el ndm ero de neutron es térmicos absorbi­
n t (I: t)

dos p.u.v.t. es T es claro que estos neutrones pro­

ducirá.n 
o 

(23) 

neutrones inmediatos de energía E y 

(24) 

n~~trones retardados del grupo i. De (3) y (23) se 3igu& 

que la producción inmediata es 

10 

( 19) 

la función de reproducción térmicA inmediata 

'" 
k ) t = J k t ( E) dE (20) 

o 

el factor de reproducción térmica inmediata, 

(21 ) 

los factores de reproducción térmica retardada. 

T" 
V t L .. t 

(22 ) 

el tiempo de generaci6n inmediata, o sea, la vida media de 

un neutrón térmico en el reactor. 

Pue~tu que el ndmero de neutrones térmicos absorbi­
nt Ce t) dos p.u.v.t. es To 

es claro que eslos neutrones pro-

ducirán 

(23) 

neutrones inmediatos de energ1a E y 

(Z4) 

n~,utrones retardados del grupo 1. De (3) y (23) se 3igu€: 

que la producción inmediata es 

10 



(2'5) 

en tanto que el ndmero de neutrones latentes de la clase i 

producidoR p.u.v.t. es de (13 ) y (24): 

'" k 1 (E')
J T' n(1: E' t) dE 
 (28 ) 

Bt 

la cGncentración de neutrones la-Sea ahora 

ten tes del grupo su tiempo de generación. Habrá. 
entonces c 1 (1: t) neutrones retardados producidos p.u.v.t.T1 

La-producción de neutrones retardados8 una energía El' 

será. : 

(27) 

De (25 ) Y (27) resulta una producc i ón total 

Q(1: E t) j k ( ~:E') n(r E' t) dE' + k;:E) nt(r t) + 

Bt 

:.. ¿ 
1 

(28) 

mas adn, de (26) resulta que la concentrac i 6n de neutrones 

latentes c 1 (l:t ) satisface la ecuac i6n 

(29) 

11 

Qp (r E t) = j k(~: Hl ') n(r E' t ) dE ' + kt.;E ) nt (r t) (2'5) 

lit 

en t anto que el ndmero de neutrones latentes de l a clase i 

produc idoR p .u.v.t. es de ( 13) y (24): 

'" k (E ') J iTI n(r E' t ) dE (26 ) 

It 

Sea ahora 

tan tes del grupo 
entonces c 1 (1: t) 

Ti 

CiCr t) la cG ncen t r aoiÓn de neutrones l a-

1 y Ti su tiempo de generaciÓn. HabrA 

neutrones retardados prod ucidos p.u .v.t. 

s una energ1a Ei La-producción de neu trones re t ardados 

s erA: 

(27 ) 

De (25) Y (27 ) resul ta una producc ión total 

Q(r E t) I k ( ~:E ') n{1: E' t) dE' + k;~E) n
t

(1: t) + 

It. 

:¡. L 
1 

(28) 

mas aún. de (26 ) r esul ta que la concentraciÓn de ne utron es 

lat entes c1 (rt) satisfaoe l a eouaci 6n 

'Oc i (r t) JO> ' ( '" . ) . ( IC 1 I!J ) JI: i t ( ) c rt ) = - - n(r. E' t dE' + nt r t _ 1 -
ot T ' T

o 
-T-

1
-

't 

\ \ 

(29) 



El nómero total de neutronés producidos p.II.V.t. se 

tiene integrando (28) sobre E; recorde.ndo (12) Y (20) re­

sulta 

., 
ko(E')

0.(1: tl = f Q(1: E t) dE 
O> 

n(r E' t) dE' +f T' 
o JI: t 

kot c 1 ([ t) 
+-- nt (1: t) + ¿ (30)T io Ti 

Substitu~endo (28) en (1) se obtiene la ecuación de 

los neutrones rápidos: 

'dn(!: E t) ¡Hu (r E t) v ¿ ~ El 
D D. n(1: F. t) + 

'dE'dt 

Dentro de la denominación "neutrón térmico· se agru­

pan todos los neutrones de muy variadas energlas que se en­

ouentran en equilibrio térm i co con el mater i al del reactor. 

Supondremos, como es costumbre que todos estos neutrones 

pueden caracterizarse por su energ!a de equilibrio E • Sit 

introducimos la densidad ~ deceleración 

q(!: ~ t) = n(!: E t) v ¿ ~ E (32) 

que representa la corriente de neutrones a lo largo del eje 

de la energla, q(!: J!;t t) es el nómero de neutrones p.u.v.t. 

i2 

El número total de neutrones producidos p.lI.V.t. se 

tiene integrando (28) sobre E; recorde.ndo (12) Y (20) re­

sul ta 
., j ko(E') 

Q(r. t) 
J Q(r. E t) dE n (E E' t) dE' 

T' + 

o ¡¡; 
t 

ko't 
nt (r. t) 

ci(r t) 
+-- + 2: (30) To 1 T1 

Substituyendo (28) en (1) se obtiene la ecuación de 

los neutrones rápidos: 

Cln(!: E t) 

Clt 

CI [n (;,: E t) v ¿ g E) 
D ó. n(r. F. t) + 

O> 

r k(E,~~') n(r E t) v - + n(1' F,' t) dE' + 
.. ) T' 

Dentro de la denominación "neutrón térmico· se agru­

paD todos los neutrones de muy variadas ~nerg!as que se en­

ouentran en equilibrio térmico con el material del reactor. 

Supondremos, como es costumbre que todos estos neutrones 

pueden caracterizarse por su energía de equilibrio 

introducimos la densidad de deceleración 

q (r. ~ t) = n (r. E t) v 2: .; E 

E • 
t Si 

(32) 

que representa la corriente d~ neutrones a lo largo del eje 

de la energía, q(r. Jt.: t t) es el número de neutrones p.u.v.t. 

i2 



que se hacen térmicos por col i s i6n. Es pues l a fu ente de 

neutrones térmicos: 

(33) 

Substituci6n de este val or en ( l a) da la ecuaci6n de 

los neutrones térmicos: 

Las ecuaci ones (29), (31 ) Y (34) son las ecullc i on"'$ 

de la pi l a. Dado que hay se i s grupos identificados de neu­

tro nes retardados, hay 3~is ecuaciones del tipo (291 corres­

pondi3nte a las seis concentraciones l atentes. Las ecua­

ciones de la pi l a aparecen bajo la forma de un sistema de 

ocho ecuaciones integrodiferenciales simultAneas. Estas de­

ben res olverse con l as usu~l es condiciones a la frontera: 

(Al 

siend o S' la frontera extrapolada de la pi l a. 

(B )n (r.. E O) y 

son func i ones dad as. 

(X) ~n (r t ) . (el 

El prob l ema es pues determinaJ o ya que (A) determina 

l a dependencia espac i al de l as su l uciones, (8 ) su curso en 

13 

que se hac e n te r!)ücos por coli s iÓn . !ii:s pues la fuente de 

neutrones térmicos: 

(33) 

Substituc i 6n de este valor en (la) da la ecuaci6n de 

los neutrones térmicos: 

on t ( ~ t) 
Dt 6. n t (I t) - nt (r t) 

+ n(~ 7 t) v t¿tc; Et ( 34) "'t 
ot T o 

Las ecuaciones (29) , (31) Y (4) son las ecuacion"s 

de lB. pi la. Dado que hay sé1". grupos identifi cados de neu-

trones re tardados, hay 3~i~ ecuaciones del tipo (29) co rre s­

pondi3nte a las seis concentraciones latentes. Las ecua ­

ciones de la pila aparecen bajo la forma de un si s tema de 

ocho ecuacio nes integrodiferenciales simultAne a s. Es tas de­

ben resolv e r se con las usuales condiciones a la front era: 

[n(r.li:t)ls' o (A) 

siendo S' la front er a ext r apolada de la pila. 

n(r-E'J) y (E) 

son funciones dadas. 

n (r. ro t) (e) 

El probl ern í1 es pues determina:lo ya que (A) de term i na. 

la dependen(:ia espacial de las soluciones, (B) su curso en 

13 



el tiempo cuando se parte de condiciones iniciales determi­

.nadas y (e) la dependencia de la energfa. Nótese que es ne­

c~sario especificar ocho distribuciones a t= O. 

Una. simple oj eada a las ecuaciones (29), (31) Y (34) 

bastarla para darse cuenta que la soluciÓn de las mismas en 

la forma en que estan expresadas conducirla a dificultades 

considerables. Es pues conveniente transformarlas primero 

para dejarlas en una forma manejable y para ello es util 

emplear la densidad de deceleraci6n (32) en vez de la densi­

dad n(r. E t) de neutrones rápidos. Despejando esta dltima 

de (32) y substi tl'yendo en (29), (31) Y (34) se obtienen las 

ecuaciones de la pila en la slguiente forma: 

oq (t E t) = At 6q(~ E t) + oq(~ E t) 
v¿tH: ot 3¿gE oE 

¿ '" ~'-¿t; q(I: E t) + I k(E,E')~';E' q(~ E't)dE' + 

(35a) 

(35b) 

OC i er t) 

ot 
'" ~' 

f k,. (li;') ~'g~1 q(r E' 

l!:t 

0i (I: t) 

Ti 

t) dE' 
kit 

+ -­ n (rTt -
o 

t) -

(35c) 

en donde At es eloamino m3 dio de transporte. 

\4 

el tiempo cuando se parte de condiciones iniciales determi­

nadas y (e) la dependencia de la energía. Nótese que es ne­

c~sario especificar ocho distribuciones a t= O. 

Una simple oj eada a las ecuaciones (29), (31) Y (34) 

bastaría para darse cuenta que la solución de las mismas en 

la forma en que estan expresadas conducirla a dificultades 

considerables. Es pues conveniente transformarlas primero 

para dejarlas en una forma manejable y para ello es util 

emplear la densidad de deceleración (32) en vez de la densi­

dad n(r. E t) de neutrones rápidos. Despejando esta dltima 

de (32) y substi tl'yendo en (29), (31) Y (34) se obtienen las 

ecuaciones de la pila en la Siguiente forma: 

oq(t E t) 
v¿tE: ot 

¿ -¿t; q (r. E t) + 

al ¿' 

J k (E, E' ) ¿' ;E ' q (r. E' t) dE' + 

(35a) 

(35b) 

., ¿' k
1 

t 

r k i (~ , )~ , g ~, q ( r E' t.) dE' + ~ nt (r t) -

Et 

(35c) 

en donde A t es el camino m:: dio de transporte. 

14 



Es conveniente utilizar en vez de la energía E la 

"edad" de Fermi T, que definiremos como 

CD A. CDt D 
(38) 7" = 7" (E) = J 3L,;E dE = JVLO~ dE 

B: III 

así que 

A. t D
dT - - = --- (37)3L,;E dE vL,;E dE 

T(E) es una función monótonamente decreciente de E que se 

anula para E =00. Claramente 

q(¡: E t) = q(¡: T t) (38) 

A. t
k(E,F.') = 3L,;E k (7",7"') 

~ kt (~) = kt l TI 
3L,;E 

(39) 

(E) (r)k i k i 

A. t
8(E-Ed - 8 ( r-7" 1 

3L~E 1 

utilizando distribuciones por unidad de edad. 


Las ecuaciones de la pi l a quedan ahora: 


J.. oq(J: T t) oq (r. T t) VL. 
= ~q(J: T t) - - ~ q (J: T t) +

D ot 07" U 

o 

15 

Es conveniente uti liz ar en vez de la energla E l a 

-edad" de Fer&i T, que def iniremo s como 

'" At CE> D 
T T (E) f 3~gE dE J v¡t F. 

d~ (36) 

E 11 

as! que 

A. t D 
dT 3¡tE dE = - -- dE 

v~{ E 
(37 ) 

T(I) es una fu noi6 n mon6tonamente dec re cien te de E que s e 

anula para E =00. Cl arament e 

q(r E t) q(r T t) 

kt (~) = 2:L k ( ) 3¡~ E t T 

uti li zando di s trib uciones por un i dad de ed ad. 

Las ecuaciones de l a pila que dan ahora: 

aq (r. T t) V¿ 
= t.q (r. T t ) - - -i- q (r. 07" 

.l oq( r. T t ) 
D ot 

Tt v ' ¿ ' 

f k(T,T') 110 
q(I: T't)dT' .¡. .,. 

¡j' 
o 

15 

(38) 

(39) 

T t) + 



(40b) 

o 

( 40c) 

Se puede final~ente elimi~ar de (40 a ) el término de 

absorción de la manera usual, introduciendo la probabilidad 

de dscape a la absorción 

LaJ v¿ap (T) = exp D dT = p (E) ezp (- f ~) (41 ) ¿ + ¿ ~E
T e 8 

ID 

que sa tisface la ecuaci6n 

V¿ 1dp (T) T p(T)dT 
(42) 

e..'!.E.l!l L 
p (E) jdE LeE 

y usando en vez de q(~ T t) la de ns idad de deceleración que 

existirfa si no hubi er a abs orci6n : 

(43)q(~ T t) 

Las ecu'l,ciones (4J) quedan; 

16 

(4Gb) 

o 

( 40c) 

Se puede final~ente elimi~ar de (40a) el término de 

absorción de la manera. usual, introduciendo la probabilidad 

de escape a la absorción 

o vo¿ 

p(T) = exp J ~ dT 
T 

p (E) = eJlp (- j -¿_~_~_a_o¿-B (4 I ) 

III 

que satisface la ecuaci~n 

dp (T) vo¿ 1 dT rf P (T) 

(42) 

~ ¿a 
p (E) j = 

dE o¿gE 

y usando en vez de q(r T t) la densidad de deceleración que 

existirla si no hubiera absorción: 

q (r T t) q'(r T t) P (T) (43) 

~as ecu'l.ciones (4J) quedan: 

16 



.1. oq' (!: T t) 
D ot 

k (T,T') dp (T' ) 
q' (!: T' t ) dT' +

P (T) dT' 
o 

(44b) 

TtOC 1 (!: t) dp (T')
k1 (T') q' (l: T' t) dT' +ot dT'I 

o 

kit C i (!: t)
t nt(I: t) - (44c)To T1 

siendo 

(45) 

la llama~a probabilidad de escape! la resonancia. 

De (32), (38) Y (43) se ve que q' (!: T · t) satisface 

las mismas condiciones en la frontera espacial que n(!: E t). 

Usaremos como ecuaciones de la pila las ocho ecuacio­

nes integrodiferenciales simultaneas (44) en g', nt y c 1 

con las condiciones a la frontera 

(A)[q' (I: T t)l s' = [nt(l: t)l a' 

17 

...!.. oq' (r. T t) 
D at 

ot 

siendo 

o 

6q' ( r. T t) 
o q ' (r. - eh 

Tt 
k (T,T') dp (T') - f P (T) 

----
dT' 

o 

kt (T) 
+ 

p(T)T o 
ndr. t) + 

'. n t (r. t) 

T 
Q 

2: 
i 

T t ) 

q' (r. T' t) dT' 

°l(r. t ) 

p(T i )'rl 
8(T-T

i
) 

t pq'(r. T t t) 

la l l am ada probab i lidad de escape ~ l a r eson ano ia . 

+ 

(44a) 

(44b) 

(44c) 

(45 ) 

De (32), (39) Y (43) se ve que q' (r. T t ) sat isface 

l as mismas co ndioiones en la fro ntera espaoial que n(r. E t ) . 
Us ar emos como ecuac ione s de l a pila l as ocho ecuac i o­

nes i nt egro di f e renc i al es s i multanea.s (44) en q', nt y c 1 

con l a s condiciones a la fr onte r a 

[q' (r. T t)l s' '" [nt(r. t ) l e ' = ~ci(r t) l s' = O (A) 

17 



q'(r. 70) y nt(r.O) dadas ( i3 ) 

q' LrOt)=o (e) 

2.- Condicione s estaci onarias de una ril a . 

Est ~bJecid as ya las ecuaciones de la pila , vamo s a in 

vesti ga r el efe c t o de l a s correcciones int ro du c id as en l os 

estados estacio narios de IR misma. L8& ecuaciones de la pi, · 

la para el caso es ta c ionario, segÚ., (44) serán : 

aq' (I'. 7)
b.q I (I'. 7) ­

o 

o (46a) 

o (46b l 

= (46c) 

(46c) da inmedia~amente el valor de las concentraciones la­

tentes que pueden ser elimi~adas de (46a) obt~niéndose ésta 

última en la forma 

aq'(I'. 7 ) rJt ( ') q I (I'. ~ ') d~ I +b. q , (r. 7) - ---=--=-o-'-'r=--~ + 1<0 _, 7, r " 

o 

(47) 

\8 

y nt(r al dadas ( Bl 

q' Cr O t) = O (e) 

2.- Condiciones estaciona.rias de una rila. 

EstRblecidas ya las ecuaciones de la pila, va~os a in 

vestigar el efecto de las correccionAs introducidas en los 

estados estacionarios de IR misma. Las ecuaciones de lR pi ·· 

la para el caso estacionario, segó~ (44) serln: 

6q I (I. T) _ oq I (I: T) _ Tft 
OT 

k(T,T') d¡>(T') 
P ( T ) --¿:;:-;- q' (r T') dT' + 

o 

nt(r) 
O t t:. n t (r) + pq I (r T t) - -,,--

l o 

o 

O 

f
T

t dp(T') kit 
ki(T') q' (r T') dT' + --;-r nt(r) 

dT' o 
o 

(46a) 

(46b l 

(46c) 

(46c) da inmedia·tamente el valor de las concentraciones la­

tentes que pueden ser elimi~adas de (46a) obt~niéndose ésta 

~ltima en la forma 

oq' (r T) 
Tt 

c.q' (r. T) - f "O(T,T') q' (I. T') dT' + + 
OT 

o 

ico(T) 
nt (:) ;: O (47) + To 

le 



siendo 

_ {k ( T , T ') + L k 1 ( T ' ) ¡¡ (T-T 1)) dp ( T ' ) (48)
p (T ) 1 p(T i ) dT' 

kt {T) 
(49 )- -- + 

p (T) 

Las ecuacion es de la pila son ahora el par de ecua­

~iones in t egrod iferenciales siruultáneas (47) y (46b) en 

q' (1: T ) y nt(~ } sujetas a l as condiciones a la fron t e­

ra: 

o ( A) [q' Ce T) J s' 

q , (~ O) = O (B) 

Estas cond i ciones sug i eren de i nmedia t o que la so­

l uc ión debe ser de la forma 

q'(r. T ) = (50 ) 

s i endo nt (~ ) y H(T) f unciones por determinar 

Substituyendo (50) en (47) se puede consta t ar fáci l­

mente que esta dlt i ma es separab l e, descomponiéndose en el 

par de ecuac i ones 

o (5 I ) 

dH (T) 2 
+ K H (T) = + Ko( T, T' ) H{T' ) dT ' (52)

dT o 
y 
o 

19 

siendo 

_{ k (r . r') + kt!r') ) dp(r') 
í: - --- S (r-r i) 

p (r) i p(rt) dr' 
(48) 

kt(r) 
= - -- + 

p (r) 
(49) 

Las ecuaci ones de la pila son ahora el par de ecua­

c;iones integrodife:" '~tJc ilües sin,ulténeas (47) y (46b) en 

q'Crr) y n,(r} sujetas a las cond i c iones a la f ronte-

ra: 

o ( A) 

q' (r O) = O (B) 

Estas condi cione s sugieren de inmediato que la so­

luciÓn debe ser de la fo~ma 

q' (r r) (50) 

siendo n t (r) y H (r) fu nciones por determi nar 

Substit uy endo (50) en (47) se puede constatar fácil­

mente que est a ~ltima es separable, descompoúiéndose en el 

par de ecuaciones 

t:. nt (r) 
2 

nt (r) O + K o (51 ) 

dB (T) ko(r) 
r, 

2 

J + K H (r) + Ko(r,r') H (r ' ) d7" , 
dr o "ro 

(52) 

o 

19 



siendo K
2 la cons t ante introducida al separar (47).o 

LB ecuación (51) sujeta a la condición (A) es bien co­

nocida en la teor!. de la pila. Esta ecuación no tiene solu­

ciones a menos que K 
2 sea real y positiva, o sea, que .KO 
o 

debe ser real. En este caso hay un mimero infinito de solu­

ciones que dependen tan solo de la. forma y dimensiones de la 

pila y corresponden a diferen tes harm6nica.s posibles. Sin 

embargo, en el estado estacionario s610 la primera harmÓnica 

es acepta.ble, as! que (51) tiene una solución bien definida 

(hasta un factor de multiplicación arbitrario) y determinará 

el valor de K 
2 en funci6n de la forma y dimensiones de la 
o 

pila. En general 

2 
K 

o 

será el área. oaracterIstica, la longitud caracter!stica 

y KO el valor car~cter!stlco de la pila. Simbólicamente 

Lo = G S (54 ) 

siendo ó alguna dimensi6n de l a pila y G un factor de 

forma. Supondremos pues (51) resue~a y KO determinada 

por la geometr!a del sistema. 

La función de edad, H(7), satisface la ecuaci6n 

integrodiferencial (52) con 1.a condici6n 

H (O) (B' ) 

obtenida de (8). Para resolverla consideramos primero que 

una ecuacion difarencial de la forma 
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siendo 2 la cona te,n te introducida al (47) • K sepaI'ar 
o 

La ecuación (51) sujeta a la condición (A) es bien co-

nocida en la. teod&, de la pila.. Esta ecuación no tiene solu-

ciones a. menos 2 real positiva, que K sea y o sea, que .KO 
o 

debe ser re a.l. En este caso hay lI.n ndmero .infinito de solu-

ciones que dependen tan solo de la forma. y dimensiones de la 

pila y corresponden a diferentes harmónicas posibles. Sin 

embargo, en el estado estaciona.rio sólo la primera harmÓnica 

es acepta.ble, as! que (51) tiene una soh,ción bien definida 

(hasta un factor de multiplicación arbitrario) y determinará 

el valor de K
2 en funciÓn de le. forma y dimensiones de la 
o 

pila. En general 

será el área. caracteristica, Lo la longi tud caracterIstica 

y KO el valor car~cteristico de la pila. Simbólicamente 

Lo = G S (54) 

siendo S alguna dimensiÓn de la pila y G un factor de 

forma. Supondremos pues (51) resue]t,a y KO determinada 

por la geometria del sistema. 

La función de edad, H (7), satisface la ecuaciÓn 

integrodiferencial (52) con la condición 

H(Cl) = :> (B' ) 

obtenida de (B). Pe.ra resolverla consideramos primero que 

una ecuRcion difarencial de la forma. 
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dH( T) 2+ K H(T) = f (T)cr;­ .0 

tiene por solución• 

H(T) 

o 

f (T") dT" (56) 

en donde Ho = H( O} es una constante que depende del valor 

lri i cial de H(T}. En nuestro caso sera Ho = O Y 

T tko (T ) 
f(T) + I KO(T, T ') H(T') dT'Tó 

o 

as! que (52) serA equivalente a la ecuaci6n 

dT" 

o 

que puede escribirse bajo l a forma 

H (T) = h (T) + Jt K (T, T') H (T ') dT' (57) 

o 

con 

2 
e- Ko (T-T 1 )k }it 

~ -----...::....:.. (;:;8)¿ <.J 

7'1<7' p(T i ) 

h (T) 

_K 2 ( __-, } kt (T ') 
, , de o T' t 

p ( r' ) 
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dH('T) 
(I;- f ( 'T) 

ti ene po r s ol uoión 

B( T) 
2 

- K 'T 
= Ha e o 

a 

f('T") d'T" (56 ) 

en donde Ha = H(a} es un a oonstan t e que de pe nde del valor 

i nici al de H('T). En nuest r o c aso sera Ha = O Y 

as! que (52) 

2 -K 'T 
O('T) = e Q 

ka ('T) 
f('T) = - t Ít KQ('T,'T ' ) H('T') d'T' 

o 

s er A equi val en te a la ecuaciÓn 

'T 
K2T" [ ko ('T") 

'Tt 

KO('T",'T' )H('T:)d'T'] I f e o t 
To 

o a 

d'T" 

que puede es cr ib i r se baj o la forma 

H('T) = h (T ) t r K ('T,'T') H('T') d'T' ( 57) 

o 

con 

'T 
_K 2 ('T_'T') 

:~\ (T) = r e o ko ('T') d'T' 
To J 

a 
2 

T~ [) -1/ ('T-'T' ) k t ('T ' ) -K. ( r-r , l k } e 1t 
= e a d'T't ¿ () (58) p( T ' ) Ti<T P T 1 
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K(r,r') 
r 

~ J 
o 

_K 
2 (r_r") k(r""') • 

e o dr H .+ L 
p (r") "1<r 

X dp(r') 
(59 )

dr' 

En ambos casos aparece una función escalonada que de­

pende de los factores de retardaciÓn. De (57) resulta que 

la funci6n de edad satisface una ecuaciÓn integral que es la 
de Fredholm de segunda clase y puede ser resuel ta por cual­

quiera de los métodos conocidos. Si se designa por R(r,7"') 

el resolvente de (57), la funciÓn de edad estará dada por 

H ('7") " h ( r ) + rR ( 7', 'Í') h (" .) d,,' (SO) 
o 

y q'(r '7") quedará det~rminado por (50). De (58) y (59) 

se ve que el resolvent~, y por tanto H(T) sólo depende de 

K
2 y las constantes conocidas de la pila. o 

Vemos ahora que una sola ecuaciÓn, la (47), nos h~ 

bastado para encontrar todas las distribuciones de neutro­

nes en la pila. Se infiere que el problema está sobredeter­

minado puesto que adn debemos resolver (46b). Esta dltima 

actuará pues como ecuaciÓn de condiciÓn. Substituyendo (50) 

en (46h) recordando (51) se obtiene por un s~ncillo cálculo: 

(6 I alI + 

y segtin (60): 
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r 

~ J 
o 

-u 
(59) 

En ambos casos aparece una función escalonada que de­

pende de los factores de retardación. De (57) resulta que 

la función de edad satisface una ecuación integral que es la 
de Fredholm de segunda clase y puede ser resuelta por cual­

quiera de los métodos conocidos. Si se designa por R(r,T') 

el resolvente de (57), la función de edad estar~ dada por 

h ( r ) +J t R ( 7', 'T"') b (r . ) dr' (60) 
o 

y q 'C!.r) quedará det,erminado por (50). De (58) y (59) 

se ve que el resolvent~. y por tanto H(r) sólo depende de 

K
2 y las constantes conocidas de la pila. 
o 

Vemos ahora que una sola ecuación, la (47), nos h ~ 

bastado para encontrar todas las distribuciones de neutro-

nes en la pila. Se infiere qu e el problema está sobredeter­

miaado puesto que aón debemos resolver (46b). Esta ~ltima 

actuará pues como ecuación de condición. Substituyendo (50) 

en (46b) recordando (51) se obtiene por un 3:encillo cálculo: 

I + (6 la) 

y Begdn (SO) : 
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rt 

I+K: L! = p TQ h(r t ) + JR(r t . r ) h (r) dr (61 ) 


o 

en don de 

L! == O To (62) 

es la l l amada Area de difus i 6n térmica. (61) es una ecua­

ci6n de la que K
2 puede obtenerse en funci6n de las pro-
o 

piaJadeE flsica~ del materi~l del reactor. Como por otra 

parte (51) determina K~ en términos de la geometrla de la 

pila. ambas ecuaciones pueden emplearse para calcular las 

dimensiones que requiere una pila de mater i al y forma dadas. 

Se reconoce que (6 1) es la ecuación critica de la pila. 

Para hacer uso de (61) debemos conocer el resolvente 

de la ecuación integral (57), R(r.r'), o su soluci6n, 

H(r). En general. ambas se expresan como una serIe infini­

ta o como el cociente de dos series infinitas. Dado que ex­

presiones de este tipo muy probablemente no nos serian de 

uti l iaad debido a su complejidad analltioa, trataremos de 

simpl ificar nuestro problema utilizando para ello ciertas 

consideraciones flsieas sencillas. 

Sabido es que en el hendimiento de un ndcleo activo 

hay una liberación de energla del orden de 200 MeV. cuya 

energla se distribuye entre los productos de la reacción 

(n.f). En otros término~, el valor Q de una reacción 

(n.!) promedio, 3~ del orden de 200 MeV. En una reacción 

en cadena, cada reacción (n.f ) es producida ya sea por 

ne utrones que directamente provienen de ndeleos hendidos o 

bien por neutrones que ya han sido deeelerados en mayor o 

menor proporción por el moderador. Los neutrones produei­
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7"t 
1 2 2 

+K oLt ;:: P T o. h (7" t ) + J R(7"t,7") h ( 7" ) d7" (6 I ) 

O 

en donde 

L2 
t 

D To ( 62 ) 

es l a ll amad a Ar e /!. de difus i 6n t érmi ca . (6 1) es una ec ua-

c i Ó n de l a que /(2 pue de obt ene rs e en función de l as pro-
o 

pieJaJ cE f1 s i c8R del ma t eri al del r eac t or. Como por otra 

par t e (5 1) de t e rmi na K ~ en t érmi nos de l a geomet ría de la 

pi l a, ambas ecuacj ones pue den emple ars e par a calcul ar l as 

d i me ns i ones que r equ i er e una pil a de ma te r i al y f or ma dadas. 

Se re conoce que (S I) es l a ecuac ión crIt ica de l a pila. 

Par a hace r us o de (6 1) debemo s co noc er el r esol ve n te 

de la ec uaci ón int egral (57), R(7" , 'T ' ), o su so lución, 

R(7" ) . En general, ambas se expresan co mo una serle i nfi ni­

t a o como el coc i ente de dos se r i es in fi n i ta.. Dado qu e ex­

pres i on es de este t ipo muy pro bableme nt e no nos ser ian de 

ut il idad deb i do a su compl ej i dad anallt l oa. tra t ar emos de 

s implifi car nuestro pr oblema util i zando para ello c i ert as 

conside raci ones f l s ic as sencill as. 

Sabido es que en el hend i miento de un ndcleo activo 

hay una l i be ración de ener gí a de l orden de 200 MeV. cuya 

energ t a se di stribuye en t re los productos de la reacci6n 

(n, f ). En otr os t érminos, el va lor Q de un a r eacci 6n 

(n,!) promedio . ~~ del orden de 200 MeV. En una r eac c i 6n 

en cadena , cada reacción (n, f) es pro duci da ya sea por 

neu t r ones que d i r ec tamente prov ien en de ndcl eos hendidos o 

bi en po r ne ut r ones que ya han s i do decel erados en mayor o 

me no r pr opor c i ón por el moderado r. Los neut r ones produci -
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d9s en una reacción (n, f) tienen una energia media de 2 

UeV. y la fracción de los mismos cuya energ1a es mayor de 

unos 10 MeV., es, para nuestro~ propósitos, despreciable. 

Este hecho, a~adido al efecto dscelerador del moderador per­

mite concluir que en un reactor usual que mantiene una reac­

ciÓn en cadena, la inmensa mayorla de los hendimientos serAn 

producidos por neutrones cuya energia es menor de unos 10 

MeV. Esto significa que con mucho, la mayor parte de las 

reacciones (n,f) que ocurren en el reactor se verifican en 

condiciones tales, que la energ1a del neutr6n incidente que 

las provoca es s i empre mucho menor que el valor Q de la 

reacción. En este caso es bien sabido que la forma particu­

lar en que la reacci6n ocurre no depende apreciablemente de 

la energía del neutron incidente. ~n particular, en el anA­

lisis que hemos efectuado podemos suponer sin error aprecia­

ble que las funcione~ de producción ~(E,E') y ~1(E') no 

dependen apreciablemente de E' y podemos substituirlas pa-­

ra E' E , algl1n valor medio adecuado. Haremos pues 

17 (E,'E) = 17 (E) Y 7] 1 (E) = 17 1 • Con esta simplificación, las 

funciones de reproducción ( 1 1 ) Y ( 14) quedan" en la forma 

k{E,E') = "1(E) f(E') } 
(63) 

= 7]1 f(E') 

puesto que 

f (E) = f (T') 
(64) 

7] (E) = ",.) } 
siendo 7](T) la función de producción por unidad de edad, 
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d9s en una reacción (n, f) tienen una energía media de 2 

UeV. y la fracción de los mismos cuya energia es mayor de 

unos 10 MeV., es, para nuestro~ propósitos, despreciable. 

Este hecho, a~adido al efecto dscelerador del moderador per­

mite concluir que en un reactor usual que mantiene una reac­

ción en cadena, la inmensa mayoria de los hendimientos serAn 

producidos por neutrones cuya energia es menor de unos 10 

MeV. Esto significa que con mucho, la mayor parte de las 

reacciones (n,f) que ocurren en el reactor se verifican en 

condiciones tales, que la energía del neutrón incidente que 

las provoca es siempre mucho menor que el valor Q de la 

reacción. ~n este caso es bien sabido que la forma particu­

lar en que la reacciÓn ocurre no depende apreciablemente de 

la energía del neutron incidente. ~n particular, en el an~­

lisis que hemos efectuado podemos suponer sin error aprecia­

ble que las funcioneu de producción ry(E,E') y ryi(E') no 

dependen apreciablemente de E' y podemoll substituirlas pa--

ra E' E , 

ry(E,E) ry (E) 

funciones de 

puesto que 

algl1n valor medio adecuado. Haremos pues 

Y ryJE) = ry i . Con esta simplificaciÓn, las 

reproducción ( " ) y ( 14) quedan en la forme. 

k{ E, E') :: "1 (E) f(E') } 

= ryi f(E') 

(83) 

f (E) = f(T) } (64) 

ry (E) ry(r) 

siendo ry(T) la función de producción por unidad de edad, 
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se sigue que 

k(T,T') = 7'/ (T) f(T') 

(65) 

7'/5. f(T') 

y segñn (59) ser~ 

K(T,T') = 

2
-K (T-T 5.) 7'/5. dp (T' ) 

¿ e o f (T' ) = 
T <T -p( T 1) dT o 

1

-K 2 ( "'-T 5. ) 7'/1 1_K2(T_"'·) _1)(T") dT " + ¿ e o - x 
= e o pIT") T5.<T P(T 1 ) .!-{1 

x f(:"') dp(T') ( e6) 
dT o 

Lo esencial de este kernel es que es separable. La 

ecuaciÓn 'de Fredhol~ (67) oon el kernel (66) tiene una so­

luciÓn sencilla. Hagamos 

F(.,.) =1 
o 

} (67) 

dp(T) = V ¿, f(~) p(~)
G(T) = - f(T) ----- D " dT 

de modo que 

(68) 

AdemU, seglm (17), (19) y (21): 
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se sigue que 

y segñn (59) ser 

¡(r,r') =: 

= -{1 

k{r,r'} -= " ('T) flr') 

t 
-K ('T-'T1.) 

e o 

x f (r ') dp (r ' ) 
dr' 

(85) 

( eS) 

Lo esenoial de este kernel es que es leparable. La 
eouaciÓn de fredhol~ (67) oon el kernel (S6) tiene una so­

luoiÓn sencIlla. HaiamoB 

.,.. 

F('T) :: J 
o 

} (87) 
dp(r) __ v DI, f(~) p(_} G(r) = - f(r) - ,. 

d-r 

de modo que 

K('T • .,..'):; (T) G(T') (68) 

dad. segfln (17), (19) Y (21): 
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( 69) 


de modo que (58) puede escribirs e Como 

-K 
2 (r-r') 71 ( r' )

e o --- dr' + ¿ 
p (r') r <1

esto es, 

h (r) 
f t 

= ­ To 
F(rj (70) 

Substituyendo ahora (69) y (70) en (57) se obtiene 

H(r) 
ft 

= ­
To 

F"(r ) 
r t 

+ F(r) JG(1" ' ) H(r') dr' = 

o 

= (~+ !) F (r )
To 

(7 1) 

en donde 

rt 
A. = JG( r) H (r) dr (72) 

o 

necesari amente debe se r una constante. (7 1 ) ya, da la forma 

de la soluc i6n. Co n el ob jeto de determinar A, 8ubstitui~ 

mos(7 1) en (72) obteniéndos e 

A ( ~ : - + !) jt F (r) G(r) dr 
o 
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( 69) 

de modo que (58) puede escribirse como 

esto es, 

(70) 

Substi tuyendo a.hora. (69) y (70) en (57) se obtiene 

ft 
'Tt 

H ('T) := ~ F"('T) + F"('T) 1 G('T') H('T') d'T' := 

o 

:= (!i + A) F ('T) 
To 

(7 I ) 

en donde 

'Tt 
A. = J G ( 'T) H ('T) d'T (72) 

o 

necesariamente debe ser una constante. (71) ya. da la forma 

de la solución. Con el objeto de determinar A, sub8titul~ 

mos(71) en (72) obteniéndose 

A. :: (~: + 1) Jt F ('T) G ('T) d 'T 
o 
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Esta es una ecuació n lineal ordinaria en A. Si la 

cantidad 

D(K~) = - ft K ( r,r ) dr (73)1 

o 

no es nula, la ecuaci6n anterior puede resolverse para A 

y subst i tuyendo este valor en (7 1) se obtiene 

h lr) 
H(r ) ( 74) 

1 - rK (r ,r ) dr 
o 

que es la solución de la ecuación integral . Es f!cil ver 

que D( K2) dada por (73) no es sino el determinante de o 
Fredholm de la ecuacion (57). Nuestra soluc i 6n depende, pa­

ra su validez, de que se cumpla la condición 

(75) 


de otro modo es fácil ver que (57) no tiene solución. Su­

poniendo pues que (57) tiene un determinante de Fredhol m no 

nulo, ' substituyendo (74) en (6Ia) se obtiene 

I 2+ KO L2 
t = 

P To 

rt 

h (rt) 
(76) 

I - JK(r,r) dr 

o 

que es la ecuación critica de la pi l a. 

Con el objeto de estudiar esta ecuación con mis de­

talle, l a escribiremos primero en la forma: 
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Esta es una ecuaci6n lineal ordinaria en A. Si la 

cantidad 

(73 ) 

no es nula , la ecuaci 6n anterior puede r es olverse para A 

y substit uyen do es t e val or en (71) se obt iene 

hlr) 
H (r) 

rt 
( 74 ) 

1 - I K (r,r) dr 

e 

qu e es la so l uciÓ n de l a ecuaci 6n integral . Es f!ci l ver 

que D( K ~} dada por (73) no es s i no el de t ermInan t e de 

Fredholm de la ecuac i on (57). Nuest ra soluc iÓn depende, pa­

ra su val idez, de que se cumpla la cond ici 6n 

de ot r o modo es f'ci l ver que (57) no ti ene soluc i6n. Su­

poniendo pue~ que (67) tiene un det e rm i nan te de Fredholm no 

nulo,' s ubs t ituyendo (74) en (81 al s e obtiene 

2 L 2 P Te h(rtl 
I + K O t rt 

(7 6) 

I - J K(r,r) dr 

o 

que es l a ecuaciÓn oritica de la pil a. 

Con el obj e t o de es t ud iar esta ecuac i 6n con mis de-

tal le. la escr i bi remos primero en la forma: 
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p To 	 h ( 'T t ) 'T
2 L 2 + ft K(r,'T) dr = 

+ 1<0 t o 

y utilizamos (58) recordando que p = p ('T t) de modo que 

p(~') = p('T''T t ) es la probabilidad de que un neutrón esca­

pe a la absorción cuando se descelera de la edad 'T' a la 

edad térndca 'T t , Se obtiene pues: 

x 

• p (T " T,) k" JrK ( T ,TI dTI, 

en donde 

I + 

es la probabilidad de escape ~ la ~ térmica. Hágase 

(78) 

siendo . Pi la probabllidad de que un neutrón retardado de 

la clase i escape a la absorción; 

(79) 

el Area de migración r~pid8 para neutrones de la clase i', 
entonces 
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y utilizamos (58) recordando que de modo que 
-p-= 
p (T ') 
pe a la 

p(T'T t ) es la probabilidad de que un neutrón 6sca­

absorción cuando se descelera de la edad T' a la 

edad tér~!ca T t • Se obtiene pues: 

x 

en donde 

( 77) 
I + 

es la probabilidad de escape!} la ~ térmica. Hágase 

(78) 

siendo . Pi l a probabllidad de que un neutrón retardado de 

la clase i es~ape a la absorción; 

el !1rea de migr·ación rApide para n~utrones de la clase 

entonces 
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(79) 

i' , 



7"1; 2 
K 	 (7"t -7"' ) , 2 2 

~ 	e- KoL #l 
L •lt O e o p (r ,7"t) kt (7"')dr'+

{ 	 1f ­
7"' 

+ 	(K(7"'7") d7" = (80) 

o 

es la co ndiciÓn critica de la pila. Esta ecuaciÓn consta 

de dos partes: el primer término describe el efecto de los 

neutrones térmicos en tanto que el segundo represent~ el de 

los neutrones r~pidos. Es, ademAs, una ecuaci6n trascenden­

te que debe resolverse para K
2 con el objeto de determi­o 

nar las condiciones de operaciÓn de la pi l a. Ahora obten­

dremos diver~as aproximaciones. 

A) Pi la térruica. 

SupÓngase que el material hendible contenido en la 

pi l a es tal que la secció n de hendimiento Ir(E) es apre­

ciable sÓ l o para energfas térmicas y cae r!pidamente para 

energias mayores que la t érruica, como ocurririapor e jempl o 

U236en un reactor de • Entonces f(E) = ~r(E)/Ia( E) se­

ria extremadamente peque~o para energias mayores a Et' 

De ( 11) y (1 4) se ve que tanto k (E ,E') como k 1 (El ' ) se­

rAn ruuy peque'lras y de (59) se ve que K(7",.,. , ) es también 

des pre0 i able. Pr~c t icamente todos l os hendimientos son prQ 

ducido~ por neutrones térm i oos en tan t o que l os neutron~s 

r!pidcs tienen un factor de utilizaci6n despreciable. En 

l a ecuac i ón ( 80) el segundo térm i no es despreciable compa­

rad o con el primero, operando la pi l a substancihlmente con 

neut.rones térruicos. Tal pila se llama pila térmica.. 

Puede supone~se también, no que f (E) es pequeftaa 

al tas energ1 !lS, sino que el po de r frena cl or de la pila, 
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{

Tft _ K2(T
t
-T ' ) , 

l t o e o p( T . r 1o ) 

T 

+ (K(T,T) dT 

o 

2 2 
~ e-KoLtl kt(r ')dr ' t , 
1 

(so) 

es la condición cr l t i cs de la pi la. Es t a ecuación consta 

de dos partes: el pr i mer t érmi no descr ibe el e f ecto de lo s 

neutrones t é rm i cos en t anto que el segun do r e prese nta el de 

lo s neutrone s rApi dos . Es, adem~s , una ecuaci 6n t r ascenden­

te que debe resolverse para K
2 co n el obje t o de dete r mi -o 

nar l a s condi ciones de operación de l a p ila. Ahora obten-

dremos dive r sas ap r oximac iones. 

A) Pila térmi ca. 

Supóngase que el ma t e rial hendible con t en ido en la 

pi la es tal que la secci ón de hendimi ento ¿t (E) es apre­

ci able sólo para ene rg f as térmic as y cae r Apid Rmen te para 

energ1as may or es que l a t é r mica , co~o ocurr iriapo r e j emplo 

en un reactor de U2S 6
• Entonces f (El = 2. t (E) / La (E) se­

ria ex trema damen t e pe queWü para energ ías mayor es a Et ' 

De (11) y (14) se ve que t ant o k(E ,E' ) como k 1 (E') se­

rá.r. muy peque'tl'as y de (59) s e v e que K (T, T ' ) es te mbien 

despreciab l e. PrActicamente todos los hendim ientos son pr Q 

ducidos por neutrones t érmiuos en tanto que los neut r ones 

ráp idos tienen un factor de utili zac ió n desp rec iRble . ~n 

la ecuR.ci.Ón (80) el segundo término es despreeil'.ble conlp a­

rada con el pr i mero, opera~do la pila substanc ialmente con 

neut.ropes térmicos. Tal pil a se l lam a pila térmica. 

Pued e supo nerse también, no que fiEl es pequeftaa 

alt as eneq;1 e.s, sino que el poder frer,a.dor de la pila, 
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~Bf es muy grande comparado con el poder de absorción, ~B 
~B

de maner!l. que la razÓn ~ es muy pequefta. Tal cosa ocu­

rrida en pilA.s con muy poco material hendible eL. pequeiYo} 

y grandes cantidades de moderador (f~8 grande) de muy bue­

na clase (g- grande). De (4Z) se ve que en tales condicio­
dp(E} « Ines será Podemos pues suponer que p(E} pr~-dE . 

ticamente no varIa co n E, es decir, que p(Et} ~ l. La ab­

sorciÓn es tan pequeiYa comparada con la deceleraci6n, que un 

neutrÓn tiene muy poca probabilidad de ser absorbido antes 

de hacerse térmico po r coljsiunes con el moderador. En es­

tas condici~nes, un g~upo de neutrones de alta energla pro­

ducidos en un hendimiento se harán térmicos tan r~pidamente, 

que de nuevo, aunque por razones distintas esta vez, ld. pi:'" 

la funciona esencialmente con neutrones térmicos y es una 

pi~a térm.ica. Como dp(T) es también casi cero, de (59) se
dT 

ve que K(T, T) es muy p~queíYo y de nuevo el segundo término 

de (80) puede despreciarse comparado con el primero. 

En cualquiera de los dos casos, la ecuación critica 

de una pila térmica puede escribirse 

(8Ia) 

o en forma explicita 

(8Ib)+ ¿ 
1 

Puede verse que nuestra ecuBclen (Slb) da el mismo 

3J 

~Bf es muy grande comparado con el poder de absorción, ~a 
¿a 

de maner!l. que la razÓn ~ es muy peque1'ta. Tal cosa ocu-

rrirla en pilRS con muy poco material hendible (I. peque~o) 
y grandes cantidades de moderador (~~8 grande) de muy bue-

na clase 

nes será 

(g grande). 
dp(E) « I 

dE . 

De (42) se ve que en tales condício­

Podemos pues suponer que p(E) pr~-

ticamente no va,da con E, es decir, que p (E t ) ~ l. La ab­

sorción es tan peque~a comparada con la deceleración, que un 

neutrón tiene muy poca probabilidad de ser absorbido antes 

de hacerse térmico por coljsiunes con el moderador. En es­

tas condiciones, un grupo de neutrones de alta enel'g!a pro­

ducidos en un hendimiento se harán térmicos tan r~pidamente, 

que de nuevo, aunque por razones distintas esta vez, l!l. pi­

la funciona esencialmente con neutrones térmicos y es una 
" té e dp(T) b'é ' d (59) pl..la rro.ica. amo ~ es tam 1 n casl cero, e se 

ve que K (T, T) es muy péque~o y de nuevo el segundo término 

de (80) puede despreciarse comparado con el primero. 

En cualquiera de los dos casos, la ecuación critica 

de una pila térro.ica puede escribirse 

t 
Tt 2 , 

J 
-K (T -T ) 

1 t e o t 

o 

o en forma explicita 

I .. 

o 

-K L 2 2 j 
e o ti k 

Pi 1t 

+ 

(8Ia) 

(8Ib) 

Puede ver~e que nuestl'H ecuacicn (8 lb) da el mismo 
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resul t ado que la teoría ordinaria s i desprec i amos el~ecto 

produc ido por l a di s t ribuci ón espectral de los neutrones rá­

pidos. Supongamos, por eJemplo, que t odos los neutrones se 

emiten a una só l a y misma energ!a Eo. Tal energía podría 

defin i rs e como 

r E77 (E)dE 
o 

Eo = (82) 
CII 

77(~) dE 
Jo 

U236" para es Eo = 2 MeV. Hay tambi6n una corres pondien­

te edad de emisión T O' 

Ahora bien, si 

CII rt 
77 = I 77 (E ) dE = I ~ ( r) dr (83)

0 
o o 

es el ndmero total de neutrones i nmediatos producidos por 

hendimien t o, el espectro puede idealizarse bajo la forma 

77 (E) 'TI ~ (E-Eo)o 
( 84 ) 

0 

}
77(r) = 77 8 (r-70) 

En t onces si hacemos 

kot = 77 0 ft (85 ) 

será. 

(86) 

La integración de (81) es inmediata: 

31 

resultado que la t eoria or dinaria si despreciamos el~ecto 

producido po r l a di s t ribuci6n espect ral de l os neut rone s rá­

pidos . Supongamos . por eJemplo, que todo s l os neu t rone s se 

emiten a una s61a y mis ma energ ía Eo . Tal energía podria 

defi niI'se co mo 

r E7)(E)dE 
o 

Eo = 
'" 

(82 ) 

fo 
7)(E)dE 

y, para U236 es Eo = 2 MeV. Hay tambi6n una cor respondien­

te edad de emisi6n TO' 

Ahorb bi e n, si 

7)0 
., T t 

f 7)(E)dE = J ~(T) dT 
o o 

(83) 

es el ndmero total de neutro nes inmediatos produc i dos por 

hendimiento, el espect ro puede ide al izars e bajo la f orma 

7] ( E) 7)0 ¡¡ (E-Eo ) } 
7](T) = 7) t,l 

8 (T-TO) 

(8 4) 

Entonces si hacemos 

ka t = 7]0 ft (85 ) 

será 

(88) 

La in t egrac i 6n de (81) es inmediata: 
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x 

2 
-K (T t -T ) _K

2 
( 'T -T ) 

e o o p (T o' T't) k o t + ~ e ()t 1 
1 

y haciendo 

(87) 

T -".' (88)t o 

podemos escribir 

{89} 

Reeordando {~y {7}: 


7J = + L /3 - ~
7J o 1 
7J 1 i 

/3 1 

(9~)}7J1 7J o
/3 1 -- I - f3 = 

7J 7J 

Y definiendo 

(9 1) 

será 

(92) 

de mane~a que nuestra ecuación critica podrá escribirse co­

mo 

32 

y haciendo 

Po 

T - T t o 

podemos escribir 

Reeordando (6) Y (7): 

71 = 71 0 
+ L 71 1 1 

/3 1 
=: 

71 1 

71 

Y def1tllt::ndo 

será 

( 87) 

(88) 

(89) 

/3 .;: L /3 1 } 1 

I /3 
71 0 - =: 

71 

(90) 

(9 1) 

(92) 

de maDe~a que nuestra ecuación critica podrá escribirse co­

mo 
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I + 

2 2 
-K Lte ·0 o (93) 

se reconoce que kt es la constante de reproducción, Po Y 

Pi las probabilidades de escape a la resonancia, L~o y L~i 
las Areas de migración rApida para neutrones inmediatos y r~ 

tardados. 

Como una primera aproximación para encontrar KO 
2 

pu~ 

de despreciarse la diferencia entre Ea Y las diferentes 

El' lo cual equivale a suponer Po ~ Pi = p, L~o ~ L~l = L~ 
obteniéndose 

·/( 2 
L 

2 
t = k e o (94) 

siendo 

(95) 


la cQnst~nte de multiplicaci6n de la pila. (94) es la ecua­

oi6n crítica ordinaria. Sabido es que para grandes pilas, 

/(2 «\ , k ~ \, UD valor aproximado de K
2 eso . o 

k-I 
.'(2 = __ (96)o 

en donde 

(97) 

ea el ~ de migración total. El primer valor (96) puede· 

refinarse mediante (94) y este valor se mejprarl~ adn con 

el uso de (93). Un resultado más correcto que ya toma en 

cuenta la distribuci6n espectral de neutrones resultaría 
P' 

33 

[ 

- 1( 2 L 2 -K 2 L 2 1 
= kt (I -~ ) po e o t o + f ~ i Pi e o ti (93) 

se reconoce que k, es l a cons t ante de reproducciÓn, Po Y 

Pi l as probab i l i dades de es cape a la r esonancia . L ~o y L ~l 
las Areas de mi gración rApida para neu t rones i nmediatos y r~ 

tardados. 
2 Co mo una pr1mer8 aproximación pa r a enco ntrar K O PUl 

de desprec iarse la di fe r encia entre Ea Y las di fereates 

10' 1 1 . 1 '" = L 2 
'" L 2 = L 2 

~1' o cua equlva e a suponer Po ' P i p. to '" ti t 

obteniénd ose 

s iendo 

2 2 
- K Lt e o 

_ K 2 L 2 
k e o t (94} 

k = kt. P = 1'/ f t P (95) 

la cQnst.ante de mul tiplicación de la pila. (94 ) es la ecua-

016 n crit i ca ordinaria. Sabido ea que para grandes pilas, 

K: « 1, k ~ \, UD Talar aproximado de K: es 

el1 donde 

2 
.'< o (96 ) 

(97 ) 

\'tI el ~ de migración to t al. El primar valor (96 ) puede­

refinar s e medi ante (94) y es te valor se m e jprarf~ adn co n 

el uso de (93 ). Un res ul t ado más correc t o que ya t oma en 

cuen ta l a distrib uci 6n espe c tral da neutrones resultaría 
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de (8Ib). 

En todos estos cAlculas para nada se ha tomado en 

cuenta el efecto de los neutrones rApidos. Puede, sin em­

bargo, considerarse dicho efecto en la pila t~rmica como 

una corrección si se recuerde que 

JK(T,T) dT « I 

o 

de manera que en lugar de d&sprecier el término completamen­

te en (80) se emplea (76) desarrollando el denominador por 

el teorema del binomio. Asi, 

2+ 1( 
o 

L 2 
t P To h (T t ) {I + 

Tt 

f K (T ,7) 

o 
dr } 

y haciendo 

Tt 

€ I + I K (T, T) dT (99 ) 

o 

el factor de utilización rápida, se ve que, en primera apro­

ximaciÓn el efecto de los neutrones rápidos puede ser in­

cluido substituyendo p por p€, lo cual da para (8Ib) la 

forma mas correcta: 

I + + 

. ~ 

1­

(99) 

., ~ 

de (8Ib). 

En todos estos cAlculas para nada se ha tomado en 

cuenta el efecto de los neutrones rápidos. Puede, sin em­

bargo, considerarse dicho efecto en la pila t~rmica como 

una corrección si se recuerda que 

de manera que en lugar de d~spreciar el término completamen­

te en (80) se emplea (76) desanollando el denominador por 

el teorema del binomio. Asl, 

I + 

y haciendo 

(98) 

el factor ~ utilizaci6n rápida, se ve que, en primera apro­

ximaci6n el efecto de los neutrones rápidos puede ser in­

cluido substituyendo p por p€, lo cual da para (8Ib) la 

forma ~as correcta: 

I t dT' + 

(99) 



I + ( 100) 

y para (94) la misma forma, exceptp que l a const~nte de mul­

t ipl icación se define ahora como 

( 10 1) 

en vez de (95 ) . 

Respecto al valor de ~ observemos que, de acuerdo 

con (59) y (42) será 

rt ~ 
( V a {rJ -K 2 ( r-r' )

€ = + 	 J dr -n- dr' e o p(r',r) k {r',r) + 

o o 

( 102) 

Se puede obtener un valor aproximado de f suponien­

do un espect~o de la forma (84), es decir, que todos los nu~ 

trones r~pidos se producen a la edad 70. Haciendo 

ko(r) = 7)0 f{r) 

( 103) 

( 102) 	 se escribe: 

rt 
[ _K' (T-T I 

€ = I + e o a p(ro,r ) ka (r ) +f 
o 

2 (r-r 1 ) VLa 
+ ~ e -K o p(r i , r) k. (T )) dr = 

7 < 7 	 D
1 

35 

I + ( 100) 

y par a (9 4) l a mis ma f orma , excepto que l a constante de mul ­

t ipli cació n se def ine ahora como 

k ( 10 1) 

en.ez de (95). 

Respecto al valor de E obser ve mos que, de acu er do 

con (59) y (42 ) s erá 

E = 
-K 2 (r-r' ) 

e o p(r ', r) k (r',r) "" 

( (0 2) 

Se puede obte ner un valor aproxi mado de E supo ni en­

do un esp ectro de l a form a (84), e s decir, que t odos los nu~ 

t r ones rápidos se pro ducen a la edad ro. Haci endo 

ko (r) = 7]0 f(r) 

( ! 03) 

le (r,r~ 

( 102 ) se escribe: 

rt 
( -K' (r - r 1 

E = I 
"" I e o o p(ro,r) ko (r) .¡. 

o 

2 

k 1 (r)) 
v :L . 

I 
- 1( (r-r 1 ) 

p(ri,r) dr = + e o 
r 1 < r D 
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( 104) 

en cuya dltima expresión se ha tomado T(Eo) = TO = O. 

Despreciando las diferencias entre TO Y las Ti 

'! haciendo 

k(T) ko (r) + L ki(rl = 1) f(r) = k (El ( 105)
i 

rt 2 VL .. 
f f -K (r-r )I + e o ° p(ro,r) k(.,.) -- dr = 

D 

° 
mo 

-K 2 r ( ii) Le. 
1 + e -o p (Eo, E) k(E) dE ( 108)

¿~Et 
para pilas grandes, K 

2 es tan pequefio que puede hacerse 
o 

2 L_K r( ~) a 
e o ~ y siendo la pila t6rmica a modo que se o. 

muy pequeíYo, puede hacerse p (Eo ,E) ~ l. Se obtiene 

E. o 

L 
La U 

t ~ I + k (El ( 107) 
L ~ T 

B 

De ( 106 l resulta, 

Eo2­
-K T(iI) dp (El

:: e dE€ I + o ~(E) L(fE 

2-­

:: 
-K r(E) 

€ 1 + e o k (E) [1 - p (Etl 1 ( 108) 

36 

dE ( 104) 

en cuya ultima expresi6n se ha tomado r(Eo) = ro = O. 

Despreciando las diferencias entre ro y las r
i 

'! fiad endo 

( 105) 

rt 2 VL 
f 1 

J -K (r-r ) 
p(ro,r) k(T) -_& dr + e o o 

O 
o 

Blo 
_K

2 r( iI) L 
1 t p(Eo,E) k (E) 

& 
dE + e -o 

L~E 
( 1(8) 

para pilas grandes, 

_K
2
r( t) 

2 
K 

a 
es tan pequefio que puede hace~se 

L 
e o ~ 

& 
y siendo la pila t6rmica a modo que sea 

muy pequeí'ro, puede hacerse p (Ea ,E) ~ l. Se obtiene 

Eo L U 
lO ~ 1 L k( E) 

& 
+ L .; T 

B 

( 107) 

De ( 106) resul te, 

2- lIio 
dp (E) 

1 
-K r( E) 

~ (E) L dE ~ = + e a (fE 

( 108) 
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en cuya expresión se ha tomado el origen de l as edades en 

Eo, es decir, 'T(Eo } = O. Las expresi ones (107 ) Y (1 08) 

pueden emplearse para obtener u.na i d~a. de l 
- K 'T ( III )

de E . Para grandes pilas serA e o ~ 

orden de mfl.gni tud 

y 

(108a) 

De (99 ) puede inferi r se que la constante de mul t i pl i ­

caci on efectiva de l a pil a t é r mica es; 

d'T + 

( 109 ) 

Par~ la forma aproximada (1 00 ) es conveniente intro­

duc i r 

( 1 lO) 

que son las p-robabili dades d~ es cape ~ la fuga rápida para 

neutrones inmediatps y retardados. Se tiene enton ces 

y en el caso mAs s i mp l e en que se des precian las di fe renc i as 

de energía entre neutrones i nmediatos y reta r dad os, 

- ( 1 12 ) 

que es la expresión usual . 

37 

en cuya expresió n se ha tomado el origen de las edades e n 

Ea. es dec i r, ". ( !:o ) = o. Las expresiones ( 10 7) Y ( 108) 

pueden emple arse par a obtener uua ide a de l orden de mllgnitud 
2 --

de Par a grandes pilas 
-K r( ml 

é . se rá e o ~ y 

( 108a) 

De (99) puede inferirse que la con s ta nt e de multipli ­

cacien ef ecti va de la pil a t érmi ca es : 

dr + 

( 189) 

Para l a fo rma aproximada (100) es conven i ente i ntro -

duci r 

2 2 
- K L t e o o ( I 10) 

que son las 2robabilidades d~ e sc ape ! la fuga r!pid a para 

neutrones inmedi e tps y r etardados. Se ti ene entonces 

y en el caso mas simple en que se desprecian l as diferencias 

de energí a en t re ne ut r ones inmediatos y re tardados, 

( 1 12) 

que es la expresiÓn usual. 
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~n cualquier caso la condición crItica de la pila 

tiene la bien conocida forma 

k ef :: { 1 13} 

B) Pila epitérmica. 

Cuando los hendi~ientos rápidos tienen un efecto 

comparable a los térmicos, ya no es posible despreciar el 

segundo término de (SO), ni siquiera puede trat~rsele como 

mera correcci6n. Se cae entonces al caso de la pila ~­

térmic~ o intermedia. ~sta pila opera tanto con neutrones 

térmicos como rápidos. Oc.urre cuando f (E) es apreciable 
~. 

8 altas energías o c uando -- no es peque~o debido a la 
~(; 

mayor proporci6n de material hendible respecto a moderador. 

La ecuaci6n critica para esta pila resulta ser: 

_K 
2 (r-r')

dr' e o p{r',r) k{r',r) + 

( 1 14) 

que es (SO) en forma explicita. Utili~ando la aproximación 

de un espectro Eonocro~'tico se obtiene la éxpresi6n apro­

ximada 

-
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~n cualqui~r caso la condición critica de la pila 

tiene la bien conocida forma 

k cf = ( I 13~ 

B) Pila epi térmica. 

Cuando los hendimieGtos rápidos tienen un efecto 

comparable a los t~rmicos. ya no es posible despreciar el 

segundo término de (80). ni siquiera puede trat~rsele como 

mera corrección. Se cae entonces al caso de la pila ~­

térmica o intermedia. Esta pila opera tanto con neutrones 

térmicos como rápidos. Oc.urre cuando f (E) es apreciable 
L 

a al tes enel'gí as o cuando Lt no es pequef'¡'o debido a la 

~ayor proporción de material hendible respecto a moderador. 

La ecuaciÓn critica para esta pila resulta ser: 

T
t .~. n dr' 

_K 2 (T-T') 

+ J dT e o p(T',T} k(T',T) + 

o 

2 

ki(T)} + L 
- K (T-T 1 ) 

p(T1,T) = ( I 14) e o 
T 1 < T 

que es (80) en forma explicita. Utili~ando la aproximación 

de un espectro ~onocro~'tico se obtiene la éxpreslÓn apro­

ximada 
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t 
T [. _K

2 
( T-'T )

+ e o o p ( T o ' T) ka (T) +f
o 

( 115) 

Como primera aproximación para K 
2 puede emplearseo 

la que result~ de despreciar en (115) las diferencias entre 

TO Y las T 1 • S~ obtiene 

CI 16) 

El orden de magnitud K 
2 puede inferirse de la ecuª o 

ci6n 

2 2 

e -K oLt 2­k _K T 

( 1 17) + k (T) e o 
2 L2 

+ K o t 

en la que se ha tomado Ea como origen de las edades. 

La constante efectiva de reproducción para una pi­

la epitermica esta dada por el primer miembro de (114). 

Tt 2 
-K (T -T) 

{ 
[e o t +11; p(T,T t ) kt{T) dT 

-K 2 L 2 }+ ¿ e o ti p k + 
i 1 1 t 

39 

+ 

r
t

{ 2 < 

f 
- 1< (r-r ) 

+ e o o 

o 

( 1 15) 

Como pri~era aproIimaci6n para 2 
1< puede emplearse 

o 

la que res ulta de desp r eciar en (1 15) l as di feren cias en t r e 

ro y las 7 i • Sv obtiene 

2 2 
1< L rt 2 

k e - o t 'C' 

f 
-K (r-r l V'a 

---------+ e o o ~(ro,rl k(r) ---D dr 
2 2 

+ Ko L t o 

(11 6 ) 

El orden de mag ni tud K
2 ~ued~ inferirse de la ec uª o 

c i6n 

2 2 

k e -,o( o Lt 2 -

(7) 
_1< r 

+ k e a ( , 17 l 
+ 

2 L2 
K o t 

en la que se ha tomado Ea como origen de l as edades. 

La constant e ef ec t iva de rep roducc i ón para una pi ­

l a ep itermica esta dada por el pri mer mi embro de ( 114). 

{ 

'rt 2 
-K (r -'Tl 

1t 1 e o t p('T, 7
t l 

2 2 ) -,o( L 
+ ¿ e o ti ~ k + 

i r'i i t 
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_K 2 (T - T ' ) 
e o p(T',T) k(T',T) + 

{ 1 18) 

'y la condición critica sigue siendo (113). 

C!) Pila rá.pida. 

Podemos considerar ahora la situación extrema que se 

presenta cuando la absorción es tan grande y la deceleración 
L 

tan pequeíra, ~ » 1, que tanto p(T',T t ) como Pi en (BO)
L'; 

son practicámente cero. En general , p = p(T t ) ~~. Los 

neutrones no tIenen tiempo de hacerse térmicos y la pila es 

rápida, es decir, funciona esencialmente con neutrones rá­

pidos. La ecuaciÓn critica es ahora 

= ( 1 19) 

o en forma explicite.: 

= ( 120) 

Como primera aproximaciÓn: 

V¿ 
a dT ( 121 )

D 
o 

40 

t 

{ 1 18) 

'y la condición critica sigue siendo (113). 

C!) Pila rá.pida. 

Podemos considerar ahora la situación extrema que se 

presenta cuando la absorción es tan grande y la deceleración 
L 

tan pequeñ'a, Le :--> 1, que tanto p(r',r t ) como Pi en (ro) 

son practicámeote cero. En general, p::: p (r t) ~ O. Los 

neutrones no tlenen tiempo de hacerse térmicos y la pila es 

rápida, es decir, funciona esencialmente con neutrones rá­

pidos. La ecuaciÓn critica es ahora 

::: (11 g) 

o en forma explicita: 

VLa [rJ d i _K
2 (r-r') -- r e o 

D 
o 

p(r',r) k(r',r) t 

::: ( 120) 

Como primera aproximación: 

V¿ 
a 

D 
dr ( 121 ) 

o 

40 



El orden de magnitud de K 
2 puede inferirse de la o 


relaciÓn 


2­
-K r 

e o :: 	 ( 122) 

obtenida de ( 117 ) considerando como nulas k y p (r't) ' De 

aquí se obtiene 

2 1 
K :: -:=-log k(T) 	 ( 123) o r 

La constante efectiva de reproducción para la pila 

rápida es 

rt v¿ 	 2 
la _K (r -r ' ) 

k ef J dr e o p(r',r) k (r ',r) +Udr'O 

o 


-K (r--r i )¿ 2 	 }+ 	 e o p(ri,r ) ki(r) ( 124) 
r < r1 

y la condición critica está dada por (1 13)~ 

El caso de l a pila rápida merece una consideraciÓn 

especial. El caso l !~ite representado por la ecuación (119) 

es prec i samente, . seg"un (73) , el que hace· D(K~) :: O y sien­

do nulo el determ~nante de Fredholm de la ecuación (57) , la 

solución (74) no es válida. El mec anismo entero de opera­

ción de la pila rápida no corresponde pues a l a si t uación 

cons i derada en las dos clasificaciones anteriores y necesi­

ta tratarse por separado. 

Con el objeto de comprender el origen de la fall& .. del mé to do , es preci so regresar 8 l as ecuaci ones básicas 

(46) . Hemos dicho que en la pila rápida la absorc ió n es tan 

cons i derable que los neu t rones no tienen opo r tunidad de ha­
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El orden de magnitud de 2 
K puede i nferi ~ se de l a 

o 

r.'elaciÓn 

k(T¡ 
2-

- K T 
e o ( 122) 

obtenida de (117) cons i derando como nulas k y P (T t ). De 

aqut se obtiene 

2 
K 

o 
/ 

-;: lag k(T) 
T 

( 123) 

La const an te efect i va de reproducción para la pila 

rá.pida es 

Tt v¿ U dr' 
_K 2 (T--r I

) 

leef J dT • p(T1,T) k(T',T) 
D 

e o + 

o 

:2 } 1: 
-K (T--r

1
) 

p(T 1 ,T) k 1 (T) ( /2 4) + e o 
T

1
< 'T 

y la condición cr:!. tic a esta dada por (1 13) ~ 

~l caso de la p i la rápida merece un a consideración 

especial. El c as o U m1 te representado por la ecuación (1/9) 

es precisamen te, seg'un (73), el que hace D(K 2
) = O Y sien-

o 

do nulo el determ~nante de Fredholm de la ecuac ión (57). la 

solución (74) no es válida. El mecanismo entero de opera­

ción de la pila rápida no corresponde pues ~ la situación 

considerada en las dos clasificaciones anteriores y necesi­

ta tratarse por separado. 

Con el objeto de comprender eJ origen de la fell& 

del método, es pr eciso r e¡ res ar a las ecuacion es básicas 

(46). Hemos dicho que en la pila rápida la absorción es tan 

considerable que los neutrones no tienen opor tun idad de h~-
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cerse t6rmicos. Esto significa que debemos ten er nt(~) = O. 

Introduciendo esta condición en (46) obtenemos las ecuac io­

nes diferenciales de la pila rápida: 

aq' (r. T) k(T,T ' ) dp(T ; ) 
óq'(~ T) - q' (r. T') dT ' +OT p ( T) dT ' 

o 

(1 ~5a) 

Tt 

f 

dp( T' )


k i (T ') q' (r. T') dr' ( 125b) 

dT' 

o 

Con l as condiciones f la frontera: 

[ q I (!: T) ) s ' = O (A' ) 

(B ') 

La nueva condicion pq' (r._Tt) = O resulta de (46b) 

haciendo nt(r.) = O. Se cumple automáticamente puesto que 

p{T t ) = Q. 

La ecuación (125b) ya nos da ei(r.) en términos de 

q' (r. T), as! que solo debemos preocuparnos de es te dI ti ma. 

~l resultado de substituir (125b) en (125a) puede obtenerHe 

haciendo nto (1:) = O en (47). Se obtiene 

~q'(r. T) - Oq~~r. T) t ÍtKO(T.T I 
} ~' (r. T') dT' o ( 126) 

o 

co~ MO(T,T ~ ) dado por (48). Proponemos ahora 
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cerse t6rmicos. Esto significa que debemos tener nt(~) ::: O. 

lritroduciendo esta condición en (46) obtenemos las ecuacio­

nes diferenciales de la pila rápida: 

óq' (~ T) _ oq' (r. T) 
OT 

k(T,T') dp(T;) 
dT' 

q'(r. T') dT' + 

o 

( 125a) 

Tt 

J 
dp (T' ) 

k 1 (T') q' (r. T') dT' 
dT' 

( 125b) 
o 

Con las condiciones f la frontera: 

[q' (I T) J 8 I ::: O (A ') 

O (B ') 

La nueva condicion pq I (r. _T t ) ::: O resul ta de (46b) 

haciendo nt(r.) ::: O. Se cumple automáticamente puesto que 

P\T t ) ::: Q. 

La ecuación (125b) ya nos da c 1 (r.) en términos de 

q I U: T), as! que solo debemos preocuparnos de es te dl ti roa. 

El resultado de substituir (125b) en (125a) puede obtenerHe 

haciendo nt.(r) ::: O en (47). Se obtiene 

6q'(r. T) - Oq~~r. T) t ÍtKO(T,T') q' (r. T') dT' O ( 126) 
o 

oon. HO(T,T i
) dado por (48). Proponemos abora 
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q'(¡:.,.) = S(r) H(7') ( 127) 

y separando variables resulta: 

( 128) 


7't 
2

+" R(7')= J "0(7',7") R(7") d7" ( 129) o 
o 

De nuevo, la soluciÓn de (128) con la condiciÓn 

(S(r)ls ' =0 no S010 determina e~ valor de la distribuci6n 

espacial de neutrones r!pidos, lino el de ,,2 en t6rmlnoa de 
o 

la geometri~ de la pila. Queda pues por resolver la ecua­

ción (129) con la condición R(O) = O. Esta ecuaci6n se ob­

tiene de (52) haciendo ko (7') = O, as! que lR ecuación in­

tegral correspondiente sera la ecuación homogénea 

7't 

H(7') = JK(7',7") H(7") d7" ( 130) 

o 

La condición para que esta ecuación tenia solución 

es que su determinante de Fredholm se anule, 

( 131 ) 

y es ahora esta relaci6n la que va a actuar como ecuaciÓn 

cdticlI. Utilizando (e~): 

7't 

8 (7') F(T) J G(T') H(T') d7" = A. F(7') ( 132) 
o 

43 

q' (r. r) = S(r} H(,) ( (27) 

1 separando .ariables resulta: 

( 128) 

dH (1" ) 2 
+ K 8( ,)= 

d.,. o 
ft Ko ( r ,r ') H(r'} d,.' ( (29 ) 

o 

De nue.o, la so l uciÓn de ( 128) con la condici6n 

(S (r ) ] 8 ' = O DO sol o determina e~ valor de la dis t r1buc16n 

espacial de neut r ones r!pid08 •• i no el de K
2 en t6rmin08 de 
o 

la geometri~ de la pila. Queda pues por resolver la ecua-

ción (129) con la oondición H(O) = ~_ ~sta eouaci6n se ob­

tie ne de (52) haciendo ko (') = ~. as! que 1ft ecuación i n­

tegr~l oorrespondiente sera l a ecuac ión homo g6nea 

H ( r ) Ít K (r, r ') H ('T ' ) d'T ' ( 130) 

o 

La condic ión para que est~ ecu ació n tenia so l uciÓ n 

ea que su de t ermin8nt~ de Fredholm se anul e, 

( 13 I ) 

1 es ahora esta relaciÓn la que va a actusr como ecuaci6 n 

DrU ica _ Ut il izando (eg): 

8 (r ) F('T} y ' G('T ') H(.,..') d -r ' = A F( .,..) ( 132) 

o 
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Así que de (67 ) se obtiene la s oluci6n part i cul ar: 

1) ( 7" ' ) 
---d7" ' + ( 133) 

o 
= Í 

que da la fu nc ión de edad para e l caso en consi derac i ón. De 

( 132) : 

A F ( 'T" ) ft K ( 7" " 7" ' ) d7" ' 

o o 

asi que s i A j O, deberá cumpli r se ( 119) . En t al caso A 

es arbit r a r ia y l a so l uc i ón, co mo la de toda pi la cr í t ica, 

queda de t ermi nada ha s ta un fact or mul tiplica ti vo, Est e aná­

li~ i s demues tra que l a ecuac i 6n previ ame nt e obteni da como 

condición crí t i ca para l a pila r áp i 'da es co rrec ta y cubre el 

caso D( K2 
) = O que en los dos ti p6s de pil a tratados ante-

o 
riormente había quedado fuera de co ns ide ración . 

Es intere sante hacer notar que , dentro de las l imita­

ciones de la teoría difusional , las ecuaciones (120) a (124) 

permi t.irían estimar , c'!r} distintos grados de apro ximación , 

el tamaño y por tanto la masa de un bl oque de material hen­

dible puro que podría mantener una r eacci6n en cadena . De 

acuerdo con (123) tales reacciones siempre son posibles 

cuando k (T) > l. En t al caso, un trozo ·de material hen­

dible de tamaño suficiente, se comportaría como una pila r~­

pida no reflejada. 

Estos resultados demuestran que existe un límite pa­

ra la masa de bloques de materi~l hendible que pueden alma­

cenarse sin peligro de reacción. Pasado este límite, cual­
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As! que de (67) se obtiene la soluci6n particular: 

o 

7) (T I ) 

--- dT ' + 
p(T ' ) 

( 133) 

que da la función de edad para el c as o en consideración. De 

( 132) : 

'Tt 

F(,) G(T ' ) A F(T ' ) dT ' A F ( T) ft K ( T', T') d T ' 

o o 

asi que si A I O, deber~ cumplirse (1 19). E~ tal caso A 

es arbitraria y la solución, como la de toda pila crítica, 

queda determinada hasta un factor multiplicativo. ~ste aná­

lisis demuestra que la ecuaci6n previamente obtenida como 

condicion crítica para la pila rápida es correcta y cubre el 

caso D(K 2
) = O que en los dos tipos de pila tratados ante-

o 
riormente había quedado fuera de consideración. 

Es interesante hacer notar que, dentro de las limita­

ciones de la teoría difusional, las ecuaciones (120) a (124) 

permi t.irían estimar, con distintos grados de aproximación, 

el tamaño y por tanto la masa de un bloque de material hen­

dible puro que podría mantener una reacci6n en cadena. De 

acuerdo con (123) tales reacciones siempre son posibles 

cuando k (7) > l. ~n tal caso, un trozo ·de material hen­

dible de tamaño sufici~nte, se comportaría como una pila r~­

pida no reflejada. 

Estos resultados demuestran que existe un límité pa­

ra la masa de bloques de materi~l hendible que pueden alma­

cenarse sin peligro de reacción. Pasado este límite, cual-
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quier neutrón atmosférico, ya fuera de oriiten cósmico o de 

de contaminaci6n radioactiva, provocaría en el bloque una 

reacción en cadena prácticamente imposible de controlar. 

Mas aún, si la masa de los bloques individuales es menor 

que la crítica pero estos se aglomeran en algdn recinto, 

digamos un almacen, en forma tal que el recinto entero pu­

d1era actuar como una pila heterogenea, el mismo fenomeno 

tendría lugar. Es pues aconsej~ble que para el almacenaje 

de materiales hendibles puros, el material se mantenga siem­

pre dentro de un grado de división suficiente como para que 

los trozos individuales sean subcríticos y que el almacen 

como conjunto se haga suficientemente no-reactivo por in­

troducción de una cantidad suficiente de absorvente, fie­

rro o cadmio por ejemplo.
{. 

CAPITULO II 

l. - 1& Dinámica .ill' la pila. 

En el capítulo anterior se resolvieron las ecuacio­

nes de la pila para condiciones estacionarias y se determi­

naron las condiciones críticas. Ahora procederemos al exa­
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quier neutrón atmosfér i co , ya fuera de ori gen cósmico o de 

de co ntam i nac i 6n radioact i va, provocaría en el bloque UDa 

reacción en cadena prácticamente i mposibl e de controlar. 

Mas aún, s i l a masa de l os bl oques in dividuales es menor 

que l a crít ica pero estos s e aglomeran en algún recinto, 

digamos un almaceno en forma tal que e l recinto entero pu­

diera act uar como una pil a heterogenea. el mismo fenom eno 

t endría l ugar . Es pue~ aconsejab l e que para el almacenaje 

de mate r i al es hendibl es puros, el mater ial se mantenga siem­

pre dentro de un grado de división suficiente como para que 

l os trozos individuales sean subcríticos y que el almacen 

como con j unto se haga suficientemente no-reactivo por i n­

trod ucción de una cant i dad suficiente de absorvente, fie­

rro o c admio por ejemplo. 

CAPITULO Ir 

l. - La Dinámica ~ la pila. 

En el capítulo anterior se resolvieron l as ec uacio­

nes de la pi la para condici ones estacionarias y se determi­

naron las condici ones críticas. Ahora procederemos al exa-
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men de l caso general en que l as condicion es varian co n el 

tip mpo y c onsi deramos las ecuaciones comple tas est abl eci­

das en 1 (44) co n las condic i ones (A). (B) Y (e) • Se 

tra t a de enco ntrar la solución que inicialment e. es decir. 

pa r a t = O. se reduc e a una d i strib uci6n arh itrari ame n\e 

as i ~nad a para cada dens i dad de ne utrones. Supondremos pu es 

que 

q' (r, T. O) Q' (r T) 

(1) 

n t (r. O) N(r.) 

son funciones cono ci das que sat i s f acen la condic i6n de anu­

lar s e en l a fro n t era ex t rapol a da de la pil a. 

I nt ro duc ir emos l a trans fo rmada de Lap la ce de cual ­

quier función ~ (r T t) de las qu e se con s i de ran en el reaQ 

tor (que puede ser inde pendi ent e de T) : 

'" r -,\ t
J It' (r T t) e dt (2) 

e 

• 
[ , - I ~ (r T A) = It' (r T t) 

21Ti 
B 

-
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(2a ) 

men ri e l c as o general en que las condiciones varian con e l 

ti~m ro y con~ide ramos l as ecuac io nes complet a s est~bleci-

das en 1(44) con las condiciones (Al, (8) Y (e) . Se 

tre.til de encontra.r la solución que inicialmente, es deci r. 

para t ~ 0, se reduce a una distribucí6n arhitrariamen te 

a~ignada para cada densidad de neutrones. Supondremos pucs 

que 

q' ( r., T, O) 

( I ) 

son funcion es conoci das que satisfacen la condici6n de anu­

lars e en la frontera extrapolada de la pila. 

Introduciremos la transformada de Laplace de cu al­

quier función ~(r T t) de las que Be consideran en al rea~ 

tor (que puede ser índependien te de T): 

., 
l <p(r. T t) ~ (r T ~) <p (r. T t) e dt J 

-). t 
( 2) 

e 

{, - I ~ (r. T A) = <¡l (r T t) ~(r T~) e -.-H dt (2a) 
21Ti 

B :: 
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en donde l a i nt egral (2a) se efect~a en el plano compl ejo X 

a lo l argo del contorno de Bromwich. 

El transformado de I( 44a) se obtiene multiplicando 

é Atpor , integrando sobre t de O a~, empleando la c~ 

noelda expres i ón 

o 

- ~(r T O) + X~(r T X) 

y teniendo en cuenta (1). Se tiene asl: 

oq' (r T' X) X
6q' (J: X) -

OT 
- -D q' (r T ' X) ­T 

(3) 

Transformando del mismo modo I(44c) se obtiene: 

k (T' ) dp(T') q'(r 7" X) dT' + 
i dT" 

A) (4).e, «)] 
Substituyendo (4) en (3) resulte.: 

.. 

-e+­
47 

en dond e la integ r al (2&) se efect~a en el plano comple jo ~ 

a lo l argo del contorno de Bromwich . 

El transfo rmado de 1(44a) s e oh.i en e mul tipli cando 

por -.At e , int egr ando sobre 

nacida expresión 

o 

t de o a 3:1 , 

y teniendo en cuenta (1). Se t iene a s1: 

emple ando la CQ 

{3} 

Tr ans fo rman do del mismo modo 1{44c) se obtiene: 

+ ki t - ( ) e ( )\. Ta n t 1: A. + i r J 
Subst i tuy endo (4) en (3) r es ulta: 

--EH--
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Q' el: r) 
+ D + 

(1: ~) 

e i (r) g ( 7--r i ) 

o {5}
+ f p ( r i ) ( I +A T1) 

Hé.gase 

(6) 

en donde 8(r) se define por 

7 '" dE'
8(7) f~ = J 8 (E) (7) v'¿'(;E' D' 

o E 

y satisface la.s ecuaciones 

de (E) {e}
l) dlS 

Se advierte que e (7), cuya introducc i 6n en (6) ti"e­
~ ­ne por obj eto eliminar el término - D q ' (¡: 7~) de (5 )," es 

el tiempo de descele rac ión, es decir , el tiempo que tarda un 

neutró n para envejecer de l a edad O a la edad 7 por co­

lisión con ndcleos del material ae la pil a. 

Subs ti tuye ndo (6) en (5) se obtiene la ecuaci6n inte­

grodiferencial que satisface ~: 

6u(!: 7 ~) -
ou (1: T ~) 

KO(r,'T' , ~) u(!: T' ~) dr' + 

o 

o ( 9) 

-a&­
48 

e i (~) 8 ( 'T-'T 1 ) 

+ t p('T
1

)(I+A Ti) 

H&gase 

(1: A) 

o 

q' (1: 'T A) u (1: 'T A) e-)..e ( .,. ) 

en donde 8('Tl se define por 

CD 

B('T) 

'T 

J d~: = J 
o 

y satisface las ecuaciones 

d~' 

v'2'~E' 
8 (E) 

d8 (El 
dE - vL~E 

c.' (r 'T) 
+ D + 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Se advierte que e ('T), cuya introducción en (6) tie­

ne por objeto eliminar el término -~q'(r. 'T Al de (5),· es 
D 

el tiempo de desceleración, es decir, el tiempo que tarda un 

neutrón para envejecer de la edad O a la edad 'T por co­

lisión con ndcleos del material ae la pila. 

Substituyendo (6) en (5) se obtiene la ecuación inte­

grodiferencial que satisface u: 

ou (1: 'T A) 
.6.u(!: 'T A) -

o 

-8-&---
48 

+ 
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con 

• 

(9a) 

(9b) 

Para una pila de forma y dimensiones dadas, la ecua­

ci6n 

( 10) 

con la condiciÓn 

[ S (r.) J s' = O (lOa) 

siendo S' la frontera extrapolada de la pila, determina una 

infinidad de funciones propias S.(r.) y de valores propios 

le!, -(m == O, 1, 2, ) es decir, una fundamental So (1:) yo • • 

sus har-1II6nicas S. (r) (m > O), que satisfacen 

o ( 11 ) 

I ~I 
Supondremos que las funciones propias h~h sido debida­

con 

c i6 n 

Áti ( "1) 
e 

I CdrJ 
= - 0.' (r. .,.) e"e (T') + L - ( ) D 1 ¡: .,. 1. 

s ( .,. - .,.1. ) 

I+A. Ti 

(9a) 

(\lb) 

Para un a pila de forma y dim ensiones dad as, la ecua-

( 10 ) 

Co n la condici6n 

[S( r.)ls' o ( IDa) 

si endo S' l a fr ontera extrap ol~da de la pi l a, determin a una 

in fi nidad de funciones prop ias S .(~) y de valores propios 

1(:, -(m = O, 1, 2, •• • ) es deci r , una fun damental So (r.) y 

sus hUIIl6ni c a8 S. (r) (m > O), que aatisfac.en 

o ( ! I ) 

• Supondremos que las fu ncion es propias h ~h sido debi da-



mente normalizadas para establecer una base ortonormal en el 

espacio de Hilbert de las funciones cuyo recinto de defini ­

ci6n es la regi6n ocupada por la pila extrapolada. As! pues 

• 

( ! 2) 

Hagamos ",hora: 

( 13) 

M(r T ' >..) = r Mm(Tq Sm(X:) 
ID 

Substituyendo estos desarrolloB en (9) teniendo pr6­

aente el caracter completo de las S.(~l y. la propiedad (111 

se obtiene 

9" ( ,"'" K.... T'>" ¡ 

+~t KO(TT'>"¡ Um(T'>") dr' ( 14) 

o 

que es la · ecuaci6n integrodiferencial satisfecha por u. y 

que debe resolverse con la condiciÓn 

u .. (O >..) = O ( 148.) 

Aplicando el mismo método seguido en 1 para ecuacio­

nes de este tipo es fácil ver que u.. debe ser una 801u­

-94­
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mente normalIzadas para establecer una base ortonormal en .1 

espacio de Hilbert de las funciones cuyo recinto de defini­

ción es la regi6n ocupadR por la pila extrapolada. As! pues 

( 12) 

Hagamos ~hora: 

( 13) 

M(r r A} = r M .. (rA) S .. (1:) .. 
Substituyendo estos desarrolloa en (9) teniendo pr6-

sente el caracter cOIJ1_pleto de las S. (t) y. la propiedad fll1 

se obtiene 

+~t Ko(rT'A) u .. (r'A) dr' 

o 

( 14) 

que es la ecuaci6n integrodiferencial satisfecha por u. y 

que debe resolverse con la condiciÓn 

U,.(Q A) = O ( 1413.) 

Aplicando el mismo método seguido en 1 para ecuacio­

nes de este tipo es fácil ver que u,. debe ser una solu-



ci~n de la ecuación de Fredholm 

• 

o 

( 15) 

con 

I (rA).. 
o 

r 
_1<2 (r-r' )

h (rA) = f e ti ko(r'A) dr' = 
.' o 

r 
./( 2 (T-T ' ) kt(r') A9 ( '-')f e 111 e dr' + 

p (r ' ) 
o 

(.17 ) 

o 

dp(r')
+ ¿ - - - . (IR) 

dr' ­r <-r
1 

Utilizando I(e5 ) se puede escribir 

( I ~ ) 

c i ~n de l a ecuació n de Fred holm 

+ ? KII!(r,r '. A) 

o 

con 

1 (rA) 
ID 

o 

'1' 
_1<2 ('1'-'1") 

t •• (rA) = f e Q ko ( '1" X) dr' 
o 

'1' 
_1( 2 ( 7-7 ' ) \c t(r') 

J 
~8 ( .,.-') 

dr' e 111 

p ( '1" ) 
e + 

o 

1<0( '1'", '1",>-') d7" = 
o 

-{1 _1<2 ('1'-'1'") ir(r-'T') .\ CéI ( .,. n ) - 8 ( .,. , ) ] 
= a -.. e 

p(r") 

+ 

:< k 1 ( '1") ,He("'1 ) -8 (.,.') J 
¿ 

~ I< ( .. - .. i ) 
e JII - -- e 11-

'1' 1< 7 P ('1' d 

Uti l i zando I(65 ) se puede escr i bir 

-€-S­
SI 

( 15) 

(.1 7) 

dr· + 

,.~d dp(7') 
-dr" ( 18) 

( 10 



Con 

V¿ 
a 

= D f('T} p('T) (20) 

• 
La ecuac ión ( 15 ) puede reso l ve rse por el método segui­

do en 1 para ecuaci ones seme j antes , obteni éndo se la solución 

Xi (A.) 'TtT. + ;. f gil ( 'T A. ) 1 11 ( 'TA) d 'T 

t o 


U 111 ('TA.) = -----~-------- (21 ) 
'Ti 

1 - J K II('T ,'T~ A.) dr 

o 


cuya validez requi ere que el det ermi nan te de Fredholw 

I-? K.('T , 'T , A) d7" (22) 
o 

no se anul e idénti camen te . 

Considérese aho ra la ecuac ión de los ne utron es térmi­

cos. La t r ansfo rmada de Lapl ace de I( 44b) pue de escribi rse 

en la forma 

que con la ay uda de (6 ) , (13) Y el desar rollo 

(24)N(r.) = 2:
",

da la ec uaci ón de l a enésima harmónica, 

(25) 

r 

con 

_ ~t1 { .. 1 d P ( r) 
- e f ( r) __ o = 

dr 

v~ 
a D f(r) p(r) 

-..\/1 ( .. ) 
e (20) 

La ecuación (15) puede resolverse por el método segui­

do en 1 para ecuaciones semejantes, obtani~ndG8e la solución 

ñ (>-.) 
lit 

(2 1 ) 
"1. 

1 - f Km(r,r,>-.) dr 
o 

cuya validez requiere que el determinante de Fredholw 

I-? K m ( r , r , >-. j d ?" (22) 
o 

no se anule idénticamente. 

Consid~rese ahora la ecuaci ón de los neutrones t~~mi­

coso La transformada de Laplace de I(44b) puede escribirse 

en la forma 

o (23) 

que con la ayuda de (6), (13) Y el desarrollo 

N (:r) = í: (24) 

"" 

da la ecuación de la enésima harmónica, 



\~I) Y (26) son dos eeuacioneR siaultbea. el1 U.('r'A) y 

O.(A). Para obtener la soluci6n, 8e hace el1 (21) .,.. = 'rt 

'1 el valor de U.('rtA) as! ob1..epldo 118 substituye 811 (26) 

despej ando ñ. (A). bta expresión se sub,U tU1e o~ (21) pa­

ra obtel1er la forma explioita de U.('rA). Despuh de algu­

nas ManipUlaciones algebraicas se obtiene 

(28) 

(27) 

-	 en donde se ha hecho 

'rt 

J.(A) = f f g.('rA) 1.{'rA} d'r (28) 
t o 

De (6) y (13) se sigue que, 

(29) 

y .ubatituyendo en (4) resulta 

(30) 

\~I) '1 (26) son dos e()UaOiOMft ataultheaa en u.(r'>..) y 

D.(AI. Pare. obtener l a lIo1uoi6n, 8e haoe en (21) y" = 'T" 
'1 el valor de u.(rtA) asf ob1.,epldo le BllbsUhye en (26) 

despejando n.(>..). Zata uprea16n se lIubaUtu;r,e tUl (21) pa­

ra obtener la for.a exp110ita de u.(r>..). Deapu~. de ~lgu­

na •• anipulaolonea algebraicas s e obtiene 

(.26) 

pe - ~'( ~ tII. ( ~t>..)+rl+~!L~+ >"To] J.CA} + R. 

D(~!>") [1+K!L~+>"To] _pe-~'(~t) h.('T,,>") 

(27) 

en donde Be ha heoho 

.,." 
J. (A) =..!.. f i. (T>..) I.{rA} dr 

f " o 

(28) 

De (6) '1 (13) 'Be II1gue que, 

(29) 

y 8ubatituyendo en (4) relulta 

(SO) 



con 

(3:>a) 

f el (rJ S. (r.) dr. (30b) 
v 

de esta manera la transformada de la solución queda eomple­

tamente determinada . Para exhibir la solución final hay tan 

solo que invertir l as ecuaciones (29) y (30) • Resulta as! 

q '(r.Tt) ¿ S. (r.) qlll(Tt)
• 

nt (r.t ) = ¿ S. (r.) n. (t) (3 1 ) 
• 

¿c 1 (1'.t) 
• 

S. (1'.) el. (t) ­
/fiendo 

~ 1: t -·.,( 9') Jf e U 111 (rA.) dA.
271i 

Br 

AtI e ñlll(A.) dA. (32)
271i 

Br 

I e.\t cia(A.) dA.
277i 

B 
":" 

-
r 

--B-9­
54 

con 

Ch. = J C1 (r.) S.(r.) dJ;: 
v 

(3:>a) 

(30b) 

de esta manera la transforruada de la solución queda comple­

tamente determinada. Para exhibir la soluci6n final hay tan 

solo que invertir las ecuaciones (29) y (30). Resulta as! 

lJiendo 

n., (t) 
27Ti 

c
111l 

(t) 
271i 

q' (pt) 

f 
B 

r 

f 
B 

":" 

¿ S. (r.) n. (t) 
• 

e"t ñ.,(A.) dA. 

e,\t c 1m ( A.) dA. 

--B-9-
54 

(31 ) 

(32) 



2.~ La Pila oon un hendimienio inioial. 

Como una aplioaci6n de la teoría general expuesta en 

la sección anterior, est.udiaremos el comportamiento de una 
... 	 pila ouya operación se inicia cuando al tiempo t = O oou­

rre un hendi.iento en el punto P(ro) en el interior de la 

alama. Como resultado del hendimiento se producen en el PUA 

to P(ro), 1)(1:) neutrones inmediaios de energia E por unl 

dad de banda y 1)1 neutrones latentes del grupo i. Ser' 

entonces 

n{J: i O) = 1)(1:) 5(~~o) 

(SS) 


puesto qu'o inicialmonte no hay neutrones térmicos. Clara­

mente 

q(¡: E O) 

y q(t r O) = D 1)(r) 5([-[0) 

de modo que 

Q' (1: r) 

(34) 


H(¡) = O 

2 ..... La Pila oon un he ndimien t o in ioial. 

Como una aplicaci Ón de la teor!~ general expuesta en 

la sección anterior, estudiaremos el oomportamiento de una 

pila cuya operación se lnicia cuando al tiempo t = O oou­

rre UD hendi.iento en el punto P(~o) en el lnterio~ de la 

_18ma. Como re8ultado del hendimiento Be produoen en el PQ~ 

to P(!:o), ."CE) neu t. rones inmediato s de energía 11 por un'1 

dad de banda y 71 1 neutrones latentes del grupo i. Ser' 

entonces 

(SS) 

Dt, (;L: O) O 

pue.to que inicial.ente DO hay neutrones t~rmlcoB . Clara­

mente 

q(!: E O) 

de mo do que 

Q' (¡: r ) 

N(¡} = O 

D." ( r ) S (1:-1:0) 
p (7") 

(34) 



y por (9c) ser' 

! /.8(.,.) 1)1

M(r r .>e) 1 1)(7) + ¿ 


\ p(r) 1 p(r 1 ) 


ko(r.>e) 
8 (.r-.ro) (35) 

.,. 

como puede verse facilmente de (9b). De (13) se obtie!le 

ko{rA.)

Ii (ú) f S., (1:) M(1: r .>e) dr = - --- Sir. (r.o ) (36)
Il 

v ft 

y de ( 16), previa com.paración con ( !7J, 

(37 ) 

1n virtud de (19), (20) Y (28) puede escribirse . 

además 

Nm = f Sm(.r) N(r) dI: = O (39) 
v 

Substitu~endU estos valores en (~6) y (2 7) pueden cal ­

cularse ñ (A) y u tl (rA) obteniéndose m -
(40) 

-9&­
56 

JIIl(A) (38) 

.... 

y por (9c) será 

M(!: T A.) 
f /,8(.,.) 1)1 

= 1 1)('¡-) + L 
\. p(7) 1 F(T 1 ) 

kO(TA.) 
O(!:-.ro) (35) 

como puede verse facilmente d& (90). De (13) se obtie!le 

lill' (TA) J SI: Cr) 
ko(TA) 

M(!: T A) d!: = ---- S u; ( r.o ) (36) 
v ft 

y de ( I 6) , previe cornFaraci6n con ( ! 7) , 

(:; 7) 

lin virtud de (19), (20) Y (28) puede escribirse . 

(38) 

además 

Nm = J Sm(.r) N(r.) dr. O (39) 
v 

Substitu~endü estos valores en (~6) y (27) pueden oa1-

cu.larse ñ (A' m J y obteniéndose 

-00-
56 

(40) 



U. (TA) = 

FACUL cr NCIA8 .. 
~n virtud de (30b) serA 

(42) 

Substituyendo (40), (41) Y (42) en (30a), después de 

algunas reducciones y transformacione~ se llega a la expre­

si6n 

T1 ki1; u .. (ú:) 
=-- (43)

I+AT 1 h.. (ú} 

Resta solamente invertir la transformaci6n: de (41) y 

(32) resulta 

(44) .. 
siendo 

= 1 
o 

2 
- K ("'-"'1) (44a)+ e • 

A. ( A) = I - (44b) 

En virtu d de (30b) serA 

(42) 

Substi tuyendo (40) . (41) Y (42 ) en (30a) . despué s de 

algunas reducciones y transformac io ne ~ se llega a la expre­

si6n 

T1kit u. ('7" >--:) 

1+A.T 1 h., (T>--: ) 
(43 ) 

Resta sol amen te inver ti r la transformaci 6n: de (4 1) 1 

(32) resul ta 

siendo 

~. (A. ) 

q (Tt) • 

+ I 
7'1<"" 

(44) 

2 
. /( ( "' -"'1 ) 

e • (44a) 

(44b) 



o 

x 

(44c) 

Sea 

..\.t 
e (44d) 

el integrando de (44 ) . 
·' I H consto consto

Sl f\. '" - - se ve que .. y II 
Ti I+~ Ti .. I +~ TI 

as ! que ~ .. (T~l no tiene si ngularidades cuando I+A Ti = O. 

El inte grando te ndr~ polo s correspo nd1 ent es a los ceros de 

\. (AJ . Debe pues estudiarse la ecuaci ón 

o (45) 

que en vi rtud de (44a) y ( 44b) puede escrfbirse bajo la for­

ma 

-A8 (T t J T

p h. ( Tt A) e ft 

---2--2----- + K. (TT~) d T = (46a) 
1+ K. Lt + A To o 

Es ta es l a ecuación de enhoras. Introduciendo la pr~ 

babilidad de escape a la fuga térmi ca 

1 t. 2 L2 
(46) 

+ K. t 

o o 

Sea 

el integrando de (44). 
I 

Si A "" - - se ve que 
T1 

I+AT 1 

At 
e 

_K 2 (.,.-.,. ) 
e. 1 x 

(44e) 

(44d) 

II 
const. consto 

I+A Ti 
y 

.. I +A T 1 

as! que no tiene singularidades cuando I+AT 1 =O. 

~l integrando tend r ' polos correspondientes a 108 ceros de 

\" (A). Debe pues estudiarse la ecuación 

o (45) 

que en virtud de (44a ) y (44b) puede escrfbirse bajo la for-

11: a 

(45a) 

Esta es la ecuación de enhoras. Introduciendo la pr~ 

babilldad de escape a la fuga térmica 

1 tI! 

-9"2-
58 

(46) 



y utilizando (17) y (1 8) puede escribirse 

+ 2 
7"1<7" 

(47) 

As! como en la ecuación critica de la pila estaciora­

ria, se advierte que en la ecuación de enhoras aparecen dos 

términos, el primero debido a la acción de los neutrones tér­

micos y el segundo a los neutrones rtpidos. Cabe observar, 
que si se hace k = O en (41) se obtiene precisamente la 

ecuaci Ón critica I(80) que corresponde al caso = 1 • Pa-k et 

ra cada m hay una ecuación de enhoras (47) que tendr~ cier­

tas raices k 
.~ 

(j = 1, · 2, 3, .'.. ) . Las cantidades 

(48 a) 

son los ~iodos de la pila. Los periodos reales se llaman 

crecientes si son positivos, decrecientes si son negativos, 

lentos si I~.~I es grande y rápidos si I~.~I es peque~o. 

Consideremos primero el caso de la pila térmica. El 

segundo término del primer miembro de (47) es en este caso 

un valor correctivo peque~o en el que puede hacerse A = O • 
.... 

y utilizando ( 17 ) y ( 19) puede es cr ib irs e 

1 Ttf 2 
t ~ r ·K ( ~ t-~ I ------- e · p() 

I +To lt A. . "',T .. 
!l o 

ls í como en la ecuac i6n crit ica de la pi la estaciOfe ­

ri a, se ad vi e rte que en la ecuac ión de enho ras ap arecer do s 

t~rm i nos, el primero deb i do a la acc i6n de los neutr o ~es tér­

mi cos y el segundo a lo s neut rones rapid os. Cabe observar , 
que s i S8 hace A. = O en (41) se ob t iene prec i samen t e la 

ecuación ori t ica 1 (80) que co rresponde al caso k et = l. Pa­

ra cada m hay una ec uac i ón de enhoras (47) que tend rt cier­

tas raice s A. aJ (j = 1, 2, 3, ••• ). Las cantidades 

(48 a) 

son los ~iodos de l a pila. 10s peri odos reales se llaman 

creci entes si son positivos, decrecientes si son negativos, 

~o s si l77 aj l es grande y rápidos si l77 a: 1 es peque~o. 

Co nsideremos pr i mero el caso de la pi la t~rml ca . El 

.egundo t ~rmi no del primer mie mbro de (47) es en este caso 

un valor correctivo pequefio en el que puede hacerse A. = a. 



Simbólicamente la ecuaci6n (47) se puede escribir 

y considerando que l a integral es muy peque~a se puede escr1 

bi r 

pero la expresión I + I con A = O no es otra cosa que el 

factor de utilizacion rá.pida € definido en 1 eqs. (98), 

( 104) Y (106). Resulta pues 

(a) 

De nuevo, si se hace A = O en esta ecuaci6n, se ob­

tendrfa la condicf ¿n crItica k = con k dada poref ef 

1 (109), Por continuidad, si (a) deberé. tener una ralz pos i­

tiva peque~a corresp ondiente a un perIodo creciente lento, 

k no deberá. diferir mucho de la uni dad.
ef 

Introduciendo las probabil i dades de escape a la f uga 

d .pida 

(48b) 

y las probabilidades de escape a la absorción 

(49 ) 

de acuerdo con 1 (109) se puede definir 

Simbolicamente la ecuaci6n (47) se puede escribir 

y considerando que la integral es muy peque~a se puede escri 

bir 

ltm (1 + fl { } 

pero la expresión I + J con A = O no es otra cosa que el 

factor de utilizaciCJn rá.pida € definido en 1 eqs. (98), 

( 104) Y (106). Resulte. pues 

1 f{ 
tlll 111 

(a) 

De nuevo, si se hace A = O en esta ecuaci6n, se ob-

tendrfa la condicIÓn crItica Ket = con k et dada por 

1 ( 109) , Por continuidad, si (a) deberé. tener una raIz posi­

tiv8 pequefia correspondiente a un perIodo creciente lento, 

ket no deberé. diferir mucho de la unidad. 

Introduciendo las probabilidades de escape a la fuga 

ré.pida 

2 
e-K.(Tt-T i ) 

y las probabilidades de escape a la absorci6n 

de acuerdo con 1 (109) se puede definir 

(48bl 

(49) 



'T
t 

"'f. = l ••,. I{l,.O(T) P.(T) k.(T! dT • ~ 1 f.,P,k,.} (5~i 

~e es la constante efectiva de reproducción para la enésima 

aarmónica. Kl valor particular de para la fundamentalk. fa 

es la constante de reproducci6n efectiva de la pila. 

K. conveniente introducir la aagnitud 

'Tt 

= 	 fltao('T) PO('T) kt{'7") d'T + f lr.iPiki1. (5 I ) 
o 

con cuya ayuda se pueden formar las cantidades 

Ct. ('7") (52)o 

que se llamarán fracciones efectivas de neutrones inmediatos 

y retardados, respectivamente. Introducireaos ta.b~6n la 

reactivlaad para la en68ima harmónioa 

= kea 
p. k 

efa 
(53) 

yuyo valor para la fundamental e. la reactividad de la pila, 

y los tieapos de relaja.iento 

(54) 

Con auxilio de las definiciones anteriores la ecua­

ción de enhora8 (a) puede escribir8e en la forma m~s conve­

niente 

T~ 

".t. = 1'0'0 [{ltoo(T) PO(T) k, tTI dT • i lto,P ,k,,} (5Jj 

~e es la constante et~ctiTa de rep r oducción para la enés i ma 

~arm6nlca. Xl valor par ticular de k.ta para la fundament al 

8a la con. t ante de reproducoión efectiTa de la pila. 

X. conTeniente introducir la magnitud 

'Tt 

J1tao{'T) PO{T) kt{'T) d.,. + i lt.1P1kU 
o 

(51 ) 

con cuya ayu.da se pueden forllar las cantidades 

(52) 

que se llamar'n fracciones efectivas de neutrones inmediatos 

1 retardados, respectivallente. I ntroduciremo8 ta.b~6n l a 

reactiv1aad para la on6.illa harmÓnica 

= k •• 
p. k: .t. (53) 

~u10 valor para la funda ental es la reactiv i dad de la pi l a, 

y los tiempos 4! relajamiento 

(54 ) 

Con auzilio de las definiciones anterio r es la eoua­

ciÓn de enhoras (a) puede escribir.e en la forlla m6s oonve-

1'I1ente 

-%--
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o 

(55) 
,.. 

Para el an~l i8i8 de esta expres ión hay que tener pre­

sente que en una pi la tipica, los tiempos de generaciÓn Ti 

de los neutrones re t ardados se encuentran dentro de una zo­

ca que, s groso modo, va ae 100 8 0.05 seg. El tiempo de 

generación To de l os neu trones inmediatos es del orden de 

10- 3 seg. y los tiempos de relajamiento del orden de lo-~seg. 

Designemos por f . (A) el segundo miembro de (55) y 

considere~os su comport ami ento para valores reales de A. 

Si 

. ~ A ~f.(A) 
i 

Ti ltl:iPiCl.,i (56a) 

~Si 1>' I pero IAI « 
Ti To 


Ti ltll1 Pi Cl.i 

~f .. \A) ¿ (56b)

1 I 
- + TiA 

Si lA I "- pero aún IAI « --,
To t~ o 

TTi ltlliPi".,i o ltl!! 
f., (A) "- ¿ + - -- A (58c)

1 

A 

1 
T1 

ke t. - + 

+ 

o 

(65) 

Para el antllsis de esta expresión hay que tener pre­

sente que en una pila tipica, los tiempos de generaciÓn Ti 

de los neutrones retardados se encuentran dentro de una zo­

ca que, s groso modo~ va ae 100 a 0.05 seg. El tiempo de 

generación To de los neutrones inmediatos es del orden de 

IQ-3 seg. y los tiempos de relajamiento del orden de lo-P;seg. 

Designemos por f.(A) el segundo miembro de (55) y 

consideremos su comportamiento para valores reales de A. 

Si i x. I « 
Ti 

fll(X.} " A L Ti ltl'.iPilXllli 
1 

(56a) 

Si 1>-1 ~ pero lA I « 
Ti To 

f., (X.) L 
Ti ltllliPilXlli 

~ 

i I 
-+ Ti A 

(56b) 

Si lA I ~ pero aún IAI « , 
To t po 

Ti ltlliPi"mi To ltm 
f m (A) ~ ~ + --- A 

i I k efll - + Ti A 

(56c) 



~n la zona en que IAI ~ f.(A) está dada por
t ro 

el segundo miembro de (55) incluyendo todos sus t6rminos. 

Si A'" + CI) 

(56d) 

asi que fm{A)'" + linealmente con A. finalmente siCI) 

A ... ­ CI) 

(56e) 

de manera que exponencialmente con A. gs 

además de notarse que f (A) tiene singularidades en cada 
• 1 

uno de los valores A - - -­ correspondientes a los diB-
Ti 

tintos tiempos de generación retardada. Asf pues, para va­

lores reales de A, f.(A) consiste de 1 + ramas (ver 

Fig. 1) que corren de _00 a +00, una a la izquierda de to­

dos los - f ' otra a la derecha de los mismos y una entre 
i 

cada par de valores consecutivos de Esta curva seT • 
i 

asemeja mucho, pero difiere en varios importantes respectos, 

de la que resulta considerando la teoria ordinaria l • 

Las rafees reales de la ecuaciÓn de enhoras se obtie­

nen, de la manera usual, trazando en la gráfica de 
k em 

una recta horizontal a una distancia del origen.
k etlll 

Puesto que seg~n (50) siempre es ket. > O, la posición de 

la recta depende del signo de kem . En cualquier caso habrá 

1 + 1 períodos reales. Si kem > O, habrá un periodo posi­

tivo y 1 negativos; si = O un periodo es infinito yk elll 

'-M­
63 

En la zona en que IAI '" t ' f.P. ) esU dada por 
1' 0 

el segun do miembro de (66) lnc1uyendo todos sus t6rminos. 

Si A " + Q) 

(58d) 

asi que fm (A ) " + Q) linealmente con A. fina l mente si 

~ .. - Q) 

'Tt 

f a ( '),,- - J e~At1'O ("') l ( ) () ()d ~ tao T Po T ~. o T T (58e) 
o 

de manera que 

ad em4s de notarse que f. (~) 

uno de los .alores A = - -­
Ti 

ezponencial mente con A. Es 

tiene singulari dades en cada 

correspondi ente s a lo s dis-

tin tos tiempos de generac i ón retardada. As! pues, para va-

lores r eal es de A, f.( A) co nsiste de 1 + ramas (ver 

Fig. 1) que corren de _00 a +OC, una a la izquierda de to-
1 

dos lo s -T' otra a l a derecha de lo s mismos y una entre 
i 

cada par de valores co nsecutivos de ilsta curva se 

asemeja mucho, pero dif i ere en varios importantes respec tos , 

de la que res ul ta considerando la teor i a ordi naria l
• 

Las ratees reales de l a ecuac ión de enhoras se obtie-

nen, de l a manera usual, trazando en la gr4fica de 

una recta hor izontal a una distancia 
kea 

del or i gen. 
k eta 

Puesto que segdn (60) siempre 

la recta depende del signo de 

es ket. > 0 , la pos i ción de 

kea , En cualquier cas o habr6 

1 + 1 perí odos reales. Si kea > O, habr4 un perio do posi­

tivo y 1 ne gat i vos; si ke~ ~ O un periodo es i nfinito y 

'--9-'?-
63 
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1 son negativos; si k •• < O todos los periodos .on nega­

tivos. 

Ahora bien, la ecuaciÓn (10) con la condici6n (lOa) d~ 

termina un espectro numerable de valores propios K!. Su­

pondremos que el indice m ha sido escogido de manera de 

ordenar los valores propios en sucesion creciente, 
2 2 2 

K < K < K < •••• Además utilizaremos la convenci6n de o I 2 

suprimir el lndlce para tOdas las cantidades que se refie­

ran a la fundamental. As! por ejemplo, KO = K, lto = lt, 

lto = lt k.to = k.t ' keo = k. ' etc. 
De (48 ) Y (50) es fAcil ver que con la convenci6n 

adoptada, k.ta es una funci6n decreciente de m, es decir 

que k.t = k.to > Del mismo modo todas> k. ti > k. t2 
las reactividades k•• = k.t.-I serAn funciones decrehien­

tes de m. Si k.t = 1, la reactividad de la pila k. es 

nula, en tanto que todas las restantes k.. serAn negati­

vas. Se sigue que habr& un periodo infinito en la fundame~ 

tal (soluci6n estacionaria) en tanto que todos los demAs 

periodos ".j serAn negativos. Se dice en este caso que la 

pila es critica. Si k.t > 1, k. > O Y hay un periodo 

creciente en la fundamental. Generalmente k.t es tan po­

co mayor que la unidad, que todos los restantes k.t. son 

menores que uno y por tanto todas las reactividades harmó­

nicas son negativas. In este caso hay un solo periodo cre­

ciente en tanto que todos los demás son negativos: la pila 

es supercritica. Finalmente, si k.t < 1, todos los perio­

dos, incluida la fundamental, son negativos y la pila es 

subc~!tica. 

Nos preguntamos ahora si la ecuación de enhoras 

(a) 

1 son negativos; si k.s < O todos los periodos Son nega­

tivoa. 

Ahora bien, la ecuaci dn (lO) con la condición (lOa) d~ 

termina un espoctro numerab l e de valores propios K: . Su­

pondremos que el indi ce m ha sido escogido de manera de 

ordenar l os valoros propios en suceaion creciente, 

K
2 < K

2 < K
2 < ••• • Adem's utilizaremoB la convención de 

0 1 2 

.oprimi r el lndlce para tooas las cantidades que .e refie-

ran a la fundamental. ls! po r ejemplo , KO = K, lto = lt, 
lt o = 1, k.t o = k.t ' k. o = k. ' etc. 

De (4B ) Y (50) es f4cil ver que con la convenoidn 

adoptaoa, k.t. ea una fu nción decreciente do m, es decir 

que k.t = k~t o > k. ti > k. t2 > ••• • Del mismo modo toda. 

las reactividadoa k.. k.t.-I ser4n funcionos decre~ien­

tos de M. Si k.t = l, la reactividad de la pila k. o. 

nula, en tanto que todas las restan t es k.. sor4n negati­

vas. Se siguo que habrA un periodo infinito en la fundame~ 

tal (solución ostacionaria) en tanto que todos los demia 

periodos w. j seran negativos. Se dice en este caso que la 

pila es crItica. Si k.t > 1, k. > O Y hay un periodo 

creciente en la fundamental. Generalmente k.t es tan po­

co mayor que la unidad, que todos los restantes k. f • son 

menores que uno y por tanto todas las reaotividades harmó­

nicas son negativas. En elte caso hay un Bolo periodo cre­

cien t e en tanto que todo a los demás son negativos: la pila 

6S suporcrit i oa. Finalmente, 11 k.t < 1, todol 101 perio­

do~, i ncluida la funda ental, Ion negativos y la pila ea 

aubcr! tica. 

Nos preguntamos ahora ai la ecuación de enhoras 

!. (A) (a ) 



tiene ralces complejas. Desde luego cabe considerar que si 

\ es una solucion de (a), ~ deberá satisfacer la misma 

ecuación, 

f ();:) (b)
l'l 

y de aqul se sigue que 

o (e) 

Este criterio aplicado a las formas asint6ticas (56) 

muestra que, en virtud de las diferencias tan considerables 

que existen entre los tiempos de generación retardada e in­

mediata y los tiempos de r elajamiento, f.(~) no tiene mas 

que los polos reales anteriormente mencionados ya que , de­

bido a las dichas diferencias es posible dividir el plano 

complejo ~ en anillos circulares en cada uno de los cua­

les f.(~) est! representada , con bastante buena aproxima­

ción por las formas asintóticas (56) , ninguna de las cuales 

admi te raices complej as . En la zona en que I~ I '" I (55 ) 
t ro 

se puede expresar co~ buena aproxi mac ión como 

~ ­
o 

que tampoco admite rafees complejas. Supondremos pues qu e 

para los tiempos caracterl s ticos que se presentan en las pi­

las usuales, (55) no t iene mas que ralees reales. Volviendo 

'+ttV 
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tiene ralees complejas. Desde luego cabe considerar que si 

\ es una solucioD de (a), ~ deberá satisfacer la misma 

ecuación, 

f (;;.) 
l'l 

(b) 

y de aqul se sigue que 

o (c) 

Este criterio aplicado a las formas asint6ticas (56) 

muestra que, en virtud de las diferencias tan considerables 

que existen entre los tiempos de generación retardada e in­

mediata y los tiempos de relajamiento, f.(~) no tiene mas 

que los polos reales anteriormente mencionados ya que, de­

bido a las dichas diferencias es posible dividir el plano 

complejo ~ en anillos circulares en cada uno de los cua-

les f.(~) estA representada, con bastante buena aproxima­

ción por las formas asintóticas (56), ninguna de las cuales 

admi te raices complej as. En la zona en que I·~ I ~ I (55) 
t ro 

se puede expresar con buena aproximación como 

~ -
o 

que tampoco admite ralces complejas. Supondremos pues que 

p&ra los tiempos caracterlsticoB que se presentan en las pi­

las usuales, (55) no tiene mas que ra!ces reales. Volviendo 

--+-ttü"" 
66 



~DtoDce. a la ecuaci6n (44d ) cabe obaeryar que en el aeaipla 

DO Re A < 0, H.{TA) aumenta, conforme Re A • -~, aaa 

• lentamente que exp{IAI cos a 8(T t )} aiendo a = aap A y que 

6.(A) tiene un t6rmino dominante, el teroero, que aumenta 

como exp{ IAI coa a 8(T )} de manera que el oooiente 
B.(TA) At 

t 

6 (A) e ya a cero si Re A • -~. Se sigue que ,.(TA)
• 

el regular en la semicircunferenoia infinita izquierda y que 

el contorno de Bromwioh puede deformarle de la manera indioa­

da en la fig.2 as! que la integral (44) le reduce a una luma 

lobre 101 residuol de 101 poloa, 

mente simplca. U residuo R.3 

el coeficiente de (A-A.j)-I en 

ep. (TA) , o !'lea 

todos lo. cualel Ion obYia-
I

del polo A = - lIer'·3 1T. 3 
el desarrollo de Laurent de 

t x ] 
e _ A=A 

.j 

.. H.('rA. j ) 

6~ IA. j ) 

de aodo que 

S.(l:o) H.('rA.~) 11 

q. (Tt) = l: , e"'·j (57)f 1l j 6. (Aaj ) 

y ser' entonces 

11H.('rA. j )q' (r 'r t) = 1. l: S. (ro) S. (.[) (68).-.3 
ft .3 6~ (A. 3) 

.. 

~ntoDcea a l a ecuaciÓn (44d ) cabe obaer.ar que en el .eaipla 

no Re A < O. H. (TA) aumenta. oonforme Re A • -~. • •• 
lenta.enie que ezp{ IA! coa ~ 8( Tt )} aiendo m == .ap >.. y que 

6. (A) tiene un t~r.ino dominante, el tercero, que aumenia 

como ezp{!AI coa « B(T ) } de manera que el oooiente 
t 

B.lorA ) J..t 

6.(A ) 
e ya a cero si Re A • -~. Se aiiue que ,.(orA) 

es regular en la semicircunferenoia infinita izquierda 1 que 

el contorno de Bro •• ioh puede deformarae de la .anera indioa­

da en la fig.2 as! que la integral (44) ae reduce a una suaa 

sobre los residuo. de 1 01 poloa, todoa loa cuales son ob'fia-

si.pIes. g¡ residuo R.3 del polo 
I 

aer' aente A • .1 - -".j 
el. ooefioiente de (X.-A • .1 ) - I en el desarrollo de Laurent de 

,.(orA ). o l!Iea 

de .odo que 

q. (-Tt ) -

Y .erll. entoDees 

q I (1: .,. t ) = 

== ::.....:.:.& At] 
e _ >" == A 

• .1 

[ 
A--A ] 

6 ( Al 
• A=>" .~ 

H. (orA • .1 ) 

6~ \A.~) 

S.(1:o) H.(orA.~ ) 
I-

f~ .1 6~ (A.3) 

.l I 
ft .3 

S.(Io}S.(I) 

~ 

e .. ·.1 

H. (orA..,, ) \ 

e"·~ 
6~ P".j ' 

(57) 

(68) 



~ubstl\uJ.nao (40) en (~aJ so obtiene 

n (t) = 
11 

y r ecordando que 

(59) 

, un an'llsil SA 
2 12

I+ K + ~ To I +~ 1 ro 
• t a t 

mej ante al anterior muestra que 

n. (t) (60) 

obteni éndose 

(6 1) 

Del mismo modo se demuestra que 

(6 2) 

Los t~rminOB que contienen periodos decrecientes r e­

presentan transi torios ouya vida ~edi a es l "a~ l . Si l a pi 
la es subcrItica todos los t~rminos seran transito r i os : cual­

quier proceso de hendimientos inici ado en el reactor l e apa­

gar4 con una vida medía igual a maz{lwaJ I} de aanera que 

~ste no puede mantener una reacc~6n en oadena. Si la pila 

es orItica hay un térmi no est4tico y todos los rel t ante. son 

transitorios: a un tiempo suf i ciente.ente grande, 

t » maz{lwajl}, el react or se encontrarg en estado de 

~ubst1\QJonáo (40) en (~3) se obtiene 

y recordando que 
1 2 1 2 \ T 

+K!. t + f\. o 
mejante al anterior muestra que 

n. (t) 

obteniéndose 

Del mismo modo se demuestra que 

(59) 

• un an'11sis s,A 
1+>" 1 10 

.t 

(60) 

(61 ) 

(62) 

108 t~rminos que contienen periodos decrecientes re­

presen t an t r ansitorios ouya vida ~e¿ia es I». jl. Si la pi 
la es subcri tica to dos los t~rminos s aran transitorios: cual ­

quier proc eso de he ndimi entos iniciado en el reac tor se apa­

garA co n una vida med í a igual a max{ I~ .j l} de manera que 

~ste no puede mantener una reacc~ón en oadena. SI la pila 

es critica hay un término est~tico y t odos lo. re. tantea son 

transi torio s: a un tiempo sufi ciente.ente grande. 

t » max {I~.jl}. el reactor .e encontrar' en estado de 



equil i brio . Por dltimo, en la pila supercrftica habr' un 

periodo creciente de manera que todos los restantes son tra~ 

sitorios. 	 El comportamiento del reactor para tiempos sufi ­

• 	 cientemente grandes como para que el efecto de las condicio­

nes transitorias haya substancialmente desaparecido, puede 

describirse tomando el primer componente de la fundamental 

en (58), (81) Y (82). Esta soluci6n, que podrhmos llamar 

permanente en contraposici6n a los t~rminos transitorios, 
t/""o1aumenta con 	el tiempo como e • 

Si tt(E) designa la energia producida cuando un neu­

t~on de energia E produce un hendimiento y Ett es eu va­

lor correspondiente para un neutrón térmico, la potencia de 

la pila sed 

que se puede escribir como 


P(t) = f d~{?q,(r..,. t) v~& p(.,.) f(.,.} Et (.,.} d.,. + 

v o 

t64 ) 

Utilizando 	 (5~ Y (61) se ve que 

(65) . 

con 

v. 	 J S. (rJ dI: (85a) 
v 

-¡..e.a­
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equil i bri o. Por ~lt l mo, en la pi la supercrftica habr' un 

periodo cr eci ente de manera que todos lo s res t an t es son tra~ 

si to r i os. El comportamien t o del reactor para tiempos sufi ­

cientemente grandes como para que el efecto de l as condici o­

nes transitorias haya substanc i al mente desaparecido, puede 

describ i rse to mando el primer compo nente de la fundam ental 

en (58 ), (81 ) '1 (62). gsta soluci6n , que podrfamos llamar 

permanente en contrap os ici6n a l os t~rmi no8 transitor i os, 
t /""o 1 aument a con el tiempo como e • 

Si t f (E) des i gna la energía producida cuando un neu­

t~on de en erg l a g produc e un hendimiento y Eft es eu va­

l or correspondiente para un neutrón t6rmico, la potenc i a de 

la pila ser' 

que se puede escribir como 

{ 

'Tt 

P (t ) = f dr. f q' (r. 'T t ) 
v o 

Utilizando ( 5~ Y (81) se ve que 

con 

v. J S.(r.) dI: 
v 

+W-
6 9 

+ 

(64) 

(85) , 

(85a ) 



'Ti; 
Ha('T>--a ~ ) vI. f ( 'TI 

PII>' f p (7" } Et (7") d7" (65" )
" o t.~ (>--aj l D ft 

pl. t H. (7"t>--aj) Ett
Ptaj (65c ) • 

( I + >--l! jlatTo ) t.~ (>--aj ) 

Domo la pila es térmi ca, puede suponerse p.J « con loPtaj 
cual ser! aprox imadamente 

( 66) 

En una pila supercrf t ica, a tiempos sufic ien temente 

grandes, la potencia se puede expresar aproximadamente por el 

primer t~rmino de este desarrollo . Se ve entonces que l~ po­
ti fr o1 A i 1tencia aumenta como e • s pues, para que a pila sea 

controlable es necesario que sea suficientemente gran­IT 0 1 

de, lo cual, como resulta inmediatamente de la Fig. 1, re­

quiere una reactividad positiva pero peque~a. Si fuera 

ke = f ltiPi a !, la raiz posi t iva de la ecuación de enhoras 

caeria justamente en la regi6n en que la influencia de los 

neutrones inmediatos empieza a hacerse sentir. Para valorea 

menores de ke' la rafz caerfa en una región en que fo(>--) 

depende preponderantemente de l mecanismo de retardaciÓn. Se 

sigue que con el objeto de asegurar un periodo creciente su­

ficientemente l argo a modo de que la pila esté con t rolada 

por los neutrones retardados deb erá tenerse ... 
ke 

O < - < ¿ l U Piai (67)
1ke t 

-+e-4­
70 

'Tt H a('T~a~) v¿ 
P • f __ a 

p('T) 
f('Tl 

Er('T) d'T m .. t.~ (~a3' D f1; O 
(651t) 

P taj = 
pl.t H.('Tt~a3) Eu 
( I + ~JBjl.tTo) t.~(~aj l 

( 850) 

como la pila es tdrmica, puede suponerse p. j ee Ptaj oon lo 

cual ser4 aproximadamente 

(S8) 

En una pila supercr! tica, a ti empos suficientemente 

grandes, la potenoia se puede expresar aproximadamente por el 

primer t~rmi no de es t e desar r ollo. Se ve en t on ces que l ~ po-
ti 1T o 1 A 1 tencia aumenta como e • si pues. para que a pila sea 

controlable es necesari o que n 01 sea sufic i entemente gran­

de, lo oual. como resulta inmedi atallente de la Fig. l. re­

quiere una reao t i vidad pos itiva pe r o p eque~a. Si fu era 

ke = r l r1Pl~1 ' l a raiz posi t iva de la ecuaci Ón de enhoras 

caeria justamente en la re gión en que la infl uencia de los 

neutrones i nmediatos empieza a hacerse sentir. Para valorea 

menores de k e' la ralz oaer ia en una regidn en que fO(A ) 
depende preponderantemente del mecani smo de re tardación. Se 

sigue que oon el obj eto de asegurar un peri odo creciente su­

ficientemente largo a modo de que la pil a es té controlada 

por 108 neutrones r et ar dados deberá tenerse 

ke 
O e - e ¿ lUPlCll 

k et 1 

-+W-
70 

(87 ) 



que es la ·condiciÓn de seguridad'. 

Demostraremos ahora que la ecuacidn de enhoras (55) 

se reduce a la forma usual cuando se hacen las aproximacio­

nes ordinarias. Si el espectro le supone de la forma I(84}. 
kt( 7} estar~ dada por (86) y k por (III). con E de­et 

finido por (106). Haciendo 

lIerá 

(69)k et = 

(70) 

(lo (7) = 8 (7-"'0) (ti = (71)
(plt) 

pr 

y la ecuaciÓn de enhoras se reduce a 

-t ). Po lt o t ' lt1P1
-(e ro -1) (1-,8) -r (e - r 

1''' -1 ) (pl) ,81 ( 72)(plt) 
pr t pr 

en tanto que la condición de seguridad se puede escribir co-

IDO 

ke P1 lt1
O < < I ,8 (73)

1 1 (p1t)k et pr 

que es la ' cond ición de segur i dad-. 

Demost r aremos aho r a que l a ecuacidn de enhoras (55 ) 

se r educe a la f orma us ual cuando se hacen l as aprox imac i o­

nes ordi nar ias. Si el espectro le supo ne de la forma I (84). 

kt ( r) estar' dada por (B6 ) "1 lee' por ( 111 ), con f. de­

fi ni do por (1 06). Haciendo 

sera 

( 1-,8 ) 

(plt ) 
pr 

y la ecuaciÓn de enhoras se reduce a 

k. /3 1 T 1 .t ri 
P1 lti To 1t 

l: - - e 
(plt) 

+ A -
k., I le . t - + T A 1 

pr 

_ t l Po 1, o .t ro\. 
- (e ro -1) ( t-,B) -l: (e r -1) 

(p l t ) 1 
pr 

( 69) 

(70) 

(7 1) 

lup1 
(72 ) 

(pl ,) {ji 

pI' 

en t anto que La condición de seguridad se puede escribir 00-

ao 

(73 ) 



la cual, hacierd0 

(74) 

se transforma en 

('75 )
- f3 

Se puede obtener una mayor simplificación si se des­

precian las diferencias entre las energfas correspondientes 

a los neutrones inmed iatos y retardados. Será entonces 

Po = E.1 = p; lra = lf1 = lf' t ra = tri = tr ' (plf) 
pr 

= plf' 

ka! estará dada por 1 (112) y la ecuación de enhoras se sim­

plifica a 

To 1 t - .U To 1 t 1 
+ - - ~ + ( e r - 1) (-- A + -) (76)

ka! ka! kaf 

Cuando TT es muy grande. (76) da 
~ 

f 

ke 

Z
1 

/3 1 T1 

TT 
= 

0.0943--­
TT 

(77) 

con una constante independiente de la pila particular. !si, 

una pila con una reactividad de una enhora tiene ke = 2.e2%IO-~ 

L a condición de segurida'ó a esta aproximación es 

/3k < (78) 
e I - f3 

O sea ke < 7.59x10 -3 . 

-+oo.. 
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la cual, hacierdü 

( 74) 

se transforma en 

1 - f3 
( '75) 

Se puede obtener una mayor simplificación si se des­

precian las diferencias entre las energfas correspondientes 

a los neutrones inmediatos y retardados. Será entonces 

Po = E.i = p, lro = lB = l!, t ro = tri = t r , (plr) pr = plt. 

k er estará dada pOI' I (11 Z) y la ecuación de enhoras se silt­

plifica a 

+ 
To lt -)..t To lt 1 

-- A + ( e r - 1) (-- A + -) 
ke! ke! ke! 

(76) 

Cuando es muy grande. (78) da 

Z /3 1 T 1 
i 0.0943 

:: --- (77) 
TT TT 

con una constante independiente de la pila particular. As!. 

una pila con una reactividad de una enhora tiene ke = 2.e2J"IO-~ 

L a condiciÓn de seguridad-a esta aproximación es 

/3 
- f3 

-+00-

72 

(78) 



La ecuaciÓn (50) aplicada a l a fundamental (. = O) 

DOI da la ke! de la pila. El segundo miembro, o~nsidera­

do como una función ~(K~ ) del valor propio K2 
, es una 

función monótonamente decreciente de esta variable. Para 

un val or propuesto de ke o ke!' la ecuación ke! = ~(K2) 

determina el valor de K
2 y por tanto las dimensiones de 

la pila que son proporcional es a L = ~ . Si ke! = 1, 
/( 

,(/(2 ) ~ tiene por raíz K
2 = K~, ,~ valor característi­

co de la pila crítica cuyas dimensiones Ion proporcionales 

a la longitud característica Lo - --1 Si la pila el IU­
KO 

percritica, es decir, si ke > O Ó > 1, debido alket 
oaractar monótonamente decreciente de ,(K

2 
) la raIz de 

,(/(2) serA /(2 < K: d~ donde se infiere que L > Lo,= k et 
lo cual implica que las dimensiones de la pila deberAn lar 

aayores que las correspondientes a la pila critica. 0,1 ail­

mo modo se demuestra que una pila sub-critica con ke < O 

6 k.! < I deber' tener K 
2 

> /(0 
2 6 L < Lo y es por tanto 

aal peque~a que la pila crItica. 

S.- La Pi l a oon un ndmero arbitrario de ~endimientol ini­

ciales •. 

gl comportamiento de un reactor cuya operacidn le ini­

oia no con uno, ' sino con cualquier ndmero de hendimientos 

iniciales puede obtenerse f'cilmente de los relultados de la 

lecciÓn anterior aprovechando la circunstancia de que lal 

ecuaciones integrodiferenciales de la pila, son lineales. 

Si le supone pues que al tiempo t = O ocurren variol hen­

dimientos en los puntol ~~ (~= 1,2,3, .~.), la lolu~1dn 

lerA meramente la suma de las soluciones obtenidas proTia­

La ecuaci 6n (50) aplicada a la funda.enial (a = O) 

DOI da la kat de la pila . El s egundo miembro. oonsidera­

do como una función ~ (K ~ ) del valor propio I(i, ea una 

función mo nótonamente decreciente de esta variable. Para 

un val or pro puesto de ke o ket' la ecuación kat = , ( 1(2 ) 

determina el valor de 1(2 y por tanto laa dimensiones de 

la pila que son proporcionales a L = ~ . Si k.t = 1, 1( 
tiene por ra!z 1(2 = I(~, ,~valor caraoteriatl-

co de la pila critica cuyas dimensiones .on proporcionales 

1 1 d t 1 t i L I Sl la 11 a a ongitu carae er s ca o - -- p a es su-
KO 

percr!tica , ea deci r. si ka > O 6 kat > 1, debido al 

oaracter mon6 t onamente decrecien t e de ,(1(2 ) la ralz de 

,(1(2 ) = kat ser' 1(2 (K: d~ do nde ae inflere que L > Lo. 

lo cual implica que laa dimensiones de la pila deber'n ser 

.ayores que las correspondientes a la pila critica. 0.1 ail­

mo modo se demuestra que una pila sub-critica con ka < O 

deber! tener 2 2 
K >,1(0 L < Lo y e8 por tanto 

aa. peque~a que la pila critica. 

S.- La Pila con un ndmero arbitrario de ~endimientos ini­

ciales. 

gl comportamiento de un reactor cuya operación se ini­

oia no con uno, sino con cualquier ndmero de hendimientos 

iniciales puede obtenerse facilmen t e de los resultados de la 

lecci6n anterior aprovechando la circunstancia de que laB 

ecuaoiones integrodiferencialeB de la pila. Ion l ineales. 

Si Be supone pues que al tiempo t = O ocurren varioa be n­

dl~ient o8 en los puntos ~~ (~= 1,2.3 •• ~.), la soluoldn 

aerA meramente 18 suma de las soluciones obtenidas provia-



mente, para 1:0 rl, r2, r3, ..•• Asi, de (58), (61) 'l 

(82) se obtiene 

q'(,"Tt) 

t 
e"-j (79) 

1 TI kit _t_ 
( t) = - I S ( ) S ( ) e"aj°1 ~ • a r~ .!: (1' T) A'(' ).l.t _ ~aS +l\.aJ 1 u a ""aj 

La potencia desarrollada por la pila ser' 

P (t) = (80) 

Es obvio que la efectividad de un hendimiento para ha­

cer marchar la pila depende considerablemente de la posici6n 

en que ocurre. Un hendimiento inicial en el punto 1:~ no 

podrá excitar aquellas harmónicas que tengan un nodo en ¡:~ 

En cualquier oaso la amplitud de la exoitación es proporcio­

nal a Sa(!:~) ' 

4.- Pila Epitérmica. 

El comportamiento di námico de la pi la epit~rmica no 

e8 esencialmente diferente al de la pila térmica, por lo me­

mos en lo que se refi e re a la reactividad. La constante de 

reproducci6n efectiva está dada por 1(119) 'l la ecuaci6n de 

mente, para 1:0 

(82) se obtiene 

LI, 1:.2, 1:.3, .... Asi, de (58), (61) Y 

q'(Il'Tt) 

P (t) -

t 

e "a.1 

La potencia desarrollada por la pila ser' 

'<" S ( ) V (P p) ti.". J 
L • ~~ • aj + t • .1 e 

~.j 

(79) 

(80) 

Es obvio que la efectividad de un hendimiento para ha­

cer marohar la pila depende considerablemente de la posición 

en que ocurre. Un hendimiento inicial en el punto r.~ no 

podr' excitar aquellas harm6nicas que tengan un nodo en r.~ 

En cualquier oa80 la amplitud de la excitaci6n es proporcio­

nal a S. (~~) • 

4.- Pila ~pitérmica. 

El comportamiento din4mico de la pila epit~rmica no 

es esencialmente diferente al de la pila térmica, por lo me­

mos en lo que Be refiere a la reactividad. La constante de 

reproducción efectiva est' dada por I( 1 19) Y la ecuación de 



enhoras por (47). AdemAs de las definiciones (48) y (49) 
es conveniente introducir las funciones 

1 t o. (r ' , r) 

po(r',r} = p(r',r} 

t (r',r) = 8(r) - 9(r')
ro 

(8 I ) 

de modo que 

rft. ~ (rf+ O d.,. D O dr' lto.("",r) po(r',r) k(r',r) + 

(82) 

Introduciendo las magnitudes 

Despu~s de alguna manipulac~~n algebr~ica. la ecua­

ciÓn de enhoras puede escribirse en la siguiente forma: 

~ 
75" 

enhonll por (47). Adem4.s de las definicionos (48) y (49) 

es conveniente introducir las funciones 

~K2('T-'T' ) 2 

lto.(-r', T) := lu.('T ) 
-1( ('T-'T i ) 

e • e • 

Po(-r' , 7") :: p('T','T) p 1 ('T) = p('T 1 ,'T) (91) 

t ('T"' , 7" ) e ( 'T) - 8 ( 'T' ) tri ('T) = 8(T ) - a('T i ' ro 

de modo que 

(82 ) 

I ntroduciendo las magnitudes 

D es p u ~s de al guna mani pulac ~~ n algebr~ica. la ecua­

ción de enhoras puede escribirse en la siguiente f orma: 

-::--HT9-
75" 



+ 

'l"i 

1 -r:i v¿ 
a+ Tolt,x' dr(- - f Dkat.. O 

¿+ r <r 1 ti ('1") Pi (r) a.1l1 (7') 
1 

-.1.t 
- ¿ (e ri -1) lt.l Pl ~.i 

1 

(84) 

Llamando de nuevo f.(A) la funci6n que aparece en el 

segundo miembro de esta ecuaci6n ae observa que ai IAI«T i 

Si :>d "­
Ti 

r _1_T~i___ ¡~ t.iP ia..l+ 
-;: +Ti l 

Se observa que el efecto de 10B neut ron eB r'pi dos se 

man~fiesta en la alteraciÓn de los valores num6ricoB de 108 

coeficientes de esta B ecuaciones y no en la es tructura f un­

+ 
'Ti 

1 -r:i V2 
+ Tolt.A (- - f a d'T 

ket., O D 

+ 2 lf1('T) Pi ('T) Cl Il1 (T) 
'T 1 <'T 

-.1t 
- 2 (6 r1 -1) lhi Pi /l.1 

i 

(84) 

Llamando de nuevo f.(A) la funci6n que aparece en el 

segundo miembro de esta ecuacl6n se observa que si IAI«T1 

Se observa que el efecto de los neutrones rápidos se 

man~íiesta en la alt erac i6n de los valores num~ricos de los 

coeficientes de estas ecuaciones y no en la estructura fun-



clonal de las mismas. Para valores reales y muy peque~os de 

A, fll (A) varia linealmente con A en tanto que para va­

lores un poco mas grandes aparece ya la estructura tipica 

consistente en varias ramas separadas. El comportamiento de 

f.(A) para valores mayores de A depende en gran parte de 

las relaciones de magnitud que existan entre el tiempo de g~ 

neración inmediata To y los tiempos de relajamiento. El 

tiempo de relajamiento tiene por valor 

110 
dE ln (Eo/Et) 

t = O(T ) = ~ ro t v¿~EJ v¿ ~ lit 

y siendo To = , en orden de magnitud seré. 
vtLat 

Hemos dicho que la pila térmica se caracteriza por 
L

la condición -A« I , cuya condición implica, segdn la 
Lg

ecuaci6n anterior, que en esta pila ser! « To • Ent ro 
La una pila epitérmica, sin embargo , 'no necesita ser muy
Lg 

peque~o y cabe pensar que llegara a ser del orden de uno. 

En tal caso seria t ~ de suerte que 108 tiempos dero To 
generación inmediata y de relajamiento entrarlan en juego 

casi simult!neamente. En cualquier caso, por un argumento 

semejante al que fue empleado en el caso de la pila térmica 

se concluye que la condición de seguridad para el caso epi­

térmico es 

cional de l as mismas . Para val ores reales y muy p equ8~os de 

A, f.{ A) varia linealmen te con A en tant o que para va-

lores un poco mas grandes aparece y8 la estruc t ura tip ica 

consi stente en varias ramas separadas . El comportami en to de 

f.( A) para valo ree mayores de A depende en gran parte de 

las relac i ones de magnitud que existan en t r e el tiempo de g~ 

neraciÓ n inmediata To Y l os tiemp os de relajamiento . El 

tiempo de relajami en to ti ene por val or 

y sien do To 
Vt ¿ "t 

, en or den de magnitud s e rA 

t r v t Eo ¿"t 

To 
~l 

E t re v n 

Hemo s dich o que l a pi l a t6rmica s e caracteriza por 
¿ 

la condici6 n -A « I cuya condici6n i mp l i ca , segdn l a 
¿~ • 

ecuac iÓn ante r ior, que en est a pila se rA t ro « To • ~n 
¿a 

una pila epi t érmica, si n embargo, ' n~ necesita Ber muy 

peque~o y cabe pensar que llegara a s er del orden de uno. 

En tal C8BO ser i a t r o ~ To de suert e qu e l os tiempos de 

generac i Ón i nm ediata y de rela j amien to entrarian en juego 

cas i s imultáneamente. En cualquier cas o , por un argumento 

semejant e al qu e fu e emp l eado en el cas o de la pila t érmica 

se concl uye qu e la oondi ci Ón de seg uri da d para el caso ep i­

térmico es 

(Be, 



Un análisis detallRdo del comportamiento de un reac­

tor epit6rmioo sólo es posible cuando se cono ce en detalle 

el curso de las secciones con le ener gí a y sus valores re­

lativos. Por lo pronto nos limitaremos a se~alar dos carac­

ter!sticas que se infieren directamente de las ecuaciones 

generales establecidas: la ecuación (65) muest r a que, a igual 

dad de flujo térmico , la pil a epi térmica desarrolla mas po­

tencia que la pila t6rmica y l{1 18) muestra que el tama~o 

critico de la primera es menor que el de esta última. 

5;- Pila Rápida. 

Supongamos ahora que la absorción de neutrones es tan 

intensa que éstos no llegan ~ establecer equilibrio térmico 

con el material de la pila. Podemos hacer p = O, nt(rt) = O 

en nuestras ecuaciones fundamentales l(44} obteniendo as! 

el sistema de ecuaciones que describ e el comportamiento de un 

reactor que trabaja tan solo con neutrones rápidos. Re~ul­

te de este modo, 

oq I (1: r t) t:.q' (r r t) _ oq'(¡: r t) 
D ot 'Or 

(87a) 

rJt. dp (r ' ) el (l:t)
k (r' ) q' (l: r ' t) dr ' - --- (87b)

1 dr ' Ti 
o 

que deben resolverse con las eondi e lones 

oA) 

+t-f­
78 

Un análisis detallado del comportamiento de un reac­

tor epit6rmico sólo es posible cuando se conoce en detalle 

el curso de las secciones con l~ energía y sus valores re­

lativos. Por lo pronto nos limitaremos a se~alar dos carac­

terísticas que se infieren directamente de las ecuaciones 

generales establecidas: la ecuaoión (65) muestra que, a igual 

dad de flujo tármico, la pila epi térmica desarrolla mas po­

tencia que la pila t6rmica y I{I 18) muestra que el tama~o 

crítico de la primera es menor que el de esta nltima. 

5;- Pila Rápida. 

Supongamos ahora que la absorción de neutrones es tan 

intensa que éstos no llegan ~ establecer equilibrio térmico 

con el material de la pila. Podemos hacer p = O, nt(rt) = O 

en nuestras ecuaciones fundamentales I(44} obteniendo así 

el sistema de ecuaciones que describe el comportamiento de un 

reactor que trabaja tan solo con neutrones rápidos. Resul­

ta dI') este modo, 

I oq' (~ r t) 
D ot 

rt 

- J 
o 

t:.q' (r. r t) _ oq' (¡: r t) 
or 

que deben resolverse con las condicIones 

A) 

+t-t-
78 

(87a ) 

(B7b) 

O 



B) q' (1: T O) = Q' (1: T ) 

dadas 

e) q'(~ o t) = o 

~stas ecuaciones pueden resolverse por el mismo méto­

do que se siguió en la primera sección. Se encuentra el 

transformado de Laplace y se substituyen las ci(~ A) en la 

ecuación de los neutrones r'pidos obteniéndose una expresión 

que es id6ntica a (5) con nt(~ A) = O. Se efectñan luego 

las substituciones (6) y (7) obteniéndose para u (r T A) 

una ecuación integrodiferencial que resulta de (9) haciendo 

ñt(~ A) = O. Se emplea entonces el desarrollo (13) con el 

resultado de que u.(TA), que también en este caso debe 

cumplir la condición (14a), debe ser una solución de la ecua­

ción integral (15) con ñ.(A) = O. Resolviendo esta ecua­

ción (para lo cual basta hacer ñ.(A) = O en (21)) se oe­

tiene 

u (TA)• (88) 

en donde Ja(A), D(K:A), h.(TA) e 1.(TA) son las funcio­

nes definidas por (28), (22), (17) Y (1 e) respectivamente. 

La solución es ahora 

(89) 

con q.(Tt) Y Ci.(t) dadas por (32) . 

B} q '(¡: r O)= o.'(.r r) 

dadss 

e) q' (1: o t) = o 

Estas ecuac i ones pueden r esolver s e por el mismo méto­

do que se sigui6 en la primera secci ón. Se encuentra el 

transformado de Lapl ace y 8e substituyen la8 C l ( ~ A) en la 

ecuaci6n de los neutrones r'pi do s ob ten iéndose una expres i ón 

que 6S id6ntic& a (5) con Qt (.r A) = O. Se efectnan l uego 

las substituciones (6) y (7) obteni6ndose para u (.r r A) 

una ecuación integrodiferencial que resul ta de (9) haciendo 

üt(.r A) = O. Se emplea ento nces el desarrollo ( 13) co n el 

resultado de que u. (rA }, que tamb i én en este caso debe 

oumplir la condición ( 14a), debe ser una s oluci ón de l a ecua­

ción integral (15) con ñ. (A) = O. Resolviendo esta ec ua­

c i ón (para l o cual basta hacer ñ. (A) = O en (21 }) se o~­

ti ene 

U ( r~) • (88 ) 

en donde J.(A), D(K:A), b. (rA) e I.(rA) son las fun c i o­

nes definidas por (28 ) , (22) , ( 17) Y (1 6) res pec t ivamente. 

La solución es ahora 

q'(r. r t) = i S.(.r) q. (rt) } 11 

(89) 

ct(r t ) i S. (r) c h (t) 
• 

con q. ("/"t) Y c h(t ) dadas por (32) . 



Considerando el ca so discu t i do en la sección 2 al que 

corre sponden l as condic i o~es iniciales (33) . s ubstituyendo 

(3 7) y {38} en (88) se obtiene 

(90 ) 

ell tanto que de (43) resulta 

TikU h.(TA) 
(91 )

( I+>" Ti) D(K!>") 

obteniéndose as1 

S&(I:o) e.1t R.(T>..) 
qm(T>..) = d>" 

ft 217i f D (K!>" )
Br 

(9 2) 
S. (I:o ) Ti k it e 

lt 
H.(T>.. ) 

c h (t) = d>.. 
ft 217i f ( 1 +A T1) D (K!>" )

Br 

• 
que describen comple tamente la solución. 

Se reconoce de i nmediato que H. {TA) es la misma fun 

ci6n defin ida en (44a ) y qu e D( K!>" ) es el valo r parti cular 

de 6 . (A) en (44b) cuando p = O. La ecuación de enho ra3 

(45) se reduce aho r a a 

(93) 

que puede escri birse baj o l a for ma 

-++.4= . . 
8{) ~ 

Considerando el caso discutido en la sección 2 al que 

corresponden las condiciones iniciales (33). substituyendo 

(37) y (38) en (88) se obtiene 

h (TA) 
It 

(90) 

Bn tanto que de (43) resulta 

Sm(~O) Ti k11. h.(rA) 
f1. (I+ATi)D{K!A) 

(91 ) 

obteniéndose as1 

qm(TA) 
Sm{r.o) 

f 
el.

1. 
R.{TA) 

dA 
f1. 277i D (K!A) 

B 
r 

S.( r.o ) Ti kit 
~1. 

H.(TA) 

f 
e 

c tw.( t) = 
(K!A) 

dA 
ft 277i ( I +A T 1) D 

Br 

(92) 

que describen completamente la soluci6n. 

Se reconoce de inmediato que Hm (TA.) es la misma fun 

ci6n definida en (44a) y que D(K!A) es el valor particul ar 

de ~m(A) en (44b) cuando p = O. La ec uación de enhoras 

(45) se reduce ahora a 

(93) 

que puede escribirse bajo la forma 

'.t ( T I T) d T' ... 



1 () () -..1. t r 1 ( 'r ) k 1 ( T) )+ 
r 

l 
<r ti. r Pi r e (94 ) 

1 1+~ Ti 


Como en este caso 


+ (95) 

utili zando (83 ) se demuestra fácilmente que la reactividad 

tiene por valor 

rt vl { r ( I ) 

J D a d~ f (e- 'r 'r -1) 1 (') (') (')" I. ).t ro t 011 r r Fo r r cx110 r r ~'T + 

e o 

(ge) 

El comportamiento de la funci6n fll~~} que aparece 

en el segundo miembro de (96) para valores reales de ~, ~s 

bien distinto al de loe casos anteriores. Si I~I« 1 
Ti 

rt 

f.(>,) "" ~ f f ltill(r ) p1(r)cxat (T) (97a) 
r1 

En la región en que-

+ r 
'1'1<'1' 

1 () ( ) -..1. t t" 1 ( T ) k i ( T ) J 
t1a 'r Pi 7" e = 

I +~ T 1 
(94) 

Como en este caso 

+ (95 ) 

util i zando (83 ) se demuestra f ácilmente que la reac ti vi dad 

ti ene por valor 

( ~a d- J ( e - .\ t ro T T - 1) 1 ( ' ) ( ' ) ( ' )'" 
Tt.,.r { T ( , ) 

j " . fOil T T Fa T T a.e T .,. , .. :r + 

e o 

( 96 ) 

El compor t amie nt o de la función r. :~) que aparec e 

en el segundo miem br o de (96) para valore s reales de ~. &8 

bi en dist into al de loa casos anteriores. Si I ~ I « ' 
Ti 

(97&) 

En la reg i Ón en que 



'Tt v~ ..f l tl~('T}Fl( 'T )~.11 ~ ) -d'T (97b)
D 

'Ti 

Y en la zona en que IAl » -
I 

pero ¡Al ". 
Ti tr i 

'Tt 'TV~a -.h ( .,.' .. ,
f (A) '" I - J Td'T f e ro lt", .. (r''T)p.(1T f '1I'' ¡,a•• ,{1r' T" )dr ' (97c)

Ir. o o 

Para valores po sitivos de A, f. ("" varta entre O 

y I co nforme A varI 8. ent r e O e oo . Para val ore. negs tiToe 

de A, f. (A' mue s tra las tipicas ramas s epar&cla. qwe corren 

de _ 00 a +00 de sue r te que s i p. > O l a pila tie~e un pe­

riodo po sitivo y todos l os restante. megativ~., si p . = O 

hay un perio do in f i ni t o co rrespondie~t e a la s~luci~n esta­

cionaria en t anto que los restante. s on negativos, si p . < O 

todos lo s periodos son negat ivo s. 

Ant es de co nclui r es conveni ente hace r alguna s ' cGn­

ciderac i one s r esp ec t o a l as l i ~itac i o nes de la t eorf a desa­

r r oll ada en est e trabaj o y en el que l e preee~e . ~s biem sa­ • 
bido que la teo r!a de la di fus i6n no es Y'11 ~a em regio mes 

del orden de t amafio de 108 caminos l i bre s meii oB mi en r~­

giones en que la abso rc i 6n es muy intensa . P~es t~ que l as 

dimensiones de un a pilB. homogénea som del c)t"dcll de la l on-
Igi tud caracterist ica L = - , podemos 6s ta.bl eoeer, eom'O un 

KO 

cri t erio apro ximado para juzgar la. validez ti c 1 .... ee~1!le.cio­

ne s desarrolladas, las dos relacion es 

At. « L ó 

(9S) -
y 

(97b) 

y en la zona en que 

Para valores positivos de A, f
ll
('\) vaT1. entre O 

y I conforme A varIa entre O e~. Para valores negBtívoe 

de A, f.(A) muestra las tlpicas ramas separadas qwe corren 

de -m a.oo de suerte que si p. > O la pila tie~e un pe­

riodo positivo y todos los restantes megativ~., li ~. = O 

hay un periodo infinito correspondleDte a la Bmluci~n esta­

cionaria en tanto que los restante. 80n negativo~, si p. < O 

t odo s los per i odos son negativos. 

Antes de concluir es conveniente hacer alg~nas'cmn­

s ideraciones respecto a las li~itacíones de la teorIa desa­

rrollada en este trabajo y en el que le preee~e. ~s biem sa­

bido que la teor l a de la difusi6n no os v'11~ a om regiomes 

del orden de tama~o de 108 caminos libres me~iml ni en ra­

glanes en que la absorci6n es muy intensa. P~~.tm que las 

dimensiones de una pih. homogénea son del ordo,!) de la lon-
I gí tud caracteristica L = - , podemos ostaIDle-cer, como un 

KO 

cri terio aproximado par a juzgar la validez lie 1 ... ee'l!I.e.cio-

nes desarrolladas, las dos relaciones 

6 

(98) 

y 



Ambas se cumplen bastante bien en las pilas térmicas. 

En ellas~ por lo general It es del orden de uno, en tanto 

que KO es del orden de 10
-2 

• Ademas, excepto en las ban­

das de resonancfa, la secci6n de absorci6n es, por regla ge­

neral, menor que la de dispersión. Podemos esperar que en 

tares casos la teoría describa bastante bien el comportamien­

to de l os reactores. Sin embargo, conforme se procede a si­

tuaciones en las que los neutrones rápidos empiezan a tomar 

un papel i mportante, las dos cond i ciones (98 ) dejan de cum­

plirse y cabe esperar que la teoría muestr~ fallas cada vez 

más severas. Esto es particularmente cierto en pilas rápi­

das de dimensiones reducidas en las que la absorci6n juega un 

papel preponderante. Situaciones de este tipo deben ser 

analizadas con l a teoría del transporte. 
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