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CAPITULO 1

RESUMEN/ INTRODUCCION

Por encima de la superficie solar (a 6,000 K) se encuentran las capas atmosféricas
llamadas cromosfera y la Corona. Entre estas dos capas la temperatura incrementa
abruptamente hasta alcanzar temperaturas > 10° K en cuestién de cientos de kilémetros
(~ 300 km po encima de la fotosfera). Esta delgada regién se conoce como Regién de
Transicién (RT). A finales de los anos 30’s, Grotrian (1939) y Edlen descubrieron que
las lineas espectrales observadas en el espectro de la RT son emitidas por elementos
tales como el fierro (Fe), calcio (Ca), niquel (Ni) en estados elevados de ionizacién, por

lo que concluyeron que el gas coronal esta a una temperatura muy elevada.

La pregunta de por qué la Corona esta tan caliente sigue siendo un enigma y tema de
estudio en la actualidad; se le conoce comunmente como “Problema de calentamiento
coronal”. Aun cuando la RT y Corona estan muy calientes, la densidad es muy baja.
De tal forma que sélo una pequena fraccion de la radiacion solar total se requiere para
“alimentar” a la RT y Corona. La potencia total emitida en rayos-X es tan sélo una
millonésima parte de la luminosidad total del Sol, por lo que existe suficiente energia
solar para calentar estas regiones. Hay dos aspectos del problema de calentamiento
coronal que son de interés, uno es cual es el mecanismo fisico que produce dicho calen-
tamiento y en segundo lugar, qué mecanismo es responsable del transporte el calor de

las regiones mas calientes a las més frias de la Corona.

A lo largo de los anos se han propuesto varios modelos de calentamiento Coronal

que estan basados en la presencia de campo magnético en la atmosfera solar y asociados
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a regiones activas (algunos trabajos donde discuten los diferentes modelos se pueden
consultar en las siguientes refrencias | 1, [ |).Hasta
el momento ninguno de los modelos propuestos ha sido capaces de explicar por qué
esta tan caliente la Corona. Hay dos modelos propuestos que parecen ser los mejores
candidatos, uno de ellos es el de reconexién magnética (nanorafagas, | 1)
y el otro es el calentamiento por ondas de Alfvén ( | |). El calor depositado
en las regiones activas por estos eventos de reconexion debe propagarse al resto de la
Corona a fin de mantener la temperatura aproximadamente uniforme que se observa.
Sin embargo, se han hecho pocos trabajos relacionados con éste iltimo punto. Existen
trabajos sobre el transporte de calor dentro de arcadas coronales como |

] pero no sobre el transporte en toda la Corona.

Nuestro objetivo es determinar experimentalmente y a través de un modelo de cami-
nata aleatoria qué tipo de transporte de calor se lleva a cabo en la Corona. El transporte
de calor se puede referir a los siguientes mecanismos: radiacién, conduccién(difusion)
y conveccion. Dentro del transporte de conduccién térmica existen tres diferentes
regimenes dependiendo de la cémo escala la desviacion estandar de la distribucion de
las particulas con el tiempo (i.e. (o) ~ t7), el transporte puede ser difusivo normal si
la relacién es lineal (v = 1), superdifusivo si es mayor al lineal (y > 1) y subdifusivo si

es menor al lineal (v < 1).

Esta tesis se compone de las siguientes partes, en la primera parte, en elCapitulo 2:
Conceptos Basicos de la Corona se incluye un resumen sobre las caracteristicas generales
y las propiedades fisicas del Sol y la atmosfera solar haciendo énfasis en la Corona. En el
Capitulo 3 se incluyen los fundamentos tedricos del transporte en un plasma haciendo
particular énfasis en la teoria del transporte de calor, sus diferentes mecanismos y los

coeficientes de transporte que provienen de las ecuaciones de Braginskii.

En el Capitulo 4: Recoleccion de Datos y Obtencion de Mapas de Temperatura
se describe el procedimiento y criterio de seleccion que seguimos para descargar los
datos del evento solar que escogimos. Los datos consisten en imégenes en seis filtros
del EUV tomadas por el instrumento ATA(Atmospheric Imaging Assembly) a bordo
del SDO(Solar Dynamics Observatory). En este capitulo también se describe cémo se

obtienen los Mapas de Temperatura usando un software libre conocido como SolarSoft.



Después, en el Capitulo 5: Procesamiento de Mapas de Temperatura se describen
algunos métodos de procesamiento de datos basados en Descomposicion Ortogonal
Propia que fueron utilizados para extraer la informacién y estructuras més importantes
de los Mapas de Temperatura. En el Capitulo 6:Andlisis de Mapas de Temperatura se
describe el procedimiento por el cual determinamos la conductividad térmica y el tipo de
tranporte de calor de la propagacion de un pulso térmico -originado en una regién activa.
Encontramos que la conductividad térmica paralela (a é) es k= 1.67 x 10¥"m~1. 571
y el transporte de calor de dicho pulso resulté tener v < 1, i. e. el transporte es
subdifusivo.

Como parte complementaria del trabajo y para entender cudles son los mecanismos
fisicos que toman lugar en el transporte de calor en el plasma Coronal construimos dos
modelos de caminata aleatoria (en el Capitulo 7) basados en la estructura magnética
que intentan simular el transporte de calor en dicha region. En los modelos consider-
amos que las particulas transfieren su energia térmica por medio de colisiones y que su
movimiento se restringe a ser paralelo a las lineas de campo magnético de las arcadas
coronales. Encontramos que el transporte de calor para los dos modelos es subdifusivo.

Finalmente en el Capitulo 8: Conclusiones y Trabajo Futuro se hizo un resumen
e interpretacion de los resultados obtenidos en el andlisis de imagenes y modelos de
caminata aleatoria. Ademas se menciona cudl es el trabajo a seguir puesto que el

estudio de la Corona es un tema muy amplio y atn hay interrogantes por resolver.
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CAPITULO 2

CONCEPTOS BASICOS de la
CORONA

En la siguiente seccion de este capitulo daremos un resumen sobre las propiedades fisicas
basicas de la atméfera solar. Haremos particular énfasis en las caracteristicas fisicas de

la Corona porque ésta es nuestro tema de estudio.

2.1 Atmosfera Solar

[ ]

Cuando vemos al Sol, a simple vista pareciera como si tuviera un borde muy claro
y bien marcado. Sin embargo, el Sol no tiene realmente una “superficie”, lo que vemos
es la region donde la atmosfera solar es dpticamente delgada y los fotones que ahi se
originan pueden cruzar esta region sin ser absorbidos, escapando asi al espacio exterior.
Inclusive esta region no esta bien definida puesto que hay algunos fotones que puedem
escapar ain cuando la profundidad éptica (1) es mayor que la unidad, mientras que
otros pueden ser absorbidos atin si 7 < 1. Sin embargo, la probabilidad de que un fotén
escape de la atmosfera solar disminuye rdpidamente a medida que aumenta la profu-
nidad éptica. Por lo tanto, la atmdsfera solar cambia abruptamente de ser 6pticamente
delgada a ser 6pticamente gruesa en 500 km. Esta distancia relativamente pequena

(0.07 Rp) es la que le da al “borde” solar una apariencia muy marcada.

5
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Figura 2.1: Extension vertical de la atmosfera solar y sus distintas capas.

La regién donde observamos que se originan los fotones es conocida como la foto-
sfera. En esta region la temperatura del plasma decrece desde un valor de 6 kK en
la base de la fotosfera (definida como la base donde la profundidad éptica a 5000 Aes
7 = 1) hasta alcanzar un minimo de 4.4 kK a una altura de aproximadamente 500 km
por encima de esta region. Arriba de la fotosfera la temperatura vuelve a aumentar.
Se pueden observar lineas de absorcion en la fotosfera que sirven para determinar por
un lado la composicién quimica (principalmente iones de H™) y por otra parte sirven
para medir la tasa de rotacion del Sol. Usando el corrimiento Doppler en el limbo solar
se puede determinar que el Sol gira diferencialmente (i.e. su rotacién depende de la
latitud). En el ecuador el periodo de rotacién es de & 26 dias, e incrementa a 37 dias en
los polos. Las estructuras mas comunmente observadas en la fotosfera son las manchas

solares; regiones asociadas a campos magnéticos muy intensos y con una temepratura
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menor a la del resto de la superficie solar.

Después de la fototosfera le sigue la Cromosfera, cuya intensidad es de tan soélo
10~ veces el valor de la intensidad en la fotosfera. Es la porcién de atmosfera solar
que se encuentra justo por encima de la fotosfera y se extienden verticalmente hacia
arriba hasta unos 2000km. Un analisis de la luz que se produce en esta region muestra
que la densidad de plasma decrece por aproximadamente un factor de 10*, mientras
que la temperatura empieza a aumentar a medida que incrementa la altitud, desde
un valor de 4400 K hasta 25,000 K. Una de las lineas de emision mas predominantes
de esta region es la de Balmer H,, aunque también pueden aparecer en el espectro la
serie completa de Balmer del Hidrogeno y las lineas de He II, Fe II, Si II, Cr II, Ca II.
Algunas de estas lineas de emisién (como H,) no se ven normalmente frente al disco
solar, pero se pueden observar por unos cuantos segundos en el principio y final de un
eclipse solar total; a este fenémemo se le conoce por el nombre de Espectro Instantaneo
(Flash Spectrum). Hoy en dia existen instrumentos especiales que ocultan el disco solar
para s6lo observar la Cromosfera (y Corona). En esta region se pueden identificar varios

rasgos caracteristicos como son las prominencias, filamentos, espiculas y supergranulos.

Por encima de la Cromosfera, se encuentra la Regién de Transicién (RT) (en
algunos libros consideran esta region como parte de la Corona baja y en otros no lo
hacen). Esta delgada capa representa los limites de varios pardmetros fisicos: (1) separa
una regiéon donde hay un aumento sibito en la temperatura (de 10*K a 10K, ver Figura
2.2), (2) divide también la regién donde hay un brinco en la densidad (de = 10*cm™3
hasta 10%cm™2) y (3) marca la transicién de una 8 >> 1 a un régimen de 3 baja. La RT
se encuentra a ~ 2300 km por encima de la fotosfera y tiene una extensiéon vertical de
~ 300km. Esta region puede ser observada selectivamente a varias altitudes en el UV
y EUV del espectro electromagnético. Por ejemplo, la linea de emisién del hidrégeno
Lyman a en 1216 A(n = 2 — n = 1) es producida en el tope de la cromosfera a 2x10*
K; la linea del C III en 977 Ase origina en un nivel donde la temperatura es de 9x10*

K; la linea del O VI en 1032 Ase origina a una temperatura de 3x10° K y el Mg X crea

una linea en 625 Aa una temperatura de 1.4x10% K.

Seguido de la RT se encuentra la Corona. Esta se extiende hacia el espacio ex-

terior por varios radios solares y libera una energia 10° menos intensa comparada con
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Figura 2.2: Estructura de temperatura de la atmésfera solar.

la de la fotosfera. Dado que la densidad en la Corona es muy baja (t{picamente 10°

3 3 a nivel del mar en la

particulas por cm ™3, comparado con 10 particulas por cm™
atmosfera terrestre), es praticamente transparente a toda la radiacion electromagnética
(excepto para longitudes de onda de radio) y ademds no se encuentra en Equilibrio
Termodindmico Local (ETL) '. Para gases que no se encuentran en ETL, no se les
puede asignar una temperatura estrictamente definida. Sin embargo, las temperaturas
obtenidas considerando niveles de ionizacién y emision de radio dan resultados consis-
tentes. Por ejemplo, la presencia de las lineas del Fe XIV indican temperaturas que
se exceden de los 2 x 10° K, asi como también lo indican las fneas producidas por el

ensanchamiento térmico Doppler.

'El ETL se da cuando el intercambio de energia entre las particulas del plasma por medio de
colisiones alcanza un estado estacionario y esto permite definir una temperatura del plasma. Cuando
este régimen no se cumple es porque la frecuencia de colisiones es menor a la frecuencia ciclotrén de

los iones y electrones.
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2.1.1 Corona Solar

De acuerdo a la radiacion proveniente de la Corona, se pueden indentificar tres com-
ponentes estructurales diferentes: (1) La Corona K (palabra que proviene del alemén
Kontinuierlich para referirse a “continuo”) corresponde a la emisién continua de luz
blanca que resulta de la radiacion fotosférica dispersada por electrones libres en la
corona (fenémeno conocido como dispersion de Thomson). La contribucién de luz
coronal debido a la Corona K se da entre 1 y 2.3 Ry desde el centro del Sol. (2) La
Corona F (por Fraunhofer) proviene de la dispersién de luz fotosférica por particulas
de polvo que se encuentran més alld de 2.3 Rg. (3) La Corona E es la fuente de lineas
de emisién que se producen por la alta ionizaciéon de atomos localizados a lo largo de
la corona; la Corona E se traslapa con la Corona K y F. Ya que la temperatura es muy
alta y la densidad relativamente baja en esta region, esto fomenta la ionizaciéon y la
baja recombinacion.

Es importante mencionar que las atmdsferas estelares estan caraterizadas de forma
general y al orden mas bajo como cascarones esféricos, en donde la densidad decrece
radialmente al alejarse de la superficie. Esta estructura esférica es resultado iinicamente
de la estratificacién gravitacional; represnetacién que es muy tutil cuando las porciones
de la atmésfera son horizontalmente homogéneas. Sin embargo, la corona solar es muy
inhomogénea debido a la estructura del campo magnético que contiene. Una cantidad
importante para determinar la estructura de la atmosfera es el pardmetro 8 del plasma;
que es la razon entre la presion témica y la presién magnética. Si el parametro 5 es
menor que la unidad entonces no se puede garantizar la estratificacién horizontal a
través del campo magnético. La estrcutura topolégica de la corona tiene la cualidad de
que el plasma que emite radiacion se puede utilizar para delinear el campo magnético
coronal en 3D, aunque a su vez produce una estructura de densidad muy inhomogénea.

Las observaciones de imagenes con alta resolucién de las ultimas dos décadas rev-
elan una corona con una dindmica espacial y temporal muy inhomogénea, con flujos
de plasma caliente cromosférico hacia la corona, flujos frios hacia las partes bajas, re-
configuraciones magnéticas e interacciones con ondas, por lo que, podemos concebir la
topologia de la corona solar como estructuras de plasma que estan alineadas al campo

magnético. Existen dos tipos de campo magnético: lineas de campo cerrado que em-
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piezan y terminan en la superficie solar y las lienas de campo abierto que empiezan en

la superficie solar y se cierran en algun lugar del medio interplanetario.

De acuerdo a las estructuras del campo magnético, es comin dividir a la Corona
en tres regiones, cuya extensiéon espacial varfa durante el ciclo solar: (1) Regiones

Activas, (2) Sol Quieto y los (3) Hoyos Coronales.

Las Regiones Activas son lugares donde la mayor actividad solar se lleva a cabo
porque ahi se concentran areas de campo magnético muy fuerte, sin embargo éstas
conforman solo una pequena fraccién de la superficie total. En las Regiones Activas
ocurren muchos fenémenos fisicos como rafagas y eyecciones de masa coronal. Estos
fenémenos se deben a la constante actividad magnética -surgimiento de flujo magnético,

cancelacion de flujo, reconfiguracion magnética y procesos de reconexion magnética.

Una de la consecuencias directas del calentamiento del plasma en la cromosfera
es el flujo ascendente que se convierte en arcos coronales. Estos rasgos aparecen en
las Regiones Activas como numerosos “bucles” rellenos que se encuentran mucho mas
calientes y densos que el resto del plasma coronal, lo que produce emisiéon en Rayos X
Suaves (RXS) y en el Extremo Ultravioleta (EUV). La zona heliografica en la que se
concentran normalmente las Regiones Activas es en latitudes de £40° medidas desde el

ecuador solar. Un ejemplo de Regiones Activas en RXS se muestra en la Figura 2.3.

Las regiones de Sol Quieto originalmente se consideraban como las zonas restantes
que quedan fuera de las Regiones Activas. Actualmente, con el avance tecnologico en
espectrografos se han podido detectar muchos rasgos provenientes de procesos dinamicos
en toda la superficie coronal que abarcan muchas escalas espaciales. En las escalas
pequenas encontramos fenémenos como eventos de calentamiento de red, nano-rafagas,
eventos explosivos, puntos brillantes y jets de Rayos X Suaves. A grandes escalas
se pueden observar estructuras como bucles transecuatoriales o arcadas coronales. La
definicién de Sol Quieto es cada vez mas ambigua po la cantidad de eventos y estrcuturas
que se pueden observar ahora. Una definicion 1til es considerar que el Sol Quieto incluye
todas las regiones con campo magnético cerrado (excluyendo las Regiones Activas) y

que no incluye los hoyos coronales donde el campo magnético es abierto.

Finalmente, los Hoyos Coronales, como ya se mencion6 en el parrafo anterior,

son regiones de campo magnético abierto que normalmente se localizan en las zonas
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Figura 2.3: Regiones Activas de la Corona Solar.

polares norte y sur y que parecen mas oscuras comparadas con la emisiéon coronal en
las zonas ecuatoriales. Los Hoyos Coronales son zonas dominadas por lineas de campo
magnético abierto que actian como conductos muy eficientes para transportar plasma

caliente hacia el viento solar en caso de haber flujos provenientes de la cromosfera.

2.1.2 Estructura de Densidad y Temperatura de la Corona
Estructura de Densidad

Las primeras mediciones de la densidad de la Corona se hicieron por el ano de 1950
usando la inversién de datos de luz blanca polarizada (Van de Hulst, 1950a, b), con-
siderando que la polarizacion de la luz blanca es producida por la dispersion de Thomson
que es proporcional a la densidad electrénica coronal intergada en la linea de vision.
Hoy en dia existen muchos otros métodos como por ejemplo: (1) usando la frecuencia
de la propagacién de explosiones en radio a través de la corona considerando que su
frecuencia de emision corresponde a la frencuencia fundamental o armoénica del plasma,
que es una medida directa de la densidad electrénica; (2) usando observaciones en EUV
y RXS de instrumentos en el espacio se pudo desarrollar otro método con base en la

Medida de Emisén, que es proporcional a la densidad al cuadrado integrada a lo largo
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de la linea de visién para radiacién 6pticamente delgada (este método se describe con

mas detalle en el Capitulo 4).

La densidad electrénica en la corona solar varia desde ~ 10° cm™ en la parte alta
de la corona hasta ~ 10° cm™ en la base de las regiones de Sol Quieto, y puede
incrementar hasta ~ 10'* cm™ en bucles de réfagas. La Regién de Transicién marca
un limite muy abrupto en el que la densidad cromosférica incrementa varios érdenes de
magnitud comparada con la corona alta (ver Figura 2.4) y la temperatura decrece por

debajo de la temperatura de ionizacién del hidrégeno (=~ 11,000 K).

A partir de la recopilacién de varios modelos de la densidad coronal, encontramos que
en la base de la Corona, a alturas de ~ 2500 km por encima de la fotosfera, la densidad
alcanza su valor minimo en los hoyos coronales con valores tipicos de ~ (0.5 —1.0) x 108
cm 3. En regiones de Sol Quieto la densidad es un poco mayor, con valores tipicos
~ (1—2) x 10® cm™® y alcanza valores maximos en las Regiones Activas con valores de
~ 2 x 10% — 2 x 10° cm~3. En la corona alta, a distancias mayores que un radio solar,

la densidad cae por debajo de 105 — 107 cm 3.
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Figura 2.4: Densidad y Temperatura en la Atmésfera solar.
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Estructura de Temperatura

La estructura de temperatura de la Corona es muy inhomogénea. En la grafica de
la Figura 2.4 se puede ver que hay un aumento sibito en la temperatura desde la
altura de la cromosfera y hasta la Corona (linea punteada). Hoy en dia sigue siendo
un problema fundamental entender la fisica detras de este abrupto incremento en la
temperatura de la corona ya que este comportamiento parece violar la segunda Ley de
la Termodinamica, puesto que la fotosfera tiene una temperatura promedio (7" = 5785
Ky T = 4,500 K) mucho menor que la Corona; a esto se le conoce como el Problema
de Calentamiento Coronal.

La emision 6pticamente delgada en rayos X o EUV sugiere que hay estructuras
densas con plasma caliente en su interior. La cromosfera resulta ser el tinico reservorio
disponible que se tiene que calentar en varias regiones para poder proveer de plasma
caliente a las arcadas coronales. Ademas, como la presion térmica en la cromosfera y
casi toda la corona es menor que la presion magnética (i. e. § < 1), el transporte
de plasma ocurre unicamente en una dimensiéon a los largo de las lineas de campo
magnético, mientras que la difusién transversal esta fuertemente inhibida (este hecho se
usé como principal condicién para la dinamica de particulas en los modelos de caminata
aleatoria del Capitulo 7). Esto implica que cada arcada coronal representa un sistema
aislado térmicamente teniendo inicamente como fuente de calentamiento e intercambio
de energia a los pies de las arcadas.

Dado que el calentamiento de los pies de las arcadas coronales parece ser espacial y
temporalmente intermitente, cada arcada tiene una entrada de energia distinta cuando
se alcanza una tasa de calentamiento cuasi-estacionaria, por lo que se espera que la
Corona esté constituida de muchas arcadas con diferentes temperaturas, las mas frias
visibles en EUV y las més calientes en rayos X suaves. Esta distribucién de varias
temperaturas se puede observar con espectrografos (que estdn en el espacio exterior)
que tienen filtros para diferentes temperaturas como lo son: EIT/SoHO, AIA/SDO,
TRACE, SERTS, etc.

La distribucién de temperaturas de la Corona se puede expresar cuantitativamente

por la conocida Distribucion de Medida de Emision Diferencial (DEM por sus siglas en
inglés), dEM (T)/dT, que es una medida del cuadrado de la densidad n.(7") integrada
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sobre la profundidad de la columna a lo largo de la linea de visién para una temperatura
dada:

—dEAgYT(T) dT = /ni(T, h)dh

Esta cantidad se puede medir con una amplia gama de lineas en EUV y Rayos X
desde diferentes lineas de visién del Sol. En el Capitulo 4 utilizaremos de nuevo esta
definicion y daremos una explicacion més detallada de qué es y cémo se obtiene esta
cantidad. Un ejemplo de distribuciones de DEM desde cuatro diferentes lineas de vision
es la que se muestra en grafica de la Figura 2.5. Dos de las curvas corresponden a zonas
de Sol Quieto (QR por “Quiet Region”) y otras dos a Regiones Activas (AR por “Active
Region”). Estas curvas se obtuvieron con el Espectrografo y Telescopio de Exploracién
en EUV del Sol (SERTS) y son observaciones entre los afios 1991 y 1993.

Esta grafica sirve para caracterizar la temperatura en las diferentes regiones de la
Corona: las regiones de campo magnético abierto (hoyos coronales, ver Figura 2.6)
tienen las temperaturas més frias 7' < 1 MK las regiones de Sol Quieto (QR) tienen
temperaturas intermedias de 7'~ 1 — 2 MK; mientras que las Regiones Activas (AR)
tienen las temperaturas mas altas T'~ 2 — 6 MK.

Las regiones donde las lineas de campo magnético son abiertas son mas frias porque
el transporte de plasma es mas eficiente, mientras que las regiones de campo magnético
cerrado son mas calientes porque el plasma caliente es atrapado y es dificil que fluya
hacia afuera. La diferencia de temperatura entre las zonas de Sol Quieto y las Regiones
Activas es una consecuencia de las diferentes tasas de flujo magnético, tasas de calor,
tasas de pérdida de conductiva, tasas de pérdida radiativa y tasas de pérdida de viento

solar.

2.1.3 Estructura de Campo Magnético de la Corona

El campo magnético controla la dindmica y topologia de todos los fenémenos coronales.
Los flujos de plasma caliente se dan a lo largo de las lineas de campo magnético y las
particulas energéticas sélo pueden propagarse a lo largo de los campos magnéticos. Los

arcos (arcadas) coronales no son més que conductos rellenos de plasma caliente cuya
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Figura 2.5: Distribucién de Medida de Emisién Diferencial dEM (T')/dT de dos Re-
giones Activas (AR 93, AR 91) y dos de regiones de Sol Quieto (QR 93, QR 91)
medidas por Brosius et al. (1996) con datos de SERTS.

forma tiene la geometria del campo magnético coronal, en el que el transporte difusivo

perpendicular al campo es fuertemente inhibido.

Existen dos zonas de campo magnético que tienen propiedades fisicas muy distintas:
regiones de campo magnético abierto y regiones de campo magnético cerrado. Las
regiones de campo abierto (regiones blancas en los polos de la Figura 2.6) se encuentran
siempre en los polos y en ocasiones se extienden hasta el ecuador; conectan la superficie
solar con el campod del medio interplanetario y son fuente del wviento solar rdpido
(=~ 800 km s™!). Este tipo de configuracién de campo permite el trasporte eficiente
de plasma caliente de la cromosfera hacia la heliosfera. Por otra parte, las regiones de
campo cerrado (Zonas grises en la Figura 2.6), contienen como su nombre lo dice, lineas
cerradas de campo magnético coronal que pueden tener alturas de hasta un radio solar

y producen una componente de viento solar lento de ~ 400 km s .

El campo magnético en la superficie solar es muy inhomogéneo. Las regiones con
campo magnético mas fuerte estan en las manchas solares con una intensidad de B =

2000 — 3000 G. En Regiones Activas y zonas que rodean a las manchas solares el campo
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Figura 2.6: Representacién de las lineas de fuerza del campo magnético segiin el mod-
elo semi-empirico multipolar y con hoja de corriente de la Corona, desarrollado por
Banaszkiewicz et al. (1998).

magnético fotosférico tiene un valor promedio de B ~ 100 — 300 G. La intensidad del

campo magnético total del fondo en regiones de Sol Quieto y Hoyos Coronales es de
B~ 0.1—15 G *¥k**

Nuestro conocimiento del campo magnético solar proviene principalmente de las
mediciones del desdoblamiento Zeeman de las lineas espectrales en la fotosfera (Figura
2.7), mientras que el campo magnético coronal se reconstruye mediante una extrapo-
lacién de los magnetogramas en las regiones mas bajas (fotosfera) usando un modelo
potencial o de campo libre de fuerza. Sin embargo, estos modelos no son muy precisos
cuando se extrapolan las regiones de la cromosfera y la region de transicion puesto que

ahi no se conocen las condiciones de los campos libres de fuerza y las corrientes.

Hasta el momento no existen mediciones directas del campo magnético coronal,
pero se han desarrollado métodos empiricos como el de Dulk & McLean (1978) quienes
derivaron la siguiente formula en la que el campo decrece en funcion de la distancia ra-
dial R: B(R) = 0.5(R/Rs —1)7'® donde 1.02 < R/Rs < 10. Para derivar la expresién
anterior usaron: mediciones in situ, efecto Zeeman en prominencias, extrapolacién de
magnetogramas fotosféricos (p. ej. el de la Figura 2.7) entre otros fenémenos solares
con emisién en radio. Usando un modelo dipolar, Aschwanden et al. (1999a) desar-

rollaron otro método para determinar una férmula empirica de la intensidad de B en
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Figura 2.7: Magnetograma del 31 de Agosto obtenido del SDO/HMI (Ref:
http://sdo.gsfc.nasa.gov/data).

funcién de la altura de los bucles coronales: B(h) = Byi(1 + h/hp)™ donde hp ~ 75
Mm; h ~ 50 — 200 Mm; B, = 20 —200 G y cae por debajo de B < 10 G para h 2 100
Mm.

Otros métodos para medir el campo magnético coronal directamente emplean efectos
por rotacién de Faraday, polarizacion de la emisién libre-libre, efecto Hanle en Lyman-a

del H o polarimetria de Stokes en lineas en infrarrojo.
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CAPITULO 3

CONCEPTOS BASICOS del
TRANSPORTE DE CALOR

Como nos interesa estudiar el transporte de calor en la Corona y ésta esta formada por
un plasma, en la tercera seccion incluiremos la teoria de plasmas que da lugar al los
diferentes procesos de transporte, incluido el transporte de calor. Muchos conceptos y
ecuaciones de éste capitulo son importantes porque seran utilizados a lo largo de este

trabajo.

3.1 Procesos de Transporte en un Plasma

En esta seccion presentaremos las ideas basicas de la teoria clasica de transporte en
plasmas ya que ésta es aplicable a la Corona solar. No es nuestro objetivo desarrollar
todos los fundamentos de esta teoria, méas bien es dar las ideas basicas de los mecanismos
de transporte en plasmas asi como explicar los métodos y el procedimiento para llegar
los resultados mas importantes que describen el estado del plasma. Mas adelante, en
el capitulo 6 de Anélisis de Mapas de Temperatura, usaremos algunos de los resultados
de esta teoria para determinar el tipo de transporte de calor y la conductividad térmica
del sistema que estamos estudiando.

El transporte en plasmas (o gases) se refiere a la transferencia de cantidades fisicas

como son, el nimero de particulas, el momento y la energia bajo la influencia de dos

19
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factores principales: (1) inhomogeneidades en el espacio (i.e. presencia de gradientes
de densidad, velocidad de flujo y temperatura) y/o (2) campos externos (eléctricos,
magnéticos y gravitacionales). La transferencia y la influencia se definen cuantitativa-
mente por densidades de flujos (densidadxvelocidad) y por las fuerzas generalizadas
(“drives” termodindmicos), respectivamente. La teorfa de transporte conecta los flu-
jos con las fuerzas generalizadas. En el caso lineal de la teoria, los coeficientes entre
la la densidad de flujo y las fuerzas generalizadas se les conoce como Coeficientes
de Transporte. A nosotros nos interesa unicamente el transporte de calor(energia

térmica).

La teoria de transporte en plasmas tiene mucho en comun con la teoria clasica
de transporte en un gas neutro, sin embargo es suficientemente diferente como para
que siga siendo un &area de investigacion activa. Uno de los trabajos més rigurosos y

completos al respecto se lo debemos a Balescu (1988).

Antes de presentar las ecuaciones del la teorfa de transporte y los métodos para
resolverlas, en las siguientes secciones expondremos algunas ideas bésicas de los mecan-

ismos del transporte de calor.

Hay tres mecanismos de transporte el calor, esos son: radiaciéon, conduccion y con-
veccion. La radiacion es la transferencia de energia térmica a través de ondas electro-
magnéticas (o fotones) y a diferencia de la conduccién y la conveccién, este mecanismo

no requiere de un medio.

La conveccion se refiere a la transferencia de energia térmica de un fluido (plasma)
en movimiento; esta caracterizada por la energia contenida en el fluido que es llevada

por su propio movimiento a la velocidad de éste.

La conduccion se refiere a la transferencia de energia térmica a través de un medio
(material) que no involucra el movimiento del material. Este fendmeno es fundamental-
mente un proceso difusivo que ocurre a nivel microscépico por el movimiento aleatorio
de las particulas. En la teoria lineal, la ecuacion que gobierna el transporte difusivo es
la Ley de Fourier y en la siguiente seccién se presentara con mas detalle este tipo de

transporte.
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3.1.1 Difusion: Ley de Fourier y Ecuacion de Calor

Consideremos el caso de un proceso de caminata aleatéria (en una dimensién) en el que
las particulas viajan libremente llevando su energia térmica y recorren distancias entre
colisiones sucesivas que en promedio tienen un valor constante dado. Una particula de
este sistema empieza en la posicién x = 0 en ¢ = 0 y se desplaza £\ (camino libre
medio entre colisiones) en un intervalo 7 (tiempo entre colisiones). El signo + indica
que la particula se puede mover tanto en la direccion positiva como en la negativa con
la misma probabilidad y A es una cantidad constante. La velocidad de las particulas de
este sistema es del orden la velocidad térmica v ~ vy = /27 /m (en unidades kg = 1).
Por simplicidad, vamos a asumir que el sistema es uniforme en un plano x — y, que la
inhomogeneidad yace a lo largo de la direcciéon en 2z inicamente y que la densidad es
uniforme. Cuando la temperatura varia, la densidad de flujo de calor en la direccién z

en un punto z es a groso modo:

1 1 oT
q.(z) ~ énT(z — U — §nT(z + AU~ —n)\ﬁa (3.1)
Esto se puede generalizar facilmente a las tres dimensiones:
q= —nxsVT (3.2)
donde el coeficiente de difusién de calor es:
)\2
Xd ™~ AN = — (33)
T

donde hemos usado que ¥ ~ A/7. La ecuacién 3.2 es conocida como la Ley de
Fourier. En el tratado “Théorie analytique de la chaleur” de 1882, Jean Baptise J.
Fourier da una descripcién detallada de la fenomenologia del transporte de calor y
la derivacién de la ecuacion diferencial parcial que describe dicho transporte. Esta
ley asume que el movimiento de las particulas que ceden su energia por colisiones
es a través del mecanismo conocido como caminata aleatéria, que no es mas que el
movimiento aleatorio individual de particulas suspendidas en un fluido (plasma, gas o

liquido) resultado de las colisiones entre las mismas particulas.
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Después de un tiempo t = N7 (después de N pasos), el promedio de la distancia
recorrida por las particulas es cero ((Ax) = 0) pero el promedio del cuadrado de la

distancia recorrida' es:

(Ax?) = NA? ~ 4t (3.4)

Para un ensamble de particulas descritas por una funcién de distribucién, el prome-
dio de los cuadrados de las distancias recorridas por las particulas es conocido como la

desviacion estandar (o).

Ecuacion de Calor

Para derivar la ecuaciéon de calor, consideremos que el sistema esté caracterizado por un
perfil de temperatura no uniforme Ty(7). Este perfil de temperatura dard lugar a una
densidad de flujo de calor (7). De la conservacién de energia y de la Termodindmica

bésica, tenemos:

nd,T(7\t) = -V - ¢ (3.5)

donde n es la densidad de particulas por unidad de volumen. Por otro lado sabemos
que si el perfil de temperatura es uniforme (i.e. T(7) = 1j) entonces no habra flujo en el
sistema. Por lo que es natural asumir que, para gradientes pequenos de la temperatura,

la corriente esta dada por:

4(F) = RV T(7) (3.6)

donde k es la conductividad térmica. Aqui hemos considerado que no existe flujo
de masa ni otra forma de transporte de energia mas que calor por conduccién, ademas
hemos ignorado cualquier variacion de la densidad. La ecuacién 3.6 es la Ley de Fourier
expresada en la ecuacién 3.2 con la relacion k = n/x4. Sustituyendo la ec.3.6 en la ec.3.5

obtenemos la Ecuacion de Calor:

'Para derivar 3.4 hay que: (1) asumir que la probabilidad de que una particula se mueva +\ es p y
que se mueva —\ es ¢ = 1 —p; (2) la probabilidad de moverse r veces +A y N —r veces —\ en N pasos
es P. = %p"qlv_"; (3) calcular (Az?) = Zi\fzo P,Ax2, donde Az, = r\— (N —r)); (4) considerar
que p=gq=1/2
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ndT(F,t) = V - [kVT). (3.7)

o bien, si la conductividad térmica es constante:

AT (7, 1) = xaV - [VT]. (3.8)

donde el coeficiente de difusién es: x4 = k/n.

Considerando un dominio unidimensional (i.e. 7" = T'(x,t)), la ecuacién de trans-

porte se puede reescribir como:

0T (z,1) = xq0°T(x,1). (3.9)

La solucién al problema de valor incial de la ecuacién 3.9 con Ty(z) = T'(z,t =0) y

condiciones de frontera presentes esta dada por:

T(x,t) = /To(x’)G(x — ', t)da' (3.10)

Donde G es la funcién de Green para las condiciones de frontera correspondientes.

En un dominio sin fronteras (—oo,00), G esta dada por:

G(z,t) = (xat) "> L(n) (3.11)
donde n = (fw y la funcién de escalamiento esta dada por:
Xd
1 _772/4
L(n) = 7.° (3.12)

donde v = 1. De la ecuacién 3.11 se deduce que la evolucién en el tiempo de
los momentos de orden ¢ de la funcién de distribucién G escala como: (r?) ~ /2,
En particular el segundo momento ¢ = 2 es lineal en el tiempo. Este es el caso de
difusividad normal, donde la solucién de la ecuacién de transporte en 3.10 proviene de

una funcion de distribucién Gaussiana.
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3.1.2 Difusiéon Anémala: Vuelos de Lévy

A cualquier proceso difusivo que obedezca la ecuacién 3.4 (i.e. que la desviacién
estandar es lineal en el tiempo) se le conoce como difusién normal y estd caracterizado
por sistemas que estan en equilibrio o muy cerca de él. Sin embargo existen expermien-
tos? que muestran desviaciones de la difusién normal, en los que la difusién puede ser
mas rapida o més lenta, y a esto se le conoce como difusion anomala. Una forma
util de caracterizar los procesos difusivos tiene que ver con cémo escala la desviacion
estandar con el tiempo, pero ahora estamos buscando una expresién més general de la
forma: (0?) ~ t7. El exponente « en esta la expresién proviene de la generalizacién de
la ecuacion de transporte difusivo, que ahora se expresa en términos de una derivada
fraccionaria, de tal forma que la ecuacién 3.9 puede generalizarse como:

D T(x,t) = D T(z,1), (3.13)

T

donde z € R, t € Rt; «, B y 6 son pardametros reales restringidios siempre a:
0<a<20<f<2 T(xt)es un campo real; tDBQ es la derivada fraccionaria
temporal de Caputo de orden 8y DT (z,t) es la derivada fraccionaria espacial de
Riesz-Feller de orden a y 6 mide la asimetria (ver | | ec.(1.1))
Estos operadores son integro-diferenciales y son una generalizacion natural del operador
diferencial regular D! con orden entero n. Cuando 8 = 1y a = 2 regresamos a la
ecuacion estandar de difusién normal.

El caso especial conocido como difusion fraccionaria neutral (| ],
seccién 4), neutral se refiere a que describe la dindmica cuando a = f3, tiene una funcién

de Green que se puede expresar de forma cerrada usando funciones elementales:

1 sin[Z (o — 6)n>1
G0 0) = — g 2 (3.14)
714 2ncos[5 (o —0)] + 1
donde de nuevo 7 = ﬁ y donde los 6rdenes de la derivadas fraccionarias
Xf

2Experimento del cilindro rotando: consiste en un fluido confinado entre dos cilindros rotando.
Cuando el nimero de Reynolds es pequena (baja velocidad angular), el flujo es estacionario y azimutal.
A medida que aumenta la velocidad angular hay un nimero de Reynolds para el cual el flujo es

turbulento y se pueden formar vértices que dan lugar a difusién anémala de particulas.
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deben cumplir que: v = 25/a. Dada la funcién de Green, la solucién de la ecuacién
fraccionaria de difusién con condicién inicial Ty(x) = T'(x,t = 0) estd dada al sustituir
la ec. 6.24 en 3.10. Como podemos ver, la solucién de la ecuacién fraccionaria ya
no es Gaussiana; en general la solucion de la ecuacion fraccionaria son funciones no
Gaussianas de cola larga como la funcién de distribucién de probabilidad de Lévy |
].
Consideramos los casos cuando n >> 1 (i.e. t - 0) yn << 1 (i.e. t = 00) en la

funcién de Green anterior para determinar como escala en el tiempo

G(n)y>1 o<y~ @D (3.15)

x
y como 1 el entonces de aqui se obtiene que:

() oc [G )]~V ler D2

El caso cuando 7 << 1 que corresponde a cuando ¢ — co nos conduce a que:

G(n)pecr ™! (3.16)

De aqui se obtiene que:

(x) o [G(y)] 172 (3.17)

Vemos que para los dos limites la dependencia de (z) en el tiempo es la misma. De
esto se deduce la expresion general que estabamos buscando en la que la desviacion

estandar esta dada por:

(0%) oct? (3.18)

La difusién ahora se escala en términos del indice 7. El caso v = 1 corresponde al
de difusion normal, cualquier otro caso se denomina difusion anomala. Los casos v > 1
forman parte de la familia de los procesos superdifusivos, incluyendo el caso particular
v = 2 que corresponde a la difusiéon balistica. Por otra parte los casos v < 1 forman
parte de la familia de los procesos subdifusivos. Si se conocen las trayectorias de un

nimero considerable de particulas en un sistema, entonces una forma experimental de
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determinar el tipo de proceso de transporte que se lleva a cabo es graficar log(c?) vs.

log(t), donde el valor de la pendiente del ajuste lineal es igual .

Para ilustrar el proceso de difusiéon anémala, consideremos que una particula se
mueve con velocidad constante v y no experimenta ninguna colisiéon ni fuerza de friccion.
Es claro que en este caso la distancia que recorre es X = vt, tal que (X?(t)) ~ t2. De
acuerdo a la terminologia que hemos definido, las particulas libres son superdifusivas
y este es justo el caso denominado como movimiento balistico, i.e. cuando v = 2. Las

particulas aceleradas serian aun mas superdifusivas.

Figura 3.1: Caminata aleatoria de sistemas dindmicos cerca del equilibrio (difusién
normal:movimiento Browniano;trayectorias negras), y caminata aleatoria de sistemas
dindmicos fuera del equilibrio (difusién anémala: ejemplo: vuelos de Lévy; trayectorias

rojas)

La diferencia entre difusién normal y anémala se ilustra también en la Figura 3.1;
en el caso de difusion anomala existen vuelos “largos” seguidos de periodos de “atra-
pamiento” eficiente de particulas en regiones muy localizadas del espacio (trayectorias
rojas), en contraste con la difusién normal en la que las particulas se distribuyen de

forma mds homogénea en el espacio (trayectorias negras).
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3.2 Ecuaciones del Plasma y Coeficientes de Trans-

porte

El estado de un plasma se puede especificar por la funcién de distribucién f,(¢, 7, )
que caracteriza cada componente de particulas del plasma. Esta funcién describe la
densidad de particulas de especie “a” en un tiempo ¢, en el punto (7, %) en el espacio
fase. La cantidad f, (¢, 7, ¥)drdv representa el nimero de particulas en el elemento de
volumen drdv en 6D. El caso méas simple es cuando el plasma consiste unicamente de
electrones (a = e) y de una sola especie de iones (¢ = 7); un caso mas complicado es
cuando se tienen varias especies de iones y ademas hay presencia de particulas neutras.
El comportamiento del plasma estd descrito por un sistema de ecuaciones cinéticas (ecs.

de Boltzmann) que dan la evolucién temporal de la funcién de distribucion:

8tfa+U-Vfa+%(E+UxE)ﬁvfa:ZC(fa,fb) (3.19)
a b

— —

Los campos eléctrico (E) y magnético (B) de la ecuacién anterior son cantidades
“suavizadas” macroscopicas que representan el promedio sobre un volumen que contiene
muchas particulas y sobre tiempos grandes comparados con el tiempo caracteristico de
vuelos, esto se debe a que los campos no tienen brincos como los que ocurren en las
posiciones de cada particula. El tercer término del lado izquierdo de la ecuacién anterior
no toma en consideracion las colisiones entre particulas, es por eso que se incluye el

término de colisiones C, del lado derecho de la ecuacion.

En principio la ecuaciéon 3.19 provee de la informacion necesaria para saber el estado
del plasma, el problema es que encontrar una solucién analitica es praticamente imposi-
ble (s6lo existen soluciones muy simples como cuando se considera estado estacionario y
solucién uniforme para F, = 0 es una distribucién Maxwelliana). Encontrar soluciones

numeéricas también es complicado.

Sin embargo, podemos determinar variables medibles muy importantes del fluido

como son la densidad (n), temepratura (7) y la velocidad de flujo (V). Para obtenerlas

hay que calcular los momentos de la funcion de distribucién:
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na(t,x):/fa(t,x,ﬁ)dﬁ (3.20)
Vo(t, &) = nal/ﬁfa(t,:i-‘, 7)dv (3.21)

— 1 1 9 N
T.(t, %) =n, /ﬁmawafa(t,x,v)dv (3.22)

—

donde W, = v —V,.

Las ecuaciones del plasma se pueden obtener multiplicando la ec. 3.19 por 1, m,v'y

%maﬁ’ y después integramos sobre v, esto significa tomar los momentos de la ecuacion:

d®n, -
a : ‘/u, - O, 3.23
7 +n,V ( )
d°v, Lo .
ma”a? _na€a<E+V;L X B) +Vpa+V'7Ta = Ra, (324)
3 d*T, -
§nak37+nak3TaV~Va+V~qa+V . Wa:Qa (325)

Donde, hemos definido a la presiéon como p, = n.kgT,; d*/dt = 0/0t + v, - V ; el

flujo de calor (por conveccién) como:

1
Qa—/Emawgﬁ;afadU (326)

el tensor de viscosidad:

w2
o = / (o — 50 £ (3.27)

el término de friccidén colisional:

Ro=)_ / MaWoC(fa, f1)dT (3.28)
b

el término de calor (difusivo-por colisiones):

Q=Y [ GmaiC(t fias (329)
b
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— —

Los campos eléctrico (£) y magnético (B) se obtienen a partir de las ecuaciones de
Maxwell con la densidad de carga eléctrica (p = ), qana) v la densidad de corriente
eléctrica (J = Y ganaV,) que se calculan usando f,(¢,7, 7). De acuerdo con la ecuacién
3.24, el flujo de la especie “a” del plasma se acelera bajo la influencia de un gradiente de
presion escalar, esfuerzos viscosos, la fuerza de Lorentz y la fuerza de friccién debido a
colisiones con otras especies. Por otra parte, de acuerdo con la ecuacion 3.25, la densidad
de energia de la especie “a” evoluciona en el tiempo debido a: el trabajo realizado en
comprimir al fluido, calentamiento por viscosidad, flujo de calor (convectivo) y ganancia
de energia local por colisiones entre diferentes especies (calor por difusién).

El conjunto de ecuaciones 3.20 a 3.25 tienen un serio defecto y es que no son un
sistema cerrado. En la forma como estan escritas, cada uno de los momentos esta
acoplado al siguiente momento, de orden mayor (p. ej. la ec. para la densidad depende
de de la velocidad de flujo, la ec. para la velocidad de flujo depende del tensor de
viscosidad, etc.); es decir hay més incégnitas que nimero de ecuaciones. Para completar
el sistema necesitamos utilizar informacién adicional para poder expresar las cantidades
de los momentos de orden mayor en términos de los de orden menor. Lo que buscamos
es que T, ﬁa, da ¥ Qq necesitan ser expresadas en términos de ny, v, y T,.

Existen dos métodos bésicos para cerrar el sistema: (1) truncamiento, en el que
arbitrariamente desaparecemos los momentos de mayor orden o simplemente los expre-
samos en términos de los de menor orden. Este método normalmente provee de una
vista rapida del sistema pero no es muy buena aproximacion porque descarta varios
fenémenos. (2) El otro método es el asintdtico que consiste en explotar rigurosamente
algiin parametro pequeno.

En este trabajo utilizamos los resultados de Braginskii (1965). El aplicé el método
asintético de Chapman-Enskog para plasmas altamente colisionales que consiste en
considerar una funcién de distribucién aproximadamente Maxwelliana (con pardmetros
n, Vy T) y expandirla con un pardmetro pequenio € =tiempo de colisiones(7)/escala

de tiempo macroscopica << 1:

f(t,7,0) = folt,7,0) + efi(t,7,0) +  fot, 7, 0) + ...

Ahora el procedimiento consiste en tomar las ecuaciones del plasma a diferentes
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érdenes de f(t, 7, ¥) segun la expresién anterior (orden cero y correcciones). De nuevo
se toman los momentos de las ecuaciones y se integran sobre la velocidad. Para re-
solver la ecuacién a primer orden (de correccién) es necesario considerar una funcién de
distribucién no Maxwelliana. Braginskii convirtié las ecuaciones intregro-diferenciales
resultantes en un sistema de ecuaciones algebraicas pero se quedo6 con las soluciones a
primer orden. Por ello las ecuaciones de Braginskii no tienen suficiente precision como
para tener soluciones no triviales cuando V, Jvre = O(€). En particular cuando V, =0,

el término 7, = 0 y uno necesita calcular el esfuerzo a orden mayor.

Los flujos ¢, 7, R y () que aparecen en las ecuaciones de Braginskii estan definidos
bajo la suposicion de que los procesos de relajacién, que obligan a la funcion de dis-
tribucién a aproximarse a una Maxwelliana, estén permitidos. Por lo tanto, estas
ecuaciones se aplican sélo cuando todas las cantidades promedio del plasma cambian
lentamente en el tiempo y espacio. La funcién de distribucién se hace Maxwelliana
en un tiempo del orden del tiempo de colisiones, por ende las cantidades del plasma
que aparecen en las ecuaciones de transporte no deben cambiar significativamente en

el tiempo 7 o en distancias comparables con el camino recorrido entre colisiones.

Las condiciones en las que son aplicables las ecuaciones de transporte se pueden
resumir en la siguiente lista: (1) la tasa de cambio del tiempo macroscépico cumple
d/dt << 1/, donde T es la escala de tiempo colisional més grande; en ausencia de
campo magnético (2) la escala de longitud macroscépica L satisface L >> [, | = o1
es el camino libre medio. En presencia de campo magnético fuerte, w.r >> 1, la
condicion (2) se debe reemplazar por Lj >> ly L, >> Virer (Ly >> 7.y, cuando B es
uniforme). (3) el logaritmo de Coulomb satisface log(A) >> 1. Cuando hay un campo
magnético macroscopico ya no hay isotropia por lo que hay que separar el transporte

paralelo y perpendicular a B.

Los Coeficientes de Transporte que se derivan de las ecuaciones de Braginskii para un
plasma simple de dos componentes (electrones e iones de una sola carga) se listan abajo.
Unicamente listamos los coeficientes que nos van a servir para el andlisis posterior.

En las siguientes expresiones los simbolos || y L se refieren a la direccién del campo
I > L MeNeTe + min, v ' '
magnético B = Bb; @ = ———F * " es la velocidad del flujo; n, = n; = n;
p

J = —ne(U; — 7,); el tiempo entre colisiones para electrones estd dado por:
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3\ /me(kBTe)3/2
T, =
4/ 2mnet

Flujo de Calor (convectivo):

3le'B

Q& = 0.71nkpT.a) + bx i, (3.30)
wceTe
Flujo de Calor (difusivo):
ar = —k| V) (kpTe) — K.V L (kBT) (3.31)
Conductividad térmica: _—
ki = 3.0 cle (3.32)
Me

Para la conductividad térmica unicamente hay que considerar que en presencia
de campos magnéticos fuertes, las particulas se desplazan (entre colisiones) transver-
salmente al campo, una distancia del orden del radio de Larmor en vez del tamano del
camino libre medio: (Az); ~ 7 ~ v/w. (w. es la frecuencia de ciclotrén o de giro), por
lo tanto k; ~ nr? /T ~ nT/mw?7. Por otra parte, las particulas se mueven libremente
a lo largo del campo magnético: (Axz)| ~ [ ~ vT tal que k) ~ nl*/T ~ nT7/m, por
ende r/k1 ~ (w.T)? (esto se aplica tanto para electrones como para iones). En este
trabajo consideramos plasmas fuertemente magnetizados en los que el transporte de
calor paralelo al campo magnético es mucho mayor al transporte perpendicular (pues

w,T >> 1)y por eso en la lista anterior sélo incluimos la conductividad térmica paralela.
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CAPITULO 4

RECOLECCION de DATOS y
OBTENCION de MAPAS de
TEMPERATURA

En este capitulo describiremos el criterio de seleccion y procedimiento para descargar

los datos necesarios para obtener los Mapas de Temperatura.

Descargamos archivos de base de datos del JSOC (Joint Science Operations Cen-
ter) de la Universidad de Stanford que contienen las imagenes de la corona solar en
EUV tomadas por el instumento AIA (Atmospheric Imaging Assembly) a bordo del
Solar Dynamics Observatory (SDO). A apartir de estas imdgenes obtuvimos mapas de
temperatura usando una herramienta de andlisis de datos automatizada (descrita en el

tutorial de la ue forma parte del SolarSoftWare.
q p

El sistema, SolarSoft, que utilizamos para obtener los mapas de temperatura, es un
conjunto integrado de bibliotecas de software, bases de datos y utilidades del sistema que
provee un ambiente de andlisis de datos con un lenguaje de programacién comun para
hacer investigacién en Fisica Solar. El SolarSoftWare(SSW) es un sistema construido
a partir de las bibliotecas de Yohkoh, SOHO, SDAC y Astronomy y esta basado en el
aporte de muchos miembros de estos proyectos. EI SSW esta basado principalmente en
el lenguaje de programacién IDL (Interactive Data Language), sin embargo hay algunos

instrumentos que pueden basarse en otros lenguajes.

33
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En los tultimos anos ha habido un avance considerable en cuanto a la creacion de
herramientas completamente automatizadas para analisis de datos en el area de Fisica
Espacial. Este progreso se debe, en gran parte, a la amplia gama de aplicaciones que
ofrecen, algunos ejemplos son: (1) la identificacion y clasificacién automatizadas de
fenémenos solares; (2) la localizacién y seguimiento en el tiempo automatizados de
fenémenos; (3) eficiencia en la seleccion de datos, mineria de datos y tareas estdndar
de analisis de datos; (4) visualizacion eficiente de imédgenes y videos, etc. Para tener
un mejor entendimiento de las técnicas utilizadas para el procesamiento de imagenes y
reconocimiento de rasgos consultar | | v articulos relacionados |

].

En este capitulo se describird brevemente una de las herramientas de andlisis de
datos que estan disponibles para el publico en la paqueteria del software SolarSoft.
Esta herramienta fue creada para aplicarla a datos del AIA (Atmospheric Imaging
Assembly) que obtiene imagenes del Sol en seis longitudes de onda. Esta herramienta
esta disenada para extraer parametros fisicos de los flujos observados de cada filtro, tal
como distribuciones de la Medida Emisién Diferencial (DEM por sus siglas en inglés),

temperatura de electrones para regiones activas y arcadas coronales.

4.1 Criterio de seleccion de eventos solares

Puesto que nuestro objetivo es determinar el tipo de transporte mediante la propagacion
de un frente térmico después de un evento solar (p. ej. una rafaga solar) en la corona,
requerimos forzosamente los mapas de temperatura. Para encontrar estos eventos,

impusimos ciertas condiciones que deben satisfacer:

1. Eventos de clasificacién C en rayos X, de acuerdo a GOES (Geostationary Op-
erational Enviromental Satellite). Estos eventos corresponden a una actividad
intermedia y la razon por la que este tipo de eventos nos interesan es para evitar
la saturacién en las imagenes y asi poder detectar variaciones menos intensas en

la temperatura.

2. Eventos que el instrumento ATA tuviera imdgenes en los seis filtros (94, 131, 171,
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193, 211, 334 A ) a todos los tiempos en el intervalo de observacién. Para algunos

eventos de interés faltaban imagenes de ciertos filtros.

3. Eventos que muestren cambios en la intensidad de la emisién cerca de la rafaga

solar y la propagaciéon de alguna estructura.

Un ejemplo de un evento después de una rafaga solar se muestra en la Figura 4.1.
Estamos viendo la evolucion temporal de una rafaga clasificacion C-8 del dia 31 de
Agosto de 2012 de las 20:08 a las 20:16 UT. La separacién temporal entre cada imagen
es de un minuto, pero el conjunto real de imagenes registradas por el AIA tiene una
separacion de 12 segundos. Se puede ver la evolucién de un pulso térmico cerca de la
region activa de la rafaga. En el capitulo Analisis de Mapas de Temperatura se
midié la velocidad del frente y gradiente de temperatura para determinar el tipo de

transporte de calor y se calculé la conductividad térmica.
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4.2 Instrumento

El instrumento AIA estd a bordo del SDO y empez6 a hacer observaciones el 29 de
marzo de 2010. Consiste de cuatro detectores de 4096 x4096 pixeles, donde el tamano
de cada pixel corresponde a una resolucién espacial de ~ 0.6” (~ 420km). También
contiene diez diferentes canales de longitudes de onda, tres de los cuales estan en luz
blanca y UV, y siete en EUV, seis de los cuales (131, 171, 193, 211, 335, 94 A ) estdn
centrados en lineas fuertes de fierro (Fe VIII, IX, XII, XIV, XVI, XVIII). Estas lineas
cubren el intervalo de temperaturas de la Corona desde T' ~ 0.6 MK a 2> 16MK. El
ATA registra un conjunto completo de imagenes casi simultaneamente en cada filtro
de temperatura con una cadencia fija de 12 segundos. El lector podra encontrar una
descripcion instrumental més detallada en los trabajos publicados de |
vl ]

El objetivo principal del proyecto del AIA es usar los datos, junto con los datos de
los otros instrumentos del SDO para mejorar el entendimiento de la fisica detras de
la actividad atmosférica solar, que es la que domina el clima espacial en la heliosfera
y los ambientes planetarios. El AIA produce los datos necesarios para los estudios
cuantitativos de la evolucién del campo mangético coronal y el plasma que contiene,

ambos en cada fase del ciclo solar. [7]

4.3 Mapas de Medida de Emision y Temperatura

Para ilustrar el uso de las herramientas de anélisis de datos, escogimos observaciones
del dia 31 de agosto de 2012. En este dia hubo un evento de clasificaciéon en rayos
X de C8 de acuerdo al GOES*. Tuvo su maximo a las 20:00 UT en la regién activa
1562 de NOAA. En la Figura 4.1 se muestra una imagen compuesta por tres filtros
(94, 335 y 193 A) a las 20:00 UT del dfa seleccionado. Podemos diferenciar al menos
siete regiones activas en el disco, cuatro de ellas se encuentran en el hemisferio norte y
tres en el hemisferio sur. La region activa 1562 que produjo la rafaga se localiza en el
cuadrante Sur-oeste.

Para tratar de resolver algunas cuestiones relacionadas con el problema de calen-

tamiento coronal como lo son, por ejemplo: qué mecanismos fisicos calientan el plasma
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Figura 4.1: Composicién de tres filtros en difentes longitudes de onda (94, 335 y 193
A) de la corona solar [ref. SDO].

coronal y como este calor se transporta al resto de la atmésfera solar, es necesario
que las observaciones de las diferentes lineas espectrales nos den informacion sobre la
distribucién de temepratura del plasma que esta emitiendo. El AIA es uno de los in-
strumentos que provee una buena fuente de informacién sobre la emision solar en un
intervalo de temperaturas considerable.

Dado que la tinica informacién que tenemos proveniente de los instrumentos 6pticos
que observan al Sol es el flujo de fotones, es escencial definir una cantidad fisica extraible
del flujo observable que nos de informacién sobre la distribucién de temperatura.

La Medida de Emision Diferencial, o DEM por sus siglas en inglés, es una cantidad
fisica utilizada para describir la distribucién de temperatura del plasma que emite a lo
largo de la linea de visiéon A cuando tomamos en cuenta las siguientes consideraciones:
(1) la emisiéon EUV es épticamente delgada y (2) estd en equilibrio térmico (puesto que
este no es siempre el caso, la definicién de DEM puede cambiar).

La distribucién de la DEM [dEM /dT)] esté tipicamente definida como: dEM(T) =
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n?dh/dT [ecm™> K], donde n(h(T)) es la densidad electrénica en h con temperatura
T y EM es la Medida de Emision. Sin embargo, puesto que esta definicion involucra
la existencia de un gradiente de temperatura grande, ésta no se puede usar para el
caso de una region parcialmente isotérmica. Ademas, como la DEM estd dada por
la convolucion de las funciones que incluyen el proceso de emision y la respuesta del
instrumento (ver 4.1), no se puede determinar la DEM directamente de las observaciones

de las multiples longitudes de onda. Esto conforma un problema de inversién.

Como ya se mencioné anteriormente, el AIA observa la corona del Sol en seis longi-
tudes de onda del EUV y cada longitud de onda contiene las intensidades [F)(z,y)] que
hacen resaltar los rasgos coronales con temperaturas cerca del pico de sensibilidad [T}]
del filtro pasa-banda. La distribuciéon DEM [dEM (T, x,y, z)/dT] se puede reconstruir

del flujo en los seis filtros [F)\(z,y)] en cada pixel, definido como:

dEM(T, z,
Fi(z,y) —/%R@T (4.1)

Donde [F)\(z,y)] es el flujo observado para un filtro particular A y esté definido en
unidades de ntimero de cuentas por segundo, DN (data number)[s™'pizel™]; Ry\(T) es
la funcién de respuesta del instrumento [en unidades de DN em’s~!pixel™!, y dEM/dt
es la medida de emisién [en unidades de cm™]

Existen varias técnicas para determinar la DEM del plasma solar y casi todas uti-
lizan la emision de lineas delagadas en UV, EUV y Rayos-X. Dichas técnicas han sido
aplicadas con éxito para determinar la DEM en todos los tipos de plasma solar y estelar.

Algunos ejemplos de métodos utilizados para determinar la distribucién DEM del

plasma coronal son: (1) métodos de maximizacién y regularizacién de entropia (p.

ej. | ]); (2) ajuste iterativo de funciones de spline ciibicas (p.
ej. [ 1), (3) con aproximacién de Monte Carlo basado en cadenas de Markov
(] ]), 0 (4) con ajuste hacia adelante de funciones Gaussianas

en el caso de datos en tres filtros (ver | i |
]); (5) o uno muy similar al anterior que hace un ajuste de funciones
multi Gaussianas en caso de tener datos en seis filtros ( | D).

En este trabajo utilizaremos el método automatizado del ajuste multi Gaussiano.
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Método de funcién multigaussiano

La funcién Gaussiana es una de las representaciones mas sencillas de la DEM, dada por

DEM(T, z,y)
dT

_ EMp(QT, y)exp (_ [lOg(T) B lOg(Tp(l', y))]Q) ) (42)

202 (x,y)

Generalmente la DEM es funciéon complicada porque podria suceder que el plasma
observado no sea isotérmico para ninguna posicién [(x,y)]. Aun asi es 1til caracterizar
a la DEM con los pardmetros [EM,, T,, or] para cada pixel [(x, y)] obtenidos de un
ajuste Gaussiano, donde E'M,, es el valor pico de la Medida de Emisién y 7T}, es el valor
pico de temperatura de la DEM. Con este método podemos obtener un mapa de la
Medida de Emisién (EM (x,y)) v otro de la Temperatura (1'(x,y)).

Aschwanden et al. (2011) desarrollaron un cédigo automatizado para producir tales
mapas de Medida de Emisién y Temperatura usando el siguiente algoritmo: (1) se hace
un calculo previo del flujo de cada filtro [F™%(T;, o5, A )] para ny=23 diferentes valores
de temperatura T; ,i =1, . . . , ny (equi-espaciados en el logaritmo de la temperatura
entre log(T) = 5.7 and log(T ) = 7.0), para n, = 10 valores del ancho de temperatura
de la gaussiana ¢; = [0.1, 0.2, . . . , 1.0], y para seis filtros de longitud de onda A,
k=1,...,6. (2) Los flujos del modelo Gaussiano de la DEM [F™%(T; o, \t)] se

1 ***ajuste hacia adelante*** (forward-fitting, ver Anexos A para

obtienen mediante e
breve explicacién) de los flujos observados [F°**(x,y)] en cada pixel con posicién [x,y] y
(3) los mejores valores del ajuste [EM,(z,y),T,(x,y) y or(z,y)] se determinan usando

el criterio reducido de optimizacién por minimos cuadrados,

1 [FObS(LC,y,/\k) o F’model(x’y7 )\k)]Q

n-— nf%e) U%($’ Y, )‘k)

X (x,y) = ( (4.3)

k

donde n=6 es el nimero de observables en cada posicién [x,y], nfre. = 3 es el nimero
de pardmetros libres del modelo y or(z,y, A\x) es la incertidumbre esperada del flujo

observado [F)\(z,y)] de acuerdo a la estadistica de Poisson,

1 Nobs Nobs

or(@, Y, M) = T > B ) teap, (4.4)
exp* obs j

%
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Donde Fj(x;,y;) es el valor de intensidad por pixel que estd normalizado por el

1

tiempo de exposicién [te;,] en unidades DN s~'. De esta manera la estadistica de

Poisson esta corregida por el niimero de cuentas acumuladas durante un tiempo de

2

s Dixeles. Para hacer una

exposicién [texp] y macropixeles combinados con dreas de N
estadistica de fotones mas precisa se necesitaria saber el nimero de fotones més que el
numero de datos DN. Sin embargo, el DN es casi aproximadamente igual al nimero de
fotones para los canales del ATA en EUV: DN fotén™! ~ 0.9 — 1.5 para los canales 131,
171, 193, 211 A; DN fotén~" ~ 0.6 — 0.7 para los canales 304 y 335 A; y DN fotén~" ~
2.1 para 94A.

En la Figura (4.2) mostramos un mapa de la Medidad de Emisién [EM (z,y)] y uno
de Temperatura [T'(x,y)] obtenidos de de las imédgenes en seis filtros del AIA de dia 31
de agosto de 2012 a las 20:00 UT. El mapa cubre un intervalo de temperaturas desde
T = 0.5—10MK (o bien log(T') = 5.7 —7.0) donde la escala de temperatura se muestra
en la barra vertical del lado derecho de la imagen. Podemos ver en el mapa que la
region de temperatura mas baja T < 10° ~ 1 MK se localiza en el hoyo coronal del
hemisferio norte; en el sureste en regiones de Sol Quieto se observa T ~ 10% — 1095 ~
1 — 3.1 MK; en Sol Quieto en el hemisferio norte T ~ 10%2 — 10%% ~ 1.6 — 2.5 MK y
hasta 7' < 107 &~ 10M K en la regién activa central (donde se produjo una rafaga solar
clase C8).

La regién activa 15622 en el suroeste del disco solar muestra claramente la zona més
caliente . En el mapa de temperatura se distinguen mejor las estructuras calientes y

frias comparado con las imagenes en cada filtro por separado.
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Figura 4.2: Pardmetro del plasma solar 3. 1.
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CAPITULO 5

PROCESAMIENTO de MAPAS de
TEMPERATURA

Aqui se exponen tres métodos basados en dlgebra lineal que sirven para el procesamiento
y analisis de datos, entre otras aplicaciones que se mencionaran mas adelante. Los
datos que analizamos son los mapas de temperatura obtenidos de seis filtros en EUV
del ATA/SDO de la corona solar.

Uno de los objetivos principales de la tesis, asi como una de las dos partes que
la componen, es determinar el tipo de transporte de calor presente en la Corona so-
lar mediante observaciones. Para lograr esto debemos efectuar las siguientes tareas (a
nuestra consideracién): (1) escoger un evento solar con actividad media (clase-C pref-
erentemente) donde se aprecie la propagaciéon de un “pulso térmico” en sus mapas de
temperatura. (2) Mediante el empleo de algunos métodos de dlgebra lineal (como la
Descomposicién Ortogonal Propia), procesar los mapas de temperatura para extraer
unicamente los rasgos mas importantes, como pueden ser estructuras que exhiban una
dindmica interesante (i. e. un pulso térmico). Finalmente, (3) medir y caracterizar
la dindmica de dicha estructura para determinar si el transporte es difusivo normal o

no-difusivo.

El trabajo aqui presentado corresponde al paso (2) de la lista anterior. Légicamente,

para haber llegado a este punto, uno supone que el paso (1) se ha realizado con éxito.

43
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Sin embargo, hay que resaltar el hecho de que, si bien se tiene un conjunto grande de
datos (mapas de temperatura) de 5 eventos diferentes, no todos presentan una dindmica
destacable. Actualmente, se siguen buscando y obteniendo mapas de temperatura de
otros eventos que pudieran cumplir con todos los requisitos para ampliar el conjunto de
eventos. Mientras tanto, para ejemplificar los métodos aqui expuestos, se usé el evento
del 31 de Agosto de 2012. Este fue el dia en que ocurrié una rafaga solar C8, segun la
clasificacién de GOES, a las 20:44 UT en la region activa 1562.

Usamos tres métodos para procesar los datos (mapas de temperatura) que estén
basados en las técnicas de Descomposicién Ortogonal Propia (POD por sus siglas en
inglés). En la seccién 5.1 se da una introduccién de la POD. En la seccién 5.2 presen-
tamos la Descomposicién en Valores Singulares (SVD por sus siglas en inglés) aplicado
a un conjunto de datos en 2D, que en este caso son los mapas de temperatura resp-
resentados como una matriz A = (X(7),Y (7)) donde T es la temperatura y X,V
las coordenadas espaciales. Seguido de esto, en la seccion 5.3 se presenta una mod-
ificacién de la SVD para conjunto de datos en 3D, donde tomamos el tiempo como
la tercera dimension, i. e. un conjunto de mapas de temperatura en el tiempo; sea
r = (X(T),Y(T)), ahora se representaran los datos como A;; = (r;,t;). Finalmente,
en la seccién 5.4 exponemos otra forma de respresentar los mismos datos para hacer la

descomposicion ortogonal de la serie espacio-temporal.

5.1 Descomposicién Ortogonal Propia

La Descomposicién Ortogonal Propia (POD) es una técnica que permite hacer andlisis
de datos multidimensionales, inclusive de dimensién infinita. Como su nombre indica,
el POD es un método que provee de una base ortogonal que representa a los datos de
la manera mas 6ptima. El truncamiento de la base éptima proporciona una manera de

encontrar aproximaciones éptimas de dimensiones inferiores de los datos dados.

Ademas de ser un método 6ptimo en un sentido de minimos cuadrados, la POD tiene

la propiedad de que usa la descomposicién en modos la cual se obtiene Uinicamente a
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partir de los datos y no asume ninguin conocimiento previo del proceso que los genera.
Esta propiedad es muy 1til cuando el conocimiento previo del proceso suyacente es in-
suficiente como para justificar una determinada eleccién de la base. También ayuda en
la exploracién de patrones en los datos que pudieran revelar alguna informacion sobre

el proceso subyacente que los genera.

La POD es un método muy poderoso que se puede usar para dos propdsitos, ya
sea para la reducciéon de orden mediante la proyeccion de los datos de alta dimension
a uno de dimensién inferior o para la extraccion de rasgos dominantes y estructuras

coherentes que podrian estar ocultas en los datos | ].

Sus aplicaciones son ampliamente usadas en varias ramas de la fisica e ingenieria.
Aplicaciones de POD incluyen procesamiento de imagenes ( | D,
la compresién de datos, andlisis y reduccién de ruido en senales ( |

1 1 [ |), el modelado
y control de sistemas de reaccién quimica ( | Nl
1, [ ]), modelos de turbulencia ( [
1,1 |), estructuras coherentes en fluidos y plasmas, p.ej.
plasma fotosférico ( | 1), el control de fluidos ( |
]), las redes de energia eléctrica ( | 1 [

]), v la ingenierfa edlica ( [ ]), etcétera.

El método de descomposicién que nosotros utilizamos para el analisis de los ma-
pas de temperatura del Sol es el SVD por ser efectivo y ser parte de la paqueteria de
herramientas matematicas de MatLab, lo que lo hace facilmente ejecutable. Posteri-
ormente se usé un método que adapta la SVD para conjuntos de datos en 3D. Antes
de mostrar los resultados que se obtienen tras usar la SVD y demdas métodos de de-
scomposicion con MatLab, es conveniente dar las bases tedricas que conforman dichos

métodos.
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5.2 Descomposicion en Valores Singulares (SVD)

en 2D

La SVD es un método de POD que de forma general, construye una nueva base en la
que se pueden representan de una manera mas éptima datos discretos, en términos de
matrices. Asi mismo, se usa para extraer rasgos dominantes y estructuras coherentes
mediante la identificacién y ordenamiento las dimensiones a lo largo de las cuales los
datos exhiben mayor variacién. Una vez identificado dénde hay mas variacion, es posi-
ble encontrar la mejor aproximacion de los datos originales usando menos dimensiones
(truncamiento a un rango menor de la dimensién de la matriz original). En este sen-

“pesos”

tido, la SVD sirve también para comprimir la informacion en tan sélo algunos
(valores singulares) de bajo orden que estdn asociados a eigenmatrices ortonormales
(] ], [ ]). La SVD nos permite factorizar una
matriz A € R™*" (de igual manera si € C) a una de forma diagonal usando matrices
unitarias, i. e.,

A =UxV” (5.1)

Donde U € R™ " es una matriz con columnas ortonormales ( UTU = I o bien
Yk UkiUpj = 0i5), ¥ € R™™ es una matriz diagonal con valores no negativos y V' €
R™ ™ es unitaria.

Una interpretacién geométrica[6] de la SVD va como sigue: ya que V' es una matriz

unitaria, i. e. VT = V=1 entonces podemos escribir,

A=UXV" «— AV =UX.

Ahora tomemos separadamente las columnas de V y la expresién anterior equivale

Av; = oju; j=1,..,n. (5.2)

Por lo que, los vectores ortogonales de un sistema coordenado {vy,vs,...,v,} son

mapeados bajo la transformacion lineal A a un nuevo sistema coordenado ortogonal “a
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escala” {o1u1, 09Uy, ..., 0, }. En (2) nos referimos a los o como a los valores singu-
lares (o pesos) de A (entradas diagonales de X) que normalmente estan ordenados de
tal forma que o1 > 0y > ... > 0,,. Las columnas m de U (vectores ortonormales ;)
y las columnas n de V (vectores ortonormales v;) se conocen como vectores singulares

izquierdos y vectores singulares derechos de A, respectivamente.

Geométricamente podemos visualizar a la SVD de una matriz A en 2D, como se
muestra en la Figura 5.1. A la izquierda se tiene primero el disco uniatrio con los
vectores unitarios canénicos vy y vg. A la derecha vemos la accién de la transformacion
A, que distorsiona el disco en una elipse. LA SVD descompone a A en 3 transforma-
ciones: una rotacion inicial V7, un factor de escala 3, y finalmente una rotaciénU. Las

longitudes o1 y 09 son los valores singualares de A.

//”"2-: \
054 Vs 7\
\ H //Cilul I"l
T
) 3 U

J
] o5 05 i 7
/
/

-3

Figura 5.1: Interpretacién geométrica de la SVD.

5.2.1 SVD como producto tensorial

Otra forma de representar la SVD y que nos serd muy 1til a la hora de aproximar la
matriz A es con el producto tensorial. Podemos ver la SVD como la descomposcién de
la matriz en una suma ordenada y pesada de matrices separables. Por separables nos
referimos a que la matriz A se puede escribir como el producto externo de dos vectores
u ® v o bien por componentes: u;v;, de forma que la descomposicién de la matriz A se

puede escribir como:
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Donde u; y v! coinciden con la i-ésima columna y el j-ésimo renglén de la SVD
de la matriz A; correspondiente, o son los valores singulares y cada una de las A; es
separable. En este sentido, la SVD aplicada a pocesamiento de imagenes y senales, sirve
para comprimir conjuntos grandes de datos por medio de la proyeccién de éstos en una

serie de eigemodos (u; y v ) que capturan los rasgos mds importantes de los datos. [wiki]

Consideremos que la matriz A(z, y) es un campo escalar que representa, por ejemplo,
la temperatura, donde en cada punto (z;, y;) del espacio corresponde a una temepratura
T;. Las entradas de la matriz A; forman una maya rectangular 2D (z;,y;) donde i =
1,...,N;, j=1,...,N,. El nimero méximo de términos en la expansion de la SVD es
Ngyp = min{N,, N,}. De esta forma, la SVD de la matriz A, se expresa de acuerdo a

la ec. 5.3 como un producto tensorial,

Nsvp

A= ZAi = > ofuF ()t (y)" (5.4)

La SVD de la matriz A da como resultado un conjunto de Ngyp valores singulares
positivos o cero (también llamados pesos) dados por o* que corresponden a una secuen-
cia monétona decreciente (o1 < o*) asf como las eigenfunciones ortonormales {u*} y
{v¥} para cada fndice i y j. Estas eigenfunciones discretas forman la base ortonormal

de los espacios discretos x; e y;, que satisfacen:

N
<uk7 uk’) _ Zuikuik/ = O
= (5.5)

Existen otros métodos para factorizar una matriz, por ejemplo esta QR. ésta es
una descomposicién producto de una matriz ortogonal por una triangular superior (i.
e. A= QR donde QTQ =1). Esta descomposicién se utiliza para el célculo de los

vectores y valores propios de una matriz. También existen la descomposicién Schur,
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LU, entre otros.

La Figura 5.2 es un ejemplo de la diferencia entre usar la SVD y otro método de
factorizacion, como QR, usados para comprimir la misma imagen. En ambos casos se
conservé el mismo porcentaje de informacién(20%). Se ve claramente que la SVD hace

una mejor seleccion de aquellos “rasgos” que considera predominantes.[6]

IR Compraasion rasic 02000, 25 oolum

Figura 5.2: Método QR (lado izquierdo) y método SVD (lado derecho).

5.2.2 Existencia y otros teoremas

Teorema 5.1.1 Sea A € R™ ™. A tiene una descomposicion en valor singular de la

forma
A=UxVT,

Donde Y es una matriz diagonal € R™*" determinada de forma unica, U € R™*™

es una matriz unitaria y V- € R™™ también es una matriz unitaria.

Teorema 5.1.2 Sea A € R™" p = min(m,n) yr < p denota el nimero de valores
singulares positivos de A, entonces
1. rango(A) =r
2. range(A) =range(U(:,1: 1))

3. null(A) =range(V(:,7 +1:n))
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4. || A HQI 01

5. La norma de Frobenius es: || A ||p= /07 + 03 + ... + 02

(Las demostraciones a los teremas anteriores se encuentran en el Apéndice B)

5.2.3 Aproximacién de bajo rango (SVD truncada)

Teorema 5.2.1 (Eckart-Young) Sea A" € R™" [a matriz truncada de la SVD en
ec. 5./ de A a rango r, entonces A") es la aprozimacion dptima en el sentido de

la norma de Frobenius, esto es

I A=A = min{|| A~ B ||* [rango(B) = r} (5.6)

donde || A ||=/>2,; A7; es la norma de Frobenius .

Donde A esta dada por la expansién del los productos tensoriales como en la ec.
AT = ot (o (y) (5.7)
k=1

5.2.4 SVD-2D con MatLab aplicado a mapas de temperatura

Después de haber dado los conceptos basicos y la teoria de la SVD es momento de poner
en practica este método. Hay dos formas de proceder para aplicar el método, una es
elaborar un algoritmo que, dada una matriz A de m x n, calcule las matrices U,V y
Y. Este algoritmo a grandes rasgos haria lo siguiente: (1) se calculan los eigenvalores
(valores singulares) y eigenvectores ortonormales (V;’s) de A, (2) después de ordenan
los eigenvalores de forma decreciente y (3) luego se encuentran los vectores columna de
U tal que sean unitarios.

La otra forma de proceder es usando la funcién svd (de sus siglas en inglés) de la
paqueteria de MatLab. El comando svd(A) calcula la descomposicién en valor sin-
gular de la matriz A. Usado de la siguiente forma: [U, S, V] = svd(A) el programa
devuelve las matrices U, V y S, donde ésta untima tiene las mismas dimensiones que
Ay corresponde a la matriz diagonal de valores singulares no negativos de A a la que

anteriormente hemos llamado X .
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Mapas de Tempertura
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Figura 5.3: Imagen de la matriz original {A} al tiempo n = 32

Para los propdsitos de nuestro trabajo, nos conviene usar la funcién de MatLab
puesto que es lo mas practico.

Para ejemplificar el método de la SVD tomemos a la matriz A = (x,y) el campo
escalar que respresenta la temperatura (en escala logaritmica) del plasma en cada
punto (z;,y;), siendo éstas las coordenadas espaciales de la Corona solar. De esta
forma, los mapas de temperatura componen una maya rectangular 2D (z;,y;) donde
i=1,...,N;, g =1,...,N,. El nimero maximo de términos en la expansion de la

SVD es Ngyp = min{N,, N, }. De esta forma, la SVD estd dada por la expresién en 5.4.

Dado que los valores singulares o pesos (o) normalmente decaen rdpidamente al
aumentar k, esto implica que tan solo se necesita una pequena fraccion de los términos
en la ecuaciéon 5.4 para representar fielmente los rasgos dominantes y fisicamente rel-
evantes de los datos. Con base en el Teorema 2.2.1 (Eckart-Young) sabemos que la
aproximacion optima de los datos para cada k=r esta dada por la matriz truncada de

A a rango r, dada por A" de la ec. 5.7.

Por otra parte, como tenemos un mapa de temperatura (A) para cada tiempo

entonces esto forma un conjunto {A}" ,, donde el nimero de pasos en el tiempo va de
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0 hasta n. La primera forma de analizar y presentar los resultados usando este método
es aplicar la SVD a cada una de las matrices A;,, después hacer lo mismo pero con la
SVD truncada a diferentes rangos 7 (matrices aproximadas A} ). Usando la paqueterfa
de MatLab para hacer videos, se hace un programa que tome una foto y construya un

video de cada mapa Ay, de Aj y los modos U ky VE

El pseudo-cédigo para calcular los modos (U*, V) y las matrices aproximadas Ap
estd dado por el Algoritmo SVD-2D.

Matniz original S¥YD con mathiz truncada, Modo 1
T —— e D T I ] e
: : 6.8
302_ 31);_ ... 6.6
] A Bl 51 : 6.4
o 1 - b7 1 :
@, ZU;P o L) I f o
- E it g X
] ] 6
10: - 0 o
; . ; o
0E - i DE i E 5.6
— phersconry T ——— pipssoesases 3 2
Eje X Eje X
SYD conmathz truncada, Modo3 SYD con matnz truncada, Modo8
e s e e R T H e
30: B ey
s %
& 20;&- . & 20?.- -
Iﬂ;- mi. ,,,,,,,,
; L ¢ L
0 20 0 20 40
Eje X Eje X

Figura 5.4: Matriz original, A', A3, A8

Algoritmo SVD-2D
Input: matrices {A4;}

Output : matrices U™, V", y {A7}7,
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1. Cargar y guardar mapas ({A};,) para cada tiempo ¢; en un arreglo tipo “cell”

(matriz de matrices) llamada AA.

2. Corre video de superficies { A}?=% con un cuadriculado para ubicar la regiéon

de interés (ver Figura 5.3).
3. El usuario escoge las coordenadas (z;,y;) v (zf,ys) de la regién de interés.

4. Calcula la SVD de cada una de las matrices {A};, que el programa llama de

la matriz-cell como AA{i}|l",

5. Pide al usuario el rango (numero de veces que se va a truncar la matriz)
con formato de vector. p.ej. r = [1,3,10,...]. Como maximo se escogen 5

valores.

6. Para cada valor de rango r(7) dado, se calcula la matriz aproximada {A"},,

a cada tiempo t;
7. Calcula el error, dado por la norma de Frobenius de ec. 5.6.

8. El ultimo bloque se encarga de hacer los snapshots de la matriz original en

el tiempo y de las matrices a diferentes rangos (matrices aproximadas).

En la Figura 5.4 se muestran los resultados de aplicar la SVD hasta rango r = [1, 3, §]
en la regién (x; = 155,y; = 145) y (zy = 185,y; = 175) al tiempo n=42. La imagen
en la posicién (1,1) corresponde a la matriz original. Lo més destacable que se puede
observar en los 82 mapas es la evoluciéon de una estructura ovalada en posiciéon hori-
zontal que se mueve en la parte superior de izquierda a derecha y cuya temperatura
aumenta con el tiempo. Fisicamente tenemos una fuente de calor en la region activa
1562 que se encuentra a la izquierda y que calienta el plasma a su derecha. Ademés se
puede observar la evolucién de otras estructuras pero mas pequenas en la parte inferior

Podemos ver la diferencia que hay entre esta matriz y las matrices aproximadas a
diferentes rangos. A rango 1 podemos ver que la representacién de la matriz origi-
nal muestra el rasgo mas dominante, en este caso es el évalo horizontal. A rango 3
y 8 se muestra la evolucién de otras estructuras menores en la parte inferior central.

Puesto que la estructura que nos interesa estudiar es la del 6valo horizontal, podria
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ser suficiente con tomar la aproximacion a rango 1. Sin embargo, mas adelante apli-

caremos otros dos métodos a los mismo datos para ver cudl representa mejor a los datos.

Walores Singulares o Pesos
10 rﬂ T T T = T T T

Ly

Logaritrno del Walor Singular

Ll 1 - 1 1 1 |
e 5 10 15 20 25 30 2

Longitud de lamays

Figura 5.5: Valores singulares desde t=0 hasta t=82, curvas superpuestas.

. Por qué podemos tomar sélo los primeros términos de la expansién (por ejemplo a
rango 1) tensorial para representar a los datos? La Figura 5.5 corresponde a la gréfica de
la superposicién a todos los tiempos (i = 1,2, ..., 82) de los valores singulares (o pesos),
Yii, donde 7 es el indice del rango. A todos los tiempos el comportamiento es similar
y los pesos decrecen con el rango rapidamente. Esto quiere decir que la informacion
mas importante estd contenida en los primeros valores singulares. La grafica se muestra
en escala semilog; la linea recta corresponde al 1 en la escala vertical y se ve que los
primeros 3-4 modos estan por encima de ella. El valor méas grande es 197.48 y el minimo
es 5.45 x 107°.

Por utimo, se calculé el error de la aproximacion dependiendo del rango usando la
norma de Frobenius con la expresion de la ecuacion 5.6. Una gréafica de los valores del

error a rango 1, 3 y 8 se muestra en la Figura 5.6.



5.3. SVD-3D: TOPOS-CRONOS 25

Grafica del emor
0.8 T T

0.1

Figura 5.6: Valores singulares desde t=0 hasta t=82, curvas superpuestas.

Figura 5.7: Resultado de “desdoblar” la matriz de coordenadas espaciales en un vector

renglon.

5.3 SVD-3D: Topos-Cronos

En el método anterior la SVD se aplicé n veces a cada una de las matrices AA{i} y
para saber cémo evoluciona el sistema usamos el método de “snapshots”, que consiste
en sacar una foto instantanea de los mapas originales y reconstruidos a cierto rango y

después se hace un video.

Otra forma de usar la SVD para el conjunto de datos {}_,; A;;}-, tridimension-
ales es construir un arreglo 2D a partir del 3D. El procedimiento consiste en “des-
doblar” el dominio 2D de coordenadas (z;,y;) en un vector unidimensional r; donde
i =1,2,...,N; x N, (ver ilustraciéon de la Figura 5.7). Por lo que ahora vamos a

representar los datos como una matriz de (N, N,)x N, definida por A;; = A(r;,t;); los
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Figura 5.8: Modos U * VT a rango 1,2 y 3 del lado izquierdo y del lado derecho el

comportamiento temporal.

vectores renglon nos dan la informacion espacial mientras que la informacién temporal
de un punto de la matriz espacial nos la dan las columnas. Esta idea fue usada en las

referencias | I, [ ].

La representacién POD estd basada en la SVD de la matriz A;; dada por la expansién

del producto tensorial de la ec. 5.3, i. e.

Ay = oM uF (r)ok(t), (5.8)

Donde N* = min[(N,N,, N¢)] y los modos satisfacen la condicién de ortonormalidad

Z uF (ry)ul (r;) = Z VR ()0 (r) = O (5.9)

Los valores singulares estan dados por o y son ntmeros positivos ordenados de
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forma decreciente (o7 > 09 > ... > 0}, > ... ). Los N* vectores uy y vy corresponden a
las eigenfunciones o modos de la SVD. A partir de ahora, nos referiremos a los vectores
u*(r;) de dimensién N, N, como “Topos” ya que contienen la informacién espacial del
conjunto de datos y a los vectores v¥(¢;) de dimensién N, como “Cronos” puesto que
contienen la informacién temporal [18].

Basados en la ec. 5.7 definimos ahora la matriz truncada A" a rango r, donde
1 <r < N* como

AL =3 o () (1), (5.10)
k=1

Por construccién, la expansién de la SVD minimiza el error de aproximacién, ||
A — AT |2, por ende ésta resulta ser la mejor representacién de los datos en com-
paracién de otros métodos con funciones base que sirven para lo mismo como, por

ejemplo, Fourier u ondeletas “wavelets”.

Como ya se mencioné anteriormente, los modos de la SVD representan a los datos
como una superposicion de modos separables espacio-tiemporales. La Figura 5.8 mues-
tra esta descomposicién graficamente para los rangos k=1, 2 y 3. Los mapas de la
primera columna nos dan la informacion espacial de como se distribuye el calor a difer-
entes escalas (0"u"(r;)) regresando el vector u(r;) su representacién matricial bidimen-
sional (modos espaciales). Las graficas de la segunda columna nos dan la informacién
temporal (modos temporales v*(¢;)), i.e. cémo varfan en el tiempo los modos espaciales

una vez que multiplicamos cada valor de v*(¢;) por su correspondiente o*u*(r;).

54 GLRAM

GLRAM son las siglas en inglés de la Aproximacion Generalizada a Bajo Rango de
Matrices (Generalized Low Rank Approximations of Matrices). Este es un método rel-
ativamente reciente propuesto ( | |) cuya principal virtud es la de economizar
el tiempo de cémputo cuando los datos tienen una dimensién muy grande. Maés es-

pecificamente, el método de GLRAM es un algoritmo iterativo de optimizacién que
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compite con la SVD ya que éste ultimo generalmente invierte mas tiempo de computo.
Ambos métodos tienen como objetivo minimizar el error (norma de Forbenius sec. 4.3),
sin embargo, el GLRAM tiene un error de reconstruccién mas grande debido a que éste

utiliza la informacion local intrinseca a la imagen.

La diferencia escencial entre Topos-Cronos y GLRAM es la forma en la que se rep-
resentan los datos. Por un lado Topos-Cronos es uno de varios métodos para extraer
informacion de datos con una representacion vectorial. La coleccion de datos espaciales
y temporales es almacenada en una sola matriz A € R™*" donde cada renglén de A
corresponde a la matriz “doblada” de la informacién espacial al primer tiempo. La
aproximacion a cualquier rango de la matriz original esta formada por 3 matrices: dos
ortogonales independientes (una contiene inicamente la informacion espacial y otra la
temporal) y una sola matriz de valores singulares. Este modelo conduce a una solucién
simple y cerrada para una aproximacién de bajo rango usando la SVD de la matriz de

datos.

El GLRAM utiliza otra representacién de datos, en la que los datos espaciales a un
tiempo dado se representan como una matriz y la colecciéon de datos a todos los tiem-
pos como una coleccion de matrices. La aproximacion a cualquier rango esta formada
de nuevo por tres matrices al igual que el SVD,sin embargo en GLRAM las matrices
ortogonales U y V no dependen del tiempo, pero la matriz (de matrices) de valores

singulares (M;) es la que contiene la informacién temporal.

Formulacién Sea A; € R™¢ para ¢ = 1,...,n de los n puntos en el conjunto de
datos. La idea es calcular las matrices L € R™" y R € R" con columnas
ortonormales (i. e. LTL =1;;; RTR =1,,), y n matrices M; € R1*"2 donde i =
1,...,n, tal que LM;RT aproxime A;, Vi. Este es un problema de minimizacién

que matematicamente se resuelve calculando L, R y {M;}, que cumplan con:

min » || A; — LM;R" ||}, (5.11)

i=1
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La formulacién en la ec. 5.11 es general, por lo que l; y [ pueden ser diferentes,
i. e. las M;’s pueden tener una forma arbitraria y notese que ademas no se pide

que sean diagonales.

Dado que el indice 7 de la ec. 5.11 cuenta, en nuestro caso, el nimero de pasos en
el tiempo, podemos pensar que ahora dejaramos fijas las bases, L y R, y la informacién

temporal se encontrara unicamente en la matriz de valores singulares {M;}! ;.

5.4.1 Teoremas y Algoritmo

En esta seccion se muestra coémo se resuelve el problema de minimizacion de la ecuacion
5.11. Los siguientes teoremas dan como resultado una forma de simplificar el problema
de minimizacién y son los que usaremos para construir el algoritmo. Las deemostra-

ciones de los teoremas se pueden consultar en el Anexo B.

Teorema 5.4.1 Sea L, R y {M;}_, la solucién optima de la minimizacion del prob-
lema en la ec.5.11. Entonces M; = LT AR, Vi

Se infiere de este Teorema que la matriz M; esta determinada tnicamente por
las matrices L y R. Por ende, un paso crucial en la minimizacion en ec. 5.11
es hacer el computo de las transformaciones L y R. Una propiedad clave de las

transformaciones éptimas L y R se expresa en el siguiente teorema.

Teorema 5.4.2 Sea L, R y {M;}!_, la solucién éptima de la minimizacion del prob-
lema en la ec.5.11. Entonces L y R son solucion del siguiente problema de opti-

mizacion,

n
max » || L"AiR ||} . (5.12)

i=1
Hasta el momento no se ha encontrado una solucién de forma cerrada al problema
de maximizacion en la ec. 5.12. El siguiente teorema nos da una clave de como
resolver esto usando un algoritmo iterativo para calcular L y R. La demostracién

la puede ver el lector en el Anexo B.
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Teorema 5.4.3 Sea L, R y {M;}!, la solucién éptima de la minimizacion del prob-

lema en la ec.5.11. Entonces

1. Dada una L, R consiste de ly eigenvectores de la matriz

Mp =Y ATLL" A (5.13)

i=1
que corresponden a los eigenvalores la mas grandes.

2. Dada una R, L consiste de l; eigenvectores de la matriz

M, =) ARR"A] (5.14)
=1

que corresponden a los eigenvalores i mas grandes.

Este ultimo teorema nos da un método iterativo para calcular L y R. Esto es, dada
una L, podemos calcular R al calcular los eigenvectores de la matriz Mz. Con la R
ya calculada podemos actualizar el valor de L al calcular los eigenvectores de Mp. El
procedimiento se puede repetir hasta la convergencia. A continuacion de detalla este
procedimiento en el Algoritmo GLRAM.

Algoritmo GLRAM
Input: matrices {A4;},, donde i es el tiempo.

Output : matrices L, R, y {M;}},

1. Obtener la Ly inicial para L (matriz U de la SVD de {A;})
2. Parai: 1 — Ny (Njer =ntimero de iteraciones)
o formar la matriz Mp =377 ATL; L] | A;
e calcular los [y eigenvectores {@f}é?zl de Mp que corresponden a los Iy

eigenvalores mas grandes. (Aqui se usa la SVD como un método para

encontrar los vectores y valores propios).
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asignar R; < [®F, ... 7(1)113]

formar la matriz My = Y77 | AjR; 1 R | AT

calcular los [; eigenvectores {(P]L}é-lzl de M7, que corresponden a los [y

eigenvalores mas grandes. (También se usa la SVD).

Asignar L; < [®F, ..., q)ﬁ]

o i+ i+1
3. Asignar L < L; 4
4. Asignar R <+ R; 1
5. Paraj:1—n

) Mj <— LTA]'R

Renombremos el indice ¢ por [, teniendo que cuenta que [ no tiene relaciéon con /; ni
con ly. Ahora, la reconstruccién de la matriz A; a rango r; y r3 en términos de M, L y

R esta dada por:

1 o
T1,T k1 k.
(Al)gj )= Z Z [Ml]lﬂkz Ll( )RJ(' K (5'15)

ki=1ko=1

Para cada valor de [ en la ecuacién 5.15 , (4;);; € R™°. El indice I se escogi6
para ser la coordenada temporal, donde [ = 1,...,n = 82, son el nimero de mapas de
temperatura - entre [ y [ + 1 hay 12 segundos de diferencia. Las dos matrices L € R™*"
y R € R®*2 son independientes del indice [ y tienen [; y Il columnas ortonormales
respectivamente. En la expresién 5.15 r; y ro son los rangos reducidos donde: r; =
max(r,ly), ro = max(c,ly). Los inices 7, j hacen referencia al vector renglén y columna
de las matrices L y R, respectivamente. Las matrices M; € R¥*¥2 normalmente no son
diagonales excepto en el caso 2D cuando n = 1 de la ecuaciéon 5.11. En ese caso, las
matrices L y R se reducen a las matrices U y V del método SVD.

Tedricamente, las solucién del algoritmo GLRAM es 6ptima sélo localmente (i.e.
depende de la eleccién de Ly para L), sin embargo Jieping Ye (2004) encontrd que
el algoritmo siempre converge a la misma solucion sin importar la eleccion del valor

inicial Lg. Por simplicidad se escogié Ly = (I(l)l ) donde [;, es la matriz identidad dada
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por l; X ly. De acuerdo con Jieping la eleccion de l; y ls que minimiza el error en la
reconstruccién es tomando % = 1 y manteniendo el producto constante l;lo = 400 (I y
l5 son el nimero de reglones y columnas respectivamente de la representacion reducida
de M;).

Para ejemplificar el método GLRAM se usaron los mismos datos que para los
métodos anteriores, es decir, las matrices A; = T'(z;,y;) donde T es la temperatura.
La eleccion de los valores singulares a partir de las matrices M;, al igual que en los
métodos de las secciones anteriores, se hizo tomando aquellos valores que fueran mas
grandes respecto al resto. Encontramos que, a todos los tiempos, el término predomi-
nante (un orden de magnitud mayor al resto) de las matrices M; fue el M(1,1); por lo
tanto éste fue el que utilizamos.

Por otra parte, hay que escoger los valores de r; y ry que mejor reconstruyan la
matriz original. Para nuestros datos, la combinacion de r; y ro que minimiza la norma
de Frobenius resultA ‘6 ser 11 = ry = 4. Esta combinacién fue la que utilizamos para
analizar los datos.

El GLRAM asi como esta construido, sirve para matrices 2D por lo que la forma de
mostrar los resultados una vez aplicado el método es haciendo un video. Las Figuras
5.9 y (5.10-5.12) son la representacién de la matriz aproximada (en mapas de color y

con curvas de nivel) a rango 4 y a diferentes tiempos.
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Mattiz rec onstruidar1=r2=4, F ’mcoth
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Figura 5.9: Arriba: matriz reconstruida hasta rango 4 donde la escala de colores corre-
sponde a la temperatura y los ejes son los ejes espaciales X e Y. Abajo: Misma matriz
reconstruida hasta rango r; = ro = 4 usando curvas de nivel; se escogieron uinicamente
las curvas en el intervalo de log(T):6.4-6.5. Ambas respresentaciones corresponden a

tiempo n=75.

Figura 5.10: Matriz al Figura 5.11: Matriz al Figura 5.12: Matriz al

tiempo n=25 tiempo n=45 tiempo n=80
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CAPITULO 6

ANALISIS DE MAPAS DE
TEMPERATURA

Se analizaron los mapas de temperatura del evento solar del dia 31 de agosto de 2012 en
la regién activa 1562. Después de procesar los mapas de temperatura usando diferentes
métodos de POD, se hizo una caracterizacion del tipo de transporte de calor que exhibi6

el evento seleccionado.

Se buscé exhibir la propagacién de un frente térmico para luego caracterizar el
transporte de calor, para lo cual se necesitaron los mapas de temperatura. Estos mapas

nos dan informacién de la distribucién de temperatura del plasma presente en la corona.

Como ya se mencioné en el Capitulo 4, buscamos eventos que cumplieran las sigu-
ientes condiciones: (1) Para evitar la saturacién en las imdgenes, buscamos eventos de
rafagas solares clasificacién M o C, segun la clasificacién de GOES; (2) eventos para los
que el instrumento ATA tuviera imagenes en los seis filtros (94, 131, 171, 193, 211, 334
A') a todos los tiempos en el intervalo de observacién; (3) que las imdgenes en cada
filtro exhibieran la propagacién de alguna estructura tipo frente de onda.

Es importante hacer una aclaracién sobre el criterio de busqueda descrito en el
parrafo anterior. Dado que hasta el momento no existe un método establecido para
“detectar” un frente térmico a partir de mapas de temperatura de la corona solar, el
criterio que utilizamos no necesariamente es el mas adecuado ni éptimo. Por ejemplo,

una de las desventajas es que el primer paso para detectar un frente térmico es usar las

65
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imagenes originales en cada uno de los filtros y a ojo ver si observamos la propagacién
de alguna estructura, como por ejemplo el andlogo al frente de una onda superficial en
el agua después de aventar una piedra.

De las primeras preguntas que naturalmente surgen después de aplicar los métodos
de POD a los mapas de temperatura son: jqué y como podemos extraer alguna
informacion sobre la fisica del evento después de aplicar estos métodos?

Como nuestro objetivo es determinar el tipo de transporte presente en la RT, nos
gustaria saber, por ejemplo si el transporte es de tipo convectivo, difusivo, no difusivo,
o una mezcla de convectivo-difusivo o convetctivo-no difusivo. Asi mismo, para el
caso difusivo usamos la Ley de Fourier para determinar la conductividad térmica y
compararla con el valor tedrico.

A continuacion se describe el procedimento que utilizamos para determinar la con-
ductividad térmica (usando Topos-Cronos) del plasma coronal que se propaga en la

region activa del evento seleccionado y el tipo de transporte de calor (usando GLRAM).

6.1 Evento I: 31/08/2012

Este evento ocurrio el dia 31 de Agosto de 2012; empezd a las 19:45 UT, tuvo su maximo
alas 20:43 UT y terminé a las 21:51 UT. Este corresponde al de una rafaga C8.4, segiin
la clasificacién de GOES. Se descargaron un total de 82x6(filtros) imégenes entre las
20:00 y hasta las 20:16 UT que corresponde a 16.4 minutos de observacion. Siguiendo
la metodologia descrita en el Capitulo 4, se obtuvieron 82 mapas de temperatura cuya
resolucion ahora es de 6arcsecx pixel. Usando un cédigo sencillo de Matlab se construyé
un video de la secuencia de los mapas de temperatura con el objetivo de poder identificar
la evolucién temporal de alguna estructura. En la regién activa 1562 se pudo apreciar
el movimiento de una estructura que va calentando el plasma que tiene enfrente. En la
Figura 6.1 se muestra una respresentacion de la regién analizada donde se puede ver la
evolucién temporal del frente térmico (entre las lineas punteadas).

Para analizar los mapas de temperatura, primero se convirtieron a formato ASCII
los archivos que se obtuvieron del SolarSoft (matrices T'(z,y)) para poder manipularlos

en MatLab. Se aplicaron los métodos de POD a las matrices T'(z,y) y en esta seccién
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describiremos los resultados obtenidos después de analizar los mapas con dos diferentes

métodos descritos en el capitulo anterior.

Figura 6.1: Secuencia de mapas de Medida de Emisién(izq.) y de Temperatura
(derecha).

6.1.1 Resultados usando Topos-Cronos

De manera general, el método de Topos-Cronos nos da, de forma independiente, una

representacion espacial y otra temporal de la matriz original de datos. La representacién
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espacial provee informacion independiente del tiempo sobre las estructuras mas sobre-
salientes, mientras que la representacién temporal nos da informacion sobre la evolucion
temporal de las estructuras al rango correspondiente que no dependen del espacio, por
lo que dan una caracterizacién para todo el espacio analizado. La particularidad de
este método es que primero se construye una matriz con toda la informacién espacial
y temporal de dimensiones N, N, x N, denotada como A(r;,t;) que proviene de con-
vertir las matrices A;(x,y) al tiempo i en vectores renglén tomando ahora el cambio de
coordenadas 7; <— (x;,y;) y después acomodar los vectores uno debajo del otro para
construir una matriz (ver Capitulo 5).

De aqui en adelante, denotaremos a la matriz A;; = A(r;,t;) del Capitulo 5 como
T(r;,t;). Esta matriz es el campo escalar que respresenta la temperatura en el espacio
y tiempo del plasma coronal. De esta forma, los mapas de temperatura componen
una malla espacio-temporal de dimensiones (N,N,)xN; y rectangular 2-dimensional
(2D): (r;,t;). La representacion discreta espacio-temporal que obtenemos a partir de

Topos-Cronos de la temperatura 7'(r;,t;) estd dada por:

T(rit;) = o*uf(r)vk(t;) (6.1)

donde N* =min[N,N,, N¢|

El resultado de la descomposicién en valores singulares de la matriz 7'(r;, t;) (usando
la ecuacién 5.8) nos da las matrices u*(t;) y v*(r;), es decir, los modos temporales
y espaciales respectivamente donde k£ es el rango. En la Figura 5.8 se muestra el
resultado de aplicar el método Topos-Cronos a rango k=1, 2 y 3. Del lado izquierdo se
muestra los modos espaciales u!(r;),u?(r;),u(r;), donde el vector unidimensional r; se
ha transformado de regreso a las coordenadas espaciales xy e y; (g, yi) <— 13) .

Dado que los valores singulares o pesos (o) normalmente decaen rdpidamente al
aumentar k, esto implica que sélo basta con tomar los primeros términos o los mas
significativos de la ecuacion 5.4 para representar fielmente los rasgos dominantes y
fisicamente relevantes de los datos. Para los propdsitos de este andlisis, tomaremos
unicamente el primer término de la descomposicién; es decir, la aproximacion a rango

k = 1. De esta forma, en la descomposicién en productos tensoriales consideraremos
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tinicamente el modo u'(t;) y el v!(r;).

Ahora, la pregunta es: ;qué informacion sobre la fisica de evento podemos extraer
usando Topos-Cronos? Puesto que la informacion espacial y temporal son independi-
entes entre si, del modo temporal podemos calcular el flujo total de calor considerando
un area transversal por la cual atraviesa dicho flujo. Del modo espacial podemos calcu-
lar el gradiente espacial en toda la malla de dimensiones N xi, XNy, pixeles (donde
Nxpiz = 31y Nypiz = 31) e introducirlo en la Ley de Fourier para obtener la conduc-

tividad térmica.

Para caracterizar el transporte de calor del pulso térmico hemos hecho las sigu-
ientes consideraciones sobre su dindmica y termodindmica: (1) la direccién preferencial
de movimiento se da en el eje X, los desplazamientos en Y son despreciables; (2) el
transporte de calor es paralelo al campo magnético, suponiendo que se da a lo largo de
las arcadas coronales (misma suposicion de los modelos del siguiente capitulo), i.e. el
flujo de calor ¢ = 0, s6lo ¢ || B:(3) el flujo de calor del pulso térmico contiene una parte
convectiva y otra difusiva; (4) el sistema de estudio es un plasma monoatémico con en-
ergia interna %nK T y no realiza trabajo mecéanico durante el proceso, por lo que W =0
y dU = @ (5) el flujo de calor se debe principalmente a los electrones; (6) el volumen
total por donde fluye el calor tiene dimensiones L, X L, X h = ANxpiz X ANypiz X h,
donde h es el grosor de la RT y A = (6arcsec x 7.15 x 10°m) es el factor de conversién de
pixeles a metros; (7) el flujo de calor entra por el lado izquierdo del volumen de control.
Las unidades utilizadas en el siguiente desarrollo estan en SI excepto las expresiones

téoricas para la conductividad térmica.

Por otra parte, analizamos unicamente el intervalo entre los tiempos t=10 y t=33
de los mapas de temperatura porque sélo ahi la derivada del modo temporal obtenida
de Topos-Cronos (v'(¢;)) tiene un comportamiento regular. Si observamos la grafica
superior derecha de la Figura 5.8 podremos notar que hay dos saltos considerables entre
t=7y t=8 donde los valores de v'(;) aumentan bruscamente, y entre t=34 y t=35 donde
estos valores decaen. Estos saltos afectan el calculo del promedio de la derivada de los

modos v!(;) y es por eso que nos restringimos al intervalo ya mencionado.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, el flujo total de calor del pulso

térmico del evento seleccionado, en el limite de campos grandes (wea7o > 1, @ = i, €),
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esta dada por:

Trot = Qu + Gr (6.2)

donde ¢, es el flujo de calor por conveccién (debido al flujo de masa) y qr es el flujo
de calor por conduccion (difusién debido al gradiente térmico).

En realidad, la cantidad de la expresién anterior corresponde a la proyeccion del
flujo total en el plano xy, ya que el flujo real de calor tiene ademés otro grado de libertad
que es la coordenada z perpendicular al plano que estamos analizando. Como nuestros
datos solo son bidimensionales, no tenemos informacion de la tercera dimensién. De
aqui en adelante todos los flujos de calor que se calculen seran en realidad la proyeccion
en el plano zy de la region donde se propaga el pulso térmico.

A continuacién describiremos como se calcula cada una de estas cantidades a partir

del método Topos-Cronos.

Flujo Total de Calor en un Plasma: El flujo de calor o flujo térmico se define como
la tasa de transferencia de energia térmica que atraviesa una superficie, por unidad
de superficie. El flujo de calor es una funciéon ¢ La componente del flujo que
interesa para el andlisis de transporte es la es la El flujo de calor se obtiene de la
ecuacion de conservacion de energia. Puesto que el sistema no realiza trabajo, la
Primera Ley de Termodinamica nos dice que Q) es igual al cambio en la energia

interna (dU) del sistema:

dU = Q = g/nkBTdV = gnkB/T(:c,y,t)dV (6.3)

De la ecuacién de continuidad:

kg OT
/ 0k Oy / V- GradV (6.4)

2 0Ot

Usando el teorema de la divergencia:

3nkp d L
e TdV—jf Grot - dA (6.5)
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Por otra parte, el calor se define como:

Q= B”QkB / TdV (6.6)
por lo que:

d . -

%Q = Q@ Gro - dA (6.7)

El flujo de calor del pulso térmico en la region que analizamos se puede representar
en un diagrama como se muestra en la Figura 6.3, donde el pulso entra por la
parte izquierda del cuadrado. El flujo total de calor que atraviesa las superficies
transversales a las caras 1, 2, 3 y 4 es igual a la suma de los flujos de calor en

cada superficies, esto es:

j{q}ot-dﬁz /Q1dA_/Q2dA_/Q3dA_/Q4dA (6.8)
4

=qA — Z qiA; (6-9)
1=2

~ qroA (6.10)

El signo negativo de los tltimos tres términos de la expresion anterior se refieren a
que el flujo de calor se pierde en estas superifices, mientras que el primer término
es positivo porque aqui el flujo entra a la region. Cuando calculamos los flujos de
calor ¢; para i = 2,3,4 éstos resultaron ser 2 6rdenes de magnitud menor al de

dTot-

Para discretrizar el calor, partimos de ecuacién 6.6:

. 3n/€3

Q(t;) /T(ri,tj)dV (6.11)

por lo que:

Q(t;) 5 ZT(n,tj)AV (6.12)
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sustituyendo la ec.6.1 en la expresion anterior:

3 k: R
n
Q) =" ofuf DAV (6.13)
i=1 k=1
NzNy N*
dQ(t~ Snk
=l ; ;; (r; —yt AV (6.14)

Dado que la informacién més importante se encuentra en el primer modo, tomare-

mos sélo el primer término de la expansion (k=1):

Nz N,
o = O ; ut(r;) - AV (6.15)
dQ 1
qrot = E : Z (6-16)

donde A es el area de la superficie transversal que hemos definido como: A = hL
(ver Figura 6.3) y Q es el calor. Primero describiremos cémo calcular el calor Q.
Puesto que el sistema no realiza trabajo, la Primera Ley de Termodinamica nos

dice que Q es igual al cambio en la energia interna (dU) del sistema:

dU =Q = 3 nkgTdV = §nk3 T(x,y,t)dV 6.17
2 2

Los datos que estamos analizando son medidas discretas de la temperatura en el
espacio, por lo que podemos escribir la ecuacién anterior en términos de sumas y

elementos de volumen discretos:

Q 3nhL?
E:—nZT rit) AV = S ZTU (6.18)

donde hemos sustituido el elemento de volumen:

LyxL,xh _ Lh

AV = AzAyAz = =
reYes NXpixXNYpix N2
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Este elemento corresponde al volumen total de la regién del cuadrado de 31x31
y por lo tanto sélo sirve para el calculo del flujo total de calor ¢r.;. Para calcular
el flujo de calor s6lo en los bordes del cuadrado hay que tomar otro elemento de

volumen.

Con Topos-Cronos reconstruimos la matriz de temperaturas a rango 7: 1}(;4) y de

acuerdo con la ecuacion 5.10 podemos escribirla en la ecuacién 6.18 como:

Q  3nhL? e ks sk
B ij k=1
Como ya se menciono en el parrafo cuatro de esta seccién, tomaremos tinicamente

la aproximacién de la matriz 7;; a rango r = k = 1.

Ahora, para calcular el flujo total de calor g7, como en la ecuacién 6.16, primero

hay que derivar respecto al tiempo la expresion 6.19:

1dQ 3nhl?d L1 3 0, do'v'(t;)
@i NE aga ul(ri)v' (t;) = SnhL*(u (”»zj:—dt (6.20)

donde :

NXpiz NYpiz

Z Z Ul(ﬂﬁk,yz)

(ul(r;)) = += l:1N2 (6.21)

Sé6lo hay que recordar que 7; <— (g, y;).

Dividimos ahora entre el area A=hL a través de la cual entra el calor para obtener

el flujo total de calor gry

qrot i@l §nL(ul(7‘z')> Z

_ do'v'(t;)
kg kg dt A 2

dt

(6.22)
J

La expresion anterior es una funcién escalar que nos da el flujo de calor total para

cada tiempo j. A nosotros nos interesa conocer el flujo total de calor a todos los

tiempos, por lo que hicimos un promedio de la derivada de los modos temporales

v'(t;), de forma que:
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qrot _ ;nL<U1(Tz’)> <dav—(t])> (6.23)
donde:

! d o'vl(t;)] (6.24)

dotv'(t)\ 1 1 d [
dt - 12seg 24 £ dt

Es vélido tomar el promedio de la derivada del modo temporal v!(¢;) ya que en el
intervalo de observacion los valores de la derivada permanecen aproximandamente

constantes, como se muestra en la grafica de la Figura 6.2.

Figura 6.2: Grafica de valores de la derivada temporal

De Topos-Cronos obtuvimos los siguientes valores: (1) (u'(r;)) = 0.0315; (2)

do'v'(t,
<%<J)> = 2.57 x 104, por lo tanto:

g_; _ ganl(”» <W>

3
= 5(1015nr3)(31pix x Garcsec x 7.15 x 10°m)[(0.0315)(2.57 x 10")Ks™]

=1.618 x 10*°Km2s~!
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Y A (D4 A
NYpix
1= ABy
A, Ax
o = -
B O,
—> >
i A,Ax
i A,Qy @,
I 1 L i L Il 1 L 1
\ N)(plx v Y /;’
L=AN

Figura 6.3: Diagrama del volumen de control. Por la cara izquierda entra el flujo de

calor (131, por las demas caras el flujod e calor sale.

Flujo de Calor por Conveccion: Por otra parte, el flujo de calor debido al movimiento

convectivo esta dada por:

u — 3 P —
M 07Tl + ———b x i, (6.25)

kB WeeTe

Esta expresion sale de las ecuaciones de Braginskii.

Como hemos considerado que el transporte de calor se da a lo largo de arcadas
coronales, entonces la componente convectiva del transporte es paralela al campo

magnético por lo que u; = 0.

Para calcular g, hay que conocer la densidad de electrones n, la temperatura 7, y
la velocidad del pulso térmico . El valor tipico de la densidad de electrones en la
Corona reportada en los libros como el de | Jesden =10 m3.
La temperatura del pulso térmico del evento seleccionado esta aproximadamente
en el intervalo de 2.5 a 3.5 MK.

Dado que Topos-Cronos separa la informacion espacial y temporal, no es posi-
ble calcular la velocidad del pulso térmico, por esta razén recurrimos al método
GLRAM para calcularla. Escogimos una curva de nivel con temperatura T=2.5MK

y para b valores del eje Y, seguimos los puntos sobre la curva a todos los tiempos.
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La distancia que avanza cada punto a una Y fija, entre el tiempo nos da la ve-
locidad. Después hicimos un promedio sobre las velociadades obtenidas. El valor

promedio de la velocidad resulté: uy = 9.95 x 10* ms™1.

Sustituyendo los valores de densidad, temperatura y velocidad en la ecuacién 6.25

obtenemos:

& == O.71nTef[||
ks

= (0.71)(10"m™%)(2.5MK)(7.941 x 10*ms™!)
= 1.315 x 10*°Km s~}

Conductividad térmica: Usando los resultados anteriores y la Ley de Fourier pode-

mos obtener la conductividad térmica k:

qr = —kV(kgT) (6.26)
dr
= Kk = _—k:B<VT> (6.27)

Como ya se menciono en el parrafo 6 de esta seccion, la direccién preferencial de
movimiento del pulso térmico es en el eje X, por lo que los gradientes espaciales en
el eje Y son despreciables. Por otra parte, de la ec.6.2 despejamos ¢y y entonces

podemos reescribir la ec. 6.27 como:

qTot — Qu

k(0T /0z)

K =

En la expresién anterior hemos incuido el promedio de dT'/dz y que el gradiente
es una vector y a nosotros nos indeteresa uinicamente el valor promedio a lo largo
de la direccién X. De Topos-Cronos y de la ecuacién 6.21, podemos reescribi este

término (dT'/dx) como:
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1 —0T; 120
(0T [0x) =~ 3 o= ﬁz]: o o (v (1)) (6.28)

= (v'(t;)) <8“a—¥)> (6.29)

donde:
Niz ]\iz 301U1(37k> Y1)
5’01“1(7%) k=1 =1 Oz
ox N N?
y:

1 124

1 . — i
) = 30020 <

vl (t;)

Obtuvimos los siguientes valores para los términos de la ec. 5.5: (1) (v'(t;)) =
0.1803, (2) <%> = 1.39 x 10%; por lo que la conductividad térmica resulta ser:

4Tot — qu

= =514 x 10°Tm s
N kn (0T /0) s

Con esto ahora podemos calcular el flujo de calor por difusién usando la Ley de

Fourier:

T
ar _ _ . or = —3.02 x 10®Km ?s7!
k’B &r

El valor obtenido para la conductividad térmica puede ser comparado con el valor
tedrico:

kT, L
TRBZcTe _ 1,315 x 10%m~! - 57! (6.30)

RTeor = 3.2 m
e

Donde se usé m, = 9.1 x 1073 kg = 9.1 x 107%® g; n = 10" m™® = 10° ecm~3;
kp =138 x 107 J/K; T, ~ 2.5 x 10? eV y 7, (tiempo caracteristico entre colisiones)

estd definida en unidades cgs como:
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3/2

Te
Te = 3.44 X 105—A = 1.084 x 10 'seg (6.31)
n

Donde A ~ 10 es el logaritmo de Coulomb. Las ecuacién 6.31 esta en unidades cgs
y la temperatura en eV.

A pesar de haber utilizado los mismos valores de temperatura y densidad, la difer-
encia entre K y Kreor €8 2.55 veces mayor. Esta discrepancia puede deberse a que la
Ley de Fourier no sea el modelo adecuado para encontrar la conductividad térmica del
pulso que estamos estudiando por el mecanismo de transporte de calor implicito en
esta ley. La Ley de Fourier, asi como fue construida (ver seccién 3.1.1), asume que el
movimiento de las particulas que transfieren su energia cinética por colisiones es de tipo
Browniano; en este de modelo el cuadrado de la desviacion estandar del desplazamiento
de particulas es lineal en el tiempo, i.e. es un proceso difusivo “normal”. Cuando la
difusion es anémala la Ley de Fourier ya no es aplicable. En la siguiente seccion se
presenta una forma de determinar si el transporte es difusivo normal o anémalo usando

el método de procesamiento de datos GLRAM.

6.1.2 Resultados usando GLRAM

GLRAM es un método que calcula las matrices de la descomposicién en valores propios
de forma iterativa tal que minimicen la norma de Frobenius (ver ec.5.11). La diferencia
principal de GLRAM respecto de los otros métodos como SVD y Topos-Cronos es la
forma de representar los datos. En el fondo, GLRAM también utiliza la descomposicion
orotogonal propia de la matriz original de datos, sin embargo, en este método las bases
ortogonales untarias L y R no varian en el tiempo y la informacién temporal esta
guardada en la matriz de matrices de valores singulares M; que no necesariamente es
diagonal.

Usamos el algoritmo iterativo del método de GLRAM descrito en el Capitulo 5

en la seccién 5.4.1 y lo aplicamos al conjunto de datos T'(x;,y;) a todos los tiempos.

Como resultado obtenemos la matriz aproximada [7;];;"* , donde tomamos los rangos
reducidos 11 =ro =4 y [ es el tiempo (I =1,...,n = 82).

De este método extrajimos informacion sobre el tipo de transporte de calor. Como se
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puede observar en la secuencia de Figuras 5.10-5.12, la propagacién del frente tiene una
componente convectiva y otra difusiva. Se puede observar esto porque el frente avanza
de izquierda a derecha y ademas con las curvas de nivel podemos ver que el frente se va
ensanchando mientras avanza. O dicho de otra forma, el frente va calentando el plasma
a medida que avanza y la distancia entre una curva de nivel a mayor temperatura y
otra a menor, va aumentando a medida que avanza el frente. Como nos interesa saber
qué tanto se “difunde” analizamos unicamente la parte del la estructura que aparece

desde el primer tiempo y hasta el tltimo.

El cuadrado del ensanchamiento (o2, desviacién estdndar al cuadrado o varianza)
del perfil de una funcién de distribucién de temperatura es el que mide qué tanto se

2 x t, por otro lado si 02 o< t”

difunde el calor. Si el proceso es difusivo entonces: o
donde v # 1, entonces se tienen dos casos, si 7 < 1 entonces el transporte es sub-
difusivo y si v > 1 entonces el transporte es super-difusivo. Como el frente tiene al eje
x como la direccién preferencial de movimiento, bastaria con tomar las Az para medir
o, sin embargo el problema es que el frente térmico de este evento se deforma a medida
que se difunde, por lo que hay que considera el problema bidimensional para calcular

o

Intentamos diferentes métodos para medir o. La forma mas sencilla de hacerlo
fue calculando el drea entre dos frentes (Ag;) a temperaturas 77, To, T1 < Ty para
cada tiempo, la cual varia linealmente con el tiempo para un perfil Gaussiano (como se
demuestra adelante); i.e A ox t. Para otros procesos se espera que A o t7, donde v # 1.
Visto de esta forma, la rapidez con que aumente el drea (A) serd una medida del tipo
de difusién; si el area aumenta rapidamente tal que v > 1 entonces el transporte de

calor es super-difusivo y serd sub-difusivo si vy < 1.

Para el caso bidimensional la solucién de la ecuacion de difusion para una fuente en el
origen es una funcién Gaussiana (Figura 6.4) para la cual los contornos de temperatura

constante son circulos como se muestra en la Figura 6.5.

Para ver como varia el area entre dos frentes térmicos a distinta temperatura re-
specto al tiempo tomemos primero la funcién de distribuciéon Gaussiana de la temper-

atura:
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T(r ty

Figura 6.4: Perfil Gaussiano al tiempo tg. El sombreado color azul es el area (Ais)
entre dos temperaturas distintas (77 < 73). En ambos ejes las unidades son arbitrarias.
| i |?

1 —
Ti(ri,t) = \/me 4t (6.32)

De la expresién anterior obtenemos la siguiente relacién:

| r; |*= —4tlog(T;V4xt) (6.33)

Donde r; para dos frentes a distinta temperatura se representa en la Figura 6.5. Por
otra parte, el drea entre los dos frentes térmicos estd dada por: Ay = AA = 7Ar?

Sustituyendo la expresién en 6.33 en la féormula del area obtenemos:

NA=Ay— Ay =7(rs —1r?)

[ 4tlog(T1\/E) + dtlog(Ty\/4nt)]
mt[—log(T1) — log(V4mt) + log(Ty) + log(v/4mt)]
mt[—log(T1) + log(T2)]
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<15 -5

Figura 6.5: Plano X-Y de los perfiles gaussianos. En ambos ejes las unidades son

arbitrarias.

S AA = Artlog(Ty/T))] (6.34)

Esto implica que AA = Ay o< t. Esta relacién se cumple unicamente para difusién
normal, resultado de haber considerado que el plasma esta descrito por una funcién
de distribucion Gaussiana que es la ecuacién de Green para la ecuacion de difusion.
Sin embargo, cuando el proceso involucra difusion anémala la solucién a la ecuacién
de difusién (anémala) ya no es una Gaussiana, sino una distribucién con decaimiento
algebraico como la funcién de distribucion de probabilidad de Lévy. Para ver como varia
el area entre dos frentes dados dos perfiles no gaussianos utilicemos la generalizacion a
la distancia r en funcién del tiempo obtenida de la funcién de Green para una ecuacion
de difusion fraccionaria, dada por la ecuacién 3.17 del seccién 3.1.2 del Capitulo 3, en

la que (r;) oc [G(n;)]t"/2, por lo tanto:

Agy = m(ry — 1Y)

oc G (n2)* — G(m)*Jt"

A21 [0 ¢ t’Y
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Figura 6.6: Snapshots de la interpolacién de valores entre t1 y t2 usando glram (n, =
1,40,80.). Arriba tinicamente se muestra la parte de la estructura donde el transporte
es difusivo. Abajo se muestran tres cortes en el tiempo de la estrcutura donde el

transporte de calor es convectivo+difusivo.

esta es la dependencia en el tiempo del area entre dos frentes descritos por funciones
de distribucién no gaussianas. Dependiende del valor de v tendremos los tres regimenes
de difusion: v =1 es difusion normal; v < 1 subdifusion y v > 1 superdifusion.

El método de dreas que desarrollamos consiste en los siguientes pasos: (1) seleccionar
y guardar las posiciones x,y para las cuales se tiene una valor de temperatura T en el
intervalo donde 77 < T < Ty; (2) dado que la maya es de tan sélo 30 x 30 puntos, es
conveniente interpolar los datos en el intervalo de temperaturas deseado y a todos los
tiempos (ver Figura 6.6). Luego hay que (3) contar a cada tiempo el nimero de puntos
que estuvieron en el intervalo de temperaturas, la cual es una medida del area, y por

ultimo (4) graficar el numero de puntos en funcién del tiempo.

En la Figura 6.7 se muestra la gréfica del paso (4) del método de areas. Encontramos
que As; o< %77 i, e. del ajuste lineal se obtuvo una pendiente v = 0.77, por lo que se

infiere que el transporte de calor de esta estructura es sub-difusivo.
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Figura 6.7: Relacion de area en funcion del tiempo.

6.1.3 Notas

Cuando aplicamos GLRAM a los mapas y construimos el video de la secuencia de
imagenes (con y sin curvas de nivel), se observa que a partir de las 20:06:49 y en
adelante, el frente de onda se “frena”. Primero supusimos que esto se debia a un cambio
en la estructura del campo magnético; que el frente se habia encontrado con lineas de
campo perpendiculares a la direccion de propagacién del frente y esto lo hubiera hecho
“frenar”.

Descargamos los magnetogramas correspondientes al dia y horas del evento selec-
cionado para verificar si existia alguna estructura de campo magnético importante que
explicara este comportamiento del frente. Sin embargo, en la regiéon donde se “frena”
el frente no hay ningin cambio importante en la polaridad o direcciéon del campo. La
Figura 6.8 es un magnetograma a colores tomado por el instrumento HMI/SDO del
mismo dia del evento de interés. Los magnteogramas de este estilo se toman con 45 se-
gundos de cadencia por lo que para el intervalo de observacién (16 min) sélo se tienen 13
magnetogramas. En ese intervalo no se observa ningiin cambio en los magnetogramas.

Después decidimos fijarnos directamente en los mapas de temperatura y lo que
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Figura 6.8: Magnetograma tomado a las 20:06 UT

observamos es un cambio en la intensidad en todos los colores y de forma global entre
el mapa de las 20:06:37 y las 20:06:49 UT. Este efecto es apenas apreciable en los mapas
que no han pasado por los métodos de POD. Sin embargo, cuando usamos GLRAM y
graficamos dos curvas de nivel con diferentes temperaturas el efecto es mas apreciable
(ver Figuras 6.9 y 6.10).

Aparentemente lo que ocurre es que el aparato se descalibré y cambié la intensidad
en los pixeles, es por eso que el efecto se ve global. Esto se observa en la figura 6.7
como una caida brusca. Por esta razon los calculos de la seccién 6.1.1 se limitaron a

tiempos previos a este fendémeno.
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Figura 6.9: A la izquierda se muestra el mapa de temperatura al tiempo 33 (20:06:27
UT) y a la izquierda el mapa al tiempo 34 (20:03:49 UT).

6.6
4
5 t=20:06:37 UT
6§
5.6
0
5.6
5.4
6.2
| t=20:06:49 UT
5 58

5 10 15 20 25 0

Figura 6.10: Reconstruccion de mapas de temperatura usando GLRAM a distintos

tiempos.
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CAPITULO 7

MODELOS de CAMINATA
ALEATORIA

Hasta este punto del trabajo, logramos exhibir la propagacién de un frente térmico de
las observaciones y, usando métodos de procesamiento de datos, pudimos determinar
la conductividad térmica y el tipo de transporte de calor de dicha propagacién (Cap.
6). Ahora, resulta natural preguntarse cuéles son los procesos fisicos que subyacen
en el transporte de calor en el plasma coronal de la region observada. Resolver esta
pregunta nos ayudara a tener una compresiéon mas profunda y una visién mas amplia
sobre estudio del transporte de calor en la Corona solar. Para lograr esto, es necesario
construir modelos que simulen el transporte de calor y es por eso que desarrollamos
dos modelos de caminata aleatoria usando parametros de datos observacionales de la

Corona.

En este capitulo presentamos dos modelos numéricos (A y B) de caminata aleatoria
usando un cédigo de MatlLab; ambos modelos intentan simular el transporte de calor
por medio de la transferencia de energia cinética por medio de colisiones entre las
particulas cargadas del plasma coronal. Consideramos que el transporte tnicamente
es paralelo al campo magnético presente en los arcos coronales tanto en la Region de
Transicién (RT) como en toda la atmésfera solar. Los modelos difieren por la regién
de interés, la configuracion de arcos coronales y la manera en la que las particulas se

mueven en dicha region.
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Cualquier modelo tedrico cuyo objetivo sea describir un sistema, tal como un fenémemo
natural, debe estar basado en un conjunto de suposiciones fisicas y matematicas. En este
caso, el sistema que nosotros intentamos describir es la RT y la Corona, enfocandonos
en el transporte de calor que se lleva a cabo en estas regiones.

El modelo A es un intento de describir el transporte de energia mediante colisiones
de particulas que se mueven tunicamente a lo largo de arcos coronales presentes en
toda la atmdsfera solar, mientras que en el modelo B nos restringimos tinicamente a la
RT. Las principales consideraciones para los dos modelos son: (1) presencia de campo
magnético, (2) las particulas se mueven paralelas al campo de las arcadas y (3) el salto
de particulas entre arcadas de campo magnético sirve como los “vuelos de Lévy”.

De forma general, los modelos A y B simulan la caminata aleatoria del transporte de
energia por medio de colisiones entre particulas que se mueven paralemente al campo
magnético en las arcadas coronales. De esta forma, las trayectorias que resultan de
correr la simulacion, representan el cambio aleatorio en la trayectoria de una particula
a la cual le fue cedida toda la energia cinética de otra particula con mayor energia. Por
lo que, el transporte de energia tiene una direccién aleatoria pero en promedio cubre
una distancia grande, la cual se mide con la desviacion estandar de los desplazamientos
de proceso de caminata aleatoria. Es importante mencionar que en los dos modelos nos
fijamos en la difusiéon angular bidimensional (latitud-longitud) en la atmdsfera solar y
no en la difusion radial.

La motivacién para desarrollar estos modelos es por al fisica inusual de la RT. Esta
delgada capa respresenta los limites de varios parametros fisicos: (1) separa una regién
donde hay un aumento stibito en la temperatura (de 10*K a 10°K), (2) divide tambieni
la regién donde hay una caida en la densidad (de > 10"em™ hasta 10%cm™3) y (3)
marca la transicion de una S > 1 a un régimen de S baja. La RT se encuentra a
~ 2000km por encima de la fotosfera y tiene una extension vertical de ~ 100km. La
fisica detras de esta capa es atin desconocida, aunque ya se han propuesto varios modelos
como parte del problema conocido como “problema de calentamiento coronal”.

Las consideraciones fisicas que utilizamos para construir los modelos A y B se de-

scriben en la siguiente lista:

e EL transporte de calor lo llevan a cabo las particulas que ceden toda su energia
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cinética a otras particulas via colisiones.

El transporte pararelo a lineas de campo magnético es mucho mas rapido que el

transporte perpendicular.
Sélo consideramos arcos coronales cerrados y transporte paralelo a ellos.
La fuente de calor es producida por la reconexion magneética en una rafaga solar.

Los saltos de particulas se dan a lo largo de grandes arcadas que se extienden

hasta la Corona y éstos actian como los “vuelos de Lévy”.

La temperatura de la RT es del orden de 10°K y es aproximadamente uniforme

en el espacio y tiempo.

La funcién de distribucion de velocidades en una plasma en equilibrio térmico

esta dada por la distribucion Maxwelliana,

m \>? —muv?
f(U) - (271']{/‘BT) ep (Qk'BT)

La velocidad promedio de propagacién (ancho de la distribucién o desviacién

estandar) estd dada por < v >= (2kgT/m)/2.

La longitud de arcadas coronales en regiones de Sol Quieto (SQ) esta descrita por
la funcién de distribucién f(L)gs, obtenida de datos observacionales ( |

]). En la Figura 7.1 se muestra la gréfica de esta funcién.

f(L)gs = 0.052L~1%%

Integramos sobre la variable L* en el intervalo [L,;,, L] y normalizamos en el
intervalo [Lyin,Limae] para asi obtener la FDA (€) o Funcidn de Distribucion Acu-

mulada. Resolvemos para L de la expresién anterior y obtenemos:

L= [€(L00 — [700%) 4 L—o.osrﬁ (7.1)

max min min

Donde ¢ es una variable que toma valores € (0, 1) uniformemete distribuidos.
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f(L) /Area
0.020 [T
0.015

0.010F

0.003

0.000

Figura 7.1: Funcién de distribucién f(L) de longitudes de arcos coronales (curvas
sélidas). Superpuestos estan los ajustes con funcién exponencial(lineas punteadas) y

con ley de potencias (lineas de segmentos). | ]

e El tiempo entre saltos para el paso i-ésimo esta dado por el tiempo en el paso
i — 1 mas la razén del tamano de paso (dL) y la velocidad, pues la geometria
magnética en la que se mueven las particulas se considera fija, lo que hace que dL

sea la misma para todas,

dL
dtl = — + dtz‘_l
v
A continuacién describiremos los modelos A y B y los algoritmos usados para las

simulaciones.

7.1 Modelo A

Imagine que tomamos la porciéon de volumen de la atmoésfera solar entera incluyendo
unicamente el conjunto de arcos coronales cerrados de longitud dada por la FDP men-
cionada arriba y luego la proyectamos sobre el plano de la RT. Ahora supongamos

que la dinamica de las particulas cargadas del plasma solar estan gobernadas por las
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fuerzas magnéticas. Nos interesa saber qué tan rapido se difunde la energia en funcién
del tiempo. En este sentido, no estaremos viendo la extensién espacial real que alcanzo
la energia en la atmosfera solar, sino en el plano del disco solar donde hemos colapsado
la estructura magnética.

Una versiéon compacta del algoritmo usado para el Modelo A es el siguiente: (1)
establecemos los parametros iniciales: numero de particulas, nimero de iteraciones,
velocidad de particulas (la cual se toma de la distribuciéon Maxwelliana), (2) se corre el
proceso de caminata aleatoria; (3) en cada paso de la simulacién se grafica el cambio
en la trayectoria de una particula dada en el momento en que la particula del paso
anterior le cedio su energia cinética por medio de una colisién; asi que lo que vemos de

la simulacién es el cambio en la direccién y la extension de la energia (calor).

7.2 Modelo B

La regién de interés en este modelo es uinicamente la RT. Consideramos que la RT es
plana, dado que tiene una extension vertical muy pequena comparada con el resto de la
atmosfera solar. Ademas, dado que hay arcos coronales que alcanzan alturas de hasta
3.3Mm, éstos intersectan (en dos regiones) la capa de la RT, por lo que simulamos
estas intersecciones como pares de circulos. Dependiendo del largo y alto de los arcos
coronales, esto afecta el area y la separacién entre los pares de circulos. Cuando una
particula entra en un circulo se propaga hasta el otro extremo del arco siguiendo el
campo magnético muy rédpidamente (vuelos de Lévy). Sin embargo, sobre este aspecto
no hemos impuesto parametros reales. Cabe mencionar que estamos considerando que
los arcadas coronales que se extienden hacia arriba son semicirculares de diametro D y
longitud L (D = 2£).

La Figura 7.2 es un esquema del modelo de caminata aleatoria planteado en el
parrafo anterior. El recuadro azul claro representa a la Regién de Transicién en 2D
donde se mueven las particulas en curvas como la que esta pintada en negro. Cuando
una particula entra en un circulo se va a trasladar a su circulo par respesentados en
la figura con el mismo color. Las lineas punteadas son la representacion en 3D de

las arcadas coronales por donde se transportarian las particulas en la realidad pero el
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k.l
¥ / Arcadas Coronales

Figura 7.2: Esquema de la simulacién del Modelo B. Las lineas punteadas en cuyos
extremos hay circulos representan arcadas coronales. La curva en negro representa la

trayectoria de las particulas.

modelo sélo es bidimensional y los saltos son inmediatos.

Una versién resumida del algoritmo usado para el modelo B va como sigue: (1)
Se generan las posiciones y radios de los circulos de manera aleatoria, (2) se corre el
proceso de caminata aleatoria en el que: (2.1) si una particula estéd dentro del circulo
entonces brincard al circulo gemelo sélo una vez, pero si (2.2) la particula estd fuera
de un circulo entonces la trayectoria estard dada por la pdf de la ec. 7.1. (3) En cada
iteracion graficamos el cambio en la trayectoria de una particula dada. La condiciéon en
(2.1) se incluye porque cuando la particula entra a una arcada, ésta entrega su energia
por colisiones al llegar al otro lado de la arcada y aunque se regresara, su energia ya es

menor y ya no tiene energia que ceder.

7.3 Resultados de los Modelos

Recordemos que la forma de determinar el tipo de transporte de calor es midiendo el

cuadrado de la desviacion estandar del proceso de caminata aleatoria y compararla con
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el tiempo. Asi se puede obtener la relacién 02 o t7, en la que se tienen los siguientes
tres regimenes: (1) si v = 1 el transporte es difusivo normal, (2) si v > 1 entonces es
super-difusivo y (3) si v < 1 es sub-difusivo.

Como era de esperarse, para el modelo de movimiento browniano obtuvimos v & 1,
mientras que para el modelo A y B el valor de v varia dependiendo del nimero de
particulas y nimero de circulos (sélo para el modelo B) (ver la tabla de la Figura 7.3).
Unicamente para el modelo B usando 75 particulas y 50 pares de circulos obtuvimos un
valor de v apenas por arriba de la unidad, v = 1.151. Se puede decir que, si bien el valor
de la pendiente es mayor que la unidad en este caso, la diferencia con la pendiente de la
recta identidad es muy pequena, por lo que el transporte podria seguirse considerando
de tipo difusivo normal.

Los resultados de ambos modelos se pueden interpretar de varias formas puesto
que reflejan tanto las deficiencias en la construccién de los modelos como la fisica
que realmente se lleva a cabo en la Corona. Por un lado, los modelos no son una
representacion integra de la realidad, en ellos hemos incluido una gran cantidad de
aproximaciones y suposiciones. Por otra parte, podriamos pensar que la estructura de
campo magnético es la responsable de que el calor no se pueda difundir mas rapido de
lo que nosotros esperabamos.

Podemos ver en la Tabla de la Figura 7.3 que en casi todos los casos la pendiente
es menor que 1, lo que parece indicar que el transporte de calor en la region observada

corresponde a un proceso subdifusivo.
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7.3. RESULTADOS DE LOS MODELOS

# Particulas
50 100 200

Modelo

Modelo A Y = 0.637 ¥ = 0.669 Y = 0.681

y=0.829 Y =0.733 Yy = 0.982

95

Figura 7.3: Tabla de los valores obtenidos de 7 para los modelos Browniano, A y B.
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CAPITULO 8

CONCLUSIONES Y TRABAJO
FUTURO

El estudio que realizamos sobre el transporte de calor en la Corona solar consistid, a
grandes rasgos, en determinar el tipo de transporte de calor y calcular la conductivi-
dad térmica de la propagacion de un pulso térmico después de haber analizado mapas
de temperatura de imdgenes del insrumento AIA/SDO. Ademds, como estudio com-
plementario, construimos dos modelos de caminata aleatoria basados en la estructura
magnética de la Corona que intentan simular el transporte de calor en esta region del
Sol.

Escogimos datos del 31 de agosto de 2012 porque ese dia tuvo lugar un evento solar
en la regién activa 1562 de clasificacién en rayos X de C8 segin GOES. Descargamos
imégenes en seis filtros diferentes(94, 131, 171, 193, 211, 334 A) del EUV obtenidas de la
base de datos de JSOC (Joint Science Operation Center) de la Universidad de Stanford
y que fueron tomadas por el instrumento ATA (Atmospheric Imaging Assemlby) a bordo
del SDO (Solar Dynamics Observatory). Con estas imdgenes obtuvimos mapas de tem-
peratura usando una herramienta de analisis de datos automatizada que se encuentra
en las utilidades del software conocido como SolarSoft. Sélo analizamos un evento solar
porque no fue facil encontrar otros eventos donde se apreciara la propagacion de alguna

estructura en los mapas de temperatura.

Escogimos una “zona de control” cerca de la region activa 1562 en los mapas de

97
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temperatura de 31 x 31pixeles de tamano. Dado que los mapas (guardados en matrices)
tienen una resolucién en temperatura baja (inicamente 27 valores de temperatura en
una malla de 400 x 400pixeles) fue conveniente utilizar métodos de Descomposicién
Ortogonal Propia. Estos métodos son una poderosa herramienta de procesamiento de
datos que permiten extraer la informacion y estructuras mas importantes de los datos y
no implican algoritmos que gasten mucho tiempo de cémputo (esto se debe a que estéan
basados en herramientas de dlgebra lineal sencillas). Los métodos que utlizamos fueron
Topos-Cronos y GLRAM; el primero nos da una representacion espacial y temporal
independientes entre si, mientras que el segundo método nos da una representacion

espacial y temporal que si dependen una de la otra.

El método Topos-Cronos nos sirvié para calcular la conductividad térmica del pulso
que se desplaza de izquierda a derecha en la zona de control de los mapas de temper-
atura. De la informacién espacial de este método, calculamos el gradiente espacial de
la temperatura en toda la zona de control y de la informacién temporal calculamos la
derivada temporal. Usando principios basicos de termodinamica y la Ley de Fourier,
la conductividad térmica es igual a k = (qrot — qu)/(0T/0x);T = T(z,y,t) y hemos
considerado que el movimiento del pulso se da en la direcciéon = inicamente. Obtuvimos
un valor de k = 3.47 x 10*” m~!'s™! y el valor tedrico resulté ser: Krpeor = 1.315 x 10?8
m~!s7!. La diferencia en el orden de magnitud de las conductividades térmicas experi-
mental y tedrica se puede deber a que en realidad el transporte de calor en esta region
no es difusivo normal (modelo de transporte que asume la Ley de Fourier). Por esta

razén, utilizamos otro método de procesamiento de datos para determinar el tipo de

transporte de calor.

El método GLRAM nos sirvié para determinar si el transporte era difusivo, subdi-
fusivo o superdifusivo. Escogimos dos curvas de nivel de temperturas (7} = 2.5 x 10°
Ky Ty = 3 x 10° K) que representaran claramente la propagacién del pulso térmico.
Calculamos el drea (densidad de puntos) a cada tiempo entre estas dos curvas de nivel.
Puesto que el area entre dos frentes térmicos va como: A, o t7. Graficamos en es-
cala logaritmica el area en funcion del tiempo, ajustamos una linea de tendencia y

encontramos que v = 0.77, esto implica que el transporte es de tipo subdifusivo.

Por otra parte, con el objetivo de ampliar el estudio del transporte de calor en
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la Corona, construimos dos modelos de caminata aleatoria basados en la estructura
magnética de esta region, esto es, que esta formada en gran parte por arcadas coronales
(tubos de flujo magnético). Estos modelos son un primer intento de simular el trans-
porte de calor que esta presente en la Corona solar. En los dos modelos consideramos
que las particulas transfieren su energia térmica por medio de colisiones. Los modelos
difieren por la dindmica y region donde se mueven las particulas. En uno de los modelos
(Modelo A) las particulas se mueven desde la superficie del Sol donde se originan las
arcadas coronales y llegan hasta distancias donde las arcadas tienen méaxima altura.
Las paticulas se mueven sélo a lo largo de las arcadas coronales siguiendo una funcion
de distribucién de longitudes de arco obtenida de datos reales. En el segundo modelo
(Modelo B), s6lo seguimos el movimiento de las particulas en la RT y la distribucién
de arcos coronales es distinta; las particulas pueden moverse fuera de los arcos donde el
transporte es mas lento o pueden entrar a regiones donde hay arcadas coronales y saltar
del extremo de un arco a otro. El salto de particulas entre una arcada y otra es similar
a los conocidos “vuelos de Lévy”. Jugamos con el nimero de particulas, nimero de
iteraciones y numero de arcadas coronales (para el modelo B) y en ambos encontramos
que el transporte es subdifusivo.

Es claro que, con este trabajo, la tarea de estudiar el transporte de calor en la
Corona no esta resuelta en su totalidad. Por un lado, la regiéon que analizamos forma
apenas una décima parte del total de la Corona. Estudiar el transporte de calor de la
propagacién de un sélo frente no implica haber resuelto el transporte en toda la Corona,
pero si nos da una idea de, dada una fuente (regién activa) cémo se propaga el calor
a las regiones circundantes. Desgraciadamente no es facil encontrar eventos donde se
observe la propagacién de un frente térmico asi que no podemos generalizar ni hacer
una estadistica del tipo de transporte de calor que ocurre siempre en la Corona. Por
otra parte, los modelos de caminata aleatoria que contruimos ain pueden ser mejorados

y dan una descripciéon muy aproximada del transporte de calor en la Corona.
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ANEXOS A
Algoritmo Forward-Fitting

En el algoritmo Forward-Fitting (algo asi como Ajuste hacia Adelante), se crean ma-
pas pixelados de componentes multi-Gaussianas y luego se usan para calcular un perfil
modelo que después es comparado con el perfil observado. El mapa evoluciona iterati-
vamente hacia la imagen que mejor se ajusta y que devuleve los mejores parametros.
El método de Forward-Fitting se basa en la suposicion de que el mapa espacial se
puede representar correctamente por un nimero pequeno de estrcuturas elementales, las
cuales se pueden caracterizar por sélo algunos parametros. Dichas estructuras pueden
ser circulares, elipticas o Gaussianas elipticas curveadas (un loop). Estas fuentes Gaus-

sianas pueden ser representadas por 4, 6 o 7 parametros.!®
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ANEXOS B

Demostraciones de algunos

Teoremas del Capitulo 5

B.1 Demostraciones de los Teoremas de la seccion

5.2.2

Demostraciones de los teoremas 5.1.2:

1. Puesto que U y V son matrices unitarias de rango ran(X)= 1 la aseveracion se
sigue de la DVS A = UXV7T.

2. Las dos aseveraciones se demuestran del hecho de que el rango de X esta gen-
erado por ejq,...,e, y que U y V son matrices unitarias cuyos rangos son C™ y C"
respectivamente.

3. La invarianza de la norma-2 y la norma de Frobenius bajo transformaciones
unitarias implica que || Al = ||Z]l2 v [|A]|r = ||2]|r. Puesto que ¥ es diagonal en-
tonces ||X]|s =max,ecn||Xz||s = maxi<;<,0; = o7. La férmula para ||X||r proviene
directamente de la definicién de la norma de Frobenius.

6. Sabemos que el determinante de una matriz unitaria es £1 y el de una matriz
diagonal es el producto de los elementos de la diagonal. Finalmente el determinante
de un producto de matrices es igual al producto de los determinantes. Por ende la

Descomposicién en Valores Singulares da el resultado propuesto.
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B.2 Demostraciones del Teorema de la seccion 5.2.3

Dado que UTA,V =diag(oy,09,...,04,0,...,0) se sigue que rango(A) = k y que
UT(A — A;)V =diag(0,...,0,0441,...,0,) y por tanto || A — Ay [|2= or1.
Ahora supongamos que rango(B) = k para alguna B € R™*". Se sigue que podemos
encontrar vectores oronormales x1, Za, .. ., T, por lo que la nulidad de (B) =span{xy, T2, ..., Ty 1}

Un argumento dimensional muestra que:

span{xy, ..., on_k} Nspan{vy,..., vk41}
Donde: (Dada una coleccién de vectores ay, ..., a, € R™, el conjunto de combina-
ciones lineales de estos vectores es un subespacio dado por el “span” de {ay,...,a,})

span{ay,...,a,} = {Zﬁjaj : Bj € R} )
j=1

Sea z un vector unitario de norma 2 y en la intersecciéon anterior. Puesto que Bz = 0

k+1

Az = Z oi(vl 2)u

i=1
tenemos:
k+1

I A= B 32l (A= B)z |l3=]| A2 3= _oi(v/2)* 2 oy

i=1

Completando la demostracion del teorema.ll

B.3 Teoremas de la seccion 5.4.1

Para demostrar los teoremas de la seccién 5.4.1 usaremos las siguientes propiedades de

matrices:
1. (ABC)T = CTBT AT

2. || B ||*= traza(BB") = tr(BBT)
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3. tr(B—BT)=0

4. tr(BBT) = tr(BTB)

5. tr(ABCD) = tr(BCDA) =tr(CDAB) = tr(DABC)

6. tr(A+ B) =tr(A) +tr(B)

Asi mismo, conocemos las propiedades de las matrices L, R y M;

o ITL =1
e RTR=1
L] MZ:LTAZR

o MI = RTATL

Para simplificar la notacién se omitird el indice 7 puesto que si se hace para un
elemento i, el resultado es equivalente a hacerlo para todos los demas elementos.

Demostracién del Teorema 5.4.1:

Sea L, Ry {M;}, la solucion dptima de la minimizacion del problema en la ec.5.11.
Entonces M; = LT A;R, Vi
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|A—LMR" ||> = tr[(A—LMR")(A— LMR")]
= tr[AAT — A(LMR")" — LMRT AT + LMR" (LM R™)"]
= tr[AAT — ARMTL" — LMR"A" + LMR"RM™ L")
como RTR=1
= tr[AAT — ARMTL" — LMR"A" + LMM*L")
como tr(A+ B) = tr(A)+ tr(B)
y  tr(ABCD) = tr(DABC)
= tr(AA") —tr(ARMTLT) —tr(LM R A") + tr(L" LM M™)
como LTL=1
tr(A) = tr(AT)
= tr(AAT) —tr[(LMRTA")T] — tr (LM RT AT + tr(MMT™)
= tr(AAT) — 2tr(LMRTAT) + tr(MMT)

Puesto que el término tr(AAT) de la ecuacién anterior es una constante, el problema

se reduce a minimizar el término:

tr(MM7T) — 2tr(LM RT AT) (B.1)

Es facil ver que el minimo de la ecuacién B.1 se obtiene sélo si M = LTAR. B
Desmostracion del Teorema 5.4.2:

Sea L, Ry {M;}", la solucion dptima de la minimizacion del problema en la ec.5.11.

Entonces L y R son solucion del siguiente problema de optimizacion,

max » || L"AR |} . (B.2)
=1

[Demostracion:|
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Desarrollamos ec. (5.11) usando las propiedades de matrices y su traza:

| A= LMR" |3 = tr[(A— LMR")(A— LMR")]

trl[AAT — A(LMR")' — LMRT A" + LMR* (LM R™)T]

| A|? —tr[A(LMR")" + LMR" A" — LMR" (LM R™)"]

| A|? —tr[ARMTLT + LMRT AT — LMR"RM™ L]

—  Teorema6.1.1 :M = L" AR

= ||A|? —tr[ARRTATLL" + LL" ARRT A" — LL" ARR" RRT AT LL"]
= || A|? —tr[(LLTARRTA")T + LL" ARRT AT — LL" ARRT ATLL"|
= [|A|]* —tr[(LLTARRTA")T + LL" ARRT AT — LL" AR(LLT AR)")
— propiedad : 4. — tr(BB") = tr(B* B)

[ '+ LL"ARRT AT — (LLTAR)' LLT AR)
= [|A|* —tr[(LLTARRTAT)T + LL" ARRT AT — RTATLLTLL" AR)
= ||A|? ~tr[(LLYARRTATYT + LLY ARRT A" — RTATLL" AR]

[

[

= || A|]* —tr[(LL"ARRTA")T + LL" ARRT AT — L" ARRT A" []
= [|A|* ~tr[(LMRTAT)' + LM RT AT — MMT]
— propiedad : 5 — tr(ABCD) = tr(CDAB)

= ||A|? ~tr[ARMTL" + RTAT"LM — MM™]

= || A|* —tr[ARMTLT + M"M — MM

= || A|? —tr[ARMTL"]

— propiedad : 5 — tr(ABCD) = tr(DABC)

= [|A|*—tr[L"ARMT]

= | A? —tr[MMT]

= [AP-IM|?

= AP = L"AR |

(
(
(
(

De esta forma obtenemos:
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Dol A LMRT =) AllE =) I L"AR|E (B.3)
=1 i=1 =1

Por lo que el problema se reduce a maximizar

S LTAR |} (B.4)
=1

[ |
Demostracién del Teorema 5.4.3:

Por el Teorema 6.1.2, L y R maximizan:

Z | L" AR ||
=1

Que se puede reescribir como:

STNLTARE = Y t(L"AR)(LTAR)")
=1

i=1

= > u[L"A;RR"AlL)

i=1

= tr (LT i(AiRRTAf)L>

i=1

sea My = ZAiRRTAiT
i=1

= tr(L"M.L)

Por lo tanto, dada una R, el maximo de:

Y I LTAR ||3=tr (L" M, L)

=1
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Sélo si L € R™" consiste de [; eigenvectores de la matriz M} que corresponden a
los [; eigenvalores méas grandes.

De forma similar, podemos reescribir la ec. B.4 como sigue:

SNLTAR|E = > w[(LTAR)(L"AR)"
=1 i=1
usando tr(AAT) = tr(ATA)

S Ul AR (LT AR)

=1
= Y tr[RTATLL" AR
=1
=  tr (RT Z(AiLLTAiT)R>
1=1
sea Mg = Z A, LLT AT
i=1

= tr (R"MgR)

Por lo tanto, dada una L, el maximo de:
> I LTAR ||7= tr (R" MgR)
i=1

Sélo si R € R™!2 consiste de [, eigenvectores de la matriz My que corresponden a

los I, eigenvalores més grandes. W
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ANEXOS C

Algoritmos Modelos A y B de

Caminata Aleatoria

Algoritmo Modelo A.

1. Emtrada: n imero de particulas p
2. Condiciones iniciales:

2.1. it=7000; Numero de iteraciones.
2.2. TT=linspace(20,400000,20000); Cortes cada 20 unidades de tiempo.
2.3. Velocidad: Como se mencioné anteriormente, la velocidad proviene de

una maxwelliana:

vvx=(random('norm’,0,1,p,1))?; Velocidad al cuadrado en la direccién
X.

vvy=(random('norm’,0,1,p,1))?; Velocidad al cuadrado en la direccién
y.

V= \/Zvvx + vvy); Velocidad Total.

(Para ahorrar en la escritura, de aqui en adelante vamos unicamente
a considerar la coordenada x, sin embargo el programa real incluye
también a la coordenada y)

2.4. Crear la matriz donde se guardaran las posiciones xx=zeros(20000,p); .

3. Para n=1:p

111
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Inicializar a las particulas en la posicién en: (x,y)=(500,500)

Definir el 4ngulo aleatério de desviacion de particulas: ¢ = 2wrand(T xn, 1);

donde T" = 600, es el nimero de iteraciones del proceso de caminata aleatoria

y n es el nimero de particulas. La funcién 27*rand (7" * n,1) devuelve un

arreglo de tamano 7' xn x 1 de nimeros uniformemente distribuidos entre 0

y 27,

Inicio en el tiempo de cada particula: dt;,=0; dts,=0;

3.1.

3.2.

Para i=2:T

Calcular el tamano de paso dado por la ec.(7.1) de tamanos de arcos
coronales.

AL = 6+ (L 3% — L3 i + (6.4)-00%) 11005,

Donde xi;, es la variable aleatoria de una funcién de distribucién uniforme
Lopow = 25Mn and L,,;, = 6.4Mm

Calcular z;,, = x;_1, + dLcos(¢y); (caminata aleatoria)

Calcular el tiempo que le toma a la particula moverse de x;_; a x;

Aty = &+ dt; 1 ;

Condiciones para los cortes en el tiempo:

Sidt;, > T7T; dt;—q, <TT;

XX n=X;—1n+(TT; — dti,l,n)\/zvvxn);

Si dt; ,<TT;;, entonces

j=j+1; El contador incrementa cada que la condicién anterior se satis-
face.

de otra forma calcula

XX+ 1,n=Xi— 10T (TTj11 — dti_1.,)/0020;

if dt; ,<TT,4o

J=I+2;

de otra forma calcula

XXj42n=Xi—10T(TTjro — dti_1.,)/0VT0;

J=J+3;

Nota: Las variables T y TT son respectivamente: el nimero de itera-

ciones del proceso de caminata aleatoria y el tiempo que tarda cada
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particula entre una colision y otra. Este ciclo es necesario para poder
comparar la desviacion estandar con el tiempo real que tardan las particulas
en recorrer cierta distancia sobre el plano. Cada particula del ensamble
alcanza una posicién (x, y) distinta y recorre una distancia distinta en
cada iteracion, pero ademas . En cada corte en el tiempo, nos fijamos

en

4. Graficar trayectorias en el espacio de configuracion en cada iteracion.
line(x(:,n),y(:,n));

5. Graficar la desviacién estandar en escala logaritmica.
loglog(TT,mean(xx'?)-mean(xx’)?);
xlabel("log T)’);
ylabel(’log desv(x)’);

Algoritmo: Modelo B

1. Circulos

1.1. Entrada. Introduce el nimero de pares de circulos: ¢

1.2. Se crea primer conjunto de pares de circulos:
Se asigna la posicién a los circulos aleatoriamente en el intervalo [-
1000,1000] en unidades de Megametros (nétese que Rg = 696Mm)
xc=unifrnd(-1000,1000,c,1); se generan posiciones aleatorias uniforme-
mente distribuidas.
yc=unifrnd(-1000,1000,c,1);
Se generan los radios aleatoriamente. R, = 118 Mm v Rynin = 47TMm
R1=abs(71*random(’norm’,0,1,c,1)+47);

1.3. Posicién de los circulos
m=10; Factor del espacio entre circulos pares.
¢'=2nrand(c,1); Angulo aleatério
Se crea la matriz donde se guardan las posiciones de los circulos.
XX=zeros(2*c,1); Esto es una matriz de dimensién 2 % ¢ x 1 con valores

cero en todas las entradas.
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ka=1; Contador para las posiciones xc e yc.
Para i=1:2:2%c
d=mR1(ka); Distancia entre circulos
El primer conjunto de circulos se guarda en las entradas impares de la
matriz XX (e YY)
XX;=XCkq;
El segundo conjunto de circulos es de aquellos que hacen la pareja con el
primer conjunto de circulos. Sus posiciones se guardan en las entradas
pares de la matriz XX (e YY).
XX;41 =xCpatdcos(ey,);
ka=ka+1;
2. Se guarda el valor del radio para el par de circulos
=1
R2=zeros(2*c,1);
Para i=1:2:2%c
Guarda los valores del radio en las posiciones pares
R2; =R1;
Copia el mismo valor del radio anterior en la siguiente posicién
R2;1 =R1y;
Puesto que el tamano de R1 es %RQ,tenemos que usar un contador extra:
q=q+1;
3. Se crea una matriz vertical donde se guardan las posiciones XX, YY y los
radios R2:
M=[XX,YY,R2];
4. Se grafican los circulos.
Para j=1:2%c
6=0:0.01:2*pi;
xp=R2;cos; yp=R2;sin0;
Grafica los circulos: plot(M(j,1)+xp,M(j,2)+yp);
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hold on; Esta instruccién se usa para evitar que se borren los circulos que se
graficaron previamente.

. Caminata Aleatoria

Entrada:nimero de particulas p

T=15000; Numero de iteraciones

TT=linspace(20,400000,20000); Cortes cada 20 unidades de tiempo
v2x=(random('norm’,0,1,p,1))?; Velocidad al cuadrado en la direccién x.
v=sqrt(v2x+v2y); Velocidad total

k=1;

Se crea la matriz donde se guardan las posiciones de las particulas.
x=zeros(T,p);

Se crea la matriz donde se guardan las posiciones de las particulas que sat-

isfacen las condiciones en 6.1.1.

xx=zeros(20000,p);

. Para n=1:p
Se inicializa a las particulas en las posiciones: x(1,n)=500;
¢ = 2rrand(T*n,1); Angulo aleatério
s=zeros(2*c,1);
k=1;
Inicio en el tiempo dt(1,n)=0; dt(2,n)=0;
=1
6.1. Para i=2:T
xi=rand(k,1);
Se calcula la longitud del brinco dado por la fdp de longitudes de arco:
dL = 6 + (L0085 — [ 008, 1 (6.4)=0.08)-1/0.05,

Donde xi; es una variable aleatoria de una fdp uniforme; L,,,, = 25Mn
YV Lpin = 6.4Mm.
f=0;
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6.1.1. Para jj=2:2:2*%c
Instrucciones con condicién si la particula estda o no esta dentro de
un circulo:
(Usando el Teorema de Pitégoras, se compara el (radio)? del circulo
con la (distancia)? del centro de cada circulo a la posicién de la
particula)
Si (xi—10—XXj;5-1)% <(R23,_;—(yi-1m,—YY};-1)?) entonces:

6.1.1.1. Las siguientes instrucciones establecen las condiciones que obli-
gan a las particulas a brincar una vez Unicamente entre circulos
gemelos. La variable bandera “f” se usa para determinar si la
particula ya estuvo dentro de un circulo (f = 1) o no lo ha estado
(f = 0). Ademas, para asegurarse de que las particulas no brin-
quen en el circulo incorrecto y sélo en el correspondiente par, use
usa el contador “s”.
Si sj;_1 ==0 and s;; # 1 entonces:
Xin =XX;jj+(Xi—1,n—XX;;j-1)+ dLcos(¢y); end
8jj-1 =8jj-1 + 1
f=1;
De otra forma/Si (x;_1,,—XXj;)? <(R23,—(yi-1,—YY};)?) ¥
(Vicin—YY;;)? <((R2jj-1)*—(xi—1,—XX,;)?) entonces:
Sis;j; == 01y s;;_1 # 1 entonces:
Xim = X Xjj_1+(Xi—1,—XX,;)+ dLcos(¢y); end
(i) =s (i) +1;
f=1,;
Si f==0 or x(i,n)==0 entonces:
Xin =Xi—1,,+dL cos(¢y);
La condicién siguiente es para particulas que aun no han en-
treado en un circulo. Fuera de los circulos las particulas siguen
un movimiento de caminata aleatoria con tamano de paso dado
por la fdp de longitudes de arcos coronales cuyas alturas estan por

debajo y justo en la RT.
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10.

end
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k=k+1; Este indice aumenta cada que la particula cumplio la condicion

anterior.

Se calcula el incremento en el tiempo:

Aty = £+ dt; 1 ;

Condiciones para cortes en el tiempo

Si dt;,, >TT; and dt;,_;, < TT, entonces:

XX n=X;i—1n+(TT; — dti_1 )/ 002;

vy (i) =y (-1n) + (TT(j)-dt(i-1,m))*sart (v2y (n);
Si dt;,, <TT;,, entonces:

J=itL

De otra forma realiza:
XXj+1,n=Xi— 10+ (TTj11 — dti_1 )/ 002y;

vy (4 1,0) =y (- L)+ (TT(G4+1)-de(i-1,n) Fsart(v2y (n);
Si dt;,, <TT;,» entonces:

J=I+2

De otra forma realiza:
XXjt2n=Xi—1n+(TTj1o — dti_1,) Vovz,;
J=i+3;

Grafica las trayectorias:

line(x(:,n) y(:.n)):

hold on

end

Gréfica de la desviacion estandar en escala logaritmica.
loglog(TT,mean(xx’?)-mean(xx’)?);

xlabel(’log T)’);

ylabel(’log desv(x)’);
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