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CONVERSIONES
s

Un dngule puede medirse en varios sistemas,
a saber;

1l.. E1 gque tiene por unidad el radidn,
2y E1 que tiene por unided el grado.

3. E1 que tiene por unidad el grado centesi=-
mal,

l.= El sistema que tiene como base el radidn
0 sea el dngulo comprendido entre dos radios y subten=-
dido por un arco igual a un radio, es el que se usa pa
ra demostraciones y asuntos puramente tedéricosg este -
sistema es muy dtil especialmente en Trigonometria.

2, En la prdctica se conviene en dividir la
eircunferencia en cuatro partes, cada una de las cuales
recibe el nombre de cuadrantey asimismo, se considera-
que la circunferencis sea dividida en 360 partes, una-
de las cuales recibe el nombre de grado, & su vez el =
grado se subdivide en 60 minutos y éste en 60 segundos
pudiendo apreciarse tembién décimos, centésimos, etc,=-
de segundo,

3.= Otro sistema menos generalizado es €l ==
que tiene por unidad el grado centesimal, éste corres-
ponde a la 400%* parte de la circunferencia, se acepta=
que cada grado centesimal se subdivida en 100 minutos-
centesimales y éste en 100 segundos centesimales, Ila-
anotacién que se usa es: sea por ejemplo expresar el -
gngulo de 30° 25' 16,38" en grados centesimales, enton
ces se tienez %0 ;s 251638 o bien, tomando como unidad=-
global el grado centesimal: 30,251638, nimero deoimal,

Conversién del sistema que tiene por unidad=-
el radidn al sistema que tiene por unidad el grado, ==
Sea r la medida de un é&ngulo en radianes y d la me
dida Tel mismo 4ngulo en grados, entonces se tYene:

.l . o o o 60 .. _ 180
T "W & r'md-mdy""}wr-Tr
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Ejemplo 1, Expresar el dngulo de 29 12!
3.8" en radianes,

Expresando primeramente todo en grados se
tienes

12 3680
2 &
(2 + 5y + gsg)

de donde, con la férmula correspondiente

W

w 1 8
r = (2 +p + =2m)°

TB0 -
considerando W = 3,1416

Antes de continuar es conveniente especifi=-

car la aproximacién con que se desea el 4ngulo_en ra=-
dianes para que asi se determine el valor de W en =
las aproximaciones numéricas, hecho esto se efectian

las operaciones indicadas y se llega finalmente a8 ===
0403841 radianes.

Ejemplo 2= Expresar un radidn en grados,

En este caso r = 13 con la férmula corres=
pondiente

d = 3‘%‘3 a1 =570 17+ 44,8"

e inversamente:

lo = I;U radianes,

Conversién del sistema que tiene por unidad
el radidn al sistema que tiene por unidad el grado ==
centesimal,

SI r es la medida del 4ngulo en radianes-
y & es la medida en grados centesimales queda

- =

se tienen las férmulas;

. _ 400 .. _ 200
TRREYaNE T TNyt ST



En la préctica esta conversién se usa poco,
ya que el sistema que tiene por unidad el grado centg
simal no se usa mucho,

conversién del sistema que tieme por unidad
el grado centesimal al de unidad grado.

SL g y 4 son las medidas respectivas de un-
&ngulo en cada uno de los sistemas, se tiene:

_ ad . . 400 . _ 10
o= - e-Fpi=-T

- Ejemplo l.= Convertir en grados centesimg-=
les el &ngulo 15° 18* 46,5"y expresando primero el 4n
gulo en grados exclusivamente se tiene:

15 + %g + %%éé

entonces:

18 46,5, 10

g = (15 = ol ""E) a3
60

efectuando operaciones se llega a:
15° 18¢ 465" = 17,0143 = 17 y 0143

Ejemplo 2,= Convertir 45 )'1507 en grados.

Expresando todo en grados centesimales:

45,1507 5

d = ¢ (45.1507) = 40.63563° = 40°3818,268"
0,63563°(60*) = 38,13780 = 38! 4+ 0,1378"
0.,1378* (60" = B8,2680 = 8,268"

En la prdctica es conveniente recordar el =
equivalente de ciertos 4ngulos en cada uno de los sis
temas dichos: il
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Sistema que tie=- gistema que tie- Sistema que tie=-
ne por unidad de ne por unidad el ne por unidad el

radian, grado. grado centesimal
2 W 360° 400 »
v 180° 200 »
- 900 1007
w
T 450 50 y
.;. 600 66 166444
™
. 300 Yy 3Deses
-000 =

Una expresién trigonométrica se forme por =
una o mds funciones trigonométricas cualesquiera sus-
ceptibles de afectarse por todas las operaciones alge=-
braicas goaibles. As{ por ejemplo, son expresiones =
trigonométricas las siguientes: 5

4

sen x, 4 tan’ ¥y 2 sen® % , 5 cos a, 4 cos X+2 cos” x
ete. ete, -

Cuando entre dos expresiones trigonométriecas
se interpone un signo igual, se obtiene una igualdad =-
trigonométrica, Entre las igualdades trigonométricas
se distinguen dos clases; unas las identidades y otras
las ecuaciones., Una identidad trigonométrica es una =
igualdad de dos expresiones trigonométricas equivalen=-
tes; se dice que dos expresiones trigonométricas son =
equivalentes, cuando sus valores numgricos son siempre
iguales, cualesquiera que sean los valores atribufdos
a los dngulos que las forman, as{ pues, son identidae-
des las férmulas fundamentales y las que se derivan de
ellas mediante cdlculos algebralcos.

Ejemplo;

sen X 2

tan x = SEE% 2 sen” &a = 1 = cos 2a
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gen (8 + b) = sen a cos b + sen b cos a

Es convenlente recordar constantemente gue
las ident idades trigonométricas son la base para re-
gsolver las ecuaciones trigonométricas y que mientres
mayor sea el nimero de identidades conocidas, mds fé
cil serd la resolucién de dichas ecuaciones, como se
verd en los pdrrafos siguientes.

Una ecuacidn trigonométrica es una igual--
dad de dos expresiones trigonométricas formadas por=-
una o varias funciones trigonométricas de dngulos ==
desconocidos y que sélo se verifica para determina--
dos valores dados a esos dngulos, las ecuaciones tri
gonométricas que a continuacién se estudian son las
que contienens

a) Términos con una sola funcién trigonomé-
trica;

Ejemplog
tan x = 1,7323 sen x = =0,5§4 cos x = 13 etc,

b) Términos con varias funciones trigonomé-
tricas del mismo dngulo.

Ejemplo:
3 8en X + 4 cos X = 1§ 2 tan2 X =tanx -1 =20
sen X + sen 2X + sen 3x = 0, etb., etc,

¢) Términos con funciones trigonométricas -
de dngulos miltiplos y sub-mfiltiplos del dngulo descg
nocido.

Ejemplo:
cos ax + cos bx = 03 2 tan § + cot 1&? =0

2 -
sen ax = ¢, ete,

Resolver una ecuacidn trigonométrica, es en
contrar el valor del dngulo desconocido que substitul
do'en la ecuacifn haga iguales los dos miembros de ==
ella, este valor es una solucién de la ecuacidn proe--
puesta, pero no es el tnico sino que de &1 se derivan
un nédmero infinito de soluciones segtfin el nimero de =
circunferencias completas que se tomen en cuenta., Ila
solucién de una ecuacibn trigonométrica es, por consi-
guiente, en niimero infinito, ya que & una funcién de=-
terminada corresponde un nimero infinito de dngulos,
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Para encontrar las soluciones de una ecuf==
cién trigonométrica, lo que generalmente se hace, es=
reducirla a una de las formas conocidas de las ecuge=
ciones algebraicas, tomando como incégnita auxiliar a
una de las funciones trigonométricas correspondientes
al dngulo desconocido o a otro del que pueda obtenerse
fdeilmente el dngulo pedidog dicho esto, lo primero =
gque deberd hacerse es reemplazar, en funcién de la in=-

cbgnita auxiliar todas las funciones trigonométricas
que intervengan y resolver la ecuacién algebraicamen=-
te. Cade una de las soluciones dard por resultado una
ecuacién trigonométrica simple cuya forma puede ser =
alguna de estas;

sen X = &, ¢cos X = b, tan x = ¢, cot x = 4,

gec X = e, ¢ge x =T

DPiscutiendo la posibilidad de cada una de =

las ecuaciones finales, se obtiene con la ayuda de ==

las tablas correspondientes, el valor del dngulo pedi
do y los que de é1 se derivan.

III.~- UCION UAC AS
CON TAe

Estas ecuaciones pueden reducirse finalmen=
te a una de las formas siguientes:

sen X = a, co8 X = b, tan x = ¢, cot x = 4, sec x=e,
ces x =T
cuyas soluciones se obtienen.
Sea la ecuacién sen x = a, entonces X = senf%a)
Si (a) es positivo:s x = 2k W sy (2k + 1) W = 4. 3
Si (a) es negativos x =2k W e y (2k + 1) W +axr 3

A existe cuando
~l& a& 1 6 § &
ya que (+ 1) y (= 1) son los 1fmites entre los cuales

la funcién seno varfa, 81 se tiene cos x = a, enton-
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o x = sa™ (a)s x =2k W 4. sia es positivo,
Si a es negativo: x = 2k W 3 (¥ = )j « existe cuan
do =12 a=1 6 8ty 13 pues (+1) y (=1) son los
1f{mites entre los cuales la funcién coseno puede va=
riar,
Si se tiene tan x = a, entonces x = tan~l(a)

Si a es positivo x =k W 4+ , y si a es nega-
tivo: x =k W -« En este caso g puedé variar --
desde + c0o & = o©. Si se tiene cot x = a, enteonces:
x = cot™t (a). Sia es positivo, x =k T +.0; sl
a es negativo x =k W« x , a puede tener cual---
guler valor puesto que la cotangente varia de = o a
+ 00

Si se tiene sex x = a, entonces x = sec'l(a)

Si a es positivo x =ak ™ 4+ , , y sl a es negativo:
x=2kW4 (Tos ), Lexiste cuando -1 a> 1; ya
que la funcién secante puede pasar por todos los valo=
res, excepto los comprendidos entre (+1) y (=1), Y =
finalmente, si se tlene cse x = a, entonces x = cac“%a)

Si 2 es positivo x = 2k W 4o y (2k + 1) W =0l
si & es negativo x =2k Wex. y (2k + 1) W+ .

« existe si =1 =~ a = 1, puesto que la cosecante pasa
por todos los valores, menos los comprendidos entre ==
(+1) ¥ (=1).

a) Conteniendo una sola funcién trigonométri
ca de un dngulo,

Estas ecuaciones pueden reducirse a una de =
las formas siguientes:
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sen X = a;, cos x = b, tan x = ¢, cot x = d, seec x = e
csc x = ¥
. 2 2
1.- asenx=>b 3 cuando<l - b/a <« 1 6 b~ a” por=
que (+1) y (=1) son los limites entre los cuales la =
funcién seno puede variar,
Ejemplo: resolver la ecuacién

sen r + Sdon x = 1

4 sen x =1

x = sen™t (0,25)

gon X = 0425 &%
x =2k W 4 14° 29' y (2k + 1) W = 14° 29!
giendo k un nimero entero positive o negativo.
Comprobandog
sl x = 14° 29',,., sen 14° 29' + 3 sen 14° 29'=1,0004=1

x = 165931t ,,sen 165° 31' + 3 sen 165°31' =1,0004=1

ete,s

2,~ a8 co8 Xx=5b § cuando =1 - b/a =< 1 § ble & por=

que (+1) y (=1) son los 1lfmites entre los cuales varia
la funeidbn coseno,

Ejemplo: resolver la ecuacidn:

-2 cos x = JF S cosx == /g-

- -1 ot oy "
;. X = cos (-;)—2k + 150°

Comprobando:

S1 x = 150° .., =2 cos 1500 = =2 (= 42 ) = /3~
2

LI B A | etc.
3= 8 tan x = b § @ y b cualesqulera, ya que la fun--
e¢ién tangente puede variar desde = o0 8 + 00

4= B8 cot X=Db § ayb cualesquiera, pues la fun--
cién cotangente varia de - 0 a + oo
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5= & sec x=Db § cusando -1 = b/ax=1 § b23:: 32
6.=- @ esc XxX=D>b § cuando -1 = b/a=-1 6 b25: a2

b) Conteniendo varias funciones trigonomé-
tricas del mismo dngulo.

Debe advertirse que no existe un método para
resolver las ecuaciones trigonométricas de manera inva
riable, sinc que éstas se resuelven mds fdcilmente =-=
cuando mayor sea el nimero de identidades que se cono-
cen, pucs as{ serd mds fdcil reconocer cual o cuales =-
identidades son las mds apropiadas en cada caso.

Resolucién de ecuaciones del tipo

Benx + sen (X + @°) + sen (X + 28°) +... + sen

l'x + (n=1)a°i{=0

Segin fdrmula conocida, el primer miembro se transfor-
ma ens

sen (x + E_E_l a®) sen -?2
= 0
ao
sen ——m—
S sen ( x + B a°) sen E%ﬂ = 0,
2

Yy 8sen —23 = 0

este factor no slempre se anula,
Ljemplos Resolver la ecuacién
sen X + sen 2x + sen 3x = 0

en este caso a° = x



entonces 3
sen 2X sen 7X= 0

w
sem 2x =0 2 2x = k¥ , ¥y x = EE‘

]

sen g 0 "5 % x=kW, 5y x=(2/3)k "W

Comprobando:
Si x=0°% .., 8en 0° + sen 0° + sen 0° = 0
x = 90°,.,, sen 90°+ sen 180° 4 sen 270° = 0
esssassess €te,
De manera scmejante se resuelve la ecuaciédn
CoB X + €08 (X + @°) + co8 (X + 2 8°) +.c0uu;

]

+c08 11X + (n=1)a° =90
ya que el coseno de un éngulo puede eseribirse en fun
cibén del seno, en virtud de la identidad;

eos » = sen (90° -« ; )

as! la ecuacidn propuesta se convierte en una del ti=-
por ant:rior y que puede resolvarse como antes. Sin
embargo, también puede resolversc directamente como =
sigus:

. naﬂ

% oon T & 2—5—1 a°) sen == =0

cos (x + E—E-E 8°) = 0
x =2k T4 90~ %a"

sen.gg: = O

Este factor no siempre debe anularse.
Ejemplo: resolver la ecuacién:

cos X + cos (x + 10°) + cos (x + 20°) = O
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Emplecando el segundo métpdo se tiene:
a° = 10° J, cos (x + 10°) sen 15° = O
eos (x + 10°) = O
s X =22k ¥ 4 90° - 10°
Comprobando;
Si x = 80° ,,, cos 80° + cos 90° + cos 100° = O
x = =100°,,., cos (=100°)+cos (=90°) + cos (=90°)=0
esesaesase ete,
Resolucidn de la ecuacidn del tipo:
a sen X + bcos X = ¢

Dividiendo toda la ecuacibnj entre el coeficiente de=-
sen X, queda;

b c
sen X + z €08 X = =

Suponiendo b/a = tan , , .. es un dngulo auxiliar que
vale '

1

o wilil®® e $¥ e o

con 1o que 1la scuacidn se convierte en

sen X + tan . cos x = c/a

sen 2 . , Lo !
sen X + Eﬁﬁff cos x =c/a f sen (x +@ ) = g cosg

o (o] 3
X + ¢ = sen 3 (g SO - ) s BRT 4 4 2% 2

1]

2k 1r+_3-t'l_,;

El &ngulo ; existe cuando: =1~ (c/a) cosi¢ =. 1 6

2 2
92 ﬁ;ag - bg, porgque 92 0052- = -?-2—-2 en vir-
a ' a + b
tud de que:
cosz%e = % = i 7
sec ¢ 1 + tan" .

y substituyendo el valor de tan.. se obtiene:



cos P = —1_1_ = 2 1 v, = -Ta—z—r
A h2 a" + P a8 + b
2 at
por lo ques
2 2 2 2
S cos® = S gy =
a ' a a” + b a" + b

como se escribid antes,

As{ pues cz‘* ag + b2 es la condicién que
deben cumplir los coeficientes de la ecuacién propues
ta para que ésta tenga soluciédn,

2¢ Método.- a sen X + b cos X = ¢

Expresando sen x y o008 x en funcién de
tan (x/2) segin férmulas conocidey queda:

2 tan (x/2) . o l=tan® (x/2) _

a
1 + tan® (x/2) 1 + ten® (x/2)

que se convierte sucesivamente en
2a tan (x/2) + b = D tan2 (x/2) = ¢c + ¢ tan2 (x/2)

0 bien 2
(b + ¢) tan® (x/2) = 2a tan (x/2) = (b =¢c) =0

ecuacidén de segundo grado que tiene por ineégnita el
4dngulo (x/2), cuyos valores se obtienen:

4 2 2 G )
tan bl = ---+ s S s tan ?—x" 8+_% Ibc £ - A
b +¢

; = tan™t (M) =k Wi Hx=2kWi2/,3 ¥
PP § - a a c++bb c = B
F=tan™ (B) =k T4 3 8 x=2kW42;

Estas rafces son reales cuando el diseriminante cumple
la condicidn



Jer. étodo., a sen X + b cos x = ¢

Reemplazando sen X y cos X en funcidn de ==
tan x y dividiendo toda la ecuacién por cos x, queda:

c

atanx + b =

ratanx +b=gte Jl+, X
cos X

2 2

(32 - 02) tan” x + 2 ab tan x + b2 -c" =0

ecuacidn de segundo grado que tiene por incégnita el
dngulo X, cuyos valores se obtienen:

-ahiyadq-bz-;?

tan x =

en esta forma resultan dos ecuaciones simples de donde

se puede encontrar x. Estos valores son reales cuando

02;; 62 + b2. Esta forma de resolver la ecuacidén es =

poco recomendable ya que en su solucidn se resuelve ==~
también la ecuacién:

a sen X + b cos x = -¢

4e Método, a sen X + bcos x =c¢

Si se reemplaza cos x en funcidn de sen x, se
obtiene:

asenxibll-sen‘rx = e

+ Db V1 - sen” x = ¢ - a sen ;-

elevando al cuadrado ambos miembros:

b2 (1 - sen2 X) = 02 + 52 sen2 X = 2 ac sen X
y ordenando los términos
(32 + bg) sen? X - 2ac sen X + g = b2 =0

resolviendo la ecuacidén de segundo grados

ac £ b va® 4 b° - o°
7

sen X =
Z
a + b
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y finalmente se obtienen dos ecuaciones simples de la
forma: sen X = A y sen X = B, que tienen solucién «==

;uando A°. 1 en el primer caso y B°-~ 1 en el segun
0.

Este mismo método puede efectuarse suponien
do: sen x = u y cos x = v, as{ como también la identI
dad.

sen2 X + 0032 x =]
formando un sistema de ecuaciones simultdneas con dos
incégnitas y que se resolverd en el pdrrafo correspon
diente.

5¢ Método. @& sen X + b cos x = ¢
Suponiendo que »- es una solucién de la ecuacidn, que=-
da: a sen X + b cos x = a sen -~ + b cos ;
o bien: a (sen x - sen.« ) + b (cos x -~ cos~» ) = 0,

sustituyendo los paréntesis del primer miembro por =--
férmulas conocidas:

a (2 cos x——ti-— sSen X_EJ_) + b (=2 ae”m f-senx-.:h-)=
=0

sani—géi— ( a cos E;ﬁ-ﬁ- - b sen E—iﬁt- ) = 0,

anulando factores:

sen 5—224—- =0 & E——?—— = sen-1(0)=k P2k ¥y

Con el segundo factor;

'lxgé-ttan"l (a/b)=kw+ l.l x=2kw+2-‘-l-.
Si de la ecuacidn a sen x + b cos X = ¢
a = 0, entoncess b cos x =c¢, 5 cos x = ¢/b

& x = cos™h (e/b) = 2k W + . «zexiste cuando ¢?= 1°

b = 0, entonces: a sen x = ¢, 8§ sen x = ¢/a



w Toe
Je x = sen ' (e/a) =2k ¥ 4+ y (2k + 1) W -/ cuando
02 ; b2

¢ = 0, entonces: a sen x = - b cos X, o0 bien
a tan x = = b

tan x = = l.l x=tan-l(-§')=k“"l-

] ey

Ejemplo de solucidn de la ecuacifén a sen x
+ b cos x = ¢ de acuerdo con el primer método.
Resolver la ecuacibn: /3 sen x + cos x = 2

En este caso: a = /3, b =1y ¢ =2, Sustituyendo va

lores en la condicidn 02« a® + b2, tenemos:
$§29 -2
entonces la ecuacién tiene la siguiente solucién:

8i tan = -1—. entonces: = tan - (—l—) =k ¥ 4 300
/3
Suponiendo - = 30°, la ecuacién gueda:
sen(x+.)=icos300=l
L {
ie X & . = sen-l (1) = 2k W 4 90° 3}
x =2k ¥ 4 900 = =2k W . 600
Si = 210° s sen (X + _ ) = === cos 210° = -1 A
]
X+ = sen-l(-l) =2k W .90° * x=2k ¥ < 3000

Comprobando con la ecuacidn:
Si x = 60°,,. /3 sen 60° + cos 60° = 2
-300° /3 sen (=300°) + cos (=300°) = 2

X

LA I ] etc.
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Tipos de ecuaciones trigonométricas que pueden resol-
verse de manera andloge a la del tipo

a sén X + b cos x = ¢

Estos tipos de ecuaciones pueden resoclverse
por cualquiera de los métodos indicados segin las con
veniencias que presente cada caso; no por esto dejan
de poderse resolver en otra forma,

1) sen sa + x; = m sen X

2) cos (2 + X) = m ¢cos X

3) sen (a ¥ Xx) = m cos X

4; cos (2 ¥ x) = m sen X

5) sen (2 + x) = m sen (b + x) En este caso se hace:
b + "X =xXx'*ya'=a =Db

6) sen (x + a) = sen x + Sen a

7) cos (x ¥ ag = cO8 X + COS &

8) sen (x ¥ a) = cos a ¥ cos X

9) cos (x ¥ a) = sen a ¥ sen x

10) sen x + sen (a = x) = m

Ejemplo

del caso (B): sen (x + a) =
cos & + COs X

Resolver la ecuacién:
sen (x = 30°) = cos 30° - cos X

gen X cos 30° = gen 30° co8 X + c08 X = cos 30°

cos 30° sen x + (1 - sen 30°) cos x = cos 30°

0.8660 sen x + 0.5 cos

sen X + U'gégﬁ cos X =1

51 tan ¢ = 0.5/0.8660

= tan™1 (0.5775)

si » = 300

sen (x + ¢ ) = 0.8660 . x
Y (2k+l)"-60° os X =

Si L = 210°:;
= )

LY

sen (x +

X +¢c =2k"W
=2k W

1]

X

-0,8660 .. x

- 60°, ¥ (2k +

270° y

X =

x = 0.8660

Qu3TT1S

=k W 4 300

#0 = sen"1(0.8660)=2kT + 60°

2k W 4 300 y
(2k + 1) ™ =~ 900

*eo= gef 0.8660)
1Y ® & 60° 2,
(2k + 1) ¥ - 1500
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Comprcbando:
Si x = 30° sgen 0° = cos 30° =« cos 30°
x = 90° sen 60°= cos 30° - cos 90°

dweDORPR etc.

11) otro tipo de ecuacién gue mediante una
ligera transformacién pueda resolversec de acuerdo --
con la resolucién de a sen x + b cos X = ¢ es:

a tan X + b cot x = ¢

que se resuclve como sigue: sustituycndo tan x y ==
cot x en funcidn de sen x y cos x, queds:

sen X + b co8 X

BH T ————
cos8 X gen X

= C

2 2
a4 sen X + bcos x =c sen X cos X

multiplicando ambos micmbros por 2 y sustituyendo con
venlentementec, se obticne:

a (1 -=cos 2x) +b (1 + cos 2x) -csen 2 x =0
csen 2x+ (2 -Db)cos2x=2a+Db
Ecuacidn del tipo dicho con solucién cuando:

2 2

(a + h)2 e+ (a - b)g, § 4ab -c
Ejemplo: resolver la ecuacidn:
tan x + 3 cot x = -4
2 sen2 X + 6 c052 X + 8 sen x co8 x = 0
(1 =cos 2x) + 3 (1 + coa 2x) + 4 sen 2x = 0
4 sen 2x + 2 cos 2x = -4

sen X % % co8 2X = = 1

Sitan . =1/2 S . =tan"t(1/2) =k ¥ + 26° 46°
Si . = 26° 46, sen (2x + . ) = =0.8994
sen (2x + . ) =2k W~ 630 26", y (2k + 1) ¥ 4 63° 26°
X =5 (2k - 63 260 - ) =kW .45, y

b5t

il

(2 k +1) W 4+ 36° 40

]

L
X
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si ; = 206° 46', sen (2x +¢ ) = 0.89%4

de 2% ¥ = sen"l (0.8994) = 2k 630 26*, y:
(2k + 1) ¥ -~ 630 26

x =k ¥ <12%0 20', y x =5 (2k + 1) ¥ = 2500 121

Comprobando:

Si x = =45° tan (=45) + 3 cot (=45) = =4
x = 108° 20 tan (108° 20*) + 3 cot (108° 20*) =

= =4,0122 S -4
LI .etc.

Este tipo de ecuacién puede resolverse tame-
bién reemplazando la cot x en funcidn de la tan x asi:

a tan x + "fE%'i- =c 8
a tan2 X +b=c tan x

y ordenando los términos:
a tan2 X=ctanx + b =0

c i;c: - 4ab

2a

A tan x =

Asi se obtienen dos ecuaciones de la forma tan x = A
de donde x = tan (A) =k ¥ 4+ L ¥
tan x = B & x = tan™L (B) =k W 4.3

Resoluciédn de ecuaciones del tipo:

sen (x + a) +cos (x + b) =c¢c

Teniendo en cuenta 1la identidad: cos /.= sen
(90° = 4 ) se obtiene:

sen (x + a) + sen [éOD - (x + b)qf: e ,

ecuacidn que se resuelve, suponiendo que fuese suma,
como sigue:

90° + a = b 2X + 8 + b = 90°

2 sen ” cos ™ = ¢




. 3w

» 2x + a + b = 900 _ e A

*, cos - .
- 2 sen 242 +2a =

s 2Rt - Bl » ™ (A) =2k ¥ 4

o x o e g ok AR

2 . o - i
siempre que: ¢“~ 2 (1L =cos y') 6 ¢"7_ 4 sen” = , B
Y =90 + a = b

Ejemplo: resolver la ecuacién;
sen (2x + 10°) 4+ cos (2x - 60°) = «0.8

sen (2x + 10°) + sen '90° - (2x - 60°) = -0.8
2 sen 80° cos (2x - 70°) = -0,8 o

. cos (2% = T0°) = « weiiiiiien = « 0,8070

2 sen 80°
. 2x - 700 = cos™(=0.4070) = 2k ¥ 4 113° 59

e X

_ 2k ¥ £ 1130 591 4+ 70°
B 2

Comprobandoc:
81 x = 91° 59" ,.s"8en 193° 58* 4+ cos 123° 58' =
= =048011 = «0.8
X = =21° 59¢,,, sen (=33° 59*) + cos (-103° 59') =
= «0,9340
Resolucibn de ecuaciones del tipo:
sen (X + a) cos (X + b) =¢

Multiplicando por 2 ambos miembros y sustituyendo el

grimer miembro por la suma de los senos de dos dngue
08:

2 sen (x + a) cos (x + b) = 2¢
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Tomando en cuenta sblo la ecuacidén:
2 sen (x + a) cos (x + b) = 2¢:

tenemos que:

P+aqae=2 (x +a)
P=g=2(x +Db)
p=2x +8 + D)

qQq=2a=>

asi la ecuacibn queda:
sen (2x + @ + b) + sen (a = b) = 2¢
-1L 2c - sen (a = b)j =2k Wy ¥

(2k + 1) ¥ - 4

2X + @ + b = gen

-+, existe cuando: -1- 2¢ - sen (a - b)=1

X

2k Wi, ~(asbd) o
?
2

_(2k + 1) W - X = (a + b)
2

Este tipo puede resolverse de acuerdo con la ecuacién:
2 cos (x + b) sen (x + 8) = 2¢

siguiéndose proceso andlogo, sfloc que en lugar de sus=-
tituir el primer miembro por una suma de los senos de
dos dngulos, se sustituye por la diferencia, asi 1a ==
ecuacidn queda:

P+a=2(x+b)
Pp-g=2(x+2a)
p=2x+a+b
qQ=b -a

sen (2x + 2 + b) - sen (b = a) = 2¢

‘e 2% 48 % 0% sen'1;|2q2+ sen (b =a) =2x ¥ 4 <,y

(2k + 1) ¥ = ».

~. existe cuando: =1 “" 2¢ + sen (b = a)* 1
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2k W4 .= (as+b)

X o=

pd

x =

2

(2k+1) ¥~ (a+b)

Ejemplo: resolver la ecuacidn:

sen (x + 30°) cos (x - 10°) = 0,7071

Pe+Rgw
P=9

2 (x + 30°)
2 (x = 10°)

P
q =

sen (2x + 20°) + sen 40°

X + 200
40"

—
=

1.4142

S 2x + 20° = sen™T (0.7714) = 2k ¥ 4 500 29, y
(2k + 1) T = 500 29¢
. « = 267 4+ 500 29t - 20°
L ] iy 2
x = (2k + 1) ¥ - 500 29+ - 20°
2
Comprobando:
81 x = 15° 14! ... sem 45° 14" cos 5° 14* = 0.7030
= 047071
X = 54° 45" ... sen B4° 45" cos 44° 45'= 047092
= 10,7072
sesesamn etc,
Aplicando el segundo método:
cos (x = 10°) sen (x + 30°) = 0.7071
p+q=2 (x=10)
P=-9g=2(x + 300
Pp= 2x + 20°
g = =40°
sen (2x + 20°) - sen (-40°) = 1,4142



2. 2% + 200 = sen™~ (0,7714) = 2k W 4+ 50° 29, y
(2k + 1) ™ = 500 29¢

2k W 4 500 29' - 20°
2

..l X =

(2k + 1) ¥ - 50° 29* - 20°

X = 4

valores idénticos a los anteriores.

Comprobandog; _
Si x = 15° 14' ,,. cos 5° 14" sen 45° 14' = 0,7030
= Qg 7071
x = 54° 45" ,., cos 44° 45%sen 84° 45' = 0.7092
x = 54° 45' ... cos 44° 45' sen 84° 45'= 0.7071

as @ aesw etc.
Resolucién de ecuaciones del tipos
sen (x + a) sen (x b)'= ¢

Con las férmulas:

1) cos p - cos q

-QsenLE—q-senLE—q
23&:13-5—2 sen—q—a-a-

Multiplicando por 2 ambos miembros y tenien
do en cuenta sélo la ecuacién sen (x + &) sen (x + D)=
= ¢, sustituyendo el primer miembro por una diferencia
de los cosenos de los dos dngulos p y q cuyos valores—
se obtienen por las igualdades:

]

2) cos @ - cos p

Q+p=2(x+a)
-p=2 (x + Db)

Q
qQq=2x+a+b
p=a=>

tenemos:

cos (2x + @ + b) =cos (a = b) = 2¢

il

e 2X + 2 ¢+ b = cos-l[:Zc + cos (8 = b)J

2k W + A

+. existe cuando =1 <= 2¢ + cos (a = b) <= 1
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o restando a cada miembro de esta desigualdad cos (a=b)

queda: e 2
- 0032 E_?_b Sl e sen2 g L)

Despe jando a Xx:
=2k";d—(a+b)
2

X

Ejemplo: resolver la ecuacién:

gsen (x + 10°) sen (x = 30°) = 0.7071

Pp+qg=2 (x + 10°)
P~-q=2 (x - 30°)
P = 2x = 20°

g = 40°

cos (2x = 20°) = cos 40° = « 1,4142

-1 k m i-_ 1300 16"

s 2x = 20° = cos

(-006482) = 2

x + SEans I3RS 6k 4 200

2
Comprobando:
Si x = 75° 8* ,.. sen 85° 8' sen 45° 8' = 00,7062
= 0.7071
X = 124° 37',. sen 134°37%sen 94°37' = 0.7098
= 0,7071

C I B BN B O B etCI

Resolucidn de ecuaciones del tipo:
cos (x + a) cos (x + b) =¢

Multiplicando por 2 ambos miembros de la --
ecuacién y teniendo en cuenta sélo la ecuacidn cos(x+a)
cos (x + b) = ¢ y sustituyendo el primer miembro por -
la suma de los cosenos de dos dngulos:

P+q=2(x+a)
-q=2 (x +b)

P
P=2X +8a + Db
qQq=2a-=>»



.

cos (2x +a + b) + cos (a = b) = 2¢

1

S 2x +a +b=cos F-2c ~ cos (a = b)!}= 2k Wi/

~ existe cuando =1 °-2¢c -~ cos (8 = b)= 1, 6 suman=-

do a cada miembro de la desigualdad cos (a = b):
-sen® -2-5—2— s G B
Despejando a x, se obtiene:
2k W X4 - (a + b)
e

X =

Ejemplo: resolver la ecuacidn:

cos (x + 120°) cos (x + 240°) = 0,

p+qg=2 (x + 120°)
P =9 =2 (x + 240°)

P = 2x + 360°

q = =120°

cos (2x 4+ 360°) + cos (=120°) = 0.

S 2% + 360° = cos™l (-0.8660) = 2k ¥ £ 60°

_ 2k WX 60° - 360°
= g

ae X

Comprobando:

Si x = «150° .. cos (=30°) cos 90° = 0
X = =210° ... co8 (=90°) cos 30° = 0

[ E RN NN N ] etc.

Resolucidén de ecuaciones del tipos
a (sen X + cos x) + b sen x cos x = ¢

Teniendo presente la identidad sen2 X + coszx=
= 1 = (Ben X + 008 x)2 - 2 senx cos X, Suponiendo,

3 = sen X + cos X
P = sen x cos x
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la ecuacién se convierte en: aS + bP = ¢, que con la
identidad propuesta forma el sistema:

as + bP =c¢ ssakl

32 +' 2P =Y qaefll
de (1: c - a§
P:——E———
en (2: | SE -2 (5288 .3

efectuando operaciocnes:

b52 +2a8 = (2¢ +b) =0

-a i'/az + 2bec + hz
3]

8 =

existen dos valores para 3: S ¥S, » P vale:

B -

c_a"‘-ai'-f_’a2+2bc+h2]
P = s B
b
2 ¥ i 2
P=%+a + a §2+2bc+h

teniéndose por lo tanto, dos valores para P: Py y P,

Ccon los valores de S (S, ¥ S-) y P (P, ¥ P,) se tienen
las igusldades: % o . €

sen X + ¢os X = 54

sen X + €08 X = Pl

Si senx y cos X son rafces de una ecuacidén de segundo
grado, esta es:

2
sen X = Sl sen X + P1 =

z
c

se S€IN X =

. 5 |
P Ve . T 21 4Py fL o ¥4 ¥ (2k + 1)W=y




we existe cuandos

. 31 - "'Pl

<1, 6

4
(8; £ YS;=4p; )24

Con los valores S, ¥ P, se tiene:

Sen X + €08 X = 32

sen X * Cco§ X = P2
2

- sen X + 82 sen X + P2 = 0
- -
S, +vYs5 - 4P
b sen X = 2 el g
2
-1[32 1%8, = 4P,
X = gsen >

J‘-‘Qk v +‘/G’ y ¥ (2k + 1)'-’-;3

/? existe cuando:
"'1 st —m——

=1 6

Ejemplo: resolver la ecuacién

Sen X + €08 X + 2 sen x cos x =1

Formando el sistema;

S+2P=1 .lo(l
§-2P=1____ !..(2
De (2: P= 32 -1
-7-——
En (1: 8° 58 42 a0

5 os=RAEITE . . (1/2) & (32)




oo Pl =0 J P2 = 3/2
entonces:
sen X + cos x = 1

sen X : cos x =0

.o sen° x - sen X = O3 sen X (senx = 1) =0

il
P
=4

X = senfl (0) sy ¥ 2x ¥ 4 9Q°

También:
sen X + €08 X = =2

sen X -« cog X = 3/2
J. sen“ x + 2 sen x + 3/2 =0

+
sen x = '232'!/2!

valores que se desprecian y por consiguiente, los va=
lores de x son kW , y 2k W 4 90°

Comprobandos
8i x = 0° ,.:i 8en 0° + cos 0° + 2sen 0° cos (Q°=1
X = 90° ,.s sen 90° 4+ cos 90° + 2sen 90° cos 90°=1
[E R NEEFEE Y] Etc.
En los sistemas:

sen X + cos X

]
ta
=

sen X - ©0Ss X = Pl

y 8en X + C08 X = 52

sen X - Cc08 X = P2

es indiferente escoger como inecégnita a sen x 6 a cosx
pues los valores que verifican las ecuaciones son -

los mismos, como se ve en el desarrollo siguiente, Sea
el sistema:

1
0

sen X + COS X
8én X +« Cc08 X

]
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. c082 X -~=cos x =03 cos x (cos x - 1) = O3

1

si cos x X = cos

"
o
&

(0) = 2k ¥ 4 90°

x = cos™t (1) = 2kT

i
=
-

si ecos x

Con el sistema:
gen X + C08S X = =2

3/2

sen X « COB X

tenemos: 0032 X +2c08Xx +3/2=0

+
Js co8 X = =2 '4éE =0 = =1 + /g i

por consiguiente no hay éngulo x.

Comprobando:

81 x = 90° ,.. sen 90° 4+ cos 90® + 2 sen 90° cos 90° =
=]
X ==90° ... Ssen (=90°) + cos (=90°) + 2 sen (=90°)
cos (=90°) = 1

x = 0° eee Sen 0° 4 cos 0° + 2 sen 0° cos Q° cosc®

=1
ssapeecsswas etc.

lo que prueba que los tinicos valores apeden ger los =
comprendidos en las f5-mulas: x = 2k y 2k ¥ 4+ 90°

Otra forma de resolver la ecuacién:
a (sen x + cos xX) + b sen x cos x = ¢

es la siguiente: teniendo presente las identidades:
cos 5. = sen (90° =L ) y sen 2 .= 2 sen +~ COS}

multiplicando por dos toda la ecuacién propuesta y susg
tituyendo por lo convenido:

2a isen X + sen (90° - x)j + b sen 2x = 2¢

2a - 2 sen 45° cos

25—5-292 + b sen 2x = 2¢



- e

8
2a /2 cos 2x =2 90° | b sen 2x = 2¢
sustituyendo las identidades:

sen »-= cos(90° - #-) y cos 2 * = coazﬂ- e senzaL-,

queda:
2a /¥ cos 25—5-29: + 2b cos® 25—5-292 - (b+2) =0

Si se hace:

2X = 90° _
vea——— - T

queda:
2b cos® y+2a J/2cosy - (b+2) =20

-g;_gz.i'lﬂaz - (4) (2b) (b = 2¢)
40

_ =aJ2i 2 /a2+g2+2'bc
cos y = -

a._. cos Yy =

81 92 + b2 + 2bc -0, cos y es real, y:

I+

cosy=A & y=cost (a)=2kT

: _ -1 - TiA . 2
cosy =B & Y =cos (B) = 2k 7 5 81l =

Entonces: x =y + 45° , 6
X, =2k WE L4450 3 x, =2k TZI 34450

De manera semejante se resuelven las ecuf==
ciones del tipo:

a (sen X = cos xXx) + b sen X cos X = ¢
Transformando el producto b sen x cos X eng
-b sen x (-cos x), queda:
a (sen x -~ cos x) = b sen x (-cos x) = ¢

Asfmismo de la f8rmula fundamental:

sen® x + T R " (sen x - cos x)z - 2 sen x(-cosx)
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Suponiendo:

§ =sen X - ¢cos X = sen X + (=cos Xx)

P = sen x (- cos Xx),
lo propuesto queda:
a3 = bP = ¢

g% - 2P = 1

sistema de ecuaciones simultdneas con dos incégnitas,
S y Py, cuyos valores se obtienen:

2P =1 - 52 & P Sy

sustituyendo en la primera ecuacidn:

gt o 7
2aS - ng = b = 2¢
bS° - 285 = b + 26 = 0
’ g = 2ad JIET=I6 (b ¥ 2¢)
ae Eb -

528,74 (a” +b° - 2be) _ 8 tva® + b° - 2bc
b= 10° 13
"oy g
5 3 o St il ndne b SN S B T
& o
2 4. JENPETNED
P=_%+a-aaz+b-2hc
b

Ya con estos valores de S, (31 ¥ S5) ¥ Py (P1 y P2),
se vuelve a lo que se supuso:

sen x + (= cos x) = Sy
sen X (= cos x) = Py

0 sea la suma y el producto de dos raices de una ecua-
cién de segundo grado. Por consiguiente, ésta es:
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2 <z
sen X = Sl sen X + Pl =0

S, +"Sy - 4P,
2

S, +VS8y = 4P 1
aen‘llj 1= 1 1 i: 2k 4+ 4, ¥ (2k + 1) ot
2 J

e sen X =

X =

siempre que: =1 — 51 & S% - 47,

=1 , &6

(5, £vs§ = 4py) 214

De igual manera se opera con los otros valores de 8 ¥y
de P.

sen X + (=cos x) = 8o
sen x - (=cos x)= Py

sen2 X - 52 sen X + P2 = 0

+|32-4P2

4

‘e e sen X =

.11 8p 55 = 4%,
X = sen | ” —2k“l+af-,y(2k+1)“—gk
cuando
S, + Y8, = 4P
‘-1 2 - 2 2 1

Puede hacerse también:

35
P

Sen X = Cc08 X .
8en X co8 X

Por otra parte:

sen2 X + 0032 x =1= (sen x - cos x)2 + 2 senx cos X,

Entonces, haciendo la sustitucién de S y P en las ecua-
ciones dichas:



as + bP = ¢
...§E+2?=1
De esta dltima: >
2p=1-8 p=2igd , oy
5° 2
as + b -—2——— S b8 =283 =b +2c =0

ecuacién idéntica a la encontrada antes.
Ejemplo: sia =2, b=1,¢c =2
2 (sen X - cOS X) + Sen X co8 X = 2
28 = P =2

§2 4. 2p = 1

entonces:

1)
_1l-(22 ; : - ”
P L o 4 = i ? .V. Pl - "4, P2 s 0

Sustituyendo estos valores en lo que se propuso:

sen x + (=cos x) =3

1]
1
P~

sen x ¢ (=cos x)

oo sen2 X =38enx +4 =20

sen x = 2 :'Zg Sl = :?(7- i

no hay valor para sen X:
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L

1
0

sen x + (=-cos Xx)
sen x (=cos x)

1]

os sen2 X - 8en X = sen x (sen x - 1) = 0

don & 00 AL i (0) =x ¥

sen x =1 & X = sen ' (1) = 2k ¥ 4+ 90°
Comprobandos
Si x = 180° ,.. 2 (sen 180° = cos 180°) + sen 180°

cos 180° = 2
x = 90° ees 2 (sen 90° - cos 90°) + sen 90°

cos 90° = 2
agesase s etc.

Otra forma de resolver la ecuacidn:
a (sen x = cos x) + b sen x cos x = ¢
es siguiendo un proceso andlogo al del tipo anterior:

2a (sen x - cos x) + 2b sen x cos x = 2¢

2a | sen X - sen (90° = x)? + b sen 2x = 2¢
L -
2a - 2 cos 45° sen 25-:?29: + b sen 2x = 2¢
2a /27~ sen gE—E—EQi + b cos (2 x = 90°) = 2¢
2a /7 sen 25-5-293 +b cos® 25—5_292 - sen® 25:392 =
g 25—5—293 = ¥y queda:
-2b sen® y+2 /Z2seny +b-2c=0
+ 4
S eany s 58 L= Z@a = (4) (=2b) (b - 2¢)
=70
sen y = a_ﬂi/?'/azq-b?-zbc

2b

2e
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Si a2 + ‘b2 - 2bc = 0, sen y es real

iy y=sen-1 (A) =2k W42 ,y (2k +1) W <A

-

L existe cuando: AQ--

1
gen y =B & ¥ = sen™ (B) = 2k ™+ 2, y (2k +1)%=3

/% existe si; Bz.i;la

2x - 90°
————

De la igualdad: = y, se tiene: x = y + 45°

e %Xy =2k W4 2+ 45° 3 X3 = 2k T .Y + 450
Xy = (2k + 1) ¥ - .4 45° 3 x, = (2k + 1)¥= 54+ 45°

Resolucidn de la ecuacién:

tan (8 + Xx) = m tan x

Con férmula conocida, suponiendo que fuese:
tan (a + x)=m tan x,

queda:

tan a + tan x
T - tan & tan x

=m tan x

mtanatan2 X + (1 -m) tan x + tan a = 0

Js tan x = (m=-1) 2 Z’;:T%a; g)z - 4m tan” a

tan x es real si (1 = m)2— 4m tan2 a>0, asi

tan x = A S x = tan™t (A) =k oo, ¥

tan x

1]

Bosv x=tan™ (B) =k "4, 4.

3in embargo, puede resolverse también como sigue:

tan (8 + x) . m tan (a + x) + tan x _m + 1
an X . a ¥+ X) =tan x m -1
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sen (a + 2x) _m
sen a m

i)+

Suponiendo m = tan ¢, queda:

% s, sen (a + 2x) =

sen (a + 2x) = %g%—g—é—% sen a = cot (g - 45°)sen a =A

s 8 +2x = aen-l (A) =2k T +A , 5 (2k +1) ¥ -0

o'~ existe si Aef“ l. Finalmente:

_2k“+'~-a
2

_(k+ 1) T - A -a
4

Ejemplo, Resolver la ecuaciédn:
tan (45° + x) = =2 tan x
Usando el primer método se tiene:

-2 tan2 X+35tanx + 1 =20

+ ' +
'« tan x = ‘3_25/17 - 23 =4.123 _

- 15 41°

s =
tan x = =0.2807 & x = tan™l (=0.2807) = k¥

tan x = 1,7807 .. x = tan™+ (1.7807) = k¥ + 600 41!
Gomprobando:

Si x = «15° 41* ... tan 29° 19" = =2 tan (-15° 41')

0.5616 = 0,5406
LI B B O B A atc.

Resolucién de la ecuacién del tipo:
ten (a + x) tan x = m

tan a + tan x
T =1%an a tan x

tan? X + (tan a + m tan 8) tan X - m

tan x = m

—

O.
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-(m tan a2 + tan a) = '{tan a + m tan 3)2-4m

s tanx=

cuando (tan a + m tan a)2 - 4m = 0, tan x es real, y:

tan x = A J. X tan™t (A) =k ¥ 4 o
tam x =B % X = tan-l (B =k W + =

Puede resolverse también como sigue:

1l - tan (a x)tanx _ 1 -m
T + van ﬁé i& fTanx T +m

Por férmula conocida, suponiendo que fuese tan (a + x),
queda ;

I+ 1+

cog (B + 2x) 1 -m
cos a =

Si m = tan d:

cos (a + 2x) _ 1 -tan g _ s
cos+§' - T'¥tan ¢ tan (457~ ¢)

cos (a + 2x) = tan (45° = ¢) cos a = A

e, 8 ¢ 2X = coa'l (A) = 2k W I A

# existe si Az_f-. 1l . Entonces:

ate. - .~*

x 7

Ejemplo. Resolver la ecuacidni

tan (180° - x) tan x = - 4,
Con el primer método tenemos:

- tan2 X = =4, tan x = + 2

o X = tan-l (-t 2) = k7 + 630 26!

Comprobando:
S1 x = 63° 26' ... tan 116° 34' tan 63° 26' = 4

X = =63° 26',.. tan 243° 26' tan (-63°26')= 4,

..........g?c.
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Conteniendo funciones de éngulos milti=-
plos y submfltiplos de un dngulo,
Resolucién de la ecuacién del tipo:
a sen mx = ¢

Despe jando a sen mx queda;

sen mx = § o Bk = sen_l (g) =2k W 4, ¥

(2 + 1) ¥ < 2.,

L] _Ek‘.+j‘“’
m

_(2k + 1) W oA
N m

El 4ngulo ~ existe cuando: =1 = 2 =1, o bien cuan-

do 02:-5: 82

De manera andloga se resuelven las ecuacio-
nes de los tipos:

2= 8 COS MX = C 3§ cuando 02:: a2
3,-a tan mx = ¢ 3 a y ¢ cualesquiera
4= a cot mx = ¢ § a y ¢ cualesquiera
5¢é= 8 sec mx = ¢ § cuando =1 =¢/a= 1,
| § o° = o

6.~ a CcSC MX = C } cuando -l1=c/a=.1,

§ == =a
Resolucibén de ecuaciones del tipo:

sen ax + sen bx = 0

siendo a y b cualesquiera,

Sustituyendo el primer miembro por una suma
o diferencia de los senos de dos dngulos y tomando en
cuenta sblo la ecuacién: sen ax + sen bx = 0, queda;

2 sen E—E—E X cos E—E-E x=0

anulando factores:

2 sen =% R E—%—E x = sen"1l (0) =



- 40 =
) 2k W
@ + b
a-b "y ® a-b - "'1 Ek' 900

o« Vg™
e

X

Puede resolverse mds fdcilmente, teniendo -
en cuenta que dos énﬁuloa tienen el mismo seno cuando
su diferencia es 2k ¥ o cuando su suma es (2k + 1) W,
Asf queda; '

> = w
ax bx 2k s T = ge—

ax + bx = (2k + 1) ¥ ', x =

valores que concuerdan con los dados, suponiendo que
fuese la ecuacibén sen ax - sen bx = 0

Ejemplo. Resolver la ecuacifbn:

sen g X = = gen ;

Tenemos : 3 % -
sen & X + sen » = 2 s8en X cos - 0

Anulando factores:
2senx=0 S X = sen~! (0) =k ©

cos ; =0 P ; = cos™t (0) = 2k ¥ 4+ 90°

... X 4k'+w

[}

Comprobando;

81 x = 0° ,.. 8en O° = sen Q°
x =180° ,, sen 270° = = sen 90°

esossasannnd Gte.

Mediante una ligera transformacidén, la ecuacidns:
gsen (x + a) = cos (bx + ¢)
puede resolverse de acuerdo con este tipo., Consideran

do la identidad cos 4. = sen (90° = = ), la ecuacién”
propuesta queda:
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sen (x + a) = sen.[90° - (bx + c)] =0

ecuacién de tipo conocido que puede resolverse fdcil=-
mente, - Esto no es obstdculo para que no pueda resol=
verse como sigue:

gen (x + a) = cos (bx + ¢)

a, b y ¢ cualgsquiera. Elevando a2l cuadrado ambos =
miembros y duplicdndolos después, queda:

2 sen2 (x + a) =2 0032 (bx + ¢)

Sustituyendo ambos miembros en funcién del-
dngulo doble, quedas

l-cos2 (x+2a)=14+cos 2 (bx + ¢)

O~

cos 2 (bx +¢) +cos 2 (x +a) =0

El primer miembro, segin la férmula conocida:

2 cos t(b +1)x +8 4 c? cos [(b -1) x - (a-c{]zo
Anulando factores:
2 @os [(b + 1) x +2a + c:] =0

_ 2k W I90° - (a +c)
D + 1

0 X

v cos[(b—l)x-(a-a):‘l -0

_ 2k TZE90e 4 (a ~c)

ae X

Ejemplo., Resolver la ecuacidn:
sen (x + 10°) = cos (3x + 20°)
Empleando el primer método, tenemos:
sen (x + 10°) - sen [50,— (3% + 200);}= 0

sen (x + 10°) = sen (90° - 3x = 20°) = 0

2 cos (=x + 40°) sen (2x = 30°) = O
¢ cos (=x + 40°) =0
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:.'-x + 40° = cos-l (0) = 2k ™ £ 90°

x = 3 il9°° = 402 _ ox W T 900 4+ 40°

sen (2x - 30°) = 0

v o
s 2X = 30° = =3e1f1-1 (0) =k ¥ =x= E__%_EQ_

Con el segundo método:

2 sen® (x + 10°) = 2 cos® (3x + 20°)
cos (4x + 40°) 4+ cos (2x + 20°) = O

1]
o

8§ 2 cos (4x + 30°) cos (2x + 10°)
2 cos (4x + 30°) =0

_ 2k ¥ X 900 - 300

8
cos (2x + 10°) =0
e 5o 2kW2 90° - 100

i
valores que concuerdan con los datos anteriormente.
Comprobando:

SL X = 152 .. S82n 25° = gos 65°
X = =502 ,., sen (-40°) = cos (=130°)

I.ll.l..‘. et{!.
De manera semejante puede resolverse la ecuacidnt
cos ax  cos bx = 0

Asi:
sen (90° - ax) + sen (90° - bx) =0

Puede hacerse también teniendo en cuenta que dos dngu=-
los tignen el mismo coseno cuando su suma o diferencia
es 2k W,

Asi: -
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También puede resolverse directamente como -
sigue: como el primer miembro es una suma o diferencia
de los cosenos de dos #dngulos, con las respectivas fér
mulas se transforma; teniendo en cuenta sélo la ecus=-
cién: cos ax + cos bx = 0§ en:

2 cos ﬂ.%.ﬁ X cOoS E—E—h x =0

Anulando factores se ottiene:

Tiw
ECDBB——E—E}C‘—?O e x=ia-k—+—~5-—-

- riw
QGOSEI—-E-—E]{:O - x=%—:—s——

siendo & y b cualesquiera,

Ejemplo. Resolver la ecuacidn:
cos 4X + cos 2x = O

Tenemos: 2 cos 3x cos x = 0

W
% 2 008 %x =0, x 45 *3- 20°

cos x =0 , x = cos ~ (0) =2k ™ £ 900

Comprobando:
S1 x = 30° ,es cOs 120° 4+ cos 60° = 0

x = 150°... cos 600° 4+ cos 300 °=0
x = 90° ,,, cos 360° + cos 180°¢ =0

L N N B etc.

Resolucidn de ecuaciones del tipo:

tan ax + tan bx = 0

siendo a y b cualesquiera,

Reemplazando el primer miembro, segin férmula conocida

sen (a i %l X _ -0
eO0S ax coS bX a

. sen (a 1 b) x = 05(a 3 b) x = sen™" (0) = kT

o kN
el -
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Puede hacerse también considerando que dos-
d%gulna tienen igual tangente cuando su diferencia es
Asf:

k'

ax = bx = X" S X = g

valor que estd inclufdo en la férmula obtenida por el
método anterior,

Ejemplo, Resolver la ecuacidn:

i
O

tan 3x + tan x
Tenemos:

sen 4x
e0S 3X €08 X

=0 , sen 4x

]
o
:l
b
/]
~

Comprobando:

8i x= 0° ... tan (0° + tan Q° =0

X = 45° ,,, tan 135° 4+ tan 45°

x = 90° .., tan 270° + tan 90°
Tesesese etec,

nu
o O

Mediante una ligera transformacién, la ecuacidn:
tan (x + a) 4 cot (bx + ¢) =

puede resolverse de acuerdo con la del tipo anterior.

Considerando la identidad cot o~ = tan (90° = A ), la
ecuacibn quedas;

tan (x + a) + tan L90° - (bx + c?} =
la cual puede resolverse fdcilmente.
Ejemplo. Resolver la ecuacidn;

tan (3x = 60°) + cot (4x + 15°) =0
Tenemos: tan (3x - 60°) + tan.£90° -(4x + 15°)]_= 0

sen (=x + 15°) = 0 .. =x + 15° = sen~t (0) = k¥

x = kW 4+ 15°

Comprobando;
8L x = 159 L. tan (= 15°) + oot ( T5°) = O
X ==165° ,,. tan (=435°) + cot (=645°) = O

..u.....etc.
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De manera semejante puede resolverse la ecuacién:
cot ax + cot bx = 0
En virtud de la identidad cot ». = tamn (90° = X )j
tan (90° - ax) + tan (90° = bx) = O

Sin embargo puede resolverse considerando =-
que dos 4ngulos tienen la misma cotangente si su dife-
rencia es kW ., As{:

w
-t BF BReE wnl
ax bx = k e X = s

o bien puede resolverse directamente, en la siguiente
forma; con férmula conocida el primer miembro se trans
forma

+
sen (8 = b) x _ o 7 N
sen'Eé seﬁ'%i" =0 S sen (a £b)x=20

Ejemplo, Resolver la ecuacibn:

cot 5x = cot (=x) = O

Tenemos:
sen 6x =0 O =sen 6x =0
Sen ox sen{ix! .
G e
x—-T—

Comprobando:

Si = OO e e Cot OO - CDt 00 = 0
30° ... cot 150° = cot (=309= O
X = 90° [N 0013 4500 - CO‘b (-900 )=O

.i;i-o-it etc.

Resolucidén de ecuaciones del tipo:

A sen % X + B cos % X% &% 0

Transformando el primer miembro en:

A sen %% X + B cos %% X e =0
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y si se supone que 5%— = y, la ecuacidn quedat
A sen ady + b cos bey = ¢

gue tiene por incdgnite al dngulo Y ¥y que se puede re-
solver fdcilmente reemplazando sen ady y cos becy de la
manera mds conveniente en cada casoy ya obtenidos los

valores de y, se procede a encontrar los de X con la =
igualdad

Ejemplo, Resolver la ecuacidn:

sen 1&7 + 0,3 cos g -0,5=0
X
Senm + 0,3 c08 2x = 0.5 = 0
10

si 1ﬁ5 =y, 1la ecuacién queda:

sen y + 0.3 cos 2y = 0.5

2

sen y + 0.3 (0052 y = sen” y) = 0,5

06 sen” y + sen y = 0,2 = 0
-1 % 0,7211

sen y =

I.] "1 [ 2

sen y; = 0.,2324 , y, = sen™! (0.2324) = 2k¥ + 13°26'
= (2k + 1) ¥ =~ 130 26"

sen y, = =1 :2:3211 >4+ 1, por lo tanto no existe 4n-

gulo y,. Entonces:

X = 10 (2k W 4+ 13° 26')

X, = 10 ‘_(21{ + 1) ¥ o 13%0 zevj
Comprobando;:

- .
X

134° 20% .,. Sen 13%° 26' + 0,3 cos 26° 52' = 0,5
225° 40" ,.,., sen 22° 34" 4+ 0,3 cos 45° 8' =0,59

sscscsnsas €tC,

De manera andloga pueden resolverse las ecua-
ciones del tipo sigulente:



l. A sen % X « B sen %ﬂ;

2e= A cos % X « B cos-% X S

Je= A sen % X » B cos %';'= e

IV.- OLUCION CUACIO _ CA
G G CON INC A

a) Conteniendo sélo una funcidén trigonomé-
trica de un dngulo.

En esta clase Quedan incluidas las ecuacio=-
nes de los siguientes tipos:

v ’

a sen2 x*x= b

Despe jando: éenz x =b/a S senx =4 /078

que se reduce finalmente a la forma sen x = + a, cuya
soluciébn se tratd en el capftulo III,

gsen X es real cuando b/a es positivo, 8Si el subradi-
cal es negativo, sen x es imaginario., De la igualdad:

sen X = % /g_ (b/a positivo)

X = sen™t ( /g-) = 2k Tl vy (2k + 1) W = ok , o exis=

-

te-cuando b = B,

e (--’55 =2k W ek y (2k + 1) T 4 x . exis-

te cuando b = a,
Ejemplo. Resolver la ecuacién:
9 sen2 x =1

Tenemos: sen X = + 0,3333

n-
1

sen™t (0,3333) = 2k ¥ 4+ 19 297, y (2k +1)¥ -19028"

5
2k W «~ 190 28+, y 12k +1)W4 19028"

X, sen™1 (0.3333)
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Comprobando:
Si x = 199 28" ... 9 sen- 196 28' = 0,9995 = 1
x = 160° 32% .. 9 sen°160° 32% = 0,9995 = 1

" " 9 80 NEB etc.

Dc manera semejantc puede resolverse la ecuacidn:

2
2] sen2 X + hieos” X = ¢

Hacicndo una paquefia transformacidén se ticne;
a sen2 x+b (1=~ aen2 x) =@

o bien: (2 = b) aen2 X +b=-c =0, ecuacibn que ya
puede resolvsrse de acuerdo con €l tipo dado,

De acuerdo con este tipo también puede resol
verse la ccuacidn:
a 0052 x =20

Esta se convierte en: a (1 - sen” x)=Db

2 -
F. A sen X = E—-—E

ecuacidn del tipo anterior con solucién si a = b es

positivo y =« b= o, Esta ecuacién puede resolverse
también directamente;

COBI"g

si b/a es positivo, cos x es real, y:

x =2k WIo. , =~ existe cusndo b = a,

Asimismo, la ecuacidn:

2 2
a sen X 4 becos x=-¢

puede resolverse por esta Ultims forma,
Resolueidn de ecuaciones del tipo:

a tan2 X =5

Obtenemos directamente: 5
tan x = 2%
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de la forma tan x = a cuya solucifn se traté en el ca-
pitulo ITI. tan X es real cuando b/a es positivo,

De la igualdad tan x = i'/g_ 3
X, = tan™t (/g_) = kW 4oy ¥ X5 = tan'l(d/g-)zkw-¢g

De manera andloga pueden resolverse las ecuaciones:

a cot2 X =b § con solucién cuando b/a es positivo
a sec® x = b § con solucibn cuando b/a es positivo
a cse® x = b § con solueién cuando b/a es positivo y

b = a (lo mismo en el caso de la 3902)
b) Conteniendo varias funciones trigonomé=-
tricas del mismo 4ngulo.
Resoluecibn de ecuaciones del tipo:
a sen2 X +bsenx +¢c =0

Con la férmula general de segundo grado:
& o /b2~ 4ac

sen X = -
ca

si b° - 4ae =0, sen x = A J, X = sen™! (A)

x =2k W4 ,5y (2k+1) W e

‘. existe si A° < 1,
sen x = B & x = sen~t (B) = 2k¥ 4+ 7, ¥% (2k + 1) "F;Q

7 existe si Bgfizl.

Ejemplo. Resolver la ecuacién:

5 sen2 X =3 senx =1=20

Tenemos: . i'/gg e
SeNn X = Smpge—— = 0,
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Joe X = aen-l (0.8%85) = 2kW + 56° 59', y (2k + 1) W -
-560 59
sen x = =0,2385 *, X = sen L(=0,2385)= 2kT =130 48",

y (2k + i) T 4+ 130 48
Comprobando:
Si x = «1%° 48! ,., 5 aen2(—13° 48') - 3 gen (-13%°48')-

- 1 =0
X = 569 BOV ... 5 S6H° 56° 590 -« 3 sen 569 504 «i=

=0
seoenseras Etcl

De manera semejante puede resolverse la ecuacién:

a 0032 X +besenx+c¢ =20
a (1 - aen2 X) + bsen x + ¢ =0

o blent 4 gen? x = b sen x = (a +c¢) =0

ecuacién de tipo conocido,
Ejemplo., Resolver la ecuaciédn:
0052 X + 38enx =2 =0
Sustituyendo:

sen2 X =3 88en x + 1 =0

+ =
& sen x = =2 ;'/5_ . 5‘236

sen x = §;§2§ >3

sen X = Qggéi = 0.382’ e X = sus:n"1 (0.382)

x =2k W 4 220270, y (2k + 1) ¥ = 220 270

Comprobando;
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Si x = 220 27v ... cosc 220 27V + 3 sen 220 27' - 2=
= 0.0030 = 0

e e s PR RaEDEPRD eto.

Resolucién de ecuaciones del tipo:
e cos2 X +becosx +¢c=0

Con la férmula general de segundo grado:

-b i"'bz - 4ac

~7a

GoB X = = A

cos X es real cuando b2 - 4ac = 0, entonces:

x = cos™t (A) = 2kW £ o

eos X = B 3. X = cos'l (B) = 2k¥ i,fl

De igual manera se resuelve la ecuacidn:

2
agsen X + beosx +c¢c =0

Sustituyendo convenientemente, se tiene:

3 0032 % =-becosx=-(a+c)=0
ecuacibn de tipo conocido,

También con la fdrmula general de segundo -
grado se resuelven las ecuaciones de los tipos:

l.~ & tan2 X + tan x + ¢ = 0, con solucibn cuando:

o~

b° - 4ae>. 0

2.- a8 cot“ x + b cot x + ¢ = O, con solucidén cuando:

b2 - 4ac =0

M

3. a se¢” x + bsee x + ¢c =0, sib2-4ac:‘:0,y

gi =b & /b% < 4ac > 4&2
4.= a 0302 X +besex +c¢ =0, 81 b2 - 4a¢>0, ¥y
sl =b 5% dec. = 4a°

Resolucién de ecuaciones del tipo:

a tan2 X - __22__ = ¢
T ecos” x
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Suponiando que fuese una suma queda;

9]
a tan2 X + bsee”" x =c¢

a tan2 Xx+b (1 + tan2 X) =¢

(a + b) tan2 X =¢ = b
!.- tanx=i'§_31'
tan x es real si el subradical es positivo; asi:

-1
tan x = + A & X =tan T(A) = k¥ + 4.

i

tan™l(=4) = X7 - ~

tan x = = A &% X
Ejemplo. Resolver la ecuacidn:

2

Oi4 tan® X + ——p—— = 2.4
cos X

Tenemos:
0.4 tan2 24+ 1 4 tan2 X = 2.4

1,4 tans & = 2,45 1 ® 1.4

o tan x = + 1, x tan™+ (1) = X" 4 4509

x = tan («1) = kW - 45¢°
Comprobandoy
S1 x = 45° ... 0.4 tan® 45° 4 ——-%____ = 2.4
cos 45°
X = =45°,,, 0.4 tan2 (=459 ) L = 2.4

OCOQIUICEtc.

De manera andloga pueden resolverse las ecuaciones:
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ecuscidn de tipo conocido, Puede resolverse también
directamente como sigue: sustituyendo convenientemen
te y suponiendo que fuese suma:

a cot2 X +b (1 + cot2 x) = e

o]
(a + b) cot“ x =¢ =D

cot x = /5.2

a + b

cot X es real cuando el subradical es positivo, As{:

cot x = A S X cot™ (4) =k W 4+ o4

cot X = =A o.. X = Cot-l (-A.) = k w - P
Ejemplo. Resolver la ecuacidn:
00t2 X ¢+ 1 = 1
sen® x

Con el segundo método se tiene:

2 cot°x =0 & oot x = 8, %= cot™t (0) = k™ + 90°
Comprobando:
S1 x = 90° ,,. cot® 90° + & =1

X = -§0°... cot2 (=90°) + T:%Tg =1

IICI....eth

3,- @& cot® x + -—-g-__ = e
cos“ x

Puede resolverse de acuerdo con el tipo:

a tan™ x + ——— = C
cos X
Asi: n
—7— + b (1 + tan” x) = ¢
tan® x T

ecuacién de fdcil solucién. Pero también puede resol=-
verse con las transformaciones hechas en la segunda ==
forma de resolver la ecuacibn dltima, As{, por ejemplo:
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Resolver la ecuacifn:
2 1

8 cot™ x - * 1
cos?&
Tenemos:
L, - (1+ten” x)=1
tan
tan4 X + 2 tan2 Xx «-8=20
+
& tan® x = :-gé:_é } tan® X, =2

tan xl = X

xy = ten™> (1,414) = KW +54° 45"
x%, = tan™l (=1,414) = KW = 54° 45
‘t'u':il'l2 X, = -4 S tan X, = % /:1-

nimero imaginario, por lo cual sus valores se despre=-
cian, :

Comprobando:
51 x = 54° 45' ., B cot® (+ 540 450) = ___1 B,
cos® 540 45"

= 1,067 = 1

2

X = =54° 45',., B cot” (-54° 45') - __ 1

cos” (=542 457)

= 1.067 ; 1-

doe e s rweanan Bto.

Resolucién de ecuaciones del tipo:

a tan2 X +b cot2 X =0

a tan2 X+ b=oc¢c tan2 X

a tan4 X -0 tan2 X + b= 0

J
c & 02 - 4ab

Za

..I ‘tan2 X =

51 el discriminante es mayor o igual a2 cero, los valo-
res de tan x son reales,



si ¢ t /e - 4ab

entonces:
tan %) = 28 8 3 Stan™ UK ) = K 4o
x et o( « JE )= oo
» -1 o
tan x, = + /B S x = tan (/B )= k" +

x = tan"H(=/B ) = k" -

Ejemplo. Resolver la ecuacidn:
tan2 X - cot2 x =1

Tenemos: 4 )
tan’ X tan x -1 =0

1]

tan? x = L£/° _ 12 2,236
2 - LEga200

tan x = + JI,BI8 = + 1.272 A x =ftan—1 (X.272)
= kw -+ 510 50'
x = tan"T(=1.272)

= ¥ - 510 50!
tan x = /=0.,618 , x no existe.

Comprobando; .
Bi x = 51° S50F .. tEBn 51° 50% « got™ 51° SO0 = 1
X = <5150 ,,. tan (=51° 50%) = cot°(=51950') = 1

o & & 4 & 0P "N etc.

Resolucidn de ecuaciones del tipo:

2 2
a (sen X + cos X) + b sen x cos X = ¢

lultiplicando por dos ambos miembros de la ecuacibn y
sustituyendo:

sen2 X + 0092 X = 1

2 gen X co0os X = sen 2x

queda:

2a + b sen 2x 2¢
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J. sen 2x = g-JELi%JEI
2% = sen-ljg;igsz_gl%= 2kW + 4 , y (2k + 1)V =K

L

./ existe cuando:

-1 = 2 (e 2

=8l 1, 6 (e - a)’ %

D
Ejemplo. Resolver la ecuacidn:
(sen2 X % cos2 3x) - sen 3x cos 3x =1

Tenemos: - w
sen 6x = 0 % 6x = sen . (0) =kF § x = %;

Comprobando:
Slx= 0°... seng 0° + 0082 0° -« sen 0° cos 0° =1
X = 60° ... sen2180°+0032 180°=sen 180° cos 180°=1
'.lll..."l. etc.
Resolucidén de ecuaciones del tipo:

2 2
a sen X + bsen x cos X +c cos x=4d

multiplicando por dos los miembros de la ecuacibn y ==
sustituyendo convenientemente, se tiene:

a (1 - cos 2x) + b sen2 Xx +¢ (1 + cos 2x) = 24

o bien:
b sen 2x + (¢ = a) cos 2x = 24 = (a + ¢)

ecuacidn del tipo: a sen x + b cos x = ¢, que tiene -=
solucién cuando:

(24 = a = c)z'f'b2 + (¢ = a)2

2
é dz+ac-d(a+c)f‘i%-

Ejemplo. Resolver la ecuacidn:
- sen2 X + 6 sen X cos X - 3 0032 x =}

Tenemos:
=1 (1 -cos 2x) + 6 sen 2x = 3 (1 + cos 2x) = 2

6 sen 2x = 2 cos 2x = 6

o’ gen 2x - 1/3 cos 2x = 1



“ 57 -
si tan ¢ = 1/3, entonces: ¢ = tan™+ (0.3333) =
= kW ; 18° 26
Si ﬁ = 18° 26', aen(2x - ¢) = 0,9498 .’

2x = ¢ = sen™ T (0.9498) = 2k¥ 4 T1° 34* y

(2k + 1) W = 71° 34!
{2k s 1Y¥ . 530 8¢
o Z

O.l X = Qkﬂ. + 45° H X

si ¢ = 198° 26', Ben(QI = ﬁ) = -0-9498 o

2x - § = sen™t (=0.9498) = 2k¥ - 71° 34' y
(2k + 1)W 4+ 71° 34°

x = (e LT+ 2700

8
L]

Comprobando; o 2
Si x = 45° .44 -sen“45° 4+ © sen 45° cos 45° - 3 cos 45°
-
x = 63° 26" -sen” 63° 26' + 6 sen 63° 26' cos 63026
- 3 cos° 63° 26' = 1,0089 & 1

evs s emgr e O etc.

otra forma de resolver este tipo de ecuacién
es la siguientes como el primer miembro es homogéneo y
el segundo no, para hacerlo también homogéneo se multi
plica por la identidad : sen2~#-+ coazch— -1, S0 00

altera su valory asi se tiene:

2 2 2
a sen” X + b sen X cos X + ¢ cos” x = d(sen” x + cos2

x)

(a = d)sen2 X + bsen x cos X + (¢ = d)0052 x=0

Dividiendo toda la zcuacién entre 0032 x y sustituyen=-
do convenientemente, queda:

(a = d) tan2 X +btan x + (c = d) =0

ecuacién que puede resolverse fédcilmente como se ve en-
scguida:

tan x = =D iﬂz(g _L%)" d)(c - 4)



tan x es real cuando el discriminante es mayor o igual
a cero, as{ se 1llega a las ecuaciones finales:

tan™t (A) = kW +

tan x = B do B = tan-l (B) = k¥ +-:,

tan x = A Js X

Este segundo método es aplicable a toda ecua
cién que se forme por un polinomio entero en:

sen X cos X,

(pero si no lo es, podrd homogeneizarse multiplicando
todos los términos, excepto el del grado mds alto, por

la identidad ?enz,j_ + 00827L = 1, o bien por alguna -

de sus potencias que no alterard de manera alg la -
igualdad, ya que al multipliear por 1 o por 1 cual-
quier nimero, éste no se altera, asi se obtiene un po=-
linomio enteroc en sen x cos x3 dividiendo toda 1la ecug
cibn entre cos x elevado a un exponente tal que especi
fique el grado de la ecuacién en cada caso, se obtiene
una ecuacién en tan x que ya puede resolverse fédcilmen
te como se vib en el caso anterior,

-000 =

V.- RESOLUCION DE ECUACIONES TRIGONOMETRICAS
CONTENIENDO FUNCIONES TRIGONOMETRICAS IN=-
VERSAS.= UTILIDAD DE DICHAS ECUACIONES EN
LA INTEGRACION POR SUBSTITUCION.

a) Conteniendo sélo una funcidén trigonomé--
trica inversa,

Estas ecuaciones se resumen en las formas:

l,=- aen'l(x) = a%® ) x = sen a, Ecuacibén en la que se
obtiene x con la ayuda de las tablas,

2.= COS a® , X = cos a

Lx)

3e= tan"l(x) = tan a

i

o
o

4

4,- cot"l(x) =a°® S x = cot a

Ejemplo del caso 1: aen_l(x) = 120° ..x = sen 120°

Y . ey -1 W
x =Y % sen = 2k%" 4+ 60°%
: (*3 )

(2k + 1)¥ - 60°
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De manera semejante se resuelven las ecuaciones:
a sen-l (x) = b° % x = sen b%/a
a cos™t (x) = 0° &% x = cos bo/a
a tan~1 (x) = B* X x =« tapn. bo/fa

a cot'l (x) = b° J. X ='cot b°/a

b) Conteniendo varias funciones trigonométri
cas inversas,

Resolucidén de ecuaciones del tipo:
sen™t (x) + sen™t ("1 - X° ) = a°

Haciendo: sen—l (x) =u S x=senu

sen™t ("1 - xz) dv A Yle x2 = gen Vv

(o]

l - x2 =8en“ v S, X =cos v
Por la ecuacidn se tiene;
u+v=a® , u=a® -y
Formando el sistema:
l) us+v=ao
2) x = sen u
3) x =cos Vv
Igualando estas dos Gltimas ecuaciones queda:
sen u = cos V,
de acuerdo con la 1):
sen(a® = v) = cos v
Sen @ CoS V - Sen Vv ¢0S & = c0s V

Dividiendo todos los miembros de la ecuacidn entre cos V,
queda:

sen a2 = tan v ecos a = 1

. i a =1
- e tan v - ﬁ_
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Formando el tridngulo respectivo ha- . —-
llamos que la hipotenusa, por el teg \a-i;;y/ i

rema de Pitdgoras vale: |Senact

V(sen & - 1)° + cos” a = 5Sv

=,/Z «2 8en a . Por la 3) se tiene:

cos &8

X = €08 V =
/2 + 2 sen &

ecuacién que da directamente el valor de x. Si x = b,
la ecuaci%n propuesta queda:

sen™" (b) + sen™? ("1 - bz) = a°

De manera semejante se resuelven las ecuaciones:

1, oos™t (x) & cos™1 (ax) = bo

2,- tan"t (x) % tan~l (x/a) = b°
3,- oot™! (x) & cot ™t (x*) = bo
4;= tan™! (x) % cot™} (ax) = bo
5.~ sen™t (x) cos™t (x) = b°

Que se resuelve como se ve en segulda; Suponiendo que
fuese sdlo:

sen~t (x) + eos™* (x) = a°

u . X = sen u

cos™t (x) =v % X =cos v

se forma el sistema:
1) u+ v =a°
2) x = sen u
3) x=cos Vv
o« 8en u = cos v§ sen(a® - v) = gos Vv
8€n & coS V - Sen V cO0S 8 = COoS V

sen 8 = tan v cos a = 1

sen a8 = 1

o tan v = o]
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De esta rglacién ge tiene el trié§-
gulo rectangulo de la figura en e T
cual la hipotenusa es igual a: V2-2sena

sen@-|

JZ2 = 2 sen a

s e, e

Asi con la 3): wsa

X = cO8 V = L
/2 =TEen &

de la que puede encontrarse fdcilmente x.
Resolucibén de ecuaciones del tipo:
tan(cot x) = cot(tan x)
Suponiendo; cot x = a J, ' x = cot—l(a)
tan x = 1/a % x = tan'l(l/a)
la ecuacidn propuesta qucda; tan a = cot(l/a)
en este caso a y 1/a estdn expresados en radianes,
Teniendo presentc que dos dngulos tienen igual tan-

gente cuando su diferencia es igual a kT circunferen
cias, se tiene:

w w
tan a = tan(g ~ %) v Bw (Z - %) = kW
que se transforma sucesivamente en:

a~ +1 _ 2kW 4+ W 2
a B 4 i
28 = (2k + 1)¥ a + 2 = 0

e oo {2k s V)T EA0F 4 1)°T _ 16

28 + 2 = a(2k" + W), o bien:

4
8i k=1 -swim

si T = 3,1416;

9.4248 % 8,535
7

oy = 1129598 _ 4 45905

_ 0.8898
i

as

[

4.9

= 0,22245 & 00,2225

B



Si a = 4449 se tiene: tan 4.49 = cot ZT%§'= cot 0,222,

Transformando los radianes a grados:
tan(57° 17')(4.49) cot (57° 17')(0,2227)
o bien: tan 256° 7' = cot 12°¢ 12°

i

cot 120 12°¢
4,638

tan 76° 7
4,061

lie

31 a = 0.2225; tan 0.2225 = cot gegmme = cot 4.49

Convirtiendo los radianes a grados:
tan(0,2225) (57° 17') = cot(4.49)(57° 17')
o bien: tan 12° 44' = cot 256° T
tan 12° 44t = cot 76° T!
0.2259 = 0,2471

Entonces, de acuerdo con lo supuesto se tiene:

0ot X = 4,49 0 x = cot L(4.49) = k¥ 4 120 12°

tan x = 0.2227 .% x = tan (0.2227) = k¥ 4+ 120 33

cot x = 0.2225 i x = cot™T(0,2225) = kW 4 770 27

tan x = 4,49 S x = tan"> (4.49) = KW + 770 20°

0 sean las soluciones de la ecuacién.

Comprobandos

8i x = 120 12" ... tanleot 12° 12';
x T77° 20' ¢.« tan(ecot 77° 20°

A IR T R ete.

cot(tan 12° 12';
cot(tan 77° 20°

De manera semejante se resuelven las ecuacio=-

nes.

l.- tan(tan x) = cot(cot x) llegdéndose a la conclusién
de que esta ecuacibn es igual a la anterior,

2,= sen(cos X) = cos(sen x) Del mismo modo, si: cos x=a

x = cos™t (a)y y sen x = /1 = a°

T ("1 - azﬁ. As{ la ecuacién queda:


http:17')(4.49

w B

: . I d
sen a = cos /1 =a~ , 0

w / >
a=sen (w="1=2")

w /-"'""'""E'
8w+ I wd" = 2kW , Efectuando operaciones:

sen

2

2y
28° - (4k + 1)Wa + YLD -1 -0

Lo (4k s 1T E /T R (ks N -8
.4

de donde a es imaginario cualquiera que sea el valor
de k.

3.= sen(cot x) = cos(tan x) Si cot x =a .
X = cot"l (a)s tan x = 1/é-.2 X = tan_l (1/2)
La ecuacibn se convierte en: sen a = cos 1/a, 6

bien: w
sen a = sen(? - %)

w
Asi; a - (2 - %) = 2kW, que efectuando operaciones:

20° < (i + WPS 5250 .2

a = (4k + L)W if£4k 1" 436

i
y también: a + » - % = (2k + 1)T , o bien:

2

2a - (4k + 1)“.8 -2 = 0 .‘l

g - {8k + )W i-:(4k & 1" o 16

Si k = 1, en ambos casos se llega a:

al - 7.727’ 82 = 0.127’ 83 = 7!9795 y 54 = "011295

Por lo tanto, los valores de x son:

cot x = 7,727 % x = cot™ (7,727) = k¥ 4 70 291

cot x = 0,127 & x = cot 1(0,127) = k¥ & 820 46¢

cot x = 7.98 S x = cot™1(7.98) = k¥ 4 70 10
1

cot x = =0,1295 ,“x= cot™ (=0,1295)=kW 4+ 820 37
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tan x = 0,1294 . x = tan T (0.1294) = k¥ 4 To 221
tan x = 7.874 & x = tan L (7.874) = KT 4+ 82945"
tan x = 0,1253 & x = tan~t (0.1253) = k¥ + 7° Qv
tan x = =7.721 A x = tan* (=7.721) = k¥ 4+ 820 38"
Comprobando:

Si x = 7° 29' ... sen(cot 7° 29') = cos(tan 7° 29')
sen 82° 41' = cos T7° 24* 6
0.9918 = 0,9920

o8 s eavwasoenoasPPaDR etc.

Resolucidn del sistema de ecuaciones:

sen™t ) » sen™t (y) =0
” > r
sen 1 (1) + sen g (s) = .= 600°
- 2 w
sen™t (z) + sen % (x) = g = 30°
Si se supone: sen” - (x) =u ds X = sen u
gen™t (y) =v Sy =8sen v

sen"1 (z) =mw .z =senw

Fl sistema se transforms en:

u+v=0 ... U = =V
w
A RS o 60°
w
w+u=6=30° .'.W=300-u

Vv + (30° =u) =v + 300 =(=v) = 60°

e 2V = 30° 3 v = 15° 3§ u = =15°3 w = 45°

Entonces: x

]

sen(~15°) = -0,2588

y = sen 15° = 0,2588
z = sen 45° = 0,7071
Comprobando:
1 sen™ (-0,2588) + sen™1(0.2588) = 0

aen'1(0.2588) # sen-1(0.7071) = ; = 60°
= - w
sen™(0.7071) + sen™1(-0.2588) = g = 30°
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Ias ecuaciones trigonométricas inversas, pres
tan gran utilidad en la integracidén por sustitucién

ya que en funcidén de ellas, las integraciones que apa
rentemente no pueden integrarse por los métodos gene-
rales, por medio de ellas pueden efectuarse fdcilmen-
te. Es conveniente recordar que no existe método ge-
neral para hacer tales sustituciones. Sea por ejemplo:
cuando en el integrando figura la forma:

l,-Ya" - X o8 conveniente sustituir x = a sen ¢
) bien, x = a cos §. S1 se supone la sustitucidn:
x = a sen g, Por las reglas de derivacién se tiene:
dx = 2 cos 4§ dd. De lo propuesto:

va® - x° =v/a“(1 - sen® ¢) = a cos ¢

Sustituyendo los valores obtenidos en:

J/: A dx = J/fa cos @g(a cos ¢ dd) = ij//;sz ¢ ag
2‘2 u/?l + cos 2¢) d4d = E a (¢-+ sen 2¢) + C.

Ya que x =asen @ S ¢# = sen™t (g), se tiene el tri-
dngulo de la figura. Ademéds:

/AF ,""2——"?
/// sen 2¢ =2 sen @ cos ¢ = g' 2 ; -3
a,
x
W e
/ a2

Vad- 3 Sustituyendo estos valores en el re-

sultado de la integracién con el obje
to de darlo en la misma forma en que se propuso, queda:

u/caz - x° dx = % azl-sen-l(ﬁ) + x78° = x° '%T} + C
a
4

= % az[sen-l (g) +x7%a" - x ] + C

Si en la integral se sustituye x = a cos #,

dx = - 2 sen ¢ dds faz - X =a2a sen ¢

de donde, austltuyrndo-

/V - X dx :Ja sen g(-a sen g df) = /'-Benz ¢ ag
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-.2- -(1 = cos 2¢) ag = !a l:-d + %‘- senzd] + C

Pero si x = a cos g: # = cos™ (x/a), se
tiene el tridngulo rectdngulo de la fi- a.////

sen 2¢ =2

0§ 4

a

gura :
¥Ya" = X
X

a*

r ———— <
f" az - xz dx = %- 32l'2x Biets ~ cos-l(x/a)

f

= %lﬂx fa: - X + 32 cOS_l(x/ai] + C

2+.= 8i en el integrando figura la forma ‘xz + 32 es
conveniente sustituir x = a tan g. Sea por ejemplo:

/’ Ly
v +ra

sl x = a tan ¢: dx = a ae02 g dds x~ + az =

= /aéktanz g +1) =a sec ¢

‘ 2
dx a sec d
= -——-—-g-—é = [ sec ¢ 4df =
ety a sec
/X + a f

= L(sec # + tan g) + C

81 x. =0 80 ¢ 2% E' tan~ (x/a), se tiene
el tridngulo recténgulo de la figura. Sus-
tituyendo estos valores queda:

b/f' | dx L(“x & a  x

i

a
/%2 + a°

+-a-)+0=

= I (cOmeieE ) + ¢ = 1 (fxz + 82 + X)) =1a + C

a

ya que Ia es una constante, puede anexarse acy aai,

el reaultado final es:

=T ("xE + 32 + %)+ C

past R B -

3e= S1 en el integrando figura la forma 2 & y S€

sustituye x = a sec gd. Sea la integral:
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‘j/;3 vx© - az dx
Si x =asecyg : d&x = a sec ¢ tan ¢ dd,

"xz - a2 = /az(secz g -1) =a tan ¢

Sustituyendo en la integral propuesta:

hj/;3 'xz - az dx =~//‘(a3 sec’ g) (a tan ¢g)
(a sec ¢ tan ¢ dg)

= ai/ﬂsec2 ¢ sec” 4 tan® g ad =
a” (1 + tan® é) tan® ¢ — g dg =

=ai/f(tan2 g + tan? d)aecg ¢ dg= as(%¢an3d+%¢an5 g) +C

Six=asegd:d-= sec-l(x/a) se tiene el tridngulo
de la figura, Asi el resultado de la integracidn es:

i 3 Ll 2
U/ixB"x -8 W & 55[-; (= = a’)”, % ( 5__5_2_)5 + C

y e¢fectuando operaciones;
3
%T ('x: - a )3 + % ("x2 - a )5 +C =
= 4 (37 2%’ [2&'2 + 3% ]+ 0

;

4,- S3i en el integrande figura la forma es

U]
+
"

conveniente sustituir x = a cos d . Asi:

dx = -asen g dg . /A - X =,/a(l - cos @)

JE T X = /B(I 7008 g) & Vao X - =ta.ng

*a +x + cod ¢

Sea: ‘/,/a - X ax

Sustituyendo por lo econvenido queda:
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: |
=\/—asen-§-cos%—sen-; d o nnestib i 6 8
-a (f§ - sen 8) + ¢ . /'//1

six=acosg .9

x
\/f’ﬂ-:-ﬁ dx = -a |cos T (g) . = - ]+ c

= - 8 coa-l(i) +¥a" = x + ¢

a

\C‘
- X2

)
Q
o
)]
]
|...I
P
oY=
S
.

De maners mds genersl, los integrandos en =
los cuales figuran las formas:

le=- 'ag - bzxg es conveniente sustituir bx a sen

)

2o “bzxz + aE = B » bx = a tan
3.-“b2x2 - az " " " bx = a sec
- #a_b_. E: " " " bx = a cos

a +

VY B B

giguiéndose en todas ellas procesos anédlo-
gos a los dados anteriormente.

VI.- DEPINICION DE SISTEMAS DE ECUACIONES TRI=-
GONOMETRICAS SIMULTANEAS.- NUMERO DE SOLU
CIONES, POSIBILIDAD DE ELLAS.

Un sistema de ecuaciones trigonométricas sie-
multédneas, es un conjunto de ecuaciones que se resuel-
ven al mismo tiempo y que sblo se satisface por deter-
minados sistemas de valores dados a los dngulos que ==
contienen., AsI por ejemplo:; resolver un sistema de --
dos ecuaciones trigonométricas simultdneas de primer -
grado con dos incdgnitas, es encontrar los diversos ==
sistemas de valores de los dos dngulos que verifiquen=-
simultdneamente las dos ecuaciones. Un sistema de ---
ecuaciones trigonométricas simultdneas, generalmente -
estd formado por tantas ecuaciones como incégnitas hay;
puede darse el caso que haya mayor numero de ecuacio==
nes que de inedgnitas, pero nunca el easo de tener mee
nor nimero de ecuaciones que de incégnitas.
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Bl nimero de sistemas de valores que verifi=-
can un sistema de ecuaciones trigonométricas simulté-
neas, es infinito, ya que a cada solucién corresponde
infinidad de valoresy la posibilidad de cada uno de =
dichos valores depende de las ecuaciones finales que-
se obtengan; éstas son de alguna de las formas siguieg
tes; sen x = 8, cos x = b, tan x = ¢, ete,, cuyas so=
luciones se trataron en el Capftulo III.

Para resolver un sistema de n ecuaciones con

n ineégnitas, no es posible dar un método a seguir, si-
no que se resuelven mds fdecilmente cuanto mayor sea el
nimero de identidades que se conozca, sin embargo, pue
den darse tipos de sistemas de ecuasciones trigonométrI
cas simultdneas de primer grado con dos incégnitas =e=
cuando se conocen la suma o diferencia de los 4ngulos=-
desconocidos, asf como 12 suma o diferencia de los se=-
nos, cosenos y tangentesj el producto de los senos, ==
cosenos, tangentes, y el coclente de los senos, cose==
nos y tangentes de los propios éngulos.

VII«.- RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES
SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO CON DOS
INCOGNITAS.

) a) Resolucién del sistema de ecuaciones tri
gonométricas simultdneas del tipo:

1) X +y =a
2) sen X + sen y = b

Aplicando en 2) la férmula correspondiente a la suma de
los senocs de dos Angulos;

Esenx—%'_l cosi—;—l:b

como X + y = a, segin 1), puede encontrarse cos TS

2
X =y _ b
Ast: e Z L Z sen a
l.i 51-—1 = 005-1 lr b
5 a
: sen »



o+ existe cuando:

0, elevando al cuadrado:

2 2

b < 4 sen

Finalmente: x = y = 4k I 2o&

Conociendo la suma y la diferencia de 168 ==
dngulos desconocidos, se puede conocer cade uno y para
ellos se resuelve el gistema de dos ecuaciones de pri-
mer grado con dos ineégnitas, como se ve en seguidas

X+y=a
X -y = 4k¥ 2K

2x = a8 + AT + 24 N X =5 + 2kF & 1

2y = a -(41{" + 20~ )o‘o i "(21{“ .'.".“L')

N N

Ejemplo: Resolver la ecuaciéng

1) - ° Uiy =-60°
2) sen x + sen ¥y =1

Sustituyendo convenientemente en 2) queda:

2 sen 5-i—x cos E—E-z = 1
6; .2 sen 30° co§_£-§1¥ P

oo SRyt
5.5-3»: cosf?(l).= 2k 5 x -y = 4" ';‘“

Como ya se conoce la suma y la diferencie de los dngue
los desconocidos, se forma un sistema de dos ecuacioe==
nes de primer grado con “dos incégnitas, que son, preci
samente, los dngulos- descohocidos y que por consiguien
te, sus valores se encuentran; -

2x = 60° 4+ 4xW ., x = 2kW 4 300
2y = 60° = 4kW 5, y = - 2kW + 300
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Comprobando:
8Si x 300
y 30° ese x+y=50°
sen 30° 4+ sen 30° =1

sasvavesoed Btc.

De manera andloga se resuelven los sistemas:
X + y = 28a X =y =2a X -y =28
gen X - sen y = by sen X + sen y = by sen x - sen y = b

Resolucidén del sistema de ecuaciones trigo=-
nométricas del tipo:

1; X +y =

a
2)cos X + cos y b

Reemplazando el primer miembro de la ecuacién 2) por
un producto de dos cosenos, segin férmula;

2 cos E.%.I cos E-E-x =D

pero, X + y = a, entonces queda:

cosx—g—l-_—. _.;b__g

2 cos ”
% # = ggg‘l _...2-5-’ = 2T + oA
2 cos ?J o
. x-y=4k'r_-|;2a’-,

~+ existe cuando: =1 2 R &
2 cos %

bg,f:c4 0032 %

l, o bien:

Asf se tiene el sistema;

X +y =
X » ¥y =

2x =a + 4kT L 2A  f x =34 %4
a-(4k"2 &) A ye=gm- (2"4)

2y

Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones;
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X +y = 240°
cos (=x) + cos (=y) =1

2 cos -(E—E-x)~ cos -(E-E-x)= 1
cos ~(Zz=b)= rsosT=Tomey = -1
s cO8 E—E—X = =13 5—5—1

X =y = 4kW + ¥ = (4k + )W

cos'l(—l) = 2k¥ + ¥

1]

Ahora: X +y = 240°
X =y = 4kW Z 27

240° + (4k + 2)T % x = 120° + (2k + 1)¥

2x

1

2y = 240° = (4k + 2)¥ My

]

120° = (2k & 1)¥

Ccomprobando;

si x = 300°

y=-60° o0 X +y=240°
cos(=300°) + cos 60° =1
LU R N R etcl

De manera andloga se resuelven los sistemas:
X+ Yy =8 3} X = y.= 8 % X =y = 8
COsS X = cosy =0b c0S X + coBy=b cos X=cosy= b

Resoluciones de sistemas de ecuaciones tri--
gonométricas simultdneas del tipo:

1) X +y =a
2) sen x seny = b

Multiplicando por 2 los dos miembros de la 2):

2 sen X sen y = 2b, y sustituyendo el primer miembro
por una diferencia de los cosenos de dos Angulos; te=-
niendo en cuenta las férmulas:

3) cos p - cos q = =2 sen E_I?E sen E—EJE
4) cos q - cos p = 2 sen E—E-a sen E-E-B

Calculando primero p y q:



- 73 =

Je P +aq=2x
. p"'g=2;!
2p=2(X +y) S P=X+Yy
2q = 2(X = ¥) ve Q=X =y

"~
o]
+
o)
g
1l
b

-~
ke
]
Q
o
(]
e
-
L ]

Sustituyendo estos valores de acuerdo con la férmula 4)

cos(X -=y) -~cos(x +y) = 2b, Como x + y = a, dato, se
tiene:
cos(x = y) = 2b + cos a

é» T - y = cos"l(Qb + cos a) = 2kW 4
ol. exlste cuando:; =1 <« 2b + cos a=1l, o, transforman-
do la desigualdad:
=2 0052 %,ﬁ 2b < 2 sen2 %
de donde finalmente, se obtiene la condicidn:

- 0052 gzﬁ_b < sen2 %

De este modo se obtienen la suma y la diferencia de dos
féngulos, por lo que ellos se encuentran:

X + §y =28
x-{an't.;\

o'o x=§'+k'+’j“

vy =5 - (K"EF

Ejemplo, Resclver la ecuacidn:

X +y = 46°
senx seny = 0,136
P+4Qq= 2%

Rttt
P=X+y
Q=X=-Y

cos(x = y) - cos(x + y) = 0.272

003'1(0.9667)
2K¥ 4 140 500

cos8(X = y) = 0,9667 % x =y

il
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X + y = 46°

X -y = 2k¥ £ 14° 50
Qx = 460 + 2kw -+ 140 50' :- X = 230 + kw i 70 25'
2y = 46° = (2kW + 14050'), y = 23° = (K" + 7°25')
Comprobando:
81 x « 3090 825"

150 35. [ X + y = 46°
gsen %0° 25' gen 15° 3%6' = 0,136
[N B B B O O BN B B etc.

y

De manera andloga se resuelven los sistemas:
X +y =248 X =¥y =28 X x y = a
-gen X sen y = by senxseny= b ; sen(=-x) sen(=y)=b

Resolucidén de ecuaciones simultédneas del tipo:

1; X +y=a8
2) cos x cosy=Db

Multiplicando por 2 los dos miembros de la ecuacidn 2):
2 cos x cos y = 2bs sustituyendo el primer miembro de
esta ecuacidn por una suma de los cosenos de dos dngu=-
los, caleulando previamente p y q:

P+4q=2X
D=4 =2
2p = 2Ex e yg s D=X+ Yy
2q=2x—y e q=X-=J

sustituyendo estos valores segin férmula, se obtiene:

cosix +y) + cos(x -y) = 2b
coa(x = y) = 2b = cos a

3

Jo X =y =cos  (2b - cos a) = 2kW & ok

-.existe siempre que; -1<2b - cos a <= 1, o bien:

-sen2 gzg'bf? 0032 a
4
Caleculando X e y, queda;
X +y=a
X =y = 2kW g

2x = a + 2KV A e X =

nj
+
"

1+

e

2y =a - (kW I L) Ly =

I
nof
+1{
1
w
=

Ejemplo: Resolver la ecuacidn

X +y = 750°
cos x cos_y = 0.5




P-4+ § = 2%

R-9. =2y
2p = 2': +y) o..
2q = 2(x = ¥7) e

cos(X + y) + cos{x

-

P
q

cos(x =y) = 1 = cos

=

J

Lad

S X ey =cos t(0.1340) = 2k¥ &

X+ Yy
X =Yy
) =1
7602 = 0

Ahora: - 7‘00

X=J= 2k® I goo 22+
2x = T750° 4+ 2kW 4 820 22¢ ° x
2y = 7500 - (2kWx82° 22').% ¥
COmprobando-
Si 416° 6°

7 = 3330 490 ...

= 7490 551
cos 416° 6' cca 333° 49

vasssessasee etc.

1340
gz% 22°

= 375° + kW & 410 11
= 3750 « (K% I 41°11")

7500
oo 5032 = 0.5

e

De manera anfloga se resuelven los sistemas:
X +y=a X +y =a
cog X cos(=y) = b ‘cgs(-:xl gos y = b
X -y =a, X -y =28
gos _x cos y = b cos(x) cos(-y)=b
X -y =a X -y = a X + y =a

]
=

cos(=x) cos ¥y

cos(=x) cos(=y)

i

b cos(=x) cos(=y)=b

Resolucién de sistemas de ecuaciones trigono-
métricas simulténeas del tipo;

1) x+y5y =98
p) SeB.X _

Sen ¥y

]
c

Esta ecuacibén puede escribirse, en virtud de
las proporciones, como sigue:

Sen X = sen

Sen X + sen y

[ ] I—
o tan &
tan Xt

tan X2

_ Db

- O
+ C

]

Z
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- Ll i - a
o E—E-x = tan 3 {-%—:-% tan ?] =" XY &+ 4
x-y:?k“'+2-j-.

Entonces:
X+y=a
X =y = 2kW 4 24
X = g + kW 4 -2
a

e e (" + )
aqui; a°, b y ¢ cualesquiera.

Ejemplo, Resolver la ecuacién:

X +y = 50°
genx _ 1
sen y

sen x = sen y _
sen X + sen y

. tan E.E_E = -
tan 5-5—1

tan X254 - - % tan 250 = -0.1554

i+

s Egd - tan™'(-0.1554) = k" - 8° 50!
x =y = 2KT = 17° 40°
Asi se tiene el sistema;

X +y 50°
X =y = 2kT - 17° 40"

il

2x = 50° 4+ 2kW - 17° 40" % x = 259+ kW -~ 8° 50
2y = 500 _(21{11' - 17° 401) & y = 250—(1{“ - 8o° 50!)
Comprobando:
81 x = 16° 10
y = 330 50‘ "o X + y = 500

sen 16° 10' _ 1

sen 33° 00 7

.I.I.'..l.IEtGI

De manera andloga se¢ resuelven los sistemas;

X + Yy =8 X =y =a8a
_8senx b sen x _ b
sen y c sen y ¢



X -y =28 xiy--a
_sernx _ L .senx b
sen y e sen y c

Resolucidén de sistemas de ecuaciones trigo-
nométricas simultdneas del tipo:
1) X +y =28

cos X _ b
2) cosy ¢
Transformando la 2) con ayuda de las proporciones eng

COS X - cOS §¥ _ b - ¢
CO8 X + COS Y 3 c

el primer miembro por férmula conocida se transforma;
-tan 3L tan L5d - %—}%
X -y _ be=c 1
ten 3L = - gtt
tan 254 = 32§ oot §

o x—&-x = tan™t [H cot %—J = kW + oL

x—y=2k‘r+2;}\.

As{ se obtiene el sistema:

X + ¥y = 2a8a
X =y =2k" + 25
X =a/2+ K 4 7>

hon

a/2 = (kW + o~ )
Aqui: a°, b y ¢ cualesquiera.

X

Ejemplo. Resolver la ecuacién:
X +y = 40°

eos X _ 1
¢os y 2
Tenemos:

08 X =cos y _ 1
cos X +cosy %

tanx—ér-l tanx_§i= _%
o tan 2l = =073) . 3 cot 20° = 0.916

X =y =2 tan"1(0.916) = 2k¥ , 84° 58°




.
Asi se tiene el sistema:

400
2kW 4+ 8B40 58!

+ kW 4 420 29¢
200 = (KT + 420 29¢)

X + %Y
X =y

i
n
o

o

X
y

Comprobando:
81 x = 62° 29¢
y = =22029° see X + ¥y = 40°

oge x _ con S2989t s
3357 = Shrzzeagry = 0.5040 ¢
————m—--- etc,

De manera andloga se resuelven los sistemas:

X +y=a X +y =8 X -y =a8a
cos(-x)_b , cos x b, cos X b
cosy ¢ co8(=y) c cos ¥y <]

X -y =a X -y =a2a X+y=a

cos(=x) _ b cos X - b3 cosi-x; -2
cos y ¢ cos(=y) ¢C cos(~y e

Resolucién del sistema de ecuaciones trigo-
nométricas simultdneas del tipo:

1 X +y=a
2) tan x + tan y = Db

Mediante férmula conocida, la ecuacibn 2) se transfor=-
ma en:
sen (x + y) _ B sen a

.
eo8 X C08 ¥ «s CO8 X CO8 Jy =

que puede conocerse en funcidén de los datos convirtién-
dose entonces el sistema 1) y 2) en el 3) y 4), como se
ve en seguidag

X +y=a

cos x cos y = -SER.2

que se resuelve segin tipo conocido:

2 COS X co8 ¥ = 2—5%2—2
P +qQ=2X
Pq=2y

P=X+J] Q=X-=y
sustituyendo convenientemente:
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cos(x + y) + cos(x = y) = 2.5%5.5

cos(x - y) =2—$ - cos &

's X =y = cos'l [?—5§5-3 - cos a:} = 2k¥ LA

#_existe cuando:

-1:%-2-5§5—5 - cos a <1,

2
é - sen agi sena:,_-cw? %

Asi:

X +y
X =5

X =a/2 ¢ k‘i 2
y =a/2 « (k" + A/2)

Ejemplo, Resolver la ecuacidn:
X +y = 45°
tan x + tan y = 7.5

AeaLE ). _ sen 45° _
CO8 X CO8 y —7-5'305)(0033’——7-%—-

= 0,0943

Tenemos:

X + y = 45°
cos x cos y = 0.0943;
P+@Q=2x
Bl = 2
PEIX TS QAT =Y

cos(x + y) + cos(x = y) = 0,1886
cos(x = y) = 0,1886 = cos 45° = =0,51866

X =~y = cos™1(=0451866) = 2kT 4 121° 5
+y = 45°
-y =2kT X 1210 51

M IXE M
|

220 30t 4+ K" 4 60° 33
220 301 - (KM"4+ 600331)

Comprobando:
Si x = 82° 63!
¥y = =38°2" ,.. X + §y = 45° 1t & 45°
tan 83°3%* ;+ tan(=38°2%) = 7,4128 &£ 7.5
2 8 a® PpE S FE S etcl



Le manera andloga se resuelven los sistemas:

X+y=28 X+y=a
tan(-x) + tan y = by tan x + tan(=y) = b
X -y =28 X=-y=a2a
tan x + tany =b 3 tan x -tan y =b
X+y=a ' tan(x + y) = a
tan(-x) + taf(=y) = b ¥ tan x + tany = b ; que

Puede resolverse mds fdcilmente como sigue:

De la 1);

_ tan x 4+ tan a
tan(x + y) = T 53% y 8 a

De acuerdo con la ecuacidn 2) se tiene:
b =
T =-ftan x tan y

o blen: TR
tanxtany:-.:g—-

a

As{ se tiene el sistema:

tan x + tan y

b
tan x tan y - Sugel

a

Si tan x y tan y son raices de una ecuacibn de segun=-
do grado, ésta es:
2 b - a

tan x—btanx-_.é..... =0

4
tan x = g z_/b v Sl

]

Si el discriminante es igual o mayor que cero, tan x
es real, yi

/ 2 L] —

tan x = g + b'T B E—E—E = A ,'. X = tan l(A) = kﬂ' + oL
22 B4 8 .

tany =5 - 5+ 232 - By = tan™i(B) = KT+

Resolucién de sistemas de ecuaciones trigonométriecas
simultédneas del tipo:

1; X +y =a
2) tan x tan y = b

Sustituyendo la tangente en funcién de los senos y co-
senos:

sen x sen y _ b
e08 X * co8 ¥
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Con la ayuda de las proporciones se transforma en:

coS X cOS y - Sen X sen y cos(x + - dmeh
GOS8 X €08 ¥ = 808 X 008 ¥ T

peros x + y = a, dato:
co8 a

coB X cos y =

As{ se obtiene el sistema:
4) x + y = a
5) cos x cog8 y = %2%-%

que se resuelve segin tipo conocido;

2 cos X cos y = 2 %22-% g D E" gx

PeErFN Qe g

cos(x + y) + cos(x =y) = 2 %25-%

cos(x = y) = 2 %Eg-%

= 008 a

.'.x-y:cos']',—Q%?E—% -cosa‘ln‘&’kwid‘.

ok existe cuando; =1« 2 %2%_% - cos a*<= 1, o bien:;

- sen2 %ﬁ%ﬁsﬁcoaz % . Asf gse tiene:

+ Yy =8

s L= 2kT gl
=8a/2 + kW &+ *~/2
Ejemplo. Resolver la ecuacidn:

X + ¥y = 40°
tan x tan y = =3

HONMIR X

Tenemcsg:
SeRE . BB . .3 4 _cos X cos y = senxseny
cOS X " cos y I COS X CO8S y

cos (X + .

=]
T = % sé COB X COB ¥y = EQEIiQ. = 0,1915
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Por lo tanto se tiene:

X +y = 400
cos x cos y = 0,1915
2 cos x cos y = 0,3830;3 P+q-= gx
P=X+7
Q=X=Yy

cos(x + y) + cos(x = y) = 0,3880
cos(x - y) = 0,3830 - cos 40° = 0,3830
cos™T(=0,3830) = 2kW & 1120 29¢

X -y =
Asi X + y = 400
X =y = 2kW 4 112° 29!
x = 20° 4+ k" 4+ 56° 14!
y'= 208 = (kw*i 560 14-)
Comprobando:

81 x = 76° 14!
Y = «36° 15" .40 X + y = 39° 59 £ 40°
tan T6° 14' + tan(=36° 15')= -2,9922-3

.'l‘...l.....'etc-
De manera andloga se resuelven los sistemas:

X + ¥
~tan x tan y

a X +
b 3 tan(-x) tan(-y)

i

X =y
bstan x tan y

oo

i

a X -
b 3 tan(-x) tan(=y

Rt |

a
-tan x tan y b

n

Resolucidén de ecuaciones trigonométricas si-
multdneas del tipo:

1) X+ .y =@
2) tan x _ b
fany ©

esta ecuacidbn se transforma mediante las proporciones
en:

Iy 2+ =48
2y tan X _ b
fany "¢

esta ecuacidn se transforma mediante las proporciones
en:

tan x = tan e Bso

¥an an y P +ec



sen X - .
cOa X CcOoS sen(x = _b=-c¢c
COS X COS y

como X + y = a, dato:
b -c
C

sen(x - y) = g Sen a

e X = F = sen'l[,%-i—g sen a:|= 2k + Ao, (2k + 1)W=oA

b =@
T+ec
(b = c)? sen” 8 = (b + ¢)°, Asl:

A existe cuando; =14 sen a = 1, o blen:

43 =8 X+ ¥y =

X =y = 2k" § oA x-x=§2k+1!"—d‘-

X =8/2 + K"+ X = a8 T Uy =7+/2
y = 3/2 - (kw-l-ﬂz/? 2

y = a/z-Ezig—l)“ - :-L/e]

—_

Ejemplo. Resolver la ecuacidn:

X .y = 300
tan x _ 1
wany ¢
Se tiene:
tan x - tan:x _ sen(x = Th et o
fan x + tan y aenéx + y; ;.|
sen(x = y) = = % sen 30° = ~0.1666

. X -y = sen 1(=0.1666) = 2k¥ = 90° 36', y

(2k + 1)¥ + G0°36°

X +y = 30° X +y = 30°
X =y = 2kW « 9036 g Lo y= (2k + 1)W + 9° 36!
S A O O L T (EE_E*Q_) W 4 40 48"

y = 150 - (kw - 40 48;)y

1l

150 - [ﬁgﬁgl)w + 4o 48']

Comprobando:
81 x = 102 12¢
¥y = 19° 48"
tan 10° 12!

== = 0.4997 £ 0.5
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= 109° 48¢
y:-

oo 12°¢

tan an° R 0.5

eeavOCTEERE etc.

De manera andloga se resuelven los sistemas:

X+y==g8 X -y =28
_tan x _ b tan x _ Db
Tany © Tany ~ ©
X =y =28 x_ty=a
_fanx _ Db - tanx _ b
fTany © fTany ©

b) Resolucidén de algunos sistemas de ecus--
ciones trigonométricas simulténeas de primer grado con
dos incégnitas.

Resolucién de sistemas de ecuaciones del tipo:

1; gen X + sen y = a
2 sen X - seny = b
a + b
T
Sox o= senh (BED) = kT 4ok, y (2 + 1)F - A
2 .

Se tiene: 2 sen x = a + by sen x

. existe cuando: —1&?—5-\2_"__5-__ 1, 6 (a +b)°. =4
2seny =a -by seny = E—E-E

"

= 2kW +{;’3-, ¥y (2k + 1) ¥ -/

S ¥ = sen

1 ,4 «D
(=)
/% existe cuando: (2 = b)2 el

De manera semejante se resuelven los sistemas;

COS X + COS y = a"'V-izzpsénE9O° - x)+ sen(90°=y) = ¢
cos x = cos y =b o sea sen(90°'- x)- sen(90°-y) = t
taﬁ X + tany = a
tan x - tan y = 1
¥y '
cot x + cot y = a o i taniBOD - X) + tan(90° - y) = a
cot X =cot y =b ~tan(90° - x) - tan(90° - y) = b

Resolucién del sistema de ecuasciones simultdneas del ti--
POt
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l) asenx + bseny =¢
2) a* co8 X + b' cos y = ¢!

Si: sen x = u, €08 X =V, 8en y = Uy, CO8 y = Vq,
el sistema se transforma en el:

1) au + bu, =¢
2) a'v + b'vl = ¢!

3) u? + v2 = 1

4) u%_+ V% =1

sistema simultdneo de segundo grado que se resuelve de la
la siguiente manera:
c = au

De 1la 1): 111'—'!-—5——

c' = aty

i

De 1la 2): vy

20 350 ¥ o3 nd

Sustituyendo estos valores en 4), queda:

(S au)E +l_§' - aiéle - uzl% 2 Sk

de donde se obtiene u , y con ello: v, Uy ¥ Vqe

Si; u = Ay va By Uy =Cy vy =D, se llega a las for-

mas:

Ssen x = A S5 x = aen"l(A) =2kW + £, ¥y (2k + 1)¥=
cos X =B , X = cos_l(B) = 2k¥ &+

sen y =€ S« Y = sen"l(c) =2kW + 5,y (2k + 1)¥ -3
eos ¥y =D J. ¥ = cos'l(n) = 2k¥ i;fg

Resolucién de sistemas del tipo:

1; tan x + tan y = a
2) eot x + 0ty =0

Este sistema se transforma con férmulas conocidas; dia-
vidiendo 1la 1) entre la 2);

Seln !x+22 Sen X sen = 0. 5
CoB X 008 y ° “sen(y +'i§ ¥ tan = ban g ey

tan x + tan y =

a
tan x tany = %
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Si las raices de una ecuacién de segundo grado son tanx,
y tan y, dicha ecuacién es;

tan? X -a tan x + % =0

a £ /a® - 4(a/b)
i

ve tan x =
Si: - 4(a/b) = 0, tan x es real y:
2
tan x = ———t £ o~ 4(a/d)  _ 4 o ox = tanl(A)=kT+ oL

tan y = & =5 ;_4(«‘3/73)_ =B 4 y = tan"}(B) = kT +K‘:{

De manera semejante se resuelven los sistemas:

tan x - tan y = a

cot x =cot y =D
tan x + cot y=a _ .. tanx + tan290° - y; = a
cot x + tany = b cot x + cot(90° = y) =D

Este fltimo sistema puede resolverse como -
sigue: de la segunda ecuacidn:
i1 _ _bitamhx el
Tan x ~ Tan x

tan y = b =cot x = b =

por lo tanto, la primera ecuacién queda:

tan x

an X =1 2

tan x +

aefectuando operaciones:
b tan2 x -=ab tanx +a =0

ecuacidn de fhcil resolucidbn. Sustituyendo los valo-
res de X en cualquiera de las ecuaciones propuestas,
se obtienen los de y

Resolucidn de ecuaciones del tipo:

1; tan x + tan y
e

2) bcos X cosy

Ia 1) se transforma por férmula conocida, en:

sen(x + y)

o8 X o8y 2




= %

De acuerdo con la 2), queda: sen(x + y) = a % , ya aqure:
cos x cos y = c/b

1

X +y = sen (a-é)=2k"+a‘~- » ¥ (2k + 1)¥ = A

As{, olexiste cuando -1 =(ac)/b =1, & 5202_,____b2;

ac ~b, Asf se tienen los sistemas:

I:y=2k‘+ol-. x:y:(gk...]_)l'_?g‘
cos x cos y = e/b o8 x cos y = ¢/b
cuyas resoluciones ya se dieron.

De manera semejante se resuelve el sistema:

cot x + cot y
a sen X sen y

a
b

Resolucidén del sistema del tipo:

1; sen X sen y
b

2) cos x cos ¥y

Teniendo presentes las identidades:

COs D + COB q = 2 cO8 2—5-3 cos 2—5-9

cosS p - CcO8 q = =2 sen 2—;—9 sen p =
Sa tiene: P+qQ=2x
p=-g=2y
P=X+Yy
qQ=X=y
. cos(x + y) - cos(x = y) = =2a
cos(x +y) +cos(x -y) =2b

Sumando y restando miembro a miembro:

cos(x +y) =b - a

oe x+y=cos-1(b--a)=2kﬂ'idk

A existe gi: (b - 4)2:3 1; ¥

cos(z ~y) =2 + b
S X -y =008 (asb) = 2%" 4

>
/3 existe 8i: (a + b)"= 1. Aef se tienen los sistc-~



3

mas: X +y=2¢¥
X -y = 2k¥

i

que ya son fdciles de resolver,

+1+

Resolucién del sistema del tipo:

1; X sen y = a
2) X cosy=0b>

Dividiendo miembro a miembro ambas ecuaciones:
tan y =a/d S y = tan-l(a/b) = k" + A

sustituyendo este valor en cualquiera de las dos ecua=-
ciones, se obtiene ¢l valor de x:

x sen(k¥ + »~)= a3 + x sen#4.=a ), x = i’se:.

De manera seme jante se resuelve el sistema:

l) xsen (7~ +y) =28
2) x sen (I-j+y) =b

en este caso es conveniente formar la proporcién:,

! : z:-/i
sen + - gen(/ + _a-==" tax

sen( ol +¥) + sen( 5+y ~§+Eﬂtan(y+ = )

ecuacién de la que ya puede encontrarse y, y por lo =--
tanto, x .

VIII.- RESOLUCION DE ALGUNOS SISTEMAS IE
ECUACIONES TRIGONOMETRICAS SIMUL-
TANEAS DE SEGUNDO GRADO CON DOS =

INCOGNITAS.

Resolucidn del sistema del tipo:

1) x +y = a
2) sen® x + sen” y=0D»

Suponiendo que fuese sblo el sistemas

l) x + y=a
2) aenE X 4+ sen2 y=b
Mul:iplicando la 2) por 2 y sustituyendo conveniente-
mente:
(1 = cos 2x) + (1 = cos 2y) = 2b

6: 2(1 =« b) = cos 2x + cos 2y = 2 cos(x + y) cos(x = y).
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Te acuerdo con 1la 1): ccs(x = y) = %Eg-g

s X =y = eoa-l (20; g) = 2h% & i

o existe cuando:

(1 - b)g"‘:.cos2 a

Asf se tienen los sistemas:

x+y y = a
de fdcil solucién.
De manera semejantc se resuelven los sistemas:
X -y =a
sen2 X + aen2 y=25
X+ Yy =28 X =Yy =
>
cos” x + cos? R O cos’ x + cos? y=>b
estas dos dltimas con ayuda de 1la identidad:
senzs- -~ 0052 #.= 1, asi como los sistemas:
X + ¥y =8 X =Yy =28
senex + 0032 y =b ;3 sen2 X % 0052 Yy =25
Resclucidn del sistema;
1) sen2 X + 0032 o]
2) asenx + becos x=¢
De la 2) se tlene: cos x = S—= aﬁsen X ., lal) queda:
sen2 2 & (c - aﬁsen x)2 g

S1 se supone: sen X = Uy y €os X = v, queda:

6, efectuando operaciones:
(52 + b2) u2 - 2acu + 02 - b2 = 0
s 4o 2ac 2/48%° - 4(a° + %) (c° - b°)

2(a® + b2)



ac ..";/3"' + bz - cz b

7| =
52 + bz
2 P
sen x es real cuando: a- + b >- ¢~, entonces:
P % s o
U ekt 2 2 2+ b C. -4 =s8enx & X = sen 1(A)
a + b
X =2k¥ + /., 5 (2k + 1)F = 2
2
4 existe 81 A" - 1.
e EN e rr o
B w i S =B =s8en x s X = sen 1(B)

a° + b°
x = 2kW +ﬁﬂ y ¥ (2k + 1)F - &

Sustituyendo el valor de sen x en cualquiera de lag ==
ecuaciones, se obtiene el de cos x, Si sen x =A:

al + b cos X = ¢§ CcOS X = S = O s X = cos"l(c)
X = 2kW 4 )“

Proceso que se aplica también a la resolucidén de la =-
ecuaciér. de primer grado del tipo:

asen x + bcos x=¢

como se ve en seguida; sen x = u, €08 X = v ., Se tie-
ne el sistema:
au + BV = ¢ s.pl)
2 2
153 4+ Vv =1 -..2)

De la 1): v = E—E—EE y Por lo que la 2) queda:

u2+(0-au)2___1

(32 + bg)u2 - 2acu + P b2 =1

N 2ac J4a202 - 4(32 + bz)(_c2 - bz)
2
)
se L b ¥a" 4 b n g
ac,+.b2

2(32 +Db

u =

By v son reales cuando: 02;: 32 + b2, por lo que las
Valores son idénticos a los obtenidos para sen x en el
42 método de 1a resoluciédn de la ecuacidn:



- 91 =
g sen x + bepoax = ¢

del capitulo III, inciso b).
Resolucidn del sistema del tipo:

1) sen2 X ¥ sen2 y = a
2) tan2 X + tan2 y=Db

osta filtima ecuacién se transforma en:

2 4 2 o
sen2 k. enzzx -
cos® x cos Yy

Si: sen x

sen y = u,
cos X =

u
v cos y = Vg

i

el sistema se transforma en:

)
1) @ % ui A N s
2
2)23+u1:b2
ve ;g
3) at « v 21 e VE =] - u2
4) ui + v =1

. * l = Uy = l-2a +u

Asf 1la 2) queda:
7

u ; a~ - u U bz

(1 - uz) T ad oW

efectuando operaciones:

(2 + bg)ua - (2a2 + b?ag)uz + 52(1 +b = b2) =0

de donde puede despejarse uj reemplazando su valor en
las ecuaciones correspondientes, se encuentran v, vy
Yy ugs as{ finalmente se llega a las formas:

sen x L

I
1

sen”l(A) = k¥ 4y, y (2k + )T - i
cos™t (B) = 2kT 4+

CoOB X = B % X
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i

sen y =C & ¥

it

sen'l(c) =2kW + /% , 5y (2k + 1)¥ -;;'

cos ¥y =D % ¥ cos-l(D) = 2k¥ + 2

De manera semejante se resuelve el sistema:

1) tan x tan y = a

2) senzx - aen2 y =

Transformando la 1) queda:

sen x sen y _ .
COS X cos y
Si: sen x = u sen y = uy
eosS X =V cos y = vy

el sistema se convierte en:

u

| &
u2 + ui = b2
u2 + v2 = 1
ug +'v§ = L

2

como son cuatro las ecuaciones y cuatro las incbgnitas
que se tienen, el sistema tiene solucién., Obtenidos ==~
los valores de u, v, Uy Y9y ¥ reemplazando en lo Su==
puesto, se llega, como antés, a las formas:

gen X = A 4% X = sen-l(A) =2kW + L, ¥y (2k + 1)V =L
608 x ='B J% X= cos_l(B) = 2kW 4+ A
seny ec & T =senT(0) =248,y (% + ¥ -2
coB ¥y =D & §= cos-l(D) = 2kW t /9
=m0 == ;
IX.- RESQLUCION GRAFICA DE LA ECUACION:

a sen X + bcos x = ¢

Considerando los coeficientes a y b como ==

coordenadas de un punto en un sistema de ejes perpen-

diculares:
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5= fa° + v n
a = Ol cos ¢ ib
b = O sen ¢ i | :
g = tan_l(b/a) 2., x x

Sustituyendo estos valores en la ecuacién propuesta:

Ol cos @ sen x + ON sen ¢ cos X = ¢
pero: OU = /a2 + b2 s por lo tanto:

‘aE & bﬂ (sen x cos ¢ + sen @ cos X) = C
Va% . b° sen(x + g) = ¢

g% x a @k +'Ty T 3

L ]
-]
il

2k + A=-fF , ¥y x=(2k + 1) - A= ¢

29 método. ‘Suponiendo sen x = u, cos X = V,
se tiene: au + bv = ¢, que con 1la identidad :
L3 ]

2 =
gen” x + cos” x =1 forma el sistema:
au + bv

c
L12+v2=1

del que se obtienen los valores de u y v como se vif
en el capitulo VITII. Estcos mismos Valores pueden en=
contrarse resolviendo cl sistema grdficamente como si=-

gue:

En un sistema de coordenadas perpendiculares
se consideran los valores de u en el eje de las absci-
sas ¥y los de v en el eje de las ordenadass asi, la ecua
cidén au + bv = ¢ representa una recta de pendiente =
-(a/b) y de ordenada al origen c¢/b. En la figura, di-
cha recta es Cqe

La ecuacién ST 1, representa un cirecu
lo de radio 1 con centro en el origen, en la figura es
el ABA'B'A. Los puntos comunes de ambas lineas, c' y
e" son las soluciones del sistema, ya que éste es si--
multéneo. Por lo tanto, ¢' y c" son los extremos de -



v 4 - 9% -

los 4ngulos solucién del siste-
ma, Para que la recta c, ¥y el

efrculo se corten, es nedesario
que la distancia del origen a la

recta sea menor o igual que 1, -
asf{ 0D - 1. Analiticamente la =
distancia de un punto a una rec-
ta se encuentra mediante la For-
ma Normal de Hesse o0 sea:

X c0S»+ ¥y Sens= d = 0,

| Siau + bv -« ¢ = 0 es 1la forma
general de la recta c su Forma
Normal de Hesse se encuentra dividiendo tod s los miem
bros de la ecuacibn entre:

/a° + bz , asi:
b

——r O v = S

‘aE + bg faz + bz 'az + b2

en ella, la distancia del origen a la recta es:

2 » Seni= X y cos4= 2
”a: +-b /a + 'b2 ‘az + b:

segiin 1la ecuacién y el tridngulo:
por lo tanto, para que existan --
purtos comunes entre la recta y -

el eirculo, se necesita que: v’
. (SN
| { e N
* : E{-OB e \‘I:;\-l‘
| T | S

o bien: ¢“ = 82 P _Er:
g —aeg

que es precisamente la condicién que deben llenar los
coeficientes de la ecuacidn a sen x + b cos X = ¢ para
que éste tenga solucibn como se vié en el ecapitulo TII,
ineiso b).

Otra forma de resolver grédficamente dicha --
ecuacidn es: sean v y u los ejes de un sistema de --
ejes perpendiculare® y X, una solucién. Construyendo
el punto 3(b, a) se obti%ne un contorno QOAB. Si se --
proyecta B sobre OC se obtiene el punto B', asi se tig
ne que los contornos QAB y OB'B tienen la misma resul=
tante OB y por lo tanto:



proy. O + proy. AB = proy. OB' + proy. BB'

Proyectando sobre 9C se tiene:

.
: a sen Xy + b cos x, = OB'
e -&kbﬂ) sen X; + cos X; = DB’
i }. pero como se supone que X, €8 uns
| [ ! = solucién de la ecuacibn eftonces
; l-”%f”,, x, debe verificarla, asi:
QF’fi' . ===, @ sen X; + b cos X, =¢

l'.l ﬁ = C

Si se traza un efrculo de radio |e |, las tangentes
que parten del punto B(b, a) al circulo, lo tocan en
los puntos B' y B"™ que son las extremidades de los -
dngulos solucibén, Para que es=-

ta construccién tenga solucién va
se necesita que: - 7 e{ba)
bm L"—
DB=¢¥a" + b W
tas b
6: OB = ¢, o bien: ~ ;;'—lc, .
T a® o Bt '

MCAG/1ma,
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