
UNI;mRSIDAD UACIQlrAL AUTONOMA DE !JEXICO. 

Re=dúc:.lo'Y\ ele \~ 


eCAJO. dOt"'\~ t'( 
~ 

c. S. 

T E S I S 


que presenta la pasante 


MARIA DEL CARMEN ALBURQUERQUE GARC IA 

para obtener el título de 


PROFESORA DE MATEMATICAS 


EN ESCUELAS 


SECUNDARIAS Y PREPARATORIAS. 


INSTITUiD DE FISlCA 

l.oi OyAIUNlf'a 

MEXICO,D.F. 


1943 


TJln~RSIDAD 'lACIQlIAL AUTONOMA DE UEXICO. 

FACytTAD 11 CIENCIAS. 

s. 

T E S I 8 

que presenta la pasante 

MARIA DEL CARMEN ALBURQUERQUE GARC IA 

para obtener el título de 

PROFESORA DE MATEMATICAS 

EN ESCUELAS 

SECUNDARIAS y PREPARATORIAS. 

MEXICO,D.F. 

1943 

IWS,.\,.U'TO DE FISICA 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



CON SINCERO CARIÑO A MIS 
· . 

QUERIDISIMOS PADRES. 

CON SIl CERO CARIÑO A MIS 

QUERIDISIMOS PADRES. 



--, 

l. DlYiRSOS SISIEMAS DI- tWIDApES ANGULARES 1 

CONVERSIONES 

¡;n ~ngulo puede medirse en varios sistemas, 
a sabers 

l. El que tiene por unidad el radi~n. 
2, El que tiene por unidad el grado. 

3. 	El que tiene por unidad el grado centesi
mal. 

1 •. - El sistema que tiene como base el radián 
o sea el dngulo comprendido entre dos radios y subten
dido por un arco igual a un radio, es el que se usa pa 
re demostraciones y asuntos puramente te6ricos , este = 
sistema es muy útil especialmente en Trigonometría. 

2.- En la práctica se conviene en dividir la 
circunferencia en cuatro partes, cada una de las cuales 
recibe el nombre de cuadrante, asimismo! se considera
que la circunferencia sea dividida en 3óO partes, una
de las cuales recibe el nombre de grado, a su vez el 
grado se subdivide en 60 minutos y éste en 60 segundos
pudiendo apreciarse también décimos, cent~simos, etc. 
de segundo. 

3.- otro s1sterrs menoa generalizado es el - 
que tiene por unidad el grado centesimal, éste corres
ponde a la 400. parte de la circunferencia, se acepta
que cada grado centesimal se subdivida en 100 minutoa
centesimales y éste en 100 segundos centesimales. La
anotación que se usa es: sea por ejemplo expresar el 
~ngulo de 300 25' 16.38" en grados centesimales, enton 
ces se tiene: 30 ,r 251638 o bien, tomando como unidad= 
global el grado centesimal: 30.251638, n6mero deoimal. 

Conversi6n del sistema que tiene por unidad
el radi~n al sistema que tiene por unidad el grado. - 
Sea r la medida de un ángulo en radianes y d la me 
dida nel mismo ángulo en grados, entonces se trene: 

••• r =~ d =~ d Y d:~ r =1:0 r 

- '" -

l. DlYiMOS SISIIINAS DE· UNIDApES ANGULARES, 

CONVERSIONES 
$ 

en ~ngulO puede medirse en varios sistemas, 
a sabers 

l. El que tiene por unidad el radián. 

2. El que tiene por unidad el grado. 

3. El que tiene por unidad el grado centesi-
mal. 

1.- El sistema que tiene como base el radián 
o sea el dngulo comprendido entre dos radios y subten
dido por un arco igual a un radio, es el que se usa p! 
re demostraoiones y asuntos puramente te6ricOB , este -
sistema es muy ~til espeoialmente en Trigonometría. 

2.- En la práctica se conviene en dividir la 
circunferenoia en cuatro partes, cada una de las cuales 
recibe el nombre de cuadrante, aaimismo! se considera
que la circunferencia sea dividida en 3bO partes, lUla
de las cuales recibe el nombre de grado, a su vez el -
grado se subdivide en 60 minutos y éste en 60 segundos 
pudiendo apreciarse también décimos, cent~simos, etc.
de segundo. 

3.- otro sistema menos generalizado ea el -
que tiene por unidad el grado centesimal, ~ste corres
ponde a la 400. parte de la circunferencia, se acepta
que cada grado centesimal se subdivida en 100 minutos
centesimales y éste en 100 segundos centesimales. La
anotaci6n que se usa es: sea por ejemplo expresar el -
~ngul0 de 300 25' 16.38t1 en grados eentesimeles, enton 
ces se tiene: 30 l' 251638 o bien, tomando como W11dad= 
global el grado centesimal: ;0.251638, námero deoimal. 

Conversi6n del sistema que tiene por unidad
el radidn al sistema que tiene por unidad el grado, -
Sea r la medida de un ángulo en radianes y d la me 
dida oel mismo ángUlo en grados, entonces se tiene: -

r . d. r,; = ;00 • •• 
2 W W 360 180 

r :: '3'00 d = ~ d Y d=,--w r = -;:- r 
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Ejemplo 1.- Expresar el ángulo de 2~ 12' 

'3.8" en ra dianes. 

Expresando primeramente todo en grados se 
tiene, 

12 3.8)0(2 +lro+~
60 

de donde, con la f6rmula correspondiente 

r =~ ( 2 + ~ + ~~~)O 
considerando W = 3.1416 

Antes de continuar es conveniente especifi 
car la aproximaci6n con que se desea el ángulo en ra
dianes para que as! se determine el valor de W en
las aproximaciones numéricas, hecho esto se efectúan 
las operaciones indicadas y se llega finalmente a --
0103841 radianes. 

Ejemplo 2.- Expresar un radián en grados. 

En este caso r = 1, con la fórmula corres
pondiente 

180d=-.l= 
'Ir 

e inversamente: 
'Ir

l° = ~ radianes. 

Conversión del sistema que tiene por unidad 
el radián al sistema que tiene por unidad el grado -
centesimal. 

Si r es la medida del ángulo en radianes
y 5 es la meaida en grados centesimales quedal 

se tienen las t6rmulast 


2 'Ir " =~rr = ~ g = ~ g y 
'Ir 

- 4 -

Ejemplo l.- Expresar el dngulo de 2~ 12' 

3.8~ en radianes. 

Expresando primeramente todo en grados se 
tiene I 

(2 12 3.8)0 
+ lro'+~ 

60 

de donde, con la f6rmu1a correspondiente 

r = ~ ( 2 + ~ + ~~~)O 
considerando W = 3.1416 

Antes de continuar es conveniente especifi
car le aproximaci6n con que se desea el ~ngul0 en ra
dianes pare que as! se determine el valor de W en
las aproximaciones numéricas, hecho esto se efect úan 
las operaciones indicadas y se llega finalment e a - -
O~03841 radianes. 

Ejemplo 2.- Expresar un radl~n en grados . 

En este caso r = 1, con la r6rmula corres-
pondiente 

180 d = - • 1 == 57 0 17' 44.8 11 

1r 

e inversamente: 
". 

10 = reo radianes. 

Conversi6n del sistema que tiene por unidad 
el radián al sistema que tiene por unidad el grado -
centesimal, 

Si r es la medida del ~ngulo en radlenee
y 5 es la menida en grados centesimales quedel 

se tienen las t6rmulasl 

2 '" " r = ~ g = ~ g y ~r 

" 
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En la pr~ctica esta conversi6n se usa poco, 
ya que el sistema que tiene por unidad el grado cent! 
simal no se usa mucho. 

Conversi6n del sistema que tiene por unidad 
el grado centesimal al de unidad grado. 

Si ~ y d son las medidas respectivas de un
ángulo en cada uno de loe sistemas, se tiene: 

• g 400 d 10 d 
•• =;t)'O = ~ 

, Ejemplo 1.- Convertir en grados centesima-
les el ~ngulo 15° 1S t 46.5", expresando primero el dn 
gul0 en grados exclusivamente se tiene: 

18 46.515 +r;o+;T
60 

entonces: 
g = (15 + 18 + 46.5) 10 

btj W ~ 

efectuando operaciones se llega a: 

15° 18 t 46~5" = 17.0143 = 11 r 0143 

Ejemplo 2.- Convertir 45 i~' 1507 en grados. 

Expresando todo en grados centesimalesl 

45.1507 
d =~ (45.1507) :: 40.63563° = 40°38'8.268" 

0.63563°(60') = 38.13780 = 38' + 0.1378' 

0.1378' (60") = 8.2680 :: 8.268" 

En la práctica es conveniente recordar el 
equivalente de ciertos ángulos en cada uno de los sis 
temas dichos: 

- 5 -

En la pr~ctica esta oonversi6n se usa poco, 
ya que el sistema que tiene por unidad el grado oent~ 
simal no se uaa mucho. 

Convere16n del sistema que tiene por unidad 
el grado centesimal al de unidad grado. 

Si ! y ~ son las medidas respectivas de un
~ngulo en cada uno de 108 sistemas, se tiene: 

• •• g 400 d 10 d 
=;t;'O = ~ 

. Ejemplo 1.- Convertir en grados centesima-
les el ~ngulo 15° 18 t 46.5"1 expresando primero el ~n 
gulo en grados exclusivamente se tiene: 

entonces: 
(15 18 46.5) 10 

g '= + on + ~ '""9'" 
60 

efectuando operaciones se llega a: 

17 ';(' 0143 , 

Ejemplo 2.- Convertir 45 Y1507 en grados. 

Expresando todo en grados centesimalesl 

45.1507 
d = fa (45.1507) = 40.63563 0 = 40°38'8.268" 

0.63563°(60') = 38.13780 = 38' + 0.1378' 

0.1378' (60") '= 8.2680 = 8.268" 

En la práctica es conveniente recordar el -
equivalente de ciertos ángulos en cada uno de los ais 
temas dichos: -
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sistema que tie Sistema que tie Sistema que tie

ne por unidad de ne por unidad el ne por unidad el 

radian. grado. grado centesimal 


360 0 

180°' 

90 0 

60° 

- o O o 

400 .~ . 

200..., 

100 ~ ' 

50 r 

66 r 66••• 

33 r 33•• ~ 

1I. 

Una expresi6n trigonométrica se forma por 
una o más funciones trigonométricas cualesquiera sus
ceptibles de afectarse por todas las operaciones alge
braicas ~osib1es. As! por ejemplo, son expresiones 
trigonométricas las siguientes a 

3 2 a . 4 2 sen x, 4 tan y, 2 sen ~, 5 cos a, 4 cos x+2 cos x 
etc. etc • . 

Cuando entre dos expresiones trigonom~tricas 
se inter~one un signo igual, se obtiene una igualdad 
trigonometrica. Entre las igualdades trigon9métricas 
se distinguen dos clases: unas las identidades y otras 
las ecuaciones. Una identidad trigonométrica es una 
igualdad de dos expresiones trigonométricas equivalen
tes; se dice que dos expresiones trigonométricas son 
equivalentes, cuando sus valores numéricos son siempre
iguales, cualesquiera que sean los valores atribu!dos 
a los ~ngulos que las forman, as! pues, son identida- 
des las f6rmu1as fundamentales y las que se derivan de 
ellas mediante c~lculos algebraicos. 

Ejemplo: 

tan x = sen x 2 sen2 a =. 1 - cos 2acos x ' 

sistema que tie
ne por unidad de 
radian. 

11.-
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Sistema que tie
ne por unidad el 
grado. 

3600 

1800 

90 0 

600 

.. o O o -

Sistema que tie
ne por unidad el 
grado centesimal 

400~' 

200..-. 

100 ', ' 

50 r 

66 l'66 •• , 

33 ~'33". 

Una expresi6n trigonom~trica se forma por -
una o más funciones trigonométricas cualesquiera sus
cept ibles de afectarse por todas las operaciones alge 
bra i cas ~oBiblea. Así por ejemplO, son expresiones -
trigonométricas las siguientes I 

3 2 a . 4- 2 sen x, 4 tan y, 2 sen ~, 5 C08 a, 4 coa x+2 cos x 
etc. etc. 

Cuando entre dos expresiones trigonom~tricas 
se lnter~one un signo igua l , se obtiene una i gualdad -
trigonometrica. Entre las igualdades trigonométricas 
se distinguen dos clases: unas l8S identidades y otras 
las ecuaciones. Una identidad trigonom~trica es una -
igualdad de dos expresiones trigonométricas equivalen
tes; se dice que dos expresiones trigonom~tricas Bon -
equivalentes, cuando sus valores numéricos son eiempre 
iguales, cualesquiera que sean 108 valores atrib u!dos 
a los ~ngulos que las forman, as! pues. son ident ida-
des las r6rmulas funda mentales y las que se der ivan de 
ellas mediante c~lculos algebraicos. 

Ejemplo: 

tan x = sen x 2 een2 a = 1 - coa 2a oos x ' 
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sen (a + b) = sen B cos b + sen b cos a 

Es convenJente recordar constantemente que
las identidades trigonométricas son la base para re
solver las ecuaciones trigonométricas y que mientras 
mayor sea el número de identidades conocidas, ~s f! 
cil será la resoluci6n de dichas ecuaciones, como se 
ver~ en los p~rrafos siguientes. 

tna eouaci6n trigonométrica es una igual-
dad de dos expresiones trigonométricas formadas por
una o varias funciones trigonométricas de ~ngulos -
desconocidos y que sólo se verifica para determina-
dos valores dados a esos ~ngulos. Las ecuaciones tri 
gonométricas que a continuaci6n se estudian son las
que contienen: 

a) T~rminos con una sola funci6n trigonomé
trica. 

Ejemplot 

tan x =1.732, sen x = -0.5; cos x =1; etc . 

b) T~rminos con varias funciones trigonom~
tricas del mismo ~ngulo. 

Ejemplo: 
23 sen x + 4 cos x = 1, 2 tan x - tan x - 1 = O 

sen x + sen 2x + sen 3x =0, etc., etc. 

c) Términos can funciones trigonométricas 
de ~ngulos m~ltiplos y sub-m&ltiplos del ~ngulo deseo 
nacido. 

Ejemplo; 
cos ax + cos bx = 0' 2 tan ~ + cot ~ ~ O 

2sen aX = c, et c. 

Resolver una ecuaci6n trigonométrica, es en 
contrar el valor del ángulo desconocido que substituT 
do en la ecuación haga iguales los dos miembros de -= 
ella, este valor es una soluci6n de la ecuaci6n pro-
puesta, pero no es el único sino que de él se derivan 
un número infinito de soluciones según el n~ero de 
circunferencias completas que se tomen en cuenta. La 
soluci6n de una ecuaci6n trigonométrica es, por consi
guiente, en número infinito, ya que a una funci6n de-. 
terminada corresponde un número infinito de ~ngulos. 

- 7 -

sen (a + b) = sen a cos b + sen b cos a 

Ea convenJente recordar constantemente ~ue 
las identidades trigonométricas son la base para re
solver las ecuaciones trigonométricas y que mientras 
mayor sea el número de identidades conocidas, mAs f! 
ei1 será la resoluci6n de dichas ecuaciones, como se 
ver~ en los pdrrafos siguientes. 

tna eouaci6n trigonométrica es una igual-
dad de dos expresiones t rigonométricas formadas por
una o varias funciones trigonométricas de ángulos -
desconocidos y que 8610 se verifica para determina-
dos valores dados a esos ~ngulOB. Las ecuaciones tri 
gonométricas que a continuaci6n se estudian son las
que contienen: 

a) T~rminos con una sole funci6n trlgonomé-
trica¡ 

Ejemplol 

tan x = 1.732, sen x = -0.5. cos x = 1; etc . 

b) T~rminos con varias funciones trigonom~
tricBs del mismo ~ngulo. 

EjemplO: 

3 sen x + 4 cos x = lJ 2 tan2 x - tan x - 1 = O 

sen x + sen 2x + sen 3x = 0, etc., etc. 

e) Términos con funciones trigonométricas -
de ~ngulos m&ltiplos y 8ub-m~ltiplos del ángulo deseo 
nocido. -

Ejemplo: 
cos ex + cos bx = O; 2 tan ~ + eot ~ = O 

sen2 eX = e, ete. 

Resolver una ecuaei6n trigonomét rica, es en 
contrar el valor del ~ngulo desconocido que substituI 
do en la ecuaei6n haga iguales los dos miembros de -= 
el la, este valor es una soluci6n de la ecuaci6n pro-
puesta, pero no es el único sino que de él se derivan 
un n~mero infinito de soluciones según el nÚMero de -
circunferencias completas que se tomen en cuente . La 
soluc i 6n de una ecuaei6n trigonométrica es, por consi
guiente, en número infinito, ya ~ue a una funei6n de-
terminada corresponde un número infinito de ~ngulo8 . 
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para encontrar las soluciones de una ecua-
ci6n trigonom~tricat lo que generalmente se hace, es
reducirla a una de las formas conocidas de las ecua-
ciones algebraicas, tomando como inc6gnita auxiliar a 
una de las funciones trigonométricas correspondientes
al ~ngulo desconocido o a otro del que pueda obtenerse 
fácilmente el ángulo pedido, dicho esto, lo primero 
que deber~ hacerse es reemplazar, en funci6n de la in
c6gnita auxiliar todas laa funciones trigonométricas 
que intervengan y resolver la ecuaci6n algebraicamen
te. Cada una de las soluciones dar~ por resultado una 
ecuaci6n trigonométrica simple cuya forma puede aer • 
alguna de estas: 

sen x =a, cos x = b, tan x = c, cot x = d. 

sec x =e, csc x = f 
Discutiendo la posibilidad de cada una de 

las ecuaciones finales, se obtiene con la ayuda de -
las tablas correspondientes, el valor del ángulo pedi
do y 108 que de ál se derivan. 

111.- RESQfUC10N PE ~gUACIONES ~R¡GOUOMETRICAS 


DE PRIMER qBAPO CQN UNA I~CQGN1TA. 


Estas ecuaciones pueden reducirse finalmen
te a una de las formas siguientes: 

sen x = a, coa x =b, tan x = c, cot x = d, sec x=e, 

cee x = f 
cuyas soluciones se obtienen. 

Sea la ecuaci6n sen x = a, entonces x = sen-1~ 
Si (a) es positivo: x = 2k w +~ y (2k + 1) w -~ , 

Si (a) es negativo: x = 2k ". - }.. y (2k + 1) 1r' 'fe J.- , 

/-.. exist e cuando 

-1"'- a~ 16 a 
.? .= 1 

ya que (+ 1) Y (- 1) son los límites entre los cuales 

la funci6n seno varía. Si se tiene cos x = a, enton

- 8 -

para encontrar las soluciones de una ecua-
ci6n trigonométrica, lo que generalmente se hace, es
reducirla a una de las formas conocidas de las ecua-
ciones algebraicas, tomando como inc6gnita auxiliar a 
una de las funciones tr1gonom&tricas oorrespondientes 
al ángulo desconocido o a otro del que pueda obt enerse 
fácilmente el ángulo pedido, dicho eeto, lo primero -
que deber~ hacerse ea reemplazar, en funci6n de la in-
c6gnlta auxiliar todas las funciones trigonométricas 
que intervengan y resolver 18 ecuaci6n algebraicamen
te. Cada una de las soluciones dará por resultado una 
ecuaci6n trigonométrica simple cuya forma puede ser -
alguna de estas: 

sen x = e, cos x = b, tan x = e, cot x = d. 

sec x = e, cse x = f 
Discutiendo la posibilidad de cada una de -

las ecuaciones finales, se obtiene con la ayuda de -
las tablas correspondientes, el valor del ángulo pedi 
do y los que de ál se derivan. -

I11.- RESQLUCION DE ECUACIONES ~RIGOUOMETRICAS 
DE PRIMER GRA~O CON VNA INCOGN1TA . 

Estas ecuaciones pueden reducirse finalmen
te a una de lae formas siguientes: 

sen x = s, coa x = b, tan x = c, cot x = d, seo x=e, 

ceo x :: f 

cuyas soluciones se obtienen. 

Sea la ecuaci6n sen x = a, entonces x = sen-1~ 
Si (a) es positivo: x = 2k W +~ y (2k + 1 ) w -~ , 

Si (a) es negativo: x = 2k '" -;'. y (2k + 1) '" .,..J. J 

1-. existe cuando 

-l~ a"- 1 - - 6 
.: e .:: 1 

ya Que (+ 1) Y (- 1) son los límites entre los cuales 

la func i 6n seno varía. Si se tiene OOS x = s, enton-
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ces x = cos-1 (a) • x = 2k W' -+ "'.
'.. 

si a 
~ 

es positivo. 

Si a es negativo: x = 2k ;¡ + (lr - ~ ) ,-.J.. exiat ecua!! 

do a :-:: 1 6 a 2/ 1, pues (+1) y (-1) son los-1 == 

límites entre los cuales la funci6n coseno puede va

riar. 

Si se tiene tan x = a, entonces x = tan-lea) 

Si ~ es positivo x = k W +,~ , y si ~ es nega

tivo: x = k 1f - .-.,...~., . En este caso a puede variar --
desde + 00 a - co • Si se tiene cot x = a, entGnces: 

x = cot-1 (a) • Si a es pos i tivo, x :: k 1r + .~y:"'" ; si-
~ es negativo x = k W - ~. ~ puede tener cual--

quier valor puesto que la cotangente varía de - ro a 

+00 

Si se tiene sex x = a, entonces x = sec -1 (a) 

Si a es positivo x = ak 1r + / , Y si a ea negativo:.. .. J. 

X -_ "lL k 1T ± (lT' " - t"""-, ) • <- existe cuando -l~ a.>.. 1, ya 

que la funci6n secante puede pasar por todos los valo

res, excepto los comprendidos entre (+1) y (-1). y

finalmente, si se tiene cae x = a, entonces x = csc-~a) 
Si ! es positivo x = 2k lT' +c~ y (2k + 1) w -.~. 

si a es negativo x = 2k lT -::¡{. y (2k + 1) ,.. + al- • 

~ existe si -1 :. a ?:". 1, puesto que la cosecante pasa 

por todos los valores, menos los comprendidos entre -

(+1) y (-1). 

a) Conteniendo una sola funci6n trigonométr! 

ca de un ~ngulo. 

Estas ecuaciones pueden reducirse a una de 
las formas siguientes: 

- 9 -

-1 ces x = cos (e). x = 2k '" + "' .. si a es positivo. - -
Si a es negativo: x = 2k ii + (lr -~ ), .J.. exiate cuen - -
do -1:: B:= 1 6 8

2 . . 1, pues (+1) y (-1) son los 

límites entre los cuales la funci6n coseno puede va-

riar. 

Si se tiene tan x = a, entonces x = tan-lea) 

Si El es positivo x = k W ~ ~ , y si a es nega---
tivo: x =: k lf - '/~_ . En este caso ~ puede variar-

desde + 00 a - oo. Si se tiene cot x = a, entonces: 

x = cot-1 (a). S1 a es positivo~ x = k '" + :i- . ai 

a es negativo x = k W - ~. El puede tener cua1---- -
quier valor puesto que la cotangente varía de - ro a 

+00 

Si se tiene sex x = a, entonces x =: sec-l (a) 

Si ~ es positivo x =: ak 1r ±. /. t Y si a es negativo: 

x = 2 k 1T' i ('Ir ~ ,of.... ). '- existe cuando -1:':- a .>_ 1, ya 

que la funci6n secante puede pasar por todos los valo

res, exc pto los comprendidos entre (+1) y (-1). y

fina lmente, si se tiene cae x ~ a, entonces x = csc-~a) 
S1 ~ es pos itivo x ::: 2k'" +d_ Y (2k + 1) 'Ir - ,J... . 

si!:!.. es negativo x = 2k 'fr -~. y (2k + 1) 1r + do- • 

~ ex iste si -1 .:. El ?: 1, puesto que la cosecante pasa 

por todos los valores, menos los comprendidos entre --

(+1) y (-1). 

a) Conteniendo una sola funci6n trigonométrl 

ca de un ~ngu10. 

Estas ecuaciones pueden reducirse a una de -
las formas siguientes: 
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sen x = a; cos x = b , tan X = e , eot X = d, see x = e 

ese x = f 
2 2

1.- a sen x = b ; ouando-1 .:. b/a ~ 1 6 b ..._ a por

que (+1) y (-1) son los límites entre los cuales la 

funcién seno puede variar. 

Ejemplo: resolver la ecuaci6n 

sen x + 3 sen x = 1 

4 sen x = 1 
-1 x = sen (0,25)sen x = 0.25 :. 

x :: 2k ~ + 14° 29' Y (2k + 1) ~ - 14° 29' 

siendo k un número entero positivo o negativo. 

Comprobando, 

si x = 14° 29· •••• sen 14° 29' + 3 sen 14° 29'::1.0004~1 

x = 165°31' •• sen 165 0 31' + 3 sen 165°31' =1.0004~1 

etc. 
22.- a cos x :: b ; cuando -1 -- b/a _~;_ 1 6 b2:-. a por

que (+1) y (-1) son los límites entre los cuales varía 
la funci6n coseno. 

Ejemplo: resolver la eeuaoi6n: 

-2 cos x =¡;- ••• cos x :: - ;;
~ 

1• x = cos· (- ¡;-) = 2 k W ± 1500 .. T 
Comprobando: 

Si x :: 1500 • • • -2 eos 150° = -2 (-~ ) :: ¡;
2 

etc. 

3.- a tan x ; b ,a y b cualesquiera, ya que la fun-

ción tangente puede variar desde - 00 a + 00 

4.- a cot x = b ,a y b cualesquiera, pues la fun-
c i6n cotangente varía de - ce a + ro 
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sen x = a, cos x = b, tan x = o, cot x = d, seo x = e 

ese x = f 

1.- a sen x = b ; Quando-l :.. b/a ~ 1 Ó b
2

._ 8
2 

por

que (+1) y (-1) son los límites entre los cuales la -

funcién seno puede variar. 

Ejemplo: resolver la ecuación 

sen x + 3 sen x = 1 

4 sen x ~ 1 
-1 

sen x = 0.25 :. x = sen (0,25) 

x = 2k ~ + 140 29' Y (2k + 1) w - 14 0 29' 

siendo k un número entero positivo o negativo. 

Comprobando. 

si x ~ 14° 29' •••• sen 14° 29' + 3 sen 14° 29'=1.0004=1 

x ~ 165°31 1 •• sen 165 0 31' + 3 sen 165°31' =1.0004~1 

etc. 

2.- a cos x = b ; cuando -1 .- b/e "'7. 1 6 b2 ~ a 2 por
que (+1) y (-1) son l oa límites entre los cuales vería 
la función coseno. 

Ejemplo: resolver la eouaoi6n: 

-2 oos x = ¡;- • • • cos x = - Ir 
'2' 

• x = cos-l (- ¡;-) = 2 k W .. 2 + 1500 -
Comprobando: 

Si x ~ 1500 

• • • • etc. 

. . , -2 cos 1500 = -2 (-~ ) = ¡;-
2 

3.- 8 tan x = b ,a y b cualesquiera, ya que la fun-

ción tangente puede variar desde - 00 a + 00 

4.- a cot x = b ,a y b cualesquiera, pues la fun-
c ión cotangente varíe de - 00 a + en 



- 11 

5~- a sec x :: b , cuando -1 ~ b/a.~l 6 b2~ a 2 

26.- a ese x b •, cuando -1-~ b/a_:: 1 6 b2~ a== 

b) Conteniendo varias funciones trigonom~-
tricas del mismo ángulo. 

Debe advertirse que no existe un método para
resolver"las ecuaciones trigonométricas de manera inva 
riab1e, sino que éstas se resuelven más fácilmente --= 
cuando mayor sea el nÚMero de identidades que se cono
cen, pues así será rnds fácil reconocer cual o cuales 
identidades son las m~s apropiadas en cada caso. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo 

Benx + sen (x + 	aO) + sen (x + 2aO) +••• + sen 
, " 

,.

L
:x + (n - 1) 8°7= O 

Según fórmula conocida, el primer miembro se transfor
ma en: 

sen (x + n 2 l aO) sen ~ 
---------------------------- = O 

a O 
sen ~ 

••• sen ( x + n 	 - 1 a o ) sen ~ = O, 
2 

anulando factores: 

sen (x + n 2 1 aO) = O 

• n - 1 -1 _ 
a o•• x + Z 	 = sen (O) = k " 

n - 1 a O.·.x=k lr 
2 

naO __ O
Y sen ~ 

este factor no siempre se anula. 

Ejemplo: Resolver la ecuación 

sen x + sen 2x + sen 3x = O 

en este caso a O :: X 
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5.- a sec x :: b , cuando -1 .:: b/a_~l 6 b2~ a 2 

6.- B cae x :: b • cuando -1~ b/a_=: 1 6 b2~ a 2 , 

b) Conteniendo varias funciones trigonomé-
tricas del mismo ángulo. 

Debe advertirse que no existe un método para 
resolver las ecuaciones trigonométricas de manera lnva 
rieble, sino que ~stas se resuelven mAs fácilment e --= 
cuando mayor sea el número de identidades que se cono
cen, pues as! será rnds fácil reconocer cual o cuales -
identidades son las más apropiadas en cada caso. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo 

Benx + sen (x + 8 0
) + sen (x + 28°) + ••• + sen 

:x + (n - 1) 8°):: O 
L 

'-

Según fórmula conocida, el primer miembro se transfor
ma en: 

• • • 

sen (x + n Z 1 aO) sen 

sen 

sen ( x + n - 1 a o ) sen ~ = O, 
2 

anulando f actores: 

n - 1 sen (x + 2 aO) = O 

:~ x + n Z 1 a O = sen-1 (O) = k W 

.·.x ::: k 1r n - 1 a O 
2 

y 
naO 

sen -¿ = O 

este factor no siempre se anula. 

= O 

Ejemplo: Resolver la ecua c ión 

sen x + sen 2x + sen 3x = O 

en este caso eO = x 



- 12 

entonces 
sen 2x sen ~ x = O 

k 'fr 
sen 2x = O :. 2x ~ kW t y X =~ 

sen ~ x = O :. ~ x ~ k 'fr, Y x = (2/3)k w 

Comprobando: 

Si 	x = 0° ••• sen 0° + sen 0° + sen 0° = O 

x -= 900 ••• sen 90°+ sen 180° + sen 2700 = O 

• • • • • • • • •• etc. 

De manera semejante se resuelve la eCUBci6n 

cos x + cos (x + aO) + cos (x + 2 aO) + •••.• ; 

+ cos ; x + (n - 1) a o' ¡ -= O 
.) 

ya que el coseno de un ángulo puede escribirse en fun 
ci6n del seno, en virtud de la identidad, 

oos	 ·-}-- = sen (90°- /. ) 

as! la ecuaci6n propuesta se convierte en una del ti 
por ant '3rior y que puede resolverse como antes. Sin 
embargo, también puede resolverse directamente como 
sigue : 

naOn - 1 a O)cos(x + 	 sen2 	 2 = O 
a O 

sen ¿ 

••• 	 cos (x + n - 1 ao) sen naO 
= O •••2 ~ 


cos (x + n 2- 1 aO) = O 


x = 2k 'fr 90 ~- n - 1 aO
! 2 
naO 

sen ~ = O 

Este factor no siempre debe anularse. 

Ejemplo: resolver la ecuaci6n: 

cos x + cos (x + 10°) + cos (x + 20°) = O 
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entonces 
3 x sen 2x sen = O ~ 

sen 2x = O • 2x • • = k"" t Y x = k '" -r 

sen ~ x = O 

Comprobando: 

• 3 x = •• 2' k "', y x = (2/3)k 'Ir 

Si x = 0 0 ••• sen 0° + sen 0° + sen 0° = O 

x = 900 ••• sen 90°+ sen 1800 + sen 2700 = O 

. . . . . . . . •. etc. 

De manera semej9nte se resuelve la ecuaci6n 

cos x + coa (x + aO) + cos (x + 2 aO) + ...... ; 

+ e os ; x + (n - l) a ° .: = O 
j 

ya que el coseno de un ángulo puede escribirse en fun 
ci6n de l seno, en virtud de la identidad, 

cos -j . = sen (90° - .l. ) 

así la ecuaci6n propuest a se convierte en una del ti
por antJrior y que puede resolverse como antes. Sin 
embargo, también puede resolverse directamente como -
sigue: 

• • • 

Est e 

aO 
sen ¿ 

( n - 1 cos x + 2 a o ) 

naO 
sen -z 

naO 
sen ~ -= O 

cos (x + n - 1 eO) = O 2 
x = 2k lr 90 - n - 1 a O + - 2 

naO 
sen ~ = O 

= O 

factor no siempre debe anularse. 

• •• 

Ejemplo: resolver la ecuaci6n: 

cos x + cos (x + 10°) + cos (x + 20°) = O 
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Empleando el scgundo métpdo se tiene: 

a o :: 100 :. cos (x + 100) sen 15° :: O 

cos (x + 10°) =O 

~. x = 2k w + 90 0 - 100-

Comprobando: 


Si x :: 80 0 ••• C06 80° + cos 90° + cos 1000 = O 


••• '. • • • • •• etc. 

Resolución de la ecuación del tipo: 

a sen x + b cos x = c 

Dividiendo toda la ecuación. entra el coeficiente de
sen x, queda: 

b c sen x + a cos x :: a 
Suponiendo b/a :: tan t , ... ... es un ángulo auxiliar que
vale 

(: :: tan-1 (~) :o: k lr + 00-... 

con lo que la ecuaci6n se convi~rte en 

sen x + tan ',- cos x = c/a 

c .sen x + sen t cos X := c/a • sen (x + l ·] ) = a cos \:'cose... •• \' , 

X + ~ . = sen-1 (~ cos -, ) :: 21 '"' + ~ :. x = 2k 'Ir+ 3 - (-'
I 

x = (2k + 1) "" - d - ', 
¿El angulo v existe cuando: -1 --:: (c/a) cos (f 1 6 

2 c 2-Z cos , en vir 
a 

tud de que: 
1 1coa2 ~ = 2, = 2 seo ,. 1 + tan \ . 

y substituyendo el valor de tan ,. se obtiene: 
I 
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EmpIcando el segundo m~tcdo se tiene: 

a o = 100 :. cos (x + 100) sen 15° :: O 

008 (x + 10°) :: O 

~. x:: 2k ~ + 900 - 100 -
Comprobando: 

S1 x ~ 800 ••• cos 800 + coa 90° + cos 1000 :: O 

. . . .. • . . • .• etc. 

Resolución de la ecuaci6n del tipol 

a sen x + b cos x = c 

Dividiendo toda la eouaci6n, entre el coeficiente de
sen x, queda: 

b c sen x + a coa x ::: a 
Suponiendo b/a ::: ten t , , - es un dngulo auxiliar que 
vale 

(- = tan-1 (~) := k 1r + " . 

con lo que le ecuación se convi~rte en 

sen x + tan t~ cos x :: c/a 

sen x + sen t oos x = c/a • sen (x + ca ) = cose.... • • , 
\ 

o _ a oos ~. 

X + ~ _ :: sen -1 (~ oos _, ) :: 2~ '" + .• :. x = 2k w+ _ 1 - :,../ , 

x = (2k + 1) "" - d - ! 

El angul o existe cuando: 

2 2 
o J:.:. a + porqne 

tud de que: 
2 1 

oos t,.... = -_-- = 2 seo ' c 

-1 .-: (o/a) 

1 
2 1 + tan \ __ 

y substituyendo el valor de tan . se obtiene: 

1 6 

en vir-
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2
1 1 	 aoos2 - = 	 ==1'" -	 2 2 2 2 

+ b2 a + b a + b1 
~ 8

2 

por lo que: 

2 2 22 2 0 8	 cc eos : = --,-	 27 	 a a'2 + b~ = 8 
'2 + b 

oomo se esorlbi6 antes. 
2 b2As! pues c2 ."-: 8 + es la condición que

deben cumplir los coeficientes de la eeuaci6n propue! 
ta para que ésta tenga solución. 

2~ Método.- a sen x + b cos x := C 

Expresando sen x y OOS x en funci6n de 
tan (x/2) según fórmulas conocida) queda: 

a I 2 t8~ ~x/2) + b 1 - tan~ ~xL2l ~ e 

1 + tan (x/2) 2
1 + tan (x/2) 

que se convierte sucesivamente en 

2a tan (x/2) + b - b tan2 (x/2) := c + c tan2 (x/2) 

o 	bien 
(b + e) tan2 (x/2) - 2a tan (x/2) - (b - c) = O 

ecuaci6n de segundo grado que tiene por inc6gnlta el 
~ngulo (x/2), cuyos valores se obtienen: 

¡ 2 2 2 1:.2 	 2 2a + 	 a + b - ctan x 	 • . tan X_ -8+ a +b -c = A 
~ =------------ •• ~- o + c

b + e 

, = tan-1 (A) == k l1" + d- ... x = 2 k 1r + 2:/ . , y 

2 
- c • := B 

x -1 'ti 
~ = tan (B):; k I + "? ••• x ::;; 2k tr + 2 :;' 

Estas raíces son reales cuando el discriminante cumple
la condici6n 
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2 1 1 8
2 

oos 'f-' :: = 
8
2 .... b2 :: 

a2 ... b2 
+ b2 1 

a2 
~ 

por 10 que: 

2 
0

2 
8

2 2 
o 00s2. e 
'7" . :1 ......,.. 

a"2 + b2' = 8
2 2-

e B + b 

oomo ee escribió antes. 

Así pues 0
2 ._ a2 + b2 es la condición que 

deben cumplir los coefioientes de la ecuaci6n propue! 
te para que ésta tenga solución. 

2Q Método.- a sen x + b oos x ::: C 

Expresando sen x y oos x en funoi6n de 
tan (x/2) según fórmulas oonooida) queda: 

a ~ 1 + tan (x/2) 
2 tan (x/2) + b 1 - tan~ !x/2l ::: o 

1 + tan2 (x/2) 

que se convierte sucesivamente en 

28 tan (x/2) + b - b tan2 (x/2) ::: c + o tan2 (x/2) 

o bien 
(b + o) tan2 (x/2) - 28 ten (x/2) - (b - o) = O 

ecuaci6n de segundo grado que tiene por incógnita el 
~ngulo (x/2), cuyos valores se obtienen: 

I 2 2 2 
tan x a... a ... b - e 2' = --..1" ________ _ 

b + c 

x t -1 () k-, = an A = " ... d-

x -1 
, !::! tan (B) '; k Ít ... J 

:. x = 2 k W + 2:/ , 

• • • 

2 
- o ::: B 

x :: 2k lf + 2 j 

y 

= A 

Estas raíces son reales cuando el disoriminante cumple 
la condici6n 
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3er. M~todo. a sen x + b cos x = e 
Reemplazando sen x y cos x en funci6n de - 

tan x y dividiendo toda la ecuación por OOS x, queda: 

a tan x + b: c , a tan x + b = ! o 11 + ta~2 x 
eos x 

ecuación de segundo grado que tiene por inc6gnita el 
~ngulo x, cuyos valores se obtienen:-

+ la2 + b2 c2-ab _ 

tan x : 


en esta forma resultan dos ecuaciones simples de donde 
se puede encontrar x. Estos valores son reales cuando 
222 c ~ a + b. Esta forma de resolver la ecuaci6n es 

poco recomendable ya que en su soluci6n se resuelve - 
también la ecuaci6n: 

a 	 sen x + b cos x = -c 

49 Método. a sen x + b oos x = e 

Si se reemplaza cos x en función de sen x, se 
obtiene: 

a sen x + b /1 - sen2 x - f-C 

-
2 

+ 	b /1 - sen x = c - a sen x, 

elevando 	al cuadrado ambos miembros: 

2 2 2 2 2b (1 - sen x) = c + a sen x - 2 ac sen x 

y ordenando los términos 
2 2 b2(a 2 + b2 ) sen x _ 2ac sen x + c _ = O 

resolviendo la ecuación de segundo grado: 

+ b2 0 2ao ± b la2 _ 
sen x = 2 2 a + b
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3er. M~todo. a sen x + b cos x = e 
Reemplazando sen x y cos x en funci6n de -

tan x y dividiendo toda la ecuaci6n por C08 x, queda : 

a tan x + b = e ,a ten x + b = ! e /1 + tan2 x 
coa x 

ecuación de segundo grado que tiene por inc6gnita el 
~ngulo x, cuyos valores se obtienen, -

-ab + la2 + b2 _ c 2 

tan x :: 

8
2 2 

- e 

en esta forma resultan dos ecuaciones simples de donde 
se puede encontrar x. Estos valores son reales cuando 
222 -c ~ a + b. Esta forma de resolver la ecuaci6n es -

poco recomendable ya que en su soluci6n se resuelve -
también la ecuac16n: 

a sen x + b cos x = -c 

42 Método. a sen x + b eos x = e 

obtiene: 
Si se reemplaza cos x en función de sen x, se 

a sen x + b '1 - sen2 x - -f-C 

± b /1 - sen2 
x = e - a sen x, 

elevando al cuadrado ambos miembros: 

b
2 

(1 - sen2 x) = c2 + a 2 sen2 x - 2 ac sen x 

y ordenando los términos 

(a 2 + b2 ) sen2 x _ 2ac sen x + c2 _ b2 = O 

resolviendo la ecuaci6n de segundo gradol 

Be ± b /aZ + b2 _ 02 

8
2 + bZ sen x = 
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y finalmente se obtienen dos ecuaciones simples de la 
forma: sen x = A Y sen x = B, que tienen soluc16n -- 
cuando A2 .._.. 1 en el primer caso y B2 -:... 1 en el segun-do. 

Este mismo método puede efectuarse Buponlen
do: sen x = u y cos x ::: v, así como también la ldent! 
dad. ... 

2 2 sen x + cos x = 1 

formando un sistema de ecuaciones simultáneas con dos 
incógnitas y que se resolverá en el párrafo correspoa
diente. 

5~ Método. a sen x + b cos x = c 

Suponiendo que :1- es una solución de la ecuación, que
da: a sen x + b cos x = a sen ., + b cos J 
o bien: a (sen x - sen ~ ) + b (coa x - cos ~ ) = O, 
sustituyendo los paréntesis del primer miembro por - 
f6rmulas conocidas: 

a (2 cos x'+1 sen _x~2_'_Á'_') + b (-2 senX~j8en~)= 

= O 
6 

sen x 2 - ./ ( a cos x +
2 

1-, _ b sen x +
2 
~ ) = O, 

anulando factores: 

x - " • x - dsen = O • • = sen-1 (O )=k 1r :. x = 2k 1i'1_1-2 2 

Con el segundo factor: 

x + d· a cos 2 = b sen x "'~-Á. 

a = b tan _x__-~,__
2 

•,. x ~ .-~ = tan-1 
(a/b) k 1i + ••• x = 2k ir + 2 -rf-,= 

Si de la ecuaci6n a sen x + b cos x = c 

a =O, entonces: b cos x ;:: c, 6 cos x ::: c/b 

••• x =cos-1 (c/b) = 2k lr + , • ,cexiste cuando c2*- b 2 -

b = O, entonces: a sen x = e, 6 sen x ::: c/a 
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y finalmente se obtienen dos ecuaciones simples de la 
forma: sen x = A Y sen x :: B. que tienen solución ---
cuando A 2 _":. 1 en el primer caso y B2 -:=- 1 en e 1 Be~ 
do. 

Este mismo m~todo puede efectuarse auponien 
do: sen x = u y cos x = v, ssí como también la ident! 
dad. -

2 2 sen x + cos x = 1 

formando un sistema de ecuaciones simult~neas con dos 
incógnitas y que se resolverá en el párrafo correspo~ 
diente. 

5~ Método. a sen x + b cos x = c 

Suponiendo que .1- es una solución de la ecuación, que
da: a sen x + b eos x = a sen ~ + b cos J 
o bien: a (sen x - sen _ ) + b (cos x - cos~ ) ::1 0, 
sustituyendo los paréntesis del primer miembro por -
f6rmulas conocidas: 

a (2 cos x + i x - . I.~ ) + b (-2 sen~sen~)= sen 2 

= ° 
6 

X -1 X + sen x +7-( a l .. , 
- b ) O. sen 2 coa 2 2 = 

anulando factores: 

sen x - . 
2 = O • •• 

x--:t-
2 

-1 _ 
= sen (O )=k " :. x :;: 2k 1i¡.¡.. 

Con el segundo factor: 
x + (>i . 

a cos 2 = b sen x ~ ~-k. 

a ::1 b tan _x __ -~./ __ 
2 

• 
x ~ +;. = tan-1 • 2k ir + 2 •• (a/b) k "' + • • x = -r:J-, :;: 

Si de la ecuaci6n a sen x + b cos x :: C 

a = 0, entonces: b cos x :: e, 6 cos x ':: c/b 

• x = -1 (c/b) 2k 1r • -:1- existe cuando 2 ~ b
2 

• • cos = + , e --
b :;: 0, entonces: a sen x ::1 e, 6 sen x = e/a 
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l:. x :: sen- (c/a) ::1 2k 1i' + Y (2k + 1) 1t' - ( cuandoO" 

2 b2c . 

c = O, entonces: a sen x :: - b cos x, o bien 


a tan x = - b 

tan x :: ••• x :: tan-l (- ~) :: k W - \ - b-a a 

Ejemplo de soluci6n de la ecuación a sen x 

+ b cos x == c de acuerdo con el primer método. 

Resolver la ecuación: ¡; sen x + cos x :: 2 

En este caso: a :: ,r;; b == 1 Y c :: 2. Sustituyendo va 
2 1 2lores en la condición c a + b2 , tenemos: 

43+ 1 

entonces la ecuaci6n tiene la siguiente solución: 
1 2sen x + - cos x ==

/; ,i5 

1Si tan ::1 ---, entonces: 
¡; 

Suponiendo . == 30°, la ecuación queda: 

sen (x + :: ~ cos 30° == 1o ) 

t;; 
1:. x + . :: sen- (1) :: 2k w + 900 J 

x = 2k 1i' + 90 0 == 2k '" + 600 

Si == 210 0 sen (x + _' ) :: ..L cos 2100 == -1 :. 
.í5 

x + 
! 

:: sen -1 (-1) ::1 2k w - 90° ••• x :: 2k 1r - 3000 

• /1Comprobando con la ecuaClon: 

Si x == 60° .•• ¡; sen 60° + cos 60° :: 2 

x == -300° ,f; sen (-300 0 ) + cos (-300°) ::1 2 

etc. 
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-1 w :. x == sen (c/a):I 2k 1r + Y (2k + 1) -( cuando 

c 2 . b 2 

c = O, entonces: a sen x == - b C08 x, o bien 

tan x = b 
- 8' • •• 

a tan x == - b 

x :1 tan-1 (- ~) ~ k W - , a 

Ejemplo de sol uc16n de la ecuación a sen x 

+ b C08 X == c de acuerdo con el primer método. 

Resolver la ecuación: ¡; sen x + cos x == 2 

En este caso: a = ,(;; b = 1 Y c = 2. sustituyendo va 

lores en la condición c2 6 a2 + b2 , tenemos: 

4 , ' 3 + 1 

entonces la ecuación tiene 
1 

la siguiente 
2 

soluc i6n: 

sen x + - C08 x =-
¡; ¡; 

Si tan 1 = ---, entonces: 
/'3 

Suponiendo = 30°, la ecuaci6n queda: 

sen (x + . ) = ~ cos 30° = 1 
,1'5 

-1 .. :. x + . = sen (1) == 2k " + 90° I 

x = 2k ñ + 900 = 2k '" + 60° 

Si = 210° sen (x + _' ) = L coa 210 0 = -1 : .. 
fj; 

-1 2k 'ir 90° • 2k 1r 300 0 x + = sen (-1) = - • • x = -
Comprobando con la • # 

eCU8Clon: 

Si x :: 60° • •• ¡; sen 60° + cos 60° = 2 

x == -300 0 ,!) sen (-300 ' ) + cos (-300°) = 2 

....... etc, 
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Tipos de ecuaciones trigonométricas que pueden resol
verse de menera análoga a la del tipo 

a sen x + b cos x = c 

Estos tipos de ecuaciones pueden resolverse 
por cualquiera de los métodos indicados según las con 
veniencias que presente cada caso; no por esto dejan
de poderse resolver en otra forma. 

sen = m sen x~: ± x~~~ cos + x ::: m cos x 

3) sen '+ x) :: m coa x 


cos = m sen x ~~ sen ~: ±± x 
x~ 

::: m sen (h + x) En este caso se hace: 
b +-x ::: x' y a' ::: a - b 

sen = sen x + -sen a
+ alcos t x ±a~ ::: cos X -+ cos a 

sen x + a = c~s a -+ cos x!l cos (x ±a) = sen a 	-+ sen x 
10) sen x + sen (a - x) -::: m 


Ejemplo del caso (8): sen (x ! a) ::: 

= cos a + cos x
-Resolver la ecuaci6n: 


sen (x - 300 ) = cos 300 - cos x 


sen x cos 300 - sen 300 cos x + cos x ::: cos 300 


cos 300 sen x + (1 - ssn 300 ) cos x = cos 300 


0.8660 sen x + 0.5 cos x = 0.8660 


0.5 	 1sen x + 0.8660 cos x = 
Si tan ~ = 0.5;0.8660 = 0.5775 

1~ = tan- (0.5775) ::: k W + 300 

Si '¿, = 30°· 
\ 

sen (x + ~. ) ::: 0.8660 :. x + ¡." = sen-1 (O.8660)=2k'IT + 600 

y: 	 (2k + 1) ". - 60° ••• x ::: 2k 1i + 300 Y 

x = (2k + 1) w - 900 

-1sen (x + ';;'" ) ::: -0.8660 	••• x + l.' = sen ~.8660)
\ 	 ~ 

::: 'ft'X + c:... 2k 60° t Y (2k + 1) 11' + 60 0 • 
11' _

X = 2k lf .. 270° Y x ::: (2k + 1) 150° 
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Tipos de ecuaciones trigonométricas que pueden resol
verse de manera análoga a la del tipo 

a sen x + b cos x = e 

Estos tipos de ecuaciones pueden resolverse 
por cualquiera de los m$todos indicados según las con 
veniencias que presente cada caso; no por esto dejan
de poderse resolver en otra forma . 

132 l ~~~ 
sen 

4
5

) cos 
) sen 

~l 
10) 

sen 
cos 
sen 
cos 
sen 

m sen x 
m cos x ~: t ~~ : 

>: $ ~l ~ : ~~~ ~ 
~a ¡ x = m sen (b + x) En este 

- b + -x = x' ya' 

~
x + a) = sen x + sen a 
x ± a) = coa x + cos a 
x + a) = cos a + cos x 

(x I a) = sen a + sen x 
x + sen (a - x) ~ m 

caso se hace: 
= a - b 

Ejemplo del caso (8): sen (x i a) = 
= cos a + cos x -Resolv,~r la ecuaci6n: 

sen (x - 300) = C08 30° - cos x 

sen x cos 300 - sen 30° coa x + C08 X = cos 300 

coa 300 sen x + (1 - S6 n 30°) cos x = cos 30° 

0.8660 SGn x + 0.5 cos x = 0.8660 

0.5 1 sen x + 0.8660 cos x = 
Si tan ~ = 0.5;0.8660 = 0.5775 

~, = tan-1 (0.5775) = k W + 300 

Si i ' = 30°· 

sen (x + ,'> ) = 0.8660 :. x + ~<, = scn-1 (O.8660)=2kW + 600 

y: (2k + 1) W - 600 :. x :: 2k Ti + 300 y 

x = (2k + 1) w - 900 

sen (x + 'r" ) = -0.8660 • x + l.' 
-1 

~.8660) •• = sen 
" x + ,,-. :: 2k 11' 60 0 Y ( 2k + 1) 11" + 60 0 • , • • 

x = 2k 1r - 2700 Y x =o (2k + 1) 1f _ 1500 
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comprebando: 

Si 	x = 30° sen 00 = cos 30° - cos 30° 
x = 90° sen 60°= coa 30° - cos 90° 

••••••• etc. 

11) otro tipo de ecuaci6n que mediante una 
ligera transformaci6n paede resolverse de acuerdo -
con la resoluci6n de a sen x + b cos x = ces: 

a tan x + b cot x = c 

que se resuelve como sigue: sustituyendo tan x y -
cot x en funci6n de sen x y cos x, queda: 

a 	 sen x + b cos x = o 
cos x sen x 

6: 2 	 2 a sen x + b 006 x = c sen x oos x 

multiplicando ambos miembros por 2 y sustituyendo con 
venientemente, se obtiune: 

a 	 (1 - cos 2x) + b (1 + cos 2x) - c sen 2 x = O 

c sen 2 x + (a - b) cos 2 x = a + b 

Ecuaci6n del tipo dicho con solución cuando: 

2
4ab "::: c 

Ejemplo: resolver la ecuaci6n: 

tan x + 3 cot x = -4 

2 2
2 sen x + 6 C09 x + 8 sen x cos x = O 

(1 - cos 2x) + 3 (1 + cos 2x) + 4 sen 2x = O 

4 sen 2x + 2 cos 2x = -4 
1 sen 2x cos 2x+ ~ = - 1 

Si tan ~ = 1/2 ••• ...: = tan-1 (1/2) = k lf" + 260 46' 

Si = 26° 46' , sen (2x + ) = -0.8994 

sen (2x + 1- ) = 2k 1T - 630 26' , Y (2k + 1) ;r + 63° 26' 
'Ir 	 _-.• 	 x = ~ (2k 63° 26' - ) = k 1t" - 450, Y 

x = 1 (2 k + 1) 'Ir + 36° 40'~ 

Comprcbando: 

Si x ~ 300 

x ~ 90° 
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sen 00 = cos 30° - cos 30 0 

sen 600~ cos 30° - cos 90 0 

•• • •••• etc. 

11) otro tipo de ecuaci6n que mediante una 
ligera transformaci6n puede resolverse de acuerdo -
con la resoluci6n de a sen x + b oos x = ces: 

a tan x + b cot x = o 

que se resuelve como sigue : austituy~ndo tan x y -
cot x en funci6n de sen x y cos x, queda: 

a sen x b cos x + -= e oos x sen x 

6: 2 2 a sen x + b cos x = e sen x cos x 

multiplicando ambos miembros por 2 y sustituyendo con -venientemente, se obti0ne: 

a (1 - cos 2x) + b (1 ~ cos 2x) - o sen 2 x ~ O 

o sen 2 x + (8 - b) cos 2 x = a + b 

Ecuaci6n del tipo dicho con solución cuando: 

(a + b)2 2 (a 2 
Ó 4ab 2 c + - b) , :: o 

Ejemplo: resolver la ecuación: 

tan x + 3 cot x ~ -4 

2 sen2 x + 
2 6 cos x + 8 sen x cos x = O 

(1 - cos 2x) + 3 (1 + C08 2x) + 4 sen 2x ~ O 

4 sen 2x + 2 cos 2x ~ -4 

sen 2x 1 + , coa 2x = - 1 

Si tan ~ :: 1/2 • = tan-1 (1/2) = k 'R" + 260 46' • • '-
Si ". = 26 0 46' , sen (2x + . ) = -0.8994 

sen (2x + t- ) = 2k 1r - 6;0 26' , Y (2k + 1) Tt" + 6;D 26' 

• x = ~ (2k 1r 6;0 26' ) = k 1r - 450, Y • • -
x 1 (2 k + 1) ,.. + 36° 40' :: 

~ 
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S1 ¡. :: 206 0 46', sen (2x +~, ) = 0.8994 

l:. 2x + .:, = sen- (0.8994) = 2k it¡-63° 26', y: 

(2k + 1) w - 630 26' 

x = k ~ - 1230 20', Y x = ~ (2k + 1) w - 250 0 12' 

Comprobando: 


Si x = -45 0 tan (-45) + 3 eot (-45, =-4 

x = 1080 20' tan (1080 20·) + 3 cot (108° 20') = 

= -4.0122 ~ -4 

•••.••ete. 

Este tipo de ecuaci6n puede resolverse tam
bién reemplazando la cot x en funci6n de la tan x así: 

ba tan x + = e ótan x 
2 a tan x + b :: c tan x 

y ordenando los t~rminos: 
2 a tan x - e tan x + b :: O 

c + 102 - 4ab 

••• tan x = -------------

2a 

Así se obtienen dos ecuaciones de la forma tan x = A 
1de donde x :: tan- CA) :: k W + ,~ y 

t an x = B ••• x = tan-1 (E) = k "' + ,3 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 

sen (x + a) ! cos (x + b) :: c 

Teniendo en cuenta la identidad: cos¡~= sen 

(90° _ ./... ) se obt iene : 

sen (x + a) + sen r900 - (x + b) ¡ = c , 
- L 

ecuaci6n que se resuelve, suponiendo que fuese suma, 
como sigue: 

90 0 + a - b 2x + a + b - 900 
2 sen 2 cos 2 = c 
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Si ::: 206 0 46'. sen (2x +~,) = 0.8994 

:. 2x -+ ., -= sen-1 (0.8994) = 2k 1y-63° 26', y: 

(2k + 1) w - 63 0 26' 

x = k ~ - 12;0 20', Y x = ~ (2k + 1) w - 250 0 12' 

Comprobando: 

Si x = -45 0 tan (-45) + 3 cot (-45) = -4 
x = 1080 20' tan (108 0 20 4

) + 3 cot (1080 20') = 

= -4.0122 ;, -4 

•••.•• etc. 

Este tipo de ecuaci6n puede resolverse tam
bién reemplazando la cot x en funci6n de la tan x así: 

a t an x + b 
-r~~- ::: e tan x 

a tan2 x + b ::: c tan x 

y ordenando los t~rminos: 

• •• 

a tan2 x - e tan x + b ::: O 

c + fc2 - 4ab 
tan x = -

2a 

Así se obtienen dos ecuaciones de la forma tan x = A 

de donde x ::: tan-1 (A) ::: k W + ~ y 

tan x = B :. x ::: tan-1 (B) = k W + ,3 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 

sen (x + a) ! cos (x + b) ::: e 

Teniendo en cuente la ident idad: cos 1 .... = sen 

(90° - -/.. ) se obt iene : 
,-

sen (x + a) ± sen L90 0 - (x + b) ¡ = e , 

ecuac i 6n que se resuelve, suponiendo que fuese suma, 
como sigue: 

2 sen 90° + a - b 2x + a + b - 90° 2 cos 2 ::: e 
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• 2x + a + b - 90° ______0 ____ '!: A 
•• cos = 

2 900 + a - b2 sen 2 

:. 2x + b + a-90° 1 
:: cos- (A) = 2k w ! ~ 2 

,.. 90° - {a + b lx = 2k + 2••• -+ 

~ 

0 
0 0siempre que: c2 2 (1 - cos v· ) Ó c2~_ 4 sen2 ~ 

. 
t ei 

ti 

y' '= 90° + a - b 

Ejemplo: resolver la ecuaci6n: 

sen (2x + 10°) + cos (2x - 60°) '= -0.8 

sen (2x + 100) + sen '900 - (2x - 60 0
) f= -0.8 

L. , 
.....J 

2 sen 800 cos (2x - 70°) '!: -0.8 

:. cos (2x - 700) :: - ___-~~Ná-8-- = - 0.4070 
2 sen 80° 

-1 -.:. 2x - 70° 0= cos (-0.4070) = 2k ~ ± 113 0 59' 

x 2k w i 113 0 59' + 70 0 
:. o = 2 

Comprobando: 

Si x :: 91° 59' a •• 'sen 193 0 58' + cos 1230 SS· = 
. 

:: -0.8011 = ...0.8 

X '= -21° 59' ••• sen (-33° 59') + cos (-103 0 59') = 
:: -0.9340 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 

sen (x + a) cos (x + b) '= c 

Multiplicando por 2 ambos miembros y sustituyendo el 
primer miembro por la suma de los senos de dos ángu
los: 

2 sen (x + a) cos (x -+ b) '!: 2c-
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• 2x + a + b - 90 0 _____ 0.;... ____ == A 
•• cos = 

2 2 sen 90° +28 - b 

:. 2x + b + a - 900 

~----~-------- = C08-
1 (A) = 2k w ± 7 

• x ;::- 2k 
• • 

2 

,.. 
+ . + 90° - (a + b) 

2 

siempre 2 que: c Ó 
2.. 2 : I 

2 (1 - cos \ .. ) 0._ 4 sen ~ , e1 

'1 ~ = 
;; 

90 0 + a - b 

Ejemplo: resolver la ecuaci6n: 

sen (2x + 10°) + cos (2x - 60 0 ) = -0.8 

sen (2x + 100) + sen '90° - (2x - 60°) f= -0.8 
1.. .J 

2 sen 80° cos (2x - 70 0 ) = -0.8 

:. cos (2x 700) = ____ -_ON-_8-- = - 0.4070 
2 sen 80° 

-1 - 5 :. 2x - 70° ~ cos (-0.4070) = 2k " ± 113 0 9' 

• •• 
2k w ± 113 0 59' + 700 

x = 2 

Comprobando: 

Si x = 91° 59' , •• sen 193 0 58' + cos 123 0 SS· = 
. 

= -0.8011 = -0.8 

x = -21 0 59' ••• sen (-33° 59') + coa (-103° 59') = 

= -0.9340 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 

sen (x Z a) cos (x ± b) = e 

Multiplicando por 2 ambos miembros y sustituyendo el 
primer miembro por la suma de los senos de dos ángu
los: 

2 sen (x + a) cos (x + b) == 20 - -
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Tomando en cuenta s610 la ecuaci6n: 

2 sen (x + a) cos (x + b) ~ 2c: 

tenemos que: 

p + q = 2 (x + a) 


p - q :: 2 'x,+ bl 

p = 2x + a + b 

q = a - b 

así la ecuaci6n queda: 

sen (2x + a + b) + sen (a - b) :: 20 
-1 - '.

2x + a + b = sen ¡ 2c - sen (a - b) i = 2k 1Y' + i- , Y 
L J 

(2k + 1) 1i - (1 

" . existe cuando: -1 ~_ 2c - sen (a - b)-": 1 

x = 2k ~ + : - (a + b) , Y 


2 


x :: ..!_2k___+_l.:-)_lr..,...-__/,_ J_ _ --...(_a_t___b~) 
2 

Este tipo puede resolverse de acuerdo con la ecuaci6n: 

2 cos (x + b) sen (x + a) = 2c 

siguiéndose proceso análogo, s6lo que en lugar de sus
tituir el primer miembro por una suma de los senos de 
dos ángulos. se sustituye por la diferencia, así la - 
ecuaci6n queda: 

p + q :: 2 (x + b) 

p - q = 2 (x + a) 

p = 2x + a + b 

q = b - a 

sen (2x + a + b) - sen (b - a) = 20 

-1 _ 
:. 2x + a + b = sen ; 2c ~ + sen (b - a) := 2k + -<- ,yn 

(2k + 1) 1r - -/ - . 

-" -exist e cuando: -1 ::--. 2c + sen (b - a y 1 
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Tomando en cuenta s610 la ecuaci6n: 

2 sen (x + a) cos (x + b) = 2c : 

tenemos que: 
p + q = 2 (x + a) 

~ - ~ =: 2 !x + b} 
P = 2x + a + b 

q ::: a - b 

así la ecuaci6n queda: 

sen (2x + a ... b) + sen (a - b) -= 2c 

2x ... a + b 
-1 ~ 

2c sen {a - b) i 2k = Ben : - = 
L. j 

(2k ... 1) ti - (J-

0 - , existe cuando: -1 -'_ 2c - sen (a - b)~l 

x = 2k 1r ... - (a ... b) , y 
2 

x = ~2k + 1) v - ~ 
2 

(a + b) 

lr + i - , Y 

Este tipo puede resolverse de acuerdo con l a ecuaci6n: 

2 oos (x ± b) sen (x ± a) = 20 

siguiéndose proceso análogo, s610 que en lugar de sus
tituir 81 primer miembro por una suma de los senos de 
dos ángulos. se sustituye por la diferencia, así la -
ecuac i 6n queda: 

p + q = 2 (x + b) 

P - q = 2 (x + a) 

p = 2x + a + b 

q = b - a 

sen (2x + a + b) - sen (h - a) = 20 

:. 2x + a + b = sen -1 i 2c ' + sen (b - a) = 2k 11' + ........ Y 

(2k + 1) '" - /-

- existe cuando: - 1 -:- -- 2c + sen (b - ay 1 
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2 k 1r + ' .. .. - ~a + b}
x = 	 , y2 

(2 k + II Tr_ (a + b)x = 14 4 

2 

Ejemplo: resolver la ecuaci6n: 

sen (x + 30°) cos (x - 10°) = 0.7071 ; 

p + q 2 2 (x + 30°) 
p - q := 2 (x - 10°) 

p := 2x + 20 lJ • 

q := 40" 

sen (2x + 20°) + sen 40° := 1.4142 

:. 2x + 20° = sen -1 	(0.7714) = 2k » + 50° 29', Y 

(2k + 1) w - 50° 29' 

• 	 2k 1'( + 50° 29' - 20°
• • x == 	 ~ •J 

x := (2k + 1) 1r - 500 29' - 20° 
2 

Comprobando: 

Si x = 15° 14' ••• sem 45° 14' cos 5° 14' = 0.7030 
· 0¡7071 

x = 54° 45' ••• sen 84° 45' cos 44° 45'= 0~7092 
~ 0.7071 

••••••• etc. 

Aplicando el segundo método: 

cos (x - 10°) sen (x + 30°) = 0.7071 

p + q = 2 (x - 10) 
p - 9. := 2 <x + 3Q) 

p = 2x + 20° 
q := -40 0 

sen (2x + 20°) - sen (-40°) = 1.4142 
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x 2 k 'Ir + . ' .- (a + b) 
= 2 , y 

(2 k + II 1r'_ (a + b) x = i 

2 

Ejemplo: resolver la eouación: 

• 2x •• 

• • • 

sen (x + 300) cos (x - 10°) = 0.7071 ; 

p + q 2 2 (x + 30°) 
p - q = 2 ( x - 10°) 

p = 2x + 20 d • 

q = 40'" 

sen (2x + 20°) + sen 40° = 1.4142 

+ 20° = 
-1 (0.7714 ) =- 2k 11' + 500 sen 

(2k + 1) 1T _ 50° 29' 

x = 2k w + 50° 29' - 20° 
~ 

X == 
(2k + 1) 'Ir _ 500 29' _ 20° 

2 

29', Y 

Comprobando: 

Si x = 15° 14' ••• sem 45° 14' cos 5° 14' = 0.7030 
· O~7071 

x = 54° 45' ••• sen 84° 45' cos 44° 45' = O~7092 
· 0.7071 

• •• • • •• etc. 

Apl icando el segundo método: 

cos (x - 10°) sen (x + 30°) = 0.7071 

p + q = 2 (x - 10) 
p - q :: 2 (x + 30J 

p = 2x + 20° 
q = -400 

sen (2x + 20°) - sen (-40°) = 1.4142 
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:. 2x + 20° == sen -'- (0.7714) = 2k W + 50 0 29 t , Y 

(2k + 1) w - 50 0 29' 

2k w + 500 29' - 20°
••• 	 x= "2 ; 

x == ~fk + 1) w 250° 29' - 20° 

valores' idénticos a los anteriores. 


Comprobando: 


Si x == 15° 14' ••• cos 5° 14' sen 45° 14' = 0.7030 

. 0.7071 

x == 54° 45' ••• cos 44° 45·sen 84° 45' = 0.7092 

x == 54° 45' ••• cos 44° 45' sen 84° 45'= 0.7071 
•••••• etc. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: . 
sen (x + a) sen (x + b) = c 

Con las f6rmulas: 

1) cos p - cos q == - 2 sen ~ sen ~ 

2) cos q - cos p == 2 sen ~ sen ~ 2 ~. 

MUltiplicando por 2 ambos miembros y tenien 
do en cuenta sólo la ecuaci6n sen (x + a) sen (x + 0)= 
= c, sustituyendo el primer miembro por una diferencia 
de los cosenos de los dos ~ngulos p y q cuyos valorea
se obtienen por las igualdades: 

q + p = 2 (x + a) 
q - p == 2 (x + b) 

q 2x 	+ a + b== 
p = a - b 

tenemos: 
cos (2x + a + b) - cos (a - b) = 2c 

:. 2x + 	a + b == cos-le 2c + cos (a - b)] = 2k"!. .-J

-1.. . existe cuando -1 ::: 2c + cos (a - b) .L. _ 1 

:. 2x + 20° 

, 
• • • x = 

-, 
== sen -

2k 1f + 
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(0.7714) = 2k W + 50 0 29 t
, Y 

(2k + 1) w - 50° 29' 

50C' 29' - 20° 
2 

x ~2k + II 1f - 500 29' - 20° = 2 

valorea idénticos a los anteriores. 

Comprobando: 

Si x = 15° 14' • •• cos 5° 14' sen 45° 14' = 0.7030 
- 0.7071 

x == 54 0 45' 

x = 54° 45' 

••• 

••• 

cos 44° 45'sen 84° 45' = 0.7092 

cos 44° 45 t sen 84° 45' = 0.7071 
•••••• etc. 

Resoluci6n de ecuac i ones del tipos 
. 

sen (x ! a) sen (x ! b) = c 

Con las f6rmulas: 

1) cos p - cos q = - 2 sen p 2 q sen ~ 

2) ~ q - n cos q - cos p = 2 sen --z-- sen - 2 ~ 

Multiplicando por 2 ambos miembros y tenien 
do en cuenta sólo la ecuaci6n sen (x + a) sen (x + )= 
= c, sustituyendo el primer miembro por una diferencia 
de los cosenos de los dos ~ngulos p y q cuyos valorea
se obt ienen por las igualdades : 

q + p = 2 (x + a) 

q - p = 2 (x + b) 

c¡ =' 2x + a + b 

p = a - b 

tenemos: 

cos (2x + a + b) - cos (a - b) == 2c 

:. 2x + a + b = coa-le 2c + COS (8 - b)] = 2k" i .-;_ 

-/.... existe ouando -1 :: 2c + coa (a - b)' 1 
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o restando a cada miembro de esta desigualdad cos (a-b) 

que da : 2 a _ b 2 a - b 
- cos 2 .~. c ~ sen 2 

Despejando a x: 
x = 2k w * (~ - {a + b) 

2 

Ejemplo: resolver la ecuaci6n: 

sen (x + 10°) sen (x - 30°) = 0.7071 

p + q = 2 (x + 10°) 

p - q = 2 (x - 30°) 


p = 2x - 20° 
q = 40° 

cos (2x - 20°) - cos 40° = - 1.4142 

±. 130° 16' 
••• 2x - 200 :: cos-l (-0,,6482) = 2k '" 

2k w i 1300 16' + 200 ••• x == 2 

Comprobando: 

Si x == 75° 8' ••• sen 85° 8' sen 45° 8' :: 0.7062 
• 0.7071 

0.7098 
• 0.7071 

.~ •••••• etc. 

Resolución de ecuaciones del tipo: 

cos (x + a) cos (x + b) :: c 

Multiplicando por 2 ambos miembros de la -
ecuaci6n y teniendo en cuenta s610 la ecuación cos(x+a) 
cos (x + b) = c y sustituyendo el primer miembro por 
la suma de los cosenos de dos ángulos: 

p + q = 2 (x + a) 
p - q = 2 (x + b) 

p = 2x + a + b 

q = a - b 
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o restando a oada miembro de esta desigualdad cos (a-b) 

que da : 2 a _ b 2 a - b 
- cos 2 ':. c ::.. sen 2 

Despejando a x: 

x = 2k W * (1 - (a + b) 
2 

Ejemplo: resolver la ecuaci6n: 

sen (x + 100) sen (x - 30°) = 0.7071 

p + q := 2 (x + 10°) 
p - q = 2 (x - 30°) 

p = 2x - 20° 
q = 40° 

cos (2x - 20°) - cos 40° = - 1.4142 

• 2x -
-1 (-0.6482) 11" + 1300 16' 

•• 20° = cos = 2k -

• •• x == 
2k w i 130 0 16' + 200 

2 

Comprobando: 

Si x = 75° 8' ••• sen 85° 8' sen 45° 8' = 
• 

• 

•••••••• etc. 

Resoluci6n de ecuaci ones del tipo: 

cos (x + a) cos (x + b) = e - -

0.7062 
0.7071 

0.7098 
0.7071 

Multiplicando por 2 ambos miembros de l a -
ecuaci6n y teniendo en cuenta 8610 la ecuación cos(x+a ) 
cos (x + b) = e y sustituyendo el primer miembro por -
la suma de 108 cosenos de dos ~ngulos: 

p + q = 2 (x + a) 
p - q = 2 (x + b) 

p = 2x + a + b 
q = a - b 
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cos (2x + a + b) + cos (a - b) = 2c 

:. 2x + a + b = cos -11 
1_ 2c - cos (a b) ; = 2k 1f ± j 

J 

.-...... existe cuando -1~:. 2c - cos (a - b) =- 1, ó suman

do a cada miembro de la desigualdad cos (a - b): 
2 a-b ~ 2 a-b -sen 2 c:: cos 2 

Despejando 	a x, se obtiene: 

x = 2k ñ '±'.7- - - (a + b1 
2 

Ejemplo: resolver la ecuación: 

cos (x + 1200) cos (x + 240°) = O. 

p + q = 2 (x + 120°) 


p - q = 2 (x + 240°) 

p = 2x + 360° 

q = -120° 


cos (2x + 360°) + cos (-120 0 ) = o. 

:. 2x + 3600 = c08-1 (-0.8660) = 2k w t 60° 

• x = 2k 1f .±. 60° - 3600 

2 

comprobando: 

Si x = -150° ••• cos (-30°) cos 90° = O 

x = -210° • • • cos (-90°) cos 30° = O 

••••••••• etc. 

Resolución de ecuaciones del tipo: 

a (sen x + 	cos x) + b sen x cos x = c 

Teniendo presente la identidad sen2 x + C082
X= 

= 1 = (sen x + cos x)2 - 2 senx cos x. Suponiendo. 

S = sen x + cos x 
P = sen x cos x 
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cos (2x + a + b) + cos (a - b) = 2c 

:. 2x + a + b -11 .. 'Ir + J :: cos ¡ 2c - cos (a - b) ;= 2k -
..! 

~ existe cuando -1 .. ..: 2c - cos (a - b)= 1, ó suman

do a cada miembro de la desigualdad cos (a - b): 
2 a-b 2 a-b 

-s en 2 ~ e ~ c os 2 

Despejando a x, se obtiene: 

x = 2k ñ !:. t - ( a + b) 

Ejemplo: resolver la ecuaci6n: 

cos (x + 1200) cos (x + 2400 ) = o. 

p + q = 2 (x + 120°) 
p - q :: 2 (x + 240°) 
p = 2x + 360 0 

q = -120° 

C08 (2x + 360°) + cos (-120°) = O. 

:. 2x + 3600 :: C08-1 (-0.8660) = 2k W t 60° 

• • • x = 2k ~ ± 60° - 3600 

2 

Comprobando: 

Si x :: -150° ••• 

x ::: -210° ••• 

cos (-30°) cos 90° = O 

cos (-90°) cos 30° = O 

••••••••• etc. 

Resoluc i ón de ecuaciones del tipo: 

a (sen x + coa x) + b sen x coa x = e 

Teniendo presente la identidad sen2 x + cos2x= 

= 1 = (sen x + coa x)2 2 senx cos x. Suponiendo. 

S = sen x + cos x 
P :: sen x cos x 
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la ecuaci6n se convierte en: aS + bF = c, que con la 
identidad propuesta forma el sistema: 

aS + bP = c ••• (1 
S2 + 2P = 1 ••• (2 

de (1: 
P :: C - as

15 

en (2: 

efectuando 	operaciones: 

2b3 + 2aS - (2c + b) = O 

-a + /a 2 + 2bc + b2 


S = --------P-----------[) 

existen dos valores para S: SI y 32 • P vale: 

- a ± J~2" ~ 2bc + bi - I 
c - a . p = 	 6 J1

f) 

2c a~ + a ¡ 8 + 2bc + b2 
p = ~ o + --------~-----------bZ 

teniéndose por lo tanto, dos valores para P: PI y P2 

Con los valores de S (SI y 32) Y P (PI y P2) se tienen 
las igualdades: 

sen x + cos x = SI 
sen x . cos x = PI 

Si senx y cos x son raíces de una ecuaci6n de segundo
grado, ésta es: 

x - ~l sen x + 

SI ..J si - 4Pl:. sen x = • 2 

~ .1 2 . 
1 ¡ SI + SI - 4Pl L' (2k)~:. x = sen- \ ___-_..,.....______ 2k 1r + ¡., y + 1 - j

2 J 
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la eeuac16n se convierte en: aS + bF = e, que con la 
identidad propuesta forma el sistema: 

de (1: 

en (2: 

aS + bP = c 

S2 + 2P = 1 

P =' e - as 
ti 

••• (1 

••• (2 

efectuando operaciones: 

bS2 
+ 2aS - (2c + b) = O 

-a + /a2 + 2bc + b
2 

S = 
b 

existen dos valores para S: SI y S2 • P vale: 

P = 
- a e - a o 

k 6 

teniéndose por lo tanto, dos valores para P: PI y P2 

Con los valorea de S (SI y S2) y P (PI y P2) se tienen 
las igualdades: 

sen x + cos x = SI 

sen x . cos x = Pl 

Si aenx y C08 x son raíces de una ecuación de segundo 
grado, ésta ea: 

2 sen x - SI sen x + PI = O 

SI .¡ si - 4P1 
:. sen x = --------~---------2 

j . rs + si - 4Pl LO (~ 
'O'". X = sen -1 ¡ ..... 1_-_ ...... _____ 2k "Ir + /.. Y 2k + 1 ) - j -

o 2 I 
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\~ existe euandol 


-1 ...:. SI ±rsi - 4Pl ' 
- .4 2' 	 1, 6 

(31 ± ¡si .. 4Pl ) 2.:. 4 

Con los valores 32 y P2 se tiene: 

sen x + cos x =32 
sen x • coe x = P2 

2 
••• sen x + 32 sen x + P2 = O 

• 
S2 ! js~ - 4P2• 	 sen x = 


2 


- 4P2 
x = -1 [S2 .t Js12 

• 

]2k 11'sen + ¡"1 


!i existe cuando: 


32 ! ¡3~ - 4P2
-1 -:-:-_ • 	 ,. • ~l , 6 
"" 

Ejemplo: resolver la ecuaci6n 

sen x + cos x + 2 sen x cos x = 1 

Formando el sistema s 

S + 2P 1 ••• (1:2 

:lIt- 2P
• 

1 ••• (2 
2De (2: P ::: 3 	 - 1 

2 
En (1: 52 + 5 ::: O- 2 

..•. S::: -11~±:t 8 = - (1/2)! (3/2) 
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\~existe cuandoJ 

-1 ...:. S1 ! I si - 4Pl , - .. z · 1,6 

(31 !:. ¡si .. 4P1 ) 2 ~ 4-

Con los valores 32 y P2 ee tiene: 

sen x + cos x = 32 

sen x • cos x = P2 

• 2 
P2 = O • • sen x + 52 sen x + 

• sen x = 
52 ! .1 5~ - 4P2 

•• 
2 

-1 [S2 ! I s1 - 4P2 12k 11' +/3 x == sen 2 • y (2k + 1)W'_ ·:,.:< 
I 

¡1 existe cuando: 

3 /32 
- 4P2 -1 -:-:-~ 2 ! 2 .:. 1 

~ 
, 

,.~ 

(32 ± I s~ - 4P2 ) 2.== 4. 

Ejemplo: resolver la ecuaci6n 

aen x + coa x + 2 sen x cos x = 1 

Formando el sistemas 

De 

En 

• ... 

3 + 2P ::z 1 ••• (1 

i- 2P ::1 1 ••• (2 

(2: P = 52 _ 1 
2 

(1: 3
2 

+ 3 - 2 = O 

S -_ -1 ;t .tI + 8 __ (/) + 
"'2 - 1 2 - (3/2) 

6 
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t 

• y 

entonces: 

•sen x + C06 X = 1 

sen x cos x = O 

2:. sen x - sen x = O; sen x (sen x - 1) = O 

x = sen-1 (O) = k W , y 2k 1r + 900 

También: 
sen x + cos x = -2 

sen x • cos x = 3/2 

2:. sen x + 2 sen x + 	3/2 = O 

-2 :l.m:sen x = "2 

valores que se desprecian y por consiguiente, los ve
lores de x son k W , y 2k ~ + 90 0 

Comprobando: 

Si x = 0° •• i sen 0° + cos 0° + 2sen 0° cos 0°=1 

x = 90° •• t sen 90° + cos 90° + 2sen 90° cos 90°=1 
etc. 

En los sistemas: 

sen x + cos x = SI 

sen x . cos x = PI 

y sen x + cos x = 32 
sen x . cos x = P2 

es indiferente escoger como inc6gnite a sen x 6 a COBX 
pues los valores que verifican las ecuaciones son 

los mismos~ como se ve en el desarrollo siguiente. Sea 
el sistema: 

sen x + cos x = l 
sen x • C08 X = O 

• • • 
entonces: 
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, 

y 

• sen x + C05 X = 1 

sen x cos x = O 

:. sen2 x - sen x ~ O; sen x (sen x - 1) = O 

x = sen-1 (O) ~ k W 

También: 

, y 2k 1f' + 90° 

sen x + cos x = -2 

sen x • coa x = 3/2 

:. sen2 x + 2 sen x + 3/2 = O 

sen x -== 
-2 :i.IIT 

2 

valores que se desprecian y por consiguiente, los va
lores de x son k W , y 2k ~ + 90 0 

Comprobando: 

Si x = 0° ••• sen 0° + cos 0° + 2sen 0° cos 00~1 

x = 90° •• 1 sen 90° + cos 90° + 2sen 900 cos 90°=1 

• • • • • • • • etc. 

En los sistemas: 

sen x + cos x = SI 

sen x . cos x = PI 

Y sen x + cos x = 32 

sen x . cos x = P2 

es indiferente escoger como inc6gnita a sen x 6 a OOBX 
pues 106 valores que verifican las ecuaciones son -

los mismos, como se ve en el desArrollo siguiente. Sea 
el sistema: 

sen x + cos x = 1 
sen x • cos x = O 
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••• cos 2 
x - cos x = O •t cos x (cos x - 1) = O; 

191 cos x = O, x cos-l (O) = 2k w ± 900= 
s1 cos X = l, X = cos -1 (1) = 2klr' 

Con el sistema: 

sen x + cos x = -2 

sen x • cos x = 3/2 

2tenemos: cos x + 2 cos x + 3/2 = O 

••• c os x = =2 ±~!:~ ti = -1 ± 1 i 

por consiguiente no hay ángulo x. 


Comprobando: 


Si x = 90° ••• sen 900 + cos 900 + 2 sen 90 0 cos 90° = 

=1 

x =-90° ••• sen (-90°) + cos (-90°) + 2 sen (-900 ) 

cos (-900 ) ::z 1 

00x = 0° • • • sen 0° + cos + 2 sen 0° cos 0° coscO 
= 1 

•••••••••• etc. 

lo que prueba que los únicos valores pueden ser los 
comprendidos en las f5 r mulas: x = 2k'" Y 2k 1i + 90 0 

otra forma de resolver la ecuación: 

a (sen x + cos x) + b sen x cos x = c 

es la siguiente: teniendo presente las identidades: 

cos d- = sen (900 - oÍ-) y sen 2 -j.... = 2 sen '7- cos f-

multiplicando por dos toda la ecuaci6n propuesta y sus 
t1tuyendo por lo convenido: 

2a l ~en x + sen (900 
- x) J+ b sen 2x = 2c 

2a • 2 sen 450 cos 2x - 90° + b sen 2x = 2c2 
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• coe2 
x - cos x = O • coe x (cos x - 1) ~ O; •• , 

191 cos x :: O, X :: cos-l (O) = 2k ,.. + 90~ -
si cos X = 1, X = cos -1 (l) = 2k1r 

Con el sistema: 

sen x + cos x ~ -2 

sen x ~ C08 X ~ 3/2 

tenemos: 2 cos x + 2 cos x + 3/2 = O 

• •• 
-2 ± .14:= 6 M cos X ~ -~~~~------ = -1 ± (~ i 

por consiguiente no hay ángulo x. 

Comprobando: 

Si x = 900 

x =-90° 

x = 0° 

• • • sen 90° + cos 900 + 2 sen 90° cos 900 = 

=1 

••• sen (-90°) + cos (-900
) + 2 sen 

cos (-900 ) :a 1 

(-90° ) 

• • • sen 0 0 + cos 0° + 2 sen 0° cos 00 cosoO 

= 1 
• • • • • • • • •• etc. 

lo que pruebe que los únic os valores ¡ueden Ber los -
comprend i dos en las f5~mulas: x = 2k Y 2k ~ + 90° 

otra f orma de resolver la ecuación: 

a (sen x + cos x) + b sen x cos X = c 

es la siguiente: teniendo presente les identidades: 

cos.:l- = sen (90 0 - d-) y sen 2 -j...- = 2 sen '7- cos 1-

multiplicando por dos toda la ecuaci6n propuesta y sus 
t1tuyendo por lo convenido: 

28 I sen x + sen (900 - x) J + b sen 2x = 2c 

2a • 2 sen 45 0 cos 2x - 90° 
2 + b sen 2x = 20 
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6 
90

0 
2 ~ cos 2x - + b sen 2x = 2ca ,(G 2 

sustituyendo las identidades: 

2 2 sen n _ = cos (90 0 - .j . . ) y cos 2 ."1- = cos 1- - sen d-- , 

queda : 

0
28 ~ cos 2x 290

0 
+ 2b cos2 2x 290 - (b + 2c) = O 

Si se hace: 
2x - 90 0

2 = y, 

queda : 
22b cos y + 2a ~ cos y - (h + 2c) = O 

-2a i2 ±'/ea
2 - (4) (2b) (-h - 2c) 

••• • cos y !: • 4 

4 b 

a'2 
y = - a ft ±,/'1 ¡ + b~ + 2bccos 

~ b 

Si a 2 + b2 + 2bc ~~ 0, cos y es real, y: 

C08 y • y = cos-1 (A) ::: 2k tr :!:. , si A2 -:::. 1= A ••• --, 
cos-l = 2k 1f' + .Ii si B2~y = (fi) - j" t 1cos y = B • 

Entonces: x ::: y + 45 0 , 6 

De manera semejante se resuelven las ecua-
ciones del tipo: 

a (sen x - cos x) + b sen x cos x = c 

Transformando el producto b sen x cos x en: 
-b sen x (-cos x), queda: 

a (sen x - cos x) - b sen x (-cos x) ::: C 

Asimismo de la f~rmula fundamental: 

222 sen x + cos x = 1 = (sen x - cos x) - 2 sen x(~x) 
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6 
2a,~ coa 2x -2900 + b sen 2x = 20 

sustituyendo las identidades: 

sen .'1 - = cos (900 - . ..j. ) y cos 2 :lo 

queda : 

2 2 = cos 1- - sen ~ , 

28 ~ cos 2x 2 90 0 
+ 2b oos2 2x 2 90° - (b + 2c) = O 

Si se hace: 
2x - 90 0 

2 = y, 

queda : 

2b cos2 
y + 2a 12 coa y - (b + 2c) = O 

-2a ft ± tI aa 2 
- (4) (2b) (-b - 2c) 

• coa y ••• = 4 b 

- a ft ± t/'Z ¡ a 2 
+ b

2 + 2bc cos y = 
2 b 

Si 2 2 a + b + 2bc ... .: O, cos y es real, y: 

A • -1 (A) 2k 1r±' , 
si A2 1-. cos y := . -. y = cos = - , 

-1 (8) 2k 1f + 1'1 si B2~ 
B • Y = cos = - /' . , cos y := •• 

Entonces: x = y + 45°, Ó 

1 

1 

De manera semejante se resuelven las ecua-
ciones del tipo: 

a (sen x - cos x) + b sen x coa x = c 

Transformando el producto b sen x cos x en: 
-b sen x (-cos x), queda: 

a (sen x - cos x) - b sen x (-coa x) = e 

As!mismo de la f6rmula fundamental: 

222 
sen x + cos x = 1 = (sen x - cos x) - 2 sen x(~x) 
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Suponiendo: 
S = sen x - cos x = sen x + (-cos x) 

P ::: sen x (- cos x), 

10 propuesto queda: 

aS - bP = c 

s2 _ 2P = 1 

sistema de ecuaciones simultáneas con dos inc6gnitas, 
S y P, cuyos valores se obtienen: 

2-2P ::: 1 - S • 

sust ituyendo en la primera ecuaci6n: 
2

8aS - b - 1 = c2 


2as _ bS2 
- b ::: 2c 


2

bS - 2aS - b + 2c = O 

2a ±. ,<la 2 - <lb t-b + 2c Js :::• 
20 

p =  c
'O + 

a ±. 
b2 

+ 2bc_ 

Ya con estos valores de S, (Sl y S2) y P, (PI y P2)' 
se vuelve a lo que se supuso: 

sen x + (- cos x) ::: SI 

sen x {- cos x)::: PI 

o sea la suma y el producto de dos raíces de una ecua
ci6n de segundo grado. Por consiguiente, ésta es: 

2 b2a 'a2 

- 32 -

Suponiendo: 
S = sen x - cos x = sen x + (-cos x) 

P = sen x (- cos x), 

lo propuesto queda: 

as - bP = c 

52 _ 2P = 1 

sistema de ecuaciones simultáneas con dos inc6gnitas, 
S y P, cuyos valores se obtienen: 

2 
-2P = 1 - S • •• 

82 - 1 
p = ----2 

sustituyendo en la primera ecuación: 

• •• 

s2 _ 1 
aS - b 2 = c 

2as - bS
2 

- b = 2c 

bS
2 

- 2as - b + 2c = O 

s = 2a ± j4a 2 - 4b t -b + 2c , 
2b 

a .14 }a2 + b 2 _ 2bc) 
S = o ± 4bz 

.. a 2 + 8 2 + b2 _ 2bc ± 2a J 8 2 
+ b

2 
- 2bc 

•• P = 2 bZ 

a
2 1 a la2 + b

2 - 2bc 

b2 

ya con estos valores de S, (SI y S2) y P, (PI y P2)' 
se vuelve a lo que se supuso: 

sen x + (- cos x) = SI 

sen x (- cos x) = PI 

o sea la suma y el producto de dos raíces de una ecua
ción de segundo grado. Por consiguiente, ésta es: 

• 
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2 sen x - sI sen x + PI = O 


SI ±Jsi - 4Pl
••• sen x 	= 2 

S .I~2 - I 
x :: sen.. 1 

[ 1 ± 1 
4P1 1:: 2k lr + f·· , y (2k + 1)""... \-j. ._ 

2 J 

siempre que: .L_ 1 , 

De igual manera se opera con los otros valores de S y 
de P. 

sen x + (-cos x) :: S2 

sen x . (-cos x)= P2 

sen 2 x - 32 sen x + P2 :: O 

••• 	 sen x :: 


¡- I 2 
-1 i 32 ± 32 - 4P;1 x :: sen 	 I 2 :: 2k 'f1" +:-1-., y (2k + 1) 1f -7--

I 

4 1 

Puede hacerse también: 


s :: sen x - cos x . 
P :: sen x cos x 

Por otra parte: 

2 2 sen x + cos x :: 1 :: (sen x - cos x)2 + 2 senx cosx. 

Entonces, haciendo la sustituci6n de S y P en las ecua
ciones dichas: 

• •• 

- 3'3 -

sen2 x - SI sen x + PI = O 

SI i'si - 4Pl 
sen x = 2 

[
S "S2 - 4P1 ¡ 

x=sen ... 1 l± 1 1=2k1f"+f.,Y(2k+l)W' .... ,.-¡L _ 

2 J 

siempre que: 1 _ SI i j si - 4Pl 
2 

"":"'1 , 

De igual manera se opera con los otros valores de S y 
de P. 

• •• 

sen x + (-cos x) = 32 
sen x • (-cos x)= P2 

2 sen x - 82 sen x + P2 = O 

sen x = S + IsZ 4P 
2 - 2 - 2 

2 

x = 
¡- 1 2 l~ -1 í S2 i 32 - 4P2 sen L 2 - 2k 11' + .~ , Y (2k + 1) 1r - ~ 

~ 

cuando 
± ¡s~ -1 3 - 4P2 .-_ 2 ~ 1 2 

Puede hacerse tamb én: 

S = sen x - cos x . 
p = sen x cos x 

Por otra parte: 

sen2 x + C09
2 x = 1 = (sen x - cos x)2 + 2 senx cos x. 

Entonces, haciendo la sustituci6n de S y P en laa eoua
ciones dichas: 
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as + bP = c 
",2 

+ 2P = 1•u 

De esta 	última : 

2P = l - S2, P = 
1 _ 

z 
S2 , y; 

as + b 1 2' S 
2 

= c :. bS2 - 2as - b + 2c = O 

ecuación idéntica a la encontrada antes. 

Ejemplo: si a :: 2, b :: 1, c = 2 

2 (sen x - cos x) + sen x cos x = 2 

2S - P = 2 

s2 + 2P :: l 

1 _ S2 1 - s2 	 2P=-_....... 2S + 2 = 2, 6 S - 43 + 3 = O
2 ••• 

SI = 3 ; 


entonces: 
2

P _ 1 _ (2 !. 1) -4 + 4 	 4 - 2 = ---"2--- , y: PI = - , 

Sustituyendo estos valores en lo que se propuso: 

sen x + (-cos x) = 3 


sen x • (-cos x) = -4 


2
•• • sen x - 3 sen x + 4 = O 

sen x = 3 !¿3; 16 :: 3 ±..n i2 

no hay valor para sen x: 
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aS + bP = c 

32 
+ 2P = 1 • 

De esta última: 

2P = 1 - S2, 

2 

, y; 

bS2 _ aS + b 1 - S • 2a3 - b + - c 2 - •• 

ecuaci6n 

Ejemplo: 

idéntica a la encontrada 

si a = 2, b = 1, 

2 (sen x - cos x) 

23 - p = 2 

32 
+ 2P ~ 1 

e = 2 

+ sen 

antes. 

x cos x 

2c = O 

= 2 

1 _ S2 
P = -----2 

• •• 
1 _ S2 

28 + = 2 2, 6 2 S - 4S + 3 :: O 

:. S = 4 ! 1ª6 - 19 = 2 ± 1 

SI = 3 , 

entoncos: 
2 

P = 1 _ (2 j: 1) 
2 = -4 + 4 --~2-- , y: PI = -4, 

Sustituyendo estos valorea en lo que se propuso: 

• • • 

sen x + (-cos x) :: 3 

sen x • (-cos x) = -4 

2 sen x - 3 sen x + 4 = O 

3 ! !9 - 16 sen x = ----~L~2·--~---

no hay valor para sen x: 

~ 
3 i.n-

2 i 



•• 

- 35 

sen x + (-cos x) = 1 


sen x (-cos.x) = O 


• sen 2 x - sen x = sen x (sen x - 1) = O 

sen x O 	 • x sen-1 (O) k .".= • • = = 

sen x = 1 ••• x = sen-1 (1) = 2k 11' + 90° 

Comprobando: 

Si x = 180° ••• 2 (sen l80~ - cos 180°) + sen 180° 
cos 180° = 2 

x = 90° ••• 2 (sen 90° - cos 90°) + sen 90° 

cos 90° = 2 
••••••• etc. 

otra forma de resolver la ecuaci6n: 

a (sen x - cos x) + b sen x cos x = o 

es siguiendo un proceso análogo al del tipo anterior: 

2a (sen x - cos x) + 2b sen x cos x = 20 


2a ¡ sen x - sen (90° - x); + b sen 2x = 2c 

L. 	 J 


2x - 90°
2a . 2 cos 45 0 sen Z + b sen 2x = 2c 

2x - 90° + 	b2a ¡,- sen 	 cos (2 x-90°) = 2c2 

2a r1 sen 2~ - 90° + b C082 2x - 90° 2 2x-90° =2 A ~ ~ ~ 	 ~ - sen 2 .., 

2x - 90° 	 1Si 2 = Y. que da :loo 

2-2b sen y 	+ 2a ~ sen y + b - 2c = O 

••• sen y = 

a J5 ± lS laZ + b
Z - 2bcsen y = 

2b 

• 2 
•• sen :x 

sen x 

sen x 
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sen x + (-cos x) = 1 

sen x (-cos.x) = O 

- sen x = sen x (sen x 

= O • • • x = sen-1 (O) 

1 • = • • x = sen -1 (1) 

Comprobando: 

- 1) = O 

= k 1r 

= 2k 'Ir + 90° 

Si x = 1800 ••• 2 (sen l80~ - cos 180°) + sen 180° 
cos 180° ;:: 2 

x :; 90° ••• 2 (sen 90° - cos 90°) + Ben 90° 

cos 90° = 2 
••••••• etc. 

otra f orma de resolver la ecu8ci6n: 

8 (sen x - cos x) + b sen x cos x = c 

es s iguiendo un proceso an~logo al del tipo anterior: 

28 (sen x 

2a l sen x 

2a • 2 cos 45(') 

2a ~ sen 

- cos x) + 2b sen x cos x = 2 
-, 

- sen (900 - x) ; + b sen 2x = 2c 
I 
~ 

2x - 90° sen 2 + b sen 2x = 2c 

2x - 90° + b 
2 coa (2 x-90°) = 2c 

2a ¡¿ sen 2x - 90° + b 2 2x - 90° sen2 2x-900 
2 cos 

Si 2x - 90° 2 : 

• •• 

-2b 

sen y ;:: 

sen y = 

2 

:;:: Yt quede: 

2 
Y + 2a ft + b 2c O sen sen y - = 

-28 ¡g ± ¿8a~ - (4) ~-2b) eb - 2cl 
-40 

a IV ~ I? /az + bZ - 2bc 
2b 

2 :;2c 
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S i a 2 + b2 - 2bc -= O, sen y es rea1 

.a. y = sen-1 CA) = 2k W' + ':,L , Y (2k + 1) "fT - 0'-

J.. existe cuando: A
2=1 

sen y = B ••• Y = sen -1 
(B) = 2k "fT+ / /J. ,\, 

/3 existe si: B
2 =- l. 


. 2x - 90 0

De la ~gua1dad: 2 = y, se tiene: x = y + 45° 

Resolución de la ecuaci6n: 

tan (a ± x) = m tan x 

Con fórmula conocida, suponiendo que fuese: 

tan (a + x)=m tan x, 

queda: 
tan a + tan x = m tan x1 - tan a tañ x 


m tan a tan2 x + (1 - m) tan x + tan a == O 


(m - II + J(l .. m)2 -
L 

4m tan 
2 

aa.• tan X =  2m tan a 

2 2tan x es real si (1 - m) - 4m tan a~O, as! 

k 1rtan x == A ••• x = tan-1 (A) = +0(., Y 

tan x = •••B x = tan-1 (B) = k 1f + /j . 

Sin embargo, puede resolverse también como sigue: 

tan (a + x) = ro m + 1,• tan f: : ~j + tan x = tan x I tañ - tan x m - í 
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Si a 2 + b2 - 2bc ~ O, sen y es real 

••• y = sen -1 (A) :: 2k W' + -.L ,y (2k + 1) lT - ¡j.-

.J.. existe cuando: A2=: 1 

sen y :: B • •• y = sen-l (B) = 2k '1f+:~, y (2k +1)1r-,J 

/, existe si: B2 ~ l. 

1 . 1 d d 2x - 90 o t . + 45 0 na a ~gua a: 2 = y, se ~ene: x :: y 

• • • Xl == 2k 11" + -l .. + 45 o ; x3 :: 2k 1r + ,:-:'¡ + 45 o 

x2 = (2k + 1) W' - .. ~ + 45 0 ; x4 = (2k + 1)1I"-/d+ 45 0 

Resoluci6n de la ecuaci6n: 

tan (a + x) = m tan x -
Con fórmula conocida, suponiendo que fuese: 

queda: 

tan (a + x)=m tan x, 

tan a + tan x 
1 - tan a tan x = ro tan x 

m tan a tan2 x + (1 - ro) tan x + tan a = ° 
• •• 

'm - 1)! '<1 - m,2 - 4m tan2 a tan x = ~~~ __ ~ ___ ~~_~~~l ____ ~~~ __ ~~ 

tan x es real si (1 

tan x = A • •• x :: 

tan x = B • •• x = 

Sin embargo, puede 

tan (a + x) :: ro 
tan x ! 

2m tan a 

2 
- m) - 4m tan 2 a::--O, 

-1 (A) tan :: k W' + o(, , 

t -1 an (B) = k '" + / ). 

resolverse también como 

• , 

as:! 

y 

sigue: 

m + 1 
m - 1 
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m + 1_sen ~a + 2x) = m + 1 ••• sen (a + 2x) = m* _ 1 sen a sen a m - 1 

Suponiendo m = tan ~, queda: 

tan ! + 1 sen (a + 2x) = tan ~ _ 1 sen a = cot (~ - 45°)sen a =A 

-1 ):. a + 2x = sen (A = 2k TI' + -::J..... , Y (2k + 1) lr -~ 

(7'-.... existe si A2 ~ 1. Finalmente: 

2k TI' + .~ - a..- -
2 

x = (2k + 1~ Tr - ~ - a 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

tan (45 0 + x) = -2 tan x 

Usando el primer método se tiene: 
2-2 tan x + 3 tan x + 1 = O 

-3 Z 4.123• tan x = -3 ± l!T•• = =-4 -4 

tan x = -0.2807 ••• x = tan-1 (-0.2807) = kTr - 15 41' 

• -1 ( 1Ttan x = 1.7807 •• x = tan 1.7807) = k + 60° 41' 

"omprobando: 
Si x = -15 0 41' ••• tan 29° 19' = -2 tan (-15° 41') 

0.5616 ~ 0.5406 
• • • • • • • •• ate. 

Resoluci6n de la ecuación del tipo: 

tan (a + x) tan x = m-
tan a + tan x 

~l----tra~n~a~tra~n--x~- tan x = m 

tan2 x + (tan a + m tan a) tan x - m = O. 
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sen (a + 2x) = m + 1 
sen a m - 1 

• sen (a + 2x) = m + 1_ sen a •• m - 1 

Suponiendo ro = tan ~, queda: 

tan t + 1 sen (a + 2x) = ~t~a~n~~~-~1 sen a = cot (~- 45°)sen a =A 

-1 ( :. a + 2x = sen A) == 2k 1T + -J..- , Y 

2 .... , ....... existe si A ~ l. Finalmente: 

- -... - 2k ,.. + .~ - a 

2 

x = (2k + 1) 'Ir - _" - a 
2 

Ejemplo. Resolver la eCUBci6n: 

tan (45 0 + x) = -2 tan x 

Usando el primer m~todo Be tiene: 

-2 tan2 x + 3 tan x + 1 = O 

• •• 
tan x - -3 i l!! _ -3 ~ 4.123 

-4 - -4 = 

(2k + 1) 1r - ~ 

tan x = -0.2807 • •• x == tan-1 (-0.2807) = k'" - 15 41' 

tan x:; 1.7807 :. x = tan -1 (1.7807) = k1T + 60° 41' 

"omprobando: 

Si x = -15 0 41' ••• tan 29° 19' = -2 tan (-15° 41') 

0.5616 ~ 0. 5406 
• • . . . • • •• ate. 

Reso1uci6n de la ecuación del tipo: 

tan (a i x) tan x = m 

tan a + tan x tan x = m 1 - tan a tan x 

2 tan x + (tan a + m tan a) tan x - m = O. 
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••• = -~m tan.a,+ tan al ± 1tan a + m t~~:~l~-4mtan x 

2 


cuando (tan a + m tan a)2 - 4m.~ O, tan x es real, y: 

tan x = A • x = t an-1 (A) = k"" + '1

tan x = B ••• x = tan-l (B) = k1i' + 
I ' 

Puede resolverse también como sigue: 

1 - tan ta !. x~ tan x 1 - m 
1 + tan a + x tan x = ·1-+"-""'!'m-

Por f6rmula conocida, suponiendo que fuese tan (a + x),
queda: 

cos (~ + 2x) = 1 - m 
cos a 1 + m 

Si m::: tan ~: 

cos {a + 2x)::: 1 - tan ~ = tan (45?- ~)
cos a 1 + tan ~ 

cos (a + 2x) = tan (45 0 - ~) C08 a = A 


l
:. a + 2x = cos- (A) = 2k iT ± ~ 

d existe si A
2 .:=. l. Entonces: 


2k 1r ± ,J-. , - a 

x = . 2 · 

Ejemplo. Resolver la ecuaciónt 

tan (180 0 - x) tan x = - 4. 

Con el primer método tenemos: 

2 - tan x = -4, tan x = + 2-
••• x -= tan-1 (± 2) = k'''' + 6;° 26'-

Comprobando: 
Si x = 63 0 26' tan 1160 34' tan 63° 26' = 4 

x = -63 0 26' ••• tan 243 0 26' tan (-63 0 26')= 4 • 
•••••••••• etc. 
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• 
• • 

tan x = -(m tan a + tan a) ± :{tan a + m tan a~~-4m 
2 

cuando (tan a + m tan a)2 - 4m-~ O, tan x es real, y: 

tan A • t -1 (A) k Tr '1-X :: • • X = an = + 

tan x = B • x = tan-l (B) k li' •• = + I • 

Puede resolverse también como sigue: 

1 - tan fa !. x~ tan x 1 - m 
1 + tan = 1 a + x tan x + m -

Por f6rmula conocida, suponiendo que fuese tan (a + x), 
queda: 

cos (~ + 2x) = 1 - m 
coa a 1 + m 

Si m = tan ~: 

• • • 

coa (a + 2x) = 
cos a 

1 - tan ~ :: tan (45 0
_ ~) 1 + tan )U 

cos (a + 2x) = tan (45 0 - ~) cos a :: A 

a + 2x = c08-
l (A) = 2k Tr ± ~ 

.,;¡L' existe si A2 ~_ 1, Entonces: 

2k 'R''± .7- . - a 
x :: 2 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6nt 

tan (180 0 - x) tan x :: - 4. 

Con el primer método tenemos: 

2 
- tan x = -4, 

• • • x = ten-1 (! 2) 

Comprobando: 
Si x :: 63 0 26' • • • 

tan x = + 2 -

tan 116 0 34' tan 63° 26' = 4 

x ~ -63 0 26' ••• tan 243 0 26' tan (-63 0 26')= 4 • 
•••••••••• etc. 
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e) Conteniendo funciones de ángulos múlti
plos ;¡. submt11t iploB de un dngulo. 

Resoluei6n de la eeuaci6n del tipo: 

a sen mx :: e 

Despejando a sen mx queda: 

c -1 (_e) = 2k 'Ir + -1- , Ysen mx = a ••• mx = sen a 

(2k + 1) w - ~ • 

2k 1f +-:/-••• x = m 

(2k + 1) 11" - C"'-
x = .\----m.....---

El ángulo ~ existe cuando: -1 ~ 2. =-1, o bien cuan
a 2 a 

do c2.~ 

De manera análoga se resuelven las ecuacio
nes de los tipos: 

2 2 
2~- a cos mx = c ,• cuando c :::: a 

3.- a tan mx :::: C , ~ y ~ cualesquiera 

4.- a cot mx :: C j a y c cualesquiera 

5.- a see mx :: C t cuando -l.:::.c/a ~ 1, 
26 c2.~ a

6.- a csc mx = c ; caando -1~ c /a -==. 1, 
26 c2~ a

Resolución de ecuaciones del tipo: 

sen ax + sen bx = O 

siendo ~ y ~ cualesquiera. 

sustituyendo el primer miembro por una suma 
o diferencia de los senos de dos ángulos y tomando en 
cuenta s610 la ecuaci6n: sen ax + sen bx = O, queda: 

a - b2 sen a + b x cos 2 x:: O2 

anulando factores: 

a + b2 sen 2 x:::: O ••• a 2b x = sen-l (O) :: k W 
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e) Conteniendo funciones de ángulos múlti
plos ~. submt11tiploB de un ~ngulo. 

Resoluci6n de la ecuaci6n del tipo: 

a sen mx :: C 

Despejando a sen mx queda: 

e 
sen mx == a • • • 

(2k + 1) w - ~ • 

• •• x = 

mx -1 (_c) = sen a = 

( 2k + 1 ) 11' - C""-
x = .... _-~----m 

2k W' + -J- , y 

El ~ngulo .-:/- existe cuando: -1 ~ ~ ~ 1, o bien cuana 
do c2~ 8 2 

De manera análoga se resuelven las ecuacio
nes de los tipos: 

2~- a cos mx . 
3.- a tan mx 

4.- a cot rnx 

5.- a sec mx 

:: C • , 
== c , 
= c t 
:: C t 

cuando c 2 ~ a 2 

~ y ~ cualesquiera 
a y c cualesquiera - -
cuando -1 :=:.c/a ~ 1, 
6c2 .~ a2 

6.- a ese mx = c ; c:mndo -1:: c la -==-. 1, 
6 c2~ a2 

Resolución de ecuaciones del tipo: 

sen ax + sen bx = O 

siendo ~ y ~ cualesquiera. 

Sustituyendo el primer miembro por una suma 
o diferencia de 108 senos de dos ángulos y tomando en 
cuenta s610 la ecuaci6n: sen ex + sen bx = 0, queda: 

2 sen e + b x a - b O 2 cos 2 x = 

anulando factores: 

2 sen a 2 b x = O • •• 
a + b 

2 
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2k 1r 
x = a -+- b 

a - b 2k 'R" + 900coa a - b x = O 22 ••• x 


4k 1r + 11' 

x = 

a - b 

Puede resolverse más fácilmente, teniendo 
en cuenta que dos án~ulos tienen el mismo seno cuando 
su diferencia es 2k W o cuando su suma es (2k + 1) "'. 
Así queda: 

• 2k w ax - bx :: 2k 11' •• x=a_6 

(2k + 1) 11' 
ax + bx = (2k + 1) w :. x = - a + b-

valores que concuerdan con los dados, suponiendo que 
fuese la ecuaci6n sen ax - sen bx = O 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

3 x sen ~ x :: - sen ~ 

Tenemos: x 
sen ~ x + sen ~ :: 2 sen x cos ~ = O 

Anulando factores: 

· -1 lT2 sen x :: O ••• x = sen (O) k= 
xcos x :: O • = c08-1 (O) = 2k 1f + 90 0 

~ ·.. ~ 
• x 4 kW' + 11'• • = 

Comprobando: 

Si x = 0° ••• sen 0° :: sen 0° 

x =180° •• sen 270 0 = - sen 900 


•• • • • • • • • •• etc.
. . 

Mediante una ligera transformaci6n, la ecuaoión: 

sen (x + a) = cos (bx + c) 

puede resolverse de acuerdo con este tipo. Consideran 
do la identidad cos ~. = sen (900 - ~ ), la ecuaci6n
propuesta queda: 

x = 

coa a - b x = O 2 • •• 
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2k 1T 
a + b 

a - b 2 x 

4k 1r + lr 
X = -

a - b 

2k 'R' + 900 

Puede resolverse más fácilmente, teniendo -
en cuenta que dos án~u10s tienen el mismo seno cuando 
su diferencia ea 2k W o cuando su suma es (2k + 1) w. 
Aa! queda: 

ex - bx = 2k 1r 
• 2k 1r 
•• x=a_b 

• x = ( 2k + 1) 'Ir ex + bx = (2k + 1) ~ •• a + b 

valorea que conouerdan con los dados, suponiendo que 
fuese la ecuaci6n sen ax - sen bx = O 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

Tenemos: 

sen 3 x '2' = -
x 

sen ~ 

sen ~ x + sen ~ = x 2 sen x cos ~ = O 

Anulando factores: 

2 sen x O • x = • • = sen -1 (O) = k"" 

x O • x -1 (O) 2k W' 90 0 cos ~ = · .. '2' :::: cos = + -
• • • x = 4 k W' + W' 

Comprobando: 

S1 x = 0° • • • sen 0° = sen 0° 
x =180° •• sen 270 0 = - sen 90 0 

••••••••••• etc. 

Mediante una ligera transformaci6n, la eeuación: 

sen (x + a) = cos (bx + e) 

puede resolverse de acuerdo con este tipo. Consideran 
do la identidad cos ~~.= sen (90° - ~ ), la ecuaci6n
propuesta queda: 
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sen (x + a) = sen [900 
- (bx + C)] = O 


ecuaci6n 	de tipo conocido que puede resolverse fácil 
mente. Esto no es obstáculo para que no pueda resol
verse como sigue: 

sen (x + a) = cos (bx + c) 

a, b Y c cual~squiera. Elevando al cuadrado ambos 
miembros y duplicándolos después, queda: 

2 	 22 sen (x + a) ~ 2 cos (bx + e) 

Sustituyendo ambos miembros en función del
ángulo doble, queda: 

1 - cos 2 (x + a) ~ 1 + cos 2 (bx + c) 

, 
o 	 cos 2 (bx + c) + cos 2 (x + a) = O 

El primer miembro, según la fórmula conocida: 

2 cos C<b + 1) x + a + cj cos [<b - 1) x - <a-c)]=o 
Anulando factores: 

2 éos [(b + 1) x + a + c I = O 
..J 

• X 	= 2k w i 90 0 
- (a + c2 

• b + 1 

y: 	 cos [(b - 1) x - (a - e)J = O 

_ 2k w ± 90 0 + (a - el 
••• x 	 - b _ 1 

Ej emplo. Resolver la ecuación: 

sen (x + 100) =cos (3x + 20°) 

Empleando el primer método, tenemos: 

sen (x + 100) - sen [90" - (3x + 200 ) J= O 

sen (x + 100) - sen (900 - 3x - 200 ) = O 

2 cos (-x + 40°) sen (2x - 300 ) = O 
,.., 
.::: cos (-x + 40 0 ) = O 
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sen (x + a) = sen [900 - (bx + C)] = O 

ecuaci6n de tipo conocido que puede resolverse fácil
mente. Esto no es obstáculo para que no pueda resol
verse como sigue: 

sen (x + a) = cos (bx + c ) 

a, b Y c cual~squ1era . Elevando al cuadrado ambos -
miembros y dup11cdndolos después, queda: 

2 2 2 sen (x + a) ~ 2 cos (bx + e) 

Sustituyendo ambos miembros en función del
ángulo doble, queda: 

1 - cos 2 (x + a) ~ 1 + cos 2 (bx + e) 

, 
o cos 2 (bx + c) + cos 2 (x + a) = O 

El primer miembro, según la f6rmula conooida: 

2 cos L(b + 1) x + e + C-! cos [(b - 1) x - (a-c)]=o 

Anulando factores: 

y: 

• • • 

2 COS [(b + 1) x + a + o] ::; O 

• = 2k w ± 90° - (a + o) 
•• x b + 1 

cos 
r L (b - 1) x - (a - Q) J = O 

_ 2k ~ ± 90 0 + (a - e) 
x - ti - 1 

Ej emplo. Resolver la ecuaei6n: 

sen (x + 10°) = C08 (3x + 20°) 

Empleando el primer método, tenemos: 

sen (x + 100) - sen [90~ - (3x + 20°) J = 

sen (x + 10°) - sen (900 - ;x - 20°) =-

2 cos (-x + 400) sen (2x - 30°) =- O 
,.... 

cos (-x + 40 0 ) :;:: O c. 

O 

O 
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• + 40() :: cos-1 (O) = 2k 'ff ± 900•• -x 


2k w !. 900 
x - 40° = 2k 1f' + 900 + 40°= -1 

sen (2x - 30°) = O 

-1 k'''' + 30° 
••• 2x - 30° :: sen (O) = k W'; x = 2 

Con el segundo método: 


2 2
2 sen (x + 100) = 2 cos (3x + 200 ) 

cos (4x + 40°) + cos (2x + 20°) = O 


6 2 cos (4x + 30°) cos (2x + 10°) :: O 


2 cos (4x + 30°) :: O 

2k 11" !. 900• •• - 30°
• • x = 4 

cos (2x + 10°) :: O 

.. .... 2k w ± 900 - 100 
2 x = ------~---------

valores que concuerdan con los datos anteriormente. 

Comprobando: 

Si x = 15.° ••• sen 25° = cos 65° 
x = -50 0 ••• sen (-40 0 ) = cos (-130°) 

• • • • • • • • • etc. 

De manera semejante puede resolverse la ecuaci6n: 

cos ax + cos bx = O-
Asít 

sen (90° - ax) -+ sen (90° - bx) = O 

Puede hacerse también teniendo en 
los tienen el mismo coseno cuando 

cuenta que dos ángu
su suma o diferencia 

es 2k "If. 

ax + bx = 2k 1r ••• 

- 42 -

:. -z + 40° = coa-1 (O) = 2k w ± 90° 

• • • 

x = 2k 1f !. 900 - 400 
-1 = 2k w + 900 + 400 

sen (2x - 30°) = O 

-1 2x - 300 = sen (O) = k w; x = 

Con el segundo método: 

2 sen2 (x + 100) = 2 C09
2 

(3x + 20°) 

cos (4x + 40°) + cos (2x + 20°) = O 

6 2 cos (4x + 300 ) cos (2x + 10°) = O 

2 cos (4x + 30°) = O 

. 
•• • • 

... 
• • 

x = 

x = 

2k 11' !. 90° - 300 

4 

coa (2x + 10°) = O 

2k 'Ir i 900 - 100 
2 

valores que concuerdan con los datos anteriormente. 

Comprobando: 

Si x = 15.0 

x :: -500 

• • • 
••• 

sen 25° = cos 65° 
sen (-40°) = cos (-130°) 

• • • • • • • • • etc . 

De manera semejante puede re s olverse la ecuaci6n: 

cos ax + cos bx = O 

Asía 
sen (90 0 - ax) ± sen (900 - bx) = O 

PUede hacerse también teniendo en cuenta que dos ángu
los tienen el mismo coseno cuando su suma o diferencia 
es 2k '"'. 

ax + bx = 2k lf" . 
• • 

2k 11' x = ~-.,.. B.±'6 
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También puede resolverse directamente como 
sigue: como el primer miembro es una suma o diferencia 
de los oosenos de dos ángulos, con las respectivas f6r 
mulas se transforma; teniendo en ouenta sólo la ecua-= 
clón: C08 ax + cos bx : O, en: 

.... 8 + b x a - b 
c.. ccs 	 cos x = O2 	 2 

Anulando factores se obtiene: 
a + b 4 k'" ± ii•~ C06 x = O x• • =2 	 a + b 

a - b 	 4k '" i 1r2 cos p 2 x = O x•• = a - b 

siendo ~ y ~ oualesquiera. 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

cos 4x + cos 2x = O 

Tenemos: 2 cos 3x oos x = O 

2k lr ± 90 0 

••• 2 oos 3x = O , x 	= , 

l
cos x = O , x = cos- (O) = 2k ~ ± 90 0 

Comprobando: 
Si x = 3"00 ••• cos 1200 + cos 60 0 = O 

x = 15;0 0 ••• cos 600 0 + oos 300 0=0 
x 90 0 cos 3600 cos= ••• + 1800 =0 


• • • • • • • • etc • 


Resolución de ecuaciones del tipo: 


tan ax + tan bx = O 

siendo a y b cualesquiera. 

Reemplazando el primer miembro, según fórmula conocida 

sen (a ± b) x = O 

:. sen (a ± b) x = O;(a !. b) x = sen-l (O) = k'IT 

x = k '" 
a .±. '6' 
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Tambi~n puede resolverse directamente como -
sigue: como el primer miembro es une suma o diferencia 
de 106 cosenos de dos ángulos, con las respectivas f6r 
mulas se transforma; teniendo en cuenta s610 la ecua-= 
ción: cos ax + cos bx = O, en: 

2 oos e + b x cos a - b x = O 2 2' 

Anulando factores se obtiene: 
.., a+b x __ O • 
• C06 2 • • 

2 cos R -2 
b x = O • • 

x = 

x = 

4 k1r ± ii 
a + b 

4k 1r ± 'Ir 
a - b 

siendo ~ y ~ cualesquiera, 

Ejemplo. Resol ver la eCUBci6n: 

cos 4x + cos 2x = O 

Tenemos: 2 cos 3x cos x = O 

• • • 2 cos 3x = O , 2k lr ± 900 
x = , 

cos x = O , x = cos-1 (O) = 2k w ± 900 

Comprobando: 
Si x = 300 ••• cos 120° + cos 60 0 = O 

x = 15;0 0 • • • cos 6000 + cos 300 ° =0 

x = 90° • • • cos 360 0 + C08 1800 =0 

• • • • • • • • etc • 

Resoluci6n de ecuaciones de l tipo: 

tan ax + tan bx = O 

siendo a y b cualesq~iere. - -
Reemplazando el primer miembro, según fórmula conocida 

• • • 

sen ~a ± b) x 

sen (a Z b) x = Ojea t b) x = sen-1 (O) = kW 

x = k '" 
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PUede hacerse también oonsiderando que dos
~~ulos tienen igual tangente cuando su diferencia es 
k"'. As!: 

k" ax - bx =k'" ••• x = ~---f!1'!'a-n 
valor que está incluído en la f6rmula obtenida por el 
método anterior. 

Ejemp:o. Resolver la ecuación: 

tan 3x + tan x ::: O 

Tenemos: 

sen 4x t'"'::: O , sen 4x 	= O ••• x ::: T• 	 cos ;x cos x 

Comprobando: 

Si x ::: 0° tan + tan ::: O• • • 0° 0° 
X ::: + tan 45 0 O:::45° • •• tan 135° 
x = 90° • • • tan 270° + tan 900 = O 

T •••••• etc. 

Mediante una 	 ligera ~ransformaci6n, la ecuación: 

tan (x + a) 	+ cot (bx + c) = O-
puede resolverse de acuerdo con la del tipo anterior. 

Considerando la identidad cot o·· ::: tan (900 - :f.- ). la 
ecuaci6n queda; 

tan (x + 8) ± tan [900 
- (bx + c)] = O 

la cual puede resolverse fácilmente. 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

tan (3x - 60°) + cot (4x + 15°) = O 

Tenemos: tan (3x - 60°) + tan L900 -(4x + 150)].::. O 

-1 "Irsen (-x + 15°) = O :. -x + 15° = sen (O) = k 

X ::: -k'" + 150 

Comprobando:
Si x ::: 15° • • • tan (- 15°) + cot ( 75°) ::: O 

x =-1650 • • • tan (-435°) + cot (-645°) ::: O 

••••••••• etc. 
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Puede hacerse ta~bién oonsiderando q~e dOB
~ngulos tienen igual tangente cuando su diferencia es 
k"'. As!: 

ax - bx = k"" • •• x = a - fi 

valor que está incluido en la f6rmula obtenida por el 
método anterior. 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

tan ;x + tan x = O 

Tenemos: 

sen 4x O sen 4x O • = , = . " 
cos ;x cos x 

Comprobando: 

Si x = 0° • •• tan 0° + tan 00 

x = 45° • • • ten 135 0 + tan 45° 
x = 90° · . " tan 270 0 + ten 90° 

T •••••• etc. 

x t'" = T 

= O 

= O 

= O 

Mediante una ligera ~ransformaci6n, la ecuaci6n: 

tan (x + 8) + cot (bx + e) = O -
puede resolverse de acuerdo con la del tipo anterior. 

Considerando la identidad cot 0- = ten (900 - :f-.. ). la 
ecuaci6n queda: 

tan (x + 8 ± tan L90 0 
- (bx + c)] = O 

le cual puede resolverse fácilmente. 

Ejemplo. Resolver la ecuación: 

tan (3x - 60°) + cot (4x + 15°) = O 

Tenemos: tan (3x - 60°) + tan [900 -(4x + 150)] : O 

sen e-x + 15°) = o :. -x + 15° = sen-1 (O) = klr' 

x = _k" + 15° 
Comprobando: 
Si x = 15° · . " tan (- 15°) + cot e 75°) = o 

x =-165° • • • tan (-435°) + cot (-645°) = O 
••••••••• etc. 
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De manera semejante puede resolverse la ecuaci6n: 

cot ax -+ cot bx = O 


En virtud de la ldent idad cot ~- = tan (90 0 - ~ ); 

tan (90 0 - ax) + tan (900 - bx) = O-

Sin embargo puede resolverse considerando -

que dos ~ngulos tienen la misma cotangente si su dife
rencia es k'"'. As!: 

k'"'ax - bx :: k'f1" .-. x = a - b 

o bien puede resolverse directamente, en la siguiente 
forma: con f6rmula conocida el primer miembro se trans 
forma 

sen ~a i b~ x :: O ••• sen (a ! b) x = Osen ax sen x 

k'"'x :: 
a ±_ñ 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

cot 5x - cot (-x) = O 

Tenemos: 

sen 6x :: O sen 6x :: Osen 5X sene-x) ••• 

k ". x = ~ 
Comprobando: 

00 00Si x cot - cot= 0° • • • = O 


x = 30° • • • cot 1500 - cot (-3~= O 


x = 90° • •• cot 450 0 - cot (-90°)=0 


••••• • • •• etc. 

Resolución de ecuaciones del tipo: 

A sen oa x + B C09 ac x + e = O 

Transformando el primer miembro en: 

ad bcA sen ca x + B cos Da x + c = O 
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De manera semejante puede resolverse la eouación: 

cot ax + cot bx = O 

En virtud de la ldent idad cot :J_ :: tan (900 - ~ ), 

tan (90 0 - ax) + tan (90 0 - bx) = O -
Sin embargo puede resolverse considerando 

que dos ~nguloa tienen la misma cotangente si su dife
rencia es kW • As!: 

ex - bx == k'" k "" .e. X == 
a - b 

o bien puede resolverse directamente, en la siguiente 
forma: con f6rmula conoc i da el primer miembro se trans 
forma 

sen (a ± bá x :: O 
sen ax sen x 

x =: 

• • • 

k 'Ir 

a ±. b 

sen (a ± b) x :: O 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

cot 5x - cot (-x) = O 

Tenemos: 

sen 6x 
sen 5x sen(-x) = O 

k ". 
x=~ 

• •• sen 6x :: O 

Comprobando: 

Si x == 0 0 
• •• cot 0 0 - cot 0° = O 

x = 30 0 • • • cot 1500 - oot (-3~= O 

x ::= 900 • •• cot 4500 - cot (-90(')=0 

• • i • • • • • • etc, 

Resolución de ecuaciones del tipo: 

a e A sen o x + B cos a x + e == O 

Transformando el primer miembro en: 

ad bc A sen ca x + B cos ca x + e :: O 
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y sl se 	supone que ~ =y, la ecuación quedal 

A sen ady + b cos bcy = c 

que tiene por incógnita al dngulo l y que se puede re
solver fácilmente reemplazando sen ady y cos bcy de la 
manera más conveniente en cada caso, ya obtenidos los 
valores de y, se procede a encontrar los de x con la 
igualdad 

xna 2 y • X ::: bdy 

. ,Ejemplo. Resolver la eCU9Clon: 
x x0.3 cos = Osen 10"" + ; - 0.5 


x 
sen nr 	+ 0.3 cos 2x - 0.5 ::: O 
in 

Si x = y, la ecuación queda:Ter 

sen y + 0.3 cos 2y = 0.5 


2 
_sen y + 0.3 (cos2 y sen y) = 0.5 

20.6 	sen y + sen y - 0.2 ::: O 


-1 i 0.7211
sen y = •• • 	 -1.2 

l sen Yl = 0.2324, Yl = sen- (0.2324) = 2kw + 13 0 26. 
= (2k + 1) w - 130 26' 

sen y -1 -0.7211 >+ 1 , por lo tanto no existe ~n-2::: -1.2 

gula Y2' Entonces: 

xl = 10 (2k w + 13 0 26') 
,.. -; 

= 10 l (2k + 1) W' - 13° 26 'jx2 

Comprobando: 

Si x :: 134 0 20' • • • sen 130 26' + 0.3 cos 26° 52' = 0.5 
x = 225 0 40' • • • sen 22° 34 ' + 0.3 cos 45° 8' =0.59 

•• • • • • • • • • etc. 

De manera an~loga pueden resolverse las ecua
ciones del tipo siguiente: 
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y sl se supone que o!- = y, la ecuaci6n quedas 

A sen ady + b cos bey = e 

que tiene por inc6gnita al ~ngul0 l y que se puede re
solver fácilmente reemplazando sen ady y cos bcy de la 
manera más conveniente en cada caso, ya obtenidos los 
valores de y, ee procede a encontrar los de x con la -
igualdad 

x • x :: bdy oa:a y • • 

Ejemplo, Resolver la ecuaci6n: 
x 0.3 x O sen -nr + cos ; - 0.5 = 
x + 0.3 cos 2x - 0.5 O sen -nr :: 

rn 
Si x y, la ecuaci6n queda: n= 

sen y + 0.3 cos 2y :: 0.5 

sen y + 0.3 (cos 2 2 y) 0.5 Y - sen = 
Oi6 sen 2 0.2 :: O y + sen y -

sen y = -1 i 0.7211 
• -1.2 I I 

sen Yl = 0.2324, Yl = aen-1 (0.2324) = 2kw + 130 26' 
= (2k + 1) w - 130 26' 

sen Y2 = -1 :~:~211 > + 1 • por lo tanto no existe ~n

gulo Y2' Entonces: 

xl = 10 (2k w + 13 0 26') 

x2 = 10 [<2k + 1) w - 13° 26~ 

Comprobando: 

Si x = 134 0 20' , . . sen 13° 26' + 0.3 cos 26° 52' = 0.5 
x = 225 0 40' • • • sen 22° 34' + 0.3 cos 45° 8' =0.59 

• • • • • • • • • • etc. 

De manera an~loga pueden resolverse las eoua-
ciones del tipo siguiente: 
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1. A sen ~ x • B sen ¡'o! =o.. e 

a x c x2.- A cos • B cos = e 'o1) a 
c . . a3.- A sen ti' x • B coa a .x = Q 

IV.- RESOLUCION DE ECUACIO~S.TRIQQNQMETRICAS 
DE.SEGUNDO GfiADO CON VNA_pmQGN1TlL. 

a) Conteniendo s~lo una función trigonomé
trica de un ángulo. 

En esta clase quedan incluídas las ecuacio
nes de los siguientes tipos: .. 

. 2 
Despejando: sen x = bla :. sen x = i 11$7a 
que se reduce finalmente a la forma sen x = ± a, cuya
solución se trató en el capítuloI!l • . 

sen x es real cuando bla es positivo. Si el subradi
cal es negativo. sen x es imaginario. De la igualdad: 

sen x = + ~ (b/a positivo) 
- a 

-1 rr::
x = sen ("!:.) = 2k lf' + o'.. Y (2k + 1) 11" _ O'-- • d- exis

a ~ 00 '·· 

. 
te cuando b ~:: a. 


x = sen-l (-/~ )= 2k 1f -r:J.... Y (2k + 1) "" + ~ . o'.- exis

te cuando b := a. 


Ejemplo. Resolver la ecuación: 
29 sen x = 1 

Tenemos: sen x = + 0.3333-
1xl = sen- (0.3333) = 2k lf' + 19° 28·, Y (2k +1)"" -19028' 

x2 = son-1 tO~~333) = 2k ~ - 19° 28', Y {2k +l)w+ 19°28' 
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l. A 

a 
B sen i .. ! e sen !) x • = -.. 

2.- A cos a x 
ñ • B coe e x a = e --

3.- A a B cos 
c - . 

8 sen o x • ñ X = 

IV.- RESOLUCION DE ECUACIONES TRIGONa.mTRICAS 
DE.SEGUNDO G~DO CON UNA INCOGNITA. 

a) conteniendo s~lo una funci6n trigonomé
trica de un ángulo. 

En esta clase quedan incluidas las ecuacio
nes de los siguientes tipos: .. 

. 2 
Despejando: sen x = bla • • • sen x = ! I~la 
que se reduce finalmente a la forma sen x = ± a, cuya 
soluc16n se trató en el capítulo!!!. 

88n x es real cuando bis es positivo. 
cal es negativo, sen x es imaginario. 

sen x = + ~ 
- a 

(bis positivo) 

Si el subrsdi
!le la igualdad: 

x = sen-1 ( ff) = 2k " +d ..... Y (2k + 1) ,.. - el-.- • d- exis-a ~ . __ _ _ 
. 

te cuando b ~:::: a. 

x=sen-l(-/~)=2k1r_ .-:J... y (2k+l)"'+~.d....exis-

te cuando b === a. 

~jemplo. Resolver la ecuaci6n: 

9 sen2 x ~ 1 

Tenemos: aen x = ! 0.3333 

Xl = sen-1 (0.3333) ~ 2k ,.. + 190 2~t, Y (2k +l)W -19 0 28 ' 

x 2 = sen-l 
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Comprobando: 
. 

Si x = 19° 28' • • • 9 sen 2 190 28' = 0.9995 = 1 

x :: 160 0 32' •• 9 sen2l60 0 32' = 0.9995 = 1 

etc. 

De manera semejante puede resolverse la ~cuación: 
2 2 a sen x + b C08 x = c 

Haciendo 	una p3queña transformaci6n se tiene: 

2 2 a sen x + b (1 - sen x) = c 

o bien: (a - b) sen2 x + b - c = O, ecuaci6n que ya 
puede: resolv3rse de acu8rdo con el tipo dado. 

De acuerdo con este tipo también puede resol 
verse la ecuaci6n: 

2 a cos x 	 = b 

Esta se convierte en: a (1 - sen 2 
x) = b 

• 2 a - b•• sen 	 x = a 

ecuación del tipo anterior con solución si a - b es
• 

positivo y - b~ o. Esta ecuación puede reso~verse 
también directamente: 

cos x :: ff a 

si b/a es positivo, cos x es real, y: 

x :: 2k 11' ± 0'... . €X. existe cuando b -:-: a. 

AsImismo, 	 la ecuaci6n: 


2 2 
a sen x + b cos x = c 

puede resolverse por esta última forma. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 
2 a tan x ::! b 

Obtenemos directamente: 
tan x 
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Comprobando: 
2 28' 0.9995 

. 
1 Si x :::: 19° 28' • • • 9 sen 19° = = 

x ::: 1600 32' •• 9 
2 32' 0.9995 1 sen 1600 = ::: 

• • • • • • • etc. 

De manera semejante puede resolverse la ccuaci6n: 

a sen2 x + b C08
2 x = c 

Haciendo una p3queña transformaci6n se tiene: 

2 2 a sen x + b (1 - sen x) = c 

o bien: (8 - b) sen2 x + b - c ::: O, ecuación que ya 
pucdG res~lv¿rse de acu8rdo con el tipo dado. 

Dc aouerdo con este tipo también puede resol 
verse la ecuac ión: 

2 a CDS x = b 

Esta se convierte en: a 2 
(1 - sen x)::: b 

• •• 
2 sen x = a - b 

a 

ecuación del tipo anterior con solución sl a - b ea 
positivo y - b~ o. Esta ecuación puede reso~verse 
también directamente: 

C08 X :z ff a 

ai bla es positivo, cos x es real, y: 

x ::: 2k 1r .:t 01_ . lX.. existe cuando b t: a. 

As!mismo, la ecuac i 6n: 

a sen2 x + b C08
2 x ::: C 

puede resolverse por esta última forma. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 

a tan2 x = b 

Obtenemos directamente: 
tan x = + Ir - a 
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de la forma tan x = a cuya soluci6n se trató en el ca
pítulo IIl. tan x es real cuando bla es positivo. 

De la igualdad tan x = +.IF : 
- a 

De manera an~loga pueden resolverse las ecuaciones: 

a cot 2 x = b a oon solución cuando b/a es posit ivo 
2a sec x b con soluci6n cuando b/a es positivo= f 

a ese 2 x = b 	, con solución cuando b/a es posit ivo y 

b ~ a (lo mismo en el caso de la sec2 ) 

b) Conteniendo varias funciones trigonomé
tricas del mismo ángulo. 

Resoluci6n de 	 ecuaciones del tipo: 
2 a sen x + b sen x + c = O 

Con la f6rmula general de segundo grado: 

I b2 ¡ae
-b + sen x !!: 

---.2...a...--- 

2 	 -1si b - 4ac --~~ 	 O, sen x -= A :. x = sen (A) 

x = 2k 1r + '1--	 • Y (2k + 1) 11" _~_ 

.-'" existe si 	A2 -<- l. 

' Isen x !!: B ••• 	 x = sen-1 (E) -= 2k1r + . .) , Y (2k + 1) "'_ /l
/ ,1 

r 	 2'."". existe si B .:'..:.. l. 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

2
5 sen x - 3 	sen x - 1 = O 

Tenemos: 
3 ±,¡"Zg

sen x = --,..,...-- = 0.838510 
- 0.2385 
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de la forma tan x = a cuya soluci6n se trató en el ca
pítulo III. tan x es real cuando bis es positivo. 

De la igualdad tan x = +.;F : 
- a 

De manera an~loga pueden resolverse las 

a cot 2 x = b J oon solución cuando bla 
a sec 2 x = b , con soluci6n cuando bla 

2 
b soluci6n cuando bla a ese x = , con 

acuee iones: 

es posit ivo 
es positivo 
es posit i vo y 

b .:-:- a (10 mismo en el caso de la sec 2 ) 

b) Conteniendo varias funciones trigonomé
tricas del mismo ángulo. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 
2 a sen x + b sen x + c = O 

Con la fórmula general de segundo grado: 

sen x ~ 
-b + Ib2

- 4ac 
--'-"III'2~a---"!~--

si b
2 

- 4ac ._~ O, sen x = A:. x = sen-1 (A) 

x = 2k 1r + i-- , Y (2k + 1) W' _ (?I._ 

-, -- existe si A2 ~ l. 

sen x = B .-. x = -1 sen CE) = 2k1f' + -.;' , y (2k + 1 ) "'-/1 

,-~ existe si B2 ~~ l. 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

2 5 sen x - 3 sen x - 1 = O 

Tenemos: 
sen x = 

3 !.,rzg 
10 = 0.8385 

- 0.2385 
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1
:. x = sen- (0.8385) = 2kw + 56 0 59', Y (2k + 1) w 

-56 0 59' 

sen x :: -0.2385 :. x = sen-1 (-O,2385)= 2k1r -13 0 48' t 

y (2k + 1) w + 13 0 48' 

Comprobando: 

Si x = -13 0 48' .,. 25 sen (-13° 48') - 3 sen (-13°48')

x = 56 0 59' ••• 
- 1 = O 
5 sen 2 56 0 59' - 3 sen 56 0 59' -1= 

= O 
• • • • • • • • • • etc. 

De manera semejante puede resolverse la eeuac16n: 

2 a cos x + b sen x + c = O 
2 a (1 - sen x) + b sen x + c =O 

o bien: 2 a sen x - b sen x - (a + e) :: O 

ecuaoi6n de tipo conocido. 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 
2 

oos x + 3 sen x - 2 = O 

Sust i t uyendo : 

2 sen x - 3 sen x + 1 = O 

• 3 i ,!?: 3 ! 2.236sen x :1•• :: 2·2 

0.764 1sen x :: 2 = 0.382 :. x = sen- (0.382) 

x = 2k w + 22 0 27', Y (2k + 1) w - 220 27' 

Comprobando: 
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-1 
:. x = sen (0.8385) = 2kw + 56 0 59', Y (2k + 1) w -

-56 0 59' 

sen x = -0.2385 • •• x = sen-1 C-0.2385)= 2k1r -130 48' , 

y (2k + 1) ~ + 13° 48' 

Comprobando: 

Si x:;: -13° 48' ••• 5 sen2(-13° 48') - 3 sen (-13°48')

- 1 -=: O 
x = 560 59' • • • 5 sen

2 56 0 59' - 3 sen 56° 59' -1= 

= O . 
• • • • • • • • • • etc • 

De manera semejante puede resolverse la eouaci6n: 

2 a cos x + b sen x + c = O 
2 a (1 - sen x) + b sen x + c = O 

o bien: 2 a sen x - b sen x - (a + c) = O 

ecuación de tipo conocido. 

Ejemplo. Resolver la ecuación: 
2 

cos x + 3 sen x - 2 = O 

Suet i tuyendo: 

2 sen x - 3 sen x + 1 = O 

• • • 

sen x 

sen x = 3 ± .!'5': 
2 

sen x = 5.~36 '> 1 

0.764 :;: 2 = 0.382 

3 ± = 2.236 
2 

:. x = sen-1 (0.382) 

x = 2k w + 220 27', Y (2k + 1) ~ - 22° 27' 

Compr obando I 
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2
Si x = 22° 27' ••• cos 22° 27' + 3 sen 22° 27' - 2= 

= 0.0030 ~ O 
etc. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 
2 a cos x + b cos x + c = O 

Con la fórmula general de segundo grado: 

2-b ± /b - 4ac 
cos x = ~a 	 =A 

cos x es real cuando b 2 - 4ac ~. O, entonces: 

,, -1cos x = B •• x = coS (B) = 2k'" ±~ 
De igual manera se resuelve la ecuaci6n: 

2 a sen x + b 	 cos x + c = ° 
Sustituyendo 	convenientemente, se tiene: 

2 
8 cos X - b cos x - (a + e) = O 

ecuaci6n de tipo conocido. 

También con la f~rmula general de segundo 
grado se resuelven las ecuaciones de los tipos: 

21.- a tan x + 	tan x + c = O, con soluci6n cuando: 

b 2 _ 4ac::--. ° 
,.., 

2.- a cot~ x + b cot x + c = O, con solución cuando: 

b2 _ 4ac .:~:. ° 

,.., 


b23.- a sec~ x 	+ b sec x + e = O, si - 4ac~0, y 

+ ,/bZ 	 ~ 4a 2si -b -	 4ac -... -.~ 

4.- a csc 2 x 	 + b csc x + c = 0, si b2 - 4ac~· 0, y 

si -b ±/b'2 .~ 4a 2 - 4ac 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 

2 ba tan x 	 c+ =- 2 cos x 
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Si 
2 x ~ 22 0 27 t ••• cos 22° 27' + 3 sen 22° 27' - 2= 

= 0.0030 ~ O 

• • • • • • • • • • • • • • etc. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 

a C08
2 x + b cos x + c = O 

Con la f6rmula genera l de segundo grado: 

-b ± .fb2 - 4ac 
cos x = 28 = A 

cos x es real cuando b 2 - 4ac ~. O, entonces: 

x = C09-1 (A) = 2k" ± .?-

cos x = :s • •• x = cos -1 (B) = 2k"" ± p 
De igual manera se resuelve la ecuaci6n: 

2 
x + b O a sen cos x + c = 

3ustituyendo convenientemente, se tiene: 

2 
~ cos x - b cos x - (a + c) = O 

ecuaci6n de tipo conocido. 

También con l a f~rm la genera l de segundo -
gra do se resuelven las eCU3ciones de los tipos: 

1.- a tan2 x + tan x + c = O, con soluci6n cuando: 

b 2 _ 4ac ~ . O 
,... 

2.- a cote X + b cot X + c = O, con solución cuando: 

b 2 _ 4ac .-:-': O 
,... 

b2 3. - a 
,,-

b 0, si sec- x + sec x + c = - 4ac~0, y 

si -b + ./bZ 4ae 4a 2 - - . 

4.- a 
2 

+ b O, si b2 ese x ese x + c = - 4ac ~ 0, y 

Resoluci6n de ecuaci ones del tipo: 

a tan2 x + - b --..,...- = e 2 cos x 
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Suponip.ndo que 	 fuese una suma queda: 

2 	 2 a tan x + b sec x :: C 

2 2a tan x + 	b (1 + tan x) :: C 

2(a + b) 	tan x :: C - b 

. 	 Ic - 6•• tan x :: 	 + o 
- a + 

tan x es real si el subradical es positivo; asit 
• x:: 	tan-1 (A) = k11' + ,l..tan x = + A •• 


1 k1f
tan x = - A .'. x = tan- (-A) = - :-l . 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

2
0.4 tan x + ª = 2.4 

cos x 

Tenemos: 
2 	 20.4 	tan x + 1 + tan x = 2.4 
21.4 tan x 	 :: 2.4 - I =1.4 

... tan x :: 	±. 1, x :le tan-1 (1) ~ k11' + 450 

Comprobando { 

Si x = 45° • • • 0.4 tan2 
45° + 

1 
2 :: 2.4 

cos 45 0 

2 Ix :: -45° ••• 0.4 tan (-45 0 )-t-	 = 2.42 cos (-45°)
•••••••• etc. 

De manera análoga pueden resolverse las ecuaciones: 

2 b1.- a tan x + = e- 2 sen x 


2 b
2.- a cot x + 	--~-- :: e 
sen~ x 

que se 	transforma en: 
a 1 


tan2 x ±. b (1 + tan2 x) :: e 
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Supon1~ndo que fuese une suma queda: 

tan 2 
b 

2 a x + seo x = o 

a tan2 x + b (1 + tan 2 x) = e 

(a + b) tan 2 
- b x = e 

. le - b 
t. tan x = + o - a + 

tan x es real si el subradical es positivo; asir 
• x = tan -1 CA) = k'" + ~-I_. tan x = + A •• 

tan x :; - A .'. x = tan-1 (-A) = k''" - -;1 

Ejemplo. Resolver la ecuación: 

Tenemos: 

0.4 tan2 x + Q = 2.4 
cos x 

0.4 tan2 x + 1 + tan2 x = 2.4 
2 1.4 tan x = 2.4 - 1 :: 1.4 

... tan x :: ± 1, x z 

x = tan-1 (-1) = k'" - 45° 

Comprobando: 

Si 45° 0.4 tan 2 
45° 1 x = • • • + 2 = 

cos 45 0 

-45° ••• 0.4 tan 2 
(-45 0 )·t- 1 x = 2 

cos (-45°) 
, ••••••• etc. 

2.4 

= 2.4 

De manera análoga pueden resolverse las ecuaciones: 

2 1.- a tan x + -
2.- a cot 2 x + 

b 
2 = e 

sen x 

b 
--2"""-- = c 
sen x 

que se transforma en: 

a ± b (1 + 12 ):: e 
t an~ x tan x 
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ecuación de tipo conocido. puede resolverse también 
directamente como sigue: sustituyendo convenientemen 
te y suponiendo que fuese suma: 

2 a cot x + 	b (1 + cot 2 x) :: C 

2
( a + b) c ot 	 x = c - b 

cot x = ± jc - b 

a + b 


cot x es real cuando el subradical es positivo. Así: 

~cot x A • x :: cot-l (A) = k 1i + d-. 

cot x :: -A ••• x = cat-l e-A) :: k 1f' - r1'-. 

Ejemplo. Resolver la ecuación: 

2 1cot x + = l 
2sen x 

Con el segundo nétodo se tiene: 

22 cot x ::r O ••• cot x = O, 


comprobando: 


Si x ::r 90 0 ••• cot 2 900 + f :: 1 


x = -90° ••• 	cot
2 

(-90°) + {-~J2 :: 1 


•••••••• etc. 


2 b3.- a cot x + -"-"""'--:: C2 cos x 
Puede resolverse de acuerdo con el tipo: 

ba tan2 x 	+ 2 :: c- cos x 
Así: a + b (1 + tan2 x) :: C2tan x 
ecuaci6n de fácil soluci6n. Pero también puede resol
verse con las transformaciones hechas en la segunda -
forma de resolver la ecuación última. Así, por ejemplo: 
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ecuación de tipo conooido. puede resolverse también 
directamente como sigue: sustituyendo convenientemen 
te y suponiendo que fueae suma: -

a cot 2 x + b (1 + cot 2 x) = e 

(a + b) cot 2 x = e - b 

cot x = ! je - b 
a + b 

cot x es real cuando el subradical es positivo. Así: 

cot x = A :. x = eot-l (A) = k W + ~

cot x = -A :. x = cot-l (-A) = k 'W' - n .. 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

1 ----= 1 
2 sen x 

Con el segundo cétodo se tiene: 

2 cot 2 x :s O 

Comprobando: 

• 
• t cot x = O, 

1 
900 + I' = 1 

x :: eot-1 (O) = k~ + 90° 

Si x = 900 ••• cot 2 

x = -90 0 ••• cot 2 
(-90 0

) + t-I)2 = 1 

3.-

Así: 

•••••••• eto. 

a cot 2 x + b 
2 cos x 

Puede resolverse de acuerdo con el tipo: 

a tan 2 b x + 2 = c - cos x 

a 2 

tan2 x 
+ b (1 + tan x) :: e -

ecuaci6n de fácil solución. Pero también puede resol
verse con las transformaciones hechas en la segunda -
forma de resol ver l a ecuac i ón última, Así, por ejemplo : 
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~ 

ecuac~on:Resolver la . 

2 18 cot x = 1 
cos2)(, 

Tenemos: 
8 (1 + tan2 x) = 1 ~-tan 

tan4 x + 2 tan2 
x - 8 = O 


2 2 !. 6 2 
,., tan x:: ----...2........ t tan xl:: 2 


tan xl :: ±p 

xi :: tan-1 (1.414) :: kW +54 0 45' 

t an-1x'2 = (-1.414) :: kW - 54 0 45' 

tan2 x2 
:: -4 • tan x2 ± ¡=r:2 

número imaginario, por 10 cual sus valores se despre

cian. 


Comprobando: 

Si x = 54° 45' ••• 8 cot 2 (+ 54° 45') - 1
--,.,.2-----= 

cos 54° 45' 

:: 1.067 :: 1 

x :: -54 0 45' ••• 8 cot 2 (-54° 45') 1 
2 oos (-54 0 45') 

:: 1.067 l.:2 

• • • • • • • • • • • •• etc. 

Reso1uci6n de ecuaciones del tipo: 
2 2a tan x + b cot x :: C 

2 2 a tan x + b = c tan x 

4 2a tan x - e tan x + b :: O 

+ 1 2 
••• tan2 x :: C - C - 4ab •2a 

Si el discriminante es mayor o igual a cero, los valo
rea de tan x son reales. 
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Resolver la . '" eeuaelon: 
2 1 1 8 cot x -- = 

cos2 .... \(. 
Tenemos: 

8 (1 2 x) l -:--2" - + tan = 
tan 

tan4 x + 2 tan2 
x - 8 = O 

2 2 ± 6 
¡t, tan x == ----2~-

2 
t tan xl := 2 

tan xl = =/'2 

xi :: t -1 an (1.414) = kW +54 0 45' 

X"2 = t -1 an (-1.414) = k'" - 54° 45' 

tan2 x2 = -4 • tan x2 ::r ± ¡=r • • 

número imaginario, por lo cual sus valores se despre
cian. 

Comprobando: 
2 

Si x = 54° 45' t •• 8 cot (+ 54° 45') - 1 
--2 .... ---= 

• •• 

cos 54 0 45' 

:: 1.067 := 1 

x = -54 0 45' ••• 8 cot 2 (-54° 45') 1 
2 cos (-54 0 45') 

:: 1.067 :r l. 
• • • • • I • • • • • • • etc. 

Resolución de ecuaciones del tipo: 

a tan2 x + b cot 2 x :: o 

a tan2 
X + b :: c tan2 x 

a tan4 x - e tan2 x + b = O 

4- ¡ 2 
tan2 x :: e - c - 4ab 

28 

Si el discriminante es mayor o igual a cero, los valo
rea de tan x son reales. 
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Si c ! Jcz - 4ab = A y2a 

entonces: 

tan xl == ;t,IA ••• x = tan-1 (IA ) = kW +,~ 


-1 ¡- x = tan (- A ) = k" - ,,(,... 

• • • X =tan-1(~ )= kW + I 

X = t8n-1(_¡~ ) = kW 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 
2 2tan x - cot x = 1 

Tenemos: 2 
x - tan x - 1 :: O 

2 1 ;t 2.236tan x 
2 

tan x :: ± /1.619 = +- 1.272 :. x ='tan-1 (1.272) 

= kW + 51° 50' 

x :: tan-1(-1.272) 

= k'" - 51° 50' 

tan x =;-0.619 , x no existe. 

Comprobando: 
2Si x = 51° 50' • • • tan 51° 50' - cot 51° 50' = 1 

2
• • • tan (-51° 50') - cot (-51°50') = 1 

• • • • • • • • • •• et c. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 

2 a (sen2 
x + cos x) + b sen x cos x = c 

LIu1tiplicando por dos ambos miembros de la ecuaci6n y 
sust i t uyendo : 

2 2sen x + C08 x ::! 1 

2 sen x cos x = sen 2x 
queda : 2a + b sen 2x = 2c 
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si e ! Jc2 - 4ab ~ A Y 
e - 4ab = B 28 28 

entonces: 

tan xl .::;;; +/r • tan-lefA ) = kll' + ."'""-- t • X = 

X = tan-le -lA ) = k" - ~ 

tan x2 ! ..,Ir • 
== •• x := tan-l(~ )== k'W + 

x ;;;; tan-l ( -/~ ) == k'" 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

tan2 x - cot 2 x = l 
Tenemos: 

x -

2 tan x 

tan2 x - 1 == O 

1 .t 2.236 
2 

, , 

- . 1 

tan x = ± /1. 618 = ± 1.272 :. x = "tan -1 (1.272) 

= k"" + 51 0 50' 

x == tan-1 C-l.272) 

== k1f' _ 510 50' 

tan x == ;-0.618 • x no existe. 

Comprobs.ndo: 
Si x = 51° 50' ••• tan 51° 50' - cot

2 51° 50' = 1 

••• tan (-51° 50') - cot 2(-51050') = 1 

• •••••• '9 • • • et c. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 

2 2 a (sen x + cos x) + b sen x cos x = c 

wultiplicando por dos ambos miembros de la eouaoi6n y 
sust i t uyendo: 

sen2 x + 00s2 x == 1 

2 sen x cos x = sen 2x 
queda : 

28 + b sen 2x = 20 
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:. 	 sen 2x = 2 !c ~ 

-1 : 2 -· (c - a) 1. __2x = sen ~ o -, 2kir + ~. _ , y (2k + l)'"'-v(.o 

'_ J 

./ existe cuando: 


b2
-1 g JC - al. 1 6 ( a)24 	 . 15 ,e - _~. 
4 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

(sen2 3x + cos2 3x) - sen 3x cos 3x = 1 

Tenemos: 	 1 - - k"sen 6x = O :. 6x = sen (O) = k" ; x =b 

Comprobando: 
2 2

Si x = 0° ••• sen 0° + cos 0° - sen 00 cos 0° = 1 
x = 60 0 ••• sen2l800+cos2 1800-sen 1800 cos 180°=1 

••••••••••• etc. 

Resoluci6n de 	 ecuaciones del tipo: 
2 2 a sen x + b sen x cos x + e cos x = d 

multiplicando por dos los miembros de la ecuaci6n y 
sustituyendo convenientemente, se tiene: 

2 a (1 - cos 2x) + b sen x + e (1 + C08 2x) = 2d 

o 	bien: 
b sen 2x + (e - a) cos 2x = 2d - (a + e) 

ecuación del tipo: a sen x + b eos x = e, que tiene - 
soluci6n cuando: 

(2d - a _ e)2 -~ b2 + (e _ a)2 

b 2 
6 d

2 
+ ac - d (a + c) ~- 4' 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 
2 2 

- sen x + 6 sen x cos x - 3 	cos x =1 

Tenemos: 

-1 (1 - cos 2x) + 6 sen 2x - 3 (1 + cos 2x) = 2 

6 sen 2x - 2 cos 2x = 6 

.~ sen 2x - 1/3 cos 2x = 1 

• • • 
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sen 2x = 2 ~c i a) 

sen-1 ; 2 ~ ~c - a) l _ 2x ;: '- b J- 2kiT -+- ~. , y (2k + 1)"" - ,-~ 

~ ' existe cuando: 

1 ..... 2 (e - al .. 1 -. .w_ '6 - _ , 6 (e_a)2¿ b2 

'4 
Ejemplo. Resolver la ecuaei6n: 

(sen2 3x + e08
2 3x) - sen 3x cos 3x = 1 

Tenemos: -1 sen 6x = O :. 6x = sen (O)::: k" 

Comprobando: 

Si x = 0° ••• 
2 2 

sen 0° -+- cos 00 
- sen 00 cos 0° = 1 

X ::: 60 0 ••• sen21800+cos 2 1800-sen 1800 cos 180°=1 
••••••••••• etc. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 

a sen2 x + b sen x eos x + e C08
2 x ~ d 

multiplicando por dos los miembros de la ecuaci6n y 
sustituyendo convenient emente, se tiene: 

a (1 - cos 2x) + b 8en2 x + c (1 + cos 2x) = 2d 

o bien: 
b sen 2x + (e - a) CDS 2x ;: 2d - (a + e) 

ecuación del tipo: a sen x 
soluci6n cuando: 

+ b cos x = c, que tiene --

(2d _ a _ c)2 . --:~ b 2 + 

6 

2 
(e - a) 

Ej emplo. Resolver la ecuaci6n: 
2 2 - sen x + 6 sen x cos x - 3 cos x;: 1 

Tenemos: 

-1 (1 - cos 2x) + 6 sen 2x - 3 (1 + cos 2x) = 2 

6 sen 2x - 2 cos 2x ; 6 

.~ sen 2x - 1/3 cos 2x = 1 
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-1 )Si tan ~ = 1/3, entonee,s: ~ = tan (0.3333 = 
=k'" + 18° 26' 

Si ~ = 18 ° 26', sen(2x - Ji) = 0.9498 :. 

2x - ~ = sen-1 (0.9498) = 2kw + 71° 34' Y 

(2k + 1) w - 71° 34' 
12k + l)W - 53° 8' 

••• x = 2k1T + 450 , X = :a ~ 

S1 ~ = 198° 26', sen(2x - ~) = -0.9498 :. 

2x - ~ = sen-1 (-0.9498) = 2kw - 71° 34' y 

(2k + l)W + 71° 34' 

¿~ x = {2k + l~W + ~70~ 

Comprobando: 2 2 

Si x = 45° ." -sen 45° + 6 sen 45° eos 45° - 3 oos 45° 


=1 
2 x = 630 26' -sen 63° 26' + 6 sen 63° 26' cos 63°26' 

- 3 oos2 63° 26' = 1.0089 ~ 1 

eto. 

otra forma de resolver este tipo de eeuaci6n 
es la siguiente: como el primer miembro es homogéneo y 
el segundo no, para hacerlo tambi~n homogéneo se multi 
plica por la ident ida d : sen2 ", _o + eos20"-- = 1, que no
altora BU valor; así se tiene: 

a sen2 x + b sen x eos x + e cos2 x = d(sen2 x + cos2x) 

(a - d)sen2 x + b sen x eos x + (e - d)cos2 x = O 

Dividiendo toda la ecuaci6n entre cos 2 x y sustituyen
do convenientemente, queda: 

2(a - d) tan x + b tan x + (e - d) =O 

ecuaci6n que puede resolverse fácilmente como se ve en
seguida: 

tan x = 
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Si tan ~ '= 1/3, entonee.s2 ~ = tan-1 
(0.3333) = 

= k'" + 18 G 26' 

Si ~ := 18 o 26'. aen(2x - ti) = 0.9498 :. 

~ -1 ) 2x - ~ = sen (0.9498 = 2k1f' + 71° '34' y 

• • • 

Si 

2x 

•• , . 

(2k + 1) w - 71° 34' 

X = (2k + 1)W - 53° 8' x = 2k1Y' + 45° , - ~ 

rJ = 1980 26', sen(2x - ~) = -0.9498 :. 

- ~ 
-1 = sen (-0.9498) = 2kTr - 71° 34' y 

(2k + 1)"" + 71° 34' 

x = (2k + 1~11' + 2700 . 

Comprobando: 2 
Si x = 450 _" -sen245° + 6 sen 45 0 eos 45° - 3 008 45° 

= 1 
2 x = 6'3° 26' -sen 6;° 26' + 6 sen 63° 26' cos 63°26' 

- '3 00s2 6;0 26' = 1.0089 ~ 1 

• • • • • • • • • • • • etc. 

otra forma de resolver este tipo de ecuaci6n 
es le siguiente: como el primer miembro ea homogéneo y 
el segundo no, para haeerlo también homogéneo se multi 
plica por la identidad: 2 ... 2 1 -sen 'r + eos ,~ = • que no 
altera BU valor, as! se tiene: 

a Ben2 x + b sen x cos x + e 00s2 x = d(sen2 x + coe2x) 

(a ... d)sen2 x + b sen x cos x + (e - d)cos2 x = O 

2 Dividiendo toda la ecuaoi6n entre 008 x y sustituyen-
do convenientemente, queda: 

(a - d) tan2 x + b tan x + (e - d) = O 

ecuaei6n que puede resolverse fácilmente como se ve en
seguida: 

tan x = -b 1/b2 - 4(8'" d)(c - d2 
2(a - dj 
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tan x es real cuando el discriminante es mayor o igual 
a cero, as! se llega a las ecuaciones finales: 

tan x A • x tan-1 CA) kW' + ry.,. ,= • • = = 

tan x = B ,•. x = tan-1 (B) = k" + /?


f ... 

Este segundo método es aplicable a toda ecu~ 
ción que se forme por un polinomio entero en: 

sen x cos x, 
(pero si no lo es. podrá homogeneizarse multiplicando 
todos los términos, excepto el del grado m~s alto, por 
la ident idad een2 ..~ + C082 --J...- = 1, o bien por alguna 
de sus potencias que no alterará de manera alg~a la 
igualdad, ya que al multiplicar por 1 o por 1 cual
quier número, éste no se altera, así se obtiene un po
linomio entero en sen x cos x; dividiendo toda la ecua 
ción entre cos x elevado a un exponente tal que especI
fique el grado de la ecuación en cada caso, se obtiene 
una ecuaci6n en tan x que ya puede resolverse fácilmen 
te como se vi6 en el caso anterior. 

- o O o 

v.- RESOLUCION DE ECUACIONES TRIGONOMETRICAS 

CONTENIENDO FUNCIaNES TRIGONO~TRICAS IN

VERSAS.- UTILIDA-D DE DICHAS ECUACIONES EN 

LA I~~EGRACION POR StTBSTITUCION. 


a) Conteniendo s610 una función trigonomé-
trica inversa. 

Estas ecuaciones se resumen en las formas: 

1.- sen-l(x) = a O 	 :. x = sen a. Ecuación en la que se 
obtiene x con la ayuda de las tablas. 

2.- cos-1(x) = a O 	 :. x = cos a 

3.- tan-1(x) = 8° 	:. x = tan a 

8 04.- cot-1 (x) = 	 :. x = cot a 

Ejemplo del caso 1: sen-1 ex) = 1200 :. x = sen 1200 

sen-l (~) = 2kv + 600; 
2 

(2k + 1)1f - 600 
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tan x es real cuando el discriminante es mayor o igual 
a cero, as! se llega a las ecuaciones finales: 

tan x A • x tan -1 CA) k" +0--. = • • = = 
tan x • -1 CB) k" + ... ? :: B •• x :: tan :: 

.' , . 

Este segundo método es aplicable a toda ecu! 
ci6n que se forme por un polinomio entero en: 

sen x COS x t 

(pero si no lo es. podrá homogeneizarse multiplicando 
todos los t~rminos, excepto el del grado más alto, por 
la ident idad sen2.~ + cos2 --J..- = 1, o bien por alguna _ 
de sus potencias que no alterará de manera alg~a la -
igualdad, ya que al multiplicar por 1 o por 1 cual
quier número, éste no se altera, así se obtiene un po
linomio entero en sen x coe x; dividiendo toda la ecua 
ci6n entre cos x elevado a un exponente tal que espec! 
fique el grado de la ecuac16n en cada caso, se obtiene 
una ecuaci6n en tan x que ya puede resolverse fáci1men 
te como se vi6 en el caso anterior. 

- o O o -

v.- RESOLUCION DE ECUACIONES TRrGON~METRICAS 
CONTENIENDO FUNCIONES TRIGONOMSTRICAS IN
VSRSAS.- UTILIDA~ DE DICHAS ECUACIONES EN 
LA I~"TEGRACION POR SUBSTITUCIOn .. 

a) Conteniendo 8610 una función trigonomé-
trice inversa .. 

Estas ecuaciones se resumen en las formas: 

1.- sen-l(x) =: aO :. x = sen a. Ecuaci6n en la que se 
obtiene x con la ayuda de las tablas. 

2.- oos-l(x) = a O :. x = 

3.- tan-1(x) = BO :. x = 
cos a 

tan a 

4.- cot-1 (x) = a o :, x = cot a 

Ejemplo del caso 1: sen-1 (x) = 1200 :. x = sen 1200 

X = ff · •• 
2 

sen-1 (~) =: 2kw + 600; 

(2k + 1)W' - 600 



• • 

•• 

•• 

- 59 -

TIe manera semejante se resuelven las ecuaciones: 

e sen -1 (x) == bo ••• x = sen bola 

a cos-l (x) == bO • x == cos bola 

a tan-1 (x) = bO ••• x = tan bole 

a cot-l (x) bO • cot bola== • • x = 

b) Conteniendo varias funciones trigonométri 
cas inversas. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 

1 -1 x2sen- (x) + sen </1 _ ) == a O 

Haciendo: sen-1 (x) = u ••• x == sen u 

x2sen-1 (/1 - x 
2 

) == v ••• 11 == sen v 

1 - x 
2 = sen 2 v ••• x == cos v 

Por la ecuaci6n se tiene: 

a O • a Ou + v = u = - v 

Formando el sistema: 

1) u + v == a O 

2) x == sen u 

3) x = cos v 

Igualando estas dos últimas ecuaciones queda: 

sen u = cos v, 

de acuerdo con la 1): 

sen(ao - v) = cos v 

sen a cos v - sen v cos a == cos v 

Dividiendo todos los miembros de la ecuaci6n entre cos v,
queda: 

sen a - tan v cos a == 1 

• tan v == -
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De manera semejante se resuelven las ecuaciones: 

-1 (x) bo a sen == • x sen bola • • = 
a cos-l (x) bO • x cos bola = • • = 
a tan-1 (x) = bO • • • x :: tan boja 

a cot-l (x) bO • x cot boja == • • = 

b) Conteniendo varias funciones trigonométrl 
cae inversas. 

Resoluoi6n de ecuaciones del tipo: 

sen-1 (x) + sen-1 (/1 - x 
2 ) = 8° 

-1 Haciendo: (x) u • x = sen u sen = •• 

sen-1 (/1 2 • 11 2 
- x ) = v • • - x 

1 2 2 • - x = sen v • • x = C08 V 

Por la ecuaci6n se tiene: 

u + V :: a O • •• u == a O 
- v 

Formando el sistema: 

1) u + v = SO 

2) x = sen u 

3) x = cos v 

= sen v 

Igualando estas dos últimas ecuaciones queda: 

sen u ::: cos v, 

de acuerdo con la 1): 

sen(a o - v) = C08 V 

sen a cos v - sen v cos a = cos v 

Dividiendo todos los miembros de la ecuaci6n entre cos v, 
queda: 

• •• 

sen a - tan v cos a :: 1 

tan v = -
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.I~fflC\.-1 
, 
, 

,oS4 

Formando el tri~ngulo respectivo ha

llamos que la hipotenusa, por el teo 

rema de Pit~goras vale: 

J.1 (sen a -	 l);¿ + cos 
2 

a = 

=./2 _ ~ sen a • Por la 3) se tiene: 

cos a
X 	: cos V ::: 

¡ ~ · ~ sen a 

ecuaci6n que da directamente el valor de x. Si x = b, 
la 	ecuaci6n propuesta queda: 


-1 -1 I ·Z
sen (b) + sen (1 - b ) ::: aO 


De manera semejante se resuelven las ecuaciones: 


1.- oos-l (x) ± cos-l (ax) = bO 

2.- tan-l (x) ± tan-l (x/a) = bO 

3.- cot-1 ex) ± cot·l (xa ) = bO 

4~- tan-1 (x) ± dot-1 (ax) = bO 

5.- sen-l (x) ± cos-1 (x) =bO 

Que se resuelve como se ve en seguida: Suponiendo que 
fuese sólo: 


sen-1 (x) + C08-1 (x) = a O 


Haciendo: 
 sen-1 (x) = u :. x = sen u 

cos-1 (x) = v o·. X = cos v 

se forma el 	sistema : 


1) u + v ::: a O 


2) x = sen u 


3} x = cos v 


••• sen u ::: cos v, sen(a O - v) = cos v 


sen a cos v - sen v cos a = cos v 


sen a - tan v coa a =1 

• t 	 sen a - 1•• an v ::: cos a 
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Formando el tridngulo respectivo ha
llamos que la hipotenusa, por el teo 
rema de P1t~goras vale: -

¡(sen a _ 1)2 + C082 a = 
= /2 _ 2 sen a • Por la 3) se tiene: 

x = cos v == 
coa B 

¡ 2 ... 2 sen a 

ecuaci6n que da directamente el valor de x. Si x == b, 
la ecuación propuesta quedaz 

sen-1 (b) + sen-l (/1 _ b2) = a O 

De manera semejante se resuelven laa ecuaciones: 

1.- coa- l (x) ± cos·1 (ax) = bO 

2.- tan- l (x) ± tan- l (x/a) = bO 

3.- oot- l (x) + cot- l (xa ) bO - = 
4~- tan-1 (x) + dot- l (ax) bO - == 

5,- -1 (x) + coa-1 (x) bO sen - = 
Que se resuelve como se ve en seguida: 
fuese s610: 

Haciendo: 

se forma el 

, 
sen u , . :: 

sen -1 (x) + cos·1 (x) = aO 

sen-1 (x) = u ,', X = 
cos·1 (x) :: v,', X = 

sen u 

coa v 

sistema : 

1 ) u + v == 8 0 

2) x = sen u 

3) x = cos v 

C09 VJ sen{ao - v) :: cos V 

sen a cos v • sen v cos 8 = cos V 

sen a - tan v coe a :: 1 
• t sen a - 1 •• an v = cos a 

Suponiendo que 
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! S~"'o...-I, 
I 
1 

~___---1 

De esta relaci6n se tiene el trián. 
gula rectángulo de la figura en el 
cual la hipotenusa es igual a: 

/2 - 2 sen a' 

Así con la 3}: 

cos ax = cos v  rr= 2 sen a 

de la que 	puede encontrarse f~cilmente x. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 

tan(cot x} = cot(tan x) 

Suponiendo: cot x. = a :. x = cot-l( a ) 

tan x = l/a :. x = tan-l(l/a) 

la ecuaci6n propuesta queda: tan a = cot(l/a) 

en este caso a y Ita están expresados en radianes. 
Teniendo presente que dos ángulos tienen igual tan
gente cuando su diferencia es igual a k"" circunferen 
cias, se tiene: 

1Y' 1 	 11" 1 
tan a = tan(~ - a) •• • • a - (~ - a) = k'" 

que se transforma sucesivamente en: 

2k'fr + 1T = 2 J 2a 2 
+ 2 = a(2k'fr + W), o bien: 

2a 
2 

- (2k + 1)'" a + 2 = O 

• a (2k + 1)"" ± 1(2k + 1)2w2 - 16 •
• • = 

4 

Si k = 1: _ 3'" ± 19w2 - 16a - 4 
".Si = 3.1416: 

9.4248 -+ 8.535a ~ 	 4 
, 

17.9598
al = = 4.48995 ~ 4.94 

0.8898 = 	 = 0.22245 ~ 0.22258 2 4 
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De esta re1aci6n se tiene el tri~n
gulo rect~ngu10 de la figura en el 
oual la hipotenusa ea igual e: 

.12 - 2 sen a 

Así con la 3): 

x := cos V 
ooa a 
2 sen a 

de la que puede encontrarse f~cilmente x. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo; 

tan(cot x) = cot(tan x) 

Suponiendo: cot x. = a :. x = cot -l( a ) 

tan x = l/a :. x = tan-l(l/aJ 

la ccuaci6n propuesta queda: tan a = cot(l/a) 

I S~l'\o...- t 

¡ 

en este caso a y Ita están expresados en radianes. 
Teniendo presente que dos ~ngulos tienen igual tan
g~nte cuando su diferencia es igual a kW circunferen 
eias, se t lene: 

1F' 
tan a :: tan('2' • • • 

'R" 1 
a - (~ - a) = kW 

que se transforma sucesivamente en: 

• •• 

Si k = 

S1 w = 

2k1r + 1Y' 
2 J 2a 2 

+ 2 = a(2kW + W), o bien: 

28 
2 

(2k + 1)'" 8 2 = O - + 

a (2k + 1)'" ! ¡ (2k + 1)211'2 - 16 = 
4 

3w ! /9WZ 1: 
- 16 8 :: 4 

3.1416: 

9.4248 + 8.535 -a ';1' . 4 E 

al :: 
17.9598 = 4.48995 !: 4.9 4 

13 2 
:= 0.8898 0.22245 ~ 0.2225 4 :: 
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1
Si a :: 4.49 se tiene: tan 4.49 = cot ~ = cot 0.222. 

Transformando los radianes a grados: 

tan(57 0 17')(4.49) = cot(57° 17')(0.2227) 

o 	bien: tan 256° 7' = cot 12° 12' 

tan 76° 7 = cot 12° 12' 

4.061 !: 4.638 

1Si a = 0.2225: tan 0.2225 = cot 0.2225 = cot 4.49 

Convirtiendo los radianes a grados: 

tan(0.2225) (570 17') = oot(4.49)(57° 17') 

o 	bien: tan 12° 44' = cot 2560 7' 

tan 120 44' = cot 760 7' 

0.2259 ~ 0.2471 

Entonces, de aouerdo con lo supuesto se tiene: 

cot 	x = 4.49 • • • x = cot -1 (4.49) = kY; + 12° 12' 

-1
tan x = 0.2227 ••• x :: tan (0.2227) 2! k" + 12° 33' 

cot x :: 0.2225 ,•. x =cot-1 (0.2225) :: k1t + 77° 27' 

tan x :: 4.49 ••• X = tan-1 (4.49) = klT + 77° 20' 

o sean las soluciones de 	 la ecuaci6n. 

Comprobando: 
Si x = 12° 12' • • • tan(cot 12° 12') :: cot(tan 12° 12') 

x :: 770 20' • • • tan(cot 77 0 20') :: cot(tan 77° 20')
• • • • • • • • • • •• etc. 

De manera semejante se resuelven las ecuacio
nes. 

1.- tan(tan x) = cot(cot x) 11eg~ndose a la conclusi6n 
de que esta ecuaci6n es igual a la anterior. 

2.-	 sen(cos x) :: cos(sen x) Del mismo modo, si: cos x=a 
1 2x :: cos- (a), y sen x :: 	/1 - a 

2a ). Así la 	ecuaci6n queda: 
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Si 
1 a = 4.49 se tiene: tan 4.49 = cot ~ = cot 0.222. 

Transformando loa radianes 8 grados: 

tan(57 0 17')(4.49) = cot(57° 17')(0.2227) 

o bien: tan 256 0 7' = cot 12° 12' 

tan 760 7 = cot 12° 12' 

4.061 ~ 4.638 

Si a = 0.2225: tan 0.2225 1 
= cot 0.2225 = cot 4.49 

convirtiendo los radianes a gradosl 

tan(0.2225) (570 17') = cot(4.49)(57° 17') 

o bien: tan 12° 44' = cot 2560 7' 

tan 120 44' = cot 760 7' 

0.2259 ~ 0.2471 

Entonces, de acuerdo con lo sapuesto se tiene: 

cot x -= 4.49 :. x ::: -1 1r cot (A.49) = k + 120 12' 

tan x 0.2227 • x tan-l (O.2227) ~ k'IT + 12° 33' = •• := 

cot x = 0.2225 • x == cot-1 (0.2225) k lT + 77° 27' A • = 
tan x = 4.49 • •• x = t -1 an (4.49) = k'" + 77° 20' 

o sean las soluciones de la ecuaci6n. 

Comprobando: 
Si x = 12° 12' ••• tan(cot 12° 12') = cot(tan 12° 12') 

x = 77° 20' ••• tan (cot 77 0 20') ::: cot(tan 77° 20') 
•••••••••••• etc. 

De manera semejante se resuelven las ecuacio-
nes. 

1.- tan(tan x) = cot(cot x) l1eg~ndose a la conclusi6n 
de que esta ecuaci6n es igual a la anterior. 

2.- sen(cDs x) = cos(sen x) De l mismo modo, si: cos x=a 

x = c09-1 (a), y sen x = /1 - a 
2 

2" a .; . Así la ecuación queda: 

http:17')(4.49
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, 
sen a = cos ,/1 _ a'2 , o 

sen a ~ sen e; -'/1 _ a2) 

a - ; + /1 - a'2 = 2k"'. Efectuando operaciones: 

282 2 
- (4k + 1)'" a + '4k T 1) '" -1 = O 

:. a = (4k + 1)'" i ¡ (4k +41lf lf'! - 2~4k + ll2f-2 - 8 

de donde 8 es imaginario cualquiera que sea el valor 
de k. 

3.- sen(cot x) = cos(tan x) Si cot x = a :. 


x = cot-1 (a); tan x = l/a · ••• x = tan-1 (l/a) 

La ecuaci6n se convierte en: sen a = cos 11a, Ó 
bien: lI" 1 

sen a = sen(~ - [) 

a - " 1 = 2k"',Así: (~ - a) que efectuando operaciones: 

2a 2 - (4k + 1)~ a + 2 = O ••• 

# 'Ir 1
Y tambien: a + ~ - a = (2k + l)tr , o bien: 

2a2 (4k + l)"'a - 2 = O ••• 
a = (4k + 1)lr ±. ~"'i-4k-+-1-l""2lr~2-+-1-6 

Si k = 1, en ambos casos se llega a: 


al = 7.727, = 0.127, = 7.9795 Y 8 = -0.1295
a2 a3 4 

Por lo tanto, los valores de x son: 

cot x = 7.727 .:_ x = cot -1 (7.727) = k1r + 7° 29' 
cot x = 0.127 ••• x = cot -1 (0.127) = k'" + 82° 46' 
cot x = 7.98 ••• x = cot -1 (7.98) = kfr + 70 10' 

-1 1fcot x = -0.1295 .-.x= cot (-O.1295)=k + 82 0 37' 
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sen a = C08 ,/1 - a~ , ó 

sen a ~ sen e; -'/1 _ 8
2) 

,..,/ 2 1Y' a - ~ + 1 - a = 2k • Efectuando operaciones: 

2 
2a 2 - (4k + 1 ) "" a + (4k + ¡) 'Ir - 1 = O 

f _ (4k + 1)" ± ¡ (4k + 1)~ tI! - 2!4k + Il2w-2 - 8 
... a - - 4 

de donde a es imaginario cualquiera que sea el valor 
de k. -

3.- sen(cot x) = cos(tan x) Si cot x = a :. 
-1 x = cot (a): tan x = l/a ••• x = tan -1 (l/a) 

La ecuaci6n se convierte en: sen a = C08 l/a, 6 
bien: 11" 1 

sen a = sen(Z - a) 

1T 1 
Así2 a - (~ - a) = 2kw, que efectuando operaciones: 

28
2 - (4k + l)W a + 2 = O • • • 

i 1r 1 
Y tambien: a + ~ - a = (2k + 1)"" ; o bien: 

2 
28 - (4k + 

a = (4k + 

1 )'lra - 2 = O • • • 
l ) tr i ¡r-~-4k-+-l-)""'21r""2-+-1-6 

Si k = 1, en ambos casos se llega a: 

al = 7.727, a 2 = 0.127, 8 3 = 7.9795 y 8 4 = -0.1295 

Por lo tanto, los valores de x son: 

cot x = 7.727 o:. x = cot-l C7.727) = kV + 7° 29' 

cot x = 0.127 :. x = cot-l (0.127) = k"" + 82° 46' 

cot x = 7.98 :. x = cot-1 (7.98) = kW + 70 10' 

cot x = -0.1295 .~x= cot-1 C-0.1295)=k'lr + 820 37' 
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tan x :: 0.1294 ••• x = tan-1 (0.1294) = kW' + 7° 22' 

tan x :: 7.874 • • 
,. 

x :: tan-1 (7.874 ) :: k1Y' + 82°46' 
-1tan x = 0.1253 ••• x = tan (0.1253) = k"" + 7° 9' 

tan x :: -7.721 • • • X = tan-1 (-7.721) :: k1r + 82° 38' 

Comprobando: 
Si x :: 7° 29' • • • 	 sen(cot 7° 29') = cos(tan 7° 29') 

sen 82° 41' :: cos 7° 24' 6 
0.9918 :: 0.9920 
••••••••••••••• etc. 

Resoluci6n del 	sistema de ecuaciones: 

sen-1 (x) + sen-1 (y) :: 	O 

'Ir
1 	 -1sen- (1) + sen 	 (z) ::: ; :: 60° 
11' 


sen-1 (z) + sen-1 (x) :: Ti ~ 30° 


Si se supone: sen-1 (x) 	= u ••• x :: sen u 

sen-1 (y) = v 	 ••• y :: sen v 

•sen-l (z) :: II 	·, Z ::: sen w 

El sistema se transforma en: 

u O • u ::+ v = •• -v 
::: ::V + W ;'" 60° 

'Ir 
W + U = t) = 300 • • 

, w ::: 30° - u 

v + (300 - u) ::: V 	+ 300 -(-v) :: 600 

:. 2v = 30° ; v :: 	 150 ; u = -15°; w :: 45° 

Entonces: 	x = sen(-15°) ::: -0.2588 

y ::: sen 15° = 0.2588 

z = sen 45° :: 0.7071 

Comprobando: 


Si sen-1 (-0.2588) + sen-l (0.2588) = O 

-1 	 11'sen-I (0.2588) + sen (0.7071) = ; = 60° 
-1 1rsen-l (0.7071) 	+ sen (-0.2588) =o :: 30° 
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tan x = 0.1294 • • • x = tan-1 (0.1294) = kW' + 7° 22' 

tan x =: 7.874 • x tan-1 (7.874) k1T' + 82°46 ' • • ::; ::; 

tan x 0.1253 • -1 (0.1253) k"" + 7° 9' :: • • X ::; tan ::; 

tan x -7.721 • x = tan -1 (-7.721) klr + 82 0 38' =: • • ::; 

Comprobando: 
Si x = 7° 29' • • • sen(cot 7° 29') = cos(tan 7° 29') 

sen 82° 41' = cos 7° 24' 6 
0.9918 ~ 0. 9920 
• •.....•.•• . .•. etc. 

Resoluci6n del sistema de ecuaciones: 

-1 (x) -1 (y) O sen + sen = 
sen -1 (1) + sen -1 (z) 

W' 
60 0 = ; :: 

-1 (z) -1 (x) 
1T 

sen + sen :: -;= 300 

Si -1 (x) • se supone: sen :: U • • x =: sen u 

sen-1 (y) == v • y sen v • • = 
-1 (z) • sen w sen =. • • z = 

El sistema se transforma en: 

u + v = O • u -v • • ::; 

'ft" 
v + w ::; ;= 60° 

'Ir 
W + U :: ::; 30 0 • w = 30° u o •• -

v + (30 0 - u) = v + 300 -(-v) :: 60° 

• 2v - 300 ., v -- 15 o . . -
Entonces: x ::; sen(-IS0) = -0.2588 

y ::; sen 15° = 
z = sen 45° = 

Comprobando: 

Si sen-1 (-0.2588) 
sen-1 (0.2588) 

sen-1 CO.7071) 

0~2588 

0.7071 

+ sen-1 (O.2588 ) ::; O 
-1 11' 

+ sen (0.7071) = j ; 60 0 

-1 1r 
+ sen (-0 . 2588)::; -; = 30° 
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Las ecuaciones trigonométricas inversas, pres 
tan gran utilidad en la integraci6n por sustituci6n,- 
ya que en funci6n de ellas, las integraciones que apa 
rentemente no pueden integrarse por los métodos gene=
rales, por medio de ellas pueden efectuarse fÁcilmen
te. Es conveniente recordar que no existe método ge
neral para hacer tales sustituciones. Sea por ejemplo:
cuando en el integrando figura la forma: 

1.- /aZ : xZ es conveniente sustituir x = a sen ~ 
o bien, x = a cos~. Si se supone la sustituci6n: 
x = a sen ~. por las reglas de derivaci6n se tiene: 
dx = a cos ~ d~. De lo propuesto: 

2 
- x 

Sustituyendo los valores obtenidos en: 

Z Zj'a x dx = fa cos ~(a cos d~) = aj2 ~ d~-	 ~ cos 

l~ 	 1 2 
~ = ~ a (1 + cos 2~) drt :: ~ a (~ + 1 sen 2~) + c. 

Ya que x = a sen ~ :. ~ = sen-l (~), se tiene el tri 
ángulo de la figura. Además: 

x J"'a""2~_-x~2 
sen 2~ = 2 sen ~ cos ~ = 2 - -~..-..a a 

)< 

= 	~ la 2 _ x2 
a 

Sustituyendo estos valores en el re
sultado de la integraci6n con el obje

darlo en la misma forma en que se propuso, queda: 

2 1 -1 x-	 x dx = ~ a 2l' sen (a) 

2 l la 2 
= 	~ a [sen- ([) + x 

Si en la integral se sustituye x :: a cos ~, 

dx = - a SEn ~ d~; la2 - x2 = a sen ~ 
de donde, sustituyendo: 

j~ dx =J~ sen ~(-a SEn ¡I, d~) = aY-sen2 ~ d¡l, 
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Las ecuaciones trigonométricas inver sas, pres 
tan gran utilidad en la integraci6n por sustitución,- -
ya que en funci6n de ellas, las integraciones que ap~ 
rentemente no pueden integrarse por los métodos gene
rales, por medio de ellas pueden efectuarse f~cilmen
te. Es conveniente recordar que no existe método ge
neral para hacer tales sustituciones. Sea por ejemplo: 
cuando en el integrando figura la forma: 

1.- la2 - x2 es conveniente sustituir x = a sen ~ 
o bien, x = a cos~. Si se supone la sustituci6n: 
x = a sen ~. ~or las reglas de derivaci6n se tiene: 
dx = 8 cos ~ d~. De lo propuesto: 

/a2 2 ¡ 2 2 cos ~ - x =8 (1 - sen ~) = a 

Sustituyendo los valores obtenidos en: 

j 2 2 
dx = fa cos ~(a cos ~ d~) j2 la - x = a cos , 

1~ 29f) d[l ~ ~ a2(~ 1 2~) + = ~ a (1 + cos + ~ sen C. 

ya que x = a sen ~ .,J -1 x .• ~ = sen (-), se tiene el tria 

d~ 

~ngulo de la figura . Además : 
x ,/"'a~2~_-x""'2 

sen 2~ = 2 sen ~ cos ~ = 2 a --a--

v~-x~ Sustituyendo estos valores en el re-
sult3do de la integraci6n con el ob je 

to de darlo en la misma forma en que se propuso, queda: 

fa 2 2 dx 1 2 [ -1 x - x :; ~ a sen (a) 

1 2[ -1 x = ~ a sen (a) + x 

Si en la integral se sustituye 

dx = - a sen ~ d~; la2 _ 

I 2 2 1 1 + x a - x 71 + e 
J 

la 2 2] x + e 

x :; a cos ,6, 
2 

sen rJ x = a 

~j::n:e:2s::t:~~O:::'~(_a SEn ~ d~) ~ a~_.en2 ~ d~ 
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= .;:¡-(1 - cos 2¡6') d¡6' = ª,,2 [-¡6' + ~ Sen2;] + e 

Pero si x = a oos ~: ~ :: cos-1Cx/a), se 

tiene el tri~ngulo rect~ngul0 de la fi 

gura: 


x 

a 

x 
2:.J/a2 '2 1 a2 [ 2x 1/ - x 

x dx :: COs-1(x/a)] + e- 2~ a 

1 2 2 2 
= I a - x + a cos-1 (x/a)] + e~[x 

22.- Si en el integrando figura la forma Ix2 + a es 
conveniente sustituir x = a tan~. Sea por ejemplo: 

JI 2dx 2 
x + a 

si x = a tan ~: dx :: a sec2 ~ d~; '!xz + a2 :: 

I 2 2:: a (tan ~ + 1) =a sec 9f 
-

dx = 
2 

fa sec2 ~ dé ¡sec.¡6' =d~a secf;x2 
"+ a 

::r L(sec ~ + tan ~) + e 
- .' . 1 

Si x = a tan ~ :. s6 = tan- (x/a), se tiene 
el tri~ngulo rectángulo de la figura. Sus
tituyendo estos valores queda~ 

2j ' .dx.. = L elx2 + a .~ ~) + e = 
Ix2 + a2 a 

1 22 
= L (x + a + x ) + e = L (/x2 + a2 + x) - La + e 

a 
ya que La es una constante, puede allexarse a e y así, ; 
el resultado final es: 

1'1 dx = L (1x2 + a2 + x) + e 

) 2
,!x2 + a

23.- Si en el integrando figura la forma Ix2 - a , se 
sustituye x = a sec~. Sea la integral: 

x 
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= ,;: 1-<1 -cos 2111l dlll = }2 [-111 + ~ Sen2;] + e 

Pero si x = a cos ~: ~ = cos-1(x!a), se 
tiene el tri~ngulo reot~ngulo de la fi
gura: 

2 
- x sen 

:.J.la2 2 1 8 2 [ 2x la2 2 
dx - x 

- x = '2' a Z 

x 

cos-1<x/a l] + e 

~[x t aZ 2 cos-1<x/a>] a 2 + e = - x + I 

2.- si en el integrando figura la forma Ix2 + a2 es 
conveniente sustituir x = a tan~. Sea por ejemplo: 

fi x2
: 8

2 

si x = a tan ~: dx = a seo2 ti d~; .Ix2 
+ a 2 = 

=Ja sec
2 

S dé a seo 

= L(seo ~ + tan ~) + e 

Si x = a tan fj :. -rJ = tan-1(x!a) , se tiene 
el tri~ngulo rectángulo de la figura. Sus
tituyendo estos valores queda: 

j dx L(/x2 
+ a 2 x -;=:;;=:=::;;-- = a + a) + e = ¡ 2 2 x + a 

:: L (/x2 2 
+ a + x ) + e = L (/xZ + 8 2 + x) - La + e 

a 
ya que La es una constante t puede allexarse a e y así, . 
el resultado f i na l es: 

J~ dx = L (/x2 + a2 + x) + e 
,/x2 ; a2 

3.- Si en el integrando figura la forma Ix2 - a 2 , se 
sustituye x = a seo~. sea la integral: 



- 67 

J 2 2 
X 3 / x - a dx 

Si x == a sec ~ : dx :: a sec ~ tan ~ d~, 

2 
- a 

Sustituyendo en la integral propuesta: 


~x3 Ix2 _ a 2 dx =~(a3 sec3 ;) (a tan p) 


(a seo ~ tan ~ d~) 


=a5~sec2 ; sec2 ; tan2 ; d; = 


2 2 
= a5~(1 + tan2 ~) tan ~ sec ; d; = 

=a~(tan2 ; + tan4 ~)sec2 ~ d~= a5(~tan3~~tan5 ,) + e 

Si x = a sec ~ : ~ :: sec-l(x/a) se tiene el triángulo 

de la figura. Así el resultado de la integraci6n es: 

/ 2 2 5r! (/x2_ a 2)3 1 Ix2 - a 2 )5
X 'x - a dx a ( + eJ 3 

. 
+,:: 3 a - a 


y efectuando operaciones: 


4.- Si en el integrando figura la formal a - x es 
a + x 

•conveniente sustituir x:: a cos ~. Así: 
1 

dx = - a sen ~ d~ • la - x =,/a(l - cas ~) 

la + x :: la (1 + cas ~J :. j~:- x :: j~¡_-~CO~S~! == tan ~ 
a + x I + cos ~ ~ 

Sea: - x dx
+ x 

Sustituyendo por lo convenido queda: 

- 67 -

2 
- a dx 

Si x = a sea ~ : dx -= a sec ~ tan ~ d~, 

z 
- a 

Sustituyendo en l a integral propuesta: 

~x3 Ix2 _ a 2 dx =~(a3 sec3 ~) (a tan ~) 
(a sea ~ tan ~ d~) 

= a5~sec2 ~ sec
2 ~ tan

2 ~ d~ = 

= a5~(1 + tan
2 ~) tan

2 ~ sec
2 ~ d~ = 

=a~(tan2 ~ + tan4 ~)sec2 ~ d~= a5(jtan3~~tan5 ~) + e 

Si x = a seo ~ : ~ = sec-l(x/a) se tiene e l triángulo 

de la figura. Así el resultado de la integraci6n ea: 

JX3 '!xZ _ a 2 dx = a 5 fi (/X2; a
2
)\ ~ (/X2 ; a

2> + e 

y c~ cctuando operaciones: 

~ (/x2 _ a 2 )3 + ~ (/x2 _ a 2 )5 + e == . . 

= ~ ( Ix2 _ 8
2)3 [282 + 3x2J + e 

4.- Si en el integrando figura la formal: - x es 
+ x 

conveniente sustituir x = a cos ~. Así: 

dx == - a sen ~ d~ • la - x =,/a(1 - cos ~J 

la + x == ja(í + cos ~) 

Sea: - x 
+ x 

'o .18 - X 
•• a + x == .I..,.......l _-.-c 0,,-8 ...... ~ ::: tan ; 

I + cos ~ , 

dx 

Sustituyendo por lo convenido queda: 
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tisen f cos ; sen ~=I-a 	 • d~ j-a(l-COS ~) d = 
cos ~ 

-a (~ - sen 	9S) + o • 

•• a 
ú/1~

Si x = a cos 	rj • rJ = cos-1 (~) /4 /;> 
X.-

la--¿x- x dx -a x +cos-l (-) - ~J c a aJI: 	 = + x 

-1 x 	 2 
= - a cos (a) + /a2 

- x + c 

De manera m~s generel, los integrandos en 
los cuales figuran las formas: 

1.- (a2 - b2x2 es conveniente sustituir bx = a sen rJ 
n 

2.- /b2x2 
+ 	a 2 " " bx :: a tan rJ 

2 a'Z _" 	 sec3. - .Ib2x	 bx = a rJ" 	 " 

4.- la - '6x ti 	 bx cos" " 	 ~ a + '6x 	 = a 

Siguiéndose en todas ellas procesos an~lo
gos a los dados anteriormente. 

VI.- DEFINICION DE SISTEMAS DE ECUACIONES TRI
GmrOt1ETRICAS SIMULTANEAS.- NUMERO DE SOLU 

ClONES, POSIBILIDAD DE ELLAS. 

Un sistema de ecuaciones trigonométricas si 
multáneas, es un conjunto de ecuaciones que se resuel
ven al mismo tiempo y que s6lo se satisface por deter
minados sistemas de valores dados a los ángulos que - 
contienen. Así por ejemplo: resolver un sistema de - 
dos ecuaciones trigonométricas simultáneas de primer 
grado con dos inc6gnitas, es en~ontrar los diversos - 
sistemas de valores de los dos ~ngulos que verifiquen
simultáneamente las dos ecuaciones. Un sistema de -- 
ecuaciones trigonométricas simultáneas, generalmente 
está formado por tantas ecuaciones cqmo inc6gnitas hay;
puede darse el caso que haya mayor numero de ecuacio-
nes que de incógnitas, pero nunca el caso de tener me
nor número de ecuaciones que de inc6gnitas. 
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=/-a sen f 008 {- sen 9 
d~ {-8(1-C08 ~) d ""2'" ::: • 

cos ~ 

-a (~ - sen 9S) + o • o/1~ Si x a cos rJ • rJ 
-1 (~) ::: •• ::: cos 

.~ j a 

JI: ¡-

la2 
2J 

X 

- x dx cos-1 (¡) - x + o ::: -a 
+ x a 

-1 x + la2 2 
= - a cos (8') - x + e 

De manera m~s general, los integrandos en -
los cuales figuran las formas: 

l 1 2 b2Xz .- re -

+ a 2.- Ib2x2 

3.- .Ib2x2 

4.- la - bx 
a + '6x 

2 

es conveniente sustituir bx = a sen ~ 

" " " bx :: a tan rJ 

" " " bx = a sea ~ 

11 " " bx = a cos ~ 

Siguiéndose en todas ellas procesos an~lo
gas a los dados anteriormente. 

VI.- DEPIF.TCION TIE SISTEMAS DE ECUACIONES TRI
GmWUETRICAS SIMULTANEAS. - NUMERO DE SaLU 

CIorIES, POSIBILIDAD DE ELLAS. -

Un sistema de ecuaciones trigonométricas si
multáneas, es UIl conjunto de ecuaciones que se r esuel
v en al mismo tiempo y que s610 se satisface por deter
minados sistemas de valores dados a los ángulos que -
contienen. As! por ejemplo: resolver un sistema de -
dos ecuaciones trigonométricas simultáneas de primer -
grado con dos inc6gnitas, es enoontrar 108 diversos -
sistemas de valores de los dos ~ngulos que verifiquen
simult~neament e las dos ecuaciones. Un sistema de --
ecuaciones trigonométricas simultáneas, generalmente -
está formado por tantas ecuaciones como inc6gnitaa hay; 
puede darse el caso que haya mayor número de ecuaclo-
nes que de incógnitas, pero nunca el caso de tener me
nor número de eCQaciones que de inc6gnitas. 
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El número de sistemas de valores que verifi 
can un sistema de ecuaciones trigonométricas simult~
neas, es infinito, ya que a cada soluci6n corresponde 
infinidad de valores, la posibilidad de cada uno de 
dichos valores depende de las ecuaciones finales que
se obtengan; éstas son de alguna de las formas siguien 
tes: sen x = a, cos x = b, tan x = c, etc., cuyas so-
luciones se trataron en el capítulo III. 

Para resolver un sistema de n ecuaciones con 
n inc6gnitas, no es posible dar un método a seguir, si 
no que se resuelven m~s fácilmente cuanto mayor sea el 
número de identidades que se conozca, sin embargo, pue 
den darse tipos de sistemas de ecuaciones trigonométrr 
cas simultáneas de primer grado con dos inc6gnitas --= 
cuando se conocen la suma o diferencia de los ~ngulos
desconocidos, así como la suma o diferencia de los se
nos, cosenos y tangentes; el producto de los senos, -
cosenos, tangentes, y el cociente de los senos, cose-
nos y tangentes de los propios ángulos. 

V1I.- RESOLUC10N DE SISTEMAS DE ECUACIONES 
SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO CON DOS 

INCOGNITAS. 

a) Resoluci6n del sistema de ecuaciones tri 
gonométricas simultáneas del tipo: 

1) x + y = a 

2) sen x + sen y = b 

Aplicando en 2) la f6rmula correspondiente a la suma de 
los senos de dos ángulos: 

2 sen x + 'l cos x ~ l = b2 

como x + y = a, según 1), puede encontrarse cos x 	 - ¡ 
2 

bAs!: cos y = ,2 sen a 

x ••• :t = cos-1 r_ b2 
I 2 sen ;J

,

x  l = 2kiT ± (j...2 
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El número de sistemas de valores que verifi
can un sistema de ecuaciones trigonomét ricas simult~
neas, es infinit o , ya que a cada solución corresponde 
inf i n idad de valores, la posib il idad de cada uno de -
dichos va l ores depende de las ecuaciones finales que
se obtengan; ~sta8 son de alguna de las formas siguie~ 
tes: sen x = a, cos x = b, tan x = e, etc., cuyas so
luciones se trataron en el capítulo 111. 

para resolver un sistema de n ecuaci ones con 
n incógnitas, no 9S posib l e dar un m~todo a seguir, si
no que se resuelven m~s fácilmente cuanto mayor sea el 
número de identidades que se conozca, sin embargo, pue 
den darse tipos de sistemas de ecuaciones trigonomét rr 
cas s imultáneas de primer grado con dos incógnit as --= 
cuando se conocen la suma o diferencia de l os ángulos
desconocidos, así como la suma o diferencia de los se
nos, cosenos y tangentes; el producto de los senos, -
cosenos, tangentes, y el cociente de los senos, cose-
nos y tangentes de los propios ángulos. 

V11.- RESOLUCION DE SISTE1~S DE ECUACIONES 
SIMULTANEAS DE PRIUER GRADO CON DOS 

INCOGNITAS. 

a) Resolución del sistema de ecuaciones tri 
gonométricas simul táneas del tipo : 

1) x + y == a 

2 ) sen x + sen y == b 

Aplicando en 2) la f6rmula correspondiente a l a suma de 
los senos de dos ángulos: 

2 sen x + 1 cos x : ~ = b 
2 2 

como x + y = a, según 1), puede encontrarse cos x - y 
2 

Así: 

• • • 

cos 

x -
2 

x -
2 

:t 

~ 

y b 
== 2 sen a 

~ 

-1, ~l = cas b 
2 sen 

, 

== 2kTr ± (jo-
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d. existe cuando s 
b-1 ¿. •• "- 1- a

2 sen , 
o, elevando al cuadrado: 

b2 ¿. 2 a
4 sen ~ 

4kTr +Finalmente: x - y = - 2~ 

Conociendo la suma y la diferencia de los -
~ngulos desconocidos, se puede conocer cada uno y para
ellos se resuelve el sistema de dos ecuaciones de pri
mer grado con dos inc6gnitas, como se ve en seguida: 

x + y = a 
x - y = 4k" -+ 2 (j..., 

2x = a + 4k1r i 2 (}... :. x == ~ + 2k1r !. ~ 

2y ~ a -(4k1r !. 2 c-J.- ):. y = ~ -(2k1r i (k,.) 

Ejemplo: Resolver la ecuaci6na 

1) -- ~r':"+ -y-~= ··60G 

2) sen x + sen y = 1 

Sust i triyendo ' corivenfentemente en 2) queda: 
x -+ x - 12 sen Z ·cos = 12 =2 

::16,. 2 sen 30° COf$ .. : 2_l 1 - . 

~ 1 
r .. ._ ._~:. cos ~ = Z(0.5) = 1 

. . 
2k1r: ~ == COS~~(l). = J. x - y=. 4'k"" ... 

Como ya se conoce la suma y la diferencia de los ~ngu
los desconocidos, ' se forma un sistema de dos ecuaelo-
nes de primer gra9-o eon 7dos inc6gnitas, que son, preci 
samente, los ~ngulos..~ desc.ohooldos y que por consiguieñ 
te, sus valores se encuentran: 

,; 

'x + y == 60 0 

x 1. ::;".4k1'f' i · 
-

2x = 60° + 4k" • x . 2k'fr .+ 300 

'(.y == 60 0 - 4k1F ••• Y = - 2k~ + 300 
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do. existe cuando I 
-1 ~ ... b , 1 

2 sen ; 

o, elevando al cuadrado: 

Fina lmente: x - y = 4k1t" i 2 ~ 

Conociendo la suma y la diferencia de los -
~ngulos desconocidos, se puede conocer cada uno y para 
ellos Be resuelve el sistema de dos ecuaciones de pri
mer grado con dos inc6gnitas, como se ve en seguida: 

x + y = a 

x - y = 4ktr + 2~ -
2x a + 4k"" + 2~ • x ~ + 2k"" .t d--= •• = -
2y :: a - ( 4k 1r + 2 Ó'-- ) .... y == ~ -( 2k'" ±. nl. ) -
Ejemplo: Resolver la ecuaci6nl 

1 ) - -:r--..: -y---= -60G 

2) sen x + sen y = 1 

Sust i t uyendo convenientemente en 2) queda t 

2 sen x + ¡ coa x - l 1 2 2 
:;a 

6_ 2 sez:1 30° co~ - ~ 2-Y = 1 . 

• cos y= 1 1 •• 2(0.5) = 
, . 

~= COB~1(1) _ = 2 k"'" , x - y == 4k"" . 
Como ya se conoce la suma y la diferencia de loa ~ngu
los desconocidos, se forma un sistema de dos eCUBcio- 
nes de primer grado con :dos inc6gnitas, que son, preci 
samente, los dngulos- descohocidos y que por conaiguieñ 
te, sus valores se encuentran: -

• f · 

x + y = 60 0 

.x - l :::-.4kW' 
2x 60° + 4 k'" • x 2k1r 30° = •• == -+ 

2y = 60 0 4k1r • Y = 2k~ + 30° •• -
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Comprobando:

Si x = 300 


Y :: 300 ••• 	 x + y = 60 0 


sen 300 + sen 300 = 1 

••••••••••• etc. 


De manera análoga se resuelven los sistemas: 

x - y = a x - y :: a 

sen x - sen y :: b, sen x + sen y = b, sen x - sen y = b 

Resoluci6n del sistema de ecuaciones trigo
nométricas del tipo: 

1) x + y =a 
2)cos x + cos y = b 


Reemplazando el primer miembro de la ecuaci6n 2) por 

un producto de dos cosenos, según f6rmula: 


2 cos x ¿l cos x 2 y = b 


pero. x + y :: a, entonces queda: 


bcos x 
2 
- l :: 

a

2 cos 2' 


• x - ~•• 2 = 009-
1[2 00: 1J = 


x - y =4kll" :t 2 c/..~ 


r;.. existe cuando: -1 ¿ b a :!;. 1, o bien: 
2 cos 2' 

b2 ~c4 cos2 a 
~ 

Así se tiene el sistema: 

x + y :: a 
x - y ,= k411" .:t 2-:l.. 

2x = a + 4k'" :t 2-f- • x ::; i 2kw±vl 
2y = a - (4k'W 2 d-) ••• y :: ~ - (2k" ± d- ) 

Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones I 

Comprobando: 
Si x =" 300 

Y = 30° 
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• • • x + y = 60 0 

sen 300 + sen 30° = 1 
• • • • • • • • • •• etc. 

De manera andloga se resuelven los sistemas: 

x + y = a x - y = a x - y = a 
sen x - sen y = b, sen x + sen y = bl sen x - sen y = b 

Resoluci6n del sistema de ecuaciones trigo
nométricas del tipo. 

1) x + y = a 
2)cos x + cos y = b 

Reemplazando el primer miembro de la ecuaci6n 2) por 
un producto de dos cosenos, según f6rmula: 

2 cos x .y coa x - y = b 2 2 
pero, x + y = a, entonces queda: 

• • • 

• •• 

x - l 2 

~-COB~ 

= ooa-
1 [2 

b 
a 2 coa 2' 

-, 
b I 

cos ;J = 2k'lf ± o.-

x - y =4k'n" + 2 '-:}.J -
~ existe cuando: -1 ¿, b 

---~a =. 1, o bien: 
2 coa 2' 

Aaí se tiene el sistema: 

2x = a + 4k1Y' :t 2 7-

2y = a - (4k1Y' 2 d-- ) 

• • • 
• • • 

x = ~ i 2k.... :, .. -j... 

y = ~ - (2k1r i .:J- ) 

Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones, 
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x + y = 240 0 

cos (-x) + cos (-y) = 1 

2 cos -l~) ' -(y)= 1C08 

C08 _(~)= 1 = -1 -¿- 2 c08(-1200 ) 

••• cos y ~ -1; Y = cos-1 (-1) = 2kw + W 

x - y ~ 4kw ± 2w = (4k ± 2)W 

Ahora: x + y = 240 0 

x - y = 4k" ± 2" 

2x = 240 0 + (4k ± 2)W :. x = 1200 + (2k ± 1)" 

2y = 240 0 
- (4k ± 2)11' :. y = 1200 

- (2k ± 1)"" 

Comprobando: 
Si x = 3000 

y = -60 0 • • • 	 x + y = 2400 

oos(-300 0 )+ cos 60° = 1 
•••• ' .0 • •• etc. 

De manera análoga se resuelven los sistemas: 

x + y = a x-y=a; 
cos x - oos y = b c os x + cos y = b cos x-oos y = b 

Resoluciones de sistemas de ecuaciones tri- 
gonométricas simultáneas del tipo: 

1) x + y = a 
2) sen x sen y = b 

Multiplicando por 2 los dos miembros de la 2):
2 sen x sen y = 2b, Y sustituyendo el primer miembro 
por una diferencia de los cosenos de dos ~ngulos; te
niendo en cuenta las f6rmulas: 

3) cos p - cos q = -2 sen ~ sen ~ 
4) cos q - oos p = 2 sen~ sen y 
Calculando primero p y q: 

• • • 
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x + y = 240 0 

coa (-x) + coa (-y) :: 1 

2 cos -l~) ' coa -(y)= 1 

cos _(~)= 1 - -1 --z- 2 oos(-120 6 ) -

~ cos ~ :: -1; 

Ahora: x + y = 240 0 

x - l. = 4k''' .t 2'" 

2x '= 2400 + {4k + 2)lJ' • X = 1200 + • • -
2y '= 240 0 

- (4k + 2)"" • Y = 1200 -•• -
Comprobando: 

(2k i 1)1f 

(2k ± 1)'" 

Si x = 300 0 

Y - -600 • • • x + y = 240 0 

008(-300°)+ cos 60° = 1 
• • • • • • • •• et c. 

De manera análoga se resuelven los sistemas: 

x + y = a 

cos x - cos y = b 

x - y = a 
c o s x + c o s y = b c o s x -o o s y = b 

Resoluciones de sistemas de ecuaciones tri-
gonométricaa simultáneas del tipo: 

1) x + y = a 
2) sen x sen y = b 

Multiplicando por 2 los dos miembros de la 2): 
2 sen x sen y = 2b, Y sustituyendo el primer miembro 
por una diferencia de los cosenos de dos ~ngulos; te
niendo en cuenta las f6rmules: 

3) ~ p - q cos p - cos q = -2 sen ---z- sen - 2 -

4) C08 q - cos p ; 2 sen ~ sen ~ 

calculando primero p y q: 
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1 (p + q) = x ••• p + q := 2x ~ 
p - q = 2y! (p q) = Y ••• 

2p = 2(x + y) ••• p = x + y 

2q = 2(x y) ••• q := x - y 

Sust i t uyendo estos valores de acuerdo con la fórmula 4) 

cos(x - y) - c~s(x + y) = 2b. Como x + y = a, dato, se 
tiene: 

cos(x - y) = 2b + cos a 

••• x - y = cos-1 (2b + oos a) = 2k'" ± cJ..

cJ.- existe cuando: -1~ 2b + cos a:'l, o, transforman
do la desigualdad: 

2
-2 oos2 ~.~ 2b :'!:: 2 sen ~ 

de donde finalmente, se obtiene la condici6n: 
2 a 2 a- cos , ~ b .t_ sen 2' 

De este modo se obtienen la suma y la diferencia de dos 
ángulos, por lo que ellos se encuentran: 

x y := a+ 
x ':Z - l 2k'ft" *.,t.., 

a• kW' + '.J
I • x = +2' -7 

y = ; - (k1r ± ~f) 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 
x + y = 460 

senx sen y = 0.136 

p + q = 2x 
12 ".S1 = 2~ 

p = x + y 
q = x y-


cos(x - y) - cos(x + y) = 0.272 


•cos(x - y) = 0.9667 •I x - y = cos -1 (0.9667) 
-= 2k" + 14° 50'-
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1 (p + q) x • P 2x ~ 
:: • • + q = 

! (p q) • p - <¡ = 2y 
:: y • • 

2p 2(x + y) • p x + y :: • • ::: 

2q 2(x y) • q x - y ::: • • ::: 

Sust i t uyendo estos valores de acuerdo con la f6rmula 4) 

cos(x - y) - c~s(x + y) ::: 2b. Como x + y = a, dato, se 
tiene: 

cos(x - y) = 2b + cos a 
, 

x - y cos-1 (2b + cos a) 2k" ± cJ..-• • ::: = 

rY.- ex1st e cuando: -1 ~ 2b + cos a:=. 1 t o, t ransforman
do la desigualdad: 

2 a 2 a 
-2 cos ~.~ 2b.~ 2 sen ~ 

de donde finalmente, se obtiene la condici6n: 
2 a 2 a 

- e os ., ~ b ¿ . sen ~ 

De este modo se obtienen l a suma y la diferencia de dos 
~ngulos, por lo que ellos se encuentran: 

x + y :: a 
x - y ~ 2k"" ±~. 

,", x ::: ; + k"" ± '* 
y ::: ; - (kW ± ;-) 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

x + y = 46° 
serue sen y = 0.136 

P + q ::: 2x 
I! - <¡ = 2~ 

p ::: X + Y 
q :: X - Y 

cos(x - y) - cos(x + y) 

cos(x - y) = 0.9667 
, 

x - y •• 

=: 0.272 
-1 ::: cos (0.9667) 

::: 2k" + 14° 50' -
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x + y ::: 46 0 


~ - l ::: 2k~ ! 14 0 50' 

46 0 70
2x = + 2kli' + 140 50' :. x ::: 230 + kli' + 25' 

2y = 46 0 - (2kn-± 14050' ):. y = 230 - (k'Tí-:t, 7°25') 

Comprobando:

Si x = 300 25' 


46 0Y ::: 15° 35' • • • x + y ::: 
sen 30° 25' sen 15° 36' = 0.136 
• • • • • • • • •• etc. 

De manera análoga se resuelven los sistemas: 

x + y = a x - y = a x -+ y = a 
-sen x sen y = b; sen x S€fl y = b ; sen(-x) sen(-y)=b 

Resoluci6n de ecuaciones simultáneas del tipo: 

1 ) x + y ::: a 

2 ) cos x cos y::: b 


Multiplicando por 2 los dos miembros de la ecuaci6n 2): 
2 cos x cos y ::: 2b; sustituyendo el primer miembro de 
esta ecuaci6n por una suma de los cosenos de dos ángu
los, calculando previamente p y q: 

p + q, = 2x 

p - q = 2y 


2p • p = x + y= 2~X + y~ • ••2'l. = 2 x - y • • q = x - y 

sustituyendo estos valores según fórmula, se obtiene: 

cos(x + y) + cos(x - y) = 2b 
cos(x - y) ::: 2b - cos a 

• -1 
•• x - Y ::: cos (2b - cos a) ::: 2k"

W' 
±(j 

.. . existe siempre que: -1 ~_ 2b - cos a :!::. 1, o bien: 
2 a , b ¿ 2-sen , -:-.: __~ cos a 

~ 

Calculando x e l, queda: 

x + y = a 
x - l. = 2k'Yf ='=~~ 

a 
:::2x = a + 2klr -+ :7-.. ••• x + k"" + f ~ . 

• _ k lr2y = a - (2k~ '! '7- ) • • y = ~ + ~ 
Ejemplo: Resolver la ecuaci6n 

x + y ::: 750 0 


cos x cos y::: 0.5 
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x + y :: 46 0 

~ - Y, = 2k~ t 14° 50' 
2x = 46 0 + 2k"" + 14° 50' :. x = 230 + k11' + 7° 25' 
2y == 46 0 - (2kn-:.t 14°50 ' ):. y ::: 23 0 - (kTr-! 7°25') 

Comprobando: 

• • • 
S1 x = :;00 25' 

y = 15° 35' x + y = 46° 
sen 30° 25' sen 15° 36' == 0.136 
• • • • • • • • •• etc. 

De manera análoga se resuelven loa sistemas: 

x + y = a x - y = a x:.ty=a 
-sen x sen y == b; senXS€l1y== b ; sen(-x) sen(-y)=b 

Resolución de ecuaciones simult~neaa del tipo: 

1
2

) x + y = a 
) coa x cos y::: b 

Multip1icClndo por 2 los dos miembros de la ecuaci6n 2): 
2 cos x cos y ::: 2b, sustituyendo el primer mi embro de 
esta ecuaci6n por una suma de los cosenos de dos ángu
l os , calculando previamente p y q: 

p + q =: 2x 
p - q == 2y 

2p = 2~X + Y~ • P = x + y • • 
2'1 2 x - y • q = x - y = • • 

sustituyendo estos valores según f6rmula, se obtiene: 

cos(x + y) + cos(x - y) ::: 2b 
cos(x - y) :: 2b - cos a 

• •• x -
-1 y == cos (2b - cos a) == 2k1r:.t(j--

existe siempre que: -1 ::' 2b - cos a ~ 1, o bien: 

2a ' b~' 2 -sen ,. "= :_~ cos a 
~ 

Calculando ~ e l. queda: 

x + y :: a 
x - ~ == 2k"'" ;i;':~ 

2x a 2k"" + --1-._ • X = + •• - -
2y = a (2k1r !. f- ) • - • • 

Ejemplo: Reaolver la ecuación 

x + y ::: 7500 

cos x coa y == 0.5 

= 
y 

a 
k'" + f ~ + 

= ~ + ~ _ k"" 
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q 	 2xr + = 
:::I2 - 2~'~ 

2p = 2(x + y) ••• p -- x + 1~ 

2q ::: 2(x - :' ) ••• q ::: X - y 

,cos(x + y) + 	cos~x - :1') ::: 


,
cóa(x - y) -	 .... - cos 7500 = 0.1340 

••• 	 X - Y ::: cos-1 (0.1340) ::: 2k" !. 82 Q 22' 

Ahora: x + y ::: 7500 

xu:.l.= 2kw± 82°.22' 
2x ::: 750 0 + 2k1r + 820 22' :. x = 375 0 + k1r .t 41 0 11 t 
2y ::: 7500 _ (2k1r±82 c 22') ••• y ::: 375 0 

- (k'fi ±. 41°11 t ) 

Comprobando: 
Si x::: 4160 	 6' 

Y = 333 0 49' ••• x + y == 749 0 55' • 750 0 

cos 416 0 6' .ccs 333 0 49' = 0.5032 • 0.5 
•••••••••••• etc. 

De manera análoga se resuelven los sistemas: 

x + y ::: a x + y ::: a 
• 

co~ 	x cO~'-l) = b 'c~s,~x¿_~g2 ~4= b 

x - y ::: a x - y ::: e 

oos x cos y ::: 

• 
b 

~ 
cos,x) cos(-Yl= ~ 


x-y=e x-y=a x+y==a 
cos(-x) cos y = b cos(-x) cos(-y) ::: b cos(-x) cos(-y)=b 

Reso1uci6n de sistemas de ecuaciones trigono
~étrices simultáneas del tipo: 

1) x + y ::: a 

sen x b)2 sen·y = e 
Esta ecuaci6n puede escribirse, en virtud de 

las proporciones, como sigue: 

sen 	x - s~n l = bu - e 
sen 	x + sen y o + e 

• 	 tan•• 	 ~ b - e
• = t) + •ctan 	xZl 

x - l b - c a 
tan 2 = '6 tan 

+ e ~ 

r + q = 2x 
~ - !l :: 2~· 

2p = 2(x + y) • • • p -- x + y 
2q 2(x :r) • q x y :;; - I .. :: -
cos(x + y) + C09~X - ;¡) = , -
cos(x - y) : : - cos 7500 = 0.1340 

:. x - y == C08-
1 (0.1340) = 2kw i 82~ 22' 

Ahora: x + y :: 750~ 
x ~.l.- tkW ± 82 0 .22 ' 

2x -= 750 0 + 2k'" + 820 22' :. x == 375 0 + k'" !. 41 0 11' 
2y == 7500 _ (2k1r± 82 c 22 t) """ y == 375 0 

- (k1i ± 41 °11' ) 

comprobando: 
Si x = 4160 6' • 

Y =: 333 0 49' " •• x + y = 7490 55' 7500 

cos 416 0 6' ,ces 333 0 49' :: 0.5032 • 0.5 
•........••. etc. 

De manera análoga se resuelven los sistemas: 

x + y == a 

_c_o_s __ ~~c_o_~.(.-~~·~~_= __ b_ ;c2s~-x~~~os ~4= b 

x - y = a. 
~ 

009 X C09 ~ = b 
• 

x - y :: a 
cos(x} coa(-yl= b 

x-y==a x-y==a x+y=a 
cos(-x) cos y = b cos(-x) cos(-y) :: b cos(-x) cos(-y)=b 

Resolución de sistemas de ecuaciones trigono
~étricas simultáneas del tipo: 

1) x + y = a 
sen x b 

2) seney = e 

Esta ecuaci6n puede escribirse, en virtud de 
las proporcionea, como sigue: 

" •• 

sen x - s~n l = b - e 
sen x + sen y b + C 

tan X2~ b - e • :::: t) tan x~l + e 

tan x 2 l = b - o tan 15 + o 
a 
1 
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1 ,-- b - e tan al k1r.. . • x 2~ = tan- L "6 + e ~J :: +.-j.... 

x - y :: 2k'"" + 2 j- 

Entonces: 
x + y = a 
x - y :: 2k11" + 2 ,-J.._ 

X :: ~ + k1r + 6.1- . 

Y = ~ - (k"" + /- ) 

aquí: a o , b y e cualesquiera. 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

x + y :: 50° 
sen x 1 = 
sen y ~ 

sen x - ~en y 1 • tan x - ;y 
sen x + sen y = - '3' • • 2 = - '3'

1 
tan x 2;y 

x~X 1tan ~ = - ; tan 25° = -0.1554 

~ -1 ):. ~ = tan (-0.1554 = k" 80 50' 

x - y = 2k'n" - 170 40' 

Así se tiene el sistema : 

x + y :: 50° 
x - y = 2k'1f - 17° 40' 

2x 
2y 

= 500 
~ 50° 

+ 2klT 

-(2k"" 

17° 40' 
17° 40' ) 

• x•• 
;,•• y 

= 
:: 

250+ klT 

25°-(k'1f 
8° 

8° 

50' 
50') 

Comprobando: 
Si x:: 16° 10' 

Y ::: 33° 50' ••• x + y = 50° 
sen 16° 10' 1 
sen 3:3° 50' = ~ 
••••••••••• etc. 

De manera análoga se resuelven los sistemas: 

x - y =a 

sen x b sen x b 
sen y 

:: 
e sen y = -e 
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• el X 2 y == tan -1 [~ : ~ t an ~ ] = k1f + .-1_ 

x - y = 2k'R" + 2 7-

Entonces: 
x + y = 
x - y = 

a 
2k'lr + 2,-1--

k"" + -;l. . x a 
== ~ + 

Y = ; - ( k'" + :'- ) 

aquí; a o , b y e cualesquiera. 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

x + y ::: 50° 
sen x 1 
sen y =: ~ 

sen x - sen y 1 
sen x + sen y = - ; 

• 
I • 

tan y 
tan x + y 

2 

1 = - ; 

x~ 1 tan ~ == - ~ tan 25° = -0.1554 

• • o. 
~ -1( ) .. ~ = tan -0.1554 = k" 8° 50' 

x - y = 
Así. se tiene el 

2x == 50° 
2y = 50° 

Comprobando: 
Si x::: 16° 10' 

Y = 33° 50' 

2k'" - 17° 40' 

sistema : 

x + y = 50° 
x .. y = 2k'IT - 17° 40' 

+ 2k'" 17° 40' • x •• 
-(2k"" 17° 40' ) • y •• 

••• x + y == 50° 
sen 16° 10' 1 
sen 5:;0 50' = ~ 
........... etc. 

= 
:; 

250+ k"" 
25°-(k'lr 

De manera análoga S6 resuelven los sistemas: 

x + y == a 

sen x 
sen y = b 

e 
sen x 
sen y 

b 
::: -e 

8° 50' 
8° 50' ) 
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X :;: a 	 X + Y a- Y 	 = 
ser. x t 	 sen - x b 

:::- --- -	 = sen y c 	 sen y c 

Resoluci6n de sistemas de ecuaciones trigo
nométricas simultáneas del tipo: , 

1) 	 x + y =a 

cos x b
2) • = .... cos y c 

Transformando la 2) con ayuda de las proporciones en: 

cos x - cos 1 = b - c 
oos x + oos y b + o 

el primer miemb~o por f6rmula oonocida se transforma: 

-tan 	~ tan ~ = ~ : ~ 

tan y :: 
b - o 1 - o + o tan a 

~ 

oot atan ~:::~ + 
-

15 
b 

~ 

• tan-1 [e - b 	 k1r•• 	 y = cot ;1 = + el-o + 15 
..J 

X - Y = 2k'" + 2U-

Así se obtiene el sistema: 

x + y = a 
x - y :: 2k'" + 2 ,1' · - ...¡.~ x = a/2 + k'IT + 
X = a/2 - (k'" + ~ ) 

Aquí: a O , b y c cualesquiera. 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 
x + y = 400 

cos x 1 
cos y = ~ 

Tenemos: 
cos x - oos ~ 1 
cos x + oos y :;: - ; 

tan ~ tan ~ :;: - ~ 

.~ tan y :;: _t;ÁIG6~ = ~ cot 20° = 0.916 

x - y ~ 2 tan-1 (0.9l6) :: 2kw + 84° 58' 

. - '17 .. 
x - y = a x + y = a 

(. - b ser~ x sen x - --- ::; - = -sen y c sen y c 

Resol uci6n de sistemas de ecuaciones trigo
nométr i cas simultáneas del tipo: 

1) 

2) 

x + y = a 
cos x b 

J = ~ 
C08 y e 

Transformando la 2) con ayuda de las proporciones en: 

cos x - c os y = b - c 
cos x + cos y b + c 

el primer miemb~o por fórmula conocida se transforma: 

• • • 

Así se 

Aquí: 

4-l+ xy __ b-e -tan tan ~e----
u + e 

tan y b - c = - b + c tan 

tan x - il _ c - b a 
2 - C + b eot ~ 

= tan-l [e - b 
c + b cot 

x - y = 2k1r + 2:J.-

1 
a 
~ 

obtiene el sistema: 

a O 
t 

x + y = a 
x - y = 2 k"' + 2 .j-

x = a/2 + k"" + 1--
x :::: a!2 - (klT + d-- ) 

b y e cualesquiera. 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 
x + y ::: 40° 
cos x 1 = cos y ~ 

Tenemos: 
coa x - cos ~ = _ ; 
cos x + eos ..) 

tan x + y 
2 

• !!....::...]L _ - ( 1 / 3) 1 
•• tan --z-- - -tan ~OA = ~ cot 20° = 0.916 

x - y = 2 t an-l (O.916) = 2kw + 84° 58' 
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Así se tiene el sistema: 

x + y = 40 0 

x - y = 2kw + 84° 58' 

x = 200 + kW + 42° 29' 
Y ~ 20° - (kW + 42° 29') 

Comprobando: 
Si x = 62° 29' 

40 0Y = -22°29' • • • x + y = 
cos x = cos 6202~' :: 0.5040 ~ 1 cos y cos(.!zze 91 ) ~ 
-"--...---- etc. 

De manera análoga se resuelven los sistemas: 

x + y ~ a x + y = a x - y = a 


cos (-x) =!? ; cos x b , cos x b 

cos y c cose-y) = -c cos y = -c 

x - y = a x - y :: a x ±y = a 


cos(-xl b ; cos x cos b 

= = E' = cos y -c cos (-yj c cos -c 

Resoluci6n del sistema de ecuaciones trigo
nométricas simultáneas del tipo: 

x + y = a 
tan x + tan y = b 

Mediante f6rmula conocida, la ecuaci6n 2) se transfor
ma en: 

se~ ~ x + 'l.) __ b • sen a - - -- •• cos x cos y = ecos x cos y u 

que puede conocerse en funci6n de los datos convirtién
dose entonces el sistema 1) y 2) en el 3) y 4), como se 
ve en seguida: 

x + y = a 
sen acos x cos y =. o 

que se res~elve según tipo conocido: 

2 cos x cos y = 2 sen ao 
p + q ;::;; 2x 

p - q = 2y 

p = x + YI q = x - y 

sust ituyendo con~,enientemente: 

Aaí se tiene el sistema: 

x + y = 400 

x - y == 2kw + 84 0 58' 

x == 200 + kW + 42 0 29' 
Y = 20° - (kW + 42° 29') 

Comprobando: 
Si x == 62 0 29' 

Y :: -22°29' • • • x + y = 40° 
cos X coa 6202~' = C08 y C08(':2Ze 9') 
.. -----.--- etc. 

:: 0.5040 

De manera análoga se resuelven los sistemas: 

x + y == a x + y == a x - y == a 

C08 (-x) = ~ , cos x b , cos x b 
cost-y) = - = -cos y e e cos y C 

x - y = a x - y = a x !y = a 

cos(-x) b J cos x ~I cos b 
'::!: - cos t -y) = == -C08 y C e cos e 

,!: 1 
~ 

Resoluci6n del sistema de ecuaciones trigo
nométricas simultáneas del tipo: 

x + y = a 
ten x + tan y = b 

Mediante f6rmula conocida, la ecuaci6n 2) se transfor
ma en: 

sen (x + y) 
cos x cos y = b 

sen a 
:. C08 x COs y = o 

que puede conocerse en funci6n de los datos convirtién
dose entonces el s i stema 1) y 2) en el 3) y 4) , como se 
ve en seguida: 

x + y = a 
sen a cos x cos y ==. o 

que se res~elve según tipo conocido: 

2 cos x C08 y = 2 Bin a 

p + q ;; 2x 
p - q = 2y 

p :: X + YI q = x - y 
s ustituyendo convenientemente: 
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2 sen acos(x + y) + cos(x - y) = b 
2 sen acos(x - y) = - cos ab 

••• x - y = cos-1 [2 s¡¡n e _cos e] ~ 2k" ±--J.. 

.-1 ._ existe cuando: 

-1 :::-:- 2 sEn a _ cos a ~ 1, 

6 - sen 
2 	
~ _. sen a ~ 00s2 a 
f:. ~b-

Así: 
x + y ::: a 
x - y = 2k" ± ..,_ 
x ::: a /2 + k'" ± ..¡.- /2 
Y = a/2 - (k11' + r-J.../2)-

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 
x + y ::: 45° 

tan x + tan y = 7.5 

Tenemos: 
sen'x + y) sen 45°::: 7.5 ; cos x cos y = 	 = C08 X COS y 	 7.5 

x + y ::: 45° 

cos x cos y = 0.0943; 


p + q ~ 2x 
p - c¡ ::: 2~ 

p = x + y ; q = x - y 

cos(x + y) + cos(x - y) ::: 0.1886 

cos(x - y) = 0.1886 - C08 45° = -0.51866 

x - y ::: coS-1 (-0151866) = 2kw ± 121 0 5' 

x + y ::: 450 

x4..- ::: ______2kl1' ± 121.. 0 ___
y ...- .___5' 

x ::: 22° 30' + kW + 60° 33' 
Y ~ 22° 30' - (k~-i 60°33') 

Comprobando:
S1 x ::: 82° 63' 

Y ::: -380 2' ••• x + y = 45° l' ~ 45 0 

tan 83°3' + tan(-38°2') = 7.4128 ~ 7.5 
• • • • • • • • • •• et e • 
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cos(x + y) + cos(x ... y ) == 
2 sen a 

b 

cos(x - y) == 
2 sen a 

b ... cos a 

• x y = c08-l [2 sen a 
• • - b 

coa 8] = 2k'lr ± 7--

.l _ existe ouando: 

-1 .. ~ 2 sEn a _ cos a ~ 1, 

6 2 ~ ... sen a ? sen a ¿ cose a 
~ fj - ~ 

Así: 
x + y = a 
x - y = 2k"" ±. -,_ 

x -- a/2 + kW ± '; )2 

y = a/2 ... (k1f ± ,./... /2) 

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 

x + y = 45° 
tan x + tan y = 7.5 

Tenemos: 
sen(x + y) 

cos X C08 y = 7.5 ; cos x cos y 

x + y = 45° 
C08 x C08 y = 0.0943; 

p + q "" 2x 
P - c¡ = 2y 

p = x + y ; q = x ... y 

sen 45° 
= 7.5 

cos(x + y) + cos(x - y) = 0.1986 

oos(x ... y) = 0.1886 ... coa 45° = -0.51866 

x - y = 008-
1 (-°'51866) = 2kw ± 1210 5' 

x + y = 45° 
~ : y =-~1f_± ~210 5' 

comprobando: 
Si x = 82° 63' 

x = 22° 30' + kW + 60° 33' 
y ~ 22° 30' - (k~-! 60°;;') 

Y = -380 2' •.• x + y = 45° l' ~ 45° 
tan 83°3' + tan(-38°2') = 7,4128 ~ 7.5 
• • • • • • • • • • • et e • 

= 
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te manera análoga se resuelven los sistemas: 

tan(-x) 
x + y 

+ tan y 
= a 
= b·, 

x + y 
tan x + tan(-y) 

:2 

= 
a 
b 

tan x 
x .. 

+ tan y 
y = 
= b 

a , tan x 
x - y 

- tan y 
= 
= 

a 
b 

tan(-x) 
x + y = 

+ tañe-y)-
a 
= b , 

tan(x + y) = a 
tan x + tan y = b ; que 

Puede resolverse más fácilmente como sigue: 

De la 1): 
tan(x + y) =tan x + tan yí .. tan x tan y 

= a 

De acuerdo con la ecuaci6n 2) se tiene: 

o bien: 

b 
1 - tan x tan y = a 

b - atan x tgn y = --a 

As! se tiene el sistema: 

Si 
do 

tan x + tan y = b b 
tan x tan y = .. 

tan x y tan y son raíces de 
grado, ésta es: 

.. a 
a 

una 

tan2 x - b tan x - b - a•a 
b ¡b2 b .. a 

tan x = ~ i lr + a 

ecuaci6n 

= O 

de segun-

Si el discriminante 
es real, y: 

b Ib2 
tan x = ~ + ~ + 

b 

es igual o mayor que 

.. a 
2 = A ••• x 

cero, tan x 

b 
" 

b - ,atan y = 2' a 

Reso1uci6n de sistemas de ecuaciones trigonométricas
simultáneas del tipo: 

1) x + Y =a 
2) tan x tan y = b 

Sustituyendo la tangente en funci6n de los senos y co
senos: 

sen x sen l =rb 
cos x • cos y 
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te manera análoga se resuelven los sistemas: 

x + y = a x + y :: a 
tan(-x) + tan y = b- tan x + tan(-y) = b , 

x - y = a x - y = a 
tan x + tan y = b , tan x - tan y = b 

tan(x + y) = a x + y = a 
tan(-x) ± tañe-y) = b , tan x + tan y = b ; que 

Puede resolverse más f~cilmente como sigue: 

De la 1) I 
tan(x + y) = tan x + ten y = a 

1 - tan x tan y 

De acuerdo con la ecuaci6n 2) se tiene: 

b 
~--~~.~~~~ = a 1 - tan x tan y 

o bien: 
b - a tan x t ::m y = -a 

Así se tiene el sistema: 

Si 
do 

tan x + tan y = b b 
tan x tan y =-

tan x y tan y son raíces de 
grgdo, ésta es: 

- a 
a 

una 

tan2 x - b tan x - b - a 
a 

b Ib2 
b - a tan x = ~ i 1r + a 

ecuaci6n 

= O 

de segun-

Si el discriminante 
es rea l, y: 

es igual o mayor que cero, tan x 

b Ib2 
tan x = ,+ ~ + b - a • = A •• 2 

b .lb 2 b - a 1 t en y ::; '2 ,.. + a ' = B :. y = ten - (B ) = k lI' + :'~-{ 

Resoluci6n de sistemas de ecuaoiones trigonométricas 
simultáneas del tipo: 

1) x + y = a 
2) tan x tan y = b 

Sustituyendo la tangente en funci6n de los senos y co
senos: 

sen x sen y b 
coa x • cos y ::; I 
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Con la ayuda de las proporciones se transforma en: 

cos X cos y - ~en x sen 1 = cos(x + II 1 - b 
C08 x COS y 	 cos x cos y 1 

pero: x + y =8, dato: 
cos acos x cos y = 1 - b 

Así se obtiene el sistema: 

4) x + y 	 :: a 

5) cos x 	cos y = cos a1 - b 

que se resuelve según tipo conocido: 

2 cos x cos y = 2 cos a, p + q = 2x
1 - b 	 ~.- ~ :: 2y 

p = x + y, q = x - y 

ccs(x + y) + cos(x - y) = 2 lo~ b 
cos(x - y) = 2 coa 8 - cos a1 - 15 

••• x - y 	= C08-
1[2 coa 8 

15 - cos = 2k'" i d-.a]1 
cos ary.. existe cuando: -1:=' 2 - cos 8-=:"1, o bien:
1 - 15 

2 a "" C08 a L 2 a r- sen ~ - 1 _ b - cos ~. AsJ. se tiene: 

x + y :: a 
x = 2k"" ¡¡ , f-.- il 
x = a/2 + k'" + ~/2-
y = a/2 - (k'fr -+ -j'¡2) 

Ejemplo. Resolver la eCUBci6n: 
x + y = 400 

tan x tan y = -3 
Tenemos: 

sen, x • sen il = -3, 4 cos x coa y - sen x sen v 
cos x cos y ! = cos x cos y ~ 

COS(x + II =! 	 C08 40 0 

cos x cos y ~ ••• cos x cos y ~ 4 = 0.1915 
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Con le ayuda de 1ae proporciones se transforma en: 

coe x cos y - een x sen 1 = ooa(x + y) 
cos x cos y cos x oos y 

pero: x + y = a, dato: 

C08 X cos y = cos a 
1 - b 

Así se obtiene el sistema: 

4) x + y == a 

) cos a 5 cos x cos y == 
1 - b 

que se resuelve segtÚl tipo conocido: 

2 cos x cos y = 2 cos a p + q = 2x 
1 - ñ 

, 
E - !1 == 2~ 

= 1 - b 
1 

p == x + y, q = x - y 

cos(x + y) + cos(x _ y) = 2 coe a 
1 - b 

cos(x _ y) = 2 cos e _ cos a 
í - ti 

:. x - y = cos-
1 

[2 10~ b - cos a ] ~ 2k1r id-.. 

ot.. existe cuando: -1 ~ 2 cos a - 008 a ~ 1 , o bien: í - B 
2 a ¿. cos a.L. 2 a ! - sen , - 1 _ b - cos ~. As se tiene : 

x + y = a 

x - ¡ = 2k'fr ¡¡ .. "-~ 
x = a/2 + kW + ~/2 -y = a/2 - (k'tr + ':1/2) -

Ejemplo. Resolver la ecuaci6n: 
x + y = 40 0 

tan x tan y == -3 
Tenemos: 

sen x sen y = -3, 4 coa x coa y - sen x se:n~ • ! = coa x coa y 008 X coa y 

cos(x + l~ = r4 
coe x cos y 

• • • 
cos 40 0 

coe x cos y ~ 4' ~ 0.1915 
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Por lo tanto se tiene: 

x + y = 400 

cos x cos y 	= 0.1915 

2 cos x cos y = 0.3830; p + q 	 = 2x 
= 2~E - 9. 

p x + y= 

q = x - y 

cos(x + y) + cos(x - y) = 0.3880 
cos(x - y) = 0.3830 - cos 40° ~ 0.3830 
x - y = cos-1 (-0.3830) = 2kw ± 112 0 29' 

Así 	 x + y = 40 0 

x - = 2k1r ± 112° 29'l 
x = 20° + kf + 56° 14' 
Y = 200 - (k'r± 560 14') 

Comprobando: 
Si x = 76° 14' 

Y = -36 0 15' ••• x + y = 39° 59' ~ 40° 
tan 76° 14' 	+ tan(-36° 15 t )= -2.992~-3 
• • • • • • • • • • • •• etc. 

TIe manera análoga se resuelven 108 sistemas: 

x+y=a x+y=a x-y=a 
-tan x tan y = b, tan(-x) tane-y) = b;tan x tan y = b 

x-y=a x-y=a 
-tan x tan y = b J tan(-x) tane-y) = b 

Resoluci6n de ecuaciones trigonométricas si 
mult~neas del tipo: 

1) x + y = a 

2) tan x b = tan y -c 

esta ecuaci6n se transforma mediante las proporciones 
en: 

1) x + y = a 
tan x b2) tan y = e 

esta ecuaci6n se transforma mediante las proporciones 
en; 

tan x - tan ~ = b - e
'¡]Lx + tan y b + c 
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por lo tanto se tiene: 

x + y = 40 0 

cos x cos y = 0.1915 

2 cos x cos y = 0.3830; p + q = 2x 
p - q = 2r 

Así 

p :; x + y 
c¡=x-y 

cos(x + y) + cos(x - y) = 0.3880 
cos(x - y) = 0.3830 - cos 40 0 ~ 0.3830 
x - y = 009-

1 (-0.3830) : 2kw i 112 0 29' 

x + y = 
x - y = 

40 0 

2k"" + 112 0 29' 
x = 200 

Y :; 20° 

Comprobando: 
S1 x ;:: 76 0 14' 

Y = -36 0 15' O" x + y :; 39° 59' ~ 40° 
tan 76 0 14' + tan(-36° 15')= -2.992~-3 
•• o • • • • • • • • •• et c. 

TIe manera an~loga se resuelven 108 sistemas: 

x + y = a x + y = a x - y = e 
-tan x tan y = b, tan (-x) tan(-y) = b,tan x tan y = b 

x-y=a x-y=a 
-tan x tan y :; b, tan(-x) tan(-y) = b 

Resoluci6n de ecuaciones trigonométricas si
multáneas del tipo: 

1) x + y = a 
tan x b 

2) tan y ;:: e 
esta ecuaci6n se transforma mediante las proporciones 
en: 

1) x + y ;:: a 

2) tan x b 
'tan y :; e 

esta ecuaoi6n se t ransforma mediante las proporciones 
en: 

t an x - tan ~ = b - c 
t~x + tan y b + c 
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sen'x - ;t:l 
b cos x cos ~ senfx c= - ¡~ = 1) •sen x + y + e:ªentx + L 

cos x cos y 

como x + y = a, dato: 

sen(x - y) = 
b - c sen a15 + c 

:. x - y = sen-l ~ : ~ sen e1= 2k'lf +d-. (2k + l)'Ir-cJ

~existe cuando: -1'"'-~ : ~ sen a.=:: 1, o bien: 

(b - c)2 sen2 a ~(b + c)2. Así: 

x + y = a 
x - y = '2k + 1)"" - el- . 

x = a/2 x = a7~ + (~k + lhr ---1- /2 
y :: a/2 2 

y = a/2_~2k 2 l)'If - J-¡1 
Ejemplo. Resolver la ecuación: 

x + y = 300 

tan x 1 
tan y = ~ 

Se tiene: 

tan x - tan l = sen~x : y~ = _ * 
tan x + tan y sen x ~ 

1sen(x - y) = -) sen 300 = -0.1666 

• x - y = sen-1 C-0.1ó66) = 2kW - 900 36', y 

x + y = 300 x + y = 30 0 


x - l = 2kw - 9°36' x ~ - '2k + llw + 9° 36' 

x = 15 0 + kW - 4648' t x :50 

+ (~k 2r~ ) ñ + 40 48' 


Y = 15° - (k'lr - 4° 48')Y = 150 [(~)ñ + 4° 48'] 


Comprobando: 

Si x = 10° 12' 


Y = 19° 48' 


tan 10° 12' = 0.4997 ~ O 5 

tan 196 48' • 
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sen'x - ~l 
senfx - J: ~ b cos x COSj - e = = 'b sent x + y sen x + y + e 

cos x cos y 

como x + y ~ a, dato: 

sen(x - y) b - e sen a = 6 + e 

:. x - y ~ sen-1t ~ ~ ~ sen a 1 = 2k1l' + d-. (2k + 1)1I'-d-

) . 1 b - e ;,o-ex1ste cuando: - =8 + e sen a:: 1, o bien: 

(b - c)2 sen2 a ..:::..(b + c)2. Así: 

x + y == a 
x - 1 ::: 2k1r .. d
x - 8/2 + k"+ 7/2 
y =: a/2 - (k'"'+ot/2 

x + y = a 
x - y :: (2k + l) lr - d-
x :: a72 + (2k + lhr -+-/2 

2 

y = a/2-E2k 2 1)1r - "L/~ 
Ejemplo. Resolver la ecUBC ión: 

x + y =- 300 

1 tan x 
tan y = '2' 

Se tiene : 

tan x - tan l = 8en~x : y~ = _ ~ 
tan x + tan y sen x ~ 

1 sen(x - y) = - 3 sen 300 = -0.1666 

• x - y = sen-1 (-0.1666) = 2kT - 90° 36', 
• • 

y 

x + y ~ 300 x + y ::: 300 

x - y = 2kw - 9°36' x~x_-___ Y~;~=o~(~2~k~+ __ I~l~~ __ + __ 9_o __ 3.6_' 
x = 150 + klr - 46~Bt t 1 + (2k 2 1 ) ñ + 40 48' 

Comprobando: 
Si x := 10° 12. 

Y "'!': 190 48' 

tan 100 12' 
tan 190 48' 

[(~)ñ + 40 48'] 

:: 0.4997 ~ 0.5 
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Si x = 1090 48' 
Y = - 0° 12' 


tan 109 0 48· - 5

tan(-10ó 12' - o . 
••••••••• ete. 

De manera an~loga se resuelven los sistemas: 

x + y = a 	 x - y = a 
::::t _- tan x b tan x b 


tan y e tan y = -o 


x - y = a x ±,y = a 

tan x b tan x b 


=- tan"*y -c 	 tan y = -c 

b) Resoluci6n de algunos sistemas de ecua-
ciones trigonom~tricas simultáneas de primer grado con 
dos inc6gnitas. 

Resoluci6n de sistemas de ecuaciones del tipo: 

sen x + sen y = a 
sen x - sen y = b 

+ bSe .tiene: .2 sen x e a + b; sen x =a 
2 

••• x = sen -1 (a 	+ b) = 2klf + el- ~ , y (2k + 1)'" - rI
2 

0'-- existe cuando: -1 ~a + b .::.. 1 6 (a + b)2 . ~ 42 ., -:-:- ' 
a - b2 sen y = a - bJ ·sen y  2 

" 
2klf' + /~ ., y (2k + 1) "" - I .:! 	 ' ._. 

13 existe cuando: (a - b ) 
2 

_-::.: 4. 

De manera semejante se resuelven los sistemas: 
_ ... ,. .. ,~ - . 

cos x + cos y = a ' . " ; ~ sen~900 - x)+ sen~900-y) = e 
cos x - cos y = b ..~_ ~e~ sen 900 .- x)- sen 90°-Y) :: t 

tan x + tan y = a 
tan x - tan y = b 

y: 
cot x + cot y :;:: 	 y) ;;;: aa o sea tan~90o x~ + tan~900 -cot x - cot y :;:: b ··tan 900 - x - tan 900 - y) = b 

Resoluci6n del sistema de eouaciones simultáneas del ti- 
po: 

I 

Si x = 1090 48' 
Y = - 0 0 12' 
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tan 1090 48· - 5 
tan(~I06 12' - o • 
• • • • • • • •• ete. 

De manera andloga se resuelven los sistemas: 

x + y :: a x - y :: a 
tan x b tan x b - tan := - tan = -y e y o 

x - y = a x .:t.y = a 
tan x b tan x b - tan = - tan = -y e e 

b) Resoluci6n de algunos sistemas de ecua-
ciones trigonom~tricas simultáneas de primer grado con 
dos inc6gnitas. 

Resoluc16n de sistemas de ecuaciones del tipo: 

~~ sen x + sen y = a 
sen x - sen y = b 

Se t lene: 2 + b; a + b sen x t:: a sen x = 2 

:. x :: sen-1 (a + b) = 2k"" + cf ~ , Y (2k + 1)"" - 1.1-
2 

~_existe cuando: _l~a 2 ~~l, 6 (a + b)2 ~4 

2 sen y :: a - , 'sen y - a - b 
2 

:. y = sen -1 (a 2 b) = 

/3 existe cuando: (a -
I 

2kW' +(, . , 
I 

b)2 _-::. 4. 

" 
y (2k + 1) "" 

De manera seme jante se resuelven los sistemas: 

cos x + cos y 
cos x - cos y 

y: 

tan x + tan y = a 
ten x - tan y = b 

cot x + cot y ~ a o sea tan(90o - x) + tan(90o - y) = a 
cot x - cot y :: b ··tan(900 - x) - tan(90 0 - y) = b 

Resolución del sistema de eouaciones simultánea s d~l ti-~ 
po: 
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1) a sen x + b sen y == c 

2) a' cos x + b' cos y = c' 


Si: sen x : u, cos X = v, sen y ~ al' cos y = vI' 
el sistema se transforma en el: 

1) au + bU1 == c 

2) S'v + b'v = 
c ' 

3) u 2 

+ v2 1 
::: 1 


4) 
2 v'1 1U~ == 

.i. 
+ 

sistema simult~neo de segundo grado que se resuelve de la 
la siguiente manera: 

auc De la 1) : u1 :::: ti 

c' - a 'vDe la 2): :::v1 ti' 

2 _ne la 3) : v ::: 1 u2 

S~tituyendo estos valores en 4), queda: 

r 2 t 2 
ec . - tia u) 2 + c' - a t J , JI - u 1 ::: 1 

_ _f 
de donde se obtiene u , y con ello: v, y vI- uI 

Si: u ::: A, v :: B, u1 ::: C, vI ::: D, se llega a las for
mas: 

sen x '= A ••• x == sen-leA) == 2k1r + "¡"., y (2k + 1 )1i_ '/t.... 


-1cos x ::: B -•. x ::: cos (E) = 2k" + ~-
sen y = e ••• y = sen-leC) -- 2k1T + " -) , y (2k + 1)1r -//).,) 
cos y == D ••• Y == cos-l(D) ::: 2kW' ±¡J 

Resoluci6n de sistemas del tipo: 
tan x + tan y ~ a 
~~ cot x + cot y = b 


Este sistema se transforma con f6rmu1as conocidas; di. 
vidiendo la 1) entre la 2): 

sen ex + ~l . sen x sen ~ == ta x tan y ::: a 
C08 x cos y seney + x n o 


tan x + tan y ::: a 

tan x tan y a 


= '6' 
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1 ) a sen x + b sen y :; e 

2) a' coa x + b' cos y ::: c' 

Si: sen x =: u, oos x :; v, sen y = ~l' cos y =: vI' 
el sistema se transforma en el: 

1) BU + bUI :: e 

2) B'V + b'v = e' 
3) 2 2 1 

1 u + v = 

4) 2 v2¡ = 1 ul + 

sistema 8imult~neo de segundo grado que se resuelve de la 
la siguiente manera: 

De la 1): u1 :::r c - BU 
o 

De la 2): vI 
c' - a'V :; o' 

:De la 3) : v2 = 1 _ '.l.2 

Sustituyendo estos valores en 4), queda: 

(C-
6
aU)2+fc. _a'¿¡1_ u211

2 :1 
- _1 

de donde se obtiene ~, y con ello: v, u1 y VI-

Si: u ~ A, v :::r B, ul == e, VI -:: D, se llega a las 
mas: 

for-

• -1 2k'" + ..¡.. ., (2k + 1 )li'_ ,:.1.... sen x = A • • x ;: sen (A) ::: y 
coa x B • x ::: cos-I(E) 2k" + ::: • • ::: -i.. 

sen-ICC) -
sen y C • y = 2 k'" + Y (2k + 1)'f1" /"1 ::: • • -. \. - ! t -¡ ., 

cos y D • Y cos-I(D) 2klr + /') == • • == = - ) 

Resoluci6n de sistemas del tipo: 

~~ tan x + tan y =: a 
cot x + cot y == b 

Este sistema se transforma con f6rmulas conocidas; di -
vidiendo la 1) entre la 2) : 

sen (x + II sen x sen , = ta x tan y a 
• = o cos x cos y sen{y + x n 

tan x + tan y ::: a 
tan x tan y a 

::: 1) 
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Si las raíces de lma ecuaci6n de segundo grado son tan X t 

y tan y, dicha ecuación es: 

tan2 
x - a tan x + %= O 

• a ± la2 - 4(a/b)
• • tan x = 2 --

Si: a 2 
- 4(a/b) 2 . O, tan x es real y: 

tan x = a + la2 - 4~a¿bl = A • x = tan-l (A)=k1r'+ d2 

tan y a _1a2 -
2 

4,a¿bl = • • Y tan-I(B) k'T + ¡3•= B = = 

De manera semejante se resuelven los sistemas: 

tan x - tan y = a 
cot x - cot y =b 

tan x + cot y = a tan x + tan(900 - y) ~ ao seacot x + tan y = b cot x + cot(90o - y) = b 

Este último sistema puede resolverse como 
sigue: de la segunda ecuaci6n: 

1 b tan x - 1tan y = b - cot x = b - ~t~a-n-x~ = tan x 

por lo tanto, la primera ecuaci6n queda: 

tan xtan x + b tan Xi_ 1 = a 

efectuando operaciones: 
2b tan x - ab tan x + a = O 

ecuaci6n de fácil resoluci6n. S~stituyendo los valo
res de x en cualquiera de las ecuaciones propuestas, 
se obtienen los de y. 

Resoluci6n de ecuaciones del tipo: 

tan x ± tan y =a~~ b (; OS X cos y = e 

La 1) se transforma por fórmula conocida, en: 

sen(x .± y) 
cos x cos y = a 
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Si las raíces de una ecuación de segundo grado son tan x, 
y tan y, dicha ecuaci6n es: 

• • • 

tan2 x - a tan x + % = O 

a ± la2 4(a/b) 
tan x == 2 ---

S1: 8
2 - 4(a/b) .:=. O, tan x es real y: 

tan x = a + la2 - 4(a/b) 
2 

tan y = a _/az - 4(a/b} 
2 

De manera semejante se resuelven los sistemas: 

tan x - tan y = a 
cot x - cot y = b 

tan x + cot y = a o sea tan x + tan~90o - Y~ :::1 a 
cot x + tan y = b cot x ... cot 900 

- Y = b 

Este ~lt1mo sistema puede resolverse como -
sigue: de la segunda ecuaoi6n: 

tan y = b - cot x = b -
1 

"Pt"""'an--x~ = b tan x - 1 
tan x 

por lo tanto, la primera eouación quede: 

tan x + tan x 
b tan Xl- 1 = a 

efectuando operaciones: 

b tan2 x - ab tan x + a = O 

ecuación de fácil resolución. Sustituyendo 108 valo
res de x en oualquiera de lss ecuaciones propuestas, 
se obtienen loe de y. 

Resolución de ecuaciones del tipo: 

~~ tan x ± tan y = a 
b c;os x OOS y = e 

La 1) se transforma por fórmula conocida , en: 

sen(x ± y) 
coa x coa y = a 
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De acuerdo con la 2), queda: sen(x ± y) = a ~ , ya qt".e: 

cos x cos y = c/b 

1 2k1Fx ± y = sen- <ir) = + o,?,--_ , y (2k + 1)'" - el

2Así, ~existe cuando -1 ~(sc)/b =-.1, 6 8 C 
2=-b2; 


se ...;;,b. Así se tienen los sistemas: 


x ± y = 2k1l' + rf-. x + y = (2k + 1)11' - ~ 

C08 x cos y 	 = clbcos x cos y = c/b 


cuyas resoluciones ya se dieron. 


De manera semejante se resuelve el sistema: 

cot x + cot 	y = a 
a sen x sen y =b 


Resoluci6n del sistema del tipo: 


1) sen x sen y =a 

2) cos x cos y = b 


Teniendo presentes las identidades: 


cos p + cos q = 2 C08 E 2q cos ~ 


cos p - oos q = -2 sen ~ sen ~ 

Se tiene: 	 p + q = 2x 

:E - 9. = 2~ 

p = x + y 

q =x - y 


• 	 cos(x + y) - cos(x - y) = -2a ..... 
oos(x + y) + cos(x - y) = 2b 


Sumando y restando miembro a miembro: 


c~s(x + y) = b - a 

••• x + y 	= cos-1 (b a) = 2k'" ±~ 

d---existe si: (b - .j.~ 
2 

_"'-. 1; Y 

C03(~ - y) = a + b 

:. x - y = cos-1 (a ;- b) = 2klí + ,.... 
) 

- i\...¡ 
(3 existe ai: (a + b)'-.L . l. Así se tienen los sis""Gt:
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De acuerdo con la 2), queda: sen(x + y) -
e = a D ' ya q p,e : 

cos X cos y = c/b 

x ± y = sen-1 (;r.) = 2k" + 01.,_ , Y (2k + 1)11" - el

Así, d--existe cuando -1 :='(ao)/b ~ 1, 6 8
2

C
2.=....b2 , 

ac~b. Así ee tienen los sistemas: 

x + y = 2k1r + rf-. -cos x cos y = c/b 
x + y = (Z-k + l)W - ~ 
cos x cos y = clb 

cuyas resoluciones ya se dieron. 

De manera semejante se resuelve el sistema: 

cot x + cot y = a 
a sen x sen y = b 

Resoluci6n del sistema del tipo: 

1) sen x sen y = a 
2) coa x cos y = b 

Teniendo presentes las identidades: 

cos p + cos q = 2 cos ~ cos ~ 

coa p - cos q = -2 sen ~ sen ~ 

Se tiene: 

• -.e. 

p + q = 2x 

~ - 9. = 2~ 
p = x + y 
q = x - y 
cos(x + y) 

cos(x + y) 

- cos(x - y) = 
+ cos(x - y) = 

Sumando y restando miembro a miembro: 

cos(x + y) = b - a 

-2a 
2b 

• • • x + y = cos-1 (h a) = 2k1l" ±~ 

cf-existe si: 2 
(b - u~ f- 1; Y 

C03(~ - y) = a + b 

... x - y ::; coa -1 (a ..... b) = 2klT' + ,", -l\. 1 
") 

1'3 existe ai: (a + b(' . .L . 1. Así se tienen los 8is~ L -' 
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mas: x + y :: 2k'W' + -1-. 

X - Y = 2k" ! oC 3 
que ya son fáciles de resolver. 

Resolaci6n del sistema del tipo: 

1) x sen y :: a 
2) x cos y :: b 

Dividiendo miembro a miembro ambas ecuaciones: 

tan y :: a/b :. y = tan-1 (a/b) = k"" +1-° 

sustituyendo este valor en cualquiera de las dos ecua
ciones, se obtiene el valor de x: 

::t ___'"!" 

x sen(k1f + i-):: aJ + x sen -1--:: a :. x + a - sen o!

De manera se~ejante se resuelve el sistema: 

1) x sen (7- + y) = a 
2 ) x sen (,oJ + y) :: b 

en este caso es conveniente formar la proporCi6n:? 
- ;f... -/~

sen! ct; + ¡) - sene/,oo;+ l) :: a - b :: tan 2° 
sen~ r:J... + yJ + sen~tS + y' a + 15 tan(y + a;;~ l\ ) 

ecuación de la que ya puede encontrarse t, y por lo - 
tanto, -x • 

VIII.- RESOLUCION DE ALG~!OS SISTEMAS DE 
ECUACIONES TRIGONOMETRICAS SIMUL
TANEAS DE SEGutr.DO GRADO CON DOS 

INCOGNITAS. 

Resoluci6n del sistema del tipo: 

1) x + y :: a 

2 2
2) sen x + sen y :: b 

Suponiendo que fuese s610 el sistema: 

1) x + y = a 
2 2

2) sen x + sen y = b 

Multiplicando la 2) por 2 y sustituyendo conveniente
mente: 

(1 - cos 2x) + (1 - cos 2y) :: 2b 

6: 2(1 - b) :: cos 2x + C08 2y :: 2 cos{x + y) cos(x _ y). 
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ma s : x + y == 2k'" + -1.... 
X - Y "" 2k'W ¡.-3 

que ya son fáciles de resolver. 

Resol ~lci6n del sistema del tiro: 

1) x sen y = a 
2) x cos y ~ b 

Dividiendo miembro a miembro ambas ecuaciones: 

tan y = a/b :. y :: tan-1 (a/b) = k"" +j---. 

sustituyendo este valor en oualquiera de las dos ecua
ciones, se obtiene el valor de x: 

x sen(k1f' + 7-)= a, .:t x sen -j._o: a :. x 
+ ___ a.~ ::z _ 

sen .f-

De manera se~ejante se resuelve el sistema: 

1) x sen (7- + y) = a 
2) x sen ( ,J + y) =: b 

en este caso es conveniente formar la proporci6n~? 
t· :J.. - . ~ 

senf si; + Ji - aenV .... ' + l i - a - b _ 8n 2 
sen d-- + + sen I S + y - a + b - tan(y + qs~ Z! ) 

ecuaci6n de la que ya puede encontrarse t, y por lo -
tanto, x • -

VIII.- RESOLUCION DE ALGtnTOS SISTEMAS DE 
ECUACIONES TRIGONOMETRICAS SIMUL
TANEAS DE SEGU1IDO GRADO CON DOS -

INCOGNITAS. 

Resoluci6n del sistema del tipo: 

1) x + y =: a 
') 2 2 b 
~ sen x = sen y =: 

Suponiendo que fuese s610 el sistema; 

1) x + y =: a 
2 2 

2) sen x + sen y = b 

Multiplicando la 2) por 2 y sustituyendo conveniente
mente: 

(1 - 008 2x) + (1 - cos 2y) = 2b 

6: 2(1 - b ) = cos 2x + C08 2y = 2 cos(x + y) cos(x - y). 

http:SEGutr.DO


- -

- 69 -


Ie acuerdo con la 1): ccs(x - y) = 1-- .b 
cos a 

• -1 1 - b
•• x - y = cos (cos a) == 2k'''' ± r:f-- ; 

c-l· existe ouando: 
2 · 2( 1 - b) ~. cos a 

Así se tienen los sistemas: 

x + y -= a x + y :: a 
2kir +x - y == -._ x - y == 2kTl' - d·,

D 

de f~cil soluci6n. 

De manera semejante se resuelven los sistemas: 

x - y == a 
sen2 x ± sen2 

y = b 

x + y == a x - y :: a 
2 2 ,• 2 2 cos x + cos y:: b cos x + cos y = b 

estas dos últimas con ayuda de la identidad: 
2 sen 2 .. + cos .~:: 1, así como los sistemas: 

x + y = a x - y :: a 

2 2 2 2 
sen x + cos y = b ., sen x + cos y :: b 

Resolución del sistema: 
2 21) sen x + cos x :: 1 

2) a sen x + b cos x == c 

De la 2) se tiene: cos x = e - aEsen x. La 1) queda: 

2sen x + (c - aSsen x)2 = ~ 
Si se supones sen x = u. y cos x = v, queda: 

2 u + (c b au)2 == 1 

ó, efectuando operaciones: 

(a 2 2 2+ b2 ) u _ 2acu + c

2 2 2 
:. u :: 2ac ;tj4a c - 4(8 + b2) (~2 - b2l 

2(a2 + b2 , 
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re aouerdo con la 1): ccs(x - y) = 1 - b 
cos B 

• -. x - y = cos -1 (~o; ~) = 2k1f :t ,f--- ; 

t"'" existe cuando: 

(1 - b) 
2 

-: . C08
2 a 

Así se tienen los sistemas: 

x + y = a 
x - y = 2k'fi' + "- _ 

x + y = a 
x - y = 2k1r - (+-

» 

de fácil solución. 

De manera semejante se resuelven los sistemas: 

x - y ;: a 
sen2 x ± sen2 y = b 

x + y = a x - y = a 
2 2 cos x ± coa y;: b • , oos2 x + 00s2 y : b 

estas dos últimas con ayuda de la identidad : 
2 

C08
2 -¡l... ;:: 1, así como los sistemas: sen + 

x + y = a x - y ;: a 
2 2 ;:: b . 2 2 sen x + cos y , sen x + cos y -

Resoluc ón del sistema: 
2 2 1) sen x + cos x = 1 

2) a sen x + b cos x = e 
e - a sen x 

b • De la 2) se tiene: cos x ;: 

2 sen x + (e - aSsen x)2 = y 

;::: b 

La 1) queda: 

Si se suponer sen x = u. y cos x ;: v, queda: 

u2 + (e b au)2 ;: 1 

6, efectuando operaciones: 

(a 2 + b2 ) u2 _ 2acu + c 2 

:. u ;: 2ac !j4aZc 2 - 4(82 + b2) (;2 _ b2) 

2(a2 + b2 ) 
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+/2 b2 2 ao b+ - o •. - au = 2 2 a + b

2 b2 2 _.... ~ sen x es real ouando: a + o , entonoes: 

u = x :. x 

x = 2kw + -l· , y (2k + l)W - aL

1- existe ei A2 -L:: l. 

I 2 b2 _ 0 2 ac - b a +u ::: sen x :. x------~----~-------2 bZ ::: B :::a + 

x = 2kñ + ¡J J Y (2k + 1)ñ - <~ 
i ' 

sustituyendo el valor de sen x en cualquiera de las 

9C1.18ci :Jl1es, se obtiene el de oos x. Si sen x :::A : 


o-aA. -1 ( )aA + b cos x ::: c; cos X = --P6--- ::: e •• x = cos c 

x = 2k'" ± )'1 
Proceso que se aplica tambi~n a la resoluci6n de la - 
ecuacióL de primer grado del tipo: 

a sen x + b cos x = o 

como se ve en seguida: sen x = u, oos x = V • Se tie
ne el sistema: 

au + bv -- o •••1)
2 2 1U + v = ••• 2) 

c - auDe la 1) : v ::: , por lo que la 2) queda:b 
2 (c - au)2 _u + 15 

2 b2 )u2 2 b2
(a + _ 2acu + c = 1 

2ac + /4a 2c2 ~ 4(a2 
+ b2) ( 0 2 b2)••• u = 

22(a 2 
+ b ) 

ao i b ¡a'2 + b2 
- e 

2 
u = 2 bZ a + 

222 
~ y! son reales cuando: o .:....-:- a + b , por lo que los 
valores son idénticos a los obtenidos para sen x en el 
42 método de la resoluoi6n de la eouaci6nl 

sen 

u = 

u = 
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±/az 
+ b

Z 2 b ao - o • u = 
8

2 b2 
+ 

x es real cuando: 8
2 

+ b2.::. c 2 , entonces: 

ac + b 'a2 + b2 _ c2 1 
a 2 + b2 == A == sen x :. x = sen- (A) 

x == 2k" + j - , y (2k + 1)1r - ¡f--. 

-1.. existe Bl 2 A -L..:: l. 

ae - b la 2 b2 2 
+ - o B 

8
2 

+ b
2 = = Ben x 

x = 2kñ + ,0 , y (2k + 1) ñ - _ ,,) 
¡ 

• • • x == sen-I(B) 

Sustituyendo el va l or de sen x en oQalquiera de las 
eouaoi;)l1es, se obtiene el de cos x. Si sen x =A : 

aA + b cos x o-aA. -1 ( ) == c; oos x == 6 = c •• x = cos e 

x = 2k'" ± )'1 
Proceso que se aplica tambi~n a la resoluci6n de la -
acuae iÓL de primer grado del tipo: 

a sen x + b eos x == o 

como se ve en seguida: sen x = Uf oos x = V • Se tie
ne el sistema: 

au + bv == e 

u
2 

+ v
2 = 1 

••• 1) 

••• 2) 

De la 1): v == e - BU b t por lo que la 2) queda: 

• • • 

u2 + (0 - au,2 - 1 f) -

(a 2 + b2 )u2 _ 2acu + c 2 b2 = 1 

u == _2a_o_:': __ '..;.4_a_2.;..C 2 ___ ' _4;..;¡( ..... B_2 ___ +_b,;..2 .... )"""(¡",;;c;...2 __ ~b .... 2 ) 

2(a
2 

+ b~) 
2 

- e 

222 u y v 80n reales cuando: o . - a + b , por lo que las 
valores son idénticos a los obtenidos para sen x en el 
42 método de l a resoluci6n de la eeuaci6nl 
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a sen x + b cos x = c 

del capítulo III, inciso b). 

Resolución del sistema del tipo: 


2 2 2
1) sen x + sen Y -= a 
2 2 2

2) tan x + tan y = b 

esta última ecuaci6n se transforma en: 

2 2 
b 2sen x + sen y = 

Z 2 cos x cos y 

Si: sen x -= u sen y = ul cos x -= v cos y -= vI 

el sistema se t ransforma en: 
') 2 2c.. 2

1) u 2 
+ u2 

I ::: a ••• u == a - u 

22 u2) 2~+ 1 b
c. --Z = 

v vI 
2 2 

r. 2ve3) u + v ::: I • ::: 1 - U 


2 
,.. 


uI 
c.4) + VI = l 

De la 4) : 2 2 2 2 
::: avI == I - uI 1 - + u 

Así la 2) queda: 
2 2 2 u a - u b2 

+ 2 2' == (1 _ u2) 1 - a - u 

efectuando operaciones: 
2 2 2 2 2 _ b2 )(2 + b )u4 - (2a 2 

+ b a )u + a (1 + b = O 

de donde puede despejarse u ; reemplazando su valor en 
las ecuaciones correspondientes, se encuentran v, vI' 
y ul ; así finalmente se llega a las formas: 

Si u = A, v = B, ::: C, vI ::: D:ul 

-1 2k-tlsen x = A :. x = sen (A) = +J- , Y (2k + 1) 

cos x ::: B :. x ::: oos-l (B) == 2k'" ± -,' 

1T' -.,-1-
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a sen x + b cos x ;:: e 

del capítulo 111 , inciso b) . 

Resoluc i ón de l sistema del tipo: 

2 Y :. a 2 2 1) sen x + sen 

2) tan2 x + tan2 2 y = b 

esta úl t 1ma eCUBC i6n se transforma en: 

2 2 2 sen x sen ~ ::: b 
..;..;.~z -- + 2 
cos X cos y 

Si· sen x ::: U sen y ;:: ul 
cos x =: v cos y = vI 

el sistema se transfol'ma en: 

1) 2 2 2 • 2 a 2 2 
u + ul 

::: a • • u ::: - U 

2) 2 u 2 
b2 u + 1 -"I"'!' -Z ::: 

ve. vl 
1"'\ 2 

r. 2 
3) 

c. l • ve 1 U + V ::: • • = - U 

2 
,... 

4) 
¿ 

l uI + VI ::: 

De la 4) : 2 2 2 2 
VI = 1 - ul =: 1 - a + u 

As! la 2) qued3 : 
2 

8
2 2 

b 2 u - u 
2 + 2 2 

::: 

(1 - u ) l - a - u 

efect uando operaciones: 

(2 + b
2

)u4 (2a 2 b2 2) 2 2 
b - + a u + a (1 + _ b 2 ) ;:: O 

de donde puede despejarse u ; reemplazando su valor en 
las ecuaoiones correspondientes, se encuentran v , vl' 
y u¡; así finalmente se llega a las formas: 

Si u ::: A, v = B, uI ::: e, VI ::: D: 

sen x -1 - 'Ir 
== A :. x ;:: sen CA) ::: 2k" + -1- . y (2k + 1 ) - ",""---

r,os x • -1 () 2-- B t. x = cos B ~ k" ± 
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sen y 

cos y = 
2k'" + / í\ 1 

~ , 	y (2k + I)lr .. ,',.-. . 
I 

2k1r + , "l 

De manera 	 semejante se resuelve el sistema: 


1) tan x tan y = a 

2222) sen x + sen y = b 

Transformando la 1) queda: 

sen x sen l = a 
cos x cos y 

Si: sen x = u sen y = ul 

cos x v cos y
= =vI 

el sistema se convierte en: 
uu l:¡ • Vi = a 


2 2 b2 
u + ul = 
2 2 u + v = 1 


1
+ vIui 2 = 
como son cuatro las ecuaciones y cuatro las inc6gnitas 
que se tienen, el sistema tiene soluci6n. Obtenidos -
los valores de u, v. ul ' v" y reemplazando en 10 su-
puesto, se llega, como antes, a las formas: 

Isen x = A • • • 	 x = sen-leA) = 2k'lf' +J-, y (2k + 1)"" -rf 

cos x = B ••• 	 x = cos-I(B) = 2k"" ±. +
y :: sen -1 (C) 2klí +(3, y (2k + 1)1I' _/(:sen y = C • • · = 

cos y = D • • • Y = cos-l(D) = 2k1r ± /3 
I 

.....-000... _ ... 

IX.- RESOLUCION GRAFICA DE LA ECUACION: 

a sen x + b cos x = c 

Considerando los coeficientes a y b como-

coordenadas de un punto en un sistema de ejes perpen

oiculares: 

sen y 

cos y 
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= C :. y :: sen-leC) :: 

:: D .~ Y :: COS-l(D) :: 

2k'" + ~' l' , 

.-, .. 
y (2k + 1)'Ir 

De manera semejante se resuelve el sistema: 

1) tan x tan y = a 
222 2) sen x + sen y:: b 

Transformando la 1) queda: 

sen x sen y :: a 
cos x cos y 

Si: sen x :: U 

cos X = V 

sen y :; u1 
cos y :: vI 

el sistema se convierte en: 

u u
l :: a 

V • VI 
2 2 b 2 

u + ul 
:: 

2 2 
1 u + v :: 

ui 2 
1 + VI = 

, . 
I 

como son cuatro las ecuaciones y cuatro las incógnitas 
que se tienen, el sistema tiene solución. Obtenidos -
los valores de u, v. ul ' v] , y reemplazando en lo su-
puesto, se llega, como antes, a las formas: 

ser. x A • x sen-leA) 2k'" +-1-, Y (2k + l)'Ir , 
:: • • :: :: -rj--

cos x B • x cos-1(B) 2kW' ± -7--:: • • :: :: 

-1 
2k1r +(3, (2k 1 )'Ir 

.,. 

C • y :::: sen (e) :: y + - / " sen y = • • / \..' 

C08 y :: D • Y = cos-1(D) 2k1r '~I 

• • :: + /~. .-. ' .; , 
---000--'" 

IX.- RESOLUCION GRAFICA DE LA ECUACION: 

a sen x + b cos x :: C 

Considerando los coeficientes ~ y ~ como-

coordenadas de un punto en un sistema de ejes perpen-

rliculares: 
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'ti
.'.\ 

la2 b2 

I 
1'1.. ~-OM + 
ia (5M cos-= fI 
ILb :: -O~ sen fI 

.~ XfI = tan-1 (b I a) 

sustituyendo estos valores en la ecuación propuesta: 

OM cos fI sen x + og sen fI cos x = c 

pero: OM = /a2 + bZ , por lo tanto: 

ja2 b2
+ (sen x cos ~ + sen ~ cos x) = c 

b2/aZ + sen(x + ~) = e 

• 2klr~ + x = sen - = +~ , y-'f+ ¡ 2e + b2 J,- a 
I-

1r 
/ _ 0 .(J + x = (2k + 1) 

••• x '- 2k'" + .;..... - ~ ,y x = (2k + 1)'fI" - /- - , 

2Q método. suponiendo sen x = u, cos x = v, 
s e tiene: au + bv = e, que con la identidad 

2 2 sen x + cos x = l forma el sistema: 

au + bv = c 
2 2 

u + v = 1 

del que se obtienen los valores de u y v como se vi6 
en el capítulo VIII. Estos mismos valores pueden en
contrarse res~lviendo el sistema gráficamente como si
gue: 

En un sistema de coordenadas perpendiculares 
se consideran los valores de u en el eje de las absci
sas y los du v en el eje de las ordenadas; así, la ecua 
ción au + bv ~ e representa una recta de pendiente 
-(a/b) y de ordenada al origen c/b. En la figura, di
cha recta es el' ' 

2 2La ecuaci6n u + v = 1, representa un circu 
lo de radio 1 con centro en el origen, en la figura es 
el ABA'B'A. Los puntos comunes de ambas líneas, c' y 
e" son las solucinnes del sistema, ya que éste es si-
multáneo. Por lo tanto, el 1 e" son los extremos de 
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OM la2 · 2 :: + b 

a ~ mz cos rI 

yl 
I 

b ~ Of sen rJ 
rJ == tan-l(b/a) 

sustituyendo estos valores en la ecuación propuesta; 

~ cos rI sen x + ~ sen ~ cos x = c 

pero: ~ :: la 2 + bZ , por lo tanto: 

• •• 

• • • 

91 + x 

'aZ 
+ b2 (sen x cos ~ + sen ~ cos x) - c 

/a2 + b2 sen(x + ~) = c 

-'f e + b 2J 2 k"" sen - + :: +:J- , y :: 

laz 
!-

r/J + x = (2k + 1) 1r - 1- . 

, y x = (2k + 1) 11' - .)... - , 

2Q método. Suponiendo sen x = u, cos x = v, 
se tiene: a~ ~ bv = e, que con la identidad 

2 2 sen x + cos x ~ 1 forma el sistema: 

au + bv = e 
2 2 u + v = 1 

del que se obt ienen los ~Talores de u y v como se vió 
en el capítulo VIII. Estos mismos valores pueden en
contrarse res~lviendo ~l sistema gráficamente como si
gue: 

En un sistema de coordenadas perpendiculares 
se consideran los valores de u en el eje de l as absci
sas y los d~ v en el e je de las ordenadas; así, la ecua 
ción BU + bv ~ e representa una recta de pendiente -
-(a/b) y de ordenada al origen c/b. En la figura, di
cha recta es °1 • 

La eeuaci6n u2 + v2 = 1, representa un c írcu 
10 de radio 1 con centro en e l origen, en la figura es 
el ABA ' B'A. Loa puntoa comunes de ambas líneas, e' y 
c n son las soluciones del aistema, ya que ést e es 8i-
multáneo. por l o tanto, c' y en son los extremos de -
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los ~ngulos soluci6n del siste
ma. para que la recta c y el 
círculo se corten, es ne~esario 

A': 

que la distancia del origen a la 
recta sea menor o igual que 1, -
así ms ...: l. Ana1ít icamente la -
distancia de un punto a una rec
ta se encuentra mediante la For
ma Normal de HeBse o sea: 

x cos~+ y se~- d = O. 

Si au + bv - c = O es la forma 

Normal de Hesse se 
general de la recta c , su Forma 

encuentra dividiendo todOs los miem 
bros de la ecuaci6n entre: 	 

a 

en ella, la distancia del origen a la recta es: 

e 


según la ecuaci6n y el tri~ngu10: 
por lo tanto, para que existan - 
nur.tos comunes entre la recta y 
el círculo, se necesita que: V 

I c..~ 

c i--.::OE =1 ...... ~
k

'J 2' 	 ; I-....... -t 

,I a'- + b I 	 I ", ~¿. +- b~ 

;l, I .1 ......." 

¡ / " 

b . 2 2 b 2 
o 	 1en: e :: a + __-.L~______~ •.v 

\J i t. ~ 
que es precisamente la condici6n que deben llenar los 
coeficientes de la ecuaci6n a sen x + b cos x = c para 
que éste tenga soluci6n como se vió en el capítulo III, 
inciso b). 

otra forma de resolver gráficamente dicha 
ecuaci6n es: sean v y u los ejes de un sistema de 
ejes perpendiculares y xl una solución. Construyendo 
el punto B(b, a) se obti~ne un contorno DAB. Si se - 
proyecta B sobre OC se obtiene el punto Bt, así se tie 
ne que los contornos OAB y OR'B tienen la misma resul= 
tante DB y por lo tanto: 
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los ~nguloa soluci6n del s iste
ma. para que la recta c y el 
círculo se corten, es ne~esarlo 
que la distancia del origen a la 
recta sea menor o igual que 1, -
así cm _" l. Analít icamente la -
distancia de un punto a una rec
ta se encuentra mediante la For
ma Normal de Resse o sea: 

ir:. 
, x COS,..+ y seflt;...- d = O. 

Si au + bv - e = O es la forma 
general de la recta e , su Forma 

Normal de Hesse se encuentra dividiendo todOs los miem 
bros de la ecuación entre: -

a 

en ella, la distancia del origen a la recta es: 

e 

según la ecuaci6n y el tri~ngulo: 
por lo tanto, para que existan -
pur-tos comunes entre la recta y -- , el c~rcul0, Be necesita que : 

~ ~k 
,,-1:; 

l· - r--- " ~ "l.il. r- h"t 

~ I "" ; / . ', " " 

_.~~-- "-. ~-v 
" c. ~, 

= 1 

b
o 2 2 2 o l en: e :-: a + b 

que es precisamente la condici6n que deben llenar los 
coeficientes de la ecuaci6n a sen x + b C06 X : C para 
que éste tenga soluci6n como se vi6 en el capítulo 111, 
inciso b). 

otra forma de resolver gráficamente dicha 
ecuac i 6n es: sean v y u los ejes de un sistema de 
ejes perpendiculares y xl una solución. Construyendo 
el punto 3(b, a) se obti~ne un contorno OAB. Si se -
proyecta B sobre OC se obtiene el punto E', así se tie 
ne q~e los contornos OAB y ORlE tienen la misma resul= 
tante OB y por lo tanto: 
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proy. o.r + proy. A:B =proy. QBT + proy. BBT 


....,. 	 Proyectando sobre OC se tiene: 

a sen xl + b cos xl =~ 
! b"\ 

sen xl 	+ COS xl = QBT:-----r J~ 

I ~ pero como se supone que xl es una
: 	 I \ 
! 	 I '. _.. eoluci6n de la ecuaci6n entonces 

I \. .,....-- xl debe verificarla, as!: 
_,·· --é· . .,.~---

_ -Í-....--r"1i, •. 
'J . ------. y a sen xl + b cos xl = e 

I, 

••• m3 = c 

Si se traza un círculo de radio 'c t , las tangentes 
que parten del punto B(b, a) al círculo, 10 tocan en 
los puntos Bt y B" que son las extremidades de los 
ángulos soluci6n. para que es
ta construcci6n tenga soluci6n 
se necesita que: 

b2~::=:.Ia2 + 
, .\ 
\ 

6 
____~.__~h~--____~6: DE 	~ e, o bien: 

; 
, 

~c,,r 1r 
I 

¡ 
0. _ ~0 2 ~::.. a2 + b 2 

I 
! 
¡ 

MCAG/lma. 
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proy. OI + proy. iB = proy. QBT + proy . BBT 

V4 

! ~b~'1. ;- -- - - - ~ J~ 

: I 
1 • 

~ \ 
\ . -",'-~ ' 

_. ,- --'8' 
. ~ 

Froyectando sobre no se tiene : 

a sen xl + b cos xl = ~ 
sen xl + cos xl = OBT 

pero como se supone que X es una 
eoluci6n de la ecuaci6n ebtonces 
xl debe verificarla , así: 

~«1i. ___ _ 
'J. 

I 
I 

. -y a sen xl + b cos xl = e 

• • • mJ = e 

Si se traza un círculo de radio I c t , las tangentes 
que parten del punto B(b , a) al círculo, lo tocan en 
los puntos B' y Bn que son laa extremidades de los -
ángulos solucion. para que es-
ta construcci6n tenga soluci6n 
se necesita que: 

6: 

~~t/a2 + b2 

DE ~ e , o bien: 

c 2 ~~ a 2 + b 2 

MCAG/lma • 

. . 
\ ' 8 , 

----~,--~.--------~ ~~. let V 
I 

I 
. . - ~ 
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