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Introduccion

En 1939 Godel introdujo los conjuntos construibles en su prueba de la con-
sistencia del Axioma de Eleccién y de la Hipétesis Generalizada del Continuo!.
La clase L de todos los conjuntos construibles, el universo construible, es un mo-
delo transitivo de los axiomas de Zermelo-Fraenkel con el Axioma de Eleccién
y mas ain, es el minimo modelo transitivo que contiene a todos los ordinales.
En este modelo se obtienen muchas propiedades que son muy fuertes y relevan-
tes para la consistencia de enunciados de la Teoria de Conjuntos por lo que es
natural que varios matematicos se vean interesados en cudl es la razon de que
este modelo sea tan armonioso, es poe esto que se llevaron a cabo andlisis mas
profundos para intentar extraer esos resultados sin pedir hipétesis tan fuertes
como el Axioma de Constructibilidad de Godel.

Mas tarde, en 1972, Jensen fue uno de los matemaéticos que hizo un anélisis
detallado respecto a los niveles de la jerarquia constructiva de L. Una de las
principales pruebas del articulo [13] de Jensen es que L es modelo de la exis-
tencia de un k-arbol de Suslin. Lo construye por recursiéon sobre x observando
las consecuencias sobre la cofinalidad de cada ordinal a anterior a k. Si Kk es
cardinal regular, la prueba involucra la existencia de una sucesién con ciertas
propiedades, sin embargo, Jensen not6 que si k es cardinal singular, la estrategia
fallaba en el caso cf(a) = cf(k). Para remediar esto introdujo una nueva suce-
sién con propiedades distintas a la anterior. A la primera sucesién le llamé  y

a la segunda .

1Se puede consultar en [10].
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Jensen afirmé que como consecuencia de su trabajo se tenfa que si k es un
cardinal infinito, entonces para cualquier modelo M donde existieran una [T},
sucesién y una <.+ (F) sucesién para todo conjunto estacionario E, entonces
existirfa un xt-drbol de Suslin?.

Esto daria inicio al estudio de los llamados principios combinatorios lo que
dio lugar a varias debilitaciones, equivalencias y fortalecimientos de < y [J, uno
de ellos fue introducido por Ostaszewski mientras trabajaba con aplicaciones
de <> a la topologfa. Por su relevancia se empezé a estudiar por separado y se
le denot6 como &, a su vez se derivaron varios debilitamientos, equivalencias y
fortalecimientos de &.

Recientemente, en 2010, Martin Zeman [20] demostré un teorema que com-
pleta una generalizacién que efectué Shelah al teorema de Gregory, Jensen,
Shelah sobre estacionarios especificos y para esto introduce un nuevo principio
combinatorio llamado (). El objetivo final de la tesis es analizar la relacién de
este nuevo principio con algunos de los anteriores y algunas propiedades princi-
pales para llegar a una aproximacion del teorema de Zeman.

Naturalmente como todos los principios son propiedades extraidas del Uni-
verso Constructible L, todos son consistentes con ZFC y las consistencias de
sus negaciones dependen de la existencia de cardinales grandes o de la negacion
de la Hipotesis del Continuo. Sin embargo, nosotros no indagaremos en esos
temas.

En el primer capitulo revisaremos algunas nociones sobre combinatoria infini-
ta, conjuntos estacionarios, conjuntos cerrados no acotados, arboles y el universo
constructible que seran necesarios en el trabajo.

En el segundo capitulo veremos una resena histérica para ver a fondo cémo
fue extraido el principio {» y dos de sus consecuencias directas, la primera res-
pecto a la Hipétesis del Continuo y la segunda respecto a la existencia de un
Arbol de Suslin.

En el tercero indagaremos sobre las equivalencias, debilitamientos y fortaleci-

2La demostracién se puede consultar en [5]. La demostracién que daremos serd una méas

particular.
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mientos de <> y algunos resultados de éstos, y por lo tanto, resultados indirectos
de { en dlgebra, aritmética cardinal y la existencia de una <{>-sucesién en el
Universo Constructible L.

Para el cuarto capitulo haremos lo propio con el principio & empezando con
una resena histérica para obtener el origen de este principio y analizaremos la
evolucién de la definicién que se efectué para hacerlo un principio mas fuerte sin
que perdiera su esencia, después veremos su relaciéon con { y la Hipétesis del
Continuo, y por tltimo haremos el andlisis de una variante que hizo Juhdsz en
aplicaciones para Invariantes Cardinales del Continuo y verificaremos que esta
variacién es un debilitamiento de .

Finalmente en el quinto capitulo estudiaremos [, sus debilimientos y la
forma en cémo aparece (); veremos algunas consecuencias directas de () y
una equivalencia que nos serd necesaria, veremos su relacién con < y con la
Hipotesis Generalizada del Continuo localmente aplicada a un cardinal x para
aproximarnos al teorema de Zeman.

Para una mejor comprensién del documento es recomendable que el lector
esté familiarizado con los temas de Teoria de Conjuntos y Loégica Matematica
que se estudian en las materias correspondientes en la Facultad de Ciencias de

la UNAM. La notacién utilizada es la usual y sigue a [12] y [16].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Sobre el lenguaje

La teoria de conjuntos de Zermelo Fraenkel se inscribe dentro de un lenguaje
formal de primer orden cuyo tnico sfmbolo no 16gico (suceptible de interpreta-
cién) es la letra predicativa binaria €. Este lenguaje estd denotado por £, la
teoria de Zermelo Fraenkel queda determinada por sus axiomas que denotare-
mos ZF*!. Las interpretaciones del lenguaje son estructuras de la forma (M, R),
donde M es una clase de conjuntos y R es una relacional sobre M, es decir,
R C M x M y R es la interpretacién de la pertenencia. Nosotros aqui traba-
jaremos por lo general el caso donde R coincide con la pertenencia € a no ser
que se indique lo contrario, denotaremos las estructuras siemplemente como M,

omitiendo la relacional si se trata de la pertenencia.

Definicién 1.1 Sean M y N dos clases. Diremos que M es una subestructura
de N siy solo st M C N.

Si M es una subestructura de N, diremos que M es una subestructura ele-
mental de N si y sdlo si para toda formula ¢ de Zc y (xo,...,x,) una tupla en

M se tiene que:

1Se pueden consultar en [2].
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M = ¢(zo, ..., xpn) siy solo si N = ¢(zg, ..., Tn).

Si M es una subestructura elemental de N, lo denotaremos M < N.

Dado que no todas las estructuras son transitivas y esa propiedad sera de

vital importancia también asumiremos el siguiente teoremas:

Teorema 1.2 (Colapso de Mostowski) Sea P una clase y R un relacional,
izquierdo limitado, bien fundado y extensional en P. Entonces hay una clase
transitiva M y un isomorfismo® G tal que (P, R) es isomorfo a (M, €) bajo G.

La clase M y el isomorfismo G son 1inicos.

1.2. Combinatoria Infinita.

En esta seccién enunciaremos algunas definiciones y probaremos algunos
hechos sobre conjuntos cerrados no acotados y estacionarios que seran usados a

lo largo de todo el trabajo.

Definicién 1.3 Sea o un ordinal infinito y A C «. Diremos que A C « es

no acotado en «, si para toda B € « existe v € A tal que B < .

Definicién 1.4 Sea A un conjunto de ordinales. Diremos que A es cerrado si
para toda o € A tal que aNA es no acotado en o entonces a € A o equivalente-

5

mente, un conjunto de ordinales A es cerrado si para cada sucesion’® contenida

en A con limite a, se concluye que o € A.

Definicién 1.5 Sea a un ordinal infinito y A C «. Diremos que A es un
conjunto cerrado no acotado sobre a (club, por sus siglas en inglés, las cua-
les utilizaremos de ahora en adelante) si cumple que es cerrado y no acotado en

.

Definicién 1.6 Sea A un conjunto. Diremos que A es un conjunto estacionario

sobre « si para todo club C sobre a tenemos que ANC es no vacio.

2Isomorfismo en el sentido usual, una funcional biyectiva que preserva las relaciones.
3Consultar [16] para la demostraciones y las definiciones correspondientes.

4Note que esta definicién sélo tiene sentido para ordinales limite.

5Por sucesién nos referimos a una, B-sucesién con 8 un ordinal no necesariamente numerable.



1.2. COMBINATORIA INFINITA. 3

El siguiente es un ejemplo de conjunto cerrado no acotado:

Ejemplo 1.7 Sea k un cardinal y v € k. B={8 € k: v < B} es un club sobre

K.

Prueba. Veamos primero que B es no acotado en k.

Sea a € k. Basta notar que si o < vy, entonces v+ 1 € B por definicién y
a < ~v+1.Sia> -, entonces por la definicion de B a+1 € By a < a+ 1, por
lo que B es no acotado en k.

Ahora sélo nos falta ver que B es cerrado.

Sea § < k tal que d N B es no acotado en §. Sea § € 6 N B. Por definicién
de B tenemos que v < 3, pero 8 < § y asi v < d lo que implica que § € B por
definicién de B. Entonces B es cerrado. Por lo tanto, B es club sobre x. m

Del ejemplo anterior se puede deducir un lema sobre la interseccién de clubs.

Lema 1.8 Sea k un cardinal infinito. Si cf (k) < A, entonces hay {Cy, : € A}
una A-familia de clubs sobre k tal que

) Ca=0.

a<A
Prueba. Basta observar que como cf(k) < A, existe una funcién f : A — &
creciente y cofinal, asi para cada o € A, definimos C,, = {f € k : f > f(a)}.

Como f es cofinal, se sigue que

() Ca = 0.
a<A

Del lema anterior se puede deducir cudl es la restriccion necesaria para que

la interseccién arbitraria de clubs sobre x siga siendo club sobre k.

Lema 1.9 Si k un cardinal reqular no numerable, entonces la interseccion de

menos de k clubs sobre k es un club sobre k.

Prueba. Sea {C, : @ < v} con v < x una familia de clubs sobre k. Probaremos
por induccién sobre v > () que la interseccién es un club sobre . Para v =1 es

obvio, ya que la interseccién de la familia es Cj.
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Supongdmoslo para 7 y veamos el caso sucesor. Como sabemos que

() Ca=([)Ca)NCisa

a<y+1 a<y

, usando la hipétesis de induccién, tenemos que [, <~ Cy = C es un club en
k al igual que Cyy1. Sea § € k tal que d N C' N Cy41 es no acotado en 4.
Entonces obtenemos que 6 N C' y 6 N C,41 son no acotados en . Como ambos
son cerrados, tenemos que ¢ pertenece a C'y a Cyi1, por lo que pertenece
a C'N Cy41, por lo tanto, el conjunto deseado es cerrado. Veamos que es no
acotado. Sea a € k. Como C es no acotado, hay o1 € C tal que a < a1 y
andlogamente hay as € Cy41 tal que a3 < ap. De esta manera construimos una

sucesién creciente tal que ag,41 € C'y az, € Cy41, donde ag, < ag,+1 para

toda n en w y tomando el limite obtenemos que
B = limy e, = limpe,,00, = limy,cu02n41

; ademas,

ﬁe(mCa)ﬂC'7+1

asy
y B > « por construccién. Por lo tanto, ﬂa<v+1 C,, es no acotado.
Veamos el caso limite. Sea v ordinal limite y supongamos que ﬂég o Ce es
un club para toda a < . Para cada v < wy, sea

D, = ﬂ C.

{<a

Asi, por nuestra suposicién tenemos que D,, es un club y obtenemos una sucesion
decreciente D, O Dy D Ds... de clubs tal que

() Coa= () Do =D.

a<y a<y
Sea § € k tal que § N D es no acotado en §. Entonces, al igual que en el caso
sucesor, tenemos que d N D, es no acotado en § para cada a y como cada D,
es un club, pertenece a cada intersectando y, por lo tanto, pertenece a D, por

lo que D es cerrado. Para ver que D es no acotado, sea a < k. Definimos una
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v - sucesién (f; : i < ) tal que By € Dy y o < Bp vy para cada 0 < £ < 7y sea
Be € D¢ tal que B¢ > sup{Bp : § < £}. Como k es regular y v < K, obtenemos
que lim¢<y = B es menor que x y asi para cada 6 < +y el ordinal 3 es limite
de la sucesion (5; : < i < «) de Dy, por lo que 8 € Dy por ser cerrado. Asi,
B pertenece a D, y por otro lado, a < 8 por construcciéon, por lo que D es no

acotado. m

Lema 1.10 Sean k un cardinal regular no numerable, A C k un club sobre k y

B C k un estacionario sobre k. Entonces AN B es estacionario sobre k.

Prueba. Sea C un club arbitrario sobre . Por el lema 1.9, tenemos que AN C
es un club, ya que A lo es. Como B es estacionario, tenemos por definicién que
(AN C)N B es no vacio y, como (ANC)N B = (AN B) N C, obtenemos que

AN B es estacionario. m

Lema 1.11 Sean x un cardinal regular no numerable, n € w y {C; : i < n} una
familia de conjuntos no estacionarios sobre k. Entonces |J{C; : i < n} es no

estacionario sobre k

Prueba. Probaremos el caso n = 2 e inductivamente se puede deducir el caso
general. Sean A y B dos conjuntos no estacionarios, asi existen clubs, C'y D,
con ANC = BN D = (). Luego, C N D es un club ajeno con AN B, por ende,

AN B es no estacionario, tal y como se quiere. m

Lema 1.12 Sean k un cardinal regular no numerable y {C,, : n € w} una
familia de conjuntos no estacionarios sobre k. Entonces | J{Cp : n € w} es no

estacionario sobre k.

Prueba. Dado n € w, C), es no estacionario y, por lo tanto, existe D,, un club
en K, con Cp, N D,, = ). Como & es regular y no numerable, se sigue que (), D,
es un club ajeno con (| C,; es decir, este conjunto no es estacionario por ser

ajeno a un club. m

Definicién 1.13 Sean B un conjunto y ® una familia de funciones de B en

B. Definiremos la cerradura de B bajo ® por recursion sobre los naturales.
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[ ] BO = B
= Bpyi = U{¢[Bn] : ¢ € @}

La cerradura de B bajo ® queda definida como | J{B, : n € w} y se deno-

tard como [Bleg.
Definicién 1.14 Sea A un conjunto.

= Una funcién n-aria en A es una funcion f : A" — A si 0 < n; o un

elemento de A, sin = 0.

= SiB C Ay f funcidn n-aria, diremos que B es cerrado bajo f si f[B"] C

B o f € B para el caso n = 0.

= Una funcion f es funcién finitaria si es una funcidn n-aria para alguna

new.

= Si B C Ay d es un conjunto de funciones finitarias de A definimos
de forma andloga a la definicion 1.13 la cerradura de B bajo ® y la

denotaremos por [Blg.

Lema 1.15 Sean k un cardinal reqular no numerable, A un conjunto, B C A,
|B| < £ y ® una familia de menos que K funciones finitarias de A en A. Entonces

[Ble tiene cardinalidad menor que k.

Prueba. Demostraremos por induccién sobre w que cada B,, de la construccion
de la cerradura de B bajo ® tiene cardinalidad menor que k y por la regulari-
dad de k obtendremos que |[B]s| < k. Por hipétesis, obtenemos el caso base.
Sabemos que si f € ®, entonces f : A™ — A, por lo que la cardinalidad de

f[B7] es menor que k, ya que |By|-m lo es. Como |®| < k, tenemos que

[H81Br7] : ¢ € @} = maa{|@],|B,|}

6 por la regularidad de &, pero por la hipétesis inductiva |B,| < &, as{ | B, 41| <

K, lo cual da por terminada la demostracién. m

6k¢ es el natural tal que ¢ es una funcién k-aria.
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Definicién 1.16 Sean k un cardinal y ® un conjunto de funciones definidas

sobre k. Decimos que o < Kk es cerrado bajo @, si [a]e C a.

Teorema 1.17 Sean x un cardinal regular no numerable y ® un conjunto de
menos de Kk funciones finitarias definidas sobre k.

Entonces C = {y < k : v es cerrado bajo ®} es un club sobre k.

Prueba. Primero veamos que C es cerrado. Sea § € k tal que C N 4J es no
acotado en 4. Demostremos que § es cerrado bajo ®. Si 8 € §, como C'Né es no
acotado en 4, entonces existe a € C' N § tal que § < . Asi, como « es cerrado
bajo @, ya que pertenece a C, por la transitividad de la contencién, tenemos
que la cerradura de 8 bajo ® es subconjunto de «, que a su vez lo es de §.Asi,
d es cerrado bajo @, por lo que § pertenece a C.

Para ver que C' es no acotado, sean £ € Kk y [€]s; entonces £ C [€]le T K,y
[[€]e| < &, por el lema 1.15.

Como k es un cardinal regular, definimos ¢°(¢) como un ordinal tal que
€< g% < ry [€a C g°%¢), el cual existe por la observaciéon anterior. Asf,
si g™ es la n - ésima iteracién de g y ¢¥(£) = sup{g™(§) : n € w}, entonces
9“(€) (N C es no acotado en g*(§), ya que si 6 pertenece a g“(§), entonces hay
g™ (&) para alguna n en w tal que 0 C [¢"(€)]s, por la manera en que se definid.
Como C es cerrado, tenemos que g*(§) pertenece a C, ademds se tiene que

& < ¢g¥(&) por construccién. Por lo tanto, C' es no acotado. m

Definicién 1.18 Sea o un ordinal limite y supongamos que (Cg : f € «) es
una familia de subconjuntos de «.

Definimos la Interseccion Diagonal de la familia como sigue:

Neco Ce ={B€a:Vn<B(B ey}

Teorema 1.19 Sea k un cardinal tal que w < cf(k), supongamos que (Cg : 5 €

k) es una familia de clubs sobre k, entonces:

= Si(Necp Ce es no acotado en a para todo B < k, entonces \¢_, Ce¢ es un

club sobre k.
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= Si Kk es regular, entonces A§<R Ce¢ es un club sobre k.
Prueba.

= Supongamos que ﬂ5<6 C¢ es no acotado en x para todo 8 < k. Sea D =
Ag < C¢. Primero demostraremos que D es cerrado en k. Asi, sea 3 < &
tal que D N B es no acotado en 8. Para mostrar que 8 € D, sea £ < (3;
basta mostrar que f € Ce. Si E = {y € DN :§ < v}, entonces E es no
acotado en 8 y para cada v € E, tenemos que v € C¢, por definicién de

D. Por lo tanto, 8 € C¢, ya que C¢ es un club.

Veamos que D es no acotado en k. Sea < k. Definimos una sucesién
de ordinales por recursién sobre w. Sea vy = 3, si y; ya esta definido, sea

~Yi+1 = 0, donde

e ) Ce

E<vi

y 6 > v;, lo cual puede hacerse ya que por la hipétesis

ﬂ C¢ es no acotado.
§<vi

Sea § = sup{y; : i € w}. Comow < ¢f(k), d < k. Afirmamos que § € D. Si
& < 6, por construccién podemos escoger ¢ € w tal que § < y;, asi ; € C¢
para toda j > i, lo que implica que C¢ N J es no acotado en d, por lo que

0 € C¢. Por lo tanto, § € D por definicién de D.

= Supongamos que k es regular. Por el lema 1.6, ﬂ€ <8 C¢ es club sobre k
para toda 8 < k, en particular es no acotado y por el inciso anterior

obtenemos lo deseado.

Ahora daremos algunas definiciones y lemas cuyas demostraciones serdn omi-

tidas ya que sélo se mencionaran en la resena histérica.

Definicién 1.20 Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X tiene la Con-
dicién de la Cadena Contable en el sentido topolégico (c.c.c.) si no hay una

familia no numerable de subconjuntos abiertos de X ajenos dos a dos.
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Lema 1.21 Sea X un espacio topoldgico. Si X es separable, entonces X tiene

la c.c.c.
Definicién 1.22 Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado.

= Una cadena en P es un conjunto C' C P tal que Vp,q € C(p < qV q <p).

= Diremos que p,q € P son compatibles si y sdlo si Ir € P(r <pAr < q);

y son incompatibles (p L q) si y sdlo si no son compatibles.

= Una anticadena en P es un conjunto A C P tal que Vp,q € A(p # q¢ —

pLq).

Definicién 1.23 Un conjunto parcialmente ordenado (P, <) tiene la condicién

de la cadena contable (c.c.c.) si y sdlo si toda anticadena en P es numerable.

Observaciéon 1 Sea X un conjunto no vacio y P = P(X)\{0}. Sea (P, C)

entonces:
» pLgsiysclosipng=0.

s A C P es una anticadena en P si y solo si sus elementos son ajenos dos

a dos.

= P tiene la c.c.c. siy sdlo si | X| <w.

Observacién 2 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si tomamos T = T\{0} y
(7!, C), entonces 7' tiene la c.c.c. si y sdlo si el espacio X la tiene en el sentido

topoldgico.

Definicién 1.24 Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. La topologia

del orden es la generada por la subbase T = {(—00,a) : a € P}U{a,0) : a € P}.

1.3. Arboles

Ahora introduciremos definiciones y notacién de arboles que serdn usadas

en la demostracién del teorema referente a drboles de Suslin.
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Definicién 1.25 Un arbol es un conjunto parcialmente ordenado (T, <)( < es
reflexivo, transitivo y antisimétrico) tal que para cada x € T el conjunto {y €

T:y<uxz&y+#x} estd bien ordenado por <.

A lo largo del texto abusaremos de la notacién refiriéndonos a un drbol (T, <)

simplemente por T
Definicién 1.26 Sea T un drbol.

= Para cada x € T, la altura de x en T, o ht(z,T), es el tipo de orden del

congunto {y € T : y < z}.

= Para cada ordinal «, el « - ésimo nivel de T, o Lev,(T) es el conjunto

{z €T : ht(x,T) = a}.
= La altura de T, o hit(T), es el menor ordinal o tal que Lev,(T) = 0.

= Un subérbol de T es un subconjunto T' de T con el orden inducido tal que

para toda x en T’ yz €T si z < x, entonces z € T'.

Definicién 1.27 Sea T un drbol. Una anticadena en T es un conjunto A CT
tal que para toda x,y en A siz #y, entoncesx £y yx # y.". Diremos que A es

una anticadena maximal si es una anticadena y es maximal bajo la contencion.

Definicién 1.28 Para cualquier cardinal reqular k, un k-arbol es un drbol T

de altura £ tal que para todo oo < K tenemos que |Levy (T')| < k.

Definicién 1.29 Un drbol T es siempre derivable si y solo si para toda x € T,
el conjunto {y € T : © < y} no es totalmente ordenado por <. Equivalentemente,
para todo x € T, existen y,z € T tales que x < y y x < z, pero y y z no son

comparables.

Definicién 1.30 Para cualquier cardinal infinito k, un k-arbol de Suslin es un
drbol T tal que |T| = k y tal que cada cadena y anticadena de T tienen cardi-

nalidad menor que k.

"Esta definicién no coincide con la nocién de érdenes parciales de la definicién 1.21
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Lema 1.31 (Konig) Si T es un w—drbol, entonces T tiene una cadena infini-

ta.8

Definicién 1.32 Sea s un cardinal. Un k—arbol bien podado es un k-drbol T

tal que |Levo(T)| =1 y Vo € TVa(ht(x.T) < a < k = Jy € Levy(T)(z < y)).

Lema 1.33 Sea k un cardinal reqular y T un k-drbol. Entonces T tiene un

k-subdrbol bien podado.’

Definicién 1.34 Sea T un drbol. Diremos que T es un Arbol de Aronszjan
st ht(T) = wy, no tiene ramas no numerables y para toda o < wy se da que

|Levy (T)] < w.

En lo que sigue del trabajo por darbol de Suslin nos referiremos a un ws- arbol

de Suslin. Note que todo arbol de Suslin es un arbol de Aronszjan.

1.4. Universo Construible

El universo construible L es el universo que Godel propuso para probar la
consistencia de CH , para mas detalles sobre su construccién se puede consultar
consultar [16]. Para L necesitamos las siguientes definiciones en las cuales no
haremos mucho énfasis ya que solo se usaran para una demostracion.

Introduciremos de manera intuitiva las definiciones bésicas necesarias.

Definicién 1.35 D(A) es el conjunto de subconjuntos de A que son definibles

desde un nimero finito de elementos de A por una formula relativizada a A.

Esta definicién no es estricta, si se quiere consultar con toda formalidad
vease [16].

Ahora esbozaremos la construccién de L.

Definicién 1.36 Por recursion transfinita definimos L(«) para «, un ordinal,

como sique:

8Para consultar la demostracién ver [16]
9Para consultar la demostracién ver [16]
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» Lla+1)=D(L(w))
» L(a) = Uecn L(E), sia es limite.
Definicién 1.37 L = |J{L(«a) : @ € OR}.

Definicién 1.38 Si x € L, p(x), el L -rango de x, es el menor ordinal B tal
que x € L(B+1).

Lema 1.39 L es un modelo de ZF y del Azioma de Eleccion, mds aun L es

bien ordenable.

Usando el lema anterior podemos definir las funciones de Skolem que sirven
para encontrar testigos de féormulas.
Como sélo existe una cantidad numerable de férmulas con m + 1 variables

libres, podemos obtener una enumeracioén { f)"},c, para cada m € w.

Definicién 1.40 Sea o un ordinal y fI* = ¢(u,v1,...,0m) con i,m € w. Defi-
nimos la i-ésima funcién de Skolem de m variables H,,,, : L(a)* — L(a) por
casos como sigue:

Hy (V1,0 0m) = u, si L(a) es modelo de ¢(u,v1,..vm) y u es el minimo

con esa propiedad; y ) en otro caso.

Teorema 1.41 Supongamos que V- = L. Si M C L es un submodelo transitivo

de ZFC, entonces M = L(«) para algin ordinal c.

Se pueden consultar [16], [11] y [12] para ver las demostraciones que faltan

en este capitulo.



Capitulo 2

Resultados sobre <>

El enunciado de diamante <) es un principio de combinatoria infinita el cual
es mas fuerte que la hipdtesis del continuo. El propdsito de este capitulo es
primero dar un resumen de la forma en que se cred y posteriormente algunos de
los resultados més importantes que tengan relacién con éste principio.

El capitulo esté dividido en secciones donde la primera es una breve historia
sobre la creacién de ¢ y después en cada una de las secciones posteriores daremos

la demostracién de un resultado relacionado con éste principio.

2.1. Historia sobre el principio

El origen se remonta a una pregunta que formulé Suslin en 1920 sobre la
caracterizacion del orden de los nimeros reales. Sabemos que si un conjunto

ordenado totalmente (X, <), cumple que:
1. X no tiene primer elemento ni dltimo elemento.
2. X es conexo.
3. X es separable con la topologia del orden.

, entonces X es isomorfo a (R, <). Suslin sabfa que ser separable implicaba

la siguiente condicién:

13
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3’-Toda familia de intervalos ajenos abiertos es a lo mds numerable (equiva-
lentemente X tiene la c.c.c.).

Suslin se pregunto si esta ultima es equivalente, lo cual daria lugar a sustituir
la condicién 3 y obtener una nueva caracterizaciéon de los reales.

Para intentar dar solucién, Suslin dio la siguiente definicién para enunciar
una hipétesis que resolveria inmediatamente el enigma y asi trabajar sobre algo

mas simple. Aqui la enunciamos como actualmente se conoce:

Definicién 2.1 Una Linea de Suslin es un conjunto totalmente ordenado (X, <

), tal que en la topologia del orden X es c.c.c, pero no es separable.

Con esta definicion, si se diera el caso de que el conjunto X cumpliera las
condiciones 1,2 y que fuera una linea de Suslin, entonces implicaria que X no

es isomorfo a R, por no ser separable, por lo que propuso su hipétesis.

Definicién 2.2 La Hipétesis de Suslin es el enunciado: ‘ No hay lineas de Sus-

lin *.

Posteriormente se prob6 que si hay una linea de Suslin, entonces hay una
linea de Suslin que satisface las dos primeras condiciones. Por lo tanto, tenemos
que la Hipétesis de Suslin es equivalente al enunciado: las condiciones 1,2 y 3’
caracterizan el orden de (R, <).

La Hipotesis de Suslin resulté ser independiente a ZFC, por lo que se desa-
rrollaron varios trabajos sobre la consistencia de ésta y aqui es donde aparece
Ronald Jensen, quien probd que la negacién de la Hipdtesis de Suslin es con-
sistente con la Hip6tesis Generalizada del Continuo. Por otro lado, como <> es
consistente con la Hipdtesis Generalizada del Continuo, la negaciéon de la Hipdte-

sis de Suslin es consistente con la Hipétesis Generalizada del Continuo, ya que

& implica la existencia de un arbol de Suslin, y por el siguiente teorema.

Teorema 2.3 La hipdtesis de Suslin es falsa si y solo si existe un drbol de

Suslin.!

se puede consultar en [12].
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El hecho de que <) implica la existencia de una linea de Suslin no fue directo,
realmente <> fue extraido de la prueba que realizé Jensen en 1972 de que V =L
implica que hay un arbol de Suslin. El desglose de este hecho serd uno de los
temas de este trabajo, ya que V = L implica < el cual a su vez implica la
negacién de la Hipdtesis de Suslin, pues la existencia de un arbol de Suslin es
equivalente a la de una linea de Suslin. Las demostraciones de los dos primeros

enunciados las haremos més adelante, en las secciones 3.6 y 2.3 respectivamente.

2.2. < implica la Hipodtesis del Continuo

Introduciremos el principio de Jensen:

Definicién 2.4 { es el enunciado: Existe una sucesion de conjuntos (A, @ a <
wy) con A, C a y para cada A C wy, se da que el conjunto {a < wy : ANa = A, }

es un conjunto estacionario en wi.

La sucesién (A, : « € wy) es llamada - sucesidn.
El principio de Jensen, <), admite generalizacién de w; en cualquier cardinal

regular no numerable £ y también hay una version para conjuntos estacionarios.

Definicién 2.5 Sea k un cardinal regular no numerable y S C k un conjunto
estacionario sobre k. {(S) es el enunciado: Erxiste una sucesion de conguntos
(Aq @ € S) con Ay C a y para cada A C K, se da que el conjunto {a € S :

ANa= A,} es estacionario.

Ok (k) es denotado como . Si k = wy, entonces O, coincide con $ y si se
sobreentiende de qué cardinal se estd hablando, {,(S) se denotard simplemente
como {(S) ya que formalmente, k siempre se puede recuperar a partir de S
porque todo estacionario en k no es acotado, asi que supS = k.

Todos los principios que introduciremos pueden ser generalizados y abrevia-
dos de igual forma que .

A los principios de combinatoria se les conoce como principios de adivinanza

porque capturan parcialmente una propiedad una cantidad estacionaria de veces.
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Ahora veremos que < es mas fuerte que la Hip6tesis del Continuo, pero antes

revisaremos un lema necesario para la demostracién principal.

Lema 2.6 Sea (A, : « € wy) una -sucesion. Entonces para todo A C w existe

aconw<a<w tal que A= A,.

Prueba. Sea A C w. Asi, por la definicién de <{)-sucesién el conjunto

{a€w:AnNa=A,}=C

es estacionario por lo que intersecta a todos los conjuntos club.

Por el lema 1.7, obtenemos que B = {8 € w; : w < S} es un club, entonces
C N B es no vacio, por lo que existe oo < wq tal que AN a = A,. Notemos que
como A Cwyw < a, AC «a por transitividad, por lo que ANa = A y asi,
concluimos A = A, que era lo que queriamos. =

Procederemos a demostrar el teorema principal de este capitulo.

Teorema 2.7 { = CH, es decir, si existe una {-sucesion, entonces

P(w)] = wi.

Prueba. Sea (A, : a € wy) una {$-sucesién. Dado A C w, sea By = {a €
w\w+1:A=A4,}.

Definamos f : P(w) — wy como sigue: f(A) = minBa € w;. Observemos
que f es inyectiva, ya que si Ay C son subconjuntos de w tales que f(A) = f(C),
por la definicién de f, tenemos que A = Ayq) = Ajc) = C, es decir, A = C.
Por lo tanto, f es inyectiva.

De lo anterior se sigue que |P(w)| < w1, pero como |P(w)| # w , w1 < [P(w)].
Por lo tanto, w; = [P(w)]. =

En esta demostracién se usa la versién acostumbrada de la equipotencia
entre wy y la potencia de w, pero si usamos una versién alterna se puede ver

trivialmente la implicacién anteriormente demostrada.

Lema 2.8 Los siguientes enunciados son equivalentes:

= [P(w)] = w1
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» Hay una sucesion (A, : a € wy) tal que para cada «, se tiene que A, C «
y para todo A C wy existen dos ordinales infinitos B, € wy tales que

ANB=A4A,.

Prueba. Supongamos que |P(w)| = w;. Asi, sea f : w3 — P(w) una biyeccién
tal que f(a) C « para toda a € wy. Definimos (A, : & € wy) de la siguiente
manera: para cada a haremos A, = f(«). Veamos que esa sucesién cumple lo

deseado.

Sea A C wy. Asf, ANw C w, por lo que f~1(ANw) =~ para algtin v € w;.
Entonces, por la definicién, tenemos que ANw = f(y) = A,, por lo que sélo
nos restaria ver que 7y es un ordinal infinito, pero sin pérdida de generalidad
podemos asumirlo ya que el conjunto C' = {a € w; : @ > w} tiene cardinalidad
w1, por lo que existe una biyeccién g entre C y wy y bastarfa asignar A,, = (), si

n € w;y Aga) = f(a), en otro caso.

Veamos el regreso. Como |P(w)| > |w]|, tenemos que |wi| < |P(w)]|, por lo

que s6lo nos faltaria ver la otra desigualdad.

Sea (Ay @ @ € wy) como en el enunciado. Asi, tenemos en particular que
para cualquier A C w hay «a, 8 > w tales que AN G = A,, por lo que definimos

f:P(w) = w1 x wy de la siguiente forma:

f(A) =min{(a, ) : AN B = Aa}

respecto al orden lexicogréfico. Veamos que f es inyectiva: tomemos A, B tal
que f(A) = f(B). Por la definicién de f, obtenemos que ANS = A, = BN S,
pero por la hipdtesis a y 5 son infinitos, asi que ANw = ANB = BN = BNuw;
ademas A y B son subconjuntos de w. Asi, ANw = BNwsiysdlosi A= B.

Por lo tanto, f es inyectiva.
Sabemos que |wy X wi| = |wi|, por lo que existe ¢ : w; X w3 — w; biyectiva

y componiendo, tenemos que g o f : P(w) — w; es inyectiva. Por lo tanto,

[P(w)| = [wi]. =
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2.3. < implica la negacién de la Hipdtesis de

Suslin

En estd seccion procederemos a demostrar uno de los resultados de los que
hablamos en el resumen histérico acerca de <». Primero demostraremos algunos

lemas necesarios para pasar a la demostracién principal.

Lema 2.9 Supongamos que (T, <) es un wi-drbol siempre derivable en el cual

toda anticadena maximal es numerable. Entonces T es un wi-drbol de Suslin.

Prueba. Por el lema de Kuratowski-Zorn, cada anticadena estd contenida en
una anticadena maximal. Asi, por la hipdtesis toda anticadena es a lo més
numerable. Supongamos que B es una cadena no numerable, sin pérdida de
generalidad podemos tomarla maximal ya que toda cadena puede extenderse a
una cadena maximal. Entonces B intersecta cada nivel de T'. Como T es siempre
derivable, existe f: T — T tal que f(z) >z y f(z) ¢ B.

Ahora escogemos recursivamente z, € B para cada a € wy de forma que
ht(wa,T) > sup({ht(f(25),T) : B < a}).

Entonces {f(zo) : @ € w1} es una anticadena no numerable por la manera
en que se definié, ya que sus elementos no son comparables, lo cual contradice
la hipétesis. Por lo tanto, no hay cadenas no numerables en Ty asi, T es un
wp-arbol de Suslin por la definicién. =

Como < habla al respecto de wy, es natural que en nuestro deseo de construir
un arbol de Suslin lo hagamos sobre wy, antes necesitamos una definicién para

empezar a definir el orden que nos inducira el arbol de Suslin.
Definicién 2.10 Para cualquier drbol T, sea T, = | J{Levg(T) : B < a}.

Asi, T, nos define el subarbol de T por debajo del nivel a. A continuacién
demostraremos cémo algunas propiedades sobre arboles se ven reflejadas como

clubs.
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Lema 2.11 Sea T = (w1, <) un wy-drbol. Entonces
s {a<w Ty, =a} esun club en w;.

» 51 A C wp es una anticadena mazimal en T, entonces

{a<wy: T, =a & ANT, es una anticadena mazimal en Ty} es un club

en wi.

Prueba. Para la primera observacion veamos primero que el conjunto es cerra-
do. Sea § € wy tal que si C = {a < w; : T, = a}, entonces C' N ¢ es no acotado

en §. Queremos ver que § = Ty, basta observar que

Ts=J15=|JB=0

Bes Bed

Definamos f(€) = htp(€) y g(§) = sup{n : n € Leve(T)}. Por el teorema
1.17, tenemos que el conjunto B = {« € wy : « es cerrado bajofyg} es un club
en wi. Veamos que B C (), asi, como B es no acotado, C' también serd no
acotado.

Sea a € B. El hecho de que B sea cerrado bajo f nos asegura que todos los
elementos de « se encuentran a una altura menor que « en el arbol, es decir, que
para todo S € « tenemos que 8 € T, y asi, « C T,. Que B sea cerrado bajo g
nos asegura que para cualquier elemento 8 € « el supremo, bajo el orden usual,
del nivel 8 de T debe ser menor que «; ahora como T, = [ J{Levs(T) : § < a},
tenemos que T, C «a lo cual asegura la igualdad.

Para la segunda parte del enunciado notemos que A es una anticadena maxi-
mal en T siy sélo si para toda x € T\ A, se tiene que x es comparable con al me-
nos un elemento de A. Andlogamente a la observacién anterior, podemos ver que
el conjunto B = {a < wy : Ty, = a & ANT, es una anticadena maximal en T, }
es cerrado. Para ver que B es no acotado procedamos analogamente al anterior,
pero agregando la funcién h donde h(§) es un elemento de A que es comparable
con &. Asi, si a es cerrado bajo f,g y h, entonces T, = o'y T,, N A es anticadena
maximal en T, por la caracterizaciéon anterior y asi, B es no acotado. m

Ahora veamos cémo se usa {» en la construccién de un drbol de Suslin.
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Lema 2.12 Sea T = (w1, <) un wy-drbol siempre derivable y (Aq @ o < wr)
una -sucesion. Supongamos que para todo « limite menor que wy se tiene la

siguiente propiedad:

(To = a & Ay es una anticadena mazimal en ) = Vx € Lev, (T)Jy € An(y < x).
(2.1)

Entonces T es un wy - subdrbol de Suslin.

Prueba. Por el lema 2.9, es suficiente que verifiquemos que toda anticadena
maximal A de T sea numerable. Sea A una anticadena maximal en T

Por el lema 2.11, tenemos que el conjunto C = {a < wy : T, = a & « es
limite & A N T, es maximal en T,} es un club en w; ya que el conjunto de
limites en w; es un club e interseccion de clubs es un club. Por la definiciéon de
¢, tenemos que el conjunto {a € wy : a N A = A,} es estacionario. Sea a € C
tal que aNA = A,, note que A, es anticadena maximal en o, ya que T, = a 'y
A es anticadena maximal. Si z € T y ht(z,T) > «, entonces existe w € Lev, (T)
tal que w <1 z y como estamos suponiendo la propiedad 2.1, tenemos que existe
v € A, =ANatal que v < z, por lo que z ¢ A ya que si lo hiciera, tendriamos
que habria dos elementos comparables en A lo cual es contradiccién ya que A
es anticadena. Por lo tanto, A = A,, por lo que A es numerable. ®

Ahora pasaremos a la demostracién principal definiendo el orden por recur-
sién transfinita de tal forma que cumpla con la hipétesis del lema anterior para

que nos induzca un arbol de Suslin.
Teorema 2.13 < implica que existe un wy-drbol de Suslin.

Prueba. Construiremos 7' = (w1, <) de tal forma que se cumplan las hipdtesis
del lema anterior. Sea Is = {(w-B)+n:n € w}?y (A, : @ € wy) una H-sucesion.

Queremos que nuestro orden < cumpla las siguientes condiciones:

1. < es un orden en w; tal que para cada 8 € wy, se tiene que Levg(T') = I.

2. Para cada f <w; y n < w, se tiene que (w-f+n) < (w-(B+1)+2n),y
(w-B+n)<(w-(B+1)+2n+1).

2Las operaciones - y + se refieren al producto y a la suma entre ordinales respectivamente.
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3. Sif<a<w yz € Ig, entonces existe y € I, tal que z < y.

4. Para cada ordinal limite, (7, = o & A, es una anticadena maximal en

a) =V € Lev, (T)Jy € An(y < z).

Las condiciones 1 y 2 nos asegurardn que 1" sea siempre derivable, la 3 nos
facilitara la construccién de Ty la 4 nos dara la propiedad suficiente para que
T sea de Suslin. Notemos que por la definiciéon tendriamos que T, = w - a.

Construyamos (T, <) definiendo el orden de cada uno de sus subédrboles por

recursién transfinita y asi,

T = U T,.

a<wi

Definimos Levy(T) = w.

Sea a = [ + 1. Supongamos que tenemos definido el orden de tal forma
que cumpla las condiciones anteriores, explicaremos como extender el orden a
w-aUly =Ty

Definimos <g41=<lq U <, donde <.= {(p,(w-a)+n) : p =w- (B +
n/2]) o (p,w - (B + [n/2]) €<a,n € w} a = B+ 12, En otras palabras, sélo
estamos extendiendo el orden transitivamente al nivel « de la siguiente forma:
siz € w-aentonces x < (w-a+2n)siysdlosiz=(w-8+n)ox < (w-B+n);
andlogamente para x < (w -« + 2n + 1). Esto preserva la primera y la tercera
condicién, coincide con la segunda y la cuarta se preserva porque habla de
ordinales limite.

Ahora supongamos que « es limite. Para cada z € T, = w - a, sea B(x)
una cadena en T,, tal que € B(z) y B(z) intersecta a I, = Lev,(T,) para
cada 7 < a. Para encontrar dicho B(z), primero escojamos §,,, para m € w tal
que h(z,Ty) < & < &... y sup{&m, : m € w} = a, lo cual es posible porque «
es limite; note que esta sucesién depende de x. Ahora escogemos por recursién
sobre w a y,, € Levr, (&,) tal que x < y1 < ya..., lo cual es posible por la
tercera condicidn, asi, fijamos B(z) = {z € Ty, : In(z < yn(x))}.

En caso de que las hipdtesis de la condicidn 4 no se satisfagan, enumeramos

w-a como {z, : n € w}y definimos para cada z € w-a, z < (w-a+n) siy sélo

3Aqui [n] se refiere a la funcién parte entera.
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si z € B(xy,). El hecho de que B(zy,) intersecte a cada uno de los niveles de Ty,
implica que w - a + n tenga efectivamente altura o en T' y por construccion las
primeras tres condiciones se preservan.

Por otro lado cuando w - a = a y A, es una anticadena maximal en T,
tenemos que modificar un poco la construccién de B(x) para x € T,. Asi,
escogemos a yo(x) € a tal que < yo(z) y existe z en A, tal que z < yo(z),
lo cual es posible ya que x es comparable con algin elemento de A,. Entonces
hacemos &y(z) = ht(yo(x),Tw) y escogemos los &, v y, como antes, entonces
B(x) intersecta a A, lo que nos asegura que la tltima condicién se mantiene.

Ahora usando el lema 2.12 se obtiene el resultado deseado. m



Capitulo 3

Equivalencias de <

Debido a la importancia del principio <) en el universo construible, se han
buscado debilitamientos, equivalencias o fortalecimientos. En este capitulo ve-

remos ejemplos de estas variaciones de <.

3.1. <{T implica $~

En las siguientes secciones demostraremos resultados que se ocuparan en la
demostraciéon de que V' = L implica <> y otros relacionados con aplicaciones de

debilitamientos de <.

Definicién 3.1 T es el enunciado: Existe una sucesion de conjuntos {Ag :
a € wy) tal que para cada o < wy A, C P(a) , |Aa]l < w y para todo A C wy

hay un club C C wy tal que:
1. Vae C(ANna e A,).

2. VaeC(CnNnaeA,).

Definicién 3.2 $~ es el enunciado: Existe una sucesion de conjuntos (A, :
o € wy) tal que para cada o € w1 Ay C P(a) , |Aa|l <w y para todo A C wy el

conjunto {a < wy : ANa € A,} es un conjunto estacionario.

23
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De ahora en adelante si una sucesién cumple la primera definicién se le
llamara {T-sucesion y si cumple la segunda le llamaremos <~ -sucesion. Los
simbolos (—,+) fueron asignados por la relacién entre los dos principios, es

decir, la primera propiedad implica la segunda pero no viceversa.
Teorema 3.3 T = O~

Prueba. Sea (4, : @ € w) una T -sucesion.

Observemos que esa misma sucesién es una <~ -sucesion, ya que por la defi-
nicién de $ tenemos que si A C wy, entonces hay un club C' de w; tal que para
toda a € C' se da que AN« € A,. Si nombramos D ={a <w;: ANa € A,},
tenemos que C C D, pero C es un club y todo club es estacionario, ya que
interseccién de clubs es un club, por lo que D contiene a un estacionario.

Por lo tanto, D es estacionario y (A, : o € wy) es una <~ -sucesién. m

3.2. < es equivalente a ~

En esta seccién demostraremos cémo se relaciona <» con <.
Teorema 3.4 $ < .
Prueba.

= Sea (A, : @ € wy) una {$-sucesion.

Definimos B,, como sigue:

BQZ{A,@:BSQ}

Tenemos que B, C P(«), ya que Ag C 8 C a, por lo que para 5 < « se
da que Ag € P(a).

Veamos que (B, : @ € wy) es una {~ -sucesién. Como B, esta indizado
con a+1, se tiene que | B, | < |a+1| < w, ya que w; es inicial. Sea A C wy.
Siempre que ANa = A, se tiene que A N« € By; por lo que si llamamos

D={a€cw :ANa=A4,} yC={a €w : ANa € B,} tendriamos
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que D C C y como D es estacionario, por la definicién de <>, entonces C

es estacionario . Por lo tanto, (B, : & € wy) es una < -sucesion.

= Sea (A, : @ € wy) una $~-sucesion.
Sea f una funcién biyectiva f : w3 — w X wi.Observe que si A C wy y

B C w x wy, entonces se tiene que f[f~![B]] = By f~[f[A]] = A.

Sea
C={a<w:w<a& flwxa Cak& fla] Cwxal.

Veamos que C' es un club.

ComoCzclﬂC’g,dondecl:{a€w1 SWSOL}YCQZ{OZG(JJlI
flwxa]l Ca& fla] Cw x al, sélo basta demostrar que cada uno de
ellos es un club por el lema 1.9. Demostramos en el ejemplo 1.7 que C7 es

un club, asi que sélo queda ver que C5 es club.

Probaremos que Cy es club. Como f es inyectiva, f~! es funcién. Por otro
lado, f~! no tiene un ordinal por dominio, por lo que para aplicar el 1.17,
definiremos g, o : @ — £ mediante g, o(8) = f~!(n, 8); note que si a es

cerrado bajo gy, para cada n € w, entonces f~!w x o] C a.

Por el teorema 1.17, tenemos que el conjunto Cs3 = {a € wy : fla] Cw X
a & « es cerrado bajo g, para cada n en w} es un club, ya que son una
cantidad numerable de funciones y por la observacién anterior C'5 C Cj,

por lo que C5 es un club.

Sea a € C. Entonces por la definicion de C, tenemos que si A C a y

BCwxa, f[JA] Cwxay f71B] C a. Para cada a € C, sea
Ba:{f[A]:AEAa}

y si a ¢ C, entonces B, = (). Veamos que para toda B C w X w; se tiene

que {a <wi : BN (w X a) € B,} es estacionario.

Sea S = {a € wy : f7UB]N(w x a) € A,}. Por la definicién de {~

tenemos que S es estacionario y como C' es un club, CN S es estacionario.
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Sia € CNS, entonces BN (wx a) = f[f~![B]Na] € B, por construcciéon
de C.

Como |B,| < w, podemos enumerar B,, B, = {Bak : k € w} ypor la
definicién de B, tenemos que para cada k € w, se cumple que B,* C wxa.

Sea Ba," = {8 : (n,B) € B."}

Probemos que para alguna n € w se debe cumplir que (B, " : @ € wy) es

una <{y-sucesién.

Supongamos que lo anterior no sucede. Entonces para cada n € w, pode-
mos encontrar B, C w; tal que el conjunto {a € w: N B,, = B, "} es

no estacionario. Sea

B=J({n} x By).

ncw

Entonces para cada n el conjunto {a € w1 : BN (w x &) = B,"} es no
estacionario. Por lema 1.12, unién numerable de conjuntos no estacionarios
es no estacionario, por lo que tenemos que {@ € wy : (BN (w X a) =
B,™)} es no estacionario; lo cual contradice que para toda B C w X w; se
tiene que {a < wy : BN (w X ) € By} es estacionario, lo cual fue probado

anteriormente.

3.3. < es equivalente a {*

Para introducir el primer debilitamiento de <>, primero es necesario dar una

equivalencia de <) ahora en términos de funciones.

Definicién 3.5 $* es el enunciado: Hay una sucesion de funciones (fo : a €
w1) tal que fo v — 2 y para toda f: w1 — 2 el conjunto {a < wy : f [a= fa}

es estacionario.
Veamos ahora que en efecto es una equivalencia de diamante.

Teorema 3.6 Existe una <{>-sucesion si y sélo si existe una *-sucesion.
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Prueba.

= Sea (A, : @ € wy) una {-sucesién. Para cada o € wi, definimos f,
como la funcion caracteristica de A, sobre «, es decir, fa_l[O] = A,y

fo 1] = @\Aq. Asi, fo : a — 2. Veamos ahora que cumple lo deseado.

Sea f : w; — 2. Por construccién f [o= fo siy s6lo si f7H0]Na =
fo t0] = Ag, ahora como el dominio de f es w; podemos concluir que
f710] € wy y por la definicién de ¢ obtenemos que el conjunto {a < wy :
F70]Na = A,} es estacionario. De este modo,{a € w1 : f | a = f,} es

estacionario por ser igual a {a € wy : f7H0]Na = A, }.

= Sea (f, : @ € wy) una $*-sucesién. Definimos (A, : a € w) donde para
cada a € w tengamos que A, = fofl[()} lo cual nos da, por la definicién

de &*, que A, C o, ya que fu : o — 2.

Verifiquemos que esta sucesién recién definida es una <{»-sucesion, dado
A C wq, denotemos por f : w; — 2 a su funcién caracteristica. Obtenemos
de forma andloga que f o= fo siy s6lo si f~H0]Na = f,'[0] siy
sblo si ANa = A, y si recurrimos a la definicién de {*, tenemos que el
conjunto {a € wy : f o= fa} es estacionario, por la hipédtesis, por lo que
el conjunto {«@ € w1 : ANa = Ay} es estacionario ya que son el mismo

conjunto y asi obtenemos una <{)-sucesion.

3.4. Equivalencias entre variaciones de

En esta seccién daremos varias equivalencias de <, {1 es la primera equi-
valencia que se demostré en este trabajo acerca de <, es decir, >~ = <{1; para
el caso de o y s (ver definiciones abajo) son claras consecuencias de { y
{1 respectivamente y aunque aparenten ser debilitamientos veremos que son

equivalencias y para eso fue necesario enunciar otra version méas que llamamos

Qu-
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Definicién 3.7 {1 es el mismo principio que O~

Definicién 3.8 < es el enunciado: Hay (Ss : o < wy) tal que para cada o € wy

se tiene que S, C o y para todo X C wy hay a > w tal que X Na = S,.

Definicién 3.9 {3 es el enunciado: Hay (S, : o < w) tal que para cada o € wy
se tiene que S, C P(a) , |Sa| < w y para todo X C wy hay un a > w tal que
XNaesS,.

Definicién 3.10 {4 es el enunciado: Hay (S, : o < wy) tal que para cada
a € wy se tiene que S, C P(a), |Sa| < w y para todo X C wy hay un ordinal

limite a > w tal que X N € S,.

Dadas las definiciones empecemos la demostracién, iremos demostrando im-

plicaciones y daremos la vuelta desde 1 hasta 4.

Teorema 3.11 Los siguientes enunciados son equivalentes:
" 01
" O
" O3

n Oy

Prueba.

= O = O

Sea (A, : a € wy) una $p-sucesién. Afirmamos que la sucesién es una

{o-sucesion.

Sea X C w;. Ya hemos demostrado que el conjunto A = {a € wy : @ > w}
es un club en w; asi, por la definicién de 1, tenemos que AN {a € w; :
X Na = A,} es no vacia, por lo que existe o € wy tal que X Na= A, y

a > w y asi, se cumple lo que queriamos.



3.4. EQUIVALENCIAS ENTRE VARIACIONES DE 29

= O = O3
Sea (S, : a € wy) una Ho-sucesion y sea (B, : «a € wy), donde para cada

B tenemos que Bg = {A, : @ < 8}. Veamos que es una <{g-sucesion.

Como cada A, es subconjunto de «, B, C P(a) y como B, esta indexado
con a, tenemos que |B,| < |a| < w. Sea X C wy. Por la hipédtesis, hay un

a>wtal que X Na=A,, por loque X Na = A, € B,.

n O3 = Oy

Sea (S, : a € wy) una {3-sucesién y para cada o € wy, definimos

T,={XNa:X¢€ U Sotn}

new

demostremos que (T, : & € wy) es una <H4-sucesion.
Como X Na C «, tenemos que T, C P(«) y por ser unién numerable
de conjuntos numerables obtenemos que |T,| < w. Sea X C wj. Por la
hipétesis hay a > w tal que X Na € S,,. Entonces o = 1+ n para algin 7
limite y n € w. Luego como X Na € S;1,, y X N = (X Na)Nn el cual

estd en T}, por la definicién. Por lo tanto, tenemos lo que buscabamos.

» $u= 01
Sea (S, : @ € wy) una {y-sucesién. Definimos j : wy — wy por j(vy) = 2.
Notemos que para a limite se da que j [o: & = ay que ran(j [w,\o) N =
(). Definimos para cada o € wy el conjunto T, = {j7'[X] : X € S.}.

Verifiquemos que (T, : @ € wy) es una {q-sucesién.

Por la definicién de {4 se da |T,| < w y por construccién T, C P(«a). Sea
X C w;. Debemos probar que el conjunto A = {a € wy : X Na € Ty}
es estacionario asi que bastaria demostrar que para cada club C' hay un
elemento o € C tal que X Na € T,. Sin perder generalidad podemos
suponer que si « pertenece a C' entonces es limite o vacio y que si a, 8 € C
y a < f3, entonces a+w-w < B. Por lo anterior podemos tomar (¢, : n € wy)
una enumeracion estrictamente creciente de C. Para que el o deseada sea

distinta del vacio supondremos también que ¢y = 0.
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Definiremos un conjunto Zg C wy por recursién. Zg Ncy = @) por nuestra
suposicion respecto de ¢o. Supongamos que ZoNc, esta definido. Sea (7,,"
n € w) una enumeracién del conjunto {7 € wy : lim(7) & ¢, <7 < ¢pp1}t
y sea (X, : m € w) una enumeracién de (J,,,, Sr,n. Para cada m € w
agregamos ¢, +2m + 1 a Zy si y sélo si ese ordinal no estd en X,,". Asf,
queda definido el conjunto Zy N ¢;41. Ahora sea Z; = j[X] y definamos
Z = ZyU Z1. Entonces Z C wy, Zy son los elementos impares de Z y Z;

son los elementos pares de Z. Por la hipétesis, hay un ordinal limite o > w

tal que Z Na € S,.

Afirmamos que a € C. Supongamos que no. Entonces hay 7 tal que ¢, <
a < cpy1 asi, para alguna m € w, se da que a = 7,7 y como Z Na € S,
se tiene que Z N = X" para algin k € w. Entonces por construccion,
tenemos que ¢, +2m—+1€ Z < cy+2m+1€ Zy & cp+2m+1¢ X" =
Z Na lo cual es absurdo, ya que eso implica que o < ¢, +2m + 1, pero «

es limite y no puede ser rebasado con una cantidad finita de ordinales.

Por lo tanto, a € C, pero X Na = j71[Z1]Na = 7 [ Z]Na = j"[ZNa] €

T., vaque ZNa € Sy, lo que da por terminada la demostracién.

¢ implica ¢

En esta seccion discutiremos uno de los debiliteamientos de la versién de

funciones del principio de diamante.

Una de las aplicaciones principales de < es el enunciado W, el cual dice que

todo grupo de Whitehead que sea abeliano de orden ¥; es libre?. Contrario a

este resultado se encuentra que si asumimos el Axioma de Martin® junto con

2%0 > N, entonces existe un grupo de Whitehead de orden R que no es libre. Se

esperaba que ese resultado no fuera consecuencia unicamente de C H y tratando

Him(7) es una abreviatura de la frase: 7 es un ordinal limite.
2Para ver las definiciones correspondientes se puede consultar [4].
3Para la definicién consultar [16].
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de establecer este hecho Shelah not6é que W falla si C(S) es verdadero para

cualquier estacionario S C wy donde C(S) es el siguiente principio:

Definicién 3.12 C(S) es el enunciado: Si para cada ordinal limite 6 € S C wy
hay una w-sucesion creciente ns que converja a § y si kg € 2%, entonces para
alguna Kk € 2¥ se da que para toda 6 € S, k(ns(n)) = ks(n), salvo en una

cantidad finita de valores de n.

Se probé entonces que C(wy) era consecuencia del Axioma de Martin y de
2% > R; y a su vez se demostré que —C/(S) se sigue de {(S), después Shelah
conjeturé que C(wq) era consistente con ZFC + HGC pero Devlin refuté es-
ta conjetura probando que C'H implica =C(w1). En esa demostracién Devlin
usé modelos internos pero después Shelah cambié la prueba para evitar hacer el
uso de modelos internos y debilité la condicién de CH a solamente 280 < 281 y
ahi fue donde Shelah extrajo el principio ¢ ya que su papel en la demostracién
es que 280 < 281 eg consecuencia de ¢.*

Veamos la definicion.

Definicién 3.13 ¢ es el enunciado: Para cada F : 2~ — 2 hay una funcion
g € 2“1 tal que para toda f € 2¢1 el conjunto {a € w1 : F(f [4) = g(a)} es

estacionario.

De el enunciado de ¢ no se ve claramente su relacién con el debilitamiento

pero si observamos la equivalencia >* podemos notar la relacién.
Teorema 3.14 Si existe una {$*-sucesion entonces el principio ¢ se cumple.

Prueba. Sea (f, : @ € wy) una {*-sucesién y sea F' : 2“1~ — 2. Definimos
g : w1 — 2 mediante g(a) = F(fa).

Ahora probemos que g cumple lo deseado. Sea h € 2“1. Por la definiciéon de
O* tenemos que el conjunto A = {a € w: h [o= fo} es conjunto estacionario,
observemos que si & € A, entonces h [o= fq, porloque F(h [,) = F(f.) = g(a)
lo cual implica que A C B = {a € wy : F(h [4) = g(a)} y asi, B es conjunto

estacionario lo cual concluye la demostraciéon. m

4Para las demostraciones consultar [6].
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3.6. V = L implica {*

Ahora pasaremos a demostrar el resultado para el cual fue creado <, que si
V = L entonces la Hipétesis de Suslin es falsa, es decir, que si V' = L entonces
hay un 4arbol de Suslin; para ello primero probaremos que V = L implica $t y
a su vez a <y por los teoremas 3.3 , 3.4 y 2.13.

Antes necesitaremos un lema.
Lema 3.15 El conjunto R = {p < wy : L(p) < L(w1)} es no acotado en wy.

Prueba. Sea H = {H,,,, : n,m € w} el conjunto de todas las funciones de
Skolem para wy. Entonces L(p) < L(w1) siempre que L(p) sea cerrado bajo H.
Sea a < wy, por el 1.15, aplicado a L(a+ 1) y H obtenemos que [L(a+ 1)]g
tiene cardinalidad menor que wy; = |L(wy)|. Como [L(a + 1]y < L(wy), es un
submodelo transitivo de ZFC y aplicando el 1.41, inferimos que [L(a + 1)]g =
L(p) para algin ordinal p y como L(a) C L(p) concluimos que a < p. Por lo
tanto, R es no acotado en w;. m

Observemos que por la construccién recursiva de L y la regularidad de w;
se da que L(p) < L(w;) implica que L(p) es un modelo de ZF — P +V = L.

Ahora pasaremos al teorema principal.
Teorema 3.16 V=L implica $F

Prueba. Asumamos V = L. Para a < w; sea g(«) el menor p > «a tal que
L(p) < L(wy). Sea A, = P(a) N L(g()), por el lema 3.15, sabemos que ¢(a) <
w1, por lo que A, es numerable. Ahora probaremos que (A, : @ < wi) es una
{T-sucesion.

Para cada n,m € w sea K, ,, la funcién de Skolem construida como en los
preliminares, definimos ® = {H,, ., : n,m € w}.

Fijemos X C L(wz) y sea Y = [X]s. Entonces Y < L(wsq), debido a la
regularidad de ws y con un argumento analogo la observacién anterior, asi,
tenemos que en particular todos los axiomas ZF — P + V = L son verdaderos

relativizados a Y. Como uno de esos axiomas es el de Extensionalidad tenemos
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que la pertenencia es extensional en Y y asi la funcién del Colapso de Mostowski
en Y es un isomorfismo.

’
)

‘ x es el primer ordinal no numerable ’,

Si ¢(z) es la férmula que dice
entonces tenemos que la férmula Jx¢(x) relativizada a L(ws) se cumple y, por
lo tanto, se cumple relativizada a Y por ser una subestructura elemental. Sea
y € Y tal que y satisface ¢(y)Y. Como Y < L(ws), tenemos que y satisface
#(y)¥@2) y asi, y = w, por lo que w; pertenece a Y. Observemos que como
Y satisface ZF — P+ V = L relativizados a Y tenemos que ) y w pertenecen
a Y. Alin mas, tenemos que si £ € Y y £ < wj, entonces se satisface “£ es
contable” relativizado a Y lo que implica que existe una funcién f € Y tal que
se satisfacef[w] = £ relativizado a Y, por lo que igualmente tenemos que se
satisface flw] = ¢ relativizado a L(wg) y asi fw] = & Observemos que como
w C Y, obtenemos que todas las imagenes bajo f deben estaren Y y asi{ C Y.
Por lo tanto, tenemos que wy CY o Y Nw; € wy.

Ahora supongamos que X es numerable. Entonces ¥ = [X]¢ es numera-
ble también ya que sélo hay una cantidad numerable de funciones de Skolem.
Definimos o« = Y N wy. Note que a es el primer ordinal numerable que no
estd en Y. Sea G el isomorfismo de Mostowski de Y en algiin conjunto tran-
sitivo M C L. Como G es un isomorfismo, los axiomas ZF — P+ V = L son
verdaderos en M, por lo que M = L(§) para algin ordinal §, por el teorema
1.40, a su vez M es numerable, por lo que 6 < wi. Como G | « es un iso-
morfismo entre ordinales y Y N (w1 +1) = aU{w1} (Y Nw; = ay w; € Y),
G(§) = ¢ para toda £ < a 'y G(w1) = . Tenemos que o < § < w; ya que de
lo contrario a € «, lo cual es una contradiccién. Por la definicién de una subes-
tructura elemental sabemos que como ¢(w;)Y es verdad tenemos que ¢(a)™ lo
es, por lo que se cumple (a es no numerable)™ | por otro lado tenemos que
(o es numerable)““1) por lo que (a es numerable)“(4(®) lo que implica que
a < § < gla) < wy, ya que una funcién biyectiva de w en « se construye en
el piso g(a) mas no en el piso a. Ahora supongamos que A € Yy A C wy.

Por la definicién de G sabemos que G(A) = {G(z) : v € A& z € Y} y
asi G(A) ={G(): e A& {eYNw =a} ={G(¢):£€ Ana} =ANa. Por
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lo tanto, AN a = G(A) € L(§), por lo que ANa € A,, yaque ANa € Pla)
y L(6) C L(g(«)) por la minimilidad del modelo asegurado por el Colapso de
Mostowski.

Ahora volvamos a la demostracién de que (A, : @ < w) es una $T-sucesion.
Sea A C wj. Queremos encontrar un conjunto club sobre wy tal que cumpla las
propiedades requeridas por {*. Nosotros proponemos a C = {a < w; : a =
[ U{A}]e Nw1}. Veamos que en efecto es un club.

Sea § € wy tal que d N C es no acotado en §. Basta notar que

s=Jao= |J a= |J leu{alenw =[0U{A}s Nwi,

ags aeCns aeCns
donde la primera igualdad es por definicién de ordinal, la segunda por que
6 N C es no acotado en 4, la tercera por definicién de C' y la ultima es por ser
cerradura de un ordinal y un conjunto de ordinales bajo funciones. Por lo tanto,
0 =[0U{A}]s Nwi, lo cual asegura que C es cerrado.

C es no acotado en wy, ya que para toda < w; tenemos que
[BU{A}e Nw = a,

donde < ayacC.

Por lo tanto C' es un club.

Ahora fijemos o € C. Queremos demostrar que ANa € A, y CNa € A,.
Para eso aplicaremos la discusién anterior sobre cerraduras con Y = [aU{A}]s.
Como A € Y la discusién confirma que A Na € A,, sin embargo C ¢ Y.
La demostracién concluye comprobando que C' N « pertenece a L(g(a)) para
obtener que C Na € A, por la definicién de A,. Sin embargo este tltimo paso
es plenamente técnico por lo que serd omitido en este trabajo, se puede consultar
en [16] pagina 179. Por lo tanto, tenemos que CNa € A, y asi {4y : @ < wy)

es una {t-sucesién. m



Capitulo 4

Resultados sobre &

En este capitulo estudiaremos el principio combinatorio &, el cual es un
principio diferente a <) y, como veremos, es mdas débil. También revisaremos

algunas equivalencias aparentemente mas fuertes y algunas de sus aplicaciones.

4.1. Historia del principio &

Este principio combinatorio fue enunciado por Ostaszewski y fue extraido de
uno de sus trabajos en topologia que consistia en dar un ejemplo de un espacio
no compacto, hereditariamente separable, localmente compacto, perfectamente
normal y numerablemente compacto ' basdndose en <». Ostaszewski noté que
se podia debilitar <> para obtener el resultado deseado con el nico problema de
perder la propiedad de ser numerablemente compacto pero eso lo solucioné su-
poniendo ademés la Hipétesis del Continuo.

El proceso de extraccién fue el siguiente: supongamos que (4, : & € wy) es

una < sucesién, ahora consideremos el siguiente conjunto:

A ={X €wy: A esun ordinal limite y Ay es cofinal en \}.

1Para las definiciones topoldgicas consultar [14].
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Ahora si tomamos A = w; en la definiciéon de < tenemos que A es no nu-
merable; después tomamos (A, : w < @ < wp) una enumeracién de A que sea
creciente. Si tomamos un subconjunto X no numerable de wq, tenemos que el
conjunto {a € wy : & es un ordinal limite y X N« es cofinal en a} es no nume-
rable y cerrado, por lo que es un club y por < tenemos que su intersecciéon con
el conjunto {a € w1 : X N = Ay} es no vacio, lo que implica que para algin
ordinal limite A\, X N A es cofinal en A y X N\ = A,; por lo tanto, A pertecene
aAy Ay C X. Ahora esta ultima propiedad junto con el conjunto A fueron los

que dieron lugar a enunciar el principio siguiente:

Definiciéon 4.1 &~ es el enunciado: Existe una sucesion creciente de ordinales
limites numerables (A @ w < & < w1) y una sucesion (s(Ay) 1w < a < wi) tal

que se cumple lo siguiente:
= s(\,) tiene orden w y es cofinal con A,.

» Cada subconjunto X no numerable de wy contiene a un s(Aq).

Asi tenemos que &~ es consecuencia de <) por la manera en cémo se extrajo.

4.2. & implica &~

El principio &~ fue inicialmente denotado por & pero se pulié la definicién
y se fortalecié de manera que sélo pidiera la existencia de una sucesién. Por esta

razon en este trabajo usaremos el simbolo & para el siguiente enunciado:

Definicién 4.2 Sea A\ un cardinal reqular A > w y S C A un conjunto estacio-
nario de ordinales limites. &(S) es el enunciado: Existe una familia de conjuntos
(Aq : a € S) tal que. para cada « € S, Ay C a y sup(As )= y para todo X C A
no acotado hay a € S tal que A, C X.

Teorema 4.3 & = & .

Prueba. Sea A = w; v S C w; un conjunto estacionario de ordinales limites.

Asi, por la hipétesis, tenemos una &-sucesion, (A, : a € S).
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Como S es un conjunto de ordinales y por ser estacionario es no acotado,
es una cantidad no numerable, entonces podemos ordenarlos para tener una
sucesién creciente de ordinales, llamémosla (8, : @ € wy). Como S C wy, cada
elemento de la sucesion es numerable ya que S contiene sélo ordinales limite.

Para cada Ag, definimos B, C Ag, como una sucesioén cofinal en Ag, con
tipo de orden w, esto siempre se puede lograr ya que |Ag, | = w.

Afirmamos que (s(8q) : & € wq) es una & -sucesién, donde s(8,) = Bag, .
Por la hipétesis sup(Bgs,) = Ba, por lo que Bg, es una sucesién cofinal en f,
con el orden usual y por la definicién Bg, tiene tipo de orden w.

Veamos la segunda condicién. Sea X C w; no numerable. Entonces X es no
acotado en w;. Entonces usando la hipotesis, tenemos que hay p € S tal que

A, C X, es decir, que X contiene a un s(8,), a saber s(p). =

4.3. & es equivalente a &+

El siguiente principio de combinatoria es una versiéon mds débil de { pero

tiene una equivalencia que serd de mas utilidad.

Definicién 4.4 Sean \ un cardinal regular no numerable y S C \ un conjunto
estacionario de ordinales limites. & (S) es el enunciado: Para cada o € S hay
un conjunto A, C a tal que sup(Ay)=a y para todo X C X no acotado, el

conjunto Z = {a € S|A, C X} es conjunto estacionario.

A continuacién veremos que los principios & y &T son, en efecto, equivalen-

tes.

Teorema 4.5 Sea (A, : « € S) una & -sucesion. Entonces (A, : v € S) es

una b -sucesion.

Prueba.
Observemos que la implicacién &' = & es trivial dado que hay una cantidad

estacionaria de ordinales que cumplen la propiedad. m
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Teorema 4.6 Sea (A, : @ € S) una &-sucesion. Entonces (Ay : o € S) es

una & -sucesion.

Prueba.

Sea (A, : @ € S) una & -sucesion.

Sean X un conjunto no acotado en A y C' un club arbitrario sobre A. Mos-
traremos que hay un punto a € C'N S tal que A, C X. Definamos por recursién
una sucesién de ordinales creciente (8; : i € A\) en X como sigue: By es el pri-
mer elemento de X. Si tenemos definidos los primeros Sy, ..., 8; elementos de la
sucesion, entonces nombramos v; = min{f € C : § > B;} y asi, definimos a
Bi+1 como el primer elemento en X que es mas grande que +;, esto es posible
ya que ambos son no acotados. Ahora si X’ = {f; : i € A}, entonces es no
acotado por construccién, por lo que existe a € S tal que A, C X'. Pero la
condicién sup(A,) = « implica que « es también un limite de elementos de C,
va que entre dos miembros consecutivos de la sucesién X’ hay un elemento de
C' por la manera en que se construyo y como C es cerrado se tiene que a € C

vasiae CNS. m

Corolario 4.7 & < &

4.4. & + Hipodtesis del Continuo implican a <

Antes de demostrar que &(S) + Hipdtesis del Continuo implican al principio

{5 necesitamos el siguiente lema relacionado con la Hipétesis del Continuo.

Lema 4.8 Sila Hipdtesis del Continuo es verdadera, entonces hay una sucesion
(C; : 1 € wy) de tal manera que cada subconjunto acotado de wy aparece wy veces

y sup(C; )< i.

Prueba. Si X es un subconjunto acotado de wy, entonces | X| < wy, por lo que
| X | < w. La siguiente notacién se usa para los subconjuntos numerables o finitos
de A:

[A]* (W C A: |W|<w}
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Observemos que por la definicién y la hipétesis del continuo, tenemos que
[[A]¥] < w; si A C wy.

“ x wy suprayectiva, ya que por CH

Asi, existe una funcién g : w3 — [wi]
tenemos que |[w1]S% x wi| < |wy X wi| = wy.
Supongamos que g(«) = (J, ). Definamos h : wy — [w1]¥ por casos como
sigue:
h(o) = J st sup(J) < a
() en otro caso .
Sea M un conjunto acotado arbitrario en w;. M es numerable, por lo que
M € [w1]* y como g es funcién suprayectiva, tenemos que g7 [{M} x w1]| = wy,
por lo que es no acotado. Sea 6 = sup(M). El conjunto S = {a € g~ [{M}xw1] :
0 < a} es no numerable y por la definicién obtenemos que para toda a € S se

da que h(a) = M; por lo que definiendo C,, = h(«) para cada a € wy, tenemos

que la sucesién (C, : @ € wy) cumple lo deseado. m

Teorema 4.9 Sila Hipdtesis del Continuo es verdadera y existe una &g-sucesion,

entonces existe una <{>g-sucesion.

Prueba. Por el lema 4.8, existe una sucesién (B, : « € wy) tal que los conjuntos
acotados de w; aparecen wq veces y sup(Ba) < a. Sea (A; : j € S) una dg-

sucesién. Definimos (D, : j € S) como sigue:
x € D, si y solo si existe algun i € A, tal que x € B,.

Veamos que (D; : j € S) es una {g-sucesién. Para esto procedamos por casos:
Sea X C S.
= X es acotado.
Sea X' = {i € w1 : B; = X}. Por construccién de (B; : j € wy), se tiene
que X’ es de cardinalidad w;.

X’ es no acotado, ya que si lo fuera entonces tendria la misma cardinalidad

que w la cual es distinta a w1. Como (4; : j € S) es una dg-sucesioén, por
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el corolario 4.7, se tiene que (A4; : j € S) es una &&-sucesién y entonces

Z={a€S:A, C X'} es un conjunto estacionario.
Sea a € Z. A, C X'. Probemos que D, = X:

Sea x € D,. Por la definicién de D,, existe i € A, tal que = € B; pero
como A, € X', i € X’ lo que implica que B; = Xy asi, x € X. Por lo
tanto, D, C X.

Sea © € X. Asi, existe i € A, C X', ya que A, es no vacio porque
sup(Ay) = a 'y « es distinto del vacio por ser limite, por lo que B; = X,
lo que implica que x € B; y por la definicién de D, tenemos que = € D,,.

Por lo tanto, X C D,.

Observemos que D, C «, ya que si z € D, existe i € A, tal que z € B;
y por la definicién de las sucesiones tenemos lo siguiente B; C sup(B;) C
i C « donde la primera contencién se justifica porque |B;| = w, entonces

r€ayasi, D, C a.

De la observacion anterior tenemos X Na = D, Na = D, y se sigue
a€D,donde D={aeS: XNa=D,}yasi, ZC D.Sea C un club,
entonces Z N C # (), por otro lado ZNC C DNC, porloque DNC # ()

y por la definicién obtenemos que D es estacionario.

X es no acotado.

Definimos j : w; — wi por recursiéon como sigue:

Jjla) = ﬂ{v <wi 7y <j(B) paratodo B < ay B, = XnNsup({j(B) : B < a})

J es estrictamente creciente por construccién.

Demostremos que « < j(a) por induccién. El caso base se sigue de que
j(0) = 0. Supongamos que « es limite, 5 < j(8) para todo 8 < a'y
que j(a) < a, asf existe 5 < « que esta por arriba de j(«) y por hipétesis
obtenemos que j(«a) < 8 < 3(8) < apor lo que j(a) < j(53) contradiciendo

que j sea estrictamente creciente, por lo tanto a < j (a). Supongamos que
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a=p+1yquef < j(B) para todo 8 < a. Si j(a) < « entonces

j(a) < p < j(p) contradiciendo que j sea estrictamente creciente.

Por el teorema 1.17, el conjunto C' que consta de ordinales cerrados bajo

j es un club en wy.

Sea X' = jlwi], X’ es un conjunto no acotado porque j es creciente y
por la definicién de &t tenemos que hay un estacionario S’ C S tal que
para toda v € S’ se tiene que A, C X', asi, por el lema 1.10, CN S es

estacionario.

Sea d € S'NC.
Veamos que Ds = X N 4.

Sea x € Dy, entonces hay ¢ € As tal que x € B;, como As C X', tenemos
que ¢ = j(0) para algin 6 € wy y asi, B; = XNsup({j(B) : B < 6}) C XNi,
ya que sup({j(B) : B < 8}) < i porque j es creciente y como sup(As) = &
por la definicién de &g—sucesién, tenemos que ¢ < ¢ y por todo lo anterior

se sigue que x € B; C X N 4. Por lo tanto, Ds C X N 6.

Como

XNné= U(Xﬂ’y)
y<d

, para la otra contencién basta demostrar que para cada v < § tenemos

que X N~ C Ds.

Sea 8 < §, como ¢ € C, es cerrado bajo j por lo que j(8) < ¢. Observemos
que As es cofinal en &, ya que |JAs = sup(As) = 6 y As C § por la
definiciéon de &;, por lo que la identidad es una funcién cofinal, asi, existe
v € wy tal que j(B) < v < Jy v € As, por monotonia de j tenemos que
B < v, ya que de lo contrario tendriamos que j(y) < j(8) y eso contradice
la eleccién de ~y. Por la definicién de j, se da que B, = X Nsup{j(0) : § <
v}y como j(B) < v tenemos que X N j(8) C B,; ademds, 8 < j(8), por
lo que X N3 C B,. Como v € As, por la manera en cémo se definié Ds
tenemos que B, C D;s y por transitividad obtenemos que X N3 C Ds y
asi, X Né C Dg. Por lo tanto, Ds = X N 4.
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Lo anterior muestra que S’ N C C D, donde
D={aeS: XNa=D,},ycomo S NC es estacionario, D es estacionario

y asi (D; : j € S) es una {g-sucesién. m

4.5. &; es equivalente a &;.

En [15] Winfried Just trabaja sobre varios de los principios que ya hemos
introducido pero en las versiones para ideales para obtener algunos de los re-
sultados que ya han sido demostrados en este trabajo, para su introducir su
demostracion de & + CH = < menciona el siguiente principio que es una de-
bilitacién de &: el principio de Juhdsz. A continuacién veremos su relacién con

& y una equivalencia de este principio.

Definicién 4.10 Sea S = Lim Nwi.2 Una &~ (S)-sucesion es una sucesion

(sa":a €8 Kk €w) tal que:
1. Yo € S,Vk € w(sa" es un conjunto cofinal de o de tipo de orden w).
2.Vae€ S, k<m<w—s,"Ns,™=0.
3. VX € [w1]” Ja e SV ew(|sa"NX|=w).

4. Ya € S(U,e,, 5a" es de orden w).

El principio de Juhész es el enunciado ‘ existe una & -sucesién . Al igual
que en el caso de &~ esta fue la primera versién del principio y se fue refinan-
do para mejorarlo, al final se dieron cuenta que la ultima condicién podia ser

omitida.

Definicién 4.11 Sea S = LimNwy. Una & ;(S)-sucesion es una sucesion (sq"

a € S,k €w) tal que:
1. Ya € S,Vk € w(sa" es un conjunto cofinal de o de tipo de orden w).

2. Vae S, k<m<w— s Ns,™=0.

2Lim es la clase de ordinales limites.
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3. VX €[] Ja e SVr € w(|sa"NX|=w).
Veamos que en efecto son equivalentes.

Teorema 4.12 Los principios &y(S) y &;~ (S) son equivalentes.

Prueba.
Claramente & (S) implica & ;(S), veamos la reciproca.

Sea (s,”

ca € S,k € w) una &y-sucesién. Para cada o € S, fijamos una
sucesién creciente (&f)k@, de ordinales con limite a. Sea t,* = s,* — Bak.
Afirmamos que (t,* : a € S,k € w) es una & -sucesion.

Tenemos que verificar que cumpla las cuatro condiciones.

» Sea o € S. Asf « es ordinal limite. Sea k € w, por construccién 84" es un

k es cofinal en « tenemos que sak\ﬁak es

ordinal menor que a y como S,
cofinal en «, que sea de orden w® se sigue de que t,* es una cola de un

conjunto de orden w.

» Sean o € Sy k < m < w. Por la hipétesis, tenemos que s, N s,™ = 0.

Por la definicién ¢,* Nt,™ = [sak\ﬂak} N [5a™\Ba™] C sa% Nsa™ = 0.

Por lo tanto, la intersecciéon es vacia.

» Sea X € [wy]”", por la hipdtesis, tenemos que existe un « € S tal que para
toda k € w se da que [s,* N X| = w. Veamos que el mismo a cumple que
|ta® N X| = w, basta observar que el conjunto t,* N X = (s4"\Ba") N X es
no acotado en a, ya que B.F es fijo y so* es no acotado en a, por lo que
no puede ser finito y ademds [t,* N X| < [s,* N X| = w asf obtenemos lo

deseado.

= Demostremos la condicién 4. Como es unién de conjuntos numerables sélo
faltarfa verificar que no existe un elemento 8 € (J, ., to* mayor que una

infinidad de elementos de (Jj,, ta "

3Ser de orden w se refiere a que su tipo de orden es w.
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Supongamos lo contrario, entonces hay una sucesién estrictamente cre-
ciente {7; }icw tal que para toda i € w se tiene que v; € Jy¢,, tFyvi < B
, ahora como B € [y, ta, existe r € w tal que B € ta" = sa" \ Ba’-
Como 3 acota a la sucesién {7; }icw, {Viticw C Uiy to! pero como es una
cantidad finita de uniendos tenemos que existe s < r tal que {7; }ics C to®
donde J es un subconjunto numerable de w. Note que t,° es no acotado
en « implica que existe 6 € t,° mayor que 8 pero entonces 6 acota a la

sucesion {; }ies contradiciendo que t,* sea de tipo de orden w.

Procedamos a ver que en efecto es una debilitacién de &, es decir, que s

es consecuencia de &.

Teorema 4.13 Sea S = Lim Nw. Si el principio &(S) se cumple entonces el

principio & ;(S) también.

Prueba. Sea (4, : o € S) una &-sucesién en S = Lim Nwy.

Sea X un subconjunto numerable de w;. Definiremos por recursién sobre w
la siguiente funcién f : [w1]¥ — [w1]¥. Sea A C X, entonces Ag = {ap} y si
A, = {am}, entonces A, 11 = {amini2}, donde a; es el i-ésimo elemento de
A, asi, hacemos f(A4) = U,c,, An lo cual es posible gracias a que X es bien
ordenado y numerable, a simple vista no se entiende bien lo que hace la funciéon
pero en realidad sélo fue codificar la estrategia de tomar el primer elemento
después dejar uno libre y tomar otro dejar dos libres y volver a tomar otro y
asi sucesivamente, esto sera de ayuda para la construcciéon de nuestra sucesion.

Ahora por la hipotesis, cada A, es numerable y ademas es bien ordenado,
ya que es subconjunto de «, asi, definimos nuestra sucesién por recursién de la

siguiente forma: s,% = f(A, si conocemos $,°, $o1, Su2, ..., 54", entonces
) ) b ) b

sa = A\ [ sa).

i<n

Verifiquemos pues que (s,," : o € S,k € w) es una & s-sucesion.
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La primera condicién se sigue de que s,"

es un subconjunto no acotado de
un conjunto cofinal de a y por consiguiente él mismo es cofinal en « y el tipo
de orden se sigue de que es un subconjunto infinito de un conjunto de orden w.
La segunda condicién se cumple por construccién de la sucesion, ya que se
tomaron los complementos.
Veamos la tercera condicién, sea W C w; no numerable, asi, por la hipétesis
existe a € S tal que A, C W lo cual implica que para toda k € w tenemos que

$o" C W por la forma en cémo se definieron, asi, de lo anterior se sigue que

[sa" NW]| =|sa" | =w. &






Capitulo 5

Resultados sobre Ll y
Ox(S)

En este capitulo veremos otros dos principios combinatorios.
Primero introduciremos [J,; en la versién como fue presentado en [13], donde

Jensen formula su propia jerarquia acumulativa.

5.1. 0,y 0U.”

El siguiente principio lo introdujo Jensen de forma similar a < y es crucial en

la demostracién del teorema de Shelah que es el tema principal de este capitulo.

Definicién 5.1 Sea k un cardinal infinito. [, es el enunciado: Hay una suce-

sion (Cy : X € lim(k™)) tal que se cumple lo siguiente:
1. Cy es un club en A.
2. Sicf()\) <k, entonces Cy, < k.1

8. Si~y es un punto de acumulacion de C en el sentido topoldgico, entonces

Cy=~vNCi.

IC\ < & se refiere a la cerradura en el sentido topolégico.

47
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En 1972 Jensen hizo un andlisis detallado de los niveles de la jerarquia del
universo construible [13]. La teorfa resultante, ' The fine Structure Theory ‘
describe precisamente cémo nuevos conjuntos aparecen en cada nivel segun la
construccién de L y tiene varias aplicaciones importantes. Histéricamente la

primer aplicacién de esta teoria fue el siguiente teorema de Jensen:

Teorema 5.2 Sea k un cardinal no numerable. Entonces V = L implica O,".
2

Hay cardinales grandes que se relacionan con conjuntos estacionarios.

Definicién 5.3 Un cardinal fuertemente inaccesible k es llamado cardinal de
Mahlo si el conjunto de todos los cardinales regulares debajo de €l es conjunto

estacionario.

Una de las consecuencias sobre conjuntos estacionarios que se siguen de la

existencia de un cardinal de Mahlo es la siguiente:

Teorema 5.4 SupongamosV = L. Si k es un cardinal y ™+ es no es de Mahlo,

entonces se cumple [J,,.

Asi, Jensen conjeturé que la consistencia de —[J, se sigue de un modelo
donde exista un cardinal Mahlo. Mas tarde, Solovay lograria confirmarlo de-
mostrando que si un cardinal Mahlo es Lévy colapsado en Rs por condiciones
contables, entonces [J,,, falla en la extensién, también cabe recalcar que Shelah
demostré que la existencia de cardinales supercompactos implica —LI§ 3

De todo lo anterior podemos concluir que [, es independiente de ZFC,
modulo cardinales grandes.

En vista de que existen cardinales x para los que [, falla, se buscaron

algunas versiones més débiles, aqui presentaremos una.

2La demostracién se puede consultar en [13] o en [8] para una versién més reciente. La

definicién de O, * se puede consultar en la definicén 5.5.
3Consultar [12] para més informacién.
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Definicién 5.5 Sea k un cardinal no numerable, y sea p un cardinal tal que
1<u<k.
O, es el enunciado: Hay una sucesion (Co : o € Lim(k™)) tal que se

cumple lo siguiente:
s O, es no vacio, |Cyo| < p y cada C € C,, es un club en a.
» SiCeC, ypBe Lim(C), entonces CN B € Cg.t

» Sicf(a) < K, entonces |C| < k para cada C € C.

La versién maés débil de [J,, que mencionamos antes es con la pareja k, K,
es decir, O, .. la cual es denotaba por [} y es llamado cuadrado débil. Otro
resultado de Jensen en [13] es que ¥ es equivalente a la existencia de un -
arbol especial de Aronszajn, y por lo tanto, si x es regular, [J¥ se sigue de
2% = k*. Los principios O, y U} son de mayor relevancia en el caso cuando &
es cardinal singular. La negacién de O} para x cardinal singular es consistente

bajo la existencia de un cardinal de Woodin °.

5.2. Ox(S)

Pasaremos a demostrar una de las aplicaciones de [J,* demostrada por Ze-
man en la cual tendremos que introducir otro principio combinatorio.

Primero daremos un poco de notacion que facilitara el trabajo.

Sea .0 = {5 € X:cf(6) = p} y T = Sepn)™ -

El teorema de Zeman es una completacion del teorema de Shelah que se

derivé del siguiente teorema, ya que contempla el caso que faltaba con relacién

aTy.

Teorema 5.6 (Gregory, Jensen, Shelah) Si 2 = k y kT = 2%, entonces

Or+(S) se cumple siempre que S C k1 sea un conjunto estacionario disjunto

4Lim(C) es el conjunto de ordinales limite del club C.
5La demostracién y la definicién de cardinal de Woodin se pueden consultar en [19].
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de Ty;,. Si K es singular y adicionalmente O,; se cumple, entonces .+ (1)) se

cumple.

El teorema de Gregory prueba que bajo GCH, .+ se cumple para cada
cardinal sucesor £, de hecho prueba {(S¥) es cierto siempre que A < ¢f (k).
Esto fue extendido por Shelah probando que, bajo GCH, O(Sf+) se cumple
siempre que A # ¢f (k). Como ya habfamos comentado el caso inteserante se dio
cuando k es singular y en este caso llegd al teorema que vamos a revisar en este

capitulo.

Teorema 5.7 (Zeman) Sea k un cardinal singular y T C T, un estacionario
con una cantidad estacionaria de puntos de reflexion. ©

Entonces 2¢ = kT + 0% = O (T)

Nos aproximaremos usando el desglose de Martin Zeman en su articulo [20]

del 2010 en donde introduce un nuevo principio combinatorio:

Definicién 5.8 Sea A un cardinal reqular y S C A un conjunto estacionario en
A. Oa(S) es el enunciado: Hay dos sucesiones (xzg : & € X) y (Ao : @ € S) que

cumplen lo siguiente:

» (z¢: €€ N) es una enumeracion de [N<*.

» A5 C 0y |As| <]

s Para cada Z C X hay un conjunto estacionario S’ C S tal que para toda
6 € S existe un Z(6) C § no acotado tal que para toda o € Z(§) existe

B €6 que cumple que a, € A5 y ZNav = x3.

A simple vista parece muy técnico pero ahora daremos algunos resultados

sencillos de O (S).

Lema 5.9 Sea A\ = ™.

O)\(S) = 2" = kT,

6Consultar [12] para la definicién de punto de reflexién.
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Prueba. Sabemos que kT < [2%| = |p(k)|, por lo que bastarfa demostrar que
hay una funcién f : p(k) — xT. Como se cumple (), (.9), existe una biyeccién

<wt y xT asi para terminar basta observar que p(x) C [/@]<"€+ C

g entre [k7T]
[H+]<N[+, entonces definimos f = g [(,) y como es la restriccién de una funcién
inyectiva tenemos lo deseado. m

El siguiente resultado es relativo a los testigos y como se pueden generar a

partir de uno dado.

Lema 5.10 Sea A un cardinal regular. Si (x¢ : &€ € A) y (Aq : a € S) son
testigos de Ox(S), entonces dada cualquier enumeracion (z; : § € ) de [A] <A
existe una sucesion (A, : a € S) tal que el par de sucesiones (v; : £ € \) ,

(AL : a € S) también es testigo de Ox(S).

Prueba. Sea (z; : { € \) una enumeracién de [A]<*. Sea f : A — X una funcién
biyectiva tal que xg = x}( )’ dicha funcién existe porque ambas sucesiones son
enumeraciones.” Definimos la sucesién de la siguiente manera: para cada 6 € S,
sea A = As U f[As]. Veamos que se cumplen las tres condiciones.

La primera condicién sale directamente de la hipotesis.

La segunda se sigue de observar que w < ¢f(d) para toda § € S, asi, por la

hipétesis se tiene que |As| < d, entonces también |f[As]| < J, por lo que
45| < 145 U f[As]| < 10] + 19| = o]

La tercera propiedad es un poco mas extensa. Sea Z C A, por la hipétesis,
existe un estacionario S’ C S tal que para toda é € S’ existe Z(d) C 4 no acotado
tal que para toda a € Z(0) existe 8 € § que cumple que o, 8 € As y ZNav = xp.
Por el teorema 1.17, tenemos que el conjunto C' = {a € X : fla] C a} es un club
y a su vez, por el lema 1.10, C NS’ = 5" es estacionario. Veamos que S” es el
conjunto que buscamos. Sea § € S”, como ¢ € S’ existe Z(J) C § no acotado
tal que para toda a € Z(9) existe 8 € § que cumple que o, f € As y ZNa = g
pero § € C, por lo que f(B) € § y mds ain f(§) € Aj por eleccién, notemos
que Z(6) C As C Aj asi que para toda o € Z(0) existe ' = f(5) € ¢ tal que

"Nos referimos a enumeraciones sin repeticiones.
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a,f € Ay y ZNa = xg, ya que por la hipdtesis Z Na = x5 = x5 = x5g),
donde las tltimas igualdades se dan por construcciéon de f y por la definicién
de /. m

Después de ver estas propiedades del principio circulo, veremos que podemos
capturar la misma esencia pero ahora para subconjuntos de A x A. Esto nos

ayudara para entrar de lleno a las aplicaciones relevantes de circulo.

Lema 5.11 Sea A un cardinal regular y S C A un conjunto estacionario en A.
Si({ye : £ €N, (By:a€85) son testigos de Ox(S), entonces existen dos

sucesiones (x¢ : £ € N) y (Aq : € S) tales que se cumple lo siguiente:
» (z¢: €€ N) es una enumeracion de [A x \<*.
» As C 0 para toda § € S.

= Para todo Z C X\ X X\ hay un estacionario S’ C S tal que para toda § € S’
existe un Z(6) C Z no acotado tal que para toda o € Z(0) existe un B € §
tal que o, B € As y ZN(ax a) =z N (o X a).

Prueba.
Sean (ye : £ € A\) y (Bqa : o € S) testigos de Oa(S) y sea f: A X A — A una
funcién biyectiva. Sea Cy = {6 € A: f[§ x §] =0} y para cada § € S definimos

Cs como sigue:

o Lim(Cy) N si |[Lim(Cy) Nl <6y Lim(Cy) N6 es cofinal en 6.
6 =

() en otro caso .
Por ultimo definamos para cada 8 € X a x5 = f~![yg] y para cada § € S a
As = Bs U Cs. Veamos que (¢ : £ € \) y (Aq 1 a € S) cumplen lo deseado.
Para ver que (z¢ : £ € \) es una enumeracién de [A x A\]<* notemos que
por la hipétesis (ye : £ € A) es una enumeracién de [\]<*, por lo que existe
una biyeccién g : A — [A\]<* pero como f es biyeccién a su vez, nos induce una
biyeccién f' : [A]<* — [A x A]<* haciendo f’(A) = f~![A] asi componiendo g y

/' obtenemos la biyeccién que nos da la numeracién requerida.
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Observemos que sin pérdida de generalidad podemos considerar que para
toda § € S se tenga que cf(d) > 2, ya que S es estacionario en \. Sea § € S,
asi, ¢f(0 > 2 y como por la hipétesis |Bs| < |4| y por construccién |Cs| < |d],
|As] = |Bs U Cs| < |d], ya que de lo contrario contradirfa nuestra observacién
acerca de que la cofinalidad de ¢ es infinita.

Veamos la tltima condicién. Sea R C A x A, asi, Z = f[R] C A, por lo que
aplicamos (O (S) y obtenemos un estacionario S’ C S tal que para toda § € S’
existe un Z(d) C § no acotado tal que para cada oo € Z(0) existe un 5 € § tal
que o, f € Bs y Z(0)Naw =yg. Sea S” = S’ N LIM(Cy), notemos que Cy es un
club, por el teorema 1.17, y como S’ es estacionario por la hipétesis aplicando
el lema 1.10, obtenemos que S” es estacionario. Sea 0 € S” y v € Cy, asi existe
Z(0) C 0 no acotado tal que para cada o € Z(0) existe un g € J tal que o, 8 € Bs
y Z(6) Na = yg, ya que S” C S’. Como Z(¢) es no acotado, existen o', 3’ € Bs
tales que v < o' y ZNa' = yg, por lo que intersectando con vy de ambos lados
tenemos Z Ny =ZNa' Ny =yg Ny ahora como v € Cs, v = f[y x 4], por la
definicién, lo cual implica que Z N fly x 7] = yg N fly x 7]; ademds Z = f[R],

y como f es biyectiva tenemos aplicando la inversa lo siguiente:
RO (yxy) =ffRINFH Iy x M = 210 7 v xqll =

FHzZnfiyxyll = e N flyx Al = e Ny x Al =20 (v x )

que era lo deseado, ya que Ag = BsUCs. m

5.3.  Oa(S) implica < (S)

En esta seccion procederemos a demostrar la segunda parte del argumento

de Shelah.

Teorema 5.12 Sea A un cardinal regular y S C X un estacionario en A.

Entonces Ox(S) = O (5).

Prueba.

Sean (zg: £ € N) y (Ay : @ € S) como en el lema 5.11.
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Para cada « C (XA x \) definimos el siguiente conjunto

(@)e ={ver: (5 e}

Consideremos una sucesién ((X¢, Ce) @ £ € 6) de longitud 6 < A tal que se

cumpla que para todo £ € 0, X¢ C A, C¢ es un club en A y si
Ve® = {{a, B) € A5 x A : W < €(X,; Na = (z5), Na}

para cada £ < 8y § € SN C, entonces Dom(Ve®) es acotado en A o
Verr? Ve

La ultima condicion es no trivial dado que por cémo se requirié tenemos que
para toda & < &’ se da que Vgl‘s c Vg‘s.

La parte central de la demostracion es notar que cualquier sucesion del tipo
anteriormente mencionado tiene que tener necesariamente longitud menor que
A, i.e. < A. Para ver esto supongamos lo contrario, asi existe una sucesion
como la de antes con 6 = A.

Sea S’ el estacionario obtenido al aplicar el lema 5.11 a las sucesiones (z¢ :
e Ny (Ay i a € S)yal conjunto Z = {(&,p) : p € z¢}. Por teorema 1.19,
sabemos que B = A{C¢ : £ < A} es un club por lo que S’ N B es no vacio, sea
JeS'NBtalque d > ksi A =kT yJ un cardinal si \ es inaccesible, esto es
posible ya que S’ es no acotado por ser estacionario.

Por el lema 5.11, tenemos que existe Z(§) C § no acotado tal que para toda
a € Z(6)existeun f € dtal que o, f € As y ZN(ax o) = 3N (a X ). Por otra
parte, tenemos que para cada £ < ¢ el conjunto M = {p € A: £ < p} N Z(d)}
estd contenido en Dom(Vg‘s) y como M es no acotado, Dom(Vg‘s) es no acotado.
Verifiquemos que esto es cierto.

Sea o € M, queremos ver que para toda 7 < & se tiene que X, N = (23),Na
donde S es el existente dado el lema 5.11. Sea n < &, asi, como o € M, tenemos
la siguiente desigualdad n < £ < «; ademads, tenemos que existe 8 € Aj tal que
ZN(axa)=1z3N(axa). Veamos la igualdad, sea p € X,, N, directo de las

definiciones tenemos que p € a 'y que (n, p) € Z, por lo que (n, p) € ZN(axa) =
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x5 N (a x a) pero eso implica directo de la definicién que p € (z), y como ya
tenfamos que p € a, p € (zg)nNa.

Por las propiedades de nuestra sucesién (X¢,Ce : & € ) y de lo anterior
podemos concluir que para cada £ < & < ¢ tenemos que Vg:‘S - V£57 ya que
todos sus dominios son no acotados, pero eso quiere decir que |§| = |As X As| =
|As] < |d] lo cual es una contradiccién.

Por lo anterior podemos tomar una sucesién (X¢,Ce : £ < ) con las con-
diciones pedidas tal que no tiene extensiones propias, es decir, que todas sus

extensiones no tienen las propiedades deseadas. Entonces 6 < \. Sea

Ds = | J{(zs)o na: (o, 8) € '}

Afirmamos que la sucesién (Ds : § € S) es una {$(S)-sucesiéon. Para ver
esto, tomemos un X C A arbitrario y un C C X club en A arbitrario. Entonces
existe § € SN C tal que Dom (V) es no acotado en § y X N = (x5)p N v
para todo par («, ) € Vil yva que de lo contrario podriamos extender nuestra
sucesién (X¢, Ce : € < 6) haciendo Xy = X y Cy = C, en contradiccién a que
no tiene extensiones propias. Pero entonces X Nd = Ds, ya que si p € X NI
como el dominio de V;° es no acotado, existe un a € Ag tal que p < a pero
X Na=(zg)s Na, por lo que p € (xg)g Ny , asi, por la definicién de D;
tenemos que p € Dj, analogamente si p € Dj existe un (o, 8) € Vil tal que
p € (zg)sNa=XNapero a < 4, por lo que p € XN y asi, queda demostrado

que es una {(S5)-sucesién. m

5.4. 2" = k" implica O+(95)

Ahora veremos cémo se aplica la primera parte del argumento de Shelah con

algunas restricciones sobre el conjunto estacionario.

Teorema 5.13 Sea k un cardinal y supongamos que S C k+ es un estacionario
disjunto de T,,.
Entonces 25 = kT = Ox+(S)
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Prueba. Sea (y¢ : £ < k) una enumeracién arbitraria de [k]=". La existencia
de tal enumeracién estd garantizada por nuestra hipétesis. Sea g : p x KT —

T una biyeccién donde p = c¢f(k). Para cada § € S tomemos una sucesién

K
estrictamente creciente, respecto a la inclusién, de conjuntos (AL‘S 11 < p) tal
que |A,°| < § para toda 1 < py U<, A =3

Probaremos que existe un ¢ < p tal que:

*) Para todo Z C k% hay S’ C S satisfaciendo que para cada § € S’ hay
Z(0) C 0 tal que si @ € Z(§) entonces existe § € 0 tal que o, € Al y
Z0a= (g ya)).

Ya que si obtenemos esto y definimos As = A,° y 25 = (97 [ys])., entonces
el par (zg: B < k1), (A5 :0 € S) es un testigo de O+ (9).

Asumamos para una contradiccién que no existe tal ¢ como en la discusion
anterior. Entonces para cada ¢ < p hay un conjunto Z(1) C & tal que la
propiedad * se cumple inicamente en una cantidad no estacionaria de ordinales
en S. Sea Z = {(1,&) : £ € Z(1)} y Z' = g[Z], afirmamos que el conjunto de

ordinales § € S tal que cumplen:
= {a €0:¢[pxa]=a} escofinal con J y
= para todo o < § existe un 8 < 4 tal que Z' Na = yg

es estacionario en xt.

Para verificarlo bastaria ver que los conjuntos

C1 = {¢ <k : g[p x a] = a para una cantidad cofinal de a < ¢}

Co={( <kt Va<3B<&(Z Na=ys}

son clubs en k', ya que de serlo si C es un club arbitrario entonces C N C; N Cy
es un club, por el lema 1.9, y como S es estacionario tenemos, por el lema 1.10,
que S’ = SN CyNCy es estacionario. Veamos que en efecto C; y Cy son clubs

en k.

8 Aqui estamos usando la misma notacién introducida en la prueba del teorema 5.12.
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Primero verifiquemos que C; es cerrado, sea § € k™ tal que C; N J es no
acotado en ¢, queremos ver que § € Ci. Observemos que como C; N § es no
acotado en 4, también es cofinal en § y como para cada § € C7 NJ existe un
a < (B tal que g[p X a] = «, obtenemos que § € Cy. Para ver que C; es no
acotado, sea v € kT, construiremos por recursién una sucesién («; : i € w) tal
que cumpla lo siguiente:

l’7<0¢0.

= Para toda i € w, a; < 41
» Para toda 0 < i < w, g[p X o] = a.

Sea ay = 7y, supongamos que ya tenemos a «,, entonces definimos a a,+1 por
recursién sobre w, sea Bo" = a;, +1, supongamos que ya tenemos 3,,", definimos
Bm+1" como el supremo de la imagen bajo la segunda proyeccién del conjunto
g Hsup(glp x Bm™)], ast, definimos a a,, 41 = sup{B3;" : i € w}, por dltimo en el
caso sucesor tomamos la unién de los anteriores. Veamos que cumple lo deseado,
las primeras dos propiedades las cumple por como definimos la sucesién, ahora
para la tercer condicién veamos la doble contencion, sea n € w tal que 0 < n 'y
sea (0, 1) € (p X ) asi, por construccion existe m € w tal que p < B,,", por lo
que para algiin v < p se tiene que g({0, 1)) < g({v, Bm")) < a, por construccién
y asi g[p X ay] C a,, ahora sea 6 € «,, por construccién existe m € w tal que
0 < B asi 0 € glp x B v a su vez 0 € sup(g[p x Bm"]) asi por la definicién
de Bmi1" tenemos que existen £ € py v € B,41" tales que g({¢,v)) = 6, por
lo que 0 € g[p x Bri1"] € glp x an] y asi, glp x o] = .

Ahora si definimos 6 = sup{a, : n € w}, entonces nuestra sucesién {(a, :
n € w) es cofinal en § y cumple que para toda 0 < i < w g[p X a;] = a;, por lo
que 0 € C7 y v < § por construccién, entonces C; es no acotado. Por lo tanto,
C} es un club sobre xt.

Veamos que Cy es cerrado, sea § € kT tal que C' N J es no acotado en 4,

queremos ver que d € Cy. Sea o € §, como d N C' es no acotado en ¢, existe un
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0 €onC tal que a < 0y como 0 € Cs, para todo p € 0 existe £ € 0 tal que
Z'Np =y asi, existe f € § Cd tal que Z' Na=ygy asi 6 € Cs.

Asi, S’ es estacionario.

Para cada § € S’ tomemos una sucesién estrictamente creciente y cofinal
en 8, (a9 : n < cf(9)) tal que g[p x ad] = af para cada 1 < cf(d), y para
cada 1 < cf(0) tomemos (3, < d tal que Z’' N ag = ygng. Esto es posible por la
definicién de S’.

Afirmamos que si § € S’, entonces existe un ¢(§) < p tal que ag,ﬁn € Af(é)
para una cantidad cofinal de n < ¢f(§). Veamos que en efecto esto sucede.

Si¢f(0) < p, entonces la funcién f : ¢f(d) — p definida como
f) =inf{eep:ay, B, € AV}

no puede ser cofinal en p, por lo que existe ¢(d) € p tal que ozf], By € Af(é) para
toda n < cf(9).

Si ef(8) > p se sigue del principio de las pichoneras que debe existir 6 € p
tal que f~1(#) tiene cardinalidad cf(§) y por lo tanto, debe ser cofinal en d,
haciendo 6 = ¢(d) obtenemos lo deseado. Por como definimos 7}, son todos los
casos que hay que verificar.

Aplicando el principio de las pichoneras de nuevo ahora con la funcién h :
S" — p donde h(8§) = ¢(d), tenemos que existe ¢t € p tal que h=1(1) tiene
cardinalidad . Afirmamos que S” = h~1(:) C S’ es un conjunto estacionario,
sélo basta observar que S” C S’ y por construccién |S”| = k.

Notemos que h(§) = ¢ para toda 6 € S”. Sea 6 € S”, por lo anterior hay
una cantidad cofinal de o < § para los cuales existe 3 < J tal que a, 3 € A% y
Z' Na = yg, donde « cumple que g[p X a] = «, asi se sigue que Z N (p X a) =
g 2 Nna] = g ygl, por lo que Z, Na = (g~ '[ys]), para todo «a, 3 como los
anteriores. Dado que esto se cumple para cualquier § € S” hemos obtenido una
contradiccién al hecho de que Z, era el contraejemplo de *. Por lo tanto existen
testigos de Ou+(S5). =

Con los teoremas anteriores podemos concluir lo siguiente:

9Note que aqui Bn depende de § pero omitimos el supra indice para comodidad del lector.
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Corolario 5.14 Sea x un cardinal y supongamos S C k* un estacionario dis-

gunto de Ty,. Entonces 2% = kt = o+ (S).

Corolario 5.15 (Zeman) Sea k un cardinal singular y T C T, un estacionario
con una cantidad estacionaria de puntos de reflexion.

Entonces 2 = kT + 0,* = O v (T)

El primer corolario es directo y el segundo es el Teorema de Zeman que
deseabamos, en la demostracién se utiliza teoria mas fuerte que la aqui desarro-
llada y por eso no se presenta en el texto, para una demostraciéon detallada ver

[20].
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