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Introduccion

En la macroeconomia, el comportamiento general de los precios es muy im-
portante porque impacta directamente en la produccién y el consumo de las
mercancias de un sistema econdémico.

Una economia puede ser dividida en diferentes sectores productivos, sin
embargo, segin Nicolas Kaldor podemos agrupar estos sectores en sélo dos:
el de medios de produccién y el de bienes de consumo (Kaldor, 1999, p. 104).

De acuerdo con Kaldor (Kaldor, 1999, p. 41), el sector de medios de
produccién o industrial es el motor del crecimiento, por lo tanto, si conoce-
mos la dindmica de sus precios podemos saber como se interrelaciona con el
resto de la economia.

Los precios son una de las principales variables de la Teoria Econdémica
para realizar su analisis. En una economia en competencia perfecta, los
precios son uno de los factores mas importantes de la actividad econémica.
La teoria de los precios en una economia capitalista es la que nos ayuda
a explicar el por qué se paga un determinado precio por cada uno de los
bienes y servicios que forman parte de nuestro consumo. Una economia en
equilibrio, se refiere principalmente a tener estabilidad en los precios. Para
una economia de competencia perfecta, la estabilidad en los precios se da
cuando la oferta de bienes producidos es igual a la demanda de los mismos.

En este trabajo de tesis se analizaran tres temas que nos ayudaran a
comprender qué es y como funciona el sistema dinamico de precios en una
economia simulada de sélo dos bienes: 1, la fijacion de precios; 2, la dinamica
de precios; y 3, la dependencia de la tasa de ganancia con respecto a los pre-
cios pasados y/o futuros.

Para el primer tema, fijacion de precios, se tomara en cuenta el concepto
de coste de produccién que incluye costes de los insumos, pago de salarios a

los trabajadores y tasa de ganancia.

Para el segundo tema, dinamica de precios, se explicard cémo encontrar



los puntos fijos de un sistema dinamico y las condiciones para que los puntos
fijos sean estables o inestables.

En el tercer punto se estudian cinco diferentes modelos dindmicos de pre-
cios. En los primeros cuatro, hay una dependencia de la tasa de ganancia
con respecto a los precios pasados; en el quinto modelo hay una dependencia
de la tasa de ganancia con respecto a los precios pasados y futuros.

Estos modelos se piensan dentro de una economia de competencia per-
fecta y los cambios en los precios se daran por las interacciones de insumos
entre los dos bienes.



Capitulo 1

Construccion del modelo
estatico de precios

1.0.1 El concepto de precio en tres autores clasicos

Existen varios métodos para fijar los precios de los productos o servicios. A
continuacién se enlistan los mas importantes:

e Precio por costes. Los precios se fijan en funcién de los costes de pro-
ducciéon y de comercializacién, a lo que se anaden los gastos generales
y los beneficios.

e Precio por demanda. Se fija el precio segun el valor que tiene el pro-
ducto o ser- vicio para el consumidor.

e Precio por competencia. Los precios de la competencia se toman como
referencia.

En este trabajo se utiliza el método de costes para fijar los precios.

La manera como analizaremos el comportamiento de los precios tiene como
base un modelo econémico cldsico que retoma ideas de Adam Smith, David
Ricardo, Karl Marx y Piero Sraffa. Cada uno de estos autores hizo una
definicién del precio en términos de la tasa de ganancia y del salario pagado
a los trabajadores que producen las mercancias.

Adam Smith en su obra La riqueza de las naciones ( [Smith, A. (2001)], p.
94) plante6 lo siguiente:

“El precio de mercado de cualquier particular mercancia es reg-
ulado por la proporcién entre la cantidad que es actualmente lle-
vado al mercado, y la demanda de aquellos que estan dispuestos
a pagar el precio natural de la mercancia. Donde el precio nat-
ural, es el precio que es suficiente para pagar exactamente lo
necesario para su obtencién: el valor de la renta, el trabajo y la
ganancia .”



Para Smith, las ganancias son el pago dado por llevar las mercancias
al mercado, por satisfacer las necesidades y por proporcionar materiales y
maquinaria para la producciéon. También consideraba que la ganancia no
estaba conformada sélo por un rendimiento del interés sino que contenia un
rendimiento por el riesgo que se corria al llevar las mercancias. A Smith,
sin embargo, le falté dar una solucién al tema de como la tasa de ganancia
era determinada.
David Ricardo, anos después, si se enfocé al problema de la determinacién
de la tasa de ganancia. En sus Principios de economia politica y tributacién,
Ricardo propone que la tasa de ganancia es el resultado de dividir el costé
de produccion entre la ganancia ( | Ricardo, D. (1985)], p. 47).

“Se supone una produccién en la cual el cereal utiliza como
medios de produccién cantidades de él mismo. La dificultad de
produccién en este sector se expresa como una proporcion entre
el costo absoluto de produccion y la cantidad producida. Asi, el
resultado del cociente es una magnitud sin variables asociadas a
ella que expresa un porcentaje que mide el grado de dificultad
de produccién en proporcion a una unidad. Es viable calcular la
tasa de ganancia como una variable dependiente de la dificultad
fisica de produccién, es decir, debido a las condiciones de pro-
duccién, es posible calcular una tasa de ganancia que mide la
capacidad de acrecentamiento fisico del capital”.

Con la definicién de Ricardo aiin no quedaba especificada mateméaticamente
la tasa de ganancia. Es necesario aclarar que este autor expresé los precios
de las mercancias a partir de la mercancia patrén y esto dificulta la fijaciéon
de precios como veremos mas adelante.

Fue hasta que Marx desarrollé su obra magna, El capital, cuando se dio una
primera ecuacion para la tasa de ganancia. En el capitulo X del volumen
IIT de El Capital, Marx escribe:

“[...] la ganancia, consiste precisamente en el remanente del valor
de la mercancia sobre su precio de costo, es decir, en el remanente
de la suma total de trabajo contenido en la mercancia después de
cubrir la suma total de trabajo retribuido que en ella se encierra”.
( [Marx C. (2009)], p. 58).

De acuerdo con esta afirmacion, Marx determiné la tasa general de ganancia
de la siguiente manera:

p
c+v
En la ecuacién anterior p es la plusvalia, c el capital constante y v el cap-
ital variable. El problema al que nos enfrentamos es que la ecuacién esté

g= (1.1)



expresada en términos del valor y no en términos de precios, y no permite
despejar los precios, es decir, no se puede conocer el precio independiente-
mente de los otros elementos de la ecuacién (trabajo, salarios, etcétera).

Quien logra descifrar el problema y plantear bien el sistema de precios
en una economia es Piero Sraffa en su libro Producciéon de mercancias por
medio de mercancias. En esta obra, Sraffa propone un sistema de precios
que tiene en cuenta la tasa de ganancia, los salarios y los costes de pro-
duccioén.

Sraffa logré calcular los costes de produccién sin tener en cuenta una
mercancia patrén. El vela que existia un problema al calcular los precios
cuando estaban en términos de una referencia patrén, ya que se “complica

el estudio de los movimientos de precios que acompanan a una variacién en
la distribucién” ( [Sraffa P. (1966)], p. 67).

El problema de utilizar una mercancia patréon como referente consiste
en que ante una variacion en el precio de dicha mercancia es dificil saber
el origen de los cambios, ya que pueden provenir de variaciones en la pro-
duccién de la mercancia patrén o de la que ha fijado su precio en ella. Para
solucionar este problema, Sraffa cred el concepto de “fraccién industrial”.
Este término explica que en la produccién de una mercancia debe existir una
aportacién de insumos (materia prima, salarios, etcétera) proporcional a los
insumos totales que se emplean en el proceso de produccién. El término
con en el que en la actualidad se llama al concepto de fracciéon industrial
acunado por Sraff es “coeficientes técnicos”.

1.0.2 Determinacién del precio en términos de la tasa de
ganancia

El trabajo de Sraffa es la base para el libro Teoria de la produccién: un largo
periodo de anélisis de Heinz Kurz y Neri Salvatori ( [Kurz, H. y Salvadori,
N. (1995)]). Esta obra es de gran importancia porque en ella se hace una
completa descripcion de la determinacién de los precios en términos de la
tasa de ganancia y los salarios.

En su capitulo 2, sobre los modelos de precios de las mercancias, Kurz y
Salvatori desarrollan una ecuacién para explicar qué es el precio en términos
de la tasa de ganancia y el salario:

p=(1+7r)pa+lw (1.2)

En la ecuacién anterior p es el precio de la mercancia, r es la tasa de
ganancia, a es el coeficiente técnico, 1 el trabajo realizado y w los salarios.



Los autores pudieron desarrollar la ecuaciéon a partir de plantear el caso
hipotético de la existencia de una economia simple con sélo dos sectores (1
y 2) que producen cada uno una mercancia. Su economia tiene los siguiente
supuestos:

e La produccién de cualquier mercancia requiere de algiin bien;

e La economia de dos mercancias no puede ser representada como si cada
una estuviera separada de la otra, es decir, deben estar integradas.

En la economia hipotética de los autores, la produccion de la mercancia
1 esta dada por el trabajo realizado por los trabajadores durante {; horas y
utilizando aj1, cantidad de la mercancia 1 y aj2, cantidad de la mercancia
2. De manera similar la cantidad producida de la mercancia 2 esta dada por
el trabajo realizado por los trabajadores trabajando Iy horas y utilizando
as1, cantidad de la mercancia 1 y age, cantidad de la mercancia 2. Los
trabajadores ganan un salario w; al producir la mercancia 1 y un salario ws
al producir la mercancia 2.

Una caracteristica interesante de este modelo estatico es que la tasa de
ganancia es la misma para los dos bienes, es decir, se supone que en el
equilibrio las tasas de ganancia son iguales para las dos mercancias, r = rl
= r2 (Morishima, 1977, p. 78).

Este sistema en equilibrio donde las tasas de ganancias son iguales y
los precios de las dos mercancias no cambian a través del tiempo puede
expresarse con las siguientes ecuaciones, las cuales también representan el
sistema de precios de Kurz y Salvatori.

p1 = (1+r)(anpr + a2p2) + wh (1.3)

p2 = (14 7)(a12p1 + azzp2) + wis (1.4)

Al tener una economia de dos mercancias, las ecuaciones 1.3 y 1.4 quedan
expresadas en forma matricial de la siguiente manera:

P=(1+r)PA+wL (1.5)

Donde P=(p; , p2) , L = (l; , l2), representan los vectores de precios
por mercancia y los salarios por unidad de produccién. respectivamente y A
representa la matriz de factores por unidad de produccién, como se muestra

a continuacion:
a a
A= 11 Q12
az1 Qg2

De esta forma, la ecuacion [1.5| nos dice la forma de calcular los precios de
las mercancias en una economia de dos mercancias. Sin embargo, dentro de
esta ecuacién no existe alguna variable que sea dependiente del tiempo por
lo que los precios quedan expresados de manera estatica.



Capitulo 2

Dinamica de Precios.

2.1 Modelo I:Primer acercamiento dinamico,
periodos de producciéon y de venta de las mercancias.

Un modelo dindmico de precios aparece de forma natural en el andlisis
econdémico. Se piensa en una mercancia A que para su produccién requiere
B4 cantidad de mercancia B y C'4 cantidad de una mercancia C por unidad
de A. Entonces, cuando se produce una mercancia A en el periodo t, se
compran las cantidades B4 y C4 por unidad de A. El precio P4 al que se
venderd la mercancia A en el periodo de produccion sera:

PA:(l—i-T)(PBBA—I-PCcA)—i-L’LU (2.1)

Sin embargo, la mercancia se vendera de dicho periodo y serd vendida

en el periodo ¢ 4+ 1. Por tanto el sistema se expresa de manera dindmica de
la siguiente forma:

Py, = (1+1)(Pp—1Ba + Pci-1Ca) + Lw (2.2)

Esta es una descripcién para el precio de la mercancia A, es evidente que
se aplica para cualquier mercancia. Por tanto podemos para el sistema de
dos mercancias se tiene:

p1e = (1 +7)(a11p1e—1 + a21p2i—1) + wih (2.3)

pat = (1 + r)(a12p1e—1 + agopar—1) + wis (2.4)

que expresado de forma matricial es:

Pt = (]_ + ’I")PtflA, + wlL (25)

La ecuacién esta compuesta de los mismos elementos que la ecuacién
salvo por la introduccién del periodo de produccion.



Esta ecuacion [2.5] es una ecuacion en diferencias lineal de primer orden.
Por tanto el punto de equilibrio x sera:
P=(—-A(1+r)wL (2.6)

Los valores de los puntos fijos p] y p5 de quedan expresados de la
siguiente manera:

. ao1le(1 4+ r)w + 11 (1 — age(l 4+ r))w
Pr= (1 — a11(1 + 7’))(1 — a22(1 + 7“)) — a12a21(1 + T’)2 (27)
. ar2li(1 4+ r)w +l2(1 — a1 (1 4+ r))w 2.8)

2T A —an(l+m)(1 —an(l+r) —aaz (1 +7)2

Organizando este sistema, podemos expresarlo en término de la traza de
A (Tr(A)) y el determinante de A (Det(A)):

% a21l2(1 + r)w + ll(l — agg(l + r))w

P U= Tra(A)(1 +r) + Det(A)(1 +r)? (2.9)
o ol (I+nrw+ (1 —an(l+r)w
P2=7 —Tra(A)(1+7)+ Det(A)(1 + r)? (2.10)

El precio en equilibrio de cada bien en funcién de los coeficientes de pro-
duccién (A’ y L) y de las tasas de ganancia (w y r) que son tomadas por los
productores.

En términos de la ecuacion los puntos de equilibrio quedan descritos
en forma matricial:

1
P (- Ay ter— (T O
(2.11)

Empezaremos el andlisis de los precios de equilibrio estudiando las condi-
ciones del Teorema de Hawkins - Sitmons, el cual nos dice que para tener
precios de equilibrio no negativos es necesario que los menores principales
de (I — A’/(14r))~!, tienen que ser mayores a cero. La matriz de nuestro
sistema es:

1-(1+4ran  —(1+7r)a
< —(1 +T)a; 1— (1+7~);; ) (2.12)

La matriz tiene dos menores principales que tienen que ser mayores que
cero:



° 1—(1+r)a11>0

1-— (1 + T‘)CLH —(1 + T)alg

Det
¢ ¢ —(1 + T‘)agl 1-— (1 + T’)CLQQ

>0

De la primera condicién obtenemos una relacién entre la tasa de ganancia
y la cantidad del bien uno por unidad del mismo bien:

1—a11
r<

2.13
. (2.13)

El lado derecho de la desigualdad nos da la cantidad de veces que se
pueden ocupar insumos de otros bienes por cada unidad de produccion de
la mercancia 1. En particular, para nuestro modelo nos dice las veces que se
puede utilizar la cantidad del bien 2 en términos de lo utilizado por el bien
1. Por tanto, la desigualdad nos dice que la tasa de ganancia no puede
rebasar la cantidad proporcional de insumos ocupados en la produccién del
bien 1, por tanto podemos llamarlo el multuplicador del bien 1
Para la segunda condicién empezaremos por calcular el determinante:

1-— (]. + r)au —(1 + T)alg

D
et —(1+m)aan 1—(1+7)ax

= (1=(1+r)an) (1= (1+r)ag)— (1+r)*ar12a21 > 0
Desarrollando este determinante podemos encontrar la siguiente condicion:

1 — (14 7)Tra(A) + (1 +7)?Det(A) > 0 (2.14)

No podemos deducir una condicién para la tasa de ganancia utilizando sélo
las hipétesis de nuestro modelo. Sin embargo el sistema debe cumplir las
condicones de Brauer-Solow:

a1 +ag <0
a1z +az <0
=
az <1—an
a1 <1 —ag (2.15)

multiplicando estas dos tltimas desigualdades obtenemos:
azia12 < (1 —a11)(1 — az) = ag1a12 < (1 — (a11 + az) + a1as2)
que nos arroja la siguiente condicién:
0<1—Tr(A)+ Det(A) (2.16)
Regresando a la ecuacién

1— (1+7)Tra(A) + (1 +r)?Det(A) =

10



1 — Tra(A) + Det(A) — r(Tr(a9 + 2rDet(A) + r2Det(A) =
1—Tra(A)+Det(A)+r((1—Tr(A)+ Det(A)) —r-+rDet(A)+r*Det(A) > 0

(1+7)(1—=Tr(A)+ Det(A)) +r((1+r)Det(A) —1) >0 (2.17)

Del resultado de la ecuacién tenemos que el primer sumando de la
ecuacién [2.17 es mayor a cero, para que el segundo sumando sea mayor a
cero es necesario que se cumpla la siguiente condicién:

1 — Det(A)

Det(A) (2.18)

Sin embargo, tenemos que 0 < Det(A) < 1, pero %6%‘) > 1 y como

necesariamente 0 < r < 1, entonces la condicién [2.18| no se cumple para
nuestro sistema. La otra opcién es tomar:

1 — Det(A)

Berd) " (2.19)

Lo que implica que se cumpla necesariamente la siguiente desigualdad
(1+7)(1 =Tr(A)+ Det(A)) > —r((1 4+ r)Det(A) — 1) (2.20)

La cual se cumple si:
Tr(A)? > 4Det(A) (2.21)

que es consistente con nuestro sistema.

Hasta ahora tenemos dos ecuaciones que nos ayudan a restringir los
valores de la tasa de ganancia y , lo cual resulta importante
dentro del sistema, ya que nos permite poner una cota maxima a la tasa de
ganancia, que no puede alcanzar el valor maximo de 1:

1—
r< a1
ai

Y

1 — Det(A)
—_— 2.22
Det(A) (222)
(2.23)

Otra forma de encontrar las condiciones de positividad del punto de equi-
librio es analizar los componentes de la ecuacién[2.11]de una manera distinta:

( 1= (1+ran  —(1+r)am )1 _
—(1 + T)agl 1-— (1 + T)agg

11



1 Ad 1-— (]. —+ ’)")1111 *(1 + T)alg r
Det 1-— (1 + 7“)041 —(1 + T)alg J _(1 + T)a21 1- (]- + T)a22
—(1 + T)agl 1-— (1 + ’I“)CLQQ

Sabemos que el determinante de esta matriz tiene que ser mayor que cero, por otro
lado, también tenemos que analizar la transpuesta de su adjunta de esta misma
matriz:

Adi 1-— (1+T)a11 —(1+T)a12 r B 1 —(1+T)a22 —(1—|—T)CL21 T -
J —(1 + 7”)0,21 1-— (1 + ’I“)CLQQ B 1+ T)alg 1-— (1 + 7“)0,11 B

( 1 — (1 —+ T‘)CLQQ 7(1 —+ r)a12 )
7(1 + T)a21 1— (]. + 7")&11

Asi, reescribiendo el punto fijo (ecuacién [2.11]):

_ 1 1—(1+7r)a —(1+7)a I
- Det..] ( —<1+r>a§f 1 —(1+7“)c11211 > < Iy )w (2.24)

Desarrollando esta 1ltima ecuacion para cada uno de los precios del sistema ten-
€mos:

pr= Dei[...] (1= (1 +r)ag)hw + (1 + r)azlow]
b2 = Dei[...] (1= L+ r)an)lzw + (L +r) A lyw] (2.25)

para que estos puntos sean positivos, es necesario que Det[...] > 0, lo cual se
cumple tomando en cuenta la condicion |2.14, También es necesario que se cumplan
las siguientes condiciones:
r< 71 —
a1l
1— a2

r<
az2

Asi tenemos las condiciones que debe cumplir la tasa de ganancia r para tener
puntos de equilibrio positivos; estas condiciones estdn expresadas en términos de
los coeficientes técnicos, los cuales estan restringidos por las condiciones de Brauer-
Solow. Recopilando las condiciones, podemos expresarla en una desigualdad:

1—ay .
r< —=40i=12
Qs

1 — Det(A)

r< —— (2.26)
Det(A)

La primera desigualdad nos da la restriccién de maxima ganancia con respecto
a los coeficientes técnicos. Primero es necesario ver para cual de los dos bienes se
utiliza una mayor proporcién del mismo bien, que es quien dara un menor valor a la

restriccién. Por tanto la tasa de ganancia no puede ser mayor que el multiplicador
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del bien ”i” que utiliza la mayor proporcién del mismo bien. Un punto importante a
abordar es la restriccion que la tasa de ganancia impone a los coeficientes técnicos;
dado que 0 < r < 1, entonces 0.5 < a;; < 16 0.5 < ases < 1 6 ambos casos. Por
lo tanto la dependencia de insumos de un sector con otro tampoco no puede ser
mayor a 0.5.

La segunda desigualdad esta relacionada con el determinante de A, el cual pode-
mos relacionar con la influencia de un grafo. La influencia de un sector econémico
se puede medir a través de los coeficientes técnicos, el coeficiente técnico a;; es la
proporcién de insumos del bien i necesarios para producir un bien j, por lo tanto,
sirve como la medida de influencia que tiene el sector i sobre el sector j.

Una buena referencia al respecto fue escrita por Lantner y Lebert [Lantner R. y
Lebert B. (2013)]. En este sentido, para nuestro sistema tenemos cuatro coeficientes
técnicos; que nos miden las diferentes influencias entre los dos sectores, ya sea la
influencia que recibe el bien de s{ mismo (a1; y aa2), o la influencia que recibe un
bien con respecto al otro bien (as; y as1). Ahora, analicemos los dos sumandos que
componen al determinante de A; el primer sumando es ai1as2 que nos da la influ-
encia total de cada bien consigo mismo, la cual llamaremos auto influencia total.
Por otro lado, el segundo sumando es aj2a21 que nos da la influencia circular sobre
un bien (ya sea del sector uno, ajsagr; o del sector dos, asiaie; que de cualquier
forma es el mismo valor). En ese sentido, el determinante nos da una medida de que
influencia del sistema. Si el determinante es menor que cero, la influencia circular
es mayor que la auto influencia total. Si el determinante es mayor a cero la auto
influencia total es mayor que la influencia circular.

Por construccién, sabemos que Det(A) > 0, por lo tanto, la auto influencia total
tiene que ser mayor que la influencia circular. Asi, como requisito indispensable,
es necesario que aj; > 0y age > 0. Esto es consistene con la primera desigualdad,
donde habiamos encontrado la que 0.5 < a1; < 1, 0.5 < age < 1, a2 < 05y
as1 < 0.5.

Regresando a la segunda condicién de la relacién del determinante %ﬂ’;‘)

tiene a 1 como cota inferior y no tiene cota superior, ya que si Det(A) — 0 entonces

1—Det(A)
Det(4) -

El obtener una tasa maxima de ganacia dependera de los coeficientes. Si dejamos
fijos a los coeficientes as1 v a2, la tasa de ganancia dependerd de los valores que
tomen los coeficientes a11 y a92; si estos son cercanos a 0.5 la ganancia serd mayor
que cuando son cercanos a uno. Por tanto es mejor que haya una menor inter-
depednecia entre los sectores.

2.1.1 Estabilidad de los puntos de equilibrio

El punto fijo serd estable si los valores propios A de (1+r)A son menores a uno
en valor absoluto (JA| < 1). Entonces, calculamos el determinate de la matriz

Det ( (I+7r)a;; — A (14 r)asn

_ 2 _
(1 + T)alg (1 + T)agg Y ) = (]. + 7‘) a11a22 (1 —+ r)(au + a22)>\

+A2 — (1 +7)2%a12a01 = A? — (1 +7)Tra(A)X + (1 +7r)?Det(A) =0
Despejando para A:

(1+7)Tra(A) £ /(1 +7)2Tra(A)? — 4(1 + r)2Det(A)
2

A= (2.27)

13



Entonces:

(1+7)

-1<
2

[Tra(A) + /(1 +7)2Tra(A)?2 —4(1+r)2Det(A)] <1 (2.28)

Analicemos diferentes escenarios de este sistema:

(1+7)*Tra(A)? —4(1 +7)*Det(A) =0 (2.29)
Entonces: 9 9

La ecuacién [2:30 nos muestra el rango de valores que la Traza de A puede tomar
para tener puntos de equilibrio estables. Ahora, de la ecuacién [2.29] tenemos que
si (1+7)2Tra(A)? < 4(1+r)2Det(A) se tendrén valores propios complejos, lo que
dard lugar a orbitas espirales. La relacién para tener espirales es:

Tra(A)?

Det(A) > 1

(2.31)

Revisando los valores propios dentro del caso general, tenemos dos restricciones,
la primera de ellas es:

(I+7)
2

[Tra(A) + /(1 +7)2Tra(A)? —4(1 +r)2Det(A)] < 1 (2.32)

Que da lugar a la siguiente restriccién:

-1 Tra(A)
Det(A) > ERSE Trr (2.33)
La segunda restriccién es
(1+7r)
—1< =——Tra(4) + V(A +7)2Tra(A)?2 — 4(1 + r)2Det(A)] (2.34)

de donde obtenemos la ultima de las restricciones para tener puntos de equilibrio
estables

-1 Tra(A)
(1+7)? 1+7r

La Figura muestra la relacién Traza - Determinante con las diferentes re-
giones de estabilidad de los precios de equilibrio. La Figura[2.2] muestra un zoom de
la primera, mostrando las zonas de estabilidad para este sistema. En estas figuras
podemos observar lo reducido del drea de estabilidad para el sistema, y ain maés
restringida el drea de nodos estables, ya que el determinante de A no puede ser
menor a cero. Por tanto, este modelo se caracteriza por sus Orbitas estables en
forma de espiral. Lo cual nos dice que los precios se estabilizan de modo que no
necesariamente uno de los dos bienes tiene algin tipo de ventaja sobre la otra.

CCon esto hemos encontrado las condiciones que deben cumplir los diferentes
parametros del modelo para obtener precios de equilibrio positivos y estables. Es
de destacar el hecho de que la tasa de ganancia quede restringida en términos del
determinante de la matriz A, que a su vez se puede interpretar en términos de
influencia del sistema. También es importante resaltar que la zona de estabilidad

Det(A) < (2.35)
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Figura 2.1: Zona de estabilidad de los precios de equilibrio del Modelo 1.

queda muy reducida con respecto a la zona de inestabilidad.

Por tdltimo, haremos un comentario sobre la participacién de los salarios con re-
specto a los precios de equilibrio. Aunque la ecuacién [2.11] nos muestra que los
precios de equilibrio estdn en funcién de los salarios, en las ecuaciones de positivi-
dad y no aparecen los salarios y lo mismo pasa para la condicién de
estabilidad del sistema (2.28). Por tanto un hecho importante a resaltar es que este
sistema no cumple la Teoria del Valor - Trabajo.

2.1.2 Ejemplo

A manera de ejemplo demos ciertos valores a los diferentes pardmetros y veamos el
comportamiento del sistema. Sean:
a1 = age = 0.6, as; = ajp = 0.25, I3 = Iy = 0.15, w = le Para estos valores,

la matriz A, tenemos que Det(A) = 0.30, Tra(4) = 1.2 y %e&f) =236y

loay 0.6. Por tanto, la tasa de ganancia tiene la siguiente restriccién

_ l—agy __

ail az2
0<r<0.6.
El punto de equlibrio del sistema es (6.6, 6.6). La Figura[2.3| muestra las érbitas de
este sistema con una tasa de ganancia r = 0.15. En esta figura podemos observar
la trayectoria de los precios para diferentes condiciones iniciales, donde todas ellas
convergen de manera asintética al punto de equilibrio.

2.2 Modelo II: Sistema con ganancia nula

Pensemos en un sistema son una tasa de ganancia nula » = 0 y donde los precios de
equilibrio solo dependen del salario. Este sistema queda expresado por la siguiente
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Figura 2.2: Zoom a la zona de estabilidad de los precios de equilibrio del
Modelo 1.

ecuacion:

P,=A'P_; +wL (2.36)

El andlisis de este modelo sera muy parecido al realizado con el Modelo Veremos
las restricciones para tener puntos de equilibrio positivos y ademéds estables. Los
precios de equilibrio de la ecuacién [2.36| seran:

Px= (I - A)"VwL (2.37)

Estos precios de equilibrio son los precios medidos en cantidades de trabajo
directa e indirectamente incorporados a las mercancias cuando el salario es el nu-
merario (w=1). Para que los precios de equilibrio sean mayor a cero es necesario
que:

Px>0= (I — A)"*wL > 0.

Ademas /
(I_A/)—l _ 1—an —a21 _ 1 1—a9 —aig .
- —a1s 1 — a9 T (1-a11)(1—az2)—aiza21 —a91 l—an -
1—a —a
1 22 21 . e
T=Tra(A)+ Det(A) —ay 1—an Entonces, los precios de equilibrio|2.37|quedan
expresado de la siguiente manera:

1 1-— a9 —as1 ll
Px = 2.
1o Tra(A) + Det(A) < —a12 1—an ly (2.:38)

Sabemos que las cantidades de trabajo (I;) son positivas, al igual que los com-
ponentes de la matrizﬂ Por tanto, para que los precios de equilibrio sean positivos,

'Esto se deriva de las condiciones de Brauer - Solow, Ecuacién m
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Figura 2.3: Orbitas de precios para el Modelo I con diferentes condiciones
iniciales

es necesario que se cumpla la siguiente desigualdad.
1+ Det(A) > Tra(A) (2.39)

Si desarrollamos Det(A) y Tra(A) en términos de los coeficientes técnicos, en-
contraremos las condiciones que deben cumplir entre ellos para que se cumpla la
relacion y justamente basta con que se cumplan las condiciones de Brauer -
Solow (ecuaciones [2.15)).

Recordemos que el determinante de A nos da una referencia del tipo de influencia
que existe en el sistema. Si el determinante es mayor a cero la auto influencia
total del sistema es mayor que la influencia circular en caso; en caso contrario, si
el determinante es menor a cero la influencia circular es mayor a la auto influencia
total. Teniendo en cuenta que el determinante de A nunca serd mayor a uno en
valor absoluto, la relacién por tanto 0 < 14 Det(A) < 2y es justo la condicién que
debe cumplir la traza 0 < Tra(A) < 2. Dado que Tra(A) relaciona a los coeficientes
de auto consumo (Tra(A) = a1 + a22) la desigualdad nos da la relacién que
existe entre la influencia total del sistema y los coeficientes de auto influencia.

2.2.1 Estabilidad de los puntos de equilibrio

Para tener precios de equilibrio estables, es necesario que los valores propios de la
matriz A’ sean menores a uno en valor absoluto. Empecemos por encontrar los
valores propios del sistema.

Det(\ — A') = Det ( A-an —an ) = (A —an)(\— az) —ajgas =
a2 A —a
N —Tra(A)X\ + Det(A) =0 =
) Tra(A) £ \/Tra(A)? — 4Det(A)
1,2 =
’ 2
Analicemos diferentes escenarios de los valores propios. Tomemos el discriminante
igual a cero:

Tra(A)? — 4Det(A) =0 (2.40)

17



Entonces:

—2 < Tra(A) < 2 (2.41)

Dado que —1 < ay; < 1 con ¢ = 1,2, entonces la desigualdad se cumple
para todos los valores posibles de los coeficientes de autoconsumo. Ahora, de la
ecuacion [2.40] tenemos que si
Tra(A)? < 4Det(A)
se tendran valores propios complejos, lo que dara lugar a dérbitas espirales.

Revisando los valores propios dentro del caso general, tenemos dos desigual-
dades, la primera de ellas es:

%[Tra(A) + /Tra(A)? — 4Det(A)] < 1 (2.42)

Que da lugar a la siguiente restriccion:

Det(A) > Tra(A) —1 (2.43)
La segunda restriccién es
—1< %[Tm(A) + /Tra(A)? — 4Det(A)] (2.44)

de donde obtenemos la ultima de las restricciones para tener puntos de equilibrio
estables
Det(A) < =1 —Tra(A) (2.45)

La Figura 2.4 muestra la relacién Traza - Determinante con las diferentes re-
giones de estabilidad de los precios de equilibrio. La Figura[2.5|muestra un zoom de
la primera, mostrando las zonas de estabilidad para este sistema. En estas figuras
podemos observar lo reducido del area de estabilidad para el sistema. Recordemos
que para este modelo —1 < Det(A) < 1, por lo tanto hay mds posibilidad de tener
precios estables, o por lo menos tiene menos restricciones que el Modelo I, claro, la
gran diferencia es que la tasa de ganancia es igual a cero.

2.2.2 Ejemplo

Sean los valores de los coeficientes técicos a1 = age = 0.2, as; = ajo = 0.74,
w =1yl =l =0.2. Este sistema tendrd un punto de equilibrio estable (2.6,2.7).
Las 6rbitas se acercan al punto de equilibrio de manera asintdtica, como se puede
observar en la Figura Si comparamos esta ultima con la Figura 7?7 podemos
observar que tienen el mismo comportamiento.

Por consiguiente, podemos concluir que la tasa de ganancia r no influye en el com-
portamiento del las 6rbitas, aunque si influye en el célculo del punto de equilibrio,
ademds de restringir la zona de estabilidad.

2.3 DModelo III: Tasa de ganancia calculada en el
periodo de produccion

En esta seccién ampliaremos la dependencia con respecto al periodo anterior, te-
niendo en cuenta que los salarios tienen poca variacién en el tiempo, solo la tasa

18
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Figura 2.4: Zona de estabilidad de los precios de equilibrio del Modelo II.

de ganancia es dependiente del tiempo. Asi, la tasa de ganancia que aplica el pro-
ductor en el periodo t es la calculada en terminos del precio del periodo anterior:

r(t) = r(pi—1) (2.46)

Al sustituir la ecuacién (12) en la (5) obtenemos la dependencia del tiempo
en la determinacién de precios:

Pt = (1 +7'(Pt_1))Pt_1A—|—wL (247)

La tasa de ganancia es el cociente entre la masa de ganancia y los costos de
produccién
ganancia

= 2.48
" costos de produccién ( )

La ganancia por unidad de mercancia producida es simplemente el precio al
que se vende la mercancia menos los costos necesarios para producirla, por
ejemplo, para la mercancia uno:

Costos de produccion : aj1pl + asype + wly (2.49)
Ganancia = p; — a11p1 + a;21p2 + wiy (2.50)

La tasa de ganancia para la mercancia uno (r1) es la siguiente:

_hn- (a11p1 + as1p1 + wiy)
a1p1 + az1p1 +wh

T1 (251)
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Figura 2.5: Zoom a la zona de estabilidad de los precios de equilibrio del
Modelo II.

En este modelo tenemos una tasa de ganancia para cada una de las
mercancias, es decir, se calcularan de manera independiente las tasas de
ganancia en cada una de las ecuaciones de precios. La tasa de ganancia sera
la misma para todas las mercancias solo en el punto de equilibrioﬂ Por lo
tanto, la tasa de ganancia de la mercancia 2 es:

_ b2~ (@12p1 + azopa + wlis)
a12p1 + Gg2p2 + Wl

ra (2.52)

Definida como el precio de venta de la mercancia menos los costos de pro-
duccion se expresa como:

Ganancia = py — a1;p1e—1 + a2ip2s—1 + wl;, i = 1,2 (2.53)

Los costos de produccion estan en términos de los precios en el periodo t — 1
y el precio de venta es el del periodo ¢, ya que la producciéon de la mercancia
se realiza un periodo antes de poner a la venta la mercancia. Asi, las tasas
de ganancia son las siguientes.

~ pre(@11 x pre1 + azy * par 1w x )

2.54
(@12 * Pre—1 + a2 * Par—1 + W *1y) (2:54)

1t

- par—(a12 * pag—1 + G2 * Par—1 + w *x l)
2t =
(@12 * par—1 + a2 * Par—1 + w * l2)

(2.55)

2Morishima M. La teoria econémica de Marx, Editorial Tecnos, Madrid 1977, p. 78
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Figura 2.6: Orbitas de precios para el Modelo II con diferentes condiciones
iniciales

Estas tasas de ganancia se aplican al capital adelantado total y se ex-
presan de la siguiente manera:

Pre—(@11 * pre—1 + az1 * par—1 + wly)
@11 * P1e—1 + G21 * Par—1 + wly

J(@11 * Pre—1 + a2 ¥ Pop—1) w1y

(2.56)

pie = (1+

por—(@12 * pre—1 + a2 * par—1 + w *x [y)
@12 * Pre—1 + G2 * Par—1 + W * lo

J(ar2 % pre—1+az *par1) Fwxly

(2.57)
En ambos miembros de las ecuaciones se encuentra p; , por tanto es necesario
despejarlo en ambas ecuaciones. Realizando esta operacién obtenemos el
sistema:

par = (1+

D1t = Q11 * P1e—1 + Q21 * Par—1 + W * g (2.58)

D2t = Q12 * P1e—1 + G2 * D2 +w *x [y (2.59)

Que podemos escribir de forma matricial como:
P=AP,_i +wL (2.60)

La ecuacién de precios es la misma ecuacién de precios del Modelo
II. Por tanto, tenemos que los puntos de equilibrio del Modelo III es el mismo
punto de equilibrio del Modelo II:

Px = A'Px +wlL = P+ =wL(I — A")~!
Expresados los precios de equilibrio por separado obtenemos:

. Chxws (1 —ag) +wxls *as
PPL= "0 (A) — Det(A) — 1

(2.61)

loxwx (1 —ay1)+wxly*as
Tr(A) — Det(A) — 1

pro = (2.62)
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Asi, este sistema tiene un solo punto de equilibrio. De igual manera, debe
cumplir las misma condicién para precios de equilibrio positivos:

1+ Det(A) > Tra(A) (2.63)

La estabilidad de este sistema es el mismo que el Modelo II, estudiado
con anterioridad, donde se tienen dos condiciones del sistema:

Det(A) > Tra(A) —1 (2.64)

Det(A) < =1 —Tra(A) (2.65)

2.4 Modelo IV: Tasa de ganancia calculada sin
adelantar los salarios.

En el Modelo III la tasa de ganancia se aplica al capital adelantado que no
incluye los salarios:
Po=(1+7r)AP_1+wL (2.66)

donde los salarios no forman parte del capital inicial: A’P;_; sino que
son un costo que se paga en el tiempo t a una tasa dada w; = w. Esto
ocurre si las tasas de ganancia calculadas por los productores fueran:

- P1t — @11P1¢—1 — G21P2¢—1
a11P1¢t—1 + a21P2—1
P2t — a12P1t—1 — A22P2t—1
r= (2.67)
a12P1t—1 + a22p2t—1

Sustituyendo la tasa de ganancia en [2.66] el precio para el bien uno seria:

P1t — @11P1t—1 — A21P2t—-1 )(
a1pie—1 + a21p2t—1

D1t = a11P1e—1 + A21p2t—1 + P1e — @11P1e—1 — a21p2—1 + wly

P1t = a11P1¢—1 + @21P2t—1 + P1t — A11P1—1 — A21P2t—1 + Wiy

0=wl (2.68)

aipie—1 — a1p2e—1) +wlh

pi=(1+

por lo tanto tenemos que w = 0. Esto implica que no hay un salario pagado
a los trabajadores, asi en este modelo, en donde no se adelantan los salarios,
la tasa de ganancia no puede calcularse como una funcién de los precios.
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2.5 Modelo V: Tasa de Ganancia con precios fu-
turos

En este es modelo se calcula la tasa mediante los precios futuros. A diferencia
de los modelos anteriores, donde la ganancia estaba dada por los precios del
periodo anterior, ahora la ganancia estd dada en términos de los precios
futuros. La ganancia se calcula mediante el precio futuro (ps+1, i=1,2) con
respecto al capital invertido al inicio del periodo (t-1) en capital circulante
mas en fondo de salario aplicandoselo al costo de reposicién de capital:

Gananciay = pri+1 — (a11p1e—1 + a21p2e—1 + wly)

Gananciay = pai—1 — (a12p11—1 + a21P21—1 + wia) (2.69)

En estas ecuaciones, podemos pensar que los insumos necesarios para la
produccion de las mercancias se compran a un precio esperado en el futuro,
teniendo una ganancia con expectativas en el futuro. Los precios quedan
expresados de la siguiente forma:

Pre+1-(@11p1e—1 + a21pas—1 + wly) )
a11p1i—1 + az1p2s—1 + wly

Patr1-(@12p1t—1 + azopar—1 + wla) )
a12p1i—1 + az2p2s—1 + wla

p1e = (1+ a11P1141 + a21P2t+1) + wiy

a12P1441 + G222t 41) + wla (2.70)

par = (1+

Reduciendo este sistema de ecuaciones obtenemos:

a11P1t+1 + a21P2¢+1
a11p1t1 + az1pai—1 + wly
a +a
12P1t+1 22P2t 41 T wly (2'71)
a12P1t—1 + a22P2¢—1 + wly

erh

Pit = Pit+1

D2t = P2t+1

2.5.1 Puntos de equilibrio

De la ecuacién 2.71] podemos encontrar los puntos de equilibrio.

(p1t — wh)(a11p1e—1 + a21p2i—1 + wli) = pre+1(@11P1e+1 + a21P2e+1)
(P2t — wiz)(a12p1i—1 + ag2pae—1 + wlz) = pary1(ar2pies1 + a22p2s1)  (2.72)

Para encontrar los puntos de equilibrio sustituimos en la ecuacién las
igualdades pi¢41 = p1t = P1e—1 = P1* ¥ P21 = P2t = Par—1 = Paxk

p1 * (@11p1 * +ag1p2 * +wli) = p1 * (@11p1 * +ag1pa*)
P2 * (a12p1 * +a2p2 * +wla) = P * (a12p1 * +agapa*) (2.73)

p1 * (@11p1 * +ag1p2%) + p1 * wli = p1 * (@111 * +a21p2%*)
D2 * (@12p1 * +ag9pa*) + P2 * wla) = po * (@12P1 * +a22p2*) (2.74)
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Que despejando para pi* y po* obtenemos:

(]. — agg)wll + asiwls
1T Det(A) — Tr(A)
(1 —ay1)wly + ajpwly
1+ Det(A) —Tr(A)

p1* =

De los modelos analizados con anterioridad, tenemos que 1 + Det(A) —
Tr(A) >0y (1—a;) > 0,i =,1,2 Por lo tanto los puntos fijos son positivos.

2.5.2 Estabilidad

Para el andlisis de estabilidad llevaremos realizaremos un cambio de vari-
ables, esto con el fin de reducir el orden de las ecuaciones.

Sea 14 = puy

ZTot = P1i—1, entonces Tap41 = Ty

Ademsds sea y1; = por

Y2t = P2t—1, entonces Yor+1 = Y1t

Entonces el sistema queda expresado de la siguiente forma:

a1125 1 + Q1T 1Y1e41 = AT + a1T1Y — wli (1 — 21)
21 T1¢41Y1¢+1 + 6122?/%54_1 = a12Y16%2; + a22y1:Y2e — wla(1 — y1¢)
Lot+1 = L1t
Yor+1 = Y1t (2.76)

Cémo podemos observar, tenemos un sistema de ecuaciones en diferencias de
cuatro dimensiones y de primer orden. Sin embargo, podemos observar que en el
lado izquierdo de las dos primeras ecuaciones se encuentran los términos cruzados
T1t41+Y1t+1 Y T1e+1Y1¢+1, los cuales no permiten una revision analitica del sistema.
Dado el grado de dificultad que presenta el sistema la resolucion del sistema
de deja para un trabajo futuro.
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Capitulo 3

Conclusiones

El presente trabajo es una muestra de las diferentes dindmicas que se pueden pre-
sentar en un sistema de precios dependientes del tiempo. Un sistema de precios
descrito de manera estatica (como se muestra en la ecuacién puede conser-
var sus cualidades de positividad y estabilidad si se realiza su andlogo dinamico
(ecuaciones [2.36 [2.60|[2.68] v 2.71)), esto es un supuesto del estabilidad para
una economia de competencia perfecta dentro de los sistemas de precios como lo
describe Morishima:

”[...] la cuota de ganancia puede diferir de una industria a otra. Los
capitales se desplazardn de unas ramas de la produccién (en que la
cuota de ganacia sea més baja) a otras (con cuotas més altas), hasta
que se establezca una cuota de ganancia de equilibrio uniforme en toda
la economia.” ( [Morishima M. (1977)|, p. 69.

Dentro de los puntos importantes a destacar es que, los sistemas dinamicos se
resuelven y también se constringen a condiciones econdmicas, tales como el Teorema
de Hawkins - Simons y a las condiciones de Brawer - Solow. Es decir, estos modelos
se encuentran inscritos en los supuestos y teorias de la economdia.

Dentro de las particularidades de cada uno de los modelos podemos concluir lo
siguiente:

1. Un modelo dindmico como los presentados en este trabajo, donde la tasa de
ganancia permanece constante (Modelo I) tiene un comportamiento similar a
un modelo dindmico con tasa de ganancia nula (Modelo II), esto acorde con
las zonas de estabilidad presentadas en las Tablas 7?7 y 7?7, donde tienen la
misma geometria para las zonas de estabilidad y de inestabilidad. Tal vez esto
no parezca tan descabellado, dado que al ser la tasa de ganancia nula, se tiene
una tasa de ganancia igual a cero, que es una constante. Podriamos decir que
el Modelo II es un caso particular del Modelo I, sin embargo era necesario
investigar si en caso de una ganancia nula se tenia el mismo comportamiento.

2. Para el Modelo III, donde la tasa de ganancia es calculada en el periodo de
produccién, el sistema se puede reducir al Modelo II. Es decir que si la tasa
de ganancia es calculada en el periodo de produccién la tasa de ganancia no
participa en la dindmica del modelo. Este resultado nos da una conclusién
que tal vez no es tan evidente, dado que la tasa de ganancia se calcula en el
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periodo de produccién (al tiempo t-1) esta no participa en el calculo de los
precios actuales (al tiempo t).

. En el Modelo IV se presenta el problema de calcular los precios sin adelantar
los salarios, donde los salarios no forman parte del capital inicial. Para este
caso, el no encontrar puntos de equilibrio nos habla de la falta de elementos
para poder encontrar la estabilidad, es decir, al no tener todos las variables
calculadas en el periodo de produccién los precios no pueden ser calculados.

. Por ultimo el modelo VI, donde hay una dependencia de los precios futuros,
podemos ver que aunque existen precios de equilibrio positivos, el cédlculo
de su estabilidad se vuelve complicada. Dado los resultado de los modelos
anteriormente estudiados en este trabajo, esperamos que existan zonas de

estabilidad.
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Apéndice A

Teoria de los Sistemas
Dinamicos

Como podemos ver en las ecuaciones y tenemos un modelo de ecuaciones
en diferencias de dos dimensiones, es por eso que en este capitulo se muestran los
principales resultados de sistemas de ecuaciones en diferencias tanto para sistemas
lineales como para no lineales. Iniciaremos por mostrar los resultados de sistemas
lineales y después los sistemas no lineales.

A.1 Ecuaciones en diferencias lineales en dos di-
mensiones

Un sistema de ecuaciones en diferencias lineal en dos dimensiones es de la siguiente
forma:

xi41 = f(x¢) (A1)
donde x es un vector, que para nuestro caso representara un vector de dos di-
mensiones, x € R2.
La funcién f(x) tiene la forma f(x) = Ax + b, dénde A es una matriz de 222 y
b € R? un vector constante. Este tipo de sistemas de ecuaciones en diferencias
tienen gran analogia con las ecuaciones en diferencias en una dimensiéon. Para una
dimension, las érbitas del sistema se acercardn o alejaran del punto fijo z = b/(1—a),
deduzcamos el punto fijo del sistema (1.1) iterando el sistema:
X = Xp
X1 = AXQ —+ b
X3 = Ax; + b= A%’x0+ Ab+b
X3 ZAX2+b:A3X0+A2b+Ab+b

Siguiendo con las iteraciones tenemos que para el tiempo k:

xp = AFxg + (AP AR 2 .+ A+ )b
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Para simplificar la parte que se encuentra entre paréntesis, veamos que:

(AFL A2 A+ DI - A) =1 AF

Asi, el valor de x en el tiempo k, queda de la siguiente forma:

xp = Afxg + (I — AF) (T — A)~'b

Esta ecuacién solo es vélida si la matriz I — A es invertible, que es equivalente a
decir que 1 no es un autovalor de A.

Ahora, veamos que pasa cuando k — oo, si el valor absoluto de los autovalores son
todos menores a uno (con lo que la matrix I — A es invertible), entonces A* tiende
a la matriz cero, por tanto x;, = (I — A)~!'b. De la misma forma, si algtin autovalor
es mayor a uno, entonces A* el valor de x;, explota y para cualquier valor de xg
tendremos que |AF| — oc.

Comportamiento del sistema f(x) = Ax+b
Condiciones de los autovalores de A Comportamiento de x;
Todos son |\ <1 Converge a x = (I — A)~'b
Alguno es |A| > 1 |xk| = 00
Alguno de los autovalores |A| = 1 Se mantiene cerca del punto fijo.

Figura A.1: Comportamientos para un sistema bidimensional discreto

A.2 Ecuaciones en diferencias no lineales en dos
dimensiones

La mayoria de los modelos que se analizan en este trabajo son ecuaciones en difer-
encias no lineales. Por lo tanto, es necesario dar los principales resultados de ecua-
ciones en diferencias para sistemas no lineales. El principal andlisis de este tipo
de ecuaciones en diferencias se basa en estudiar el comportamiento del sistema al
rededor de los puntos fijos. Para poder realizar este tipo de andlisis necesitaremos
que las funciones sean continuas.

Pensemos que el sistema tiene la siguiente forma:

X1 = f(Xe41) (A.2)

Donde f(x) es una funcién no lineal. Entonces, para el sistema de ecuaciones
en diferencias encontraremos los puntos fijos y determinaremos si son estables o
inestables. Ademads, el comportamiento de los puntos fijos nos puede decir el com-
portamiento global del sistema.
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A.2.1 Puntos Fijos.

El vector x es el estado en el que se encuentra el sistema, y la funcién f nos dice
cémo es que se mueve el vector. Sin embargo, en algunas circunstancias el vector
no se mueve, el sistema permanece en un estado especial; este estado es el punto
fijo del sistema.

Entonces, un punto fijo es un estado donde el sistema se mantiene en el punto X.
La forma de encontrar el punto fijo es resolver el sistema (ec de aca arriba) para
la funcién f(x¢41), como necesitamos que X no cambie entonces lo que se necesita
que x; = X341 = X. Por tanto, necesitamos que:

fx) =x

A.2.2 Estabilidad de los puntos fijos

No todos los puntos fijos dan el mismo comportamiento al sistema dindmico. Prin-
cipalmente hay de dos tipos, estable e inestable.

Un punto fijo X es llamado estable si para todo valor inicial x¢ cerca de X el sis-
tema no solo se encuentra cerca de X si no que el sistema tiende hacia el punto fijo:
X; — X cuando t — oo.

Otro tipo de comportamiento se da cuando el punto fijo X es neutral o marginal-
mente estable: para valores cercanos a x cercanos a X, el sistema se encuentra en
la vecindad de X pero no converge a X.

Por ultimo, un punto fijo X es llamado inestable si no es estable o marginalmente
estable. En otras palabras, para un valor inicial xq cerca de X el sistema se mueve
lejos de x.

Una manera de poder saber el comportamiento de un punto fijo de un sistema
dindmico discreto no lineal es a través del método de linealizacion. En una di-
mension, se toma la derivada de f para aproximarla a f. Se necesita aproximar f
cerca de X. En otras palabras si x esta cerca de X, es necesario tener:

fx) max=x)+ (%)
donde a es una constante. Otra forma de ver la aproximacion es:

f(x) =a(x—X%)+ f(X) + error(x — X) (A.3)

donde error(x—x) mide la distancia entre los dos puntos. El problema consiste
en encontrar el mejor nimero a para que el error sea lo mas pequeno posible, es
decir: ( 2
error(x — X
(x —x)
cuando x — X. Esta es una buena aproximacion, ya que si reordenamos la ecuacion
(2.3) y la dividimos entre x — X:

f@) - f®  _error(x—X

X—X X—X
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Ahora, eligiendo a = f/(X), autométicamente tendremos:

error(x — X)
(x — %)

cuando x — X. Entonces, tomando a = f’(X) se obtiene una buena aproximacién de

f cerca de X mediante una funcién lineal. Asi, tenemos que la mejor aproximacion

es:

Fx) = F(R)(x — %) + f(R) + error(x - ) (A.4)

De hecho, las propiedades del punto fijo dependeran de su evaluacién en la derivada
de la funcién f, si f'(X) < 1 el sistema es estable, mientras que si f'(X) > 1 el
sistema es inestable, y si f/(X) = 1 no hay suficiente informacién para saber el
comportamiento de iﬂ

Cuando tenemos mas de una dimension, la forma de encontrar las caracteristicas
del punto fijo, se siguen basando en la derivada, pero ahora es necesario observar
las propiedades del Jacobiano, estudiemos este concepto.

Sea x;+1 = f(x:) un sistema de ecuaciones en diferencias, donde f(x) es una funcién
no lineal, como el sistema es de mas de una dimensiéon f es un vector de funciones:

T1 f1(x)
T2 fa(x)
fe=| =] (A.5)

donde cada f; es una funcién escalar de n variables. El Jacobiano Df de f es
la matriz de derivadas parciales de las f;’s:

9z Oxo Oy,
gﬁ gﬁ . ng
Df= "7 (A-6)
Ofn Ofn ... Ofn
Oxq Oxo Oy,

La clasificacion de los puntos fijos sera acorde con el comportamiento del Ja-
cobiano D f de f, y el comportamiento del Jacobiano, estd dado por sus auto valores.

Comportamiento del punto fijo X

Condiciones de los autovalores de D f | Comportamiento de X
Todos son |A| <1 X es estable
Alguno es |A| > 1 X es inestable
Alguno de los autovalores || =1 El test falla

Figura A.2: Prueba de linealizacién para un sistema no lineal multidimen-
sional.

'Para una explicacién detallada ver [Elaydi, S. (2005)|
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En caso de que la prueba falle, se pueden aplicar otros métodos que ayuden
a encontrar el comportamiento del punto fijo en cuestién, sin embargo para los
sistemas estudiados en este trabajo no haran falta ﬂ

Con las caracteristicas explicadas en este capitulo podremos analizar el com-
portamiento de nuestros modelos dindmicos de precios.

A.2.3 Teorema de Hawkins-Simon

En su trabajo realizado en 1949 [Hawkins D. y Simon H. (1949)] Hawkins y Simon
(H-S) presentan la condicién suficiente y necesaria para que existan precios posi-
tivos para las ecuaciones de un modelo de produccién simple.

Este modelo estd basado en el modelo de Leontief [Leontief W. (1941)], en donde
se estudia los flujos de mercancias interindustriales en una economia, ademés de
las demandas finales. En este modelo se define a x; como la cantidad de mercancia
producida por el i-ésimo sector durante un periodo de tiempo dado; x;; como la
cantidad de mercancia producida por la industria i que sirve de consumo para la
industria j; la demanda final de la mercancia i serd c;; La proporcién a;; como la
cantidad del bien i utilizada directamente en la produccién de una unidad del bien
j. Se supone que a; ; > 0V(i, j). Entonces para cada sector se puede escribir:

n
xTr; = E aijxj +¢;
Jj=1

i = 1,2,...,n que nos dice, el producto del sector i es igual a la demanda de los
diferentes sectores de la economia, mas la demanda final.Si el sistema tiene n sec-
tores, tendremos n ecuaciones lineales con n incégnitas.

r1 =a1121 +as122 + .... +ain
Ty = A21T1 + A22T2 + ... + Q2p,
Ty = Ap1T1 + Ap1T2 + ... + Qpn

de manera matricial el sistema queda:
x=Azr+c (A.7)

6Bxr=ccon B=(I—A)
H-S estudiaron la solucién de este sistema con las siguientes restricciones:

1. b;; > 0, bij <0,sii#£ji,7=1,2,....,n

2. ¢; > 0 Y encontraron que el sistema tiene solucién positiva si y solo si el
determinante de cada uno de los menores principales de A es mayor a cero. El
teorema es el siguiente:

Teorema: Consideremos el sistema Bx=c, en el cual B es una matriz nxn con
b;; <0 Vi# j. Bajo estas hipétesis, una condicién suficiente y necesaria para que
x; sean todas positivas es que los menores principales de la matriz B sean positivas.
Este resultado se aplica a la ecuacion para encontrar precios positivos en el
Modelo I.

*En el capftulo nueve del libro de Meiss ( [Meiss J. (2007)] se revisan diferentes métodos
para encontrar el comportamniento de los puntos de equilibrio

31



A.2.4 Condiciones de Brawer-Solow

Las condiciones de Brauer-Solow (B-S) se aplican sobre los elementos de la matriz
de coeficientes técnicos (a;;). Y es una condicién necesaria para que el sistema
tenga solucion.

Teorema: Definimos:

i =5y ai para i=12,..n.

$; =Y., a;; para j=1,2,..n.

Entonces, para que el sistema [A.7] tenga soluciones positivas, se tiene que cumplir:
r; < 1 parai=1,2,..n

s; < 1 para j=1,2,...n. La condicién B-S nos sirve para encontrar las soluciones

para [2.15] [2.26] y [2.63|
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