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Resumen

Se realiza una investigacién sobre el invariante de Ermakov y sus usos para el estudio de la
dindmica de sistemas de oscilador paramétrico cldsicos y cuanticos. Mediante las relaciones que
establece el invariable de Ermakov con las soluciones de las ecuaciones diferenciales de New-
ton, Ermakov y Riccati demostramos que es posible describir la dindmica de sistemas clasicos y
cuanticos si se conoce la solucién de cualquiera de las ecuaciones antes mencionadas. Se demues-
tra, para la teoria cuantica, que las soluciones de la ecuacién de Eramkov y de Riccati asi como
el invariante de Ermakov estan relacionados con cantidades fisicas relevantes del problema. Fi-
nalmente, se encuentra que es posible aplicar el formalismo cuantico de invariante de Ermakov,
desarrollado en la tesis, a sistemas cudnticos con disipacién.






Abstract

This thesis is an investigation about the Ermakov invariant and its application in the des-
cription of the dynamics for classical and quantum systems. By means of the relations among the
Ermakov invariant and the Newton equation, Ermakov equation and Riccati equation, for the
parametric oscillator, we show that with the knowledge of the solution of any of these equations
then it is possible to obtain a complete description of the dynamics in either quantum or classical
mechanics. We prove in quantum mechanics theory that the solutions of Ermakov equation, the
solution of Riccati equation and the Ermakov invariant are related with relevant physical quan-
tities of the problem. Finally, we make evident that the quantum theory of Ermakov invariant
developed in this thesis can be applied to quantum systems that incorporate dissipation.






Introduccion

El trabajo de tesis tiene el propdsito de estudiar sistemas abiertos (o disipativos) por su
reciente importancia tanto en aspectos fundamentales del formalismo de la mecanica cuantica
como por sus aplicaciones en muchas areas de la fisica. Como por ejemplo, en fisica nuclear para
explicar el amortiguamiento de los modos colectivos en colisiones inelésticas [1], en informacién
cudntica para la generacién dindmica de enredamiento se ha considerado la evoluciéon de com-
binaciones de paquetes gaussianos, con disipacién [2], y en el amortiguamiento de un oscilador
armonico utilizando el formalismo de Lindblad [3]. Recientemente se han establecido procesos de
informacién cuantica que estan basados en la evolucién de combinaciones de estados gaussianos,
operaciones gaussianas y mediciones gaussianas. Estos procesos son de utilidad en: computacion
cudntica, criptografia cudntica y teleportacién cudntica [4].

Esencialmente los estudios de sistemas abiertos que incorporan aspectos disipativos estan
basados en tres diferentes esquemas de trabajo:

1. Ecuaciones fenomenoldgicas (tipo ecuacién de Langevin, ecuacién de Focker-Planck).
2. Formulacién de la ecuacién maestra [3, 5].

3. Modificaciones de las ecuaciones de movimiento en la mecénica clsica y cuantica [6, 7, 8, 9]
(basada en ecuaciones de movimiento no-lineales y transformaciones no-canénicas o no-
unitarias).

Estamos interesados principalmente en la tdltima linea de investigacién. En ésta se intro-
duce un término de difusién en la ecuacién de continuidad, que da lugar a una ecuaciéon de
Schrodinger no-lineal que acepta soluciones de paquetes gaussianos normalizables [9, 10, 11]. La
ecuacion de Schrodinger no-lineal tiene la ventaja de describir a las cantidades fisicas relevantes
del paquete en forma apropiada; esto no sucede con otros procedimientos, por ejemplo, en la
aproximacion de Caldirola-Kanai en donde se tiene que ser cuidadoso con la interpretacion de
su correspondiente funcién de onda para evitar inconsistencias (principalmente que se viola la
relacién de incertidumbre de Heisenberg) [10].

La descripcién de sistemas disipativos via la ecuaciéon no-lineal de Schrédinger admite la
construccion del invariante de Ermakov. La determinacién de este invariante es suficiente para
tener una descripcién completa de la dindmica de paquetes gaussianos (o una superposicién de
estos), aun cuando los sistemas incluyan dependencia temporal [9, 10, 11, 12]. Estas propiedades
de la ecuacion no-lineal de Schrodinger nos motivaron a realizar la investigacién que se presenta
en la tesis.

10
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La importancia del invariante de Ermakov en la descripcién de sistemas abiertos, nos mo-
tivé a realizar una revisién de los sistemas de Ermakov en sistemas cldsicos y cudnticos. En este
trabajo de tesis se estudian sistemas dinamicos tanto en mecanica cldsica como en mecanica
cuéntica, sin incluir disipacién, y usando el invariante de Ermakov y sus multiples relaciones con
ecuaciones diferenciales no-lineales. Por sus aplicaciones en el estudio del movimiento de iones
en trampas de Paul, o de Hamiltonianos de interés en éptica cuéntica restringimos el estudio
a sistemas cuadraticos en las posiciones y momentos (o equivalentemente las cuadraturas del
campo electromagnético).

Se realiza el estudio con la intencién de posteriormente extender, de forma clara y sencilla, el
formalismo que se desarrolla en este trabajo, a sistemas que incluyen disipacion. En este sentido,
el trabajo de tesis es una exhaustiva bisqueda de relaciones entre las propiedades fisicas del
sistema de oscilador paramétrico y las propiedades del invariante de Ermakov. La tesis conjunta
una serie de resultados novedosos (unos recopilados y otros deducidos) en sistemas Hamiltonianos
dependientes del tiempo.

En la seccién 1.1 se introduce al lector en el formalismo del invariante de Ermakov por medio
de la teoria de ecuaciones diferenciales. Mostramos cémo el invariante de Ermakov permite
relacionar las soluciones de la ecuaciéon de Newton del oscilador paramétrico con las ecuaciones
diferenciales no-lineales de Ermakov y Riccati. En la seccion se establecen las ecuaciones en las
que se basa la presente investigacion y se muestran las relaciones que existen entre ellas.

En la secciéon 1.2 se introduce el invariante de Ermakov en la formulacién Hamiltoniana
de la mecéanica clésica, se demuestra que es un invariante dinamico, y se determinan nuevas
coordenadas canonicas del tipo dangulo-accién en donde el nuevo momento es el invariante. Por
lo tanto, es posible encontrar la funcién generadora de estas nuevas coordenadas candnicas.

En el segundo capitulo, el invariante de Ermakov cudntico se usa para encontrar la evolucién
temporal de paquetes gaussianos en el oscilador paramétrico. Se pretende demostrar: 1) que
dado el invariante de Ermakov es posible obtener una descripciéon completa de la dinamica del
sistema, y 2) que las ecuaciones diferenciales no-lineales de Ermakov y de Riccati auxilian en
el calculo de las cantidades fisicas relevantes del sistema. Estos propdsitos se plantean de tal
forma que su extension a sistemas disipativos es directa y clara. Primero se estudia la evolucion
temporal de un paquete gaussiano mediante el esquema de Schrodinger [12], encontrando que
para determinar la funcién de onda solucién de la ecuacién de Schrédinger en forma explicita es
necesario conocer la solucién de la ecuacién de Newton, o la solucién de la ecuacién de Ermakov,
o la solucién de la ecuacién de Riccati.

Se demuestra también que el operador de Ermakov puede ser factorizado en términos de
operadores bos6nicos de ascenso AT(t) y descenso fl(t) [13]. Esta factorizacién permite establecer
que los estados de Fock (asociados a Af(£)A(t)) son eigenestados del operador de Ermakov, y
también que es posible construir un estado coherente generalizado. Para concluir la seccién 2.2,
demostramos que las funciones de onda asociadas a los estados de Fock y el estado coherente
generalizado son soluciones de la ecuacion de Schrodinger del sistema.

Encontramos que las varianzas de posicién y momento, al igual que la funcién de correlacién,
estan directamente relacionadas con las soluciones de la ecuacion de Ermakov. Para un estado
gaussiano general, se obtiene que las varianzas y la funcién de correlacion forman un sistema
de ecuaciones diferenciales acopladas equivalente a una ecuacién diferencial ordinaria de tercer

orden para o;(t). Entonces es directo mostrar que la desviacién estandar oy(t) satisface la
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ecuacion de Ermakov.

La evolucién temporal de un estado arbitrario, bajo la accién del oscilador paramétrico, se
determina mediante el propagador del sistema. Para encontrarlo se usan los operadores bosoénicos
que factorizan al operador de Ermakov, los cuales definen un par de ecuaciones en derivadas
parciales de primer orden para el propagador, y que pueden ser resueltas de forma sencilla. Se
muestra que el propagador resultante es una funcién dependiente de p(t): solucién de la ecuacién
de Ermakov.

La dindmica de una gran variedad de sistemas cuanticos puede visualizarse conociendo su
cuasi-distribucién de probabilidad en el espacio fase, cominmente conocida como funcién de
Wigner. Ademas, desde el punto de vista tedrico, la manera mas apropiada de conocer la co-
nexién entre la fisica cudntica y la fisica cldsica es usando la funciéon de Wigner ya que es la
representacion cuantica que mas se asemeja a la descripcion clasica del espacio fase. Se revisan,
en el trabajo de tesis, las propiedades mas importantes de la funcién de Wigner, y se calcula su
expresion para el oscilador paramétrico. Se obtiene que la funciéon de Wigner para los estados
de Fock y los estados coherentes dependen solamente del valor del invariante de Ermakov.

Para concluir el estudio del oscilador paramétrico en la mecanica cudntica, realizamos una
breve revision bibliografica de la formulacion hidrodindmica de la mecénica cuantica. Mediante
esta fomulacién analizamos los sistemas de oscilador paramétrico, donde se propone como distri-
bucién inicial a la distribucién normal, obteniéndose de manera directa que la evolucion de esta
distribucién estd directamente relacionada con las soluciones de las ecuaciones de Newton y de
Ermakov. Por otra parte, en analogia con la formulacién hidrodindmica de la mecanica cuédntica,
se propone la funcién de onda v¥(q;t) = Newt(@t)  donde F(q,t) es una funcién compleja y N
una constante de normalizacién. De esta manera, substituyendo la funcién de onda en la ecua-
cién de Schrodinger se obtiene la ecuacién cudntica de Hamilton-Jacobi para la funcién F(q,t),
y se demuestra que las soluciones de la ecuacién parcial antes mencionada estdn directamente
relacionadas con las soluciones de las ecuaciones de Newton y de Riccati.

En el dltimo capitulo usamos los métodos desarrollados para estudiar el problema asociado
a un operador Hamiltoniano dependiente del tiempo, H (t), que inicialmente toma la forma

y después de un tiempo T =t — tg, esta descrito por

n2
2 p 1 22
H1 = % + imwlq .

Se considera primero que el cambio entre los Hamiltonianos se realiza en forma instantanea,
posteriormente se considera el caso donde el cambio es debido a una frecuencia con dependencia
temporal de tipo lineal, y por ultimo el caso donde el cambio de la frecuencia se realiza de
forma no-polinomial. En todos los casos se estudio la evolucién temporal de un estado coherente
|o) mediante la solucién de la ecuacién de Ermakov correspondiente. Estas soluciones permiten
calcular facilmente los valores esperados de los operadores de posicién y momento, asi como
sus varianzas y su funcién de correlacion. Adicionalmente, se obtienen las distribuciones de
probabilidad, y la funcién de Wigner. También se determina la fidelidad, |{(3|a):|?, del estado
coherente evolucionado con el estado coherente del hamiltoniano H 1, que denotamos por |3)).
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Finalmente, se describe en forma breve la manera de extender la teoria del invariante de
Ermakov a sistemas cudnticos que incluyen disipacién. Para incluir disipaciéon en los sistemas
cudnticos se introduce un término de difusién en la ecuacion de continuidad, lo anterior implica
obtener una ecuaciéon de Schroédinger no-lineal para la funcién de onda de la densidad de proba-
bilidad. Se puede demostrar que la solucién analitica de la ecuacién de Schrédinger no-lineal es
un paquete gaussiano normalizable. Este paquete gaussiano se escribe en términos de funciones
dependientes del tiempo que forman un sistema de Ermakov. Entonces tenemos funciones que
satisfacen las ecuaciones de Newton, Ermakov y Riccati; de tal manera que es posible utilizar
los resultados de la tesis.
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CapriTUuLO 1

Invariante de Ermakov en la
Mecanica clasica

En este capitu se establece el invariante de Ermakov que relaciona las soluciones de dos
ecuaciones diferenciales de segundo orden. La primera es lineal y describe la ecuacién de Newton
del oscilador armoénico unidimensional con frecuencia dependiente del tiempo, que llamaremos
oscilador paramétrico, y la segunda es no-lineal y se le conoce con el nombre de ecuacién de
Ermakov. Este conjunto de ecuaciones se llama sistema de Ermakov [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7].

Se demuestra que usando el invariante de Ermakov y dos soluciones independientes del
oscilador paramétrico es posible obtener la solucién més general de la ecuacién de Ermakov, ver
(1.5). Esta solucién se conoce en la literatura como la propiedad de superposicién no-lineal de
sistemas de Ermakov [1, 3, 4, 5]. Al mismo tiempo se tiene que dada una solucién arbitraria de
la ecuacién de Ermakov es posible obtener la solucién del oscilador paramétrico [1, 7].

Adicionalmente, notamos que la ecuacién de Newton del oscilador paramétrico se puede
transformar en una ecuacién de Riccati: 2 + 22 + w?(t) = 0, mediante la transformacién

2(t) = zg exp {/Ot Z(T)df} .

Por lo tanto, se concluye que una solucién de la ecuaciéon de Riccati permite también obtener
una solucién del oscilador paramétrico y/o de Ermakov, ver (1.15).

Continuamos el estudio mostrando que en el formalismo de la mecdnica Hamiltoniana es
posible definir nuevas variables canénicas donde el nuevo momento es el invariante de Ermakov;
ademds, se determina la funcién generadora de estas nuevas coordenadas canénicas [5]

Posteriormente, se determinan las soluciones de la ecuacion de Newton, Ermakov y Ricca-
ti para el oscilador paramétrico en los siguientes casos: 1) frecuencia lineal en el tiempo, 2)
frecuencia en términos de un polinomio cuadratico y 3) una frecuencia no-polinomial.

Al final del capitulo, las soluciones de las ecuaciones diferenciales de Newton, Ermakov y
Riccati, para el oscilador paramétrico, en variables complejas se relacionan con la existencia de
un invariante de tipo Ermakov.
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1.1. Invariante de Ermakov

Consideremos la ecuacién diferencial para un oscilador arménico con frecuencia dependiente

del tiempo

i 4w (t)x = 0. (1.1)
Ahora introducimos una ecuacion diferencial no lineal dada por

. 1

p+wi(t)p = e (1.2)

conocida como ecuacién de Ermakov la cual cémo se mostrara mas adelante sirve como ecuacin
auxiliar para obtener las soluciones de la ecuacién de Newton (1.1). Ambas ecuaciones definen
una clase de invariantes I, dados por

I= % [(pz — pa)® + (i)j . (1.3)

Para mostrar que I es un invariante temporal, despejamos w?(t) de la ecuacién (1.1) y la subs-
tituimos en (1.2) entonces queda la expresién

|
p xp_pg

Multiplicando la ecuacién anterior por x y simplificando obtenemos

d (2 — ip) x
—(xp—ap) = —
qp P —xp Pk
si ahora multiplicamos por zp — ©p de ambos lados de la expresion se tiene

li(x~_¢)2__li z)’
2dt PP T o w\ )

de donde se concluye que I es un invariante temporal, conocido como el invariante de Ermakov.
En 1880, Dmitri Ivanovich Ermakov fue el primero en hallar el invariante (1.3) del sistema de
ecuaciones (1.1) y (1.2), ver [1, 2].

Solucién z(t) implica solucién p(t)

El invariante de Ermakov permite relacionar las soluciones de la ecuacion de Ermakov con las
soluciones de oscilador armoénico paramétrico. Supongamos que conocemos las soluciones lineal-
mente independientes de la ecuacién (1.1) denotadas por u(t) y v(t); entonces ambas satisfacen

T e (] et ]

Eliminando p(t) de los invariantes I; e I, encontramos que

2 2
v 2[1—%—u 2]2—%:Wp,
p p
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donde W denota el wronskiano de u(t) y v(t), definido como W{u(t),v(t)} = u(t)v(t) —v(t)u(t).
A partir de la ecuacién anterior, es posible encontrar para p(t) la ecuacién algebraica

Whpt — 4W?(10? + Lu?)p? + 4(11v? — Lu?)? + 4W2u?0? = 0, (1.4)
cuya solucion es

p(t) = j:% 2L (1) + 21,0 (1) £ 2/AL Ty — W 2u(t)o(1)] v (1.5)
Este resultado ha sido demostrado frecuentemente en la literatura y se conoce como la propiedad
de superposicién no-lineal de sistemas de Ermakov [3, 4, 5]. Por lo tanto, con ayuda de los
invariantes y las soluciones linealmente independientes de la ecuaciéon de Newton del oscilador
paramétrico, se construye la soluciéon a la ecuacion de Ermakov. Es importante notar que las
cantidades I; e Iy pueden ser determinadas estableciendo las condiciones iniciales que satisface
p(t), es decir, sea p(ty) = po, p(to) = po. Entonces de la definicién del invariante I, es inmediato

que
2
n-1 [<pou<o> — pou(0))? + (“/f)) ] , (1.6)
2
I [<pm><o> — so0(0))’ + (S”) ] . (L.7)

Solucién p(t) implica solucién z(t)

Ermakov demuestra como relacionar las soluciones de la ecuacién (1.2) con las soluciones
de la ecuacién de Newton [1]. Sea p(t) una solucién arbitraria de la ecuacién de Ermakov, y
consideramos por simplicidad I = 0 en (1.3); entonces tenemos que

i — pr = +iZ,
P

que escrita en forma de variables separables toma la forma

Integrando la expresién anterior obtenemos

t
lnmzlnp:l:i/ d—;—;
p

por consiguiente, es inmediato que la solucién mas general de la ecuacién del oscilador paramétri-

o (1) = Ap(t) exp {z/t pf(:)} + Bp(t) exp {—z’ /t pf(i) } , (1.8)
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donde A y B son constantes arbitrarias. Sea x(t = 0) = x¢ y (t = 0) = vp; entonces podemos
encontrar que las constantes de integracion estan dadas por

zo (.. 1 19
A=— — | - — 1.9
5 (lpo+ p0> 5 PO (1.9)
=0, %0 (1Y (1.10)
2 2 Po

Es posible obtener la expresién (1.8) sin ayuda del invariable de Ermakov, mediante el
siguiente procedimiento [7]: consideramos la ecuacién de Newton para el oscilador paramétrico
y proponemos como solucién z(t) = Q(t)p(t), con p(t) solucién de la ecuacién de Ermakov.
Entonces substituyendo esta solucion llegamos a la ecuacion equivalente

Qp+2Qp + Q(p + w(t)p) = 0.

Como p satisface la ecuacion de Ermakov, se tiene

Qp+2Qp+g:0.

Ahora se propone el cambio de variable T = [ ¢ de(TT > con lo cual encontramos la ecuacion
equivalente

d2

762 + Q — O’

dT?

que corresponde a la ecuacién del oscilador arménico con frecuencia unidad y su solucién es
Q(T) = Ae'l + Be T,
Por lo tanto la solucién del oscilador paramétrico puede escribirse como sigue:
z(t) = Ap(t)e' + Bp(t)e T,
que es idéntica a la ecuacién (1.8).
Solucién p(t) implica solucién z(t)
Se ha demostrado, ver por ejemplo [8], que también podemos relacionar al sistema de Er-

makov con una ecuacién de Riccati. Para esto, primero relacionamos la ecuacion de Newton del
oscilador paramétrico con la ecuacién de Riccati. Consideramos la ecuacién de Riccati, dada por

P4 22+ W (t) =0, (1.11)
con z(t) una funcién compleja. Entonces, bajo la transformacién
A

e=3 (1.12)

es directo probar que la ecuaciéon de Riccati se convierte en

A+ WA =0, (1.13)
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que corresponde a la ecuacién del oscilador arménico con frecuencia dependiente del tiempo.
Es importante mencionar que en general las soluciones de la ecuacién de Riccati son funciones
complejas por lo tanto la ecuacién diferencial (1.13) también tiene soluciones complejas. También
es facil mostrar que si proponemos la solucién

A(#) = exp {/t z(T)dT} , (1.14)

para la ecuacién de Newton compleja, obtenemos entonces la ecuacién de Riccati (1.11). De lo
anterior se concluye que la ecuaciéon de Riccati sirve como una ecuacién auxiliar para hallar
soluciones de la ecuacién de Newton compleja (1.13) y viceversa. Utilizando la transformacion
(1.12) junto con la solucién (1.8) es posible escribir la solucién de la ecuacién de Riccati en
términos de una solucién arbitraria de la ecuacién de Ermakov, esto es,

A1) = plt) | 1

p(t) — p2(t)’
donde el signo + corresponde a A = 0 y el signo — corresponde a B = 0. De esta manera,
la ecuacién de Riccati se puede usar como una ecuaciéon auxiliar para hallar las soluciones del
sistema de Ermakov formado por (1.1) y (1.2). Generalmente para obtener una solucién de la
ecuacién de Riccati se propone la solucién z(t) = Z(t) + v(t) donde Z(t) denota una solucién
particular de la ecuacién de Riccati; de esta forma la ecuaciéon de Riccati se transforma en una
ecuacién de Bernoulli para v(t) dada por

(1.15)

b+ 23(t)v + 0% = 0.

Ademas, esta tltima ecuacion puede ser transformada a una ecuacién lineal, mediante la trans-
formacién v(t) = x(t)~!, con lo cual se llega a la ecuacién:

i — 25(t)k = 1.

Los resultados anteriores se encuentran resumidos en la Figura 1.1, donde mostramos como se
relacionan las ecuaciones de Newton real y compleja, la ecuacion diferencial de Ermakov y la
ecuacion de Riccati.

=1
4224+ w(t)=0 A+ w2 (A =0
z=L21% R{N}
pruit)p =% P+ w(t)r =0

Figura 1.1: Relacién entre las ecuaciones del oscilador paramétrico, la ecuaciéon de Ermakov y
la ecuacion de Riccati.

Para ejemplificar como se relacionan las soluciones de las ecuaciones diferenciales de la Fig.
1.1, usamos el caso mas simple, que corresponde al de un oscilador arménico con frecuencia
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constante, wg. Para este caso podemos considerar las soluciones linealmente independientes de
la ecuacién de Newton u(t) = coswot y v(t) = sinwpt; por lo tanto, mediante (1.5), (1.6) y (1.7),
tenemos que la solucién de la ecuacion de Ermakov se escribe

1/2

R P II o LY ) . /

p(t) =+ wp Py cos” wot + | Py + —5 | sin” wot % 2wopopo cos wot sin wot , (1.16)
wo Po

y su primera derivada toma la forma

1 1 1

(t) = [ (/)(Q) 4+ = — wgpg) sin 2wot & wppopo Cos Qth} , (1.17)
wop(t) |2 I

donde dependiendo del valor que elijamos para pg y po se determina los signos en p(t) y p(t). En

la Fig 1.2 encontramos la forma de p(t) y p(t) para el oscilador arménico con frecuencia wy = 1,

y condiciones iniciales pg = 1 y po = 1. Notamos que las soluciones de Ermakov son funciones

periddicas cuya amplitud es constante en el tiempo.

p(t)

L0
\ L \2 m T /6\ é L p{o t

~10}F

(b)

Figura 1.2: Gréficas de la funcién p(t), inciso (a), y su derivada p(t), iniciso (b), para el oscilador
paramétrico con frecuencia constante wg = 1, donde se consideran las condiciones iniciales pg = 1
y po=1.

Por otra parte, podemos determinar las curvas en el espacio fase! de la ecuacién de Ermakov,
que estan dadas por el sistema de ecuaciones

p o= « (1.18)

1
o = —wgp—i-ﬁ. (1.19)

Este sistema de ecuaciones de primer orden es equivalente a la ecuacién de Ermakov. Con ayuda
de programas especializados, tal como Mathematica, es posible visualizar las curvas integrales
del campo vectorial (p(t), p(t)) en el espacio fase. En el caso wy = 1 las curvas integrales se

1 . . ; . . . .
El espacio fase al cual nos referimos es el que se define en la teoria de ecuaciones diferenciales que estd dado
por la funcién solucién y su primera derivada.
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muestran en la Fig. 1.3 y describen oOrbitas alrededor de un punto fijo. Cada curva integral
corresponde a una condicién inicial diferente; asi debido a que las curvas (p(t), p(t)) describen
6rbitas en el espacio fase, entonces p(t) y p(t) se tratan de funciones periddicas. La curva integral
en color rojo en la Fig. 1.3 corresponde a la solucién cuya condicién inicial es (pg = 1, po = 1),
es decir, el caso considerado en las graficas de p(t) y p(t) en funcién del tiempo en Fig. 1.2.
p(t)

4L

o
T T

(>
. —
—
\

T

W\
\\\\\\// N A -
NN AN
l\\\‘ii/ v} \QQ//‘?/ I
NS N

L L L L L L L L L L L
-4 -2 0 2 4

Figura 1.3: Campo vectorial en el espacio fase de la ecuacién de Ermakov para el oscilador
paramétrico con frecuencia constante, donde se considero wy = 1.

Del sistema de ecuaciones diferenciales (1.18) y (1.19) se muestra que los puntos singulares?
de este sistema estan dados por

En el espacio fase, Fig. 1.3, estos puntos singulares son el centro de las érbitas que forman las
curva integrales, ademas es inmediato que estos dos puntos son soluciones triviales de la ecuacion
de Ermakov, que se obtienen al considerar en (1.16) y (1.17) las condiciones iniciales pg = \/%70
y po = 0.

También conocemos las soluciones de la ecuacién de Riccati mediante las soluciones de la
ecuacién de Ermakov, ver (1.15),

1 1 1
2(t) = —(pt+ —- - w?pd ) sin 2wt £ wpopo cos 2wt + iw| . (1.20)
wp?(t) [2 Po

*Dado un sistema de ecuaciones diferencial de primero orden Z = f(&), con ¥ € R™. Si suponemos que la funcién
. R S - . ~ . oo .
vectorial f(&) se hace cero en & = @, entonces decimos que @ es un punto singular de la ecuacién diferencial.
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La Fig. 1.4a muestra la parte real, mientras que la Fig. 1.4b la parte imaginaria de la solucién
de la ecuacién de Riccati, para wy = 1 y con condicién inicial R{z(0)} =1y I{2(0)} = 1.
Para conocer el comportamiento de las curvas integrales de la ecuacién de Riccati en el
espacio complejo consideramos z(t) = «(t) + i3(t). Entonces, substituyendo esto en (1.11), y
separando la parte real de la imaginaria, llegamos al sistema de ecuaciones diferenciales

a = /82—012—‘*)87

B = _2aﬁ7

donde la primera ecuacién corresponde a la parte real de la ecuacién de Riccati y la segunda
a la parte imaginaria. Del sistema anterior podemos encontrar que los puntos singulares estan
dados por

(047/3) = (07 in)'

R{z(t)} S3{z()}

101 25

5 . .

L 6
_0_5; 1. \
71'077 1 I I I | fo t

(a) (b)

Figura 1.4: Gréficas de la parte real, inciso (a), e imaginaria, inciso (b), de la solucién de la
ecuacion de Riccati, para la frecuencia wy = 1 y con condicién inicial R{z(0} =1y I{z(0} =1

En la Fig. 1.5, tenemos representadas la curvas integrales de z(t) para el caso wy = 1;
podemos notar que las curvas son Orbitas alrededor de los puntos singulares, por lo tanto esto
implica que R{z(t)} y I{z(t)} serdn funciones periddicas. En particular tenemos que la curva
en rojo corresponde a la solucién con condicién iniciales R{z(0)} =1 e Im{z(0)} = 1.

Siguiendo el esquema de la Fig. 1.1 lo que hemos realizado hasta ahora es que mediante las
soluciénes z(t) obtenemos la solucién de la ecuacién de Ermakov p(t) y con estas tltimas tenemos
la solucién z(t). Ahora dada una solucién arbitraria de la ecuacién de Ermakov hallaremos la
solucién del oscilador arménico. Debido a que la solucién que elijamos es arbitraria, podemos
considerar la solucién trivial que corresponde a los puntos singulares, es decir,

pt) = + 5(t) = 0.

%7 P
Substituyendo esta solucién en (1.8) se consigue la solucién

z(t) = Ae™t + Be Wt
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I
e -

A / { \ NSNS

Figura 1.5: Curvas integrales correspondientes a la ecuacién de Riccati para el oscilador pa-
ramétrico con frecuencia constante, donde hemos considerado wg = 1.

donde )
i iy
2 2&]0
y .
-~ xo 1
B=—+4+—.
2 2wo

Es importante mencionar que podemos elegir otra solucién de p(t) diferente a las soluciones
triviales, con lo cual tendremos soluciones para el oscilador arménico cuya expresién algebraica
es mas complicada; sin embargo, no ganamos informacién fisica relevante del problema.

Por ultimo, para completar el esquema de la Fig. 1.1 es posible encontrar soluciones de
la ecuaciéon de Newton compleja por medio de la solucién trivial de la ecuaciéon de Riccati
z(t) = fiwp usando la relacién (1.14).

En muchos casos las ecuaciones de movimiento incluyen términos de amortiguamiento pro-
porcionales a la velocidad; por este motivo mostramos que toda ecuacion lineal de segundo orden
puede ser llevada a un sistema de Ermakov. Sea la ecuacion diferencial de segundo orden

i+ a(t)y + b(t)y = 0. (1.21)

Proponemos la solucién

y(t) = o(t) exp {—; /t a(T)dT} , (1.22)
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que al substituirla en (1.21) permite obtener una ecuacién equivalente para x(t), dada por
i+ w(t)z =0, (1.23)

donde la frecuencia angular estd dada por la expresion

WA(E) = b(t) — ia%) _ %a(t). (1.24)

Asi, junto con la ecuacién diferencial de Ermakov, formamos el sistema de Ermakov y entonces
podemos aplicar el formalismo desarrollado previamente. Podemos obtener el invariante del
sistema en términos de la soluciones de (1.21). Esto se logra substituyendo

2(t) = y(t) exp {; /t a(T)dT}

en I definido en (1.3). Si realizamos la substitucién mencionada, encontramos que el invariante
de Ermakov toma la forma

I= % [(py — oy + ;pya(t)>2 + (i)zl exp {/t a(T)dT} . (1.25)

Ahora, si consideramos
1 t
£(t) = plt)exp {—2 / amdf} , (1.26)
y substituimos en la ecuacién de Ermakov, es facil mostrar que £(t) satisface la ecuacion dife-
exp {—2 ft CL(T)dT}
& ’

Entonces tenemos que las ecuaciénes diferenciales para £(t) y y(¢) forman un sistema del tipo
Ermakov, donde el invariante para este sistema se obtiene substituyendo (1.26) en (1.25)

I= % [(gy _ éy)zexp {2/ta(7')d7'} + @)2] . (1.28)

Como ejemplo sencillo podemos considerar el oscilador arménico amortiguado, cuya ecuacién
de movimiento es

rencial

£+ a(t)é +b(t)E = (1.27)

i+ 2hy + wiy = 0, (1.29)

para este caso la solucién (1.22), se expresa como
_ —ht
y(t) = x(t)e ™, (1.30)
que al substituir en la ecuacion del oscilador armoénico amortiguado resulta la ecuacion

i+ w?r =0, (1.31)
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donde w? = w2 — h?. Entonces recuperamos el sistema de Ermakov para el oscilador paramétrico
con frecuencia constante. Como hicimos anteriormente, si elegimos la solucién particular trivial
p = +w~ /2 entonces para h® < w2 tenemos que w es real y las soluciones para x(t) son
x(t) = Acoswt + Bsinwt. Por lo tanto, la solucién de (1.29) es

y(t) = e M (Acoswt + Bsinwt) = Ke ™M cos(wt + a), (1.32)

donde las constantes Ay B, o K y «, estan determinadas por las condiciones iniciales. Ademaés
para este caso el nuevo sistema esta dado por:

zj+2hg}+w%y:0,
_4ht

¢

1 = \2 an ) ?
I = — ( ) — ) (& ¢ + — .
5 | (89— &y ¢
Por lo tanto, hemos mostrado que toda ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden puede
ser llevada a un sistema de Ermakov y tiene asociado un invariante.

£+ oné+uwie ="

cuyo invariante sera:

1.2. Sistemas Hamiltonianos

Consideremos el sistema cldsico descrito por la funcion Hamiltoniana

p2 1 2 2
H=—4 -mw*(t)q", 1.33
T S () (1.33)
donde ¢ es una coordenada canénica, p el momento conjugado y w(t) es una funcién arbitraria que
depende del tiempo. Asi, para el oscilador armoénico dependiente del tiempo existe un invariante

exacto (g, p,t) de la forma

1 . 9 mq 2
1 t) = — t)p — t — 1.34
(0.0:0) = 5 | (o = mpte)o)* + (22 ] , (1.34)
donde p(t) es una funcién del tiempo que satisface la ecuacién
1
p(t) + w2 (t)p(t) = . 1.35
(1) + &2 (00(t) = s (1.35)

Las ecuaciones (1.34) y (1.35) definen una clase de invariantes ya que p puede ser cualquier
solucién a la ecuacién (1.35).
Para mostrar que I(q,p,t) es un invariante temporal, usamos que

dI oI
— ={I.HY+ —.
dt {r, }+8t
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Entonces tenemos que

orom _oron
dq Op  Op Oq’
2
D . .
= —p()p(t) -+ p)p(H)mw’ (H)g” + 5 (t)ap

2

= =P + ppOML (1)g” + (1) + (1)p(1)) ap.

(I,H} =

mientras que

2
% = P<’f>f><t>fn+<ﬁ<t>—p1 )mp'(f)f—(PQ(t)Jrﬁ(t)p(t)) .

de donde se concluye

al
i
En mecanida clésica a la cantidad I(q, p, t) se le suele denominar primera integral dependiente del
tiempo, debido a que I(q,p,t) es constante a lo largo de las soluciones del sistema de ecuaciones

0.

. P
q_
m

po= —mw(t)g.

El primero en obtener el invariante de Ermakov para el oscilador paramétrico en la formu-
lacién Hamiltoniana fue Ralph Lewis [5]. El cual interesado en la dindmica de una particula
cargada inmersa en un campo electromagnético variable de simetria axial [11], ver apéndice A,
demostro que este problema se encontraba descrito por las ecuaciones del oscilador paramétrico.
Por consiguiente, traté de obtener un invariante para obtener la dindmica del sistema. Entonces,
empleando el método de Kruskal [9]; que consiste en efectuar un desarrollo asintético en términos
de un parametro pequeno, obtuvo que para un sistema Hamiltoniano de oscilador paramétrico
es posible hallar un invariante en términos de la integral de accién y el paramétro. Asi, por
medio de este método, encontré que el primer término de la serie del invariante era justamente
(1.34) y que los demds términos eran cero®. Adicionalmente, Lewis determiné también nuevas
coordenadas candnicas en las que el nuevo momento es el invariante [5], esto es,

Q = ¢ =arctan <p2(t) L’fg; — ni;D :

2
P o= 1= [<p<t>p—mp<t>q>2+(”m) ]

T 2m

3El interesado en esta deduccién puede recurrir a [5, 9, 11].
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Es posible mostrar que los paréntesis de Poisson para @) y P satisfacen {Q, P} = 1, para cualquier
p(t), jincluso si p(t) no satisface la ecuacién de Ermakov! De forma inversa es directo mostrar

qg = \/fp(t) cos @, (1.36)

A I
p = V2mP <p(t) cos @ — o0 sin Q) , (1.37)

que

donde se satisface {q,p} = 1.
Esta tranformacién de coordenadas es generada por la funcién generatriz F'(Q;q,t), definida

por
_ OF
p - 8(]’
OF
P = ——
oQ’
oF
A
H' = H+ -

donde H' es el Hamiltoniano en las nuevas coordenadas. Entonces se encuentra que la funcién
generatriz y el nuevo Hamiltoniano estdn dados como sigue:

mq2

F t) = ——— (¢ — p(t)p(t
(@at) =~ (anQ — o).
A
P2 (t)
Con este nuevo Hamiltoniano las ecuaciones de movimiento son
) OH' 1 . OH'
At =55 = ai PO=-55

Por lo tanto, tenemos que la evolucién temporal, de estas nuevas coordenadas, son

dr

2 )
p*(7)
con Py una constante. Si conocemos la solucién de la ecuacién de Ermakov, podemos encontra la
evolucién temporal de las coordenadas (Q, P). Por consiguiente, mediante las tranformaciones

(1.36) y (1.37) encontramos las coordenadas originales (g, p). Ahora es inmediato ver que Q(t =
0) = 0; entonces tenemos

P=F,

aw=o0)= [

2P,

_ /20 1.38
90 —Po; (1.38)

Po = 217’LPOp0. (139)
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Por lo tanto, tenemos una relacién entre las condiciones iniciales de las coordenadas (qo,po) y
las condiciones iniciales de la ecuacién de Ermakov (po, o).

Como caso particular, consideramos el Hamiltoniano del oscilador arménico con frecuencia
constante wp; entonces la solucién de la ecuaciéon de Ermakov para este caso ya ha sido calculada
y se encuentra dada en la expresién (1.16), junto con la primera derivada p(¢) en (1.17). Entonces

para determinar las coordenadas canénicas ¢(t) y p(t), solo necesitamos conocer la coordenada
Q(t). Asi es fécil obtener

t
dr 1 | tanwgt
Q(t) = (1) :/ —, = arctan <poﬁo + [b2 + ] > — arctan(popo)-
0 7200 0t 2 T
L 9(t)
10}
sl
6L
al
2L
T e I T

Figura 1.6: Grafica del d4ngulo ¢(t) para las condiciones iniciales pg = 1y pp = 1, donde hemos
considerado m =1y wg = 1.

En la Fig. 1.6 se muestra la grafica del dngulo ¢(¢), para las condiciones iniciales pp = 1y
po = 1, la cual es una funcién creciente en el tiempo. Ahora, mediante (1.36) y (1.37) encontramos

1/2
_ L 2P | 9 9 o o 1Y . :
q(t) = £—/— |wyppcos” wot + | py + —5 | sin” wot + 2wopo o cos wot sin wot
wo m £o
. .9 1 | tanwgt .
X cos | arctan | popo + |Pp + — — arctan(popo) | ,
Pol o

vV 2mP0

p(t) =

. 1 sin 2wpt .
<[p3 + = - w%pg] ——— =% popo cos 2wgt>

p(t) 1% 2wo
. .o 1| tanwot )
x cos | arctan { popo + | g + — — arctan(popo)
Po wo

. .9 1 | tanwyot .
—sen ( arctan | popo + |5 + — — arctan(popo) | |-
Po wo
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Es inmediato observar que las coordenadas candnicas descritas a partir de p(¢) son sumamente

ma&s complejas que las que se obtienen por medio de las métodos convencionales. Considerar el

caso particular: p(t) = \/%70 se obtiene

2P,
q(t) = 0 coswot, p(t) = —\/msinwot,

mwo

donde estas soluciones tiene las condiciones iniciales gg = % y po = 0.

1.3. Oscilador paramétrico con frecuencia dependiente del tiem-
po

En esta seccién determinamos las soluciones de la ecuacién de Newton, la ecuacién de Er-
makov y la ecuacion de Riccati para tres sistemas de oscilador paramétrico con frecuencias:

() = Wt +1),

() = RBP4t + 1),
2

2 2 w

w (t) = WO—FW.

Para esto obtendremos primero las soluciones de la ecuacién de Newton y con ellas calculamos
las soluciones p(t) y z(t). Ademas caracterizamos, en cada uno de los casos, el comportamiento
de nuestras soluciones por medio de ejemplos.

1.3.1. Frecuencia lineal

Consideramos un oscilador paramétrico con una frecuencia dependiente del tiempo dada por
w?(t) = w3 (vt + 1), donde wy y v representan dos frecuencias arbitrarias. Es posible determinar
la solucién de la ecuacién de Newton de este sistema, si consideramos el cambio de variable

T=— (%)2/3 (vt+1),

con lo cual se llega a la ecuacién diferencial de las funciones de Airy:

d2
Tg—7$:0,
T

cuyas soluciones linealmente independientes se denotan de la forma siguiente: Ai(7) y Bi(T)
[10]. Por lo tanto, la solucién de la ecuacién del oscilador paramétrico es

z(t) = C1Ai (1) + CaBi (1), (1.40)
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donde C7 y (5 son constantes de integracion, que se determinan mediante las condiciones ini-
ciales. Esto es, sea z(t = 0) = z¢ y &(t = 0) = wvp; por consiguiente,

. Vo .
Ci=m (ngz’(To) + WBZ(Tg)) ,
v

. 0 .
Co=—7 <£L'0AZ/(T0) + WAZ(TQ)) )

con 19 = T(t = to)%.
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Figura 1.7: Gréficas de la solucién del oscilador paramétrico con frecuencia w?(t) = wi(vt + 1).
En el inciso (a) encontramos la gréfica de la solucién z(t), mientran en el inciso (b) tenemos las
graficas de la velocidad #(t); hemos considerado wy = 1, ¥ = 1 y las condiciones iniciales xy = 1
Y vo = 1.

El comportamiento de las soluciones x(t) es oscilatorio. Como ejemplo de este comporta-
miento tenemos el caso considerado en la Fig. 1.7, donde tomamos las frecuencias wg =1, v =1
y las condiciones iniciales 29 = 1 y vg = 1. En la figura encontramos que: la solucién z(t) oscila
con una amplitud que va disminuyendo en el tiempo, mientras que la velocidad #(t) presenta
oscilaciones donde la amplitud aumenta con el tiempo: es decir, el desplazamiento de la particula
bajo este potencial disminuye, mientras que la velocidad a la que vibra aumenta.

La curva paramétrica (z(t), Z(t)) del espacio fase se muestra en la Fig. 1.8a. El movimiento de
la particula en la curva es siempre en el sentido de las manecillas del reloj, asi cuando la velocidad
es positiva (& > 0), ésta corresponde a un incremento de la posicién z(t), y cuando la velocidad
sea negativa (& < 0) corresponde a un decrecimiento en xz(t). Siguiendo este razonamiento y
notando que la curva paramétrica se hace més estrecha, observamos que la amplitud de z(t) va
disminuyendo mientras que la velocidad aumenta.

Comparando la curva (z(t),#(t)) con el espacio fase del oscilador arménico con frecuencia
wp, notamos que ambas curvas son muy diferentes, ver Fig. 1.8b. Aunque, es claro que si consi-

deramos a v << 1 las curvas integrales de estos sistemas seran muy parecidos en un intervalo
de tiempo.

4Para obtener las expresiones de C; y Co hemos empleado que el wronskiano de las funciones de Airy es una
constante, esto es W{Ai(r), Bi(t)} = =~ [10].
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Figura 1.8: (a): Curva paremetrica (z(t),z(t)). (b) Superposicién del espacio fase del oscilador
armonico con frecuencia wy y la curva integral en (a).

Ahora con las soluciones linealmente independientes u(t) = Ai (1) y v(t) = Bi (7) obtenemos
la solucién de la ecuacion de Ermakov para este sistema, usando (1.5), esto es®,

1/2
T 2 2 (W(z)V )23 . !
p(t) = £ 5775 | 212Ai° (1) + 21 Bi~ (1) £ 24/ 4112 — Ai (1) Bi(T) ,  (1.41)
(wgv)H/3 2
mientras que la primer derivada de p(t) estd determinada por la expresién
() = ™ Lo ai () A 21, Bi (7) Bi'
plt) = _Wm 9 Ai (1) Ai' (1) + 211 Bi (1) Bi' (1)
(wiv)2/3 . . .
i\/ 4015 — Oﬂz (Ai' (1) Bi (1) + Ai (1) Bi' (1)) |. (1.42)

Las constantes I e I5 estan dadas por las condiciones iniciales pg y po, mediante las expresiones

0o

I, = 1 [((wgy)l/:spoBi’(ro) + poBi(To))Q + <Bif;0))2] )

®Para obtener el siguiente resultado usamos nuevamente que el wronskiano W{Ai(7), Bi(r)} = 7~ '.
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Por lo tanto, dadas las condiciones iniciales, se conoce la solucién completa del sistema. Es
importante mencionar que la eleccién del signo en p(t) y p(t) se define de las condiciones iniciales.
Un caso especifico del comportamiento de la funcién p(t) y de su derivada se muestra en la Fig.
1.9, donde consideramos las frecuencias wg = 1y v = 1 junto con las condiciones iniciales pg = 1,

po = 0.

)

o)

VT

Figura 1.9: Grafica de la solucién de la ecuacién de Ermakov p(t) y su derivada p(t), para el
oscilador paramétrico con frecuencia w?(t) = wi(vt + 1), donde se considero wy = 1, v = 1 y las

condiciones iniciales pg = 1, pg = 0.

Finalmente dadas las soluciones de Ermakov obtenemos las soluciones de la ecuacion de
Riccati, usando (1.15)

7T2
R{=(t) = _W’p21<t) 20, Ai () Ai' (v) + 21, Bi (v) Bi (7)

i\/ 4015 — %’22/3 (Ai' (1) Bi (1) + Ai (1) Bi' (7)) ] : (1.43)
-1
{z(t)) = (w8:2)2/3 21, Ai? (1) + 21, Bi® (1) + 2\/ AL T, — (‘*’S;Z)M’Ai (1) Bi (7) (1.44)

La forma de la parte real R{z(t)} e imaginaria 3{z(¢)}, se encuentran graficadas en la Fig.
1.10, para los pardmetros wg = 1, ¥ = 1 y las condiciones iniciales R{z(0)} =0y 3{z(0)} = 1.

Encontramos las curvas paramétricas (p(t), p(t)) y (R{z(¢)}, 3{z(¢)}) en Fig 1.11. Estas cur-
vas se mueven en el sentido de las manecillas del reloj conforme el tiempo aumenta. Comparadas
con los espacios vectoriales en Fig. 1.3 y Fig. 1.5 notamos que son muy distintas; seran muy
parecidas en un intervalo de tiempo solamente si se considera a v << 1.
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Figura 1.10: Gréfica de la parte real e imaginaria de la solucién a la ecuacién de Riccati z(t),
para el oscilador paramétrico con frecuencia w? = w3(vt+1). Se usaron los valores wp = 1, v = 1
y las condiciones iniciales #{z(0)} = 0y 3{z(0)} = 1.

p(t) S{z(t)}

Figura 1.11: Graficas de las curvas paramétricas: (a) (p(t), p(t)) y (b) (R{z(t)}, 3{z(¢)}).

1.3.2. Frecuencia en términos de un polinomio cuadratico

Consideremos un oscilador paramétrico con frecuencia w?(t) = wi(v?t? + ut + 1), donde wy,
vy u son frecuencias constantes arbitrarias. Entonces, la ecuacion de movimiento estd dada por

i+ wi (v + pt + 1)z = 0. (1.45)
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Para resolver la ecuacién, completamos cuadrados y realizamos el cambio de variable y = t + 5
con lo cual obtenemos la ecuaciéon equivalente

d’*x u?
P + [w8u2y2 + Wl <1 - Mﬂ z=0.

Realizamos otro cambio de variable 7 = \/2iwgv y, dando lugar a la ecuacién diferencial

d? 1
d—;; - <47'2 + s) x =0, (1.46)

. 2
g oy _H )
v 42

Antes de continuar, es importante notar que por la forma de la ecuacién diferencial entonces
dada la solucién z(s, 7) las funciones x(s, —7), x(—s,i7) y x(—s, —i7) también son soluciones de
la ecuacion diferencial. Las soluciones de la ecuacién diferencial (1.46) son las funciones cilindrico
parabolicas, Dy(7) [10]. Entonces tenemos

donde definimos

2(s,7) = C1D,_1(7) + CaD_ 1 (i7), (1.47)

1

3
donde C'1 y Cs son constantes de integracién, que determinamos por medio de las condiciones
iniciales. Sea z¢ = z(s,79) y vo = @(s,70), donde 79 = 7(t = 0), entonces es facil encontrar que

C quD,—s—% (iTo) — \/%Dfsfé (iTo)
1 = ;

W {D 5 (), D_S_%(im)}
_QOD;,%(TO) ~ ZaiesDs-1(10)
W {D, 1 (), D_, 1 (im) }

s—

Cy =

con W {DS_%(T()), D_S_%(iTo)} el wronskiano entre las funciones DS_%(T()) y D_S_%(iT()), que
puede ser calculado mediante programas especializados.

Para mostrar el comportamiento de las soluciones, en la Fig. 1.12a se muestra la gréafica de
z(t) y en la Fig. 1.12b la grafica de la velocidad, 4(t); en las gréficas se consideran las condiciones
iniciales g = 1 y vg = 0 y se usan los parametros wyg = 1, v = 1 y u = 1. Notamos que las
soluciones oscilan en el tiempo y su amplitud va disminuyendo rapidamente. Ademés, conforme
la amplitud de z(t) disminuye su velocidad aumenta; de hecho, si comparamos las soluciones
obtenidas, con las soluciones del oscilador paramétrico con frecuencia w?(t) = w3 (vt +1), es facil
notar que en este caso la frecuencia de oscilacién es mayor y que la amplitud decrece més rapido;
sin embargo, la forma de las soluciones es muy similar. De esto se puede concluir que la forma
de las curvas paramétricas (z(t), (t)) de este sistema serdn muy similares a las presentadas en
Fig. 1.8, con la diferencia que la curva gira a mayor velocidad y se vuelve estrecha mas répido.

Continuaremos nuestra discusién encontrando las soluciones de la ecuacién de Ermakov que
estdn dadas en términos de las soluciones linealmente independientes D,_ 1 (1) y D_,_ 1 (7).
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Figura 1.12: Grafica de las solucién z(t) y su primer derivada #(t) para el oscilador paramétrico
con frecuencia w?(t) = wa(v*? + ut + 1), donde se han considerado las condiciones iniciales

g =1y vy =0, con los pardmetros wo =1, v =1, u=1.
Mediante el resultado (1.5), tenemos que la solucién de la ecuacién de Ermakov es

1

1/2
plt) = %5 |21:D2 4 (7) + 20Dy (i7) £2V/A1 Ty - WQDS_%(T)D_S_é(iT)] o (1.48)
2

donde
W = iy W {DS_%(T), D_S_%(n)} :

y las constante son

: , , 2 (D, 1(m0)
I, = (\/QZWOVPODS_%(TO)_pODS_%(TO)> + B ,

1
2

1 / 2 Dfsfl (7/7—0) 2
Ir, = 5 (zm pODisil(iTo) — pOD_s_%(iTo)) T p72
’ 0

Ademas tenemos que la primera derivada de p(t) es

. v 2twov , . . ,
p(t) = W2o(1) 2I2Dsf%(T)D57%(T)+21[1D737%(17)D757%

/AL To — W2 [D’S LMD (im) + iDsfé(T)D’isié(ir)} ) . (1.49)

2

(i7)

La forma de la solucién a la ecuacién de Ermakov se muestra en la Fig. 1.13a, mientras en
la Fig. 1.13b se grafica su primera derivada; las soluciones se han obtenido considerando las
condiciones iniciales pg = 1 y pg = 0, y usando las frecuencias wg =1, v =1, y = 1.
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Figura 1.13: Grafica de las solucién p(t) y la primera derivada p(t) de la ecuacién de Ermakov
con frecuencia w?(t) = wa(v*? + ut + 1), donde se han considerado las condiciones iniciales
po =1y pp =0, con los pardmetros wg =1, v =1, p = 1.

Por dltimo, es inmediato encontrar la solucién de la ecuacién de Riccati del sistema a través
de la expresién

Las gréficas de la parte real e imaginaria de la solucién z(t) se muestran en la Figura 1.14,
con las condiciones iniciales #{z(0)} = 0, I{2(0)} = 1 y los pardmetros wp = 1, v = 1y
w = 1. Las gréficas de las curvas paramétricas (p(t),p(t)) y (R{z(t)}, I{z(t)}) son similares
a las presentadas en Fig. 1.11, con la diferencia que para este caso las curvas giran a mayor
velocidad.
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Figura 1.14: Gréafica de las solucién a la ecuacién de Riccati con frecuencia w?(t) = wi(v?t* +
put +1). En la figura (a) encontramos la forma de la parte real de la funcién z(¢) con condicién
inicial R{z(0)} = 0, mientras en la figura (b) tenemos la grafica de la parte imaginaria de z(t)
con condicién inicial 3{z(0)} = 1. En ambos casos se considero las frecuencias wo = 1, v =1y

w=1.
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1.3.3. Frecuencia no-polinomial

Estudiamos un oscilador paramétrico que en ¢ — —oo tiene una frecuencia wgy y cerca de
t = 0 cambia suavemente a una frecuencia w = \/wg + w?. Para simular esta dependencia
consideramos la funciéon dependiente del tiempo

(1.50)

donde el pardmetro k es constante y siempre positivo. De esta forma w?(t) tiende a una funcién
escaléon cuando k — oo, y para k — 0 obtenemos la ecuacién del oscilador arménico. En la
Fig. 1.15 se exhibe la forma de la funcién w?(t) con los pardmetros w3 = 0.5 y w? = 0.5. Se
consideran los casos: k =1, k =2, k =3 y k = 4, notando que conforme aumentamos el valor
de k la funcién w?(t) tiende a la funcién escalén.

10f w? (t) [ 10k %
ool / ool /
/

08l o8l

oL Wi (1) 1oL W2 (1)
/f

09

] i
08 o8
[

Figura 1.15: Gréficas de la funcién w?(t) para las frecuencias w(z) = 0.5y w? = 0.5, donde se ha
considerado los casos: (a) k=1, (b) k=2, (¢) k=3y (d) k =4.

La ecuacion de Newton para este sistema estd dada por

2
. w

Para resolver esta ecuacién diferencial realizamos el procedimiento siguiente:
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1. Proponemos que la solucién sea de la forma z(t) = y(t)e®°! de tal manera que y(t)
satisface la ecuacién diferencial
2

. L wy .

Yy + 2’Lwa + my = 0.
2. Se efectiia el cambio de variable 7 = —e?#*| resultando

d%y wo wo dy  W?
-2+ 1+ 2 (1+2) 7| L - 2Ly =o.
( T)d72+[+ k % )7 ar T w2

3. Finalmente se hace la identificacién

1wo ,\/w%—kwg

“ = gt
, — o _i\/w%—i-wg
2 2k
iwo
= 14+ 2
c + i
de tal manera que obtenemos la ecuacion diferencial de la funcién hipergeométrica de
Gauss: )
dy dy
T(l—T)W+[c—(a+b+ 1)T}E—aby:();

cuyas soluciones se denotan por 2Fi(a,b;c;7) y son conocidas como funciones hiper-
geométricas de Gauss y definidas en: [10].

Por lo tanto, la solucién de la ecuaciéon de Newton del sistema es x(t) = e™“0'5 Fy (a, b; ¢; 7(t)).
Para construir la segunda solucién linealmente independiente basta considerar el complejo con-
jugado x*(t). Asi, la solucién general del sistema es

x(t) = Ce™0ty Fy (a,b;c;7(t)) + Che ™oty |y (a*,b";c*;7(t)), (1.52)

donde C7 y Cs son integrales de movimiento determinadas por las condiciones iniciales. Sea
xog =x(t =tg) y vog = Z(t = tp); de tal manera que

C, = [:coe*i”to (iwo o F1 (a*,b%; ¢*; 7(tg)) + 2keFto QF{(a*,b*;c*;T(to))>
Fuoe 0 Sy (a7, 5% ¢ 7 (k)| x [2iw 2P (@, b e (10)) 2 Fi (a5 i ()

—1
+2kektoyy {2F1(a,b;c;7(ty)), 2 F1(a™, b%;c*;m(to)) } } ,

Cy = [moeiwoto (iwg o1 (a,b; ¢;7(tg)) — 2ke?F y F (a, b; c;T(to)))
—vpe0t y Fy (a, b; C;T(to))] X [2iw0 oF1(a,b;c;7(tg)) 2oF1(a”,b%; ¢ 7(t0))

1
+2ke2ktopy {2F1(a,b;c;7(ty)), 2 F1(a™, b"; c*;1(to)) } } ,



1.3. Oscilador paramétrico con frecuencia dependiente del tiempo 39

donde W {9 F} (a, b; c; T(to)), 2 F1 (a*, b*; c*; 7(t0)) } representa el wronskiano entre o F (a, b; ¢; 7(tp))

y oF1(a*,b*;¢*;7(tp)). La forma de la solucién se muestra en la Fig. 1.16; donde hemos consi-

derado w? = 0.5, w} = 0.5 y k = 1, junto con las condiciones iniciales z(tg = —20) = x9 =1y

#(t = —20) = vy = 0. Se observa un cambio continuo en la oscilacién de la particula al tiempo

t = 0; ademas, al cambiar de frecuencia la amplitud disminuye mientras su velocidad aumenta.

Adicionalmente, se nota que después de t = 0 disminuye la longitud de onda en ambos casos.
x(t) (1)
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Figura 1.16: Se muestra la solucién z(t) y su primera derivada 4(t), donde se han elegido los
parametros w% = 0.5, w? = 0.5y k = 1y las condiciones iniciales z(t = —20) = 79 = 1y
z(t = —20) = vy = 0.

Por otra parte, en Fig. 1.17a se muestra la curva parmétrica (z(t),%(¢)). Esta curva inicia
describiendo la elipse asociada a la curva integral del oscilador armoénico con frecuencia wy
vy termina en la curva integral asociada al oscilador arménico con frecuencia w; ademas, el
movimiento descrito siempre ocurre en el sentido de las manecillas del reloj.

Lo antes mencionado se muestra en forma grafica en Fig. 1.17b y Fig. 1.17c. En Fig. 1.17b
se ha sobrepuesto en la grafica 1.17a con el espacio fase de un oscilador arménico con frecuencia
wp; entonces, se nota cémo la curva descrita a tiempos menores de cero se asemejan con las
curvas integrales del oscilador armonico con frecuencia wg. En 1.17¢ hemos superpuesto en 1.17a
el espacio fase de un oscilador con frecuencia w = y/w3 + w?; vemos entonces que para tiempos
mayores de cero la solucién tiende a comportarse como una solucién del oscilador arménico con
frecuencia w. Por lo tanto, la curva integral del sistema combia de forma continua soluciones del
oscilador arménico con frecuencia wg en soluciones de un oscilador arménico con frecuencia w.

De manera similar a como se procedio en los casos previos, consideramos las soluciones lineal-
mente independientes: u(t) = €0l Fy(a,b;c;7(t)) y v(t) = e ™0l Fy(a*, b*; c*; 7(t)); entonces
substituyendo estas en (1.5) tenemos que p(t), para este sistema, estd dada por

1 . .
plt) = g |2, b e r(t) 4+ 2he 0 FRa" b ¢ m(h)

1/2
+2 4]1[2 — W22F1(a, b; C; T(t))QFl(a*, b*; C*;T(t)) 5 (153)
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Figura 1.17: (a) Grafica de las soluciones de Figura 1.16 en el espacio fase. (b) Superposicién de
la grafica (a) y el espacio fase del oscilador arménico con frecuencia wy. (¢) Superposicién de la
grifica (a) y el espacio fase del oscilador arménico con frecuencia w? = w2 + w?.

donde el wronskiano toma la forma

W = —2iwy oF1(a,b;c;7(tg)) 2F1(a”,b%;¢"; (1))
—2keZktoyy {2F1(a,b;c;7(tg)), 2F1(a*, b ;¢";7(t0)) } -
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Los invariantes de Ermakov se determinan de las condiciones iniciales de p(t), esto es,

1 .
I, = 5 !(poelwoto [iwo o F1(a,b; ¢; 7(tg)) — 2ke®F0o FY (a*, b*; ¢*; T(to))}

: 2 ety By (a,b07(t))
—poe 0ty (a, b c;T(to))) + (6 2 1(2 G 0))> ],
0

1

IQ = 5 [(poe_iw()to [—’in gFl(a*, b*; C*; T(to)) — Zke%tOQF{(a*, b*; C*; T(to)):|

) 2 iwoto F b: c: t 2
o (0 b (1)) +<e 2ha b 0”) ]

o

Ademas, encontramos que la primera derivada de p(t) es
pt) = W,jp(t) [2f2e2iwot (wo 2F2(a,b; ¢ (1)) — 2ke oy (a, b ¢ 7(t))2 F (a, b; m(t)))
I e 2iwot (-mo DF2(a%, b*; c*y (1)) — 2ke o Fy (0¥, bY; *y 7 () Fl (a0 ¢ T(t)))
+\46L 1 — W2< — 2ke®My F (a, b; ¢; 7(t))o Fy(a*, b ¢*; 7(t))
—2ke* 'y Fy (a, b; c;T(t))gF{(a*,b*;c*;r(t)))}. (1.54)
Como ejemplo, consideramos el caso donde w% =05, w? = 0.5y k = 1, junto con las

condiciones iniciales pg = p(t = —20) = 1y po = p(t = —20) = 0; el comportamiento de p(t) y
p(t), estd descrito en la Fig. 1.18.

14 \ f’ \\ !J 20 10 0 ‘ “ l . 1F ; J { ot
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Figura 1.18: Grafica de la solucién de la ecuacién de Ermakov p(t) y de su primera derivada
p(t), donde se han elegido los parametros wi = 0.5, w? = 0.5, k = 1 y condiciones iniciales
p(t=—20)=po =1y p(t =—-20) = po = 0.
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Figura 1.19: Se muestran las partes real R{z(¢)} e imaginaria 3{z(t)} de la solucién de la
ecuacién de Riccati para el sistema. Se usan los pardmetros wi = 0.5, w? = 0.5, k = 1 y las
condiciones iniciales ®{z(t = —20)} =0y S{z(t = —20)} = 1.

La solucién de la ecuacién de Riccati estd determinada por p(t), p(t), y la relacién (1.11).
En Fig. 1.19 se muestra la solucién de la ecuacién de Riccati para los pardmetros considerado
anteriormente ademas de R{z(t = —20)} =0y 3{z(t = —20)} = 1.

Por tltimo, mostramos de forma grafica mediante la Fig. 1.20 cémo la solucién p(t) va de las
soluciones de la ecuacion de Ermakov con frecuencia wg en soluciones de la ecuacion de Ermakov
con frecuencia w = 4/ w% + w?. Por otra parte, encontramos en Fig. 1.21 que las soluciones de
la ecuacién de Riccati tienen un comportamiento similar, esto es, la solucién z(t) va de las
soluciones de la ecuacién de Riccati con frecuencia wy en soluciones de la ecuacién de Riccati
con frecuencia w.

1.4. Invariantes complejos

En esta seccién, se generaliza el invariante de Ermakov para relacionar un sistema de ecua-
ciones diferenciales en variables complejas. Entonces el sistema de ecuaciones diferenciales se
escribe

A HAr = 0, (1.55)

1
i+wity = g (1.56)
i+ 2240 (t) = 0, (1.57)

donde A(t), n(t) y z(t) son funciones complejas que dependen del tiempo. Usando los procedi-
mientos descritos en secciones anteriores es facil mostrar que el invariante I estd dado por

I= % [(nA - 7'7)\>2 v <2>2] , (1.58)

y relaciona soluciones de (1.55) con soluciones de (1.56), es decir,

n(t) = i% [2,X2(1) + 21372 (1) £ 2V/AR T, — WRA(D (1) 2
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Figura 1.20: Superposicién de la solucién de la ecuacién de Ermakov con: (a) el espacio fase de
la ecuacién de Ermakov con frecuencia wy y (b) con el espacio fase de la ecuacién de Ermakov

con frecuencia w2 = wg + w%.
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Figura 1.21: Superposicién de la solucién de la ecuacién de Riccati con: (a) el espacio fase de

la ecuacién de Riccati con frecuencia wy y (b) con el espacio fase de la ecuacién de Riccati con

frecuencia w?

2 2
wy + Wi

donde A(t) es una solucién arbitraria, W denota el wronskiano entre las funciones A(t) y A*(t)

y los invariantes I; e Is estdn determinados por las condiciones iniciales n(t = 0)

= Mo,



1.4. Invariantes complejos 44

nt = 0) = 799, At =0)= Xy At =0) = Xo.
Si n(t) es una solucién arbitraria de (1.56), considerando I = 0, asi la solucién de (1.55)

estd dada por
A(#) = An(t) exp {z/t nzd(:)} + Bn(t) exp {—i /t nf(:)} ,

con A y B constantes de integracion.
Soluciones de la ecuaciones (1.55), también se relacionan con las soluciones de (1.57) mediante
la transformacion

o despejando A(t) con

A(t) = exp {/t z(T)dT} .

Finalmente notamos que el invariante I también relaciona soluciones de la ecuacion de Ermakov
con soluciones de la ecuacion de Riccati. Para mostrar la afirmacién anterior substituimos en el
invariante I a A(t) = exp {ft Z(T)dT} y A(t) = z(t) exp {ft Z(T)dT},

I= % [(7’7—,217)2—1—7712] exp{2/tz(7‘)d7}. (1.59)

Por lo tanto, dada una solucién arbitraria z(¢) de la ecuacién de Riccati se obtiene una solucién
compleja de la ecuacién de Ermakov

1;/ QIgeXp{Q/tz(T)dT} +or, exp{Q/tz*(T)dT}

nt) = +—=
1/2

2\/An T, — W2exp {/t[z(r) " z*(T)]dT} ] ,

donde W denota el wronskiano entre las funciones exp { J K Z(T)dT} y exp { J ! z*(T)dT}, y ahora

con los invariantes I e I determinados por las condiciones iniciales n(t = 0) = 1o, n(t = 0) = no,
2(t=0)=zy 2(t =0) = 2.
Si consideramos una solucién arbitraria n(t) de (1.56) e I = 0 encontramos
1
a2(t)

~olt ~
ty=A—~-+ B
z(t) a(t +

~—

~—

donde A y B son constantes de integracién.

Por lo tanto, las soluciones de las ecuaciones diferenciales (1.55), (1.56) y (1.57) se encuentran
relacionadas, como se muestra graficamente en la Fig. 1.22.

Es importante notar que a diferencia de secciones anteriores estamos considerando que la
solucién de la ecuacién de Ermakov puede ser compleja, esto es importante pues es lo que permite
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Figura 1.22: Mediante el invariante de Ermakov I es posible relacionar las soluciones de la
ecuacion de Ermakov con las soluciones de la ecuacion del oscilador paramétrico y con las
soluciones de la ecuacién de Riccati.

relacionar n(t) con z(t). Ademads las soluciones complejas 7(t) y las reales p(t) de la ecuacién
de Ermakov estan relacionadas pues si la parte imaginaria de 7n(t) es cero entonces 1(t) = p(t).
También tenemos que si x(t) son las soluciones reales de la ecuacién de Newton del oscilador
paramétrico, entonces tenemos que x(t) = R{A(¢)}.

P+ 22 +w
// \
ii+w(t)n = s — X+ w?(
S{n(®)} =0 R{A()}
ptwit)p =% - E+wi(t)e =0

Figura 1.23: Relacién entre las soluciones complejas z(t), n(t) y A(t) con las soluciones reales
p(t) y x(t), donde Ig es el invariante de Ermakov real.

Lo antes mencionado puede ilustrarse en forma grafica en Fig. 1.23, donde tenemos el sistema
de ecuaciones con solucién compleja z(t), A(t) y n(t), y mostramos como se relacionan con
las soluciones reales p(t) y x(t). Adicionalmente tenemos el invariante entre p(t) y x(t), que
denotamos por Iz, que tiene valores reales.

En mecanica clasica s6lo nos interesan las soluciones reales de la ecuacién de Newton. Sin
embargo, en mecanica cuantica este no es el caso, pues la ecuacion de Schodinger independiente
del tiempo es una ecuacién de tipo oscilador paramétrico donde se intercambia la variable tiempo
por la variable posiciéon. En estos casos los invariantes complejos pueden ser de gran utilidad.
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CapriTULO 2

Invariante de Ermakov en la
Mecanica Cuantica

En este capitulo se muestra el uso del invariante de Ermakov para encontrar la evolucion
temporal de estados del oscilador paramétrico en mecanica cuantica. Primero, mediante el esque-
ma de Schrodinger se obtiene la evolucién temporal de un paquete gaussiano [1, 2], encontrando
que para determinar la funcién de onda solucién a la ecuaciéon de Schrédinger dependiente del
tiempo en forma explicita es necesario conocer la solucién de la ecuacién de Newton (1.1) o la
solucién de la ecuacién de Ermakov (1.2), o la solucién de la ecuacién de Riccati (1.11). Mos-
tramos que las soluciones de la ecuaciéon de Ermakov y su primera derivada estan relacionadas
con las varianzas y la funcién de correlacién de un paquete de onda gaussiano mediante las
expresiones

2 m
o0 = "5 20 = 5 (04 ) owlt) = 50000

Mediante el esquema de Heisenberg mostramos que el operador de Ermakov dado por

~ N\ 2
= [( (09— a2+ (1) ]

es un invariante temporal [4, 5]. Posteriormente, se resuelve la ecuacién de eigenvalores del
operador de Ermakov. Esto se logra factorizando I en la forma I = ATA + %, donde A y At son
operadores bosénicos de ascenso y descenso [3, 5]. Se encuentra que los eigenestado del operador
de Ermakov son estados de Fock, denotados por |n,t), de donde es posible también construir el
estado coherente generalizado |a, t) [7, 9]. Para concluir, demostramos que las funciones de onda
Un(gq,t) = (g|n,t) vy ¥a(q,t) = (g|a, t) son soluciones de la ecuacién de Schrodinger dependiente
del tiempo del sistema [9].

Se determina el propagador del oscilador paramétrico por medio de los operadores de ascenso
y descenso, Aty A [9]. Se relacionan los invariantes lineales de Dodonov-Malkin-Man’ko-Trifonov
con el operador invariante de Ermakov. Mediante esta relaciéon se demuestra nuevamente la

47



2.1. Esquema de Schrédinger 48

propiedad de superposicion no-lineal de sistemas de Ermakov y se escribe en términos de los
valores iniciales de las varianzas y la funcion de correlacion.

Usando las funciones de onda solucién de la ecuacién de Schodinger dependiente del tiempo
para el oscilador paramétrico, encontramos la funcién de Wigner y mostramos que el invariante
de Ermakov determina la forma de esta distribucién de probabilidad en el espacio fase.

Finalmente, mostramos que mediante la formulacién hidrodindmica de la mecdnica cuanti-
ca [12, 14, 15, 16, 17| se puede obtener un sistema de Ermakov, esto es, la ecuacién de Ermakov
y la ecuacion de Newton para el oscilador paramétrico. Usando esta misma formulaciéon mos-
tramos que el problema se resuelve si hallamos las soluciones de la ecuacién de Riccati o de la
ecuacion de Newton del oscilador paramétrico.

2.1. Esquema de Schrodinger

Iniciamos nuestro estudio considerando la evolucién temporal de una paquete gaussiano en
un sistema de oscilador paramétrico. Basados en el trabajo de D. Shuch, ver [1, 2], obtenemos
el comportamiento de la evolucién temporal de un paquete gaussiano.

Consideramos el operador Hamiltoniano de un oscilador arménico dependiente del tiempo

N D 1 9, \ A2

que tiene aplicaciones en diversos campos de la fisica. Para estudiar la dindmica del sistema
usamos la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo en la representacion de posicion,

avl(q, R 9% 1

y proponemos como solucién analitica el paquete gaussiano [1, 2]

0(at) = N exp {i [u(0)a - (a0 + 3 ohta — @]} (2.2)

La funcién N(t) es una funcién que solamente dependen del tiempo y cuyas unidades deben
ser inversas a las unidades de posicién, [N(t)] = [¢]~! . Las funciones {q); y (p); son los valores
esperados del operador de posiciéon y momento, respectivamente. Las trayectorias de estas can-
tidades, debido al teorema de Ehrenfest, corresponden a las trayectorias clasicas; por lo tanto,
satisfacen las ecuaciones de movimiento

d? <Q>t
dt?

+2({gh = 0, (2.3)

(P = mdil?t. (2.4)

Para que el argumento de la exponencial del paquete gaussiano sea adimensional, y(t) debe te-
ner unidades inversas a las unidades de posicién al cuadrado, [y(t)] = [q] 2. Ademds, como y(t)
puede ser una funcién compleja dependiente del tiempo, la denotamos por y(t) = vy, (t) + y;(t).
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Substituyendo el paquete gaussiano (2.2) en la ecuacién (2.1) y comparando términos en poten-
cias de ¢ encontramos las ecuaciones diferenciales que determinan las funciones y(t) y N(t). La
ecuacién diferencial para y(t) estd dada por la ecuacién de Riccati

2
%hy(t) + (Zy(t)) +w?(t) =0, (2.5)

mientras que para la funcién N(t) tenemos que

dnN(t) i d h

B ohdt ((p)ela)e) (t). (2.6)

I
m

La ecuacién (2.5) puede ser separada en sus partes real e imaginaria,
2h 2h > /2n SR
Za®)+ (Zu)) - (e t
0+ (Z00) - (Zu0) +e0
2h 2h 2h
Loy +2( Zym)) () = o, 2.8
i) +2 (2] (2o (28)
respectivamente. Despejando y,(t) de (2.8), substituyéndola en (2.7) y definiendo la funcién

P(t):\/ma

se encuentra la ecuacién diferencial para p(t)

0, (2.7)

1
p(t) + w2 (t)p(t) = , 2.9
(t) +w(t)p(t) 0 (2.9)
que identificamos con la ecuacién de Ermakov. Las unidades de la funcién p(t) son [p(t)] = +/[t],

donde [t] denota las unidades del tiempo. La funcién y(¢) puede escribirse en términos de p(t)
como

2h p(t) i

—y(t) = —/% + . (2.10)

R O I 0)
Por lo tanto, para encontrar la funcién y(t) podemos ya sea resolver la ecuacién de Riccati (2.5)
o resolver la ecuacién de Ermakov (2.9). Notamos que las ecuaciones (2.3) y (2.9) forman un
sistema de Ermakov; entonces existe el invariante cuadratico

I= ﬁlh [((p>tp(t) — m<q>tp'(t>)2 + (TT;E(j))t)

(2.11)

También a la funcién N (t) es posible expresarla en términos de p(t). Al substituir y(¢) de (2.10)
en la ecuacién diferencial para N (t), (2.6), e integrando; se obtiene

N [ it
V() = e exp{ g onla) 5 [ s |
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donde Ny es la constante de normalizacion. Asi la funciéon de onda, ya normalizada, que es
solucién a la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo del oscilador paramétrico toma la

forma
my\1/4 1 m p(t) i
Y(g,t) = (%) % exp {%(q —(a)e)’ (p(t) + pQ(t)>

Fp)ula— (@) + o Pilade — o / p‘”} (2.12)

?(1)

A continuaciéon mostramos que la solucién de la ecuacién de Schrédinger puesde escribirse en
términos de la funcién compleja A(t), que se define por

2h

m

) = 2t t0) + 200 = 3

de tal manera que la transformacién convierte a la ecuaciéon de Ricatti (2.5) en una ecuacién
lineal, esto es, )

A(t) + W (HA(t) = 0.

Por consiguiente, se concluye que A(t) satisface la ecuacién clasica de movimiento del problema.
Ademas utilizando (2.10) es inmediato que podemos expresar A(t), en términos de p(t), es decir,

dt

A) = p(t)e'! #@.

Por lo tanto, la funcién de onda solucién también puede escribirse como

van=(7)" e {;;; (ig;) (= (@) + 3 phela — (@)o) + ;h<p>t<q>t}.

La funcién de onda en la representacion de momento se obtiene mediante la trasformada de
Fourier

b(p,t (g, t)dg.

=l

Realizando la integral y simplificando, encontramos

5.0 (s) (55 ey { g (i) =00 = o= ) - ;',.l<p>t<q>t}.

Entonces, tenemos que las distribuciones de probabilidad en la representaciéon de posicién y de
momento se expresan como

a0 =\ e {22 ta— @07

[&(p, ) =
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Hemos encontrado la solucién formal a la ecuacién de Schodinger dependiente del tiempo para
el oscilador paramétrico, tanto en la representacion de posicién como en la representacién de
momento, donde las distribuciones de probabilidad en ambas representaciones son paquetes gaus-
sianos, cuyo centros siguen las trayectorias clasicas del problema. Ademds, de las distribuciones
normales encontramos que sus varianzas estan dadas por

o2 (t) = hgiit), (2.13)
' h 1
oa(t) = R <p2(t) + pQ(t)> . (2.14)

Asi, para un sistema dado, es necesario resolver la ecuacién de Ermakov o Riccati y obtener
expresiones explicitas de la funcién p(t). Es importante destacar que el comportamiento de las
fluctuaciones también estan determinadas por p(t).

2.1.1. Ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

Consideremos el movimiento de una particula de masa m, en una dimensién, bajo la accién
de un potencial V' (q); entonces la ecuacién de Schrodinger estd dada por
0¥ (q,t h? 92
ot

Nos ocupamos en obtener los estados estacionarios. Sea F la energia del estado estacionario;

entonces tenemos
(Et

U(g,t) =1(q)e

donde la funcién ¥ (q) es una solucién de la ecuacién de Schrodinger independiete del tiempo

2 2
(-~ 3z + V@) vla) = Bua).

Expresamos esta tltima ecuacion de forma simplificada:

W+ k*(q)p =0, (2.15)

con
2m

k(q) = S5 (B = V(9)).

Si consideramos el caso dispersivo', es decir k > 0 encontramos que la ecuacién de Hill, dada
por (2.15), puede formar un sistema de Ermakov con la ecuacién

0"+ K (q)n =

%. (2.16)

Ui

!Para el caso de estados estacionarios tenemos que utilizar una formulacién de la mecdnica cudntica con
Hamiltonianos no-Hermiticos, no considerados en este trabajo.
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Esta ecuacién diferencial se conoce en la literatura como ecuacién de Milne. Por lo tanto, se
tiene un sistema de Ermakov formado con las ecuaciénes de Milne y Hill [4]. Cuyas soluciones
se encuncuentran relacionadas por medio del invariante

(v’ +¢'n)* + @)2] :

Es importante mencionar que las soluciones de (2.15) y (2.16) son en general complejas. Entonces
el invariante de este sistema toma valores complejos. Ademaés, podemos relacionar la ecuacién
de estados estacionarios con la ecuacién de Riccati

Z 4224k () =0, (2.17)
esto es, aplicando a (2.15) la transformacién z = %

77”+k2 :%

/w\\

2+ 22+ k(g P+ K (q)y =0

q)[) = e (q/)dq/

Figura 2.1: Mediante el invariante de Ermakov I es posible relacionar las soluciones de la ecuacion
de Ermakov con las soluciones de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo y con las
soluciones de la ecuacion de Riccati.

Por lo tanto, hemos mostrado que para encontrar el estado estacionario de un sistema cuanti-
co tenemos la posibilidad ya sea de hallar la solucién de la ecuacién de Scrhodinger estacionaria,
o de encontrar las soluciones de la ecuacion de Milne, o las soluciones de la ecuacién de Riccati,
ver Figura 2.1.

2.2. Esquema de Heisenberg

En esta seccién se define el operador de Ermakov, ver [4, 5]. Mostramos que este operador
puede ser factorizado en términos de operadores bosénicos del tipo ascenso y descenso, [3, 5].
De este ultimo resultado es directo demostrar que los eigenestados del operador de Ermakov son
estados de Fock [3] y construir el estado coherente generalizado del sistema [9].

El operador de Ermakov esta definido por

1
2mh

~ 2
=L (p(0)pte) — mp()ic))? + <”th(§)) ] ,

el cual es un operador adimensional? y es un invariante temporal del oscilador paramétrico, ver

2En la literatura, frecuentemente se utiliza con unidades de accién, que implicaria cancelar la i que aparece
en el denominador de la funcién del operador de Ermakov.
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[4, 5], si y sélo si la funcién real p(t) satisface la ecuacién de Ermakov

p(t) + w2 (t)p(t) = .

(1) + <2 (0)0(0) = s

Para mostrar la afirmacién anterior calculamos
a1 a2 N 2 VIR
o = g [2p(t)p(t)p (t) + P (1) — m(p~(t) + p(8)A(1)) (4D + £4)

=

. dg.  .dp dp. .dq . 1 g
—mptpte) (G + a% + Bae sl ) +m (0 + o) O

) .. 1 .
ram?ple) (40) - s ) q2] |

Las ecuaciones de movimiento de los operadores de posicion y momento para el oscilador pa-
ramétrico estan determinados por

dg _ p dp 2
— ==, — = —mw“(t)q 2.18
ity (t)g (2.18)
y las ecuaciones de movimiento de los operadores cuadraticos en posiciéon y momento son
> 1, . 9/ ran | an
—_ = — — = —mw-(t .
o = ap+pd), (t)(ap + pq)
Substituyendo los resultados anteriores en la derivada temporal del invariante, y simplificando
obtenemos

a_ L !2m2p<t>q2 (70 + 2000 - )
o) () + 2 O00(0) ~ s ) @5+ .

Es claro que si p(t) satisface la ecuaciéon de Ermakov, tenemos que
dl
— =0 2.19
“—, (219)

es decir, I es un operador invariante y su valor esperado es una constante de movimiento [9].

Hemos mostrado que el operador de Ermakov I es un operador invariante. Ahora calcula-
mos sus eigenestados y eigenvalores. Cabe recalcar que los eigenvalores del operador deberan
ser independientes del tiempo; ésto debido a que I es un operador invariante. Posteriormente
mostraremos que estos eigenestados escritos en la representacién de posiciéon son funciones de
onda solucién a la ecuacién de Schrodinger del oscilador paramétrico.
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Para determinar los eigenestados introducimos operadores, ver [3, 5],

G0 e
A= G |0 4 iGpl01) ~ mptoyi)|. (2.20)

p(t)

i) [ma
= Vo [[fft(f)—i(mtm(t)—mp(t)qa))] (2.21)

donde ¢(t) es una fase que sélo depende del tiempo. Es directo mostrar que I puede escribirse
en la forma

~ A

I=ATA+

N | =
—>

También es directo demostrar que el conjunto de operadores {A, AT, flel, }, donde 1 representa

el operador identidad, obedecen las reglas de conmutacién
4,4t =1, [4i] =0, [4i] =0,
{ATA, AT} = Af, [ATA,A} = —A, {ATA, i} =0.

Este conjunto de operadores forman un algebra de Lie, denotada por hy, ver [7], a la cual le
corresponde el grupo de Lie llamado grupo de Heisenberg-Weyl H,. El espacio de Hilbert para
el grupo Hy esta dado por el conjunto de estados que denotamos por {|n,t)|n € {0,1,2,...}},
los cuales satisfacen

AtAln,t) = n|n,t), Aln,t) = nln —1,t), Afln,t) = Vn+1|ln+1,t)

y estan determinados por

L (a0
t)=—=(4") 10,1
mt) = o= (41) 0.0
donde |0,t) es el estado vacio del sistema, el cual satisface que A[0,¢) = 0. Por lo tanto, los
eigenestados del operador I son los estados de Fock |n,t) y sus eigenvalores estdn dados por
n+ %

Mediante los operadores de creacién y aniliquilaciéon, podemos encontrar los estados cohe-
rentes generalizados [7, 93

» Los estados coherentes generalizados, que designaremos por |«,t), son eigenestados del
operador A con eigenvalor «
Ala, t) = ao|a, t),

donde « es un nimero complejo.

3Es importante mencionar que las propiedades siguientes se satisfacen solamente para el grupo de Heisenberg-
Weyl. Para otros grupos, si se satisface una de estas propiedades no necesariamente se satisfacen las otras dos.
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» El estado coherente |a,t), se obtiene al aplicar el operador de desplazamiento ﬁ(a) al

estado vacio )
la, ) = D()|0, 1)

donde el operador de desplazamiento esta definido por
D(Oé) — eaATfa*A

» El estado coherente |a,t) es el estado cudntico que minimiza la relacién de incertidumbre
de Schrédinger-Robertson, es decir,

h2

o ()02 (t) — 02, () =

q p qap

donde o, (t) representa la funcién de correlacién definida como
2 Lo s N
o) = 5 ({8, 9}) — (@) {p)-

Es importante mostrar que A y Al son operadores invariantes del sistema; para demostrarlo
se calcula la derivada temporal

i ) [Z 60 { (o5 3900 ) ma+ itorp) + (=300 ) m

p*(t)

Substituyendo (2.18) y agrupando términos de ¢ y p queda

o ejgh[{w) (5= i00) — (52 +ip0)) - ip(01”0) b ma

+{ts = den} ﬁ] |

Por 1ltimo, usando la ecuacién de Ermakov que satisface la funcién p(t) se obtiene

CZE _ ez;:h [{ié(t) (p(lt) _ z'p'(t)) _ ;(8) —~ pgi(t) } mg + {p(lt) — é(t)p(t)}ﬁ].

Por lo tanto, si escogemos ¢ = p%, se tiene que %’? = (0. Entonces, A es un operador invariante
todr
o(t) = / —_. (2.22)
p*(7)

En forma similar se demuestra que el operador At es un operador invariante si satisface la mis-
ma condicién. Es importante notar que tenemos tantos operadores A(t) y Af(t) como soluciones

si y sélo si
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de la ecuacién de Ermakov p(t), es decir, hemos construido una familia infinita de operadores
invariante A(t) y Af(t).

Ahora calculamos los eigenestados del operador de Ermakov en la reperesentacién de posi-
cién. Primero encontramos la funcién de onda del estado base mediante la relacién:

(qlAJ0,t) =0, (2.23)
la cual en la representacién de posicién define una ecuacién diferencial lineal para la funcién de

onda del estado vacio ‘ )
Oolg,t) _ img <p(t)
p(t)

dq h - pQ(t)) Yo(g,t), (2.24)

con solucion

imq? [ p i
Yo(gq,t) = N(t) exp{ 2; (Zég + p2(t)> + i5(t)} , (2.25)

donde 6(t) y N(t) son funciones arbitrarias que solamente dependen del tiempo. Normalizando
la funcién de onda se obtiene

YPo(q,t) = (%)1/4 [1)(75) exp {ZT;l;Z]Q (Zgg + p;(t)> + id(t)} . (2.26)

Dada la funcién de onda vy (q,t) podemos preguntar si es solucién a la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo. Entonces, substituyendo la funcién de onda en la ecuacién de Schrodin-
ger

2
maw(gg’t) — <—ha2 + lmw2(t)q2> Yo(q, 1),

es inmediato que el lado izquierdo toma la forma

5 0%(a,t) _ [_ih p(t)  mq’ </’)’(t) ), )
ot 2p(t) 2 \pt) pt) Pt

) - )] vular )

mientras el lado derecho se escribe como

mq® [/ i \? ih(p i
mo(q,t):! L (23 +am) -5 (Ga+ )+1mw2<t>q2]¢o<q,t>.

2 \p@) P 2 \p(t) p*(t)) 2

Igualando términos en ¢? y términos independientes de g, encontramos que (g, t) es solucién
a la ecuacién de Schrodinger si y sélo si p(t) satisface la ecuacién de Ermakov y si

con ¢(t) dada en (2.22).

Como v (q,t) es solucién a la ecuacién de Schrodinger y Al es un operador invariante, en-
tonces AWJO (g,t) también es solucién a la ecuacién de Schrodinger. De hecho para cualquier n
en los naturales tendremos que (AT)™g(q,t) serd una solucién a la ecuacién de Schrodinger [9).
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Por lo tanto, de la definicién de los estados de Fock y del estado coherente generalizado, es
inmediato que también son solucién a la ecuaciéon de Schrédinger.

Asi, ya que hemos mostrado que los estados de Fock y el estado coherente generalizado son
soluciones del oscilador paramétrico, nos daremos a la tarea de escribir sus respectivas funciones
de onda en la representacién de posicién. Iniciamos calculando el estado coherente generalizado
del problema mediante el estado vacio y el operador de desplazamiento. Usando la identidad de
Baker-Campbell-Hausdorff, es facil encontrar

la, t) = D()[0,£) = e~1oP/2e24T0 ),
entonces
Yalgt) = eI/ (glevA|0, 1)

ae_id)(t) mq(t)

= o2 (gle vamn ko _i(p(t)ﬁ(t)_mp(t)é(t))]IO,t>-

Usando nuevamente la identidad de Baker-Campbell-Hausdorff y simplificando obtenemos la
expresion

’a‘2 a2

talgt) = exp{— 5~ ¢ A +ipp(t)

i) |
e ip<t>p<t>>}wo <q -y ;nae-wp(t))

que corresponde a la funcién de onda del estado coherente generalizado. Mediante este estado
coherente generalizado, calculamos las funciones de onda en la representacién de posicién de los
estados de Fock, usando el resultado

1 d° 2
VYn(g,t) = i dar [ff'al /27%(6]775)}
Para usar la identidad anterior, recordamos la forma de la funcién generadora de los polinomios
de Hermite, ver [8],

(2.27)

a=0

Entonces, identificando en la expresion de 1),(q, t)

2= ———, T =4 ——,
V2 V hop(t)

el estado coherente puede escribirse en términos de los polinomios de Hermite

) >~ H, MLL —ip(t) n
Yala,1) = dolg, )e 123 (\/n?p(t)> (ae (t > |

n=0

(2.28)
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Substituyendo (2.28) en (2.27) se obtiene
Yol(a,t) <~ 1 fm g \ (e O\ aram
n(q,t) = — Hp ([
¥nla:1) Vn! Z m! h p(t) V2 da™

= m!(smm

Como

a=0

los estados de Fock en la representacién de posicién son
~ olg, 1) m q _ing
vnla.t) = LD b, () e (229)

En el esquema de Schrodinger encontramos la funcién de onda solucién a la ecuacién de
Schrodinger con forma de un paquete gaussiano. En esta seccion también obtenemos las funciones
de onda solucién a la ecuacién de Schodinger con forma de paquetes gaussianos, tales como
el estado vacio y el estado coherente. Entoncgs, podemos comparar los resultados de ambas

. t
secciones, pues si identificamos A(t) = p(t)elf »?(® en las expresiones para las funciones de onda
Yo(gq,t) vy ¥al(q,t), tenemos que el estado vacio se expresa como

o ma\V4 1 img? [ A(t)
wied) = (5) " e { o (A(ﬂ) }
mientras el estado coherente toma la forma
m 1/2 im () i i
Yalg;t) = (E)M (A(lt)> exp {2h <i§2> (¢ —(g))° + 7 @)ela = (@)) + 2h<p>t<Q>t}

donde los valores esperados de los operadores de posicién y momento para el estado coherente
son

(alqlar) = \/i:hp(t)(a,« cos ¢ + a; sin @), (2.30)

: . 1 .
(alpla) = V2mh [p(t)(ar cos p(t) + a;sin p(t)) — m(ar sin ¢(t) — v cos gb(t))] , (2.31)
dt

con o = a, + iy y recordamos que ¢(t) = 20 Adicionalmente, con ayuda de los valores
esperados, podemos encontrar que el término de correlacién para el estado coherente generalizado

toma la forma 5

Tup(t) = 51,5 — (a) (p) = 5 p(0)p(0)
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2.3. Evolucién temporal de las varianzas y la funcién correlacién

A continuacén estudiamos la evolucién temporal, en un oscilador paramétrico, tanto de las
varianzas 02 (t) y 012, (t) como de la correlacién oy (t). Ademads, se establece la relacion de estas
cantidades con la ecuacién de Ermakov y sus soluciones.

Por definicién og(t) = (¢*)¢ — (¢)?, entonces

do2(t)  d(g?) dlq)
q t q)t
= — . 2.32
p p (@)= (2.32)
Es facil mostrar que para el oscilador paramétrico se obtiene
dlg)e _ (p)e d{g®) _ 1
=== = — ; 2.
ol o g = e+ pa)e; (2.33)
por lo tanto, la ecuacién (2.32), se expresa como
do?(t) 2 (1
q O _
7t <2 (ap + pa): <Q>t<p>t> ,
2
= — t). 2.34
qup( ) (2.34)
De forma andloga; pero ahora usando las identidades
d{p d(p?
Pt — e (t)iae N = (0 ap + pa)e (2.35)
es posible mostrar que
do?(t) 5
e —2mw*(t)ogp(t). (2.36)
Finalmente, se obtiene la evolucién de la funcién de correlacion og)(t)
dog(t) _1d d{q)t d{p)
5 = ol pa)e— == (p)e = (@ =~
Substituyendo el resultado
d
77 (ap + pa)e = 4w ()(¢*) (),
junto con las expresiones (2.33) y (2.35), obtenemos
t 2(t
dow(®) _ %) 20200, (2.37)

dt m g

Por lo tanto, las ecuaciones (2.34), (2.36) y (2.37) forman un sistema de ecuaciones diferencia-
les lineales y acopladas que describen la dindmica de las varianzas ag(t), ag (t) y la funcién de
correlacion ogp(t).
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Ahora, mostramos que este sistema de ecuaciones tiene un invariante temporal. Para esto,
de la ecuacién (2.34) tenemos que

1 1 do?(t)

m 204t dt

mientras que de la ecuacién (2.36) resulta

1 doj(t)
met ) = =g i

Substituyendo ambos resultados en (2.37) obtenemos

2050720 = & (201021,

es decir,
d
& (G2030) — o%(1) = 0.

Por consiguiente, hemos mostrado que el sistema de ecuaciones diferenciales lineales definido
por las varianzas y la funcién de correlacién para el oscilador paramétrico tiene un invariante
temporal I, dado por

que debe satisfacer que I, > h%/4.

El sistema de ecuaciones diferenciales (2.34), (2.36) y (2.37) lo podemos escribir de forma
equivalente como una ecuacion diferencial lineal de tercer grado para la variable 03 (t). Para
obtener esta ecuacién de tercer grado, derivamos con respecto al tiempo la ecuacién (2.34) de
donde se obtiene que

d*ol(t) 2. dog(t)

a2 m dt
Substituyendo ahora (2.37) en la expresién anterior tenemos
d203(t) _ 2012,(t)

dt? m?

Derivando la expresién anterior con respecto al tiempo

A>3 (t 2 do?(t dw(t do?(t
o) _ 2 40,0 @0 oy g2 @al)
dt3 m2  dt dt 1 dt

de donde, usando las ecuaciones (2.34) y (2.36), es directo que

— 2w (t)oa(t).

do?(t) do?(t)
p\Y) 9 9 q
g =MW (t) prat

Por lo tanto, la ecuacién diferencial de tercer grado para la varianza 02 (t) estd dada por

d3ol(t)
dt3

do2(t)
dt

402 (t) 4w (t) ; oo (t) =0. (2.38)
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A esta ecuacion diferencial se le conoce como la forma normal de una ecuacién de tercer orden
provista de maxima simetria; ademas se ha demostrado que toda ecuacién diferencial ordinaria de
tercer orden lineal o linearizable puede ser transformada en esta ecuacién [6] . Ahora mostraremos

2(t) est4 relacionada con la solucién de la ecuacién de Ermakov p(t) mediante

que la varianza oy

la expresién

hp*(t)
2
t) = . 2.39
o) = -2 (2:39)
Entonces tenemos que
do?(t)
2 = —p(t)p(t
d*ol(t) h

= —(P(t)p(t) +3p(t)p(t)) .
20 = LB (0p(t) + 3p()p(0)
Substituyendo los resultados anteriores en (2.38) y reagrupando términos encontramos que

% [p(t) (5(8) + w?()p(t))] +26(2) (A(t) + w?(t)p(t)) =0,

como p(t) satisface la ecuacién de Ermakov, al substituir la expresién obtenemos la igualdad

d 1 L 2p(t)
dt [p2(t)] "~ pP(t)

Hemos demostrado que sin importar la forma de la funciéon de onda considerada la varianza de
la posicién evoluciona en el tiempo por medio de la expresién (2.39). Ademds, si substituimos

. .33),
(2.39) en la expresién (2.33), encontramos que la evolucién temporal de la funcién de correlacién
es

ouplt) = Si0)ol0); (2.40)

y si substituimos (2.39) y (2.40) en (2.37), es fécil obtener que la evolucién temporal de la
varianza del momento o2(t) estd determinada por

P
9 mh [ .5 1
o5(t) = — <p (t) + > . (2.41)
P 2 p2(t)

Asi, se demostré que: la evolucién temporal de las varianzas en posicién y momento, al igual que
la funcion de correlacién de un paquete arbitrario, moviéndose bajo la influencia de un oscilador
paramétrico, estan descritas por las soluciones de la ecuaciéon de Ermakov. Adicionalmente,
obtuvimos que la desviacién estandar o,(t) esta determinada por la ecuacién de Ermakov

h2
= 23"
4m o

d*o,
dt?

+ W2 (t)oy,

Por consiguiente, se puede concluir que la ecuacién de Ermakov describe la dindmica de canti-
dades fundamentales en la descripcion de sistemas cuanticos.
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Ahora si desarrollamos los cuadrados del invariante (2.11) tenemos que

m ) 2
Hant) = g2 (PO+ ) @F = 2P+ 55 0

oA O(F ~ o @) + ol OpY

esto mediante las expresiones (2.39), (2.40) y (2.41). Asi, es facil encontrar que el invariante de
Ermakov puede escribirse como

1 op(t)  —o (t)> (<Q>t>
I1=— , p w .
B2 ({@)¢, (p)e) <—qu(t) Jg (t) ()
Definimos la matriz de covarianza de las variables ¢ y p, y utilizando el invariante I, encontramos
oo (10 O) s L0 o)
- 2 ’ - 2 .
ogp(t)  op(t) I, \—ogp(t)  oy(t)

que permite escribir el invariante de Ermakov de la siguiente manera

su inversa

I o = (101, (242

y el correspondiente operador de Ermakov como

I= %(g,ﬁ) 1 <q> . (2.43)

2.4. Propagador

Para encontrar la evolucion de un paquete con condiciones iniciales arbitrarias se usa el
propagador. Entonces, dado un estado inicial 1(qo, to), la evolucién temporal de éste bajo la
accion de un Hamiltoniano, estd definida por

Y(g,t) = /dQOK(%t; q0,t0)¥(qo, to), (2.44)

donde K (q,t; qo, to) es el propagador del sistema. Para poder determinar la forma del propagador
usamos el hecho que [9, 10]: si S(¢) es un operador invariante, entonces debe ocurrir que los
valores esperados satisfacen:

(BOISB(1)) = ((0)]5(0)]1:(0)),
lo cual implica que
U ®)St)U(t) = 5(0).

Multiplicando por el operador U(t), del lado izquierdo, se obtiene la ecuacion

SHU(t) = U(t)S(0).
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Escribimos la expresién anterior con S(t) = A(t) en la representaciéon de posicién, entonces
tenemos que

o Si(0)
ATl = | (515~ 00 ma+ mo(0) | K

¥y que

2 1 no__ 1 i g o i /.
OO = o | (= ) md = | K.

Igualando las expresiones anteriores obtenemos una ecuacion diferencial parcial para el propa-
gador,

’ 1 0 1 0
e'?(t) [< —ip(t ) mq + hp(t } K(q,q';t) = [( —ii)o> mq — ﬁpo] K(q,q';t).
TR0 05 | Kaa:) = | (o 57| (a0
(2.45)
Si realizamos el mismo caculo para S(t) = Af(t), obtenemos una segunda ecuacién diferencial
parcial para el propagador, esta es

e "0 Kp(lt) + i/’)(t)> mq — ﬁp(t)gq] K(q,q;t) = [(plo + i/‘)o) mq’ + hpo;)q,] K(q,q;1).
(2.46)
Por lo tanto, K(q,q’;t) debe satisfacer ambas expresiones. Para obtener la solucién de este
sistema de ecuaciones diferenciales parciales, sumamos las ecuaciones (2.45) y (2.46), dando
como resultado una ecuacién desacoplada dada por

K (q,4';1) {z’m <cot¢<t) p(t)) imq ] ,
5.  — | = + q— - K(q,q;1).
o 2 T o0) ! R smer | K@
Integrando la expresién anterior encontramos que el propagador es
im [ (cotp(t)  p{)Y o 2q¢’
K(q,q';t) = k(q,t eXp{ [( vl K v ety )
D =HEDeP 9 [T o) T mpltysinod)

donde k(¢',t) es una funcién sélo de ¢’ y el tiempo. Para determinar esta funcién basta substituir
la solucién K (q, ¢';t) ya sea en (2.45) o en (2.46). Si substituimos en (2.45) y reducimos tenemos
la ecuacién diferencial parcial para k(¢’,t) dada por

0k(q',t) _ [lm <C0t o(t) B p0> ,} ,
oq’ A ,0(2) % q| k(q 7t)7

cuya solucion es

ko't = Mo {2 (<150 - ) 2

I PO

donde N (t) es una funcién del tiempo. Por lo tanto el propagador del sistema estd dado por

L = N exn d L (Cote®) L) @ 204 cotd(t) .\ ¢?
Kl = N0 p{%[( 0 00) 5 gt () po”‘
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Para determinar la funcién N (¢) usamos la condicién que en ¢t = 0, el propagador es una funcién
delta de Dirac

K(q,q;0) =0(q = ¢).
Asi si substituimos ¢ = €, donde ¢ es lo suficientemente pequenio, entonces es facil mostrar que
m no
. q9—4q .
g«

La ecuacion anterior se puede comparar con la secuencia de funciones normalizadas

K(q,q ¢ %N(e)exp{

bulg — ') = —=e @),

V&S

con n en los naturales, tal que la secuencias de integrales tiene el limite [8].

o0
lfm on(q — ¢ ) f(q)dg = f(d).
n—o00 J_
Entonces obtenemos las relaciones
m
n? =

2ihpop(e) sin @(€)’

MO =\ et

Con lo cual se concluye que

NO =\t

La expresion general del propagador para un oscilador paramétrico es
m im | [coto(t) . q°
K(q,q;t) = \/ . , exp{ — ( T+ t)
(2.451) P OETI0 R T RO RREAC) 1Ty

2qq’ cot ¢(t . /2
B aq N ( o(t) p0> LaNNY (2.47)
pop(t) sin (1) Po Po
Es importante destacar que debido a que tenemos una familia infinita de operadores invariantes

fl(t) y AT(t), entonces es inmediato que la forma del propagador no es tnica ya que depende de
la funcién solucién p(t) de la ecuacién de Ermakov que se elige.

2.5. Solucién de la ecuacion de Ermakov y operadores invarian-
tes lineales.

En las secciones anteriores hemos mostrado que la dindmica de un sistema de oscilador
armonico con frecuencia variable, en mecdnida cudntica, se encuentra completamente descrita
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por la funcién p(t). Ahora, ya hemos mostrado que la funcién compleja solucién de la ecuacién
de Newton del oscilador paramétrico estd relacionada con la solucién de la ecuaciéon de Ermakov

[t
mediante la expresion A(t) = p(t)elf /*(® . Es inmediato entonces que

p(t) = \/A2() + A (D)

donde A,(t) y Ai(t) son la parte real e imaginaria de \(¢), respectivamente.

Ahora, del Capitulo 1, sabemos que si conocemos la solucion clasica del problema conocemos
la solucion de la ecuacién de Ermakov. En esta seccion haremos algo diferente, pues mediante
operadores invariantes lineales encontramos la solucién de la ecuacion de Ermakov.

En general, dado el Hamiltoniano cuadratico en posicién y momento

H = %a(t)ﬁQ * %b(t)(ﬁ‘i +ap) + %C(’f)ff + () + g(t)d. (2.48)

Se puede definir a S como el operador invariante, del Hamiltoniano descrito por (2.48), dado
por
§ = AB)d+ B(1)p + ().

Se puede mostrar que por ser S un operador invariante, las funciones A(t), B(t) y v(t) deben
satisfacer el sistema de ecuaciones diferenciales

At) = e(t)B(t) — bHA(1),

B(t) = b(t)B(t) — a(t)A(?),
V() = g(t)B(t) = FDAD).

donde para determinar las funciones mencionadas se deben fijar las condiciones iniciales. Por

A~

ejemplo, si consideramos dos operadores invariantes que denotamos por Q(t) y P(t) tales que
Q(0) =Gy P(0) = p, esto implica que

ME=0)=1, B(t=0)=0; n(t=0)=0
A(t=0)=0, B(t=0)=1 7(t=0)=0

Entonces, para nuestros propositos, consideramos los operadores invariantes

~

Q(t) = AM(t)q + Bi(t)p + n(t),

P(t) = Ma(t)g + Bo(t)p + 2(t),

con condicién inicial arbitraria. En forma matricial esto es

(%) = i 5 () + G-

Si calculamos el conmutador de Q(t) con P(t) obtenemos

Q). P(0)] = ih(M(®)Ba(t) = Bu(0)Aa(t));
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entonces si demandamos que [Q(t), P(t)} = ih, tenemos la condicién

M(D)Ba(t) — Bi(H)Aa(t) = 1.

4

para todo tiempo.
Ahora, consideramos los operadores lineales complejos A(t) y Af(t) definidos como:

Lo PO . 1 (Q1) P
w0 =G5 (S50 wo=5 (S5

donde [, y I, son cantidades constantes que dependen de las variables del problema y que tienen
dlmensmnes de posiciéon y momento, respectivamente; entonces son tales que l4l, = h. Es impor-
tante mencionar que los operadores A y At son invariantes pues provienen de la combinacion
lineal de dos operadores invariantes. En términos de los operadores ¢ y p queda que:

fl(t) 1 Ai(t) | 2a(t) 51() 4 ﬁQ(t)
" — l? I, % QY
At (1) V2 Aﬁqt) _ iAZEt) Bilt) (t) 5

lq

Estos operadores invariantes, asi definidos, satisfacen la relacién de conmutacién
[A(t), AT(t)] =

lo cual implica que corresponden a operadores del ascenso y descenso que podemos usar para
determinar los estados de Fock y estados coherentes generalizados [9].
Para el caso del oscilador paramétrico tenemos que los operadores Q(t) y P(t) tienen la

forma )
Q(t)) (M(t) B1 (t)> (é)
¢ = o, 2.49
<P(t) olt) Bat)) \b (2.49)
donde las funciones satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales

Ao = mP50),
B) = =),

Este sistema es equivalente a la ecuacién diferencial de segundo orden

B(t) +w?(H)B(t) = 0, (2.50)

que corresponde a la solucién ecuacién cldsica de movimiento del oscilador paramétrico. En-
tonces, a partir de estos operadores invariantes podemos obtener los operadores de ascenso y
descenso que por supuesto deben ser equivalentes a (2.20) y (2.21). Ademds, usando los opera-
dores invariantes Q y P de (2.49), podemos escribir el operador invariante mas general posible,
cuadratico en ¢ y p, como

A20% + B*P? 1 C (QP + PQ) ,

“Implica que se tiene una transformacién unitaria dependiente del tiempo entre los operadores (Q, ]5) y (4,D)-
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donde A, B y C son constantes arbitrarias. Esto implica que este invariante es proporcional al
operador de Ermakov, esto es,

i— % 2@+ B P+ 0 (QP + Q)]

Esta ultima ecuacién nos permite conocer la solucién de la ecuacién de Ermakov, pues substi-
tuyendo las constantes de movimiento e igualando los términos en ¢, p, ¢p y pqg, se encuentra
que

p(t) = +/mh [A%B2(t) + B2B3(t) + 2081 (1)B2(1)] 2,

/ 1
C::l: A2B2—ﬁ.

Ahora podemos determinar el valor de las constantes A y B, mediante el valor de las desviaciones
cuadréiticas medias al tiempo ¢t = 0. Entonces usando los resultados (2.39) y (2.41) es posible
mostrar que

con

donde definimos o2 = 02(t = 0) y 02, = 02(t = 0). Por lo tanto, encontramos que la solucién a

la ecuacion de Ermakov es

1/2
p(t) = +v2m ,2(o—zoﬁ%wosoﬁ%(t))i\/;agoogowl(t)ﬁz(t)] .

Es importante notar que en todo el formalismo se consideré a p(t) como una funcién real entonces
debe cumplirse

h 40~ pPo —
es decir que
2
s >
q07P0 — 4 ’

que es la conocida relacion de incertidumbre de Heisenberg.
Por 1ltimo, usando el invariante

h2
G2(1)o3(t) — o2 (0) = Ip = -
tenemos que
2
ﬁo'lIopo + ﬁggoo-z%o —1
Por lo tanto la solucién a la ecuaciéon de Ermakov es
2m
p(t) = i\/h (O-%oﬁ%(t) + O-goﬁg(t) + 2O'QOP051(t)62(t))' (2'51)

El resultado anterior permite expresar la varianza en términos de las soluciones clasicas del
problema, las varianzas y correlaciones iniciales, esto es,

07(t) = 0, BL(t) + 05, B3 (1) + 2040, B1.(t) B(1). (2.52)
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2.6. Funcion de Wigner

El estudio de la transicién entre la mecénica clasica y la mecdnica cuantica es de gran
interés para fisicos tanto tedricos como experimentales. Desde el punto de vista experimental,
es importante el estudio de un 4tomo o i6n confinado en una trampa, por ejemplo, una trampa
de Paul. Desde el punto de vista tedrico, la mejor manera de encontrar una conexién entre la
mecanica cudntica y la mecanica clasica es por medio de espacio fase, esto es el uso de la funcion
de Wigner que es la representacién cudntica que mas se asemeja a la descripcion clasica de
espacio fase.

La funciéon de Wigner en la representacién de posicién esta dada por

o0

1 T . T\ _ipe
Wian) = 5y [ dolat Glola— e (25

donde p es la matriz de densidad. Esta funcién fue propuesta por E. P. Wigner en 1932, en el
trabajo: “On the quantum mechanical corrections to thermodynamical equilibrium” sin ningu-
na explicacién. Algunas de las propiedades mas importantes de la funcién de Wigner, son las
siguientes [11]:

1. W(q,p) es una funcién real.

2. W(q,p) satisface que las marginales proveen las distribuciones de probabilidad en la re-
presentacién de posicién y momento

/_ " W g.p) = (o). (2.54)
/_ T dgW(a.p) = @) (2.55)

Por lo tanto, integrando en las dos variables se garantiza que estd normalizada la funcion
de Wigner

/_ Z dq /_ Z dpW (q.p) = 1. (2.56)

3. W(q,p) es invariante bajo la transformaciones de Galileo, es decir si

¥(q) = ¥(q+a),
entonces
W(q,p) = W(qg+ a,p). (2.57)
Si remplazamos .
b(q) — e (g),

entonces se tiene
Wi(g,p) = W(g,p+p). (2.58)
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4. W(q,p) es invariante con respecto a reflexiones temporales y espaciales, es decir, si

¥(q) = P(—q),
entonces
W(q,p) = W(=q,—p). (2.59)
Por la invarianza temporal de un sistema
¥(q) = ¥ (q), (2.60)
se tiene que
Wi(q,p) = W(g,—p). (2.61)

5. Sean A(q,p) y B(q,p) funciones cldsicas correspondientes a los operadores cudnticos A y
B definidas como

1 [ r . ox
- = d P\ —ipz/h
Ala.p) =55 [ dola+ GlAla— e (2.62)
y
1 > T\ —ipz/h
B(g,p) = o | dw<q+ !B\q—g)e pei, (2.63)
entonces o o
Tr(AB) = 27Tﬁ/ dq/ dpA(q,p)B(q,p)- (2.64)

6. La evolucién temporal de la funciéon de Wigner bajo la acciéon del operador Hamiltoniano
= 41uy), (2.65)
m

estd gobernada por la ecuacién

é gﬁ dU( ) o i h/? d2l+1U( ) §2+1
ot moq dg Op 2l+1 dg?+1  gp2l+l

W(gq,p;t).

(2.66)

=1

2.6.1. Funciéon de Wigner del oscilador paramétrico

Ahora calculamos la funcién de Wigner del oscilador paramétrico para un estado puro.
Usando la definicién (2.53) y la funcién de onda (2.12), encontramos que la funcién de Wigner
del oscilador paramétrico estd dada por [2]

2
Walg.p:) = - cxp {—th [<p<t><p ~ ) = mi)(a ~ (o) + (LD ] } - (267)

Notemos que el argumento de la exponencial tiene la forma del invariante clésico (1.34), es decir

2
Hapt) =5 [<p,o<t> - map(t)* + (1) ]
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donde las coordenadas candnicas q y p se transforman mediante
q— q—{q),
p—p— ()

Entonces tenemos que la funcién de Wigner para el estado coherente generalizado es

Walq,p;t) = % exp {—;I(q — (@)t 0 — (P)e; t)} ; (2.68)

ademds, para el estado vacio que corresponde a (¢); = 0y (p); = 0, la funcién de Wigner es

1 2
Wo(g,p;t) = — XD {—hf(q,p; t)}- (2.69)

Para los estados de Fock generalizados tenemos que la funcién de Wigner estd dada por

o0

Wi(q,p;t) = 21h -’L‘w;i <q_§7t>¢n (q+§,t)e""’x/h,

donde 1, (¢,t) estdn dadas en (2.29). Substituyendo las funciones de onda en la integral y
reduciendo términos tenemos que

wiar) = S Lo () ()
o oma® (0 mgp(t)\ iz
xeXp{ 4hp2(t) (P p(t) )h}

Ahora, completamos cuadrados del argumento de la exponencial, esto es,

ma:2 mq,[)(t) i B m T i . 2 1 '
_47i,02(t)_(p_ p(t) ) o (\/;2;)@) + o oe(t) = mqfo(t))> —— (pp(t) — map(t))”

y realizamos el cambio de variable

=\ + = (a0l) = mapl0).

Con esto la funcién de Wigner toma la forma

Wala.pit) = et [ ag e n(§+\/fp(qt)— \/%@p(t)—mqp(t)))

i, (~¢+ st e ol - map(©)).

Usando el resultado H,(—&) = (—1)"H, (&), tenemos que

Walapt) = Lo g [ e CH, (§+ Y <pp<t>—mqp<t>>>

Hn<£—\/fl)é)—\/;ﬁ(pp —mgp(t )
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Finalmente usando la relacién [8]

f2nn‘/ dg e Hy (6 + &1) Hy (€ + &) = Lo(—261£),

donde L,, denota el polinomio de Laguerre de orden m, es facil probar que

2
&&= —ﬁl(q,p; t),

con lo que resulta que la funcién de Wigner para los estados de Fock generalizados estd dada
por:

- 2 . 4
Wh(g,p;t) = (7Th)e allart g, <hl(q,p;t)> : (2.70)

Por lo tanto, tenemos que la funciéon de Wigner tanto de los estados de Fock generalizados asi co-
mo del estado coherente generalizado dependen del invariante clasico (1.34), como se muestra
en la Tabla 2.1.

Funcion de onda Funcion de Wigner
Po(g,t) Wo(q,pit) = = exp {—31(q,pit)}
Un(g,t) W(g,p;t) = Sl e 7@ L, (41(g,p;t))
Valg,t) Walg,pit) = 2 exp{—21(q — (q)¢,p — (p)1;t)}

Cuadro 2.1: Funcién de Wigner para el oscilador paramétrico de los estados de Fock generalizados
y del estado coherente generalizado.

Para los estados de Fock la funcién de Wigner sélo depende de I(g,p;t), por lo tanto
Wi (g, p;t) serd constante a lo largo de las curvas que define el invariante en el espacio fase.
Dichas curvas estan definidas por

P2 (t) 7
om

I(q,p;t) = % <,0'2(t) ) ¢ — p(t)p(t)gp +

1
p*(t)
donde hemos desarrollado los cuadrados del invariante. Para saber la forma que describe la

ecuacién anterior en el espacio fase usamos las caracteristicas de las curvas cénicas.
Dada una curva cénica en el Plano z-y definida por la ecuacién [8]

A2® + Bay+Cy* + Dz + Ey+F =0

entonces
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» La cénica es una elipse si B2 — 4AC < 0,
» La cénica es una hipérbola si B2 — 4AC > 0,
= La cénica es una pardbola si B> — 4AC = 0.

Entonces identificando en el invariante de Ermakov los coeficientes,

m (. 1 ) P2 (t)
A=—(p B=—p(t)p(t), C =
5 <p()+p2(t)>7 p(t)p(t), Dy
tenemos que B2 — 4AC = —1, por lo tanto el invariante describe elipses en el espacio fase. Una

observacién interesante es que de las expresiones (2.39), (2.40) y (2.41), es facil encontrar que

ap(t) 204p(t) aa(t)
A= P B— _2%@p _Yq
h h ¢ h '’

con lo cual queda que
402 (t)  402(t)o2(t)
2 _ e a\")"p\")
B* —4AC = W2 12 = —1.

Sin embargo, la expresién anterior es equivalente a escribir que

> _ I

o2(t)o2(t) — T =

de donde se concluye que las curvas que describe el invariante clasico I(q, p;t) en el espacio fase
son elipses si y sélo si las varianzas en posicién y momento junto con la funcién correlacion
minimizan la relacién de incertidumbre de Schrédinger-Robertson. Adicionalmente, podemos
reescribir al invariante en términos de las varianzas y la corelacién, esto es,

I= %(q,p) <_(:iit()t) _;qut()t)> (;D ’

que de forma maés simple lo anterior se expresa como

I
I = p E_l q )

. (asm oqp<t>> |

Ogp(?) 0';2)(15)

Entonces vemos como el invariante de Ermakov nos relaciona las cantidades cldsicas (¢, p) con
las cantidades cudnticas de la matriz de covarianza .

donde

Para terminar el estudio de las elipses que define el invariante en el espacio fase, cabe men-
cionar que dichas curvas no se encuentran fijas, pues se encuentran rotando un angulo:

A-C oi(t) —oa(t)

£20 =
0 B 204 (1)
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y cuyos ejes mayor y menor estan dados por %(t), #(t), donde

M= o (020) 4 020) + 5 o (03(0) + 03(0)* — 1

Yo = o (03(0) + 03(0) ;\/;2 (02(t) + 02(1))° — 1.
Para seguir caracterizando las funciones de Wigner de los estados de Fock, vemos de la Tabla
2.1 que W, (q,p;t) dependen del polinomio de Laguerre L,, el cual tiene n ceros. Por lo tanto,
tenemos que la funcién de Wigner de estos estados tendran valores positivos y negativo ademas
que corta al plano fase n veces. Adicionalmente como L,,(0) = 1, entonces si el invariante es cero
tenemos que
(=n"

Wi(g,pit) = =

entonces la funcién de Wigner en el origen del espacio fase cambia de signo dependiendo si n
es par o impar. Las caracteristicas anteriores se pueden apreciar en Fig. 2.2 donde tenemos las
graficas de W, como funcién del invariante, donde hemos considerado los casos n =0, 1,2, 3,4, 5.
Se puede apreciar cémo dependiendo de el valor de n tenemos el niimero de veces que la funcién
de Wigner corta al eje, con lo cual se nota que la funcién puede tener valores positivos y negativos;
ademas dependiendo si n es par o impar Wy, en I = 0 serad positivo o negativo.

Para el caso de la funcién de Wigner para el estado coherente, W, (g, p; t), encontramos que
esta funcién es positiva para todo tiempo, ademas como sélo depende del invariante

I(q— (@), p — (s b);

entonces la funcién de Wigner serd constante a lo largo de las curvas que describe este invariante.
Dichas curvas se tratan de las elipses definidas por I(g,p;t) pero desplazadas una cantidad

(D)t (P)e)-

2.6.2. Funcién de Wigner mediante los operadores de ascenso y descenso

La funcién de Wigner del oscilador paramétrico puede determinarse mediante los operadores
invariantes A y Af. Para esto consideremos la integral

[e.9]

— 2|Aplq — x/2)e P/ g,
5T _Oo<q+w/| plg —x/2)e dx

Sea p = |a)(a| donde |) es eigenestado de A, con eigenvalor «, entonces

[e.9]

o7 | et x/2|Aplq — x/2)e” P " dx = aW (g, p, t).

Por otra parte, el elemento de matrix (g + x/2|Aplq — x/2) esta dado por

et Kﬂl - z‘p(t>> ma +/2) + hplt) 5

omh | \ p(t) Blatz/2) (¢+z/2|plq — x/2),
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Wo(I)

030 %

0.25 \ 0.10F

Wi (I)

015 L L \:\* — L I
o.mé 70.052 ‘/
o.osé |
| \g\;r 7 é | y 0.10/
(@) (b)
Wa(I) Wa(l)
} I /\ / /\\
i /\1 R e S
E\ \ \\x i j
O N a R
F
_o1l \\ 03[
(©) (d)
Wa(I) W5 (1)
03| 01 *A o
oz ‘/ \
: | . L ‘ ; s 1
| B )
01 W\ h\\\ -0.1 JI
“1‘2‘3211[’02
| /
-0} \/’ ~03
(e) (f)

Figura 2.2: Funcién de Wigner W, (I) de los eigenestados del operador de Ermakov |n), como
una funcién del invariante I(q, p;t), donde hemos considerado los caso: (a) n =0, (b) n =1, (c)
n=2,(d)n=3, (e) n=4y (f) n=>5. Para todos los casos consideramos h = 1.

substituyendo
0 10,0
Oa+x/2) 20q 0Oz’
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el elemento de matriz, (g + /2| Ap|q — x/2), finalmente queda expresado como

% [(p(lt) - i,é(t)) m(q +x/2) + hp(t) <;§ + ;)] (g +x/2|plg — =/2).

Si multiplicamos por % a la expresién anterior e integramos con respecto a x, entonces
obtenemos
e (t) K 1 , ) ho(t) O zmh( 1 , > o . }
— —1p(t) | mq + + —ip(t) ) =— +ipp| W(q,p;t).
2mh |\ p(t) o) 2 d¢ 2 \pt) o) g """ (@.p:1)

Por lo tanto, de los resultados anteriores encontramos que la funcién de Wigner debe satisfacer
la ecuacion de eigenvalores

e’ (t) 1 . ho(t) @ imh [ 1 . a L
O (g 000 ) ma+ "0 T (i) £+ | Wlai ) = aW (g,
(2.71)

Si ahora consideramos la integral

[e.e]

= AAT g — —ipz/h
57 7oo<q+x/2lpA lg —x/2)e dr,

entonces de forma completamente andloga como se procedié anteriormente es posible encontrar
otra ecuacion de eigenvalores para W (q, p;t), dada por

e~ "m
U [(p(lt) n ip(t)) mg + M) 9 imh (p(lt) T ip(t)) - - z'pp] W(q.p:) = W (g.p.1).
(2.72)

Para poder determinar la funcién de Wigner sélo necesitamos resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas (2.71) y (2.72). Para lograr esto, consideramos el cambio de variables

(= [(1—z‘p<t>) mq+z’p<t>p};

2mh [\ p(t)
¢ = ;Z;; [(/)(1” " ib(t)> mg - z’p(t)p} ,

con lo que obtenemos el sistema de ecuaciones

10 o N
(6+ 50 ) W66 =aW (.0

10 X\ % *
(64 ) W66 =@ W)

La solucién al sistema de ecuaciones anterior es simplemente

W (¢, ¢%) = N(t) exp{2a¢” + 207 — 2(¢"},
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donde N(t) es una funcién de normalizacién dependiente del tiempo. Finalmente regresando a
las coordenadas originales y normalizando encontramos que la funcién de Wigner es

) = L _mf Y 2 i) e
Wi(g,p;t) = wheXp{ " (pQ(t)+p (t)>q + - p(t)(ae + a*e'?\V)

2m . . 1 2 ) .
atte . . —ip _ _x qp(t)y 2 2 al * i —i¢
7, ip(t)alae @) — ——p (Op” + [ —ip(t)p(a”e’ — ae™™?)
2,
+2h(t)p(t)ap - 2Ial2}- (2.73)

Es posible llevar a la expresion anterior de la funcién de Wigner en la expresién (2.67) usando
que

(algla) = \/2:720@)(047« cos ¢ + a; sin ¢) (2.74)

: : 1 :
(alpla) = V2mh [p(t)(ar cos ¢(t) + aysin ¢(t)) — @(Ozr sin ¢(t) — o cos ¢(t)) (2.75)

lo cual permite corroborar nuestro resultado.

2.7. Formulacion hidrodinamica de la Mecanica Cuantica

Para iniciar nuestro estudio mostramos como emerge el invariante de Ermakov en forma
natural a partir de la dindmica de un paquete de ondas en la formulacién hidrodinamica de la
mecanica cudntica. En esta formulacién se propone a la funcién de onda como®

¥(q,t) = R(g,t) exp {;S(q, t)} (2.76)

donde tanto R(q,t) como S(q,t) son funciones de variable real. A la funcién S(q, t) se le denomina
funcién accién que tiene las unidades de h. Substituyendo la funcién de onda propuesta en la
ecuacién de Schiodinger dependiente del tiempo en la representacién de posicién

0P(q,t)
ot

h2 62
~2m 0g®

+ V(q,t)] ¥(q,t) =ih (2.77)

y separando la parte real e imaginaria encontramos dos ecuaciones diferenciales parciales aco-
pladas para R(q,t) y S(q,t) estdn dadas por

2
y
2
_asgi,t) _ % (asé‘é’ t)> + V(g ) + Q(a,1), (2.79)

5En todo este capitulo consideramos sélo sistemas en una dimensién.
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donde
21 9%°R(q,t)

“2mR(q,t)  0¢?
Estas dos ecuaciones son estrictamente equivalentes a la ecuacién de Schroédinger. De hecho, la
ecuacién (2.78), coresponde a la ecuacién de continuidad en mecénica cuantica, pues substitu-
yendo la funcién de onda (2.76) en la ecuacién del flujo de corriente (o corriente de probabilidad),
dado por

Qlg,t) =

(2.80)

h 9v(q,t) 9™ (g,t)

j(q’t) = 2mi w*(Qvt)Tq - 1][)((], t)Tq >

se tiene que

J(q,t)—R(q,t)m 90

Ademss, la densidad de probabilidad es o(q,t) = R?(q,t); por lo tanto, (2.78) toma la forma de
la ecuacién de continuidad: .
do(g,t) _ 9jlg,t)

TR (2.81)
El primero en deducir las ecuaciones (2.78) y (2.79) fue el fisico alemdn Erwin Madelung en
1926 [12].
Es importante mencionar las implicaciones del sistema de ecuaciones (2.78) y (2.79) en la
aproximacion cléasica. Si consideramos la aproximacion clésica, es decir, cuando hacemos i = 0,
(2.79) toma la forma

95(q,t) _ 1 [05(g,1)
ot 2m

2
8q> +Vig,t),

que corresponde a la ecuacién de Hamilton-Jacobi; por lo tanto, en este limite la funcién S(q, t) se
convierte en la funcién principal de Hamilton, que denominamos como S (g,t). De tal manera que
en la aproximacion clésica ¥ (q, t) describe un fluido de particulas de masa m no-interactuantes y
sujeto a un potencial V' (g, t): la densidad de probabilidad y la densidad de corriente de este fluido
en cada punto del espacio son para todo tiempo, respectivamente, la densidad de probabilidad
0(q,t) y la corriente de probabilidad j(g,t) de la particula cudntica [13, 14]. Adicionalmente,
como la ecuacion de continuidad de este fluido se satisface, esto es, suficiente para mostrar que
la velocidad del campo

_jlg,t) _ 195(q,t)
vigt) = olg;t)  m  dq

sigue las leyes de movimiento clésicas de un fluido [13]. Si substituimos la definicién de la
velocidad de campo en la ecuacién de Hamilton-Jacobi se tiene

9S(q,1) L m%(gt)
ot 2

= —V(q,t).

Aplicando la derivada parcial con respecto a la posiciéon de ambos lados de la ecuacién queda

0 0 _ 0V(q,t)
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de donde se concluye que las particulas del fluido obedecen la ecuacién de movimiento

mdv(q, t)  0V(gt)

at dq

Después de la publicacién de Madelung en 1926, no hubo mucho interés en la formulacién
hidrodindmica que proponia, hasta que en 1951 David Bohm publica un par de articulos, [15, 16],
donde retoma las ecuaciones (2.78) y (2.79) con el objeto de dar una nueva interpretacién a la
mecénica cudntica diferente a la llamada interpretacién de Copenhague. Asi, Bohm define a Q(t)
como el potencial cuantico (en algunos libros se le suele llamar energia potencial cuéntica [14]) y
denomina a la ecuacién (2.79) como una ecuacién cudntica de Hamilton-Jacobi; entonces, debido
a que se satisface la ecuacién de continuidad en mecanica cudntica (2.81), es posible definir una

velocidad de campo
ilg,t) _ 195(g.)
v(g,t) = = — , 2.82
(@.1) olg,t) m  Oq (2.82)
donde j(q,t) y o(q,t) corresponden a la corriente de probabilidad y a la densidad de probabilidad
respectivamente. A la velocidad anterior se le denomina la velocidad de campo del fluido de

probabilidad [17]; ademds esta velocidad escrita en términos de la funcién de onda estd dada

por
h 1 oP(gt) 1 W*(q,t)] _h o [ln<w(q,t))]
2mi [P(q,t) Oq  P*(q.t)  Og 2mi Oq v (a.t) )]
Aplicando la derivada parcial con respecto a la posicién en la ecuacion cuantica de Hamilton-
Jacobi y usando la identidad (2.82) es posible demostrar que cada elemento del campo sigue la
ecuacién de movimiento

v(g,t) =

mI = 0 Ve, + Q1) (2.83)
t Jq

Por lo tanto, vemos que la fuerza aplicada a lo largo de las trayectorias es la suma de una fuerza
clasica debida a V(g,t) y una contribucién cuédntica debida a Q(qg,t), a la ecuacién anterior se
le denomina ecuacién cuantica de Newton. Entonces las tres ecuaciones fundamentales de la
formulacién hidrodinamica de la mecédnica cudntica son: la ecuacién de continuidad (2.78), la
ecuacién cudntica de Hamilton-Jacobi (2.79) y la ecuacién cudntica de Newton (2.83).

Para concluir esta seccion es importante mencionar que las ecuaciones obtenidas de la formu-
lacién hidrodinamica de la mecanica cudntica han generado una interpretacién de la mecénica
cuantica conocida como la interpretacién de de Broglie-Bohm o la interpretacién causal. Para los
objetivos de esta tesis, no estamos interesados en discutir esta interpretacién. Simplemente con-
sideramos la formulaciéon hidrodindmica como un método para encontrar la evolucién temporal
de sistemas cudnticos.

2.7.1. Estados estacionarios

En esta seccién determinamos los estado estacionarios de una particula de masa m, que se
mueve en una dimensién, bajo la interaccién de un potencial independiente del tiempo V(q).
Para este caso tenemos que la energia es una constante de movimiento y esta dada por

oS

E=-——"
ot’
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ademas, la densidad de probabilidad de los estados estacionarios son independientes del tiempo,
entonces la funcién de onda es de la forma

¥(q,t) = R(q) exp {;S(q, t)} :

De lo anterior tenemos que las ecuaciones (2.78) y (2.79) quedan cémo

0 1 05(q,t)
| R%(g) =222 — 2.84
e (2.8)
1 (0S(q,t)\*> h 1 0%R(q)
— - — Vig) = E. 2.85
2m < dq 2m R(q) 0q? Vi) (2.85)
Usualmente, se considera que % = 0, para que se cumpla (2.84). Con esta condicién tenemos

que la ecuacién (2.85) se convierte en la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

R 0
(- 307 + V@) R(0) = BRG)
Con esto ademas tenemos que tanto el flujo de probabilidad asi como la velocidad del campo
son cero. Sin embargo, esta no es la unica posibilidad para satisfacer la ecuacién (2.84), pues
podemos considerar que [1, 2]:
05(q,t) _ Jo
dq R (q)’

donde jy es una constante. Para este caso la ecuacién (2.85) toma la forma de la ecuacién no
lineal de Ermakov

O*R 2m i
sl 4 5 (B - V@) R = g

Ademsds, tenemos que el flujo de probabilidad es j = jg y la velocidad del campo es

Jo
mR2(q)

v(q) =

Por lo que se tiene entonces un flujo constante en el tiempo y el fluido se mueve a velocidad
constante. Asi, encontramos que la fase para el estado estacionario es
7 dq
S(q,t) = j —— _ _Et.
(q,t) = Jjo R2(q’)
La funcién de onda de un estado estacionario queda expresada solo en términos de la solucién
de la ecuacién de Ermakov, esto es,

o
vlat) = Rigexp {50 [ 2t B
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2.7.2. Oscilador paramétrico

En esta seccion usaremos las ecuaciones de la formulacion hidrodindmica de la mecédnica
cuantica para encontrar la evoluciéon de un paquete gaussiano bajo la accién de un Hamiltoniano
de oscilador paramétrico cuantico. Como ya hemos mostrado, es necesario conocer la amplitud
y la fase de la funcién de onda solucién a la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo.
Para esto, proponemos a la densidad de probabilidad como la distribucién gaussiana

_ 1 _(a—(@))*
o(g,t) = m exp { 5 ag(t) } , (2.86)

donde o4(t) representa la desviacién estandar del paquete y (g); el valor esperado de la posicién,
adema&s hemos supuesto que ambas cantidades son funciones del tiempo. Ya que hemos propuesto
una densidad de probabilidad, es facil calcular

do(q,t) _ ((q— (0))* dog(t) | (¢ {@)) dla)e _ 1 dffq(t)> o(a.)
ot o3 (t) dt o2(t dt og(t) dt ’

' dola,t) _ _(a—{a))

o\q, q—\q)¢
=— t

9 22) o(g; 1),

Substituyendo los resultados anteriores en la ecuacién de continuidad (2.78) obtenemos una

ecuacién diferencial parcial para la velocidad de campo, v(q,t) = %%Z’t), dada por

(= (@))*dog(t) | (a— (@) dlg)e 1 dog(t) _(q- <Q>t)v<q f - dv(g,t)
o3 (t) dt o2(t) dt oq(t) dt o2(t) ’ Jq

Por inspeccién notamos que la solucion de la ecuacion diferencial parcial anterior es de la forma

v(g,t) = &1(t)(q — (q) + &2(1).
Substituyendo esta solucién es inmediato que

1 doy(t)

gl(t) = O'q(t) dt ' 52(t) =

d<Q>t
dt -

De esta forma tenemos que la velocidad de campo es

(¢ = (9)e) doy(t)  d(q):
t) = . 2.
Adicionalmente, dada v(q,t) tenemos que la funcién accién S(g,t) estd determinada por
2
m (4q doy(t) d{q)e
S(g.t) = = — t 2.88
(0.0 = 570 (%~ atah ) 8 mg 0 1 500, (2.59)

donde s(t) es una funcién que sélo depende del tiempo. Aunque conocemos las expresiones de la
velocidad de campo y la funcién de accién, éstas se encuentran en términos las funciones (g)¢,
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oq(t) y s(t), que son funciones que atin desconocemos. Para determinar estas funciones primero
se substituye la solucién que obtuvimos de S(q,t) y R(q,t) = \/o(q,r) en la ecuacién cudntica
de Hamilton-Jacobi (2.79), posteriormente igualamos términos en potencias de g. Al igualar los
términos que estdn multiplicados por ¢? encontramos que la desviacién estdndar debe satisfacer
la ecuacion diferencial: 20(1) )

d“o(t 9 h

w(t)o(t) = —5——. 2.89

o o) = (2.89)
Al igualar los términos que se encuentran multiplicados por ¢ encontramos que la ecuacién
diferencial que debe satisfacer el valor esperado de posicion es:

d? <Q>t
dt?

+ w(t){g)s = 0. (2.90)
Finamente de los términos independientes de ¢ se tiene que s(t) satisface

ds(t) m (d(g):’ (@) d(q)edog(t)  m (@) (dog)\* | K (@7 K 1
-5 () em st () s

t
dt 2 ) dt  dt 2 o2(t)
Antes de continuar, simplificamos la expresién para $(t) usado

(%) = (7).

Empleando ahora la ecuacién diferencial (2.90), tenemos

de tal manera que

(40)"~ 4 (0 29) s

Por otra parte, tenemos que de la ecuacién (2.89), la frecuencia esta dada por

R? 1 d%o4()

T 4m20d(t)  og(t)  dt?

w?(t)

De lo anterior, finalmente encontramos que

<d<q>t>2 d <<q> d<c1>t> o La)i | (@)f doy(t)

dt )~ @t \""dt ) AmZol(t) o (t) di?

Si substituimos esta tltima en la expresion para $(t) y simplificando se llega a

ds(t)  md d{q)+ m d [ (q)7 doy(t) o1
T2 dt <<q>t dt > oW (aq(t) dt ) T ama(t)

dt 2 dt
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Integrando tenemos

om,d{q) m (q)? do,(t) h* [ dr
s(t) = =5 (@ =y TS, dt  dm) 20y

(2.91)

Por lo tanto, la funciéon de onda solucién a la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo
para el oscilador paramétrico es

) By R L B —— {ZZ <ZZE2 + ;Z(jgl(t)> (¢ — (a))?

FEDhla — (@) + o phela)e — U;ft) } (2.92)

donde en la expresién anterior utilizamos la notacién de Newton para denotar a las derivadas,

ademas realizamos la substitucién m% = (p);. Es claro que la funcién de onda estd completa-

mente determinada si conocemos las soluciénes de las ecuaciénes (2.89) y (2.90). Es facil notar
que este par de ecuaciones forman un sistema de Ermakov, de hecho la ecuacién (2.89) puede

ser llevada a la ecuacién (1.2) si proponemos oy(t) = % p(t); entonces por ser un sistema de
Ermakov tienen un invariante dado por

o1 (g do®)\> [ h (@)’
I=; Ka(t);t— (@)=, ) - (maq(t)) ] : (2.93)

Asi, es directo que usando el mismo formalismo que en Cap. 1 con ayuda del invariante te-
nemos que dado un par de soluciones linealmente independientes de la ecuacién (2.90), que
denominamos u(t) y v(t), entonces la solucién de (2.89) toma la forma:

/
o4(t) = i% [21:2u2(t) + 20102 () £ 20/ 41, I, — W%(t)v(t)] " : (2.94)

donde W representa el Wronskiano entre u(t) y v(t), y donde

i
-1 [(aqouw) ~bu(0))? + (““’)) ,

2 2m oy,

I= 1 [(quij(()) - dQOv(O))Q + <

hv(0)>2'

2m oy,

\V)

con o4(t = 0) = gy y d¢(t = 0) = d4,. Por otra parte dada, una solucién arbitraria de la
ecuacién (2.89) tenemos que

(ghe = Aoy(t) exp {2@:; /t Jqf(TT) } + Boy(t) exp {—;Z /t Uf(:)} , (2.95)

q
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donde las constantes de integracion estan dadas por

q .. 2m 1 7
A= (i, - 22 1)~ Lo,

h a4

2m 1 1
B = —<q2>0 <id'q0 + hO’qO) + §<U>00q0.
Por lo tanto, en el formalismo hidrodindmico de la mecdnica cudntica encontramos, para el
oscilador paramétrico, que la ecuacion de Ermakov emerge de forma natural y no se emplea
como una ecuacion auxiliar como en el caso de la mecéanica clasica, ya que es necesario conocer
la solucién de esta ecuacién para tener completamente determinada la funcién de onda solucién
de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo.

2.7.3. Ecuacién de Riccati

Como recordamos del capitulo anterior, sabemos que asociado a un sistema de Ermakov
tenemos una ecuacién de Riccati. Entonces, asi como lo hicimos en el caso clasico podemos
también encontrar la ecuacién de Riccati asociada a (2.89) y (2.90). Sin embargo, mostramos
ahora que la ecuaciéon de Riccati, emerge de manera natural si plantemos el problema de la
forma siguiente: proponemos como solucién de la ecuacién de Schrodinger la funcién de onda

Y(q,t) = Nei (@), (2.96)

donde F'(q,t) es ahora una funcién compleja que depende del tiempo y la posicién, y con N una
constante de normalizacién. Substituyendo esta funcién de onda en la ecuaciéon de Schrodinger
(2.77) tenemos que F'(q,t) debe satisfacer

2
8F(q,t) - 1 <aFa(€qlvt)) —i—V(q,t) —i—Q(q,t)- (2.97)

At 2m
Entonces obtenemos que la ecuaciéon que determina a la funcién F'(q,t) es la ecuacién cuantica
compleja de Hamilton-Jacobi y con potencial cuantico
~ ih 0*F(q,t)
)= ——— . 2.98
Qa0 = —5 -5 (29)
Es facil demostrar que la ecuacién (2.97) se reduce al sistema formado por (2.78) y (2.79), si
consideramos que Fy(q,t) = S(q,t) y Fi(q,t) = —hln(R(q,t)/N) y posteriormente separamos
sus partes real e imaginaria. En analogia al formalismo hidrodindmico de la mecénica cuantica
es posible definir la velocidad compleja

1 0F(q;?)

Uc(Qat) = 8q

(2.99)
Esta velocidad en términos de la fase S(q,t) y la amplitud R(q,t) de la funcién de onda (2.76)
se expresa €omo

105(q;t) ik 1 9R(q,t)

UC(Q7t) = m 8(] m R aq )
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o en términos de la funciéon de onda tenemos que

h 1 0vY(q,
ve(q,t) = vr(g,t) +vr(q,t) = %¢(q t) ¢a(zt)’
vR(4:) = 5 [¢(q,t) dg  ¢*(q,t)  Iq }
y

h [ 1 0Y(g.t) 1 9v*(q, t)]

2mi |(q,t)  Oq v (q,t) ¢ |
Ahora hay que mencionar que aunque se puede definir esta velocidad compleja no es posible
encontrar una ecuaciéon de Newton cudntica para v.(g,t) como en el caso de la formulacién
hidrodindmica. Por lo tanto, al proponer la funcién de onda (2.96) obtenemos solamente una
ecuacién diferencial parcial para F(q,t). Esta ecuacién contiene a la ecuacién de continuidad y
a la ecuacion cuantica de Hamilton-Jacobi.

Si consideramos el caso estacionario, esto es, un potencial independiente del tiempo V' (q),
tenemos que la velocidad compleja debe ser sélo funcién de la posicion ¢. Entonces en este caso
encontramos que

UI(Q? t) =

OF(q,1)
dq

= m'vc(Q)a
donde integrando tenemos que la fase es

Flg.t) = m [ " eld)dd + (1),

donde f(t) es una funcién sélo del tiempo. Substituyendo esta fase en la ecuacién (2.97), tenemos
que

a1 ., ih dv(q)
4 _Z 1) — 174
por lo tanto Z—}; es igual a una constante que denominamos por —F, con lo cual f(t) = —FEt. Por

otra parte, nos queda una ecuacién para v(q) dada por

ihdv(q) 1
_n - - E.
5 dg + 5 (q,t) +V(q)

Proponemos la solucién v(q) = —%z(q), donde z(q) es una funcién compleja dependiente de la

posicién, asi la ecuacién anterior se convierte en la ecuacién de Riccati

dz 5 2m
— — (B — = 0.
priE (E-V(q)=0

FEncontramos que para estados estacionarios la funcién de onda soluciéon de la ecuacién de
Schrédinger dependiente del tiempo es

Vla,t) = Nexp {/q 2(¢)dq - th} :
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Para el oscilador paramétrico, tenemos que la ecuacion diferencial parcial que determina a
la fase F(q,t) estd dada por:

COF(t) 1 (0PN 1 L, ik 0°F(g.1)
ot _m< o, ) T e — o e

Por la forma que tiene el lado derecho de la ecuacién anterior se deduce que la parcial de F'(q,t)
con respecto a g debe expresarse en potencias de ¢, entonces proponemos

1 0F(q,t)
m  Oq

velq, 1) = = 2(t)(g — (@)e) + DD (2.100)

con z(t) una funcién compleja dependiente del tiempo. Substituyendo esta velocidad en (2.99)
e integrando encontramos que la fase estda dada por

2
Fla.t) = malt) (5 - ala)e) + ma™ 2" + 10, (2.101)

donde f(t) es una funcién dependiente del tiempo por determinar. Substituyendo la fase en
la ecuacién (2.97) podemos determinar a las funciones z(t), f(f) y (q):, igualando términos en
potencias de ¢. Igualando términos que se encuentran multiplicados por ¢2, obtenemos que z(t)
debe satisfacer al ecuacién de Riccati

dz(t)
dt

+ 22(t) + W3 (t) = 0. (2.102)
Para los términos multiplicados por ¢ obtenemos la ecuacién diferencial de Newton para (g)¢

d2<Q>t
dt

+ w(t){g); = 0.
Por ultimo para los términos independientes de ¢ encontramos que f(¢) satisface

; .
a) _m (diz?t) - 22007 + mz(t)(q>taiiqt>t + %z(t).

a2

Para simplificar la expresién anterior usamos

(%) = (%) g

Pero de la ecuacién de Newton tenemos que

d2<Q>t
d?t

(40)" 2 4 (1 28) s

= —w*(t){a)e,

asi

dt dt
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Por otra parte, de la ecuacién de Riccati tenemos que

WA(t) = —(t) — 2%(1),

() = 5 (10 0) = st - 02

Substituyendo esto en la igualdad para f (t) y reduciendo resulta

por lo tanto

T - (@) + 34 o) + 50
e integrando se obtiene
f(t) = _T;<Q>tdilqt>t + %z(t)(q)f + Zzh/ z(7)dr. (2.103)

De todo lo anterior encontramos que la funcién de onda, ya normalizada, solucién de la ecuacién
de Schrodinger para el oscilador paramétrico en términos de la solucién de la ecuacién de Riccati
se expresa como

vla.t) = (2 exp{§z<t><q—<q>t>2+;<p>t<q—<q>t>+;i<p>t<q>t—; / z(r)df}. (2:104)

Entonces mostramos que mediante este formalismo, podemos encontrar la solucién de la ecuacion
de Schrédinger dependiente del tiempo si conocemos la solucién de la ecuacién de Riccati y la
solucién de la ecuacién de Newton del oscilador paramétrico.
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CapriTULO 3

Oscilador paramétrico en mecanica
cuantica

Se encuentra la evolucién temporal del estado coherente |a), de un oscilador arménico con
frecuencias wyp, bajo la accién del oscilador arménico con frecuencia w. Para realizar esto, me-
diante los operadores invariantes lineales encontramos la solucién de la ecuacién de Ermakov
y usando los resultados del capitulo anterior obtenemos los valores esperados de posicion y
momento, calculamos sus varianzas, asi como la funcién de correlacién. Ademéds, mostramos
el comportamiento de las distribuciones de probabilidad en las representaciones de posicion y
momento.

Estudiamos el problema siguiente: sea el operador Hamiltoniano H (t), que inicialmente
esta dado por

A2
2 p 1 242
LT gy, T

Se considera primero que el cambio entre los Hamiltonianos se realiza en forma instantanea y
posteriormente se considera el caso cuando el cambio ocurre por medio de una frecuencia lineal
en el tiempo, y por iltimo cuando el cambio de frecuencia se realiza por medio de una frecuencia
no-polinomial. En todos los casos anteriores estamos interesados en la evolucién temporal de un
estado coherente |a), de un oscilador arménico con frecuencia wy. Para cada caso, encontramos
la forma de la solucion a la ecuacion de Ermakov correspondiente, lo cual nos permite evaluar
los valores esperados de los operadores de posicién y momento asi como las varianzas de estos
y su funcién de correlacién. Ademads de la informacién anterior obtenemos las distribuciones de
probabilidad en las representaciones de posicién y momento, y la funcién de Wigner.

Finalmente obtenemos la probabilidad de transicién |((8|a)¢|? , que permite saber si el estado
evolucionado |a); se asemeja al estado coherente |3)) del hamiltoniano Hj.
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3.1. Oscilador armonico

Consideremos el Hamiltoniano del oscilador paramétrico con frecuencia contante w:

Para encontrar la solucién de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo del sistema, se
determina la solucién de la ecuacién de Ermakov correspondiente. De los resultados del Apéndice
B, encontramos que los operadores invariantes lineales estan dados por

C?(t) _ Cos'wt —Lsinwt q: ’ (3.1)
P(t) mw sin wt cos wt D
siempre que el tiempo inicial 5 = 0. Por lo tanto, empleando (2.51) se obtiene que la solucién
de la ecuacién de Ermakov es

p(t) = \/2;7 <nf;%c(;2 sin? wt + 02, cos® wt — 2(;;17250 coswt sin wt), (3.2)
la primera derivada
p(t) = ;;Z) [(nﬁi} - wa§0> Sin;“)t — T o 2wt] , (3.3)
y la fase
¢(t) = arctan (71772%.: [012,0 tanwt — mwaq0p0]> . (3.4)
Para (;latener la 1dltima expresién se ha empleado que el invariante de Poincaré, tiene el valor
Ip = 7.

Como caso especifico, y a lo largo del trabajo, consideramos que las varianzas de posicién y
momento asi como la funcién de correlacién en el tiempo inicial (t9 = 0) corresponden a las del
estado coherente |a), es decir, 030 =3 W?wo, ago = h";“’(’ Y Ogopo = 0. Entonces se obtiene que la
solucién de la ecuacién de Ermakov, su derivada, y de la fase se encuentran exhibidas en Fig.
3.1, donde m = hi=w =1y wy = 0.5. La forma analitica de estas cantidades estan dadas por
las expresiones

p(t) = g sin wt + o cos“wt| (3.5)
. 1 |wg w | sin 2wt
ty==m — | — — — .
A) p(t) [w wo} 2 7 (3.6)
¢(t) = arctan (% tan wt) : (3.7)
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Figura 3.1: Graficas de la funciones p(t), p(t) y ¢(t) donde m =h=w =1y wy = 0.5.

Ahora, por medio de los resultados anteriores es posible calcular toda la informacién fisi-
ca relevante del sistema. Substituyendo (3.5), (3.6) y (3.7) en los resultados (2.30) y (2.31),
obtenemos que el valor esperado de la posicién es

1/2
= |90 p2 1 o “o
(@) = [wz sin® wt + o Cos wt} [\/wo(q>0 cos (arctan ( - tan wt))
—i—nm sin (arctan (% tan wt)) ] , (3.8)

mientras el valor esperado del momento es

—-1/2

wo w | sin2wt wo
cos (arctan (— tan wt))
w

| [ 2]

| {2
P Bl e ]St ot (£ an)

wo 1
) = |— sin wt + — cos® wt
w wo

—sin (arctan <— tan wt)
wo 2

+ cos (arctan (— tan wt ] (3.9)
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donde para simplificar la expresion hemos empleado las relaciones

2h
(@)o =1/ o O (p)o = V/2hmwy ar,

con agr y aj corresponden a la parte real e imaginaria del complejo . Los valores esperados que
corresponden a considerar m = h=w = 1 y wy = 0.5 y condiciones iniciales (¢)o =2 y (p)o =1
se muestran en Fig. 3.2, donde encontramos que estas gréaficas se comportan como las soluciones
clésicas del sistema.

(a) (b)

Figura 3.2: Graficas de los valores esperados de poscién y momento, (¢); y (p):, para m = h =
w =1y wy = 0.5, con condiciones iniciales (¢)o =2y (p)o = 1.

Usando el esquema de Heisenberg es también posible encontrar la evolucion temporal del los
operadores de posicién ¢ y de momento p, y con ellos es inmediato encontrar que los valores
esperados evolucionan mediante

L= Agcoswt—i—@sinwt
()t = (d) :
mw

(p)t = —mw({q)o sinwt + (p)g cos wt,

donde notamos que las expresiones son mas simples, pero expresan exactamente el mismo com-
portamiento fisico, asi que es indiferente usar las expresiones dadas arriba o las dadas por las
ecuaciones (3.8) y (3.9).

La evolucién temporal de la varianza en posicién es

2
o2(t) = ho?(t) _ B (wO sin?wt + — cos? wt) , (3.10)

2m  2mw \ w wo

mientras que la varianza del momento estd dada por

h 1 fiw
o2(t) = mn <p’2(t) + ) = mT <L:? cos® wt + w%)SiHQ wt) , (3.11)
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Figura 3.3: En la figura (a) encontramos la gréfica de la varianzas o2

2(t), en la figura (b) tenemos
la grafica para 012, (t), en la grafica en la figura (d) se encuentra la gréfica de la funcién correlacién
ogp(t), en (c) tenemos las graficas o7 (t) y o5(t). En todas las figuras hemos considerado m =

h=w=1ywy=0.5.

y la funcién de correlacién tiene la forma

h hfwy w
ogp(t) = =p(t)p(t) = — | — — — ] sin 2wt. 3.12
wlt) = 50000 = (2 ) (312)
Observamos que las expresiones son independientes de los valores que pueda tener el complejo
«, las varianzas se mantienen oscilando en el tiempo al igual que encontramos que la funcién de
correlacion es distinta de cero. Es importante notar que la 1inica manera que las varianzas sean
constantes y que la funcién de correlacién sea cero, para todo tiempo, es considerando wg = w.
Las graficas de o3(t), 03(t) y 04p(t) para el caso considerado se muestran en las Figs. 3.3a,
3.3b y 3.3c, respectivamente. Podemos apreciar que estas funciones del tiempo se mantienen
oscilando en forma periddica. En Fig. 3.3d, se exhiben las graficas de o2(t), 02(t), ademds de

q p

una linea en color cyan que delimita si el estado sufre compresién, es decir, si 03 (t) 0 o2(t) tienen
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valores por debajo de la linea entonces el estado es comprimido!. Observemos que tanto para la
varianza en posicién como para la varianza en momento se tienen valores por debajo de la linea
concluyéndose que el estado evolucionado sufre compresiones.

Figura 3.4: (a): Densidad de probabilidad en la representacién de posicién |1(g,t)|?. (b): Densi-
dad de probabilidad en la representacién de momento |)(p,t)|?. En ambas graficas se considera
m=h=w=1, wy = 0.5y condiciones iniciales {(g)p =2y (p)o = 1.

Las densidades de probabilidad se muestran en las Figs. 3.4. En la Fig. 3.4a tenemos la
densidad de probabilidad en la representacion de posicién y en la Fig 3.4b la densidad de
probabilidad en la representacién de momento. Observamos que el centro del paquete, como debe
ocurrir, sigue las trayectorias definidas por los valores esperados, y el ancho de las distribuciones
varia en forma periédica presentando compresiones.

Por 1ltimo, tenemos que substituyendo los valores esperados, las varianzas, asi como la
funcién de correlacién en la expresién (2.68), podemos encontrar la forma de la funcién de
Wigner del sistema. En la Fig. 3.5 se exhibe la gréfica de la distribuciéon de Wigner en el espacio
fase para diferentes tiempos. Asi, como ya hemos mencionado en el capitulo anterior, la funcién
de Wigner es una funcién que es constante en los contornos que define el invariante en el espacio
fase. Esto implica que la distribucién tenga la forma de una gaussiana, donde su maximo recorre
una elipse definida por:

(p)% 1 2

BE= -+ gmwla), (3.13)

mientras la distribuciéon de Wigner se encuentra rotando.
También encontramos la evolucién temporal de un estado de Fock |n), del Hamiltoniano de
oscilador armonico con frecuencia constante wy. Entonces, podemos encontrar la funcién de onda

'El estado de un sistema se dice que es comprimido si una de las varianzas de sus observable, o2(t) o op(t),
satisfacen que o3 (t) < L.
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Figura 3.5: Funcién de Wigner para el oscillator armoénico, con parameters m = h = w = 1,
donde el estado initial es el estado coherente del oscilador arménico con frecuencias wy = 0.5.
Los tiempos empleados en la figura son t =0, t = w/4,t = w/2,t = 5w /4, t = 3n/2, t = Tn /4,
t=2m

en la representacién de posicion

Un(g,t) = %Hn <\/§pé)> o—ind (1)

donde vy(t) es la funcién de onda del estado base que estd dada por:

o= (@) oo (3 (40 i) -4 [ )

Entonces, la densidad de probabilidad del estado de Fock con n = 2 en la representacién de
posicion se muestra en Fig. 3.6a, donde los parametros son los mismos de los casos anteriores.
Se observa que el ancho del paquete varia en forma periddica.

Por otra parte, podemos calcular también la funcién de Wigner de los estados de Fock por
medio del invariante de Ermakov y la expresién:

1" 2 . 4
Wh(g,pit) = (ﬂh)e allaptr, <h1(q,p;t)> :

La grafica de esta funcién de Wigner para el estado de Fock con n = 2 y tiempo t=0 se encuentra
en Fig. 3.6b, donde observamos como esta probabilidad toma también valores negativos. Por otra
parte, la funciéon de Wigner para varios tiempos se tiene en Fig. 3.6¢ donde podemos apreciar
que esta distribucién se mantiene rotando en el espacio fase.
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Figura 3.6: (a) Densidad de probabilidad en la representacién de posicién para el estado de Fock
con n = 2. (b) Funcién de Wigner del estado de Fock con n = 2. (¢) Funcién de Wigner del
estado de Fock n = 2 para diferentes tiempos, los tiempos empleados en la figura son ¢t = 0,
t=mn/4,t=mn/2,t=>5r/4,t =3r/2,t ="Tn/4, t = 2.

3.2. Cambio repentino de frecuencia.

Consideramos un Hamiltoniano H, el cual cambia de forma continua de un valor inicial Hy,
al tiempo tg, a cierto valor final H al tiempo t;. Entonces el cambio se realiza en un tiempo
T =t1 — tg. Introducimos la nueva variable

t—to
S =
T

y denotamos H(s) = H(ty + sT). De esta forma tenemos que

H(tg) = Hy, H(t) = H,.
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La evolucion del sistema desde tg hasta ¢; depende solamente del pardametro T el cual mide
la velocidad de cambio al pasar de Hy a H;. Es conveniente escribir al operador de evolucion

temporal por: R )
Ot to) = Or(s).

Ahora la ecuacién integral del operador de evolucién temporal escrita en términos del s, es

2 7 T B ! 1] 2 /
Ur(s)=1—— [ ds'H(s)Up(s).
hJo
donde I representa el operador identidad. Asi para el cambio repentino, el cual corresponde a
considerar que T' — 0, encontramos que
lim Up(1) = 1.
T—0
Notemos que este importante resultado es independiente de los parametros del sistema o de la
forma en la cual cambia el Hamiltoniano de Hy a H;.
Entonces en el esquema de Schédinger tenemos que para la funcién de onda

¥(a.t) = U(t,t0)v (g, to),

asi antes del cambio repentino,

U(g,t1) = U(t1, to)¥(q. to) = Ur(s)y(q, to),

en el caso limite se tiene que

1f t1) = lim U- to) = ¥(q, to).
Jim (g, 1) = lim Ur(s)(q,to) = (g to)
Por lo tanto, obtenemos que en la aproximacién repentina la funciéon de onda se mantiene sin
cambios, es decir, el estado final del sistema Hy serd el estado inicial del sistema Hi.

Podemos aplicar lo anterior a un sistema de oscilador paramétrico cuya frecuencia esta
determinada por:

2

2
w, ara t < 0,
W) =< P -
wi parat>0.

Es decir, este sistema tiene un cambio repentino en ¢t = 0 entre los Hamiltonianos

)
F p L 9.9
HO = % + imwoq
Y 2
A p 1 .
H]_ = T + §mw% 2

Ahora queremos encontrar la evolucién del estado coherente del Hamiltoniano ﬁo, que denotamos
por |a), bajo la accién del Hamiltoniano. Asf es facil darse cuenta que la evolucién de este estado
para tiempos menores que cero esta dado por

iwgt

la)i<o = e*lﬁgot\a) = e*Tolae*i“’Ot)
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Sabemos que el cambio repentino no modifica el estado en ¢t = 0, esto es, que el estado inicial
para Hy es el estado final de Hy. Por lo tanto, después de ¢ = 0 la evolucién del estado es

i

— it
|a)i>0 = e 7 ).
_if . . .
Calcular e ﬁH1t|a> no es trivial. Sin embargo, este problema ya lo hemos resuelto por medio
de las soluciones de la ecuacién de Ermakov en la seccién anterior. Por lo tanto, usando los
resultados de la seccion previa tenemos que el valor esperado del operador posicién esta dado

por
(P)o

(q)o coswot + mue Sinwot - para t <0,
(@)t =
()0 coswit + % sinwit parat > 0,

y el valor esperado el operador de momento es

—muwp(q)o sinwot + (P)o coswot  para t < 0,

—muw1(¢)osinwit + (P coswit para t <0,
donde
2h
(g)o = L (p)o = /2hmwo ay.

con ar y oy denotando la parte real e imaginaria del complejo «. Adicionalmente, encontramos
que las varianzas de posicién, momento y la funciéon de correlacién son:

h

2mwo para t <0,
2
o, (t) =
2nfw1 (‘:—? sin? wit + % cos? w1t> para t > 0,
 fmso para t < 0,
2
Up(t) =
hrn% <%(1) cosZwit + 3—(1) sin? w1t> para t > 0,
0 para t <0,
ogp(t) =

%‘z (m — %) sin 2wt para t > 0.

w1

Podemos observar el comportamiento de estas cantidades, para tiempos mayores que cero, en
las figuras de la seccién anterior.
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3.2.1. Probabilidad de transicién |((3|a)|?

En esta seccién calculamos la probabilidad de transicién entre estado coherentes de los Hamil-
tonianos Ho y Hy. Para esto denotamos por |3)) al estado coherente del Hamiltoniano Hj y a |a)
al estado coherente del Hamiltoniano ro evolucionado en H 1. Entonces la probabilidad de transi-
cién entre los estados coherentes es |((3|a)¢|?. Es facil encontrar que ((8|a); = e~ “14/2((Be™|a)y,
donde en la representacién de posicién tenemos que

((Bla)e = e‘iwlt/2/

[e.9]

dq Pt (@)alq)-

Calcular esta integral es directo, pues las funciones de onda tienen forma de paquetes gaussianos;
realizando esta integral resulta

(Blege = eam I exp [ (lof 5 19)}

wo + w1
wo 1 2 * _—ijwt V wWow! w1 1 * _—iwt\2
X _ = 2 - = .
exp{<w1+w0 2)a +2af% wo+w1+ w1 +wy 2 (Be )

Por lo tanto, es directo encontrar la probabilidad de transicién de la expresién anterior. Ademas,
dado el pardmetro complejo « del estado inicial es facil encontrar que el valor mas probable para

0 es
fwi [wo qj
(ﬁR) B w0 coswit o1 sinwit (aR>
= _ ,
Br — /L sinwit /22 coswit o
wo w1

donde para este valor de (3 la transicién de probabilidad toma el valor

(Blagp| =2

Por lo tanto, la distribucién de probabilidad de transicion se trata de una gaussiana en el espacio
complejo, donde el maximo de la distribucién se encuentra girando en una curva circular que
satisface la ecuacién , LWl . wo
Br+ 061 = o R + o O

ademas, que este maximo tiene un valor constante en el tiempo. Como ejemplo, consideramos el
caso en el que el estado inicial esta definido por el pardametro a« = 144, dondem =h=w; =1y
wo = 0.5, Asf la probabilidad de transicién para diferentes tiempos se encuentra en la Fig. 3.7a,
donde es posible notar que el centro del paquete se mueve en una trayectoria circular, ademés
que el maximo tiene un valor constante. Por otra parte, tenemos que en la Fig. 3.7b, encontramos
la trayectoria del maximo del paquete, donde este maximo tiene un valor de 0.942809.

En particular para este caso encontrar la probabilidad de transicion entre estados de Fock es
de gran importancia en fisica molecular, donde en esta area al traslape entre estado de Fock se
le conoce como factores de Franck-Condon. Para encontrar la probabilidad de transicién entre
los estados de Fock evolucionado |n); y el estado de Fock |n')) de Hy, |((m|n)|?, tenemos que

(<n'|n)t — e*iwt(n/+1/2)<<n/‘n>.
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Figura 3.7: (a) Grafica de la transicién de probabilidad para diferentes tiempos, los tiempos
empleados en la figura son t = 0, t = w/4, t = w/2, t = 5w /4, t = 3w /2, t = Trw/4, t = 27.
(b) Movimiento del centro de la distribucién, donde consideramos el pardmetro o = 1 + ¢, con
m=h=w; =1y wy=0.5.

Por lo tanto basta con conocer el valor del traslape entre los estados de Fock, es decir ((n/|n).
Este traslape formalmente se puede expresar usando la representacién posicién como

()= [ 'l

y substituyendo

1 mwi\ /4 _mey mw1
<<n/|q> — \/ﬁ <ﬁ) e~ 2n H,, ( hq) ,

1 mwo\ /4 _mwg mwo
() = ——— () e, (,/h q>,

encontramos que el traslape esta dado por

() = e (%) " (wiwo)

e’} 2
></ dg exp{—n;;]i(wo—i-wl)}ﬂn/ (,/Tq) H, < Tr?q) ,

donde esta tultima integral se puede evaluar de forma numérica. Sin embargo, es posible evaluar
este traslape de tal forma que se llega a una expresién exacta. Se ha demostrado, ver [3], que el
traslape estd dado por:

((n'fn) = ==
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Figura 3.8: Probabilidades de transicién entre los estados de Fock |n) y |n’)), donde hemos
considerado: (a)n=0, (b)n=1, (c)n=2, (d)n=3.

1 /v -1
R= u (—1 —v)
1 w1 wo 1 w1 wo
U = = — + - ) vV=Z T 7 .
2 wo w1 2 wo w1

Ademas, la funcién vectorial H, 75”(0, 0) es una funcién de Hermite de dos dimensiones dada por

donde

con

/

n/;n min(n

) k
R o (1 1 2 r_ —
H,7.(0,0) = n'In! <2u> Z (7 = B — k)R \Jo] G(n' —k,n—k),

k=0

donde G(n’ — k,n — k) esta definida por

ank(o) n/,k(O) si v >0,
Gn' —k,n—k)=
H, 1(0)H,_(0) si v <0,
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con Hy,(ix) = i"Hy,(x). Asi de lo anterior, tenemos finalmente que la probabilidad de transicién

buscada es

R 2
(2 = e RO

Como ejemplos, consideramos el caso del estado de Fock inicial |n), para n = 0,1,2,3.
Asi la probabilidad de transicién a un estado |n’)) esta dado en las Figs. : 3.8a, 3.8b, 3.8¢,
3.8d, respectivamente. En el Apéndice D, podemos encontrar la probabilidad de transicién entre
estados de Fock para el oscilador paramétrico con frecuencia arbitraria.

3.3. Cambio de frecuencia mediante una fuerza de restauracion
lineal

Consideremos el Hamiltoniano de oscilador paramétrico con frecuencia

para —oo <t <0,
Wi(t) = wi (%t+1) para0<t<T,
wd(v+1) paraT <t < co.

&
Sto

con wg una frecuencia constante, v una constante que modula la frecuencia final y T el tiempo

que transcurre en realizarse el cambio de frecuencia. El comportamiento de esta frecuencia se
encuentra exhibido en la Fig. 3.9, donde consideramos los paramétros wy = 0.5, v =3y T = 5.
Es claro de la figura como cambia linealmente en el tiempo la frecuencia wy a la frecuencia

w = woVv+ 1.

2
o W) 11T
0.8;
o6 il
I
02+
e

Figura 3.9: Gréafica de la frecuencia w?(t) donde se han considerado los paramétros wy = 0.5,
v=3yT=05.

Con este sistema, igual como se realizé en la seccion previa, encontramos la evolucién tem-
poral del estado coherente |a), que corresponde al estado coherente de un oscilador arménico
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con frecuencia wy.

En el Apéndice B encontramos los operadores lineales del oscilador armoénico con frecuencia
constante y del oscilador paramétrico con frecuencia lineal en el tiempo. Usando estos resultados
podemos construir a las funciones 51 (t) y B2(t) del sistema. Esto se realiza simplemente uniendo
las soluciones por medio de las condiciones iniciales. Realizando lo antes mencionado se obtiene

51[(t):—m%uosi§1wot para —oo <t <0,
2/3 . . . .
Bi(t) = (B, (t)= —W [Bi(70)Ai() + Ai(10)Bi(7)] para0<t<T,
B1,,,(t) = Ci1 coswt + Crasinwt para T <t < co.
B2, (t) = coswyt para —oo <t <0,
Ba(t) = < Bo,,(t) = —21[Bi'(r9)Ai(r) + Ai'(10)Bi(r)] para0<t<T,
B2,,,(t) = Ca1 coswt + Cag sinwt para T <t < co.
donde se han hecho las simplificaciones 7 = — (#)2/3 (%t + 1), 70 = 7(t = 0) y las constantes
de integracién
3, (T
011 = ,8111 (T) COSWQT — L() sin on,
wo
3, (T
Ci2 = p1,(T)sinwT + M coswoT’,
wo

3y (T
Coy = ﬁgI,(T)cosng—Msinon,
wo

6211 (T)

Cy = ,BQH (T) sinwgl + ———= coswpT.
wo

Por lo tanto, ya podemos construir las soluciones de la ecuacién de Ermakov substituyendo

las soluciones (31(t) y [2(t) en (2.51), y las condiciones iniciales del estado inicial: 030 =3 T)ZIJO,
h
01270 = W%wo Y Oqopo = 0.

Asi, las graficas de la solucién a la ecuacién de Ermakov, su primera derivada y la fase se
muestran en la Figura (3.10), donde consideramos los parametros wyp = 0.5, T =5y v = 3. En
estas graficas es claro ver que la solucién inicia comportandose como solucién de le ecuacién de
Ermakov con frecuencia wq, es decir, \/%70; hasta finalmente comportarse como soluciones del la
ecuacién de Ermakov con frecuencia wy = wovv + 1.

Ahora, dadas p(t), p(t) y ¢(t), podemos determinar los valores esperados de los operadores
de posicién y momento de este sistema. Se logra obtenerlos substituyendo esas cantidades en
(2.30) y (2.31). Los valores esperados, en el caso que estamos considerando, se encuentran en
la Fig. 3.11, donde observamos que las soluciones inician comportandose como soluciones del
oscilador arménico con frecuencia wy y se van transformando de forma continua en soluciones
del oscilador con frecuencia wy.

Adicionalmente, obtenemos la varianza de posicién, la varianza del momento y la funcién
de correlacién usando las relaciones (2.39), (2.41) y (2.40). Las varianzas inician con un valores
constantes y posteriormente se comportan de forma periédica, esto es posible apreciarlo en
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Figura 3.10: Grafica de las solucién p(t), su primera derivada p(t) y la fase ¢(t), donde se han

considerado los pardmetros wg =0.5, T =5y v = 3.
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Figura 3.11: Gréficas de los valores esperados (¢): y (p):, para los valores wyg = 0.5, T =5y

v=3.
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Fig. 3.11a y Fig. 3.11b. Por otra parte, la funciéon de correlaciéon es una funcién que inicial en
cero y posteriormente también toma un comportamiento periédico.
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Figura 3.12: Gréficas de las varianzas o (t), O'(Zt) y la funcién correlacién oy, (t) para los pardame-

troswp =0.5,T=5yv=23.

3.3.1.

Prababilidad de transicién |((3|a)|?

Calculamos la probabilidad del estado coherente | del oscilador con frecuencia constante
wp, con el estado coherente |5)) del oscilador arménico con frecuencia w; = wpvv + 1. La

probabilidad de transicién estd dada por |{(3|a)¢|?, entonces para calcular el traslape ((3|a),
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Figura 3.13: (a) Gréficas de la pobabilidad de transicién para diferentes tiempos, ¢ < 0. (b)
Graficas de la probabilidad de transicién para diferentes tiempos entre 0 < ¢ < 5. (¢) Gréficas
de la probabilidad de transicién para diferentes tiempos ¢ > 5. Las graficas anteriores fueron
obtenidas considerando los paramétros wyg = 0.5, T=5y v = 3.

usamos la representacion de posicién para los estados coherentes. Asi para este caso obtenemos

B 2p(t) B B | im plt) | i
({Blede = “’1/4\/ PO T 1= i) e"p{ w55 m)
i io(t) 1
B BT R WP

(Va0 + )+ 0 ) } (319
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donde la funcién de onda 1,(q,t) esta definida por (2.12) y es directo calcular la probabilidad
de transicién |({B|a)¢|?. Ademds, se puede mostrar que la probabilidad es maxima para

_mw o
Br = %(Cﬁt; 51—@-

Notamos que el centro del paquete de la probabilidad de transicién sigue las curvas paramétri-

cas definidas del espacio fase cldsico y sin dimensiones, (./%‘%’(q)t, %) Adicionalmente si

¢|? encontramos que el valor maximo que alcanza la distribucién es
_ 2y/wp(t)
Brae /(o) + )2 + p2(6) (1)

donde el valor del maximo depende del tiempo y de la solucién de la ecuacién de Ermakov.

Para apreciar la evolucion de la probabilidad de transicion, consideramos el caso con wy = 0.5,
T =5y v =3. En Fig. 3.13a se tiene la grafica de la probabilidad de transicién a diferentes
tiempos donde se han considerado ¢ < 0; aqui notamos que para tiempos menores que cero
la distribucién se encuentra moviéndose en una elipse y todas con el mismo valor maximo.
Posteriormente, se encuentran las graficas de la distribucién para tiempos entre 0 < ¢t < 5 en
la Fig 3.13b, asi vemos que la probabilidad conforme el tiempo avanza su valor maximo va en
aumento. Finalmente, en Fig. 3.13c las graficas de la distribucién de probabilidad para tiempo
t > 5; entonces la probabilidad de transicién se mueve a través de otra elipse y su valor maximo
es nuevamente constante en el tiempo.

evaluamos esta [ en |((3|a)

(Bl

B (Bl

1.00+
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0.97 - /

0.96 - /

Figura 3.14: (a) Movimiento del centro del paquete de la probabilidad de transicién. (b) Grafi-
ca que muestra como varia el valor del maximo de la distribucién en el tiempo. Las graficas
anteriores fueron obtenidas considerando los paramétros wg = 0.5, T=5y v = 3.

El movimiento del centro de la distribucion de probabilidad se encuentra en Fig. 3.14a, donde

encontramos una curva que esta definida por los puntos (. /5 @)t %) donde la curva a

tiempos menores que cero gira en la elipse mas angosta, en el sentido de las manecillas del reloj,
y en el intervalo de tiempo ¢ € (0,5) cambia su forma hasta convertirse en la segunda elipse.
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Adicionalmente, la forma en que varia el valor maximo de la distribucién se encuentra en Fig.
3.14b; aqui tenemos que antes de ¢ = 0 el valor maximo es constante y tiene un valor de 0.942809,
para el caso que estamos tratando, este valor aumenta en el intervalo temporal (0,5) en donde
llega a un maximo de 0.999341 y después disminuye a y tomar un valor constante de 0.993198.

3.4. Cambio de frecuencia mediante una fuerza de restauracion
no-polinomial

Consideramos el Hamiltoniano de oscilador paramétrico, donde la frecuancias esta dada por:

2
Wi

2 _ 2
w (t)_w0+ 1_|_€—2k;t’

(3.15)
donde el pardmetro k es constante y siempre positivo. Este caso ya ha sido estudiado en el
capitulo primero en el caso cldsico. Asi se mostré que w?(t) es tal que tiende a una funcién
escalén cuando k es lo suficientemente grande y para k cero obtenemos la ecuacién del oscilador
armoénico, ver Fig. 1.15.

Entonces, a diferencia del caso previo, tenemos que el cambio en la frecuencia sera de forma
suave. Del los operadores invariantes lineales encontrados en el Apéndice B para este caso se
tiene que

Bi(t) = Crie™ 5 Fi(a, b ¢ 2(1)) + Care™ "2 Fy(a*,b%; ¢*; 2(1))

Ba(t) = Cr2e™'5F1(a, b; ¢; 2(1)) + Cane™ "2 Fy (a*,b%; ¢*; 2(1))

donde las constantes de integracién Ciy, Ca1, Ci12 ¥ Cao se encuentra definidas en el Apéndice
B. Por lo tanto, por medio de la expresion

o) = R B O + BB + 200 500,

encontramos la solucién de la ecuacién de Ermakov, y con ello la informacién fisica relevante
sobre la evolucién temporal.

Entonces como en los casos anteriores nos interesamos en la evolucién temporal del estado
coherente |a) del oscilador armdnico con frecuencia wy. Sea el tiempo inicial ¢g = —20, y suponga-
mos que en este tiempo el estado coherente tiene el paramétro complejo o = 1+i. Adicionalmente
suponemos que la frecuencia inicial es wyg = 0.5 y la frecuencia final es \/wg +w?=1.

Usando esta condicién inicial, obtenemos las graficas de la solucion de la ecuacién de Erma-
kov, su primera derivada y la fase que se muestran en las Figs. 3.15a, 3.15b y3.15¢, respectiva-
mente. Asi, el comportamiento de estas cantidades es esencialmente el mismo que en el caso del
cambio de frecuencia mediante una fuerza de restauracién lineal. Sin embargo, es importante
hacer notar que para este caso la amplitud de oscilacién es mucho menor que en el caso anterior.

Las graficas de los valores esperados se encuentran en Fig. 3.16, donde notamos que existe un
cambio de frecuencia y de amplitud en el movimiento. Notamos que las soluciones inicialmente
se comportan como soluciones del oscilador con frecuencia wy. Posteriormente, esto es después
del tiempo cero, tienden a comportare como soluciones del oscilador con frecuencia \/wg + w?.
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Figura 3.15: (a)Gréfica de la solucion de Ermakov, (b) Grafica de la primera derivada de p(t),
(c) Gréfica de la fase ¢(t). En los tres casos se a considerado wp = 0.5y w = 0.5

Figura 3.16: Graficas de los valores esperados de posicion y momento para el caso en que wg = 0.5

y w = 0.5.

Adicionalmente tenemos las graficas de las varianzas en posicién y en momento asi como la
funcién de correlacion en la Fig 3.17, donde encontramos que para t < 0 las varianzas perma-
necen constantes y la correlaciéon es cero. Sin embargo, al pasar por el tiempo cero todas estas
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Figura 3.17: Graficas de las varianzas (a) en posicién y (b) de momento. (c¢) Grafica en la cual
tenemos juntas a las vraianzas o3 (t) y o5 (t). (d) Grafica de la funcién correlacién.

cantidades adquieren un comportamiento oscilatorio y periédico donde es importante observar
que la amplitud de estas oscilaciénes es pequenia. Lo anterior permite notar que las variaciones
en el ancho de las distribuciones varia de forma periédica, pero muy poco.

3.5. Probabilidad de transicién |{{3]a)|*

La probabilidad de transicién se calcula por medio el traslape (3.14), donde se substituye la
solucién de la ecuacién de Ermakov y su primera derivada. Como se menciond antes, el maximo

_ /T _ (p)t
Br = %@ﬁt; Br = mv

_ 2y/wp(t) '
Brmas \/(wp?(t) + 1) + p2(t) 5 (t)

La grafica de la trayectoria del maximo de la distribucién de probabilidad para la transicién
se encuentra en Fig. 3.18a, todo esto para los pardmetros w3 = 0.5 y w? = 0.5. En la figura

corresponde a

y el maximo valor es

(Bl
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Figura 3.18: (a) Movimiento del centro del paquete de la probabilidad de transicién. (b) Grafi-
ca que muestra como varia el valor del maximo de la distribucién en el tiempo. Las graficas
anteriores fueron obtenidas considerando los paramétros w(z) =0.5y w?=0.5.

notamos como las soluciones van de una elipse a otra. Por otra parte, en Fig. 3.18b graficamos
los valores que adquiere el maximo en funcién del tiempo. Se observa que inicialmente toma un
valor contante y en t > 0 el valor aumenta, para después cambiar de manera periddica.

3.6. Sistemas cuanticos con disipacion

En esta dltima seccién mostramos de forma breve como se extiende la teoria del invariante de
Ermakov a sistemas cuanticos que incluyen disipacién. Mediante la formulaciéon hidrodinamica
de la mecéanica cudntica se introduce un término de difusién en la ecuacion de continuidad para
la distribucién de probabilidad o(q,t) = ¥(q,t)¥T(g,t), todo esto de acuerdo con la teorfa de
movimiento Browniano en mecdnica clasica [4, 5, 6]; entonces, la ecuacién de continuidad toma la
forma de una ecuacién de Fokker-Planck, también conocida como la ecuacién de Smoluchowski,
esto es,

2
5r000.0) + 5 lola, 0(a.1)] - Dt) 3 e

donde D(t) es el coeficiente de difusién, que a lo més puede depender del tiempo. La velocidad,
de acuerdo con la formulacién hidrodindmica, estd definida por

(¢;1) =0 (3.16)

_h 1 0¥(g,t) 1 0¥*(q,?)
~ 2im [¥(g,t) g U*(q,t)  Oq

v(g,1)

Separar la ecuacion (3.16) en dos ecuaciones conjugadas para W(q,t) y ¥*(q,t), respectivamente,
en general es imposible. Sin embargo, existe un caso particular para el cual esta separacién se
puede realizar, considerando que

2
5z oa.t)
(g, 1)

—-D(t) =7 (Ino(g,t) — (Inp(g,1))) .
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El resultado anterior conduce a agregar un término complejo a la ecuacién de Schrodinger para
¥(q,t)

(g, 1) = (A + W)W(g,0) = Ao (g, 1), (3.17)

donde Hj, = ﬁ]ﬁQ + %mwQ(t)dz y con el término complejo dado por

Wwo— 7;’? (In¥ — (ln W),

h U U h
= 75 <1n\1,* — <ln\11*>> +7Z (Ino — (Inp)) ,

= Wpgr+1iWr.

La ecuacién no-linear de Schrodinger (3.17) tiene como solucién exacta un paquete gaussiano
(normalizable) de la forma (2.2), es decir,

6(a.) = NO exo {i [s0a ~ (@02 + (o~ (0] }.

Entonces, introduciendo este paquete de onda en (3.17), la ecuacién de movimiento del ménimo
del paquete de onda sigue la trayectoria cldsica definida por la ecuacién de Newton
d2<Q>t d(q)t 2
+ + w(t =0.
2 T (t)(a)¢
La ecuacién no-lineal introduce un término lineal dependiente de la velocidad y el coeficiente de
friccién . También se introduce un nuevo término en la ecuacion de Riccati

sz 422 +Wi(t) =0, (3.18)

donde como en el caso conservativo definimos z(t) = 2Ehy(t) Se puede relacionar la ecuacién de
Riccati (3.18) con una ecuacién de Ermakov modificada, considerando la transformacion

(4 ;
=20 1 T (3.19)
en (3.18) obtenemos la ecuacién de Ermakov

2
P+ (wz(t) - 74) p= p13. (3.20)

Asi, la expresién (3.20) junto con la ecuacién de Newton con disipacién
. ’72
-+ <w2<t> - 4> £=0,

forman un sistema de Ermakov cuyo invariate dindmico es

1= [(ép—w + (iﬂ -
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De la misma forma que en el caso conservativo, se pueden determinar las varianzas y la
funcién correlacion en términos de p(t) y p(t):

A1) = o)
mh 2 1
Jg(t) = 7 —%p )) +p2(t)]’

ouplt) = <t>( () - 20(1))

donde es facil probar que los resultados anteriores minimizan la relacién de incertidumbre de
Schrédinger-Robertson, es decir, que

h2
O'Z(t)dg(t) — Ua%p(t) =T
Por lo tanto, las evoluciones temporales de las varianzas y la funcién correlacién estan comple-
tamente determinadas por las soluciones de la ecuacién (3.20).

En los problemas disipativos que admiten una solucién gaussiana aparece el parametro v,
que estd determinado por el coeficiente de difusién D(t) del modelo hidrodindmico considerado,
ver (3.16). Por lo tanto, se requiere hacer una revisién bibliografica de posibles modelos hidro-
dindmicos clasicos que incluyan el término disipativo, y entonces se tendra la posibilidad de
estudiar su andlogo cuantico.



Bibliografia

[1] Albert Messiah: Quantum Mechanics, Dover Piblications, INC. Mineola, New York
[2] D. F. Wall Gerard J. Milburn: Quantum optics. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 2007.

[3] O. Castafios, R. Lemus, R. Lopez-Pena: A New Approach to Obtain the Non-Condon Fac-
tors in Closed Form for Two One-Dimensional Harmonic Oscillators. Journal of Molecular
Spectroscopy, 241 (2007) 51-60, ELSELVIER.

[4] D. Schuch, k-Mand Chung, and H. Hartmann, J. Math. Phys. 24 (1983)1652;
D. Schuch, K-Mand Chung, and H. Hartmann, J. Math. Phys. 25 (1984) 3086;
D. Schuch D and K-Mand Chung, Int. J. Quantum Chem. 29 (1986) 1561.

[5] D. Schuch 2011 Latinamerican School of Physics: XL ELAF AIP Conf.Proc.1334 (2011)
291-340 (and references there in).

[6] D. Schuch, J. Math. Phys. 48 (2007), 122701;
D. Schuch, J. of Phys.: Conference Series 380 (2012) 0120009.

114



Conclusiones

En la tesis se ha realizado un estudio sobre el comportamiento de un oscilador paramétrico
en mecanica clasica y en mecénica cudntica. En la descripcién clasica encontramos que las
soluciones de la ecuacién de Newton del oscilador paramétrico se relacionan con soluciones de la
ecuacion de Ermakov via el invariante de Ermakov. Se demostré que las soluciones de la ecuacion
de Ermakov permiten también conocer soluciones de la ecuacién de Riccati, por medio de una
transformacién compleja (ver figura de abajo). Adicionalmente, se determiné la transformacién
que relaciona a la ecuacién de Riccati con las soluciones de la ecuacién compleja de Newton.
Esto se resume en la figura siguiente:

by
=X .
422 4+0% () =0 A+ w?tHA=0
zz%j:p% R{A}
. 2 1 I . 2
prw(t)p = i+ w(t)e =0

p

Por otra parte, mostramos que en la formulacion Hamiltoniana el invariante de Ermakov

2
Hapst) = 5 | (o0)p = mp(0)a)? + (/j%) ] ,

permite encontrar nuevas coordenadas canodnicas del tipo angulo accion, las cuales dan lugar a
ecuaciones de movimiento cuya solucién es trivial. Por lo tanto, lo anterior muestra que para
encontrar la dindmica del oscilador paramétrico basta con conocer las soluciones de la ecuacién
no-lineal de Ermakov o las soluciones de la ecuacion de Riccati. Esto establece una correspon-
dencia entre ecuaciones diferenciales no-lineales con ecuaciones diferenciales lineales que permite
tener un laboratorio de prueba de métodos para resolver ecuaciones diferenciales no-lineales.

Para la parte cuantica, obtuvimos que la evoluciéon de un paquete gaussiano, en el esquema de
Schrodinger esta determinada por soluciones de la ecuacién de Newton y soluciones de la ecuacién
de Riccati. Posteriormente con las relaciones encontradas en la teoria de ecuaciones diferenciales
desarrolladas en el capitulo primero, se obtuvd que la dinamica del paquete gaussiano también
puede ser determinada por medio de las soluciones de la ecuaciéon de Ermakov. En el esquema
de Heisenberg se establecié que el operador de Ermakov

~ 2
F= 5 (o0~ mp()a)® + ( o ) ] 7

P2 (t)
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puede ser factorizado en términos de operadores de creacién y aniquilacion, que permiten definir
estados de Fock, que son ademds estados solucién de la ecuacién de Schrodinger del oscilador
paramétrico. Se mostré también cémo construir estados coherentes generalizados del sistema,
concluyéndose que la dindmica estd determinada por las soluciones de la ecuaciéon de Ermakov.
Sin embargo, se encontré que en el caso cudntico las soluciones de la ecuacion de Ermakov
tienen un significado fisico relevante, pues éstas son directamente proporcionales a la varianza en
posicién; O'g (t) satisface la ecuacién de Ermakov independientemente de la dependencia temporal
de la frecuencia del oscilador paramétrico. Determinamos la varianza en momento y la funciéon
de correlacién por medio de las soluciones de la ecuacion de Ermakov y su primera derivada,
esto es,

og(t) = 5 -p(t),

mh [ . 1
) = = <p2(t)+p2(t)),
o) = Spl)p().

Ademsds, las expresiones anteriores permiten expresar al invariante de Ermakov de forma maés
elegante, esto es, mediante la matriz de covarianza ¥, y el invariante de Poincare I,,; encontramos
que

I= %(@t, (p)) 7 (g;i) ’ (3.21)

y entonces el correspondiente operador de Ermakov se escribe

~ I q
I=2@Gsx" (7). 3.22
vz (9) (322

Se esta estudiando cémo extender estos resultados para sistemas Hamiltonianos con mas
grados de libertad y otros tipos de interacciones, en particular si tiene asociado un operador
invariante cuadratico similar al invariante de Ermakov.

Se construyé el propagador en términos de p(t), p(t) y la fase ¢(¢), obteniéndose una familia
infinita de propagadores equivalentes, esto es, por cada solucién de la ecuaciéon de Ermakov con
diferente condicién inicial existe un propagador.

Posteriormente se calculé la cuasi-distribucién de probabilidad de Wigner en el espacio fase
del oscilador paramétrico, encontrando que para el estado coherente generalizado toma la forma

Wi(g,p;t) = % exp {—21@ — (@), 0 — D)3 t)} ,

mientras que para los estado de Fock se obtiene

1" 2 . 4
Wha(q,p;t) = (Wh) e nl@rir, <h1(q,p;t)> :
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Por lo tanto, la funcion de Wigner estd completamente definida por medio del invariante de
Ermakov, que ademaés define la forma de la distribucién. En general, se demostré que el invariante
de Ermakov define elipses en el espacio fase, que se encuentran rotando, y cambiando el tamano
de sus ejes mayor y menor.

Mediante la formulacién hidrodinamica de la mecénica cudntica para el oscilador paramétri-
co, se obtiene de forma directa que si la distribucién inicial es una distribucién gaussiana; en-
tonces, el centro de la distribucién obedece las ecuaciones clasicas de movimiento y la varianza
obedece la ecuacion no-lineal de Ermakov. Adicionalmente, encontramos que la evolucién del
paquete gaussiano estd determinada por medio de la ecuaciones cldsicas de movimiento y la
ecuaciéon no-lineal de Riccati; esto se logra definiendo una velocidad compleja que sera estudiada
en trabajos futuros.

Es importante mencionar que la teoria del invariante de Ermakov y la ecuacion de Riccati que
desarrollamos para el oscilador paramétrico es aplicable a sistemas estacionarios con potenciales
dispersivos si preservamos el caracter Hermitico del Hamiltoniano o puede usarse para estados
ligados si se utiliza una formulacién de la mecanica cudntica con Hamiltonianos no-Hermiticos,
asi en las ecuaciones intercambiamos la variable tiempo por la variable posicién, (ver figura),
obteniéndose una relacién entre las ecuaciones de Hill de Milne y de Riccati.

,'7// 4 k2
/ _ v \
2 P // 2
2+ 22+ k + k

Lo anterior nos hace preguntarnos: ; Es posible aplicar esta teoria en sistemas con condiciones
a la frontera?

En general la dindmica de los sistemas de oscilador paramétrico tanto para los sistemas
clasicos como para los sistemas cuanticos se obtiene de las soluciones de las ecuaciones de Newton,
la de Ermakov, o la de Riccati. Sin embargo, es importante mencionar que en general resolver
las ecuaciones no-lineales de Ermakov o de Riccati no es trivial debido a que son ecuaciones
no-lineales en muchos casos llevan a sistemas dindnicos caéticos. Ahora, como ya mencionamos,
conocer las soluciones de las ecuaciones clasicas permite conocer las soluciones de la ecuacién de
Ermakov, que en el caso cudntico permite encontrar de forma directa las varianzas y la funcion
de correlacion, construir el invariante de Ermakov y determinar el comportamiento de la funcién
de Wigner. Por lo tanto, construir las soluciones de la ecuacién de Ermakov nos simplifica la
cantidad de célculos que se tienen que hacer para obtener la informacién fisica del sistema.

Finalmente, en el iltimo capitulo aplicamos la teorid desarrollada en sistemas cuénticos de
oscilador paramétrico, con cambio de frecuencia de: wg a w. Usando las soluciones de la ecuacion
no-lineal de Ermakov, se encontré la dindmica del estado coherente del oscilador arménico con
frecuencia wp. Obtuvimos que los valores esperados siguen las trayectorias clasicas, y adicional-
mente que dependiendo de la forma en las que se realice el cambio de frecuencia se relaciona con
como evolucionan las varianzas y la funcién de correlacion. Esto es, para un cambio repentino
en la frecuencia encontramos que la varianza en posicién y momento oscilan con una amplitud
mayor en comparacién a las amplitudes que se obtienen para los cambios lineal y no-polinomial,
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de hecho el cambio polinomial es donde tenemos la amplitud mas pequena. Por otra parte encon-
tramos que los sistemas después de realizar el cambio de frecuencia pueden presentar el fenémeno
de compresién en sus varianzas.

En trabajo futuro se estudiard, con estos métodos, la dindmica del movimiento de una
particula cargada en una trampa de Paul, descrita en el Apéndice C, y en la que su com-
portamiento estd determinado por un oscilador paramétrico. Creemos que es posible visualizar
el comportamiento de la particula, mediante la correspondiente funcién de Wigner, en forma
mas detallada que otros procedimientos y que pueda ser verificada experimentalmente. Esta
bisqueda de resultados entre el invariante de Ermakov y las propiedades fisicas de los sistemas
pretende ser extendida a sistemas que incluyen disipacién, via la ecuacién no-lineal de Schrédin-
ger. Esta admite la construccién de un invariante de Ermakov, y por lo tanto, todos los resultados
obtenidos en la tesis son aplicables.



APENDICE A

Particula cargada bajo la accién de
un campo electromagnético
dependiente del tiempo con simetria
axial

La aplicaciéon que motivé a Lewis estudiar el oscilador paramétrico fue resolver el problema
del movimiento de una particula en un campo electromagnético dependiente del tiempo con
simetria axial. Sea entonces una particula de masa m y carga e que se mueve en un campo
electromagnético con simetria axial, definido por el potencial vectorial

A1) = %B(t)/%’ X 7 (A1)
v el potencial escalar
e
o, y.t) = o —n(t) (@ +7), (A.2)

donde 7 es el vector posicidn, k es el vector unidad a lo largo del eje de simetria, que sin
perdida de generalidad elegimos el eje z. Denotamos por x y y a las coordenadas cartesianas
perpendiculares al eje de simetria. B(t) y n(t) son funciones arbitrarias continuas del tiempo y
¢ denota la velocidad de la luz. Ademas, el potencial ¢(x,y,t) corresponde a una densidad de
carga uniforme dependiente del tiempo dada por

e
= _ ) A.
o(t) = —5——n(t) (4.3
El campo eléctrico estd descrito por
B o= —Véley+ - Law
- x? y? c dt r? )
e - = 1dB(t)-
— O @i+ y)) — o kX T (A.4)
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y el campo magnético . ~ .
B =V x A(T,t) = B(t)k, (A.5)

donde Zy j denotan vectores unitarios a lo largo de los ejes positivos z y y, tal que k=1x j
Debido a la simetria axial, el movimiento de la particula estd confinado al plano perpendicular
al eje de simetria. Asi, mediante la fuerza de Lorentz obtenemos las ecuaciones de movimiento
de la particula cargada

. e? e - e .

62 e . e
j = ————= ——B — —B(t)z. A.
=~y - 5o Bt - - B (A7)

Este sistema de ecuaciones lo podemos relacionar con el oscilador paramétrico si consideramos
&(t) = x(t) + iy(t), entonces
2 e

£+ 2 B+ (5200 + 5o BO) =0 (A8

Por ltimo, proponemos la solucién

2me

e t
0 =cex {5 [ Bryr (A.9)
con lo cual obtenemos que ((t) debe satisfacer la ecuacién del oscilador paramétrico

C+w(t)¢ =0, (A.10)

6’2 2
Wi(t) = (B ®) +n(t)> : (A.11)

m?2c? 4

con

Por lo tanto, podemos formar un sistema de Ermakov y asi tener la posibilidad de resolver la
ecuacion de Ermakov, la ecuacion de Riccati o la ecuacion del oscilador paramétrico, la que sea
mas conveniente.



APENDICE B

Calculo de operadores invariantes
lineales

Como hemos mostrado en el Capitulo 2, si conocemos los operadores invariantes lineales )
y P del problema podemos determinar la solucién de la ecuacion de Ermakov que ademas se
expresan en términos de la varianza de la posicion, la varianza del momento y la funcién de
correlacién al tiempo ¢ = 0. Por lo tanto, en estd seccidon obtenemos los operadores invariantes
lineales de los sistemas que estudiamos en el trabajo.

Los operadores invariantes para el oscilador paramétrico se encuentran determinados por

(B = (i ) ()

donde las funciones satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales

Aoy = m80),
B) = ),

que es equivalente a la ecuacién deferencial de segundo orden

B(t) +w?(t)B(t) = 0, (B.1)

que corresponde a la ecuacién de Newton del oscilador paramétrico. En el Capitulo 1, encon-
tramos las soluciones de la ecuacién de Newton para los casos que se muestran en la Tabla B.1,
donde C7 y Cs son constantes de integracién que se determinan de las condiciones iniciales.

Dadas las soluciones de las ecuaciones clasicas de movimiento, se determina los operadores
invariantes lineales, y para cada caso se tiene
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Frecuencia w?(t)

Solucién de la ecuacién de Newton 5(t)

w% C1 cos wot + Co sinwgt
Wt +1) Cy Ai ( [2]%% (vt + 1)) + OB (f 2] (vt + 1))

WR (V22 4 put + 1) chiLO(l_% L (V2imor (t+ 5%))
2v v 2
+CoD sy 2y 1 (ivZiwor (t+ 5))
—5(1-42) -4
g ; 21,2 - CE ]
wg-i-ﬁ Cr 2Py <%+ZW,% wQI:er’l_HUIéO’_ert)

Cuadro B.1: Soluciones de la ecuaciéon de Newton para el oscilador paramétrico, donde C; y Co

son constantes de integracion.

1. Oscilador paramétrico con frecuencia constante wy

Ba(t)
A1(t)
Ba(t)

A2(t)

C11 coswpt + Cho sin wyt,

muwy [C11 sinwot — C1a cos wot] ,

(91 coswot + Cao sin wyt,

mwo [Cgl sin w()t - 022 COS wgt] s

donde las constantes de integracion estan dadas por

Cii

Ci2

Coy

A1 (t
B1(to) coswoty + 1) sin woty,
mwo
A1 (t
B1(to) sinwoty — 1(to) cos wotg,
mwo
Ao (t
Ba(to) cos woto + 2(to) sin wotp,
mw
Ao (t
B2(to) sinwoty — M cos wolp.

mwo
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2. Oscilador paramétrico con frecuencia w?(vt + 1)

ﬁl(t) = CllAi(T) + ClgB’i(T) (B6)
M) = mad P03 [Cn A () + CiaBi'(7)] (B.7)
,Bg(t) = CglAi(T) + CQQBi(T), (BS)
Xo(t) = muwd*VV3 [C1 Al (1) + CiaBi'(7)] (B.9)
donde para simplificar las expresiones definimos 7 = — (%)2/ 3 (vt+1), y las constantes de
integracién estan dadas por
1 Ai(to) .
Cll = — (51 tO BZ WBZ(TO) y
1 A (to)
Clg = (Bl to AZ 7'(] 1 02/3/12 7’0>
T m(wor)
1 )\2 to
o = — (52 to) Bi' (10) m(wor) 2/3 )
1 A2 (to)
= — (to) Ad’(
Ca2 - (52 0)Ai' (7o) m(wor) 2/3 )
con 19 = 7(to).
3. Oscilador paramétrico con frecuencia wi(v?t? + put + 1)
pi(t) = CuD, 1(7)+ Cr2D_, 1 (i7), (B.10)
M) = Dicor [CMD;J(T) +iCyaD’ 34(@} : (B.11)
2 2
Bg(t) = CngS_%(T) +CQQD_S_%(7;T), (B.12)
)\2 (t) = QiCU()V |:021D;_l (T) + iCQQD/_s_l (’LT)} s (B.13)
2 2
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7 2 . .’ 7z .
donde s = 52 (1 — 4“7>, v las constantes de integracién estan determinadas por

./ . )\l(tO) .
CH _ Bl(tO)ZD,S,%(ZTO) =+ 7m\/mD—S—%(ZTO)

W{D,_1(r),D_, s (im)}

Ciz = ﬂl(tO)D;—%(mHﬂx%Ds%(TO),

W{D,_1(10), D_,_1(im) }

o Ba(to)iD’. S_%(iTo)+m’:;%D_s_%(iro)7
W{D,_y(m).D__y(im)}

Balto)D!_, (o) + 259D 1 (7o)

Cyp = — : . ’
W {Ds—%(ﬁ))v D—s—%(m—o)}

contog=T7(t=tg)yW {Dsié(m), D_, (iTg)} el wronskiano entre D__1 (1) y D_,_1(i70).

1 1 1
2 2 2

w2

. spe . 2 1
4. Oscilador paramétrico con frecuencia wgj + Tre2rt

M) = —mChe™ot (ingl(a, bye;T) — le%tF'(a, b; c; 7‘))

+mClyy e~ ol (z'ngl (a*,b*; ¢ 7) + 2ke® U F! (0¥, b*; ¢ 7')) ,  (B.14)
51 (t) = CueintgFl (a, b; C; 7') + Cgle_intgFl (a*, b*; C*; 7'), (B.15)

Aa(t) = —mChgpe™ot (ingl(a, bie; ) — 2ke®M F (a, b; ¢; T))

+mClge ol (iwzFl (a*,b*; ¢ 7) + 2ke® R F! (0¥ b*; ¢ 7')) , (B.16)

,BQ(t) = ClgeintQFl (a, b; c; T) + CQQ@iintQFl (a*, b*; C*; 7'), (B.17)
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donde las constantes de integracién estan dadas por
Cii = |Biltg)e ™t (iwo oFy(a*,b"; ¢ 1) + 2k e2kto o Ff (a*,b%; c*;70)>
—m)\l (to)e_iw()to 2F1 (a*, b*; C*; T0>:| X |:2in 2F1 (a, b; C; T()) 2F1 (a*, b*; C*; 7’0)

1
+2ke2Ftony {2F1(a,b;c;10),2F1(a™,b";¢*;710)} } ,

Cia = [51 (to)ei“’oto (iwo oFy (a,b;c;m0) — 2ke2kto o F(a,b;c; 7'0))
+mA (to)eiwgto 2F1(a, b; c; 7'0)} X [2iw0 2F1(a, b; c; ’7’0) QFl(a*, b*; C*; 7'0)

~1
+2ke2’“t°W{2F1(a,b;C;To),2F1(a*,b*;C*;TO)}} ;

Cy1 = |Baltg)e ™t (iwo oFy(a*,b"; ¢ 1) + 2k e2kto 2F{(a*,b*;c*;70)>
—m)\Q (to)e_iw(]to 2F1 (a*, b*; C*; T()):| X |:2in 2F1 (a, b; C; 7'0) 2F1 (a*, b*; C*; 7’0)

—1
+2ke2’“t0W{2F1(a,b;c;To),2F1(a*,b*;C*;To)}} ;

Cy = |Ba(t= O)ei‘”otO (iwo oFy(a,b;c;m0) — 2ke2kto o F|(a,b;c; 7'0))
+m)\2(t0)ei“’0t° o F(a,b;c; 7'0)} X [22'0.:0 oF1(a, by c;m0) o F1(a™,b%;¢*; 70)
1
+2k62kt0W{gFl(CL,b;C;To),gpl(a*,b*;c*;To)}} ,

con W {aFi(a,b;c;10), 2F1(a*,b%; ¢*;19) } define el wronskiano entre o Fy (a, b; ¢; 0) v 2 F1(a*, b*; ¢*;19).
Ademsds, usamos que
a_@+i7m b—iw—o—ii‘ wi +wp c—l-l-mf0
2k 2k T 2k 2k k'’
7 = —e? y 15 = 7(to). Para este tltimo caso hemos dejado las condiciones iniciales en
forma arbitraria.



APENDICE C

Trampa de Paul

En este Apéndice se plantea el problema del movimiento de un ién confinado en una trampa.
Atrapar un i6n en una trampa por un periodo largo de tiempo ofrece numerosas posibilidades en
la espectroscopia ldser. Ademds, un ién atrapado representa un sistema tunico donde podemos
corroborar conceptos fundamentales de mecanica cuantica como por ejemplo la dindmica del ién
o los llamados saltos cuanticos que han sido un tema central en el desarrollo de la mecanida
cudntica. Esto hace que los sistemas de un solo i6n sean de gran interés tanto en las dreas
experimentales como en las dreas tedricas de la fisica.

C.1. Trampas de iones

A diferencia de los 4tomos neutros, los iones pueden ser facilmente influenciados por el
campo electromagético debido a que estan cargado. Entonces, si deseamos que una particula
cargada se encuentra ligada a un eje o coordenadas espaciales, ésta debe estar sujeta a una
fuerza que decrece linealmente con la distancia. En otras palabras, la particula se debe mover
en un potencial parabdlico,

® ~ ax® 4+ by® + 22 (C.1)
La herramienta apropiada para atrapar a las partaculas cargadas es mediante campos multipola-
res eléctricos o magnéticos. Consideramos un campo eléctrico cuadrupolar, entonces el potencial
es cuadratico en las coordenadas cartesianas.

® = P (a:p2 + by? + 022) , (C.2)

substituyendo este potencial en la condicién de Lapace 72® = 0, encontramos que a, b y ¢ deben
satisfacer que

a+b+c=0. (C.3)
Existen dos maneras simples de satisfacer esta condicién:
1. Consideramos a =1, b =0y ¢ = —1, obtenemos un campo en dos dimensiones
U =@ (2% —2%). (C.4)
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2. Consideramos a =1, b= 1y ¢ = —2 entonces obtenemos un campo en tres dimensiones
U =P (1‘2 + 92 — 222) . (C.5)
=20
2 — C. Equipotenciales

— Campo Eléctrico

29
2

o ‘ ke
LS
e
=X
099.
é"

X

W,

Figura C.1: Estructura donde los circulos representan los electrodos con potencial de +®(/2,
a estas estructuras se les denomina filtros de masa, en las cuales es posible atrapar iones por
intervalos cortos de tiempo.

La primera configuracién puedes ser generada por cuatro electrodos cilindricos (o también
con electrodos hiperbdlicos) alineados en la direccién y como se muestra en Fig. C.1. El potencial
de los estectrodos es £ /2, si se aplica un voltaje ®( entre los pares de electrodos. Para esta
primera configuracién tenemos que el campo eléctrico es

E, =—-%pz; E,=0; E, = ®pz. (C.6)

Asi, si inyectamos iones en la direccion y, entonces para este voltaje constante, los iones oscilaran
armonicamente en la plano z-y pero debido al cambio de signo del campo eléctrico, entonces
la amplitud en la direccién z aumenta exponencialmente, por lo tanto la particula choca con el
electrodo.

Para la segunda configuracién tridimensional, que se logra con dos electrodos hiperbélicos y
un anillo hiperbdlico como se muestra en la figura C.2, también tenemos el mismo problema al
aplicar un potencial constante. Entonces el problema se resuelve aplicando un voltaje periodico.
Si consideramos solamente el caso tridimensional, entonces usamos un potencial

U + V cos(wt)

q)(xﬂy)zat) = T(2) +22’3

(z® +y* — 22%) (C.7)

donde U y V son las amplitudes de la corriente directa y alterna respectivamente, rg es el radio
del anillo hiperbdlico y 2z la distancia entre los electrodos hiperbdlicos, ver figura C.2. Debido
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Figura C.2: Trampa de iones tridimensional, que consta de dos electrodos hiperbélicos y un anillo
hiperbélico. Para mantener al ion confinado se le aplica un voltaje periodico ®¢(t) = U+V cos wt.

al comportamiento periddico el signo de la fuerza eléctrica cambia y logra mantener al ion sin
chocar con ningin electrodo por un periodo de tiempo maés largo, en comparacion con el voltaje
constante.

A primera vista, se podria esperar que el término de la fuerza eléctrica dependiente del
tiempo se cancele en un promedio temporal, pero esto solo sucede en campos homogéneo. Para
campos inhonomogeneos como el del cuadrupolo existen solo algunas zonas donde el promedio
temporal de la fuerza sobre la particula se cancela en consecuencia el ién queda confinado.

Para determinar esta zonas de estabilidad de la particula escribimos la ecuacién de movi-
miento cldsida del ién en presencia del potencial (C.7) mediante la ecuacién de movimiento:

mr = —ey® (7, 1), (C.8)

donde m y e son la masa y la carga del ién respectivamente. Substituyendo el potencial, en la
ecuacién de movimiento se tiene la ecuacién diferencial

-, U + V cos(wt)
Si hacemos el cambio de variable ;
r=2 (C.10)
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y definimos
8elU 4eV

— _ i S C.11
“ mwz(rg + 22’8)’ 4 mwz(rg + 2,2(2)) ( )
obtenemos las ecuaciones 2
d% + [a + 2qcos(27)] z =0, (C.12)
%y
72t [a 4 2q cos(27)]y = 0, (C.13)
y
& —2[a+2gcos(27)]z=0 (C.14)
dr? 1 e '

A esta clase de ecuaciones se les conoce como ecuacién de Mathieu. Entonces, conociendo los
puntos de estabilidad de la ecuacion de Mathieu sabremos los puntos estables del ion en la
trampa.

C.2. Ecuacién de Mathieu.

La ecuacién de Mathieu es una ecuacion diferencial con coeficientes periddicos en el tiempo.
Usando el teorema de Floquet [1] , se muestra que la solucion a la ecuacién de Mathieu

d’x
) + [a — 2qcos(27)]z =0, (C.15)
es de la forma 4 }
x(1) = Ae"™ P(1) + Be T p(—7) (C.16)
donde A y B son constantes y
$(1) = d(r+2m) = Y cn ¥ (C.17)

n=—oo

es una funcién periddica.

Entonces de las soluciones podemos notar que la estabilidad y la existencia de érbitas pe-
riédicas de las soluciones depende de u. Si p es real entonces el movimiento es estable, pues
tenemos como resultado una orbita periddica. Sin embargo, si p tiene una parte imaginaria la
funcién (1) crece exponencialmente por lo tanto tenemos una solucién inestable. Por lo tan-
to los parametros a y ¢, que son proporcionales a los voltajes, determinan la estabilidad del
movimiento.

Entonces, para determinar el orden de estabilidad de la ecuaciones de Mathieu, substituimos

la solucién
o0

2(r)= Y e G, (C.18)

en la ecuacién de Mathieu, obteniéndose

Z { [a — (2n + p)?] €’ _ e, @G FDFIT qcnei(Q(”*l)Jr“)T} =0. (C.19)

n
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Por lo tanto, para que se satisfaga la relacién anterior se necesita que
[a— (2n + p)?] en — q(cn—1 + cns1) = 0, (C.20)

es decir tenemos una relacion de recurrencia para los coeficientes de la solucion. La relacion
de recurrencia anterior se puede expresar como un sistema de ecuaciones lineales de dimensién
infinita dado por:

: C_9
¢ a- (242 o 0 || en
0 —q a— p? —q 0o --- co =0. (C.21)
0 0 —q a—(2+wu?* —q - 1
. . . . . . Co
Ademéds, para que el vector ¢ = (--- ,c_9,c_1,¢cp,C1,C2,---) no sea el vector trivial donde todas

las entradas son cero, el determinante de la matriz debe ser cero, esto es

—q a—(—2+p? —q 0 0

0 —q a— u? —q 0 ---|=0. (C.22)

0 0 —q¢  a—(2+p)? —q

Por lo tanto, con el determinante anterior, conocido como determinante de Hill, obtenemos una
ecuacién caracteristica para p en términos de a y ¢. Es claro, que no es trivial evaluar este
determinante, para valores a y ¢ fijos, pues la matrix es de dimensién infinita. Sin embargo, en
varios libros[2] [3] el determinante de Hill ha sido calculado de forma analitica y la condicién
para que el determinante sea cero se convierte en una ecuacion altamente no lineal. En general
debido a esta no linealidad de las ecuaciones, los exponentes caracteristicos 1 son obtenidos de
forma numérica.

En Fig C.3 tenemos la grafica de estabilidad para la trampa de Paul, en azul tenemos los
valores de a y ¢ para el cual la componente (x,y) es estable, mientras que en rojo tenemos los
valores de a y b donde z es estable. Debido que en la trampa deseamos que tanto la soluciéon
z(7) = y(7) como la solucién z(7) sean estables entonces debemos considerar los valores donde
ambos diagramas se superponen.

Por lo tanto, conociendo el valor de u, podemos hallar ¢, y con ellos las soluciones de la
ecuacién de Mathieu [2]. Las soluciones linealmente independientes de la ecuacién (C.15) se les
denomina funciones de Mathieu y se representan como ce,(7,q) y se.(7,q) [4], por lo tanto la
forma general de la solucién es:

z(1) = c1ce,(1,q) + caser (T, q),
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(z,y) Estable

y

0 /\/
=\

| z Estable

S
1 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1

e
0 2 4 6 8 qu

Figura C.3: Diagrama de estabilidad para la trampa de Paul, en coordenadas cilindricas.

con ¢ y cg constantes que se determinan de las condiciones iniciales. Suponiendo que x(7 =
T0) = o y &' (T = 70) = vy, es facil encontrar que
/
zose(0,q) — vgyser(0,q)

_ C.23
U en(0,9)5€.(0, q) — se, (0, g)cel (0, q) (C.23)

oy — vocer (0, q) — xocel. (0, q) ' (C.24)
cer(0,q)ser(0,q) — ser (0, g)cer. (0, q)

Para que la particula se encuentre atrapada es necesario que las soluciones de la ecuacién
de movimiento sean estables. En la Fig. se encuentra la zona de estabilidad que comparten las
coordenadas de movimiento x(t), y(t) y z(t), que determinan los valores de a y ¢ para los cuales
la solucién es estable.

Sin embargo, en la trampa de Paul los parametros a y ¢, también se encuentran determinados

por los valores de los potenciales U y V', pues tenemos que

2U
= —q, C.25
a= 9 (C.25)
A la linea que forma la ecuacién (C.25) se le conoce como linea de operacién. Por lo tanto, los

valores de los parametros a y ¢ en la trampa estardn determinando la linea de operacién y el
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0.4+

z-y Estable

0.0+

-0.2

z Estable

—04l

e 0 vy
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 q

Figura C.4: Zona de estabilidad para la trampa de Paul.

diagrama de estabilidad. En Fig. C.5 se muestran diferentes lineas de operacién definidas en
(C.25).

Por lo tanto, la estabilidad de las soluciones en la trampa depende fuertemente de los valores
de Uy V.
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a
T
04) il
z-y Estable
02- J
00} J
—02f J
z Estable
—04L i
L . . . | . . . | . . . | . . . | . . . L
0.0 0.2 04 06 08 10 ¢

Figura C.5: Zona de estabilidad para la trampa de Paul y tres lineas de operaciéon diferente.



APENDICE D

Transiciones de probabilidad entre
estados de Fock para el oscilador
paramétrico

Se considera la probabilidad de transiciéon entre estados de Fock, esto es, si el estado inicial
del sistema es un estado de Fock del oscilador arménico con frecuencia wg, denotado por |n)

entonces desamos conocer cual es la probabilidad de que el estado evolucionado se convierta en
un estado de Fock del oscilador arménico con frecuencia wy = woy/v + 1, denotado por |[n')).

Para encontrar la transicién de probabilidad primero calculamos el traslape ((n’|n); siguiendo

el procedimiento discutido en [3]: Calculamos el traslape ((§|a),
3 (107181 ( (0|8 aAT (1)) 0y,

((Ble)e = e™>

Para este sistema se tienen las constantes de movimiento
Aty \ [ u w a
(i )= () (&) ®
donde por simplicidad definimos
1] 1 1

=< |—=(—= —ipt t

) =5 | 7z (5 — 00 + V(o)

1] 1 1

o= |75 (5 - 90) - vant]

2 [V \n)

)|? = 1. Entonces con las relaciones anteriores y por

Ademids se puede mostrar que |u(t)|
A+B — eAeBe_{A’B]/Q, se encuentra que:

medio de la relacion de Glauber, e
B*a oAl (t) * A AT ﬁ*Oé *
e =exp? fra, + oA (t)—i——Q u
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Usando nuevamente las relaciones (D.1) se encuentra que

& = Ry —&éﬂ
a2~y
Al(t) = Lty t)fl(t),

por lo tanto obtenemos

u(t)

Finalmente, empleando nuevamente la relacion de Glauber, llegamos a

o A &T A * oy
P aeo A1) = exp {(a — () —— + (8" + oz’u*(t))M + b u*(t)} :

BraeAlt) exp{u(l )(a — B*u(t))a }eXp{u(l)(ﬁ + av*(t))

H/—’ :j>>

* 1
xexp{ﬁ au(t)+ (v — B*0(t))(B* 4+ av™(
Tomando en cuenta que
w(BHav)AW 0y, — 10),, ((0]ex(@F A" = (0],

encontramos que

((Bla)e = e—%<“'2+ﬁ'2><<0|0>te><1f>{ﬁ;@“+ o (@ = B0 *+aU>}

1 * 2

_ e—%(\a|2+\ﬂ|2)<<0|0>t exp { (Ua2 — —af* + Uﬁ*2>}
2 U U

— e—%(\al2+\6|2)<<0|0>t6—%’3RC

9

1 /—v* -1 leY
r- (0 v>’cz<ﬁ*>'

Asi de lo anterior obtenemos que

(Blae = P47 (oj0y, 30 Y- L0 R (o).

n/=0n=0

donde

Por otra parte sabemos que

((Bla); = e~ Hal"+15P) ZZ O b

entonces comparando las expresiones, es inmediato que el traslape de los estados de Fock resulta
ser

Hp/(0)

{(n'[n)e = ((0]0); W

(D.2)
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Ademas es fAcil calcular de forma explicita a ((0|0), esto es

1

{{00) = o)

por lo tanto llegamos a que
R
1 H;(0)

u(t) Vn!n/l

((n'|n) =

con H® (0) el polinomio de Hermite en dos dimensiones, ver [3], dado por:

n »/ min(n,n’)
*N2 roN\%T 1
HR(0) = nlnt [ -2 ) (=
m (0) = nin < 2u> (ZU) e (n— k)l — k)lK!
Asi la probabilidad de transicién buscada es
1 |HR,(0)

k
) Hiy—(0)Hys—(0).

|<<n/|n>t>0‘2 = ()] nln!
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