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Resumen

Interaccién fluido-sélido en formas axisimétricas cerradas mediante el método de
Trefftz

por Rodrigo Salvador DE NEGRI LEIVA

Se implementé el método de Trefftz indirecto con una formulaciéon de colocacién para simular
la propagacion de ondas dentro y fuera formas axisimétricas cerradas. En este sistema fluido-
sélido, el fluido es pensado como un magma confinado por un medio elastico homogéneo infinito
que representa la roca que lo rodea. El propdsito de este modelo de asociar el comportamiento
de las ondas con las caracteristicas mecanicas y geoméricas del sistema fluido-sélido acoplado.

La fuente se asume centrada en el eje se simetria, radiando ondas esféricas de presion.

El campo refractado dentro del fluido y las ondas difractadas en el medio confinante se constru-
yen como combinaciones lineales de soluciones particulares. Las soluciones particulares satisfacen
las ecuaciones que gobiernan la region a la que se asocian, y son ajustadas mediante condiciones
de frontera, formando familias de funciones T-completas (Trefftz completas). Dentro del flui-
do dichas soluciones son ondas esféricas estacionarias suaves en sus origenes, satisfaciendo la
ecuacion de onda. En la region sélida eldstica el campo es construido con monopolos y dipolos
para las ondas P y dipolos esferoidales para las ondas SV, satisfaciendo la ecuacion de Navier, y
respetando la condicién de irradiacién de Sommerfeld. Para obtener los coeficientes indetermi-
nados de las expansiones en base a las familias T-completas, se imponen condiciones de frontera
en la interfaz fluido-sélido (esfuerzos transversales nulos, continuidad de esfuerzos normales y
desplazamientos) que son satisfechas en el sentido de minimos cuadrados. La solucién es obte-
nida en el dominio de la frecuencia y la fuente temporal puede ser introducida usando analisis

de Fourier.

Se reprodujo la solucién analitica para una regién fluida esférica con fuente centrada, validando
el método para futuras aplicaciones. Se resolvieron casos para dos tipos de geometrias (esférica
y cilindrica) y cambiando la posicién de la fuente (centrada y descentrada), compardndose los
resultados en funcién de dichas caracteristicas. Se exploraron diferentes casos en funcién de las

propiedades de ambos medios.

Los modelos calculados resolvieron de forma satisfactoria la interaccién fluido-sélido en cada
caso, abriendo un campo de estudio en base al método implementado. La soluciénes encontradas
complementan modelos que no toman en cuenta las implicancias geométricas y de la fuente a
la hora de calcular las sedles generadas. Pese a la simplicidad de la formulacién, los resultados
muestran una rica variedad de comportamientos. Gracias a la generalidad del planteamiento
semianalitico empleado, puede ser 1util para comprender la dindmica de los conductos volcanicos
a partir de las senales obervadas, asi como un sinntmero de aplicaciones en diversas areas que

involucren el fenémeno de la interaccion fluido-sélido.
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Capitulo 0

Introduccion

Los métodos usados para calcular sismogramas sintéticos — es decir, generados a partir de mo-
delos tedricos — son muy variados. Estos se concentran mayormente en métodos de “Elementos
Finitos”, gracias a la posibilidad de incluir medios heterogéneos de manera relativamente sen-
cilla [16]. Sin embargo, estos métodos aunque son ideales para estudiar problemas altamente
complejos, exigen un gran esfuerzo de céalculo. Los métodos de colocacién se presentan como
una alternativa que ha permitido obtener buenos resultados con bajo costo de calculo. En par-
ticular, el método desarrollado por E. Trefftz en 1928 ha permitido desarrollar una rama de
métodos de colocacién que han podido ser aplicados a diversos problemas de interés en sismo-
logia [12] [3] [14], permitiendo incluso el desarrollo de métodos hibridos, tal como el método de

Trefftz de Elementos Finitos para modelos elastoplédsticos [10].

En la actualidad existe una considerable gama de métodos de colocacién derivados del método
de Trefftz para resolver ecuaciones diferenciales. En primer lugar, es posible clasificarlos como
Directos e Indirectos [6] [5], considerandose la propuesta original de Trefftz como indirecta. Den-
tro de los métodos indirectos, se aproxima la solucién del problema mediante la superposicién
de funciones que satisfacen la ecuacién gobernante (soluciones particulares). De esta forma se
determinan los pardmetros (coeficientes) a través de las condiciones de frontera, generalmente
por medio de la colocacién, minimos cuadrados o el método de Galerkin. En la formulacién
directa, en cambio, se obtiene una expresion residual para las ecuaciones gobernantes tomando
las funciones que satisfacen dicha ecuacion como funciones de peso, para luego plantear ecua-
ciones integrales por medio de las condiciones de frontera, discretizadas al igual que el método

de elementos de frontera.

En el presente trabajo, se plantea una variante indirecta del método de Trefftz con una formu-
lacién de colocacién [6]. Este se usa para resolver el problema de la interaccién de una inclusién
fluida en un medio eldstico homogéneo, la cual es excitada por una fuente esférica en su inte-

rior. Se asume que la forma de la inclusién es simétrica con respecto al eje vertical, y que la

1



Introduccion 2

fuente explosiva estd sobre el eje de simetria. Esto permite plantear una expansién de funciones
azimutalmente simétricas, mas sencilla que otras familias de funciones usadas para resolver pro-
blemas en tres dimensiones [13]. Mediante el estudio de este problema, se busca abrir un campo
de aplicaciones del método de Trefftz que no ha sido explorado, validando asi su uso para la

comprensién de fenémenos axisimétricos de todo tipo.

La modelacién de la interaccién de inclusiones ! fluidas en un sélido eldstico ha sido de interés
en diversas areas de las ciencias de la Tierra. Se presenta en una amplia gama de fenémenos
naturales, como puede ser el fenémeno de la fuente sismica relacionada con la generacién se
seniales en volcanes [15] , hasta la modelacién considerando la topografia del mismo [8]. Con
este objetivo, se hace uso de la solucién analitica de una inclusién fluida esférica para validar el
calculo de la solucién aproximada, encontrandose que el problema estd bien resuelto en varios
escenarios. Finalmente, se calculan tres casos de interés sin soluciéon analitica, obteniéndose
resultados que permiten observar los efectos en frecuencia y tiempo de la geometria y la posicién

de la fuente.

!Es importante aclarar que con inclusién nos referimos a una regién cerrada, no necesariamente de pequefio
tamano como se podria interpretar en geologia.
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El Método de Trefttz

1.1. El Método de Trefftz

En 1928 E. Trefftz! sugiri6 una forma de construfr una serie de limites inferiores I(v,) (sin

probar convergencia) para la integral de Dirichlet

I(u) = // (u? —i—ui) dz dy, (1.1)
R

con U, = % Y Uy = a—z, conectada con el sistema
Viu = 0 en R,
(1.2)
u = ¢(s) sobre OR .

donde R es la regién interior cerrada y OR el contorno en el que se imponen las condiciones de

frontera (Figura 1.1).

Para ello, propuso una serie de funciones arménicas v; usada para aproximar la solucién del

sistema. Esta serie debe ser relativamente completa en R, en el sentido de que si la suma
n
Uy = Z a;v; (1.3)
i=1

puede ser construida para aproximar arbitrariamente a una funciéon harmoénica junto con sus
derivadas de manera arbitrariamente cercana en R, entonces cada a; puede ser determinado de
tal forma que u, — w* uniformemente en cada regién cerrada incluida completamente en R,

siendo u* la funcién que minimiza la Integral de Dirichlet (1.1).

'E. Trefftz, Mathematische Annalen, vol. 100 (1928) , pp. 503-521

3



Capitulo 1. El método de Trefftz 4

I's

F1GURA 1.1: Region cerrada R, definida por el contorno 0R = I'y UT's. Los contornos I'y y I'y
pueden ser disjuntos o superponerse.

Para determinar los coeficientes a;, se considera la integral de Dirichlet (1.1) aplicada a la

diferencia v — u,, en R,

(u—uy) = // V(1 — un)]? dA. (1.4)
R

Se determina entonces cada a; del sistema de ecuaciones

ol
— =0 =1,2, ... 1.5
u (=12 ..., (15)
obteniéndose,
OI(u — uy) dv;
gi\uzun) 4 ) s 1.6
5 =G as (16)

con n la normal al contorno OR (Figura 1.1).

Ahora bien, para ser un minimo debe cumplirse que

d.
/C(u—un)dl;ids:o, j=1,2,...,n), (1.7)

lo que es equivalente a
/(@—Zaivi)(h}jds:O (G=1,2...,n). (1.8)
c ; d ’

Pudiéndose determinar los coeficientes a; a partir del sistema de ecuaciones en (1.8).

1.2. El método de Trefftz actual

En la actualidad existe una gran gama de métodos numéricos derivados del método de Trefftz,
categorizados por lo general en dos ramas: directos e indirectos. Consideraremos asi que el

método de Trefftz original (seccién 1.1) pertenece a la categoria de indirectos, aproximando la
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solucién del problema por medio de una suma finita de funciones T-completas 2; pero no siendo

necesariamente soluciones fundamentales del problema.

El presente trabajo se avoca a una subcategoria del método indirecto de Trefftz, calculando por
medio de la formulacién derivada del método de colocacién la solucién aproximada al problema.
Existen, ademas, otras posibilidades que no son abordadas — como el uso del método de Galerkin
o variacional — pero se prefirié usar el método de colocacién (seccién 1.2.2) pues permite calcular

rapidamente la solucién con un planteamiento muy sencillo de desarrollar.

1.2.1. Meétodo indirecto

El sistema que queremos resolver es de la forma

Lu=f enR
u =gy, sobrel} (1.9)

Bu = g2, sobre I'y

con £ un operador diferencial eliptico, B = p(% o pﬁ% + «, representando las condiciones de
frontera de Neumann y Robin, respectivamente. Ademés I'y C R y 'y C IR, con R el dominio

en el cual queremos resolver el sistema (Figura 1.1).

En el método de Trefftz indirecto, la solucién v es aproximada en un punto arbitrario P como

la superposicion de funciones T-completas,

u(P) ~ a(P) = a1ty + aglia + ... + anuy

= ala(P) (1.10)

donde N es el nimero de funciones T-completas, y a = {ay, ag, ..., a N}T denota al vector de

parametros no conocido.

Los residuos se pueden expresar como sigue:

Pel':Ri=u—q1 :aTﬁ(P)—gl(P)géO

(1.11)
PeTy: Ry=Bii—go =al Bii(P) — g2(P) #0.

Luego, los parametros indeterminados a se calculan al minimizar simultdneamente los residuos

por medio de la colocacién, minimos cuadrados, el método de Galerkin u otros.

2 Funciones T-completas enfatizando que se usan para aproximar la solucién por medio del método de Trefftz



Capitulo 1. El método de Trefftz 6

1.2.2. Método de Colocacién

En el método de colocacién se discretiza la frontera estableciendo puntos de colocacién, P,

forzando en cada punto al residuo a ser cero (Figura 1.2). La ecuacién (1.11) entonces queda:

P el Ri(P) =u(P)a" —gi(P) =0 (i=1,..., M)

(1.12)
P, eTy: Ry(P) = Ba(P)al —g2(P) =0 (i=1,..., M)

donde M7 y M> son los ntimeros de puntos de colocacién ubicados en I'y y I's, respectivamente.

P;

F1GURA 1.2: Region cerrada R, definida por el contorno OR. En naranjo se ejemplifican los
puntos de colocacién.

Reescribiendo la ecuacién anterior de forma matricial, tenemos que:

B T (
u11 U2 . UIN g11
U1 Uz -0 U2N gi2
ai
UM1  UM;2 UM N az g1, (1.13)
qi1 qi2 qiN 921
g21 q22 92N an 922
| M1 4My2 qMyN - L 92M>
0 equivalentemente,
Ka="f (1.14)

donde g1(F;) = g1i, 92(F;) = 921> U (P;) = wij y Buj(F;) = qi5.

La matriz K es de tamano M x N (M = M;j + Ms). De este modo, si M = N el sistema se
puede resolver directamente, pero si M > N debemos usar algin otro método como minimos

cuadrados o descomposicién SVD (Singular Value Decomposition).

En el presente trabajo se usé el método SVD incluyendo el uso del factor de amortiguacién de

Marquardt para obtener los valores de los pardmetros {a;} buscados.
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1.2.3. Descomposicién por medio de Valores Singulares (SVD) y factor de

amortiguaciéon de Marquardt

En nuestro caso, el sistema de ecuaciones 1.14 sera por lo general sobredeterminado, es decir,
tal que la matriz K de dimensién M x N tiene M > N. Este sistema se forma a partir de las
condiciones de frontera en cada punto de la discretizacién de la misma, teniendo dimensiones
que dependerén del nimero de puntos discretizados (M). A su vez M serd directamente pro-
porcional a la frecuencia que se esté resolviendo, e inversamente proporcional a las velocidades
de propagacién de los medios. Probablemente debido a problemas de escala y similitud entre
ecuaciones planteadas a lo largo de la frontera discretizada, hemos de lidiar con una matriz K
que serd mal condicionada. Una matriz K se dice que serd mal condicionada si el nimero de
condicion definido por [20],

Cond(K) = A1/ A\, (1.15)

donde A\; > Ay > --- > ), son los valores singulares de K; es “grande”, es decir, Cond(K) > 1.
Esto implica que la solucién aproximada serd altamente sensible a pequenas perturbaciones
en los valores de K, potenciandose errores numéricos que no podemos controlar a lo largo del

proceso de célculo de la solucién buscada.

El proceso usual de solucién de un sistema sobredeterminado es mediante las ecuaciones nor-

males, es decir, se resuelve

Ka=f (1.16)

premultiplicando la ecuacién anterior por la transpuesta® K7, representando la matriz adjunta
de K. Luego (1.16) queda
K Ka = K'f. (1.17)

El sistema de ecuaciones formado por (1.17) es conocido como las ecuaciones normales. La
matriz KTK es cuadrada y simétrica, teniendo inversa en caso de que no sea singular. Asi, este

sistema se resuelve premultiplicando (1.17) por (KTK)_I, quedando

a=(K'K) 'K’f. (1.18)

Ahora bien, el nimero de condicién del sistema (1.17), serd el asociado a la matriz KK, es
decir
Cond(K”K) = (Cond(K))? (1.19)

pues sabemos que Cond(K”) = Cond(K). Vemos entonces que si K de por si es una matriz
mal condicionada, KTK serd atn peor. Es por esto que, con la idea de usar un método robusto

para sistemas mal condicionados, se implemento el algoritmo desarollado por Golub y Reisch en

3Si los elementos de K son complejos, K7 es la transpuesta conjugada, conocida como adjunta de K
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1970 [7] lamado Singular Value Decomposition (SVD) o Descomposicién por medio de Valores

Singulares.

El método SVD factoriza la matriz K como el producto de tres matrices:
K =UAVT, (1.20)

donde U es una matriz unitaria M x N que contiene N vectores propios vj que son solucion del
sistema
KK v; = \vy, (1.21)

V una matriz diagonal N x N cuyas columnas contienen los vectores propios w; que satisfacen
K Kw; = Mw;, (1.22)

y A es una matriz diagonal N x N conteniendo los a lo mas N valores no singulares +); de KTK.

Para los casos en que tenemos un sistema sobredeterminado, es decir M > N, la inversa de
K no existe en el sentido usual. Es por esto que la descomposicién (1.20) sugiere el uso de la
inversa de Lanczos

Ky ' =VA~lUT (1.23)

para resolver la ecuacién 1.14, de modo que
a=Ky 'f. (1.24)

Es importante notar que

Cond(UAVT) = Cond(K), (1.25)

lo que permite obtener los pardmetros {a;} de manera mucho més robusta que utilizando ecua-

ciones normales.

Atun usando el método SVD, si el mal condicionamiento de K es excesivo, no evitaremos te-
ner una solucién que se vea fuertemente afectada por errores de representacién numérica. Este
efecto lo podemos ver analizando la matriz diagonal A~!, compuesta por elementos de la forma
1/Aiconi=1,...,N, pues si \; < 1 pueden generarse errores debidos a la limitada capacidad
de representacién que se tiene en la realidad. Para suavizar los efectos de estas posibles singu-

laridades* de la matriz Kg,~! hacemos uso del factor de Marquardt (1963). En consecuencia,

4Referidas a singularidades aproximadas, debidas a errores de representacién, no necesariamente sigularidades
propiamente tales.
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redefinimos A~! como

A—lzdiag( A ) (1.26)

2
A2+

en donde [ es un escalar conocido como el factor de Marquardt, siendo un valor real diferente de
cero. Este valor es determinado a priori, de forma que no modifique notoriamente la solucién,

dependiendo de los valores singulares.

Finalmente, combinando el método SVD con el uso del factor de Marquardt, se puede calcular
la solucién aproximada del sistema (1.16) de manera robusta. Cabe mencionar que existe un
sinnimero de posibles estrategias para resolver este sistema [20] [18] , siendo una de ellas la
descomposicion QR de Householder, con una eficiencia mayor al método SVD usado y con el
mismo numero de condicién; pero dado que lidiamos con numeros de condicién grandes, esto
implicard que el rango de la matriz que queremos resolver es deficiente (rango(K) < n), siendo

el método SVD el més apropiado [20].






Capitulo 2

Interaccion fluido-solido en una

forma cerrada axisimétrica arbitraria

A continuacion, plantearemos de una forma general el problema al que se avoca este trabajo,

para luego desarrollar casos particulares que son de interés.

Como muestra la Figura 2.1, buscaremos la solucién de la interaccién fluido-sélido que genera
una fuente S sobre el eje z en una geometria axialmente simétrica. El espacio, entonces, sera di-
vidido en dos regiones: (1) la regién R;, que se supondrd como un fluido no viscoso y (2) la

regién Ry, que serd un espacio elastico homogéneo.

Ry: fluido

F1GURA 2.1: Cavidad axisimétrica llena de un fluido no viscoso (R;), rodeada por un medio

eldstico homogéneo (Rs). En color verde (de aqui en adelante) se senala por medio de un

punto la posicién de la fuente. La normal es definida hacia afuera de la inclusién fluida (72). Las

densidades de cada medio se definen por sus subindices. La velocidad de propagacion en el fluido

se define como ¢, mientras que las velocidades de la onda P y S como « y 3, respectivamente.

Se senalan en colores naranja, verde claro y verde obscuro las ondas P refractada, S transmitida
y P transmitida, respectivamente.

11
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2.1. Ecuaciones gobernantes

Sabemos que para cada regién habran ecuaciones que gobernaran la interaccion fluido-sélido en
la frontera (OR) debido a la excitacién dada por la fuente S. Estas ecuaciones se trabajardn en

el dominio de la frecuencia, lo que simplifica considerablemente el tratamiento de las mismas.

Es importante notar que para ambas regiones se tomara en cuenta una atenuacion Kelviniana,
es decir, redefiniremos las velocidades de propagacién (ec. (2.1)) de las ondas por medio de una
constante () conocida como “factor de calidad”. Esto implicard que el sistema no resonara en el

tiempo de manera indefinida, atenudndose las ondas con la propagacion.

v o- <1—2Zé)1 (2.1)

Primero se establecerdn las ecuaciones que gobiernan cada regién. Para esto, notamos que la
simetria axial del problema nos sugiere usar coordenadas cilindricas (7, ¢, z); pero sin necesidad
de tomar en cuenta ¢, pues azimutalmente la respuesta serd simétrica. Por ello, la solucién al

problema en cada regién dependera tinicamente de 7 y z.

2.1.1. Regioén R;: fluido no viscoso

Como muestra la Figura 2.2, se determina el campo de presiéon dentro del fluido sin tomar en

cuenta la regién eldstica Ry. Para ello, se divide el campo total p(x;w) en dos partes:

(A) Campo incidente p(x;w), siendo la solucién a la ecuacién diferencial no homogénea
(V2 + k?‘) p(x;w) = —S(w)d(x — x*) (2.2)

donde S(w) es la amplitud de la fuente explosiva, ky = w/c, con c¢ la velocidad de pro-
pagacion de las ondas en el fluido, w = 27 f la frecuencia angular y x* la posicién de la
fuente.

De esta forma, el campo incidente sera la funciéon de Green tridimensional de la ecuacion

no homogénea de Helmholtz, G, ponderada por la amplitud S(w),

o—iksR

4R

p(x;w) = S(W)G(x, x*;w) = S(w) (2.3)

donde ,
efzkf|xfxs|
(2.4)

- Am|x — x5|
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y R=/r?+ (z — 2°)2, debido a que la fuente la ubicaremos siempre en r = 0

z

FIGURA 2.2: Regién interior (R;). En negro se ejemplifica un frente de onda de presién, p(x;w),

que es generado en la posicién de la fuente; siendo x y w la posicién dentro del fluido y la fre-

cuencia angular, respectivamente. En un punto verde se ejemplifica la posicién de la fuente;

mientras que en naranjo se destaca el frente de onda reflejado, p(x;w), generado por la inter-
accién fluido-sélido.

(B) Campo reflejado p(x;w), siendo construido como una suma finita de funciones que cum-

plan con la ecuacién homogénea —ecuacién de Helmholtz— en el fluido
(V? +k7) f(x) =0. (2.5)

Al resolver la ecuacion anterior por medio del método de separacion de variables en el

espacio, se puede obtener que una solucién particular es

i) — jy _ sin(kpR7)
P60 = o (g ) = =5 (2.6
con RY = |x — x/|, donde x/ es la posicién desde donde f7(-) guarda simetria esférica,

y jo(+) la funcién esférica de Bessel de orden cero. Es importante notar que llamamos a
Jo(+) solucion particular para distinguir la diferencia entre esta solucién de la ecuacién
(2.5) y la solucién del campo de presiones reflejado total dentro del fluido. Es aqui cuando
estamos usando el concepto de funciones T-completas, en el sentido de que construimos
una solucién aproximada dentro del fluido por medio de una suma finita de soluciones que

satisfacen la ecuacién gobernante dentro de él (seccién 1.2.1).
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Luego, podemos expresar el campo refractado total en R; como

7
ZA]sm (kyR7) ' 2.7)

kfRJ

Es decir, una suma finita ponderada por coeficientes desconocidos A7. Ahora bien, para

conservar la simetria axial con respecto a z, escogemos la posicion x? de cada una de estas

soluciones particulares sobre el eje z, es decir

Ri=[r2 4 (2 — 29)2, (2.8)

por lo que la solucién aproximada para el campo reflejado interior serd p(x ;w) = p(r, z;w).

La eleccién de los puntos x? = (0, 2/) es arbitraria, por lo que se establecié que éstos

cubriesen el eje z en la regiéon R; de forma equidistante (ver Figura 2.3).

~ Soluciones
Particulares
Jo(kR7)

F Punto de
1 Observacién

—ikR

e
Fuente =

v 2
FIGURA 2.3: Regi6n interior (R;). Se muestra un esquema de posicién de las soluciones parti-

culares (rojo), y la fuente (verde); representdndose una onda refractada como la contribucién
de cada solucién particular.

Finalmente, el campo total dentro de R; sera

—’kaR ]
plr, 2 w) = S(w) ZAJ sk (2.9)

kR
\—\,—/ =1
j

donde se definen R = /12 + (z — 25)2, RY = \/r2+ (2 — 29)2, y N es el nimero de solucio-

nes particulares. Asi, p y p representan la fuente y las ondas refractadas dentro del fluido,

respectivamente.
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2.1.2. Regién Rs: sélido elastico

Para la regiéon Ry, debemos expresar el campo transmitido de esfuerzos y desplazamientos (Fi-
gura 2.4). Para ello expresaremos dichos campos mediante la superposicién de las contribuciones
de un numero finito de fuerzas puntuales sobre el eje z. Cada una de estas fuerzas tiene un polo
en z = 0, por lo que se distribuirdn convenientemente en R;, quedando fuera de la region de
interés. Es importante notar que cada fuerza es en cierto sentido una fuente, pues genera un
campo que se propaga hacia el infinito; esto permitird cumplir las condiciones de irradiacién

debido a la interaccién con el fluido generado por la fuente “real” (S) y las ondas refractadas.

Para cada una de las fuerzas, la ecuacién gobernante para los desplazamientos es la ecuacién de

onda de Navier en frecuencia [19],

A+ 2u)V(V -u) — uV x (V xu) + pw?u = —T5(x — xg) . (2.10)

FIGURA 2.4: Regién interior (Rz). Se muestra un esquema de posicién de las soluciones parti-
culares, representadas por flechas en la direccién de cada fuerza puntual (verde). La suma de
todas las soluciones particulares serd el campo total recibido en una posicién x en R,.

La solucién de esta ecuacién es una funcién de Green conocida como la solucién de Stokes [14],

Guglx, € @) = o [y + (f = )] = G(rs ). (211)

donde i y j son las proyecciones del vector de desplazamiento y la fuerza puntual aplicada,

respectivamente. Si llamamos £ a la posicion de la fuerza y x al punto de observacion, tenemos
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que

_ =&
T

= (z1— &)+ (22 — &)° + (23 — &) (2.12)

Yi

Ademds, se definen [14] f1 y f2 como

_ /82 .2 2 —iqr 2 2 —ikr
ﬁ—MP%r<mJeq+Pm+@wF (213
N ,82 o1 —iagr 1 1 —ikr
f= [qu " (qr)Q} cr [l T (’fT)Q] © (219

conk=w/fyq=w/a.

Notamos ahora que podemos separar tanto f; como f2 en partes dependientes de ¢ (onda P),
o de k (onda S):

= f; {1 — z‘qi — @i)?] e~lar (2.15)
= [zkzr + (lj)Q} ek (2.16)
fs = f; {qur + (q71“)2] e~iar (2.17)
3= [1 —i% - (k71~)2] etk (2.18)

Entonces, podemos redefinir (2.11) usando la notacién anterior:

1
Gijlrs w) = oo 0 + T — fhiny + 50 + U7 — Iy

OndaP OnHaS
= Gf;(r; w) + GiSj(T; w) . (2.19)

Esto nos permitira separar los coeficientes para las partes P y .S cuando expandamos la solucién

elastica del problema.

También tenemos una expresion para las tracciones de Green [14],

1
ij = 3 (91 = 92 = 293)7075mm + gavin + 92751 + g3 7ens0ig] (2.20)
con
Cij Dy | _; Coy  Doj |
= |krAy; + By + —2 J R 4\ krAg; + Bo;j + —2 J iar 2.21
9j rAij + 1J+kT+(kr)2]e + |krAg; + 2j+kT+(kr)2 e , ( )

Onda S OndaP
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siendo conocidos los valores de A;j, By;, Cy;, Dyj (Tabla 2.1) conl =1, 2y j =1, 2, 3. Luego,

S
Ty = T (r; w) + Tjj (r; w). (2.22)

Como muestra la Figura 2.4, para representar los campos de desplazamientos y tracciones en
Ry localizaremos sobre el eje z, en la regién Rp, un nimero finito M de soluciones particulares
que representen desplazamientos (G;) o tracciones (Tj;) dirigidos en z. De esta forma, el campo

transmitido de desplazamientos en Ry serd el siguiente:

(BPGE(r1; w) + BSIGE (175 w)) . (2.23)

NE

U; =

<.
Il
-

Anélogamente el campo transmitido de tracciones serd el siguiente:

M
ti=)  (BYTL(; w) + BYTI(r; w) | (2:24)
j=1
donde 77 = ||x — &’|| la distancia de fuente j-ésima a observador, y Tj, la componente i de la

traccién de Green generada por una fuerza en direccién z.

J

1 2 3
Ayj 0 0 —q
Agj —ifB/a i(26%/a® — B/a) 0
Byj 4 -2 -3
By  —432/a* -1 482 /a2 —1 232 /a?
Cy; —i12 i6 i6
Cy; 1128/« —i60/ —i66/
Dy —12 6 6
Do, 12 —6 —6

TABLA 2.1: Coeficientes de la ecuacién (2.21)

2.2. Extendiendo la familia T-completa

Hasta aqui, hemos construido una familia de funciones para representar el campo de desplaza-
mientos en Ry con base en la idea de que la superposicién de los desplazamientos generados por
varias fuerzas puntuales, aplicadas sobre el eje de simetria, podra aproximar los desplazamientos

resultantes de la interaccion fluido-solido.

Teniendo en cuenta los patrones de irradiacién de la parte P y la parte S mostrados en las

Figuras 2.5 y 2.6, podemos observar que es posible mejorar la representacién en el espacio de
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diferentes geometrias, si incluimos una base que posea simetria esférica. Esto nos permitira, mas
adelante, representar un problema ideal esférico y asegurar que este tipo de geometrias estén

bien representadas.

Figura 2.5: Patréon de radiacién para la onda P debida a una fuerza puntual sobre z, fg

A la izquierda se ve la seccion transversal del patrén en un plano que contiene a la fuerza,

mostrando la fuerza y las direcciones de polarizacién. A la derecha se ve el patrén de radiacién

tridimensional. Las flecha al centro de la figura de la izquierda representa la fuerza, mientras
que las flechas sobre el perimetro las direcciones de polarizacién

FIGURA 2.6: El patrén de radiacién para ondas S debido a una fuerza puntual, f:g, analogo a
la figura 2.5.

Desde una perspectiva clasica, podemos aproximar el campo transmitido de cada solucién par-
ticular para el desplazamiento como una combinacion lineal de la familia completa de funciones

de onda de la forma
Up = Z Anmyfp:znfm + Z Bnmyfp;zlfm (2.25)
Pm
ug = Apmys mem + D Bumt5Q fm + Y Coml 5 fim sig (2.26)

g B
Uy = Z Anmyg g Im sig + Z Bnmy3 6)m Gm Sig + Z Cnm —le) Q' gm (2.27)
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donde Ay, Bpm v Chm son coeficientes por determinar, y siendo

d = §N: i (2.28)

n=0m=0
1
ul’ =~ [nGalar) — aréupa (ar)] (2:29)
v =~ [on(n+ 1)Gu(kr)] (2.30)
W =~ Galar) (231)
5 = [0 1)Ga(kr) + KrGua (br)] (232
oF = = [rrGa(hr)] (233
P = P (cos0) (2.34)
d
Q= ) {P*(cos0)} (2.35)
I = cosm¢ caso P, S (2.36)
"] sin maeo caso T '
_ sinm¢ caso P, S (2.37)
gm = cos me caso T ‘
. 1 caso P, S (2.38)
sig = .
& -1 caso T

donde ¢ = w/a, k = w/B y (, es una funcién radial solucién de la ecuacién esférica de Bessel.
Los superindices P, S y T se refieren a las ondas P, S esferoidales (o SV) y a las ondas S

toroidales (o SH), respectivamente.

La funcion radial, ¢, dependera de las condiciones de frontera que se tengan,

) { Jn() funcién esférica de Bessel de primera especie y orden n
n\") =

hﬁ}’”(-) funcién esférica de Hankel de primera o segunda especie y orden n
(2.39)

En el caso de una regién abierta como Ra, en la que las ondas deberan cumplir el principio
de radiacién de Sommerfeld [23], la familia de funciones adecuada es {hg)}. La familia {j,}
serviria para representar una regién cerrada, donde existirifan ondas atrapadas viajando en
ambos sentidos de propagacion; el que no es nuestro caso, pues buscamos ampliar la familia

T-completa para la region elastica (R2).

Para la finalidad de este trabajo, s6lo nos interesa obtener una expresién con simetria azimutal,
es decir, m = 0. Esto simplifica las expresiones para el desplazamiento de manera significativa,

pues este depende unicamente de r y 6, sin producir ondas SH.
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Reescribiendo (2.25) y (2.26) usando la funcién esférica de Hankel de segunda especie y orden

n=0
N
1
+ Z Bp - [—n(n + DhP (kr)| Py(cosf) (2.40)
n=0
4 L@ o
0 — n - - n
u ZA rh" (qr) pT {P,(cos0)}
n=0
N
1 d
+ ZO By [=(n 4+ DD (k) + kb2 (k)] 2 {Palcos®)} (241)

siendo A, y B, los coeficientes indeterminados A, v Bpm con m = 0.

Ademas, dado que m = 0, tendremos que
ug = 0. (2.42)
Si tomamos en cuenta sélo los términos hasta N = 1, obtenemos
up = Ag 1 n (ar) = arn (ar)| + {A1 ) (qr) — By fh?)(kr)} cos 0 (2.43)
g = — {Al %h@(qr) + B % |—2n ) (kr) + kD (k)| } sin 0 (2.44)
De aqui en adelante, mostraremos que las ecuaciones (2.42) y (2.43) son una generalizacién de

la solucién de Stokes (2.11) usada, infiriéndose que existe un término que podemos anadir a la

familia T-completa.

Considerando las funciones esféricas de Hankel,
WP (z) = ée—iz (2.45)
o '
W(z) =i {i + ] e " (2.46)
2 (3 1
h(2 )(Z) = |:Z <3 — ;

z
' 1 (3
= |:3’L <22 + Z?’> - Z:| (& , (247)
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si reescribimos f1 y fa (ecuaciones 2.13 y 2.14, respectivamente) en funcién de funciones esféricas
de Hankel, veremos que las expresiones anteriores son muy similares a las expresiones de la

funcién de Green de la ecuacién de Navier en frecuencia (2.11).

fi = —ikr [ 5)3h<2>’< r)+ 2h<2>(k-r>] (2.48)
o 1\ kr 1 '
31 2
fo = —ikr [(g) ah@ (qr) + Ehf)(kr) - hf)(kr)] . (2.49)

FI1GURA 2.7: Relacién geométrica entre los desplazamientos.

Para cambiar a coordenadas esféricas hacemos uso de la Figura 2.7, representanto sus analogos

u, y ug de la siguiente forma:

Uy = up,sinf + u; cos 6 (2.50)

up = U, cosf — u, sinf (2.51)
Reescribiendo (2.11) con las expresiones anteriores, tenemos que

Grz(r; w) = Gp(r; w)sinf + G..(r; w) cos

1 . 1
= Irpr [(f1 — f2) 'Yp’)/z] sin 6 + W [f2 +(fi— f2) ’yz] cos
— 1 [f1 sinZ 6 cos § + f2 (_ sin? Gcose) + fi cos O + o (1 — cog? 9) COSH]
T
1
= 47rurf1 cos (2.52)

con 7y, = sinf y . = cos 0, siendo los cosenos directores en p y z, respectivamente. Notamos que
el subindice de la funcién de Green, rz, se refiere a que tenemos la proyeccién en r (coordenadas

esféricas) de una fuerza dirigida en direccién z (coordenadas cilindricas).
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Anélogamente podemos obtener que

Gez(r; w) = — 7rluT’f2 sinf. (2'53)

Reemplazando (2.48) y (2.49) en (2.52) y (2.53), respectivamente, tenemos que

Gro(r; w) = 4Z:I~L [<B> h(2) (gr) + ;th)(kr)] cos 6 (2.54)
. 3
Go(r;w) = ﬁu [(i) qrh( Y(gr) + %h&”(kr) - h§2)(kr)] sinf. (2.55)

Asi, vemos finalmente que si definimos

. 2
1 (6%
T <B> (2.56)

. 2
2 (6%
Bi=q (ﬁ) , (2.57)

las componentes p y z de la funcién de Green son precisamente correspondientes a las expresiones
(2.43) y (2.44), tras tomar m = 0 y n = 1 de la expansiones en coordenadas esféricas (2.25)
y (2.26). Esto nos lleva a concluir que, si anadimos el término considerando m = 0y n = 0,
obtendremos una familia de funciones mas completa (en el sentido de Trefftz) que incluya los
casos radialmente simétricos. La derivaciéon de las expresiones para esta familia, que llamamos

“fuente monopolar eldstica”, se pueden encontrar en el Apéndice A.

Anadiendo los términos resultantes de los desplazamientos y esfuerzos generados por la fuente
monopolar elastica a las expresiones (2.23) y (2.24), obtenemos una nueva familia de funciones

mas completa que la anterior.

M
ui =y (BMGEL(wir?) + BYG (wir?) +CTuy) (2.58)
j=1
M .
Z (BPITE (w;r?) + BSITS (w;r?) + C919) | (2.59)
7j=1

donde u? y t? representan los desplazamientos y las tracciones generados por la fuente mono-
polar. Para recalcar la analogia con las expresiones (2.43) y (2.44), notamos que los términos
ponderados por A; son aquellos que ahora se identifican con BP7; los ponderados por Bs, con
B5J: y los ponderados por Ay con C7. Las tracciones se derivaron directamente de las expre-

siones para los esfuerzos que se encuentran en el Apéndice A.
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2.3. Condiciones de Frontera

Las interaccién fluido-sélido impone tres tipos de condiciones de frontera: (i) que los desplaza-
mientos sean continuos a lo largo de ella, (ii) que las tracciones normales sean iguales al negativo

de la presion, y (iii) que las tracciones transversales sobre la interfaz sean nulas.

2.3.1. Continuidad de desplazamientos normales

Definiendo la normal a R como n = n;Z;, la condicién de continuidad de desplazamientos

normales en la frontera es:

R
U, I’I’Li

R
or an‘aR ’ (2.60)

con los superindices Ry y Ro simbolizando la familia T-completa en la que se expanden los
desplazamientos correspondientes. Se usan la notacién de Einstein para expresar implicitamente

la suma sobre los subindices con ¢ =1, 2, 3.

Sabemos que en R

1 Op
Ry _
ut = 12 Oz (2.61)
Luego (2.60) equivale a
1 90 _ZkfR ;jsink R M
2 on | Py S (= 2 (BHGLEN )+ BYGLEY )+ Ot w)
J=1 =1
(2.62)

con 9/0n = (0/0x;)n;

Reordenando términos obtenemos que:

M

N . ;
Y Aji —_— — B 7G‘ ; )
P12 ]; an { kyRI } 2 (15 whn

=1

MSlSl MlOl 1 9 e kiR
—ZX;B G2 (Y w)ni—;C’ui (r'; w)n; = _p1w287n {pOR} . (2.63)

Notando que

d (sinkfRI| 1 ’ SlnkfRJ z2—27
8n{ P }—Rj[coskfR PRy RJ n, + R " (2.64)

0 (e kiR C14ikfR g [ p — 25
— e . 2.65
an{ R } R? {R e } (2:65)
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reescribimos (2.63), obteniendo

N .
1 o1 . smkfRJ z—2
J J
p1u? ;A Ri [COSkfR kR ] [RJ R ”]

M M M
=S BPIGE G wim — 3 BGE (11 wpni — 3 Clad (s wng
1=1 =1 =1

1+7/kfR Z—Zs —ik+R
= W {R P + an}poe I, (266)

2.3.2. Continuidad de tracciones normales

Sabemos que la componente normal de la traccién debe ser igual al negativo de la presiéon a lo

largo de las paredes del cilindro, es decir
ting = —p. (2.67)

Desarrollando la ecuacién (2.67) mediante las expresiones (2.9) y (2.23), llegamos a la expresién

al sin kg R M SiTP( SimS o, o—iksR
J
jZ::lA P —1—1223 T, r wnz—i—ZB T:( r wnz—l—ZCt rl w)n; = —po I
(2.68)
2.4. Tracciones trasnversales nulas
La condicién que implica que las tracciones transversales sean nulas es
ton, —t.n, =0. (2.69)

Desarrollando la ecuacién anterior mediante (2.24), tenemo que:

M
ZBPZ TP (r!; wyn, — TL (175 win,] + ZBS’l [T,fz(rl; w)n, — T3 (r; w)np}
=1

—i—ZCl [tO s wyn, — t0(r; w)np] =0 (2.70)
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2.5. Sistema de ecuaciones

Para resolver el problema de una inclusién fluida axisimétrica en z en un espacio eldstico ho-

mogéneo, usaremos una fomulacién de Colocacién (seccién 1.2.2), construyéndose un sistema

lineal de ecuaciones para los coeficientes desconocidos A%, B, B%i y (. Usando las ecuaciones

(2.66), (2.68) y (2.70), se obtiene un sistema de tamano L x (N 4+ 3M), con L el nimero de

puntos de colocacién en la frontera OR, N el nimero de soluciones particulares para Ri, y M

el nimero de soluciones particulares Ro. Este sistema es, entonces, de la forma:

N M M M
L (F |GP | G5 |
L|Fy | TP | TS| 0
L\NO |[TFP|T% |

3L x (N + 3M)

1
L[ Fpy
L Fao (2.71)
L\ o

3L x 1

Es decir, Ka = f, con K de dimensién 3L x (N + 3M ), siendo resuelto por medio del el método

SVD, como se explica en la seccién 1.2.3.
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Validacion

El método propuesto es novedoso en cuanto a la familia T-completa y su aplicacion. Por este
motivo es necesario comprender sus limitaciones y potencialidades para luego obtener resultados

que posean validez.

Con este objetivo, se hizo uso de la solucién analitica de un problema clésico; compuesto por
una cavidad esférica con cierto fluido no viscoso y una fuente centrada explosiva, rodeada por

un espacio elastico homogéneo (Figura 3.1).

Ficura 3.1: Esfera fluida inmersa en un espacio elastico homogéneo. En tridngulos rojos se

sefialan las posiciones de los receptores donde se calculan las funciones de transferencia, con a =

0.1 [m] el radio de la esfera. Las densidades del fluido y del sélido son p; y ps, respectivamente.

Las velocidades de propagacion de las ondas de presiéon en el fluido, la onda P y la onda S en
el sélido son ¢, o y B, respectivamente.

Para tener una nocién de los distintos escenarios posibles, se hizo una comparativa entre la
funcién de transferencia analitica para la presién (fluido) o la traccién (sélido) [21] [22] y la fun-

ci6én aproximada correspondiente planteada en el Capitulo 2 (ecuaciones (2.9) y (2.59)), usando

27
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distintos parametros para los medios. La combinacion de estos pardmetros se basd en cinco
distintos tipos de medios (ver Tabla 3.1), calculdndose cuatro posibles casos caracteristicos re-

sumidos en la Tabla 3.2.

Medios fluidos
plkg/m’]  c[m/y
Agua 1.0x10% 1.5x10°
Lodo 1.5 x 10> 1.65 x 103
Magma | 2.8 x 10> 2.0 x 103
Medios sélidos
plkm/m’]  afm/s]  Bm/s]
Rocal | 3.0x10% 6.0 x10° 3.0 x 10°
Roca2 | 2.8 x10° 3.5x10% 1.9x10°

TABLA 3.1: Valores caracteristicos para los medios calculados.

| p1[kg/m?] cm/s] pi/p2  c/a /B

Caso 1 1.0 1.5 0.333  0.25 0.5

Caso 2 1.5 1.65 0.5 0275 0.55
Caso 3 2.8 2.0 0.933 0.333 0.666
Caso 4 2.8 2.0 1.0 0571 1.053

TABLA 3.2: Casos usados para validar el método implementado. Se varian las propiedades de
los medios y se comparan los resultados con la solucién analitica.

En resumen los diferentes casos tratan de ejemplificar los siguientes escenarios:

Caso 1: corresponde al caso donde el medio fluido es agua y el medio sélido es “Roca 17, siendo

un simil de roca baséltica. Figuras 3.2, 3.3 y 3.4.

Caso 2: el medio fluido se puede pensar como un lodo, siendo més denso que el agua, mientras

que el medio sélido es el mismo (Roca 1). Figuras 3.5, 3.6 y 3.7.

Caso 3: esta vez el medio fluido se vuelve a cambiar, correspondiendo a un magma tipo basélti-

co, mientras que el sélido no se varia (Roca 1). Figuras 3.8, 3.9 y 3.10.

Caso 4: se cambia el medio sélido, teniendo la misma densidad que el magma contenido y
velocidades de propagacion tales que 8 < ¢ < «. El fluido se mantiene como un magma

de tipo baséltico. Figuras 3.11, 3.12 y 3.13.

Es importante notar que los casos 1 y 2 buscan considerar casos de alto contraste de densidad;
mientras que los casos 3 y 4 representan la interaccién de un magma baséltico rodeado por una

roca de similar densidad (p. ej. Nishimura, 2003) siendo casos de bajo contraste de densidad.

La comparativa se tom6 en dos puntos caracteristicos, llamados “Receptor 17 y “Receptor

2”7, como se puede ver en la Figura 3.1. Las posiciones de dichos puntos de observacién se
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establecieron de forma que uno de ellos (Receptor 1) se encontrase en la regién que contiene
el fluido, mientras que el otro (Receptor 2) en el sélido. Luego se calcularon las funciones de

transferencia en ambas regiones, lo que permitié probar ambas familias T-completas.

Se seleccionaron las figuras que muestran la presion y la traccién, dado que los desplazamientos
son derivados de estas expresiones, comportandose de manera similar en relacién a los valores
analiticos. Luego se calculd el error porcentual con respecto a la funcién analitica para ambos

Casos.

Las frecuencias de corte f,,q, se determinaron en funcién de la frecuencia fundamental de un
oscilador esférico de radio a calculada por Kubotera (1974) [1],

_4.4c
27 a’

fo (3.1)

con c la velocidad de propagacion de las ondas en el fluido. De este modo, la frecuencia de corte

la aproximaremos a

c
fmaz = 10f0 ~T—. (32)
a
Alcanzando rangos que permiten observar varias frecuencias de resonancia.

Como se puede apreciar en todas las figuras 3.4, 3.7, 3.10 y 3.13, la solucién aproximada tiende
a empeorar en frecuencias cercanas a cero, donde esperamos que la funciéon de transferencia
diverja, implicando que los errores se amplifiquen considerablemente. Ahora bien, basta alcanzar
frecuencias un poco mayores a 0 [Hz] para que la solucién calculada tenga un error porcentual
no mayor al 15 % en el peor de los casos, considerandose en general que la solucién aproximada
se acerca suficientemente bien la solucién analitica. Otro aspecto notable es que el mejor caso
representado es el Caso 4 (Figuras 3.11 y 3.12), con un error porcentual no mayor al 4 %; siendo
la velocidad de propagaciéon de las ondas en el fluido subsénica con respecto a la velocidad de la
onas P en el s6lido, pero supersénica con respecto a la velocidad de las ondas S. Este caso es de

mucho interés, pues se presenta en ciertas interacciones de magma con el material confinante.

Se concluye a partir de las comparativas que la solucién estd bien representada y permite ex-
tender el cdlculo de funciones de transferencia a otros tipos de geometrias axisimétricas. Para
obtener resultados confiables se seleccionard el mejor caso, cuando 8 < ¢ < a'y p1/p2 = 0.933,

para luego aproximar la funcién de transferencia y finalmente obtener resultados en tiempo.
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FicUrRA 3.2: Caso 1. Presion en el receptor 1. Contraste de propiedades correspondiente a
agua-Roca 1 (Tabla 3.2). En azul se presenta la solucién analitica. En una linea entrecortada
verde se presenta la solucién aproximada.
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FicuraA 3.3: Caso 1. Componentes de la traccién en el receptor 2. Contraste de propiedades

correspondiente al de agua-Roca 1 (Tabla 3.2). Se considera la proyeccién de la traccién sobre

una superficie esférica. En azul se presenta la solucién analitica. En una linea verde entrecortada
la solucién aproximada.
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FIGURA 3.4: Caso 1. Error porcentual para la presién (receptor 1) y las componentes de la
traccién (receptor 2). Contraste de propiedades correspondiente al de agua-Roca 1 (Tabla 3.2).
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FIGURA 3.5: Caso 2. Presién en el receptor 1. Contraste de propiedades correspondiente al de
lodo-Roca 1 (Tabla 3.2). En azul se presenta la solucién analitica. En una linea entrecortada
verde se presenta la solucion aproximada.



Capitulo 3. Validacion

Tracciones en frecuencia
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FIGURA 3.6: Caso 2. Componentes de la traccién en el receptor 2. Contraste de propiedades

correspondiente al de lodo-Rocal (Tabla 3.2). Se considera la proyeccién de la traccién sobre

una superficie esférica. En azul se presenta la solucién analitica. En una linea verde entrecortada
la solucién aproximada.
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FIGURA 3.7: Caso 2. Error porcentual para la presién (receptor 1) y las componentes de la
traccién (receptor 2). Contraste de propiedades correspondiente al de lodo-Roca 1 (Tabla 3.2).
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FicurA 3.8: Caso 3. Presién en el receptor 1. Contraste de propiedades correspondiente al de
magma-Roca 1 (Tabla 3.2). En azul se presenta la solucién analitica. En una linea entrecortada
verde se presenta la solucién aproximada.
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FIGURA 3.9: Caso 3. Componentes de la traccién en el receptor 2. Contraste de propiedades

correspondiente al de magma-Roca 1 (Tabla 3.2). Se considera la proyeccién de la traccién sobre

una superficie esférica. En azul se presenta la solucién analitica. En una linea verde entrecortada
la solucién aproximada.
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F1cura 3.10: Caso 3. Error porcentual para la presién (receptor 1) y las componentes de la
traccién (receptor 2). Contraste de propiedades correspondiente al de magma-Roca 1 (Tabla 3.2).
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FIGURA 3.11: Caso 4. Presion en el receptor 1. Contraste de propiedades correspondiente al de
magma-Roca 2 (Tabla 3.2). En azul se presenta la solucién analitica. En una linea entrecortada
verde se presenta la solucion aproximada.



Capitulo 3. Validacion

35

Tracciones en frecuencia
T T T

104 T T T T
— t,(r; w) analitica, rec. 2
= 10 -—  t,(r; w) Trefftz, rec. 2 |4
3
102 i
~
=
g 10t} 1
100 I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140
10 K K K K K T K
— t.(r; w) analitica, rec. 2
Z 1% -— t,(r; w) Trefftz, rec. 2 |4
3
102 ]
&
Eﬂ 10t i
100 I L L L I I I
0 20 40 60 80 100 120 140

£

FIGURA 3.12: Caso 4. Componentes de la tracciéon. Contraste de propiedades correspondiente

al de magma-Roca 2 (Tabla 3.2). Se considera la proyeccién de la traccién sobre una superficie

esférica. En azul se presenta la solucién analitica. En una linea verde entrecortada la soluciéon
aproximada.
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F1GURA 3.13: Caso 4. Error porcentual para la presién (receptor 1) y las componentes de la
traccién (receptor 2). Contraste de propiedades correspondiente al de magma-Roca 2 (Tabla 3.2).
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Resultados

En este trabajo en particular, pensando en la gama de posibilidades que son de interés, se

calcularon las funciones de transferencia y las respuestas en tiempo de dos diferentes geometrias:

1. Una esfera con la fuente en z = 0.2 a, con radio a = 0.1 [m].

2. Un cilindro de radio a = 0.1 [m] y largo 6 a. Las tapas se modelaron de forma esférica, con
radio a, para suavizar la geometria. Se calcularon los casos de fuente centrada (z = 0) y

descentrada (z = 1.8 a).

Tedricamente el modelo no tiene restricciones mientras se respete la simetria, pero es conveniente
iniciar con geometrias suaves para tener una base de referencia para comparar con casos de

geometrias més complejas.

A pesar de las consideraciones de simetria que simplifican el problema, se puede extraer in-
formacién valiosa sobre el efecto que tendra, por ejemplo, el situar la fuente en z # 0. Por
otro lado, una geometria axisimétrica, tal como un cilindro que posea o no variaciones en su
diametro, permite analizar casos de interés en diversas areas de la modelacién de problemas

elastodindmicos.

Una vez escogidos los pardmetros escenciales (densidades y velocidades de propagacién, corres-
pondientes al Caso 4) con base en la comparacién con el modelo analitico de la esfera, podemos

resolver casos de mayor complejidad.

Es importante notar que, luego de calcular los coeficientes de las distintas familias T-completas,
podemos realizar un gran nimero de pruebas a través del calculo del campo de desplazamientos
o tracciones asociadas. En otras palabras, tendremos la solucién aproximada del problema en
el espacio, por lo que las posibilidades de estudiarla son muy variadas. En particular, para

obtener los contornos mostrados y los mapas de campos vectoriales, se calcularon los valores de

37
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la funcién de transferencia para cada regién en una malla de 1800 puntos (60 x 30) manteniendo

la proporcion del area que se quiso graficar.

Para los resultados en el tiempo se usé un pulso de Berlage [2], asegurando causalidad y permi-

tiendo establecer en frecuencia un espectro centrado en 10 [Hz| (ver apéndice B).

4.1. Esfera

Como se puede apreciar en las figuras 4.1 y 4.2, se graficé el movimiento de particula y los
correspondientes sismogramas sintéticos para una linea de 16 receptores puestos de forma ver-
tical, pasando por las regiones fluida y sélida. Se aprecia ostensiblemente el efecto que genera
una fuente no centrada, teniendo los desplazamientos en dicho caso un desfase que genera un
movimiento eliptico progrado o retrégrado, dependiendo de la posicién del receptor en funcién

de la fuente (z =0 o bien z = 0.2a).

El caso de la esfera tiene mucha importancia debido a que es sencillo intuir el comportamiento
que tendra, por ejemplo, el posicionar la fuente ya no en z = 0, sino en un valor tal que |z| < a.
En particular, al posicionar la fuente en z = 0.2 a, esperamos que el efecto de la asimetria de
la excitacién implique amplificaciones en frecuencia mayores en z > 0, pero manteniendo la
influencia de la forma esférica. Asimismo, en tiempo debemos ver el acoplamiento de los frentes
de onda que se refractan dentro de las paredes de la esfera, produciendo un efecto de movimiento
no alineado con la direccién a la fuente; es decir, un desfase entre las proyecciones en p y en z

de los desplazamientos.

En las figuras 4.3, 4.4 y 4.5; se muestran seis snapshots compuestos por el médulo de las funciones
de transferencia en el espacio de la presion y traccién (ecuaciones 2.9 y 2.59), la respuesta en el
tiempo y los desplazamientos en tiempo de forma vectorial, respectivamente. Si bien existe cierta
“saturacién” en el espectro de las funciones de transferencia cerca de la fuente, perdiéndose la
resolucién el sélido, se puede ver claramente el efecto que tiene la fuente descentrada, generando
zonas de amplificacién no simétricas en z que se vuelven cada vez mas complejas a medida que la
frecuencia aumenta. Es muy interesante ver cémo a frecuencias altas las zonas de amplificacién
se comportan como armonicos esféricos en el sélido, pero influidos por la excentricidad de la
fuente. En tiempo se aprecia de forma clara la propagaciéon de los frentes de onda, especialmente
en el caso de los desplazamientos (Figura 4.5), donde se ve la complejidad del campo generado
en la interaccién fluido-sélido, generandose frentes de onda que comienzan en la parte superior

para luego propagarse hacia el polo opuesto de la esfera.



Capitulo 4. Resultados 39

4.2. Cilindro

Se modelé un cilindro con tapas de forma esférica manteniendo los mismos parametros del
medio que fueron usados para la esfera. Se escogieron tapas esféricas para suavizar el efecto
que producen las variaciones abruptas de la geometria teniendo en cuenta, ademas, que es
mas natural una tapa curva que una completamente plana, probablemente siendo la forma real
similar a una catenaria. El largo del cilindro se supuso como 3 a para poder observar el efecto

tanto de las tapas esféricas como de las paredes.

Dado que este caso no ha sido explorado anteriormente, se calculé la respuesta del mismo
cilindro, pero variando la posicion de la fuente. El primer caso representa el efecto de una fuente
centrada, z = 0, esperandose que exista simetria con respecto a dicho punto. En el segundo
caso la fuente se ubica en z = 1.8 a, por lo que se debe perder la simetria con respecto a z = 0,
mostrandose en frecuencia el efecto de zonas de amplificacién en la tapa méds cercana a la fuente;

y en tiempo, la generacion de frentes de onda desde la misma zona.

4.2.1. Fuente centrada

Las funciones de transferencia en el espacio (Figura 4.6) reflejan la simetria esperada en torno
a la fuente. Como es de esperar, en la region Ry las amplificaciones son muy altas cerca de la
fuente, volviéndose patrones mas complejos al aumentar la frecuencia al igual que en la esfera.
Es interesante observar cémo en la regién Ro se mantiene la simetria con respecto a z = 0, pero
el efecto de la geometria de las paredes y las tapas se refleja generando zonas de amplficacién
dirigidas desde las tapas en direccién al eje z y desde la pared cercana a la fuente hacia el eje
p; pero también “zonas de sombra” que se intercalan con las anteriores. Las amplitudes de las
funciones de transferencia contrastan en un orden de magnitud entre ambas regiones, mostrando
que la mayor parte de la energia que produce la fuente es contenida en el fluido, como es de

esperarse al no poseer rigidez.

La propagacién de ondas de presion y traccion (Figura 4.7) muestra claramente los efectos en
tiempo de la geometria, produciendo ondas que asemejan esferoides al verse afectados los frentes
originalmente esféricos por la interaccién con el sélido a lo largo de una geometria diferente.
Como esperamos a partir de las amplificaciones que vimos en frecuencia, existen zonas de sombra
intercaladas con zonas de amplificaciones considerables a partir de la interfaz cercana a la fuente
y en las tapas, siendo las tdltimas verdaderos amplificadores al concentrar los frentes de onda
para luego emitirlos hacia el sélido. Por otro lado, el campo de desplazamientos (Figura 4.8) en
tiempo muestra ondas de alta complejidad emanando del cilindro, con efectos torsionales en el

sélido que seguramente se deben a la geometria.
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4.2.2. Fuenteen z=18a

Las amplitudes en frecuencia (Figura 4.9) se ven dramaticamente influidas por el cambio en la
posicién de la fuente. Esto se aprecia claramente en la regién Rj, pues debido a la posicién de
la fuente se generan zonas de amplitudes altamente antisimétricas. Si se mira con detalle, las
mayores amplificaciones en este caso son de ~ 100 [Pa], siendo muy similares a las obtenidas
en la esfera. Esto se puede interpretar como el efecto del acercamiento de la fuente a la tapa
superior, que tiene forma esférica, ya que condensa el efecto de la fuente en dicha zona. En la
regién R, se ve el efecto de la posicién de la fuente en la pérdida de simetria de las diferentes
zonas de amplitudes. Ademads, se aprecia una direccionalidad de los contornos, probablemente
debida a la fuente. Las amplitudes se mantienen dentro de los mismos valores para el caso
anterior, mostrando una vez mas que la energia que es transmitida depende principalmente de

las propiedades de los medios, no asi de la fuente.

Las presiones y tracciones en tiempo (Figura 4.10) son consecuencia directa de las amplitudes en
frecuencia, mostrando los efectos de situar la fuente en un extremo. Es interesante notar cémo la
geometria de la tapa cercana a la fuente le permite al frente de presién mantener su geometria
esférica, viéndose luego el efecto del alargamiento de la geometria, y nuevamente mostrando
cémo la tapa inferior logra generar frentes de onda en direcciéon a z. También se puede ver a
lo largo de la pared frentes de onda que viajan por la interfaz con una amplificacién mayor
en el sélido, dando a entender que estamos en prescencia de ondas superficiales; lo que esta en
acuerdo con las propiedades de los medios, pensadas de forma que este fenémeno se manifieste

(B<c<a).

El campo de desplazamientos (Figura 4.11) es de particular belleza, pues permite apreciar
el efecto de la tapa esférica superior en ambas regiones, produciendo desplazamientos que se
propagan de forma muy similar a los producidos por la esfera, pero perdiendo dicha forma en
las zonas méas alejadas de la misma. Es asi una mezcla de ambos campos para luego ser casi

nulo en la tapa inferior.
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FIGURA 4.1: Lado izquierdo: movimiento de particula para una fuente centrada en z = 0
(punto verde). Se puede apreciar que los desplazamientos se restringen casi exclusivamente sobre
la direccién a la fuente. Lado derecho: sismogramas sintéticos para los mismos receptores.
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FIGURA 4.2: Lado izquierdo: movimiento de particula para una fuente en z = 0.2a (punto
verde). Se aprecia el efecto de la fuente no centrada en el desfase de las proyecciones en r y en
z. Lado derecho: sismogramas sintéticos para los mismos receptores.
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7= 2.03E+01 [H], prar = 8.87E+01 [Pa]
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7= 4.01E+01 [H], prar = 1.09E+02 [Pa]

0151

0101

0.05 |-

—0.05 |

—0.10 |

—0.15 |

0.00

el

—0.20

0.1

l},‘l
rm]

(B) f~2fo.

0.0 0.2

0.3

0.20

0151

0101

0.05
A oo
—0.05

—0.10

—0.15

7= 8.02E+01 [H], prar = 1.05E+02 [Pa]

—0.20

0.20

0.3

0.15

0.10

0.05

0.00

—-0.05

—0.10

—0.15

—0.20

0.1

l},‘l
rm]

(F) f~6fo.

0.0 0.2

0.3

F1cURA 4.3: Valores absolutos de las funciones de transferencia para seis frecuencias carac-
teristicas. La frecuencia fj se aproxima a c/a, coincidiendo con la frecuencia en la que se centra
el espectro de la fuente (ver Apéndice B). Para la regién R; se muestra el valor de la presién,

mientras que para la regién Ry el valor de la traccién total.
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- t = 5.38E-02 [s], pruar = 2.45E+00 [Pa] - t = 7.89E-02 [s], puar = 5.20E+00 [Pa]
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F1GURA 4.4: Frentes de onda para una serie de seis tiempos cercanos. Se puede apreciar la

propagacion de los frentes de onda y los efectos de la excentricidad de la fuente. En la regién

R, se muestra el valor absoluto de la presién, mientras que en la la regién Ry el valor absoluto
de la traccién.
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(E) t = 1.54 x 10~ [3].

(F) t = 1.79 x 1071 [s].

FicUurA 4.5: Campo de desplazamientos para una serie de seis tiempos cercanos. Se puede
apreciar la propagacion de los frentes de desplazamientos y los efectos de la excentricidad de la
fuente.
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F1GURA 4.6: Valores absolutos de las funciones de transferencia para seis frecuencias carac-
teristicas. La frecuencia fj se aproxima a c/a, coincidiendo con la frecuencia en la que se centra
el espectro de la fuente (ver Apéndice B). Para la regién R; se muestra el valor de la presién,

mientras que para la regién Rs el valor de la traccién total. Fuente centrada.
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t = 1.04E-01 [5]. prunr = 7.90E+00 [Pa] t = 1.54E-01 [5]. prur = 1.23E+01 [Pa]
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(E) t =3.05 x 107! [s]. (F) t = 3.55 x 107! [s].

Ficura 4.7: Frentes de onda para una serie de seis tiempos cercanos. Se puede apreciar la

propagacién de los frentes de onda y los efectos de la geometria . En la regiéon R; se muestra

el valor absoluto de la presion, mientras que en la la regiéon Ry el valor absoluto de la traccién.
Fuente centrada.
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7= 2.03E+01 [H], prar = 1.06E+02 [Pa]
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7 = 4.01E+01 [H], prar = 9.62E+01 [Pa]
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F1cURA 4.9: Valores absolutos de las funciones de transferencia para seis frecuencias carac-
teristicas. La frecuencia fj se aproxima a c/a, coincidiendo con la frecuencia en la que se centra
el espectro de la fuente (ver Apéndice B). Para la regién R; se muestra el valor de la presién,

mientras que para la regién Ry el valor de la traccién total. Fuente en z = 0.18 [m].
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(A) t=5.74 x 1072 [s]. (B) t = 1.58 x 1071 [].
g t = 2.58E-01 [5], pruar = 2.44E+01 [Pa] g t = 3.59E-01 [s — 2.81E+01 [Pa]
0. = (. -
0.7931 N 0.7951
0.3t | 0.3t |
0.3793 0.3833
. | & . = &
0.2 1 0.1600 § 0.2 1 FEHoaess g
01l ] 0.1379 | = 01l | HHouaz|s
i | i
0.1149 |3 = —0.1202 |3
0.0} ] y A oo} ] y
0.0019 L 0.0062 =
—0.1} E = -0.1} 1 &
= =
0.0690 § 0.0721 §
—021 g pae —021 1 e
0.0460 = 0.0481 =
—03} T 0.0230 =D ] 0,0240
04 0.0000 04 0.0000
02 -01 00 0l 02 03 04 03 06 02 -01 00 0l 02 03 04 03 06
rm] rm]
(C) t =258 x 107! [S] (D) t=359x 10! [S]
g g t = 5.59E-01 [5], pruar = 2.08E+01 [Pa]
0. 0. <
0.7948 A 0.7934
0.3t | 0.3t |
0.3843 0.3801
. | & . = &
0.2 1 01671 § 0.2 1 EHoa61 g
01l ] 0.1433 | = 01l | FHoa3s =
i | i
) 01104 2= = L0.1157 2=
0.0} 4 S 00F 4
0.0955 - 0.0025
—0.1f | —0.1f |
0.0716 0.0694
—0.2f : —0.2f :
0.0478 0.0463
=03 1 0.0230 =03 1 0.0231
—0.4 0.0000 —0 0.0000
02 -01 00 0l 02 03 04 03 06 02 -01 00 0l 02 03 04 03 06
rm] rm]

(E) t = 4.59 x 10~ [3].

(F) t =5.59 x 1071 [s].

F1cURA 4.10: Frentes de onda para una serie de seis tiempos cercanos. Se puede apreciar la
propagacién de los frentes de onda y los efectos de la geometria . En la regiéon R; se muestra
el valor absoluto de la presion, mientras que en la la regiéon Ry el valor absoluto de la traccién.

Fuente en z = 0.18 [m].
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0.2

0.1
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0.3

0.2

0.1

2 [m]

0.0

—0.1

—0.3

—0.4

2.01E-01 [3]

T O B T R P! 0.6 0s
rm]
(B) t =2.01 x 10~ [s].
4.02E-01 [s]
06 0s
I s T ]
m%%;;ﬁ!'ﬁ:ﬁ LOx 102

I T.':‘:E::’ i i
[ '? );_' i
T 06 0s

(F) t = 6.02 x 1071 [s].

F1caURrA 4.11: Campo de desplazamientos para una serie de seis tiempos cercanos. Es importante

notar que los tiempos que se muestran en este caso difieren de la Figura para las presiones y

tracciones, manteniendo el intervalo entre cada snapshot; pero siendo el primer tiempo més

tardio, permitiendo ver los efectos de las tapas y la posicién de la fuente de forma mas clara.
Fuente en z = 0.18 [m].



Capitulo 5

Conclusiones

Con base en el método de Trefftz indirecto desarrollado para casos elasticos, se propusieron dos
familias de funciones T-completas para resolver el problema de una inclusién fluida axisimétrica
en un medio elastico homogéneo en frecuencia. Dada la simetria del problema, las familias
usadas fueron relativamente sencillas, conservando el nimero azimutal como cero tanto en el
fluido como en el sélido. Para el fluido, se descompuso el campo de presiones en un término
de fuente esférico y funciones de onda lisas; mientras que para el sélido el campo radiado fue
representado por la suma de funciones de Green que son soluciones de la ecuacién de Navier
—o0 soluciones de Stokes—, separadas en parte P y S, mas una familia de funciones llamada
“monopolar elastica”, proveniente de la expansién del primer término de la base completa de

funciones de onda en coordenadas esféricas.

Se valid6 el uso de las familias de funciones propuestas por medio de la comparacién de la
solucién aproximada de una inclusién esférica con respecto a su solucién analitica. De diferentes
combinaciones de parametros para los medios, se determiné el caso en el que es mejor resuelto
el problema, mostrando que para todas las frecuencias de interés (10c/a > f > ¢/a con c la
velocidad de propagacién de las ondas en el fluido y a el radio de la esfera) resolver el problema

donde se presentan los efectos de la difraccién en la interfaz fluido-sélido con un error menor al

4%.

Se resolvieron tres ejemplos de importancia para el estudio de funciones de transferencia y
respuestas en tiempo: una inclusion esférica con fuente descentrada, una inclusion cilindrica con
fuente centrada y una inclusion cilindrica con fuente descentrada. Se calcularon las funciones
de transferencia en el fluido y en el sélido para las presiones y tracciones, respectivamente; y
sus respuestas en tiempo para presiones (fluido), tracciones (sélido) y desplazamientos (ambos),
generadas por una fuente de tipo Berlage. Se obtuvieron resultados satisfactorios en todos los
casos, pudiéndose observar los efectos de las geometrias y la posicién de la fuente tanto en

tiempo como en frecuencia.
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El cédigo usado fue creado en lenguaje Python, usando las librerias necesarias para resolver el
sistema de ecuaciones por medio del método SVD (Singular Value Decomposition), entre otras.
Gracias a la flexibilidad del lenguaje escogido, se cre6 una “Clase” (ver Apéndice C) que resuelve
el problema de la inclusiéon de forma general, permitiendo usar el cédigo como un laboratorio
numérico. Se programaron las herramientas suficientes para resolver la interaccion de cualquier
inclusién axisimétrica con una fuente dentro de la misma sobre el eje de simetria, y luego revisar
los resultados de forma directa: coeficientes, error, mal condicionamiento del sistema, funciones
de transferencia tanto en una malla como en una linea y respuestas en el tiempo. Otro aspecto
interesante es el uso de paralelizacion del calculo de coeficientes indeterminados y funciones de
transferencia, potenciando la rapidez inherente al método para resolver el problema. Ademas,
se pudo implementar el uso directo de subrutinas en Fortran, como la que discretiza la frontera,

aprovechando las bondades de ambos lenguajes de programacion.

El método aplicado muestra ser robusto en cuanto a la teoria y la eleccién de las familias T-
completas, pero al depender exclusivamente de la geometria donde se imponen las condiciones
de frontera, requiere un desarrollo més acabado de las consecuencias de las distintas elecciones
de su implementacion en el agoritmo que se use. En este trabajo los criterios de discretizacion de
la frontera fueron semi-empiricos: respetando la relacion clasica que se establece entre distancias
de puntos de colocacién con respecto a la frecuencia, pero escogiendo los demaés criterios en base
a diferentes pruebas realizadas a lo largo de la investigacion. Por este motivo, se decidi6 acotar el
rango de resultados inicialmente propuesto, pues quedaron muchas dreas por explorar en cuanto

a la discretizacién de las regiones y la implementacién de la solucién numérica.

Otro aspecto que cabe resaltar, es el uso del esquema de colocacién para resolver el sistema de
ecuaciones que se deriva de las condiciones de frontera. De los tres métodos clasicos (colocacién,
minimos cuadrados y Galerkin), podriamos decir que es el més répido y sencillo, pero a la vez
el que genera mas problemas con respecto al mal condicionamiento del sistema. Esto quiere
decir que la solucién calculada serd muy sensible a los pardmetros de los que depende, debido
a errores numéricos de redondeo. Por este motivo, el uso del método SVD para resolver el
sistema de ecuaciones, incluyendo el factor de Marquardt, fue de vital importancia para obtener
resultados confiables. Ahora bien, resolver el problema de la inclusién fluida en un medio eléstico
por medio de otro esquema, como puede ser Galerkin, podria permitir obtener resultados sin
este tipo de escollos, pero posiblemente aumentaria el costo de calculo. En un futuro cercano,
valdria la pena considerar el hacer un paralelo entre ambos esquemas para determinar su posible

aplicacién a problemas mas complejos.

Una proyeccion a corto plazo es resolver el problema de Lamb, del cual se dispone una solucién
analitica, para determinar si la propuesta de una tercera regién y la familia T-completa usada
es satisfactoria. Asi una vez establecida una superficie libre, se podria calcular la respuesta de

inclusiones en superficie, problema que es de mucho interés en sismologia.



Apéndice A

Fuente monopolar elastica

Pensando en la completez de la familia de funciones en la que queremos representar la solucion
del sélido, podemos agregar una familia de funciones andlogas proveniente de la combinacion
m = 0y n = 0 para las expresiones (2.25), (2.26) y (2.27). Estas funciones tendran una simetria
esférica, garantizando una buena representacion de problemas de interacciéon fluido-sélido que

posean geometrias de este tipo.

A.1. Desplazamientos en términos de funciones de onda gene-

ralizadas

Tomando las expresiones (2.25), (2.26) y (2.27), expandimos los desplazamientos para m =0y

n = 0, obteniendo

up = Aoyt (r)Po(cos 0) fo() + Booy? (1) Po(cos 0) fo(¢) (A.1)
Uy = Aooy?{j(r)% {Py(cos )} fo(o) + Bgoy?‘?(r)% {Py(cos )} fo(o) (A.2)
o = Cooy(r) =5 {Pofcos )} go() (A.3)
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Ahora bien, considerando n = 0 obtenemos

yi (r) = % [nén(ar) — arénsa(ar)] = % [—arh{(ar)] (A4)
yE() = - [+ Déalkr)] =0 (A5)
() = © hrahr)] = 1 [rn D (k)] (A6)
W) = ealar) = - ar) (A7)
U5(r) = [0+ Dakr) + kréuga (k)] = - [~h$2 (kr) + brh® (kr) (A.8)
Po(cos8) = 1 (A.9)
fo(g) =1 (A.10)
90() = 0 (A1)

podemos reescribir los desplazamientos como

uy = —Agogh? (gr) (A.12)
ug =0 (A.13)
ug =0 (A.14)

Es decir, para este término los desplazamientos seran unicamente radiales, teniendo simetria

esférica.

A.2. Esfuerzos en términos de los elementos vectoriales

Las expresiones para los esfuerzos con m =0y n = 0 son [9]:

orr = Agoys (1) Po(cos 8) fo(#) + Booys () Po(cos 0) fo() (A.15)

o060 = Aoo [y2 (1) + y& Ro(9)] fo(é) + Boo [y (1) + y§ Ro(0)] fo(¢) + Cooyh(r)Sofo(¢) (A.16)

o6 = Aoo [yE (r)Po(cos8) + y§ To(0)] fo(e)
+ Boo [y5 (r)Po(cos 0) + y§ (r)To(0)] fo(d) + Cooyls(r)Uo(0) fo(4) (A.17)

(r)

06 = Aooys (1)S0(0)g0(8) + Booyg (r)So(#)go(6) + Coo'yt32 (1o + So) go(9)

(A.18)



Apéndice A. Fuente Monopolar Eldstica 55

Py(cos0)
sin @

(—sign 0)go(¢)
Py(cos )

sin @

orp = Aooyy (r)

+ Booys (7)

(—sign 0)go(¢) + Coo(—y5(r))Qo(6)g0(¢) (A.19)

Py(cos )

org = Aoyt (r)Qo(0) fo(6) + Booys (r)Qo(0) fo() + Cooy(r) === fo(#)
(A.20)
Considerando que, con 7 = 0,

04(r) = 25 [ = D) = 5r %602 (0)

— —i—‘; [;krhéz)(k:r) + ;k2r2h§2)(kr)} (A.21)
() = 25 (k)] = 2 [krh? (k)] (A.22)
W) =2 |(nln = 1) = 544%) &ular) + 2arguiatar)]

= % _—;’fzﬂh(@ (qr) + 2qrh§2)(qr)] (A.23)
o) = 2 [0 = Déalar) — aréun (ar)]

= 2 har) — arhP(an)] (A.21)
ys (r) = % :<q2T2 - %k2r2 - n2> Enlar) — qr§n+1(qr)]

= %L _(qQ?‘2 - ;ker) he (qr) - qrh@(fﬁ“)] (A.25)
W) =~ e ar) =~ 2P ar) (A.20)
y50) = 28 [on(n + Dl(n — e (hr) — kréuga (k)] =0 (A.27)
vy (r) = 27‘2‘ [— <n2 —1- ;k%ﬂ) En(kr) — kr§n+1(kr)]

-2 [ 1+ ;k2r2> 1) (k) — krh?)(kr)} (A.28)
v5(r) = 25 [+ 1)k (br) — bréea (k)] = 0 (429
UE(r) = — 2 [+ D (hr) + bra (br)]

= 2 [ hD )+ k2 (k)| (A.30)
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y ademas que

Py(cosf) =1 (A.31)

d
Qul6) = - {(Po(cos )} = 0 (A.32)

cos 6
Ro(0) = Qo(0) = (A.33)
~ Qo(0) cost ) B

So(0) = g SinHPO(COS f)sig-0=0 (A.34)

d2
To(0) = 202 {Po(cosf)} =0 (A.35)

~ Qo(0)  cosd . B
Uo(0) = pr + - ePo(cos f)sig-0=0 (A.36)
los esfuerzos seran

2u [ 1

7 = oo |y ) + 2art )| (A.37)
ou [ 1
0ogp = Agor—l; (q2r2 — 2k2r2> h(()Q) (qr) — qrhgz)(qr)] (A.38)
o | 1

Opp = AOOT—I; <q27‘2 — 2k2r2> h(()Q) (qr) — qrhgz)(qr)] (A.39)
Top = (A.40)
O =0 (A.41)
o9 =0 (A.42)

A.3. Transformacion de Coordenadas

Ya que las expresiones para los esfuerzos y desplazamientos son en coordenadas esféricas, nece-

sitamos realizar un cambio de coordenadas para obtener sus equivalente en cilindricas.

Sabemos que

con B;; siendo la matriz de cambio de base! | y la expresién primada el desplazamiento en la
nueva base (cilindricas). Por otro lado, para calcular los esfuerzos en la nueva base, debemos
calcular

oi; = BirBjiow (A.44)

1Usamos “base” en el sentido dado por el Algebra Lineal, donde una base construye un espacio vectorial.
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Luego, como en este caso
) p z 0
B=—— 2 4 22 A .45
Nl R A (4.45)
z —p 0

los desplazamientos y esfuerzos en coordenadas cilindricas resultantes a partir de las expresiones

en coordenadas esféricas son,

P
Uy = —F/—U
r /02 + 22
z
Uy = p2+22ur
y
2 52
Opp = 550 + —5——50
PP 20T 200
52 02
UZZ: p2+Z2UT’F+ p2+22090
_zp zp
Uzp— p2+Z2UT’F— p2+22090

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

Dado que los deméas términos de los esfuerzos son cero, podemos calcular las tracciones de

manera sencilla,

¢ + v L + (==L
= OppNn OxpNy = — 50 — 50 n
p ppTlp zplTlz P2 T 22 T p2 T 52 00 p

zZp zp

2
z
t, = n Ny =\ > - — n A
z Opz p+0zz z (p2+220"r'r p2+z2009> p+ <p2+z20rr+

Opr
p2 + 22

zp
P2+ 22000 ) 1
(A51)

P
,02"’22099 Ny

(A.52)






Apéndice B

Pulso de Berlage

El pulso de Berlage [2] es definido por la siguiente férmula:

w(t) = AH(t)t"e™* cos(2 fot + ¢o) , (B.1)

donde H(t) es la funcién escalén de Heaviside. La forma es controlada por cuatro pardametros
ajustables: n, a, fo y ¢¢. El factor de decaimiento exponencial « y el exponenete n son consi-
derados constantes no negativas. Los parametros fy y ¢ corresponden a la frecuencia donde se

centrard el espectro y la fase de las oscilaciones, respectivamente.

La transformada de Fourier de (B.1) puede ser calculada analiticamente, quedando:

AT'(n+1) etido e~ido
W(f) = B.2
D=2y |- Ry - 2
donde
L«
Fl = +f0 +1— )
2m
y
o
Fy = —fo +1—.
2m

La amplitud del espectro tiene un dnico maximo en la vecindad de fy y decae asintoticamente

a cero para frecuencias mayores de orden ~ f~ (1)

El pulso de Berlage tiene muchas bondades aparte de ser bien definida su forma en tiempo y
frecuencia, como ser conocida explicitamente su funciéon de densidad de energia y poderse usar
como formas de onda de testeo para procesos de deconvolucion. Sin embargo, para los alcances
de este trabajo se aprovechd principalmente su cualidad de ser modelable facilmente en tiempo,
teniendo gran control sobre el tipo de fuente usada. El posible uso de sus demas propiedades

queda por lo tanto para un futuro anélisis.
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Las propiedades de la fuente usadas en todas los cdlculos de las respuestas en tiempo a lo largo

de este trabajo fueron:

A =5.0x 10! [m]

n =20

a="70[s] (B.3)
fo = 20.0 [Hz]

¢=-—m/2

La respuesta en tiempo y frecuencia para los valores usados en (B.3) se puede ver en la Figu-

ra B.1.

0.6 T T T
— Berlage en tiempo | |

0.2} i

0.0 ~ i

0.2 :

—04r :

—0.6 ‘ ‘ ‘
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

30 T T T tTS T T T

— Berlage en frecuencia | |

5 o .
0 ! I I )

0 20 40 60 80 100 120 140 160
fHz

F1GURA B.1: Pulso de Berlage en tiempo y frecuencia. Los pardmetro usados se muestran en B.3



Apéndice C

Software usado y breves acotaciones

A lo largo del desarrollo de esta tesis se trabajé puramente en base a las herramientas dis-
ponibles de software libre!. Esto lo decidié6 de manera independiente el autor, pensando en la
gran ventaja de la gratuidad y disponibilidad de todas las herramientas usadas, para permitir

el trabajo en cooperacién sin escollos econémicos como el adquirir una licencia en particular.

Se decidi6 también trabajar en Ubuntu?, que es un sistema operativo de libre descarga, usando
los paquetes disponibles para el mismo en el drea. Se escogié programar principalmente en
Python y complementar el cédigo principal son algunas subrutinas en Fortran que fueron usadas
de forma directa mediante “f2py”3. Este programa permite crear médulos implementables en
Python directamente, a partir de subrutinas hechas en Fotran, complementando las buenas

caracteristicas ambos lenguajes de programacion.

Al final del trabajo de investigacién, se opté por concentrar todos las piezas de codigo usado
mediante una “Clase”?, que en resumidas cuentas es una estructura que centraliza todas las
funciones usadas para resolver el problema por partes (p. €j., calcular los coeficientes indeter-
minados, calcular las funciones de transferencia, calcular la respuesta en tiempo, etc.). Asi, se

logré generar un cédigo que portable y que puede ser facilmente mejorado y debugeado.

Existe una gran cantidad de documentacién para Python® disponible en internet, siendo otra
gran ventaja para su uso en todo tipo de aplicaciones. Para este trabajo en particular se hizo

uso de los modulos:

"Wer “;Qué es el software libre?” en https://www.gnu.org/philosophy /free-sw.es.html
*Ver http://www.ubuntu.com

3Ver https://sysbio.ioc.ee/projects/f2py2e/usersguide/#the-smart-way

“Ver https://docs.python.org/2/tutorial /classes.html

5Toda la informacién se puede encontrar en https://docs.python.org
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= “scipy”, que contiene las herramientas necesarias para el analisis de Fourier y el uso de

funciones de Bessel, entre otras;

= “numpy”, que permite realizar operaciones matriciales y proporciona las herramientas

para resolver sistemas linales, usadas para implementar el método SVD de forma directa;
= “pp”, que es un médulo creado para calcular en paralelo de manera muy sencilla®;

= vy “matplotlib”, que contiene todas las herramientas necesarias para graficar los datos

obtenidos.

Esto permitié trabajar de forma eficiente y centrar el trabajo de programacion en los aspectos

tedricos mas que en problemas de implementacion.

Es altamente recomendable tomar en cuenta las alternativas disponibles al software usado en
ciencias (p. ej. Matlab) que son gratuitas y mantienen un desarrollo vertiginoso —como es
Python—. A su vez, realizar el trabajo de programacién bajo una plataforma basada en GNU /-
Linux —como es Ubuntu— es muy recomendable por la facilidad de instalacién y uso de estas

herramientas, al estar centralizadas a través de un centro de software.

5Ver http://www.parallelpython.com/
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