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4.2. Propiedades termodinámicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.3. Ecuacion de Gross-Pitaevskii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.4. Adimensionalizacion de la ecuacion de Gross-Pitaevskii . . . . . . 39
4.5. Gross-Pitaevskii en simetria esferica . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.6. Aproximación de Thomas-Fermi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Caṕıtulo 1

Introducción

A principios del siglo XX tras una serie de observaciones acerca de las cur-
vas de rotación de las galaxias aśı como de lentes gravitacionales, se dió pie a
generar la idea de algún tipo de materia que inflúıa gravitacionalmente en el
comportamiento de los objetos, sin embargo, no pod́ıa ser detectada por los
instrumentos de medición, es por esto que se le llamó materia oscura. A lo largo
del tiempo las mediciones del comportamiento de los cuerpos celestes, aunado
a que existe evidencia cient́ıfica que verifica que es correcta la Teoŕıa de la Re-
latividad General ([1], [2]) que explica su accionar, han hecho que el postulado
de existencia de este tipo de materia se haya mantenido y ganado credibilidad
dentro de una fracción de la comunidad cient́ıfica a pesar de que aún no hay
evidencia emṕırica de su existencia. Al buscar información sobre su naturaleza
se han propuesto diversos candidatos para ella [3], yendo desde campo escalar
hasta un tipo más exótico de part́ıculas.

Dentro de estas propuestas se han hecho diversas hipótesis acerca de su
comportamiento, algunos creen que se comporta como polvo, como una colección
de part́ıculas, como fluido, etc. Una de estas propuestas es la de campo escalar,
el cual, en trabajos recientes se ha demostrado que presenta una ventaja sobre
las demás descripciones, que se ahondará más adelante.

En esta serie de hipótesis puede verse que una distribución de campo esca-
lar en un fondo curvo con simetŕıa esférica tiene similitud matemática con una
ecuación que describe un tipo distinto de sistemas, los condensados de Bose-
Einstein ([4], [5]). El principal interés de esta similitud es que estos últimos,
aunque inicialmente predichos por la teoŕıa, hoy en d́ıa pueden ser producidos
en el laboratorio [6], además de que presentan caracteŕısticas peculiares como
superfluidez y vorticidad. El hecho de que sean sistemas controlados en labora-
torios da la posibilidad de probar las predicciones realizadas por la teoŕıa.

Un campo escalar es un campo asociado a part́ıculas de esṕın nulo, este
campo es utilizado en cosmoloǵıa como candidato a representar enerǵıa o ma-
teria oscura; la primera surge como una enerǵıa que produzca una presión en el
Universo que explique la expansión de este de manera acelerada, ya que intui-
tivamente éste debeŕıa estar colapsando o en todo caso desacelerándose debido
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

a la gravedad, por ser una interacción atractora. En lo que respecta a la ma-
teria oscura, se conoce poco acerca de su naturaleza aunque se sabe que debe
interactuar débilmente con el resto de la materia y consigo misma. También este
campo ha sido empleado para representar algunos campos cuánticos como cam-
pos de bosones en los cuales su representación requiere part́ıculas masivas de
baja interacción [7]. Estos campos también pueden dar lugar a configuraciones
autogravitantes llamadas estrellas de bosones.

Sin embargo una de las preguntas centrales acerca de si el campo escalar pue-
de representar a la materia oscura u otros objetos como los antes mencionados
es el hecho de que pareceŕıa que en el centro de las galaxias existen hoyos negros
supermasivos, dado lo cual, para que estos campos sean factibles debeŕıan de
poder sobrevivir en dicho entorno por tiempos muy grandes, de orden cosmológi-
co. Este hecho llevo a muchos investigadores a ahondar en ese tema, algunos
argumentando que la acreción se llevaŕıa acabo de manera rápida mientras que
otros sosteńıan la idea de que seŕıa de manera muy lenta. Inicialmente se creeŕıa
que no seŕıa posible dados los teoremas de “no pelos”, sin embargo, hay trabajos
([8],[9]) en los que se han llegado a encontrar estados de dichas configuraciones
que pueden llegar a permanecer en dicho entorno por tiempos cosmológicos, y
por tanto, supone posible que represente a la materia oscura. El teorema antes
mencionado postula que las soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell,
que son las que acoplan gravitación y electromagnetismo dentro de relatividad
general, pueden ser completamente caracterizadas por sólo tres parámetros ob-
servables, masa, carga eléctrica y momento angular, y por tanto, el resto de
los componentes de los que está hecho el hoyo negro o lo que circunda en él
desaparece tras el horizonte de eventos, por lo que se vuelve inaccesible para
observadores externos [10].

Este campo escalar es descrito por la ecuación de Klein-Gordon ([11], [12]),
la cual tomando un fondo curvo, generalmente Schwarzschild, y resolverla se
pueden encontrar configuraciones de campo escalar que tengan como compor-
tamiento en infinito un decaimiento, para lo cual se requieren condiciones de
frontera espećıficas como ondas salientes hacia infinito y ondas entrantes en el
horizonte.

Con esas condiciones y ciertos valores de la masa del campo escalar se pueden
llegar a configuraciones de larga duración. En estos estados existen frecuencias
para las cuales la amplitud dentro del pozo de potencial externo que se esta
usando toma valores grandes respecto a las amplitudes cercanas al horizonte del
hoyo negro ([8], [9]).

Por otra parte se encuentra la ecuación de Gross-Pitaevskii, la cual es una
aproximación de campo medio que nos describe a los condensados de Bose-
Einstein que son sistemas que fueron predichos por Satyendra Nath Bose y
Albert Einstein en la década de 1920’s, usando la estad́ıstica de Bose para un
gas de átomos no interactuantes, atrapados en una caja y a bajas temperaturas
[13].

En estos sistemas, bajo una cierta temperatura y densidad, una fracción del
total de part́ıculas se llega a encontrar en el estado cuántico de mı́nima enerǵıa
que se puede ocupar.
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De ambas ecuaciones tenemos que la de Klein-Gordon es de segundo orden
en el tiempo y espacio, mientras que la de Gross Pitaevskii es de primer orden
en el tiempo y segundo orden en el espacio. Sin embargo utilizando en ambas
una solución de la forma ψ(r, t) = eiαtϕ(r) se puede llegar a que ambas tienen
una gran similitud desde el punto de vista matemático ya que de tal forma son
ecuaciones tipo Schrodinger con segundas derivadas en el espacio, un término
referente a un potencial externo, un término con algo de la forma ρ = ϕϕ∗ igua-
lados a una constante por la función en cuestión. Por otra parte el hecho de que
una de ellas surja de la Mecánica cuántica (G-P) y la otra venga de la Relativi-
dad General, hace suponer entre ellas una serie de posibles incompatibilidades.
Dentro de éstas se encuentran la constante que aparece multiplicando a la fun-
ción del lado derecho del signo igual, por una parte en K-G es un frecuencia
mientras que en GP nos representa el potencial qúımico del sistema que denota
la cantidad de part́ıculas en él [13]; sin embargo la más representativa es aquella
referente a la temperatura ya que para GP juega un papel muy importante dado
que aquel estado en el que todas las part́ıculas se encuentran en el estado base,
el cual es el que precisamente representa esta ecuación, se requieren temperatu-
ras suficientemente bajas, mientras que en la ecuación de K-G ese parámetro no
se toma en cuenta y peor aún, no juega un papel importante en la Relatividad
General.

De esta manera, resulta interesante explorar la analoǵıa debido a que uno de
los sistemas descritos, los condensados de Bose, son generados en los laborato-
rios, por lo que se les puede extraer mucha información acerca de su dinámica
y respuesta ante ciertas situaciones, además de que presentan comportamientos
peculiares. Por otra parte el sistema descrito por Klein-Gordon en este caso es
a macro escala y en principio ubicado cercano al centro de alguna galaxia que
es en donde se supone que podŕıa encontrarse un hoyo negro, y por tanto, de
dif́ıcil manejo para su estudio.

Otra de las motivaciones para ahondar en la analoǵıa es una aproxima-
ción hecha al resolver la ecuación de Gross-Pitaevskii, llamada aproximación de
Thomas-Fermi([14], [15]), usada por los grupos que se dedican a estudiar estos
sistemas y que representa un buen acercamiento a la descripción de ellos; bási-
camente consiste en omitir el término cinético de la ecuación, con lo que queda
una ecuación algebráica y es por lo tanto mucho más fácil de resolver. Esta
aproximación es útil en sistemas de muchas part́ıculas, y suponiendo que éstas
se encuentran en una nube, a una cierta distancia de la frontera de ésta. Re-
sultaŕıa interesante ver si esta aproximación pudiera ser utilizada en el sistema
descrito por Klein-Gordon.

El objetivo de la tesis es hacer una revisión bibliográfica de ambos sistemas
antes mencionados, compararlos y analizar hasta qué punto es compatible la
analoǵıa. Otro de los objetivos es realizar una simulación numérica de la solu-
ción de la ecuación Gross-Pitaevskii y comprarla con la solución dada por la
aproximación de Thomas-Fermi, esto con la finalidad de ver que tan buena es
esta última.
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Caṕıtulo 2

Materia Oscura

En general las mediciones que tomamos de nuestro Universo vienen de las
señales luminosas que provienen de él (materia luminosa), y de esta manera ob-
tenemos información acerca de su comportamiento; es por esto que uno pensaŕıa
que es la única que existe, sin embargo hoy se sabe que este tipo de materia es
aproximadamente el uno por ciento del total de materia y enerǵıa que compo-
ne al Universo. El resto es materia-enerǵıa que se infiere sólo por la influencia
gravitacional que tiene sobre la materia visible [3].

El término de “materia oscura” fue acuñado por Fritz Zwicky en 1933, quien
estudiaba el cúmulo Coma y notó que las velocidades relativas entre las galaxias
en el cúmulo eran demasiado grandes como para que pudieran mantenerse juntas
por la atracción gravitacional de la materia visible, y por tanto, debeŕıa haber
algo más que las mantuviera juntas. Esta y otras evidencias indirectas, algunas
de las cuales se mencionarán a continuación, han contribuido a reforzar la idea
de este tipo de materia.

Estas evidencias [3] han sido recolectadas principalmente a lo largo del último
siglo. Entre ellas se encuentra la planitud a escalas pequeñas de las curvas de
rotación en las galaxias espirales, aśı como la ausencia de la “cáıda Kepleriana”,
ambas muestras fuertes de que hay masa no visible en estos objetos. De igual
manera se obtienen resultados parecidos al estudiar la velocidad de dispersión en
galaxias enanas, llegando en algunos casos a la conclusión de que hay 102 − 103

más masa de la que se le puede atribuir a su luminosidad.
Otra de estas evidencias [3] es la emisión de rayos X en grandes galaxias

eĺıpticas y cúmulos de galaxias. Estas galaxias grandes contienen atmósferas de
gas caliente que pareceŕıa que está en equilibrio, de igual manera el espacio in-
tergaláctico en los cúmulos tienen este tipo de gas con temperaturas del orden
de diez millones de grados, emitiendo rayos X por radiación de frenado. Estu-
diando la distribución y temperatura de este gas es posible medir el potencial
gravitacional del cúmulo, por lo que es una manera indirecta de ponderar la
masa total del cúmulo. Con este método se obtiene que la masa total es cinco
veces mayor a la inferida por las galaxias y el gas que podemos detectar [3].

Aunado a esto, otra evidencia [3] de la existencia de materia oscura son las
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8 CAPÍTULO 2. MATERIA OSCURA

lentes gravitacionales combinado con las técnica de rayos X, ya que estudiando
la localización de los bariones (por medios de rayos X) junto con la localización
del potencial gravitacional (por medio de lentes gravitatorias) se obtienen indi-
cadores de su presencia y de su naturaleza poco disipadora. Cabe mencionar que
su presencia también juega un papel importante en la formación de estructura
en el Universo.

El problema de la materia oscura es parecido al de los llamados planetas o
estrellas invisibles, que en su momento fueron inferidos debido a su influencia
en el comportamiento de aquellos objetos de su alrededor, uno de estos casos
fue el de Neptuno, que fue propuesto debido al movimiento anómalo de Urano y
posteriormente detectado. Sin embargo también existe el caso del llamado pla-
neta Vulcano, que se propuso para explicar el extraño movimiento de Mercurio,
pero que tras el paso del tiempo y la publicación de la Teoŕıa de la Relativi-
dad General de Einstein se pudo explicar el movimiento de este último y por
tanto, la inexistencia de este planeta propuesto. De igual manera al observar
el comportamiento de algunos objetos astrof́ısicos como galaxias, que pareceŕıa
es diferente a lo esperado, se podŕıa estar indicando la presencia de grandes
cantidades de materia que no podemos ver, sin embargo, al igual que el caso de
Mercurio podŕıa ser que nuestro entendimiento de las leyes de gravitación no
sea el completo.

2.1. Evidencias de su existencia y distribución

Dentro de las principales evidencias de su existencia se encuentran las curvas
de rotación de los objetos en las galaxias, en particular, en la Vı́a Láctea. Reali-
zando un análisis simple del problema recordemos que en mecánica clásica para
que un objeto se encuentre moviéndose en una órbita circular debe existir un
balance de fuerzas, en el caso de objetos en el Universo estas son generalmente
la fuerza gravitacional y la fuerza centŕıpeta, esto es

Fg = G
mM(r)

r2
= m

vt
2

r
= Fc, (2.1)

con m la masa del cuerpo que gira, M(r) la distribución de materia, y vt la
velocidad tangencial de rotación. De esta manera podemos obtener una relación
entre la masa que genera la atracción gravitacional y la velocidad:

G
M(r)

r
= vt

2, (2.2)

de esta relación se pueden conocer datos acerca de la velocidad tanto como
de la distribución de materia en las galaxias. También se sabe que la materia
está mayormente concentrada cerca de su centro y va disminuyendo su densidad
conforme se aleja de éste. Una buena representación de este perfil de densidad
puede ser dado por una función decreciente, un buen modelo es dado por la
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densidad de Plummer [16]

ρPlummer =
3M0

4π b3

(
1 +

(r
b

)2)− 5
2

, (2.3)

donde M0 es una constante con unidades de masa y b otra constante con unida-
des de distancia. Éste presenta su máximo valor cuando r = 0 y decae rápida-
mente conforme el radio va incrementándose. Posteriormente, cuando el paráme-
tro toma el valor r = b, la densidad sigue decreciendo pero a una tasa de cambio
mucho menor acercámdose asintóticamente a cero conforme r −→ ∞. Un ejem-
plo de este perfil para ciertas unidades dadas se muestra en la figura ??.

Dado el perfil de densidades es posible obtener la masa total integrándolo
en una esfera, esto es

M =

∫
ρ r2 dr, (2.4)

que tras realizarlo para el caso espećıfico del perfil de Plummer, la masa total
resultante es

MPl =M0

(
r
b

)3(
1 +

(
r
b

)2) 3
2

. (2.5)

Esta expresión tiene una gráfica como la que se muestra en la siguiente figura.
Nótese que es monótonamente creciente y para r > 4 su valor se comienza a
estabilizar.

Ahora, como se mencionó anteriormente, dada la masa podemos obtener el
perfil de velocidades de rotación, para lo cual se utilizará la siguiente expresión
que se obtiene de sustituir MPl en la expresión para la velocidad

vtPl =

√
GM0

b3
r(

1 +
(
r
b

)2) 3
4

, (2.6)

la cuál, al graficarla para tener una idea de su comportamiento, observamos
que tiene el aspecto mostrado en la figura de abajo. El perfil crece rápidamente
hasta un máximo en r =

√
2 para después de caer conforme r −→ ∞

Ya con la gráfica dada por dicho perfil es interesante comparar con los datos
del perfil observado, con lo que se puede apreciar que tienen distintos compor-
tamientos (fig. ??).

Dada la diferencia entre lo predicho y lo observado se tienen diversas posibili-
dades para intentar reproducirlo. Como ya se mencionó, una de las posibilidades
radicaŕıa en cambiar las leyes de gravitación conocidas, en este caso dentro de
mecánica clásica seŕıa modificar la Ley de la Gravitación Universal, pero dado
que ésta nos ha brindado una buena descripción de la dinámica de los cuerpos
a nivel del sistema solar, la otra opción seŕıa tomarla como correcta y ver que
parámetros se necesitaŕıan para reproducir lo observado. Dicho lo anterior, la
alternativa es considerar una mayor cantidad de materia aunque no se pueda
ver, pero que si afecta gravitacionalmente la dinámica de los demás cuerpos.
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Figura 2.1: Gráfica de la masa asociada con la densidad de Plummer, con los
mismos valores de los parámetros. [16]

Para obtener esa distribución de masa primero notemos que una represen-
tación adecuada del perfil de velocidades observado esta dado por la siguiente
expresión:

v2 = vterm
2 r2(
rc +

√
rc2 + r2

)2 , (2.7)

con vterm la velocidad a la que tiende dicho perfil para radios grandes y rc es
un radio caracteŕıstico de cada galaxia. Un ejemplo de la gráfica de esta función
se muestra en la figura ??. En ella podemos notar que la velocidad incrementa
demanera rápida para radios pequeños y conforme este aumenta, la velocidad
comienza a adquirir un valor más estable.

Con esta información ahora podemos inferir como debeŕıa ser la distribución
de masa necesaria para que ese sea el perfil de velocidades, con lo que obtenemos

M =
vterm

2

G

r3(
rc +

√
rc2 + r2

)2 , (2.8)

el cual tiene una gráfica como la que se muestra a continuación
Notemos que esta distribución tiene una comportamiento distinto al descrito

por la masa visible. De esta manera esta diferencia de masas es una de las
evidencias más fuertes de la existencia de la materia oscura.
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Figura 2.2: Perfil de la velocidad de rotación, asociado con la distribución de
materia en el modelo de Plummer. Se tomaron los valores de M0 = 2,25, b = 1,
aśı como G = 1. [16]

Enseguida se mostrará una gráfica en donde se muestran las gráficas del
perfil de masas entre la visible, la total y la obscura.

Como se hizo notar, la materia oscura puede ser inferida utilizando sólo
gravitación newtoniana aunque al utilizar Relatividad General el resultado se
mantiene y más aún, esta última predice su existencia en mayor cantidad de
fenómenos cosmológicos, algunos de los cuales se mencionarán más adelante.

Por otra parte, ahondando más en las evidencias antes mencionadas comen-
zaremos por hablar de eventos en la vecindad de nuestro sistema solar. En 1922
Kapteyn [17] estudió los movimientos verticales (fuera del plano de la galaxia)
de todas las estrellas conocidas cercanas al plano galáctico para determinar la
aceleración de la materia. Él llegó a la conclusión de que la densidad espacial era
suficiente para explicar los movimientos verticales, sin embargo posteriormente
Jeans [18] (1923) reanalizando los resultados de Kapteyn encontró que era ne-
cesaria más masa para explicar el movimiento de las estrellas. Tiempo después
(1932) Oort [19] corroboró lo encontrado por Jeans y al valor de materia oscura
encontrado por él se le llamo ”ĺımite Oort”[3].

También en 1933 Zwicky [20] midió las velocidades radiales de ocho galaxias
del cúmulo Coma, encontrando inesperadamente una velocidad de dispersión
muy grande ≃ 1200km/s. Aplicando el teorema del Virial notó que mucha
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Figura 2.3: Perfil de las velocidades de rotación, tanto el asociado con la distri-
bución de materia en el modelo de Plummer, como la observada. Se tomaron
los valores de M0 = 2,25, b = 1, aśı como G = 1 [16].

más materia de la que se véıa era necesaria para que el cúmulo conservara su
estructura.

Como ya se mencionó, otra evidencia de su existencia se encuentra en la
planitud de las curvas de rotación en galaxias. Rubin y Ford observaron en
1970 las velocidades de rotación de la Vı́a Láctea, superiores a 20kpc [21]. Si
este sistema se encontrara en equilibrio virial su velocidad circular estaŕıa dada
por vc = GM/r, donde M es la masa a un radio dado; lo anterior implica que
vc ∝ 1/r, que es conocido como cáıda Kepleriana. Sin embargo no se encontró es-
te tipo de comportamiento sugerido por la distribución de materia visible, en su
lugar encontraron una curva de rotación plana. De esta manera, si vc es cons-
tante, eso indicaŕıa que M ∝ r, más allá de la materia que se detecta, y por
tanto, que existe una gran cantidad de materia que no observamos y que es la
responsable de dicho comportamiento de las curvas de rotación. Esto también
sugeriŕıa un halo de materia oscura esférico que va creciendo con el radio de
esta [3].

En lo que respecta a la emisión de rayos X, su primera detección fue alrededor
de M87 [22] en Virgo, en Coma y Perseo. Se tiene que para un sistema esférico
en equilibrio hidrostático su masa esta dada por



2.1. EVIDENCIAS DE SU EXISTENCIA Y DISTRIBUCIÓN 13

Figura 2.4: Perfil de la velocidad de rotación propuesto, con vterm = 1, rc = 1
[16].

M(r) =
kT

µmH

r

G

(
dlnρgas
dlnr

− dlnT

dlnr

)
, (2.9)

en donde k es la constante de Boltzmann, T la temperatura, µ el peso mole-
cular del gas ymH es la masa de protones. La ρgas se obtiene mediante el modelo
β que es para una nube esférica de gas isotérmica en equilibrio hidrostático y
esta dada por

ρgas = ρ0/
[
1 + (r/Rc)

2
]3β/2

, (2.10)

en la que Rc y β se obtienen mediante el análisis de rayos X, con lo que
finalmente es posible obtener la masa total del sistema. Al realizar dicho proce-
dimiento se encontró que las galaxias eĺıpticas teńıan mucha mayor cantidad de
masa de la visible, de igual manera se obtiene la misma conclusión de pequeños
grupos y cúmulos de galaxias.

La deflexión de los rayos luminosos cuando pasan por un campo gravita-
cional, mejor conocido como “lensing” o lentes gravitacionales, también es una
prueba de la existencia de materia oscura [3]. Este fenómeno fue inicialmente
predicho mediante la mecánica newtoniana por von Soldner [23] y posterior-
mente recalculado con relatividad general por Einstein([1], [2]), el cuál era del
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Figura 2.5: Perfil de Masa para la velocidad de rotación propuesta, con los
mismos valores de los parámetros para el caso anterior y con G = 1 [16].

doble de la magnitud predicha por el primero. Dependiendo de la magnitud
del campo gravitacional al que están sujetos los fotones estos lentes pueden ser
clasificados en fuerte, débil y micro. Las lentes fuertes son producidas por un
campo gravitacional intenso y causa la deflexión de la luz en grandes ángulos;
como resultado la fuente original de luz se ve como un anillo o segmentos de
arco alrededor del objeto que genera el campo. En lo que respecta a las lentes
débiles, la deflexión se da en ángulos pequeños y se suele utilizar para obtener
caracteŕısticas de los halos galácticos. Por su parte, las microlentes se dan cuan-
do el objeto que genera la lente es muy pequeño y sólo se observa un incremento
en el brillo del objeto sobre el que actúa la lente.

Entrando en el formalismo de las lentes, sabemos que las trayectorias de los
fotones estan dadas por geodésicas nulas. Utilizando la solución de Schwarzschild
[10]

ds2 = c2(1 + 2Φ/c2)dt2 − (1− 2Φ/c2)dl2, (2.11)

con dl2 = dx2 + dy2 + dz2, siendo c la velocidad dela luz y Φ el potencial
gravitacional de la masa [3]. De esta manera obtenemos que

dt = 1/c

√
1− 2Φ/c2

1 + 2Φ/c2
dl ≃ 1/c(1 + 2Φ/c2)dl. (2.12)
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Figura 2.6: Perfil de las Masas, la total, la asociada con la velocidad propuesta
y la obscura [16].

Figura 2.7: Lente gravitacional en cúmulos de galaxias [3].



16 CAPÍTULO 2. MATERIA OSCURA

De acuerdo con el principio de Fermat, los fotones solo siguen caminos con
extrema propagación del tiempo, con lo que éstos son estacionarios bajo ciertas
variaciones de dt, por lo que

ct =

∫
(1− 2Φ/c2)dl, (2.13)

que corresponde a un haz de luz propagándose en un medio transparente con
ı́ndice de refracción

n = (1− 2Φ/c2). (2.14)

Aplicando el principio de Fermat obtenemos que el ángulo de deflexión está dado
como

α = −2/c2
∫ 0

S

∆⊥Φdl, (2.15)

que es la expresión dada para lentes pequeñas. Una expresión más general para
este ángulo dada en relatividad general [24] es

α̂ =
4GM

c2ξ
. (2.16)

Este ángulo también puede ser escrito como

ˆ⃗α(ξ⃗) =
4G

c2

∫
d2ξ′Σ(ξ⃗)

ξ⃗ − ξ⃗′

|ξ⃗ − ξ⃗′|2
, (2.17)

en donde

Σ(ξ⃗) ≡
∫
dzρ(ξ1, ξ2, z) (2.18)

es la densidad superficial de masa, llamada la densidad proyectada en un plano
ortogonal al rayo de luz. Se muestra un esquema sobre la notación en la figura
??. En ella se muestran los planos de la fuente luminosa, la lente y el observa-
dor, aśı como las distancias entre ellos. También aparecen ángulos como el que
subtiende el objeto real hacia el observador (β) y el subtendido por el objeto
modificado por la lente.

La ecuación del lente conectando la posición real de la fuente β⃗ con la posi-
ción angular θ⃗ a la cual el observador la ve, está dada como

β⃗ = θ⃗ − Dds

Ds

ˆ⃗α(Ddθ⃗) ≡ θ⃗ − α⃗(θ⃗). (2.19)

Para el caso de β = 0 en la ecuación anterior, aśı como usando ξ⃗ = Ddθ⃗ se
obtiene el radio angular del anillo de Einstein

θE = α
Dds

Ds
, (2.20)

teniendo masa

ME = θ2E
c2

4G

DdDs

Ds
. (2.21)
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Figura 2.8: Esquema sobre notación de lentes gravitacionales [3].
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Imágenes múltiples pueden aparecer si la ecuación tiene más soluciones. La posi-
bilidad de que estas aparezcan puede ser cuantificada mediante la convergencia,
definida como

κ(θ⃗) =
Σ(Ddθ⃗)

Σcr
, (2.22)

en la cual Σcr es la densidad superficial cŕıtica dada [3] por

Σcr =
c2

4πG

Ds

DdDds
. (2.23)

Con la expresión anterior, si κ ≥ 1, la lente gravitacional genera imágenes múlti-
ples. El ángulo de deflexión también puede verse en términos de la convergencia
de la siguiente manera

α⃗(θ⃗) =
1

π

∫
d2θ′κ(θ⃗′)

θ⃗ − θ⃗′

|θ⃗ − θ⃗′|2
(2.24)

y puede ser escrito como el gradiente de un potencial bidimensional α⃗ = ▽Ψ,
con Ψ que cumpla que ▽2Ψ(θ⃗) = 2κ(θ⃗). Este potencial queda definido como

Ψ(θ⃗) =
1

π

∫
d2θ′κ(θ⃗′) ln |θ⃗ − θ⃗′|. (2.25)

Los efectos de las lentes gravitacionales sobre las imágenes son diversos,
cambiar su tamaño, forma, etc. La matriz jacobiana que describe esta distorsión
en el régimen lineal esta dada como

A(θ⃗) =
∂β⃗

∂θ⃗
=

(
δij −

∂2Ψ(θ⃗)

∂θi∂θj

)
(2.26)

que finalmente nos queda como la siguiente matriz(
1− κ− γ1 −γ2

−γ2 1− κ+ γ1

)
(2.27)

donde γ ≡ γ1 + iγ2 = |γ|e2iϕ son las componentes del “corte” o “shear” .
Tras saber la deformación hecha por estas lentes, podemos notar que éstas

transforman circunferencias en elipses con ejes

a = 1/(1− κ− γ) (2.28)

b = 1/(1− κ+ γ). (2.29)

Ahora definiremos la elipticidad como

ϵ =
1− b/a

1 + b/a
e2iϕ (2.30)

χ =
1− (b/a)2

1 + (b/a)2
e2iϕ (2.31)

ϵ =
χ

1 + (1− |χ2|)1/2
e2iϕ (2.32)
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Figura 2.9: Distorsión de ćırculos por lentes gravitacionales [3].

para tener una idea de que tan deformada es la imagen, también se definirá la
“shear” reducida como

|g| = |ϵ| = |γ|
1 + (1− κ)

. (2.33)

que nos ayudará a la caracterización de las lentes.
Como ya vimos, las lentes fuertes están definidas como κ ≤ 1, aśı como el

régimen de lente débil se caracteriza por κ≪ 1, γ ≪ 1 y g2 ≃ 0.
Como ya se mencionó, las lentes débiles ayudan a estimar la masa o el perfil

de densidades de una estructura. Si se escribe el “shear” en parte tangencial γt
y normal γχ

γ = γt + γχ (2.34)

y si tomamos que para una lente circular la parte normal es despreciable y la
tangencial es

< γt >≡
Σ̄(R)− Σ(R)

Σ(R)c(R)
(2.35)

con la densidad principal proyectada en el interior del radio R, dada por

Σ̄(R) = 2

∫ R

0

xΣ(x)dx =
M(R)

4πR2
(2.36)

y R = θDd. De esta manera la distribución de materia oscura es obtenida ajus-
tando la “shear” observada con el perfil de densidad elegido con 2 parámetros
libres.

• 

(.' 0 

" 
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Como ya se dijo anteriormente, la lente gravitacional actúa como una trans-
formación de coordenadas que distorsiona las imágenes que se encuentran por
detrás del objeto que está en primer plano. La transformación puede dividirse en
dos, el término de convergencia y el “shear” o distorsión tangencial. Para medir
el alineamiento tangencial es necesario medir las elipticidades de las galaxias que
se encuentran por detrás y construir un estimado estad́ıstico de su alineamiento.
El problema de esto radica en que las galaxias no son precisamente circulares,
por lo que ya tienen una elipticidad asociada y, por tanto, las mediciones inclu-
yen las elipticidad intŕınseca y la generada por la lente. Aún aśı nos da una idea,
ajustando con las mediciones, de la cantidad de masa faltante para reproducir
las observaciones.

Siguiendo, también si se combinan estas lentes con la detección de rayos X,
uno puede utilizar la colisión de cúmulos para obtener información acerca de
la naturaleza de la materia oscura. En estas colisiones el gas caliente que for-
mará la materia bariónica en el cúmulo se encuentra desacelerado mientras que
las galaxias en los cúmulos siguen en trayectorias baĺısticas [25]. Estas lentes
gravitacionales nos muestran que la mayoŕıa de masa total se mueve en trayec-
torias baĺısticas, lo que indica que la autointeracción de la materia oscura es
débil.

Por otra parte también es posible conocer su distribución en las galaxias
y existen varios métodos para inferirla. Para galaxias espirales uno de ellos es
mediante el ajuste de parámetros en un modelo. Escribiendo la velocidad de
rotación de la galaxia de la siguiente forma

V 2
tot = V 2

disk,∗ + V 2
HI + V 2

halo +
(
V 2
bulge

)
(2.37)

donde Vdisk,∗ es la velocidad del disco estelar y es obtenido por fotometŕıa,
VHI es obtenido por observaciones de radio de una linea de HI y Vhalo es mode-
lado por un perfil teórico de densidad, entre ellos se encuentra el perfil Navarro-
Frenk-White [26] y el perfil Einasto [27] entre otros. Sin tomar en cuenta Vbulge
tenemos tres parámetros libres para la Vtot, la masa del disco, la densidad central
del halo y radio del núcleo que se obtendrán del mejor ajuste a los datos.

Otras formas de obtener una idea de su distribución es mediante los métodos
de discos máximo y mı́nimo. De este análisis se obtiene que las galaxias más
pequeñas son más densas y poseen una mayor cantidad de materia oscura.

Además, los grupos y cúmulos de galaxias son los objetos más grandes ligados
gravitacionalmente conocidos en el Universo. Estudios sobre ellos han revelado
una gran cantidad de medio intergaláctico, el cual es gas caliente que emite
rayos X. En estos conjuntos se ha encontrado que solo el 5% de la masa total
se encuentra formando las galaxias, el 10% aproximadamente gas caliente que
emite rayos X y el resto probablemente materia oscura.

2.2. Candidatos de materia oscura

Tras discutir acerca de las evidencias que indican la existencia de la mate-
ria oscura, ahora lo que sigue es saber de qué esta compuesta. Hasta el d́ıa de
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hoy no se sabe con certeza cuales son sus componentes, sin embargo existen
algunas conclusiones que dan una idea de qué caracteŕısticas debeŕıan tener es-
tas part́ıculas o componentes. Comparando las proporciones de He con H en el
Universo hoy en d́ıa con la cantidad de materia bariónica presente en la fase
caliente, cuando la mayor cantidad del He fue producido, aśı como con infor-
mación obtenida de la radiación cósmica de fondo, se puede saber la aportación
barionica a la densidad del Universo ΩB = 0,0456 ± 0,0016 y la de materia
oscura es ΩM = 0,227± 0,014. De esta manera se abandona la idea de que ésta
sea de naturaleza bariónica.

Dentro de las caracteŕısticas que debe cumplir un candidato de materia os-
cura se encuentran las siguientes:

1. Debe ser de naturaleza no-bariónica.

2. Estable.

3. No tener carga ni color, es decir, débilmente interactuante.

4. Su abundancia debe ser compatible con las observaciones y no puede ser
caliente, es decir relativista.

Dentro de las propuestas encontramos part́ıculas como neutrinos estériles
que presentan ciertas caracteŕısticas distintas como menor interacción con el
resto de los componentes del modelo estándar que los neutrinos usuales, etc.

Otro de los candidatos para los componentes de la materia oscura se en-
cuentran los llamados WIMPs (Weakly interacting massive particles), que son
part́ıculas hipotéticas, las cuales, tienen una interacción con otras part́ıculas si-
milar a la que tienen los neutrinos pero cuya masa en reposo es mayor a la de
los bariones. Las part́ıculas más discutidas que podŕıan ser WIMPs son las que
se encuentran en el marco de la supersimetŕıa (SUSY), en la que cada fermion
del modelo estándar tiene asociado un boson ”superpartner 2viceversa. De esta
manera cada part́ıculas del modelo estandar tiene su ”superpartner”.

A pesar de esto no existe evidencia experimental convincente de este tipo de
part́ıculas, lo que implica que sus enerǵıas en reposo se encuentran más allá de
la enerǵıas utilizadas en los aceleradores. Las masas de los superpartners se cree
que fueron generados por un rompimiento de simetŕıa en el Universo temprano;
eventualmente las part́ıculas decayeron y dieron productos más ligeros, algunos
de los cuales se aniquilaron hasta que sólo un supertpartner masivo quedó, el
más ligero de estas part́ıculas supersimétricas (lightest supersymmetric particle,
LSP). Es esta part́ıcula la que cumpliŕıa con las caracteŕısticas deseadas para
ser el WIMP. Dentro de estos candidatos a LSP se encuentra el neutralino,
cuya densidad sólo depende del proceso de aniqulación de pares, y que podŕıa
atravesar el Universo si su enerǵıa en reposo es alta.

Este tipo de part́ıculas (WIMPs) no tienen velocidades relativistas y se cree
puedan ser encontradas en pozos de potencial gravitacional y se espera que
eventualmente uno se disperse con alguno de los núcleos localizados en los la-
boratorios terrestres. Aunque hay laboratorios dedicados a detectar este tipo de
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dispersiones, esto se ve obstaculizado debido a la baja frecuencia de este tipo
de eventos y las bajas enerǵıas que indican el evento.

Existen también propuestas de part́ıculas supermasivas llamados “Wimpzi-
llas”, su motivación son emisiones de rayos cósmicos muy energéticos de fuentes
distantes, ya que estos rayos debeŕıan ser producidos por aniquilación o decai-
miento de part́ıculas súper masivas de materia oscura.

Una posibilidad alterna son part́ıculas ligeras escalares, que permiten tener
masas más pequeñas y presentan caracteŕısticas que ayudan a explicar diversas
observaciones, en el siguiente caṕıtulo se ahondará más en este tipo de candidato.

A pesar de las diversas opciones, el modelo más aceptado es el ΛCDM
[28]. Este modelo incluye a Λ, la constante cosmológica como un término de
enerǵıa oscura que explica la expansión acelerada del Universo, junto con ella se
encuentra en el modelo la materia oscura fŕıa CDM , que no se mueve a altas
velocidades, a formación de estructura se ve beneficiada y es útil para explicar el
aspecto del Universo tal cual hoy se observa. Cabe mencionar que este modelo es
congruente con diversas observaciones, entre las que se encuentran la estructura
y existencia de la radiación cósmica de fondo, la cantidad de H y He en el
Universo, la estructura a gran escala de las galaxias y, como ya se mencionó, la
expansión acelerada del Universo.



Caṕıtulo 3

Campo Escalar

El campo escalar juega un papel importante en diversas ramas de la f́ısi-
ca, una de ellas es la cosmoloǵıa en donde, como ya se mencionó, puede ser
utilizado para representar la enerǵıa y materia oscura. Comenzó a ser tratado
como candidato de este tipo de materia ya que el modelo más aceptado ac-
tualmente ΛCDM , a pesar de tener buenos resultados compatibles con algunas
observaciones como la radiación cósmica de fondo de microondas, que ayuda
al entendimiento de la isotroṕıa del Universo a gran escala, teńıa problemas a
escala galáctica como en el perfil de densidades en los halos galácticos [3]. Otro
problema de esta teoŕıa está en la formación de estructura ya que predice menos
galaxias de las esperadas. Aśı como estas, se encontraron otras inconsistencias
en este modelo de manera que se empezaron a explorar otras posibilidades, entre
ellas al campo escalar. Este modelo propone que la materia oscura esta compues-
ta por part́ıculas ultra ligerasm ∼ 10−22eV , y que estos halos son distribuciones
de estas part́ıculas. En este modelo las galaxias se formaŕıan al mismo tiempo
y de la misma manera, lo que explicaŕıa de alguna manera porqué éstas son tan
similares. Dado lo anterior, con el campo escalar se lograŕıan halos galácticos
bien formados a redshifts más grandes que en ΛCDM . De esta manera este mo-
delo sólo necesita un parámetro, la masa del campo escalar, para ajustar varios
resultados como [29]:

1. La evolución de las densidades cosmológicas.

2. Los picos acústicos de fondo cósmico de microondas.

3. El campo escalar tiene un ĺımite natural, por lo que la subestructura en
los cúmulos de las galaxias se daŕıa de forma natural.

4. Las curvas de rotación de grandes galaxias.

Estos halos de materia oscura se cree que se encuentran permeando al Uni-
verso por lo que deben coexistir con todos los objetos en él de una manera
“estable”, ya que de otra manera no estaŕıan ah́ı. Un objeto peculiar en el Uni-
verso y que es importante saber cómo reaccionaŕıan distribuciones de campo

23
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escalar ante su presencia son los hoyos negros, ya que se cree se encuentran en
el centro de las galaxias ([29]).

Con la finalidad de estudiar el comportamiento de distribuciones de este
campo tomaremos en consideración a la ecuación de Klein-Gordon para un
campo escalar masivo y no autointeractuante, la cual tiene la siguiente forma

(□− µ2)ϕ = 0 (3.1)

en la que el operador D’Alembertiano esta dado por□ =
(

1√
−g

)
∂µ (

√
−ggµν∂ν),

µ es la masa del campo escalar y ϕ es la función referente al campo escalar [8].
El primer término es asociado con la enerǵıa cinética del campo y el segundo
es el referente al potencial al que está sujeto. De esta manera nos centraremos
en analizar el caso de un fondo curvo, espećıficamente el de un hoyo negro de
Schwarzschild, ya que es la forma más simple de este tipo de objeto y como ya
se mencionó, resulta interesante debido a que se cree existen hoyos negros en el
centro de las galaxias, además de que es una buena manera de comenzar. Este
tipo de geometŕıa tiene el siguiente elemento de ĺınea ([30] ,[24])

ds2 = −F (r)dt2 + dr2

F (r)
+ r2dΩ2 (3.2)

el cual es para cualquiera que tenga simetŕıa esférica, en nuestro caso, con F (r) =
1− 2M

r .
Con la finalidad de observar cómo es que queda nuestra ecuación, prime-

ro notemos que nuestro operador D’Alembertiano con esta geometŕıa toma el
siguiente aspecto

□ϕ =
1

F
ϕ,tt + F

(
ϕ,rr +

2

r
ϕ,r

)
+ F ′ϕ,r +

1

r2
□θφϕ (3.3)

en donde el operador D’Alembertiano angular esta dado como sigue

□θφϕ = ϕ,θθ + cotθϕ,θ + ϕ,φφ. (3.4)

Con el propósito de simplificar esta expresión haremos un par de sustituciones,
la primera ϕ = ψ/r, con lo que nuestro operador luce de una manera distinta al
anterior, esto es

□ϕ =
1

rF

{
−ψtt + F∂r(F∂r)ψ − FF ′ψ

r
+
F

r2
□θφψ

}
(3.5)

El siguiente cambio es con la finalidad de que el intervalo de r vaya de (0,∞)
y por tanto, eliminar la singularidad en r = 2M . Definiendo unas coordenadas
distintas (tortuga), que nos ayudarán a acercarnos de manera lenta al horizonte
sin llegar a tocarlo, descritas de la siguiente manera ∂r∗ = F∂r, la expresión se
puede reescribir como

□ϕ =
1

rF

{
−ψ,tt + ∂2r∗ψ − FF ′ψ

r
+
F

r2
□θφψ

}
(3.6)
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Para ver como actúa este operador dado por el tipo de fondo curvo utilizado,
propondremos una función solución del tipo

ϕ(t, r, θ, φ) =
1

r

∑
l,m

ψlm(t, r)Y lm(θ, φ) (3.7)

que tiene parte radial y parte angular (armónicos esféricos). En esta expresión,
los ı́ndices de los armónicos esféricos l ∈ {0, 1, 2, ..} y −l ≤ m ≤ l.

Utilizando la métrica antes mencionada aśı como el tipo de solución pro-
puesta se llega a un conjunto de ecuaciones de la siguiente forma

□ϕ =
1

rF

∑
lm

Y lm

{
−ψlm,tt + ∂2r∗ψlm − FF ′ψlm

r
− Fl(l + 1)

r2
ψ

}
−µ2

∑
lm

Y lmψlm

r
= 0

(3.8)
con F (r) = 1− 2M

r , las cuales hay que resolver para obtener información acerca
de estas distribuciones de campo escalar. Cabe mencionar que para llegar al
resultado anterior se sustituyó la parte angular del laplaciano por su eigenvalor,
esto es

1

senθ

∂

∂θ

(
∂Y lm

∂θ

)
+

1

sen2θ

∂2Y lm

∂φ2
= −l(l + 1)Y lm (3.9)

Nos interesa saber su comportamiento ya que, como se mencionó anteriormen-
te, es importante analizar si es posible la coexistencia del campo escalar con
este tipo de entorno. Si agrupamos términos y multiplicamos por un armónico
esférico Y l′m′

, esto con la finalidad de eliminar las sumas, obtendremos

□ϕ = −ψl′m′,tt + ∂2r∗ψl′m′ − F

(
F ′

r
− l(l + 1)

r2
− µ2

)
ψl′m′ = 0 (3.10)

Ahora, con la finalidad de estudiar los estados estacionarios, se descompuso
la solución ψlm(t, r) en parte espacial y temporal de la siguiente manera:

ψlm(t, r) = eiωtΦlm(r) (3.11)

en donde, ω es una frecuencia real. Con esta sustitución a nuestra ecuación de
Klein-Gordon le quitamos la dependencia temporal, de forma que nos quedamos
con una ecuación en una variable que simplifica su análisis [8]. Tras dicho cambio
la ecuación a resolver es[

− ∂2

∂r∗2
+ Veff (r

∗)

]
Φ(r∗) = ω2Φ(r∗) (3.12)

en donde Veff = F (r)
(

l(l+1)
r2 + 2M

r3 + µ2
)
.

Este potencial podemos reescribirlo de manera tal que dependa solo del
producto de dos constantes importantes en el sistema y que nos ayude a visuali-
zarlo de mejor manera. Para esto adimensionalizaremos r, por lo que definimos
x = r/M . Con este cambio nuestro potencial efectivo toma el siguiente aspecto

Veff =

(
1− 2M

Mx

)(
l(l + 1)

M2x2
+

2M

M3x3
+ µ2

)
, (3.13)
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recordando que estamos trabajando con la geometŕıa de Schwarzschild por lo
que F (r) = 1 − 2M

r . Si a esta ecuación se le factoriza 1/M2, este potencial
tendrá la siguiente forma

Veff =
1

M2

(
1− 2

x

)(
l(l + 1)

x2
+

2

x3
+ (Mµ)2

)
, (3.14)

y dado que el factor mencionado es una constante, sólo escala nuestro potencial
efectivo por lo que este potencial depende del producto de dos constantes, M la
masa del hoyo negro y µ la masa del campo escalar.

Con este último cambio, la ecuación final adimensionalizada de Klein-Gordon
toma el siguiente aspecto:[

− ∂2

∂x2
+

(
1− 2

x

)(
l(l + 1)

x2
+

2

x3
+ σ2

)]
Φ = ω̄2Φ, (3.15)

en donde se utilizó que ω̄ = ωM y que σ = Mµ. Esta expresión nos será de
vital ayuda para la comparación con la ecuación de Gross-Pitaevskii.

Dependiendo de distintas combinaciones de ambas se pueden formar diversos
tipos de potenciales y es de vital importancia la forma de éste, ya que depen-
diendo de ella veremos si tiene mı́nimos o máximos. En la figura ?? se muestran
algunas gráficas del potencial efectivo para algunos valores de Mµ y l = 1, sin
hacer el cambio a coordenadas tortuga. El potencial efectivo está multiplicado
por el factor que se muestra en la ecuación anterior M2.

Un mı́nimo en el potencial es importante ya que nos indicaŕıa la existencia
de estados ligados, y por tanto, la posibilidad de que parte del campo escalar
permanezca en esa región de manera estable. De la gráfica anterior podemos ver
como paraMµ = 0,2 aún no se forma ningún pozo de potencial; ya para el valor
de este parámetro igual a 0.4 podemos ver la formación de un pozo y cómo al ir
aumentando el valor de éste, el pozo va incrementando su profundidad hasta que
aproximadamente por 0.46 el potencial comienza a desvanecerlo de nuevo. En
la siguiente figura se mostrará la gráfica de diversos potenciales para distintos
valores del parámetro Mµ con l = 1 pero ahora en las coordenadas tortuga
antes mencionadas.

De esta imagen podemos notar que tanto para valores de Mµ igual a cero,
como para superiores a 0.466 el potencial no presenta mı́nimo local. Entre estos
valores comienza a presentar estos mı́nimos. Las zonas sombreadas indican los
lugares en donde se encontraŕıan los estados ligados.

En lo que respecta al comportamiento asintótico de esta ecuación, podemos
notar que este potencial, cuando r∗ → ∞ tiende a la constante µ y por tanto
toma el siguiente aspecto

∂2

∂r∗2
Φ(r∗) = −(ω2 − µ2)Φ(r∗) (3.16)

Esta ecuación tiene como solución general una combinación lineal de exponen-
ciales, esto es

Φ(r∗) = Aeikr
∗
+Be−ikr∗ (3.17)
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en donde A y B son constantes y k =
√
(ω2 − µ2). Este tipo de soluciones de-

penden de qué valores tenga nuestra frecuencia ω, ya que si se encuentra en el
intervalo 0 < ω < µ, entonces k seŕıa imaginaria por lo que nuestra solución
sólo seŕıa una combinación lineal de exponenciales reales, una creciente y otra
decreciente. Si ahora µ < ω entonces k es real, por lo que se mantiene la natura-
leza imaginaria de las exponenciales de la solución anterior, lo que indica que su
comportamiento es oscilatorio. Por otra parte, si r∗ → −∞, entonces r∗ → 2M ,
por lo que F (r) → 0 y entonces el potencial se anulará y nos quedará una
ecuación a resolver de la forma

∂2

∂r∗2
Φ(r∗) = −ω2Φ(r∗), (3.18)

la cual tiene por solución una combinación lineal de exponenciales imaginarias

Φ(r∗) = Aeiωr∗ +Be−iωr∗ . (3.19)

Teniendo estas soluciones, para que sean soluciones f́ısicas, con 0 < ω < µ, la so-
lución asintótica hacia infinito debe ser proporcional a una exponencial negativa
para que decaiga, esto es Φasint = Ae−ikr∗ y la solución de la derecha deberán
ser combinaciones como las mostradas en 3.17, aunque por ser soluciones os-
cilantes, la solución que viaja hacia la derecha deberá llevar un coeficiente de
reflexión R. Las soluciones con frecuencias en el intervalo mencionado se man-
tienen de cierta forma alrededor del hoyo negro debido a que decaen cuando
r → ∞.

3.1. Estados resonantes

Analizando más a fondo el intervalo de frecuencias que se encuentran en
0 < ω < µ, es posible encontrar estados resonantes en ellos, dependiendo de si
el Veff tiene o no un pozo de potencial [8]. Para el análisis de nuestro potencial
efectivo y obtener los puntos cŕıticos es necesario derivar la expresión de este.
La expresión del potencial desarrollada es

Veff =
l(l + 1)

r2
+

2M

r3
+ µ2 − 2Ml(l + 1)

r3
− 4M2

r4
− 2Mµ2

r
, (3.20)

por lo que al derivarla respecto al radio obtendremos la siguiente expresión que
igualaremos a cero para la obtención de un polinomio cuyas ráıces serán los
puntos cŕıticos

∂

∂r
Veff = −2l(l + 1)

r3
− 6M

r4
+

6Ml(l + 1)

r4
+

16M2

r5
+

2Mµ2

r2
. (3.21)

Simplificando la expresión anterior multiplicándola por un factor de
(

r5

2

)
obte-

nemos nuestro polinomio final, que es

Mµ2r3 + 8M2 − l(l + 1)r2 + 3M(l2 + l − 1)r = 0. (3.22)
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Para el caso extremo de una part́ıcula sin masa, esto es µ = 0, nuestro polinomio
se reduce a uno más simple, el cual nos da el valor de máximo como

rmax =
3M

2

(
1 +

√
1 +

14l2 + 14l + 9

9l2(l + 1)2
− 1

2l(l + 1)

)
, (3.23)

el cual en el caso particular de l → ∞, rmax = 3M . Esto nos indica que es la
órbita estable más cercana al hoyo negro, todo lo que no tenga velocidad radial
y se encuentre en una vecindad más cercana caerá eventualmente al hoyo.

Para casos más generales, el polinomio de 3.22 posee tres soluciones reales
si se cumple que

(Mµ)2 < − 1

32
(l2+ l−1)(l2+ l+1)2+

1

288

√
3(3l4 + 6l3 + 5l2 + 2l + 3)3 (3.24)

de las cuales una de ellas es negativa, por lo que no es f́ısica. De las dos restantes
ráıces una es el máximo y la otra el mı́nimo del potencial.

De esta manera, que existan estados resonantes depende de la frecuencia ω
elegida, para la cual, hay algunas en las que la función tiene amplitudes grandes
dentro del potencial y escapa de este lentamente. Se requiere que esta frecuencia
se encuentre en el intervalo 0 < ω2 < µ2 ya que eso garantiza que, como ya se
mencionó, decaiga la solución en infinito y el campo escalar se mantenga en una
vecindad del hoyo negro.

Dentro de los trabajos mencionados para estados resonantes ([8], [9]), lo que
se pretende es que en la banda de resonancia cercana al horizonte haya una
cantidad similar de modos entrantes como salientes de la misma magnitud para
ir compensando la pérdida del campo, ya que en todo momento parte de este se
irá cayendo al horizonte. Como puede suponerse, esta petición al sistema no es
f́ısica debido a que quiere decir que del horizonte vendrá entrando campo hacia
el pozo de potencial y eso no es posible.

Para las configuraciones que se mantengan circundando al hoyo negro se
propone una solución estacionaria pero sin “tocar” al horizonte, esto es, se da
como cero en el intervalo (2M, 2M + ϵ), para un ϵ > 0 pequeño. De esta manera
se tiene una solución estacionaria con una perturbación alrededor del horizonte,
con lo que se puede estimar el valor del tiempo que tarda ésta en llegar al
radio r = 2M + ∆ con ∆ > ϵ. Este tiempo está dado por tϵ(2M + ∆) =
2M ln(∆/ϵ) + (∆ − ϵ) en el cual el segundo término es el dado en un espacio
plano y el primero dado por la curvatura del espacio no trivial [24]. Con esta
expresión y tomando en cuenta que 2M +∆ puede ser del orden del tamaño de
la distribución de campo escalar, uno puede estimar cuánto “tiempo de vida”
podŕıa tener el campo en esas condiciones.

3.2. Densidad del campo escalar

Para nuestro enfoque es de vital importancia observar cómo es que la densi-
dad del campo escalar y su enerǵıa se comportan debido al cambio en el valor
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de sus parámetros. Esto nos dará información acerca de su distribución y aśı sa-
bremos si el campo acreta o puede mantenerse estable alrededor del hoyo negro.
Esta densidad en Relatividad General está dada como una componente del ten-
sor de enerǵıa-momento −T t

t , del sistema en cuestión. En este caso, tenemos
que para el campo escalar, su T ν

µ esta dado por:

Tµ
ν = gµλϕλϕν − 1

2
δµν
(
gαβϕαϕβ + 2V

)
(3.25)

en donde el potencial V esta dado por:

V =
1

2
m2ϕ2 + λϕ4 (3.26)

con λ una constante, cabe mencionar que aqúı ya no estamos trabajando con
un campo escalar de prueba, esto es, ya estamos utilizando el término de auto
interacción descrito por λϕ4. Este término implica que la distribución del campo
no sólo estará sujeta al potencial externo, sino que ahora tendrá contribuciones
de la interacciones generadas por el propio campo escalar.

Es aśı como calculando la componente de nuestro interés con el potencial
dado, esta tiene la forma

T t
t =

1

2

(
2gttϕ̇ϕ̇∗ − gαβϕαϕ

∗
β +m2ϕϕ∗ + λ(ϕϕ∗)2

)
(3.27)

en la cual, si desarrollamos el término gαβϕαϕ
∗
β tenemos que la expresión ante-

rior puede ser escrita como:

= −1

2

(
gttϕ̇ϕ̇∗ + grrϕ′ϕ′∗ +m2ϕϕ∗ + λ(ϕϕ∗)2 +

1

r2
(ϕ,θϕ

∗
,θ +

1

sen2
ϕ,φϕ

∗
,φ)

)
(3.28)

Con el propósito de simplificar la expresión, si sustituimos una función con parte
radial y angular de la forma ϕ =

∑
l,m ϕlm(r)Y lm(θ, φ), la parte de derivadas

angulares dentro del −T t
t toma la forma:

ϕ,θϕ
∗
,θ+

1

sen2θ
ϕ,φϕ

∗
,φ =

∑
lm

∑
l′m′

{
ϕlmY

lm
,θ ϕl′m′Y l′m′

,θ +
1

sen2θ
ϕlmY

lm
,φ ϕl′m′Y l′m′

,φ

}
(3.29)

Como lo importante de obtener el −T t
t es su integral ya que nos proporciona la

información acerca del cambio en la enerǵıa del sistema, veremos qué ocurre al
integrar la parte angular de esta componente del tensor enerǵıa-momento.∫ (

Y lm
,θ Y l′m′

,θ +
1

sen2θ
Y lm
,φ Y l′m′

,φ

)
dΩ (3.30)

A la expresión del integrando intentaremos verla de tal forma que el primer
término sea completamente derivado respecto a θ y el segundo respeto a φ, es
aśı que tendremos que restar los términos sobrantes como se muestra∫ [(

Y lm
,θ Y l′m′

)
,θ
+

1

sen2θ

(
Y lm
,φ Y l′m′

)
,φ

]
dΩ−

∫ [(
Y lm
,θθ +

1

sen2θ
Y lm
,φφ

)
Y l′m′

]
dΩ

(3.31)
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notemos que la segunda integral es casi la parte angular del operador laplaciano
salvo por un término

1

senθ

(
cos θ

∂Y

∂θ
+ senθ

∂2Y

∂θ2

)
+

1

sen2θ

∂2Y

∂φ2
= −l(l + 1)Y (3.32)

aprovechando esto, sustituiremos por su valor propio más el término que falta

−
∫ (

l(l + 1)Y lm + cotθY lm
,θ

)
Y l′m′

dΩ (3.33)

Ahora, nos gustaŕıa que toda la parte angular fuera solamente sustituida por el
eigenvalor l(l + 1), y por tanto, la suma de tres de los cuatro términos en 3.30
fuese cero, esto es∫ [(

Y lm
,θ Y l′m′

)
,θ
+

1

sen2θ

(
Y lm
,φ Y l′m′

)
,φ

+ cotθY lm
,θ Y l′m′

]
dΩ = 0 (3.34)

Con ese propósito, podemos definir un campo vectorial F como

F =

(
Y lm
,θ Y l′m′

,
Y lm
,φ Y l′m′

senθ

)
(3.35)

con el cual al obtener su divergencia nos dará algo parecido a la expresión que
andamos buscando

∇ · F = cot θY lm
,θ Y l′m′

+ Y lm
,θ Y l′m′

,θ +
1

sen2θ

(
Y lm
,φ Y l′m′

)
,φ

(3.36)

y utilizando el Teorema de Gauss en dos dimensiones ([31]), obtenemos que la
integral de esta divergencia tiene valor cero debido a que la frontera de la región
es nula ya que es una esfera.∫ ∫

R

∇ · FdA =

∮
∂R

(F · n)dl = 0 (3.37)

De manera análoga podŕıamos utilizar el teorema de Stokes, el cual nos relaciona
a una integral de una superficie con una integral de linea a lo largo de la frontera
de la superficie ∫ ∫

S

(∇× F ) · dS =

∫
∂S

F · ds (3.38)

para esto primero tomaremos a nuestra superficie S como una esfera de radio R
con una parametrización estándar dada por

S(θ, φ) = R(cos θ cosφ, senθ cosφ, senφ) (3.39)

de esta manera el término del integrando de la parte izquierda del teorema puede
ser calculado y del cual se obtiene

∇× F ·Ndθdφ = R cosφ
(
cos2 θ cosφF3 + cos θ cosφsenθ∂θF3

− cos θ cosφ∂φF2 + senθ cosφ∂φF1 − senθsenφ∂θF1) (3.40)
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en donde N = ∂θS × ∂φS es el vector normal a la superficie y Fi, i ∈ {1, 2, 3}
son las componentes de un campo vectorial F .

Es aśı como podemos definir un campo vectorial dado por

F =
Rsenθ

R cosφ

(
0,−

Y lm
,φ Y l′m′

cosφ cos θsen2θ
,

Y lm
,θ Y l′m′

cosφ cos θsenθ

)
(3.41)

que al sustituirlo en la expresión 3.33, nos da como resultado∫ ∫
S

[
cot θY lm

,θ Y l′m′
+
(
Y lm
,θ Y l′m′

)
,θ
+

1

sen2θ

(
Y lm
,φ Y l′m′

)
,φ

]
dΩ = 0 (3.42)

que es cero debido a que la superficie en la que lo estamos haciendo es una esfera
y su frontera es nula.

De esta manera la parte angular se redujo al eigenvalor l(l + 1) y por tanto
nuestra expresión de la densidad del campo escalar queda como

ρϕ = −1

2

(
gttϕ̇ϕ̇∗ + grrϕ′ϕ′∗ +m2ϕϕ∗ + λ(ϕϕ∗)2 +

1

r2

∑
lm

∑
l′m′

ϕlmϕl′m′(l(l + 1))

)
.

(3.43)
Notemos que esta expresión incluye distintos términos que contribuyen a

la enerǵıa, algunos de ellos son términos dinámicos, como los referentes a ϕ̇
y ϕ′, y otros que surgen del tipo de potencial que se esta utilizando, entre
estos el término de autointeracción. También es de notar que esta densidad de
penderá de la geometŕıa en que se encuentre la distribución del campo escalar
ya que en los términos dinámicos antes mencionados influyen los coeficientes
métricos.

Todo lo anterior se realizó para un campo escalar clásico que como ya se
comentó, es un tipo de materia, es relativista y tiene comportamiento distinto
al de un fluido.

Con este cálculo tenemos una idea de cómo está distribuida la densidad de
campo escalar para una geometŕıa dada en simetŕıa esférica.
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Caṕıtulo 4

Condensados de
Bose-Einstein

En el presente caṕıtulo se introducirán conceptos básicos que describen a
los condensados de Bose-Einstein, aśı como el formalismo de la ecuación que
utilizaremos para describirlos.

Siguiendo los trabajos de Bose, Einstein consideró un sistema de bosones
masivos no interactuantes ([4], [5]) y concluyó que bajo cierta temperatura y
densidad, una fracción del total de part́ıculas del sistema se encontraŕıan ocu-
pando el estado cuántico de menor enerǵıa que una part́ıcula pudiese ocupar.
Los bosones son part́ıculas de esṕın entero, además de que una función de on-
da de un sistema de bosones idénticos es simétrica bajo el intercambio entre
part́ıculas.

Dado que la temperatura juega un papel muy importante en este sistema, es
de gran utilidad saber a que temperaturas se da dicho fenómeno. Una manera de
tener un ponderado de la temperatura de transición de un BEC es mediante ar-
gumentos dimensionales, ya que las cantidades relevantes en un gas de part́ıculas
libres son la masa m, el número de densidad n y la constante de Planck ℏ. Dado
lo cual, la única enerǵıa que puede formarse con dichas cantidades es ℏ2n2/3/m,
que dividida entre la constante de Boltzmann, obtenemos un estimado de la Tc:

Tc = C
ℏ2n2/3

mk
. (4.1)

Por otra parte, una forma alterna de relacionar la temperatura de transición
de un BEC con la densidad de part́ıculas es mediante la comparación de la
longitud de onda de De Broglie con la separación media entre las part́ıculas del
sistema, que es del orden de n−1/3 [13]. Esta longitud de onda generalmente es
definida como

λT =

(
2πℏ2

mkT

)1/2

. (4.2)

33
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A altas temperaturas es muy pequeña y el sistema se comporta clásicamente;
es por esto que el fenómeno de condensación se da cuando la temperatura es
suficientemente baja para que λT sea comparable con n−1/3. Si tenemos a N, el
número de part́ıculas del sistema, la densidad de este estará dada por n = N/R3,
en donde R es el radio de la nube del gas, y que es del orden de (kT/mω2

0)
1/2,

donde ω0 es la frecuencia angular del movimiento de cada part́ıcula dentro del
potencial de atrapamiento.

Comparando λT con n−1/3 y sustituyendo n en la expresión, tenemos que la
temperatura de transición está dada por:

kTc = C1ℏω0N
1/3, (4.3)

en donde C1 es una constante. Experimentalmente son usadas frecuencias en las
trampas del orden de 102Hz, con lo que las frecuencias ω0 ∼ 103s−1 y el número
de part́ıculas se encuentra entre 104 − 107 [32]. Con lo anterior se obtiene un
ponderado de la temperatura de transición de un gas uniforme, que también son
similares a aquellas en las que el gas se encuentra atrapado.

4.1. Gas de Bose no interactuante

Para un sistema de bosones no interactuantes y en equilibrio termodinámico
se tiene que el número de ocupación del estado ν esta dado por [13]

f0(ϵν) =
1

e(ϵν−µ)/kT − 1
, (4.4)

en la que ϵν denota la enerǵıa del estado de una part́ıcula en el potencial
en el que se encuentre y µ es el potencial qúımico que está determinado como
una función del número de part́ıculas N y la temperatura T con la condición
de que el número total de part́ıculas sea la suma de la ocupación de los niveles
individuales con un potencial qúımico fijo.

Dada esta distribución, se tiene que a altas temperaturas, los efectos cuánti-
cos son despreciables y se convierte en la distribución de Boltzmann.

f0(ϵν) ≃ e−(ϵν−µ)/kT . (4.5)

A estas temperaturas el potencial qúımico es mucho menor que la enerǵıa mı́ni-
ma. Conforme la temperatura va disminuyendo el valor del potencial qúımico
comienza a ser importante y comparable con el de la enerǵıa mı́nima y el núme-
ro de ocupación aumenta. Cuando el número de part́ıculas en el estado base
es considerable entonces el sistema tiene un condensado de Bose. Dependiendo
del sistema, se tiene la función g(ϵ) es la densidad de estados en el intervalo
ϵ − dϵ, que nos ayuda a tener una idea de la cantidad de estados excitados.
Dicha función vaŕıa como potencia de la enerǵıa.

g(ϵ) = cαϵ
α−1, (4.6)
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donde α es un valor que depende del tipo de sistema a considerar. Por ejemplo,
para un gas en tres dimensiones confinado por paredes ŕıgidas, α = 3/2.

Ahora, para tener una expresión de Tc, tenemos que la temperatura de tran-
sición se define como la temperatura máxima a la que la ocupación macroscópica
del estado base aparece. Y teniendo que el número de part́ıculas en estados ex-
citados esta dado por:

Nex =

∫ ∞

0

dϵg(ϵ)f0(ϵ), (4.7)

la cual toma su valor más alto con µ = 0 y la Tc queda determinada por
la condición de que el número total de part́ıculas se encuentren en estados
excitados, esto es:

N = Cα(kTc)
α

∫ ∞

0

dx
xα−1

ex − 1
= CαΓ(α)ζ(α)(kTc)

α, (4.8)

en la cual se utilizó la variable adimensional x = ϵ/kTc, Γ(α) es la función gam-
ma y ζ(α) =

∑∞
n=0 n

−α es la función zeta de Riemann [13]. Con este resultado
podemos tener una expresión expĺıcita para la temperatura de transición. Nóte-
se que el número de part́ıculas en estados excitados no depende del número total
de part́ıculas por lo que sólo hablamos en términos de fracciones del N total.

4.2. Propiedades termodinámicas

Dado que cuando el sistema se encuentra en un condensado de Bose-Einstein
el estado macroscópicamente ocupado no contribuye con la enerǵıa, es tomado
como cero, y como por debajo de la Tc el potencial qúımico µ desaparece, en-
tonces la enerǵıa interna del sistema es [13]

E = Cα

∫ ∞

0

dϵϵα−1 ϵ

eϵ/kT − 1
= CαΓ(α+ 1)ζ(α+ 1)(kT )α+1. (4.9)

Con este resultado y dado que el calor espećıfico es C = ∂E/∂T y que la entroṕıa
esta relacionada con el calor espećıfico como C = T∂S/∂T , entonces tenemos
que ambas propiedades están dadas por:

C = (α+ 1)
E

T
(4.10)

S =
C

α
=
α+ 1

α

E

T
(4.11)

4.3. Ecuacion de Gross-Pitaevskii

La ecuación de Gross-Pitaevskii describe las propiedades de un gas de Bose
no uniforme cuando la longitud de dispersión a es mucho menor que el espacia-
miento entre part́ıculas. Se sabe que a bajas enerǵıas, la interacción entre dos
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part́ıculas es constante en la representación de momentos y es U0 = 4π, que en
el espacio de coordenadas corresponde a una interacción de contacto U0δ(r−r′)
[7].

Para un sistemas de bosones completamente en un condensado, los tenemos
en el mismo estado cuántico, por lo que su función de onda puede ser escrita
como:

Ψ(r1, ..., rN ) =
∏

ϕ(ri). (4.12)

en donde Ψ(r1, ..., rN ) representa la función de onda de todo el sistema y las
ϕ(ri) representan las funciones de onda de cada bosón.

Dado lo cual tenemos que la interacción efectiva esta dada por U0 y que el
Hamiltoniano efectivo es:

H =
∑[

p2i
2m

+ V (ri)

]
+ U0

∑
δ(ri − rj), (4.13)

siendo V (r) el potencial externo.
Sacando el valor esperado del hamiltoniano:

⟨Ψ|H|Ψ⟩ =
∫
dNr

∏
ϕ(ri)

(∑[
p2i
2m

+ V (ri)

]
+ U0

∑
δ(ri − rj)

)∏
ϕ(ri),

(4.14)
es decir

= N
(∫

dr
[

ℏ2

2m |∇ϕ(r)|2 + V (r)|ϕ(r)|2
])

+

N(N−1)
2

∫
dridrjU0δ(ri − rj)ϕ ∗ (ri)ϕ ∗ (rj)ϕ(ri)ϕ(rj), (4.15)

al simplificar, obtenemos que

⟨Ψ|H|Ψ⟩ = N

∫
dr

[
ℏ2

2m
|∇ϕ(r)|2 + V (r)|ϕ(r)|2 + N − 1

2
U0|ϕ(r)|4

]
. (4.16)

Por lo que la enerǵıa del estado antes mencionado esta dada por:

E = N

∫
dr

[
ℏ2

2m
|∇ϕ(r)|2 + V (r)|ϕ(r)|2 + N − 1

2
U0|ϕ(r)|4

]
(4.17)

Comenzando por considerar un gas de Bose uniforme. Además en un sistema
uniforme de volumen V , la función de onda de una part́ıcula en el estado base es
1/V 1/2, por lo que la enerǵıa de interacción entre pares de part́ıculas es U0/V .
Con lo que la enerǵıa de un sistema de N bosones en el mismo estado cuántico
es esa cantidad multiplicada por el número de distintas formas de tomar pares
de bosones. Teniendo que en esta aproximación la enerǵıa es:

E =
N(N − 1)

2V
U0 ≈ 1

2
V n2U0. (4.18)

Ahora introduciendo el concepto de función de onda del condensado ψ(r) =
N1/2ϕ(r), la densidad de part́ıculas esta dada por n(r) = |ψ(r)|2 y despreciando
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términos de orden (campo medio) 1/N , la enerǵıa del sistema puede ser escrita
como:

E =

∫
dr

[
[
ℏ2

2m
|∇ψ(r)|2 + V (r)|ψ(r)|2 + 1

2
U0|ψ(r)|4

]
. (4.19)

Dado lo cual, minimizando la enerǵıa variando ψ(r) y su complejo conjugado
ψ∗(r), manteniendo el número de part́ıculas constante

N =

∫
dr|ψ(r)|2. (4.20)

Posteriormente con δE−µδN = 0 e introduciendo la variación ψ(r)+ δψ(r)
en la enerǵıa se tiene que

δE =

∫
dr

(
−ℏ2

2m
∇2ψ(r) + V (r)ψ(r) + U0ψ(r)

2ψ(r)∗
)
δψ(r)∗ (4.21)

δN =

∫
drr(ψ(δψ)∗ + ψ∗δψ + |δψ|2) (4.22)

de tal manera obtenemos:

− ℏ2

2m
∇2ψ(r) + V (r)ψ(r) + U0|ψ(r)|2ψ = µψ(r) (4.23)

que es la ecuación de Gross-Pitaevskii independiente del tiempo, la cual tiene
la estructura de una ecuación de Schrodinger en donde el potencial esta dado
por la suma de un potencial externo y un términos no lineal U0|ψ(r)|2 que toma
en cuenta el campo medio generado por otros bosones. En dicha ecuación el
eigenvalor es el potencial qúımico µ y no la enerǵıa por part́ıcula.

Como primer caso para ejemplificar una solución de esta ecuación conside-
remos el caso unidimensional para un condensado atrapado por una barrera
infinita, que nos da un potencial que se anula para x ≥ 0 y que es infinito para
x < 0, para lo cual tenemos:

− ℏ2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ U0|ψ(x)|2ψ(x) = µψ(x). (4.24)

En el caso de una distribución homogénea de materia se tiene que el potencial
qúımico esta dado por µ = U0|ψ|2 = U0n [13], con lo cual se obtiene:

ℏ2

2m

d2ψ(x)

dx2
= −U0(|ψ(x)|2 − |ψ(x)|2)ψ(x). (4.25)

Ahora, suponiendo ψ(x) real, tenemos que la ecuación anterior tiene por
solución anaĺıtica:

ψ(x) = ψ0tanh(x/
√
2ξ), (4.26)

en la que se utilizaron las condiciones de frontera ψ(0) = 0 y ψ(∞) = ψ0. En
esta expresión ξ se refiere a la distancia sobre la cual la función de onda toma
su máximo valor.
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En el caso particular de un gas atrapado por un potencial de oscilador
armónico tridimensional dado por:

V (x, y, z) =
1

2
m(ω2

1x
2 + ω2

2y
2 + ω2

3z
2), (4.27)

con ωi las frecuencias del oscilador.

Ahora, tomando como función de prueba una de la forma:

ϕ0(r) =
N1/2

π3/4(b1b2b3)1/2
e−x2/2b21e−y2/2b22e−z2/2b23 , (4.28)

con los bi como parámetros de variación. Sustituyéndola en la expresión de la
enerǵıa que se minimizó para la obtención de la ecuación de Gross-Pitaevskii se
tiene:

E(b1b2b3) = N
∑

ℏωi

(
a2i
4b2i

+
b2i
4a2i

)
+

N2U0

2(2π)3/2b1b2b3
. (4.29)

Introduciendo las variables adimensionales xi = bi
ai
, en donde las ai son las

bi para el caso de un gas sin interacciones entre part́ıculas, y minimizando la
expresión respecto a las nuevas variables, obtenemos

1

2
ℏωi(x

2
i −

1

x2i
)− 1

2(2π)3/2
NU0

a3
1

x1x2x3
= 0, (4.30)

con a =
√

ℏ
mω . Para obtener dichos parámetros hay que resolver las ecuaciones,

pero si se considera una nube muy grande, la enerǵıa de interacción es grande

y pueden ser despreciados los términos de enerǵıa cinética que van como
1

x2i
,

encontrando:

x5i =

(
2

π

)1/2
Na

a

(
ω

ωi

)5/2

(4.31)

o

bi =

(
2

π

)1/10(
Na

a

)1/5
ω

ωi
a (4.32)

De esta manera obtenemos que la enerǵıa por part́ıcula es:

E

N
=

5

4

(
2

π

)1/5(
Na

ā

)2/5

ℏω̄. (4.33)

De acuerdo con expresión de enerǵıa obtenida y despreciando el término de

enerǵıa cinética, esta es proporcional a N2/5 y es
(
Na
ā

)2/5
veces mayor que la

enerǵıa en ausencia de interacciones [13].
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4.4. Adimensionalizacion de la ecuacion de Gross-
Pitaevskii

En esta sección se mostrará la forma en la que se adimensionaliza la ecuación
de Gross- Pitaevskii que tiene como principal finalidad un mejor manejo para
su solución mediante métodos numéricos.

Como ya se mostró anteriormente, la ecuación a de Gross-Pitaevskii inde-
pendiente del tiempo en una dimensión tiene la siguiente apariencia(

− ℏ2

2m
∇2 + Vext(r) + U0|ψ(r)|2

)
ψ(r) = µψ(r) (4.34)

Debido a que se busca que los términos queden con coeficientes adimen-
sionales es necesario realizar unos cambios en las variables, de forma que las
constantes carguen las unidades.

En lo que respecta al primer término, el operador d2

dx2 tiene dimensiones de
1
L2 en donde L es una constante con unidades de longitud, habitualmente se
utiliza una longitud caracteŕıstica del sistema.

En nuestro caso, emplearemos un potencial de oscilador armónico Vext(r) =
1
2mω

2r2. Como primer paso definiremos una coordenada adimensional dada por

x ≡
√

2mω

ℏ
r. (4.35)

Notemos que 2mω
ℏ tiene dimensiones de 1

L2 . También debemos resaltar que U0 =
4πℏ2a

m en donde a es la longitud de dispersión, caracteŕıstica del condensado.

Sustituyendo esta coordenada en nuestra expresión original aśı como el valor
de U0, tenemos que nuestra ecuación toma el siguiente aspecto[

−ℏω
d2

dx2
+

1

4
ωℏx2 − 4πℏ2|a|

m
ψ2(r)

]
ψ(r) = µψ(r). (4.36)

Por otro lado, analicemos el tercer término de nuestra ecuación, podemos ver
que

4πℏ2|a|
m

ψ2(r) =
|Φ(x)|2

x2
, (4.37)

en el cual |Φ(x)| = 8π|a|r2ψ2(r) es adimensional también.

Finalmente sustituimos la expresión anterior y además todo los multiplica-
mos por un factor de 1

ℏω obtendremos nuestra ecuación de Gross- Pitaevskii
adimensional [

− d2

dx2
+

1

4
x2 − |Φ(x)|2

x2

]
Φ(x) = βΦ(x) (4.38)

en donde se definió β = µ
ℏω una constante adimensional.
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4.5. Gross-Pitaevskii en simetria esferica

Partiendo de la ecuación de Gross-Pitaevskii independiente del tiempo, ahora
veremos su desarrollo en tres dimensiones en coordenadas esféricas, que será de
ayuda en nuestra analoǵıa.

Inicialmente notemos que el laplaciano en coordenadas esféricas tiene la for-
ma

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2senθ

∂

∂θ

(
senθ

∂

∂θ

)
+

1

r2sen2θ

∂2

∂φ2
(4.39)

con lo que nuestra ecuación a tratar queda con el siguiente aspecto

−ℏ2

2m

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ϕ

∂r

)
+

1

r2senθ

∂

∂θ

(
senθ

∂ϕ

∂θ

)
+

1

r2sen2θ

∂2ϕ

∂φ2

]
+V ϕ+U0|ϕ|2ϕ = µϕ

(4.40)
Si ahora, como ya lo hemos hecho, introducimos ϕ =

∑
l,m ψlm(r)Y lm(θ, φ)

podremos manipular con mayor facilidad algunos términos.

−ℏ2

2m

[∑
lm

Y lm 1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψlm

∂r

)
+

1

r2senθ

∑
lm

ψlm
∂

∂θ

(
senθ

∂Y lm

∂θ

)

+
1

r2sen2θ

∑
lm

ψlm
∂2Y lm

∂φ2

]
+ V

∑
l,m

ψlmY
lm + U0ρ

∑
l,m

ψlmY
lm = µ

∑
l,m

ψlmY
lm(4.41)

en el que ρ = |ϕ|2.
Para simplificar la expresión realizaremos algunos cambios, primero volvere-

mos a realizar la sustitución del operador angular por su eigenvalor.

1

senθ

(
cos θ

∂Y

∂θ
+ senθ

∂2Y

∂θ2

)
+

1

sen2θ

∂2Y

∂φ2
= −l(l + 1)Y (4.42)

además se multiplicará toda la ecuación por un armónico esférico Y l′m′
para

que nos quede una expresión para cada modo utilizando la ortogonalidad de
estas funciones especiales, esto es

−ℏ2

2m

[
1

r2
d

dr

(
r2
dψ

dr

)
− l(l + 1)

r2
ψ

]
+ V ψ + U0ρψ = µψ (4.43)

Ya con esta expresión haremos un cambio de coordenadas cambiando la
función a resolver ψlm = ulm

r , esto con el propósito de deshacernos del término
de primera derivada radial y aśı encontrar una mayor similitud con la ecuación
de Klein-Gordon. De esta manera la ecuación toma el siguiente aspecto.

−ℏ2

2m

[
d2

dr2
u− l(l + 1)

r2
u

]
+ V u+ U0ρu = µu (4.44)
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Dentro del mismo análisis de los términos de la ecuación veremos qué ocurre
con el referente a ρ al realizar la expansión de ϕ en una parte radial y otra
angular. Recordemos primero que ρ fue definido como |ϕ|2, por lo que

ρ =

∑
l,m

ψlmY
lm

∑
l′,m′

ψl′m′Y l′m′

∗

(4.45)

es aśı como al multiplicar los términos∑
l,m

∑
l′,m′

(ψlmψ
∗
l′m′)

(
Y lmY ∗l′m′

)
(4.46)

si se utiliza la ortogonalidad de los armónicos esféricos con lo que el segundo
término de la expresión anterior da deltas que permiten eliminar una de las
sumas (esto integrando sobre la esfera unitaria) y de esta manera podemos
notar que este término se reduce sólo a la suma sobre los cuadrados de las
partes radiales referentes a cada modo

ρ =
∑
l,m

ψ2
lm (4.47)

Este término introduce una dificultad en el análisis de Gross-Pitaevskii, esto
es porque la ecuación a la que llegamos no tiene separados los modos ya que ρ
contiene contribuciones de todas las demás componentes a pesar de que el resto
de la expresión sólo refiere a uno de ellos.

Dentro del análisis de esta ecuación, generalmente se tienen dos posibilidades
de simplificar su estudio ([33], [7]). Por una parte en el caso de que el condensado
sea débilmente interactuante, se desprecia el término que posee la U0 que es el
de autointeracción por lo que la ecuación resultante a resolver es

−ℏ2

2m

[
d2

dr2
u− l(l + 1)

r2
u

]
+ V u = µu (4.48)

Por otra parte, en el caso de tener un condensado fuertemente interactuante
se suele despreciar el término referente a la enerǵıa cinética de las part́ıculas, que
es el de la segunda derivada espacial, de esta última simplificación se hablará más
adelante y es llamada aproximación de Thomas-Fermi. Con esta aproximación,
la ecuación a resolver es de carácter algebráico y es de la forma

−ℏ2

2m

[
− l(l + 1)

r2
u

]
+ V u+ U0ρu = µu (4.49)

Finalmente podŕıamos adimensionalizar a la ecuación 4.49 con la finalidad
de comparar con la versión adimensional de Klein-Gordon.

Al igual que cuando se adimensionalizó la ecuación de Klein-Gordon, de-
finiremos una variable adimensional como x = r/L con lo que el término de
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Figura 4.1: Comparación entre la solución numérica (ĺınea continua), la apro-
ximación de gas no interactuante (ĺınea discontinua) y la aproximación de
Thomas-Fermi (ĺınea discontinua con puntos) [33].

segunda derivada tiene dimensiones de 1/L2. Si se multiplica por 2mL2

ℏ2 nuestra
expresión quedará como

− d2

dx2
u+

l(l + 1)

x2
u+

2mL2

ℏ2
V u+

2mL2

ℏ2
U0ρu =

2mL2

ℏ2
µu, (4.50)

por lo que si definimos constantes adimensionales de la siguiente manera

V̄ =
2mL2

ℏ2
V (4.51)

ϵ =
2mL2

ℏ2
µ (4.52)

y definiendo que ũ = u/L3/2 y γ = 2mL2

ℏ2 U0, nuestra ecuación finalmente se
verá como [

− d2

dx2
+
l(l + 1)

x2
+ V̄ + γρ

]
u = ϵu, (4.53)

que en el siguiente caṕıtulo será de gran ayuda.
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4.6. Aproximación de Thomas-Fermi

Cuando las nubes del gas son suficientemente grandes, y por tanto el número
de átomos y sus interacciones repulsivas dominan el sistema, una expresión para
el estado base puede ser obtenida despreciando el término de enerǵıa cinética
de la ecuación de GP. Esto nos da:[

V (r) + U0|ψ(r)|2
]
ψ(r) = µψ(r) (4.54)

que tiene por solución:

n(r) = |ψ(r)|2 = [µ− V (r)] /U0 (4.55)

la cual aplica en la región en la que la parte de la derecha es positiva y por
lo tanto, ψ = 0 fuera de dicha región. De tal manera tenemos que la frontera de
la nube esta dada por:

V (r) = µ (4.56)

De esa aproximación podemos obtener la información de que la enerǵıa ne-
cesaria para agregar una part́ıcula a cualquier punto de la nube es la misma
donde quiera que se encuentre el punto.

Este método es muy útil debido a que para conocer la función solución
en la región antes mencionada no es necesario resolver la ecuación diferencial,
simplemente es despejar la función de nuestra ecuación algebráica ([7], [33]).

En el caso que hemos estado utilizando con un potencial de oscilador armóni-
co, la densidad de número de nuestro condensado con esta aproximación esta
dado por

ρ =
µ− 1

2mω
2x2

U0
(4.57)

en donde se tomó l = 0 y ρ = ψψ∗. Dado lo anterior tenemos que la función
solución es

ψ =

√
µ− 1

2mω
2x2

U0
(4.58)

Es aśı que si conocemos la forma del potencial de atrapamiento y el valor
del potencial qúımico, podemos conocer las dimensiones de nuestra nube. En el
caso espećıfico de un potencial de oscilador armónico anisotrópico.

Ri =
2µ

mω2
i

(4.59)

que son las dimensiones de la nube en cada uno de sus ejes.
Tras hacer una revisión de algunas caracteŕısticas del los condesados de Bose

y posteriormentey manipular la ecuación de Gross-Pitaevskii se encontró una
expresión parecida a la de campo escalar en un fondo curvo con simetŕıa esférica
y que en el siguiente caṕıtulo se aondará más en
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Caṕıtulo 5

Analoǵıa entre la ecuación
de Klein-Gordon en espacio
curvo y Gross-Pitaevskii

En este caṕıtulo nos centraremos en comparar las dos ecuaciones mencio-
nadas en el presente trabajo, en especial sus versiones adimensionales y con
simetŕıa esférica. Hasta el momento se han descrito a las ecuaciones y los siste-
mas que describen cada uno por separado, pero como se mencionó anteriormente,
ambas ecuaciones guardan una similitud matemática.

Para comenzar con nuestra comparación comenzaremos por recordar cua-
les son la ecuaciones de las cuales estamos hablando. La primera que se men-
cionó fue la de Klein-Gordon en Schwarschild, adimensional, que es la siguiente:[

− d2

dx2
+ Veff

]
Φ = ω̄2Φ, (5.1)

con Veff =
(
1− 2

x

) ( l(l+1)
x2 + 2

x3 + (Mµ)2
)
y ω̄ = ωM .

Por su parte la ecuación de Gross-Pitaevskii en simetŕıa esférica, adimensio-
nal se ve como sigue: [

− d2

dx2
+ ¯Veff + γρ

]
u = ϵu, (5.2)

en donde ¯Veff = l(l+1)
x2 + V̄ es el potencial de atrapamiento usado para confinar

al gas y recordar que ρ =
∑

lm
u2
lm

r2 .

Como primer observación hemos de notar que son similares, sin embargo a
la primera le falta un término no lineal para tener mayor similitud a la segunda.
Este término es justamente el segundo término del potencial usado en la sección
de Densidad de campo escalar, que es V = 1

2µ
2ϕ2+ 1

4λϕ
4. El segundo término de

45
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este potencial al ingresar a la ecuación de Klein-Gordon lo hace como su deriva-
da, por lo que la ecuación de Klein-Gordon con este término de autointeracción
se ve como: [

− d2

dx2
+ Veff + (1− 2

x
)λρ̄

]
Φ = ω̄2Φ, (5.3)

la cual tiene ya un aspecto casi idéntico al de la ecuación de Gross-Pitaevskii
con simetŕıa esférica, es importante hacer notar que tras los cambios que se rea-

lizaron en el desarrollo de la ecuación, ρ̄ =
∑

lm
Φ2

lm

r2 . Sin embargo este término
no se hab́ıa introducido debido a que en el estudio del potencial, aśı como de los
estados resonantes incrementa la dificultad en su estudio debido a que la ecua-
ción no es ya para un solo modo, sino que comienza a mezclar contribuciones
de éstos en cada ecuación para el modo correspondiente.

Ya teniendo ambas ecuaciones podemos ver que poseen un término de segun-
da derivada respecto a la posición, uno referente a un potencial de atrapamiento,
un término no lineal asociado con la autointeracción entre las part́ıculas y fi-
nalmente uno con un eigenvalor. Es interesante hacer notar que mientras que
en Gross-Pitaevskii el potencial de atrapamiento es de naturaleza externa al
sistema y puede tener diversas formas, el de la ecuación de Klein-Gordon surge
directamente de la geometŕıa del espacio tiempo y por tanto, es intŕınseco al sis-
tema. También el eigenvalor de Klein-Gordon es una frecuencia que puede ser de
naturaleza compleja, mientras que para Gross-Pitaevskii es el potencial qúımico
que tiene información acerca de la cantidad de part́ıculas en el condensado.

A pesar de que matemáticamente presentan una gran similitud cabe resaltar
que algunas tienen implicaciones más allá de lo que dice su expresión. Una
muy importante en Gross-Pitaevski es que esta es a temperatura cero, en la
que todas las part́ıculas del sistema se encuentran en el “estado condensado”
y debido a que la temperatura en el marco de relatividad general, que es en
el que se desarrolla Klein-Gordon, no esta precisamente bien definida, presenta
una cierta complejidad la analoǵıa. Cabe mencionar también que la ecuación de
Klein-Gordon a la que se llega es para cada modo, exceptuando el término no
lineal que, como ya se mencionó, mezcla contribuciones de distintos modos.

Por otra parte, para interpretar ciertos fenómenos observables en los con-
densados como la vorticidad, es necesario utilizar un formalismo de fluido, por
lo que se le debeŕıa de considerar de igual manera al campo escalar aunque hoy
en d́ıa se sabe que no lo es.

Debido a que como ya se mencionó el campo escalar tiene relevancia por ser
un buen candidato a materia oscura, la analoǵıa presenta su mayor atracción
en el hecho de que los métodos utilizados para resolver Gross-Pitaevskii puedan
ser empleados para resolver a Klein- Gordon. Dentro de estos métodos el más
utilizado y que simplifica en demaśıa su solución es el de Thomas-Fermi que en
el siguiente caṕıtulo se analizará que tan buena es la aproximación comparada
con la solución numérica de esta ecuación. Con esta aproximación, la ecuación
se Klein-Gordon podŕıa ser resuelta como:

ρ̄ =
ω̄ − Veff

λ
, (5.4)
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con ρ̄ =
∑

lm
Φ2

lm

r2 .
Otra razón que incentiva la analoǵıa es la comparación en ambos sistemas

de sus observables, ya que los condensados de Bose pueden ser recreados en
los laboratorios de la Tierra y se les mide una gran cantidad de variables para
caracterizarlos, sin embargo nuestro otro sistema tiene como principal impedi-
mento para su estudio la lejańıa e imposibilidad de realizar mediciones en él.
Dentro de estas observables en los condensados se encuentra la generación de
modos de vorticidad y superfluidez.

Por otra parte a nivel numérico la diferencia entre ambas radica en la forma
del potencial efectivo ya que para realizar su evolución con el método empleado
en el presente trabajo, que se explicará en el siguiente caṕıtulo, es necesario
el comportamiento asintótico de la función solución aśı como la solución a la
ecuación sin el término no lineal para tener una idea del valor inicial de la
derivada de la función solución de la ecuación completa.
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Caṕıtulo 6

Solución numerica

En la presente tesis uno de los objetivos fundamentales se encontraba en
resolver de manera numérica la ecuación de Gross-Pitaevskii ([34]). Este tipo
de ecuación presentaba como principal dificultad su no linealidad por lo que
la forma de resolverlas siguió un tipo especial de algoritmo que nos permitiera
encontrar una solución.

A grandes rasgos el algoritmo se basa en encontrar de manera anaĺıtica el
comportamiento asintótico de la ecuación a resolver ya que esto nos dará algo
con que comparar la solución numérica de la ecuación. Para dicho propósito es
necesario poner la ecuación a resolver de manera adimensional y de forma tal
que el término no lineal se anule cuando x → ∞. De esta manera se obtiene
una solución para la ecuación, a la que también se le hará tender x a infinito;
ya con la información anterior, el problema se reduce a determinar el valor de
la derivada de la función solución en un cierto valor inicial, esto con un valor ya
fijo de la función en el mismo punto, de forma tal que den el comportamiento
inferido por la solución asintótica.

Dada la solución asintótica se obtiene su derivada, para ver el comporta-
miento de esta para x grandes. Ambas expresiones van multiplicadas por cons-
tantes; dichas constantes deben ser iguales, por lo que despejándolas de ambas e
igualándolas obtenemos una ecuación que nos servirá para saber cuando hemos
obtenido el valor correcto de la derivada de la función.

Al momento de programar se resolvió la ecuación no lineal en cuestión me-
diante el método de Runge-Kutta de segundo orden hasta un cierto valor en el
que ya se pod́ıa considerar un x suficientemente grande como para poder com-
pararse con el comportamiento asintótico. Para emplear este método se bajó de
orden a la ecuación diferencial convirtiéndola en un sistema de dos ecuaciones
de primer orden, esto es

∂

∂r
u1 = u2 (6.1)

∂

∂r
u2 =

(
−β +

1

4
x2 − |u21(x)|

x2

)
u1 (6.2)

49
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en donde u1 es la función solución y u2 es la derivada de dicha función. Este
método nos permitió obtener el valor de la función y de su derivada en cada
iteración. Para el Runge Kutta se determina primero el intervalo en el cual se
desea resolver la ecuación diferencial, posteriormente este se divide para que
exista una “malla” para la que en los puntos de esta se calcule el valor de la
función. En cada iteración se calculan un par de constantes que nos ayudan a
calcular el valor de la solución en el siguiente punto. Entre más pequeña sea la
malla, mayor la resolución encontrada en la solución.

Este método sigue el siguiente algoritmo:

k1 = h · v (6.3)

l1 = h · f(x, v, t) (6.4)

k2 = h · (v + l1) (6.5)

l2 = h · f(t+ h, x+ k1, v + l1) (6.6)

En donde h es el tamaño de cada intervalo de la malla, t la variable inde-
pendiente de la función, x es la función solución y v su derivada.

Posteriormente con estas constantes se calculan los valores de la función y
su derivada como sigue:

xi+1 = xi

(
k1 + k2

2

)
(6.7)

vi+1 = vi

(
l1 + l2

2

)
(6.8)

con x y v la función solución y su derivada respectivamente. Posteriormente
ambos valores eran introducidos en la ecuación que se obtuvo anaĺıticamente
de igualar las constantes; la solución a dicha ecuación fue obtenida mediante
el método de la secante que arrojaba como resultado a su vez un valor de la
derivada más cercano al buscado. Este método se utiliza para obtener ráıces de
funciones y tiene un algoritmo de la siguiente forma

xn+1 = xn − xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)
f(xn) (6.9)

en el que f(xn) y f(xn−1) son lo valores de la ecuación en xn y xn−1 res-
pectivamente, por lo que se requieren dos valores anteriores al punto en que se
calculara el valor de la ecuación.

Posteriormente el valor que daba este método fue reintroducido al Runge-
Kutta para volver a calcular el valor de la solución y su derivada en el x siguiente
y aśı hasta que el método de la secante encontrase que la ecuación se satisfaćıa.

Después ya con el valor de la derivada en el punto inicial obtenido se “corŕıa”
por última vez el Runge-Kutta pero ahora mandando a un archivo todos los
valores de la función en el intervalo establecido.

Ahora hablando en el caso particular de la solución de la ecuación de Gross-
Pitaevskii, esta se puso de la siguiente forma,
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[
− d2

dx2
+

1

4
x2 − |Φ(x)|2

x2

]
Φ(x) = βΦ(x) (6.10)

donde se tienen los siguientes parámetros adimensionales [34]

x ≡
√

2mω

ℏ
r (6.11)

Φ(x) ≡
√
8π|a|rψ(r) (6.12)

β ≡ µ

ℏω
(6.13)

esto con el propósito, como ya se mencionó, de que el término no lineal se
anule para x grandes.

Para obtener el comportamiento de la solución de dicha ecuación en infinito
hice x→ ∞ y de esta manera la ecuación resultante es:[

d2

dx2
− 1

4
x2
]
Φ(x) + βΦ(x) = 0 (6.14)

que tiene la forma de una ecuación diferencial cuyas soluciones son llamadas
funciones parabólicas ciĺındricas. Esta ecuación es de la forma general:

d2y

dx2
+
(
ax2 + bx+ c

)
y = 0 (6.15)

Nuestra ecuación pertenece a un caso particular de éstas, la cual posee so-
luciones reales

d2y

dx2
−
(
1

4
x2 + a

)
y = 0 (6.16)

Esta ecuación tiene soluciones en serie de potencias, sin embargo en el caso
particular de que x≫ |a| su solución es

U(a, x) ∼ e−
1
4x

2

x−a− 1
2

{
1−

(
a+ 1

2

) (
a+ 3

2

)
2x2

+(
a+ 1

2

) (
a+ 3

2

) (
a+ 5

2

) (
a+ 7

2

)
2 · 4x4

− · · ·

}
(6.17)

la cual puede reducirse a una expresión más simple con lo antes mencionado
x → ∞ ya que se busca el comportamiento asintótico de la solución [35]. Con
dada aproximación llegamos a que la solución es de la forma

U(a, x) = C0e
− 1

4x
2

x−a− 1
2 (6.18)

en donde C0 es una constante a determinar. Regresando a las constantes de
nuestro problema original, y reescribiendo la solución de una manera distinta,
tenemos que
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Φ(x) = C0exp

(
−1

4
x2 +

(
β − 1

2

)
In(x)

)
(6.19)

la cual es la que será utilizada en nuestro código. Como ya se mencionó an-
teriormente, es necesaria la derivada de esta solución para tener una segunda
ecuación con la cual determinaremos la constante C0. Esta segunda ecuación
esta dada por

Φ′(x) = C ′
0exp

(
−1

4
x2 +

(
β − 1

2

)
In(x)

)
·
[
−x
2
+

(
β − 1

2

)
1

x

]
(6.20)

.
De ambas ecuaciones despejamos las constantes con lo cual obtenemos que

están dadas por

C0 = Φ(x)exp

(
1

4
x2 −

(
β − 1

2

)
In(x)

)
(6.21)

C ′
0 = Φ′(x)exp

(
1

4
x2 −

(
β − 1

2

)
In(x)

)
·
[
−x
2
+

(
β − 1

2

)
1

x

]−1

(6.22)

con lo que al igualar las expresiones obtenemos la ecuación a resolver me-
diante el método de la secante.

C0−C ′
0 =

[
Φ(x)− Φ′(x)

(
−x
2
+

(
β − 1

2

)
1

x

)−1
]
·exp

(
1

4
x2 −

(
β − 1

2

)
In(x)

)
= 0.

(6.23)
A continuación se mostrará el código escrito en fortran 90 y se detallará como

funciona:

program final

implicit none

real*8:: h, beta, f, g, k1, k2, l1, l2

integer:: i, j

real*8, dimension(0:10000):: u1, u2, r, w, phi, phid

open (1, file=’gp55.dat’, status= ’replace’)

open (2, file=’gp66.dat’, status= ’replace’)

h=1.4E-3

u2(0)=0.99

u1(0)=0.0

r(0)=1.0E-8

beta=1.2

w(0)=0.99

w(1)=0.991
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En esta primera parte del programa se denota el tipo de variables a utilizar,
dentro de ellas encontramos reales como algunas constantes que nos ayudarán
en el Runge-Kutta, también hay enteros que básicamente se utilizan como la
variable de conteo en las iteraciones de los métodos del programa. Finalmente
en esta declaración de variables encontramos un tipo de variable que posee más
de una entrada y que nos ayudará a registrar los valores de la función o de su
derivada para cada punto de la malla utilizada. Es importante hacer notar que se
le pone ∗8 para definirlas como variables de doble precisión ya que en cómputo
cient́ıfico juega un papel vital tener la mayor cantidad de decimales en el valor
calculado pues en algunos casos, como el nuestro, la ecuación es altamente no
lineal.

Posteriormente se abren un par de archivos en donde se guardarán los datos
importantes generados en el programa. En esta primera sección también le da-
mos valores iniciales a las variables. Algunos de estos valores deben ser puestos
con cuidado como u1 y u2 que son respectivamente el valor de la función y el
valor de su derivada. Otro valor importante es el de h que nos da el ancho de
cada segmento de la malla utilizada y al mismo tiempo dependiendo de don-
de comenzamos, esto determinará la longitud del dominio en el que queremos
resolver nuestra ecuación.

Ahora lo que sigue es la parte de las iteraciones del métodos Runge-Kutta

do j= 1, 5000

r(j)=r(j-1)+h

k1= h*u2(j-1)

l1= h*f(beta, r(j-1), u1(j-1))

k2= h*(u2(j-1)+l1)

l2= h*f(beta, r(j-1)+h, u1(j-1)+k1)

u1(j)= u1(j-1)+((1.0/2.0)*(k1+k2))

u2(j)= u2(j-1)+((1.0/2.0)*(l1+l2))

write(1,*) r(j-1), u1(j-1), u2(j-1)

if (u1(j)$ > $50) exit

end do

En esta sección empleamos un do para calcular el valor de la función solución
y de su derivada en el intervalo dado. Primero se incrementa el valor de la varia-
ble independiente r, posteriormente se calculan las constantes que se muestran
en las ecuaciones 6,3− 6,6 para después obtener los valores de la solución como
se muestra en 6,7 − 6,8. Después los valores de r, u1 y u2 son escritos en uno
de los archivos que se abrieron en la sección anterior. Cabe mencionar que se
puso un if en esta sección para el dado caso de que el valor de la solución ya
haya divergido y por tanto, cortar la iteración y no perder tiempo de cómputo
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en ella. También es importante recordar que lo que estamos comparando es el
valor de la función y su derivada en el punto final de la malla con el compor-
tamiento asintótico, es decir en el rfinal, por lo que estos valores se guardarán
en variables auxiliares. La siguiente parte se centra en el método de la secante
que se muestra en la ecuación 6,9 en el que se obtienen las ráıces de la ecuación
6,23.

w(i+1)=w(i)-(((w(i)-w(i-1)) / (g(phi(i),phid(i), r(5000),

beta)-g(phi(i-1),phid(i-1),

r(5000),beta)))*g(phi(i),phid(i),r(5000),beta))

u2(0)=w(i+1)

en él se utlizan los dos últimos valores de la función y su derivada en rfinal.
Aqúı w es el valor inicial de la derivada que se le da al método Runge-Kutta y
tras brindarle un valor, dá uno más cercano a la ráız. En la última ĺınea de esta
sección se le dá al valor inicial de la derivada ahora el valor obtenido por este
método. La siguiente parte corresponde a repetir el Runge-Kutta pero ahora
con el valor obtenido por el método que nos da el comportamiento asintótico
deseado.

if (g(phi(i),phid(i),r(5000),beta)==g(phi(i-1),phid(i-1), r(5000),beta)) then

u2(0)=w(i)

do j= 1, 5000

r(j)=r(j-1)+h

k1= h*u2(j-1)

l1= h*f(beta, r(j-1), u1(j-1))

k2= h*(u2(j-1)+l1)

l2= h*f(beta, r(j-1)+h, u1(j-1)+k1)

u1(j)= u1(j-1)+((1.0/2.0)*(k1+k2))

u2(j)= u2(j-1)+((1.0/2.0)*(l1+l2))

write(2,*) r(j-1), u1(j-1), u2(j-1), u1(j-1)/r(j-1)

end do

Aqúı se puede notar que antes del do que generará los valores finales de la
solución, se encuentra un if en el que se comparan los valores arrojado por
el método de la secante y de esta manera saber cuando se ha encontrado el
comportamiento deseado y cortarlas iteraciones del mismo.

Finalmente en la siguiente sección, que es la última, sólo se encuentran las
definiciones de las funciones utilizadas tanto en el Runge-Kutta como en el
método de la secante.

function f(beta, r, u1)
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implicit none

real*8:: beta, r, u1, f

f= ( -beta + ( (1.0/4.0)*(r*r) ) - ( (u1*u1)/(r*r) ) ) * u1

end function f

function g(u1, u2, x, beta)

implicit none

real*8:: u1, u2, x, beta, g

g= ( u1 - u2*( 1.0/ ( ((-1.0)*x/2.0) + ( (beta - 1.0/2.0)* (1/x) ) ) ))

* exp( (x*x)/4.0 - ( (beta - 1.0/2.0)*log(x) ) )

end function g

La primera es la ecuación 6,2 que se utiliza en el Runge- Kutta (f) y la segunda
es la que utilizamos en el método de la secante que se muestra en la ecuación
6,23 (g).

Tras realizar el método descrito se obtuvo la función solución a la ecuación,
esto es, Φ(x).
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Figura 6.1: Solucion de Gross-Pitaevskii adimensional Φ(x)

Esta gráfica presenta un máximo global y posteriormente comienza a decaer
conforme x va creciendo. Posteriormente tras regresar a la función original ψ(r),
la solución obtenida es

De esta última gráfica podemos ver que básicamente se ubica en r = 0 y va
decreciendo rápidamente conforme r va creciendo. Debido a que la densidad de
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Figura 6.2: Solucion de Gross-Pitaevskii ψ(r)

número en un condensado esta dada como |ψ(r)|2, esto nos indica por la forma
de figura anterior que la mayoŕıa de las part́ıculas del condensado se encuentran
para r cercanas a cero que era lo esperado debido al tipo de potencial usado en
la ecuación.

Podŕıamos comparar nuestra solución numérica con la aproximación de Thomas-
Fermi. Esta aproximación se hará directamente de la ecuación adimensional que
se utilizó para el método numérico por lo que tiene el siguiente aspecto:

Φ(x) =

√
|1
4
x4 − βx2|, (6.24)

con lo que regresando a la función solución original ψ(r), tenemos:

ψ(r) = C
Φ(x)

x
, (6.25)

con C una constante. A continuación se muestra la gráfica de comparación entre
la solución numérica y la de Thomas-Fermi.

De la figura anterior podemos notar que la aproximación de Thomas-Fermi
es una buena aproximación para x pequeños. Cabe mencionar que se esta gra-
ficando Φ(x)/x que no es precisamente ψ(r) ya que revisando las constantes
adimensionales definidas, lo graficado necesitaŕıa ser multiplicado por la cons-
tante

√
mω/4π|a|ℏ para serlo.

Para realizar algo análogo a este método para la ecuación de Klein-Gordon
con el término de autointeracción se requiere conocer su comportamiento asintóti-
co x −→ ∞. Para esto se podŕıa hacer un cierto acomodo y definir la función
de manera parecida a como se hizo en Gross-Pitaevskii con lo que el término no
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Figura 6.3: Comparación entre la solución numérica (ĺınea roja) y la aproxima-
ción de Thomas-Fermi(ĺınea verde).

lineal en ese ĺımite se elimine y al hacer lo mismo con el potencial efectivo con
lo que en este caso seŕıa algo de la forma:[

− d2

dx2
+ σ2

]
Φ = ω̄2Φ, (6.26)

que para que tenga convergencia en infinito se necesita que σ2 > ω̄2, de esta ma-
nera la solución asintótica seŕıa una combinación lineal de exponenciales reales,
y por conveniencia elegiŕıamos a la exponencial decreciente. Con esta solución
y su derivada podŕıamos obtener una ecuación a la cual sacarle sus ráıces me-
diante el método de la secante. Sin embargo lo complicado seŕıa encontrar una
solución anaĺıtica de la ecuación sin su término no lineal pero con el potencial
efectivo completo; esto ayuda a darse una idea del valor inicial que se le da al
método de derivada de la función solución para comenzar a buscar. Sin el valor
antes mencionado el método diverge fácilmente por lo que es importante.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

Me gustaŕıa comenzar con hacer notar que tras lo citado en esta tesis res-
pecto al campo escalar, es una muy buena alternativa a representar la materia
oscura debido sobre todo a su capacidad de permanecer durante tiempos largos,
o en coexistencia de los hoyos negros, ya que por los datos actuales esta se en-
cuentra en grandes halos intergalácticos y como ya se mencionó, se cree que en el
centro de las galaxias se encuentran este tipo de objetos supermasivos. De esta
manera resulta interesante explorar la similitud con otro tipo de sistemas, los
condensados de Bose, que a diferencia del primer sistema, se puede recrear en la
Tierra en condiciones controladas, lo que permite el estudio de su fenomenoloǵıa
en mayor detalle.

Dentro de las conclusiones de esta tesis podemos encontrar primeramente la
gran similitud matemática que poseen las dos ecuaciones aqúı presentadas. Aun-
que muy parecidas en su aspecto me gustaŕıa recalcar que a mi juicio son cosas
completamente distintas debido a que en la ecuación de Gross-Pitaevskii, por el
hecho que surge de una formulación de la mecánica cuántica y f́ısica estad́ıstica,
la temperatura juega un papel preponderante en la formación de este tipo de
sistemas, los condensados de Bose. Prueba de lo mencionado es que justamente
la ecuación de Gross-Pitaevskii describe a este tipo de sistemas a temperatura
0K, lo que implica que todas las part́ıculas del sistema se encuentran en el es-
tado condensado. Por otra parte la ecuación de Klein-Gordon dentro del marco
de la Relatividad General, aunque se han hecho intentos dentro de esta teoŕıa,
hasta el momento no existe un parámetro similar a la temperatura. Otra dife-
rencia f́ısica entre las expresiones matemáticas es la constante que acompaña a
la función solución del lado derecho de la igualdad, por un lado la ecuación de
Gross-Pitaevskii tiene a µ el potencial qúımico que es una medida de la cantidad
de part́ıculas del sistema, por otra parte en Klein-Gordon aparece una frecuen-
cia ω que surge de estudiar los estados estacionarios y poco tiene que ver con
una medida de la cantidad de campo escalar existente en el sistema.

En las motivaciones de explorar dicha similitud se encontraba la de explorar
ciertos fenómenos curiosos que presentan los condensados de Bose, uno de ellos
es la vorticidad, y es aqui donde surge otra discrepancia entre ambos sistemas.

59
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Para el trato de la vorticidad en los condensados, se hace dentro del marco de
mecánica de fluidos y en lo que respecta al campo escalar hay personas que
los tratan como polvo y que sostienen que este componente no es precisamente
un fluido por lo que manejarlo con los mismos conceptos resulta complicado.
De esta manera es que creo que explorar los métodos en ambas ramas, tanto
en cosmoloǵıa como en f́ısica atómica es bueno, sin embargo los sistemas son
en verdad diferentes y el hablar de condensados cosmológicos, como algunos
autores lo hacen, me parece algo aventurado. Otra de estas diferencias es que
en el sistema del condensado, el punto coordenado r = 0 es importante ya que,
como se vió en la simulacion, la mayor cantidad de las part́ıculas se encuentran
en una vecindad de él, por otra parte en Klein-Gordon con Schwarzschild, la
zona coordenada que se estudia se encuentra en el intervalo (2m,∞) por lo
que en si ya representa un diferencia entre los sistemas estudiados. De esta
manera la densidad del campo escalar tiene una distribución distinta, aśı como
los potenciales de atrapamiento generados por la mera geometŕıa del espacio-
tiempo.

En lo que respecta a la simulación numérica aqúı presentada, se enfrentó a
diversos problemas debido a la alta no linealidad de la ecuación diferencial, es
por esto que se tuvo que tener especial cuidado en la elección de las condiciones
iniciales y se tuvo que emplear un “shooting”. Aun aśı el algoritmo presentado
tiene diversas limitaciones debido a que el método de la secante que nos ayudó a
encontrar las ráıces de la ecuación auxiliar 5.21 suele diverger fácilmente si el
“ansatz” inicial de la derivada no se encuentra cercano al que se busca. De
los resultados de esta simulación pudimos encontrar que como se esperaba, la
mayor cantidad de las part́ıculas en el condensado se encuentran en el centro del
potencial de atrapamiento, en este caso el de oscilador armónico que se utilizó.
También su densidad decae considerablemente en cuanto se aleja de ese punto.

Al ver la solución tiene un comportamiento en concordancia a lo que pre-
dice la aproximación de Thomas-Fermi, con lo que podemos determinar que
esta última es una buena forma de tener una idea del comportamiento de la
función solución, de hecho para r pequeños ambas son muy parecidas. Con lo
anterior, podŕıamos concluir que este método podŕıa ser empleado para obtener
una aproximación de la solución a la ecuación de Klein-Gordon en fondo curvo
sin la necesidad de resolver la ecuación diferencial asociada. Sin embargo creo
que se debe tener cuidado en la magnitud que se le da a λ y que brinda el “peso”
del término no lineal en la ecuación, ya que en el caso de Gross-Pitaevskii el
”peso”de este está dado por la magnitud de la longitud de dispersión que es
caracteŕıstica del sistema.
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