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RESUMEN

En este trabajo se propone un método éptico para caracterizar ondas
de choque como las que se utilizan en litotricia extracorporea. Para esto se
analiza el cambio de fase que sufre una onda luminosa al atravesar una onda
de choque. A partir del perfil de presién de la onda de choque se obtiene
un perfil de indice de refraccion del cual se obtiene el cambio de fase que
sufre la onda luminosa al atravesar la onda de choque. Este cambio de fase
se traduce en fluctuaciones de intensidad en una imagen las cuales pueden
utilizarse para caracterizar la onda de choque. Aqui se presentan simula-
ciones numeéricas que muestran las fluctuaciones de intensidad a diferentes
distancias de propagacién. En las simulaciones se observo que se producen
franjas de luz brillantes que representan la difraccion de la luz que produce
el cambio de presién de la onda de choque. Se observé que para distancias
de propagacién muy cortas el contraste entre las franjas de luz y el fondo
mas oscuro es pequeno. Conforme se aumenta la distancia de propagacion
tenemos un contraste méas alto pero también incrementa la difraccion en la
imagen. Se encontré que para una distancia de propagacion de 0.17 m se
tiene el contraste mas alto entre la franja de luz brillante y el fondo, ademas
de que la difraccién en la imagen no es tan notoria.






ABSTRACT

In this work, an optical method to describe shock waves as those used in
lithotripsy is proposed. For this purpose, the phase change produced in a light
wave when it crosses a shock wave is analyzed. From the pressure profile of
the shock wave, a refractive index profile is obtained and which is then used to
calculate the phase change of a light beam that crosses the wave. The phase
change is translated into intensity fluctuations in an image which can be used
to describe the shock wave. Simulations showing the intensity fluctuations
at different propagation distances are presented here. In the simulations we
observed that fringes are produced they are due to the diffraction of the light
produced by the pressure change of the shock wave. We observed that at
short propagation distances the contrast between the fringes and the darker
background is small. As propagation distance increases we have a higher
contrast but the diffraction in the image is increased too. It was found that
for a propagation distance of 0.17 m we have the highest contrast between
the fringes and the background, besides the diffraction in the image is not
very noticeable.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo se hace un estudio tedrico de un método éptico para
caracterizar una onda de choque como las que se utilizan en litotricia. Una
onda de choque es una onda de presién que viaja a una velocidad mayor
a la del sonido. Estas ondas se pueden concentrar hacia un calculo renal
para fragmentarlo en partes lo suficientemente pequenas para atravesar el
tracto urinario. A la técnica de fragmentar cdlculos renales mediante ondas
de choque se le conoce como Litotricia Extracorpérea con Ondas de Choque.
Ademas de la litotricia se han encontrado otras aplicaciones para las ondas
de choque como la transfeccién celular (introducir ADN a las células) [1].
También se utilizan en cardiologia, otropedia y traumatologia, asi como para
transformar genticamente hongos y bacterias.

Los equipos de litotricia producen ondas de choque en agua usando ac-
tuadores piezoeléctricos, una descarga eléctrica o una bobina. Las ondas de
choque se pueden concentrar en una pequena regiéon utilizando reflectores
o lentes actsticas. En el caso de la litotricia extracorporea, el lugar donde
se concentran las ondas de choque debe coincidir con la posicion del cédlcu-
lo renal. Para localizar los calculos renales, los equipos de litotricia utilizan
ultrasonido 6 fluorocospia.

El principal mecanismo de fragmentacion del calculo renal es la cavita-
cién acustica. Alrededor del cdlculo renal existen burbujas (de un didmetro
entre 7 y 55 pm) que se expanden y colapsan cuando la onda de choque las
atraviesa [2]. El colapso de estas burbujas forma ondas de choque secundarias
y “jets”de liquido a alta velocidad (arriba de 400 m/s) que danan el célculo
renal.

Para medir la presion de las ondas de choque se utilizan hidréfonos que
son dispositivos que pueden convertir los cambios de presion en el agua en
senales eléctricas. Con estos instrumentos se puede estudiar la presién que
ejerce la onda de choque en el lugar donde se hace la mediciéon. Es muy
importante conocer la presién que ejerce la onda de choque en el cédlculo
renal, ya que, si las ondas de choque producen un cambio de presién muy
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grande, pueden danar el tejido que rodea al calculo renal.

La fotografia Schlieren se ha utilizado para observar ondas de choque.
Esta técnica nos permite observar variaciones de densidad que producen las
ondas de choque. Con camaras de alta velocidad se pueden obtener fotografias
de las ondas de choque y asi observar su comportamiento.

Existe un método que puede utilizarse para medir variaciones de densi-
dad y se conoce como SCIDAR (Scintillation Detection and Ranging). Este
método es utilizado para estudiar la turbulencia atmosférica en sitios don-
de se realizan observaciones astronémicas. La técnica SCIDAR consiste en
observar con un telescopio la luz que proviene de una estrella binaria. Al
atravesar la atmosfera de la Tierra, las ondas de luz sufren fluctuaciones de
fase debido a las variaciones de densidad y temperatura del aire. Las fluctua-
ciones de fase de las ondas luminosas hacen que en la pupila del telescopio se
produzcan fluctuaciones de intensidad luminosa (centelleo). Después se hace
un andlisis del centelleo y asi se pueden obtener parametros fisicos que nos
indican el comportamiento de la turbulencia en la atmésfera. Los principales
pardmetros que se miden son el perfil de turbulencia C%(h) y la velocidad
de las capas turbulentas v(h) [3].

La desventaja de esta técnica es que solo se pueden analizar capas de
la atmésfera muy elevadas, no se puede analizar el comportamiento de la
turbulencia en capas cerca de la superficie. Este problema se solucion6 gracias
a las investigaciones de Fuchs, Tallon y Vernin quienes propusieron la técnica
del SCIDAR generalizado [4]. En esta técnica, en lugar de que el plano de
analisis esté situado en la pupila del telescopio, el analisis del centelleo se
hace en un plano conjugado que se encuentra por debajo de la pupila. Con
esta modificacion de la técnica SCIDAR, se puede analizar la turbulencia
atmosférica en capas que se encuentran cerca de la superficie de la Tierra.

Se desea desarrollar un método éptico para caracterizar ondas de choque
basandonos en la técnica del SCIDAR generalizado. Los cambios de presion
de la onda de choque producen una variaciéon en el indice de refraccion del
medio (en este caso agua). Si se hace incidir un haz de luz al medio por donde
se propaga la onda de choque, las ondas luminosas sufriran un cambio de fase
debido a los cambios de indice de refraccién que produce la onda de choque.

Las ondas luminosas con fase modificada se propagan hasta un plano
de analisis donde se produce centelleo. El plano de analisis se encuentra a
cierta distancia del lugar por donde se propaga la onda de choque. Podemos
analizar el centelleo producido por la onda de choque para obtener algunos
pardametros fisicos de la onda de choque (velocidad, fluctuacién de presién).
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Como ya se menciond anteriormente, el objetivo es desarrollar un méto-
do éptico para caracterizar ondas de choque. Su importancia radica en que
actualmente las ondas de choque se aplican en varios campos de la medicina.
Con este método 6ptico podremos obtener informaciéon de la onda de cho-
que analizando el centelleo que se produce a causa de los cambios de presién
de la onda de choque. Con un mejor conocimiento de los parametros fisicos
de la onda de choque, se pueden desarrollar nuevas técnicas que permitan
incrementar la eficiencia de fragmentacion de los calculos renales.

En este trabajo se realizaron simulaciones numéricas que muestran el
centelleo producido por los cambios de fase que sufre una onda luminosa al
atravesar una onda de choque. Se calculé el cambio de fase que sufre la onda
luminosa debido a los cambios de presion de la onda de choque. Para calcular
las variaciones de intensidad luminosa (centelleo) se utilizé la difraccién de
Huygens-Fresnel. Las simulaciones se realizaron en MATLAB.

En el capitulo 2 de esta tesis se explica como se utilizan las ondas de
choque en litotricia. También se da una breve explicacion sobre la fotografia
Schlieren y la técnica del SCIDAR generalizado. En el capitulo 3 se explica en
qué consiste la técnica del SCIDAR generalizado con mas detalle. También se
describe el arreglo 6ptico que se utilizara para observar las fluctuaciones de
intensidad luminosa (centelleo) que produce la onda de choque. En el capitulo
4 se presentan los cdlculos que se realizaron para obtener el cambio de fase que
sufre una onda luminosa al atravesar una onda de choque. Posteriormente
se presentan los resultados de las simulaciones que muestran el centelleo
producido por las variaciones de presién de la onda de choque.



2. ANTECEDENTES

En este capitulo se da una explicacion de cémo se utilizan las ondas de
choque para la fragmentacion de calculos renales. Después se describe la foto-
grafia Schlieren que sirve para visualizar las ondas de choque. Posteriormente
se da una explicacion de la técnica del SCIDAR generalizado. Finalmente se
presentan las ecuaciones que se utilizaron para calcular las fluctuaciones de
intensidad que produce una onda de choque.

2.1. Ondas de choque en litotricia

Las ondas de choque son ondas de presién producidas por un objeto que
se mueve a una velocidad mayor a la del sonido. Una bala o un avién que se
mueva a una velocidad supersénica puede producir una onda de choque. Mas
que de una onda, se trata de frentes de onda con un incremento de presion
muy rapido seguido de una caida de presién rapida también. Las ondas de
choque se propagan a una velocidad mayor que la del sonido y su intensidad
se reduce conforme se propagan (ver [6]).

Las ondas de choque se aplican en la medicina en la fragmentacién de
calculos renales. Es posible enfocar las ondas de choque hacia el cdlculo renal
para fragmentarlo en partes lo suficientemente pequenas para que puedan
atravesar el tracto urinario. A esta técnica se le conoce como litotricia extra-
corpérea con ondas de choque (ESWL por sus siglas en inglés).

Como se puede ver en la figura 2.1, las ondas de choque se generan fuera
del cuerpo humano y son concentradas en el calculo renal. El generador de
ondas de choque se encuentra sumergido en agua. De esta manera pueden
generarse ondas de presion en el agua que se propagan hacia el célculo renal.
Las ondas de choque son producidas en agua ya que su impedancia acustica es
similiar a la del cuerpo humano. Debido a la forma semiesférica del generador,
la energia de las ondas de choque se concentra en una zona focal donde se
encuentra el célculo renal.
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Onda de choque
debajo del agua
enfocandose

Foco F
(célculo renal)

Material
aislante
Soporte

de aluminio . Cristales

piezoeléctricos
Generador de
ondas de choque

Fig. 2.1: Litotricia extracorpdrea con ondas de choque. El generador de ondas de
choque (en este caso piezoeléctrico) produce ondas de presiéon que son
enfocadas hacia el célculo renal. Imagen tomada de [9].

Existen tres tipos de generadores de ondas de choque: electrohidraulicos,
piezoeléctricos y electromagnéticos (ver [7]). En la figura 2.2 se muestra un
diagrama de cada tipo de generador.

Generador Generador Generador
electrohidriulico piezoeléctrico electromagnético

Fig. 2.2: Esquema de los tipos de generadores de ondas de choque. Imagen tomada

de [7].

Los generadores electrohidraulicos producen la onda de choque con una
descarga eléctrica debajo del agua. Esta descarga se produce en el foco de
un reflector elipsoidal. La onda de choque se propaga hacia las paredes del
reflector y después se refleja hacia el segundo foco.

Los generadores piezoeléctricos producen la onda de choque con varios
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cristales piezoceramicos. Estos cristales se colocan sobre un soporte metalico
con forma esférica y se conectan en paralelo. Al recibir una descarga eléctrica,
los cristales se expanden al mismo tiempo y producen una onda de presion
que se concentra en el punto focal del arreglo esférico.

Los generadores electromagnéticos producen la onda de choque con una
membrana metalica que se coloca sobre una bobina plana con forma espiral.
Para producir la onda de choque, se aplica un voltaje a la bobina y esto
hace que la membrana metdlica sea repelida. El movimiento de la membrana
produce la onda de choque que se propaga a través del agua. Para enfocar la
energia de la onda se utiliza una lente actstica.

Ademsds de la fragmentacion de calculos renales, se han encontrado otras
aplicaciones para las ondas de choque. Una de ellas es la trasfecciéon de células
por ondas de choque. La transfeccién consiste en introducir ADN a células
eucariotas. Se han realizado estudios que demuestran que las ondas de choque
permiten un aumento en la permeabilidad de la membrana celular. También
se ha estudiado la aplicacion de las ondas de choque como método de conv-
servacion de alimentos. Las ondas de choque pueden ser visualizadas con la
fotografia schlieren que se describe en la siguiente seccién [11].

2.2. Fotografia schlieren

La fotografia schlieren es una técnica que nos permite observar variaciones
de densidad. Esta técnica se basa en el hecho de que si un rayo de luz atraviesa
un medio donde hay variaciones de densidad, se desviarda de su camino en
linea recta. En la figura 2.3 se puede ver un esquema del funcionamiento de
la fotografia schlieren.

Como se puede ver en la figura 2.3, una fuente de luz ilumina un espejo
concavo y éste refleja los rayos de luz hacia una videocamara. En el punto
focal del espejo se coloca la hoja de una navaja. Si no hay cambios de den-
sidad en el medio, los rayos de luz no se desvian y llegan a la videocamara
sin problemas (figura 2.3a). Por otra parte, si hay variaciones de densidad en
el medio algunos rayos de luz se desvian de su camino en linea recta y son
bloqueados por la hoja de la navaja (figura 2.3). Los rayos bloqueados no al-
canzan la videocamara y aparecen como lineas negras en la imagen obtenida.
De esta manera se pueden obtener imégenes de las variaciones de densidad
en el medio. Ya que las ondas de choque producen cambios abruptos de den-
sidad en el medio por donde se propagan, se utiliza la fotografia schlieren
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Hoja de
navaja

Videocamara

Fuente Espejo
de luz coéncavo
(a)
Los rayos desviados Las variaciones de
son detenidos por densidad del medio desvian
la navaja los rayos de luz

Hoja de
navaja

Videocamara

Fuente Espejo
de luz céncavo

(b)

Fig. 2.3: Método para obtener una fotografia schlieren. Se coloca la hoja de una
navaja en el punto focal del espejo. (a) Si no hay variaciones de densidad
en el medio, los rayos de luz no se desvian y llegan a la videocdmara. (b)
Cuando hay variaciones de densidad algunos rayos de luz se desvian y son
detenidos por la navaja.

para observar su comportamiento.

La fotografia schlieren ha sido utilizada para observar ondas de choque
[11]. Existe una técnica que se ha utilizado para estudiar el comportamiento
de la turbulencia atmosférica. Esta técnica se conoce como SCIDAR y per-
mite calcular los cambios de fase que sufre una onda de luz al atravesar un
medio con cambios de presiéon. En este trabajo queremos utilizar la técni-
ca del SCIDAR generalizado para caracterizar una onda de choque. En la
siguiente seccion se da una breve explicacion de esta técnica.
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2.3. SCIDAR generalizado

La turbulencia atmosférica reduce drasticamente la resolucion de los te-
lescopios 6pticos. Conocer como se comporta la turbulencia atmosférica es
imprescindible al momento de construir instrumentacién astronémica de nue-
va generacion. Por ejemplo, mediciones de turbulencia en los sitios candidatos
para la instalacion de un nuevo telescopio permite determinar el sitio idéneo
para el tipo de observaciones que se llevaran a cabo. La luz que proviene
de las estrellas se ve afectada por las fluctuaciones de temperatura del aire
que provocan fluctuaciones del indice de refraccién y como consecuencia no
se pueden lograr imagenes de calidad 6ptima. Al realizar estudios de turbu-
lencia atmosférica se busca obtener el perfil de la intensidad turbulenta del
indice de refraccién, comtinmente notado C%(h) y la velocidad de las capas
turbulentas v(h).

Los frentes de onda de la luz que proviene de las estrellas sufren fluc-
tuaciones de fase debido a los cambios turbulentos del indice de refraccion
que existen en la atmoésfera. Los frentes de onda distorsionados se propagan
a la pupila del telescopio y producen fluctuaciones de intensidad en ella. A
las fluctuaciones de intensidad se les conoce como centelleo y se utiliza para
obtener los perfiles de turbulencia atmosférica. El centelleo se puede apreciar
cuando observamos las estrellas, éstas parecen estar “parpadeando” debido
a la distorsion que sufre la luz al atravesar la atmosfera.

Una manera de medir los perfiles de turbulencia atmosférica es utilizan-
do la técnica SCIDAR (scintillation detection and ranging) que consiste en
analizar los patrones de centelleo que produce una estrella binaria en la pu-
pila del telescopio. Por simplicidad, supongamos que solo hay una sola capa
turbulenta a una altura h en la atmésfera. Las dos estrellas tienen una sepa-
racion angular de p y producen dos patrones de centello que se encuentran
separados por una distancia d = ph (ver figura 2.4). Si se obtiene el valor de
d podemos saber el valor h.

Para calcular el valor de d se toman imagenes de los patrones de centelleo
que se producen en el plano de la pupila del telescopio. A estas imagenes se les
calcula la funcién de autocorrelacién promedio, la cual tiene un pico central
maximo y dos picos laterales mas pequenos localizados en ry = ph y ry =
—ph. El perfil de turbulencia C%(h) puede ser obtenido de la autocorrelacién.
El centelleo producido por una capa turbulenta a una altura h es proporcional
a hb/6. Por esta razén la técnica SCIDAR no puede detectar capas turbulentas
que se encuentran a bajas altitudes. Esto es un problema significativo ya que



2. Antecedentes 9

SCIDAR generalizado
SCIDAR clasico

/—w

A B
+*
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Capas turbulentas
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l Plano de anilisis | hg=<0
Centelleo i
d — I
g ] %—— di=p |hg|
deesfe 2=p|h-hgs|
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Autocorrelacion l
[
Autocorrelacion

Fig. 2.4: SCIDAR clésico y SCIDAR generalizado. Imagen tomada de [3].

gran parte de la turbulencia atmdsferica se encuentra cerca de la superficie
terrestre.

Para solucionar este problema se cred la técnica del SCIDAR generali-
zado que se muestra en la figura 2.4. Esta técnica consiste en analizar los
patrones de centelleo que produce una estrella binaria en un plano virtual
loacalizado a una distancia hys por debajo de la pupila del telescopio (plano
de andlisis). En este caso, los patrones de centelleo estan separados por una
distancia |h — hgs|p, que también es la separacion de los picos laterales en
la autocorrelacion. La varianza del centelleo producido por una capa a una
ahurailesproponﬁonala]hr—hysP/6,k)cualhaceckmecmﬂﬂescapascercanas
al suelo (h = 0). La técnica del SCIDAR generalizado permite detectar capas
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turbulentas en bajas altitudes. A partir de la autocorrelacion de los patrones
de centelleo se puede obtener el perfil de turbulencia C% (h+ hys) como en el
caso el SCIDAR clasico.

Para determinar la velocidad de desplazamiento v(h) de una capa turbu-
lenta que se encuentra a una altura h, se toman iméagenes de los patrones de
centelleo cada At tiempo. Los patrones de centelleo se desplazan una distan-
cia v(h)At entre cada imagen. La correlacién cruzada de imdgenes obtenidas
a instantes separados por At tendra los mismos 3 picos que la autocorrelacién,
pero estard desplazada una distancia v(h)At del centro de la correlacién. Ya
que se conoce el valor de At, el valor de v(h) puede ser obtenido midiendo
la distancia que se deplaza la correlacién cruzada (ver [3]). En la figura 2.5
se muestra un equema de este método, se puede ver que los patrones de cen-
telleo se miden en un plano por debajo de la pupila del telescopio (SCIDAR
generalizado).

Capaturbulenta 4

Plano de anélisis |

d
Centelleo FZEntellem A
instante t instante t + At

Fig. 2.5: Método para obtener la velocidad de desplazamiento. Imagen tomada de
[3].

Como ya se habia mencionado, queremos utilizar la técnica del SCIDAR
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generalizado para caracterizar una onda de choque. En esta seccién vimos
que podemos caracterizar una capa turbulenta a partir de los patrones de
centelleo que produce. Asi como las fluctuaciones turbulentas de temperatu-
ra provocan cambios del indice de refraccién del aire, el cambio de presion
generado por una onda de choque provoca cambios del indice de refraccion
del medio en el que viaja. Por esta razén, suponemos que la técnica del Sci-
dar generalizado nos permitird caracterizar una onda de choque de la misma
manera.

Se utilizo el principio de Huygens-Fresnel para calcular las fluctuaciones
de intensidad que produce una onda de choque en una onda luminosa que la
atraviesa. En la siguiente seccion se presenta la ecuaciéon de Hugens-Fresnel
y la ecuacion de la difraccion de Fresnel.

2.4. Herramientas teoricas

En esta seccién se presenta el principio de Huygens-Fresnel y la difraccion
de Fresnel. Estas ecuaciones nos permiten calcular los patrones de difraccién
que produce una apertura. En este trabajo se utilizaron estas ecuaciones para
calcular las fluctuaciones de intensidad que produce la onda de choque.

El principio de Hugens-Fresnel se define como:

> eikrm
U(w,y)zf//U(f,n) 57— d€dn (2.1)
I réy
)

Esta ecuacién nos permite calcular el campo complejo U en un plano (z,y)
que se encuentra a una distancia z del plano donde se encuentra la apertura
de difraccién (plano (£,7)) (Goodman 1968). La figura 2.6 nos muestra un
esquema de estos sistemas de coordenadas. Los términos A y k son la longitud
de onda y el ntimero de onda (k = 2) respectivamente.

El término rg; es la distancia que hay entre Py y P; (figura 2.6). Esta
distancia esta dada por:

T01:\/22+($—f)2+(9—77)2 (2.2)

El término U(&,n) representa el campo complejo que tenemos en el plano
(€,7m). Se expresa como una onda de la forma:

U(&,n) = A(&,m) e & (2.3)
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2 P,
Fig. 2.6: Sistema de coordenadas (z,y) a una distancia z del sistema de coordena-

das (&,7).

donde A(§,n) es la amplitud y ¢(&, n) la fase. Ambos términos son funciones
de la posicion.

A partir del principio de Hugens-Fresnel (ecuacién 2.1), se puede obtener
la difraccién de Fresnel que viene dada por:

U(l‘7y) e 22(x2+y // 5 77 §2+77 } e—i%(%-’—yn)dé“ dn (24)

Esta ecuacién se obtiene haciendo una aproximacién a la distancia ro; (Good-
man 1996 [14]). La aproximacién es valida si se cumple la siguiente condicién:

2> 5 [(z— €)%+ (y—n)? (2.5)

La integral de la ecuacion 2.4 se puede expresar como una transformada
de Fourier. La transformada de Fourier F' en 2-D se define como:

Flu0) = Flf )l = [[ o)™ aedy— (20)
Podemos reacomodar la ecuacion 2.4 de la siguiente manera:

Ulay) = S @50 [ [ Dienyertetinagay (21

I\2



2. Antecedentes 13

donde e
D(&,n) = U(&,n) e2=E+1) (2.8)

es una funcion de £ y . Como se puede observar, la integral de la ecuacion
2.7 tiene la forma de una transformada de Fourier.
Hacemos las siguientes sustituciones en la ecuacion 2.6:

x
U = —
Az
LY
Az

flz,y) = D(n)

De esta manera tenemos que:
FID@E ez = [[ Dleme @ rlacay (29

El término de la derecha en esta igualdad es precisamente la integral de la
ecuacion 2.7. Sustituimos 2.9 en 2.7 y obtenemos:

ikz

(& ik (22142
Ulw,y) = == =" FIDE ]2 ) (2.10)
Finalmente sustituimos 2.8 en 2.10.
€ikz ik (22442 ik (2492
Ulz,y) = v =TI RU(En) e ] o (2.11)

Esta es la ecuaciéon de la difraccién de Fresnel expresada como una transfor-
mada de Fourier.



3. SCIDAR GENERALIZADO

La técnica del SCIDAR generalizado se utiliza para caracterizar capas
turbulentas a bajas altitudes. En el seccién 2.3 se explicé en qué consiste esta
técnica. Cuando las ondas de luz que provienen de las estrellas atraviesan la
atmosfera, sufren una modificacién en su fase. Las ondas luminosas con fase
modificada se propagan hacia un plano que se encuentra por debajo de la
pupila del telescopio y producen fluctuaciones de intensidad (centelleo). Para
caracterizar las capas turbulentas de la atmdsfera se hace un andlisis de estas
fluctuaciones de intensidad.

El SCIDAR generalizado fue propuesto por Fuchs, Tallon y Vernin en
su trabajo “Focusing on a turulent layer: principle of the generalized SCI-
DAR”[4]. Ellos demostraron que cuando se enfoca una capa turbulenta no se
producen patrones de centelleo. Como se muestra en la figura 3.1, podemos
obtener una imagen de la capa turbulenta usando una lente (pupila del teles-
copio) y un colimador. Si hacemos la observacién en el plano donde se forma
la imagen de la capa turbulenta, no se producira ningin centelleo. La técnica
del SCIDAR generalizado nos dice que para poder apreciar los patrones de
centelleo, debemos hacer la observacién en un plano (plano de deteccién) que
se encuentre ya sea antes o después del plano donde se forma la imagen de
la capa turbulenta.

En este capitulo se demuestra que al enfocar en el plano donde se produce
un cambio de fase no se observa centelleo (figura 3.1). Después se da una
explicacién de como podemos observar el centelleo que produce una capa
turbulenta. Finalmente se explica como utilizaremos la técnica del SCIDAR
generalizado para la visualizacion de ondas de choque.

3.1. Observacion en el plano conjugado de la capa turbulenta

En esta seccién se presenta la demostracion de que no se producen fluc-
tuaciones de intensidad al enfocar sobre la capa turbulenta. El resultado que
obtuve es el mismo al que llegan Fuchs et al. en su trabajo “Focusing on a
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Espacio objeto Pupila del Espacio imagen
telescopio
h ho Colimador Plano de
\ | A A 7 deteccion
> : | |
| —D>
Ah | . Az | |
> ' «—
| : -
T >
Zo
o v Imagen de la Imagen de
Capa Plano de analisis capa turbulenta la pupila
turbulenta (conjugado del plano (plano imagen)

de deteccion)

Fig. 3.1: Diagrama que muestra como se puede formar una imagen de la capa tur-
bulenta usando una lente (pupila del telescopio) y un colimador. También
se muestra el plano de deteccién donde se debe realizar la observacién pa-
ra apreciar un patron de centelleo.

turbulent layer: Principle of the generalized SCIDAR”. En ese articulo, los
autores no dan una demostracién exhaustiva del resultado. A continuacion
presento la demostracién detallada.

Para calcular las fluctuaciones de intensidad que produce una capa tur-
bulenta, se utiliza la ecuacion de la difraccién de Fresnel expresada como
transformada de Fourier (ecuacién 2.11). La figura 3.2 muestra un diagrama
de cémo se forma una imagen de la capa turbulenta utilizando una lente (un
telescopio por ejemplo). Se puede observar que el plano objeto se encuentra a
una distancia h de la lente, el plano focal a una distancia f y el plano imagen
a una distancia d. Las distancias h, f y d obedecen la ecuacién gaussiana de

las lentes delgadas que es:
1 1 1

E + E = ? (31)
Como ya se menciond, el frente de onda de la luz que proviene de las
estrellas se ve afectado por la capa turbulenta. En la figura 3.3 se muestra
cémo el frente de onda sufre una modificacién de fase a causa de las fluctua-
ciones de densidad en la atmosfera. Después de atravesar la capa turbulenta,
la onda luminosa con fase modificada se desplaza hacia el telescopio y nos
permite formar la imagen de la capa turbulenta. A continuacién se muestran
los céalculos de las fluctuaciones de intensidad que se producen en el plano
imagen (figura 3.2).
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1 d ]
I 1
I h { Al ! {1 |
A 1 1
1
1 1
'/
1 1
1 1
1
1 1
1 1
:\,
1
v I I
Plano objeto Lente Plano Plano imagen
(capa turbulenta) (pupila del focal (imagen de la
telescopio) capa turbulenta)

Fig. 3.2: Plano objeto, lente, plano focal y plano imagen. h es la distancia que hay
entre el plano objeto y la lente, f es la distancia focal y d es la distancia
entre la lente y el plano imagen.

Como primer paso, se calculara el campo complejo que produce la capa
turbulenta en la pupila del telescopio. Para esto tomamos la ecuacion 2.11
que permite obtener el campo complejo a una distancia z.

eikz
iz

Esta ecuacion nos exige que propocionemos la distancia de propagacion
2, un sistema de coordenadas (£,7) en donde tenemos el campo complejo de
la onda que queremos propagar y un sistema de coordenadas (z,y), donde
queremos calcular el campo complejo del patrén de difraccién. En este caso,
la onda que queremos propagar es la onda luminosa con fase modificada que
se encuentra inmediatamente después de la capa turbulenta; el sistema de
coordenadas donde se encuentra esta onda estara definido por las variables
(ph, yp). Llamaré h a la distancia que hay entre la onda luminosa y la pupila
del telescopio. El sistema de coordenadas donde se encuentra la pupila del
telescopio serd denotado por las variables (z,,y,). Estos sistemas de coor-
denadas y la distancia de propagacion se pueden apreciar en la figura 3.4.
Resumiendo, debemos hacer las siguientes sutstituciones en la ecuacion 3.2:

Ul(z,y) ez @) PlU (g, n) ez @), (3.2)

z Y
Az Az

z = h
U,n = VYu(zn,yn)
Ulz,y) = Vp(zp,yp)
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Fluctuaciones
de indice de refraccion

Frentes de onda

Propagacion
hacia el telescop|o

Estrella Ondas luminosas Capa Onda luminosa con
(fuente de luz) incidentes turbulenta fase modificada

Fig. 3.3: El frente de onda de la luz que proviene de las estrellas se ve afectado por
las fluctuaciones de indice de refraccién de la capa turbulenta. La capa
turbulenta produce una modificacion en la fase de la onda luminosa.

El término Wy, representa el campo complejo en el plano de la onda luminosa
con fase modificada, y U, es el campo complejo en el plano de la lente (pupila
del telescopio). Estos campos se muestran en la figura 3.4.

Capa Yh y
turbulenta W, (Xh:¥n) 1 lIJp(XP’yp)
Xh propagacion / Xp
| h |
I 1
Onda luminosa Lente
con fase modificada (pupila del telescopio)

Fig. 3.4: Sistemas de coordenadas de la onda luminosa y de la pupila del telescopio
separados por una distancia h. Los campos complejos en el plano de la
onda luminosa y en el plano de la pupila del telescopio estan representados
por Wy (xh, yn) y Yp(zp, yp) respectivamente.

Haciendo estas sustituciones en 3.2 obtenemos:

eikh N
Up(@p, yp) = BY3 ¢'2k (@ +0p) FlW(xn, yn) €' h(thryh)](Lp

Ah?

) (3.3)

V“d
I8

que es la expresion del campo complejo en la pupila del telescopio. Por co-
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Yp

W, (Xp,Yp) W (Xp,Yp)
Xp
Campo complejo Campo complejo
antes de la después de la
pupila pupila
Lente

(pupila del telescopio)

Fig. 3.5: Campos complejos antes y después de la pupila del telescopio. ¥y, (zp, yp)
representa el campo complejo antes de la pupila y W}, (zp,,) representa
el campo complejo después de la pupila.

modidad, se usaré la siguiente notacion vectorial:

(Tp, 4p) = p (3.4)
xi—l—yf, = fpz (3.5)
(Th,yn) = @0 (3.6)
Tty = Th (3.7)
De esta forma, la ecuacion 3.3 se puede escribir como:
ikh
U, (3,) = ;h P W) €| (3.8)

Ah

Ahora, debemos calcular el campo complejo que atraviesa la pupila del
telescopio. Como se muestra en la figura 3.5, tenemos un campo complejo
antes de la pupila y otro después, ambos en el mismo plano (x,,y,). El
campo complejo antes de la lente es justamente el que se acaba de calcular
y esta denotado por U,(2,). Al campo que se encuentra después de la lente
se le llam6 W7 (z,) y estd dado por la siguiente ecuacion:

,iiapr
U, (2p) = Wy(a3) P(a) €2 (3.9)

donde P(z,) es una funcién que denota la extensién limitada de la abertura

de la pupila y las aberraciones épticas del telescopio. El término e_i%ff

describe una lente de distancia focal f. Notese que estos términos también
estan expresados en notacién vectorial.
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Sutituimos 3.8 en 3.9 y obtenemos:

eikh

V() = o e e~ p(q) F [\Ifh(fh) ei%xﬂ . (3.10)
h
QZkh ko211 1 .k -2
() = o €4 Gi=7) p() F [\I/h(fh) ¢ ]7 (3.11)
Ah

Podemos simplificar esta expresion si utilizamos la ecuacién de las lentes
delgadas (ecuacion 3.1):

1 1 1
BT == (3.12)
A continuacion sustituimos 3.12 en 3.11.
eikh e s
V() = S e P() F () e F ] (3.13)

Ah

Esta es la ecuacion del campo complejo que se tiene inmediatamente después
de la pupila del telescopio en el plano (z,,y,). El siguiente paso es propagar
este campo complejo hasta el plano imagen.

Y ' Yd
’ wp(xp!yp) l‘|Jd(xd’yd)
Xp propagacion // Xq
I
[ d /‘/I
I 1
Lente Plano imagen
(pupila del telescopio) (pantalla)

Fig. 3.6: Sistemas de coordenadas de la pupila del telescopio y del plano imagen
separados por una distancia d. Los campos complejos en el plano de la pu-
pila del telescopio y en el plano imagen estan representados por \I/;,(xp, Up)
y Y4(z4,yq) respectivamente.

Debemos usar nuevamente la ecuacién de la difraccion de Fresnel (ecua-
cién 3.2) para calcular el campo complejo en el plano imagen. Llamaré d a
la distancia de propagacién z. El campo complejo U(&,n) ahora equivale al
campo U'p(z,,y,) de la ecuacién 3.13 que acabamos de obtener. El sistema
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de coordenadas (z,y) es donde se quiere calcular el patrén de difraccion que
en este caso es el plano imagen que denotaré con las coordenadas (4, yq).
Estos sistemas de coordenadas se pueden apreciar en la figura 3.6 donde se
observa cémo se propaga el campo complejo del plano de la pupila del teles-
copio hacia el plano imagen (donde se coloca una pantalla para ver la imagen
formada). Ahora debemos hacer las siguientes sustituciones en la ecuacion
3.2:

d

UiE,n) = 9p(x,,y)
Ulz,y) = Va(wa,ya)

El término ¥, indica el campo complejo en el plano imagen (figura 3.6).
Una vez realizadas las sustituciones obtenemos:

eikd ik (2 2 ik (2 2
Va(za, ya) = e 2a D) FW (0, yp) €200 )] 2 vy (3.14)
Por comodidad, utilizamos la siguiente notaciéon vectorial:
(Ta;ya) = Ta (3.15)
i Fyr = ay (3.16)

Utilizando esta notacion junto con la de las ecuaciones 3.4 y 3.5, podemos
escribir 3.14 como:
ikd
g ¢ (@) 5]

):i)\d ~d

Ahora sustituimos el término W} (7;) de la ecuacion 3.13 en esta expresion
que acabamos de obtener.
elkd - k k 2 k -2 ei k -2

o P ) kh )
U (1)) = — ei2a% F e~ i2a% ¢2a% — P(g2) F | U, (473) e'2rn%h }
a(zq) i e e e Y2 (2p) n(@h) e AJ "

Ad

(3.18)
Notese que el producto de las dos primeras exponenciales que estan dentro
de la transformada de Fourier es igual a 1:

&

ck 22 ko2
e 12a%" ol2a%r = |
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La ecuacién 3.18 se reduce a:
pikd oikh -
Uy(zy) = N eizatd’ | L)\h P(x,) F [\Ifh( ) ei2r%h ] - } . (3.19)

p
Ah 4 <&

, . ikh
Podemos sacar el término i/\h

factor constante.

de la transformada de Fourier ya que es un

oikd gikh -
U,z i55’ p | p F[\If *xh]q 3.20
i63) = S S 5 P | PG) F (i) 5 ] (3.20)
Sabiendo que k = <%, sustituimos este valor en la ecuacion 3.20 y multi-
plicando por =1 tenemos.
v b et p | p(e) F | w S 3.91
AN i35 Td b - i35 Th )
i) =~ s T T P BCED
Reacomodando:
. 1 h ;2r i 2 _ — i-Za72
\de(fl?d) = —W <d> e’ A (d+h)€ Xdtd F |:P(xp)F [\I’h(fﬁh)e P :|f ;\;
(3.22)
1
Podemos introducir el término —————— dentro de la transformada de Fou-

(AR)(AR)
rier ya que es un factor constante. La ecuacion 3.22 queda expresada de la
siguiente manera:

U(2) = — (Z) (X ) iz T {P(fp) {WF (W () 737 H

A continuacion aplicamos el teorema de similaridad de la transformada
de Fourier al término que estd entre corchetes. Este teorema nos dice que:

1

wF[f (@, 9)) (2 vy = Flf (0, by)]u,0) (3.24)

v
b

Si hacemos las siguientes sustituciones en 3.24:

a = M
b = M
flz,y) = Up(ay,yp) e 5 @hHoR)

s = Gih)
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obtenemos la siguiente igualdad:

1 ;T 2 2 . T 2 2
F lII X 5 elﬂ(zhﬁ_yh) - ) = F \IJ Ahx ,Ah ezﬁ[()\hxh) +(>‘hyh) ]
(OB (\h) [ n(@hs Yn) }(%% [ h( hy Ayn) L%’yp)
(3.25)
En el argumento de la exponencial del lado derecho se puede factorizar A\h.
1 c w202 cx(A)2 2 2
F Wy (xp,yn) e St | = F [q/h Ah(xp, yn)) e’ 3 (zﬁyh)]
e’ | i) - o

(3.26)

Finalmente expresamos esta igualdad en notacién vectorial usando las ecua-
ciones 3.4 - 3.7.

1

—()\h)(/\h) (3.27)

v

bY2 Zp

F W) 5| = P [w(ha) ™|

Regresamos a la ecuacion 3.23 y sustituimos 3.27.

h - 27 s o2 . 2
W(a) = — (E) eI X A+ pixa%a” p {P(fp) {F [xph(mgfh) e ATk } ) H
3.

(

@

It

o

)

Ahora aplicaremos el teorema de la convolucion:

Ff(z,9) 9(x,9)]lww) = FLIf (@ 9)] o) * Fl9(2, Y)] () (3.29)

donde * es el simbolo de la convolucién. Si hacemos las siguientes sustitucio-
nes en 3.29:

flx,y) = P(a)
g(z,y) = F [\yh(Ahfh) emhzﬂ

Tq
A

tenemos que se cumple la siguiente igualdad:

(u> 'U) =

F

P(,) {F [\I/h()\hm})ei”/\hxf}%}] = F[P(5,)].

-
o xd
Ad

F {F [\Ilh(Ahfh) emmﬂf}
3

S
o8

(3.30

Sustituimos 3.30 en 3.28 y obtenemos:

h

Va(7a) = — <d

) X (@ +h) i s {F [P(2p)]ay * F {F [\I/h(/\hfh) em}‘hth] }

&
al

w

> 8
—~Z&
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Llegamos a una expresién que contiene la transformada de Fourier de una
transformada de Fourier (uno de los factores de la convolusion). Para reducir
esta ecuacion utilizamos la siguiente propiedad:

F{F[f(x)]}s = f(=s) (3.32)
Si hacemos las siguientes sustituciones:
fx) = U,(Ahap) ™
La
Ad

S —_=

tenemos que se cumple la siguiente igualdad:
N\ inAha}? Ty iﬂ')\h(fﬁ)2
F|F [wh(Ahxh) eI ] = w(an(=55) ) e (3.39)
Tp %
Se puede reducir el término de la derecha:

. -2 h Ty -2
F [F [\Ifh()\hfh) et ANT, ] } — T, (_Efd) REVERL (3.34)

Zd
N

A continuacién sustituimos 3.34 en 3.31 para obtener:

h/ - 27 . =2 h . L
\de(l'_;l) = — _ 61T(d+h) elTxd F [P(,’,C_};)] - * \Ijh __:U_;l elﬁﬁd
d % d
(3.35)
Para el caso en el que la pupila del telescopio es de didmetro infinito

y no tiene ninguna aberracion, podemos suponer que la funcion pupila es
constante en todo punto.

P(z,) =C (3.36)

La letra C indica una constante. Por simplicidad suponemos que el valor de
la constante es igual a 1.

P(z,) =1 (3.37)

Sustituimos este valor en la ecuacién 3.35:

h - 27 g h .o —
\I/d(l’_;i) = — (8) 6127(d+h) ezﬁde {F[l]fg * \I’h (—EZE_&> 61Mh2md2} (338)
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Sabemos que la transformada de Fourier de 1 es igual a la delta de Dirac.
F(1] v = 6(u,v) (3.39)

Si sustituimos

en 3.39, se cumple lo siguiente:

Fll]e =0 (%) (3.40)

A

IS

Este es el término que tenemos en la ecuacion 3.38. Ahora sustituimos 3.40
en 3.38 y obtenemos:

h o o2 . h j IR a2

Llegamos a una expresion que tiene una funcién convolusionada con una
delta de Dirac.

La convolusién de una funcién f(Z) con una delta de Dirac es igual a la
misma funcién f(Z):

J(@) % 6(F) = 6(7) * [(Z) = f(Z) (3.42)

donde ¥ = (z,y). Si hacemos las siguientes sustituciones en 3.42:

5(F) = 5(%)

h o -
J@) = W, (—Efd) ol

tenemos que que se cumple la siguiente igualdad:

) (%) * U, (—g@) e — vy, (—%ﬂz) e (3.43)

donde se utiliza la propiedad de la Delta de Dirac: é(ax)=d(z).
El lado izquierdo de esta ecuacién es precisamente el término entre cor-
chetes que tenemos en la ecuaciéon 3.41.
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A continuaciéon sustituimos 3.43 en 3.41 y la ecuacion se reduce a:

h om - h wh o
\de(.’l,?;l) = — (3) elzT(d+h) ezﬁx‘f \Ilh (—Exji) elﬁx,ﬁ (344)
Podemos multiplicar las exponenciales que en su exponente tienen el factor
comun >
T Tl — gifava (1) (3.45)

14+ === (3.46)

donde f es la distancia focal de la lente. Entonces de la multiplicacion de las
exponenciales tenemos el siguiente resultado:

¢i%av i — gi%av’ () (3.47)

Finalmente sustituimos 3.47 en 3.44 y obtenemos la siguiente expresion:
h 27 h ;T2
Uy(2y) = — (3) e ), (_Efd> e' 'l (3.48)

donde p

Esta es la ecuacion del campo complejo en el plano imagen, es decir, nos
permite calcular la imagen que veremos a través del telescopio al observar
una capa turbulenta en la atmosfera. Es la misma expresion que aparece en
Fuchs et al. (1998).

Para obtener una imagen se debe calcular la intensidad de la luz en el
plano donde se quiere ver la imagen. La intensidad es igual al médulo al
cuadrado de un campo complejo U:

I(P)=|U(P)|? (3.50)

I(P) es la intensidad de una onda monocromadtica en el punto Py U(P) es
el campo complejo en el punto P.

Entonces, debemos tomar el médulo al cuadrado del campo compejo
U,(73) que acabamos de obtener para calcular la intensidad en el plano ima-
gen I(zy).

1) = [Wa()? (3.51)
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La intensidad I(2;) nos permitird obtener la imagen que observaremos en el
plano imagen (x4, y4)-
Sustituimos 3.48 en 3.51 y obtenemos:

h - 27 h/ ;s T

De acuerdo con la ecuacion 2.3 sabemos que el campo complejo ¥y es una
onda de la forma:

(3.52)

Uy (z,y) = A(z,y) e 0ov) (3.53)

donde A(x,y) es la amplitud de la onda a la entrada de la capa y ¢(z,y) es
la fase que introdujo la capa turbulenta. Si suponemos que la amplitud de
esta onda vale 1 en todo punto entonces A(z,y) = 1. En este caso tenemos
que la funciéon que describe esta onda esta evaluada en (—%x‘[i), por lo tanto
el campo complejo ¥y, es igual a:

\Ijh <_gx_;1) = eii(ﬁ(*%fd) (354)

Sustituimos esta expresion en 3.52 y obtenemos:

2

h om . o PN
I(53) = ‘ B <_) oI5 @) mio( <) i (3.55)

La propiedad multiplicativa del valor absoluto nos dice que:

lab| = |al|b| (3.56)
Usando esta propiedad podemos expresar la ecuacion 3.55 de la siguiente
manera:
= h i 27 (d+h — <_ﬁ -’) T2 2
I(za) = 9| — 7 el X (dt )‘ ’e Wata)| et (3.57)

Se puede demostrar que el valor absoluto de una exponencial compleja es

igual a 1: .
e =1 (3.58)
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donde a puede ser cualquier niimero real. Por lo tanto, el valor absoluto de
las exponenciales complejas de la expresion 3.57 es igual a 1:

) (3.59)
‘e*id’(*%@) ~ 1 (3.60)
et = 1 (3.61)

(3.62)

Como se puede ver, la intensidad en el plano imagen (z4,y4) es constante en
todo punto ya que solo depende de las distancias h y d. De esta manera queda
demostrado que no habra fluctuaciones de intensidad en el plano imagen.

De acuerdo con esta demostracién, el centelleo que se observa al enfocar
una capa turbulenta no la estda causando ésta misma. Los patrones de cen-
telleo son producidos por una capa turbulenta que se encuentra por arriba o
por debajo de ésta. En la siguiente seccion se explica como se pueden observar
los patrones de centelleo que produce una capa turbulenta.

3.2.  Observacion en el plano de deteccion

La técnica del SCIDAR generalizado nos dice que podremos apreciar los
patrones de centelleo si hacemos la observacién en un plano que se encuentre
ya sea por encima o por debajo del plano imagen (Fuchs et al. (1998)). Se
puede colocar un detector en este plano para observar las fluctuaciones de
intensidad que produce la capa turbulenta. A este plano lo llamé plano de
deteccion. Si se desplaza el plano de deteccién por debajo del plano imagen, ya
no estaremos tomando una imagen de la capa turbulenta sino de un plano que
se encuentra después de ella (figura 3.1). A este plano que se encuentra por
debajo de la capa turbulenta se le conoce como plano de anélisis. Entonces,
en el plano de deteccion tendremos la imagen de lo que pasa en el plano de
analisis.

La capa turbulenta produce fluctuaciones de fase en las ondas de la luz
que provienen de las estrellas. Los frentes de onda con fase modificada se
propagan hacia el plano de anélisis y es aqui donde se producen los patrones
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de centelleo (figura 3.7). Al observar en el plano de deteccion en el teles-
copio, estaremos observando las fluctuaciones de intensidad que ocurren en
el plano de analisis como producto de las fluctuaciones de fase ocurridas en
otros planos. Como se muestra en la figura 3.7, al desplazar el plano de de-
teccion en el espacio imagen, el plano de andlisis se desplazara en el espacio
objeto de la misma manera, en otras palabras, al mover el plano de deteccion
estaremos enfocando a un plano de analisis diferente en la atmésfera. Esto
quiere decir que podemos observar los patrones de centelleo en diferentes
planos de la atmdsfera (espacio objeto) con tan sélo desplazar el plano de
deteccion en el telescopio. Como se acaba de demostrar en la seccién anterior,
cuando el plano de deteccion se coloca en el plano imagen, no se observaran
fluctuaciones de intensidad.

Frentes de onda La fase de las Pupila del Plano de deteccioén
incidentes ondas se modifica telescopio (imagen del
l N plano de andlisis)

|
t Colimador :
/ Propagacion i / : I
Vit e ——
ey N
' |

Centelleo \ 1
Centelleo !
| v ;
’ Plano imagen Imagen de
Estrella Capa Plano de (imagen de la la pupila
turbulenta analisis capa turbulenta)

Fig. 3.7: Los frentes de onda que provienen de las estrellas se ven afectados por la
capa turbulenta en la atmédsfera. Las ondas luminosas se propagan hacia
el plano de analisis donde se observan los patrones de centelleo. En el
plano de deteccién se forma una imagen del centelleo producido en el
plano de analisis.

La técnica del SCIDAR clasico consiste en analizar los patrones de cen-
telleo en la pupila del telescopio. Esto significa que el plano de deteccién se
coloca en el plano donde se forma la imagen de la pupila (figura 3.7). Esta
técnica no puede detectar capas turbulentas en bajas altitudes. La técnica del
SCIDAR generalizado consiste en mover el plano de analisis a una posicién
virtual por debajo de la pupila del telescopio. Esto lo hacemos moviendo el
plano de deteccién por debajo del plano donde se forma la pupila del teles-



3. SCIDAR generalizado 29

copio. De esta manera estaremos detectando los patrones de centelleo que
producen las capas turbulentas a bajas altitudes.

3.3. Aplicacion de la técnica del SCIDAR generalizado a la
visualizacion de ondas de choque

En este trabajo se pretende calcular las fluctuaciones de intensidad que
produce una onda de choque. Para esto se utilizara la técnica del SCIDAR
generalizado que consiste en analizar los patrones de centelleo que produce
una capa turbulenta de la atmédsfera. En la figura 3.7 se puede observar un
diagrama de esta técnica donde se muestra cémo la luz que proviene de una
estrella se ve afectada por las fluctuaciones de presion de la capa turbulenta.
Después tenemos la pupila del telescopio y una lente para formar una imagen
de la capa turbulenta y poder analizar el centelleo. En la seccion 3.1 se
demostré que en el plano imagen no se producen fluctuaciones de intensidad
(centelleo). La técnica del SCIDAR generalizado nos dice que los patrones de
centelleo se pueden apreciar en un plano de analisis que se encuentra a cierta
distancia de la capa turbulenta (figura 3.7). En la seccién 3.2 se explica que
debemos hacer la observacion en un plano de deteccion que se encuentra a
cierta distancia del plano imagen, ya que de esta forma estaremos observando
lo que ocurre en el plano de andlisis.

Como ya se menciond, utilizaremos la técnica del SCIDAR generalizado
para observar las fluctuaciones de intensidad que produce una onda de cho-
que. Para esto se planea construir el sistema Optico de la figura 3.8 donde
se puede ver que iluminaremos la onda de choque con una fuente de luz y
un espejo (espejo 1). Se puede decir que la onda de choque simula la capa
turbulenta de la figura 3.7. Después se coloca un espejo (espejo 2) y una lente
para formar una imagen de la onda de choque.

En la seccion 3.1 se demostré que no se producen fluctuaciones de intensi-
dad en el plano conjugado de una capa turbulenta. Ya que la onda de choque
es un cambio de presion al igual que la capa tubulenta, no se produciran
fluctuaciones de intensidad en el plano conjugado de la onda de choque. Las
ondas luminosas que provienen del espejo 1 sufren una modificacion de fase
debido a los cambios de presién que produce la onda de choque. Las ondas
luminosas con fase modificada se propagan hacia el plano de analisis y es
ahi donde se producen las fluctuaciones de intensidad.

Con el espejo 2 y la lente Ly, formamos el espacio imagen donde se en-
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Fuente
L, de luz

Onda de Plano de
choque analisis

|
-«

—

Espejo 2

SN—
N—————
S——

Espejo 1

Cémara 5 \Plano conjugado

de la onda de
choque

Plano de

deteccion

Fig. 3.8: Arreglo éptico para la visualizacién de las ondas de choque. Se utili-
zara una camara para tomar imagenes en el plano de deteccion.

cuentra el plano de deteccion. Este plano se encuentra a cierta distancia del
plano conjugado de la onda de choque. En el plano de deteccion se forma la
imagen de las fluctuaciones de intensidad que aparecen en plano de anélisis.
Colocaremos una camara en el plano de deteccién para obtener imédgenes de
las fluctuaciones de intensidad que produce la onda de choque.

A continuacion se deducird una ecuacién para describir las fluctuaciones
de intensidad que se observaran en el plano de deteccién (figura 3.8). De
acuerdo a la seccién 3.2, sabemos que en el plano de deteccion se forma una
imagen de lo que ocurre en el plano de anélisis. Entonces, basta con calcular
la intensidad en el plano de analisis ya que serd la misma intensidad que se
observara en el plano de deteccién.

En la seccién 3.1 se utilizé la ecuacion de la difraccién de Fresnel para
demostrar que en el plano donde se forma la imagen de la capa turbulenta no
se produce centelleo. Esta ecuacion es vélida para distancias de propagacion
muy grandes. Ya que el arreglo 6ptico que se usard para la visualizacion de
las ondas de choque es pequeno (figura 3.8), podemos utilizar la ecuacién de
Huygens-Fresnel que es vélida para distancias de propagacion pequenas. La
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ecuacién de Huygens-Fresnel es:

= eikrm
Ulry) = = / [ven o dcd (3.63)
donde:
U(&,n) = A(&,n) e ?&n (3.64)
ror = /22 + (& — )2 + (y — 1) (3.65)

Esta ecuacién fue usada para calcular las fluctuaciones de intensidad que
se producen en el plano de andlisis a causa de la onda de choque. Esta ecua-
cién nos permite calcular el campo complejo en un sistema de coordenadas
(x,y) que se encuentra a una distancia z del sistema de coordenadas (£, 7)
(figura 2.6). En el sistema (£, 7n) tenemos el campo complejo de la onda que
se va a propagar y el valor z es la distancia de propagacion.

Yo o W (Xn,Yn) Yo o W (Xq.Yq)
Frentes de onda e
propagacion At
Xn g Xq
e q
o E J
q
| |
I 1
Ondas luminosas Onda de choque  Onda luminosa con Plano de analisis
incidentes propagandose fase modificada

Fig. 3.9: Sistemas de coordenadas de la onda luminosa con fase modificada y del
plano de andlisis separados por una distancia q. Los campos complejos en
el plano de la onda luminosa y en el plano de andlisis estan representados
por Uy (zn,yn) y We(zg,ye) respectivamente

En este caso, el sistema de coordenadas (£,7) es el de la onda luminosa
cuya fase se modifica por las fluctuaciones de presion de la onda de choque; a
este sistema lo definiré con las variables (zj,ys). El sistema de coordeandas
en donde queremos calcular las fluctuaciones de intensidad es el plano de
analisis al que definiré con el sistema de coordeanadas (z,,y,). A la distancia
de propagacion z la denotaré con la variable ¢q. En la figura 3.9 se muestran
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estos sistemas de coordenadas y cémo el frente de onda de la luz incidente,
se ve afectada por las fluctuaciones de presién de la onda de choque. En
resumen, debemos hacer las siguientes sustituciones en la ecuacion 3.63:

U(&,n)
Ulr,y) =

q

Ui (zh, yn)

V(g Yq)

El término V¥, indica el campo complejo en el plano de la onda luminosa con

fase modificada y ¥, representa el campo complejo en el plano de anélisis.
Haciendo las sustituciones tenemos la siguiente expresion:

zk:rm
U, (24, Yq) // Uy (2, yn) =y dxy, dyp, (3.66)
donde: |
Uy, yn) = Ay, yp) e (3.67)
ro1 = \/q2 + (zg = zn)? + (yg — yn)? (3.68)

Con esta ecuacién se calculard la intensidad que se observara en el plano de
analisis (z,, y,)-

En primer lugar sustitumos, r¢; en 3.66 e introducimos el factor constante
q/i\ dentro de la doble integral:

q eik\/q2+(wq—mh)2+(yq—yh)2 do d
T, = Uy (xp, - X
a(%q: Yq) é/ n(Th; Yn) iING?+ (xg — 2n)? + (Yg — Yn)?] e

(3.69)
Se puede sacar el valor de ¢ de la exponencial compleja y del término entre
paréntesis del denominador:

qu\/l_,’_(zq )2 | (vg—yp)?
€ e

L (x(pyq // \I]h xh yh) \ 1+ (Tg— mh) N (o yh) dl’h dyh
1 q|:

(3.70)
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Esta ecuacion se puede expresar como una convolucién. La convolucion para
funciones en dos dimensiones se define como:

F(a,y) % gla,y) = / / @ y) gla — o'y —of) da dyf (3.71)

Si hacemos las siguientes sustituciones en 3.71:

f@y') = Un(zn, yn)

ikq\/l-l—( 1=gn)? | Ga=p)

q

e

idg [1+ gl o (|

gz -2\ y—y) =

obtenemos la doble integral de la ecuacién 3.70. De acuerdo a la igualdad
3.71, la ecuacion 3.70 se puede expresar como:

sl (3) ()]

Se puede aplicar la transformada de Fourier a ambos lados de esta expre-

siény obtenemos:
Gy () + (%)
2 2
iAg [1 + (%) + (%) ]

donde (u,v) son las coordenadas del dominio de la frecuencia. El teroema
de la convolucién nos dice que la transformada de Fourier de la convolusién
de dos funciones es igual al producto de sus transformadas de Fourier:

Ff(z,y)* 9z, 1)) = FL(@,9)] ) Flo(@, )] o (3.74)

Esto significa que podemos expresar la ecuacion 3.73 como:
2 2

; zq g

ik 1+(2) "+ ()

i\ {1 + (%‘7)2 + (%;)2}

(3.72)

\Ijq(xm yq) = ‘Ijh(xqv yq) *

F [\I/q(xmyq)](u,v) =F § Un(q,yq) *

(u,v)

F[\Ijq(l’myq)](u,v) = F[\I]h(xquq)](u,v) F

(u,v)
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El dltimo término de esta expresion es igual a:

oy () ()’

F ; ; — eikq 1-22(u2+v2) (376)
a1+ (2 (3)]

Sustituimos 3.76 en 3.75:

(u,0)

F[\Ijq(xqu)](u,v) = F[\I/h(xqu)](u,v) ey 1=X (0 40?) (3.77)

Debemos sustituir el valor de k que es igual a 27 /A. Ahora aplicamos la
tranformada inversa de Fourier a ambos lados de la ecuacidn:

— - iq2s =A% (u4v
FH P @0, )} = F { PLWA (g )y €#5VIVOEEDL (3.78)

La transformada inversa de Fourier de la transformada de Fourier de una
funcién g(z,y), es igual a g(z,y):

F'Flg(z,y)] = g(z,y) (3.79)

Entonces, la ecuacion 3.78 es igual a:
Wy (w4,yq) = F~ {F[\I’h(xq, Ya)l () eiq%"vl—”(““””} (3.80)

Ahora tomamos el médulo al cuadrado a ambos lados de esta ecuacién y
obtenemos:

- 1qZE A /1-X2(u2+v 2
|\I]q(mq’yq)|2 = ‘F ! {F[\I/h(xqu)](u,v) el X VI 2)}‘ (3'81>

En la seccién 3.1 vimos que la intensidad es igual al médulo al cuadrado de
un campo complejo U:
I(P) = |U(P)” (3.82)

Entonces el lado izquierdo de la ecuacién 3.81 es igual a la intensidad en el
plano de andlisis (x4, y,):

‘\Ijq@q?yq)ﬁ = I(7q,Y,) (3.83)

Finalmente sustituimos 3.83 en 3.81 y obtenemos:

o Y |2
]<xq’yq) = ‘F_l {F[\Ijh(‘rq»yq)](um) ezq% 1—)\2(u2+v2)}‘ (384)
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donde, de acuerdo con la ecuacién 3.67, ¥j,(x,,y,) es una onda de la forma:
U (g, yq) = Alg, Yq) e~ VEava) (3.85)

A(xg,y,) es la amplitud de la onda y ¢(z,,y,) la fase. Este término es el
campo complejo de la onda cuya fase ha sido modificada a causa de las
fluctuaciones de presién de la onda de choque (figura 3.9).

La ecuacion 3.84 describe las fluctuaciones de intensidad que observare-
mos en el plano de anélisis, a causa de las fluctuaciones de fase que produce la
onda de choque. Si variamos la distancia de propagacién ¢ podremos cambiar
la posicion del plano de andlisis. De esta manera podremos ver las fluctua-
ciones de intensidad que se producen en el plano de andlisis, a diferentes
distancias del plano donde se encuenta la onda de choque.

Para calcular las fluctuaciones de intensidad que observaremos en el plano
de andlisis, se hizo un programa en MATLAB que grafica la ecuacién 3.84.
Para graficar esta ecuacién necesitamos obtener la transformada de Fourier
de la onda de entrada V,(z,,y,) y después multiplicarla por la exponencial
compleja. A este producto debemos calcularle su transformada inversa de
Fourier y después calcular el médulo al cuadrado. En el apéndice A se explica
cémo evaluar y graficar funciones matematicas en MATLAB y también se
explica como obtener sus transformadas de Fourier.

En el apéndice B se encuentra el programa que grafica la ecuacién 3.84.
Con la explicacién que se da en el apéndice A se espera que se entienda de
una mejor manera cémo funciona este programa. En el siguiente capitulo se
presentan algunas de las simulaciones que se hicieron para comprobar que el
programa funciona correctamente.
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En el capitulo anterior se explicé en qué consiste el principio del SCIDAR
generalizado y como es que lo usaremos para visualizar una onda de choque.
También se obtuvo la ecuacién 3.84 que nos permite calcular las fluctuaciones
de intensidad que observaremos en el plano de analisis, a causa de los cambios
de fase que produce una onda de choque. Se realizé un programa en MATLAB
para graficar la ecuacién 3.84 y se encuentra en el apéndice B.

En este capitulo se presentan los patrones de difraccion que se obtienen
con el programa del apéndice B para comprobar que funciona correctamen-
te. Después se analiza como los cambios de presion de la onda de choque
producen un cambio de fase en una onda luminosa que la atraviesa. Por ulti-
mo se presentan algunas imagenes que se obtuvieron de las fluctuaciones de
intensidad que produce una onda de choque en el plano de analisis.

4.1. Patrones de difraccion

En esta seccion se muestran algunas de las simulaciones que se hicieron
para comprobar que el programa del apéndice B funciona correctamente.
Recordemos que el programa esta graficando la ecuacion:

o 2
I(zg,y,) = ‘F‘l {F[\Ifh(% Yo)) () €93V 1‘”(”2”2)}‘ (4.1)

donde ¥, (x,,y,) es una onda de la forma:
Un(zg, yg) = Alzg, Yg) e iorava) (4.2)

A(zq,y,) es la amplitud de la onda y ¢(z,,y,) la fase. En la seccién 3.3 se
dedujo esta expresion para calcular la intensidad que se produce en el plano
de analisis (z4,y,), a causa de las fluctuaciones de fase de la onda que estd en
el plano (xp,ys). En la figura 3.9 se muestran estos sistemas de coordenadas.
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La ecuacion 4.1 se dedujo a partir de la ecuacién de Huygens-Fresnel que
es:

r

ikro1
Ule.s) = 5 [ [ Ul S dean (43)
M

donde: |
U(&n) = A(&,n) e @&

Esta ecuacién nos permite calcular los patrones de difraccién que se producen
en un plano (z,y), a causa de una apertura en un plano (§,n) (figura 2.6).
Esto significa que la ecuacion 4.1 también debe calcular el patron de difrac-
cién que produce una apertura, ya que se obtuvo directamente de la ecuacién
4.3. Para comprobar que el programa del apéndice B funciona correctamen-
te, se calculo el patrén de difraccién que produce una rendija utilizando este
programa.

Como ya se menciond anteriormente, el programa esté graficando la ecua-
cién 4.1. Entonces, el programa se encarga de graficar el término (x4, y,) que
es la distribucién de intensidad en un plano (z4,y,). Esta distribucién de in-
tensidad corresponde al patrén de difraccion que produce una apertura que
se encuentra en un plano (z,yp), como se muestra la figura 4.1.

Wy, i Yo Tixgya)
Xp, propagacion /qu
d
I d |
Apertura Patrén de difraccion

(Pantalla)

Fig. 4.1: Una onda Wj atraviesa una apertura y se propaga hasta una pantalla
donde produce un patrén de difraccion. La onda y la apertura se encuen-
tran en el plano (xp,y,) v la pantalla se encuentra en el plano (x4, yq).
La distancia de propagacion es q.

De acuerdo a la ecuacion 4.1, debemos proporcionar como variable de
entrada el término Wy (z,, y,):

\Ijh(wlb yq) == A(qu yq) €7i¢'(IQ7yq)
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que es una onda de ampllitud A(z,, y,) y fase ¢(z,, y,). Como se puede ver en
la figura 4.1, esta onda se encuentra en el plano (xp, y) y es la que se propaga
hasta el plano (z4,y,) para producir el patrén de difracciéon. A pesar de que
la onda Uy (z,,y,) este definida para el plano (z,,y,), debemos recordar que
este término representa una onda en el plano (zp,yp).

Para calcular los patrones de difraccion, se introdujo al programa una
onda de amplitud y fase constante. Por simplicidad se supuso que el valor de
esta constante es 1:

A(zg,yq) =1
P(7q,yq) =1
Esto quiere decir que el valor de la onda es constante en todo punto del plano

(T, yn): ,
\Ijh(xm le) =e

Ya que queremos calcular los patrones de difraccién que produce una
apertura, debemos multiplicar esta onda por una funcién rectangulo I1(z,, y,)
que es igual a:

1 dentro de la apertura

(zq,y,) =
0 fuera de la apertura

esta funcién simula la apertura de la figura 4.1. Al realizar la multiplicacion
de la onda W, con esta funcién, obtenemos la funcion H(xz,,y,) que es:

e~ dentro de la apertura

H(zq,yq) = Vn(@q, yq) (4, y4) =
0  fuera de la apertura

Sélo los valores de la onda W, que se encuentren dentro de la apertura 11, se
propagan hasta el plano (x,,y,).

En el programa del apéndice B se puede ver que primero se define la onda
U}, y la apertura II(z,, y,). Después se multiplican y se obtiene la funcién H.
Ya que queremos calcular los patrones de difraccion que produce la apertura,
debemos poner H en lugar de ¥ como variable de entrada en el programa.
Entonces, al correr el programa se graficara la ecuacion 4.1, pero con H como
variable de entrada:

on 2
Iag,yg) = [P~ {FTH (g, 5o)] oy €5 VIO (4.4)
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Como se puede ver en la figura 4.1, el valor ¢ es la distancia que separa los
planos (x5, yy) ¥ (24,y,). Se puede variar esta distancia para alejar o acercar
el plano (z4,y,) del plano (z,y,) y asi observar los patrones de difraccion
a diferentes distancias. Al valor ¢ también se le conoce como distancia de
propagacién ya que es la distancia que se propaga la onda ¥, hasta el plano
(Zqs Yq)-

El valor de A es la longitud de onda de W;. En estas simulaciones se
utilizé6 una longitud de onda de 632 nm. Para observar mejor los patrones
de difracciéon, MATLAB nos permite obtener imagenes de las graficas que
obtenemos. Es por esto que las imagenes que se muestran a continuacién son
imagenes de la gréafica I(z,, y,).

Para probar el programa, se obtuvo el patréon de difracciéon que produce
una rendija de 1 mm de apertura. En las figuras 4.2a y 4.2b, se muestran
los patrones de difraccion que calculé el programa para una distancia de
propagaciéon de 27.5 mm y 217.5 mm respectivamente. Para comprobar que
estos patrones de difracién son correctos, se realizo el experimento de la figura
4.1. Se iluminé una rendija de 1 mm de apertura con un haz de luz de 632 nm
de longitud de onda. Después se colocé una camara a 27.5 mm de la rendija
y se tomo la imagen de la figura 4.2c. Luego se alejo la camara a 217.5 mm
de la rendija y se tomé la imagen de la figura 4.2d.

Si comparamos la figura 4.2a con la figura 4.2c, se puede observar que el
patron de difraccion que calcula el programa es el mismo que el que observa-
mos en el experimento. Lo mismo ocurre para las imagenes 4.2b y 4.2d. Esto
quiere decir que el programa del apéndice B funciona correctamente.

Ahora que sabemos que el programa grafica correctamente la ecuacién 4.1,
podemos usarlo para visualizar las fluctuaciones de intensidad que produce
una onda de choque. Como se puede ver en la figura 3.9, las fluctuaciones
de presién de la onda de choque producen fluctuaciones de fase en la onda
luminosa incidente. En la siguiente secciéon se estudia como la fase de la onda
luminosa se ve afectada por las fluctuaciones de presion de la onda de choque.

4.2.  Cambio de fase producido por la onda de choque

En esta seccion veremos coémo una onda de choque produce cambios de
fase en una onda de luz que la atraviesa. En la figura 3.8 se muestra el arreglo
Optico que se va a utilizar para hacer la observacién. En esta figura se puede
ver que se va a hacer incidir un haz de luz sobre la onda de choque. Para
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Fig. 4.2: (a) Patrén de difraccién calculado por el programa para una rendija de 1
mm de apertura y una distancia de propagacién de 27.5 mm. (b) Patrén
de difraccién calculado por el programa para una rendija de 1 mm de
apertura y una distancia de propagacién de 217.5 mm. (c) Fotografia
del patron de difraccion obtenido en el experimento, para una rendija
de 1 mm de apertura y una distancia de propagacién de 27.5 mm. (d)
Fotografia del patron de difracciéon obtenido en el experimento, para una
rendija de 1 mm de apertura y una distancia de propagaciéon de 217.5
mim.

producir el haz de luz se usard una fuente de luz, una lente (L;) y un espejo
(espejo 1). El espejo produce ondas planas que se propagan hasta la onda de
choque. Las fluctuaciones de presiéon de la onda de choque, hacen que la fase
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de las ondas luminosas se modifique (figura 3.9). Las ondas de luz con fase
modificada se propagan hasta el plano de anédlisis y es ahi donde podemos
observar las fluctuaciones de intensidad que produce la onda de choque (ver
seccion 3.2).

El arreglo 6ptico de la figura 3.8 tiene otro espejo (espejo 2) y otra lente
(Ls) para formar una imagen de las fluctuaciones de intensidad que se produ-
cen en el plano de andlisis. En la seccion 3.3 vimos que la imagen del plano de
analisis se forma en el plano de deteccion, que se encuentra a cierta distancia
del plano conjugado de la onda de choque. En el plano de deteccién se coloca
una camara para observar la imagen de las fluctuaciones de intensidad que
produce la onda de choque.

En esta seccion veremos como la fase de una onda luminosa, se ve afectada
por las fluctuaciones de presién de la onda de choque.

4.2.1. Perfil de presion de la onda de choque

En este trabajo se estudian las ondas de choque que se utilizan en litotricia
extracorpérea (seccién 2.1). Como se comenté anteriormente, estas ondas
pueden producirse con un generador de ondas de choque como el que se
muestra en la figura 4.3. En este caso tenemos un generador electrohidraulico.

Foco —>

—
Onda de choque
~——— propagandose
Reflector
elipsoidal
~N\—

Fig. 4.3: Generador de ondas de choque

El generador es un tanque lleno de agua que en su base tiene un reflector
elipsoidal. La onda de choque se produce con una descarga eléctrica en uno
de los focos del reflector. Una vez generada, la onda de choque se propaga
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hacia el reflector y éste la concentra en el segundo foco (que se encuentra
senalado en la figura 4.3). Como vimos en la seccién 2.1, una onda de choque
es un cambio abrupto de presién en el medio. En este caso, el medio por
donde se propaga la onda de choque es agua. En la figura 4.3 se muestra la
onda de choque propagandose desde el reflector hasta el foco.

Para estudiar las ondas de choque, se mide la presion que producen en el
foco del generador. En este trabajo tomamos el perfil de presién definido por
Church [18] que es:

P(t) =2P" e cos(wt + m/3) (4.5)
donde:

P = 101 MPa
a = 91x10°s7!
w = 2m(83.3 kHz)

P es la amplitud méxima del pulso positivo de presién, « es la constante
de decaimiento y w es la frecuencia angular (también ver [2]).

En la figura 4.4 se muestra el perfil de presiéon que describe la ecuacion
4.5. Como se puede ver, la presion maxima ocurre en el primer instante de
tiempo, después sigue una disminucion de presién hasta llegar a un valor
de —16.4 MPa. Posteriormente la presion regresa a la presion de equilibrio.
La duracion de la onda de choque es de 7 us aproximadamente. El perfil de
presion de la figura 4.4 es la presion en el foco del generador de ondas de
choque con respecto al tiempo. Necesitamos obtener un perfil de presién en
funcion de la distancia.

Si tenemos una funcién en el tiempo f(t) y queremos ver cémo el perfil
de esta funcién se propaga en el espacio, reemplazamos ¢ en donde quiera

v

donde y es la distancia que se propaga la onda y v su velocidad [19]. Entonces,
para obtener el perfil de presiéon de la onda de choque en funcion de la
distancia, reemplazamos t por (t — y/v) en la ecuacién 4.5 y obtenemos:

P(y,t) =2P" e(=%) cos [w (t — %) + g} (4.6)

Esta ecuacion describe cémo el perfil de presién de la onda de choque (figura
4.4) se propaga en un eje y. Ya que el perfil describe la presién en el foco del



4. Simulaciones numéricas 43

[N
B [o2] @ o
o o o o

Presion (MPa)

N
o

o

|
N
(=]

T

1

4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (us)

Fig. 4.4: Perfil de presion de la onda de choque

generador de ondas de choque, se toma el foco como punto de referencia para
la propagacién. Por lo tanto, la ecuacion 4.6 describe cémo se propaga el perfil
de la figura 4.4 a partir del foco del generador. En la figura 4.5 se muestra
el eje y por donde se propaga el perfil. Se puede ver que la propagacién es
por encima del foco. Sabemos que esto no ocurre pues la onda de choque
se concentra en el foco e inmediatamente después la presiéon comienza a
disminuir. El perfil de presion de la figura 4.4 ya no es valido por encima
del foco, pero por ahora supondremos que si lo es.

y

Perfil —>

Foco — >,

Fig. 4.5: Eje y donde se propaga el perfil de presion. Se encuentra por encima del
foco del generador de ondas de choque

La variable t de la ecuacién 4.6 es el tiempo que se propaga el perfil de
presion de la figura 4.4. Para propagar el perfil debemos aumentar el tiempo
t, de esta manera, el perfil se seguird propagando a lo largo del eje y. El
término v es la velocidad de propagacién del perfil. Ya que el perfil describe
el cambio de presién de una onda de choque, v es la velocidad de propagacion
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de la onda de choque. Una onda de choque se propaga a una velocidad mayor
que la velocidad del sonido. Ya que estamos analizando una onda de choque
que se propaga en el agua, su velocidad debe ser superior a 1493 m/s que
es la velocidad del sonido en el agua. Entonces, tomaremos un valor de v de
1500 m/s

Si dejamos que la onda de choque se propage durante un tiempo de 10
us, obtenemos el perfil de presién de la figura 4.6. Este perfil de presion
corresponde a la ecuacion 4.6 con v = 1500 m/s y ¢ = 10 us.

1001

80

60

Presion (MPa)

7 8 9 10 11 12 13 14 15
y (mm)

Fig. 4.6: Perfil de presion de la onda de choque en funcién de la distancia

La figura 4.6 corresponde al perfil de presién de la onda de choque en
funcion de la distancia. Como se puede ver, la presién maxima se propaga
una distancia de 15 mm con respecto al foco del generador de ondas de choque
(figura 4.5). Este perfil serfa la presion de la onda de choque justo después
de atravesar el foco del generador.

Se supuso que el perfil de presion es valido por encima del foco y que
puede propagarse por encima de éste. Sabemos que la onda de choque se
concentra en el foco y después la presion comienza a disminuir, por lo tanto,
el perfil de la figura 4.6 ya no es valido por encima del foco. Sin embargo,
podemos suponer que el perfil de presion de la figura 4.6 es la presion de la
onda de choque justo antes de llegar al foco del generador. En la figura 4.7
se muestra un diagrama de este nuevo sistema de coordenadas.

A continuacién veremos cémo la onda de choque afecta el indice de re-
fraccion a lo largo del eje .
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Foco——> AY

Perfil —™>

Fig. 4.7: Eje y donde se encuentra el perfil de presion de la onda de choque.
Esta ubicado justo debajo del foco del generador de ondas de choque.

4.2.2.  Variacion del indice de refraccion del agua a causa de la onda de
choque

En esta secciéon veremos como cambia el indice de refraccién del agua a
causa de los cambios de presion que produce la onda de choque. Para esto
utilizamos la siguiente ecuacion:

n(\, T, P) \/ +a2—|—a3)\2+a4)\4+a5)\6

+ (b + b2 N+ by MY (T — Ty)

+ (by + bs A2 + bg X)) (T — T)?

+ (b7 + bg A + bg \Y(T — Tp))?

+ [C1—|—CQ)\ + (C3—|—C4)\ )T](p—Pb)

+ (c5 + cg A )(P - B) (4.7)

donde los coeficientes son:

A2 =0.018 085 by = —8.454 823 x 10~° c1 = 8.419632x 10~
a1 = 5.743 534 x 1073 by = —2.787 742 x 1075 co = 1.941 681 x 107°
as = 1.769 238 bs = 2.608 176 x 10-6 c3 = —7.762 524 x 10~8
az = —2.797 222 x 10~2 by = —2.050 671 x 106 cy = 4.371 257 x 10-8
ag = 8.715 348 x 103 bs = 1.019 989 x 10— cs = 7.089 664 x 102

as = —1.413 942 x 1073 bg = —2.611 919 x 10~6 cg = —2.240 384 x 10~8
by = 8.194 989 x 10~?
bg = —8.107 707 x 10~°
by = 4.877 274 x 1078

Esta ecuacion nos permite calcular el indice de refraccién del agua en fun-
cién de la presién P, temperatura 7'y longitud de onda A (ver [20]). La
temperatura y presion de referencia son:

T, = 19.993°C
P, = 1.01325 bar
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Con esta ecuacién podemos calcular el cambio de indice de refraccién del
agua que produce la onda de choque. En la figura 4.6 se puede ver el perfil de
presion de la onda de choque a lo largo del eje y de la figura 4.7. A cada uno
de los valores de presion de este perfil, se debe calcular un valor de indice de
refraccion utilizando la ecuacion 4.7.

La ecuacién 4.7 nos exige que proporcionemos las unidades de temperatu-
ra en °C, las de longitud de onda en pum y las de presién en bar. Supondremos
que la temperatura del agua por donde se propaga la onda de choque es de

T =25°C

La longitud de onda de la onda luminosa que usaremos para iluminar la onda
de choque es de 632 nm. Como debemos expresar este valor en micrometros,
la longitud de onda es

A =0.632 um

Ahora sélo queda proporcionar los valores de presion en la ecuacion 4.7. Ya
que los valores del perfil de la figura 4.6 estan en pascales, primero debemos
convertirlos a bar.

Si a cada valor de presion de la figura 4.6 se le calcula el valor del indice
de refraccién usando la ecuacion 4.7, obtenemos la grafica de la figura 4.8.
Esta grafica nos muestra los valores del indice de refracciéon para cada valor
del eje y de la figura 4.7. En la siguiente secciéon veremos cémo cada valor
de indice de refraccién produce un cambio de fase en una onda luminosa que
atraviesa el eje y.

4.2.3. Cambio de fase

En esta seccién veremos cémo el perfil del indice de refraccién de la figura
4.8, produce un cambio de fase en una onda luminosa que atraviesa el eje y
(figura 4.7). Como ya se mencioné anteriormente, haremos incidir un haz de
luz sobre la onda de choque como se muestra en la figura 3.8. En la seccion
anterior vimos que el cambio de presiéon de la onda de choque produce un
cambio en el indice de refraccion del agua. En cada valor del eje y tenemos un
valor de presién de la onda de choque (figura 4.4), entonces, a cada valor del
eje y le corresponde un valor del indice de refraccién. Los valores de indice
de refraccién se muestran en la figura 4.8.

Si hacemos incidir una onda luminosa perpendicularmente al eje y, los
diferentes valores de indice de refraccion de la figura 4.8 producen un cambio
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Fig. 4.8: Perfil de indice de refraccién del agua que produce el perfil de presiéon de
la onda de choque

de fase en la onda incidente. En la figura 4.9 se muestra la fase de la onda
luminosa incidente (fase de entrada) que se encuentra sobre un eje y;. La
onda luminosa incidente proviene del espejo 1 de la figura 3.8. En la figura
4.9 también se muestra el cambio de fase que produce la variacién del indice
de refraccién y la fase modificada en un eje y;. El eje y se encuentra en el eje
de simetria del generador de ondas de choque (figura 4.3).

Frente d
Yi Do y Yh
incidente
Fase de la Cambio de Fase
onda incidente fase modificada
P Ao ¢

Fig. 4.9: Una onda plana de luz incide sobre el eje y. La fase de esta onda se
modifica por los cambios de indice de refraccién en el eje y.

La onda luminosa que se hace incidir sobre la onda de choque es una onda
plana. Una onda plana esta formada por un conjunto de planos en los cuales
la fase es constante. En la figura 4.9 s6lo se muestra uno de estos planos en
una dimension a lo largo del eje y;. Entonces, la fase de la onda incidente es
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constante en este eje; esto quiere decir que existen muchas ondas a lo largo
del eje y; y todas ellas se encuentran en fase.

En la figura 4.10 se muestra un diagrama donde se puede ver como varias
ondas se encuentran en fase en el eje ;. Todas estas ondas se propagan hasta
el eje y y sufren un desfasamiento debido a los diferentes valores de indice
de refraccién de la figura 4.8. En este diagrama también se muestra la regién
donde se encuentra la onda de choque. Se puede ver que la onda de choque
abarca una distancia a a lo largo del eje z.

A Vi LY
Y\ VaVaValaVaV:
n (14)
VA\VAVAVAWAY AVAVA
V. VaVaVaVaViVaVa
I—a| z

Fig. 4.10: Varias ondas se encuentran en fase en el eje y;. Al atravesar el eje y sufren
un desfasamiento debido a los diferentes valores de indice de refraccion.

El cambio de fase lo calculamos con la siguiente ecuacion:

AP = 2%% (4.8)
donde 9 es la diferencia de camino 6ptico que es:

La definicién de la longitud de camino 6ptico (OPL) es:
OPL = /n ds (4.10)
s=0

donde a es la distancia que recorre la luz y n es el indice de refraccion del
medio por donde se propaga [19].
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Cada onda de la figura 4.10 atraviesa un medio con indice de refraccion
diferente, por lo tanto, atraviesa una longitud de camino 6ptico diferente.
De acuerdo a la definicion de OPL, debemos calcular la integral del indice
de refraccion a lo largo de la distancia a. En este caso supondremos que los
valores de indice de refraccion de la figura 4.10, se mantienen constantes a
lo largo de 1 mm de distancia (distancia a). Entonces, la longitud de camino
optico para cada valor de n es:

OPL; = n (0.001 m) (4.11)

Los valores de n se muestran en la figura 4.8. El término OPL; se refiere a
los valores de longitud de camino 6ptico que corresponden a cada valor de
indice de refraccion de la figura 4.10.

El término OPLy es la longitud de camino 6ptico que atraviesan las ondas
de la figura 4.10 cuando no hay onda de choque. Si no hay una onda de choque
no existe variacién del indice de refraccion y éste permanece constante a lo
largo del eje y. En la figura 4.11 se puede ver como las ondas de luz atraviesan
el eje y sin ser desfasadas. Ahora se transmiten por un medio de indice de
refraccién ng, que es el indice de refraccion del agua ny = 1.333.

Yi LY
VaVaVaVaVva\
VAVaAVYaVaVal

Va\

S 4%

VA\VAVAVA

|

Fig. 4.11: Varias ondas se encuentran en fase en el eje y;. Ya que no hay onda de
choque, el indice de refraccion es constante y las ondas no se desfasan
al atravesar el eje y.

Para calcular la longitud de camino éptico que atraviesa cada onda de la
figura 4.11, debemos calcular la integral del indice de refraccién a lo largo
de la distancia a (ecuacién 4.10). Ya que no hay onda de choque, el valor de
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ng permanece constante a lo largo de la distancia a que es de 1 mm. Por lo
tanto, la longitud de camino éptico que recorre cada onda de la figura 4.11
es:

OPLO =TnNpa (412)

OPL, = 0.001333 m (4.13)

este valor es constante a lo largo del eje y.
Ahora que tenemos los valores de OPL; y OPLg, podemos calcular la
diferencia de camino éptico que es:

§ =n (0.001 m) — 0.001333 m (4.14)

Si sustituimos esta expresion en 4.8 obtenemos:

n (0.001 m) — 0.001333 m

A¢p =2
¢ =2m 3

(4.15)

Esta ecuaciéon nos permite calcular el cambio de fase que produce cada valor
de indice de refraccion de la figura 4.8. El valor de X es la longitud de onda
de la onda luminosa que haremos incidir a la onda de choque. Ya se habia
mencionado que usaremos luz de A = 632 nm. Usando la ecuacién 4.15, se
calcularon los valores de A¢ para cada valor de n de la figura 4.8. Estos
valores se muestran en la figura 4.12.

120
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Fig. 4.12: Perfil de cambio de fase que sufre una onda luminosa al atravesar el eje
Yy
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Los valores de A¢ que se encuentran en la figura 4.12 son el desfasamiento
que sufre la onda luminosa incidente al atravesar el eje y (figura 4.9). Si
sumamos cada valor de A¢ a la fase de la onda luminosa incidente, obtenemos
la fase de la onda luminosa que ya atraveso la onda de choque.

4.3. Perfil de cambio de fase en dos dimensiones

En la seccion anterior obtuvimos el perfil de presion de la onda de choque.
A partir de este perfil se calcul6é un perfil de indice de refraccién y después se
obtuvo el perfil de cambio de fase de la figura 4.12. Estos perfiles se obtuvieron
con un programa realizado en MATLAB. Desafortunadamente sélo contamos
con el perfil de cambio de fase a lo largo del eje y (figura 4.9). Para formar una
imagen de las fluctuaciones de intensidad que produce una onda de choque,
necesitamos un perfil de cambio de fase en dos dimensiones.

El perfil de presion de la onda de choque esta descrito por la ecuacién 4.6
y se muestra en la figura 4.6. Este perfil muestra la presién que produce la
onda de choque justo debajo del foco del generador (figura 4.7) Si se midiera
la presién que produce la onda de choque en una posicion alejada del foco,
encontrariamos que es menor que la del perfil. Esto es porque el generador
de ondas de choque concentra la onda en el foco (figura 4.3), por lo tanto, es
ahi donde la presion es mayor. La amplitud del perfil de presién disminuye
con la distancia. Esto quiere decir que el perfil de la figura 4.6 ya no es valido
a distancias alejadas del foco.

Podemos suponer que a una distancia cercana al foco, el perfil de presion
de la figura 4.6 sigue siendo valido. En este trabajo supondremos que el perfil
de presién es el mismo en una distancia b que va de -4 a 4 mm en el eje x,
como se muestra en la figura 4.13. Entonces debemos colocar varios perfiles
de presién como el de la figura 4.6 a la izquierda y a la derecha del eje y. A
cada uno de estos perfiles les corresponde el perfil de cambio de fase de la
figura 4.12. Entonces, si colocamos el perfil de cambio de fase a la izquierda
y derecha del eje y, tendremos los valores de cambio de fase que sufre una
onda luminosa al atravesar el plano (z,y).

Los perfiles de la secciéon anterior se obtuvieron con un programa realizado
en MATLAB. Este software nos permite trabajar con arreglos de nimeros,
ya sean vectores o matrices (ver apéndice A). Todos los valores de cambio
de fase de la figura 4.12 se encuentran almacenados en un vector de niimeros
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//A4mm‘>

-4 mm

Fig. 4.13: El perfil de presion es valido a lo largo del eje x en una distancia b que
va de -4 a 4 mm.

como el siguiente:

dph:[A¢1 A¢2 A¢3 Aqém}

Este vector contiene los valores de cambio de fase a lo largo del eje y (figura
4.13). Si deseamos agregar varios perfiles a la izquierda y a la derecha del eje
y, primero debemos obtener el vector transpuesto de d,:

Ay
Ay
dpho = A¢3
Aoy,
Ahora deberiamos copiar este vector a la izquierda y a la derecha del mismo
para obtener la siguiente matriz de ntimeros:

[ Ady ... Adr Adr Ady ... Agy
Apy ... APy APy Agy ... Ao
Mdph — A¢3 . A¢3 Agbg A¢3 . A¢3

Abm .. Db Abm Db ... Ady

En el programa que se realiz6 en MATLAB en lugar de copiar el vector a
la izquierda y a la derecha, se copi6 solamente a la derecha pero el ntimero
de veces que corresponde a la distancia b. Ahora viene la pregunta ;cuantos
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vectores d,n, debemos copiar en la matriz My,, para cubrir la distancia b ?
Para contestar esta pregunta debo explicar cémo se graficé el perfil de cambio
de fase de la figura 4.12.

Para obtener la grafica de cambio de fase de la figura 4.12, primero se
debe definir el eje y en un vector como el siguiente:

y=[wm v2 ¥ - Ym |

En este vector se almacenan los valores del eje y que va de 0 a 15 mm. En
el programa se usaron 10 muestras por unidad, por lo tanto, hay 150 valores
almacenados en el vector y mas el valor 0 que ocupa la primera posicién de
este vector (y; = 0). En total hay 151 valores almacenados en el vector y.
A cada valor del vector y le corresponde un valor del vector d,;, donde estan
almacenados los valores de cambio de fase. Por lo tanto también hay 151
valores almacenados en el vector d,,. Si graficamos el vector d,, contra el
vector y obtenemos el perfil de cambio de fase de la figura 4.12. El ntimero
de elementos de dp, es igual al nimero de filas de la matriz Mg,,, por lo
tanto, la matriz Mgy, tiene un total de 151 filas.

Ahora veamos el numero de veces que debemos copiar el vector d,p, en
la matriz Mgy, o lo que es lo mismo, el nimero de columnas que debe tener
la matriz. Ya que hay 10 valores por unidad en el eje y, entonces hay 10
valores de A¢ por cada milimetro de la figura 4.12. Esto quiere decir que
en la matriz Mgy,, hay 10 filas por cada milimetro del eje y, por lo tanto,
debemos colocar 10 columnas por cada milimetro en el eje x. Como estamos
considerando que el perfil de fase es vélido en una distancia de -4 a 4 mm en
el eje z, debemos colocar 80 columnas en la matriz Mgy,. Ademds debemos
agregar una columna extra que es la que corresponde a la posicion 0 en el
eje x. Entonces hay un total de 81 columnas en la matriz Mgy,

Si graficamos la matriz My, contra el vector y y contra un vector x que
va de -4 a 4 mm (también con 10 muestras por milimetro), obtenemos la
grafica de la figura 4.14. La grafica de la figura 4.14 es el perfil de cambio
de fase de la figura 4.12 extendido a lo largo del eje z. Podriamos agregar
varios perfiles de presion a la derecha e izquierda del eje y y calcular el perfil
de cambio de fase para cada uno de ellos. Como a cada perfil de presion le
corresponde el perfil de cambio de fase de la figura 4.12, s6lo debemos tomar
el perfil de cambio de fase y extenderlo en dos dimensiones como lo hicimos
en esta seccién.

En este trabajo solo consideramos los cambios de presién que produce
la onda de choque en el plano (z,y). Como se puede ver en la figura 4.13,
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i
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A @ (rad)

Fig. 4.14: Perfil de cambio de fase extendido sobre el eje x.

este plano se encuentra justo por debajo del foco del generador. Ademés, s6lo
conocemos los cambios de fase para el area del plano (z,y) que esta compren-
dida ente -4 y 4 mm en el eje z y entre 0 y 15 mm en el eje z. Me referiré a
esta area como area A. Entonces, los valores de cambio de fase en el area A
el plano (z,y) se almacenan en la matriz Mgy, y su gréafica se encuentra en
figura 4.14.

Ahora, que ya tenemos los valores de cambio de fase en el plano (z,y),
podemos calcular la fase de la onda luminosa que atraviesa la onda de choque.
En la figura 4.9 se puede ver que defini 3 sistemas de coordeandas para poder
ubicar donde se encuentra la fase de la onda luminosa incidente, el cambio
de fase que produce la onda de choque y la fase modificada. En esta figura
solo se muestra el eje de las y de estos sistemas de coordenadas. En la figura
4.15 se muestran estos sistemas de coordenadas en tres dimensiones.

En el sistema de coordeandas (z;,y;) se encuentra el frente de onda de la
onda luminosa incidente. Recordemos que el frente de onda es una superficie
que une todos los puntos de igual fase. Como ya habia mencionado ante-
riormente, la onda luminosa incidente es una onda plana. Estas ondas estan
formadas por un conjunto de planos en los cuales la fase es constante. Uno
de estos planos se muestra en la figura 4.15, en el sistema de coordenadas
(x;,y;). Entonces, la fase de la onda luminosa incidente es constante en todo
el plano (x;,y;), por simplicidad supondremos que su valor es de 1 rad:

¢i(wi,y;) = 1 rad
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Fig. 4.15: En el sistema de coordenadas (z;,y;) se encuentra el frente de onda
incidente. En el sistema de coordeandas (z,y) se encuentran los cambios
de fase que produce la onda de choque en el medio. El area A abarca la
parte del plano que va de -4 a 4 mm en el eje x y de 0 a 15 mm en el
eje y. El area B abarca la parte del plano que va de -7 a 7 cm en ambos
ejes ¢ y y. En el plano (zp,,yn) se encuentra la fase de la onda luminosa
que ya atrevesé la onda de choque.

Recordemos que para iluminar la onda de choque usaremos una fuente de
luz, una lente y un espejo como se muestra en la figura 3.8. La onda luminosa
incidente proviene del espejo 1 que tiene un radio de 7 cm. Esto significa que
el haz de luz que ilumina la onda de choque es circular y tiene un radio de 7
cm. El frente de onda es del tamano del haz de luz, es por eso que el frente
de onda que se muestra en la figura 4.15 se extiende en el plano (z;,y;) desde
-7 a 7 cm en ambos ejes x; v y;. El frente de onda se representa con una
superficie cuadrada pero debe ser circular como la forma del espejo. Por el
momento supondremos que la superficie del frente de onda es cuadrada y
mas adelante explicaré como se le di6 la forma circular.

En el sistema de coordenadas (z,y) de la figura 4.15 tenemos una superfi-
cie que representa los cambios de fase que sufre la onda incidente al atravesar
este sistema de coordenadas. Los valores de cambio de fase en el area A son
los que se grafican en la figura 4.14 y estdn almacenados en la matriz Mgy,
Como se puede ver en la figura 4.15, el frente de onda incidente se extiende
de -7 a 7 cm en los ejes x; v y;. Para saber el desfasamiento que sufre este
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frente de onda, necesitamos conocer los valores de cambio de fase en un area
del plano (z,y) que estd comprendida ente -7 y 7 cm en los ejes z y y. Me
referiré a esta area como area B. Sélo conocemos los valores de cambio de
fase en un area A del plano (z,y) que estd comprendida entre -4 y 4 mm en
el eje z y entre 0 y 15 mm en el eje y (figura 4.14).

En el perfil de presion de la figura 4.6 la presion varia muy poco en el
intervalo de y=0 a y=5 mm. Esta presién es la presién de equilibrio, es decir,
la presién del medio sin ser perturbado por la onda de choque. Como presion
de equilibrio tomaré el valor de 22 556 Pa que corresponde a la presiéon en
y=0. Esta presion es la presién hidrostatica del medio la cual viene dada por:

donde P es la presién hidrostatica en Pa, p es la densidad del agua en kg/m3
(999.97 kg/m?), g es la aceleracién de la gravedad en m/s? (9.8 m/s?), h es la
altura del fluido en m y Py es la presion atmosférica en Pa (101 325 Pa). De
acuerdo con esta ecuacion, el valor de 22 556 Pa es la presion hidrostatica a
una altura de 8.0379 m. A pesar de que el foco de un generador de ondas de
choque se encuentra a unos pocos centimetros por debajo del agua, considero
que tomar la presion hidrostdtica a una altura de 8.0379 m no afectard en
gran medida los resultados de las simulaciones. La presion hidrostéatica es
despreciable en comparacion con la presién ejercida por la onda de choque.

En la figura 4.12 podemos ver que el valor de A¢ en y=0 es de -14.5387
rad, por lo tanto, este valor es el cambio de fase que corresponde a la presion
de equilibrio. El valor de cambio de fase -14.5387 rad se encuentra almacenado
en la primera posicién del vector d,, y esta representado con el simbolo Ag;.

Recordemos que sélo estamos considerando los cambios de presién que
produce la onda de choque en el area A que se muestra en la figura 4.15. Sélo
se producen cambios de presion en esta area y alrededor de ella tendremos la
presion de equilibrio. Por lo tanto, alrededor del drea A tendremos el valor
de -14.5387 rad que es el cambio de fase que corresponde a la presién de
equilibrio.

Ahora ya conocemos los valores de cambio de fase en el drea A y alre-
dedor de ella. En la matriz Mgy, tenemos los valores de cambio de fase que
corresponden al area A. Para tener una matriz de nimeros que contenga los
valores de A¢ para el area B, debemos agregar el valor de A¢; = -14.5387
rad alrededor de los valores de la matriz Mgy, de tal manera que cubra el
area B. En el programa que se hizo en MATLAB esto se hace de una manera
muy sencilla.
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Primero definimos una matriz M, que contiene el valor de -14.5387 en
todas sus posiciones. Esta matriz debe de abarcar el area B que es de 14 x 14
cm. Antes mencioné que estamos tomando diez muestras por milimetro, por
lo tanto, la matriz My debe tener 10 filas y 10 columnas por cada milimetro
del area B. Ademads debe tener una fila y columna extra que son las que
corresponden a los valores en y = 0 y en x = 0 respectivamente. Entonces,
para abarcar el area B la matriz My debe tener 1401 filas y 1401 columnas.

Después colocamos los valores de la matriz Mgy, dentro de la matriz My
de tal manera que tomen las posiciones que corresponden al drea A (que
estd comprendida entre -4 y 4 mm en el eje z y entre 0 y 15 mm en el eje y).
Asi es como colocamos los valores de A¢ del area A dentro del area B como
estd ilustrado en la figura 4.15. La matriz My queda de la siguiente manera:

[ A1 ... A¢r Adr ... A¢r A¢pr A1 ... Ad1r A¢r ... A¢y T
Adi ... Ad1 Adi ... A¢L AdL Adi ... AL A ... Ad
Apr ... Apr A1 ... A1 At A1 ... AP Agr ... A¢n
Apr ... A¢pr A¢2 ... Ap2  Ap2  Apa ... AP A¢1 ... A¢
M, = Apr ... A¢1r A¢s ... A¢s Ads A¢s ... A¢s A¢1 ... A¢1
AL ... Dd1 Abm .. Dbm Aém Abm ... Ddm AL ... Ad
Apr ... A¢r A¢1 ... A¢p1r A1 A¢r ... Ap1 A¢1 ... A¢
A¢r ... : : : : : : : S Ay
L Ag1 ... A¢1 A¢1 ... A1 A1 Ap1r ... AP1 AP ... A¢y

Los valores en color azul son los de la matriz Mg,,. Vemos que alrededor
de estos valores se encuentra el simbolo A¢; que es igual a -14.5387 rad. En
resumen, la matriz M, contiene los valores de cambio de fase en un area B
del plano (z,y) que estd comprendida ente -7 y 7 cm en los ejes = y y.

En el sistema de coordenadas (x5, y5) de la figura 4.15, se encuentra una
superficie que representa la fase de la onda luminosa que ya atravesé la onda
de choque. A esta fase la denotaré con ¢. Para calcular ¢ debemos sumar los
valores de cambio de fase que se producen en el plano (z,y) a la fase de la
onda incidente:

b= i+ A0 (4.16)
De acuerdo con esta ecuacion, para obtener ¢ debemos sumar los valores de
A¢ que se encuentran en la matriz M, a la fase de la onda incidente (¢;).
Esto es un procedimiento sencillo ya que sélo debemos sumar 1 rad a los
valores de la matriz My y almacenar los resultados en una matriz Py,:

Pro= My+1 (4.17)
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Entonces, en la matriz P, tendremos los valores de ¢ que es la fase de la
onda luminosa que ya atraves6 la onda de choque.

La matriz Py, es del mismo tamano que la matriz M, (1401 x 1401). Esto
significa que también abarca un area de -7 a 7 cm pero ahora en los ejes xy,
y yn. La superficie que se encuentra en el sistema de coordenadas (xp,ys)
de la figura 4.15, representa los valores que se encuentran almacenados en la
matriz Pp,. Para graficar los valores de ¢ primero definimos los ejes z, y yp
en dos vectores como los siguientes:

xh:[:chl zhy xhs ... xhn]

yh=1[yh1 yha yhs ... yhy |

En cada uno de estos vectores estan almacenados los valores que corresponden
al intervalo -7 a 7 cm con 10 muestras por milimetro. Si graficamos la matriz
Py, contra los vectores xh y yh, obtenemos la grafica de la figura 4.16.

3

0
3 . .

Fig. 4.16: Gréfica de ¢ que es la fase de la onda que atravesé la onda de choque.

4.4. Variaciones de intensidad producidas por la onda de
choque

En la figura 3.8 se puede ver el arreglo éptico que utilizaremos para ob-
servar las fluctuaciones de intensidad que produce la onda de choque. En
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este diagrama se puede ver que un haz de luz atraviesa el espacio por donde
se propaga la onda de choque. Para producir el haz de luz se utiliza una
fuente de luz, una lente (L) y un espejo (espejo 1). El espejo produce ondas
luminosas planas que se propagan hasta la onda de choque. Los cambios de
presion de la onda de choque producen una modificacién en la fase de la onda
luminosa. La onda luminosa con fase modificada se propaga hasta el plano
de andlisis y es ahi donde se pueden observar fluctuaciones de intensidad.

En la figura 3.8 también se puede ver que hay una zona rectangular
por donde se propaga la onda de choque. Esta zona rectangular representa
al generador de ondas de choque que se muestra en la figura 4.3. En la
seccién anterior vimos cémo la fase de una onda luminosa se ve afectada por
los cambios de presién de la onda de choque. Solamente consideramos los
cambios de presién que se producen en un plano (z,y) que corta al tanque
del generador de ondas de choque por la mitad. Como ya habia mencionado
anteriormente, el eje y se encuentra en el eje de simetria del generador de
ondas de choque. Extendimos el perfil de presién a dos dimensiones a lo largo
del eje z.

En la figura 4.15 se muestran tres sistemas de coordenadas donde se ubica
la fase de la onda luminosa incidente, el cambio de fase que produce la onda
de choque y la fase de la onda luminosa que atravesé la onda de choque. En
la figura 4.17 se muestran estos sistemas de coordenadas junto con el espejo
1 y el plano de analisis. Esta figura es la misma que la figura 3.8 pero en
dos dimensiones y s6lo se muestra la parte donde estan el espejo 1, la zona
por donde atraviesa la onda de choque y el plano de anélisis. Como sélo
estamos considerando los cambios de presion que se producen en el plano
(x,y), unicamente se muestra este plano de la zona rectangular por donde se
propaga la onda de choque (figura 3.8).

En la figura 4.17 también se muestra el sistema de coordenadas (x;,y;),
que es donde se encuentra el frente de onda incidente. Se puede ver que
estd justo antes del plano (z, y). En el sistema de coordenadas (xp,, yp,) se tiene
una superficie que representa la fase de la onda luminosa que ya atravesé la
onda de choque. Esta fase estd denotada con la letra ¢. El plano (xp,y) se
encuentra justo después del plano (z,y). Como vimos en la seccién anterior,
hay un valor de la fase ¢ en cada punto del plano (z, y5,). Los valores de ¢ se
encuentran almacenados en la matriz P, (ecuacién 4.17) y estén graficados
en la figura 4.16. Los planos (z;,y;) v (zn, yn) se encuentran a una distancia
muy corta del plano (z,y) pero en la figura 4.17 se muestran mas separados
para alcanzar a distinguir uno del otro.
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Fig. 4.17: La onda luminosa incidente (cuya fase se encuentra en el plano (z;,y;))
proviene del espejo 1. El plano (zp,yp) se encuentra justo después del
plano (z,y). El plano de andlisis esté definido en el sistema de coordean-
das (x4,yq) y se encuentra a una distancia ¢ del plano (z, yp).

La onda luminosa incidente sufre una modificacién de fase a causa de
los cambios de presion que produce la onda de choque. En la seccién 3.3
vimos que la onda luminosa con fase modificada se propaga hasta el plano de
analisis. En este plano es donde se observaran las fluctuaciones de intensidad.
En esa seccion se dedujo una ecuaciéon para calcular las fluctuaciones de
intensidad que observaremos en el plano de analisis. Esta ecuacién es:

_ -1 12T A/ 1-X2(u2+02) 2
]<xq7y9) = | F[\Ijh(xquq)](u,v) e (418)
donde ¥,(x,,y,) es una onda de la forma:
\Ijh(xqu yq) = A(Izp yq) €—i¢(zq,yq) (419)

A(xg,y,) es la amplitud y ¢(z4,y,) es la fase. Como se puede ver en la figura
4.17, el plano de anélisis estd definido por el sistema de coordenadas (x,, y,),
por lo tanto, el término I(x,,y,) es la intensidad en el plano de analisis. La
onda luminosa con fase modificada es justamente la onda Wj(z,,y,) de la
ecuacion 4.18. El término ¢ es la distancia de propagacion y A es la longitud
de onda de ¥,,. Entonces la ecuacion 4.18 describe los cambios de intensidad
que se observaran en el plano de anélisis (z,,y,) a causa de la onda con fase
modificada que se encuentra en el plano (z, y.).

Para calcular I(x,,y,) debemos proporcionar la onda luminosa con fase
modificada Wy (z,,y,) en la ecuacién 4.18. Suponemos que cuando la onda
U, atraviesa la onda de choque, su amplitud se mantiene constante. Para
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simplificar suponemos que la constante es igual a 1:

A(J:q, yq) =1

Entonces, la onda ¥, sélo sufre una modificacién de fase al atravesar la onda
de choque: '
Wi (e ) = €0 (4.20)

El término ¢(x,,y,) indica los valores de fase de la onda luminosa que atra-
vesé la onda de choque. En la seccion anterior obtuvimos estos valores y estan
almacenados en la matriz Py, (ecuacién 4.17). A pesar de que el término
¢(z4,y,) denota valores de fase para el plano (z4,v,), recordemos que los
valores de fase estan definidos sobre el plano (zp,yp) (figura 4.17).

Si sustituimos 4.20 en 4.18, obtenemos:

A om 2
I(4,1q) = )F ! {F [0, ) 1 HQ(“?W)H (4.21)

Esta ecuacion describe las fluctuaciones de intensidad que produce la onda
cuya fase ha sido modificada por los cambios de presiéon de la onda de choque.
Para graficar el término I(x,,y,) se programé en MATLAB la ecuacién 4.21
como ya vimos en la seccion 4.1. En esa secccion se comprobo que el programa
que grafica I(z4,y,) funciona correctamente. El programa se encuentra en el
apéndice B. Para comprobar el corrrecto funcionamiento de este programa,
supusimos que la fase ¢(x,,y,) era constante e igual a 1 en todo el plano
(24, Yq). Ahora debemos poner como variable de entrada los valores de fase
de la matriz Py, (ecuacién 4.17).

El programa del apéndice C obtiene la matriz de nimeros P, tal y como
se explicé en la seccion anterior. Después de las lineas de cédigo que obtienen
la matriz P,, se ponen las lineas de codigo del programa del apéndice B. En
lugar de tomar un valor de fase de ¢ = 1, el programa ahora toma como
fase ¢ a todos los valores de la matriz P,,. De esta manera, el programa del
apéndice C obtiene una imagen de la intensidad I(x,,y,) que produce los
valores de fase de la matriz P,,.

El frente de onda incidente que se encuentra en el sistema de coordenadas
(x;,;), proviene del espejo 1 (ver figura 4.17). El espejo es circular de radio
r = T7cm y por lo tanto el frente de onda también debe tener forma circular.
En el sistema de coordenadas (xy,y,) se encuentra una superficie que repre-
senta la fase de la onda que ya atravesd la onda de choque y proviene del
espejo 1. Por lo tanto, esta superficie también debe tener forma circular y
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su radio debe ser de 7 cm. Para simular la forma de circular del haz de luz,
multiplicamos a la onda con fase modificada ¥}, por una funcion circ(z4, y,)
que es igual a:

L /a2 +y; < Tem

circ(xq, yq,) =
0 en otros lugares

JrE =

La letra r indica el radio del circulo que delimita la forma del haz de luz.
El radio de este circulo es de 7 cm al igual que el radio del espejo 1. En la
seccion 4.1 también multiplicamos la onda W), por una funcién rectangulo
II(x,,y,) para simular una apertura de rendija.

En la ecuacién 4.21, la exponencial e~ @@a¥%) representa la onda lumino-
sa con fase modificada. Debemos multiplicar esta exponencial por la funciéon
circ(x,, y,) para simular la forma circular del haz de luz. Al hacer esta mul-
tiplicacion la ecuacion 4.21 queda como:

donde:

27

, , 2
I(zg,y,) = ‘F_l {F[e_zd’(”’y“ circe(Zqg, Yq)l (uw) €7 1_>‘2(“2+U2)H (4.22)

Esta ecuacion nos permite calcular la intensidad de luz que observaremos en
el plano de andlisis, tomando en cuenta la forma circular que tiene el haz de
luz. El programa del apéndice C grafica esta ecuacién que es la misma que
la ecuacién 4.21 pero con la funcién cire(z,, y,) mutliplicando a ¥;,. Como
mencioné anteriormente, en la seccién 4.1 se comprobo el correcto funcio-
namiento del programa del apéndice B que grafica la ecuacién 4.21. En esa
seccién en lugar de multiplicar a Wy, por la funcién circ(z,, y,), la multipli-
camos por una funcién rectdngulo II(z,,y,) para simular una apertura de
rendija. Entonces, el programa del apéndice B tiene unas lineas de cédigo
para definir una matriz de 1’s y 0’s que simula la apertura de rendija.

Ya habia explicado que en el programa del apéndice C después de las
lineas de cédigo que obtienen la matriz FPy,, se ponen las mismas lineas de
codigo que el apéndice B. Después de agregar las lineas de codigo del apéndice
B al programa del apéndice C, se debe cambiar la parte del codigo que define
la apertura de rendija por unas lineas de cdodigo que definan a la funcion
circ(xy, yq). Esto es muy sencillo de hacer ya que la funcién cire(x,, y,) es
como una apertura circular. Las instrucciones de programa para una apertura
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circular se encuentran al final del apéndice B. Entonces, en el programa del
apéndice C en lugar de tener las lineas de c6digo para una apertura de rendija,
tenemos las lineas de codigo para una apertura circular.

Como el programa del apéndice C grafica la ecuacién 4.22, también debe-
mos poner como variables de entrada la longitud de onda \ y la distancia de
propagaciéon q. El valor de A es la longitud de onda de la luz que usaremos
para iluminar la onda de choque. Para hacer las simulacioes usamos un valor
de A\ de 632 nm.

El término ¢ es la distancia que separa el plano de analisis (z,,y,) del
plano (xp, yn) que es donde se encuentra la onda luminosa con fase modificada
(figura 4.17). La distancia ¢ es la distancia que se propaga la onda ¥, hasta
el plano (z,,y,) (distancia de propagacién). Al variar la distancia ¢ podemos
alejar o acercar el plano de andlisis del plano (xp,yp). Como se puede ver en
la figura 4.17, el plano (xp,ys) se encuentra justo después del plano (z,y).
En el programa del apéndice C podemos asignar el valor de ¢ que queramos
y asi obtener imagenes de las fluctuaciones de intensidad que se producen en
el plano de andlisis a esa distancia ¢ del plano (zj,y,). Queremos observar
las fluctuaciones de intensidad que se producen en el plano de anédlisis a
diferentes distancias del plano (zy, y,).

A continuacion se presentan las imagenes que se obtienen al ejecutar el
programa del apéndice C. Este programa se encarga de calcular los valores
de I(z4,vy,) de la ecuacién 4.22. Recordemos que los valores de fase ¢ se
encuentran almacenados en la matriz Py,. El programa calcula un valor de
intensidad I para cada valor de la matriz P,,. Todos los valores de I se
almacenan en una matriz de niimeros /. Para mostrar como imagen los valores
de la matriz I, se utilizé la funcion imagesc de MATLAB. Esta funcion
muestra cada valor de la matriz I como un pixel. Dependiendo del valor que
tengan los elementos de esta matriz, la funcién imagesc los muestra con un
tono de gris diferente.

En el programa sélo podemos modificar la distancia q. Este valor debe
estar en metros. Para un valor de ¢ = 0.5 m, el programa produce la imagen de
la figura 4.18. En esta imagen se muestra la intensidad luminosa en el plano
de andlisis. La distribucién de intensidad tiene forma circular (de radio 7 cm)
porque la forma del haz de luz también lo es. También se muestra una barra
de tonos de grises para saber el valor de intensidad que le corresponde a cada
punto del plano de analisis (x,, y,)-

Cada pixel de la figura 4.18 es un elemento de la matriz I. Dependiendo
del valor que tenga un elmento de la matriz, la funcién imagesc le asigna un
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Fig. 4.18: Intensidad luminosa en el plano de andlisis para una distancia de pro-
pagacion de 0.5 m.

tono de gris diferente. El valor mas grande lo muestra de color blanco y el
mas pequeno lo muestra de color negro. Hay 10 pixeles por cada milimetro.

Los ejes x4 v yq se obtienen definiendo en el programa dos vectores de
numeros. Nétese que los valores del eje y, van aumentando de arriba hacia
abajo. Ambos ejes x, y y, se encuentran extendidos hasta 13.47 cm. Esto es
porque al calcular la TF de la ecuacion 4.22, el programa debe extender la
longitud de la matriz I hasta una potencia entera de 2 (ver apéndice A.3).

En el centro del circulo de la figura 4.18 se encuentran las variaciones
de intensidad que produce la onda de choque. Si hacemos un zoom en esa
regién obtenemos la imagen de la figura 4.19. Estos cambios de intensidad
son producidos por los cambios de fase del drea A (ver seccién 4.3). Se puede
ver que hay una franja de luz mas brillante en y = 0.012 m.

Con la imagen de la figura 4.19 podemos saber que contraste tendremos
a una distancia ¢ de 0.5 m. Para calcular el contraste de las imagenes usamos
la siguiente ecuacion:

¢ = Loz = Imin (4.23)
Imaa: + Imzn

donde I,,40 € Inin son los valores de intensidad maximo y minimo respecti-
vamente. Tomamos como I,,,, al valor de intensidad mas grande de la barra
de tono de grises. En la figura 4.19 se puede ver en la barra de tonos de grises
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Fig. 4.19: Variacién de intensidad luminosa producida por una onda de choque
para una distancia de propagacién de 0.5 m.

que el valor de I,,,, es de 11.1317. Por otra parte, tomamos como I,,;, al
valor de intensidad que rodea a las variaciones de intensidad que produce la
onda de choque (zona central). En este caso el valor de I, es de 1. Con
estos valores de [,,,,, v de [,,,;, tenemos un contraste de:

C =0.8351

En las figuras 4.20, 4.21 y 4.22 se pueden ver las variaciones de intensidad
producidas por la onda de choque a diferentes distancias de propagacién. La
intensidad luminosa es mayor en las franjas de luz que se pueden ver en
las iméagenes. Estas franjas de luz son producidas por la onda de choque.
Se calcularon los valores de contraste para cada una de estas imagenes y se
muestran en la tabla 4.1. El contraste mas alto es de 0.8692 y corresponde
a la imagen 4.20c (distancia de propagacién q = 0.2 m). Por otro lado, en
la imagen 4.20a tenemos muy poco contraste (C = 0.1115). Esto es 16gico
ya que la distancia de propagacién de esta imagen es de apenas 1 cm. A
esta distancia no podremos ver variaciones de intensidad y por eso debemos
tomar las imégenes a una distancia ¢ mayor a 1 cm.

En las imagenes 4.22a y 4.22b la difraccién de la luz empieza a hacerse
mas evidente. Al aumentar la distancia de propagacién también incrementa
la difraccién de la luz en la imagen. Esto quiere decir que después de una
distancia ¢ de 1 m, la difracciéon en la imagen hard mas dificil apreciar las
franjas brillantes de luz. Por esta razon, debemos tomar imégenes a una
distancia de propagacién menor a 1 m.
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Fig. 4.20: Variaciones de intensidad producidas por la onda de choque a diferentes
distancias de propagacién. (a) ¢ = 0.01 m. (b) ¢ = 0.1 m. (c) q = 0.2
m. (d) g = 0.3 m.

En las imdgenes donde ¢ es menor a 1 m se puede ver que la difraccion no
es tan notoria. Entonces, debemos tomar imagenes a una distancia ¢ mayor a
1 em y menor a 1 m. Como ya habia mencionado antes, en ¢ = 0.2 m (figura
4.20c) tenemos el valor de contraste mas alto de la tabla 4.1. Se hicieron varias
simulaciones y se encontro que a ¢ = 0.17 se tiene un contraste un poco mas
alto que en ¢ = 0.2 . Las variaciones de intensidad para una distancia de ¢
= 0.17 se muestran en la figura 4.23. El valor de [,,;, es de 1 y el valor de
Lqe €s de 16.0857, por lo tanto, el valor de contraste de esta imagen es de
0.8829. A esta distancia la difraccion de la luz no es tan notoria. Entonces,
la distancia ¢ = 0.17 es ideal para tomar una imagen de las variaciones de
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Fig. 4.21: Variaciones de intensidad producidas por la onda de choque a diferentes
distancias de propagacion. (a) ¢ = 0.4 m. (b) ¢ = 0.6 m. (¢) g = 0.7 m.
(d) g =10.8 m.

intensidad que produce la onda de choque.

Las imégenes de las figuras 4.20, 4.21, 4.22 y 4.23 muestran las varia-
ciones de intensidad que produce la onda de choque en el plano de analisis.
En la figura 3.8 se puede ver el arreglo éptico que usaremos para observar
estas variaciones de intensidad. En la seccion 3.3 expliqué que en el plano de
deteccion se forma una imagen de lo que ocurre en el plano de analisis. En el
plano de deteccion colocaremos una camara fotografica para tomar imagenes
de estas variaciones de intensidad.

Si colocamos la camara en el plano conjugado de la onda de choque es-
taremos tomando una imagen el plano (x,y). Al principio de esta seccién
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Fig. 4.22: Variaciones de intensidad producidas por la onda de choque a una dis-
tancia de propagacién de (a) g =1my (b) g = 1.2 m.

expliqué que soélo consideramos los cambios de presion en este plano. Como
ya vimos en la secciéon 3.1, al enfocar una capa turbulenta en la atmosfe-
ra no observaremos fluctuaciones de intensidad. En este caso en lugar de la
capa turbulenta tenemos el plano (z,y) donde estéan los cambios de presién
que produce la onda de choque. Ya que una capa turbulenta y la onda de
choque consisten en fluctuaciones de presién, no observaremos variaciones de
intensidad si hacemos la observacién en el plano conjugado de la onda de
choque.

Si acercamos o alejamos la camara del plano conjugado de la onda de
choque, podemos tomar imagenes de las variaciones de intensidad en el plano
de andlisis a diferentes distancias ¢ del plano (z,, yp). Asi podremos tomar las
imagenes de las figuras 4.20, 4.21, 4.22 y 4.23. Dependiendo de la distancia
focal del espejo 2 y la lente 2, sera la distancia que debemos separar la
camara del plano conjugado de la onda de choque. Podemos experimentar
tomando fotografias a diferentes distancias. Como ya vimos, a una distancia
q de 0.17 m tendremos un mejor contraste por lo que tendremos que calcular
la distancia que debemos mover la cdmara del plano conjugado de la onda
de choque para tomar la imagen 4.23.
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q (m) | Ipin | Imaz | Contraste (C')
0.01 1 1.2510 0.1115
0.1 1 5.1609 0.6754
0.2 1 14.2881 0.8692
0.3 1 6.6925 0.7400
0.4 1 9.3238 0.8063
0.6 1 9.5067 0.8096
0.7 1 8.1733 0.7820
0.8 1 8.3570 0.7863

1 1 10.5140 0.8263
1.2 1 9.0383 0.8008

Tab. 4.1: Valores de contraste para diferentes distancias de propagacién.
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Fig. 4.23: Variacion de intensidad luminosa producida por una onda de choque
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para una distancia de propagacion de 0.17 m.




5. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En este trabajo propusimos una nueva técnica para caracterizar una onda
de choque a partir de las variaciones de intensidad que produce en el plano
de analisis. Se realizd un programa que simula las variaciones de intensidad
que produce la onda de choque. A partir de estas simulaciones pudimos ver
que la onda de choque produce franjas de luz brillantes en el plano de analisis
que representan la difraccion de la luz que produce el cambio de presién de
la onda de choque.

Vimos que conforme aumenta la distancia de propagacién g también incre-
menta la difraccién en la imagen. Entonces debemos evitar tomar imagenes a
una distancia ¢ mayor a 1 m ya que a esta distancia la difraccién en la imagen
hace mas dificil apreciar las franjas brillantes de luz. Por otro lado, a una
distancia ¢ de 1 cm no podremos observar variaciones de intensidad debido
al bajo contraste. Por lo tanto, debemos tomar imagenes a una distancia de
propagacién mayor a 1 cm y menor a 1 m.

Se hicieron varias simulaciones y encontramos que para una distancia
¢ = 0.17m tenemos un valor de contraste alto entre la franja de luz brillante
y el fondo més oscuro. A esta distancia la difraccién de la luz no es tan
notoria. Entonces, la distancia ¢ = 0.17 es ideal para tomar una imagen de
las variaciones de intensidad que produce la onda de choque.

Presentamos simulaciones de las variaciones de intensidad que produce la
onda de choque. El siguiente paso para poder caracterizar una onda de choque
es comparar estas simulaciones con resultados experimentales. Construiremos
el arreglo 6ptico de la figura 3.8 para tomar las imagenes de las variaciones
de intensidad que produce la onda de choque.

Para tomar las imédgenes de las variaciones de intensidad utilizaremos
una camara fotografica de alta velocidad. Esta caAmara la colocaremos a cierta
distancia del plano conjugado de la onda de choque. De esta manera la caAmara
podra tomar imagenes de las variaciones de intensidad que se producen en
el plano de analisis. Para tomar imégenes a distancias de propagacion q
diferentes, debemos acercar o alejar la camara del plano conjugado de la
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onda de choque. Al alejar la camara de este plano, podremos tomar una
imagen del plano de andlisis a una distancia ¢ mas grande. Asi podremos
tomar las imagenes de las variaciones de intensidad producidas por la onda
de choque.

Después compararemos las imagenes de la camara con las imagenes que
se obtienen de las simulaciones. Debemos comprobar que el experimento con-
cuerda con las simulaciones realizadas en este trabajo. Una vez que realize-
mos el experimento podremos darnos una idea de qué tan precisas son estas
simulaciones y si se pueden mejorar.

Una vez que comparemos las simulaciones con el experimento podremos
realizar el proceso inverso que se hizo en este trabajo, es decir, a partir de
una imagen de variaciones de intensidad obtener un perfil de presién de una
onda de choque. Para caracterizar la onda de choque tomaremos imégenes de
las variaciones de intensidad que produce y a partir de ellas obtendremos el
perfil de presién que le corresponde. Ademas de la presién podremos calcular
la velocidad de la onda de choque. De esta manera podremos caracterizar
una onda de choque utilizando un método 6ptico.



Apéndice



A. PROGRAMACION EN MATLAB

En este apéndice se explica como evaluar y graficar funciones matemaéticas
en MATLAB. También se da una explicaciéon de cémo calcular la transfor-
madas de Fourier de una funcién.

A.1. Funciones mateméticas en MATLAB

Para graficar una funciéon matemética f(z), primero debemos evaluarla
en el dominio = para obtener el rango f de la funcién. Recordemos que una
funcién es una "regla” que asigna a cada valor del dominio z, un valor del
rango f.

X Funcion

f(x)

Dominio Rango

Una vez que se obtiene el rango de la funcién, se puede graficar contra el
dominio para obtener una grafica de f(x). MATLAB nos permite trabajar
con arreglos de nimeros, ya sean vectores o matrices. Para evaluar cualquier
funcién matematica f(z), primero debemos proporcionar el dominio x, esto
lo hacemos definiendo un vector como el siguiente:

$:|:ZL‘1 To T3 ... C(]n:|

donde n es la longitud del arreglo ntimerico. Este vector contiene los valores
de x en donde queremos evaluar la funciéon. Una vez definido el dominio, se
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escribe la funcion f(z) que queremos evaluar usando la sintaxis del programa.
Algunos ejemplos de funciones son:

f = sin(z)
f = cos(x)
f= exp(x)

Si ejecutamos alguna de estas instrucciones, MATLAB generara un vector
f con los valores que resultan de evaluar la funcién f(z) en los valores del
vector z:

f= [ f(x1) flza) flas) ... f(xn) ]
Por lo tanto, este vector es el rango de la funcién.

Esta es la manera de evaluar funciones mateméaticas en MATLAB. Una
vez evaluada la funcién f(x), se puede obtener una gréfica de la funcién si
se grafica el rango f contra el domino x. Para que quede un poco mas clara
la explicacién realizaré un pequeno ejemplo a continuacién.

Supongamos que queremos evaluar la funcién f(z) = sinc*(xz) en un
domino x que vaya de -5 a 5. Como ya mencioné antes, primero definimos el
dominio de la funcién, esto lo podemos hacer con el siguiente comando:

r=1inf: Ax: sup

donde inf es el valor inferior del doimino que queremos, sup es el valor
superior y Az es la diferencia entre los valores del dominio. Como en este caso
necesitamos un dominio de -5 a 5 y ademas queremos una diferencia entre
sus valores de 0.1 (para que la funcién esté bien muestreada), el comando
seria:

r=-5:01:5

Esta instruccion nos define el siguiente vector:
r=[-5 —49 —48 ... 0 ... 47 48 49 5]

Una vez definido el dominio de la funcion, procedemos a evaluar la funcion
f(x) = sinc*z. La sintaxis de MATLAB para esta funcién es:

f = (sinc(z)).”2

Esta instruccion genera un vector f cuyos elementos son los valores que
resultan de evaluar la funcién f(x) = sinc’z en los valores del vector z:

f = sinc®(=5) sinc*(—=4.9) ... sinc*(0) ... sinc*(4.9) sinc*(5) |
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En este vector se almacenan todos los valores de f(z), por lo tanto, el
vector f representa el rango de la funcién f(z) = sinc®x. Para graficar la
funcién, se grafica el vector f contra el vector x usando la siguiente instruc-
cién:

plot(z, f)
y obtenemos la grafica de la figura A.1 que es precisamente la grafica de
f(x) = sinc*x.

Fig. A.1: Gréfica de la funcién f(x) = sinc®(x) obtenida con MATLAB.

Para evaluar funciones mateméticas en dos dimensiones g(z,y), debemos
proporcionar un vector extra para definir el eje y:

lC:[Zlfl To T3y ... l’n}

y=vi v ¥ - Ynm |

donde n y m son las longitudes de los vectores z y y respectivamente.

Una vez que definimos el dominio de la funcién, el siguiente paso seria eva-
luar la funcién g(x,y) como en el caso de una dimensién, pero debemos reali-
zar un paso mas antes de eso. Si evaluamos la funcién g(z, y) con los vectores x
y ¥y, MATLAB no tendra los nimeros suficientes para calcular los valores de la
funciéon en todos los puntos del dominio que queremos, solamente calculara los
valores de la funcién para los puntos (z1,v1), (€2, Y2), (€3,Y3), . - . (Tn, Ym ). Ne-
cesitamos evaluar g(z,y) en todos los puntos del dominio (z,y), es decir,
debemos evaluarla en los puntos (z1,y1), (z1,¥2), (1, y3) etc. Para solucionar
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este problema, debemos proporcionar arreglos de niimeros como los siguien-
tes:

r1 T2 I3 ... Tp Y1 Y1 Y1 e Y1

r1 X2 X3 ... In Y2 Y2 Y2 ... Y2

X=| 21 T2 X3 ... Tp Y = Ys Ys Y3 --. Y3
L L1 T2 X3 ... Tn | L Ym Ym Ym -+ Ym |

Estas matrices son de longitud m x n donde m es el namero de renglones y n
el nimero de columnas. MATLAB nos permite obtener las matrices X y Y a
partir de los vectores x y y de una manera muy sencilla; esto lo explicaré mas
adelante utilizando un ejemplo.

Una vez que tenemos las matrices X y Y, podemos escribir la funcién
g(x,y) que queremos evaluar utilizando la sintaxis de MATLAB. Algunos
ejemplos de funciones en dos dimensiones son:

g = sin(X+Y)
g = cos(X+Y)
g = exp(X+Y)

Notese que debemos poner las matrices X y Y como variables de entrada.
Si ejecutamos alguna de estas instrucciones, MATLAB generara una matriz
g con los valores que resultan de evaluar la funcién g(z,y) en los valores del
dominio (z,y):

9(1‘1,3/1) 9(1‘27111) 9(1’3,.@1) Q(iﬂmyl)
g(z1,y2)  g(x2,y2) 9g(xs,42) ... g(Tn,y2)
g= 9(z1,y3)  9(@2,y3)  g(xs,y3) ... g(wn,y3)
| 9(x1,ym) 9(®2,ym)  9(x3,Ym) - 9(TnyYm) |

La matriz g es el rango de la funcién g(z, y) ya que contiene los valores de
la funcién para el dominio (x,y). La longitud de la matriz g es de m x n. Asi es
como se evalian funciones matematicas en dos dimensiones, a continuacién
realizaré un ejemplo para que quede un poco mas clara la explicacion.

Supongamos que queremos evaluar la funcién g(z,y) = sinc®(x)sinc(y)
en un dominio que vaya de -5 a 5 para el eje x y también para el eje y. Como
primer paso debemos definir el dominio de la funcién. Ya que queremos que
los ejes x y y sean de -5 a 5, los comandos para definirlos son:

r=-5:01:5
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y=-—5:0.1:5

Notese que para ambos vectores se escogié una diferencia entre valores de
0.1 como en el caso de una dimension. Estas instrucciones del programa nos
definen los siguientes vectores:

r=[-5 —49 —48 ... 0 ... 47 48 49 5 |

y=[-5 —49 —48 ... 0 ... 47 48 49 5]

El siguiente paso es obtener las matrices X y Y. MATLAB nos permite
obtener estas matrices usando el siguiente comando:

[X,Y] = meshgrid(x,y)

Las variables de entrada son los vectores x y .
Una vez definidas las matrices X y Y podemos escribir la funcién g(z, y) =
sinc?®(x)sinc(y). La sintaxis para esta funcién es:

g = ((sinc(X))."2)). * sinc(Y)

Al ejecutar esta instruccion, MATLAB generara una matriz g con los valores
que resultan de evaluar la funcién g(z,y) = sinc?(z)sinc(y) en los valores de
las matrices X y Y

[ sinc?(=5)sinc(=5) ... sinc?(5)sinc(=5) ]
sinc?(—5)sinc(—4.9) ... sinc?(5)sinc(—4.9)
a sinc?(—5)sinc(4.8) . ;9in02(5)sinc(4.8)
sinc?(—5)sinc(4.9) ... sinc?(5)sinc(4.9)
| sinc?(—5)sinc(5) ... sinc(5)sinc(5) ]

La matriz g es el rango de la funcién g(x,y) = sinc?(x)sinc(y). Si gra-
ficamos esta matriz contra el dominio x y y, obtendremos la grafica de la
figura A.2 que corresponde justamente a la gréfica de la funcién g(z,y) =
sinc®(z)sinc(y). Para obtener la grifica se debe ejecutar la siguiente instruc-
cién:

sur f(2,y,9)
La funcién surf sirve para graficar en dos dimensiones.

Ahora que ya expliqué cémo evaluar y graficar funciones matematicas en
MATLAB, procederé a explicar como obtener sus transformadas de Fourier.
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g(z,y) = sinc?(x)sinc(y)

(¢

RN
I
il

a(x.y)

" (I

Fig. A.2: Gréafica de la funcién g(z,y) = sinc?(x)sinc(y) obtenida con MATLAB.

A.2. Transformada discreta de Fourier

MATLAB nos permite calcular la transformada de Fourier de una funcién
con el comando “fft”. Este comando (6 subrutina de MATLAB) utiliza la
transformada discreta de Fourier para calcular la transformada de Fourier de
una funcién deifnida en una dimensién. La definicién de la transformada de
Fourier es para funciones continuas. En una dimensién, la transformada de
Fourier esta definida como:

F(u) = /f(x)e””“da: (A.1)

donde u indica el dominio de la frecuencia. Necesitamos hacer una aproxima-
cién de esta ecuacién para calcular la transformada de Fourier de funciones
discretas.

En una funcién discreta el dominio x no es continuo; sélo podemos tomar
valores discretos de éste. Supongamos que tenemos n valores del dominio x:

x, =rAx (A.2)

donde:
r=0,1,2...,n—1

El valor de Az es la diferencia entre los valores del dominio (6 intervalo de
muestreo).
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La transformada de Fourier de una funcién discreta también es una fun-
cién discreta. Esto significa que sélo podemos obtener los valores de la trans-
formada de Fourier para un dominio de frecuencia discreto ur que viene dado
por:

R
= A3
U n Az (A-3)
donde:
n o on n n n n
= —4+1-——4+2....-1,0,1,.... = —2 ——1. =
R 27 2+7 2+7 ) 7077 ?2 72 72

En la expresion A.1 vemos que para calcular la transformada de Fourier
de la funcién f(z), se debe calcular la integral del producto de esta funcién
y la exponencial compleja. Para calcular la transformada de Fourier de una
funcion discreta no podemos tomar la integral, debemos hacer una aproxi-
macién tomando la suma sobre todos los valores de x:

F(ug) = / fz)e ™ udy ~ nif(xr) e AR A gy (A.4)
o r=0

Como ya se habia mencionado, la transformada se calcula para el domino
ug. Si sustituimos A.2 y A.3 en la suma tenemos que:

—

n—1

f(z,) e ™R Ay = Ax Z f(z,) e TR (A.5)
r=0

n—

%
I
=)

A la suma del segundo miembro de esta ecuacién es a lo que se conoce como
transformada discreta de Fourier (Press 2007). Podemos denotarla con Ffg:

n—1

Fr=Y_ f(e;)e =" (A.6)

r=0

Con esta ecuacién podemos calcular las transformadas de Fourier de funcio-
nes discretas. De acuerdo con la ecuacién A .4, la transformada de Fourier
F(ug) es aproximadamente igual a la transformada discreta de Fourier Fg
multiplicada por el intervalo de muestreo Ax:
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La transformada discreta de Fourier en dos dimensiones se obtiene de
la misma manera. La transformada de Fourier en dos dimensiones se define
como:

Guo) = [[ ategyersenaedy (A8)

donde las coordenadas (u,v) definen el dominio de la frecuencia. Si realiza-
mos el producto que se encuentra en la exponencial podemos expresar esta
ecuacién como:

G(u,v) = // g(x,y) e 2™ e g dy (A.9)

Como esta ecuacién estd definida en dos dimensiones, ahora también debemos
considerar el eje y en el dominio del espacio y el eje v en el dominio de la
frecuencia. Ya que la ecuacion A.9 estd definida para funciones continuas
g(x,y), debemos hacer una aproximacién para funciones discretas como en
el caso de una dimension.

Como ya vimos, el dominio (z,y) debe ser discreto. El eje de las z viene
dado por la expresién A.2 mientras que el eje de las y viene dado por:

ys = sAy (A.10)
donde:
$s=0,1,2,3...m—1

El valor de Ay es la diferencia ente los valores del eje y. El dominio de la
frecuencia (u,v) también debe ser discreto. Los valores que puede tomar u
vienen dados por la expresion A.3, por otro lado, los valores del eje v estan
dados por:

Vg = —— (A.ll)

donde:
m m m m m m
S=——,——+1,——=+2,...,-1,0,1,...,— =2, — -1, —
27 2 + ? 2 _'_ Y ? ? ? Y Y 2 Y 2 Y 2
La transformada de Fourier en dos dimensiones F'(u, v) se calcula para el
dominio discreto (ug,vg):

Glur, vs) = / / glw,y) e~ ey dy (A.12)
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Como en el caso de una dimension, debemos tomar una suma para aproximar
la integral. En este caso tenemos una integral doble por lo que debemos tomar
una suma sobre todos los valores de x y otra suma sobre todos los valores de

Yy:

R n—1m-—1
// g(x, y) e—i?ﬂuxe—i27rvyd$ dy ~ Z Z g T, ys z27ruRa:re—i27rvsy5Ax Ay
oo r=0 s=0

(A.13)
Si sustituimos las variables ug, vg, T, v ys, €l segundo miembro de esta ecua-
cién es igual a:

n—1 m—1

Ax Ay Z Z 9(xr, ys) e TRemiTTsS (A.14)

r=0 s=0

La suma doble de esta expresion es la transformada discreta de Fourier en
dos dimensiones y podemos denotarla con Gy g:

[y

3

GUR = g('rra ys) e—i%’rRe—i%’sS (A15>

S

\3
Il

o
Il

o

Ya que tenemos una suma doble en esta ecuacién, primero se debe cal-
cular la suma sobre uno de los indices (r 6 s) y después sobre el otro. Si
primero queremos calcular la suma sobre el indice s, la ecuacion A.15 debe
de expresarse de la siguiente manera:

n—1 m—1
Gur = Z e it [Z 9(xr,Ys) e—i":;’sS] (A.16)

s=0

El término que esta entre corchetes es la transformada discreta de Fourier
en una dimensién. Esto significa que para calcular la transformada discreta
de Fourier en dos dimensiones, debemos calcular la transformada discreta
de Fourier en una dimensién sobre el indice s. Al resultado que obtenga-
mos de esto, debemos calcularle la transformada discreta de Fourier en una
dimension sobre el indice r.

De acuerdo con las ecuaciones A.12 y A.13, la transformada de Fourier
G(ug,vs) es aproximadamente igual a la transformada discreta de Fourier
Gyr multiplicada por los valores de Az y Ay:

G(ug,vs) = AxAy Gugr (A.17)
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Ahora que he explicado lo que es la transformada discreta de Fourier en
una y dos dimensiones, procederé a explicar cémo obtener la transfomada de
Fourier de una funcion utilizando MATLAB.

A.3. Transformada discreta de Fourier en MATLAB

MATLAB ya tiene programada una funcién (o subrutina) para calcular
la transformada discreta de Fourier en una dimensién (ecuacién A.6). Esta
funcién es ” f ft” y se utiliza de la siguiente manera:

TF = fft(f)

donde la variable de entrada es el vector f (ver seccién A.1). Al ejecutar
esta instruccién, MATLAB produce un vector TF' con los valores que corres-
ponden a la transformada discreta de Fourier de la funcién f(x), cuyo rango
definimos con el vector f.

La funcién de MATLAB f ft calcula la transformada discreta de Fourier
utilizando el algoritmo de la "Fast Fourier Transform (FFT)”. Para incre-
mentar la velocidad con que trabaja este algoritmo, la longitud del vector f
debe ser igual a una potencia entera de 2.

Es muy dificil que las funciones siempre tengan una longitud igual a
alguna potencia de 2. Esto no es un problema ya que podemos agregar ceros
al vector f, hasta que su longitud sea igual a una potencia entera de 2:

f:[f(ﬂh) flz2) f(xs) ... flz,) O 0 ... 0]

Esto quiere decir que si nuestro vector f tiene una longitud de 200 (n = 200),
debemos agregar ceros hasta que la longitud sea de 256; o si la longitud de
f es de 1000, agregamos ceros hasta que la longitud sea igual a 1024.
Afortunadamente, la funcién fft nos permite agregar ceros al vector f
de una manera muy sencilla. En la funcién f ft podemos proporcionar como
variable de entrada, el nimero de valores de la transformada discreta de
Fourier que queremos que se calcule. Si queremos que la funcion f ft calcule N
valores de la transformada discreta de Fourier, la instrucciéon es la siguiente:

TF = fft(f,N)

Al ejecutar esta instruccién, se agregan ceros al vector f hasta que su lon-
gitud es igual al valor de N, después de esto, se calculan los valores de la
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transformada discreta de Fourier y se almacenan en el vector T'F. Por lo
tanto, debemos asignar un valor de N que sea mayor a la longitud de f y
que sea una potencia entera de 2 (la mas cercana a la longitud de f), para
que el algoritmo F'F'T" sea mas eficiente. Entonces, la longitud del vector T'F
es igual a N. Por ejemplo, si sabemos que la longitud del vector f es 200
(n=200), debemos asignar un valor de N de 256 y la instruccién serfa:

TF = fft(f,256)

La funcion f ft agregara ceros al vector f hasta que tenga la longitud de 256
y después calculara la transformada discreta de Fourier de f.

La transformada discreta de Fourier de una funcién en dos dimensiones
se calcula de la misma manera. MATLAB también tiene programada una
funcién (o subrutina) para cacular la transformada dicreta de Fourier en
dos dimensiones (ecuacién A.16). Esta funcién es 7 f ft2” y se utiliza de la
siguiente manera:

TG = fft2(g)

La variable de entrada es la matriz ¢ que obtuvimos en la seccién A.1. Al
ejecutar esta instruccion se produce una matriz T'G con todos los valores de
la transformada discreta de Fourier de g(z,y).

La funcién f ft2 también utiliza el algoritmo de ”Fast Fouirer Transform
(FFT)” para hacer el calculo de Gygr. Como ya se habfa mencionado al
final de la seccién A.2, el término entre corchetes de la ecuacién A.16 es la
transformada discreta de Fourier en una dimension. Por lo tanto, para obtener
Gur se calcula la transformada discreta de Fourier en una dimensién sobre
el indice s; al resultado se le calcula lo mismo pero ahora sobre el indice r.
Entonces, la funcién f ft2 calcula la transformada discreta de Fourier en una
dimension a cada columna de la matriz g usando el algoritmo FFT. A la
matriz resultante le hace el mismo céalculo pero ahora sobre cada fila. De esta
manera es como se obtiene la matriz T'G.

Ya que la funcién f ft2 también utiliza el algoritmo F'F'T', debemos hacer
que las longitudes de las columnas y filas de la matriz g sean iguales a una
potencia entera de 2. Como en el caso unidimensional, podemos agregar ceros
a las filas y columnas de g, hasta que sus longitudes sean iguales a una
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potencia entera de 2:

g(z1,y1)  glze,y1)  g(zs,y1) g(zp,y1) O
g(z1,y2)  g(z2,y2)  g(xs3,92) 9(xn,y2) 0O
g(z1,y3)  g(x2,y3)  g(xs,y3) 9(xn,y3) O
g=| 9(x1,ym) 9(x2,ym) 9(x3,ym) 9(ZnsYm) O
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

i 0 0 0 0 0 |

Al igual que la funcion f ft, la funcion f ft2 también nos permite intro-
ducir como variables de entrada el nimero de valores de la transformada
discreta de Fourier que queremos que calcule. Si queremos que la funcién
fft2 calcule M x N valores de Gyg, la instruccién es la siguiente:

TG = fft2(g, M,N)

Debemos asignar un valor de M que sea mayor a la longitud de las columnas
de g. De igual forma, asignamos un valor de N que sea mayor a la longitud
de los renglones de g. Los valores de M y N deben ser potencias de dos para
que el algoritmo ” F'F'T” funcione mas rapido. Si ejecutamos esta instruccién,
la funcion f ft2 anade ceros a los renglones y columnas de g hasta que tiene
una longitud de M x N. Después de esto, calcula la transformada discreta
de Fourier de g(x,y) y almacena los valores en la matriz TG (de longitud M
x N también).

Por ejemplo, supongamos que queremos calcular la transformada discreta
de Fourier de una funcién g(zx,y), cuyo rango se encuentra en una matriz g
de longitud 800 x 900. La instrucciéon que debemos ejecutar es la siguiente:

TG = fft2(g,1024,1024)

ya que la potencia de 2 mas proxima a 800 y 900 es 1024. Al ejecutar esta
instruccién, se producird una matriz TG de tamano 1024 x 1024 con todos
los valores de la transformada discreta de Fourier de g(x,y).

A este proceso de agregar ceros al vector f y a la matriz g se le conoce
como “zero padding”. Es muy importante realizar este proceso ya que la
velocidad con que trabaja el algoritmo ” F'F'T” incrementa de una manera
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impresionante. Muchas veces trabajamos con una gran cantidad de datos en
MATLAB, por esta razén, necesitamos que la velocidad de procesamiento
sea la mas alta posible.

Ahora que ya he explicado cémo usar las funciones (o subrutinas) fft y
fft2, explicaré cémo se almacenan los valores de la transformada discreta de
Fourier en el vector TF (para funciones unidimensionales) y la matriz TG
(para funciones bidimensionales).

A.4. Dominio de la frecuencia

Hasta ahora, hemos visto cémo evaluar y graficar funciones matemaéticas
en una y dos dimensiones en MATLAB. También vimos como se utilizan las
funciones fft y fft2 para calcular sus transformadas discretas de Fourier.
En la seccion anterior vimos que para obtener la transformada discreta de
Fourier de una funcién f(x), debemos ejecutar la siguiente instruccion:

TF = fft(f,N)

donde f es el vector que contiene el rango de la funcién f(x) y N es la longitud
del vector f. Si ejecutamos esta instruccion, la funcién fft calculard los
valores de la transformada discreta de Fourier de f(x) y los almacenara en
el vector TF.

Como vimos en la seccién A.2, la transformada discreta de Fourier Fir se
calcula para el domino discreto ur que viene dado por:

R
= A.18
YR Ar ( )
donde:
R=—0 —2 41, -2 42 1,0,1,...,2—2 212
- 27 2 ) 2 AR Y 7 VAR 2 Y 2 ) 2
Entonces, el dominio de la frecuencia u viene dado por:
B 1 n/2—1 1 0 1 n/2—1 1
YTT9A T nAz 7 nAr D nAz nAz 2Az

Como se puede ver, este dominio contiene tanto frecuencias negativas como
positivas. Comienza en la frecuencia mas negativa que es —ﬁ, y va au-
mentando hasta llegar a la frecuencia cero. Después sigue aumentando hasta
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llegar a la frecuencia mas positiva que es ﬁ. Los valores que se almacenan
en el vector TF', son los valores de la transformada discreta de Fourier que
corresponden al dominio w:

1 1 1 1

Cuando ejecutamos la instruccién TF = f ft(f, N), los valores de Fp se
almacenan en el vector T'F' pero se ordenan de la siguiente manera:

TEF =

[ FO) Fliks) - F(ME) Flsks) F(-"E) - Flak) |
El primer valor del vector T'F' es el valor de la transformada discreta de

Fourier evaluada en la frecuencia cero. Después siguen los valores de Fr para
las frecuencias positivas hasta llegar al valor de

1
F (iQAl’)

que es el valor de Fr en la frecuencia mas positiva. La razon del signo + es
porque el valor de Fr en la frecuencia mas positiva es igual al valor de F
en la frecuencia més negativa:

i <_22x> - (22@«)

Al ser estos valores iguales, la funcion fft los coloca en el mismo lugar
del vector T'F. Después se almacenan los valores de Fr para las frecuencias
negativas, comenzando con la més negativa (que es la misma que la mas

positiva) hasta el valor
1
F-
( n Aw)

que es el valor correspondiente a la frecuencia antes de la frecuencia cero.

Necesitamos ordenar los valores del vector T'F' de acuerdo al dominio u, es
decir, primero debemos poner los valores de Fg para las frecuencias negativas
hasta la frecuencia cero. Después debemos poner los valores de Fr para las
frecuencias positivas. MATLAB ya tiene programada una funcién que nos
permite hacer este ordenamiento y es f ftshift. Esta funcién se utiliza de la
siguiente manera:

FO = fftshift(TF)
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La variable de entrada es el vector T'F'. Al ejecutar esta instruccion, se pro-
ducird un vector FO con los valores del vector T'F ordenados de acuerdo al
domino w:

FO =

| Fleaks) F(-52) o F-ak) FO) F(k) o F(2) ]

La longitud del vector FFO tambiés es N. Notese que el ultimo valor de

este vector no es el correspondiente a la frecuencia mas positiva =~—. Esto es

2 Az
porque el valor
1
Fl| —
< 2 Az >

se encuentra almacenado en la primera posicion del vector F'O, junto con el
valor correspondiente a la frecuencia mas negativa.

Si almacenamos en un vector los valores del dominio u y lo graficamos
contra el vector F'O, obtendremos una grafica de la transformada discreta de
Fourier de f(x).

La transformada discreta de Fourier en dos dimensiones se calcula de la
misma manera. En la seccion anterior vimos que para obtener la transforma-
da discreta de Fourier de una funcién en dos dimensiones g(z,y), debemos
ejecutar la siguiente instruccion:

TG = fft2(g,M,N)

donde g es la matriz que contiene los valores de g(x,y). M y N es el nimero de
filas y columnas de g respectivamente. Al ejecutar esta instruccion, MATLAB
calcula los valores de la transformada discreta de Fourier de g(x,y) y los
almacena en la matriz T'G.

De acuerdo con lo que vimos en la seccién A.2, la transformada discreta
de Fourier en dos dimensiones Grg se calcula para un dominio de frecuencia
(ug, vs). Los valores de ug vienen dados por la expresién A.18, por otro lado,
los valores de vg estan dados por:

S
= — A.19
vs m Ay ( )
donde:
m m m m m
=—— ——+1,——4+2....—-1,0,1 — =2 — =1 —
S 27 2+7 2+7 M) 707’ b 72 ’2
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Entonces, los valores del eje v son:

1 m/2-1 1o, m/2—1 1
2AyT mAy T mAy TmAy T mAy 2Ay

v =

De acuerdo con los valores que toman u y v, sabemos que el dominio de
frecuencia en dos dimensiones (u,v) esta dado por:

(U’7 U) =

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(—2az—3ay) - Caamany) O-any) Gae—axg) - (g2 —2ay)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(7m77mAy) (7nAz77mAy) (O’imAy) (nA:v’imAy) (2Az’7mAy
(—3%0) o (—2%.0) (0,0) (%= 0) o (540

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(_m7mAy) (_nA:z:’mAy) (O’mAy) (nAz’mAy) (2Ar’mAy)
(72i$7ﬁ) (7n1Ax’ﬁ) (0’2iy) (nlAac’ﬁ) (2ix’ﬁ)

Al ejecutar la instruccién TG = f ft2(g, M, N), se calculan los valores de
Grs v se almacenan en la matriz T'G, pero ordenados de la siguiente forma:

TG =

[ G(0,0) L G2 o) G(£5L-,0) o G(—12,0)
é(&’%ij) 5(”421”542:}) 5<i2;z,”42;1> :G<—nzz7"zéij>
GO, +5%) ... G5t +5%)  GlEgk *5x;) - Gloiks +3x)
GO, ~55H) - GUIE —SE) Gltaks, — 5 - Glwks — 5y
60, -2) o GEREE ) Gk -rk) o Ol-rks ko)

En esta matriz se puede ver que para cada eje u y v, primero se almacenan los
valores de Grg para las frecuencias positivas y después para las negativas, del
mismo modo que el caso unidimensional. El comando f ftshift nos permite
ordenar los valores de Grg de acuerdo al dominio (u,v):

GO = fftshift(TG)
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AL ejecutar esta instruccién se produce una matriz GO con los valores de
Grs ordenados de acuerdo al dominio (u, v):

GO =

[ Gltshs t5h;) - Gloiks k) GO +5%) .. G("ﬁ;%iﬁ) ]
. . . . . . -
G(i2ix7im1Ay) G(inlAgwimlAy) G(O’imlAy) G( 7<Ax ’7m1Ay)
G(£51-,0) o G(—00) G(0,0) LG )

| GlErhs, ™55h) - Gl ™55 GO L G 5

Se puede ver que el iltimo rengléon de esta matriz, no corresponde a los
valores de Gyp para los valores del dltimo renglén del dominio (u,v). Estos
valores son:

G(-3hs 385) - Gl-nks 5;) GO.5%) - G("T{Z;l,iﬁ G5k 547)

ya que estos valores son los mismos que los que estan en el primer renglén
de la matriz GO, se amacenan en el mismo lugar (por eso el signo +). Lo
mismo ocurre con los valores de Gyr para la tdltima columna del dominio
(u,v).

Si graficamos esta matriz contra el dominio (u, v), obtendremos una grafi-
ca de la transformada discreta de Fourier de g(x,y). Esta es la manera de
utilizar las funciones de MATLAB fft2 v fftshift. A continuacién reali-
zaré un ejemplo de cémo obtener la transformada discreta de Fourier de una
funcion.

En la seccién A.1 evaluamos la funcién en dos dimensiones g(z,y) =
sinc®(x)sinc(y). El dominio es de -5 a 5 para los ejes x y y con un valor
de 0.1 para Az y Ay. En la seccién A.1, obtuvimos el rango de g(x,y) v lo
almacenamos en una matriz g de longitud 101 x 101.

Para obtener la transformada discreta de Fourier de g(z,y), debemos
ejecutar la instruccion TG = f ft2(g, M, N). Necesitamos valores de N = 128
y M = 128, ya que son mayores a 101 y son potencias enteras de 2 (para
hacer el “zero padding”). Ahora, podemos ejecutar instruccion:

TG = fft2(g,128,128)
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que nos dard los valores de la transformada discreta de Fourier de g(z,v).
Después se ordenan los valores de T'G:

GO = fftshift(TG)

Para obtener la gréfica de la transformada discreta de g(z,y), se debe
calular el valor absoluto de cada elemento de la matriz GO. Para esto ejecu-
tamos:

GA = abs(GO)

A continuacién, debemos calcular los valores del dominio de frecuencia
para el eje u y para el eje v. Los valores de v y v los obtenemos con las
ecuaciones A.18 y A.19. Para esta transformada tenemos que:

u=[ -5 —492 —484 ... 0 ... 476 4.84 4.92 |

v=[ -5 —492 —484 ... 0 ... 476 4.84 492 |

Si graficamos la matriz GA contra los vectores u y v, obtenemos la grafica
de la figura A.3, que es precisamente la transformada discreta de Fourier de

g(z,y) = sinc*(z)sinc(y).

Fig. A.3: Grafica de la transformada discreta de Fourier de la funcién g(z,y) =
sinc?(x)sinc(y).

A.5. Transformada inversa de Fourier discreta

La transformada inversa de Fourier discreta nos permite obtener los va-
lores de la funcién original f(x,), a partir de los valores de la transformada
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discreta de Fourier Fr. La ecuacién es:
1 n—1
- 27
L) =—Y Fpenflr A.20
flor) = 5 3 e (4.20)

La funcién de MATLAB que nos permite calcular la transformada inversa es
1f ft v se utiliza de la siguiente forma:

fi=ifft(FO)

Como variable de entrada se introduce la matriz F'O. Al ejecutar esta ins-
truccién obtendremos los valores de la funcién original f(x) (almacenados en
el vector fi).

Si queremos obtener la transformada inversa de una funciéon en dos di-
mensiones, la funcion de MATLAB que debemos usar es i f ft2. En la seccion
anterior vimos que los valores de la transformada discreta de Fourier de
g(x,y), se almacenan en la matriz GO. Si queremos calcular su transformada
inversa debemos ejecutar el siguiente comando:

gi = if ft2(GO)

Esta instruccién nos calculard los valores de la funcién original g(x,y) y los
almacenara en la matriz gi.
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% Las unidades son en MILIMETROS

% Distancia de propagacion q
q=27.5;

% Domino (xq,yq). El dominio es de —xq a xq, —yq a yq
xq=2;
ya="7.5;

% Longiud de onda
1=0.000632;

% Sampling Frequency (muestras que quiero por unidad)
Fs=50;

< < < < < < << < Ecuacion >>>>>>>> >

e Dominio (Xq,Yq) — — — — — — —
% Esta parte define el dominio (Xq,Yq)

% Delta x (espacio entre muestras)
dx=1/Fs;

Xog==xq:dx:xq;
Ya=yq:dx:yq;

%— - - - == - Onda de entrada — — — — — — —
% La onda de amplitud y fase unitaria

% Fase de la onda
Ph=ones (length (Yq) ,length (Xq) ) ;

% Amplitud
A=1;
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% Onda
Psi=Axexp(—i*Ph) ;

%— — — — — — Apertura de rendija — — — — — —
% La apertura es una funcion rectangulo. Para hacer
% esta funcion se definio una matriz de ceros.
% Se colocan 1’s dentro de la apertura que queremos.

% Aqui se define el ancho de la rendija. La apertura es de
% longitud 2*ap
ap=0.5;

% Se escala
ac=apx*Fs;

% Matriz de ceros
AP=zeros (length(Yq) ,length (Xq) ) ;

% Coordenadas del punto central de la matriz
Cx=(length (Xq) —1)/2+1;
Cy=(length (Yq)—1)/2+1;

% Se llena de 1’s los puntos alrededor del centro

% de la matriz
AP(1:length(Yq) ,(Cx—ac) :(Cxtac))=1;

%— — — Multiplicacion de la onda por la apertura — — —
% Funcion H

H=Psi.*AP;

%— — — — — Transformada de Fourier de H — — — — —

% Zero padding. Se agregan ceros a la matriz H para que
% su longitud sea igual a una potencia entera de 2.

nx=length (Xq) ;
Nx=2"nextpow?2(nx) ;

ny=length (Yq) ;
Ny=2"nextpow2 (ny) ;

% Transformada de Fourier (desordenada)
G=fft2 (H,Ny,Nx) ;
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% Ordenamiento de la Transformada de Fourier
GO=fftshift (G);

%— — — — — — Exponencial compleja — — — — — —
%Se calcula el dominio de la frecuencia

% Frecuencia critica de Nyquist

fe=1/(2xdx) ;

% Diferenciales de frecuencia

du=1/(dx=*Nx) ;

dv=1/(dx*Ny) ;

% Dominio de frecuencia

u=-7fc:du:fc—du;

v=—r1fc:dv:fc—dv;

% Esta funcion es para graficar en dos dimensiones

[U,V]=meshgrid (u,v) ;
% Se evalua la exponencial compleja en el dominio (u,v)

EC=exp (((i*2xpixq)/1)*sqrt(1—1"2%(U."24V."2)));

%— — — Multiplicacion TF con exponencial compleja — — —
Mp=GO. xEC;
%— — — — Transformada inversa de Fourier — — — —

f—ifft2 (Mp) :
%— — — — Dominio (Xq,Yq) extendido — — — —

% Se debe agregar a los ejes Xq Yq, la longitud extra
% del zero padding.

% Eje Xq

% Numero de ceros que se agregan por el Zero padding
difx=Nx—length (Xq) ;

% Escalamos

xa=difx xdx;

% Sumamos al dominio

xM=xg+xa;
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% Se extiende el dominio
Xqz==xq:dx:xM;

% Eje Yq

% Numero de ceros que se agregan por el Zero padding
dify=Ny—length(Yq) ;

% Escalamos

yva=dify xdx;

% Sumamos al dominio

yM=ygtyas;

% Se extiende el dominio

Yqz=yq:dx:yM;

%— — — — — Intensidad — — — — —
I=(abs(f)). 2;

% Se obtiene una imagen de la matriz I

figure (1)
imagesc(Xqz,Yqz,1);
axis equal
title('q=27.5")
xlabel ( ’Xq’)
ylabel (’Yq’)

colormap (gray ) ;
colorbar;

Ademas de la difraccién producida por una rendija, el programa puede

calcular el patrén de difraccion que produce una apertura circular. Para hacer
esto, sustituimos la parte del cdédigo que dice “Apertura de rendija 7 por el
siguiente cédigo:

© 00 N O U s W N =

— e
= o

%— — — — — Apertura circular — — — — —

% Aqui se defnie el radio de la apertura
r0=3;

% Se escala
r1=r0*Fs;

% Matriz de 1°s
AP=ones (length (Yq) ,length (Xq));
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% Coordenadas del punto central de la matriz
Cx=(length (Xq)—1)/2+1;
Cy=(length (Yq)—1)/2+1;

% Aqui se iguala a cero todos los valores de la matriz que
% estan fuera de la apertura
for ax=1:length (Xq) ;
for ay=1:length(Yq);

r=sqrt ((ax—Cx) "2+ (ay—Cy) "2) ;

if (r>rl)

AP(ay,ax)=0;

end;
end;
end;

Para una apertura cuadrada el codigo es:

© W N o o oA W N e
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S © W N O A W N = O

21

%— — — — — Apertura cuadrada — — — — —

% La apertura es una funcion rect ngulo. Para hacer esta
% funcion se definio una matriz de ceros. Se colocan 1’s
% dentro de la apertura que queremos

% Aqui se define el ancho y largo de la apertura cuadrada.
% La apertura mide 2%ap x 2xap.
ap=2;

% Se escala
ac=apxFs;

% Matriz de ceros
AP=zeros (length (Yq) ,length (Xq) ) ;

% Coordenadas del punto central de la matriz
Cx=(length (Xq)—-1)/2+1;
Cy=(length (Yq)—1)/2+1;

% Se llena de 1’s los puntos alrededor del centro de la
matriz

AP((Cy—ac):(Cy+ac) ,(Cx—ac) : (Cxtac))=1;




C. PROGRAMA 2

El siguiente programa produce una imagen que muestra las variaciones de

intensidad que produce una onda de choque en el plano de analisis. Solamente
se puede variar el valor de gq.

1
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% Programa que calcula las variaciones de intensidad que
% produce una onda de choque en el plano de analisis

% Las unidades son en METROS

clear all

% Distancia de la propagacion (metros)

q=0.17;

%— — — Perfil de presion en funcion del tiempo — — —

% Tiempo final

tf=10%10" —6;

% dominio del tiempo (segundos)

t=0:0.1%x10" —6:tf;

% pico de presion positiva (Pascales)
pm=101000000;

% constante alfa (1/segundos)
a=9.1%10"5;

% frecuencia angular (hertz)
w=2%xpi*83300;

% Perfil de presion (Pa)
Pt=2spmx* (exp(—a*t)) .+ (cos(wxt+pi/3));

%— — — Perfil de presion en funcion del espacio — — —
% Sampling Frequency (muestras por unidad)

Fs=10;
% Delta y (espacio entre muestras)
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dy=1/F's;
% Dominio del espacio (metros)
y=0:dy*10" —3:15%x10" —3;

% Velocidad de la onda de choque (metros/segundo)
v=1500;

% Tiempo que dejamos propagando la onda (segundos)
t0=tf;

% Perfil de preson en funcion de la distancia(Pa)
Py=2spmx (exp(—a*(t0—y/v))) .x(cos(wx(t0—y/v)+pi/3));

%— — — — — Conversion a bar — — — — —

%1 Pascal = 1x10°—=5 bar

Pc=Py*1%10" —5;

%— — — Indice de refraccion del agua — — —

% longitud de onda (micrometros). Para hacer este calculo
%1 debe estar en micrometros.

lu=0.632;

% Temperatura del agua (grados centigrados)
T=25;

% Temperatura de referencia (grados centigrados)
Th=19.993;

% Presion de referencia (bar)

Pb=1.01325;

% Valores de la ecuacion
1a2=0.018085;
al=>5.743534%10" —3;
a2=1.769238;
a3=—2.797222%10" —2;
a4=8.715348x10" —3;
ab=-1.413942x10" —3;
bl1=-8.454823%10" —5;
b2=—2.787742x10" —5;
b3=2.608176%x10" —6;
b4=-2.050671%x10" —6;
b5=1.019989%10" —6;
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b6=—-2.611919%10" —6;
b7=8.194989x10" —9;
b8=—-8.107707+x10" —9;
b9=4.877274%x10" —8;
c1=8.419632%10" —6;
c2=1.941681%10" —5;
c3=—-7.762524%10" —8,;
c4=4.371257x10" —38,;
cH=7.089664x10" —9;
c6=-—2.240384%10" —8,;

% Perfil de indice de refraccion. Esta expresion debe estar

%en una sola linea.

n=sqrt(al/(lu"2—1a2)+a24+a3xlu"2+adxlu4+abxlu”6)+(bl+b2xlu"2+
b3xlu"4) *(T-Tb)+(b4+b5*x1lu"24+b6*1u"4) x(T-Tb) "2+ (b7+b8x1lu"2+
b9xlu"4)*(T=Tb) "3+ (cl4+c2x*lu"24(c3+cd*1u”2)«T) *x(Pc—Pb)+(c5+
c6xlu”2)x(Pc—Pb)." 2;

%— — — — — Camino optico — — — — —

% indice de refraccion del agua
n0=1.333;

% disancia recorrida

dz=1%10"—3;

% camino optico SIN onda de choque
OPLO=n0x*dz;

% camino optico CON onda de choque
OPL=n=xdz;

%— — — — — Diferencia de fase — — — — —

% Longitud de onda (metros)
1=632x10" —9;

% diferencia de camino optico

dc=OPL-OPLO;

% Perfil de diferencia de fase
dph=(2«pixdc)/1;

%— — — — Se extiende el perfil a 2D — — — —
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% se saca la transpuesta del vector dph
dpho=dph ’;

% Extension del perfil al eje x (MILIMETROS)

x=4;

xe=x*Fs;

% Extension total del eye x (2xx+1). El +1 es por el cero
xt=xe*x2+41;

% Dominio x
Dx=x%10"—3:dy*10" —3:x%x10" —3;

% Se forma una matriz de ceros

Mdph=zeros (length (dpho) ,xt) ;

% Se extiende el perfil al eje x
for sl=1:length(dpho);

for s2=1:xt;
Mdph(sl,s2)=dpho(sl);

end

end

% El perfil en 2D (area A)se extiende para cubrir el
% area B

% Dominio (yi, zi)
yi=—70%10"—3:dy*10" —3:70%10" —3;
Xi=yi;

” 3N

% se hace la matriz del tamano del dominio i
Md=(ones (length(yi) ,length(xi)))*dph(1);

% Posicion de la onda de choque en eje y

Yp=0;

% Se escala

psO=Ypx*x10~"3xFs;

% Esto es para que tome como referencia el 0 del eje yi
ps=(length(yi)—1)/24+ps0;

% Posicion de la onda de choque en eje x
% Centro de la matriz en eje x
psxl=(length (xi)—1)/2;

% Se le resta el perfil

psx=psx1l—xx*Fs;
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% Se pone el perfil de onda de choque en el dominio
% mas grande (area B)
for s3=1:length(dpho);

for s4=1:xt;

Md(ps+s3 , psx+s4 )=Mdph(s3 ,s4);

end

end

%— — — — Fase de la onda incidente — — — —

Mphi=1;

%— — Fase de la onda que ya atraves la onda de choque — —
% Matriz Pho

Pho=Mphi+Md;

%< < < < < Lineas de codigo del apendice b > > > > >

Xag=x1i;
Yo=yi;

xq=xi(length(xi));
ya=yi(length(yi));

dx=dy*10" —3;

A=1;

Psi=Axexp(—i*Pho);

% —
% Codigo para apertura circular

% Aqui se define el radio de la apertura (metros)
r0=0.07;

% Se escala

rm=r0*10"3;

rl=rmxFs;

% Matriz de 1°s

AP=ones (length (Yq) ,length (Xq));

% Coordenadas del punto central de la matriz
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Cx=(length (Xq)—1)/2+1;
Cy=(length (Yq)—1)/2+1;

% Aqui se iguala a cero todos los valores de la
% matriz que estan fuera de la apertura

for ax=1:length(Xq);

for ay=1:length(Yq);

r=sqrt ((ax—Cx) "2+ (ay—Cy) "2) ;
if (r>rl)
AP(ay,ax)=0;
end;
end;
end;

% termina el codigo de la apertura circular

% continuan las lineas de codigo del apendice B
H=Psi.*xAP;

nx=length (Xq) ;
Nx=2"nextpow2 (nx) ;

ny=length (Yq) ;
Ny=2"nextpow2(ny) ;

G=fft2 (H,Ny,Nx) ;
GO=fftshift (G);

fe=1/(2xdx) ;

du=1/(dx=*Nx) ;

dv=1/(dx*Ny) ;

u=rfc:du: fc—du;

v=—rfc:dv:fc—dv;

[U,V]=meshgrid (u,v) ;

EC=exp (((i*2%pixq)/1)*sqrt(1—1"2%(U."2+V."2)));

Mp=GO. xEC;
f=ifft2 (Mp) ;
difx=Nx—length (Xq) ;

xa=difx xdx;
xM=xq+xa;
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Xqz=xq:dx :xM;

dify=Ny-length (Yq) ;
ya=dify xdx;
yM=ygtyas
Yqz=yq:dx:yM;

I=(abs(f))."2;

figure (1)

imagesc(Xqz,Yqz,1);

axis equal

xlabel ( ’Xq.(m) ’, ’Fontsize’, 25)
ylabel(’Yq-(m)’,’Fontsize’, 25)

colormap (gray ) ;
colorbar;
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