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INTRODUCCION

Se entiende por estatica a la rama de la mecénica clasica que estudia el
equilibrio de fuerzas en aquellos sistemas fisicos que se encuentran en equilibrio
estatico. Por otro lado, sabemos que la ingenieria estructural es una de tantas
ramas de la ingenieria civil que se ocupa del andlisis y disefio de elementos en los
sistemas estructurales cualquiera que sea su fin; como: presas, puentes, edificios,
etc., garantizando un buen comportamiento y seguridad al usuario. Por lo anterior,
podemos decir entonces que la estética estructural, es basicamente la aplicacion
de los principios basicos de equilibrio estatico para ofrecer una alternativa de
solucion a problemas que se nos plantean en el andlisis de estructuras.

Los principios basicos del equilibrio estatico son de gran importancia para
aguellos que se dedican al andlisis y disefio de estructuras, sin embargo
actualmente la bibliografia donde pueden encontrarse métodos de analisis
claramente explicados es aun escasa, sin mencionar que la mayoria de autores
dan por hecho que el lector tiene totalmente claros ciertos conceptos que se
emplean en sus libros de texto, ademas de que se resuelven ejemplos muy
comunes por lo que el lector no queda totalmente preparado para resolver
cualquier tipo de problema que en el futuro se le presente.

En el presente trabajo, se resolveran diversos ejercicios con vigas, marcos
y armaduras sometidos a esfuerzos tan comunes que le seran de gran ayuda a
aguellos que recién comiencen a familiarizarse con el analisis de estructuras
empleando los fundamentos de equilibrio estatico, asi como combinaciones de
cargas y apoyos tan poco usuales que sera necesario involucrar otros métodos de
andlisis para poder dar solucibn a dichos problemas, mismos destinados a
aquellos lectores que tienen conocimientos avanzados en el andlisis de
estructuras.

OBJETIVO

El propodsito fundamental de esta tesis es que una vez finalizado su estudio,
el lector sea capaz de aplicar los conocimientos y métodos aqui explicados para
dar solucién a diversos problemas que se presentan comunmente en la etapa de
analisis en ingenieria estructural, si bien esa es la razén primordial del trabajo, se
pretende también que mediante la demostracion matematica, el lector tenga una
vision mas clara de los fundamentos tedéricos de distintas férmulas y relaciones
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aplicadas en la estatica estructural quedando asi claros ciertos conceptos
primordiales para aquel que recién se introduce a esta area de conocimiento en la
ingenieria civil.

JUSTIFICACION

Como hemos mencionado anteriormente, la bibliografia en la que se
encuentran métodos de analisis explicados detalladamente es escasa, ademas de
gue no se incluye la demostracion matematica que fundamente las formulas y
relaciones que se aplican en dichos procedimientos y que son de vital importancia
para el ingeniero civil dedicado al andlisis y disefio de estructuras, entendiendo
también que el personal dedicado a esta rama de la ingenieria debe ser apto para
resolver los problemas con sus conocimientos a mano, para que de esta manera
logre entender el algoritmo que siguen los software de célculo actuales.

UTILIDAD

En el presente trabajo de tesis se encuentran resueltos problemas que
involucran vigas, marcos y armaduras en los cuales a partir de los esfuerzos a los
que esto sean sometidos, se da una solucion tomando en cuenta principios
basicos de estatica para conocer las incognitas del sistema de fuerzas que
generan dichos problemas para asi lograr el equilibrio estético, se conoceran
también ecuaciones que rigen los elementos mecanicos en cualquier seccion
analizada y se explicara paso a paso la construccion de diagramas para dichas
ecuaciones.

A fin de lograr el objetivo aqui presente se pretende desarrollar el siguiente
contenido en los capitulos descritos a continuacion.

En el primer capitulo definiremos los conceptos basicos de equilibrio
estético de los cuales hemos estado hablando, también se hara notar al lector la
causa-efecto de un sistema de fuerzas externo actuando sobre un sistema de
fuerzas interno logrando el equilibrio entre ambos, identificando también los
elementos mecanicos producidos por las causas externas analizando los efectos
de estos.

En el segundo capitulo, el lector al concluir su estudio sera capaz de
identificar una estructura y su funcion como elemento estructural con una simple
observacion de su ambiente, ademas de que sera capaz de clasificar las cargas
gue soportan dichos elementos y los distintos tipos de apoyos por lo que tendra
mas claros ciertos conceptos que se enuncian en el primer capitulo.
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En el tercer capitulo se encuentra el fundamento tedrico de algunas
relaciones que existen entre elementos mecanicos, asi como también la
demostracion de diversas formulas mateméticas para el célculo de centroides y
momentos de inercia.

En los capitulos cuatro, cinco y seis se da solucién paso a paso a diversos
problemas que involucran vigas marcos y armaduras aplicando los métodos y
conceptos descritos anteriormente tomando en cuenta la mecanica del solido
rigido para dar solucion a problemas estaticamente determinados.

En el capitulo siete se explicara el método de flexibilidades que se utiliza
para dar solucibn a problemas hiperestaticos tomando en cuenta las
deformaciones que sufre un elemento estructural para asi generar ecuaciones de
compatibilidad que se relacionan con las incognitas de dicho sistema de fuerzas
generado, es decir aplicando la mecéanica del solido deformable para resolver
ejercicios estaticamente indeterminados (vigas, marcos y armaduras).

En el capitulo ocho se dara solucién a algunos marcos utilizando el método
de rigideces clésico.

Keer Garcia Alan Abraham




CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE ESTATICA ESTRUCTURAL
1.1. ESTATICA ESTRUCTURAL
1.1.1. LA ESTATICA APLICADA A LA INGENIERIA

La estatica es la rama de la mecanica clasica que analiza las cargas (Fuerza y
Momento), a su vez, estudia el equilibrio de las fuerzas en los sistemas fisicos que
se encuentran en equilibrio estatico. En ingenieria civil llamamos estatica
estructural al area del conocimiento que involucra la aplicacion del andlisis de
equilibrio que nos proporciona la estética mediante el empleo de la mecanica del
solido rigido para dar solucién a problemas denominados “isostaticos” 'y
mediante la aplicacién de la mecanica del solido deformable para dar solucién a
problemas denominados “hiperestaticos”

1.1.2. APLICACIONES DE LA ESTATICA ESTRUCTURAL

Uno de los objetivos principales de la estatica estructural es encontrar los
esfuerzos cortantes, fuerza axial, Momento torsionante y Momento flector a lo
largo de una pieza estructural ya sea una viga, columna, cable, etc.

1.1.3. IMPORTANCIA DE LA ESTATICA ESTRUCTURAL

La estatica estructural es de gran importancia tanto en la etapa de analisis como
en la etapa de disefio, debido a que una vez que se conocen las fuerzas actuantes
sobre nuestra pieza y trazados los diagramas de dichas fuerzas, puede
proponerse el material del cual seran fabricadas, las dimensiones que estas
deberan tener, asi como sus limites de esfuerzo para garantizar la seguridad y
servicio.

1.1.4. EI EQUILIBRIO ESTATICO COMO PRINCIPIO DEL ANALISIS
ESTRUCTURAL

El objetivo del analisis estructural es el calculo de fuerzas actuantes vy
deformaciones sobre un punto en una estructura, cualquiera que este sea, sin
embargo, los principios basicos del equilibrio estatico son fundamentales para el
desarrollo de dicho analisis, ya que para efectuarlo deben tomarse en cuenta las
siguientes condiciones:

e YF=0 y YM=0 encualquier punto de la estructura




e Debe existir compatibilidad de deformaciones de todos los elementos
estructurales; es decir: que si bien al ser sometido a un sistema de fuerzas
externo la estructura se deforma esta conservara las condiciones de
continuidad iniciales, asimismo, los desplazamientos de dicha estructura
deben ser compatibles con las condiciones de deformacion en los
diferentes apoyos.

Tomando en cuenta las condiciones anteriores, es notorio que para realizar un
andlisis estructural, debemos recurrir a los principios basicos de estatica, sin
mencionar que en la etapa de disefio estructural al definir la resistencia de un
material esta depende también en gran medida de la aplicacién del equilibrio
estatico.

1.2. TEORIA DE LA ESTATICA

1.2.1. ECUACIONES DE EQUILIBRIO ESTATICO

En la teoria de la estatica se dice que un sistema de fuerzas se encuentra en
equilibrio estatico cuando se resultante es igual a cero; es decir:

[ J 2F=FR=0
¢« SM=Mz=0

Si un elemento se encuentra sujeto a un sistema de fuerzas en equilibrio estatico
este debe encontrarse en reposo y cualquier variacion en la resultante de este
causa la perdida de equilibrio de dicho elemento.

1.2.2. DETERMINACION DEL EQUILIBRIO EN UN SISTEMA DE FUERZAS

Para determinar si un sistema de fuerzas se encuentra en equilibrio, es decir que
la resultante de dicho sistema sea igual a cero, es necesario revisar que se
cumplan las condiciones antes mencionadas para las ecuaciones de equilibrio
estatico, sin embargo, la aplicacibn de estas ecuaciones depende de las
caracteristicas presentadas por el sistema de fuerzas, los casos caracteristicos
mas usuales son los siguientes;




Que el sistema de fuerzas sea:

e De fuerzas paralelas en un plano.

e De fuerzas no paralelas en un plano.
e De fuerzas concurrentes en un plano.
e De fuerzas en el espacio.

Para el primer caso las ecuaciones de equilibrio son:

e YF, =0

e YM=0
Debido a que este tipo de sistemas representa aquellas estructuras planas sujetas
a cargas netamente gravitacionales, por lo que las cargas y las reacciones en los
apoyos seran verticales, la primer ecuacién ). F, relaciona todas aquellas fuerzas
paralelas al eje “Y” y la segunda ecuacién ), M relaciona todos aquellos momentos
alrededor de cualquier punto en el plano en el que actuan las fuerzas.

Para el segundo caso las ecuaciones de equilibrio son:

o YF, =0
e YFy=0
e YM=0

Debido a que este tipo de sistemas representa aquellas estructuras planas sujetas
a fuerzas actuando en distintas direcciones, por lo que las cargas y reacciones en
los apoyos constituyen un sistema de fuerzas no paralelas entre si.

Para el tercer caso las ecuaciones de equilibrio son:
e XF=0 XYF=0
e YF,=0, YM,=0
Si el punto A no esta situado en una recta perpendicular al eje Y que pasa por
el punto de concurrencia.

L] ZMA = 0, ZMB =0
Si la recta que una a los puntos Ay B no toque el punto de concurrencia.

Para el ultimo caso de sistema de fuerzas las ecuaciones de equilibrio son:
hd ZFX:(); ZFy:O, ZFZZOl ZMXZOl ZMY:O' ZMZZO




1.2.3. ECUACIONES DE CONDICION

En el caso de las vigas que presentan articulaciones “Vigas Gerber’ pueden
plantearse ecuaciones adicionales a las ecuaciones de equilibrio estéatico
mencionadas anteriormente, debido a que las articulaciones de momento son
equivalentes a pasadores sin friccion, estas permiten el giro libre de los elementos
estructurales concurrentes a ellas, por lo que en dicho punto no pude desarrollarse
momento flexionante, bajo este fundamento podemos expresar una ecuacion
adicional la cual nos dice que la sumatoria de momentos en dicho punto es igual a
cero, sin embargo, para el caso de las articulaciones de cortante debemos tomar
en cuenta que estas permiten relativamente el desplazamiento lineal, restringiendo
el giro de los elementos estructurales concurrentes a estas, bajo este fundamento
podemos expresar una ecuacion adicional en la cual planteamos que en dichos
puntos la fuerza cortante es igual a creo, dicho lo anterior podemos concluir lo
siguiente:

¢ En las articulaciones de momento, el momento flexionante es igual a cero,
sin embargo existe fuerza cortante.

e En las articulaciones de cortante, la fuerza cortante es nula, sin embargo en
estas si existe momento flexionante.

1.2.4. CONDICIONES DE ISOSTATICIDAD O GRADO DE INDETERMINACION

Tomando en cuenta la teoria de la estatica mencionada anteriormente, notamos
qgue las condiciones de equilibrio que pueden asociarse a una estructura en el
plano se ven representadas por tres ecuaciones que se relacionan con las
incégnitas incluidas en el sistema de fuerzas que representa dicha estructura,
estas ecuaciones son:

e YF, =0
e YF, =0
e YM=0

Podemos decir entonces que: para determinar las condiciones de isostaticidad de
una estructura, debe relacionarse el numero de ecuaciones de equilibrio estatico




“E” con el numero de incognitas del sistema de fuerzas que representa la
estructura “I”

1.

I=E Decimos entonces que nuestra estructura es isostatica o
estaticamente determinada, su grado de indeterminacién es igual a cero y
tiene una solucion Unica a la cual puede llegarse mediante la simple
aplicacion del analisis de equilibrio mediante la mecanica del cuerpo rigido
gue nos proporciona la estatica .

I>E Decimos entonces que nuestra estructura es hiperestatica o
estaticamente indeterminada, su grado de indeterminacion es mayor a uno,
tiene varias soluciones, sin embargo, para llegar a ellas no podemos
recurrir a las ecuaciones de equilibrio estatico, sino que debemos
determinar ecuaciones de compatibilidad asociadas a las deformaciones
gue presentara nuestra estructura mediante métodos correspondientes a la
mecanica del solido deformable, cabe sefalar que por cada grado de
indeterminaciébn que se presente en dicha estructura serd necesario
asociar una ecuacion de compatibilidad de deformaciones.

I<E Decimos entonces que nuestra estructura es hipostatica, por lo tanto
no tiene solucién, decimos que es inestable y su grado de indeterminacion
resulta ser menor a cero.

1.2.4.1. GRADO DE INDETERMINACION EN VIGAS

Para calcular el grado de indeterminacién en vigas, es necesario asociar el
namero de reacciones de los apoyos con el nimero de ecuaciones de equilibrio
estatico por lo cual podemos encontrar los siguientes casos:

Si el nimero de reacciones de los apoyos es igual al nimero de ecuaciones
de equilibrio, nuestra viga es isostatica; es decir: su grado de
indeterminacion es igual a cero.

Si el numero de reacciones de los apoyos es mayor al numero de
ecuaciones de equilibrio, nuestra viga es hiperestatica; es decir: su grado
de indeterminacion es mayor a cero.

Si el niumero de reacciones de los apoyos es menor al namero de
ecuaciones de equilibrio nuestra viga es hipostatica; es decir: su grado de




indeterminacidén es menor a cero, este tipo de vigas es inestable y no puede
mantenerse en equilibrio.

e En el caso de las vigas Gerber el nimero de ecuaciones de condicion (c)
debe sumarse al nimero de ecuaciones de equilibrio estatico (n) esta
sumatoria debe compararse con el nimero de reacciones en los apoyos (r),
de tal forma que se cumpla una de las siguientes condiciones:

= Si r=c+n Se trata de una viga Isostatica “Estaticamente
determinada’.

» Si r>c+n Se trata de una viga Hiperestatica “Estaticamente
indeterminada’.

* Si r<c+n Se tratade una viga Hipostatica
1.2.4.2. GRADO DE INDETERMINACION EN ARMADURAS

Una armadura puede ser externa o internamente indeterminada, para el primer
caso mencionado se aplica la misma clasificacion para el grado de
indeterminacién que las vigas tomando en cuenta la diferencia entre el nUmero de
reacciones y el nimero de ecuaciones de equilibrio estatico, segun el nUmero que
se obtenga de dicha diferencia, la armadura puede ser externamente determinada
o indeterminada. En el segundo caso mencionado, se toma en cuenta la
sumatoria entre el numero de barras (b) y el numero de reacciones (r), y se
compara con el ndmero de nudos (j) multiplicado por dos, pudiendo asi
presentarse cualquiera de los siguientes casos.

e Si b+r=2j Laarmadura es Isostatica o “estaticamente determinada”

o Si b+r>2j La armadura es Hiperestatica o “Estaticamente
indeterminada”

e Si b+r<2j Laarmaduraes Hipostaticay es inestable

Como podemos observar las armaduras pueden ser externamente determinadas e
internamente indeterminadas o viceversa ya que no hay relacion entre una
clasificacion y otra, sin embargo para fines de calculo, la clasificacibn que nos
interesa es la segunda, ya que si existe indeterminacion interna en una armadura,




esta no podra resolverse empleando simplemente las ecuaciones de equilibrio o
analizando sus nudos.

1.2.4.3. GRADO DE INDETERMINACION EN MARCOS.

Si tomamos un marco cualquiera que este sea y seccionamos cada elemento:
vigas y columnas, de tal forma que cada nudo de dicho marco sea un cuerpo libre,
observaremos que en cada seccidn de cada miembro estructural habra tres
incognitas: una fuerza normal, una fuerza cortante y un momento flexionante, por
lo que en cada miembro existen 6 fuerzas internas desconocidas definidas; sin
embargo: si se conocen tres fuerzas de una seccion pueden determinarse las tres
fuerzas de la otra seccion de dicho miembro, como (m) es entonces el numero
miembros estructurales del marco, por lo tanto, el nimero total de incégnitas en
dichos miembros sera igual a 3m, como el numero de reacciones de los apoyos es
(r), la sumatoria r + 3m define el nimero total de incégnitas del marco, de la
misma manera a cada nudo puede asociarse tres ecuaciones de equilibrio, como
el numero de nudos es (n) el niamero total de ecuaciones de equilibrio asociadas
al marco es 3n, sin embargo, cuando existan articulaciones adicionadas en el
marco, debera sumarse el niumero de ecuaciones de condicion (c) inmersas en
dichas articulaciones 3n+c entonces: para obtener el grado de indeterminacién en
un marco pueden presentarse las siguientes condiciones :

e Si r+3m=3n+c Elmarco es Isostatico “estaticamente determinado”

e Si r+3m>3n+c El marco es Hiperestatica o “Estaticamente
indeterminado”

e Si r+3m<3n+c Elmarco es Hipostético; es decir: es inestable.
Dicho lo anterior podemos definir los siguientes conceptos:

e Condiciones de isostaticidad: es la relacidbn que existe entre el nimero
de incognitas y el nimero de ecuaciones de equilibrio estatico de los
elementos que integran una estructura.

e Grado de isostaticidad: Se define como la diferencia entre el nUmero de

incognitas de una estructura y el numero de ecuaciones de equilibrio
estatico asociadas a su plano.
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1.3.

Estructura isostéatica: Es una estructura estaticamente determinada cuyo
namero de incognitas es igual al nimero de las ecuaciones de la estatica
relacionadas con su plano, su grado de isostaticidad es igual a cero y tiene
una solucion Unica para sus sistema de fuerzas.

La estatica mediante el empleo de la mecanica del cuerpo rigido
proporciona soluciones para este tipo de estructuras, mediante la simple
aplicacion de las condiciones béasicas de equilibrio:

o YF=F,=0

O ZM=MR=0

Estructura hiperestatica: Es una estructura estaticamente indeterminada
cuyo numero de incégnitas es mayor al nimero de ecuaciones de equilibrio
estatico asociadas a su plano, por lo que su grado de isostaticidad es
mayor a cero y posee varias soluciones, para hallar una solucion a este tipo
de estructuras no basta con aplicar los principios basicos de la estética,
sino que habra que aplicar algunas combinaciones de esfuerzos en las que
habr4 que considerar ecuaciones de compatibilidad que se obtendran a
través de la introduccion de esfuerzos y deformaciones internas asociadas
a las deformaciones de la estructuras con ayuda de métodos
proporcionados por la mecéanica del solido deformable.

Estructura hipostéatica Es una estructura indeterminada cuyo nimero de

incégnitas es menor al numero de ecuaciones de equilibrio estatico
asociadas a su plano, por lo que no tiene solucién debido a su inestabilidad.

ELEMENTOS MECANICOS.

1.3.1. DEFINICION

En términos vanos, un elemento mecanico, se define como el efecto interno en un
elemento estructural causado por la aplicacibn de un sistema de fuerzas en
equilibrio; dicho sistema se conforma por la combinacién del sistema activo, que
se refiere a todas aquellas cargas actuantes sobre el elemento estructural, y el
sistema reactivo, definido por las reacciones en los apoyos de dicho elemento.
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1.3.2.

CLASIFICACION

Por los efectos que causan las componentes del resultante interno se clasifican

en:

1.3.3.

Fuerza Norma (N): Fuerza interna que actua perpendicular a una seccion.
Fuerza cortante (V): Fuerza interna que actla paralela a una seccion.

Momento flexionante (M): Momento interno que actia paralelo a una
seccion.

Momento torsionante (T): Momento interno que actla perpendicular a una
seccion.

FUNDAMENTOS TEORICOS.

Para definir los elementos mecénicos de un elemento estructural, es necesario
entender la causa-efecto que provoca un sistema de fuerzas externo en el interior
de una estructura, partiendo del teorema: “Si un elemento sometido a un sistema
de fuerzas externo se encuentra en equilibrio; cualquier punto de dicho elemento
se encuentra también en equilibrio”, tomemos en cuenta el siguiente cuerpo solido
(figura 1) sometido al sistema de fuerzas en equilibrio.

Fs

Fs
Fy

Fig. 1 Solido sometido hipotéticamente a un sistema de fuerzas en equilibrio
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Como el cuerpo esta en equilibrio podemos decir que:
o YF=F;=0

(@) ZM = MR = 0
Desde el punto de vista de la mecéanica del solido rigido Unicamente se plantea el
equilibrio externo, sin embargo visto desde la perspectiva de la mecéanica del
solido deformable podemos relacionar el equilibrio externo con el equilibrio interno

de la siguiente manera:

Dividamos en cuerpo por la seccion “a” (figura 2)

Fs

]

v

/

! .
Fy

Fe

\

< e

Fig. 2 Cuerpo mostrado en la fig.1 dividido a una distancia “x”

Tendremos entonces la porcién del cuerpo a (figura 3)

F;

./
C

Fy

Fig. 3 Porcién a” del solido propuesto
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Y la porcién del elemento a” (figura 4) E,

a
A

\% Fs

Fe

Fig.4 Porcion a”” del solido propuesto

Dichas porciones del cuerpo bajo su respectivo sistema de fuerzas actuantes, por
separado no se encuentran en equilibrio; para lograr el equilibrio en dichas partes,
ser4 necesario relacionar al sistema de fuerzas externo con otro sistema de
fuerzas; es decir: nos veremos obligados a deducir la resultante de fuerzas
internas del cuerpo causado por el sistema de fuerzas externo.

Aislando la porcion del cuerpo a’

Para mantener en equilibrio el resultante del sistema de fuerzas externo
representado por: F;, F, F; habrd que involucrar un resultante del sistema de
fuerzas interno que seréa representado por Fr y un momento resultante interno My
este sistema interno se obtiene a partir del concepto: descomposicién de una
fuerza en una fuerza y un par, y actla en el centroide de la seccién transversal de
la siguiente manera: F;

Y
A\
F /I\ny
2
Mo D
/ .
/ P C‘ >, X
=
Fy L Fxz
Z

Fig. 5 Porcion a” del solido que involucra el sistema de fuerzas activo y reactivo

14



Dicho sistema interno debera tener la misma magnitud y direccidon que el sistema
externo pero con sentido opuesto a este para asi lograr el equilibrio estatico.

Como podemos observar el sistema interno esta formado por las fuerzas Fy, Fyy,
Fx; Yy por los momentos My, Myy, My,. Todos actuando en direccion positiva de
los ejes, como el plano de corte imaginario es perpendicular al eje “X” las
componentes del sistema estan referidas a dicho eje.

Definicion de las fuerzas y momentos resultantes internos.

e Fy: Es una fuerza que actia perpendicular a la seccién trasversal de
corte, por lo que segun el sentido en el que actia produce efectos de
tension o compresion; este tipo de fuerza se define como: Fuerza Normal

(N)

e Fyy Yy Fyxz. Son fuerzas que actuan paralelas a la seccion transversal de
corte por lo que provoca efectos de corte en la direccion Y y Z
respectivamente; este tipo de fuerzas se define como: Fuerza Cortante (V)

e My: Es un momento que actia perpendicular a la seccién transversal de
corte por lo que provoca efectos de torsiébn alrededor del eje longitudinal,
este tipo de momentos de define como: Momento Torsionante (T)

e Myy Y My;: Son momentos que actlan paralelos a la seccion transversal
de corte lo que provoca efectos de flexion en la direccion Y y Z
respectivamente: este tipo de momentos se define como: Momento
Flexionante (M)

1.3.4. DETERMINACION DEL DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE.

Para determinar el diagrama de fuerza cortante se calcula el valor de la fuerza
cortante en distintos puntos del elemento estructural analizado, evaluando las
ecuaciones de cortante obtenidas a partir de los métodos que seran descritos en
los capitulos cuatro cinco y seis de este trabajo de tesis, sin embargo debemos
saber que la fuerza cortante en cada seccion de la viga es igual a la sumatoria de
todas las fuerzas verticales a la izquierda de dicha seccion, o bien a la derecha de
esta respetando la convencion de signos utilizada.
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1.3.5. DETERMINACION DEL DIAGRAMA DE MOMENTO

Al igual que para obtener el diagrama de fuerza cortante, en los capitulos cuatro,
cinco y seis del presente trabajo de tesis se describira un método para la
obtencién de ecuaciones que rigen el comportamiento del momento flexionante en
el elemento estructural que estemos analizando, sin embargo, debemos tomar en
cuenta que el momento flexionante de una seccion es igual a la sumatoria de
todos los momentos de primer orden de todas las fuerzas que actuan a la
izquierda de dicha seccion, o bien la sumatoria de todos los momentos de primer
orden de las fuerzas actuantes a la derecha de dicha seccion, tomando en cuenta
la convencion de signos utilizada.

Ejemplo 1. Calcule el grado de indeterminacion de las siguientes vigas. r=c+n

Viga Numero | Numero de | Numero de
de ecuaciones | ecuaciones Condiciones
incognitas | de equilibrio de de
(N (n) condicién isostaticidad
(©)
S 3 3 0 Isostatica
,4%('Irlllllll!):l.’l:’l’T‘r"
I |
(\'; ;,\ 8 3 0 Hiperestatica
- — E — ’:,;_
. m o é e 3 3 0 Isostética
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0 Hiperestatica

Ejemplo 2. Calcule el grado de indeterminacion de los siguientes marcos

r+3m=3n+c

Marco Numero NUmero de Numero | Numero de | Condiciones
de miembros de nudos | ecuaciones de
incégnitas | multiplicado (n) de isostaticidad
0 por tres condicién
(3m) (©)
‘!’ R \ I e ,»/".“ L
| ‘ —
g [ I 3 9 12 0 Isostatico
£ I
‘ 3 9 12 0 Isostatico
.\' =
s :
4 9 12 0 Hiperestatico
A
| I
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Ejemplo 3. Calcule el grado de indeterminacion de las siguientes armaduras

b+r=2j

Armadura Numero | Namero de | Numero de Condiciones
de barras | incognitas nudos de
(b) (n multiplicado | isostaticidad
por dos
‘ (2))
_ ) | ' 18 4 22 Isostatica
I w
21 3 24 Isostética
24 4 28 Isostética
6 4 8 Hiperestatica
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Capitulo 2. Clasificacion de las estructuras.
2.1. Importancia de la clasificacion de las estructuras.

Muy probablemente el primer tema que abordamos al observar una estructura es
la clasificacion de esta misma, debido a que una vez que logramos distinguir de
qué tipo de esta se trata, podemos definir el método de analisis que mas convenga
para dar solucion a los problemas que con ella se nos plantean, si bien la
clasificacion de una estructura es también uno de los aspectos que se resuelven
con gran facilidad, existen muchos puntos que debemos tomar en cuenta para
elegir con exactitud el grupo al cual pertenece. A continuacién se enuncian los
puntos de mayor importancia al momento de clasificar una estructura.

2.2. Aspectos fundamentales para la clasificacion de las estructuras.

2.2.1. Segun el plano en el que actuan.

Un primer punto que debe tomarse en cuenta para su clasificacion es localizar el
plano en el que actian los elementos de la estructura, por consecuencia tomando
en cuenta este aspecto las estructuras se dividen en dos grandes grupos:

2.2.1.1. Estructuras planas.

Son aquellas estructuras cuyos elementos se encuentran actuando en un plano

compuesto comunmente por dos ejes denominados (X, y) como puede notarse en
la figura 6.

Fig. 6. Estructura en el plano

En la figura anterior podemos observar una representacion comun de una
estructura cuyos elementos actian en el plano.
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2.2.1.2. Estructuras en el espacio.

Son aquellas estructuras cuyos elementos se encuentran actuando en el espacio
comunmente representado por mas de dos ejes y habitualmente denominados (X,
y , Z) como se observa en la figura 7.

I

Fig. 7 Representacion de una estructura en el espacio.

Ton 6 Ton

En la figura anterior podemos observar una representacion comdn de una
estructura cuyos elementos actian en el espacio.

2.2.2. Segun su tipo de apoyos.

La funcién del apoyo o soporte de una estructura es la de “fijar” la estructura al
suelo o bien la de “sujetar” dicha estructura a un elemento deseado, de tal forma
gue los desplazamientos que estas pudieran tener queden restringidos para asi
garantizar la estabilidad tanto interna como externa. Los desplazamientos que una
estructura puede presentar son de dos tipos: Lineales y angulares, de tal manera
gue una estructura que se encuentra actuando en el plano puede presentar tres
desplazamientos: dos lineales y uno angular, mientras que una estructura que se
encuentra actuando en el espacio puede presentar seis desplazamientos: tres
lineales y tres angulares. Debido a que los desplazamientos en una estructura se
presentan de la forma antes mencionada, los apoyos o soportes de estas se
clasifican segun el nimero y tipo de desplazamientos que estos son capaces de
restringir de la siguiente forma.

2.2.2.1. Apoyo movil.
Este tipo de apoyo restringe el desplazamiento lineal que pueda presentarse en el

eje “Y” de su propio plano, por lo que a su componente reactiva se le asocia
generalmente con el nombre de “RY” (reaccién en el eje Y) como este tipo de
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soporte solo es capaz de restringir el desplazamiento mencionado, a este se
asocian dos grados de libertad, es decir: que aun puede presentarse el
desplazamiento en el eje “X” y el giro como se muestra en la figura 8.

ey
RYI

Fig. 8. Representacion comudn de un apoyo movil.

En la figura anterior podemos observar la representacion mas comun de un apoyo
movil asi como la componente reactiva actuando en el eje “Y” del plano en el que
actua, capaz de restringir el desplazamiento lineal con respecto a dicho eje.

2.2.2.2. Apoyo fijo.

Este tipo de apoyo restringe dos desplazamientos lineales: en el eje “Y” por lo que
a su componente reactiva se le asocia general mente con el nombre de “RY”
(reaccion en el eje Y) asi como en el que pudiera presentarse en el eje “X” por lo
que a su componente reactiva se le asocia generalmente con el nombre de “RX”
(reaccidn en el eje X) (ambas reacciones presentandose segun el plano en el que
actia dicho apoyo) como este tipo de soporte es capaz de restringir los
desplazamientos mencionados anteriormente, a este se asocias solamente un
grado de libertad, es decir, que aun puede presentarse un desplazamiento: “el
giro” como se muestra en la figura 9.

RX

N

IRY

Fig. 9. Representacion usual de un apoyo fijo.

En la figura anterior podemos observar la representacion mas coman de un apoyo
fijo asi como la componente reactiva actuando en el eje “Y” y la componente
reactiva asociada al eje “X” ambas capaces de restringir los desplazamientos
lineales que pudieran presentarse en el eje en el que actdan.
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2.2.2.3. Apoyo de empotramiento.
Este tipo de apoyo restringe los desplazamientos lineales que pudieran

presentarse tanto en el eje “X” y “Y” asi como el giro que pudiera presentarse en
dicho punto.

A

RX A >y
I RY
Fig. 10. Representacion simple de un apoyo de empotramiento
En la figura 10 podemos observar la representacion mas comun de un apoyo de
empotramiento con las componentes reactivas restringiendo ambos
desplazamientos lineales asi como el giro.

2.2.3. Por laforma geométrica de los elementos que la conforman.

Con respecto a la forma geométrica de los elementos que integran a una
estructura estas se clasifican en dos grandes grupos.

2.2.3.1. Estructuras rectilineas.

Son todas aquellas estructuras que se encuentran formadas por elementos
rectilineos, pudiendo encontrarse cualquiera de los siguientes tipos de estructuras:

_ Horizontales

Vigas
Inclinadas
Horizontales
Columnas
Estructuras Inclinadas
Rectilineas Horizontales
Marcos
Inclinados
Armaduras
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2.2.3.2. Estructuras curvas.

Son aquellas estructuras que poseen elementos curvos; pudiendo encontrarse
cualquiera de las siguientes estructuras. :

—

Circulares

Arcos — Elipticos

Parabdlicos

~——

Estructuras
Curvas

—

Parabdlico

Cables — Elipticos

Catenario

—

2.2.3. Segun las cargas alas que se encuentran sometidas.

Existen varios criterios que tomar en cuenta para clasificar una estructura segun
las cargas a las que esta se encuentra sometida, sin embargo, en aspectos
generales se toma en cuenta el tipo de carga, la permanencia de esta, asi como la
forma en la que esta actua, dichos aspectos se resumen a continuacion:

2.2.3.1. Segun el tipo de carga.
2.2.3.1.1. Cargas concentradas.

Son aquellas cuyo punto de aplicacion es definido por un punto especifico del
elemento sobre el cual actian, estas pueden ser axiales si actian paralelas al eje
longitudinal de dicho elemento provocando tensibn o compresion a este
dependiendo del sentido en el que actlan, estas cargas pueden actuar también
perpendiculares al eje longitudinal de un elemento provocando efectos de corte.

En la figura 11 se encuentran representadas algunas representaciones de cargas
puntuales.
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I;\'.n' i\%
e N
[ 4

a b

X

Fig. 11. Cargas puntuales axiales y perpendiculares al eje longitudinal de un
elemento

2.2.3.1.2. Cargas repartidas.

Son aquellas cargas cuyo punto de aplicacion se encuentra definido por una
unidad de longitud pudiendo encontrar cualquiera de los siguientes casos:

2.2.3.1.2.1. Cargas uniformemente repartidas

|

L I
] |

Fig. 12. Representacion mas comdn de cargas uniformemente repartidas

2.2.3.1.2.2. Cargas distribuidas y no uniformes con variacion lineal

Fig. 13. Representacion mas comun de cargas distribuidas no uniformes con
variacion lineal
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2.2.3.1.2.3. Cargas distribuidas y no uniformes con variacion no lineal

Fig. 14. Representacion mas comun de cargas distribuidas no uniformes con
variacion no lineal

2.2.3.2. Segun su permanencia.
2.2.3.2.1. Cargas Vivas

Son todas aquellas fuerzas que se producen por el uso y ocupacion de las
estructuras y que no tienen caracter permanente.

2.2.3.2.2. Cargas Muertas

Son todas aquellas fuerzas producidas por el peso propio de los elementos que
conforman una estructura asi como todos aquellos elementos de caracter
permanente y cuya carga no cambia sustancialmente con el tiempo.

2.2.3.2.3. Cargas Accidentales

Son todas aquellas cargas que podrian presentarse en ciertos momentos
causando aplicacion de fuerza y esfuerzo en una estructura como es el caso del
viento, sismo, etc.

2.2.3.3. Segun la forma en la que actuan.

2.2.3.3.1. Cargas activas.

Son aquellas cargas que definen el sistema de cargas externo que se encuentra
actuando sobre un elemento estructural.
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2.2.3.3.2. Cargas reactivas.

Son aquellas que conforman el sistema reactivo de una estructura, es decir:
aguellas fuerzas que se presentan en los soportes de una estructura.

2.2.3.3.3. Cargas internas.
Son todas aquellas fuerzas que se producen en el interior de una estructura y que

a su vez son producto de la accion del sistema activo de una estructura, es decir:
los elementos mecanicos de una estructura.
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CAPITULO 3. DEFINICION MATEMATICA DE CENTROIDES Y MOMENTOS DE
INERCIA

En este capitulo se demostraran algunos centroides de gravedad de algunas
figuras geométricas, tomando en cuenta para dicha demostracion que la férmula
del centroide es:

Tomando en cuenta lo anterior demostraremos lo siguiente.
< L
1.- Demostrar que X = >

Y

L L
2 2

Tomando en cuenta que las formas posibles de la ecuacion que describe nuestra
parabola con una altura de W son las siguientes:

e y=ax?’+bx+c
e y=ax?+bx

e y=ax’+c

e y=ax
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Y tomando en cuenta los puntos que conocemos de dicha curva:
Sii x=0 y=0

x=L/12 y=W

x=L y=0
Los puntos que nos sirven en este caso para definir la ecuacion de la curva son
los siguientes que X=L/2 y X=L mientas que la forma mas conveniente de usar

seria la siguiente y =ax?+ bx con los puntos anteriormente mencionados
formaremos un sistema de ecuaciones:

L? L
1.— a<z>+b(i)=w
2.— a(L®) +b(L) =W

Para resolverlo como primer paso despejaremos a de la ecuaciéon 2
3 b
.= a=——
L

Sustituyendo a en la ecuacion 1 despejaremos b

(D(E) 6=~

bL N bL
s T2 TV
W
L
Sustituyendo b en la ecuacion 3

4w
__b_ T _ W
=TT T T

Como ya conocemos a y b; y sabemos que la forma de nuestra ecuacion es:y =
ax? + bx nuestra ecuacion que define la curva es:
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Calculo del centroide de la pardbola

J-Lz)?da_foL(X)( 4w 2+¥x)dx_f(f( 4w 3+4W Z)dx

=l A 12 L
ST, Ty AW, AW L AW , AW
fijda (- "Fxr+a)dx [y (- TFat+Toa)dx
_wxt | awx T _wlt | 4wl 2 AW W
_ L2 3L |, _ T t3p WL 3 3 _ 3w L
AW X3 2W X2 L _ 4W L3 2W L2 _ AWL ZWL 6WL 2
3zt ]0 32 L —3 tIWL —3—

2.- Demostrar que X = 23—L

Y

L

Tomando en cuenta que la linea recta esta definida por los puntos P1: (0,0) y P2:
(L,W) y que a su vez las formas posibles de la ecuacidén que describe la linea
son:

o y=mx+5>b
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¢ y=mMmx

Donde: m = 2224
X2—X1

mz)’z—)ﬁ:W—O K
X, —x; L-—0 L

La forma de la funcion que nos conviene utilizar es:
[ J y = mx

Por lo tanto la funcion que define nuestra recta es:

Y=

Calculo del centroide del triangulo

L w LW ﬂL W12
peo@x)ar F®e)e 5], YE e o

_ fLLz)?da
L (W L (W wx2lt~ WL ~ 3wL 3
le da fo (TX) dx fo (TX) dx —] 2
0

2L

L

3.- Demostrar que X = B

Y
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Tomando en cuenta que la linea recta esta definida por los puntos P1: (O,W) y
P2: (L,W)y que a suvez las formas posibles de la ecuacién que describe la linea
son:

e y=mx+b>b

[} y = mx
Donde: m = 2224
X2—X1

m=)’2_3’1= 4
Xy — X L—-0

En este caso es evidente que la pendiente estd ausente m=0

SIX=0 Y=W
SiX=L Y=W
Como:

y=mx+b

b=y—-—mx

b=y

Y=W

2L
o _dufda_freowdx [@] WE we

B fLLf da fOL(W)dx WXk T WL 2WL 2
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4.- De la siguiente figura geométrica, demostrar que la formula que define la
. . bh3 . b3hn , . . . .
inercia es —— 0 bien - segun el sentido en el que se tome dicha resistencia

geomeétrica.
Y

®

Si la inercia se tomara con respecto al eje X; se encontraria que la resistencia
geométrica de la figura se representaria de la siguiente forma:

NS

NS
NS
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La sumatoria total de la resistencia geométrica de dicha figura con respecto al eje
X se ve definida por la siguiente integral.

h h
; fi v2p1d [b 3]7 (b) h3+h3 b h® bhd
= = |— % = |- J— —_— == % — = —
XG _g( )dy 3y_g 3I\878) 7372 12

Si la inercia se tomara con respecto al eje Y; se encontraria que la resistencia
geométrica de la figura se representaria de la siguiente forma:

Y
1 dx
L <>
E V h
| 2
G' ’
I R R /
h
2
X
b~ L
2 2

La sumatoria total de la resistencia geométrica de dicha figura con respecto al eje
X se ve definida por la siguiente integral.

b

b g
1 jz i [h Xg]z (h) b3+b3 h b® hb?
= = |— % = |- —_— —_— | ==%— = —
YG _g( Jdx = |3 »-3)\878) 7374 12
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Relacioén fuerza cortate — momento flexionante.

T 1T 1T 11 1

l RAY RBY l
|
|

De la viga anteriormente mostrada, se aislara un elemento diferencial, localizado a
una distancia “x” y delimitado por las secciones “@” y “b” las cuales son paralelas
entre si y perpendiculares con respecto al eje longitudinal de la viga, con una
distancia evidente “dx” entre si, los elementos mecanicos de la seccidon aislada

serian entonces:

FR. = Wdx
a A b
A N\
¥ < T >M+dM
V V+dv
<>

dx

En este elemento, se observan dos conjuntos de fuerzas: el “externo” o activo, que
es denotado por la carga uniformemente distribuida Wdx que se encuentra
actuando en sentido positivo del eje “Y” y cuyo brazo de palanca con respecto a

“a” esta definido por %x

Por otro lado, notamos el sistema de fuerzas “interno” representado por los

elementos mecanicos “V” y “M” En la seccién “a@” y por la fuerza cortante (V +
dV)y el momento flexionante (M + dM) en la seccion “b”.

Ambos sistemas “interno” y “externo” conforman uno solo en el elemento aislado,
dicho sistema unificado es paralelo al plano al cual se asocian dos ecuaciones de
equilibrio estatico: M =0y ) Fy =0 por lo tanto los elementos mecanicos se
obtienen al aplicar dichas ecuaciones:
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Para la fuerza cortante:
YFy=0
V+Wdx—-V—-dV =0
dv = Wdx

Podemos decir entones:

“La pendiente de la fuerza cortante esta representada por la carga externa”
Integrando la ecuacion dV = Wdx
Vayr _ (W2
fvl V= le Wdx
V- . .y . “ " “p
fvz V' Representa la variacion de la fuerza cortante entre las secciones “a”’ y “b
1

f;z Wdx Representa el area bajo la forma de la carga externa entre las secciones
1

“a!l y “b”

Podemos decir entones:

“la variacion de la fuerza cortante entre ambas secciones es igual al area
bajo la forma de la carga externa entre dichas secciones”

AV =V, -V, =areade lacarga externaa—b

Para el momento flexionante:
YM=0

M+de+de(dz—x)—(M+dM)=0

M+de+(W§x2)—M—dM=O
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wdx?
Como — = () entonces:

dM =Vdx
Podemos decir entones:

“La pendiente del momento flexionante estd representada por la fuerza
cortante”

Integrando dM = Vdx
M _[x2
fM1 dM = fxl Vdx

M T . .
J,,. dM Representa la variacion del momento flexionante entre las secciones “a
1
y “b”

X e . a0 W
fx *Vdx Es el area de la fuerza cortante entre las secciones “a” y “b
1

Podemos decir entones:

“La variacion del momento flexionante entre las secciones “a” y “b” es igual
al area de la fuerza cortante entre dichas secciones”

AM = M, — M, = area de la fuerza cortantea — b

36



Capitulo 4. Solucién de vigas (Barras rectas e inclinadas)

1.- De la siguiente viga, determine las reacciones en los apoyos, las funciones que
describen la variacion del momento flexionante y fuerza cortante producto de la
accion del sistema de fuerzas externo, dibuje los diagramas correspondientes a
dichas funciones.

RAX

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:
Recordando que el grado de indeterminacion en términos vanos es la diferencia
entre el numero de incognitas de nuestra estructura “I” y el numero de ecuaciones
de equilibrio estatico asociadas a su plano “E”

I-E=3-3=0
Por lo tanto: nuestra estructura es estaticamente determinada y podemos dar
solucion a ella mediante las ecuaciones de equilibrio estético.

[ ] ZF:FRZO

[ J ZM=MR=0
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Procedimiento de andlisis:

Para el célculo de las reacciones verticales en los apoyos A y B “RAY” y “RBY”
respectivamente, realizaremos una sumatoria de momentos con respecto al punto
A en la cual obtendremos una ecuacioén, cuya incognita representara el valor de
“RBY”; al resolver dicha ecuacion, conoceremos el valor de la reaccion vertical en
el punto B “RBY” una vez obtenida la reaccidon procederemos a realizar una
sumatoria de fuerzas con respecto al eje “Y” en la cual encontraremos una
ecuacion cuya incognita representa el valor de la reaccion vertical en el apoyo “A”
“RAY” la cual resolveremos para encontrar su valor, como es evidente, en el
diagrama mostrado nuestra viga no est4d sometida a fuerza axial, por lo que
realizando el procedimiento de andlisis anterior encontraremos el equilibrio
estatico .

Z MA =0
(P)(a) + (P)(2a) + (P)(2a + b) + (P)(3a + b) — (4a + b)RBY = 0

(4a + b)RBY = aP + 2aP + 2aP + bP + 3aP + bP

(4a + b)RBY = 8aP + 2bP

,p(22aP , 2bP
gy  BaP T 2bP _ (2%aP +2bP) _ 2P T 2P ) 2P(2%a+b)
" 4a+b  (4a+b) (4a + b) " (4a+Db)
2P(4a + b)
=————=2P
(4a +b)
RBY = 2P

Realizando una sumatoria de fuerzas con respecto al eje Y para encontrar la
reaccion vertical en el apoyo A

ZFY:O

2P —4P + RAY =0
RAY = 4P — 2P = 2P

RAY = 2P
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RAX

RAY = 2P RBY = ZPI

—)

Procedimiento para encontrar las funciones que describen la variacion de
las acciones internas en nuestra viga:

Para obtener los diagramas de momento y fuerza cortante realizaremos un
meétodo de “secciones”, en el cual analizaremos la viga en distintas partes, para
ello realizaremos cortes imaginarios a una distancia “X” en este caso de izquierda
a derecha, realizando un corte antes de cada variacion de carga que se encuentre
a lo largo de la viga, debe entenderse que la distancia “X” se delimita por los
puntos “A” en la izquierda, y por un punto imaginario “P” en la derecha, una vez
propuesta la seccion a analizar, se realizara una sumatoria de momentos con
respecto al punto imaginario “P” mediante la cual se encontrara una funcién que
describe la variacion del momento flexionante a lo largo del eje de la viga, una vez
obtenida nuestra ecuacion de momento flexionante, al obtener su primer derivada,
podemos hallar una funcion que describe la fuerza cortante que actua a lo largo
del eje de la viga, esta ecuacion de cortante puede encontrarse también
realizando una sumatoria de fuerzas con respecto al eje “Y” de la seccién
analizada, en este caso, la funcion de cortante se obtendra por los dos métodos
descritos, comprobando asi que la realizacion de cualquiera de ellos, resulta
indistinto.
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Tramo 1.

Como lo mencionamos anteriormente realizamos, el primer corte se localiza a una
distancia “X” a partir del punto “A” antes de la primer variacion de carga y
delimitado por el punto imaginario “P” para obtener la primera ecuacién de
momento realizaremos una sumatoria de momentos con respecto a “P”, que a su
vez derivaremos para obtener la primer ecuacion de cortante, cabe mencionar que
dichas ecuaciones deben presentar continuidad al evaluarlas como se mostrara a
continuacion.

S

M, = 2Px
V,=2P
S
V,=2P

Para verificar la continuidad de estas primeras ecuaciones con las del siguiente
corte, seran evaluadas de acuerdo a sudominio0 < x <a

Valor de x | Valor del momento 1 | Valor del cortante 1
0 0 2P
a 2aP 2P
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Tramo 2

~

M, = 2Px — P(x — a)
M, = Px + aP

V2:P

V,=2P—P

V2=P

Para verificar la continuidad de estas ecuaciones con las del corte anterior y con el
siguiente, seran evaluadas de acuerdo a su dominio a < x < 2a

Valor de x | Valor del momento 2 | Valor del cortante 2
a 2ap P
2a 3aP P
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Como podemos observar al evaluar las ecuaciones del corte anterior con el corte
siguiente en el punto en que su dominio coincide, el comportamiento de la fuerza

cortante y del momento coincide también.
Tramo 3

2a<x<2a+b

o
o

2

I RAY = 2P
|
I
|
I

M; = 2Px — P(x —a) — P(x — 2a)
M; = 2Px — P(x —a) — P(x — 2a)
M3 = 3aP

V3:0
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Para verificar la continuidad de estas ecuaciones con las del corte anterior y al
siguiente, seran evaluadas de acuerdo a sudominio2a<x<2a+b»b

Valor de x | Valor del momento 3 | Valor del cortante 3
2a 3aP 0
2a+b 3aP 0
Tramo 4 2a+b<x<3a+b
P P P

s )

I RAY = 2P
|
I
|
I

<)
Y
o
P
~
)
Q
+
=3
N—r'

2. M
M, = 2Px — P(x —a) — P(x —2a) — P(x — 2a — b)
M, = —Px + 5aP + bP

V4_=—P

V,=2P—-P—P—P

V4=—P
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Para verificar la continuidad de estas ecuaciones con las del corte anterior y al
siguiente, seran evaluadas de acuerdo a sudominio2a+b<x<3a+b

Valor de x | Valor del momento 4 | Valor del cortante 4
2a+b 3aP -P
3a+b 2aP -P
Tramo5 3a+b<x<4a+b
P P P P

AN ;

I RAY = 2P
|
I
|
I

! a ! x-(3a+b)

>
Mg = 2Px — P(x —a) — P(x —2a) — P(x —2a —b) — P(x —3a — b)
Ms = —2Px + 8aP + 2bP

V5 == —ZP
X Fy

Vi=2P—-P—P—P—P

V5 = -2P
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Para verificar la continuidad de estas ecuaciones con las del corte anterior y al
siguiente, seran evaluadas de acuerdo a sudominio3a+b<x<4a-+b

Valor de x | Valor del momento 5 | Valor del cortante 5
3a+b 2aP -2P
4a+b 0 -2P

Para dibujar los diagramas de cortante y de momento, evaluaremos las
ecuaciones encontradas segun su rango de dominio como se muestra a
continuacion.

Para realizar el calculo de manera numérica cabe mencionar que se designaron
los siguientes valores a las literales.

P=1ton
a=1lm
b=2m

L(x) M v
0 0 2
0,2 0,4 2
0,4 0,8 2
0,6 1,2 2
0,8 1,6 2
1 2 2
1 2 1
1,2 2,2 1
1,4 2,4 1
1,6 2,6 1
1,8 2,8 1
2 3 1
2 3 0
2,2 3 0
2,4 3 0
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2,6 3 0
2,8 3 0

3 3 0
3,2 3 0
3,4 3 0
3,6 3 0
3,8 3 0

a4 3 0

a4 3 -1
4,2 2,8 -1
4,4 2,6 -1
4,6 2,4 -1
4,8 2,2 -1

5 2 -1

5 2 2
52 1,6 2
5,4 1,2 2
5,6 0,8 2
58 0,4 2

6 0 2
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2.- De la siguiente viga, determine las reacciones en los apoyos, las funciones que
describen la variacion del momento flexionante y fuerza cortante a lo largo del eje
de la viga, dibuje los diagramas correspondientes a dichas funciones y obtenga el
valor y posicion del momento maximo.

En este ejemplo encontramos la siguiente viga:

e Dos cargas triangulares traslapadas y una carga uniformemente repartida,
ambas actuando a lo largo de toda la viga.

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:

I-E=3-3=0

Por lo tanto: nuestra estructura es estaticamente determinada y podemos dar
solucion a ella mediante las ecuaciones de equilibrio estético.

Para dar solucion a este ejemplo; realizaremos el mismo método utilizado para
resolver la primer viga: una sumatoria de momentos con respecto al apoyo “A”
mediante la cual obtendremos una ecuacion cuya incognita representara el valor
de la reaccion vertical en el apoyo “B” a la cual hemos llamado: “RBY”,
posteriormente realizaremos una sumatoria de fuerzas con respecto al eje “Y”

e
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mediante la cual obtendremos una ecuacion cuya incognita representara el valor
de la reaccion vertical en el apoyo “A” que a su vez hemos nombrado como: “RAY”
el procedimiento se realiza a detalle a continuacion:

ZM =0
A

O] IO o ) - -o

2 2 2
% + —SV;L + Swl? —492/L 49wl
RBY = = =
L L 6
gy - 29WL
6
Z Fy = 0
RAY 3wL 8wlL (10w)(L) +49WL —0
2 2 w 6
22wl
RAY = ——
3
RAX =0

Para encontrar el diagrama de momento y diagrama de cortante realizaremos el
mismo método empleado para dibujar los diagramas correspondientes al primer
ejemplo:

Como podemos notar en este caso solo encontramos un corte que rige toda la
viga, ya que en cualquier distancia “x” que nosotros realicemos un corte, siempre
encontraremos las mismas condiciones de carga, describiendo el método:

cortamos a una distancia “x” a partir del punto “A” y hasta el punto imaginario “P”,
mostrado en la figura, evidentemente la longitud de nuestra viga es “x”, sin
embargo, observamos como producto de dicho corte obtenemos la siguiente
configuracion de cargas: h,que pertenece a una altura del triangulo, h, que
pertenece a una altura del rectangulo y h; que pertenece a una altura del
triangulo, estas alturas seran deducidas por conceptos basicos de trigonometria

Como se mostrara a continuacion.
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Para encontrar las alturas hq, h, y h; se efectuaran las siguientes relaciones
Para el célculo de h,

Si a una altura de 3w corresponde una longitud de L, a una altura de h,
corresponde una longitud de x

Para el célculo de h, tomamos en cuenta que h; + h, = 3w

3wx
h2:3W_h1:3W_T

Para el célculo de hy

Si a una altura de 8w corresponde una longitud de L, a una altura de hy
corresponde una longitud de x

Para encontrar las ecuaciones de momento y cortante de esta viga, se realizara
una sumatoria de momentos con respecto al punto P que definira la ecuacion de
momento, a continuacién se realizara una sumatoria de fuerzas en Y o bien se
obtendra la primer derivada de la ecuacion de momento entendiendo que en
cualquiera de estos casos se obtendra la ecuacion que rige el comportamiento de
la fuerza cortante a lo largo de la viga entendiendo que su régimenes: 0 < x <L
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S

22wl (lelﬂ) (x) r2x 3wx x x
M = (T) (x) - —— (—) - (3W - —) (%) (—) — (10w)(x) (E)

2 3 L 2
Swx
-
_ 22wlx wx3 3wx2+3wx3 —_ 4wx3
-7 3 L 2 TG EY)

S5wx3 13wx? N 22wlLx
6L 2 3

Primer derivada de la ecuacion de momento:

Swx? 22wl

V=- oL —13wx+T

Demostrando que la ecuacion de cortante se obtiene también con una sumatoria
de fuerzas con respecto al eje “Y”

>

3wx S8wx
_ 22wl (T) (x) (3 3wx)( ) — (10w)(x) (T) (x)
-3 2 W)Y WRX 2
22wl 3wx? 3w 4 3wx? 10 8wx?
3 2L Wt WXTL
- Swx? ——r
Y wXT—3

Evaluando las ecuaciones de momento y cortante para encontrar su grafica
definiremos los siguientes valores a las constantes.
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W=5ton/m
L=5m

L(x) Momento Cortante
0.00 0.00000000 | 183.33333333
0.20 35.36000000 | 170.23333333
0.40 68.08000000 | 156.93333333
0.60 98.12000000 | 143.43333333
0.80 125.44000000 | 129.73333333
1.00 150.00000000 | 115.83333333
1.20 171.76000000 | 101.73333333
1.40 190.68000000 | 87.43333333
1.60 206.72000000 | 72.93333333
1.80 219.84000000 | 58.23333333
2.00 230.00000000 | 43.33333333
2.20 237.16000000 | 28.23333333
2.40 241.28000000 | 12.93333333
2.60 242.32000000 | -2.56666667
2.80 240.24000000 | -18.26666667
3.00 235.00000000 | -34.16666667
3.20 226.56000000 | -50.26666667
3.40 214.88000000 | -66.56666667
3.60 199.92000000 | -83.06666667
3.80 181.64000000 | -99.76666667
4.00 160.00000000 | -116.66666667
4.20 134.96000000 | -133.76666667
4.40 106.48000000 | -151.06666667
4.60 74.52000000 |-168.56666667
4.80 39.04000000 |-186.26666667
5.00 0.00000000 |-204.16666667
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DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE
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Determinacion de la posicion y valor del momento maximo:

Para obtener el valor del momento maximo, debemos hallar el “punto de inflexion”
definido como el punto donde el cortante es nulo por lo que el momento
flexionante toma su valor maximo, para ello, como solo tenemos una ecuacion de
fuerza cortante, la igualaremos a un valor de (0) y despejando “X” obtendremos la
posicion del punto de inflexion.

. Swx? —l
T T2L wxrT—3
Tomando en cuenta que:
e \W=5ton/m
e |=H5m
5(5)(x)? 22(5)(5)
—TS)— 13(5)X+T =0

x = 2.567059238m

Evaluando esta distancia en la ecuacion de momento obtendremos el valor del
momento maximo.

S5wx® 13wx? N 22wLx
6L 2 3

5(5)(2.567059238)°  13(5)(2.567059238)2  22(5)(5)(2.567059238)
T 6(5) N 2 * 3

Mo, = 242.3622591Ton * m
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3.- De la siguiente viga, determine las reacciones en los apoyos, asi como las
funciones que describen la variacion del momento flexionante y fuerza cortante a
lo largo del eje de la viga producto de la acciones de las fuerzas externas, dibuje
los diagramas correspondientes a dichas funciones.

8Ton/m
6Ton/m
RAX
/ oNe®
/
I RAY RBY I
I I I I
| 2m | 1m | 5m |

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:
I-E=3-3=0

Por lo tanto: nuestra estructura es estaticamente determinada y podemos dar
solucion a ella mediante las ecuaciones de equilibrio estético.

Obteniendo “RAY” y “RBY” mediente el mismo procedimiento empleado en los
casos anteriores

ZMA:O

(6T9/1)3m) [2(3m)] | (8T9"/1)(6m)
2 I3 I+ 2

I2(63m) + 2ml —8m(RBY) =0
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18Ton/ +144Ton/ 81
=—Ton

RBY =
8m 4

81
RBY = TTon

ZFY=0

(6T m)Bm) (87" m)(6m) 81

RAY > > 2 Ton=20
RAY = 51T

= ) on
RAX =0

Como lo realizamos en los ejemplos anteriores, en este caso también se
efectuaran cortes a una distancia X de derecha a izquierda, entendiendo que se
realizara un corte antes de cada variacién de carga encontrada.

Se efectuara una sumatoria de momentos con respecto al punto imaginario “P”
para obtener la ecuacion de momento flexionante que rige el tramo especificado, a
su vez se obtendra la primera derivada de dicha ecuacién para obtener la
ecuacion de fuerza cortante de dicho tramo, recordando que deben calcularse las
nuevas alturas para la configuracion de cargas obtenidas a partir del corte
imaginario.

Tramol Om<x<2m

RAX

on

56



Para el célculo de h; se efectuara la siguiente relacion (triangulos semejantes):
Si a una altura de 6 corresponde una longitud de 3 a una altura h, corresponde
una longitud de x

>

51 __(Zx)(x)[f]

1= 2 13
M. = x3 51
1= 73Ty
14 2+51
= —X —_—
1 4

Como en este caso tendremos mas de un corte y que si bien cada corte es
realizado a una distancia “x” y por cada variacion de carga, dichas ecuaciones
pertenecen a la viga original, por lo que deben presentar continuidad, para verificar
esto, evaluaremos nuestra ecuacion con los valores de longitud extremos a los
que corresponde, y debemos obtener un valor continuo con las ecuaciones
siguientes, la anterior con la siguiente y asi sucesivamente.

L(x) M1 V1
Om 0 51
TTon
2m | 137 35
T Ton xm 7 Ton
Tramo 2 2m<x<3m
hy
RAX h,
P
I RAY
|
2m ! (x-2m)
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Como sabemos:
h’l = 2x
Para el calculo de h, se efectuara la siguiente relacion (triingulos semejantes):

Si a una altura de 8 corresponde una longitud de 6 a una altura h, corresponde
una longitud de (x-2)

8x—16 4x 8

27 6 3 3

S

51 (2x)(x) [f] _(4%—2) (x —2) [x—Z
3 2 3

Mzzzx_ 2

M = x3+51 1( 24 +4)<4x 8)

2T T TN T T 3 3

v x3+51 1(43 8 ,_ 16, 32 16 32)
2T T3 TN T3 T3 T TR A TAT
M = x3+51 1(43 8% + 16 32)

2T T T T3t T XT3

oo X512, 4, B 16
R R R
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Para demostrar la continuidad con las ecuaciones de momento y cortante
anteriores:

L(x) M2 V2
2m 137T 35T
—_— % S
10645 S 347 -
3m
36 Ton *m ETon

Tramo3 3m<x<8m

I RAY

2m ! Im ! (x-3m)

Como sabemos:

h_4x 8
273 3
S
4x 8
51 6)(3 - —7)(x—=2)x =2
CTICE S (.1

M. L 9x + 18 1( 24 +4)(4x 8)
3T 6" 3 3
16 . 32 16 32

51 14 , 8 ,
M3:TX—9X+18—E<§X —§x —?x +?x—?x—?>
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32

51 1/4
M3=Tx—9x+18——(§x3—8x2+16x——

6

51 2 ., 4, 8 16
M3=Tx—9x+18—§x +§x —§x+?

3

)

Y — 2 3+4 2+13 +178
3T Tt T3X TR T
_ 2x2+8 .13
3773 T3 T2
L(X) M3 V3
1045 37
3m Ton+*m | —Ton
12
m 81
8 0 —TTon

Evaluando las ecuaciones para dibujar los diagramas de cortante y momento:

L(x) Cortante Momento
0.00 12.75000000 0.00000000
0.20 12.71000000 2.54733333
0.40 12.59000000 5.07866667
0.60 12.39000000 7.57800000
0.80 12.11000000 10.02933333
1.00 11.75000000 12.41666667
1.20 11.31000000 14.72400000
1.40 10.79000000 16.93533333
1.60 10.19000000 19.03466667
1.80 9.51000000 21.00600000
2.00 8.75000000 22.83333333
2.20 7.88333333 24.49888889
2.40 6.88333333 25.97777778
2.60 5.75000000 27.24333333
2.80 4.48333333 28.26888889
3.00 3.08333333 29.02777778
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3.20 2.79000000 29.61600000
3.40 2.44333333 30.14022222
3.60 2.04333333 30.58977778
3.80 1.59000000 30.95400000
4.00 1.08333333 31.22222222
4.20 0.52333333 31.38377778
4.40 -0.09000000 31.42800000
4.60 -0.75666667 31.34422222
4.80 -1.47666667 31.12177778
5.00 -2.25000000 30.75000000
5.20 -3.07666667 30.21822222
5.40 -3.95666667 29.51577778
5.60 -4.89000000 28.63200000
5.80 -5.87666667 27.55622222
6.00 -6.91666667 26.27777778
6.20 -8.01000000 24.78600000
6.40 -9.15666667 23.07022222
6.60 -10.35666667 21.11977778
6.80 -11.61000000 18.92400000
7.00 -12.91666667 16.47222222
7.20 -14.27666667 13.75377778
7.40 -15.69000000 10.75800000
7.60 -17.15666667 7.47422222
7.80 -18.67666667 3.89177778
8.00 -20.25000000 0.00000000
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4.- De la siguiente viga, calcule las reacciones en los apoyos, asi como las
funciones que describen la variacion del momento flexionante y fuerza cortante a
lo largo del eje de la viga, dibujes los diagramas correspondientes a dichas
acciones internas.

20Ton/

15Ton/m

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:

Recordando que el grado de indeterminacién en términos vanos es la diferencia
entre el numero de incognitas de nuestra estructura “I” y el numero de ecuaciones
de equilibrio estatico asociadas a su plano “E”

I-E=3-3=0

Por lo tanto: nuestra estructura es estaticamente determinada y podemos dar
solucion a ella mediante las ecuaciones de equilibrio estético.

Para este caso nuevamente realizaremos los procedimientos ya mencionados
para conocer el sistema reactivo de nuestra viga.

Tomando en cuenta que una condicidbn para encontrar el equilibrio estatico
> M, =0 obtendremos dos convenciones de signos realizando la sumatoria de
momentos con respecto al apoyo “A” obteniendo la siguiente configuracién de
cargas y brazos de palanca.
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20Ton/m
15Ton/m

h, RAX h,

A B
4
RAY RBY I
| |
! 4m ! 4m !

am 4m

Para calcular h; y h, se realizaran las siguientes relaciones basadas en el
concepto de “triangulos semejantes”

Para h,
Si a una longitud de 8 corresponde una altura de 15 a una longitud de 4
corresponde una altura de h;

_4*15_15

1= g T 2
h, =15—h, = 15 15_15
2 e 2 2

Obtenidas las alturas anteriores:

XMy=0

(ZT%m) 4myg 1 &

- - S| = (S 70%m) (4m) @m) + (5T im) (4) (2m)

157on 4m) ra - T
+(2 /zm)( ™ gm +& Oném)(8m) [?m]_@ Ton/m)(12m)(6m)

—8mRBY =0
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RBY
—40 Ton/m — 60 Ton/m + 40 Ton/m + 20 Ton/m + 22340 Ton/m — 360 Ton/m

8m

130
RBY = TTOTI

ZFY=0

T T
(15 on/m)(gm) B (20 On/m)(Sm) + (5 Ton/m)(16m) + @Ton =0

RAY — > > 3
130 50
RAY =60+ 80Ton — 80Ton — TTon = ?Ton
50
RAY = —Ton
3
RAX = 0Ton

Viga en equilibrio estatico:

20Ton/
15Ton/m

RAX = 0Ton

! 4m ! 4m ! 4m ! 4m
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Para obtener las ecuaciones de momento y cortante se realizaran nuevamente
cortes a cada variacion de carga y se verificara la continuidad de dichas
ecuaciones.

Tramo 1 0<x<4m

Para el calculo de las alturas encontradas en el corte:

Si a una altura de 15 corresponde una longitud de 8, a una altura h, corresponde
una longitud de x

h—15
1—?95

15
h2:15_h1:15_?x

1 2 3
5 15 15
Ml = —§X3 —7362 +1—6X3 +§x2
5

M, = — 3 _ 2

1 16x 5x
|74 15 2 10

1 16x X
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Evaluando las ecuaciones de fuerza cortante y momento flexionante obtenidas
para verificar su continuidad con las siguientes:

L(x) M1 V1
0 0 0
4m | —60Ton *m | —25Ton

Tramo 2 IMm<x<8m

4m

Anteriormente calculadas las alturas tenemos los siguientes valores:

15
hl = KX
h, =15 —1—85x
>
(Ex) (%) r2x 15 X x1 50
M, = —ST[?] - (15 - Ex) @[5+ ®@5]+5 -
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5 15 15 5 50 200

8 2 16 T2 3 3
vo_5 3 <2 50 200

2576 " T3X T3

Vy=ox? — 10x+ 2

27 76" rT3

Evaluando las ecuaciones de fuerza cortante y momento flexionante obtenidas
para verificar su continuidad con las siguientes:

L(x) M2 V2
4m | —60Ton*m 25
— ?Ton
m 280 10
8 3 Tonxm | — KX Ton

Tramo3 8m<x<12m
15Ton/m

4m ! 4m ! X-8m

Para el calculo de h; efectuaremos la relacion basada en el concepto de
“triAngulos semejantes”

Si a una altura de 20 corresponde una longitud de 8 a una altura de h;y
corresponde una longitud de (x-8)

_ 20x-160 5x 20
37 8 T2
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S

S5x
(15)(8)[ 8] 50 x (7—20)(96—8) x—8

My = -2 [x—§ + T E- D+ O3]+ - [ -
M; = —60 +160+50 200+5 2 1( 216 +64)(5x 20)
3= X 3 X 3 2x G X X 2
M, = —-60 +160+50 200+5 2
3 = X 3x 3 2x
1/5
—E<§x3 — 40x% + 160x — 20x2 + 320x — 1280)
M., = —-60 +160+50 200+5 2 1<5 3 —60x% + 480 1280)
3= X 3x 3 2x G 2x X X
M, = —60 +160+50 200+5 2> 3 4+10x%2-180 +640
3 = X 3x 3 2x 12x X X 3
Moo 3 3, 25 , 370 920
3T TR TN T3 YT
Vy= -2+ 250 — 200
3 = 4x X 3

L(x) M3 V3

8 280 10

m —TTon*m —?Ton

12 280 10

m —TTon*m —?Ton
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Tramo 4 12m<x<16m

15Ton/m

am | am ! 4m | X-12m

by = 2% _ 20
)
S
(15)(8) 81 50 x (52—x—20)(x—8)x—8
= -0 N N6 s []+ ; =
130
+—(x—12)
3
My = —60x +160 + x — 20 4 212 B30, 529 (2 — 16 +64)<5x 20)
4 = X 3X 3 Zx 3 X 6 x x 2
50 200 5 130
M, = —60x + 160 + —x — — + =x% + —x — 520

3 3 2 3
1/5
—g<§x3 — 40x? + 160x — 20x2 + 320x — 1280)

50 200 5 , 130
M, = —60x + 160 + —x — ——+ 5 x* + —=x = 520

15
—g<5x3 — 60x% + 480x — 1280)
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M, = —60 +160+50 200+5 2+130 520 > 3 +10x% —80x +
4 = X 3x 3 zx 3 X 12x X X
Moo 33,25 0 g 640
4 = 12x zx X

5
V4=—Zx + 25x — 80

640
3

Evaluando las ecuaciones de fuerza cortante y momento flexionante obtenidas
para verificar su continuidad con las siguientes:

L(x) M4 V4

12m 280 40Ton
— T Ton *xm

16m 0 0

Evaluando las ecuaciones de momento obtenidas y dibujando su diagrama.

L(x) Cortante Momento
0.00 0.00000000 0.00000000
0.20 -1.96250000 -0.19750000
0.40 -3.85000000 -0.78000000
0.60 -5.66250000 -1.73250000
0.80 -7.40000000 -3.04000000
1.00 -9.06250000 -4.68750000
1.20 -10.65000000 -6.66000000
1.40 -12.16250000 -8.94250000
1.60 -13.60000000 -11.52000000
1.80 -14.96250000 -14.37750000
2.00 -16.25000000 -17.50000000
2.20 -17.46250000 -20.87250000
2.40 -18.60000000 -24.48000000
2.60 -19.66250000 -28.30750000
2.80 -20.65000000 -32.34000000
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3.00

-21.56250000

-36.56250000

3.20 -22.40000000 -40.96000000
3.40 -23.16250000 -45.51750000
3.60 -23.85000000 -50.22000000
3.80 -24.46250000 -55.05250000
4.00 -25.00000000 -60.00000000
4.00 -8.33333333 -60.00000000
4.20 -8.79583333 -61.71416667
4.40 -9.18333333 -63.51333333
4.60 -9.49583333 -65.38250000
4.80 -9.73333333 -67.30666667
5.00 -9.89583333 -69.27083333
5.20 -9.98333333 -71.26000000
5.40 -9.99583333 -73.25916667
5.60 -9.93333333 -75.25333333
5.80 -9.79583333 -77.22750000
6.00 -9.58333333 -79.16666667
6.20 -9.29583333 -81.05583333
6.40 -8.93333333 -82.88000000
6.60 -8.49583333 -84.62416667
6.80 -7.98333333 -86.27333333
7.00 -7.39583333 -87.81250000
7.20 -6.73333333 -89.22666667
7.40 -5.99583333 -90.50083333
7.60 -5.18333333 -91.62000000
7.80 -4.29583333 -92.56916667
8.00 -3.33333333 -93.33333333
8.20 -2.38333333 -93.90333333
8.40 -1.53333333 -94.29333333
8.60 -0.78333333 -94.52333333
8.80 -0.13333333 -94.61333333
9.00 0.41666667 -94.58333333
9.20 0.86666667 -94.45333333
9.40 1.21666667 -94.24333333
9.60 1.46666667 -93.97333333
9.80 1.61666667 -93.66333333
10.00 1.66666667 -93.33333333
10.20 1.61666667 -93.00333333
10.40 1.46666667 -92.69333333
10.60 1.21666667 -92.42333333
10.80 0.86666667 -92.21333333
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11.00 0.41666667 -92.08333333
11.20 -0.13333333 -92.05333333
11.40 -0.78333333 -92.14333333
11.60 -1.53333333 -92.37333333
11.80 -2.38333333 -92.76333333
12.00 -3.33333333 -93.33333333
12.00 40.00000000 -93.33333333
12.20 38.95000000 -85.43666667
12.40 37.80000000 -77.76000000
12.60 36.55000000 -70.32333333
12.80 35.20000000 -63.14666667
13.00 33.75000000 -56.25000000
13.20 32.20000000 -49.65333333
13.40 30.55000000 -43.37666667
13.60 28.80000000 -37.44000000
13.80 26.95000000 -31.86333333
14.00 25.00000000 -26.66666667
14.20 22.95000000 -21.87000000
14.40 20.80000000 -17.49333333
14.60 18.55000000 -13.55666667
14.80 16.20000000 -10.08000000
15.00 13.75000000 -7.08333333
15.20 11.20000000 -4.58666667
15.40 8.55000000 -2.61000000
15.60 5.80000000 -1.17333333
15.80 2.95000000 -0.29666667
16.00 0.00000000 0.00000000
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5.- De la siguiente viga, obtenga el valor de las reacciones en los apoyos, asi
como las funciones que describen la variaciones de las acciones internas:
momento flexionante y fuerza cortante producto de la accion del sistema de
fuerzas externo, dibuje los diagramas correspondientes a dichas funciones.

12w

8w

6w

RAX 20w

I RAY RBY

I I I | | I
! 2L L 3L o | 5L !

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:
I-E=3-3=0

Por lo tanto: nuestra estructura es estaticamente determinada y podemos dar
solucién a ella mediante las ecuaciones de equilibrio estético.

Para dar solucién a este ejemplo de viga seguiremos los mismos pasos que
utilizamos para realizar los ejemplos anteriores:

ZMA=0

(6w)(3L) 4_(8w)(5L)[l§L | (12w)(6L)
2 3

o—[2L] ~——[10L] + (20w)(12L)[6L] ~ 12(LRBY)

320
12L(RBY) = 18wlL? + TWLZ + 360wL? + 1440wl?

5774
—3—wlL® 2887

12L 18

RBY = wlL
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(6w)(3L) B (Bw)(5L) 3 (12w)(6L) _ (20w)(12L) + @WL

RAY —
2 2 2 18

2887
RAY =9wL + 20wL + 36wL + 240wL — 1—8WL

eay 2603
“T18 "

RAX =0

Viga en equilibrio estatico:
12w

8w

6w

RAX 20w :

IRAy_zeos L RBY 2887 L
“T18 ¥ “T18 ¥

|2L |LI 3 |L| SL

Una vez que hemos encontrado el equilibrio estatico de nuestra viga, nuevamente
obtendremos las ecuaciones de momento y cortante empleando el mismo
procedimiento de analisis de secciones utilizado en los ejemplos anteriores.
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Tramo 1 0<x<2L

Para calcular la altura h, se efectuara la siguiente relacion basada en el concepto
de “triangulos semejantes”

Si a una altura de 6w corresponde una longitud de 3L, a una altura h, corresponde

({3l

una longitud de “x

_6wx_2wx
173 7L
S,
2wx
2603 (T) ) x X
T wLx — > [g]—(ZOW)(x) [E]
y 2603 L wx3 L0wa?
1= 18 WLX 3L wXx
. — wx? Lows? + 2893 1
17731 T e
_— wx? 20w + 2883 L
1= L WX 18 w
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Evaluando las ecuaciones de cortante y momento para verificar la continuidad con
las siguientes:

L(x) M1 V1
0 0 2603 L
18 "
2L | 2219 12 1811
9 " |18
Tramo 2 2L < x<3L

I
2L x-2L ||
|

. . 2
Como anteriormente ya habiamos calculado h; = % debemos obtener el valor de
h, de una manera similar.

Si a una altura de 8w corresponde una longitud de 5L, a una altura h,
corresponde una longitud de x-2L

_ 8wx — 16wL _ 8wx 16w

2 5L 5L 5
>
2wx 8wx 16w
M, = %WLJC - —(TZ) ® [g] - 2ow)(x) [;] B (T - Tz) S— [x _32L
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wx3 2603 8wx 16w
M2=—T—1OWX +WWLX——(X —4Lx+4L2)(¥—T)
wx3
M2:—3—L—10WX +FWLX
1/8wx?® 16wx? 32wx? N 64wLx N 32wlx 64wl?
5L 5 5 5 5 5
M = wx3 10 N 2603 L 1/8wx3 48wx? N 96wLx 64wl?
2= 731 wx? + —emwlx =2 =7 5 5 5
M = wx3 10 N 2603 . 4wx3 N 8wx? 16wlLx N 32wl?
2= 731 wat + e wlx = o+ —¢ 5 15
o — 3wx®  42wx? N 12727wLx N 32wlL?
27 5L 5 90 15
v 9wx? 84wx 12727wl
2=

5L 5 1T 90

Evaluando las ecuaciones de cortante y momento para verificar la continuidad con
las siguientes:

L(x) M2 V2
2L | 2219 12 1811
10037W 6%%3 .
3L
12 L
30 " 1790 "
Tramo 3 3L<x<6L
6w
<
S
20w hZS
I ray — 2693
18 ¥
—




27 5], 5
>
2603 (eW)(3L) X
3 = WWLX - T [X - ZL] - (ZOW)(X) [E]
8wx 16w
(S_L_ )(X—ZL)[x—ZL
2
2603 8wx 16w
M; = ——wLx — 9wlLx + 18wlL? — 10wx? + — = (x — 4Lx + 4L%) (— - —)
18 5L 5
2603
M; = TWL)C — 9wLx + 18wlL? — 10wx?
1/8wx3 16wx? 32wx? N 64wLx N 32wlLx 64wl?
5L 5 5 5 5 5
M. = 2603 Lt — 9wl 4 18wIZ — Lowx? 1/8wx3® 48wx? N 96wLx 64wl?
3T Tqg WHX T oWRX T oW WX T\ 5 5 5
M. = 2603 L — 9wl + 18wIZ — 10 4wx3 N 8wx? 16wLx N 32wl?
3T Tqg WHX T OWRXT oW e T - 5 15

4wx® 42wx? 11917wLx 302wl?

M, = — —
3 15L 5 90 t—1s
. 4wx? 84wx+11917wL
37 5L 5 90
L(x) M3 V3
3L | 10037 2 6733
6L
= Twi? | Z=—wL
5 90 ¥

80



Tramo 4 6L<x<7L

6w

20w

I
2L | L | 3L | X-6L |
|
I

Como:

8wx 16w

hy = 5L 5

Calculando hs: Sl a una altura de 12w corresponde una longitud de 6L, a una
altura h; corresponde una longitud de (x-6L)

12wx — 72wl _ 2wWx

3= 6L =7 — 12w

>

2603 (eW)(3L)
—WwLx ——

X
M= [x — 2L] — 20w) (x) [5]
(8wx B 16W) —2L) 1y — 2L (ZL 12W) (x —2L) (x — 6L
2 [ 2 [
2603 8wx 16w
M, = Z==wlx — Owlx + 18wl? — 10wa? ——(x —4Lx+4LZ)( 5L 5 )

1 w
—g(x2 —12Lx + 36L%) (T — 12w)

2603
M, = WwLx — 9wLx + 18wlL? — 10wx?
1/8wx?® 16wx? 32wx? N 64wLx N 32wlx 64wl?
5L 5 5 5 5 5

81



1/2wx3
a\— 12wx? — 24wx? + 144wlx + 72wlLx — 432wl?

203 lower  L(BWE_4BwWa® 96wlx Gawl?
4T Tyg WHX T OWEX T IEW WX e\ 5L 5 5 5
1/2wx3
—z\77 — 36wx? + 216wLx — 432wl?
2603 4wx3® 8wx? 16wLx 32wl?> wx3

M, = 220 WLx — 9wlx + 18wL? — 10wx? —
4 = g whx —wlx + low WX et s 5 TT15 3L

+6wx? — 36wLx + 72wl?

3wx® 12wx? 8677wLx 1382wlL?

Mi=-— "5 *790 T 15
9wx? 24wx 8677wl

V4,=— - +
5L 5 90

Evaluando las ecuaciones de cortante y momento para verificar la continuidad con
las siguientes:

L(x) M4 V4
6L | 2273 253
—wl? | —wlL
5 v %0 v
7L | 7985 | 457
Tramo 5 7L < x < 12L
6w é
<
/Z h
20w S ’
/ f ; ; 2603
I RAY—1—8W
I I I
2L ! L ! 3L ! x-7L
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Como:

L _wa 12
3T 7] w

>

2603 L _(6W)(3L)

x1  (8w)(5L) 16L
2wx
(T - 12w) (x — 2L) [x — 6L
2 3
2603 320W L2
Mg = T wLx — 9wLx + 18wL? — 10wx? — 20wLx + —3
1 2wx
— 2 (x2 — 12Lx + 361%) (— - 12w)
6 L
2603 5 5 320W L2
M5 = TWL)C —9wlLx + 18wL* — 10wx“ — 20wLx + —3
1/2wx3
el 12wx? — 24wx? + 144wlLx + 72wlLx — 432wL?
2603 , , 320WL?
M = TWLX —9wlx + 18wl — 10wx“ — 20wLx + —3
1/2wx3
— — 36wx? + 216wLx — 432wL?
2603 320WL*  wx3
My = 1—8WLx — 9wLx + 18wlL? — 10wx? — 20wLx + T + 6wx?

—36wLx + 72wlL?

Mo — wx? a2 o 1A33WLx 590wL?
5= 73 W 18 3

v wx?2 1433wl
A T
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Evaluando las ecuaciones de cortante y momento para verificar la continuidad con
las siguientes:

L(x) M5 V5

7L |7985 | 457
g V| g Wk
12L 0 2887 L
18 "

Dibujo del diagrama de momento flexionante y fuerza cortante

Tomese en cuenta que para facilitar calculos se tomaran en cuenta los siguientes

valores:

Evaluando las ecuaciones de momento y cortante para obtener sus respectivas

W=1Ton/m
L=1m

graficas:

L(x) Cortante Momento

0.00 144.61111111 0.00000000

0.20 140.57111111 28.51955556
0.40 136.45111111 56.22311111
0.60 132.25111111 83.09466667
0.80 127.97111111 109.11822222
1.00 123.61111111 134.27777778
1.20 119.17111111 158.55733333
1.40 114.65111111 181.94088889
1.60 110.05111111 204.41244444
1.80 105.37111111 225.95600000
2.00 100.61111111 246.55555556
2.20 95.73911111 266.19297778
2.40 90.72311111 284.84160000
2.60 85.56311111 302.47262222
2.80 80.25911111 319.05724444
3.00 74.81111111 334.56666667
3.20 70.45911111 349.09475556
3.40 66.04311111 362.74604444
3.60 61.56311111 375.50773333
3.80 57.01911111 387.36702222
4.00 52.41111111 398.31111111
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4.20

47.73911111

408.32720000

4.40 43.00311111 417.40248889
4.60 38.20311111 425.52417778
4.80 33.33911111 432.67946667
5.00 28.41111111 438.85555556
5.20 23.41911111 444.03964444
5.40 18.36311111 448.21893333
5.60 13.24311111 451.38062222
5.80 8.05911111 453.51191111
6.00 2.81111111 454.60000000
6.20 -2.54088889 454.62942222
6.40 -8.03688889 453.57404444
6.60 -13.67688889 451.40506667
6.80 -19.46088889 448.09368889
7.00 -25.38888889 443.61111111
7.20 -29.82888889 438.09066667
7.40 -34.34888889 431.67422222
7.60 -38.94888889 424.34577778
7.80 -43.62888889 416.08933333
8.00 -48.38888889 406.88888889
8.20 -53.22888889 396.72844444
8.40 -58.14888889 385.59200000
8.60 -63.14888889 373.46355556
8.80 -68.22888889 360.32711111
9.00 -73.38888889 346.16666667
9.20 -78.62888889 330.96622222
9.40 -83.94888889 314.70977778
9.60 -89.34888889 297.38133333
9.80 -94.82888889 278.96488889
10.00 -100.38888889 | 259.44444444
10.20 -106.02888889 | 238.80400000
10.40 -111.74888889 | 217.02755556
10.60 -117.54888889 | 194.09911111
10.80 -123.42888889 | 170.00266667
11.00 -129.38888889 | 144.72222222
11.20 -135.42888889 | 118.24177778
11.40 -141.54888889 90.54533333

11.60 -147.74888889 61.61688889

11.80 -154.02888889 31.44044444

12.00 -160.38888889 0.00000000
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TON*M

DIAGRAMA DE MOMENTO FLEXIONANTE

500.00000000
450.00000000
400.00000000
350.00000000
300.00000000
250.00000000
200.00000000
150.00000000
100.00000000
50.00000000
0.00000000

o

Y 4

P 4

\.\
vl

\.~

4
A

\‘~

1
w

0.00

2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00
L(x)
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6.- De la siguiente viga, obtenga el valor en las reacciones de los apoyos,
determine las funciones que describen la variacién del momento flexionante y
fuerza cortante a lo largo del eje de la viga y dibuje los diagramas
correspondientes

12 Ton/m
9 Ton/m
6 Ton/m
3 Ton/m
A o)
| I I I I I I
Im 1m 2m 5m Im 3m 1m

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:
Recordando que el grado de indeterminacién en términos vanos es la diferencia
entre el numero de incognitas de nuestra estructura “I” y el numero de ecuaciones
de equilibrio estatico asociadas a su plano “E”

I-E=3-3=0
Por lo tanto: nuestra estructura es estaticamente determinada y podemos dar
solucién a ella mediante las ecuaciones de equilibrio estético.

[ J 2F=FR=0

L] ZM:MRZO

Realizando sumatoria de momentos con respecto al apoyo A obtendremos la
siguiente distribucién de cargas debido a la diferencia en cuanto a convencién de
signos.
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12 TOTl/m

9 Ton/m /

Im im 2m 5m Im 3m Im

Para el célculo de las alturas X, X,, X5 y X, realizaremos lo siguiente
Para X:

Si a una longitud de 9m corresponde una altura de 3, a una longitud de 2m
corresponde una altura de X;
Y se realiza la siguiente la siguiente relacién con el fin de calcular la altura de X;

_ (3"alturatotal”)(2) 6 2

~ (9"longitud total”) 9 3

1

Para X,

Tomando en cuenta que la altura total h=3y que h = X; + X, para encontrar

2
X,=h—X, =3—-=—

Para X3

Si a una longitud de 9m corresponde una altura de 6, a una longitud de 1m
corresponde una altura X,
Y se realiza la siguiente la siguiente relacion con el fin de calcular la altura de X,

e
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_ (6"altura total”)(1) 6 2

X = =—_=_
1 (9"longitud total") 9 3

Para X,

Tomando en cuenta que la altura total h=6 y que h = X5 + X, para encontrar

2
Xo=h—-X;=6—=="—
4 3 3 3

Obtenidas las alturas anteriores para el calculo de las reacciones en los apoyos A
y B realizaremos una sumatoria de momentos con respecto al apoyo A y luego se
efectuara una sumatoria de fuerzas con respecto al Eje Y de la siguiente manera.

ZMA:O

RO o) Cryo|o]- I o] - oo )

3
(T/)@® 8y (/3D 71 (9)©) . . (12)(4)[32
Tt/ [§]+ 3 [§]+ ; Bl+— [?]_BRBYZO
SmRBY = _gton/m _13_4t0n/m _gton/m _gton/m +¥ton/m +%ton/m

+324t0n/ . 4 256101/,

1295

(8M)RBY = ton/

RBY =
8m

1295
RBY =

ton

S5 =0

1295 (3)(9) (6)(9) (99 (12)(4)
t - ton — ton — ———ton —

? on > n > ton + RAY =0
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RAY = 385T
e on

RAX = 0Ton

Para obtener las ecuaciones de momento y cortante se realizara el mismo
procedimiento utilizado en los ejemplos anteriores:

Tramo 1

0<x<1m

Para realizar una sumatoria de momentos con respecto al punto P y encontrar las
primeras ecuaciones de cortante y momento habrd que hallar las alturas de las
incégnitas generadas por el corte.

Para X:

Si a una longitud de 9m corresponde una altura de 3, a una longitud de x m
corresponde una altura de X;

Y se realiza la siguiente la siguiente relacion con el fin de calcular la altura de X;

_ (3"altura total”)(x) 3X
~ (9"longitud total”) 9

X
1 3

Para X,
Tomando en cuenta que la altura total h=3 y que h = X; + X, para encontrar

X,=h—X, =3—2
2 — 1 — 3
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Obtenidas las alturas requeridas realizando la sumatoria de momentos con
respecto al punto P

= CEDOR (3 D (3)

v - X3 3x2 x3
17 9 2 6
X3 3x?
1718 2

Para obtener la ecuacién de cortante debemos derivar la ecuaciéon de momento

V,=——3X
17 %6

Para verificar la continuidad de nuestras ecuaciones, estas se evaluaran segun el
tramo de corte al que corresponden, en este caso de 0 a 1 y tenemos lo siguiente:

Valor de X | Valor del Momento 1 | Valor del cortante 1
0 0 0
1 13 17
9 6

Tramo 2

Nuevamente calcularemos las alturas requeridas de la siguiente manera
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Para X:

Si a una longitud de 9m corresponde una altura de 3, a una longitud de x m
corresponde una altura de X;

Y se realiza la siguiente la siguiente relacion con el fin de calcular la altura de X;

_ (3"altura total”)(X) 3X X
1™ (9"longitud total) ~ 9 ~ 3

Para X,

Tomando en cuenta que la altura total h=3 y que h = X; + X, para encontrar

X,=h—-X;=3 X
2 = 1= 3

Para X3

Si a una longitud de 9m corresponde una altura de 6, a una longitud de (X-1) m
corresponde una altura X5

Y se realiza la siguiente la siguiente relacion con el fin de calcular la altura de X;

_ (6"altura total”)(X -1) 6(X—-1) 6X 6 2X 2

*7 (9"longitud total") 9 9 9 3 3
Para X,

Tomando en cuenta que la altura total h= 6y que h = X; + X, para encontrar

X x—6 <6X 6)_ 2X+20
+ 3 9 9/ 3 '3

Calculadas las alturas requeridas realizaremos una sumatoria de momentos en el
punto P para obtener las ecuaciones de momento y cortante siguientes.
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2X 2

M :_M[EX]_(3_5)()0()_()_(?—2)@—1) 2(x - 1)
2 2 3 3 2 2 3
20 2X X -1
(5-F)un(F)
G-F)a-0(=
y X3 3x? 1(X2 2%+ 1) (zx 2) 1 o 2X+1)<20 2X>
2718 2 3 3 3/ 2 3 3
M_X3 3X2 1<2X3 2X? 4 2% 2) 1( 2X3+8X2 14X+20>
2718 2 3\3 3/ 2\ 3 3
" _ X3 3x? 2X3+2X2 2x+2+X3 AXE 47X 10
2718 2 9 3 3 9 3 3

_ - "7 w2 —X——
"6 6 3 9
X% 29 19
272 3 3

Nuevamente verificaremos la continuidad de las ecuaciones de momento y
cortante con las ecuaciones anteriores, en este caso evaluaremos las ecuaciones
obtenidas con valores de 1 hasta 2m, al hacer esto, los resultados de las
ecuaciones cuando la X tome el valor de 1 debe obtenerse el mismo valor que
evaluando las ecuaciones anteriores con el mismo valor de X y asi sucesivamente.

Valor de X | Valor del Momento 2 | Valor del cortante 2
1 13 17
9 6
2 _E —-11
9
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Tramo 3
2Zm<x<4m

cTon /m

Nuevamente realizaremos sumatoria de momentos con respecto al punto P para
asi obtener las ecuaciones de momento que rigen el tramo indicado.

Tomando en cuenta que las alturas de las incognitas indicadas ya fueron

. X X 2 2
calculadas anteriormente. X; = 3 X, = (3 —5), X; = (5X — 5) y
20 2
Xy =(5-3x)
2X 2
(X/2)X) 12 X X (———) X -=D2x-1)
= -CPO- (Do) -5
2 3 3 2 2 3
(20 2X>(X 1)(X_1>+385X )
3 3 2 16( )
” _X3 3X2 1(X2 2X+1)(2X 2) 1(X2 2X+1)(20 2X>+385
3718 2 3 3 3/ 2 3 3 16
385
8
M—X3 3X7 1(2X3 2X?% +2X 2) 1( 2X3+8X2 14X+20>+385X
3718 2 3\3 3/ 2\ 3 3 16
385
8




M_X3 3X2 2X3+2X2 2X+2+X3 AX? 47X 10+385X 385
3718 2 9 3 3 9 3 3 16 8

X3 29 19 28 385 385

37 T Xty gt g X3

M3_6 6" T a8 72

X3 29 , 1459 3689
— X X —

X? 29 1459

37 T 4

2 3 48

Evaluando las ecuaciones de momento y comparandolas con las ecuaciones
anteriores para verificar la continuidad

Valor de X | Valor del Momento 3 | Valor del cortante 3
2 76 209
9 16
4 265 13
72 48

Tramo 4
Im<x<9Im

3
RAY = —Ton

[

I
! im ! im ! 2m ! X-4
|

X . ]
Tomando en cuenta que las alturas de las incognitas indicadas ya fueron

calculadas anteriormente. X; = § X, = (3 - )3—() X3 = (EX —g) y
- (2-39
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Para X5

Si a una longitud de 9m corresponde una altura de 9, a una longitud de (X-4) m
corresponde una altura Xg

Y se realiza la siguiente la siguiente relacion con el fin de calcular la altura de X5

_ (9"altura total")(X —4) 9(X —4)
>~ (9"longitud total") 9

=(X-4

Obtenida la altura requerida podemos realizar la sumatoria de momentos con
respecto al punto P

2X 2
M, = _ng] _ (3 —g) X) (g) _ (?‘gz X -1 lZ(Xg— 1)]

82 oy () By (U0 (o

M_X3 3X? 2X3+2X2 zx+2+x3 4X2 47X 10+385X 385 X3
718 2 9 3 3 9 3 3 16 8 6

, 32
+2X* —BX + =
X* 29 . 19 28 385 385 X3

32
M,=—-—"x24 x4 " x T -~ _ _42X?2_8X+—
t = T et 9t 16 8 6 T T3

e 17X? N 1075X 2921
4 6 48 72

17X 1075

V, = +
4 3 48
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Evaluando las ecuaciones de momento y comparandolas con las ecuaciones

anteriores para verificar la continuidad

Valor de X | Valor del Momento 4 | Valor del cortante 4
4 265 13
72 48
9 9865 1373
144 48
Tramo 5 IMmM<x<10m

Im 1m 5m X-9

Tomando en cuenta que las alturas calculadas anteriormente podemos realizar
sumatoria de momentos con respecto al punto P

x=(5x-3)
MRS
X =X—4
2 2
SRCICIPINC e L] LS O P e
+%(X_2)_<(X—4)2(X—4)>(X;4)
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= 27X+81 2X3+2X2 2X+2+X3 4X%2 4+ 7X 10+385X
2 2 9 3 3 9 3 3 16

Evaluando las ecuaciones de momento y comparandolas con las ecuaciones
anteriores para verificar la continuidad

Valor de X | Valor del Momento 5 | Valor del cortante 5
9 9865 1373
144 48
10 —100 _55_1
16

Tramo 6

10m<x<13m

385 1295
/%'\'AY = FTon % RBY = 16 Ton
| | |

I
Im 1m 2m 5m im X-10

Para el calculo de la altura X, efectuaremos una relacion similar al calculo de las
alturas anteriores
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Para X

Si a una longitud de 4m corresponde una altura de 12, a una longitud de (X-10) m
corresponde una altura Xg

Y se realiza la siguiente la siguiente relacion con el fin de calcular la altura de X,

_ (12%altura total")(X —10) (12X —120)

= =(3X —
6 (4"longitud total") 4 3 30)

Obtenida esta relacion podemos realizar sumatoria de momentos en el punto P

(3)(9) (6)(9) 385 (X —4)(X —4)\ /X —4
6__T[X_3]_T[X_4]+E(X_2)_ 2 ( 3 )
1295 (3X —30)(X —10) [X — 10
T (X —10) - 2 [ 3
M, = 27X+81 27X+1O8+385X 385 X3+2X2 8X+32+1295X
67 2 2 16 8 6 3 16
6475 X3
- 4+15X2—-150X + 500
8 2
M. — 2X3+17X2 187 595
6= 3 2 3

_ _oy2 _ 187
Ve = —2X* +34X - —

Evaluando las ecuaciones de momento y comparandolas con las ecuaciones
anteriores para verificar la continuidad

Valor de X | Valor del Momento 6 | Valor del cortante 6
10 -100 93
2
13 11 21
2 20
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Tramo 7
13m<x<14m

9T0n/m
6Ton/m
Ton
3 /m X6
P
385 5

RAY =~ Ton 7 RBY = —==T

| 16 | |

2Am

|
|
Im 1m 2m 5m im X-13
|
|

X

Como X, ya fue calculada anteriormente podemos realizar la sumatoria de
momentos con respecto al punto P sin ninguna complicacion

(3)(9) (6)(9) (9)09) 385

M7——T[X—3]— > [X —4] - > (X—10)+E(X—2)
N 1295 X - 10) (3X —30)(X — 10) [X -10
16 2 3
. — 27X+81 7% + 108 81X+405+385X 385+1295X 6475 X3
() 2 2 16 8 16 8 2
+15X2 — 150X + 196

X3

M, = -5t 15X% — 126X + 196

3 2
V; = -5 X" +30X — 126

Evaluando las ecuaciones de momento y comparandolas con las ecuaciones
anteriores para verificar la continuidad

Valor de X | Valor del Momento 7 | Valor del cortante 7
13 —-5.5 E
20
14 0 0
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A continuacion se obtendran las graficas de momento y cortante con las
ecuaciones obtenidas evaluadas con respecto a su dominio.

Para el diagrama de cortante segun las ecuaciones

Obtenemos la gréfica de cortante, en este ejemplo podemos observar su

distribucion segun las ecuaciones encontradas para cada corte.

L(x)

v X 29, 19
T2 3 3

_ Xz 29 1459

=7 3% g

17X 1075
Vy==———4——

3 48

+4-8

187
Vo= —2X*+34X - —~

3
Vy = —5X*+30X - 126

0.00000000

0.2

-0.59333333

0.4

-1.17333333

0.6

-1.74000000

0.8

-2.29333333

-2.83333333

-2.83333333

1.2

-4.54666667

1.4

-6.22000000

1.6

-7.85333333

1.8

-9.44666667

-11.00000000

13.06250000

2.2

11.54916667

2.4

10.07583333

2.6

8.64250000

2.8

7.24916667

5.89583333

3.2

4.58250000

3.4

3.30916667

3.6

2.07583333

3.8

0.88250000

-0.27083333

-0.27083333

4.2

-1.40416667

4.4

-2.53750000

4.6

-3.67083333

4.8

-4.80416667

-5.93750000

5.2

-7.07083333

5.4

-8.20416667

5.6

-9.33750000

5.8

-10.47083333

-11.60416667

101




6.2

-12.73750000

6.4

-13.87083333

6.6

-15.00416667

6.8

-16.13750000

-17.27083333

7.2

-18.40416667

7.4

-19.53750000

7.6

-20.67083333

7.8

-21.80416667

-22.93750000

8.2

-24.07083333

8.4

-25.20416667

8.6

-26.33750000

8.8

-27.47083333

-28.60416667

-28.60416667

9.2

-29.74416667

9.4

-30.89750000

9.6

-32.06416667

9.8

-33.24416667

10

-34.43750000

46.50000000

10.2

45.22000000

10.4

43.78000000

10.6

42.18000000

10.8

40.42000000

11

38.50000000

11.2

36.42000000

114

34.18000000

11.6

31.78000000

11.8

29.22000000

12

26.50000000

12.2

23.62000000

12.4

20.58000000

12.6

17.38000000

12.8

14.02000000

13

10.50000000

10.50000000

13.2

8.64000000

13.4

6.66000000

13.6

4.56000000

13.8

2.34000000

14

0.00000000
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DIAGRAMA DE CORTANTE

Para el diagrama de momento segun las ecuaciones

L(x) (M)

0 0.00000000
0.2 -0.05955556
0.4 -0.23644444
0.6 -0.52800000
0.8 -0.93155556

1 -1.44444444
1.2 -2.18311111
1.4 -3.26044444
1.6 -4.66844444
1.8 -6.39911111

2 -8.44444444
2.2 -5.98394444
2.4 -3.82211111
2.6 -1.95094444
2.8 -0.36244444

3 0.95138889
3.2 1.99855556
3.4 2.78705556
3.6 3.32488889
3.8 3.62005556
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4 3.68055556
4.2 3.51305556
4.4 3.11888889
4.6 2.49805556
4.8 1.65055556

5 0.57638889
5.2 -0.72444444
5.4 -2.25194444
5.6 -4.00611111
5.8 -5.98694444

6 -8.19444444
6.2 -10.62861111
6.4 -13.28944444
6.6 -16.17694444
6.8 -19.29111111

7 -22.63194444
7.2 -26.19944444
7.4 -29.99361111
7.6 -34.01444444
7.8 -38.26194444

8 -42.73611111
8.2 -47.43694444
8.4 -52.36444444
8.6 -57.51861111
8.8 -62.89944444

9 -68.50694444
9.2 -74.34155556
9.4 -80.40550000
9.6 -86.70144444
9.8 -93.23205556
10 -100.00000000
10.2 -90.82533333
10.4 -81.92266667
10.6 -73.32400000
10.8 -65.06133333
11 -57.16666667
11.2 -49.67200000
11.4 -42.60933333
11.6 -36.01066667
11.8 -29.90800000
12 -24.33333333
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12.2 -19.31866667
12.4 -14.89600000
12.6 -11.09733333
12.8 -7.95466667
13 -5.50000000
13.2 -3.58400000
13.4 -2.05200000
13.6 -0.92800000
13.8 -0.23600000
14 0.00000000

tON*M

DIAGRAMA DE MOMENTO FLEXIONANTE

20.00000000

0.00000000

-20.00000000

-40.00000000

-60.00000000

-80.00000000

-100.00000000

-120.00000000

_/-\

o e

s

\ 3

EN

L(X)
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7.- De la siguiente viga, determine las reacciones en los apoyos, asi como las
funciones que describen la variacion del momento flexionante y fuerza cortante a
lo largo del eje de la viga, dibuje los diagramas correspondientes.

W, W, W, w, Ws

RAY RBY

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:

Recordando que el grado de indeterminacion en términos vanos es la diferencia
entre el numero de incognitas de nuestra estructura “I” y el numero de ecuaciones
de equilibrio estatico asociadas a su plano “E”

I-E=3-3=0

Por lo tanto: nuestra estructura es estaticamente determinada y podemos dar
solucién a ella mediante las ecuaciones de equilibrio estético.

Para obtener RAY y RBY.
Z M =0
A
81

3 11 81
D00 ) () 00 ) 0o,

8
+—(W5)2(9a) (213_Z a) - (21—865 a) RBY =0

3 187 539 6561 2133

(@a)RBY=—Wa2+—Wa2+—Wa2+ W,a? + W-a?
16 41 48 2 24 3 256 ¢ 32 °°
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gy -t +187W L1078 2187 711
951" 855 855 32T 1520 4% T 190 5%

>

wo(30) W2 (Fa) wyow W) (T5e) woow

RAY —— > . > ~— +RBY =0
3 11 7 81 9 187 1078
RAY = Zwla +— 3 Wya + = > Wia + §W4a += > Wsa — 95 — W;a —ﬁwza —EWﬂ
2187 711
1520 4%~ 190 5%
Ray = 22w 4+ 1.15628655W,a + 3829W 3321 e Pw
~ 380 1% 20+ 1770734 3040 4% T g5 Vs

Obtenidas las reacciones de los apoyos, encontraremos las ecuaciones de
momento flexionante y fuerza cortante empleando el mismo procedimiento
utilizado en los ejemplos anteriores

Tramo 1

~

RAY
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Para calcular X, efectuaremos la siguiente relacion:

Si a una longitud de %a corresponde una altura de W; a una longitud de X

corresponde una altura X,

X, = =
1 (§a) 3a
7
>
2WiX

M :(RAY)X—M[E]
1 2 3
M, = w1x3+269w +1.15628655W +3829W +3321w
17 " 79q T3gg 1ML 20X T 1970 V3 T3040 4
L2y
95 5ax
Vv, = wlxz+269w 4 1.15628655W,a + o W q 45321, L T2y
1= 7734 T3gg 12T x 2877710 3% T 3040 4% T 955

Para comprobar la continuidad de las ecuaciones de momento y cortante, es
necesario evaluar los extremos de su dominio y verificar su continuidad como se

ha hecho en los ejemplos anteriores, para facilitar lo dicho sabemos que “w” y “a

son constantes, por lo que solo evaluaremos la variable “x” para cada ecuacion,
sabiendo esto:

Valor de X | Valor del Momento 1 | Valor del cortante 1
0 0 5.953691521
a 5.84258041 5.620358188
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Tramo 2

P
I RAY
——
|| a XxX—a |
| N I
Como sabemos que
2wy x
Xl =
3a

Calcularemos el valor de X, efectuando una relacién similar que a continuacion se
describe

. . 11 .
Si a una longitud de - a corresponde una altura de w,a una longitud de (x-a)
corresponde una altura X,

¥ Wwy))(x—a) 4w,x —4w,a 4wyx 4w,
) = = = —_

11 B 11a 11a 11
Ta
S
2wy x 4wrx 4w,
_ 3 (Sa) 3 _(11a ‘T)(x_a)x—a
M, = (RAY)X 4L [x —d] > [ .
wix3 269 3829 3321 72
M, = — 9a + ﬁwlax + 1.15628655W,ax + ﬁWﬂx + Mme + %Wsax
1( 5 2 n 2) (4W2x 4'W2>
6" TN T 11
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W1x 269 3829 3321 72

M, = 9a + ﬁwlax + 1.15628655W,ax + Tlowg,ax + MW4ax +— 95 Wsax
1/4w,x3  4w,x?  8w,x? N 8w,ax N Aw,ax  4w,a?
6\ 1lla 11 11 11 11 11
W1x3 269 3829 3321 72
M, = — % 380 —W;ax + 1.15628655W,ax + TloW3ax + mw4ax +—= 95 Wsax

2wox3 2wox? 2wyax 2w,a?

T33¢ 11 11 33
M= X 2waxt | 2wax” 269, ) 15628655Wyax — 22
2% T T9¢ " T33a 11 380 M T - 20X =7
+3829W (3321 72 2w
1710 T3040 VX T g Wsax + 33
M, = W 2Wex | 2wax® | 269 o 15628655W 2wz ax
27" T9q ~ "33a 11 380 1T 24X =4
3829 | 3321 3321 Woax+ 12 72 Weax + 2w,a?
1710 3%* T3040 "+ T o5 s T 33
Vv, == wixt  2wyxt L AW 200+ 1.15628655W,a — — 2%
2= T3 " 11a T 11 T30 T
+3829W (3821 72
1710 3%t 3040 V4% T g5 V52

Valor de X | Valor del Momento 2 | Valor del cortante 2
a 5.84258041 5.620358188
3_61 8.547961524 5.158236975
2
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Tramo 3

|
=3

X;
] RAY
||
P L
| E x—Ea
! X
Como sabemos:
4w2x 4w2
2= 11a 11
> Mp
3a 4w, x 4W2
W)(T) (11a ) Xx—a

Ms = RAY (x) - ——-==[x — a] - [

M, =+ 69W + 1.15628655W. +3829W +3321W +72W
37 T3gp 1T 20X T 1710 3% T3040 43 T g5 V5
3 +3 , 1[4w,x®  4w,x® 8wyx® 8wyax 4wyax  4w,a’
I A P 11 11 11 11 11

269 3829 3321 72

M; = 380 — W;ax + 1.15628655W,ax + 1710W 3040 W4ax+95 Wsax
3 +3 . 2w,x3 +2w2x 2w2ax+2wza
I R T 11 11 33
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2W2x3 ZWZXZ 269

3
M; = — + + Wlax—zwlax+ 1.15628655W,ax —

33a 11 380
3829 3321 72

1710 V3% T 3020 95 4

3
Wiax + —Wgax + —wya® +

2w,a?
33

Vs = 2wpx” | 4w £ 209 -3 wia+1.15628655W,a — 222
37 " 11a ' 11 ' 380 1% zxMaTh T
3829 3321 72
1710 3% T 3040 4% T 95" 5

Para verificar la continuidad con las ecuaciones anteriores:

Valor de X | Valor del Momento 3 | Valor del cortante 3
3_a 8.547961524 5.158236975
2
7_a 9.83089198 5.101418794
4
Tramo 4
7a 15a
—<x<—
4 4
W,
X,
X3
P
I RAY
|| |
a | E | E | 7a
2 4 X~
X
Como:




Para el célculo de X; es necesario efectuar la siguiente relacion:

S| a una longitud de 7a corresponde una altura de w; a una longitud de x —
7‘7‘/4 corresponde una altura de X3

7 7wsa
Y. = (x - Za) (ws) WX — 43 _ W3x  ws
3T 7a B 7a  7a 4
>
3a 4wyx 4w,
W), (o,
M, = RAY (x) - —— =[x —a] - > . ]
Wx _ W3\ (. _7a 7a
( 7a 4 ) (" 4 ) T
2 3
2wyox3 2w,x? 269 2woax 3829
M, =— 334 + 11 + 380 Wiax + 1.15628655W,ax — 11 + 1710 Wsax
3321 72 3 3, 2wa?
+ 3040 Wyax + %Wsax - ZWMX + Zwla + 33
1 7 49 w3x W
—yx2 == 2=
6(x 2ax+16a>(7a 7)
2wyx3 2wyx? 269 2wyax 3829
My = =+ i+ o Wiax + 1.15628655Wpax — —2— + T Wsax
3321 72 3 3 ) 2w,a?
+MW4ax + £W5ax — Zwlax + Zwla + 33
1 w3x3 _ w3x? _ w3x? N Twsax N Twsax 49w a?
6\ 7a 4 2 8 16 64
M, = 20X 2 269 115628655W,ax — 22X 4 3829,
* 33a 11 380 ‘T 29T T 1710 3
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3321 72 3 3 2wpa? wix® wix? 7wsax

MW4ax+95W5ax—ZW1ax+4w1a + 33 224 + 3 32
49wya?
384
2wyoxd wax® 2w,x? wix? 269 3
Me="33a "aza T 11 T8 t3goV1 ¥ WX
+1.15628655W,ax — 2waax + 3829W3ax - Twsax + 3321 Wiax + 2W5ax
11 1710 32 3040 95
3 ,  2wya’  49w;a’®
B A TR T Y
. _2w2x2 _ wix? N 4w2x+ WX 269W 3
4 = 11a 14a 11 m 380 a 4w1a + 1.15628655W,a
_2w,a_ 3829 Twya 3321 72
11 1710 73% " 32 t30807 4%t g5Ws®

Valor de X | Valor del Momento 4 | Valor del cortante 4
7_a 9.83089198 5.101418794
4
15_a 18.81295035 3.542977235
4
15a 27a
Tramo 5 e <x< e
w, w,
X3
/
I RAY
[ | |
| a |a|g| 2a | 15a
| 24 Ty
| x
Como
W3x w3
37 7a 4
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3a
(Wl ( 2 ) (Wz)( 4 ) 17a
Ms = RAY(x) - ——%Z[x —a] — [ —
2 2 6
Wax _Wws\( _7a\[ _7a
_( 7a _ 4 ) (x 7 ) T
2 3
269 3829 3321 72
Ms =+ ﬁwlax + 1.15628655W,ax + ﬁWﬂx + MW4ax + %Wsax
3 3, 11 187 ., wsx® wsx® T7wzax  49wsa’
—Zwlax+ZW1a —szax+ﬁwza " 14 + Y. + 384
wix®  wix? 269 3 11
Mg = — 124 + 3 + 380 Wiax — Zwlax +1.15628655W,ax —?wzax
N 3829 w 7wzax N 3321 w N 72 w N 3 2, 187 ) 49w;a?
1710 3T 732 T3040 4 T g5 Vs T T g W2 T gy
wsx?  wzx 269 3 11
Vs = — 14a + 2 + 380 Wiax — Zwla + 1.15628655W,a — ?wza
+3829W 7w3a+3321w +72W
1710 3%~ 732 " 3040 ** T o5 5%

Verificando la continuidad con las ecuaciones de momento y cortante anteriores.

Valor de X | Valor del Momento 5 | Valor del cortante 5
15_a 18.81295035 3.542977235
4
Zﬂ 27.51331062 2.042977235
4
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Tramo 6

X3

I RAY
| || | |
| | a lfl 2a | 3a lx _27a
| 2 4 A
| x
W3X W3
37 7a 4

Habra que realizar la siguiente relacién para conocer el valor de X,

. . 81 . 27
Si a una longitud de 1—: corresponde una altura de w, a una longitud de x —Ta

corresponde una altura de X,

27a 27aw,
X _(X—T)(W4)_w4x— 7 16w,x 4w,
*© 8la —  8la  8la 3
16 16

>

3a 11a
Mg = RAY (x) — m[x IO ET) [x B 1Za
] e [
2 3 2 3

116



69 3829 3321 72
Mg = 380 —W;ax + 1.15628655W,ax + —— 1710 Wsax + 3040 —Wyax + — 95 Wsax
3 3 . 1 187 . wsx®  wix? Twzax  49w;a?
—Zwlax+zwla —ngax+Ew2a T 1a + " EY 384
—l<x2 _ 27ax N 729a2> (16W4x B 4W4)
6 2 16 8la 3
269 3829 3321 72
Mg = +%W1ax + 1.15628655W,ax + 1710 Wiax + —— 3040 W,ax +%W5ax
3 3 , 11 187 2 wix3  wix?  7wzax  49wya?
TR T e WA e W e T T8 32 T 384
_1(16w4x3 _ 4w, x? _ 8w, x? 18w x4 S x — 243W4a2)
6\ 8la 3 3 * 4 4
Mg = 69 —Wjax + 1.15628655W,ax + —— 3829 Wiax + —— 3321 Wyax + — 72 Wsax
6= *380 "1 2 1710 3040 * 95 "°
3 3 , 11 187 ) wix3  wsx?  7wzax  49wsa?
TR T e WA e W T e T T8 T 32 T 384
8wyx®  2wyx? 9wuax  81lwga? 11 187 . wsx®  wix? Twsax
Tz tT3 T Tz Ty Tt et T Ty T T
49wza?  8wyx®  2wex? 9wuax  81lw,a?
384 243 1 3 2 ' s
_ wix3 _ 8w,x3  wix? 2wux? 269 3
Mo=""%2a 243 T7g T 3 t3ggV1™¥ W1
11 3829 Twsax 3321 9w, ax
+1.15628655W2ax—?w2ax+m 3aX — 32 +3040 404X — >
72 3 187  , 49wsa® 81lw,a?
95W5ax+4w1a +Ew2a + 384 + 3
wix?  8wyx?  wix 4wux 269 3
V6=—14a— 31 + 2 + 3 +380W1a—zwla+1.15628655W2a
11 3829 7wza 3321 9w4a 72
g Wt 17103 T 32 t30a074 "2 TosWs®

117



Verificando la continuidad con las ecuaciones de momento y cortante anteriores.

Valor de X | Valor del Momento 6 | Valor del cortante 6
@ 27.51331062 2.042977235
4
35_a 29.71684299 —0.0663702074
4
Tramo 7
35a 141a
—=<Xx
4 16
w, w, W3
X,
/]
I RAY
[ 1] I I | |
| a |E|E| 2a ! 3a | 2a | 35a |
| 2 4 T4 |
| B |
Como:
_ 16W4x 4'W4_
*7 81la
S
3a 11a
w1) (T) (wz) (T) 17a
M, = RAY (x) — [x —a] — [x —
2 2 6
l6w,x 4w, 27a 27a
_GaGa) 77y Cere - ) - -1
2 12 2 3
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269 3829 3321 72
M, = +%W1ax + 1.15628655W,ax + 1710 Wsax + 3040 Wyax + — 95 Wsax
3 3, 11 187  , 7wsax 539wsa®  8wux®  2w,x?
—Zwlax+ZW1a 8W2ax+ 48 wya” — > + 24 a3 + 3
9wsax 8lw,a?
) 8

8w,yx3  2w,ux? 269

3 11
= — W.ax — > 1.15628655W,ax — —
M, 243 + 3 +380 1aX 4w1a3c+ 5628655W,ax 3 wyax
L3829 Twyax 3321 weax 72 3 , 187
T 1710 W3 ~ 5 t3pgg W4 — 5 ToggWsax +ygwia’ + o wpat
539w3a®> 81w,a?
+ +
24 8
p, o _BWaxt dwex 269 3 4 1.15628655W,a — L%
77T T 81 3 ' 380 TpWiaT 2a— g'W2d
3829 Twya 3321W wia 72 20
1710 732" 72 1302074 "2 T3

Verificando la continuidad con las ecuaciones de momento y cortante anteriores.

Valor de X | Valor del Momento 7 | Valor del cortante 7
35_a 29.71684299 —0.0663702074
4
141a 29.71191521 —0.09144736789
16
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Tramo 8

141a 189a
<x<
16 16
7 W, 78
X,
/] Xs
]RAY
| 1] | | 1
| a |E|g| 2a | 3a | 2a E 141a
| 2 4 16 *" 16
| X

Para el calculo de X: se efectuara la siguiente relacién, entendiendo que
anteriormente ya calculamos el valor de X,

Sl a una longitud de 9a corresponde una altura de ws a una longitud de (x - 1?2“)

corresponde una altura Xs

141a 141laws
¥ ( ~ 16 )(Ws)_st—T_wsx 47ws
T %a - 9a " 9q 48
>,
3a 11a
8 — X 2 X a ) X 6 > x T

(ot =23 -2 - 7] (o) (= T3 [~ 56
2 3 2 3
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69 3829 3321 72
Mg = 380 —W;ax + 1.15628655W,ax + —— 1710 Wsax + 3040 W4ax+95 Wsax
3 N 3 11 L 187 187 , Twsax N 539wza?® 8w,x3 N 2w, x?
g Wa0x g wiat =g waax+ wpa 2 24 243 3
47W5

8+256

9W4ax+8lw4a 1/ , 14lax 19881a? (st
2 8 6\ 9a

)

269 3829 3321 72
Mg = +%W1ax + 1.15628655W,ax + 1710 Wiax + —— 3040 Wyax + %W&;ax
3 3 , 11 187 , Iwzax 539wza?  8w,ux3  2w,x?
—Zwlax+ZW1a —szax+ 48 wya” — > + 24 a3 + 3
9w,ax 81lw,a?
2 8
1(wsx® 47wsx?  47wsx?  2209wsax  2209wsax X
—g< Ty + 178 + 56 —76.04223633W5a>
69 3829 3321 72
Mg = 380 —Wjax + 1.15628655W,ax + —— 1710 Wiax + —— 3040 Wyax + — 95 Wsax
3 3 , 11 187 , /wzax 539wza?  8w,x3  2w,x?
—Zwlax+ZW1a 3 —wyax +——— 48 wya” — > + >4 a3 + 3
3 9w, ax 4 81w,a? 3 wsx3 + 47wsx? 3 2209wsax + 12.67370606w, a?
2 8 54a 96 256
8wuxd wsx®  2wux?  47wsx? 269
Mg = — 243 S4a + 3 + % 380W1ax+1 15628655W,ax
11 3829 7wzax 3321 9w4ax 72
—?wzax+mw3ax— 2 +3040W4ax— 2 95W5ax
2209wsax 3 3 187 ) 539w3a®* 81w,a?
T 512 —Zwlax+4w1a +Ew2a + 24 3

+12.67370606wsa’
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. 8w,yx?  wsx? N 4w, x N 47wsx N 269 Wea+115628655W 11
87781  18a ' 3 48 380 1T h 2@~ g W2
+3829W 7w3a+ 3321W 9w4ax+ 72W 2209wsza 3
1710 32772 T3040 4+ T 2 95 /54" T 512 a™M?

Verificando la continuidad con las ecuaciones de momento y cortante anteriores.

Valor de | Valor del Momento 8 | Valor del cortante 8
X
141a 29.71191521 —0.09144736789
16
189a 26.21535089 —2.7002558479
16
Tramo 9
189a 285a
<x<
16 16
W1 WZ W3 W4—
X5
/
] RAY
[ | I I [l | |
[ 4 Iglgl 2a | 3a L 24 E 3a | 189 |
| 2 4 16 " 16 |
| X !

Como anteriormente ya fue calculado el valor de xs podemos realizar sumatoria de
momentos con respecto al punto P sin mayor dificultad. Luego verificaremos la
continuidad en nuestras ecuaciones de momento y cortante con las ecuaciones
obtenidas en el tramo anterior como se muestra a continuacion.

_ WsX 47W5

>7 9q 48

122



S

M, = RAY (x) —

11a
[ : (wy) (T)[ 17a (W3)(7a)[ 77a
x—a 2 T 2 ¥ 12

81la wsx  47wg 141a 141a
_(W4)(ﬁ)[x_81a _(W‘ w) (- 15) [ -5

2 8 2 3

269 3829 3321 72
My = +ﬁW1ax + 1.15628655W,ax + Tl()W3ax + mwa + £W5ax
3 N 3, 1 N 187 . Twsax N 539wsa? 8lw,ax N 6561w,a
N T 2 24 32 256
wsx3  47wsx?  2209wsax
- + - —12.67370606wsa?

54a 96 512

wsx3  47wgx? 269

3 11
Wiax ——-wiax + 1.15628655W,ax — ?wzax

Mo="%4a " 96 '380 4

3829 7wzax 3321 81w ax 72 2209wsax

17103 T T T 3020 WY T T3 tos s T T,

3 , 187 , 539ws;a® 6561w,a )

+a w18’ + o waa? + —re— + — =+ 12.67370606wsa

wsx?  47wgx 269 3 11

Vg = — 18a + 18 + 380 Wla—zwlax+ 1.15628655W2a—?w2a

3829 7wza 3321 8lw,a 72 2209wsa

T171073% 2 30204 32 TosWse T a1z

Verificando la continuidad con las ecuaciones de momento y cortante anteriores.

Valor de | Valor del Momento 9 | Valor del cortante 9
X
141a 26.21535089 —2.7002558479
16
189a 0 —6.702255848
16
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A continuacioén calcularemos los diagramas de momento y de cortante, evaluando
las ecuaciones encontradas anteriormente segin su rango de dominio.

L(x) Momento Cortante
0.0000 0.00000000 5.95369152
0.2000 1.18984942 5.94924708
0.4000 2.37436550 5.93591374
0.6000 3.54821491 5.91369152
0.8000 4.70606433 5.88258041
1.0000 5.84258041 5.62035819
1.2000 6.95194498 5.46641879
1.4000 8.02640045 5.27126728
1.5000 8.54796152 5.15823698
1.6000 9.06281552 5.13823698
1.7500 9.83089198 5.10141879
1.8000 10.08561146 5.08714931
2.0000 11.09640496 5.01740905
2.2000 12.09122443 4.92740905
2.4000 13.06601793 4.81714931
2.6000 14.01673351 4.68662983
2.8000 14.93931921 4.53585061
3.0000 15.82972310 4.36481165
3.2000 16.68389322 4.17351295
3.4000 17.49777763 3.96195451
3.6000 18.26732438 3.73013633
3.7500 18.81295035 3.54297724
3.8000 18.98973909 3.52851295
4.0000 19.68939406 3.46708438
4.2000 20.37619189 3.39994152
4.4000 21.04898972 3.32708438
4.6000 21.70664469 3.24851295
4.8000 22.34801394 3.16422724
5.0000 22.97195463 3.07422724
5.2000 23.57732389 2.97851295
5.4000 24.16297886 2.87708438
5.6000 24.72777668 2.76994152
5.8000 25.27057451 2.65708438
6.0000 25.79022948 2.53851295
6.2000 26.28559874 2.41422724
6.4000 26.75553942 2.28422724
6.6000 27.19890868 2.14851295
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6.7500 27.51331062 2.04297724
6.8000 27.61455954 2.00683746
7.0000 28.00084708 1.85376868
7.2000 28.35515931 1.68708438
7.4000 28.67477313 1.50678455
7.6000 28.95696543 1.31286921
7.8000 29.19901311 1.10533835
8.0000 29.39819307 0.88419196
8.2000 29.55178219 0.64943006
8.4000 29.65705739 0.40105263
8.6000 29.71129554 0.13905969
8.7500 29.71684299 -0.06637021
8.8000 29.71302654 -0.08637021
8.8125 29.71191521 -0.09144737
9.0000 29.68726829 -0.17326160
9.2000 29.64289890 -0.27249000
9.4000 29.57744925 -0.38406407
9.6000 29.48845022 -0.50798383
9.8000 29.37343267 -0.64424926
10.0000 29.22992747 -0.79286037
10.2000 29.05546548 -0.95381716
10.4000 28.84757756 -1.12711963
10.6000 28.60379458 -1.31276778
10.8000 28.32164741 -1.51076160
11.0000 27.99866690 -1.72110111
11.2000 27.63238392 -1.94378630
11.4000 27.22032933 -2.17881716
11.6000 26.76003401 -2.42619370
11.8000 26.24902881 -2.68591592
11.8125 26.21535089 -2.70255848
12.0000 25.70263973 -2.76701160
12.2000 25.14200593 -2.84006716
12.4000 24.56631657 -2.91756716
12.6000 23.97468277 -2.99951160
12.8000 23.36621563 -3.08590049
13.0000 22.74002628 -3.17673383
13.2000 22.09522581 -3.27201160
13.4000 21.43092534 -3.37173383
13.6000 20.74623598 -3.47590049
13.8000 20.04026884 -3.58451160
14.0000 19.31213504 -3.69756716
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14.2000 18.56094568 -3.81506716
14.4000 17.78581188 -3.93701160
14.6000 16.98584475 -4.06340049
14.8000 16.16015539 -4.19423383
15.0000 15.30785492 -4.32951160
15.2000 14.42805445 -4.46923383
15.4000 13.51986509 -4.61340049
15.6000 12.58239796 -4.76201160
15.8000 11.61476416 -4.91506716
16.0000 10.61607480 -5.07256716
16.2000 9.58544100 -5.23451160
16.4000 8.52197386 -5.40090049
16.6000 7.42478450 -5.57173383
16.8000 6.29298403 -5.74701160
17.0000 5.12568356 -5.92673383
17.2000 3.92199421 -6.11090049
17.4000 2.68102707 -6.29951160
17.6000 1.40189327 -6.49256716
17.8000 0.08370391 -6.69006716
17.8125 0.00000000 -6.70255848
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o
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8.00000000

DIAGRAMA DE CORTANTE

6.00000000

4.00000000

2.00000000

0.00000000

0.0
-2.00000000

N
N
O
=
-
-

20.0000

-4.00000000

-6.00000000

-8.00000000

L(x)

TON*M

35.00000000

DIAGRAMA DE MOMENTO

30.00000000

25.00000000

V4

AN

20.00000000

15.00000000

10.00000000

5.00000000

0.00000000

0.0000 2.0000 4.0000 6.0000 8.0000 10.000012.000014.000016.000018.000020.0000
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8.- De la siguiente viga, determine las reacciones en los apoyos, las funciones que
describen la variacion del momento flexionante, fuerza cortante y fuerza axial
producto de la accién del sistema de fuerzas externo, dibuje los diagramas
correspondientes a dichas funciones.

Para poder realizar sumatoria de momentos con respecto al apoyo A como lo
hemos realizado en los ejercicios anteriores es necesario obtener las
componentes rectangulares de la carga puntual P, asi como su respectivo brazo
de palanca.

N~

N~

s T

N~
N~
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Para realizar dichos calculos nombraremos a la longitud de la barra inclinada

como “a@” y a la longitud del apoyo A al punto de aplicaciéon de la carga puntual P
nombraremos “b” como se muestra en la figura anterior.

Para calcular “a

a=L2+12=V2L

Para el calculo de la longitud “b” emplearemos el concepto de triangulos
semejantes donde:

Sl a una longitud total de v2 L corresponde una altura de L a una longitud “b”
corresponde una altura de g

V2
b=—1

Obteniendo las componentes rectangulares de nuestra carga P

_ V2
Py = Psin45° = 7P

V2
Py = Pcos45° = 7P
2. M

2
P sin 45° <§L> — (L)RBY =0

(V2 \ (V2
(L)RBY = (7 P> <7 L>

PL
(L)RBY = —

RBY—P
2
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RAY—P
2

Tramo 1 OstgL
RAY,
RAYy
I P
RAY—E
RAY. = si 450<P)_\/7(P)_\/§P
y =S5 =2\2) T 2

2

D)= )2

RAYy = cos 45° (— 2

2
S

M—\/EP
1= X
V—\/EP
174
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Evaluando las ecuaciones de momento y cortante obtenidas para verificar la
continuidad con las siguientes:

L(x) [IM1] V1
0 | 0 |v2P

2
vZ | PL 2P

Tramo 2 ?LstﬁL

RAY)/

Recordando que:

. V2
PY=PSII‘145°=7P

V2
PX=PCOS45°=7P

RAY, = sin45° (—

RAYy = cos 45° (5) - ﬁ(f) _V2p
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M ﬁp ﬁp 2
2= T x
M_x/ip \/ip PL
e
"o — x/ip PL

2T T AT

V2

V,=——Zp

2 4

L(x) | M2 | V2
v2 | PL| 2P
il N
V2L | O V2P

4

Diagramas de cortante, momento y en este caso fuerza axial, nombrando a las
literales.

e P=1Ton
e |L=1m
L(x) Cortante Momento Fuerza axial
0 0 0 0
0 0.353553391 0 0.353553391
0.707106781 0.353553391 0.25 0.353553391
0.707106781 -0.353553391 0.25 -0.353553391
1.414213562 -0.353553391 0 -0.353553391
1.414213562 0 0 0
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TON

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

DIAGRAMA DE CORTANTE

+

|| 4
K.

L(x)

TON*M

0.3

0.25

0.2

0.1

0.05

DIAGRAMA DE MOMENTO

o

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
L(x)

1.6
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Puntos notables en el diagrama de fuerza axial:

L(x) n
0 V2P
T4
V2 V2P
i S
V2 | V2P
Pid
V2L | V2P
4

TON

0.4

03

0.2

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL

'

o

| 4

K.

L(x)
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9.- De la siguiente viga, determine las reacciones en los apoyos, las funciones que
describen la variacion del momento flexionante, fuerza cortante y fuerza axial
producto de la accion del sistema de fuerzas externo, dibuje los diagramas
correspondientes a dichas funciones. (Noétese que la carga total ejercida por
ambos triangulos actlda perpendicular a la barra A-B)

4T /m

2m 1m 3m

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:
I—-E=3-3=0
Por lo tanto: nuestra estructura es estaticamente determinada.

Como primer paso obtenemos calcularemos los elementos notables en el
siguiente diagrama.
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5
9 = T -1 (—)
an 6

Longitud de las cargas triangulares:
L1=+/32+32=3V2m
L2 =442+ 3%2=5m

Cargas ejercidas:

T

PT1 = (wim)(; fm) _ 9V2Ton
T

PT2 = (Sm)(42 m) _ 10Ton

Calculo de las componentes rectangulares ejercidas las cargas.

PT1, = (PT1)(Send) = (9V2Ton) {Sen [ Tan™! (g)]} = 8.148217Ton
PT1y = (PT1)(Cos8) = (9v2Ton) {COS [ Tan™! (g)]} =9.777861Ton
PT2, = (PT2)(Senf) = (10Ton) {Sen [ Tan™?! (%)]} = 6.401844Ton

PT2y, = (PT2)(Cosf) = (10Ton) {Cos [ Tan™! (2)]} = 7.682213Ton

Distancia del soporte “A” al punto de concentracion de las cargas.

X = (§L1) = (g) (3VZm) = 2vZm

% = (212) + (74 2) = (B) 5my + 2vam = L2,
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Calculo de las reacciones en el soporte mostrado.

ZMA:O

—MA + (9V2Ton)(2vV2m) + (10Ton) (102—6ﬁm>

MA =97.617605Ton +m ;

ZFY:O

RAY —9.777861Ton — 7.682213Ton = 0

RAY = 17.460074Ton T

Z FX = 0
RAX + 8.148217Ton + 6.401844Ton = 0

RAY = 14.550061T0n € o

Calculo de las ecuaciones de momento flexionante, fuerza cortante y fuerza
axial.

Tramo 1 0<X<2V2m

97.617605Ton *m
Ny
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Calculo de las componentes rectangulares correspondientes a las
reacciones en el eje “X” y “Y” del empotramiento en el punto A

5

RAXy = {Sen [ Tan™?! (E)]} (14.550061Ton) = 9.314720Ton
5

RAXy = {Cos [Tom‘1 (E)]} (14.550061Ton) = 11.177666Ton
5

RAYy = {Cos [ Tan™?! (E)]} (17.460074Ton) = 13.413200Ton

5
RAYy = {Sen [ Tan™! (E)]} (17.460074Ton) = 11.177667Ton

Por trigopnometria definimos:

6X
hy = —— =+2X
1 3\/2

Por lo tanto:

97.617605Ton * m
Ny

22:72792Ton

X

ZMP:O

—M, — 97.617605 + (22.72792) (x) — (‘/_2’;& E]

V2x3

M, = +22.72792X — 97.617605

138



V2X?
2

V,=— +22.72792
z Fy =0
N1 = 0
L(x) M1 V1
0 —97.617605Ton *m | 22.72792Ton

2v/2m | —38.666673Ton * m | 17.071066Ton

Tramo2 2V2m <X <3V2m

97.617605Ton * m No
h,
\ V2
22.72792Ton
x—2V2
2V2
Por trigopnometria definimos:
_4X —8V2
7 5
Z Mp = 0
4X — 8v2
< %) (x—2v2
2X3 < 5 >(x 2y 22
-M, — + 22.72792X — 97.617605 — > 3
V2X3 2X 42
My = ———+22.72792X — 97.617605 — (E — E) (X2 — 4v2X +8)
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V2x3

My = ———+22.72792X - 97.617605
2X3  8V2 16 42 32 322
=== —x2 4+ —x——x24+—x -
15 15 15 15 15 15
V2Xx3 2X3 42 16
My = ———+22.72792X - 97.617605 — -+ TXZ - X+

—4-5V2 . 42
, = sz + TX2 +19.52792X — 94.600616

_4-5VZ . 8VZ
= —\/—XZ +%—x+ 19.52792

2 10
ZFX:O
N2=0

L(x) M2 V2
2v/2m | —38.666673Ton *m | 17.071066Ton
3v2m —19.568330 *m 9.199998Ton

Tramo 3 3V2Zm < X < Vé61lm

N3
97.617605Ton *m

Vs

22.72792Ton x—3V2

2V2

322
15
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ZM,,:O

—M3; — 97.617605 + 22.72792X —
4X — 8vV2
(H522) - 2v2)

OED |, g

X — 2\/§
2 3
2X3 42 16 32v2
M; = —97.617605 + 22.72792X —9V2X +36 — —+ — X2 - —X + ——
15 5 5 15
2X3 42 )
M3 = _E + TX + 6. 799998X - 58 600616
N, = 6X* + 8ﬁX + 6.799998
37 15 5 '
Z FX = 0
N3 = 0
L(X) M3 V3
3v2m | —19.568330 * m | 9.199998Ton
Vvéelm 0 0

Calculo de los diagramas correspondientes a las funciones que describen la

variacion de las acciones internas en la viga

L(x) Cortante Momento Fuerza axial

0 22.72792 -97.617605 0
0.282842712 22.67135146 -91.19451179 0
0.565685425 22.50164583 -84.80341858 0
0.848528137 22.21880312 -78.47632537 0
1.13137085 21.82282332 -72.24523217 0
1.414213562 21.31370644 -66.14213896 0
1.697056275 20.69145247 -60.19904575 0
1.979898987 19.95606142 -54.44795254 0
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2.2627417

19.10753328

-48.92085933

2.545584412

18.14586806

-43.64976612

2.828427125

17.07106575

-38.66667285

3.111269837

15.85112636

-34.00659663

3.39411255

14.45404988

-29.71662234

3.676955262

12.87983632

-25.84685192

3.959797975 11.12848567 -22.44738731
4.242640687 9.199998001 -19.56816816

4.5254834 8.847998001 -17.01426528
4.808326112 8.431998001 -14.56897255

5.091168825

7.951998001

-12.25039192

5.374011537

7.407998001

-10.07662532

5.656854249

6.799998001

-8.065774682

5.939696962

6.127998001

-6.235941939

6.222539674

5.391998001

-4.605229026

6.505382387

4.591998001

-3.191737876

6.788225099

3.727998001

-2.013570423

7.071067812

2.799998001

-1.088828601

7.353910524 1.807998001 -0.435614342
7.636753237 0.751998002 -0.072029581
7.810249676 0 0

OoO|0oO|lo|jo|0oOj0Oj0OjO|0O|O|O|O|O|[O|O|O|O|O|O |O|OC

Ton

25

20

15

10

Fuerza Cortante

N

L(x)

142




Ton*m

Momento Flexionante

-20

-40

-60

-80

-100

-120

L(x)

Ton

Fuerza axial

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

="
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10.- De la siguiente viga, determine las reacciones en los apoyos, las funciones
que describen la variacién del momento flexionante y fuerza cortante producto de
la accidn del sistema de fuerzas externo, dibuje los diagramas correspondientes a
dichas funciones.

14Ton/m/
//
MA
//
/
//
e — 40Ton/m C
‘?/NI\VI\VI | AV IV VAN VA |
RAX % 120Ton RCY
a
I RAY
“B” Articulacion de momento
15Ton/m
(5m)m (2m)m (m)m

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:
I-E=4—-4=0

Por lo tanto: nuestra estructura es estaticamente determinada y podemos dar
solucién a ella mediante las ecuaciones de equilibrio estético.

Método de analisis

En este caso se presenta una articulacibon de momento en la cual se permite
afadir la condiciébn > M = 0 en dicho punto, por lo que para dar solucion al
problema planteado, se propone realizar una sumatoria de momentos con
respecto al punto “B” (a la izquierda de la articulacién) y una sumatoria de
momentos con respecto al punto “C” (de toda la viga) generando un sistema de
ecuaciones cuyas incognitas representan el valor de la reaccion en el eje “Y” del
empotramiento “A” asi como el momento en dicho punto “MA”, una vez obtenido el
valor de dichas reacciones, podemos emplea la ecuacién de equilibrio mecéanico
Y FY = 0 como evidentemente no existen fuerzas axiales a la barra, el andlisis
mencionado anteriormente bastara para hallar el equilibrio mecanico de la viga.

144



Por trigonometria definimos.

, _Bma4) 35

1 8w 4

Z Mg = 0 (a la izquierda de la articulacion)

35
_MA + (51)(RAY) — (40)(57) (57”) - w [5?”] —0

—MA + 5mRAY = 5294.631528 ... ... ... Ec.1

Z M. = 0 (Toda la viga)

—MA + (87)(RAY) — (40)(5m) (?) + (120)(3m) — % [8?”]

)(m) [2m)
2 3]_0

Dando solucién al sistema de ecuaciones:
MA = 4628.983309Ton + m )

RAY = 631.7569418 Ton I

ZFY:O

631.7569418 — (40)(57) — _©@mn  15)m

120
2 2

+RCY =0

(14)(8m)
—2

RCY = 47. 77838854-T0n]
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Calculo de las ecuaciones de momento flexionante y fuerza cortante

Tramo 1 0<x<5m

MA=4628.983309Ton xm

Por trigopnometria definimos:

_7X
T4

ZMP:O

h

7X
X (E) ) 1x
_M, — 4628.983309 + 631.7569418(X) — (40)(X) (E) - [5]
7X3 )
My = — 57—~ 20X* + 631.7569418X — 4628.983309
_ 21X 0K + 6317569418
1= 24xm '
L(x) M1 V1
0 | —4628.983309Ton +m | 631.7569418Ton
51 0 —65.28392822Ton
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Tramo 2 Sm<x<T7m

MA=4628.983309Ton * m

q &
M,
ye 40Ton/m h,
* ? —F T 11
=
RAX 2 IlZOTon
I RAY = 631.7569418 Ton
v,

(5m) X —57

Por trigopnometria definimos:

_6X—307r_3X 15
2 2T o

ZM,,:o

—M, — 4628.983309 + 631.7569418(X) — (40)(57) (X - 5;)
(471) 0 rx (ﬁ - 15) (X =5m) (x — 517
—[ ] 2 [ 3 ]

+(120)(X — 57) —

3

7X
M, = ~ o + 631.7569418X — 4628.983309 — 200X7 + 50072 + 120X

X 5
—6001 — (— - —) (X? — 10X + 2572)
2T 2

7X3
= - + 751.7569418X — 4628.983309 — 200X7 + 50072 — 6007

2
X 5X2 + X 5X2 + 25X 125
o T3 m-—n
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3

7X3
= ———+ 751.7569418X — 4628.983309 — 200X7 + 50072 — 6007 — o

241

2
15 75 125
+—X? - —Xn+—m?

2 2

19x3 15
M, = — 5 —+— X* +5.628686572X — 962.2864255

19X2
+ 15X + 5.628686572

2 = —

L(x) M2 V2
5n 0 54.71607178Ton
71 | 108.5656463Ton * m | —30.10692986Ton

Tramo 2 Tnm<x<8nm

14Ton/m

MA=4628.983309Ton *

pae
RAX % 120tonl 0000 ol
I RAY = 631.7569418 Ton
(5m) (2m) (X —3m)
Por trigonometria definimos:
15X — 1057 15X
3 = = - 105
T T
15X
hy = 15 — (—— 105) - -2 1120
T T
S by =0
R
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5n
—M; — 4628.983309 + 631.7569418(X) — (40)(5m) (X — —) + (120)(X — 5m)

2
7X 15X
(E) X) [X] (6)(2m) [X 19 N (T - 105) X = 7m) [(2)(X - 7m)
2 |3 2 3" 2 3
15X X —7m
+(—T+120)(X—77r)( )
7X3
M = 631.7569418X — 4628.983309 — 200X + 50072 + 120X — 6007 — -
5X 15X
—6Xm + 3872 + (7 - 35) (X2 — 14X1 + 4972) + (—ﬁ + 60)
(X2 — 14XT + 4972)
7X3
M = 631.7569418X — 4628.983309 — 200X + 50072 + 120X — 6007 — -
5X3 3

~6Xm + 382 +—— — 70X? + 245Xm — 35X% + 490Xm — 171577 — —— + 105

735
—TXT[ + 60X2 + 840Xm + 29407>

67X3 )
3 = — 54—+ 60X* — 1379.813674X + 10886.17366
XZ

Vs = ———+ 120X — 1379.813674

L(x) M3 V3
77 | 108.5656463Ton * m | —30.10692986Ton
81 0 —47.778388Ton

Calculo de los diagramas correspondientes a las funciones que describen la
variacion de las acciones internas en la viga

L(x)

Cortante

Momento

0

631.7569418

-4628.983309

0.628318531

606.5142448

-4239.957428

1.256637061

581.0516364

-3866.861089

1.884955592

555.3691164

-3509.832465
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2.513274123

529.466685

-3169.009732

3.141592654

503.3443421

-2844.531064

3.769911184

477.0020877

-2536.534636

4.398229715

450.4399218

-2245.158621

5.026548246

423.6578444

-1970.541194

5.654866776

396.6558556

-1712.82053

6.283185307

369.4339552

-1472.134804

6.911503838

341.9921434

-1248.622189

7.539822369 314.3304201 -1042.42086
8.168140899 286.4487853 -853.6689913
8.79645943 258.347239 -682.504758
9.424777961 230.0257812 -529.0663342
10.05309649 201.484412 -393.4918944
10.68141502 172.7231312 -275.919613
11.30973355 143.741939 -176.4876645

11.93805208

114.5408353

-95.33422333

12.56637061

85.11982008

-32.59746398

13.19468915

55.47889339

11.58443909

13.82300768

25.61805522

37.07331142

14.45132621

-4.462694442

43.73097856

15.07964474

-34.76335559

31.41926604

15.70796327

-65.28392822

0

15.70796327

54.71607178

0

16.3362818

48.91983334

32.589433

16.96460033

42.52669229

61.34946006

17.59291886

35.53664863

85.90503564

18.22123739

27.94970238

105.8811148

18.84955592

19.76585351

120.9026525

19.47787445

10.98510205

130.5946039

20.10619298

1.607447975

134.5819239

20.73451151

-8.3671087

132.4895676

21.36283004

-18.93856798

123.94249

21.99114858

-30.10692986

108.5656462

22.61946711

-29.43148778

89.97130564

23.24778564

-30.86091244

71.14010007

23.87610417

-34.39520417

50.74949699

24.5044227

-40.03436299

27.47696944

25.13274123

-47.77838888

0
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Ton

700

600

500

400

300

200

100

-100

-200

Fuerza cortante

=

N

L(x)

TTon*m

1000

-1000

-2000

-3000

-4000

-5000

Momento Flexionante

IRy
(03]

N

L(x)
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Capitulo 5. Solucién de marcos (Barras rectas e inclinadas)

1.- Del siguiente marco, determine: el valor de las reacciones en los soportes
mostrados, las funciones que describen la variacion de las acciones internas
(momento flexionante, fuerza cortante y fuerza normal) y dibuje los diagramas
correspondientes a estas.

curva de 2° grado

10w 5L

RDX

Grado de indeterminacion del marco:
r+3m=3n+c

3+3(3)=34)+0

12 =12
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Por lo tanto nuestro marco es estaticamente determinado y podemos
resolverlo con la simple aplicacion de las ecuaciones de equilibrio estatico:

e YF=Fy=0

° ZMZMRZO

Procedimiento de andlisis:

Para encontrar el valor de las reacciones en los soportes debido a las
configuracion de cargas mostradas, se llevara a cabo un método similar al usado
en nuestro analisis de vigas; se realizara una sumatoria de momentos con
respecto al nudo A mediante la cual se obtendra una ecuacion cuya incégnita
representa el valor de RDY , posteriormente se realizara una sumatoria de fuerzas
con respecto al eje Y en la cual se obtendra una ecuacion cuya incégnita
represente el valor de RAY, luego, una sumatoria de fuerzas con respecto al eje X
para encontrar el valor de la reaccion RDX, como se muestra a continuacion.

Como primer paso construiremos la funcion de la curva y calcularemos la fuerza
gue ejerce, asi como el brazo de palanca, aislando el miembro B-C del marco:

Como la ecuacion de la curva es de la forma:
y=ax?+bx+c
Y tomando en cuenta nuestras condiciones de frontera:
Si:  X=0 Y=0
X=L/2 Y=W
X=L Y=0
En nuestra primera condicion si X=0 Y=0 evidentemente C=0, por lo tanto

utilizaremos las siguientes dos condiciones para definir la funcion de nuestra curva
de la siguiente manera:
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L? L
1.— a<z)+b(z)=w
2.— a(L®) + b(L) =0

Para resolverlo como primer paso despejaremos a de la ecuacién 2

Sustituyendo la ecuacion 3 en la ecuacion 1 despejaremos b

(D(5) oG =

bL N bL
s T2 7Y
4-b="=¢
Sustituyendo 4 en la ecuacion 3
4w
__b_ T AW
=TT T T

Como ya conocemos a y b; y sabemos que la forma de nuestra ecuacion es:y =
ax? + bx nuestra ecuacion que define la curva es:

— 2
y=-pEprtTgx

Calculo de la carga de la curva Pc aislando el miembro B-C del marco:

Lo aw 4w Lo 4w AW awx3® 2wx?l*
Pc=j (——x +—x)dx=f (——x +—x)dx= - +
0 0 0

L2 L 12 L 312 L
o AWL 2WI2_ 4wL . 2WL
€= E 73
pe_ ZWL
c=——
3
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Calculo del centroide de la curva aislando el miembro B-C del marco:

[ Rda f(X)( 4W 2+¥x)dx_f(f( W s AW 2)alx

X = Ly 12 L
=L, - 1 4W AW ST/ AW L aw
le da Jo (_ 1z X +Tx) dx Jo ( Xt )dx
[_ WX4+4WX3]L wit | Awl? ) AWLE W2
L s, Izt TWEAT3 3
awx3 2wx2lt A4WI3 2WI2 _ AWL 2WL
e e i ML
o 3WI2 L
C6WL 2

Calculo de las reacciones en los soportes:
XMy=0

w(5L) [130 L] Zﬂ@) — (10W)(5L) [57L] — (L)RDY = 0

2 3 \2
25 2
(L)RDY = ?WLZ + — 125W 12
RDY = 3§9 WL2 349 WL
B L -3

349

ZFY:O

349 2
———WL—--WL+RAY =0
3 3
349 2 351
RAY = TWL +§WL = TWL

351
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ZFX=0

@ — (10W)(5L) + RDX =0

5 95
RDX = 50WL _EWL = 7WL

RDX = 92—5WL —_—

Marco en equilibrio estatico AW AW
Y= XX

i - -
i 10w 5L
i 95
i RDX =—WL
i 2
i 349

RAY=EWL ! lRDY=—WL
3 !
| i |
| L | i |
2 2
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Para verificar si las reacciones obtenidas son correctas partiremos del principio: Si
un sistema bajo la accion de un sistema de fuerzas externo se encuentra en
equilibrio, cualquier punto de este esta en equilibrio. Realizaremos una sumatoria
de momentos con respecto al punto C (nudo C) y debe cumplirse en teorema
mencionado anteriormente:

z Myydoc =0

(E5ws)0- 282 ) o)) com - () o=

351 25 WL? 475
TWLZ —?WLZ —T+ 125WL2 _TWLZ = 0

Z Mpydoc =0

Por lo tanto las reacciones obtenidas el analisis son correctas.

Deduccion de las ecuaciones de momento flexionante, fuerza cortante y
fuerza normal del marco.

Procedimiento de andlisis:

Para encontrar las ecuaciones que describen la variacion de los elementos
mecanicos de cada miembro del marco se empleara el mismo método utilizado
para el analisis del capitulo de vigas, cortando a una distancia X o Y segun el eje
en el que cada miembro se localice cada miembro, realizando un corte antes de
cada variacion de carga como se muestra en los siguientes diagramas.
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Miembro A-B 0<Y<S5L

Por trigonometria calculamos h,

Si a una longitud de 5L corresponde una altura de W, a una longitud Y
corresponde una altura h,

L
S
(ysvz/) Oy
1 2 [§] -
wy3
L T A

1t 2 =
w 2
V,=- Y
10L
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351
N1 +TWL =0

351
N,=- = WL(compresion)

Evaluando las ecuaciones de fuerza cortante y momento flexionante para verificar
continuidad.

Valor de x | Valor del momento 1 | Valor del cortante 1
0 0 0
5L 25 5
——WI>? —
G w 2WL

W, 4w
=——x’+—x
y 12 L
M,
w
N,
\ B ",
\
v,
5L
A
I 351
RAY =—WL
3
| |
| e |
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ZM,,:O

351 W(SL) 51 (%; 4w 4w
-M, +TWL(X) — [§L —f (——xz +—x) dx
- 0

f;(( 4w 3+4W )dx-

X - L2 L =0
x/ 4W aw
Jy (=7 +7-x) dx |
wX*  4wXxs3
P 25 12 AWX3  2WX? v 2 t 317
2= Fwieg 37 T L _AWX3 | 2WX?
312 L
4WX4 2WX3+WX4 4wx3 +351 L 25WL2
412 3]2 w 6
4WX4 2WX3+WX4 4wx3 +351WX 25WL2
12 312 6
4WX4 2WX3+WX4 4wx3 +351WX 25WL2
12 312 6
e wx#* 2WX3+351 25WL2
= - WLX — —
27 312 3L 3 6
dM,
V, =
27 dx,
v 4WXx3 2WX2+351
= - WL
27 32 L 3
ZFX:O
W (5L
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Ny, =— 2 WL(compresion)

Valor de x | Valor del momento 2 | Valor del cortante 2
0 ZSWL2 351WL
6 3
L 225 349
- W = WL

MIEMBROC-D 0<Y<5L

Ns
M
Vs
p -
1ow Y
95
RDX = —-WL

349
RDY =—WL

Sy =0
Y
2

95
—M, — (10W)(Y) [ ] +WLY) =0

95
M; = —5WY? + - WLY
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ZFX=0

95
—7WL+ 10WY —V;=0

95
Vs =—10WY +—-WL

ZFY=0

349
—N3 +TWL = 0

349

N3 = ——WL(Tension)

3

Valor de x | Valor del momento 2 | Valor del cortante 2
0 0 95
WL
5L 225 5
—WI? —=WL
2 2

Para facilitar la evaluacion de los diagramas de momento.

e W=1T/m
e |L=1m
Miembro A-B

L(x) Cortante Momento Normal
0 0 0 -117
0.2 -0.004 -0.000266667 -117
0.4 -0.016 -0.002133333 -117
0.6 -0.036 -0.0072 -117
0.8 -0.064 -0.017066667 -117
1 -0.1 -0.033333333 -117
1.2 -0.144 -0.0576 -117
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1.4 -0.196 -0.091466667 -117
1.6 -0.256 -0.136533333 -117
1.8 -0.324 -0.1944 -117

2 -0.4 -0.266666667 -117
2.2 -0.484 -0.354933333 -117
2.4 -0.576 -0.4608 -117
2.6 -0.676 -0.585866667 -117
2.8 -0.784 -0.731733333 -117

3 -0.9 -0.9 -117
3.2 -1.024 -1.092266667 -117
3.4 -1.156 -1.310133333 -117
3.6 -1.296 -1.5552 -117
3.8 -1.444 -1.829066667 -117

4 -1.6 -2.133333333 -117
4.2 -1.764 -2.4696 -117
4.4 -1.936 -2.839466667 -117
4.6 -2.116 -3.244533333 -117
4.8 -2.304 -3.6864 -117

5 -2.5 -4.166666667 -117

Ton

-1.5

Fuerza cortante miembro A-B

0 O—0—¢=
OM

L(x)
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-0.5

-1.5

Ton*m

-2.5

-3.5

-4.5

Momento flexionante miembro A-B
-

i) ¢

T

0

N
J1

L(x)

-20

-40

-60

Ton

-80

-100

-120

-140

Fuerza Normal Miembro A-B

o

(@]

(9]

N
[0}

w

Ul

T
o)

L(x)
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Miembro B-C

L(x) Cortante | Momento | normal

0 117 -4.16667 -2.5
0.2 116.9307 | 19.23067 -2.5
0.4 116.7653 | 42.612 -2.5

0.6 116.568 | 65.96133 -2.5
0.8 116.4027 | 89.26267 -2.5
1 116.3333| 1125 -2.5

Ton

117.1

117 e

116.9

116.8

116.7

116.6

116.5

116.4

116.3

Fuerza cortante miembro B-C

N

N

02 03 04 05 06 07
L(x)

0.8
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Ton*m

120

momento flexionante mienbro B-C

100

80

60

40

20

(o]
[any
o
N
(o]
w
o
B
(o]
(9}
o
[}
(o]

N
o
[o]

o
o

-20

L(x)

Ton

Fuerza normal miembro B-C

-0.5

-1.5

-2.5 €

L(x)
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Miembro C-D

L(X) Cortante | Momento | Normal
0 47.5 0 116.3333
0.2 45.5 9.3 116.3333
0.4 435 18.2 116.3333
0.6 41.5 26.7 116.3333
0.8 39.5 34.8 116.3333
1 375 42.5 116.3333
1.2 35.5 49.8 116.3333
1.4 335 56.7 116.3333
1.6 315 63.2 116.3333
1.8 29.5 69.3 116.3333
2 27.5 75 116.3333
2.2 25.5 80.3 116.3333
2.4 23.5 85.2 116.3333
2.6 21.5 89.7 116.3333
2.8 19.5 93.8 116.3333
3 17.5 97.5 116.3333
3.2 15.5 100.8 |116.3333
3.4 13.5 103.7 |116.3333
3.6 11.5 106.2 |116.3333
3.8 9.5 108.3 |116.3333
4 7.5 110 116.3333
4.2 5.5 111.3 | 116.3333
4.4 3.5 112.2 | 116.3333
4.6 1.5 112.7 |116.3333
4.8 -0.5 112.8 |116.3333
5 -2.5 112.5 |116.3333
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Fuerza cortante miembro C-D

40

30

20

Ton

10

-10

L(x)

Momento flexionante miembro C-D

120 T T T T T T T

100

80 A

60

2 »

20 /

Ton*m

L(x)
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Ton

140

120

100

80

60

40

20

Fuerza normal miembro C-D

=== === 0=0==0=0=0=0=0==C0= =O==0=C=>

2 L 4

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4.5 5
L(x)
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2.- Del siguiente marco, determine: el valor de las reacciones en los soportes
mostrados, las funciones que describen la variacion de las acciones internas
(momento flexionante, fuerza cortante y fuerza normal) y dibuje los diagramas
correspondientes a estas.

5T/m
Curva de tercergrado

4T /m \ AT /m
2T /m

2T/m 2m

RDX
I RDY
I

4.5m !

2m 4.5m
Grado de indeterminacion del marco:
r+3m=3n+c

3+3(3)=34)+0

12 =12

Por lo tanto nuestro marco es estaticamente determinado y podemos
resolverlo con la simple aplicacion de las ecuaciones de equilibrio estatico:
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Procedimiento de andlisis:

En este caso proyectaremos la longitud de los elementos A-B y C-D hasta el punto
de interseccion al cual denotaremos como el punto “O” a partir del cual tomaremos
una sumatoria de momentos, nétese que RA (a pesar de sus componentes) y RDY
seran paralelos a “O” por lo que no generaran momento, de esta manera,
encontraremos una ecuacion que representa el valor de RDX, sin embargo, para
realizar una sumatoria de momentos con respecto a los ejes tanto “X” como “Y”
habra que obtener las componentes respectivas que inicialmente se encuentran
perpendiculares al eje del elemento A-B, dicho andlisis se verd con mas claridad
en los siguientes diagramas:

Definicion de la funcidon de la curva que actua a lo largo del elemento B-C
Como la curva es de tercer grado tendra la forma: y = ax® + bx + ¢
Tomando en cuenta nuestras condiciones de frontera
Si: x=0 y=5
x=4.5 y=2
x=9 y=4
5 = a(0)3 + b(0) + ¢ Tomando en cuenta la primera condicion evidentemente C=5
por lo tanto construiremos la funcion de la curva a partir de las siguientes dos
condiciones:
1.- a(4.5)% +b(4.5) = -3
2.-a(9)®+b09) =-1
De la ecuacion 2 despejamos a

—9p-1
3-a=
729

Sustituimos la ecuacién 3 en la ecuacion 1 y despejamos b

-9 -1 (729
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- ——4+45h=-3
8 8"
27 23
8 8
. 23
27

Sustituimos el valor de b en la ecuacién 3

-9(=%7)-1_ 20
729 2187

La funcién de la curva es:

Calculo de la carga que ejerce la curva Pc y su brazo de palanca x aislando el
miembro B-C

p _J"( 20 23 +5)d [ 5 23 +5] _51,
=) \z187* ~37* * = |a1g7 ™ T5a® 8, =7 Tom

° (20 5 23 [ 5 23 3+5x 207
f:fox(2187 ~57%+5) 217" "81T "7, 5 _69
9 20 . 23 2 5 23 K 51 17
J, (rg7x* — 772 + 5) |gqgyxt—5px2+5x] 7

Del siguiente diagrama:

Por trigonometria definimos “H"

2(11)

H= =11m

h=H—-2m=9m
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Ly =+/112 +112 = 11V2
Ly =+22422=2V2
Ly = 11V2 — 22 = 92

2T/m

2m

) 2V2 x4
Ty = sin 45° > = 4TON
2V2 x4
Ty = cos45° 5 = 4TON
51
P, = —=TON
2
Por trigonometria definimos .0
_H)e _. 2
Lx, = 2 —3M Lx2—2m—§m—§m :
L __43_\5)(2)_2 Ly, = 2 _A 2 ,~’  :
Yi="5n7 T3m Yo = em—am=gm !
L,/
L, i
S 20 23 +5g
YT 2187 T27t Y
/'/./ PL‘
y
Ly, i <
69 a 84 g
17" 7™
Ly,
RDX
®
IRDY
| |
4.5m ! 4.5m !
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ZM0=0

I 22 4 9Zm| — (LT ) (22) + (20 m) (2m) (10m)

17
+(11m)RDX = 0

(11m)RDX = (32T n) + (126 T/ n) — (40T )

4-90T0n/

= 490

RDX = =M 207, €—
11m 33

Z FX =0
RAX + (4-T0n/rnz)(2\/fm) (COS 450) _ (2 TOTl/m)(zm) _ %TOn/m =0

RAX = —4Ton + 4Ton + =T/,

RAX = %Ton —_—

ZMD:O

(11m)RAY — CmE g0 g5 fom 4 2} — (2Ton/,,) (%) 4

17
4Ton/ )(2v2m) [
2

(2Ton/,)(2m)(1m) + Cos45°] {

W |

m} =0
(11m)rAY =22Ton/, 126 Ton/y, 4 4Ton/,, _ 18Ton/

RAY =

490
= "/m _490 o T
11m 33
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ZFY=O

490 (4Ton/ ) (2v2m)
-§§—T0n-— > [Se

51
n 45°] — 7T0"/m +RDY =0

RDY = o67 T
=66 on

Verificando el valor de las reacciones:

chzo
(Fav-(GFo-0E)-oF)-G)FE) oo+ (F)e-o

Por lo tanto las reacciones obtenidas son correctas.
Deduccién de las funciones que describen la variacion de (momento

flexionante, fuerza cortante y fuerza normal) en el marco empleando el
metodo de secciones:

Miembro A-B 0<Y<2V2m
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Por trigonometria calculamos W

oAy
N

ZMP:O

SR

1

=2Y

V2
M1 = —TYB

_aM
17 dx,

Vy=——VY2
1 2

ZFx=O

N = (490)2+(490)2
' 33 33

N{ = —20.99982865Ton(compresion)

Valor de x | Valor del momento 1 | Valor del cortante 1
0 0 0
16 _
22 —?Ton «m 4\2Ton
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Miembro B - C 0<x<9Im

20_ 3 +5
y= x°——=x
4T /m 2187 27
Y
M,
N,
e o> N . >
Ly, B/ - -
/.. T, X S >< >
' : X x—x
Ly, L v,
RAX o
< Lx, Lx,
2 !
v / | RAY
| | |
| 2m | x |

Calculo de la carga transmitida por la parabola Pc y brazo de palanca x
aislando el miembro B-C

P_]x(zo , 23 +5)d_ 5 4 23, .
c= ) \2187" " 27" ¥ 2187 Tsdt T

2
foxx( 20,3 23x+5)dx 4 45 23,3, 50

7= 2187% ~ 27 _2187% "81 2
- ox( 20 5 23 -5 , 23,
fO (—2187X —ﬁx+5)dx Wx —5—4x + 5x

M+490( +2) 490(2) 4(2) 4( +2) (5 4 23 2+5>
2 * *73) 7 2187% Tt T

2m



4 5 23 5 52°

—x — —
©_ 2187 81 2 | _o
Lél_@ 2+5x
2187% ~54%
B 5 . 23 - 4 5+23 , 5x? +490 +980 980 8
2= 7\2187% T4 T2 T2187" Ts1t T2 33 733 733 3
_4 —_—
XT3
"o — x° L2 5 5x2+358 16
2772187 7162 T 2 " 3377 3
dM,
V, =
27 dx,
_— 5x* L2, . 358
27 72187 "54F T °*¥ T 33
Zszo
N+490+4—0
27 33 -

622 _
N, = —ﬁTon(compreswn)

Valor de x | Valor del momento 2 | Valor del cortante 2
0 16T 358T
— — * —
i P
7
om — 3 Ton*xm —ETon
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MIEMBRO C-D

RDX =

490
—V3 + (2)(Y) +¥ = 0

967

—N. R
31 %6

0

967 .
N3 = — ETon(compreswn)

33

Ton

179
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Valor de x | Valor del momento 3 | Valor del cortante 3
0 0 490T
33 on
2m 1112 622
— 3 Ton *m —ETon

Diagramas de momento flexionante, fuerza cortante y normal en el marco.

Miembro A-B 0<Y<2/2m
L(x) Cortante Momento Normal

0 0 0 -20.99982865
0.282842712 0.056568542 -0.005333333 -20.99982865
0.565685425 0.22627417 -0.042666667 -20.99982865
0.848528137 0.509116882 -0.144 -20.99982865
1.13137085 0.90509668 -0.341333333 -20.99982865
1.414213562 1.414213562 -0.666666667 -20.99982865
1.697056275 2.03646753 -1.152 -20.99982865
1.979898987 2.771858582 -1.829333333 -20.99982865
2.2627417 3.62038672 -2.730666667 -20.99982865
2.545584412 4.582051942 -3.888 -20.99982865
2.828427125 5.656854249 -5.333333333 -20.99982865
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Fuerza cortante miembro A-B

5
4 >
§ 3
2
1
0 |
0 0.5 1 1.5 2.5
L(x)
Momento flexionante miembro A-B
0 ¢ — l
0 05 —H5 25
-1
-2
£ k
N
-4
-5
-6

Ton
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Fuerza normal miembro A-B

"1
| 1i5 2|5
-5
-10
5
-15
-20
& ¢ ¢ ¢ ) 4 . ¢ ¢
-25
L(x)
Miembro B - C 0<x<9m
L(x) Cortante Momento Normal

0 10.84848485 -5.333333333 -18.84848485

0.5 8.45482344 -0.516358284 -18.84848485

1 6.272124538 3.156669576 -18.84848485

1.5 4.295244108 5.790088384 -18.84848485

2 2.515608763 7.484806917 -18.84848485

2.5 0.921215758 8.336589922 -18.84848485

3 -0.503367003 8.434343434 -18.84848485

3.5 -1.777000977 7.858400102 -18.84848485

4 -2.921976971 6.678804506 -18.84848485

4.5 -3.964015152 4.953598485 -18.84848485

5 -4.932265037 2.727106456 -18.84848485

5.5 -5.859305504 0.028220736 -18.84848485

6 -6.781144781 -3.131313131 -18.84848485

6.5 -7.737220456 -6.758611059 -18.84848485

7 -8.770399468 -10.88136509 -18.84848485

7.5 -9.926978114 -15.54955808 -18.84848485
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8 -11.25668205 -20.83717837 -18.84848485
8.5 -12.81266627 -26.84393446 -18.84848485
9 -14.65151515 -33.6969697 -18.84848485

15

10

Fuerza cortante miembro B-C

L(x)
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Ton*m

15
10

-10
-15
-20
-25
-30
-35
-40

Momento flexionante miembro B-C

aﬁiui—b*

L(x)

Ton

o & & N O

-10
-12
-14
-16
-18
-20

Fuerza normal miembro B-C

o9

6

1
2
I
1
2
I
1
2
I
1
2
I
1
2
I
1
2
I

L(x)
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MIEMBRO C-D 0<Y<2m

L(x) Cortante Momento Normal

0 -14.84848485 0 -14.65151515
0.2 -15.24848485 -3.00969697 -14.65151515
0.4 -15.64848485 -6.099393939 -14.65151515
0.6 -16.04848485 -9.269090909 -14.65151515
0.8 -16.44848485 -12.51878788 -14.65151515
1 -16.84848485 -15.84848485 -14.65151515
1.2 -17.24848485 -19.25818182 -14.65151515
14 -17.64848485 -22.74787879 -14.65151515
1.6 -18.04848485 -26.31757576 -14.65151515
1.8 -18.44848485 -29.96727273 -14.65151515
2 -18.84848485 -33.6969697 -14.65151515

Ton

Fuerza cortante miembro C-D

-12

-14

-16

-18

-20

L(x)
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Ton*m

-10

-15

-20

-25

-30

-35

-40

Momento flexionante miembro C-D

L(x)

Ton

-10

-12

-14

-16 | | | | | | | | | | )

Fuerza normal miembro C-D
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3.- Del siguiente marco, determine: el valor de las reacciones en los soportes
mostrados, las funciones que describen la variacion de las acciones internas
(momento flexionante, fuerza cortante) y dibuje los diagramas correspondientes a
estas, nétese que en el nudo C existe una articulacion de momento.

4T/m

T

2m

2m

187
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Grado de indeterminacion del marco:
r+3m=3n+c

4+34)=305B)+1

16 =16

Por lo tanto nuestro marco es estaticamente determinado y podemos
resolverlo con la simple aplicacion de las ecuaciones de equilibrio estatico:

Para dar solucion al problema planteado, se observa que el nudo C se conforma
de una articulacion a momento, a partir de la cual se puede plantear la ecuacion
de equilibrio Y, M = 0 sin embargo, nétese que al efectuar dicha condicion, ya sea
hacia el lado izquierdo o hacia el lado derecho del nudo, se obtiene una ecuacion
con dos incognitas, por definicién, de la manera antes mencionada no es posible
conocer las reacciones en los soportes mostrados, por lo que para dar solucién a
dicho marco, primero: se realizara una sumatoria de momentos a partir del nudo C
a la izquierda de este, como siguiente paso: se realizara una sumatoria de
momentos a partir del nudo E de todo el marco, de esta manera se construirq un
sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas en el cual se encuentra una
solucion unica que define las reacciones en el soporte A, como se observa en el
siguiente analisis:

Para facilitar la sumatoria de momentos, concentraremos las cargas en cada
miembro de la siguiente manera:

Miembros B-C y C-D
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Para el miembro B-C

FT, = (\/22—4-22 m) (2Ton/,)) = 4V2 Ton
Fx, = (4\/5 Ton)(cos 45°) = 4Ton

Fy, = (4\/5 Ton)(sen 45°) = 4Ton

Por trigonometria definimos:

Si 2 es a 2v/2 entonces: Lx; es a2

_2_
-2

Lxq 1m

Por trigonometria definimos:
Si 2 es a 2v/2 entonces: Ly, es a2

L 2v2 1
=—=1m
V1 2

Como los miembros A-B y C-D tienen dimensiones iguales entonces:
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Miembro A-B

(aTon/)(3m)

6T
> on

P1=

2T/ 2m)

> 2Ton

P,

L, = (%)(3m) =1m

1 2
Ly = %(Zm) = §m

15 5 10
Ly=—m—--m=—m

3 3 3
e
L1=1m
P, = 6Ton
‘._ ......................... y
12 = 10
= 3 m
P, =2Ton
h ................. A ,
RAX L3=—-m
2Tm_ \ 3




Miembro D-E

(aTon/)(1m)

2T
> on

P3=

_@3Ton/)em)

P, > 3Ton
1 1
L4=%)(1m)=§m
(1) 2
L6—T(2m)—§m
L _2 > =2
5—3m 3m— m

P, =3Ton

191

L4—1

L5 =2m

L6 ==m




z M; =0 alaizquierda del nudo

(2m)RAY + (7m)RAX + (2ton) (g m) — (6ton)(3m) — (4Ton)(1m) — (4Ton)(1m)
=0

40
2RAY + 7TRAX = g e e Ec.1

z Mg =0 todo el marco

(4m)RAY + (2m)RAX + (2ton) (g m) + (6ton)(2m) + (4Ton)(4m) — (4Ton)(3m)

—(4Ton)(1m) — (4Ton)(4m) — (2ton) (g m) + (3ton) (g m) =0

14
4RAY + 2RAX = g e e e Ec.2

Sistema de ecuaciones

40
2RAY + 7RAX = 3

14
4RAY + 2RAX = ?
Resolviendo el sistema:
RAY 1 T T
=—10n
4

RAX = %Ton «—

ZFY:O

1
ZTon —4Ton — 4Ton+ REY =0

192



11
— ?Ton — 2Ton + 6Ton + 4Ton — 4Ton — 2Ton + 3Ton — REX =0

REX = ZTon -—

Para verificar si las reacciones son correctas:

ZMD=O

G Ton) (4m) + (1—61 Ton) (5m) + (2Ton) (? m) — (6Ton)(1m) + (4Ton)(1m)
—(4Ton)(3m) — (4Ton)(1m) — (4Ton)(1m) + (2Ton) (% m) — (3Ton) (g m>

+ (? Ton) B3m)=0

Por lo tanto las reacciones calculadas son correctas.

Deduccidon de las ecuaciones de momento flexionante, fuerza cortante y
fuerza normal del marco.

Miembro A-B 0m <y <2m fo b,

T




Por trigonometria definimos:

1 0O

—V
i

Vv, = y2+2 L
1= Ty TAY T

_dM,

7 dx

Vv, = y2+2 L
1= Ty TAY T

+ -3 =0

+2-y)¥) =0

Valor de x | Valor del momento 1 | Valor del cortante 1
0 0 11T
19 263 =
Zm ?Ton *m ?Ton
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Miembro A-B 2m <y <5m

Por trigonometria definimos:

4(y —2)
h3=_3
4y — 8
h3= 3
ZMP=0 2m
é
11 Q@ 2 (4y3_ ) =2y -2 2T/m
—M2+? + y—§ + > ]—O
RAX =—Ton
M—11 foy—2 4y + 4 (4y_8)
=g Yt2y—3 (y y+4) 3
IRAY——Ton
M _11 +2 4 1(4 3 16 +16 8 +32 32)
R e A A A s At + s ke
M—11 +2 4 1(4 3 _8y%2+16 32)
2 = 6}’ y 376 33’ y y 3
M, = 2 +4 8 +16+11 42 4
=gy Yyt gt eyt -3
Iy _ 2 3+f 2+Z +f L(x) | Valor del momento 2 | Valor del cortante 2
2= gV T3V Yty om 19 23
?Ton*m ?Ton
71 13
V. =dM2 sm —Ton *m ——Ton
27 dx, 6 6
v 22,8 7
2= 73V T3V Te
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0<x<2VZm

Miembro B-C

3m

2m

3T/rQ

2T/m

4T/m

<
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Por trigonometria definimos

2x X

R
ZMP =0
e ) ) - @ )0l ) - )=

X 11x 55 2x 26 6x

—+—=—-—=—-6—x

My=——+—+—+—+
T4Z V2 6 N2 3 2

2

Yo — 2 23\/Ex+71
3= X 24 ' 6
dM,
V, = —=
3 dx
232
Vy=—2x— ——
24

L(x) | Valor del momento 3 | Valor del cortante 3
Om 71 —1.355287997Ton
—Ton*m
6
2\2m 0Ton *m —7.012142247Ton
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MiembroE-D 0<y<2m

hy h,

Por trigopnometria definimos:

3y

hl_?
3y
h2—3—7

3
(2)(}’)[23/] ( Sy)( )[y (19)( )=
4 2 3 2 )Y N2l 7 e )Y T
3 3 2
_y® 3y’ 3y® 19y
My = 2 s T3 6
3 2
o y? 3y 19y
M, = + 5
_dM,
7 dx
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Miembro E-D

Por trigonometria definimos:

h3:4'y—8

199

3y - ?
L(x) | Valor del momento 4 | Valor del cortante 4
om 0Ton *m 19
——Ton
6
7 1
2m —§Ton*m —ETon
2Zm <y <3m
Ns
M;
Vs
P hs
y-2m
A 3
y
2m
>
3T/m REX =—Ton




ZM,,:O

_MS_

19
Mg = —?y+3y

19

19

(g) (y)+@[y_§] (4y — 8)(y 2y - 2]

=0

2 ——(y —4y+4)(4y - 8)
1
2 —€(4y3 —8y? — 16y% + 32y + 16y — 32)

1
2 — A (4y3 — 24y% + 48y — 32)

M—19+3 22+4 8+16
5= T YTV T 37 y? — 8y 3
M, = 2 ‘4 49 +10
B PR e
_dM;
> dx
49
Vs =-2y*+8y ——
6
L(x) | Valor del momento 5 | Valor del cortante 5
7 1
Zm —§Ton*m —gTon
19 13
3m —?Ton*m —?Ton
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Miembro C-D 0m <y < 2vV2m

do
Qb
@\b\
i X'=
i (AR
é Im
; o y
; 2m
é 19
i [ _
; STy ———— R =g Ton

Por trigonometria definimos
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19\ / x 31\ / x BR2)rx 7N @GOMO/x 1
- (D) 9)+ GG B2 D)- G2 )
6/\V2 4)\\2 2 \yz 3 2 \y2 3
=0
M +31x 19x 19+3x+7 2x 2 )
= —_— —_ —_—_—_—X
T a2 &2 2 2 V2 3
67V2x 19
M6:—x2+ - —
24 6
dM,
Vg = ——
6 dx
%4 2x + 67
= —-2X _—
¥ 242
L(x) | Valor del momento 6 | Valor del cortante 6
om 19 3.948012862Ton
——Ton*m
6
2\V2m 0Ton *m —1.708841388Ton

)- @3]

Diagramas de momento flexionante y fuerza cortante en el marco.

Miembro A-B Om <y <5m

L(x) Cortante Momento
0.00000000 1.83333333 0.00000000
0.20000000 2.21333333 0.40533333
0.40000000 2.55333333 0.88266667
0.60000000 2.85333333 1.42400000
0.80000000 3.11333333 2.02133333
1.00000000 3.33333333 2.66666667
1.20000000 3.51333333 3.35200000
1.40000000 3.65333333 4.06933333
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1.60000000 3.75333333 4.81066667
1.80000000 3.81333333 5.56800000
2.00000000 3.83333333 6.33333333
2.20000000 3.80666667 7.09822222
2.40000000 3.72666667 7.85244444
2.60000000 3.59333333 8.58533333
2.80000000 3.40666667 9.28622222
3.00000000 3.16666667 9.94444444
3.20000000 2.87333333 10.54933333
3.40000000 2.52666667 11.09022222
3.60000000 2.12666667 11.55644444
3.80000000 1.67333333 11.93733333
4.00000000 1.16666667 12.22222222
4.20000000 0.60666667 12.40044444
4.40000000 -0.00666667 12.46133333
4.60000000 -0.67333333 12.39422222
4.80000000 -1.39333333 12.18844444
5.00000000 -2.16666667 11.83333333

5.00000000

4.00000000

3.00000000

2.00000000

1.00000000

0.00000000

0.

-1.00000000

-2.00000000

-3.00000000

Fuerza cortante

00—
o ™
: i
DO 0.50°1.00 50 [2.00° 2 3.000 350 :I\

L(x)
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14.00000000

12.00000000

10.00000000

Momento Flexionante

£ 8.00000000 /
.
[ =
= 6.00000000 /
4.00000000 /
2.00000000 /
0.00000000
0.50 1.00 1.50 2,00 250 3.00 350 400 450 5.00
L(x)
Miembro B-C 0m <y <2v2m
L(x) Cortante momento
0.00000000 -1.35528800| 11.83333333
0.28284271 -1.92097342 | 11.37000000
0.56568542 -2.48665885 | 10.74666667
0.84852814 -3.05234427 | 9.96333333
1.13137085 -3.61802970| 9.02000000
1.41421356 -4.18371512| 7.91666667
1.69705627 -4.74940055| 6.65333333
1.97989899 -5.31508597 |  5.23000000
2.26274170 -5.88077140| 3.64666667
2.54558441 -6.44645682 | 1.90333333
2.82842712 -7.01214225| 0.00000000
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Ton

Fuerza cortante
0.00000000

0.00 U.bU 1.0U 1.0U <.UU £.0U

w
o

-1.00000000

-2.00000000

-3.00000000

-4.00000000

-5.00000000

-6.00000000

-7.00000000 ~

-8.00000000

L(x)

Ton*m

Momento flexionante
14.00000000

12.00000000

10.00000000

8.00000000

6.00000000 h

4.00000000

2.00000000

0.00000000 X
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
L(x)
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Miembro C-D O0m<y<2V2m
L(x) Cortante momento
0.00000000 3.94801286 -3.16666667
0.28284271 3.38232744 -2.13000000
0.56568542 2.81664201 -1.25333333
0.84852814 2.25095659 -0.53666667
1.13137085 1.68527116 0.02000000
1.41421356 1.11958574 0.41666667
1.69705627 0.55390031 0.65333333
1.97989899 -0.01178511 0.73000000
2.26274170 -0.57747054 0.64666667
2.54558441 -1.14315596 0.40333333
2.82842712 -1.70884139 0.00000000
Fuerza Cortante
5.00000000
4.00000000 .\\
3.00000000
2.00000000
c \
(o]
'—
1.00000000
0.00000000
0.00 0.50 1.00 t .00
-1.00000000
-2.00000000
L(X)
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Momento flexionante

207

1.00000000
0.50000000 S
0.00000000 \
0.00 0.50 0 1.50 2.00 2.50 .00
-0.50000000
g -1.00000000 /
*
c
2 -1.50000000 /
-2.00000000 /
-2.50000000 /
-3.00000000 f
-3.50000000
L(x)
Miembro D-E Om<y<3m
L(x) Cortante momento
0.00 -3.16666667 0.00000000
0.20 -2.59666667 -0.57533333
0.40 -2.08666667 -1.04266667
0.60 -1.63666667 -1.41400000
0.80 -1.24666667 -1.70133333
1.00 -0.91666667 -1.91666667
1.20 -0.64666667 -2.07200000
1.40 -0.43666667 -2.17933333
1.60 -0.28666667 -2.25066667
1.80 -0.19666667 -2.29800000
2.00 -0.16666667 -2.33333333
2.00 -0.16666667 -2.33333333
2.20 -0.24666667 -2.37200000
2.40 -0.48666667 -2.44266667
2.60 -0.88666667 -2.57733333
2.80 -1.44666667 -2.80800000
3.00 -2.16666667 -3.16666667




Fuerza cortante
0.00000000

0.00 DO

o
U
q
[HEY

[uly
U
C

JU

N
w

-0.50000000 A

-1.00000000 7. a8

-1.50000000 /

Ton
N

-2.00000000 /

-2.50000000 /

-3.00000000 -/

-3.50000000

L(x)

Momento Flexionante
0.00000000 ‘

0. 0.50

-
D
D

-

T

o

N

N
o
w

-0.50000000 \

-1.00000000

-1.50000000 \

Ton*m

-2.00000000

-2.50000000

-3.00000000

-3.50000000

L(x)
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4.- Del siguiente marco, determine: el valor de las reacciones en los soportes
mostrados, las funciones que describen la variacion de las acciones internas
(momento flexionante, fuerza cortante y fuerza normal) y dibuje los diagramas
correspondientes a estas.

5T /m curva de 2° grado
Articulacion ;
i 3T/m
1T /m i
6T /m R i
\ B i C
\ i
\ !
\\ : 3m
3T/m :
_____________________ o -
3T/m| 1
.................... é""""""""""""' S 4
é 2m
i 1m
: RDX
..................... L [ _._._./
: 3m
IRDY

3m
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Calculo del grado de indeterminacion del marco:
r+3m=3n+c
4+33)=34)+1
13 =13
Por lo tanto nuestro marco es estaticamente determinado y podemos
resolverlo con la simple aplicacion de las ecuaciones de equilibrio estatico:
e YF=F,=0

o ZM=MR=0

1.- Construccion de la funcion que define la curva de 2° grado de la forma:
ax?+bx+c=0

Condiciones de frontera:

Si x=0 y=1
Si x=3 y=5
Si x=6 y=3

S: x=0 y=1:a(0)2+b(0)+c=1 Porlotanto: ¢ =1

Entonces:
a3)?2+bB)+c=4 .ccoovriiinnnn. Ec. 1
a(6)?+b(6)+c=2 .cociriiinnnn Ec. 2

De la ecuaciéon 2 despejamos “a”

—6b + 2

36 c.3

a =
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Sustituyendo la ecuacion “3” en la ecuacion “1” |, despejando “b”

()( 6b6+2)+3b:4

54b N 18+ 3 —
36 36 B

Sustituyendo el valor “b” en la ecuacion “3”

—6(Z)+2 1

Por lo tanto la funcion que describe la curva es:

- x2+7 +1
y=—3T3*

Calculo de la carga total que ejerce la curva (Py) y su brazo (x) de palanca
aislando el miembro B-C

6/ 42 7 x3  7x? °
Py:.’; (—?+§x+1)dx=l—3+T+xL=24T0n

7
_ f()( +3X+1)dx [ 1t 2]
X = _m
6 7 2 6 24 4
fO (—?+§x+1)dx [_?4_7%4_9{]
0
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z Mg = 0(a la izquierda de la articulacion)

(10Ton/ ) (am) 22 (3Ton/,))(4m) 113
sonteng LT 2T 1,

Ton m
e R

440
10m(RAX) = —TTon xm — 26Ton *m — 16Ton *xm

566

———Ton*m 283
RAX=—2——=—-"Ton €
10m 15

Z Mp = 0 (De todo el marco)

(1070 ) (4m) [1 m] , 370 m)am) [§ m]
3 2 3

6 (RAY)+283T (3m)
m 15 onlom >

n (6 Ton/;n)(4m) [g m] — (24Ton) (6m - %m) - (37;:;”) (7m) (% m) =0

283 20
6m(RAY) = —TTon *m + ?Ton *m — 16Ton *m — 68Ton *m + 66Ton *xm

147
+—Ton*m
2
ﬂTon*m 167
RAY =32 = Ton T
m 180

167T 24Ton+ RDY =0
180 " on =

epy - 153 T
~71g0 "
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ZFX=0

T T T
283 +(10 On/m)(4m)+(3 On/m)(4m)+(6 On/m)(4m)_<377‘:lm> (7m)

g 1o 2 2 2
—RDX =0

RDX = —%Ton —

Marco en equilibrio estatico

Articulacion .
6T /m !
B i c
i 3m
3T /m >
i 3T/m| 1m
é 2m
. rpx =287 tm
15 " \
: ! 3m
éRDY—4153T I
=180 " I
................... }-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—?-—-—-—-—-—-—

180

167 5

RAY = —Ton i
|

|

3m
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Para verificar si las reacciones obtenidas son correctas partiremos del principio: Si
un sistema bajo la accion de un sistema de fuerzas externo se encuentra en
equilibrio, cualquier punto de este esté en equilibrio, dicho lo anterior, realizaremos
una sumatoria de momentos con respecto al punto C (nudo C).

ZMC=0

(% Ton) (6m) + (% Ton) (10m) — (20Ton) (% m> — (6ton) (? m)
—(12Ton) (§m> — (24Ton) (% m) + (21Ton) (; m) — (2 Ton) (7m) =0

Demostrado lo anterior, el teorema mencionado se cumple, entonces podemos
asegurar que las reacciones calculadas en los soportes son correctas.

Deduccion de las ecuaciones que describen la variacidon de las acciones
internas del marco: Momento flexionante, fuerza cortante y fuerza axial.

Miembro A-B Om<y<3m

6
RAY = ——T
I 180 "
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Por trigonometria definimos:

h_5
1—2)’

ZM,,:O

283 (%y) ) [X] o

Ay TS

. — 5 5, 283
1= 712Y 15

M,
7 dx
5 283

V,=—2y2 4222
1= "3V T 15

3

2 15
v _ 50,283
1= 7Y s
ZFy =0
N+167—0 N. = 167T « jon)
1+t 750~ 1= ~Tg0 on (Compresion
L (x) | Valor del momento 1 | Valor del cortante 1
Om 0 283T
907 155 =
3m 457
—T _—
20 on*m 0 Ton
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Miembro A-B 3Im<y<4m

n 5

1—23’
3y 9

h2=% "3

283 (%Y)(Y)y (%Ty_%)(y_3)y—3
2 [§]_ ]

15 7~

vo_ 5 5, 283 1<3y 9>(2 649
2=V T Y T e\a TV T

oo 55,283 1 3y3 18 ), 279, 54 8l
2TV T Y Te\Te Ty T Y Ty TV T




— _ ___~3 _ _ 1 _ 52 _ _
My==3Y" 15775 Yoty

5 283 1/3y% 27 81 81
4 4 4 4

o _ 5 . 283 y3+92 27 27
2= 7127 T 5 g '8 8”73

13 9 1859 27

— "3 N2 -
My==22Y T8y T 1207 "3
M,
y, =222
2 dx
L __13 , 9 1859
2= 78 Y TV T 120
> B =0
N, + 287 g
27180
P o)
2 = 180 on OmpreSlon

L (x) | Valor del momento 2 | Valor del cortante 2
3m 907 457

—T S

20 on*m 50 Ton
4m 1947 181

20 Ton *m - mTon
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Miembro A-B dm<y<6m

N3

Por trigonometria definimos:

3y 9
h2=% "3
ZM,,:o

3y 9

M+(283>() (10)(4)[ 8] (Ty—z)(y—3)y—3]_
3T\ 15 /)Y 2 |73 2 3 |-
283 160 1(3y 9)(2 649

3T 5 Y T AV T3 T\ Ty VY T
. _ 283 oy 4 160 1/3y3 18 ,,27 9, 54 81
T Y 6\ 2 27 TV Ty TV Ty




_283 160 1 3y3 27 ,, 81 81
3T 5 Y T AV T 3T T\ T2 TV T,
283 160 y3+9 27 27
3T 5 Y T AV T3 T g gy TV Ty
. y3+9 ,_ 541 1361
3 g8 '8 1200 " 22
dM,
V, =
3 dx
po_ 3,9 541
37=78Y 1Y 120
ZFyzo
N+ 287 g
37180
v _ 167 © on)
3 = 180 on Ompreswn
L (x) | Valor del momento 3 | Valor del cortante 3
Am 1947 181
20 Ton*m —EOTon
6m 5179 541
* — —
120 onrm 120 "
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Miembro A-B 6m<y<7m

IRAY— 67
180 "

Por trigopnometria definimos:

=2
S My =0

283 (10)@) [ 8 (%Ty—%)(y—3)y—3
_M4+(E)(Y)_ 2 [y_§_ 2 3
(F-9)o-9p-6
N 2 3 ]:0

e
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- y3+9 , 541 +1361 1(2 12 +36)<3y 9)
+= 7878y T1207 T 22 &Y Y 2
m, =y 2 e B 1361 L3y et ycay—9y? 4108y — 324
+T 78y T1207 T 22 6\ 2 Y y—2y y
M=l 2y S 1301 LY e 16ay - 324
+= 78Ty T1207 T 24 6\ 2 Y Y
3 3 2
y> 9 541 1361 y° 9y
M,=—2—42y2_ 22 2227 Y 2 97,454
4 g t8Y "1207 T 22 "2t y+5
" — 3y3+4-5 , 3781 2657
+=7g " gY "1207 " 24
dM,
V., =
4 dx
o 9., 45 3781
+=78Y T2V " 120
ZFy=0
N, + 87 _ g
7180
Nl 167 e on)
1+ = —7ggTon (Compresion
L (x) | Valor del momento 4 | Valor del cortante 4
6m 5179 541
120 Ton*m —mTon
7m 743, 473
— * — —
20 on*m 60 on
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Miembro A-B m<y<10m

3y
283 10)@ [ 81 @y 17 (——9) y=6y—6
+(E)(y)_ 2 [y_§_ 2 [y_?_ — ys ]:o
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283

M. = —
>7 15

283

M5 = 20 +160 6y + 34
5—15)’ y 3 y

283

M: =
5715 3

283

M5 = 20 +160 6y + 34
5—15)’ y 3 y

160
c y—20y+———6y+ 34—

N

s
5

Cth

y3

4

160 3y

—y— 20y+T—6y+34——(y —12y+36)< 9)

% — 18y% 4+ 54y —9y* 4+ 108y — 324>
y?

9
—+T—27y+54

Mo — y3+9y2 512 +424
ST 72 15773
dMs
Ve = —2
> dx
Vs = 2 4 gy 212
25"
Ny ++ol = g
> 7180
N — 167T c )
5 = 180 on ompreswn
L (x) | Valor del momento 5 | Valor del cortante 5
743T 473T
m ﬁ on*m —E on
10m 287
—ETOTl
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Miembro B-C om<x<oéem

Articulacion

6T /m

| —

Ray = 871
“180 "

ZMP:O

—Mg + (%) (x) + (% Ton) (10m) — (20Ton) (%m) — (6ton) (? m)

x 2 7
—(12Ton)(§m)_jx<_£+zx+1>dx x—fo(x)<_%+§x+1>dx =0
0

3 3 x x% 7
fO (—?+§X+ 1>dx
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x*  7x3  x?
Mg = — —26—16 — x —

=180t 3 "3 gt X X3 7x2
—@+T+x

_dM,
67 dx
V_y3 7x? +167
6“9 " "6 *T1s0

283
Ng — ETon + 20Ton + 6Ton + 12Ton = 0

287

Ng = — 15 Ton (Compresion)

L (x) | Valor del momento 6 | Valor del cortante 6
Om 0 167T
180 "
6m 1813 4153
- T - T
30 on*m 180 on
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Miembro C-D Om<y<7m

P
y
RDX = —Ton
D
rpy — 1153 I
180 "
ZMP = 0
28 8%
My + 2y =) (3) =0
3 , 28
B dM,
7T dx
28
V7 = —3x+1_5
Sk =0
4153 _
77180
o

226




4153

N, =— 180 Ton (Compresion)
L (x) | Valor del momento 7 | Valor del cortante 7
om 0 §T0n
15
7m 1813 287
~ 30 Ton*m —ETon

Diagramas de momento flexionante, Fuerza Cortante y fuerza axial en el

marco.
Miembro A-B Om<y<10m

L(x) Cortante Momento Axial

0 18.86666667 0.00000000 0.00000000
0.2 18.81666667 3.77000000 -0.92777778
0.4 18.66666667 7.52000000 -0.92777778
0.6 18.41666667 11.23000000 -0.92777778
0.8 18.06666667 14.88000000 -0.92777778

1 17.61666667 18.45000000 -0.92777778
1.2 17.06666667 21.92000000 -0.92777778
14 16.41666667 25.27000000 -0.92777778
1.6 15.66666667 28.48000000 -0.92777778
1.8 14.81666667 31.53000000 -0.92777778

2 13.86666667 34.40000000 -0.92777778
2.2 12.81666667 37.07000000 -0.92777778
2.4 11.66666667 39.52000000 -0.92777778
2.6 10.41666667 41.73000000 -0.92777778
2.8 9.06666667 43.68000000 -0.92777778
3 7.61666667 45.35000000 -0.92777778
3.2 6.05166667 46.71900000 -0.92777778
3.4 4.35666667 47.76200000 -0.92777778
3.6 2.53166667 48.45300000 -0.92777778
3.8 0.57666667 48.76600000 -0.92777778
4 -1.50833333 48.67500000 -0.92777778
4.2 -1.67333333 48.35733333 -0.92777778
4.4 -1.86833333 48.00366667 -0.92777778
4.6 -2.09333333 47.60800000 -0.92777778
4.8 -2.34833333 47.16433333 -0.92777778
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5 -2.63333333 46.66666667 -0.92777778
5.2 -2.94833333 46.10900000 -0.92777778
5.4 -3.29333333 45.48533333 -0.92777778
5.6 -3.66833333 44.78966667 -0.92777778
5.8 -4.07333333 44.01600000 -0.92777778

6 -4.50833333 43.15833333 -0.92777778
6.2 -5.00333333 42.20866667 -0.92777778
6.4 -5.58833333 41.15100000 -0.92777778
6.6 -6.26333333 39.96733333 -0.92777778
6.8 -7.02833333 38.63966667 -0.92777778

7 -7.88333333 37.15000000 -0.92777778
7.2 -8.21333333 35.54133333 -0.92777778
7.4 -8.60333333 33.86066667 -0.92777778
7.6 -9.05333333 32.09600000 -0.92777778
7.8 -9.56333333 30.23533333 -0.92777778
8 -10.13333333 28.26666667 -0.92777778
8.2 -10.76333333 26.17800000 -0.92777778
8.4 -11.45333333 23.95733333 -0.92777778
8.6 -12.20333333 21.59266667 -0.92777778
8.8 -13.01333333 19.07200000 -0.92777778
9 -13.88333333 16.38333333 -0.92777778
9.2 -14.81333333 13.51466667 -0.92777778
9.4 -15.80333333 10.45400000 -0.92777778
9.6 -16.85333333 7.18933333 -0.92777778
9.8 -17.96333333 3.70866667 -0.92777778
10 -19.13333333 0.00000000 0.00000000

25.00000000
20.00000000
15.00000000
10.00000000
5.00000000
0.00000000
-5.00000000
-10.00000000
-15.00000000
-20.00000000
-25.00000000

Fuerza Cortante

mz

L(x)




Ton*m

60.00000000

50.00000000

40.00000000

30.00000000

20.00000000

10.00000000

0.00000000

Momento flexionante

o‘:*l |

L(x)

10

Ton

Fuerza axial

o4

==

L(x)
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Miembro B-C

Om<x<é6m

L(x) Cortante Momento Axial

0 0.92777778 0.00000000 -19.13333333
0.2 0.68200000 0.16248889 -19.13333333
0.4 0.34822222 0.26693333 -19.13333333
0.6 -0.06822222 0.29626667 -19.13333333
0.8 -0.56200000 0.23448889 -19.13333333
1 -1.12777778 0.06666667 -19.13333333
1.2 -1.76022222 -0.22106667 -19.13333333
14 -2.45400000 -0.64151111 -19.13333333
1.6 -3.20377778 -1.20640000 -19.13333333
1.8 -4.00422222 -1.92640000 -19.13333333
2 -4.85000000 -2.81111111 -19.13333333
2.2 -5.73577778 -3.86906667 -19.13333333
2.4 -6.65622222 -5.10773333 -19.13333333
2.6 -7.60600000 -6.53351111 -19.13333333
2.8 -8.57977778 -8.15173333 -19.13333333
3 -9.57222222 -9.96666667 -19.13333333
3.2 -10.57800000 -11.98151111 -19.13333333
3.4 -11.59177778 -14.19840000 -19.13333333
3.6 -12.60822222 -16.61840000 -19.13333333
3.8 -13.62200000 -19.24151111 -19.13333333
4 -14.62777778 -22.06666667 -19.13333333
4.2 -15.62022222 -25.09173333 -19.13333333
4.4 -16.59400000 -28.31351111 -19.13333333
4.6 -17.54377778 -31.72773333 -19.13333333
4.8 -18.46422222 -35.32906667 -19.13333333
5 -19.35000000 -39.11111111 -19.13333333
5.2 -20.19577778 -43.06640000 -19.13333333
5.4 -20.99622222 -47.18640000 -19.13333333
5.6 -21.74600000 -51.46151111 -19.13333333
5.8 -22.43977778 -55.88106667 -19.13333333
6 -23.07222222 -60.43333333 -19.13333333
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Fuerza cortante

5.00000000

0.00000000

-5.00000000

S '
° -10.00000000 N

-15.00000000

-20.00000000

-25.00000000

L(x)

Momento flexionante

10.00000000

0.00000000

-10.00000000

-20.00000000

-30.00000000

Ton*m

-40.00000000

-50.00000000

-60.00000000

-70.00000000

L(x)
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0.00000000

Fuerza axial

o

-5.00000000
-10.00000000
S

-15.00000000

-20.00000000 +—+—"F"—"F"F+—"F"—"F"T"FT"—"F"—"F+H—+—F"F"—"F+"T"FT"+—"F+—+—"F"

-25.00000000

L(x)
Miembro C-D Om<y<7m

L(x) Cortante Momento Axial
0 1.86666667 0.00000000 0.00000000
0.2 1.26666667 0.31333333 -1.86666667
0.4 0.66666667 0.50666667 -1.86666667
0.6 0.06666667 0.58000000 -1.86666667
0.8 -0.53333333 0.53333333 -1.86666667
1 -1.13333333 0.36666667 -1.86666667
1.2 -1.73333333 0.08000000 -1.86666667
14 -2.33333333 -0.32666667 -1.86666667
1.6 -2.93333333 -0.85333333 -1.86666667
1.8 -3.53333333 -1.50000000 -1.86666667
2 -4.13333333 -2.26666667 -1.86666667
2.2 -4.73333333 -3.15333333 -1.86666667
24 -5.33333333 -4.16000000 -1.86666667
2.6 -5.93333333 -5.28666667 -1.86666667
2.8 -6.53333333 -6.53333333 -1.86666667
3 -7.13333333 -7.90000000 -1.86666667
3.2 -7.73333333 -9.38666667 -1.86666667
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34 -8.33333333 -10.99333333 -1.86666667
3.6 -8.93333333 -12.72000000 -1.86666667
3.8 -9.53333333 -14.56666667 -1.86666667
4 -10.13333333 -16.53333333 -1.86666667
4.2 -10.73333333 -18.62000000 -1.86666667
4.4 -11.33333333 -20.82666667 -1.86666667
4.6 -11.93333333 -23.15333333 -1.86666667
4.8 -12.53333333 -25.60000000 -1.86666667
5 -13.13333333 -28.16666667 -1.86666667
5.2 -13.73333333 -30.85333333 -1.86666667
54 -14.33333333 -33.66000000 -1.86666667
5.6 -14.93333333 -36.58666667 -1.86666667
5.8 -15.53333333 -39.63333333 -1.86666667
6 -16.13333333 -42.80000000 -1.86666667
6.2 -16.73333333 -46.08666667 -1.86666667
6.4 -17.33333333 -49.49333333 -1.86666667
6.6 -17.93333333 -53.02000000 -1.86666667
6.8 -18.53333333 -56.66666667 -1.86666667
7 -19.13333333 -60.43333333 -1.86666667
7 -19.13333333 -60.43333333 0
Fuerza cortante
5.00000000

<4
0.00000000 \

-5.00000000

T~

§ -10.00000000

-15.00000000

-20.00000000

-25.00000000

L(x)




Ton*m

10.00000000

0.00000000

-10.00000000

-20.00000000

-30.00000000

-40.00000000

-50.00000000

-60.00000000

-70.00000000

Momento flexionante

L(x)

Ton

Fuerza axial

0.00000000

-0.20000000

o4

-0.40000000

-0.60000000

-0.80000000

-1.00000000

-1.20000000

-1.40000000

-1.60000000

-1.80000000

-2.00000000

L(x)
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5.- Del siguiente marco, determine: el valor de las reacciones en los soportes
mostrados, las funciones que describen la variacion de las acciones internas
(momento flexionante, fuerza cortante y fuerza normal) y dibuje los diagramas

correspondientes a estas.

Curva de 5° Grado

15T/m/

d

/7

10T /m

Grado de indeterminacion del marco:
r+3m=3n+c
3+33)=34)+0

12 =12

Por lo tanto nuestro marco es estaticamente determinado y podemos
resolverlo con la simple aplicacion de las ecuaciones de equilibrio estatico.
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Deduccion de la funcién de la curva:
y=ax®>+bx+c

Condiciones de tontera:

Si x=0 y=0

Si x=5 y=8

Si x=10 y=15

De la primera condicién: 0 = a(0)>+ b(0)+c ~ ¢=0
a(5)°>+b(5)=8.........Ec. 1

a(10)®> + b(10) = 15 ... .........Ec.2

De la ecuacién 1 despejamos “a”

_ —10b +15 o3
a = 105 Y s 4
Sustituyendo la ecuacion “3” y despejando el valor de “b”

241

b=150

Sustituyendo el valor de “b” en la ecuacion “3”

-1
a=
93750
. ) _ . x 241
Lafuncion delacurva: y = 53750 T 150 X

Calculo de la carga total de la curva P, y su brazo de palanca x aislando el

miembro B-C

po_ (X [ a0 o
¢ =) oz750 T 1500 ¥ =

T 562500 T 300° .
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7 10

10 x5 241 4 241 5 32780
f:fo () (—g3755 + T5g ) dx ~ 656200 * 750 o _ 63 _ 295020
__x> 24l x6 241 1 707 44541
Jo 53750 + 150) &~ ‘562500+300"2 9

Concentracion de cargas y célculo de su brazo de palanca en los miembros A-B y
C-D:

Miembro A-B

Ly,

Ly,

Lx, Lx,

Del Diagrama anterior:

L =+/42 + 42 = 42m

b= (D) (5) =
b= (00 5) =
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T = w = 10v2Ton

FT, = (Sen45°)(10v2) = 10Ton
FT, = (Cos45°)(10v2) = 10Ton

Por trigopnometria deducimos:

8v2
(T) (4) 3
SN, B

Lx, =4m—-—m =~
X1 m-gm=gm

42
(o

Ly,=~—2
y2 4\/7 3

4

Ly1=4m—§m= m

3

Miembro C-D Lx,

Ly,

Ly,




Del Diagrama anterior:

L =142 + 42 = 4\2m

_H2_

2V2
=22

La:Lb

FT = (10)(4V2) = 40V2Ton
FT, = (Sen45°)(40v2) = 40Ton
FT, = (Cos45°)(40V2) = 40Ton
Por trigonometria deducimos:

_(@(av2)
Lx, = —4\/2 =2

Lx, =4m —2m =2m

_(@(4V2)
V1= —4\/5 =2m

Ly, =4m —2m =2m
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Marco con cargas concentradas

2m 2m
295020
44541 " )1/ 707 .

9

2m

+40Ton

2m

RDX

A 40Ton
I RDY
~

4im 2m 4m

Calculo de las reacciones en los soportes.

>

2m)RAY + (10T (14 )+ 10T (8 >+<707T )(295020 6 )
(2m) (10Ton) 3 m |+ (10Ton) 3m 3 on 44541 m—6m

—(40Ton)(2m) — (40Ton)(2m) =0

(— —140 — —80 — —3086 + 80 + 80) Ton *m 2374 Ton*m
_ 3 3 63 _ 63
RAY = =

2m 2m
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RAY = 2% Ton T
63

>

RDY +

1187 707

63 Ton — 9—T0n + 10Ton + 40Ton =0

RAY = ?Ton T

.
—RDX + 10Ton — 40Ton = 0

RDX = -30Ton ——>

Verificando las reacciones calculadas.

YM:=0
(1?;7 Ton) (6m) + (10Ton) (? m) — (10Ton) (g m) - (g Ton)
( 295020 68
m — 44541 m) + (40Ton)(2m) + (40Ton)(2m) + (7 Ton) (4m)

—(30Ton)(4m) =0
Como la siguiente condicion se cumple:
XM =0

Las reacciones calculadas en los soportes son correctas.
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Marco en equilibrio estatico.

A
Y=793750 " 150~

E CR
5T/m i i

! : 4m

i T N L _______
E 1187 : I RDY = —Ton :
i RAY = Ton i ; i
4m 1m im 4m -
Calculo de las ecuaciones de Momento flexionante, Fuerza cortante y Fuerza
axial
Ny Vi

Miembro A-B 0<y<4/2m

Por trigopnometria definimos:

5
hlz_y
42

1187) 11872

RA, = (Sen45°
y = (Sen45 )( 63 126

RA,

1187) 11872

63 126 1187 .

RA, = (Cos45°)(
RA="53
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y. = 5VZ 5 11872
1= "8 7Y 126 ~

_dM1
7 dx

15V2 , 1187V2
28 7 T 126

ESP;=()

_ 15V2 , 1187V2
17 48 126

1=—

1187v2 _

1+t 178

1187V2
126

1= Ton (Compresion)

L (x) | Valor del momento 1 | Valor del cortante 1

0om 0 —13.32278967Ton

44/2m | —102.031746Ton *m | —27.46492529Ton
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Miembro B-C 0<x<10m

A
Y=793750 " 150~

Mot (111286 ) (x =4 +(10) (x N %) -0 ( ) (Jox N 9;7550 * %x dx)

x x5 L 241
o O a7y T dx ) _
s 241

X
Jo (— 93780 + 150 d*

_ 1187 4748 40 40 X0 2,
2T T 06 ¥ T ey YT XT3 TR 562500 ' 300
241
~ 56200 T 450~
__ x5 241
562500 ' 300~

im
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3

_ 187 eas (o 24 2
2= 7926 ¥ 763 656200 450 562500 @ 300"
Mo = x’ N x7 L2415 241 . 1817 6428
2= T 556200 ' 562500 450 300" ' 63 © 63
_dm,
27 dx
_ 7x° N 7x° L2241, 241 , 1817
27 T 656200 ' 562500 ' 150" 100" ' 63

ZF,C:O
N, +10 =0

N, = —10Ton (Compresion)

L (x) | Valor del momento 2 | Valor del cortante 2

Om | —102.031746Ton *m 28.8412698Ton

10m 552 —49.71509847Ton
- T Ton *xm

Miembro C-D 0<y<4/2m

RDX = 30Ton
RDXy

RDY,
RDYy I Y
68
RDY = 7 Ton
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RDXy = (Sen45°)(30) = 15vV2

RDXy = (Cos45°)(30) = 15v2

68\ 342
RDY, = (Sen45°) (—) =

7 7

68\ 342
RDYX = (COS45°) (7) = T

ZM,,:O

—M; + (15v2)(y) — <£) ) — 10 ) (%)
M; =-5y% + #ﬁy
Z F, =0

34V2

N3+15\/§+T=0

N; = —28.08224074Ton (Compresion)

L (x) | Valor del momento 2 | Valor del cortante 2
Om 0Ton *m 712
7 Ton
552 —
4\2m ~22Tonm 42.22437636Ton

246




Miembro A-B

Diagramas de momento flexionante, fuerza cortante y fuerza axial en el

marco.
0<y<4V/2m
L(x) Cortante Momento Normal
0.00000000 -13.32278967 0.00000000 -13.32278967
0.28284271 -13.35814501 -3.77158730 -13.32278967
0.56568542 -13.46421103 -7.56317460 -13.32278967
0.84852814 -13.64098772 -11.39476190 -13.32278967
1.13137085 -13.88847510 -15.28634921 -13.32278967
1.41421356 -14.20667315 -19.25793651 -13.32278967
1.69705627 -14.59558188 -23.32952381 -13.32278967
1.97989899 -15.05520128 -27.52111111 -13.32278967
2.26274170 -15.58553137 -31.85269841 -13.32278967
2.54558441 -16.18657213 -36.34428571 -13.32278967
2.82842712 -16.85832358 -41.01587302 -13.32278967
3.11126984 -17.60078570 -45.88746032 -13.32278967
3.39411255 -18.41395850 -50.97904762 -13.32278967
3.67695526 -19.29784197 -56.31063492 -13.32278967
3.95979797 -20.25243613 -61.90222222 -13.32278967
4.24264069 -21.27774096 -67.77380952 -13.32278967
4.52548340 -22.37375647 -73.94539683 -13.32278967
4.80832611 -23.54048266 -80.43698413 -13.32278967
5.09116882 -24.77791953 -87.26857143 -13.32278967
5.37401154 -26.08606707 -94.46015873 -13.32278967
5.65685425 -27.46492529 -102.03174603 -13.32278967
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0.00000000

-5.00000000

-10.00000000

§ -15.00000000

-20.00000000

-25.00000000

-30.00000000

Fuerza Cortante

0.00 1.00

L(x)

Ton*m

0.00000000

-20.00000000

-40.00000000

-60.00000000

-80.00000000

-100.00000000

-120.00000000

Momento flexionante

0.00

f 4
3

L(x)
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Fuerza Axial
0 ¢
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 .00
-2
-4
-6
c
O
[
-8
-10
-12
-14
L(x)
Miembro B-C 0<x<10m
L(x) Cortante Momento Normal
0.00 28.84126984 -102.03174603 -10.00000000
0.20 28.80913651 -96.26563429 -10.00000000
0.40 28.71273652 -90.51237587 -10.00000000
0.60 28.55206992 -84.78482412 -10.00000000
0.80 28.32713697 -79.09583233 -10.00000000
1.00 28.03793828 -73.45825371 -10.00000000
1.20 27.68447515 -67.88494131 -10.00000000
1.40 27.26674989 -62.38874780 -10.00000000
1.60 26.78476632 -56.98252525 -10.00000000
1.80 26.23853028 -51.67912478 -10.00000000
2.00 25.62805023 -46.49139608 -10.00000000
2.20 24.95333798 -41.43218684 -10.00000000
2.40 24.21440942 -36.51434198 -10.00000000
2.60 23.41128544 -31.75070278 -10.00000000
2.80 22.54399281 -27.15410573 -10.00000000
3.00 21.61256525 -22.73738133 -10.00000000
3.20 20.61704451 -18.51335253 -10.00000000
3.40 19.55748157 -14.49483303 -10.00000000
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3.60 18.43393791 -10.69462531 -10.00000000
3.80 17.24648684 -7.12551839 -10.00000000
4.00 15.99521496 -3.80028533 -10.00000000
4.20 14.68022366 -0.73168041 -10.00000000
4.40 13.30163072 2.06756398 -10.00000000
4.60 11.85957200 4.58474079 -10.00000000
4.80 10.35420317 6.80717206 -10.00000000
5.00 8.78570159 8.72221315 -10.00000000
5.20 7.15426819 10.31725719 -10.00000000
5.40 5.46012953 11.57974001 -10.00000000
5.60 3.70353985 12.49714553 -10.00000000
5.80 1.88478324 13.05701142 -10.00000000
6.00 0.00417592 13.24693537 -10.00000000
6.20 -1.93793146 13.05458170 -10.00000000
6.40 -3.94115139 12.46768853 -10.00000000
6.60 -6.00505698 11.47407535 -10.00000000
6.80 -8.12917943 10.06165118 -10.00000000
7.00 -10.31300533 8.21842324 -10.00000000
7.20 -12.55597393 5.93250609 -10.00000000
7.40 -14.85747430 3.19213143 -10.00000000
7.60 -17.21684246 -0.01434161 -10.00000000
7.80 -19.63335835 -3.69841554 -10.00000000
8.00 -22.10624277 -7.87144299 -10.00000000
8.20 -24.63465427 -12.54461460 -10.00000000
8.40 -27.21768585 -17.72894619 -10.00000000
8.60 -29.85436167 -23.43526538 -10.00000000
8.80 -32.54363368 -29.67419744 -10.00000000
9.00 -35.28437809 -36.45615052 -10.00000000
9.20 -38.07539187 -43.79130015 -10.00000000
9.40 -40.91538902 -51.68957302 -10.00000000
9.60 -43.80299695 -60.16063001 -10.00000000
9.80 -46.73675257 -69.21384852 -10.00000000
10.00 -49.71509847 -78.85830394 -10.00000000
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Fuerza Cortante
40.00000000

30.00000000

20.00000000

10.00000000

0.00000000

=

§ -10.00000000 : C i : T : N

-20.00000000

-30.00000000

-40.00000000

-50.00000000

-60.00000000

L(x)

Momento flexionante
20.00000000

0.00000000

0.00 .002.003.00 00 5.00 6.00 7.00

[

-20.00000000
g -40.00000000
*
c
o
F  .60.00000000

-80.00000000 1(‘

-100.00000000

-120.00000000

L(x)
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Fuerza Axial
0
0.001.00 - 2.00 - 3.00 400 500 6.00 DO 8.00 - 9.0010[00
-2
-4
§ 6
-8
210 OO OO O OO SO SO OSSOSO
-12
L(X)
Miembro A-B 0<y<4/2m
L(x) Cortante Momento Normal

0.00 14.34416613 0.00000000 -28.08224074

0.28 11.51573901 3.65714286 -28.08224074

0.57 8.68731188 6.51428571 -28.08224074

0.85 5.85888476 8.57142857 -28.08224074

1.13 3.03045763 9.82857143 -28.08224074

141 0.20203051 10.28571429 -28.08224074

1.70 -2.62639662 9.94285714 -28.08224074

1.98 -5.45482374 8.80000000 -28.08224074

2.26 -8.28325087 6.85714286 -28.08224074

2.55 -11.11167799 4.11428571 -28.08224074

2.83 -13.94010511 0.57142857 -28.08224074

3.11 -16.76853224 -3.77142857 -28.08224074

3.39 -19.59695936 -8.91428571 -28.08224074

3.68 -22.42538649 -14.85714286 -28.08224074

3.96 -25.25381361 -21.60000000 -28.08224074

4.24 -28.08224074 -29.14285714 -28.08224074

4.53 -30.91066786 -37.48571429 -28.08224074

4.81 -33.73909499 -46.62857143 -28.08224074
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5.09

-36.56752211

-56.57142857

-28.08224074

5.37

-39.39594924

-67.31428571

-28.08224074

5.66

-42.22437636

-78.85714286

-28.08224074

Ton

20.00000000

Fuerza Cortante

10.00000000

0.00000000

0.

(=)
(@]

[
=
o
C

w
C
C

.00

(o)}

-10.00000000

-20.00000000

-30.00000000

-40.00000000

-50.00000000

L(x)

Ton*m

20.00000000

Momento Flexionante

10.00000000

0.00000000

0.00

-10.00000000 -

-20.00000000

-30.00000000

-40.00000000

-50.00000000

-60.00000000

-70.00000000

Py

-80.00000000

-90.00000000

L(x)
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Ton

-10

-15

Fuerza Axial

Iy

.00

N

DO 3.00

00

o

DO

L 3

4

L 3

L 3
4
L 3
L 2

L 4

L 2

L(x)
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Capitulo 6. Solucién de armaduras

1.- Calcule el valor de las reacciones en los soportes mostrados, y las fuerzas
presentadas en las barras de la siguiente armadura.

1im

2.5m

3Ton 1Ton

Calculo del grado de indeterminacion de la armadura

b+r=2j
2 +4=203)

6 = 6 . La armadura es estaticamente determinada
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Procedimiento de andlisis:

En este caso se analizara el nodo B de la armadura mostrada, encontrando las
fuerzas a las que se encuentran sometidas las barras B-C y B-A, posteriormente
se podra encontrar el valor de las reacciones en los soportes.

En sentido general, para analizar cada nodo, toda fuerza desconocida se
propondra a tensiéon (+), es decir, en sentido contrario al nodo, si al realizar el
despeje y obtener el valor de las reacciones estas ostentan un signo (-) quiere
decir que nuestro sentido estd mal propuesto y que las fuerzas a las que se
encuentra sometida la barra son de compresion, es decir que van en sentido del
nodo.

Nodo B

30Ton

S k=0
50 + £ {sen 1t ()]} + 5 fsen [t ()]} = 0
S k=0

2~ 55 {cos [ran (1) + 75 fcos [rant (3] = o
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Resolviendo el sistema de ecuaciones:
FBA = +14.6675(Tension)

FBC = +20.3168(Tension)

Nodo A

14.6675 Ton

7
RAY — 14.6675 {Sen [Tan‘1 (8)]} =0

7
RAY = 14.6675 {Sen [Tan‘1 (8)]}

RAY = 11.1364Ton

ZFX=O

7
RAX + 14.6675 {Cos [Tan‘1 (E)]} =0

7
RAX = —14.6675 {Cos [Tan‘1 (E)]}

RAX = —9.5455Ton €«
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Nodo C
RCY

20.3168 Ton
Z Fy = 0

5
RCY — 20.3168 {Sen [Tan_1 (E)]} =0

5
RCY = 20.3168 {Sen [Tan‘1 (E)]}

RCY = 18.8636Ton T

ZFXZO

5
RCX —20.3168 {Cos [Tan‘1 (E)]} =0

5
RCX = 20.3168 {Cos [Tan‘1 <§>]}

RCX = 7.5455 Ton —_—
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Diagrama que muestra las fuerzas a las que se encuentra sometida cada
barra, asi como el valor de las reacciones en los soportes calculadas.

RAY = 11.1364Ton

|

RCY = 18.8636Ton

RAX = 9.5455Ton! 1

1im

2.5m

3Ton 1Ton
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2.- Calcule el valor de las reacciones en los soportes mostrados, y las fuerzas
presentadas en las barras de la siguiente armadura.

RAY I RBY I

im

3m

4im 5m

Calculo del grado de indeterminacion de la armadura
b+r=2j
3+5=2(4)

8 =8 - La armadura es estiticamente determinada

260



ooooo




Nodo C

40Ton ZTTTes

S k=0
0+ ({COS = @)”> (cos[ran (3] - FACCosts = o

5

({ E 3)]}){cw[m—l<%>1}

Cos [Tan‘1 (§
FCA = = 53V2Ton (Tension)

(Cos45°)
z FY = 0

13

50+ (5307 senas) ( e (%)]Q (enran (3] + 5 =

FCB = +80 — (53V2)(Sen45°) — <{COS [T:j_1 (§)}}> {Se” [T“”_l @)B

5

96
= ?Ton(Tension)

262



Nodo B RBY

[, .‘__é RBX

v
96T
— Ton
5
ZFX = 0
RBX =0
ZFY = 0
96+RBY =
- =
RBY—96
5
Nodo A
RAY
A

. "__% RAX

A; ) 45°

53v2
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ZFY=O

RAY — (53v2)(Sen45°) = 0

RAY = 53Ton T

ZFXZO

RAX + (53v2)(Cos45°) = 0

RAX = —-53Ton €&———

Comprobando que las reacciones en los soportes sean correctas:

ZMB:O

(53Ton)(4m) — (40Ton)(4m) — (13Ton)(1m) — (? Ton) (5m) = 0
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Diagrama que muestra las fuerzas a las que se encuentra sometida cada
barra, asi como el valor de las reacciones en los soportes calculadas.

RAX = 53Ton

4im

265

5m

im

3m




3.- Calcule el valor de las reacciones en los soportes mostrados, y las fuerzas
presentadas en las barras de la siguiente armadura.

3Ton 8Ton 5Ton 12Ton 11Ton
5Ton l l l
C G
7Ton (B F
i RDX [:)

i RDY 5
a I a RHY

_._._._.‘ T -

2m 3m 4im 5m

Calculo del grado de indeterminacion de la armadura
b+r=2j
18 + 4 = 2(11)

22 = 22 .~ La armadura es estaticamente determinada

ZFXZO

—7Ton + 5Ton — 3Ton + 2Ton — RDX =0

RDX =3Ton —mm>
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ZFY:O

FKI =0

ZFX=0

—-FK]+2=0

FK] = 2Ton (Tension)

& —————> 2Ton

Nodo |

11Ton

_ FIK =0
FIJ
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ZFY=O
—11-FIJ =0

FI] = —11Ton (Compresion)

FIG = —3Ton (Compresion)

Nodo J

ZFY:O

~11—-RJY =0

RJY = —11Ton

ZFXZO

—FJH+2=0

FJH = 2Ton (Tension)

11Ton

RJY
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Nodo G
12Ton

ZFY=O FGH

—12—-FGH =0

FGH = —12Ton (Crompresion)
Z Fy=0

—FGE — 3 =

FGE = —3Ton (Compresion)

Calculo de la reaccién vertical en el soporte “H” (RHY)

ZMD:O

(5Ton)(3m) — (3Ton)(2m) + (5Ton)(3m) + (12Ton)(7m) — RHY (7m) +
(11Ton)(12m) — (11Ton)(12m) — (3Ton)(3m) =0

99
RHY = 7 Ton
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Calculo de la reaccion vertical en el soporte “D” (RDY)

ZFY = O
99
—3Ton — 8Ton — 5Ton — 12Ton — 11Ton + 11Ton +7T0n + RDY =0
97
RDY=7Ton

Nodo H

12Ton

FHE

Fﬁ > 2Ton

ZFY:O 7T0n

99 - 3
—12 + - + FHE {Sen [Tan"1 (ﬁ]} =0

99
- 12 -~
FHE = = ——Ton (Compresion)

fsenfran (D]} 7
S re=o0

25 3
—FHF + 7{605 [Tan‘1 (Z)]} +2=0

__ 25 3 34 ,
FHF = +7{Cos [Tan‘1 (Z)]} +2= 7Ton(Tenswn)
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N

Nodo F

FFD
z Fy=0
FFE =
Z Fy=0
—FFD+—=0
FFD = —Ton(Tension)
7Ton <

FBA=0
Zszo
FBD—7=0

FBD = 7Ton(Tension)

FFE
34
..... o - >_
F = Ton
Nodo B
FBA
..... .‘_._. >Fﬁ
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Nodo A

3Ton
5TON —— > ..o > FAC
4 3
ran™ (3)
an”" (5
Z Fy = 0
3 FAD
—3—FAD {Sen [Tan‘1 (E)]} =0
— -3
FAD = ~ —3.6056Ton(Compresion)

{sen[ran= (3)]}
Z Fy=0
5 3.6056{005 [Tan-1 (—)]} + FAC =0

3
FAC = =5 + 3.6056 {Cos [Tan‘1 (E)]} = —3Ton(Compresion)

Nodo C
8Ton

3Ton

\\4
[ ]
\ 4
o
A
I
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FCD = —8Ton(Compresion)

ZF)(:O
3+FCE=0

FCE = —3Ton(Compresion)

Nodo E
5Ton
3Ton
3Ton > - @
45° E ran-t (3
an (3)
FED 25
7T0n
Z Fy == O
25 3 _
-5+ 7{Sen [Tan‘1 (Z)]} — FED(Sen45°) =0
25 3
=5+ ==iSen|Tan™! (3% 20V2
FED = 7 { [ (4)]} = ————Ton(Compresion)

(Sen45°) 7
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Si las fuerzas calculadas, asi como su sentido son correctas entonces:

ZFY:O
ZF)(:O

En el nodo D

8Ton 2072
3.6056Ton 7

97
—Ton

ZFY:O

7 _g- <20;/_> (Sen45°) — (3.6056) {Sen [Tan 1 @]} =0

ZFXZO

—4 + (3.6056) {Cos [Tam‘1 (;)]} <20;/_> (Cos45°) + % =0

Por lo tanto las fuerzas a las que se encuentran sometidas las barras estan
correctamente calculadas.
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Diagrama que muestra las fuerzas a las que se encuentra sometida cada
barra, asi como el valor de las reacciones en los soportes calculadas.

3Ton 8Ton 5Ton

1. |

7Ton

12Ton

2m 3m

4im
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4.- Calcule el valor de las reacciones en los soportes mostrados, y las fuerzas
presentadas en las barras de la siguiente armadura.

2m 3m 4m 3m
; 2 < ! >
8Ton 9Ton 15Ton 16T on 3Ton
! im
3Ton l l l 2Ton ..
) J M K
NS L o 20Ton. ___ 9
12Ton 3Ton 10Ton
12T
on F
................................................................................. >
_—C N \
RAX
A B
RAY RBY

Calculo del grado de indeterminacion de la armadura
b+r=2j
29 + 3 = 2(16)

32 = 32 «~ La armadura es estaticamente determinada

2m

4m

3m

2m
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Calculo de la reaccion vertical en el soporte “B” (RBY)

ZMA:O

—RBY(2m) + 17Ton(2m) + 12Ton(5m) + 3Ton(9m) + 3Ton(11m) + 9Ton(2m)
+15Ton(5m) — 12Ton(5m) + 16Ton(9m) — 3Ton(9m) + 3Ton(12m)
—10Ton(12m) + 2Ton(11m) + 20Ton(9m) = 0

422 Ton/m

RBY = —— = 211Ton
2m

Calculo de la reaccién horizontal en el soporte “A” (RAX)

ZFXZO

RAX 4+ 17Ton + 12Ton + 3Ton + 3Ton + 2Ton + 20Ton = 0

RAX = -57Ton €——

Nodo “O”

10T on
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ZF)(:O

—FON+20=0

FON = 20Ton(Tension)

ZFY=O

FON+10=0
FON = —10Ton (Compresion)

Nodo “N”

3Ton

10Ton

ZFY:O

~3+10 — FNN {Sen [Tan‘1 (g)]} =0

7

M el @)
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ZF)(:O

S 7 2
—FNM + 2 — 5 {Cos [Tan‘1 (5)]} =0
-1(4
{sen|ran=1(3)]}
-— =17
FNM = TTon(C ompresion)
Nodo “M”
16Ton
\ 17
< ..... b
FMEK fM 7Ton
v_
FMN

17
FMK = —7Ton(Compresion)

ZFY=0

—FMN —16 =0

FMN = —16Ton (Compresion)
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16 ({Sen — (2)]}> (s e (3} + #8 fsen s (]} =

3

) 6

R E—

FNK ~ 13.4164Ton(Tension)
Z FX =0

20—FH+<

FNK =

’ 2)]}>{COS[W1(§)]}_13.4164{605[Tan—1@)]}

{sen [ran-1 (2

L=+ ({Sen = (2)]}> (cos [ (3} - 13164 os ran ()] 2
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37
FNL = > Ton(Tension)
Nodo “L”

FLK

37
FLH <—-—-fL- > 7Ton
Fy=0
Z Y 12Ton
FLK +12=0
FLK = —12Ton (Compresion)
Z FX = 0
37
—FLH+—=0
2
__ 37 _
FLH = 7Ton(Tenswn)
Nodo “K”
15Ton
v 17
) 7T0n
FK] < ._..._I(._._
1 (2 A 1
Tan (-) Tan™?! (—)
2
12Ton 13.4164Ton
FK




ZFY=O

~15+ 12 — 13.4164 {Sen [Tan-l (%)]} — FKH {Sen [Tan‘1 @]} =0

- —15+12 — 13.4164 {Sen [Tan—1 (1)]}

e —rG

—16.2250Ton(Compresion)

ZFXZO

—FKJ + 16.2250 {Cos [Tan‘1 (g)]} — g + 13.4164 {Cos [Tan‘1 (%)]} =0

FK

Q

FKJ = +16.2250 {Cos [Tcm‘1 (%)]} — % +13.4164 {Cos [Tan"1 (%)]}

FK] = 17Ton(Tension)

Nodo “J”
9Ton
- b: _ 17Ton
] 7
FJH
Vv
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ZFY=O
—FJH-9=0

FJH = —9Ton (Compresion)

ZF)(:O

—FJI+17 =0
FJI = 17Ton(Tension)

Nodo “I”

8Ton

3Ton 5
- 4 ————> 17Ton
ja ) 45°
Z Fx=0 FIG FIH
3+17 + Fm(COS45°) =0
FTH = ——20 __ _s0var (c ion)
= (COS45°) = on ompreswn

—8 4 20V2Ton(Sen45°) — FIG = 0

FIG = —8 + 20v2Ton(Sen45°) = 12Ton(Tension)
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Nodo “G”

12Ton
N

A\
ZFY:O

—FGE+12=0

FGE = 12Ton (Tension)

Nodo “H”
9Ton
20V2 Ton 16.2250Ton
Y o )
an -
3Ton 3
> ._._‘_I-.I_._ 37
Tan™1(2) 7T0n
FHE M
FHF
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ZF)(:O

—FHE{Cos[Tan™1(2)]} + 3 4+ 20v/2(Cos45°) — 16.2250 {Cos [Tcm‘1 (%)]} + % =0

I 3 + 20V2(Cos45°) — 16.2250 {Cos [Tan—1 (—)]} +37

{Cos[Tan=1(2)]}

FHE ~ 62.6099Ton(Tension)

ZF}/:O

—(62.6099){Sen[Tan"1(2)]} — 20V2(Sen45°) — 9 — (16.2250) {COS [Tan_l @]}
—FHF =0

FHF = —94Ton(Compresion)

Nodo “F”
94T on
FFE 1\
< @ - mimmme
F

Z Fy=0 JFFP
—FFD—-94=0
FFD = —94Ton (Compresion)
S o
FFE =
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Nodo “E”

12Ton 62.6099Ton
Tan™1(2)
12 Ton
_..._ ..............
Nran (3)
an >
FED

Zszo FEC

12 + (62.6099){Cos[Tan"1(2)]} + FED {Cos [Tan‘1 (%)]} =0

FED = —72.1110Ton(Compresion)

ZFY:O

—FEC + 12 + (62.6099){Sen[Tan~1(2)]} + (72.1110) {Cos [Tan"1 (;)]} =0

FEC = 128Ton(Tension)

Nodo “C”

128Ton

17Ton

\Z
¢
v

T
S
S

FCA
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ZFY=O

—FCA+128=0

FCA = 128Ton (Tension)

ZF)(:O

FCD+17 =0
FCD = —17Ton (Compresion)

Nodo “A”

128Ton _
FAD

c ) 45°
7 Ton AB
A
185Ton
Z FY = 0
128 — 185 + FAD(Sen45°) = 0
. —128+185
D= W = 57V2Ton(Tension)

ZFXZO

—57 + 57v2(Cos45°) + FAB = 0

FAB =0

287



Nodo “B”

FBD
FBA=0
_..‘_ ...............
A
211Ton

ZFY = 0
211+ FBD =0
FBD = —211Ton(Compresion)

Para verificar si las fuerzas a las que se encuentran sometidas las barras han
sido correctamente calculadas:

Nodo “D”

94Ton

72.1110 Ton

17T0n > e
45° H
57vV2 Ton 911Ton
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ZFY=O

211 — (57V2 )(Sen45°) — (72.1110) {Sen [Tan-l <§>]} ~94=0

2
ZF)(:O

17 — (57V2 )(Sen45°) + (72.1110) {COS [Tan-l (;)]} =0

Como las condiciones de equilibrio de fuerzas se cumplen, las fuerzas
calculadas en las barras son correctas.
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Diagrama que muestra las fuerzas a las que se encuentra sometida cada
barra, asi como el valor de las reacciones en los soportes calculadas.

2m 3m 4m 3m
< o< < ! >
8Ton 9Ton 15T on 16T on 3Ton
l 17T 17T
—Ton —Ton
3Ton® 177on 4 _ 17Ton 2., 2 2Ton
7 3 < rd F M s Y
A N ® Yy |10
d
12Ton YOTon LSS Xiomon ~Jog, Y 16Ton 280 on
37on Y 2 (o’]ﬂ’ & ’L‘b\' 20Ton
G 3Ton g S PRGN o, "
- 37 h 37, - 20Ton ~
—Ton - ton
A S 2 2
12Ton o?’& Yo4Ton 12Ton 10Ton
N ‘QQ A 3Ton
&
12Ton
// LB L 3
~ 7
N \7\)
128Ton s )(94T0n
O.
Y e
Al N
N \J
&0
128Ton (\@, b11Ton
Ve
57Ton
A B
185Ton 211Ton

2m

4m

3m

2m
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5.- Calcule el valor de las reacciones en los soportes mostrados, y las fuerzas
presentadas en las barras de la siguiente armadura.

Calculo del grado de indeterminacion de la armadura

b+r=2j
2143 =2(12)

24 = 24 .. La armadura es estaticamente determinada

Calculo de las reacciones en los soportes mostrados

ZMA:O

(10Ton)(3m) + (30Ton)(6m) + (2Ton)(9m) — (20Ton)(9m) + (3Ton)(12m)
+(8Ton)(15m) + (20Ton)(6m) + RLY(18m) =0

RLY = 24 _ 18T
=78 " on
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ZFY=0

—RAY — 10Ton — 30Ton — 2Ton — 3Ton — 8Ton + 18Ton + 20Ton =0

RAY = —15Ton

ZFX=0

—RAX + 20Ton =0

RAX = -20Ton &——m

Por trigonometria definimos:

3)(6
h= 0Oy,
6)(6
OO
9
Nodo “A”
15Ton
A L
FAB
2
-1(Z
)Tan (3)
20Ton - - > FAC

A
ZFY:O

15+ FAB {Sen [Tan—1 @)]} =0

_ —15
FAB = ~ —27.0416Ton(Compresion)

fsenran-(3)]}
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ZFX=0

—20 — 15 {Cos [Tan_1 (E)]} +FAC =0
{sen [ran1 (3)]) ’

FAC = +20 + 15 {Cos [Tan‘1 (z)]} = 8—5Ton(Tension)

{sen [ran1 (3)]) e

Nodo C
NECB
82_5T0n < e > FCE
, 10Ton

Y5 =0

FCB—-10=0

FCB = 10Ton(Tension)

52
R
I

8 ,
> Ton(Tension)
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Nodo B

15

fsenran-(3)]}

10Ton

ZFX=0
<$MP;§4@)Q@M4nmJ(QB+quampmf¢9B

+FBD {COS [Tan_1 (g)]} =0

Sh =0
<{Sen[ & (2)]}>{56n[7~an-1 O} #5% sefrans ()]} + 50 s e ()]

-1
Tan 3

-10=0

Resolviendo el sistema de ecuaciones:
FBE = —9.0139Ton(Compresion)

FBD = —18.0278Ton(Compresion)
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18.0278

ZFX=0

(18.0278) {Cos [Tan‘l (g)]} +FDF {Cos [Tan-l @]}

all

—(18.0278) {Cos [Tan™* (

3

FDF

{cos [ran=1 (3)]}
Z Fy =0

Nodo D

FDF
o)
o
FDE
=0

= —18.0278Ton(Compresion)

(18.0278) {Sen [Tan‘1 G)]} —(18.0278) {Sen [Tan‘1 (g)]} +FDE =0

FDE=0

9.0139Ton
3
ran(3)
an 2
85
2 on

Nodo E
FEF
Tan™1(2)
..... - > FEG
E
30Ton




ZFY=0

(—=9.0139) {Sen [Tom‘1 (g)]} + FEF{Sen[Tan"%(2)]}-30=0

_1(2
FEF = (.0139) {Sen [Tan 1 (2)]} 30 = 39.1312(Tension)

{Sen[Tan=1(2)]}

<— %) +(90139){cos | Tan™! @]} + (39.1312){Cos[Tan"* ()]} + FEG = 0

__ 35
FEG = 7Ton(Tension)

Nodo G
35 <& . S
Xron € fG > FGI
2
ZFY —0 ¥ 2Ton

35
FGI = 7Ton(Tension)
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Nodo L

FLJj
2 18Ton
Tan™! (—)
3 ;
<__l_ RS
FIK L
Z Fy=0 '
_ 2
18 + FLJ {Sen [Tan‘1 (§)]} =0
_ ~18 649 _
FL] = =— Ton(Compresion)

fsenfran (3)]} 20

FK] = 27Ton (Tension)

Nodo K

FK]

FKI < RPN > 27Ton

8Ton
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ZFY=0

FK]—8=0

FK] = 8Ton(Tension)

ZFX=0

—FKI+27=0

FKI = 27Ton(Tension)

Nodo “J”
FJH
2
ran™(3)
an”* |3
o S .‘_]_ﬁ
2 (2
Tan-1 (§) Tan™1 (5)
_ 8Ton @ Ton
FJI 20

(o) {cos [ran (3)]} = #71 {cos [ran ()]} - #7 {cos [ran (F)]} = 0
20 os|Tan 3 JIyCos |Tan 3 Ji os|Tan 3 =
Resolviendo el sistema de ecuaciones:

FJI = —7.2110Ton(Compresion)

FJH = —25.2389Ton(Compresion)
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Nodo “H”

H
FHI 25.2389Ton
Z FX = 0
—FHF — 25.2389 =0
FHF = —25.2389Ton(Compresion)
Z Fy = 0
FHI =0
Nodo “I”’
FIH 7.2110Ton
Tan™1(2 2
Y& Tan?! (—)
3
< ..... o - >
35
22 Ton [ 27Ton
2
3Ton

Y=o

—32—5 +27 —(7.2110) {Cos [Tan‘1 (g)]} — FIH{Cos[Tan™*(2)]} =0

FIH = 7.8264Ton(Tension)
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Verificando que las fuerzas a las que se encuentran sometidas las barras
son correctas:

25.2389Ton

39.1312 2Ton  7.8264

S5 =0

20 +18.0278 {Sen [Tan‘1 (g)]} —39.1312 {Cos [Tan‘1 (%)]} -2

—7.8264 {Cos [Tan_1 (1)]} + 25.2389 {Sen [Tan_1 (E)]} =0

2 3
Y=o

20 +18.0278 {Cos [Tan-l (;)]} —39.1312 {Sen [Tan—1 (%)]}

+7.8264 {Sen [Tan"1 (%)]} — 25.2389 {Cos [Tan_1 (g)]} =0

Como las condiciones de equilibrio se satisfacen, las fuerzas calculadas son
correctas.
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Diagrama que muestra las fuerzas a las que se encuentra sometida cada
barra, asi como el valor de las reacciones en los soportes calculadas.

18.0278T 25.2389T
A
D A H
18.0278 (\‘§ 3 25.2389T 18Ton gm
N
25) o
e >
15T01 YA == o
27.0416248 9013977 20
. 7.2110
e~ v Y O
o
— I
¢ > Gg < < Ve
20Toni 5%, B 35, 3 271 27T 7
E 2 2 2 2 !
; 1GTon 30Ton 2Ton 3Ton 8Ton :
3m 3m 3m 3m 3m 3m
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8To

RB

20Ton 40Ton 60Ton 80Ton 100Ton 119Ton 138Ton
[ = ! K MiaTon
17Ton
D £ \ n
B i
i 11Ton 6Ton 17Ton 15Ton
RBY [ E e - RN
I ! ! ; i RLY "9 g
E : ; i ; ; E
z z ow ) -
4m 5m 3m 3m 6m 2m

6.- Calcule el valor de las reacciones en los soportes mostrados, y las fuerzas

presentadas en las barras de la siguiente armadura.

Calculo del grado de indeterminacion de la armadura
b+r=2j
24 + 4 = 2(14)

28 = 28 . La armadura es estaticamente determinada

Calculo de la reaccién horizontal en el soporte “B” (RBY)

ZFX=O

8Ton — 3Ton—17Ton+ RBX =0

RBX =12Ton —>
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Nodo “H”

H
RHY
Z Fy=0
—FHG(Cos45°) + FH](Cos45°) =0 ... ........Ec.1
Z Fy=0
FHG(Sen45°) + FHJ(Sen45°) — RHY =0 ...... ... . Ec."

De la ecuacion 1 es evidente que:  FHG = FHJ

De la ecuacién 2 podemos inferir que:

V2FHG = \/2FH] = RHY

FH_G_FH_]_RHY
Tz
__  ___ /RHY\ (V2
FH_GZFH_IZ\/ERHY
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Tomando en cuenta la junta constructiva formada entre los nodos G-H

20Ton 40Ton 60Ton 80Ton

4m 5m 3m

Z M; = 0(a la izquierda de la junta constructiva)

RBY(12m) — (12Ton)(3m) — (20Ton)(12m) — (40Ton)(8m) — (11Ton)(8m)
— (60Ton)(3m) — (6Ton)(3m) — (Rzﬂ) (6m) = 0

12RBY — 3RHY =882 ... ... ... Ec.1

Z M; = 0(de toda la armadura )

RBY(21m) + (8Ton)(3m) — (20Ton)(21m) — (40Ton)(17m) — (11Ton)(17m)
—(60Ton)(12m) — (6Ton)(12m) — (80Ton)(9m) — (RHY)(9m) — (100Ton)(6m)
—(17Ton)(6m) + (138Ton)(2m) + (15Ton)(2m) — (3Ton)(3m) = 0

21RBY —9RHY = 3180...... ... Ec.2
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Resolviendo el sistema de ecuaciones:

178
RBY = ——Ton
5 v
A
2182
RHY = — Ton
5
z Fy - 0
178 2182
— ?Ton — 20Ton — 40Ton — 11Ton — 60Ton — 6Ton — 80Ton + z Ton

—100Ton — 17Ton — 119Ton — RLY — 138Ton — 15Ton =0

1026
RLY = — Ton

Calculo de las fuerzas a las que se encuentran sometidas la barras

Nodo “A”

20Ton

ZFY=0

—20—-FAB =0

FAB = —20Ton(Compresion)
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Nodo B

12Ton
é._’_._._ >
B FBD
\\Z
178

—Ton
ZFY =0 15

178 - 3
—-20 — = + FBC {Sen [Tan‘1 (Z)]} =0

178
- 20 +T 2

78 .
FBC = = Ton(Tension)

fsen[ran ()]}
Y=o

- 278 _1(3 1292 ]
FBD = —12 — | ——|{Cos|Tan " | - =—1—5Ton(Compreswn)
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Nodo “D”

FDC
N

ZFY:O \%

11Ton
—114+FDC =0
FDC = 11Ton(Tension)
Z FX - 0
1292 o _
15 B
__ 1292 _
FDF = — 15 Ton (Compresion)
Nodo “C”
40Ton

8Ton > - - @
ran (3) |1
an 2
278
3 on v
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ZFY=O

—40 —11 - ?{Sen [Tan‘1 G)]} — FCF {Sen [Tan-l (g)]} =0

 —40-11- @{Sen |Tan™ (%)]}

T el @)

~ —207.1932Ton(Compresion)

ZFXZO
278 3

. ? {COS [Tan—l G)]} [%o- 1{15;1?5?(%‘];_1 (Z)]} {COS [Tan‘1 @]}

+FCE=0

1219
FCE = = ~ Ton(Tension)

Nodo “E”
60Ton
1219
5 on \\4
< - - -0E~————————%>FEG
FEF
\\4

FEF = —60Ton(Compresion)
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ZF)(:O

1219 __
—— 4+ FEG=0
5
__ 1292 _
FEG = 15 Ton (Tension)
Nodo “M”
138Ton

FMK

ZF}/:O

FMN

—138—FMN =0
FMN = —138Ton(Compresion)
Z FX = O
-3 —FMK =
FMK = —3Ton (Compresion)

Nodo “N”

138Ton

FNK

17Ton

e
<
(U
ul
~
Q
S




ZFY=O

_ 3
—138 — 15+ FNK {Sen [Tom‘1 (E)]} =0

- 138 + 15 .
FNK = ~ 183.8831Ton(Tension)

{sen[ran=1 (3)]}
z Fy=0

— 138 + 15 _1/(3
—17 — FNL — 3 {Cos [Tan (5)]} =0
{sen[ran (3)]}
— 138+ 15 3 .
FNL = — {Cos [Tan‘1 (—)]} — 17 = —119Ton(Compresion)
{sen[ran=t ()]} ‘
Nodo “L”
/\Fm
e 119Tom
/\L
1026
c—Ton
Z Fy = O
1026 _
——+FLK =0
5
— 1026
FLK = — Ton(Compresion)
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z FX = 0
~119-FL[J =0
FL] = —119Ton (Compresion)

Nodo “K”

119Ton

3Ton
—_ < R s
FKIT B (1) /\K ) . 3
RV an (E)

FK] 1026

ZF}I:O

—-119 + % —183.8831 {Sen [Tan"1 (;)]} — FK] {Sen [Tan_1 (%)]} =0

—119 + 1026 _ 1434531 {Sen [Tan-1 <§)]}

e P TS TR

FK] =
FK] ~ —149.3693Ton(Compresion)

ZFXZO

—FKI — 3 + (149.3696) {Cos [Tan‘1 (1)]} + (183.8831) {Cos [Tan"1 (§>]} =0

2 2
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FKI = —3 + (149.3696) {Cos [Tan—1 (%)]} + (183.8831) {Cos [Tan‘l (;)]}

FKI = 232.6Ton(Tension)

Nodo “I”

100Ton

ZF,,:() I

—100—FI[] =0 FIJ

FI] = —100Ton(Compresion)

FIG = 232.6Ton (Tension)

Nodo “G”
80Ton
1219
z on
< ._.'_._._T 232.6Ton
N G \45;
FGF FG]
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ZFY=O

—FGF(Sen45°) — FGJ(Sen45°) = 80 ... .........Ec.1
z FX == 0

- _ 1219
—FGF(Cos45°) + FGJ(Cos45°) = —232.6 + g ..Ec.2

Resolviendo el sistema de ecuaciones:
FGF = —64.4881Ton(Compresion)

FGJ] = —48.6489Ton(Compresion)

Nodo “H”
FH]
2182 T

- Ton

Z Fy = O
_ — 2182

FHF (Sen45°) + FH](Sen45°) = g ..Ec.1
z FX = 0
—FHF(Cos45°) + FH](Cos45°) =0 ... .........Ec.2
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Resolviendo el sistema de ecuaciones:

_ 2182
FHF = — Ton(Compresion) ~ —308.5814
5vZ P
2182 _
FHJ = — Ton(Compresion) ~ —308.5814

5v2

Verificando los nodos restantes (F) y (J) para conocer si las fuerzas a las que
se encuentran sometidas las barras fueron calculadas correctamente

Nodo “F”

60Ton

207.1932 Ton 64.4881Ton

6Ton 542 T

ZFY:O

3 2182
—207.1932 {Sen [Tcm_1 (—)]} — 60 — 6 — 64.48813(Sen45°) + —2 (Sen45°) =0

> 5v2
S Fe=0

1292+207 1932{6' [T -1 (3)]} 64.48813(Cos45°) 2182 (Cos45°) =0
1 . os Tan™ |2 . os NG 0s =

314



Nodo “J”

100Ton
48.6489Ton 149.3693Ton
ran™ (3)
O, n —_—
45 a 5
i .'_
K ] 119Ton
45°
2182T
on
52 17Ton

ZFY = 0
2182

100 — 17 — (48.6489)(Send5®) + (ﬁ) (Sen45°) — (149.3693) {Sen [Tan—l (%)]}

=0

ZFX=O

(%) (Cos45°) + (48.6489)(Cos45°) — (149.3693) {Cos [Tan‘l (%)]} _119=0

Como las condiciones de equilibrio estatico se cubren, las fuerzas en las
barras han sido calculadas correctamente.
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Diagrama que muestra las fuerzas a las que se encuentra sometida cada
barra, asi como el valor de las reacciones en los soportes calculadas.

13m

3m

20Ton 40Ton 60Ton 80Ton 100Ton 119Ton 138Ton
1219 1219
8Ton 5 Ton 5 Ton 232.6Ton 232.6Ton 3 3Ton
A < > n
8Ton 278 <0> P K > M
20To 3, 93 NSE 1026Y \&, X138To1
12Ton 5 o
—>— L -
A 1292 1292 119Ton 119 17Ton
15 , 15 ~ ,
' 11Ton 15Ton
178 ! !
" Ton P N L e ORI U
Vs : 1026 I :
; ; 5 " i
4m 5m 6m 2m
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7.- Calcule el valor de las reacciones en los soportes mostrados, y las fuerzas
presentadas en las barras de la siguiente armadura.

RAY 10Ton/m

RAX

Calculo del grado de indeterminacion de la armadura
b+r=2j
11+ 3 =2(7)

14 = 14 . La armadura es estaticamente determinada

Procedimiento de solucidn:

En este caso, se encuentran apoyados sobre los nodos C, E y G, perfiles de
seccion doble “T” que a su vez soportan el peso generado por la viga con carga
uniformemente repartida de 10 ton/m primeramente habra que calcular la carga
gue soporta cada perfil y que a su vez es transmitida a los nodos mencionados.
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Podemos considerar a los perfiles como apoyos fijos formando la viga
hiperestéatica que se presenta a continuacién:

RCX Rex 10Ton/m RGX

IRCY IREY IRGY

4m 4m

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:

Recordando que el grado de indeterminacion en términos vanos es la diferencia
entre el niumero de incognitas de nuestra estructura “I” y el numero de ecuaciones
de equilibrio estatico asociadas a su plano “E”

I-E=6—-3=3

Como la viga formada es estaticamente indeterminada no podemos resolverla con
las ecuaciones de equilibrio estatico, por lo que para hallar el valor de las
reacciones en los soportes emplearemos un método descrito en esta tesis en el
capitulo 7.- Introduccion al método de “flexibilidades” los pasos aqui mostrados se
explicaran de manera resumida.

Principios de superposicion:
Como es evidente que la viga no estéa sujeta a fuerza axial podemos despreciar el
calculo de las reacciones en el eje (X)

Viga primaria
10Ton /m

4m 4m
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Viga Isostatica ficticia 1

IRCY

4m 4m

Calculo de las reacciones en los soportes mostrados en la viga primaria:

ZMC=O

(10Ton/m)(8m) (gm) — (8Bm)RGY =0

(320Ton *m)
RGY = = 40Ton

(8m)
Z Fy =0

RCY — (10Ton/m)(8m) + 40Ton = 0

RCY =40Ton T
Calculo de las ecuaciones de momento de la viga primaria

0<x<8m
X
M = 40x — (10)(x) (E)

M = —5x? + 40x
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Calculo de las reacciones en los soportes mostrados en la viga isostatica
ficticia 1:

ZMCZO

—(1Ton)(4m) — (8mM)RGY =0

RGY = —

ZFY:O

1
RCY + 1Ton —ETon =0

1
RCY = ETon l

Calculo de las ecuaciones de momento de la viga primaria

——Ton

(4Ton+m) 1 l
8m) 2

0<x<4m
=)o
M1=—(§)

Im<x<8m
1
M2 = _<§> GO + (1) (x — 4)

M2=—( )+x—4

N R

MZ=(§)—4
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Tomando en cuenta que:

_ (M) (m)dx
AY; —j; T

1

AYO_—f( 52 +40x)(——)dx+—f( 52 +40x)(——4)dx

4 8

AY, = (5 3_ 20 )d L2 (5 2 4 40x2 — 160 )d

800 800 1600
3E] 3EI  3EI

AY():_

ElJ, \ 2/\ 2 El), \2 2
4 2 1 8 2
AYl El <4>dx+ﬁ (Z—4X+16>d
16 16 32
AY; = —+—=

Asociando las deformaciones y formando una ecuacién de flexibilidades:
AYy 4+ AY,REY =0
Sustituyendo y solucionando la ecuacion:

1600 32

BETE +EREY =0

REY = 50Ton T

321



Calculo de las reacciones verticales en “C” y “G” de la viga original

ZMCZO

(10Ton/m)(8m)(4m) — (50ton)(4m) — (8m)RGY =0

(320 — 200)ton * m
RGY = = 15Ton

8m
ZFY=0

15ton + 50Ton — (10Ton)(8m) + RCY =0

RCY = 15Ton T

Viga en equilibrio estatico

10Ton /m

4 A
Josror I soren Jsron

4m 4m
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Las cargas transmitidas por los perfiles alos nodos C, Ey G de laarmadura
son las siguientes:

RAY 15Ton 50Ton 15Ton

RAX

RBX °
—
2>

4m 4m 4m

Calculo de las reacciones en los soportes de la armadura:

Z Mg =0
(15Ton)(4m) + (50ton)(8m) + (15ton)(12m) — (2m)RBX = 0

(60+400';1:0)t0n*m = 320Ton

RBX =

ZFX:O

RAX + 320Ton =0

RCY = -320Ton <&———

SR =0

RAY — 15Ton — 15Ton — 50Ton =0

RAY = 80Ton
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Por trigonometria definimos:

. (2)(8) 4
Longitud de la barraC — D = ——=-m

12 3

. W@ 2
Longitud de la barra E — F = 7 —3™

Calculo de las fuerzas a las que se encuentran sometidas las barras:

Nodo G
15Ton
FGE « °
1 1 G
ran™ (g)
an” (=
FGF
Z Fy == O
_ 1
—15— FGF {Sen [Tan‘1 (8)]} =0
_ —15 )
FGF = ~ —91.2414Ton(Compresion)

fsen ran (F)]}
S Fe=o

— 1
—FGE + {Cos [Tan‘1 (E)]} = 90Ton(Tension)

fsenran(5)]}
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Nodo E

50Ton
FEC < NN > 90T on
E
FEF
ZFY - 0
—50—FEF =0
FEF = —50Ton(Compresion)
ZFX - 0
90 —FEC =0
FEC = 90Ton(Tension)
Nodo A
80Ton
320Tone NP > FAC
A
FAB
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FAB = 80Ton(Tension)

ZF)(:O

—320+FAC =0

FAC = 320Ton(Tension)

Nodo B

80Ton
N
Tan"1(6) 7FBC

Tan™1(2) () FBD
320Ton -
S @
B

S =0
80 + FBC{Cos[Tan™*(2)]} + FBD{Cos[Tan"%(6)]} =0... ... ... Ec.1
S Fe=0
320 + FBC{Sen[Tan™*(2)]} + FBD{Sen[Tan"(6)]} =0 ... ... ... Ec.2

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado:
FBC = —89.4427Ton(Compresion)

FBD = —243.3105Ton(Compresion)
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FDC
N\ L
FDF
°
D
243.3105Ton
Z FX = 0
243.3105+ FDF =0
FDF = —243.3105Ton(Compresion)
Z Fy = 0
FDC =0
Nodo “C”
15Ton
v
<320T0n NP 90Ton
1 C 5 1
T -1 (_) & N\ -1 (_)
an 2 Tan 3
0 FCF
89.4427Ton
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sz=0

—15 + (89.4427) {Sen [Tan-l (%)]} — FCF {Sen [Tan-l (é)]} =0

~15 + (89.4427) {Sen [Tan"* (3)]}
fsen[ren= (3]

FCF ~ 152.0690Ton(Tension)

FCF =

Diagrama que muestra las fuerzas a las que se encuentra sometida cada
barra, asi como el valor de las reacciones en los soportes calculadas.

80Ton 15Ton 50Ton 15Ton

3ehfon 320Ton
& N

320Ton
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Capitulo 7. Introduccion al método de “flexibilidades”

1.- De la siguiente viga, obtenga las reacciones horizontales en los soportes
mostrados y dibuje el diagrama de fuerza axial correspondiente.

RAX RBX 20Ton RCX

I RAY I RBY

=
$
~

4m 2m 2m

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:

Recordando que el grado de indeterminacién en términos vanos es la diferencia
entre el numero de incognitas de nuestra estructura “I” y el numero de ecuaciones
de equilibrio estatico asociadas a su plano “E”

I-E=6-3=3

Como notamos en este caso, encontramos una viga hiperestatica, de grado 3,
para dar solucién a este problema emplearemos el método de flexibilidades,
(trabajo virtual en vigas) descrito a continuacion.

Como la viga no esta soportando cargas verticales, podemos despreciar el analisis
de las mismas e ir directamente a la obtencion de las reacciones horizontales en
los soportes mostrados, se obtendra un sistema de ecuaciones de flexibilidades
por compatibilidad de deflexiones, si bien el método resulta un poco dificil de
explicar, daremos solucion a la viga paso a paso explicandolo de la manera mas
precisa posible.

Como primer paso se idealizara una “viga primaria” la cual tendra como principales
caracteristicas que sera: isostatica y conservara las cargas originales, notando
gue al desaparecer los apoyos necesarios para que la viga sostenga las
caracteristicas antes mencionadas, liberaremos desplazamientos, los cuales habra
gue sefialar en el diagrama que representa dicha viga primaria los cuales se
nombraran en este caso:
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Para los desplazamientos horizontales Ax;

En este caso cada viga debe resolverse y obtenerse la fuerza axial actuante para
cada tramo de la misma.

Viga primaria:

20Ton Axyq 20Ton Ax,

/A

I RAY

RCY I

4m 2m 2m

Om<x<6m
N = 20Ton(Compresiéon)
6m < x < 8m

N=0

Como notamos nuestra “Viga primaria” es isostatica y conserva las cargas
originalmente planteadas, y sefialamos los desplazamientos liberados al quitar los
apoyos necesarios para lograr que esta sea isostética, el siguiente paso del
método de trabajo virtual es ir creando tantas vigas isostaticas ficticias como sean
necesarias, en las cuales las cargas originalmente planteadas de la viga se
eliminaran y se pondra una carga unitaria por cada desplazamiento liberado a
cada viga correspondera una carga unitaria, a manera que estas cargas unitarias
restrinjan dichos desplazamientos, cada viga debe resolverse y obtenerse la
fuerza axial actuante para cada tramo de viga las vigas isostaticas ficticias se
describen a continuacion:
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Viga isostatica ficticia 1

1Ton Axs  1Ton Ax,

—)-
=
e
h<
=
Q
h<
—

4m 2m 2m
Om<x<4m
N = 1Ton(Compresion)
4m < x < 8m
N=0
Viga isostatica ficticia 2

1Ton Axs 1Ton Axg

—)
=
N
~
=
o
h<
—.

4m 2m 2m

Om<x<8m

N = 1Ton(Compresion)
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El siguiente paso para andlisis de cargas horizontales sera calcular los
desplazamientos horizontales liberados tanto en la viga primaria como en todas
las vigas isostaticas ficticias que se hayan generado.

Tomando en cuenta que el desplazamiento horizontal en cualquier punto se

calcula con la ecuacion

A _NnL
X = A

Dénde:

e Ax: Desplazamiento horizontal

e N: Fuerza axial actuante en el punto donde se requiere conocer el
desplazamiento horizontal

e n: Fuerza axial actuante en la viga isostatica ficticia “Donde se propone una

carga unitaria”

A: Area de la seccion transversal

E: Mdbdulo de elasticidad.

Calculo de los desplazamientos horizontales

_(220(DH®) | ((200@) |, (-200(0)(2) _ 80

Ax,

Ay, = C20EDE  OEDHE 120
2 AE AE  AE
b _CDEDB | OO® _ 4
T AE AE _ AE
b _EDED® | OCED® _ 4
! AE AE AE
Axe = D(EDE) N (—1)(0)(4) _ 4
° AE AE AE
px, = CDEDE 8

AE AE
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. NnL . .
Los desplazamientos calculados Axizﬁ se asocian a las reacciones

horizontales de los apoyos por lo que nuestro sistema de ecuaciones se forma de
la siguiente manera:

Ax; + Ax3RBX + AxsRCX = 0

Ax, + Ax,RBX + AxgRCX = 0

v pex s X rex =28
AE AE " AE
2 rex s B rex =120
AE AE ~ AE
Resolviendo el sistema:
RBX = —10Ton RCX = —10Ton )

Nota: como el signo de las cargas resulto negativo, quiere decir que el sentido
originalmente propuesto es incorrecto

Para el calculo de la reaccion horizontal en E “RAX”
S F =0

RAX + 10Ton — 20Ton + 10Ton =0

RAX =0

Viga en equilibrio estatico

0 10Ton 20Ton 10Ton

4m 2m 2m




Diagrama de fuerza axial

F. Axial o
Normal
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—
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[uny
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Fuerza axial

15
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5
c
o 04 <> > <> L 4
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-5
-10 4 >
-15

L(x)
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2.- De la siguiente viga, obtenga las reacciones horizontales en los soportes
mostrados y dibuje el diagrama de fuerza axial correspondiente.

RAX 2Ton RBX 4Ton RCX

IRCY

—)
=
=
~
=
S
h-<

2m im Im 3m

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:

Recordando que el grado de indeterminacion en términos vanos es la diferencia
entre el niumero de incognitas de nuestra estructura “I” y el numero de ecuaciones
de equilibrio estatico asociadas a su plano “E”

I-E=6—-3=3

Como notamos en este caso, encontramos una viga hiperestatica, para dar
solucion a este problema emplearemos el método de flexibilidades (trabajo virtual
en vigas) descrito a continuacion.

Como la viga no esta soportando cargas verticales, podemos despreciar el analisis
de las mismas e ir directamente a la obtencion de las reacciones horizontales en
los soportes mostrados, se obtendra un sistema de ecuaciones de flexibilidades
por compatibilidad de deflexiones, si bien el método resulta un poco dificil de
explicar, daremos solucion a la viga paso a paso explicandolo de la manera mas
precisa posible.

Como primer paso se idealizara una “viga primaria” la cual tendra como principales
caracteristicas que sera: isostatica y conservara las cargas originales, notando
que al desaparecer los apoyos necesarios para que la viga sostenga las
caracteristicas antes mencionadas, liberaremos desplazamientos, los cuales habra
gue sefialar en el diagrama que representa dicha viga primaria los cuales se
nombraran en este caso:

Para los desplazamientos horizontales Ax;
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En este caso cada viga debe resolverse y obtenerse la fuerza axial actuante para
cada tramo de viga

Viga primaria:

2Ton Ax, 4Ton 2Ton Ax,

I RAY

2m Im Im 3m

2m < x <4m

N = 2Ton (Tensién)
dm<x<7m

N = 2Ton (Compresion)

Como notamos nuestra “Viga primaria” es isostatica y conserva las cargas
originalmente planteadas, y sefialamos los desplazamientos liberados al quitar los
apoyos necesarios para lograr que nuestra viga primaria sea isostética, el
siguiente paso del método de trabajo virtual es ir creando tantas vigas isostaticas
ficticias sean necesarias en las cuales las cargas originalmente planteadas de la
viga se eliminaran y se pondra una carga unitaria por cada desplazamiento
liberado a cada viga correspondera una carga unitaria, a manera gue estas cargas
unitarias restrinjan dichos desplazamientos, cada viga debe resolverse vy
obtenerse la fuerza axial actuante para cada tramo de viga las vigas isostaticas
ficticias se describen a continuacion:
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Viga isostatica ficticia 1

Ax3 1Ton

1Ton

Ax,

3Im<x<7m
N = 1Ton(Compresion)

Viga isostatica ficticia 2

im

Im

Ax5

3m

1Ton

X6

]kRAY

2m
Om<x<12m

N = 1Ton(Tension)

im

Im
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Tomando en cuenta que el desplazamiento horizontal en cualquier punto se
calcula con la ecuacion

Dénde:

N: Fuerza

NnlL

Ax; = —
S

Ax: Desplazamiento horizontal

axial actuante en el punto donde se requiere conocer el

desplazamiento horizontal

n: Fuerza axial actuante en la viga isostatica ficticia “Donde se propone una

carga unitaria”

A: Area de la seccién transversal
E: Mdédulo de elasticidad.

Calculo de los desplazamientos horizontales

_ M@ @0O)A) @CEDHA)  E2)EDE) - 4
Mo =Yg " A T 4E  AE
_OME) @M@  =2ME) =2
Moo=t 4g YT aF _aE
Ax _(0)(0)(3) +(—1)(—1)(4)_ 4
37 AE AE T AE
A, = (0)(1)(3)+(—1)(1)(4) _—4
* T AE AE ~ AE
A = (1)(0)(3)+(1)(—1)(4) _—4
5T AE AE " AE
Ax _@m® 7
T AE  AE
Los desplazamientos calculados Ax; =% se asocian a las reacciones

horizontales de los apoyos por lo que nuestro sistema de ecuaciones se forma de
la siguiente manera:

Axqy + Ax3RBX + AxsRCX =0

Axy + Ax4RBX + AxcRCX = 0
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+ 4 RBX 4 RCX = 4
AE AE ~ AE

4 RBX + 7 RCX = + 2
AE AE ~ AE

Resolviendo el sistema:

RBX = —gTon _ RCX = —gTonTon _

Nota: como el signo de las cargas resulto negativo, quiere decir que el sentido

originalmente propuesto es incorrecto

Para el calculo de la reaccion horizontal en E “RAX”
ZFX =0

RAX — 2Ton — gTon + 4Ton — %Ton =0

RAX = %Ton )

Viga en equilibrio estatico

5
RAX = —-Ton 2Ton RBX = §Ton 4Ton

2
RCX = §T0n

—)
=
&
h<

—)
=
&
>~<

IRCY

2m im im 3m
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Diagrama de fuerza axial
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Normal

o

1/3
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1/3
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-31/3

2/3

2/3

2/3

2/3

NN [P WIWI|IN|N (RO

Ton

Fuerza axial
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3.- De la siguiente viga, determine las reacciones en los apoyos, las funciones que
describen la variacion del momento flexionante y fuerza cortante producto de la
accion del sistema de fuerzas externo, dibuje los diagramas correspondientes a
dichas funciones.

Curva de 4° grado

2Ton/m
——.—

3m 4m 2m

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:

Recordando que el grado de indeterminacién en términos vanos es la diferencia
entre el numero de incognitas de nuestra estructura “I” y el numero de ecuaciones
de equilibrio estatico asociadas a su plano “E”

I-E=6-3=3

Por lo tanto: nuestra estructura es estaticamente indeterminada. Para dar solucion
a esta viga, emplearemos el método de flexibilidades (trabajo virtual en vigas) para
analizar las cargas verticales, como es evidente, no existe fuerza axial actuando
en la viga, por lo que podemos despreciar el andlisis de esta, el método de analisis
empleado sera descrito una vez que obtengamos la funcion de la curva que
genera una carga sobre la viga.

Construccion de la funcién de la curva

Como en este caso la curva es de 4° grado proponemos la forma de la ecuacién
de la siguiente forma:
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y=ax*+bx+c

Condiciones de frontera asociadas a la curva:

Si x=0 y=20
Si x=6 y=2
Si x=12 y=0

De la primera condicion:
a(0)*+b0)+c=0 “ =0

Utilizando las dos condiciones de frontera restantes para construir un sistema de
ecuaciones:

a(6)*+b(6)=2.........Ec. 1
a(12)*+b(12) =0......... Ec.2

De la ecuacién “1” despejamos “a”

2—6b
1296

a =

Sustituimos “a” en la ecuacion “2” y despejamos “b”

(2 _ 6b) (20736) + 12b = 0
1296 B

—84b = —32

b:H

Sustituyendo el valor de “b” en la equivalencia de “a”

_2-6(3) 1

1296 4536
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Por lo tanto la funcién de la curva es:

xt N 8
4536 ' 217

y=-

Una vez obtenida la funcion de la curva, se procede a obtener las reacciones en
los soportes mostrados, el procedimiento es similar al empleado para analizar las
cargas horizontales, como primer paso se propondra una viga primaria, la cual
tendra como principales caracteristicas; que sera isostatica y conservara las
mismas cargas que la viga original, sin embargo al hacer la viga isostatica se
liberaran fuerzas reactivas; es decir las reacciones en los apoyos que restringen
los desplazamientos, por lo que habra que mencionarlos en la posicién en la que
se encontraban originalmente, denotados como (Ay;), similar al procedimiento del
andlisis de cargas horizontales, formaremos un sistema de ecuaciones de
flexibilidad por compatibilidad de deflexiones, sin embargo, al analizar las cargas
verticales obtendremos que para calcular las deflexiones generadas por la
eliminacién de los soportes se empleara la siguiente ecuacion:

Ay; =

fLZ Mmdx
. T El

1

Dénde:

e M: Ecuacion de momento de la viga en la que supone la deflexion a
calcular.

e m: Ecuacion de momento de la viga que restringe la deflexion a calcular
“carga unitaria”

e La integral define la longitud de tramo en la que las ecuaciones rigen el
comportamiento del momento flexionante.

e E:Modulo de elasticidad

I: Inercia de la seccion

Como en este caso se asocian las ecuaciones de momento, estas habran de
calcularse para tantas vigas se generen a lo largo del procedimiento de analisis.
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Viga primaria x4 8

~1536 21"

y:

Ayos A)’ozi

3m 3m 4m 2m

Calculo de las ecuaciones de momento para la viga primaria

0<x<12m
B x? +8
Y = 74536 " 21°
P
X
X
S My =0
X X4 8
X x4 8 fO X(—mdx +HXdX)
M=—- — dx + —xdx | |x — T
s \ 4536 21 [ D+ B vdy
o\~ 4536 21
x© 8 ,
o[- .4 5\|, _ 27216 * 63"
22680 ' 21 _ x5 4,
22680 ' 21%




M= x© N 4 N x© 8 .
= 22680 " 21" T27216 63"
x6 4

- = .3
M= 136080 63"

Como notamos nuestra “Viga primaria” es isostatica y conserva las cargas
originalmente planteadas, y sefialamos los desplazamientos liberados al quitar los
apoyos necesarios para lograr que nuestra viga primaria sea isostatica, también
calculamos la ecuacion que rige el comportamiento del momento flexionante, el
siguiente paso del método de trabajo virtual es ir creando tantas vigas isostaticas
ficticias sean necesarias en las cuales las cargas originalmente planteadas de la
viga se eliminaran y se pondra una carga unitaria por cada desplazamiento
liberado, a cada viga correspondera una carga unitaria, a manera que estas
cargas restrinjan dichos desplazamientos, debe continuarse mencionando los
desplazamientos verticales liberados y calcularse las ecuaciones que rigen el
momento flexionante a lo largo de cada tramo de viga, las vigas isostéticas ficticias
se describen a continuacion:

Viga isostatica ficticia 1

A}’13; k

=
~

3m 3m im 2m
Evidentemente:

0<x<1Z2m

M=x
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Viga isostatica ficticia 2

RDX

2m

4im

3m

3m

Evidentemente:

1(x—3)=x-3

M =

Viga isostatica ficticia 3

RDX

T
3 7
<
(=]
=
Il
2]
32l
>
<
N
32l
>
<
i
32l
>
<

2m

im

3m

3m
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10 <x <12m
M=1(x—-10)=x-10

Calculo de los desplazamientos verticales liberados

A fLZMmdx

y- =

‘=), TE

\ _1f12 LS DN I 4 ]* 13824
Yo1 ZEr), \136080 63" )*/* " |1088640 315" | ~  EI

1 3 6 4 1 12 6 4
Ayo, = _j ( - - —x3> (0)dx + — < - x3> (x —3)dx =
0

EI J, \136080 63 EIJ, \136080 63
1 (12 &7 3x¢ 4, 12 1890.990976
=— - ——=x"+—=x°|dx =—
El), \136080 136080 63~ ' 63 El

1 10 6 4 1 12 6 4
Ayoz = ] < i - —X3> (0)dx + — < - - —x3> (x —10)dx =
0

El 136080 63 ElJ),, \136080 63
1 (12 x7 x® 4 , 40 153.8724784
== - ——=x"+—=x°|dx =—
El),, \136080 13608 63 63 EI
1 (12 1 (12 576
A = — = — 2 = —
=g | =g | =g

729

1 3 1 12 1 12
Ay, = EI]O (x)(0)dx +E1L (x)(x — 3)dx EI,L (x* — 3x)dx E]
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12 12 8

6
(x)(x —10)dx =— | (x?> —10x)dx = —

A = d
yis = f O+ | al >

729

1 12
Ay,, = El_f (0)(x)dx +—f (x —3)(x)dx = f (x? — 3x)dx = SEI

1 1 (* 1 (2 243
_ _ _ _ - 2 _ _
Ay,, = El,fo (0)(0)dx + EI,L (x —3)(x — 3)dx EIL (x* — 6x +9)dx 7
1 (3 1 1 [
Ay,s = EL (0)(0)dx + EL (x — 3)(0)dxﬁ (x —3)(x—10)dx =
il 2 _ _2Y
EI (x 13x + 30)dx 3EI
Ay = 2 jw(O)( Yx +— 12( 10)(0)dx = — 12( 10x)dx = 22
Ys1 = Er ), axTer) & Ndx =pr| (0 —10x)dx = o0

12

13 1 (1 1
Ays, = E-fo (0)(0)dx + EL (0)(x —3)dx + £l (x—10)(x — 3)dx =

10

12 50
— (x2 —13x 4+ 30)dx = —
EI 3EI

12

1 1o 1
Ayss = E-fo (0)(0)dx + £l y (x—10)(x — 10)dx

1 12

8
- 2_9 1 -
EI (X Ox + OO)dx 3EI
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Sistema de ecuaciones de flexibilidades por compatibilidad de deflexiones

Ayqq + Ay;1RAY + Ay,1RBY + Ay3,RCY =0
Ay, + Ay1,RAY + Ay,,RBY + Ay3,RCY =0

Aoz + Ayz RAY + Ays RBY +Ags RCY =0

576 RAY + 729 RBY + 68 RCY = 13824
EI 2EI 3EI ~ EI
729 RAY + 243 RBY + 50 RCY — 1890.990976
2EI EI 3EI N EI
68 RAY + 50 RBY + 8 RCY — 153.8724784
3EI 3EI 3EI N EI

Solucionando el sistema de ecuaciones:

RAY ~ —1.349965Ton l
RBY ~ 8.860301Ton I
RCY =~ 13.799998Ton I

Para el calculo de las reacciones en el soporte “D” habra que calcular la carga
total ejercida por la curva P, asi como su brazo de palanca x en este caso el
brazo de palanca sera calculado a partir del soporte “A”

, _flz 8\ [ x4 7 384 192576
¢=), \"as36 " 217) T |T2z680 21" | T35 ' 7 85 "
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12 + 8 3] 768 1536 768
7:fo (x)( 4536+21) [ 27216 " 8B |, Tt 7
12 8 x 4 12 384 192 576
Jo ( Rt o )dx [ Z—xz]o 35 t7 35
20
=3 m

576
—1.349965Ton + 8.860301Ton + 13.799998Ton — gTon + RDY =0

RDY = —4.853191 l

ZMD=O

—1.349965Ton(12m) + 8.860301Ton(9m) + 13.799998Ton(2m)

MD = -3.371696 >

Viga en equilibrio estatico
x* N 8
4536 21

y=

MD = 3.371696

IRBY = 8.860301Ton RCY = 13. 799998T0n]

'RAY =1 349965T0n

RDY ={—4.853191Ton

i
N

3m 3m im

2m
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Calculo de las ecuaciones de momento flexionante y fuerza cortante

0<x<3m
B xt +8
Y= "%536 217
M,
N,
Loy

'RAY = 1.349965Ton

ZM,,:o

4

X X 8
x ! 3 Js x( 4536dx+21xdx)
-M; — — dx + —xdx | |x — — 1.349965x = 0
o \ 4536 21 (-2 et 8
0 4536 21
* dx + 2 xd
x o 3 Jo x(= 4536 X + 57 xdx
M, = — — dx + —xdx — — 1.349965x
o \ 4536 21 fx( dxt & 8 dx)
0 4536 21%
x© 8
x4 ~ 27716 Y 63 %
M, =— — - —1.34
1 < 22680+21 > X s +i ) 349965x
22680 ' 21°%

M, = X +4 34 X7 8 1.349965
1= 22680 T21% T2 "3 )~ b x

4
M, =—— — = 33_1.349965
1=136080 63" .
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5

% X 4 1.349965
1= %2680 " 21"

L(x) | Momento Cortante
0 0 —1.349965Ton
3m | —5.758824Ton * m | —3.053536Ton

Im<x<10m
x* +8
4536 ' 21"

y:

N,
IRBY = 8.860301T0n;
'RAY =1. 349965T0n: :
3m x—3m
Z Mp = 0
x x* 8
x ! g Js x( 4536dx+21xdx>
-M, — — dx + —xdx | |x — — 1.349965x
0 4536 21 J-x dx + 8 8 o dx
0 4536 21
+8.860301(x —3) =0
x 4 8
x 4 3 Js x( 4536dx+21xdx)
M, = — — dx + —xdx | |x — + 7.510336x
0 4536 21 fx dx + 5 8 8 L dx
0 4536 21
— 26.580903
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x© 8 ,

x5 4 — + X
M, :._< +—x > x ——27216 63" |4 7510336x — 26.580903

22680 ' 21 x5 e
22680 ' 21%

M, = ¥ A X 8 ). 7510336 — 26580903
2=\ "Zes0 T21* T7216 3% )T X co

x© 4
M,=— — 33 47.510336x — 26.580903
2=136080 63~ 1 -

5

X 4
v - — 7.51
2 = 22680 le + 7.510336

L(x) | Momento Cortante
3m | —5.758824Ton * m 5.860336Ton
10m | —7.620988Ton * m | —7.12811197Ton

10m<x<12m p 8
2536 T 21°

y=

l IRBY = 8.860301Ton

'RAY =1. 349965Ton

ZM,,zo

8
x 4 g foxx< 4536dx+21xdx>
0

dx + —xdx 5
X
Js ( 4536dx+21xdx)

3m 3m

— 1.349965x

4536 21

+8.860301(x — 3) + 13.799998(x — 10) = 0
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" X xS xd
fx( X 3 > Jo x(= 4536 X + 5q xdx
My=—| (- -
0

dx + -—xd 21.310334
2536 T 217 |¥ (i s o) +21310334x
0 4536 X T oyXxax
— 164.580883
x© 8
x° 4 ~ 77216 53 %
—_ _ - 2 _ _
Ms = ( 22680+21x> Ko T +21.310334x — 164.580883
22680 ' 21%

M, = 2 A e 8 a) 4 21310334x — 164580883
3=\ "22680 T 21% T 77216 3% ' x '

x® 4
My = oo — == +21.310334x — 164.580883
% x5 * 24921310334
3=%2680 21"

L(x) | Momento Cortante
10m | —7.620988Ton *m | 6.671886Ton
12m | 3.371696Ton *m | 4.853191Ton

Calculo de los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante

L(x) Cortante Momento

0 0.00000000 0

0 -1.34996500 0
0.2 -1.35758403 -0.270500936
0.4 -1.38044074 -0.544049462
0.6 -1.41853300 -0.823692943
0.8 -1.47185531 -1.11247801

1 -1.54039710 -1.413449715
1.2 -1.62414100 -1.729650343
1.4 -1.72306120 -2.064117891
1.6 -1.83712171 -2.419884203
1.8 -1.96627471 -2.799972771
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2 -2.11045883 -3.207396196
2.2 -2.26959744 -3.645153306
2.4 -2.44359700 -4.116225943
2.6 -2.63234535 -4.623575404
2.8 -2.83570999 -5.17013855

3 -3.05353643 -5.758823571

3 5.80676457 -5.758823571
3.2 5.57465453 -4.620445218
3.4 5.32846449 -3.529900485
3.6 5.06842514 -2.489982771
3.8 4.79479595 -1.503436485

4 4.50786686 -0.572951122
4.2 4.20796000 0.298845
4.4 3.89543134 1.109391345
4.6 3.57067241 1.856202101
4.8 3.23411200 2.536873457

5 2.88621783 3.149091227
5.2 2.52749827 3.690638804
5.4 2.15850400 4.159405457
5.6 1.77982973 4.553394969
5.8 1.39211588 4.870734605

6 0.99605029 5.109684429
6.2 0.59236988 5.268646952
6.4 0.18186238 5.346177123
6.6 -0.23463200 5.340992657
6.8 -0.65621886 5.2519847

7 -1.08194795 5.078228835
7.2 -1.51081143 4.818996429
7.4 -1.94174221 4.473766308
7.6 -2.37361225 4.042236789
7.8 -2.80523086 3.524338029

8 -3.23534301 2.92024473
8.2 -3.66262765 2.230389174
8.4 -4.08569600 1.4554746
8.6 -4.50308985 0.596488916
8.8 -4.91327989 -0.345281247

9 -5.31466400 -1.368236143
9.2 -5.70556557 -2.47044818
9.4 -6.08423180 -3.649646856
9.6 -6.44883200 -4.903203343
9.8 -6.79745590 -6.22811475
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10 -7.12811197 -7.620988032
10 6.67188603 -7.620988032
10.2 6.36127229 -6.318023971
10.4 6.07286002 -5.074999211
10.6 5.80889475 -3.887250358
10.8 5.57171000 -2.749656143
11 5.36372906 -1.656619641
11.2 5.18746664 -0.602050157
114 5.04553057 0.420655229
11.6 4.94062350 1.418630457
11.8 4.87554457 2.399559618
12 4.85319114 3.371696429
12 0.00000000 0

c
(=}
[

8.00000000

6.00000000

4.00000000

2.00000000

0.00000000

-2.00000000

-4.00000000

-6.00000000

-8.00000000

Fuerza cortante

™
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Ton*m

-10

Momento flexionante

N

N
LA

&

\..~

e

n

~ol

o

L(x)
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4.- De la siguiente viga, determine las reacciones en los soportes mostrados, las
funciones que describen la variacion del momento flexionante y fuerza cortante
producto de la accion del sistema de fuerzas externo, dibuje los diagramas
correspondientes a dichas funciones.

RAX 1 RBX
RAY aEl BEI RBY
: 30x30cm : 30x60cm ;
4im 4im

Como dato del concreto se sabe que: F'c = 250 Kg/cm2

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:

Recordando que el grado de indeterminacién en términos vanos es la diferencia
entre el numero de incognitas de nuestra estructura “I” y el numero de ecuaciones
de equilibrio estatico asociadas a su plano “E”

I-E=6—-3=3

Como notamos en este caso, encontramos una viga hiperestatica, para dar
solucion a este problema emplearemos el método de flexibilidades (trabajo virtual
en vigas) mismo que ya fue mencionado en ejemplos anteriores, sin embargo,
para este caso “EI” (médulo de rigidez) no es constante a lo largo de la viga,
mas adelante, cuando esto sea necesario, se explicara como resolver este
problema, como primer paso idealizaremos la funcion de la curva que describe la
magnitud de la carga aplicada en la viga.

Construccion de la funcién de la curva

Como en este caso la curva es de 2° grado proponemos la forma de la ecuacion
de la siguiente forma:
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y=ax’*+bx+c

Condiciones de frontera asociadas a la curva:

Si x=0 y=0
Si x=4 y=4
Si x=8 y=0

De la primera condicion:
a(0)2+b(0)+c=0 “ =0

Utilizando las dos condiciones de frontera restantes para construir un sistema de
ecuaciones:

a4)?+b(4)=4........Ec.1
a(8)?+hb(8)=0........Ec.2

De la ecuacién “1” despejamos “a”

4—4p
16

a =

Sustituimos “a” en la ecuacion “2” y despejamos “b”

(4 I;b) (64) +8b =0

—8b =—-16
b=2
Sustituyendo el valor de “b” en la equivalencia de “a”

4-4(2) 1
=716 a="%
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Por lo tanto la funcién de la curva es:

- T,

A continuaciéon se describe la viga primaria asi como las vigas isostaticas
ficticias necesarias para dar solucion al problema, cuyas caracteristicas ya
fueron mencionadas en los ejercicios anteriores, se calcularan las
ecuaciones que describen la variacion del momento flexionante para cada
viga.

Notese que para este caso: se liberaron los giros en los empotramientos, y
se nombré a dichos giros como: 6;

(Como evidentemente la viga no se encuentra sometida a cargas axiales, se
despreciara el andlisis de las mismas)

Viga primaria.

30x30cm : 30x60cm ] RBY

4m 4im

Calculo de la carga total ejercida por la curva “P.” asi como el brazo de
palanca “x” a partir del apoyo A

8/ «x? x3 28 64
Pc=j1 —I-I‘ZX dx = —E+x 0=?T0n
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2x31®

6 x? _x 27 o5
fO (X) (—T + Zx) dx 16 3 0 =3

= = 4m

8 x2 3 8 64

fO (—T+2x)dx [_x_+x2] T
0

X =

12

Calculo de las reacciones en los soportes de la viga primaria:

ZMA=0

64
(? Ton) (4m) — (8m)RBY =0

64 32
RAY—?T0n+?Ton =0

32
RAY = ? Ton

RBX =0

Calculo de la ecuacién de momento flexionante para la viga primaria

0<x<8m
x +2
= —— X
Y=77%
Ml
Ny
P
2
RAY =—Ton v,




x*  2x3
32 o, 613
My=—x—|—=5+x°|| x— 3
3 12 e
12
y 32 x4+ 3_{_964 2x3
1=73% 27" "6 3
_Jr4 x3 32
15328 37 3*
0,
RBX
aEl : PEI :
30x30cm 30x60cm ] RBY
4m 4im

Calculo de las reacciones en los soportes:

S =0

—1Ton *m — (8m)RBY =0

REY 1Ton *xm 1T
=———=—Ton
8m 8
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ZFY:O

1
RAY —=Ton =0

8
RAY—1T

—8 on
RBX =0

Calculo de la ecuacion de momento flexionante

0<x<8m

1Ton * mp

aEl

RAY L 30x30cm

4im 4m

BEI R
30x60cm ] RBY
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Calculo de las reacciones en los soportes:

ZMB:O

1Ton * m + (8m)RAY = 0

1Ton*m 1
RAY =———=—Ton

8m 8
ZFY:O

1
RBY —§T0n =0

1
RBY =T
glron

RBX =0
Calculo de la ecuacion de momento flexionante

0<x<8m
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Calculo del valor de los médulos de rigidez (El)

RAY aEl BEI RBY
| 30x30cm 30x60cm
4m 4m

Como mencionamos anteriormente el modulo de rigidez no es constante puesto
que:

Barra Mdédulo de rigidez
A-C aEl
C-B BEI

Para calcular el valor numérico de los modulos de rigidez en las barras tomamos
en cuenta que:

_ bh?
12

Como el concreto es de clase 1 puesto que F'c = 250 kg/

entonces:
cm?

E = 14000VF'c

Entonces:

0.3*
aEl = (14000v250) =

* 3
BEI = (14000v250) <M>

12
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Dividiendo ambos médulos de rigidez entre aEI para obtener la proporcidn entre
ambos.

Para la barra A-C

wEl (14000@)( 2)

aEl (14000@)( 31 ) -

Para la barra C-B

BEI (14000v250) (03 O6)

25l = 8EI
(14000v250) (ﬁ)
Calculo de los giros liberados
o — j‘LZ Mmdx
Y ). EI

1
0. — 1 4 x“ X3+32 (X 1)d n 1 8 x“‘ x3+32 (X 1)d _
VT E) \a8" 3 T3 *TeEr), \a8” 3" 3%)\g *=

2096 122 2218
A5El 45EI  ASEI

9—1 4 (x* x3+32 (x)d+1 8 (x* x3+32 (x)d_
2T e ), \18 373\ e ), \as” 37 3 g/~

976 262 1238
ASEl 45EI  45EI

1 4 1 (8 7 1 19
93=—0(E—1)(f—1)dx+_ (E_l)(f_l)dx:3E1+24E1:8EI
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1 4 x 1 (8 x x 2 1 3
94=ﬁ (g—l)(—g)dxzﬁ (5_1)(_§)dx=3E1+1251=4E1

1 1 (8 2 1 3
05 =47 (—g)(%—l)dFa (_g)(g_l)dxstlJruEI:zlEl

1 (4 1 (8 1 7 5
% =51 ), (—%)(—%)dpa \ (_g)(_g)d":%ﬁzwl:sm

Sistema de ecuaciones de flexibilidades por compatibilidad de deflexiones
91 + 63MA + HSMB - O

62 + 64MA + 66MB == O

19 VA + 3 ” 2218
8EI AE] ~ 45EI
3 A+ 5 MB_1238
4EI 8EI " A5EI

Solucionando el sistema de ecuaciones:

a o 29296 ()

= *

2655 oM

MB = 30.77664783Ton + m q

Calculo de las reacciones verticales en los empotramientos

ZMA:O

29296
1655

64
ton *xm + 30.776648ton * m — RBY (8m) + <? Ton) (4m)=0
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RBY = 13.134463Ton I

ZFY=0

64
RAY — ?Ton + 13.134463Ton =0

RAY = 8.198870Ton I
Viga en equilibrio estatico

30.77664783Ton *m

— . 3
aEl BEI

RAY = 8.198870Ton! 30x30cm 30x60cm "RBY = 13.134463Ton

4im im

Calculo de las ecuaciones de momento flexionante y fuerza cortante en la
viga.

0<x<8m X2

29296 = —— _|_ 2x
Ton *m

My
Ny
P
Vi
RAY = 8.198870Ton '

2655
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ZM,,:O

29296 XXt
—M, + 8.198870x — ——— — —— + 2x | dx
1655 . 4

B f;c(x) (—2—2+ Zx) dx

X - ) =0
Js (— T+ Zx) dx
x*  2x3
M, = X 16773 | | g108870x - 22229
S N VAR A R ' ¥~ 2655
12
M, = x! + %3+ 2 4 8198870x — 22296
1= 27 T16 7 3 ' X~ 655
M, =X % g 10gg70x — 22296
1538 3 7% * T 72655
Vv, = x Z 4+ 8.198870
1T T
L(x) Momento Cortante
om | 2929 | 8.198870Ton
1655
8m | —30.776648Ton « m | —13.134463Ton

Calculo de los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante

L(x) Cortante Momento
0.00 0.00000000 0.00000000
0.00 8.19887000 -11.03427495
0.20 8.15953667 -9.39713429
0.40 8.04420333 -7.77552695
0.60 7.85687000 -6.18425295
0.80 7.60153667 -4.63731229
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1.00 7.28220333 -3.14790495
1.20 6.90287000 -1.72843095
1.40 6.46753667 -0.39049029
1.60 5.98020333 0.85511705
1.80 5.44487000 1.99839105
2.00 4.86553667 3.03013171
2.20 4.24620333 3.94193905
2.40 3.59087000 4.72621305
2.60 2.90353667 5.37615371
2.80 2.18820333 5.88576105
3.00 1.44887000 6.24983505
3.20 0.68953667 6.46397571
3.40 -0.08579667 6.52458305
3.60 -0.87313000 6.42885705
3.80 -1.66846333 6.17479771
4.00 -2.46779667 5.76120505
4.20 -3.26713000 5.18767905
4.40 -4.06246333 4.45461971
4.60 -4.84979667 3.56322705
4.80 -5.62513000 2.51550105
5.00 -6.38446333 1.31424171
5.20 -7.12379667 -0.03695095
5.40 -7.83913000 -1.53367695
5.60 -8.52646333 -3.17073629
5.80 -9.18179667 -4.94212895
6.00 -9.80113000 -6.84105495
6.20 -10.38046333 -8.85991429
6.40 -10.91579667 -10.99030695
6.60 -11.40313000 -13.22303295
6.80 -11.83846333 -15.54809229
7.00 -12.21779667 -17.95468495
7.20 -12.53713000 -20.43121095
7.40 -12.79246333 -22.96527029
7.60 -12.97979667 -25.54366295
7.80 -13.09513000 -28.15238895
8.00 -13.13446333 -30.77664829
8.00 0.00000000 0.00000000
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10.00000000

Fuerza cortante

5.00000000

0.00000000

0.

Ton

-5.00000000

-10.00000000

-15.00000000

L(x)

Momento flexionante

10.00000000

5.00000000

0.00000000

0.0¢

)0

-5.00000000

-10.00000000

Ton*m

-15.00000000

-20.00000000

-25.00000000

-30.00000000

-35.00000000

L(x)
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5.- De la siguiente viga, determine las reacciones en los soportes mostrados, las
funciones que describen la variacion del momento flexionante, fuerza cortante y
fuerza axial; producto de la accion del sistema de fuerzas externo, dibuje los
diagramas correspondientes a dichas funciones.

12T /m

7T /m

ME

D

\\i\

5m

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:

Recordando que el grado de indeterminacién en términos vanos es la diferencia
entre el niumero de incognitas de nuestra estructura “I” y el nimero de ecuaciones
de equilibrio estatico asociadas a su plano “E”

I-E=8-3=5

Como notamos en este caso, encontramos una viga hiperestatica, para dar
solucion a este problema emplearemos el método de flexibilidades (trabajo virtual
en vigas) que si bien ya fue descrito en ejercicios anteriores, valdra la pena
recordarlo, ya que en este ejemplo, habran de analizarse tanto las cargas

verticales como las horizontales.

Las fuerzas reactivas liberadas se denotan en este ejemplo de la siguiente
manera:

Para los giros  6;
Para los desplazamientos verticales  Ay;

Para los desplazamientos horizontales que posteriormente seran calculados Ax;
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Nota: primero se realizara el andlisis de cargas verticales, una vez efectuado
dicho analisis se calcularan las reacciones horizontales en los apoyos.

Viga primaria

12T/m
7T /m
\
\ /
T 1T/m |
0, . ;
; E L/
s o 2
i | | |
| im | 4m | 5m |

Viga isostatica ficticia 1

0,

N\

Ay, Ay,

IP=1
REY

| 5m | m |

Viga isostatica ficticia 2
M=1

¥

Ays Ay

AN\ N

REY
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6,

Viga isostatica ficticia 3

Ay,

N\

IP=1
REY

Observando que los desplazamientos liberados se asocian con las cargas
originales de nuestra viga el sistema de ecuaciones de flexibilidad por
compatibilidad de deflexiones se define de la siguiente manera:

Ay, + Ay;RAY + AysMA + Ay,RCY = 0

Ay, + Ay,RAY + AysMA + AygRCY = 0

Tomando en cuenta que la ecuacion para calcular la deflexién en cualquier punto
es:

fLZ Mmdx
. El

1

Dénde:

e M: Ecuaciéon de momento de la viga en la que supone la deflexion a
calcular.

e m: Ecuacion de momento de la viga que restringe la deflexion a calcular
“carga unitaria”

e La integral define la longitud de tramo en la que las ecuaciones rigen el

comportamiento del momento flexionante.

E:Modulo de elasticidad

I: Inercia de la seccion
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Calculo de las ecuaciones de momento de cada viga:

Para el calculo de la ecuacion de momento de la viga primaria, habra que conocer
la funcién de la curva que define la carga, tomando en cuenta los siguientes

puntos notables de la curva:

Six=0 y=7
Six=5 y=1
Six=12 y=12

Tomando en cuenta que la ecuacién de la curva es de la forma

y=ax*+bx+c

a(0)2 +b(0) +c=7
Entonces c=7
a(5)? +b(5) +c=—-6

a(12)> +b(12) +c =5

97
a= b =

989
T 420

T 420

Por lo que la funcién de la curva es:

97 989
y=—x*——x+7
420 420

T 420

989

420

x+7

6,

Ay,
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Para la viga primaria

Calculo de la carga

—x?— x4 7= x3———x2 4+ 7x

fx 97 989 97 989
420 420 1260 840

Calculo del brazo de palanca total calculado a partir del apoyo A

v (97 5 _ 989 97 ,_ 989 ; 7,
JZ__fox(420 ~120°*+7) _Tego* ~1260* T 2%
T 97 989 =797 989
s 220%* ~220*t7  1260* ~gao* t7*

Como el brazo de palanca esta calculado a partir del apoyo A de la viga original,

para obtener el brazo de palanca en la viga primaria desde el punto P habra que
97 4_ 989 3 7x2
restar x — 1633 1333 2 gl cual llamaremos
3 ——x247x

12600 840°
97 4 _ 989 7 2
- _ ,_1680% ~1260% t2%
1 97 5_989 ,
1260* —ga0* t7%
0<x<12
> Mp
97 _4_ 989 7 2
97 989 —Zan x3 +5
ﬂ,=__< X3 x24_7x) _T680" ~1260* T2%
1260 840 97 3289 5. .
1260 840
o 97 ., 980 o, 97, 989 7,
=~1260" t8a0% "7 t1eg0* " 1260% T2*
97 989 7
M=- xt + x3 — —x?

5040 2520 2
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Para la viga isostéatica ficticia 1

0,

Ay, Ay, P
I P=1

Para la viga isostatica ficticia 2

M=1

¥ A

Ays Ay P%

377



Para la viga isostética ficticia 3

6,

Ay, Ayg

~
nRANANM

5m |

x-5

Calculo de las deflexiones

N flz( 97 , 989 . 7 2)( )=
1= F1), 2% )=

~35020"° T23520"

A _1f5< 97 4, 989 , 72)(0)
Y2 =F1 ), x 2"

“5040" T2520"
1 12( 97 4,989 5 7 2)( 5)
Er). \"s0a0" T2520" "2 )V

3625.256574
El
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12 76
Ay3=—f @ =

1421

12
Ay4=—f @O +g [ WG-9 =5

72
ws= [ CDw@=-72

1 5 12 49
vomgi | OO+ 5 [ DE-5=-72
1 (12 1421
f(u)(x>+—f5 (=) =t
343
Ay8=—j (0)(0) + — j (- 5)x-5) =5
1%, 97 989 . 7, 164376
% =% (_Mx *2520% 2% )(_ 175E1
12 72
j (DD =2
9. -1 12 D1 - 12
=5 | CVED=F
1 ® 1 (12 . 49
0r=5i | O] G- =75
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Sistema de ecuaciones de flexibilidades por compatibilidad de deflexiones

Ay; + AysRAY + AysMA + Ay,RCY =0
Ay, + Ay,RAY + AygMA + AygRCY = 0

204768 N 576 RAY 72 VA4 1421 RCY = 0
25E1 EI EI 6EI B
3625.256574 N 1421RAY 49 YA+ 343 RCY = 0
B EI 6EI 2EI 3EI -
164376 72 RAY + 12 A 49 RCY = 0
175EI  EI EI 2EI B

Dando solucioén al sistema de ecuaciones:
RAY =9.171412704 Ton I
MA = 4.806190491 Ton * m [\

RCY =13.73975509 Ton I

12T /m

7T/m __ MA=4.806190491Ton * m

Im | am

IRAY= 9.171412704 Ton I RCY = 13.73975509 Ton REY I
| | |
| | |

5m
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Para el calculo del momento en el punto E “ME”
Z ME = 0

9.171412704Ton(12m) — 4.806190491 Ton * m + 13.73975509 Ton(7m)

12 97 989
2097 989 o % (a20%" ~725% +7)
- (—xz——x+7) 12 — —~ME =0
o \4207 420 (297 2 989, 15
0 420 420

ME = —201.4290476 + (1662) (1312>
- ' 35 277

ME = 23.4852381Ton « m /‘

Para el calculo del momento en el punto “REY”

ZFY:O

12,97 . 989
(— ——x+7)+REY=o

9.171412704 + 13.73975509 — j 420x 220

0
REY = —9.171412704 — 13.73975509 + =5

REY = 24.57454649Ton I
12T /m

Reacciones verticales y momentos encontrados en la viga
ME=23.4852381Ton *m ~~~~-

T/m - MA=4.806190491 Ton « m

D

<4

4
REX
RAY=9.171412704 Ton REY = 24.57454649Ton

NAN

am | 5m




Andlisis de cargas horizontales

8Ton RCX 4Ton é
RAX B D REX
I | | | |
| im | 4m | 2m | 5m |
Viga primaria
/
8Ton 4Ton /
/‘
Ax Ax, < 12Ton
I | | |
| im | 4m | 2m | 5m
m<x<1m
N=0
Im<x<12m
N = 12Ton (Tensién)
Viga isostatica ficticia 1
/
P=1 /
4 [/ —
I | | |
| im | 4m | 2m | 5m
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Om<x<12m

N = 1Ton (Tensién)

Viga isostatica ficticia 2

P=1 ;
4 [ —
Axs Ax6 |/ 1Ton
| | | |
| Im | 4m | 2m | 5m

Sm<x<12m

N = 1Ton (Tensién)

Tomando en cuenta que el desplazamiento horizontal en cualquier punto se

calcula con la ecuaciéon

NnL
A =R

Dénde:

e Ax: Desplazamiento horizontal

e N: Fuerza axial actuante en el punto donde se requiere conocer el
desplazamiento horizontal

e n: Fuerza axial actuante en la viga isostatica ficticia “Donde se propone una

carga unitaria”

A: Area de la seccion transversal

E: Médulo de elasticidad.
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Calculo de los desplazamientos horizontales

_OMO AL _ 132

Axy AE AE AE
Ar = (0)(1)(0) Jr(12)(0)(4)Jr (A2)(D)(7) _ 84
27 AE AE AE  AE
A _(MHmaz) 12
BT TTAE T 4E
X _(1)(0)(5) +(1)(1)(7)_ 7
T AE AE ~ AE
Ax _(OMG) +(1)(1)(7)_ 7
> AE AE ~ AE
Ax, = (0)(0)(5) +(1)(1)(7) _7

AE AE AE

Al igual que Para el célculo de las reacciones verticales, los desplazamientos,
NnL . . .

Ax; =% se asocian a las reacciones horizontales de los apoyos por lo que

nuestro sistema de ecuaciones queda de la siguiente manera:

Axq + Ax3RAX + AxsRCX =0

Ax, + Ax,RAX + AxgRCX =0

132+ 12 RAX + 7 RCX =0
AE = AE AE N
84

7 7
— +—RAX +-—RCX =
AE+AE +AE ¢ 0

Resolviendo el sistema:

RAX = —%Ton RCX = —15—2Ton
— —
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Para el calculo de la reaccion horizontal en E “REX”
LFy=0

%Ton —8Ton + 15—2Ton — 4Ton—REX =0

REX =0

Viga en equilibrio estatico:

12T /m

ME=23.4852381Ton+m --._

7T /m

B D |/ REX=0
_48
RAX—? Ton REY = 24.57454649Ton

I RCY = 13.73975509 Ton I
|
|

_. MA=4.806190491 Ton xm

2m | 5m |

| im | 4am

Calculo de las ecuaciones de momento flexionante, fuerza cortante.

Tramol Om<x<5m

_. MA=4.806190491 Ton xm

97 , 989

RAY=9.171412704 Ton

|

x
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S

¥ (Lx2 -2y 17
M, = 9.171412704x — 4806190491 — [* L x2 - 225 1 7 <x _b ’fc(é‘f"i T )>

0 420 420 fo 220" " 120

x4 22 % — 2x? +9.171412704x — 4.806190491

M, =
1= “5020% T 2520

=2 34292
Vi=—050X TawX —7x+9.171412704

Evaluando las ecuaciones, para verificar la continuidad con las ecuaciones
siguientes:

L(x) M1 V1
Om | —4.806190491Ton*m | 9.171412704Ton
5m | —9.42035713Ton*m | —6.017079359Ton

Tramo2 5m<x<12m

7T/m  _ MA=4.806190491 Ton * m
- 297 2989 -
Y7420 420
g

RAY=9.171412704 Ton

I I RCY = 13.73975509 Ton

| I
im | 4am | X-5m

S

X 97 2_& 7
Mj = 9.171412704x — 4806190491 — [ ~=x? = x +7 <x b ;i(;‘f"t ad )>

0 420

+13.73975509x — 68.69877545
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_ 97 4,98 3 7 2 _
M, = zor0 X +2520x X +22.91116779x — 73.50496594

97
1260

989

2 _
az0 X 7x +22.91116779

VZ = - x3 +
Evaluando las ecuaciones, para verificar la continuidad con las ecuaciones

siguientes:

L(x) M2 V2
5m | —9.42357149Ton *m | 7.722675727Ton
12m | —23.48523811+m | —24.57454649Ton

Evaluando las ecuaciones de momento y cortante para dibujar los diagramas:

L(x) Cortante Momento
0.00 9.17141270 -4.806190491
0.20 7.81789207 -3.108799061
0.40 6.55486667 -1.673000647
0.60 5.37864128 -0.481065726
0.80 4.28552064 0.48399618
1.00 3.27180953 1.238436499
1.20 2.33381270 1.797767611
1.40 1.46783493 2.17676285
1.60 0.67018096 2.389456502
1.80 -0.06284444 2.449143805
2.00 -0.73493650 2.368380949
2.20 -1.34979047 2.158985077
2.40 -1.91110158 1.832034284
2.60 -2.42256507 1.397867619
2.80 -2.88787618 0.86608508
3.00 -3.31073015 0.245547621
3.20 -3.69482222 -0.455622854
3.40 -4.04384761 -1.230043488
3.60 -4.36150158 -2.071070471
3.80 -4.65147936 -2.972799041
4.00 -4.91747618 -3.930063485
4.20 -5.16318730 -4,938437134
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4.40 -5.39230793 -5.994232371
4.60 -5.60853333 -7.094500624
4.80 -5.81555872 -8.237032369
5.00 -6.01707936 -9.42035713
5.00 7.72267573 -9.420357149
5.20 7.52296462 -7.89579248
5.40 7.32136779 -6.411297017
5.60 7.11419001 -4.967617427
5.80 6.89773604 -3.566239425
6.00 6.66831065 -2.209387771
6.20 6.42221858 -0.900026277
6.40 6.15576462 0.358142202
6.60 5.86525350 1.56067576

6.80 5.54699001 2.702393445
7.00 5.19727890 3.777375257
7.20 4.81242493 4.778962148
7.40 4.38873287 5.699756023
7.60 3.92250747 6.53161974

7.80 3.41005350 7.265677108
8.00 2.84767573 7.892312888
8.20 2.23167890 8.401172795
8.40 1.55836779 8.781163496
8.60 0.82404716 9.02045261

8.80 0.02502176 9.106468707
9.00 -0.84240364 9.025901313
9.20 -1.78192427 8.764700903
9.40 -2.79723538 8.308078905
9.60 -3.89203221 7.640507701
9.80 -5.07000999 6.745720624
10.00 -6.33486396 5.60671196

10.20 -7.69028935 4.205736947
10.40 -9.13998142 2.524311774
10.60 -10.68763538 0.543213586
10.80 -12.33694650 -1.757519522
11.00 -14.09160999 -4.398588504
11.20 -15.95532110 -7.401433359
11.40 -17.93177507 -10.78823313
11.60 -20.02466713 -14.58190593
11.80 -22.23769253 -18.80610888
12.00 -24.57454650 -23.48523817
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DIAGRAMA DE CORTANTE

15.00000000

10.00000000

5.00000000 +— N;‘

0.00000000 B S

500000000 = “’s.é‘m 6.00 8.00 =
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F _10.00000000

Py

-15.00000000
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-25.00000000

-30.00000000

L(x)

DIAGRAMA DE MOMENTO
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Diagrama de fuerza axial

L(x) N
Om-1m | 48/5Ton (C)
1m-5m | 8/5 Ton (C)
5m-7m 4Ton (C)

7m-12m 0

DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL

2 7 ®
1
2 4 6 8 10
2
2
S 4 & l
-
6
-8
a0 &
12
L(x)
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6.- De la siguiente viga, determine las reacciones en los soportes mostrados, las
funciones que describen la variacion del momento flexionante, fuerza cortante y
fuerza axial; producto de la accion del sistema de fuerzas externo, dibuje los
diagramas correspondientes a dichas funciones.

Verificacion del grado de indeterminacion de la viga:

Recordando que el grado de indeterminaciéon en términos vanos es la diferencia
entre el numero de incognitas de nuestra estructura “I” y el numero de ecuaciones
de equilibrio estatico asociadas a su plano “E”

I-E=9-3=6

Como notamos en este caso, encontramos una viga hiperestatica, para dar
solucion a este problema emplearemos el método de flexibilidades (trabajo virtual
en vigas) que si bien ya fue descrito en ejercicios anteriores, valdra la pena
recordarlo, ya que en este ejemplo, habran de analizarse tanto las cargas
verticales como las horizontales.

Como primer paso se idealizara una “viga primaria” la cual tendra como principales
caracteristicas que sera: isostatica y conservara las cargas originales, notando
gue al desaparecer los apoyos necesarios para que la viga sostenga las
caracteristicas antes mencionadas, liberaremos desplazamientos, los cuales habra
gue sefialar en el diagrama que representa dicha viga primaria los cuales se
nombraran en este caso:
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Para los giros  6;
Para los desplazamientos verticales  Ay;
Para los desplazamientos horizontales que posteriormente seran calculados Ax;

Nota: primero se realizara el analisis de cargas verticales, una vez efectuado
dicho analisis se calcularan las reacciones horizontales en los apoyos.

6m m

Tomando en cuenta que la ecuacion para calcular la deflexién en cualquier punto
es:

Ay; =

fLZ Mmdx
. El

1

L, Mmdx
g, = [L2Mmax
L1 EI

Calculo de las ecuaciones de momento para la viga primaria.
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Por trigonometria definimos:

h_6x
1713
b6 6x
2= 13

Iy (%)(x) 2x 6 6x X
b R G 16
M. = 2x3 3 2_|_3x3

1= 73 T T3
M _x 3x?

15337 %%

El siguiente paso del método de trabajo virtual es ir creando tantas vigas
isostaticas ficticias sean necesarias en las cuales las cargas originalmente
planteadas de la viga se eliminaran y se pondra una carga unitaria por cada
desplazamiento liberado a cada viga corresponderd una carga unitaria, a manera
gue estas cargas unitarias restrinjan dichos desplazamientos, para cada viga
isostatica ficticia habra que calcular también las ecuaciones de momento
flexionante, dichas vigas se describen a continuacion.

Viga isostatica ficticia 1

I)

oiin

IAyll Ayi, : |§ R
1Ton : I
v

MC
cX

R

1
N

6m m
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Calculo de las ecuaciones de momento flexionante.

0<x<13m

M=x

Viga isostatica ficticia 2

922

Ay 22] 1Ton

6m 7m
Calculo de las ecuaciones de momento flexionante.
0<x<6m
M=0
6m<x<13m
M=x-6
Viga isostatica ficticia 3

qlTon *m
0

o b2

' Aysq

Ays,

6m
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Calculo de las ecuaciones de momento flexionante.
0<x<13m
M=-1

Viga isostatica ficticia 4

MC
q 1Ton *m q
041 0., E
. T #
' Aya voes |§ RCX
: REY
em I 7m

Calculo de las ecuaciones de momento flexionante.
0<x<é6m

M=0

6m<x<13m

M=-1
Calculo de los desplazamientos liberados

L2 Mmdx
Ay; =j
L

EIl

o 1f13 © _ 22) (oyax  _ 1570855
n=Er), \137 7 )T EI

. _1f6 LS P +1f13 22 e 6y - _ 8116142308
2 Fr), \137 > *TEr), \13T )V T YHE EI
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2197

1 13
Ay = ﬁ-f;) (x)(x)dx = SET

1 (° 113 784

Ay = EJ; (x)(0)dx + EL (x)(x — 6)dx = 35

1 (° 18 784

AZl:EJ;) (0)(x)dx+ﬁf6 (x —6)(x)dx :m
Az = ! f6(0)(0)d + ! 13( 6)(x — 6)dx = 343
27 Fr), *TE) x X =357

py == [ D @dx = - 12
31_EI . x)ax = 2El

1 (° 1 (13
hr =7 | OO+ 5 [ DGO = -7

133

1 ré 1 13
du= g7 [ @C0dr+ g [ D@ = -5

13

4 _116(0)(0)‘1 b= [ Do - 6)dx = — o
271 ), Y TE), x X=—or

Calculo de los giros liberados

0 _fLZMmdx
Y ), EI

1

. _1f13 X3 1) L1y = 561
“TE ), \137F X = 4EI
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o = L[°(X 322 ) (0)dx + — B (x3 32 ) (“1)ax = 25747
2 =fr), \13~ *TEr), \137* X =T

169

1 13
011 = EJ; (x)(—1)dx = ~>F1

133

1 r® 1 13
612 :E-fo (x)(o)dx-l_ﬁfﬁ (x)(—1dx = T

49

1 6 1 13
021 =Ef0 (0)(—1)dx+ﬁf6 (x = 6)(~1)dx = — o=

13

? _1j6(°)(°)d o[ - 6)(Ddx = — oo
ZEN TN *TE) Y X=—5r

13

b == [ (~D(-Ddx =
31_E10 X—EI

1 r® 1 13 ~
b =57 [ DO+ g [ DD =g

1 r® 1 13 ~
0 =57 | @D+ 5 [ DDax =

13

o == [ dx + = 1(~1)dx = -
42 _E—[()(O)(O) x+ﬁ ) (-D(-1) X =
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Asociando los giros y desplazamientos liberados a las reacciones en los
empotramientos y construyendo un sistema de ecuaciones de flexibilidades
por compatibilidad de deflexiones.

Aypy + A{RAY + A,y RBY + A3;;MA + Ay yMB =0

AOZ + AlzRAY + AzzRBY + A32MA + A42MB == 0

901 + HllRAY + 921RBY + 031MA + 941MB == 0

902 + 612RAY + 922RBY + 032MA + 942MB == 0

Sustituyendo:

N 2197 RAY 4 784 RBY 169 VA 133 "B — 15708.55
3EI 3EI 2EI 2EI N EI
N 784 RAY 4 343 RBY 49 A 49 WE — 6116.142308

3EI 3EI 2EI 2EI N EI
169 RAY 49 RBY + 13 MA + 7 MB = 5691

2EI 2EI EI EI ~ AEI

133 RAY 49 RBY + 7 MA + 7 MB = 75747

2EI 2EI EI EI " 52EI

Solucionando el sistema de ecuaciones:
RAY = 53.0076923Ton'

RBY ~ —17.4Ton 1

MA ~ 164.676923Ton *m ;
MB =~ 69.9Ton+m )
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69.9Ton *m

.676923Ton

RAX

153. 0076923Ton

6m 7m

AN\NN\N

17.4Ton I

RGY

Calculo de la reaccion vertical y el momento en el empotramiento “C”
Sho

53.0076923Ton — 17.4Ton + RCY —

(677;(1371

)(13m) B

0
2

RCY = 3.3923077Ton I

ZMA:O

—164.676923Ton *m — 69.9Ton * m + (17.4Ton)(6m) — (3.3923077Ton)(13m)

6Ton
Cn ) -

MC =5.276923Ton *m q

_|_
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Reacciones verticales y momentos encontrados en la viga

69.9Ton xm 5.276923Ton+m

RAX

153.0076923T0n 17.4Ton 3.3923077T0nI

\N\\N

6m 7m

Calculo de las ecuaciones de momento flexionante y fuerza cortante

0<x<6m

hy

164.676923Ton

\NANNNN

RAX

53.0076923Ton

<"

Por trigopnometria definimos:

h_6x
1713
=6 6x
2= 13
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(£3)

M= [zx (6 6x)( )(x) +(53.0076923)(x) — 164.676923
b 2 13 13/ \2 : x :
2x3 3x3
My = o = 3x? + = + 53.0076923x — 164.676923

3

X
M, = 3 3x% + 53.0076923x — 164.676923

3x?

V,= 13~ 6x + 53.0076923

L(x) | Momento Cortante
0 | —164.676923Ton *m | 53.0076923Ton
6m | 61.98461542Ton *m | 25.315385Ton

6m<x<13m

69.9Ton*m

164.676923Ton

/)
7
% RAX
Iss. 0076923Ton 17.4Ton
6em xX—6
b = 6x
1713
hy= 6
1 13
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ZM,,:O

M, = _(%C) (x)[

2

2x 6x X
|- (6 - E) (x) (E) +(53.0076923) (x) — 164.676923

—(17.4)(x — 6) — 69.9

2x3 3x3 522
M, = 43~ 3x% + =t 53.0076923x — 164.676923 — 17.4x + —= = 69.9

3

X
M, = 3 3x% +35.6076923x — 130.176923

2

3x
V, = 13~ 6x + 35.6076923

L(x) | Momento Cortante
6m | —7.915385Ton*m | 7.915385Ton
13m | —5.276923Ton * m | —3.392308Ton
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Andlisis de cargas horizontales.

—— N

RAX 6Ton RBX "6Ton Is RCX

4im 2m 2m 5m

Para encontrar las reacciones horizontales en los apoyos, se utilizara un
procedimiento similar al efectuado para calcular las reacciones en el sentido
vertical, primeramente idealizaremos una viga primaria, cuyas caracteristicas
principales son: sera estaticamente determinada y conservara el sistema de
cargas originales que actuan sobre la viga, debemos tomar en cuenta que al quitar
los apoyos necesarios para hacer isostatica a nuestra viga primaria, hemos
liberado desplazamientos, a los cuales Ilamaremos como anteriormente
mencionamos: Ax;

En este caso cada viga debe resolverse y obtenerse la fuerza axial actuante para
cada tramo de viga

Viga primaria

Ton sz 516Ton

>
=
=
e ) )

im 2m 2m 5m
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4dm < x < 8m

N = 6Ton (Tensién)

8m <x < 13m

N = 10Ton (compresion)

Como se hizo anteriormente, se proponen vigas isostaticas ficticias, en las cuales
se pondran cargas unitarias en aquel punto donde se liberaron desplazamientos,
se propondra una viga isostatica ficticia por cada desplazamiento liberado en la
cual se pondra una carga unitaria asociada a dichos desplazamientos como se
hizo en el analisis de cargas verticales, a su vez se sefialaran también en ellas los
desplazamientos horizontales liberados Ax; se resolveran y se obtendra también la
fuerza axial actuante en cada tramo de viga.

Viga isostatica ficticia 1

1Ton
— : ! :
L Axs | 1Ax, ; |§ 1Ton
4m 2m h 2m 5m
Om<x<13m
N = 1Ton (Tensién)
Viga isostatica ficticia 2
1Ton
: : f— :
: AX5 : ,Ax6 : Is 1Ton
4m 2m I 2m 5m
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om < x < 13m
N = 1Ton (Tension)
Calculo de los desplazamientos horizontales liberados.

A _NnL
S

Ax. = (0)(1)(4)+(6)(1)(4)+(—10)(1)(5) _ 26
L™ AE AE AE ~  AE

_OO®  ©OME) )1  E10M6E) 38

Axy AE AE AE AE AE
A _(H®(@3) 13
BETTAE T 4E
Ax _(1)(0)(6) +(1)(1)(7)_ 7
T AE AE ~ AE
Ax _(0)(1)(6) +(1)(1)(7)_ 7
> AE AE ~ AE
Ax, = (0)(0)(6) +(1)(1)(7) _7

AE AE AE

Asociando los desplazamientos liberados con las reacciones horizontales en
los empotramientos para idealizar un sistema de ecuaciones de
flexibilidades por compatibilidad de deflexiones.

Axq + Ax3RAX + AxsRBX = 0

sz + Ax4_RAX + AXGRBX =0
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Sustituyendo:

+13RAX+ 7 RBX = 26
AE AE ~ AE
+ ’ RAX + 7 RBX—38
AE AE ~ AE

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

RAY = —2Ton W)

52
—RCX + 2Ton — 6Ton — 7T0n +16Ton =0

32
RCX = 7Ton <4

Viga en equilibrio estatico

69.9Ton+m

5.276923Ton *m

53.0076923Ton

3.3923077Ton

4im 2m 2m
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Evaluando las ecuaciones de momento flexionante y fuerza cortante para

dibujar los respectivos diagramas.

L(x) Cortante Momento Axial
0.00 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.00 53.00576923 -164.67692300 2.00000000
0.20 51.81500000 -154.19476916 2.00000000
0.40 50.64269231 -143.94892300 2.00000000
0.60 49.48884615 -133.93569224 2.00000000
0.80 48.35346154 -124.15138454 2.00000000
1.00 47.23653846 -114.59230762 2.00000000
1.20 46.13807692 -105.25476916 2.00000000
1.40 45.05807692 -96.13507686 2.00000000
1.60 43.99653846 -87.22953840 2.00000000
1.80 42.95346154 -78.53446148 2.00000000
2.00 41.92884615 -70.04615378 2.00000000
2.20 40.92269231 -61.76092302 2.00000000
2.40 39.93500000 -53.67507686 2.00000000
2.60 38.96576923 -45.78492302 2.00000000
2.80 38.01500000 -38.08676918 2.00000000
3.00 37.08269231 -30.57692302 2.00000000
3.20 36.16884615 -23.25169226 2.00000000
3.40 35.27346154 -16.10738456 2.00000000
3.60 34.39653846 -9.14030764 2.00000000
3.80 33.53807692 -2.34676918 2.00000000
4.00 32.69807692 4.27692312 2.00000000
4.00 32.69807692 4.27692312 -4.00000000
4.20 31.87653846 10.73446158 -4.00000000
4.40 31.07346154 17.02953850 -4.00000000
4.60 30.28884615 23.16584620 -4.00000000
4.80 29.52269231 29.14707696 -4.00000000
5.00 28.77500000 34.97692312 -4.00000000
5.20 28.04576923 40.65907696 -4.00000000
5.40 27.33500000 46.19723080 -4.00000000
5.60 26.64269231 51.59507696 -4.00000000
5.80 25.96884615 56.85630772 -4.00000000
6.00 25.31346154 61.98461542 -4.00000000
6.00 7.91538461 -7.91538458 -11.42857143
6.20 7.27846153 -6.39630766 -11.42857143
6.40 6.65999999 -5.00276920 -11.42857143
6.60 6.05999999 -3.73107690 -11.42857143
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6.80 5.47846153 -2.57753844 -11.42857143
7.00 4.91538461 -1.53846152 -11.42857143
7.20 4.37076922 -0.61015382 -11.42857143
7.40 3.84461538 0.21107694 -11.42857143
7.60 3.33692307 0.92892310 -11.42857143
7.80 2.84769230 1.54707694 -11.42857143
8.00 2.37692307 2.06923078 -11.42857143
8.00 2.37692307 2.06923078 4.57142857
8.20 1.92461538 2.49907694 4.57142857
8.40 1.49076922 2.84030770 4.57142857
8.60 1.07538461 3.09661540 4.57142857
8.80 0.67846153 3.27169232 4.57142857
9.00 0.29999999 3.36923078 4.57142857
9.20 -0.06000001 3.39292308 4.57142857
9.40 -0.40153847 3.34646154 4.57142857
9.60 -0.72461539 3.23353846 4.57142857
9.80 -1.02923078 3.05784616 4.57142857
10.00 -1.31538462 2.82307692 4.57142857
10.20 -1.58307693 2.53292308 4.57142857
10.40 -1.83230770 2.19107692 4.57142857
10.60 -2.06307693 1.80123076 4.57142857
10.80 -2.27538462 1.36707692 4.57142857
11.00 -2.46923078 0.89230768 4.57142857
11.20 -2.64461539 0.38061538 4.57142857
11.40 -2.80153847 -0.16430770 4.57142857
11.60 -2.94000001 -0.73876924 4.57142857
11.80 -3.06000001 -1.33907694 4.57142857
12.00 -3.16153847 -1.96153848 4.57142857
12.20 -3.24461539 -2.60246156 4.57142857
12.40 -3.30923078 -3.25815386 4.57142857
12.60 -3.35538462 -3.92492310 4.57142857
12.80 -3.38307693 -4.59907694 4.57142857
13.00 -3.39230770 -5.27692310 4.57142857
13.00 0.00000000 0.00000000 0.00000000
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60.00000000

Fuerza cortante

50.00000000 -

40.00000000

30.00000000

BaNe

Ton

20.00000000

10.00000000

0.00000000

-9

0.00

N
—J
>

s
]
>

)

>
>

(3

)
>

(=]

oc
UU

=

-10.00000000

100.00000000

Momento flexionante

50.00000000

0.00000000

0.00

oA -
2.00 4.00 6.00 8.00

-50.00000000

Ton*m

-100.00000000

-150.00000000

4

-200.00000000

L(x)
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Ton

Fuerza axial

6.00000000

4.00000000

2.00000000 €9900000000000000000¢

0.00000000

-2.00000000

-4.00000000

L 4
L 4
L 4
L 4
L 4

-6.00000000

-8.00000000

-10.00000000

-12.00000000

-14.00000000

L(x)
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7.- Del siguiente marco: determine el valor de las reacciones en los soportes
mostrados, las funciones que describen la variacion de las acciones internas
(momento flexionante, fuerza cortante y fuerza normal) y dibuje los diagramas
correspondientes a estas.

Curva de 3° grado
12Ton/m

Curva de 2° grado

5Ton/m
r—

10Ton/m l

2Ton/m

l

I RAY
<

Ny

2m 2m

Grado de indeterminacion del marco:
r+3m=3n+c
4+33)=34)+0

13 =12
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Por lo tanto nuestro marco es estaticamente indeterminado y no podemos
resolverlo con las ecuaciones de equilibrio estatico.

Método de analisis.

Para dar solucion al presente problema propuesto, se empleara el método de
flexibilidades (trabajo virtual en marcos) el cual resulta bastante similar al aplicado
a las vigas anteriores.

Como primer paso debemos idealizar un marco primario, el cual tendra como
principales caracteristicas: sera isostatico, conservara las mismas cargas que
soporta el marco originalmente planteado. Similar al método anterior al liberar las
reacciones necesarias para que el marco primario sea estaticamente determinado
se provocaran desplazamientos los cuales habran de sefialarse en su respectiva
posicion.

Posteriormente se propondran tantos marcos isostaticos ficticios sean necesarios
para calcular el valor de las reacciones que restrinjan los desplazamientos
liberados, similar al método de trabajo virtual en vigas; a cada marco isostatico
ficticio corresponderd una carga unitaria positiva que se pondra en aquel lugar en
el cual se elimind la reaccidn necesaria para que el marco sostenga condiciones
de isostaticidad. Cabe mencionar que se propondra un marco isostético ficticio por
cada reaccion liberada en los soportes

Como recordamos los desplazamientos en cualquier punto se calculan con la
ecuacion:

_jLZMmdx
‘=), EI

1

Habran de calcularse las ecuaciones que rigen el comportamiento del momento
flexionante en cada miembro de los marcos que se generen al dar solucion al
problema planteado.

Los desplazamientos propuestos a liberar para resolver el marco original, asi
como el marco primario y los marcos isostéticos ficticios necesarios para resolver
el ejercicio se describen a continuacion.
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Marco primario

Curva de 3° grado
12Ton/m

Curva de 2° grado

5Ton/m
*—

10Ton/m \L

2Ton/m

rax/A\
I RAY
<

2m 2m

Como observamos el marco primario es isostatico y conserva las reacciones
originalmente planteadas por el problema, para obtener las ecuaciones de
momento flexionante que rigen cada miembro habran de calcularse las reacciones
en los soportes, por lo que antes deben construirse las funciones de las cargas
curvas que soporta el marco.
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Determinacion de la funcion de la curva para el miembro B-C

Como en este caso la curva es de 3er grado proponemos la forma de la ecuacion
de la siguiente forma:

y=ax3+bx+c

Condiciones de frontera asociadas a la curva:

Si x=0 y=>5
Si x=2 y=2
Si x=4 y =12

De la primera condicion:

a(0)3+b0)+c=5 “oc

Il
3

Utilizando las dos condiciones de frontera restantes para construir un sistema de
ecuaciones:

a2?+b(2)=-3........Ec1
a4)3+b(4)=7........Ec.2

De la ecuaciéon “1” despejamos “a”

-3-2b

a = 3

Sustituimos “a” en la ecuacion “2” y despejamos “b”

(—37—%) (64) + 4b = 7

—12b =31

b:_ﬁ
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Sustituyendo el valor de “b” en la equivalencia de “a”
3 2 ( 31) 13

a=-5 s\ 12 “=1s

Por lo tanto la funcién de la curva es:

132 31 s
Y= 4 T12"

Calculo de la carga total ejercida por la curva del miembro B-C asi como su
brazo de palanca aislando dicho miembro.

4/13x3 31 13x%  31x2 * 50
Pc=f ——x+5|dx = + 5x =?Ton
0 0

48 12 192 24

4
o (13x% 31 13x° 31x°  5x%]"  1g1¢
B} fo(")(4—8‘ﬁx+5)d" 240 36 T 2|, = 908
X = = = = m
4(13x3 31 13x% 31x2 4 50 375
L) [Be-SFes| 3

Determinacion de la funcién de la curva para el miembro C-D

Como en este caso la curva es de 2° grado proponemos la forma de la ecuacion
de la siguiente forma:

y=ax*+bx+c

Condiciones de frontera asociadas a la curva:

Si x=0 y=0
Si x=2 y=4
Si x=4 y=0

De la primera condicion:

a(0)2+b(0)+c=0 “ =0
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Utilizando las dos condiciones de frontera restantes para construir un sistema de
ecuaciones:

a2)?+b2)=4..........Ec.1
a(4)> +b(4)=0........Ec.2

De la ecuacién “2” despejamos “a”

 —4b
=76

Sustituimos “a” en la ecuacion “1” y despejamos “b”

Sustituyendo el valor de “b” en la equivalencia de “a”
—* 4) 1
= — a=—
“= 716
Por lo tanto la funcién de la curva es:

y=—x*+4x

Calculo de la carga total ejercida por la curva del miembro C-D asi como su
brazo de palanca aislando dicho miembro.

4 x3 to32
Pe=| (—x?+4x)dx = I—— + szl =—Ton
. 3 .3

x4 31% 64
f04(x)(—x2+4x)dx [ 4 + 2 o 3
¥=T s o3z m
— 2
Jo (=x% + 4x)dx [ %+2x2] I
0
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Calculo de las reacciones en los soportes del marco primario.

ZMA:O

10Ton 50 908 32
( ) (4m)(2m) + (— ton) (— m) — (— Ton) (2m) —4m(RDY) =0
3 375 3
445
RDY 45 Tonxm 1114
- am a5 "
Y-t
RAY Sot +1114T =0
g ton+——Ton=

RAY = 364-T l
= 45 on
Z FX = 0

10T on 32
RAX + ( ) (4m) — (— Ton) =0
m 3

88
RAX = ——Ton <4
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Calculo de las ecuaciones de momento flexionante para el marco primario

Miembro A-B 0<x<4m

10Ton/m x

ZMP:O

-+ (3) @) - 10 (5)

88

M; = =5x* + —
1 x“ + 3 X
L(x) Momento
0 0Ton *m
am 112
TTon*m
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Miembro B-C

0<x<4m

10Ton/m

-, - (35) @ +(F) @ - an® (3)

13x3 31
*(13x3 31 Yy fox(x)<—4g —ﬁx+5)dx
—fo T —pxt x|l x—

@]

=0

13x3 31
i (

18 —ﬁx+5)dx

13x> 31x3  5x?

MZ — _ x4 112 _(13)6'4 31X2 _ 240 - 36 + 2

192 24 13x% 31x2
197 — 24 15
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31x3 13x5  31x3 5x2>

364 112 (13x5

M, =— B
2 45 X+ 3 192 24
y,—_13¢ 310 52 364 112
2="960 72 2 45 3
L(x) Momento
0 112
TTon *Mm
4m —64
——Ton*m
Miembro C-D 0<x=<4m
N;
M,
Vs
P
X
y = —_’X'Z + 4x
D

S
. J; () (=x* + 40)dx\
—M; — Uo i 4x)dxl (x B Jy (=x? + 4x)dx > -
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x3 +
M3=—<—?+2X2> X — ;1-3 3
— 5+ 2x?
4 x*  4x3
My=—|—-——+2x3+———
xr 28
3712 3
L(x) Momento
0 0Ton *m
4m 64
——Ton*m
3
Marco isostatico ficticio 1
- R
Rax/A\
IRAY
; p. ;
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Calculo de las reacciones en los soportes.

ZFXZO

RAX — 1Ton =0

RAX = 1Ton wmmp

Y F=0
RAY = RDY =0

Calculo de las ecuaciones de momento flexionante para cada miembro del
marco

Miembro A-B 0<x<4m

RAX = 1Ton

I RAY =0
ZMP=0

—M; = (D) =0

M1=—x
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0<x<4m

Miembro B-C

M,

4m

RAX = 1Ton

=0

S

—M; - (1)(4) =0

M2=—4
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Miembro C-D

ZMP =0
—M; = (D) =0

M3=—x

Calculo de los desplazamientos liberados

_jLZMmdx
‘=), TE
. _1f4< . )( s L [f(o130 3 s zea 112
=gy )y U T )T ) \T %60 T 72 T2 a5 T3

A 2752 . 5984 .\ 3584 864
01~ "~ 9g] " 15EI ' 45EI 5EI
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1 4 1 r4 1 4
b= g7 | Ot g [ x5 [ o=

64 64 64 320

Ay — F — f —— = ——
1= 351 BT3B T 3EI
Asociando los desplazamientos liberados con las reacciones del marco
original para formar el sistema de ecuaciones de flexibilidades.
AOI + AllRDX = O
Sustituyendo y dado solucién a la ecuacion.

320RDX_ 864
3EI ~ S5EI

81
RDX = —<-Ton m—)

Calculo de las reacciones en los soportes del marco original

ZMA:O

10Ton 50 908 32
( ) (4m)(2m) + (— ton) (— m) — (— Ton) (2m) —4m(RDY) =0
3 375 3
445
RDY 75 Tonxm 1114
- 4im T 45 on
Yo
RAY 5Ot +1114T =0
3 on ac on =

RAY = 364T l
= ~75 on
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13x3 31 Vs
48 127
/ A viw
10Ton/m
B C
4m
4643 el \
A on
. 150 ' 81
T
/_}\ R] 50 on
364 I 1114
a5 1o | a5 "
! N
4m
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Calculo de las ecuaciones de momento flexionante, fuerza cortante y fuerza
axial de cada miembro en el marco.

Miembro A-B 0<x<4m
Ny
M,
B A
P
10Ton/m x
RAX — 4-643T
“T150 "

ZMP:O

4653 X

-M - -1 Z

1+(150)(x) (0)(")(2)
oo sz, 1643

1= X T ¥
V, = —10x + 2043

1= X TR0
ZFY:O
Ny =2 on = 0 Ny = 222 Ton(Tension)
1~ g Ton = 1 =g Ton(Tension

L(x) | Momento Cortante
0 0Ton *xm 4643 Ton
150
4m | 3286 1357
e Ton*xm ~ 150 Ton
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Miembro B-C

10Ton/m
B
v
i 4m
Ay 1643
~ 150 " !
A
Ray =87
“5 " !
o X
ZMpzo
(364)<> +(52) @ - 0@ (4)
X 150
13x 31
. \48 12° i fx 13x 31 N\ax |
o\ 28 ~12% x
13x°> 31x3 5x2
y, _ 364 3286 13x4 31x2+5 540~ 36 T o
2T 75 T T7s 192 24 Y)\ T I 31
192 ~ 24
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45 3 92 24 T°* 7230 T35 2

364 112 (13)65 31x3 13x>  31x3 5x2>
M2 = — X+ -

13x5+31x3 5x¢ 364 +3286
960 ' 72 2 45 X" 775

- 13x4+31x2 36
T 702 T 22 °* 5

v (4643T >_|_<10T0n)(4 ) =0 N, — 1357T (C iom)
p 5o on — m) = 2 = —7gq Ton(Compresién

L(x) Momento Cortante
0 3286T 364T
* — —
75 on *m 45 on
4m 1114T 1114T
— * —
TR 2 [on
Miembro C-D 0<x<4m
N3
Mj
Vs
P
X
y =x%+4x
RDY = —Ton
D




ZMP=O

—M. — 2 _
M, UO( X +4x)dxl<x

Jy (=2 + 4x)dx> N (81) 0

fox(—x2 + 4x)dx 50
x*  4x3
x3 —zt—3 | 81
M; = — —?+2x2 X =3 +%x
_?+2 2
y X4+2 3+x4‘ 43 +81
3T T\ T TN T T3 ) T
e x* 2x3+81
3712”3 "50%
14 x 207 4 o
353 7% T
). Fr=
N+(1114T ) 0 N 1114-T (c i6m)
= = n
3 25 Ton . 25 Ton(Compresit
L(x) Momento Cortante
0 0Ton *m gTon
1114 5257
4m
— 75 Ton *xm —150 Ton
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Diagramas de momento flexionante, fuerza cortante y fuerza axial en el

Miembro A-B

marco.
0<x<4m

L(x) Cortante Momento Axial

0.00 30.95333333 0.00000000 8.088888889
0.20 28.95333333 5.99066667 8.088888889
0.40 26.95333333 11.58133333 8.088888889
0.60 24.95333333 16.77200000 8.088888889
0.80 22.95333333 21.56266667 8.088888889
1.00 20.95333333 25.95333333 8.088888889
1.20 18.95333333 29.94400000 8.088888889
1.40 16.95333333 33.53466667 8.088888889
1.60 14.95333333 36.72533333 8.088888889
1.80 12.95333333 39.51600000 8.088888889
2.00 10.95333333 41.90666667 8.088888889
2.20 8.95333333 43.89733333 8.088888889
2.40 6.95333333 45.48800000 8.088888889
2.60 4.95333333 46.67866667 8.088888889
2.80 2.95333333 47.46933333 8.088888889
3.00 0.95333333 47.86000000 8.088888889
3.20 -1.04666667 47.85066667 8.088888889
3.40 -3.04666667 47.44133333 8.088888889
3.60 -5.04666667 46.63200000 8.088888889
3.80 -7.04666667 45.42266667 8.088888889
4.00 -9.04666667 43.81333333 8.088888889
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Ton

35.00000000

Fuerza Cortante

30.00000000

25.00000000

20.00000000

15.00000000

10.00000000

5.00000000

0.00000000

0.0

=Y
[E=Y

DY DU U

DU

-5.00000000 -

-10.00000000

-15.00000000

L(x)

m

*

Ton

60.00000000

Momento flexionante

50.00000000

40.00000000

30.00000000

20.00000000

10.00000000

0.00000000

0.00

0.50 1.00 1.50 2.00
L(x)

2.50

3.00

3.50

4.00
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Fuerza axial

9
7
6
5
c
o
'—
4
3
2
1
0 & 4
0.00 0.50 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00
L(x)
Miembro B-C 0<x<4m
L(x) Cortante Momento Axial
0.00 -8.08888889 43.81333333 -9.046666667
0.20 -9.03733056 42.09899567 -9.046666667
0.40 -9.88395556 40.20519467 -9.046666667
0.60 -10.63266389 38.15194700 -9.046666667
0.80 -11.28995556 35.95822933 -9.046666667
1.00 -11.86493056 33.64145833 -9.046666667
1.20 -12.36928889 31.21697067 -9.046666667
1.40 -12.81733056 28.69750300 -9.046666667
1.60 -13.22595556 26.09267200 -9.046666667
1.80 -13.61466389 23.40845433 -9.046666667
2.00 -14.00555556 20.64666667 -9.046666667
2.20 -14.42333056 17.80444567 -9.046666667
2.40 -14.89528889 14.87372800 -9.046666667
2.60 -15.45133056 11.84073033 -9.046666667
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2.80 -16.12395556 8.68542933 -9.046666667
3.00 -16.94826389 5.38104167 -9.046666667
3.20 -17.96195556 1.89350400 -9.046666667
3.40 -19.20533056 -1.81904700 -9.046666667
3.60 -20.72128889 -5.80679467 -9.046666667
3.80 -22.55533056 -10.12876233 -9.046666667
4.00 -24.75555556 -14.85333333 -9.046666667
Fuerza cortante
0.00000000
0.00 .50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50 .00
-5.00000000
<4
-10.00000000 \\
\_‘\
§ -15.00000000 T
-20.00000000
-25.00000000
-30.00000000
L(x)
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Ton*m

Momento flexionante

50.00000000

40.00000000

30.00000000

20.00000000

10.00000000

0.00000000

0.00

=)
T

)
O

(E=Y
U

-10.00000000

-20.00000000

L(x)

Ton

Fuerza axial

L(x)
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Miembro C-D

0<x<4m

L(x) Cortante Momento Axial
0.00 1.62000000 0.00000000 24.75555556
0.20 1.54266667 0.31880000 24.75555556
0.40 1.32133333 0.60746667 24.75555556
0.60 0.97200000 0.83880000 24.75555556
0.80 0.51066667 0.98880000 24.75555556
1.00 -0.04666667 1.03666667 24.75555556
1.20 -0.68400000 0.96480000 24.75555556
1.40 -1.38533333 0.75880000 24.75555556
1.60 -2.13466667 0.40746667 24.75555556
1.80 -2.91600000 -0.09720000 24.75555556
2.00 -3.71333333 -0.76000000 24.75555556
2.20 -4.51066667 -1.58253333 24.75555556
2.40 -5.29200000 -2.56320000 24.75555556
2.60 -6.04133333 -3.69720000 24.75555556
2.80 -6.74266667 -4.97653333 24.75555556
3.00 -7.38000000 -6.39000000 24.75555556
3.20 -7.93733333 -7.92320000 24.75555556
3.40 -8.39866667 -9.55853333 24.75555556
3.60 -8.74800000 -11.27520000 24.75555556
3.80 -8.96933333 -13.04920000 24.75555556
4.00 -9.04666667 -14.85333333 24.75555556
Fuerza cortante
4.00000000
2.00000000
0.00000000
0.00-—0.501.00 "\1.502.00 250 3.003.504.00
_ ~2:00000000 \
o]
400000000 \
-6.00000000 \
-8.00000000 \-\
Ra ==Y
-10.00000000

L(x)
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Ton*m

Momento flexionante

2.00000000 T

0.00000000

0

-2.00000000

-4.00000000

-6.00000000

-8.00000000

-10.00000000

-12.00000000

-14.00000000

-16.00000000

L(x)

Ton

30

Fuerza axial

25 ===

20

15

10

0.00 0.50

1.00

1.50

2.00
L(x)

2.50

3.00

3.50

4.00
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8.- Del siguiente marco: determine el valor de las reacciones en los soportes
mostrados, las funciones que describen la variacion de las acciones internas
(momento flexionante, fuerza cortante y fuerza normal) y dibuje los diagramas
correspondientes a estas.

3Ton
RAX m
— A [ T T T T T T T T 71 [ T T T T T T 1 o
i B D
E | | Ton B Ton 4m
: m m
RCX H —

5m 3m

Grado de indeterminaciéon del marco:
r+3m=3n+c

4+34)=305)+0

16 = 15

Por lo tanto nuestro marco es estaticamente indeterminado y no podemos
resolverlo con las ecuaciones de equilibrio estético.

Método de analisis.

Para dar solucion al presente problema propuesto, se empleara el método de
flexibilidades (trabajo virtual en marcos) descrito en ejercicios anteriores.
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Marco primario.

A01

Ton 1 Ton 4am

RCX H —

5m 3m

Como puede observarse el marco primario idealizado es isostatico y en él se
mencionan los desplazamientos que fue necesario liberar para lograr dicha
condicion, a continuacién se calcularan las reacciones en los soportes de dicho
marco y se encontraran las ecuaciones gue rigen el comportamiento del momento
flexionante en cada miembro de este.

ZMC:O

—(3 Ton/m)(Sm) (; m) — (4 Ton/m) (4m) (% m) + (3 T‘m/m)(Bm) (; m)

—(1Ton/,))(am) (%m) — (3mM)REY =0

64
REY = — ?Ton
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ZFY=0

64
Rcy — (3Ton/, ) (8m) — 5 Ton=0

RCX — (4Ton/ ) (am) — (1 T/ )(4m) = 0

RCX = 20Ton wmmp

Calculo de las ecuaciones de momento flexionante del marco primario.

T """
: Ton
m X
E
Miembro D-E 0<x<4m REY :%T(m
Sy =0
X
M=) (5) L(x) | Momento
Om 0
x2 4m | 8Ton *m
M = ?
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MiembroB-D 0<x<3m

ZMP:O

M = (3)(x) (;) + (1)@ (g) + &

M= 5% e
—2 37

L(x) | Momento
Om 8Ton*m
3m | 85.5Ton*m

Miembro B-C 0<x<4m

ZM,,:o

M=@®@(5)-COw

M = 2x% — 20x

L(x) | Momento
Om 0
dm | —48Ton*m

Miembro A-B 0<x<5m

M=-(3)@)(5)
3x?
M=-="

L(x) | Momento

Om 0

5m | —37.5Ton*m
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Verificando que las ecuaciones de momento flexionante calculadas son
correctas sumamos los momentos que coinciden en el punto B

ZMB=0

85.5Ton+m — 48Ton+m — 37.5Ton+m =0

Marco isostatico ficticio 1

A11
1Ton -_—

4m

RCX

5m 3m
Como puede observarse el marco isostatico ficticio planteado para obtener el valor
de la reaccién liberada, carece de las cargas originalmente planteadas al marco
real y se induce una carga positiva unitaria en el lugar donde originalmente se
encontraba la reaccion liberada.

Calculo de las reacciones en los soportes del marco isostético ficticio 1

S we =0

(1Ton)(4m) — (3m)REY =0

4
REY = §Ton I
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ZFY=0

4
RCY +§Ton =0

RCX +1Ton =0
RCX = —1Ton

Calculo de las ecuaciones de momento flexionante del marco primario.

Miembro D-E 0<x<4m

ZM}):O

M=0

L(x) | Momento
Om 0
4m 0
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MiembroB-D 0<x<3m

ZMPZO .P D

==

M=—-=x

L(x) | Momento
Om 0Ton *m

3m | —4Ton*m
X
Miembro B-C 0<x<4m —— .
P
Z Mp = 0
X
M= (1)(x)
RCX =1Ton
M = x .............
L(x) | Momento I RCY = fTon
om 0 3

4m | 4Ton*m

4m
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Miembro A-B 0<x<5m

All
Z MP =0 1Ton ‘

M=0

L(x) | Momento
Om 0
5m 0 X

Verificando que las ecuaciones de momento flexionante calculadas son
correctas sumamos los momentos que coinciden en el punto B

ZMB=0

—4Ton+m+4Ton+sm =0

Calculo de las deflexiones.

fLZ Mmdx
. El

1

1 (> 3x?
Ayo, =E jo (-%) (0)dx + j (2x2 — 20x) (x)dx

L1 3x2+64 e ( 4 )d +1 4 xz 0 896 689 3859
T 2 T3 3%) T E XTT3EI T 2E1 T 6EI

Ayy, = f (O)(O)dx+—f (x)(x)dx+§1 3(—%95) <—§x>dx
1 64 16 112
+E,[0 (O)(O)dx =ﬁ+ﬁ=m

Asociando los desplazamientos con las reacciones liberadas.

Ag; + A;RAX =0
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Sustituyendo y solucionando.

112 3859

3EI RAX 6EI

3859
RAX = Ton W)

224

Calculo de las reacciones en los soportes del marco original.

ZMC=0

(3282549 Ton) (4m) - (3 Ton/m)(Sm) (; m) - (4 Ton/m) (4m) (g m)

+(3Ton/,)(3m) (%m> —(1Ton/, ) (4m) (; m) — (3m)REY =0

REY = 2127
~168 "
é Fy = 0
275

Rcy — (3Ton/,)(8m) + —=Ton =0

168
ey 3757 I
~ 168 "

Y=o

RCX — (4Ton/ ) (am) — (1 TOn/ ) (am) +

3859

621 ‘
RCX =——Ton

224
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Marco en equilibrio estatico

3859 Ton
224 m
— N ) N N S T 1 rrrr1r
i B O[]
: | | Ton | | Ton
: m mn
! 621 ] B
i 224 °" [T B

5m 3m

Calculo de las ecuaciones de momento flexionante, fuerza cortante y fuerza
normal en los miembros del marco real.

Miembro D-E 0<x<4m

Nl
Z Mp == 0
X
-M; + (D@ (3) .
X2 M, .
M= L(x) | Momento | Cortante P
2
Om 0 0 L
4m | 8Ton*m | 4Ton | Ton
V1 =X “m X
Z Fy = 0 -
N + 275 Ton — 0 )
17 168" " E
Ny =272 Ton(c ion) 275
= ——Ton(Compresién 275
17 168 I TegTon
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MiembroB-D 0<x<3m

448

M,
N, 3Ton/m
Z Mp =10 <4 rrrr7I1
\P D
M= @ () + 0@ (3) o 5 -
2= 2 2) " 168 | |
V, !
3 275 | Ton
2772 168" ; | m
b g 275 | |
2=°*" 168 | |
" X (R
Fxy=0 275
Z X T 168T0n
1Ton _
Nz _< m >( m) = L(x) | Momento | Cortante
Om 8Ton +m 275
, ———=Ton
N, = 4Ton(Compresion) 168
3m 929T 1237T
S *
c6 on*m 168 on
MiembroB-C 0<x<4m N
3
Z Mp = 0 M3
e
xy (621 P ]
My =@ (35) - ()@ i
1, Ton
, 621 | T m
M3 =2x* ——x
224 a
621
—1on [
v 4 621 Na = 3757T c i6m) 224 R
3= 4x— 3 = 1gg Ton(Compresion
L(x) | Momento Cortante 3757
Om 0 621 I 168 Ton
— T
224 "
4m 1171T 2963T
*
56 on*m 224 on

4m




Miembro A-B

0<x<5m

3859
Z Mp =10 224
X
M= -3)® (3) —
_3x?
T2
V3 = —-3x
N, = 3859, om)
3 = 55, [on(Compresion
L(x) | Momento Cortante
Om 0 0
S5m | —37.5Ton*m | 15Ton

Verificando que las ecuaciones sean correctas.

ZMB:O

Dibujo de los diagramas de momento flexionante, fuerza cortante y fuerza

929

—Ton+m+

56

1171
56

axial en cada miembro del marco.

Miembro D-E

Ton+m— —37.5Ton+m =0

0<x<4m
L(x) momento Cortante F. Axial

0 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0 0.00000000 0.00000000 -1.63690476
0.2 0.02000000 0.20000000 -1.63690476
0.4 0.08000000 0.40000000 -1.63690476
0.6 0.18000000 0.60000000 -1.63690476
0.8 0.32000000 0.80000000 -1.63690476

1 0.50000000 1.00000000 -1.63690476
1.2 0.72000000 1.20000000 -1.63690476
1.4 0.98000000 1.40000000 -1.63690476
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1.6 1.28000000 1.60000000 -1.63690476
1.8 1.62000000 1.80000000 -1.63690476
2 2.00000000 2.00000000 -1.63690476
2.2 2.42000000 2.20000000 -1.63690476
2.4 2.88000000 2.40000000 -1.63690476
2.6 3.38000000 2.60000000 -1.63690476
2.8 3.92000000 2.80000000 -1.63690476
3 4.50000000 3.00000000 -1.63690476
3.2 5.12000000 3.20000000 -1.63690476
3.4 5.78000000 3.40000000 -1.63690476
3.6 6.48000000 3.60000000 -1.63690476
3.8 7.22000000 3.80000000 -1.63690476
4 8.00000000 4.00000000 -1.63690476
4 8.00000000 4.00000000 0.00000000
Momento flexionante
9.00000000
8.00000000
7.00000000 /
6.00000000 /
£ 5.00000000 //
*C
2 4.00000000 /
3.00000000
2.00000000
1.00000000 /
0.00000000 o—o-dr“’/
0 0.5 1 15 2 3 3.5

L(x)
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Ton

Fuerza cortante

4.50000000

4.00000000

3.50000000

3.00000000

2.50000000

2.00000000

1.50000000

1.00000000

0.50000000

0.00000000

0 0.5 1 1.5 2
L(x)

2.5

35

Ton

Fuerza axial

0.00000000 QI

(0] 0I5 1.5

-0.20000000

-0.40000000

-0.60000000

-0.80000000

-1.00000000

-1.20000000

-1.40000000

~1.B0000000 & o~

-1.80000000

L(x)
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Miembro B-D

0<x<3m
L(x) Momento Cortante F. Axial
0 8.00000000 -1.63690476 0.00000000
0 8.00000000 -1.63690476 -4,00000000
0.2 7.73261905 -1.03690476 -4.00000000
0.4 7.58523810 -0.43690476 -4.00000000
0.6 7.55785714 0.16309524 -4.00000000
0.8 7.65047619 0.76309524 -4.00000000
1 7.86309524 1.36309524 -4.00000000
1.2 8.19571429 1.96309524 -4.00000000
14 8.64833333 2.56309524 -4,00000000
1.6 9.22095238 3.16309524 -4,00000000
1.8 9.91357143 3.76309524 -4.00000000
2 10.72619048 4.36309524 -4,00000000
2.2 11.65880952 4.96309524 -4.00000000
2.4 12.71142857 5.56309524 -4,00000000
2.6 13.88404762 6.16309524 -4.00000000
2.8 15.17666667 6.76309524 -4.00000000
3 16.58928571 7.36309524 -4,00000000
3 16.58928571 7.36309524 0.00000000

£

*
c
o

[t

Momento flexionante

18.00000000

16.00000000

14.00000000

12.00000000

10.00000000

8.00000000 i

6.00000000

4.00000000

2.00000000

0.00000000

0.5 1

1.5
L(x)

2.5
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Ton

8.00000000

7.00000000

6.00000000

5.00000000

4.00000000

3.00000000

2.00000000

1.00000000

0.00000000

-1.00000000

-2.00000000

-3.00000000

Fuerza cortante

(0]

[HEY
(0]

N
(0]

L(x)

Ton

0.00000000

-0.50000000

-1.00000000

-1.50000000

-2.00000000

-2.50000000

-3.00000000

-3.50000000

-4.00000000

-4.50000000

Fuerza axial

[0]4s)

L(x)
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Miembro B-C

0<x<4m
L(x) Momento Cortante F. Axial
0 0.00000000 -2.77232143 0.00000000
0 0.00000000 -2.77232143 -22.36309524
0.2 -0.47446429 -1.97232143 -22.36309524
0.4 -0.78892857 -1.17232143 -22.36309524
0.6 -0.94339286 -0.37232143 -22.36309524
0.8 -0.93785714 0.42767857 -22.36309524
1 -0.77232143 1.22767857 -22.36309524
1.2 -0.44678571 2.02767857 -22.36309524
14 0.03875000 2.82767857 -22.36309524
1.6 0.68428571 3.62767857 -22.36309524
1.8 1.48982143 4.42767857 -22.36309524
2 2.45535714 5.22767857 -22.36309524
2.2 3.58089286 6.02767857 -22.36309524
24 4.86642857 6.82767857 -22.36309524
2.6 6.31196429 7.62767857 -22.36309524
2.8 7.91750000 8.42767857 -22.36309524
3 9.68303571 9.22767857 -22.36309524
3.2 11.60857143 10.02767857 -22.36309524
34 13.69410714 10.82767857 -22.36309524
3.6 15.93964286 11.62767857 -22.36309524
3.8 18.34517857 12.42767857 -22.36309524
4 20.91071429 13.22767857 -22.36309524
4 20.91071429 13.22767857 0.00000000
Momento flexionante
25.00000000
20.00000000
15.00000000
£
s 10.00000000
°
5.00000000 /
0.00000000 =gt Peass
05 [ ] 2/5 3 3|5
-5.00000000




Ton

16.00000000

14.00000000

12.00000000

10.00000000

8.00000000

6.00000000

4.00000000

2.00000000

0.00000000

-2.00000000

-4.00000000

Fuerza cortante

(V)

IRy
[0y}

N
o

w
(U]

L(x)

Ton

0.00000000

-5.00000000

-10.00000000

-15.00000000

-20.00000000

-25.00000000

Fuerza axial

*

L(x)
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Miembro A-B

0<x<5m

L(x) Momento Cortante F. axial
0 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0 0.00000000 0.00000000 -17.22767857
0.2 -0.06000000 -0.60000000 -17.22767857
0.4 -0.24000000 -1.20000000 -17.22767857
0.6 -0.54000000 -1.80000000 -17.22767857
0.8 -0.96000000 -2.40000000 -17.22767857
1 -1.50000000 -3.00000000 -17.22767857
1.2 -2.16000000 -3.60000000 -17.22767857
14 -2.94000000 -4.20000000 -17.22767857
1.6 -3.84000000 -4.80000000 -17.22767857
1.8 -4.86000000 -5.40000000 -17.22767857
2 -6.00000000 -6.00000000 -17.22767857
2.2 -7.26000000 -6.60000000 -17.22767857
2.4 -8.64000000 -7.20000000 -17.22767857
2.6 -10.14000000 -7.80000000 -17.22767857
2.8 -11.76000000 -8.40000000 -17.22767857
3 -13.50000000 -9.00000000 -17.22767857
3.2 -15.36000000 -9.60000000 -17.22767857
3.4 -17.34000000 -10.20000000 -17.22767857
3.6 -19.44000000 -10.80000000 -17.22767857
3.8 -21.66000000 -11.40000000 -17.22767857
4 -24.00000000 -12.00000000 -17.22767857
4.2 -26.46000000 -12.60000000 -17.22767857
4.4 -29.04000000 -13.20000000 -17.22767857
4.6 -31.74000000 -13.80000000 -17.22767857
4.8 -34.56000000 -14.40000000 -17.22767857
5 -37.50000000 -15.00000000 -17.22767857
5 -37.50000000 -15.00000000 0.00000000
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Momento flexionante

0.00000000 ¢

N
U
@
U
i
U

|
0 0.5 ] .E:) 2

-5.00000000

-10.00000000

-15.00000000 NG

-20.00000000 \‘s

Ton*m

-25.00000000

-30.00000000

-35.00000000

-40.00000000

L(x)

Fuerza cortante

0.00000000 ZE i T

un
[N
U
N
U
W
U
B
U

-2.00000000 A N

-4.00000000 NG

-6.00000000

§ -8.00000000 A N

-10.00000000 N

-12.00000000

-14.00000000 h N

-16.00000000

L(x)
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Ton

Fuerza axial

0.00000000 ¢
1

iy
(U3
N

w

-2.00000000

-4.00000000

-6.00000000

-8.00000000

-10.00000000

-12.00000000

-14.00000000

-16.00000000

-18.00000000

-20.00000000

L(x)
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9.- Calcule el valor de las reacciones en los soportes mostrados, y las fuerzas
presentadas en las barras de la siguiente armadura.

oem

EI RAY I RDY

6m

Calculo del grado de indeterminacion de la armadura
b+r=2j

6+4 =2(4)

10 > 8 - La armadura es estaticamente indeterminada
Método de anélisis

Para dar solucién al ejemplo presente se empleara el método de flexibilidades
(trabajo virtual en armaduras) el cual es similar al empleado para solucionar vigas
y marcos hiperestaticos, como primer paso, debemos idealizar una armadura
primaria la cual tendrd& como principales caracteristicas: sera isostatica y
conservara las cargas de la armadura original, en este caso podemos liberar
tantas reacciones como barras sean necesarias para que la armadura primaria
logre ostentar condiciones de isostaticidad, una vez concluida la propuesta de la
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armadura primaria, se propondran tantas armaduras isostaticas ficticias (AIF) sean
necesarias para calcular los desplazamientos liberados, recordando que por cada
desplazamiento liberado se propondra una (AIF) en la cual se inducir4 una carga
positiva unitaria. En todas las armaduras que se generen por el método de
flexibilidades se enunciaran los desplazamientos liberados en el lugar
correspondiente y se calcularan las reacciones en los soportes, asi como las
fuerzas que se ejercen en cada barra de las mismas.

Armadura primaria.

10Ton 20Ton

= iR R
8Ton AA—-C), /

0/‘
0/‘
./. 6m
0/.
~/.
~/‘
RAX ./' ADx,
b)

—)

RAY
RDY
<

6m

1
i
i
N

Como observamos para que la armadura primaria logre ostentar condiciones de
isostaticidad, liberamos la barra (A-B) y la reaccion horizontal en el soporte (D) a
continuacion calcularemos las fuerzas que se ejercen en cada barra por el método
de (nodos) el cual se describe en esta tesis en el capitulo 6.

ZFXZO

8Ton — RAX = 0 RAX = 8Ton <ammm

460



Nodo C

—20—-FCD =0

FCD = 20Ton(Compresiéon)

Nodo B

ZFX = O
8 + FBD(Cos45°) = 0

FBD = ———
(Cos45°)

ZFY == 0
—10 + (8V2)(sen45°) — FBA =0

FBA = 2Ton(Compresién)

20Ton

N

10Ton

8Ton

= 8V2Ton (Compresién)
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Nodo A

ZFXZO

—84+FAD =0

e 8Ton
FAD = 8Ton(Tension)

ZFY:O

—2 —RAY =

RAY = —2Ton I

Nodo D

ZFY:O

—20 — (8v2)(Sen45°) — RDY = 0

RDY = —28Ton I

2Ton
v
< -9 >
4 FAD
%
RAY
20Ton
8V2Ton

8Ton D

RDY
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Viga primaria, fuerzas en barras y reacciones en los soportes

10Ton 20Ton
0
= o B
8Ton AA-C), /
0/‘
0/‘
a 6m
2Ton X 8V2Ton . 20Ton X
0/.
»/.
8Ton ADx,
> .............

28Ton'

~N
6m
Armadura isostatica ficticia 1
= 4 R
./
AA=-C)yy
o/‘
./. 6m
o/.
»/.
ADx,
1Ton
RDY I
: ~N
em
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Calculo de las reacciones en los soportes y fuerzas en las barras.

ZFXZO

1Ton — RAX = 0 RAX = 1Ton <=mmm
Nodo A FAB

A
ZFX - 0
—14+FAD =0 1Ton

< . >

FAD = 1Ton(Tensién) 4 FAD
ZFY = 0

\Z

RAY

(AIF1) fuerzas en las barras y reacciones en los soportes

B C.

./

A(A - C)z/‘

0/‘
0/.
0/.
~/.
1Ton ADx,
} -
1Ton
RDY l
: N
6m

6m
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Armadura isostatica ficticia 2

<
rA=C), .7
'/
1Ton/’
. oem
./

Nodo C

ZFX=O

—FCB — (1)(Cos45°) = 0

_ 2
FCB = 7Ton( compresion)

ZFY:O

—FCD — (1)(Sen45°) = 0

_ 2
FCD = TTon( compresion)

6m
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Nodo B

YFx=0

- (g) + FBD(C0s45°) = 0

8Ton
FBD = 1Ton (Tensién)
Z Fy=0
—FBA — (1)(Sen45°) =0
FBA = TZTon( compresion)
Nodo D
S re-o
—FDA — (1)(Sen45°) = 0

FDA

2
FDA = 7Ton( compresion)

ZFY:O

—RDY — <g> + (1)(Sen45°) =0

RDY =0
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V2

Nodo A — Ton
Z Fy=0 1Ton,
45°
V2
—RAY — <7> +(D(Senss?) =0 RAX ;’
RAY =0 4 V2
—Ton
2
Z FX = O
\

RAY
—RAX — <g> + (1)(Sen45°) =0

RAX =0

(AIF2) fuerzas en las barras y reacciones en los soportes

V2

—T
5 Ton

6m
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Calculo de las deflexiones. has

_ NnlL
M=
B (1)) 48
AN =" TaE
G (—@) © ® (—@) 6) (-20) (—@) © Capuen)
AAC, = AE + AE + AE AE
. —96+42V2
MG =—
(D@®6) o6
ADX: =g  ~E
o (—@) © 4
AAG, = AE - TAE
V2
) (—7> GIONNN
ADXs = AE ~ AE
(F)(H)o (F)(F)e (F)(-F)e
AAC, = AE + AE + AE
(-%)(-%)®
. 2 (1)(1)(6\/_ ) (D(D)(6v2)
AE AE AE

e _12+12V2
-~ AE
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Asociando las deflexiones con las reacciones y barras liberadas para formar el
sistema de ecuaciones de flexibilidades.

ADx; + ADx,RDX + ADx3FAC = 0
AAC; + AAC,RDX + AAC3FAC =0

Sustituyendo y solucionando el sistema de ecuaciones:

48 rox s _BﬁFR __18
AE AE ~ AE
LTz 32 . —96+42V2
AE AE - AE

RDX ~ —7.93Ton _

FAC =~ 0.10Ton(Tension)

Calculo de las reacciones en los soportes y las fuerzas en las barras de la
armadura original.
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ZF)(:O

7
8Ton —7.93 —RAX =0 RAX = o5 Ton <
ZMA = 0

Nodo C

(8ton)(6m) + (20Ton)(6m) — RDY(6m) = 0

RDY = 28Ton I
ZFY = 0

RAY — 10Ton — 20Ton + 28Ton =0

RAY = 2Ton I

20Ton
Z FX = 0
_FCE — (0.1)(Cos45°) = 0
v
FCB = \/ETon(Com resion) FCB < T )
=20 P 450 ¢
Z Fy=0 0.1Ton
v
—20 — (0.1)(sen45°) —FCD =0 FCD

FCD = 20.07Ton(Compresion)
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Nodo B

ZFXZO

V2 _
8 — ETon + FBD(Cos45°) = 0 8Ton

10Ton

FBD = 11.21Ton (Compresién)

ZFY=O v =
A FB

FBA
—10 + (11.21)(sen45°) — FBA = 0
FBA = 2.07Ton(Compresién)
Nodo A
2.07Ton
Z FX = O
; 0.1Ton
——— 4 FAD + (0.1)(Cos45°) = 0
100 (0.1)¢ ) 7 ton ¥ 45°
100 -
P < —-.'_. >
FAD = 0 Y% FAD
2Ton

471



Reacciones en los soportes y fuerzas en las barras de la viga original

10Ton V2 . 20Ton
—10n

20
>¢e— W .

o 6
2.07Ton X BC11.21Ton Xz(),()7Ton "

6m
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Capitulo 8. Introduccion al método de “Rigideces Clasico”

1.- Obtenga las reacciones en los soportes del siguiente marco mediante el
método de rigideces clasico.

10Ton/m

20Ton \L
‘I ......... ;

B C

3m

3m
Grado de indeterminacién del marco:
r+3m=3n+c
6+33)=34)+0
15 =12

Por lo tanto nuestro marco es estaticamente indeterminado y no podemos
resolverlo con las ecuaciones de equilibrio estatico.
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Método de analisis.

Para dar solucion al problema hiperestético planteado emplearemos el método de
“rigideces clasico” en el cual como primer paso, en este caso en los nudos By C
se han introducido empotramientos para restringir la rotacion que pudiera ocurrir
en dichos puntos, también se ha introducido una reaccion horizontal en el nudo C
para impedir el desplazamiento horizontal del marco, de esta manera los
empotramientos restringen las rotaciones que pudiesen ocurrir a cada miembro en
el respectivo nudo, es decir: el empotramiento en el nudo B restringe la rotacion de
los miembros B-A y B-C, el empotramiento en el nudo C restringe la rotacion en
los miembros C-B y C-D, la reaccién horizontal introducida como apoyo movil en el
nudo D restringe los desplazamientos horizontales que los nudos B y C, no es
necesario impedir el desplazamiento vertical en el marco, ya que dicho
desplazamiento solo ocurriria en caso de deformacion axial en las columnas,
basicamente el nUmero de restricciones es igual al nimero de grados de libertad
de la estructura que en este caso segun el grado de indeterminacién es 3, en este
primer paso también se han calculado los momentos de empotramiento perfecto M
para aquellos miembros que tienen cargas transversales.

(10)(3% (10)(3%
12 12

10Ton/m
>\/
- o S
20Ton
20Ton
3m

3m
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MAB =0
MBA =0

_ 15

MBC = —7T0n *m
_ 15

MCB = 7Ton *m
MCD =0

MDC =0

En el siguiente paso se calcularan los momentos y fuerzas de desequilibrio, los
primeros se definen como la suma de los momentos de empotramiento perfecto en
cada nudo, la fuerza desequilibrio en este caso se calcula mediante la relacion

YFx=0
(\MB MCP
FC

B C I 7

3m

3m
_ _ 15 15
MB = MBC + MBA = —7Ton*m+0 = —7T0n*m

_ _ 15 15
MC=MCB+MCD=7T0n*m+0=7Ton*m

ZFx=O 20Ton+FC =0 Fc =—-20Ton
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En el siguiente paso se inducen deformaciones unitarias; rotaciones para los
nudos restringidos y un desplazamiento horizontal unitario correspondiente a la
restriccion que produce la fuerza FC dichas deformaciones se inducen
manteniendo restringidas las demas, es decir, se propondran tantos marcos como
deformaciones se requiera inducir, entendiendo que a cada marco corresponde
inducir una de ellas, debe notarse que al imponer dichas deformaciones, en el
miembro se producen momentos concurrentes en los respectivos nudos, por ello
en los extremos de los miembros se producen reacciones que equilibran dichos
momentos, en la presente tesis las reacciones se deducen para los casos mas
comunes de configuraciones de carga en el apartado de anexos.

Rigideces angular en el empotramiento al inducir un giro unitario
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Imposicion del giro en B 4E1

3 3 (\
IIOB" 6EI

>0 T T ——
\ =~ - _

7| B C

™
1
]
1

4EI :

3 |
1
1
\ 3m
1
1
1
1
\
1
1
1

2EI !

3 | 6EI

N =,
/ 3m

Imposicion del giro en C
llacll 6EI
32
3m

3m

ar7



Imposicion del desplazamiento en C

"AC"
6E1 6EI
2 —
3 32 24E1

3m

6E1
32 b
1
12E1 !
1
1

Lk \

T -

A continuacion se realiza el célculo de las rotaciones y desplazamientos inducidos

>

(10)(32)+ 4E1+4EI p +2E19 6EIA —0
12 3 31787 3 7¢ 327¢
)Mo
(10)(32)+2E10 N A4E] 4FE] p 6EIA —0
12 3 B 3 3 1°¢ 32°7¢7
.5
6E1 6E1] 24E]
_20_3_2HB_?HC+?AC:O

R
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De la relacién anterior podemos notar que en las primeras dos ecuaciones se
expresa que la suma de los momentos de desequilibrio y de los momentos
producidos por las deformaciones impuestas multiplicados por el valor real de las
de dichas deformaciones es igual a cero, o bien que cada nudo se encuentra en
equilibrio, la tercera ecuacion deduce el equilibrio de fuerzas horizontales, es
decir: que la suma de las fuerzas de desequilibrio producidas en el punto C y de
las fuerzas horizontales en el nudo C multiplicadas por el valor real de las fuerzas
horizontales producidas por las deformaciones inducidas es igual a cero.

Sistema de ecuaciones:

— A= —
3 Op + 3 Oc 3 ¢ 2
2519 +8E19 2E1 15
3 B 3 7¢ 357

2EI 2EI 8EI
— 0y ——06, +—A,=20

3 3 9

Solucionando

_ 285

B~ 28EI
0. _ 75

¢~ 28EI
225
¢ 7EI

A continuacién se calcularan los momentos correctivos, los cuales se definen
como la sumatoria de los momentos producidas por las deformaciones unitarias
impuestas multiplicados por el valor real del giro o desplazamiento (0g,0.,A¢)
segun correspondiente

_(2E1)(285) (6E1)(225)_ 205
e = \"37)\28E1 32 J\7E1) = " 1a

_(4E1>(285> (6E1)(225)_ 55
Mea = \737)\28E1 32 )\7E1) = "7




_ 15+(4E1><285)+<2E1>( )
Mpc =~ 3 ) \28E] 3 J\28E]

_ 15+(2E1)(285) (4E1)( )
Mee = 3 ) \28E] 3 ) \28E1

_ (4E1)( 75 ) (6E1) (225) 125
Mep =\ 737 )\28E1 7E]

_ (ZEI)( 75 ) (6E1) (225) _ 275
Moc = \737)\28E] 32 )\7E1) T T 14

Posteriormente, se calcula los momentos finales que se definen como la sumatoria
de los momentos correctivos y los de desequilibrio, obteniendo lo siguiente.

205
MAB:mAB:_F
55
MBA=mBA=—7
_ 15 55 5
MBC:MBC+mBC:_7+7:ﬁ
_ 15 125 355
MCB:MCB+mCB:7+T:E
125
MCD=mCD=_T
275
MDc—ch:—F

Una vez obtenidos los momentos finales es posible obtener las reacciones en los
apoyos del marco, para calcular la reaccion horizontal en el soporte A se efectia
una suma de los momentos extremos en la barra A-B y se divide entre la longitud
de esta.

M,n + M —@Ton*m—gTon*m 15
RAx =22 784_ 14 7 = —Ton
3 3m 2

480



Como los momentos en los extremos de la barra se encuentran actuando en
sentido negativo (para nuestra convencién antihorario) se deduce que nuestra
reaccion debe actuar en sentido positivo

Asi mismo para calcular la reaccion horizontal en el soporte D

125T 275T
Mpc+Mep _ ——7-Tom*m—qg fonxm - 25
3 3m 2

RDX =

Para calcular la reaccion vertical en los soportes, aislamos la viga B-C. con la
carga uniformemente repartida y sumando los momentos finales obtenidos en los
extremos de la misma, y realizando una sumatoria de momentos con respecto a C
calculamos el valor de la reacciéon en el extremo izquierdo de dicha viga que a su
vez se transmite axialmente por la columna A-B y es también el valor de la
reaccion vertical en el soporte A, posteriormente se realiza una sumatoria de
fuerzas con respecto al eje “Y” en la viga B-C para encontrar el valor de la
reaccion en el extremo derecho de esta viga que a su vez se transmite axialmente
por la columna C-D y es el valor re la reaccion vertical en el soporte D, como se
observa a continuacion.

Para la viga B-C

ZMCzO

3 5 355
3RAY — (10Ton)(3m) (Em) + (ETon *m + HTon * m) =0

%Ton*m+%Ton*m

3
RAY = (10Ton) (— m) -
2 3m

45
RAY = - Ton

ZFY=O

45
7Ton —30Ton + RDY =0

165
RDY = 7Ton
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Marco en equilibrio estatico

10Ton/m

20Ton

3m

15 25
RAX = —Ton RDX =—-Ton

777777 — 777777 —

RAY = 7Ton RDY = TTOTL'
275
205 ' _
VMA=—14T0n*m u‘w—ﬁﬂm*m

3m

ZFY=O
45

(10T0n

—Ton —
- Ton

ZFXzO
25

15
20Ton — 7T0n — 7T0n =0

ZMB=O

205 4
14

165
)(3m) + TTon =0

165

(B +aeas - ()@ +(3) @ -

275_0
14

Por lo tanto las reacciones obtenidas en los soportes del marco son
correctas.
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CONCLUSIONES:

La etapa de andlisis en una estructura resulta ser parte fundamental para el buen
disefio de la misma, por lo que resulta primordial para los ingenieros dedicados a
dicho analisis dominar los principios basicos de la estatica estructural.

En el presente trabajo se dio solucion detallada a diversos problemas (vigas,
marcos y armaduras) mediante la aplicacion de las ecuaciones de equilibrio
mecanico, asi como la aplicacién de la mecéanica del solido deformable para los
problemas que asi lo exigian para hallar su equilibrio estatico. De tal forma que los
métodos de andlisis mencionados a lo largo de este trabajo se encuentran
descritos tanto en la solucion de problemas sencillos asi como en otros con mayor
grado de dificultad con el fin de que los lectores de esta tesis sean capaces de
resolver una gran variedad de ejercicios de la mejor manera posible, asi mismo, la
solucion de dichos problemas se expresa claramente, para que el lector sea
también capaz de entender el algoritmo que siguen los softwares de analisis
estructural actuales.

Como ya se mencioné la etapa de analisis estructural es de gran importancia,
debido a que es aqui donde se obtienen datos para el buen disefio de la estructura
cualquiera que esta sea, por lo que es necesario dominar principios basicos no
solo de estatica, sino también tomar en cuenta conceptos de otras asignaturas
correspondientes al plan de estudios de ingenieria civil como lo son: algebra,
algebra lineal, calculo diferencial e integral, mecanica de materiales, etc.

Es importante mencionar también que al realizar el andlisis de una estructura, ya
sea esta una viga, un marco o una armadura, siempre se deje en claro la
convencion de signos empleada y se respete a lo largo de todo el andlisis,
conviene también si resulta posible, hacer el analisis sin despreciar nimeros
decimales, es decir: empleando la forma fraccionaria de todos los valores
obtenidos, esto nos llevara a tener un analisis mas preciso lo que es sumamente
indispensable debido a la importancia siempre enunciada de la etapa del analisis
estructural.
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Anexos.

Deduccion matemética de larigidez angular y lineal en empotramientos para
vigas.

Viga 1
A ﬁ .......................... E MB
Rg; ................ -
L

Solucién por flexibilidades.
Principios de superposicion

Viga primaria

N
h
(e}
A
=
A
—

...................................... MB
By .
RBY
L
Viga Isostatica ficticia 1
011 Dx<l
_______________________ Q
Ay B P = 1o
....... .
RBY
L
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Viga Isostatica ficticia 2

Calculo de los desplazamientos liberados

001=—f (1) =0

2

L
eu=—f K1) =5

921=—f( D1 =

Dor= j &) = 0

3

A—1 LXX—L
u—ﬁfouc)—ﬁ

2

L
AZI——f (DX =5

Sistema de ecuaciones de flexibilidad asociando el desplazamiento unitario
original inducido en el empotramiento A

901 + 911RAY + 921MA =—-1...... Ec.1

A01 + AllRAY + AZIMA =0...... Ec.2
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Sustituyendo.

LZRAY+LMA— 1 Ec.1
2E1 El =—1...... C.
L3 L?

ERAY—EMA =0...... Ec.2

De la ecuacion 1 despejamos “RAY”

2EI 2MA

RAY=L—2+T ......... Ec.3

Sustituyendo la ecuacion 3 en la ecuacion 2 y despejando “MA”.

L3 (ZEI N 2MA> L2 MA =0

3EI\ 12 L 2EI -

MAL* 2L

6EI 3

MA = 4ET ’\
L

Sustituyendo el valor de “MA” en la ecuacién 3.

4EI
ray = 2EL . 2 (—T) _ 6EI l
R L L2
Z MB == 0
4EI (6E1> (L) + MB =0
L L2 B
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6EI
——5 tRBY =0

6EI
RBY = —-
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Solucion empleando el método de secciones.

Realizando un corte a una distancia (X) y obteniendo las ecuaciones de momento,
giro y flecha.

MA .........
........................................................................ -
RAY
X
M(x) = —MA + RAY(X)
RAY (X)?
EIf = —MAX + ———+(;
MA(X)? RAY(X)?
2 6
Condiciones de frontera.
Si X=0 6=-1 Y =0
Si X=L 6=0 Y=0
De la primera condicion:
RAY (0)?
EI(—1) = —MA(0) + — +C
MA(0)? RAY(0)3
EI(0) = — > + c + C,(0) + G,
C, = —EI
Cz = 0
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Tomando en cuenta la segunda condicion.

RAY(L)?
~MAQL) +—————El=0...... Ec.1

MA(L)? RAY(L)3
T3 t7 %

—EI(L)=0........ Ec.?2

De la ecuacion 1 despejamos “RAY”

2EI 2MA

RAY=L—2+T ......... Ec.3

Sustituyendo la ecuacion 3 en la ecuacion 2 y despejando “MA”.

MA(L)? N (L)3 <2E1 N 2MA) BI(L) = 0
2 6 \ L2 L -
MAL? 2L
6EI 3

Sustituyendo el valor de “MA” en la ecuacién 3.

4EI
ray = 2EL . 2 (—T) _ 6EI l
R L L2
Z MB == 0
4EI (6E1> (L) + MB =0
L L2 B
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6EI
——5 tRBY =0

6EI
RBY = —-

490




Viga 2

RAY

Solucion por flexibilidades.
Principios de superposicion
Viga primaria

Bos RAY =0
RBY =0

0<x<L
M(x)=0

ZMA:O

—1—RBY(L) =0
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Calculo de los desplazamientos liberados

0 —1fL(0)(X 1)—0

T En), L -

o 1 L(X 1)(X 1)_1fL e x [P 2L2+LL_L
Mo Er), \L L TENJ \12 L 32 2L T T 3EI

Sistema de ecuaciones de flexibilidad asociando el desplazamiento unitario
original inducido en el empotramiento A

001 + 011MA - —1

Sustituyendo.

L
ZMA = 0
3EI

3EI
L_z + RAY =0

3EI L
RAY = —F
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Viga 3

Z
N
E ? .......
v
'y ]
v 7
)

Solucién por flexibilidades.

Principios de superposicion

Viga primaria

Ooi.. E
............................................... MB
A01
RBY
L
Viga Isostatica ficticia 1
911 E
............................................... MB
A11 IP =1
RBY
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Viga Isostatica ficticia 2

Calculo de los desplazamientos liberados

001=—f (1) =0

2

L
eu=—f K1) =5

921=—f( D1 =

Dor= j &) = 0

3

A—1 LXX—L
u—ﬁfouc)—ﬁ

2

L
AZI——f (DX =5

Sistema de ecuaciones de flexibilidad asociando el desplazamiento unitario
original inducido en el empotramiento A

001 + 911RAY + 021MA =0...... Ec.1

A01 + AllRAY + AZIMA =1...... Ec.2
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Sustituyendo.

LZRAY+LMA—O Ec.1
2E1 El =VU........ C.
L3 L?
ERAY—EMA =1...... Ec.2

De la ecuacion 1 despejamos “RAY”

Sustituyendo la ecuacion 3 en la ecuacion 2 y despejando “MA”.

L3 (ZMA) 12 VA = 1
3EI\ L 2EI -

2MA(L)*  MA(L)?* _
3EI 2E1

6EI n
MA:F

Sustituyendo el valor de “MA” en la ecuacién 3.

6EI
RAYZZ(F)ZQEII

L3

1

6E1 12E1
7*( IE

12EI n
MB = — e

)(L)+MB=0
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%
/ ...........................
? ....................
A T
6Bl .
% F
I . 12E1
L3 -
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Realizando un corte a una distancia (X) y obteniendo las ecuaciones de momento,

giro y flecha.
‘p ’/ﬁ

I RBY

M(X) = —RBY(X)

RBY(X)?
EIf = ———==+0(,

RBY (X)?
EIY = ———="—+CX + G

Condiciones de frontera.
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La primera condicién aplicada a la ecuacion de la flecha.

RBY(0)3

EI(0) = ———

+ C1(0) + G,

CZ =0
La segunda condicién aplicada a la ecuacion del giro.

RBY (L)*

EI0) = ————+C

RBY(L)?
1T

La segunda condicién aplicada a la ecuacién de la flecha.

RBY(L)® RBY(L)?

bt = - : + 2 (L)
3EI
RBY = —5-
Z F, =0
RAY + % =0
e
5 R é ..........................
s N7
L3 i % ..............
1 : 3EI ...............
g
SCRURD /
L l -
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AN

RAX

Viga 5

\\l

P

RBX

Solucion por flexibilidades.

Principios de superposicion

Viga primaria

Viga Isostatica ficticia 1

MB
N=0
RBY
q 0<x<L
E MB
N =1Ton
RBY

Calculo de los desplazamientos liberados.

Axn =

NnlL
AE
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OO _,

Axo= AE
_ oW _ L
X1™ " AE T AE

Ecuacion de flexibilidad.

AXO + AXlRAX = _1
Sustituyendo y solucionando.

L RAX = -1
AE B
AE
RAX = - )
ZFY ~0
AE RBX =0
3 =
AE
RBX = - <4
AE 1 AE
L % : L
7 N
L
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Viga 6

RBX

AN

RAX

\\{
s

Solucion por flexibilidades.
Principios de superposicion

Viga primaria

0<x<L
RAX % Axo
' N=0
Z
L
Viga Isostatica ficticia 1
1 0<x<L
.......................... >E
RAX % Ayp P =

\\{

/6\ N = 1Ton

Calculo de los desplazamientos liberados.

NnlL

Axn = —
xn AE

e
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OO _,

Axo= AE
_ oW _ L
X1™ " AE T AE

Ecuacion de flexibilidad.

AXO + AXlRBX = _1
Sustituyendo y solucionando.

L RAX = -1
AE B
AE
RBX = —— _
L
Z Fy =0
AE
—— +RAX =0
L
AE
RBX = - —)
AE 1 AE
T % :“"""fi L
z N
L
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Viga 7

RAY RBY

Soluciéon empleando el método de secciones.

Realizando un corte a una distancia (X) y obteniendo las ecuaciones de momento,
giro y flecha.

MA
P
RAY
X
M(x) = —MA + RAY(X)
RAY (X)?
EIf = ~MAX + ———+0,
MA(X)? RAY(X)3
EIY = — + +CX+C,

2 6

Condiciones de frontera.
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De la primera condicion:

RAY (0)2
EI(=1) = —MA(0) + ———+ G
MA(0)>  RAY(0)3
C, = —EI
Cz =0

RAY(L)?
~MAL) + —————EI =EI ....... Ec.1

 MA(L)? | RAY (L)3

> ———EI(L)=0...... Ec.2

De la ecuacion 1 despejamos “MA”

2EI  RAY(L)
MA=-———+——.. ... Ec.3

Sustituyendo la ecuacion 3 en la ecuacion 2 y despejando “RAY”.

—EI(L) =0

(L)? [ 2EI RAY(L)\ RAY(L)?
2 <_ L T2 )+ 6

RAY =0

Sustituyendo el valor de “RAY” en la ecuacién 3.

YA 2EI r\
L
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0+RBY =0

RBY =0

RAY =0 RBY =0
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RAY

Solucién por flexibilidades.
Principios de superposicion

Viga primaria

2| 0<x<1L
MA A
................................................................. Ayo M(x) =
RAY
L
Viga Isostatica ficticia 1
MA A
................................................................. A ]p=1 M) = —X
RAY T
L
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Calculo de los desplazamientos liberados

1 L
Aro= 1 f ©)(~X) = 0

3

1 (L L
Ay,= EJ; (X)) = 351

Ecuacion de flexibilidad asociando el desplazamiento unitario original
inducido en el empotramiento B

AOl + A11RBY == 1

Sustituyendo y despejando

3EI
L_3 + RAY =
3EI
RAY = —— “\
3EI ZI
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Viga 9

RAY RBY

Soluciéon empleando el método de secciones.

Realizando un corte a una distancia (X) y obteniendo las ecuaciones de momento,
giro y flecha.

MA
P
RAY
X
M(x) = —MA + RAY(X)
RAY (X)?
EI = —MAX + ———+(,
MA(X)? RAY(X)?

EIY = — + + C1X + G,

2 6
Condiciones de frontera.
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De la primera condicion:

RAY (0)2
EI(=1) = —MA(0) + ———+ G
MA(0)>  RAY(0)3
C, = —EI
Cz =0

Tomando en cuenta la segunda condicién.

—MA(L) + RAY(L)”

—El=—EI...... Ec.1
MA(L)? | RAY (L)3

> ———EI(L)=0...... Ec.2

De la ecuacién 1 despejamos “MA”

RAY (L)
MA=—+2.. .. . Ec.3

Sustituyendo la ecuacion 3 en la ecuacion 2 y despejando “RAY”.

2 3
~ (LZ) (RA);(L)) .\ RAY6(L) ) =0
3 3
~ RAY4(L) .\ RAY6(L) R
RAY(L)® _
0 = EIW)

ray — _ L2EI
- W?
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Sustituyendo el valor de “RAY” en la ecuacién 3.

RIS R o

6EI 12EI (L) + MB = 0
L (L) B
MB = OEI n
L
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