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A manera de prologo

Pienso que pocas son las cosas matematicas y fisicas que, como la curva cicloide,
tienen tanta desproporcion entre el escaso niumero de personas que la conocen
bien y las que, sin haberla estudiado a fondo, creen conocerla.

En este trabajo se vera la extraordinaria coincidencia que tiene la cicloide al
servir de dos maneras distintas, recordindonos que la naturaleza trata de
comportarse de la manera mas sencilla. Ademas de agregar la extrafia
caracteristica que tiene acerca de que tanto su longitud como el area que encierra
resultan ser exactamente multiplo entero del valor del radio y el area del circulo
que la genera, respectivamente.

Razones como esta hacen de la cicloide una curva tan particular, y justifica el
hecho de que haya sido estudiada por los matematicos importantes en todas las
¢pocas. Provoco tantas controversias entre ellos, que se le conoce como la
“Helena” de la geometria.

Quiero especificar que las intenciones de realizar este trabajo son de fines
historicos, divulgativos y didacticos. Se trata de un problema de mecénica clésica
propuesto y resuelto hace mas de trescientos afios por algunos de los grandes
cientificos de esa época, y que ademas dio origen a lo que actualmente se le
conoce como el célculo variacional.

Abordaré dicho problema de manera histdrica, tedrica y experimental, mostrando
un recorrido por las distintas soluciones de los cientificos que participaron del
problema a lo largo de la historia, después haciendo el desarrollo tedrico y la
solucion del problema utilizando los fundamentos del calculo variacional vy,
finalmente, construyendo un dispositivo electronico que sea totalmente
automatizado y permita la toma de datos de manera digital, buscando con esta
labor corroborar de manera empirica los resultados ya conocidos por el analisis
teorico.

Quedard el modelo como un sistema didactico para estudiantes de todas las
edades.



a mi hermano Toto

y a mi papa Chucho



“Nada tiene lugar en el mundo cuyo significado no sea el de algin maximo o minimo”

Euler



Capitulo 1
El problema de la braquistécrona

El calculo variacional o célculo de variaciones es una rama clasica y fundamental de las matematicas. En
lo que respecta a las aplicaciones, muchos conceptos centrales de la fisica tedrica estan en estrecha
relacion con el calculo variacional.

Historicamente, el calculo de variaciones tuvo una gran relevancia en el desarrollo del calculo en el siglo
XVIIIL. Uno de los primeros problemas relacionados con el calculo variacional fue propuesto y resuelto
por Newton en 1694: determinar la forma mas aerodinamica posible de una superficie de revolucion, es
decir, la que presenta menor resistencia al movimiento.

1.1 Curiosidades

Quizas el problema mas famoso que envuelve el calculo variacional, es el de la braquistocrona propuesto
por Johann Bernoulli en 1696, como un reto para los matematicos de la época, y es el tema del presente
trabajo.

1.11 Laleyenda [1]

Uno de los problemas mas antiguos del calculo variacional es el problema isoperimétrico. Este problema
esta relacionado con la legendaria Dido. Segun el poeta Virgilio, el calculo de variaciones nacio en el afio
850 antes de Cristo cuando la reina Dido fundé la ciudad de Cartago.

Cuenta la leyenda que Dido tuvo que huir de su tierra después de que su hermano Pigmalién matase a su
marido, y fue asi como Dido, su hermana Ana y un grupo de seguidores, llegaron a las costas de lo que
ahora es Tunez, en la costa del norte de Africa. Solicitaron un pedazo de tierra a los habitantes locales: su
ciudad seria tan grande como podria encerrar una piel de toro. La peticion le fue concedida por el rey
local Jarbas dado que no parecia muy ambiciosa. La astuta Dido corto la piel en tiras muy finas y logrd
hacer una cuerda muy larga. Usando la costa del mar Mediterraneo como un lado de su ciudad, la reina
tenia que encontrar la curva que cubriera la mayor cantidad posible de area. El resultado fue lo que
después se convertiria en la ciudad de Cartago.

1.1.2  Principio de Fermat

Al matematico francés del siglo XVII Pierre Fermat se le atribuye el principio fisico de tiempo minimo,
el cual establece que:

La trayectoria que toma la luz entre dos puntos es la trayectoria que puede ser recorrida en el menor
tiempo.
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En 1662, Fermat utilizé su principio de tiempo minimo para deducir la ya entonces conocida ley de Snell,
que describe la refraccion de la luz al pasar de un medio a otro. A partir de este momento se empiezan a
utilizar métodos analiticos para la resolucion de problemas de optimizacidon, que se abordaban
previamente con métodos geométricos. El tratamiento de Fermat a este problema es considerado como el
comienzo del célculo variacional por el uso de técnicas analiticas semejantes a las que se usarian mas
tarde en el analisis matematico.

1.1.3 Elreto [2]

Antes del reto propuesto por Bernoulli, Newton resolvio problemas sobre el contorno 6ptimo que debe
tener un cuerpo en un fluido, para tener la menor resistencia. Sin embargo, se considera que el nacimiento
moderno del calculo de variaciones se origind con este desafio matematico.

Hoy se sabe que, en la geometria Euclidiana, la linea recta es la trayectoria mas corta entre dos puntos, sin
embargo, en un plano vertical no es la que permite el descenso mas rapido, sino que es una curva plana
llamada braquistocrona, del griego braquis = corto y cronos = tiempo.

El problema matematico de la braquistécrona se soluciond en el siglo XVII, y conllevd polémica
involucrando a los mejores matematicos de la época.

Este famoso problema no solo permite contar una bella historia, sino que fue el origen de esta nueva area
de las matematicas, el calculo variacional.

En Junio de 1696, en la revista cientifica alemana Acta Eruditorum, Johann Bernoulli (de la famosa
familia de matematicos de los siglos XVII y XVIII) planted a los matematicos de la Royal Society (Real
Sociedad de Ciencias de Londres) el problema de determinar cudl era la trayectoria de minimo tiempo
que debia seguir una particula al deslizarse de un punto a otro por efectos Unicamente gravitatorios,
afiadiendo con sarcasmo que la curva era una bien conocida de los matematicos.

Lo hizo junto con un segundo problema, el cual trataba de encontrar una curva tal, que si se traza una
linea desde un punto dado O, que corte a la curva en P y en @Q, entonces, OP + 0OQ sea una constante. Se
tratd mas bien de un reto pues ofrecid6 como premio un costoso libro cientifico de su libreria. Ademas,
siendo Bernoulli amigo de Leibniz, el desafio parecia ir dirigido a Newton, quién se habia alejado de las
actividades cientificas. Y es que la solucion requeria del célculo infinitesimal cuya paternidad entre
Leibniz y Newton se discutia, pues lo desarrollaron de manera independiente y sin colaborar entre si, pero
Leibniz lo publicéd de inmediato y Newton no lo hizo hasta mucho después.

Johann Bernoulli present6 el problema de la siguiente manera a los matematicos mas brillantes del
mundo:

Nada hay mas atractivo para la gente inteligente, que un problema dificil, honesto y cuya solucion
posible pueda otorgar fama y permanecer como un monumento duradero. Siguiendo el ejemplo de
Pascal, Fermat, etc., espero ganar la gratitud de toda la comunidad cientifica mediante la colocacion
ante los mejores matemdticos de nuestro tiempo, de un reto que pondra a prueba sus métodos y la fuerza
de su intelecto. Si alguien me comunica la solucion del problema propuesto, voy a declarario
publicamente digno de alabanza.

El enunciado del reto de Bernoulli fue:

Dados dos puntos A y B en un plano vertical, ;Cudl es la curva trazada por un punto que se mueve
solo por gravedad, el cual inicia en Ay termina en B en el menor tiempo posible?

La novedad del problema en si era evidente: no se trata de encontrar puntos donde una curva tiene un
maximo o un minimo, sino que la misma incognita buscada es una curva que debe minimizar cierta
relacion. Seguin palabras de Leibniz este tipo de problemas resulta muy bello y hasta el momento
totalmente desconocidos.
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Varios matematicos ilustres respondieron el reto resolviéndolo. Entre los participantes del certamen
estuvieron Robert Hooke, Sir Edmond Halley, Gottfried Leibniz y Christiaan Huygens.

Bernoulli establecio un plazo maximo de seis meses para presentar las soluciones y solamente Leibniz
pudo encontrar la solucion a la braquistocrona tras el término de ese tiempo, pero no al otro problema.

Pasaron otros seis meses y nadie pudo mejorar la solucion de Leibniz al primer problema, misma que fue
hecha con medios matematicamente penosos, ni resolver el segundo problema.

Leibniz persuadié a Bernoulli de permitir mas tiempo para las soluciones, seis meses mas de los que
originalmente se habian previsto, para que los matematicos extranjeros también tuvieran oportunidad de
solucionar el problema. Ademas Leibniz, molesto por su fracaso, sugirio a Bernoulli que enviara los
problemas a Newton para humillarlo, entonces Bernoulli llamoé a Sir Edmond Halley, muy amigo de
Newton, para que le entregara ambos problemas.

Halley se present6 en la residencia de Newton el 29 de enero de 1697 a las dos de la tarde para presentarle
los problemas, a lo que respondié que los estudiaria mas tarde. Después de regresar a casa, Newton
sorprendentemente resolvio los dos problemas tan solo en diez horas, a las cuatro de la madrugada, y a las
8 de la mafiana del 30 de enero envi6 su solucion a Charles Montague, Conde de Halifax, que era un
innovador ministro de Finanzas y el fundador del Banco de Inglaterra. Montague era el principal patrono
y amigo de toda la vida de Newton y, ademas, el marido de su sobrina. Fue presidente de la Royal Society
durante los afios 1695 a 1698, asi que era natural que enviara la solucion de Newton al problema de la
braquistocrona.

El episodio no fue del agrado de Newton, ya que él mismo escribid lo siguiente:

Yo no quiero ser molestado ni quiero burlas por parte de extranjeros sobre las cosas matematicas.

A pesar de que envid las soluciones de manera anénima, los desarrollos eran tan perfectos y elegantes,
que fueron publicados en el nimero de febrero de 1697 de Philosophical Transactions de la Royal
Society (revista cientifica publicada por la Real Sociedad), también de manera andénima.

Cuenta la historia que el organizador del concurso, Johann Bernoulli, apenas leido el texto e impresionado
por la elegancia de las soluciones no tuvo dificultad en identificar al ignoto autor:

Es Newton - afirmo
¢ Como lo sabe? - le preguntaron

Porque reconozco las garras del leon - respondio

En el sentido de que solo Newton podria ser capaz de resolver tales problemas y lo que es mas en el estilo
claro, conciso y brillante caracteristico del inglés.

Ademas de Leibniz y Newton, tanto Johann como su hermano Jacob Bernoulli resolvieron el primer
problema. La solucién de Leibniz era muy trabajosa. La de Johann Bernoulli era bastante elegante pero
muy particular. La de su hermano mayor Jacob era muy elaborada y aburrida, pero mas general que la de
Johann, ocupa un método similar al de Fermat pero mas refinado. La de Newton fue la mejor: breve,
simple, elegante, entretenida y general, nadie ha podido superarla.

La publicacion de mayo de 1697 del Acta Eruditorum contenia la solucion de Leibniz al problema de la
braquistocrona en la pagina 205, la solucion de Johann Bernoulli en las pagina 206-211, la soluciéon de
Jacob Bernoulli en las paginas 211-214 y una traduccion al latin de la solucion de Newton en la pagina
223. La solucion de L Hopital no se publicé hasta 1988, casi 300 afios mas tarde.
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Johann Bernoulli presento estas soluciones diciendo:

Mi hermano mayor hizo el cuarto de ellos, que los tres grandes paises, Alemania, Inglaterra y Francia,
cada uno de los suyos se unan conmigo en hermosa busqueda tal, la busqueda de la misma verdad.

Los métodos de los matematicos que respondieron al reto de Bernoulli fueron desarrollados y
generalizados por Euler y después Lagrange, llevando a un método sistematico para estudiar este tipo de
problemas y con esto propiamente al calculo de variaciones. Fue Euler quien dio este término. Durante el
siglo XIX los trabajos de Euler y Lagrange fueron formalizados y generalizados para conformar lo que
hoy en dia es el céalculo variacional.

1.2 Las primeras soluciones [2]

Es interesante observar las diversas soluciones que los antiguos cientificos le dieron al problema de la
braquistocrona.

1.2.1  Solucién de Galileo Galilei

Johann Bernoulli no fue el primero en abordar el problema de la braquistocrona. En 1638, Galileo habia
estudiado el problema en su obra Discurso sobre dos nuevas ciencias. Su version fue encontrar primero la
linea recta desde un punto A hasta el punto en una linea vertical que se alcanzaria mas rapido. Calculd
correctamente que tal linea desde A a la linea vertical seria en un angulo de 45° hasta llegar a la linea
vertical requerida en B, es decir, calculd el tiempo necesario para pasar de A a B en linea recta.

457

Figura 1.1: Mejor recta de Galileo
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Entonces Galileo mostr6é que se alcanzaria mas rapido el punto B si se viajara a lo largo de dos segmentos
de linea AC seguido de CB donde C es un punto sobre un arco de circulo.

iy

Figura 1.2: Resultado de Galileo

Galileo estuvo correcto en esto, pero cometid el error de argumentar que la trayectoria de mas rapido
descenso de A a B seria un arco de circulo.

1.2.2  Solucién de Newton

Como se dijo anteriormente, la Royal Society publicé la solucién de Newton en las Philosophical
Transactions de la Royal Society en febrero de 1697, y su solucion fue explicada de la siguiente manera.

Problema . Es necesario encontrar la curva ADB en la que una masa, por la fuerza de gravedad,
descendera mas rapidamente de cualquier punto A dado a un punto B.

Solucion . Desde el punto dado A se traza una recta infinita APCZ paralela a la horizontal. Se describira
la cicloide arbitraria AQP y la linea recta AB que pasa por el punto Q (que se supone elaborada y
producida si es necesario), y aun mas, una segunda cicloide ADC cuya base y altura son la base y la altura
de la primera cicloide, como la recta AB es a AQ respectivamente. Esta ultima cicloide pasara por el
punto B, y sera esa curva a lo largo de la cual una masa, por la fuerza de gravedad, descendera mas rapido
desde el punto A hasta el punto B.

Figura 1.3: Diagrama de Newton
14



1.2.3  Solucion de Johann Bernoulli

Johann divide el plano en tiras y supone que la particula sigue una linea recta en cada tira, por lo tanto el
camino es lineal por tramos. Entonces el problema es determinar el angulo del segmento de linea recta en
cada banda y para hacer esto recurre al principio de Fermat, es decir, que la luz siempre sigue el camino
que le toma el menor tiempo posible. Si v es la velocidad en una tira en un angulo a respecto a la vertical
y u es la velocidad en la siguiente tira en un angulo S respecto a la vertical, entonces, de acuerdo la ley de
los senos

v _ u

sen(a) - sen(B)

En el limite, cuando las tiras se hacen infinitamente pequefias, los segmentos de linea tienden a una curva
en la que en cada punto el dngulo del segmento de linea realizado con la vertical se convierte en el angulo
de la tangente a la curva con la vertical, como se ve en la siguiente figura.

Figura 1.4: Los segmentos de linea tienden a una curva

Si v es la velocidad en (x,y) y « es el angulo que la tangente a la curva hace con la vertical, se satisface

= constante
sen(a)

Galileo habia demostrado que la velocidad v satisface

v =429y

donde g es la aceleracion debida a la gravedad. Sustituyendo v de la ecuacion de la curva se tiene

Sefa) = constante
Entonces
y = k?sen?(a)
Utilizando
"= Z—z = cot(a)

Y la siguiente identidad

1+ ctg?(<) = csc?(x)
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Se tiene la expresion para el sen(a)

1 1 1

sen’ (a) = csc?(a) - 1+ctg?(a) = 1+y’2
Se obtiene
y(l + y’z) =2h
para una constante h = %kz

las cicloides
x(t) = h(t — sen(t))

y() = h(1 = cos(t))
satisfacen esta ecuacion.

Huygens habia mostrado en 1659, incitado por Pascal, que la cicloide es la solucion al problema de la
tautdcrona, a saber, la curva para que el tiempo de descenso de una particula que desliza bajo gravedad
uniforme hacia su punto mas bajo es independiente de su punto de partida.

Johann Bernoulli terminé su solucion del problema de la braquistocrona con las siguientes palabras:

Antes de terminar, debo expresar una vez mas la admiracion que siento por la identidad inesperada de
Huygens entre su tautocrona y mi braquistocrona. Considero que es especialmente notable que esta
coincidencia solo puede tener lugar bajo la hipotesis de Galileo, por lo que incluso obtenemos de esto
una prueba de su correccion. La naturaleza siempre tiende a actuar de la manera mds simple, por lo que
aqui permite que una curva sirva a dos funciones diferentes, mientras que en virtud de cualquier otra
hipotesis deberiamos necesitar dos curvas.

1.3 Caracteristicas de la cicloide

En esta seccion analizaremos la parametrizacion de la cicloide (una braquistocrona y tautdcrona).

1.3.1  El péndulo isécrono

En 1673, Christiaan Huygens descubri6é un hecho sorprendente acerca de la trayectoria de la cicloide. Si
un cuerpo cae, en caida libre, siguiendo una cicloide desde un punto a su punto mas bajo, el tiempo de
caida no depende del punto en que se inici6 el movimiento.

Ese afio, Huygens construy6 un reloj de péndulo cuya lenteja la hacia oscilar en una cicloide. De esta
manera resolvié el problema de que la frecuencia de oscilacion de un péndulo dependiera de su amplitud
de oscilacion.

El cientifico sujeto la lenteja de un alambre cuyo movimiento al alejarse del centro estaba restringido por
dos topes. Hizo que la lenteja describiera la trayectoria de una cicloide, limitando el movimiento del
alambre entre dos cicloides.

16



TOPE

CICLOIDE

Figura 1.5: En el reloj de péndulo de Huygens, la frecuencia es independiente de la amplitud.

Las oscilaciones del péndulo simple s6lo son isdcronas para pequeiias amplitudes.

1.3.2  Ecuaciones paramétricas de la cicloide

La cicloide es una curva obtenida por un punto perteneciente a un circulo generador al rodar y sin deslizar
sobre una linea recta directriz.

B

Figura 1.6: El arco de curva entre los puntos A y B es la braquistocrona

Consideremos una rueda de radio a que se mueve a lo largo de una recta horizontal. Llamamos cicloide a
la trayectoria recorrida por un punto P en la circunferencia de la rueda.

A continuacion encontraremos las ecuaciones paramétricas para dicha trayectoria.
Sea el eje X la linea recta directriz, se marca un punto P en la rueda que coincida en el origen (0,0). Se

hace mover la rueda hacia la derecha y como parametro utilizamos el angulo t que gira la rueda (en
radianes).
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En la siguiente figura se muestra la rueda cuando su base se encuentra a at unidades del origen.

Plx. v)=(at +acosf.a + asend)

ar

Figura 1.7: Coordenadas del punto P(x,y) para un angulo de giro t.

El centro C de la rueda esta en el punto (at, a) y las coordenadas del punto P estan dadas por:
x = at + acos(0)

y =a + asen(6) (1.1)

Para expresar 6 en términos de t, de la figura 1.7, debe notarse que

t+6=">2n
2
Por lo que

O=-m—t
Entonces

cos(8) = cos (zn - t) = —sen(t)

sen(f) = sen Gn - t) = —cos(t)

Sustituyendo en las ecuaciones (1.1) se obtiene

x = at — a sen(t)
y =a—acos(t)

Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de la cicloide son
x = a(t —sen(t))

y =a(l — cos(t)) (1.2)
donde la constante a es el radio del circulo generatriz.
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En la siguiente figura se muestra el primer arco de la cicloide.

o 2ma

Figura 1.8: Cicloide para t = 0.

1.3.3  Braquistocronay tautdcrona

Si se refleja sobre el eje X, la curva de la figura 1.8, las ecuaciones paramétricas (1.2) siguen siendo
validas. En la siguiente figura se muestra la curva resultante:

B(am. 2a)

Figura 1.9: Movimiento a lo largo de una cicloide invertida

Esta curva tiene dos propiedades fisicas interesantes.

o De todas las curvas suaves que unen el punto de origen O y el punto B en el fondo del primer
arco, la cicloide es la curva a lo largo de la cual un cuerpo sujeto a la fuerza de gravedad y sin
friccion, se deslizara de O a B en el menor tiempo. Esto hace a la cicloide una braquistocrona.

o Aunque el cuerpo inicie su descenso hacia B desde un punto intermedio de la curva, tardara la

misma cantidad de tiempo. Esto hace de la cicloide una tautocrona, del griego tauto = mismo
y cronos = tiempo, es decir, la curva con el mismo tiempo para O y B.
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Figura 1.10: Los cuerpos en 0, Ay C, llegaran a B al mismo tiempo

Sin importar desde donde inicien su desplazamiento, a los cuerpos les tomara el mismo tiempo descender
al punto minimo de un arco de cicloide. Esta es la razon por la que el movimiento del péndulo del reloj de
Huygens es independiente de la amplitud de la oscilacion.

Este problema de encontrar la curva de la tautocrona fue resuelto por Christiaan Huygens en 1659,
publicando en 1673 que la curva es una cicloide:

En una cicloide cuyo eje se eleva sobre la perpendicular y cuyo vértice estd localizado en el fondo, el
tiempo de descenso en el cual un cuerpo llega al punto mdas bajo (vértice), después de haber partido

desde cualquier punto de la cicloide, es igual a cualquier otro.

Las demostraciones del por qué la cicloide es una braquistocrona y una tautécrona se encuentran en el
capitulo 4.

1.3.4  Areabajo un arco de cicloide

Es claro que el primer arco de la cicloide se produce cuando los valores de t estan entre 0 y 2ma, ya que
se necesita un giro completo de la rueda para trazarlo. Asi pues, el area bajo un arco de cicloide viene
dado por:

4= J-021ra ydx
De las ecuaciones paramétricas (1.2) se tiene
A= fozn(a —a-cos(t))(a—a-cos(t))dt
= fozn a? (1 + cos?(t) — 2cos(t))dt

= g2 [fOZ" dt+ [ —”“’;at) dt —2 [ cos(t) dt]

1 1 21
=a? [t +>t +=-sen(2t) — 25en(t)]
2 4 0
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Finalmente
A = 3na? (1.3)

Por lo tanto el area bajo el arco de la cicloide es tres veces el area del circulo que rueda para generarla.
Galileo Galilei fue el primero en predecir que esto debia ser pero no pudo demostrarlo. Torricelli en Italia
y Roberval en Francia fueron quienes lo demostraron por primera vez.

QER.

Figura 1.11: El drea bajo el arco de la cicloide es tres veces el area de su circulo generador.

1.3.5  Longitud de un arco de cicloide

En cuanto a la longitud de un arco de cicloide se tiene

L=+ () @

= fozn Ja?(1 — cos(t))? + a?sen?(t) dt

=a fozn J1+ cos?(t) — 2cos(t) + sen?(t) dt
= afozn 2(1 — cos(t)) dt
=aqa fozn 4sen? (2) dt
=2a f02n sen G) dt
= 2a [—2cos (2)](2)”
=2a(2 +2)
Entonces

L=8a (1.4)

Por lo tanto, la longitud de un arco de cicloide es ocho veces el radio del circulo que la genera.
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Capitulo 2

Principios variacionales

El desarrollo del calculo variacional, esta relacionado con el de la fisica. Las leyes de la fisica, deben ser

el producto de principios variacionales. Asi es como surgen la mecanica analitica y la mecanica

Hamiltoniana, y de ahi la formalizacion de la mecanica cuantica.

El céalculo variacional tiene origen, en una generalizacion de la teoria elemental de los maximos y
minimos de las funciones diferenciales. Aqui la bisqueda de los valores extremos trata con objetos

llamamos funcionales.

Antes de profundizar en el tema, se veran unos conceptos basicos de mecanica.

2.1 Ecuaciones de Lagrange [3] [4]
La energia cinética total de un sistema de N particulas es
T = %Zi m;v?
De igual forma hay que recordar que la energia potencial total del sistema es

1
V=YiVi+3Xij Vi
i#

Donde el segundo término es la energia potencial interna del sistema, que en general no tiene que ser nulo

e incluso puede variar cuando el sistema varia con el tiempo.
Ahora, la funcion lagrangiana L se define como
L=T-V
Entonces, cuando las fuerzas se derivan de un potencial escalar IV
F,=-V,V

se tiene que las ecuaciones de Lagrange son de la forma

da (oL ar _
dat \agq; aq;

Donde g; son las coordenadas generalizadas y g; las velocidades generalizadas.

@.1)

(2.2)
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2.2 Principio de Hamilton [3] [4]

Se hara notar que las ecuaciones de Lagrange presentadas en le ecuacion (2.2) también pueden obtenerse
a partir del principio de Hamilton.

Antes, se vera lo que dice este principio para sistemas conservativos:

El movimiento del sistema entre los tiempos t, y t,, es tal que la integral curvilinea
— [tz
I = ftl Ldt (2.3)

es una extremal respecto de la trayectoria del movimiento.

Que sea extremal significa que, de todas las trayectorias posibles que puede describir el punto
representativo entre los tiempos t; y t,, describira la trayectoria para la cual la integral sea un maximo o
un minimo.

Que el valor de la integral sea un maximo o minimo quiere decir que a través de la trayectoria dada, el
movimiento es tal que la variacion de la integral curvilinea [ (2.3) para t; y t, fijos es cero; es decir:

t . .
81 = 5ft12 L(qq, e Gpp Gy wor G, t) dt = 0

Este principio de Hamilton es condicion suficiente y necesaria para que se verifiquen las ecuaciones de
Lagrange (2.2).

Para demostrar que las ecuaciones de Lagrange se deducen del principio de Hamilton, se tendra que
incursionar en los métodos del célculo variacional, ya que dentro de los intereses principales que se
encuentran en la teoria del calculo de variaciones, estd la determinacion de caminos que dan las
soluciones de maximos o minimos. En nuestro caso se trata del camino entre dos puntos por el que el
tiempo de recorrido es mas corto.

El principio de Fermat es un buen ejemplo del uso de esta teoria: la luz viaja por el camino que le toma la
menor cantidad de tiempo.

2.3 Funcionales [1] [7] [8]

En los problemas asociados al calculo de variaciones se trata de encontrar maximos o minimos donde las
variables son curvas, superficies, etc., es decir, extremos de funciones de funciones.

Sea M una clase de funciones y(x). Si a toda funcién y(x) € M le corresponde, segin una regla, un
numero determinado J se dice que en la clase M esta definida la funcional | y se escribe | = J[y(x)].

La clase M de funciones y(x) en la que esta definida la funcional J se denomina dominio del funcional ].

Definicion. Se llama variaciéon o incremento 8y del argumento y(x) de un funcional J[y(x)] a la
diferencia

Sy =y(x) — yo(x)

de dos funciones y(x) e y,(x) pertenecientes a la clase M de funciones elegida.
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2.3.1  Variacién de un funcional

Definicion. Sea J[y(x)] un funcional definido en un conjunto M de funciones y(x). Se denomina
incremento del funcional J[y(x)], correspondiente al incremento §y(x) del argumento, a la magnitud

A] = AJ[y()] = Jly(x) + 8y(x)] — J[y(x)]

donde

Sy(x) =y(x) —y(x),  J(eM,  y(x)eM

Primera definicion de variacion de un funcional. Si el incremento
A =]ly() + 8y(0)] = Jly(x)]
del funcional J[y(x)] se puede expresar como
A] = Lly(), 8yl + B(y(x), 6y) - |6yl

donde L[y(x), 8y] es un funcional lineal respecto a 6y, y B(y(x),8y) = 0 cuando ||8y|| — 0, entonces
la parte lineal respecto a 8y del incremento del funcional, es decir, L[y(x), §y] se denomina variacion del
funcional J[y(x)] y se denota mediante §/. En este caso el funcional J[y(x)] se denomina diferenciable
en el punto y(x).

Segunda definicién de variacion de un funcional. Se denomina variacion de un funcional J[y(x)] en un
punto y = y(x) al valor de la derivada del funcional

JIy() + ady(x)]

respecto al parametro a para @ = 0:
3
8] = |2y () + ady (o)
0

Si existe la variacion de un funcional como la parte lineal principal de su incremento, es decir, en el
sentido de la primera definicion, entonces existe también la variacion como el valor de la derivada
respecto al parametro « para @ = 0, y estas dos variaciones coinciden.

La segunda definicion de variacion de un funcional es mas amplia que la primera, en el sentido de que
existen funcionales de cuyo incremento no se puede destacar la parte lineal principal, pero existe la
variacion en el sentido de la segunda definicion.

2.3.2  Extremo de un funcional

Definicidn. Se dice que el funcional J[y(x)] alcanza un maximo en una curva y = y,(x) si en toda curva
proxima a y = y,(x) los valores del funcional J[y(x)] no son mayores que J[y,(x)], es decir,

Al =]ly()] =Jlyo(x)] <0
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Si AJ<0 y AJ] =0 sblopara y(x) = y,(x), entonces se dice que en la curva y = y,(x) se alcanza
un maximo estricto.

Analogamente se define una curva y = y,(x) donde se alcanza un minimo. En este caso AJ =0 en
toda curva proximaa y = y,(x).

2.3.2.1 Extremos fuertes y extremos débiles

Definicion. Se dice que un funcional J[y(x)] alcanza un mdximo relativo fuerte en una curva y = y,(x)
si para todas las curvas admisibles y = y(x) dispuestas en cierta vecindad € de orden cero de la curva
y = y,(x), se verifica

Jly@)l < Jlyo(x)]

De modo analogo se define en concepto de minimo relativo fuerte de un funcional.

Definicion. Se dice que el funcional J[y(x)] alcanza un mdximo relativo débil en una curva y = y,(x) si
para todas las curvas admisibles y = y(x) situadas en cierta vecindad & de primer orden de la curva

Y = yo,(x) se cumple
Jly©)] < Jlyo(x)]

De manera analoga se define el concepto de minimo relativo débil de un funcional.

Definicion. Los maximos y minimos (fuertes y débiles) de un funcional J[y] se llaman extremos
relativos.

Todo extremo fuerte es débil, pero no todo extremo débil es fuerte.

Definicion. El extremo de un funcional J[y] en todo el conjunto de funciones donde esta definido, se
denomina extremo absoluto.

Todo extremo absoluto es un extremo relativo débil y fuerte, pero no todo extremo relativo es absoluto.

Teorema

Condicion necesaria de extremo de un funcional. Si un funcional diferenciable J[y(x)] alcanza un
extremo en'y = yo(x), donde y,(x) es un punto interior del dominio del funcional, entonces

8] [yo(x)] =0

Definicion. Las funciones para las cuales §] = 0 se llaman funciones estacionarias.
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2.4 Problema elemental del calculo variacional [1] [7] [8]

Sea F (x, y(x),y' (x)) una funcion continua y con derivadas parciales también continuas hasta de segundo
orden en el intervalo [a, b]. La clase de funciones es el subconjunto de clase C1[a, b] que satisfacen las
condiciones de frontera

y(a)=A
y(b) =B (2.4)

El problema elemental del calculo variacional se plantea asi: entre todas las funciones y(x) con derivada
continua que satisfacen las condiciones de frontera [Ec.(2.4)] hallar la funcién en la cual el funcional

b ’
Jy)l = [ F(x,y,y)dx 2.5)
alcanza un extremal (maximo o minimo).

La variable x desempefia aqui el papel de parametro t, en el problema de la braquistocrona, que se
analizara mas adelante.

En la ecuacion (2.5), J depende de la funcion y(x) y los limites de integracion estan fijos dadas las
condiciones de frontera [Ec.(2.4)]. Entonces la funcion y(x) se varia hasta encontrar un valor extremo del
funcional J. Es decir, si una funcién y = y(x) da el valor minimo a la integral J, entonces cualquier
funcion vecina, sin importar qué tan cerca esté de y(x), debe hacer que J aumente.

En otras palabras, el problema elemental del calculo variacional consiste en la busqueda de un extremo
del funcional J en el conjunto de todas las curvas suaves que unen dos puntos dados P;(a, A) y P,(b, B).

Como se requiere que J tenga un valor extremal para el camino correcto relativo a todo camino préximo,
la variacion debe ser cero relativa a algin conjunto particular de caminos vecinos sefialados por un
parametro infinitesimal «.

2.5 Ecuacién de Euler-Lagrange [1] [3] [7] [8]

Hagamos corresponder a cada una de las posibles curvas y(x) un valor diferente del parametro a, de
modo que para ciertos valores de «, la curva coincida con la trayectoria o las trayectorias que hacen de la
integral un extremal, por tanto y sera funcién de x y .

Entonces representamos tal conjunto de caminos por y(x,a), siendo y(x,0) el camino correcto.
Seleccionemos una funcidon cualquiera p(x) que se anula en x =a y x = b, entonces un conjunto
posible de caminos variados seria

y(x, @) = y(x,0) + au(x) (2.6)
La ecuacion (2.6) es solo una de las posibles familias de curvas paramétricas y.

Supdngase que el camino correcto y(x) y la funcion auxiliar u(x) son continuas y sin singularidades en
x=a y x = b, con primera y segunda derivada también continuas en el mismo intervalo. La funcional J
de la ecuacion (2.5) sera también funcion de o para cualquiera de las familias de curvas paramétricas:

J(@) = [ F(x,y(x,@),y'(x,a) )dx @2.7)
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Ahora, se conoce que la condicion para obtener un maximo o minimo ordinariamente es:

(Z_i)x:o =0 2.8)

Entonces, derivando la ecuacion (2.7) con los métodos usuales bajo el signo de integral resulta que

o _ pbforay | or o)
da fa oy da + ay' da dx (2.9)

Tomando la segunda integral

baFay = b 0F 3%y
a 9y’ da ~ Ja 9y’ oxda

Integrando por partes se tiene

b oF 3%y dF 9 F\ 0
or x =2 a)? D (25) 2 dx (2.10)
a gy Bxi)a ay' 0a 0- dx \oy') da

. a
Todas las curvas deben pasar por los puntos de las ecuaciones (2.4), por lo tanto, % debe valer cero en

los puntos a y b. Entonces el primer término de la integral en la ecuacion (2.10) debe valer cero.

De tal manera la ecuacion (2.9) queda reducida como sigue:
o) _ (b for _a o
ﬁ_fa {By dxay}aadx
Ahora multipliquese por la diferencial da y calculense las derivadas para a = 0, entonces
dF d OF ay
(—) =L G- (E)o dadx @.11)

Denotando a la ecuacion anterior como §/, y llamémosle la variacion de J, esto es:

(), da=0

De modo analogo: (Z—Z)O da = 6y
(aa) da = 8y’ (2.12)

en donde 8y representa cierta variacion arbitraria de y(x), obtenida por variacion del parametro a en un
entorno de su valor cero.

Como 8y es arbitraria, de las ecuaciones (2.11) y (2.12) se deduce que
F d 9F) (dy _
o =15~ iyt (52), ovdx =0
solo si

g_;_;_x(:_;)=o (2.13)

Por lo tanto, J solo es extremal para las curvas y(x) tales que F satisface la ecuacion diferencial (2.13),
que es la ecuacion de Euler-Lagrange.
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2.6 Integrabilidad de la ecuacion de Euler [1] [7] [8]

A continuacion, se dara formalidad al resultado obtenido al final del capitulo anterior.

2.6.1 Extremales

Teorema 1. Para que el funcional

Jly(ol = [} F(x,y,y")dx

definido en el conjunto de funciones y = y(x) con primera derivada continua que satisfacen las
condiciones de frontera

y(@) =A
y(b) =B

alcance un extremo en una funcion dada y(x), es necesario que dicha funcion satisfaga la ecuacion de
Euler

o _ 220y
ay ox\ay')
Las soluciones de la ecuacion (2.13) se denominan extremales (curvas de Lagrange).

El funcional (2.5) puede alcanzar un extremo sélo en las extremales que satisfacen las condiciones (2.4).

Este problema de frontera no siempre tiene solucion, y en caso de que exista solucion, ésta puede no ser
Unica.

La ecuacion de Euler-Lagrange (2.13) del funcional (2.5) es una ecuacion diferencial de segundo orden,
por lo cual su solucion y(x) debe tener derivada segunda y"' (x), sin embargo, se presentan casos en los
que el funcional (2.5) alcanza un extremo en una funcion que no es dos veces derivable.

Teorema 2. Sea y(x) solucion de la Ecuacion de Euler

o0 ()
ay ox\ay')

Si la funcion F(x,y,y") tiene derivadas parciales continuas hasta de segundo orden inclusive, entonces
en todos los puntos (x,y) donde

d%F
powE: *0
y

la funcion y = y(x) tiene derivada segunda continua.

De aqui, podemos concluir un resultado mayor:

. . 8%F
Corolario. Una extremal y = y(x) puede tener picos solo en los puntos donde oW =0.
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2.6.2  Casos elementales de integrabilidad

Caso 1. F no depende de y': F=F(xy) (2.14)

En este caso la ecuacion de Euler es

OF(xy) _
=2=0 (2.15)

La solucién de esta ecuacion no-diferencial finita no contiene elementos de arbitrariedad y en general no
satisface las condiciones (2.4).

El extremo se puede alcanzar solo en casos de excepcion, cuando la curva (2.15) pasa por los puntos
definidos en las ecuaciones (2.4).

Caso 2. F depende de y’ linealmente:

F(x,y,y")=M(x,y) + N(x,y)y' (2.16)
En este caso la ecuacion de Euler es

aM 9N
o (2.17)
Igual que en el primer caso, la ecuacion obtenida es finita y no diferencial. La curva determinada por la
ecuacion (2.17) en general no satisface las condiciones (2.4), por lo que usualmente el problema
variacional no tiene solucion en la clase de funciones continuas. El funcional no depende del camino de
integracion, es decir, el valor del funcional J es el mismo en todas las curvas admisibles, por lo que el
problema variacional pierde sentido.

Caso 3. F depende sélo de y': F=F(" (2.18)
La ecuacion de Euler es

9% F

7y =0 (2.19)
ay’

En este caso las extremales son todas las posibles lineas rectas
y=Cix+C, (2.20)

donde C; y C, son constantes arbitrarias.

Caso 4. F no depende de y: F=F(xy" (2.21)

En este caso la ecuacion de Euler es

d OF
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de donde

donde C; es una constante arbitraria.

(2.23)

La ecuacion (2.23) es una ecuacion diferencial de primer orden e integrandola se hallan las extremales del

problema variacional.

Caso 5. F no depende explicitamente de x

F=F,y)
En este caso la ecuacion de Euler es
oF 92F 9%F
5 ayay Y "oy Y =0
dy  0ydy a 4

El caso 5 dice que la ecuacion de Euler (2.13) puede simplificarse cuando

OF _
ax

Consideremos nuevamente la ecuacion (2.13)
aF 8 (ap) _
ay ax\ay') ~

y multipliquese por

I
dx
entonces
Vv i)
G +ay)-wba) =0
=Fo - (ya) =0
S(FO -y 55) =0
finalmente

! ; OF
Fly,y) -y 3y =G

(2.24)

(2.25)

(2.26)

donde C; es una constante arbitraria. La ecuacion (2.26) puede ser integrada despejando y' y separando

las variables, o introduciendo un parametro.
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Capitulo 3

Rodar en un plano inclinado

Se dice que el movimiento de un cuerpo es rectilineo y uniformemente acelerado, cuando se mueve en
linea recta y con aceleracion constante. Se analizara en este capitulo el movimiento de un cuerpo esférico
a lo largo de un plano inclinado.

Cuando el cuerpo rota a la vez que se traslada, podra hacerlo sin deslizar o con deslizamiento. Esto
dependera de la fuerza de rozamiento, que desempefia aqui un papel importante.

3.1 Rodar sin deslizar [5] [6]

= Para que un cuerpo ruede sin deslizar, se necesita que exista una fuerza de rozamiento, pero esta
fuerza no realiza trabajo, por lo que la energia mecanica se conserva.

3.1.1 Ecuaciones de la dinamica

Se estudiara el movimiento de un cuerpo que rueda a lo largo de un plano inclinado. Sobre el cuerpo
actuaran las siguientes fuerzas (Fig. 3.1)

o Elpeso mg
o Lareaccion del plano inclinado (normal) N
o La fuerza de rozamiento F,,,

Fr

ITLELE

&

Figura 3.1: Fuerzas que actian sobre un cuerpo en un plano inclinado
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Descomponiendo el peso en una fuerza a lo largo del plano y otra perpendicular al plano inclinado

(Fig.3.2), se tienen las siguientes ecuaciones de movimiento
o Movimiento de traslacion del centro de masa
macy =mg - sen(8) — Fo,
o Movimiento de rotacién alrededor de un eje que pasa por el centro de masa
Fo, r=1"«a

o Relacion entre el movimiento de traslacion y rotacion (sin deslizar)

m sen g

%)

Figura 3.2: Componente del peso en la direccion del movimiento

El momento de inercia I se expresa como

[ =k -mr?

3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

donde k es un factor que depende de la geometria del cuerpo, cuyo valor es g para el caso de una esfera,

por lo tanto

2

_ 2
[esfe‘ra - gmr

(3.5)

Si se conocen el angulo de inclinaciéon y el momento de inercia I del cuerpo, se pueden calcular la

aceleracion del centro de masa a,, y la fuerza de rozamiento F,.,,

g-sen(6)
Aem = 2
1+§
E _ 2. mg-sen(6)
roz 5 1+§

(3.6)

(3.7)

Para calcular la velocidad del cuerpo después de haber recorrido una distancia x a lo largo del plano

inclinado, se emplean las ecuaciones de movimiento rectilineo uniformemente acelerado

X = xo + Vgt +§acmt2

(3.8)
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Si el cuerpo parte desde el reposo y ademas se coloca el origen coordenado en el punto de partida, la
ecuacion queda

x = Eacmt2 (3.9)

Derivando respecto al tiempo, la velocidad sera
Vem = Qemt (3.10)

Combinando las ecuaciones (3.9) y (3.10), se obtiene la velocidad final del centro de masa del cuerpo al
llegar al otro extremo del plano inclinado, después de recorrer una distancia x

2 _ 2

Vem Ao 2t? = 2amx

Entonces

Ve = +f 2QemX (3.11)

2g-sen(0) 2gh
Vo = [22O) .y = [2R (3.12)
cm 142 142

Sustituyendo (3.6)

donde h es la altura de partida del cuerpo referida a la posicion

h = x-sen(6) (3.13)

3.1.2 Conservacion de energia

La energia cinética de traslacion de un cuerpo esta dada por
— 1 2
Ecin = Emvcm 3.14)
y su energia cinética rotacional es
1, 2
K=>lw (3.15)

Entonces la energia cinética de un cuerpo que rueda, es la suma de la energia cinética de traslacion del
centro de masa y la energia cinética de rotacion alrededor del centro de masa.

Ex = sme? + >0 (3.16)

El trabajo total de las fuerzas que actuan sobre el cuerpo que rueda es la suma del trabajo en el
movimiento de traslacion mas el trabajo en el movimiento de rotacion (Fig.3.3)

W = Weas + Wrot (3.17)
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mg sen g

Figura 3.3: Trabajo sobre el cuerpo que rueda

Haciendo uso de la ecuacion (3.1) se obtiene la expresion para el trabajo en el movimiento de traslacion
Wiras = (ng - sen(8) — Fop) - x
=mgh—F.,, x (3.18)
A partir de la ecuacion (3.2), el trabajo en el movimiento de rotacion es
Wiot = Frop T+ = Frop X (3.19)
Por lo tanto, el trabajo total es
W =mgh (3.20)

Se observa que la fuerza de rozamiento en el movimiento de rodar produce dos trabajos de la misma
magnitud pero de signos opuestos, por lo que no se debe incluir el trabajo de la fuerza de rozamiento en el
balance de energia.

El trabajo de la resultante de las fuerzas que actian sobre el cuerpo modifica su energia cinética, tanto de
traslacion del centro de masa como de rotacion alrededor de un eje que pasa por el centro de masa.

mgh = %mvcm2 + %Ia)2 (3.21)

Cuando el cuerpo empieza a girar, ird adquiriendo una rapidez angular cada vez mayor y, por lo tanto, su
energia cinética rotacional (3.15) también ira aumentando.

Como la variacion de energia potencial es la misma en ambos casos (si el cuerpo rueda o si desliza sin
rodar), necesariamente al final del recorrido la energia cinética debido a su traslacion (3.14) debe ser
menor y, por lo tanto, el cuerpo que rueda debe llegar al final del plano inclinado con una rapidez menor a
la experimentada por la que se desliza sin rodar.

3.1.3 Condicioén de rodadura

Existe una condicion de ligadura que relaciona la velocidad con la que se traslada el centro de masa y la
velocidad angular de rotacion del cuerpo. En una rodadura el punto de apoyo del cuerpo no sufre
desplazamiento con respecto al suelo, es decir, esta instantdneamente en reposo.

Supongase el cuerpo (esfera) apoyada en el suelo. Para que ruede debe haber alguna fuerza que haga
momento con respecto al centro de masa, por ejemplo, una fuerza de rozamiento, pues ni el peso ni la
normal ejercen momento con respecto al centro de masa.
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Para que la esfera ruede sin deslizar, el desplazamiento del centro de masa debe coincidir con el arco s
correspondiente al angulo girado, como se muestra en la siguiente figura

Figura 3.4: Condicion de rodadura

La velocidad con la que se traslada el centro de masa sera la derivada con respecto al tiempo de dicho
desplazamiento

ds _ d(Rg) d
ucmzd—jzd—t“’sz—‘f (3.22)
Como la velocidad angular de rotacién w es la variacion del angulo girado, se tiene
Vem = Rw (3.23)

Esta expresion es la condicion de rodadura, que da la relacion que debe haber entre la velocidad de
traslacion del centro de masa y la velocidad angular de rotacion para que el cuerpo ruede sin deslizar.

Derivando se obtiene la ya mencionada ecuacion (3.3), que es la relacion entre las aceleraciones
Aem = @R

Para comprender mejor la idea de que la fuerza de rozamiento no realiza trabajo, analicemos la siguiente
figura

Ve =R =2Ra
v=Ro e v=2Rw

—> —> —
()]
cM CM CM
. -+ 8— — UL;M:R[-U

v=Rwm
v=0
rotacion 4  traslacion = rodadura

Figura 3.5: Movimiento de rodadura
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El movimiento de rodadura se descompone en un movimiento de rotacidon con respecto a un eje que pase
por el centro de masa y un movimiento de traslacion. En la rotacién las particulas del borde describen un
movimiento circular con una velocidad lineal v = Rw con respecto al centro de masa; a su vez el centro
de masa se traslada con una velocidad v.,, = Rw con respecto al suelo (por la condicién de rodadura).
Luego la velocidad del punto de apoyo con respecto al suelo es nula, ya que ambas se cancelan, por lo
que no se produce desplazamiento.

Como no hay desplazamiento, aplicando la definicion de trabajo a la fuerza de rozamiento
W=F-x (3.24)

el trabajo que ésta realiza sobre el punto de apoyo es nulo, por lo tanto en una rodadura la fuerza de
rozamiento no disipa energia.

Retomando la ecuacioén de conservacion de energia (3.21), se mostrara que la velocidad final del centro
de masa del cuerpo al llegar al final del plano inclinado es la misma que se calculd (3.12) a partir de la
dindmica.

1 1
mgh = ;mvcm2 + Ela)2

_ [
Vem = 1 +§

La velocidad angular w que se ha de considerar viene dada por la condicion de rodadura (3.23), que dice
que para que el balin ruede sin deslizar debe cumplirse que

w =2 (3.25)

Reescribiendo la ecuacion de balance de energia

_ 1 2 l(z 2) Vem®
mgh = S MU ” + 2 5mR o

gh= évcmz (1 + é)

Por lo tanto

que es la misma que se habia obtenido.

3.2 Rodar con deslizamiento [5] [6]

= Cuando el cuerpo rueda con deslizamiento, la fuerza de rozamiento cambia de estatica a cinética
y realiza un trabajo que se transforma en una disminucion de la energia final del cuerpo.

La fuerza de rozamiento F,,, en un cuerpo que rueda sin deslizar se calcula resolviendo las ecuaciones de
movimiento, como se vio en temas anteriores

__ 2 mg-sen(0)
E‘oz =T .z

2
5 1+E
Para que haya movimiento de rodar sin deslizar se tiene que cumplir que

Froz < s+ N (3.26)
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Donde u; es el coeficiente de rozamiento estatico que depende de la naturaleza de los cuerpos en
contacto, la esfera y el carril, y N la reaccion del plano inclinado

N =mg - cos(8) 3.27)

Combinando estas tres ecuaciones, el cuerpo rodard por el plano inclinado sin deslizar hasta un
determinado angulo limite, aquel en el que se cumple

2, tan(6)
us = s

(3.28)

142
3.21  Ecuaciones de la dinamica
Si no se cumple la condicion (3.28), el cuerpo rueda y desliza, la fuerza de rozamiento toma el valor
froz =t N (3.29)
donde py, es el coeficiente de rozamiento dinamico.
Entonces las ecuaciones del movimiento del centro de masa del cuerpo son:
=  El movimiento de traslacion del centro de masa (3.1) sera
mag, = mg-sen(f) — u, -mg - cos(6) (3.30)
Despejando la aceleracion queda

acm = g(sen(8) — w - cos(6)) (3.31)

= Fl movimiento de rotacion (3.2) alrededor de un eje que pasa por el centro de masa es
U -mg-cos(0) r=1-«a (3.32)
Despejando la aceleracion se tiene

a-gmrz =y -mg - cos(0) - r

. Hrg-cos(6) (3.33)

5

a=-

2 r

Se aprecia que deja de cumplirse la condicion (3.3) de rodar sin deslizar
Aep =T

Se vio que la velocidad final v, del cuerpo, ecuacion (3.11), al llegar al final del plano inclinado
después de haber recorrido una distancia x, o haber descendido una altura h es

Vem? = 2QemX
Sustituyendo la ecuacion (3.31) se tiene
Vem? = 2g(sen(8) — py - cos(0)) - x
= 2gh — 2gh -y, - cot(8)

Por lo tanto

Vem = /2gR(1 — py - cot (6)) (3.34)
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El cuadrado de la velocidad angular w del cuerpo después de haber girado un angulo ¢ es w? = 2a¢

Asi w =, 2a¢ (3.35)

Reescribiendo

w =

2

2. 5 pgg-cos(f)
2 r

5- q- 0
— ’ ukyTCOS( )'<p (3.36)

3.2.2  Conservacion de energia
La energia inicial del cuerpo es la energia potencial
E, = mgh (3.37)

La energia final del cuerpo del cuerpo es la suma de la energia cinética de traslacion del centro de masa,
mas la energia cinética de rotacion alrededor del centro de masa

S mv? + 2107 = 2m (v +21%0?) (3.38)

Trabajo W, de la fuerza de rozamiento f,.,, = y, - mg - cos(8)
=  En el movimiento de traslacion
—fx (3.39)
=  En el movimiento de rotacion
fr-o (3.40)
El trabajo total es

Wz = —f(x—71"9)

—lmg - cos(0) - (x — 7 @)

—Uy -mg - cos(0) - (x —r-%)

Sustituyendo x y a, de las ecuaciones (3.13) y (3.33) queda

L4 it e? (3.41)

Wy = =t mg - cos(6) i+

El trabajo de la fuerza de rozamiento modifica la energia del cuerpo, y es igual a la diferencia entre la
energia final e inicial del cuerpo

Wioz = Ef — E; (3.42)
Entonces
iy . h 12,2 _1 2,22 2\ _
U - mg cos(@)sen(9)+5mr W = zm(vcm +orw ) mgh
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Se anula el trabajo de la fuerza de rozamiento correspondiente al movimiento de rotacion f -7 - ¢ , con la
energia cinética de rotacion

h
sen(6)

—y, - mg - cos(6) = %mvcm2 — mgh (3.43)

Por lo tanto, se obtiene la misma expresion (3.34) para la velocidad v, que la deducida a partir de las
ecuaciones de la dinamica

Vem = \/Zgh(l — Uy * cot(6))

3.3 Velocidad final del centro de masa del cuerpo en funcién de la altura [5] [6]

Se vio que cuando un cuerpo rota y se traslada al mismo tiempo, lo hara sin deslizar o con deslizamiento.
3.3.1  Angulo del plano inclinado menor que el &ngulo critico

Si 6 < 6., el cuerpo rueda sin deslizar.

La velocidad final v, que alcanza el cuerpo en funcién de su altura inicial h es la de la ecuacion (3.12)

El cuadrado de la velocidad v, es proporcional a la altura h
3.3.2  Angulo del plano inclinado mayor que el angulo critico
Si 8 > 6., el cuerpo rueda y desliza.

En este caso, la velocidad final v,,, que alcanza el cuerpo en funcion de su altura inicial es la de la
ecuacion (3.34)

Vem = \/Zgh(l — W " cot(8))

donde

cot(8) = |5 -1 (3.44)

Finalmente

Vo, = \/Zgh <1 — e 5 - 1) (3.45)

Reescribiendo la ecuacion (3.28) se tiene que el angulo critico se calcula mediante la formula

tan(6,) = —”S(:rk)

Entonces

tan(8.) == g (1 + g) (3.46)

Si la tangente del angulo del plano inclinado es mayor que el resultado de ésta ecuacion, no se cumplird la
condicion de rodadura.
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Capitulo 4

La cicloide

Una primera conjetura que se podria hacer, es que la curva de menor tiempo de recorrido entre dos puntos
no alineados verticalmente, para un cuerpo bajo la acciéon de un campo gravitacional es una recta, ya que
la recta es la curva con menor distancia entre esos puntos. Galileo, mucho antes del reto de Bernoulli,
pensaba equivocadamente que esta curva era un arco de circunferencia. Se vera enseguida, con calculo
variacional, que la solucion correcta es un arco de cicloide.

Con la finalidad de comprobarlo, los dos puntos que se elegiran son: el extremo del arco y su punto
minimo (que coincide con la mitad de su longitud), por lo que dichos puntos conformaran medio arco de
cicloide. La razén de elegir construir exactamente medio arco es porque justamente para esta longitud
también se cumple la propiedad de ser fautocrona, como se demostrara mas adelante.

4.1 La cicloide como braquistécrona [1] [7] [8] [9]

Se sita un sistema cartesiano tal que dos puntos A y B tengan coordenadas (0,0)y (a,y;),
respectivamente, con y; < 0. Se requiere la condicion de que a # 0 para que no estén verticalmente
alineados.

Empleando las ecuaciones de movimiento rectilineo uniformemente acelerado (3.8) y (3.9), vistas en el
capitulo anterior

1
X =Xy + Vot + ;acmt2
1
x =Eacmt2

un cuerpo en caida libre y cuya velocidad inicial es cero, la altura y en funcion del tiempo estara dada por

1
y =gt (4.1)

‘= \[% (4.2)

De la derivada de la ecuacion (4.1) respecto al tiempo, la velocidad es

Despejando el tiempo se tiene que

b _
v=—=gt (4.3)

Combinando las ecuaciones (4.2) y (4.3) se tiene otra expresion para la velocidad

v=g ?
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simplificando:

v =,29y 4.4)
que coincide con la de la ecuacion del capitulo anterior (3.11).

Usando el principio de conservacion de la energia
mgy = %mvz 4.5)

la ecuacion (4.4) sigue siendo cierta para un cuerpo que cae a lo largo de una curva, ya que despejando de
(4.5) se obtiene

2
vt =mgy—=2gy
Ahora, recordando que la velocidad se define como
_ dx\2 dy 2
v=J @& + &

Por la regla de la cadena se tiene

dt de | fdx\? dy\2 dt dx\2 dt dy\2
—y = — —_ -|- - = —_— + -7
dx dx dt dt dx dt dx dt

Entonces
at ., = e
Ly =T+ @)
Reescribiendo
1+ [y'(x)]2
dt
= (4.6)
Finalmente
a _ | @] 7
dx 29y ’

Integrando resulta
dt 1+ [y ]
J (E) dx= [ 2gy dx

Entonces, el tiempo que tardara un cuerpo en descender una determinada altura (tiempo de recorrido) a lo
largo de cierta curva y = y(x) es

’ 2
1+ (x)
T=f° 7[22;‘] dx 4.8)

Para resolver este problema variacional, de encontrar la curva de menor tiempo de recorrido, se tomaran
en cuenta los casos de integrabilidad de la ecuacion de Euler que se presentaron en el segundo capitulo
(apartado 2.6.2).

Para ello se hace uso del argumento de la integral (4.8), entonces la funciéon F requerida queda

' 2
F= el (4.9)
29y

41



Como se dijo al principio de este capitulo, el sistema esté situado en el origen, entonces el cuerpo que cae
esta en el punto A(0,0). Se buscara la trayectoria de menor tiempo de recorrido por la que llega a cierto
punto B(a,y;), por lo que las condiciones de frontera mencionadas en la ecuacion (2.4) son

y(0) =0
y(@) =y, , cony <0 (4.10)

Notando que la funcion F, en la ecuacion (4.9), no depende explicitamente de x, entonces la ecuacion de
Euler (2.13) se resolverd usando el caso 5 de integrabilidad

F=FQ,y")
Para este caso la ecuacion de Euler era
dF 9%F %F
————y ——y" =0
dy  dydy ay'

Se vio que este caso derivo en la ecuacion (2.26)
! ) OF
FO.y) -y 5:=6

Entonces, se requiere hacer el siguiente calculo
aF 1 29y 2y’
ay' 2.l (1+y'?) 29y

oF y'

Simplificando

o~ J2ava+y') i
Entonces la ecuacion (2.26) se escribe
| EEC A,
29y J2av+y'®) '
Simplificando
— 1 = C; , con C; =cte
,/293/(1+y’2)
O bien
29y(1+y'?)=C, , con C,=cte
Finalmente
y(1+y'?)=C; , con C; =cte (4.12)
Entonces
Y=g (4.13)
Para resolver la ecuacion conviene hacer el siguiente cambio de variable, sea
y'? = ctg? (g) (4.14)

42



Haciendo uso de la siguiente identidad trigonométrica
1+ ctg?(«x) = csc?(x)
y de las ecuaciones (4.13) y (4.14) se tiene

C3 C3

Y= (1+y2) - cscz(g)

Por lo tanto

y = Czsen? (g)

Considerando la siguiente identidad

0 1-cos(6
sen? (—) = ©
2 2

la ecuacion (4.16) toma la forma

y = C3 (1—(:05(6))

2

Derivando
dy = 62—3$en(9)d9
Entonces, al combinar las ecuaciones (4.14) y (4.19) se obtiene

dx = —=
)

_ Czsen(6)d6 _ Czsen(6)dé

2ctg(3) 2<_§>
Seni

Ahora, usando la siguiente identidad

sen(8) = 2-sen (6) cos (Q)

2 2

Con esto la ecuacion (4.20) queda

dx = C32'sen (g)cos(g)sen(g)

- ZCOS(S)

= C3sen? (g) =C, (1_C°S(9)) do

2

Integrando
x = %f(l —cos(0)) dé
Entonces

x = C2—3(9 —sen(0)+C, , C,=cte

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)
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De la primera condicion de frontera mencionada en las ecuaciones (4.10), se obtiene que x = 0 = C,,
entonces las ecuaciones (4.18) y (4.22) quedan

x = C(6 — sen(h))

y=C(1—cos()) , con C =cte (4.23)

Se han encontrado las ecuaciones paramétricas de una familia de curvas. Estas ecuaciones coinciden con
las ecuaciones paramétricas de la cicloide (1.2), lo que demuestra que, para que el recorrido sea en el
menor tiempo posible, la trayectoria que debe seguir el cuerpo ha de ser una cicloide.

Al principio del capitulo se dijo que para comprobar este resultado, se elige construir medio arco de
cicloide. Una manera de obtenerlo a partir de las ecuaciones (4.23) es variar el parametro 8, desde 0
hasta C

sig=0 |, x(6)=0 y y@)=0

sif=m |, x(@)=nC 'y y(@)=2C (4.24)

Con esa eleccion del parametro 6, las condiciones de frontera (4.10) son los puntos A y B, cuyas
coordenadas resultaron ser

A(0,0) , B(mC,20) (4.25)
Entonces se tiene que el limite de la integral de la ecuacion (4.8) es
a=mnC (4.26)

Se nota que las coordenadas del punto B dependen del valor que se elige para la constante C (que
finalmente resulta ser el radio del circulo generatriz, como ya se habia dicho en el apartado 1.3.2).

4.2 Tiempo de recorrido sobre la cicloide [1] [7] [8]

Ahora se encontrara el tiempo que tarda en descender un cuerpo recorriendo la cicloide. Se vio en el
capitulo anterior, que cuando el cuerpo rota a la vez que se traslada, podra hacerlo con deslizamiento y sin
él, y que esto depende de la fuerza de rozamiento.

Se tienen tres casos a analizar

o Deslizar sin friccion y sin rodar (caso ideal)
o Rodar sin deslizar
o Rodar con deslizamiento

4.2.1  Deslizar sin friccion y sin rodar sobre la cicloide

Recuérdese la ecuacion integral que da el tiempo de recorrido (4.8)

_ ra 1+[y'(x)]2
T= [, ey d

X
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Reescribiendo la ecuacion queda

dy

2
T = a 1+(dx) dx
2gy

_ fa dx?+dy?
T 0y (2gy)dx?

_ fa dx?+dy?
o

a0y (4.27)
Ahora, de las ecuaciones (4.23) se tiene

dx = C(l — cos(@))d@

dy = Csen(6)d6
Entonces

dx? + dy? = 2C?*(1 — cos(6))d6? (4.28)
dx? + dy? = 2Cyd6? (4.29)

También, de las ecuaciones (4.23) se ve como cambian los limites de la integral para el tiempo
si x=0 -entonces 6=0

si x =nC entonces 6O=m (4.30)

Combinando las ecuaciones (4.27), (4.29) y (4.30) se tiene

T = J-n 2Cydo?
— o 29y

=\[§f(j’ do
- [Ete1g

Por lo tanto

_[e
Tigeal cicloidze = T |~

; (4.31)

4.2.2 Rodar sin deslizar sobre la cicloide

Esta vez no se puede resolver inmediatamente la ecuacion (4.8) para calcular el tiempo, ya que la energia
cinética que adquiere el cuerpo al rodar modifica la velocidad de la ecuacion (4.4)

v =429y
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En el capitulo anterior se vio que la energia cinética de un cuerpo que rueda es
E, = émvcmz + %Icu2
Y que con la condicion de rodadura
Vem = Rw
la expresion para la velocidad que ha de adquirir el cuerpo debido a la rodadura es la ecuacion (3.12)

Ahora si, la ecuacion para el tiempo de recorrido (4.8) se reescribe de la siguiente manera

- fa\/ (el ) (143) 4.32)

29y

(ax?+dy?)(1+2
T= [ ’—zgy( i (4.33)

Nuevamente usando las ecuaciones (4.29) y (4.30) se obtiene

Reescribiendo

20y(1+§)d92
29y

/f—} (1 +2)f; do
= [;(1+9)1e1g

T = fo”

Por lo tanto

c 2
Trot cicloigze = T E (1 + E) (4.34)

4.2.3  Rodar con deslizamiento sobre la cicloide
En el capitulo anterior se vio que si el angulo de un plano inclinado es mayor que el angulo critico

6 > 6., el cuerpo tendra un movimiento combinado entre rodamiento y deslizamiento. Se encontrd que
la velocidad final v, del cuerpo esta dada por (3.34)

Vem = \/Zgh(l — W " cot(6))
Estudiar este caso de movimiento para la braquistocrona se vuelve muy complicado, puesto que el angulo

de inclinacién en ninglin momento se encuentra fijo y ademas el cuerpo empieza a caer a un angulo de
90° (caida libre, con 8 mucho mayor que 6.) y va disminuyendo gradualmente hasta llegar a 0°.
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Para evitar confusiones entre este angulo @ de inclinacién del plano inclinado y el angulo 6 del
parametro en las ecuaciones de la cicloide, se renombrara como a al angulo del plano.

Por lo tanto, conviene también renombrar como « al angulo de la pendiente de la cicloide en cualquier
punto. Para conocerlo se necesita la derivada respecto a 6 de las ecuaciones paramétricas (4.23),
entonces

%(x, y) = C[1 — cos(8),sen(6)]

Usando esta ecuacion, el angulo de la pendiente @ depende del parametro 6 de las ecuaciones
paramétricas de la cicloide de la siguiente manera

sen(6)
tan(@(0) = TSy
Entonces
6
a(6) = arctang <%>

Entonces la ecuacion (3.34) queda

= /2gh(1 — p - cot(a(6)))

El cuerpo rueda y desliza con esta velocidad mientras se cumple que el angulo en el recorrido de la
cicloide es mayor que angulo critico a(6) > a.(6).

A partir de que la pendiente sobre la cicloide sea menor que la del angulo critico, el movimiento del
cuerpo sera solamente de rodadura, que esta dado por la ecuacion (4.33).

Finalmente, usando la ecuacion (4.27) el tiempo de recorrido combinando los dos tipos de movimiento
sera

T = Trot/desliz cicloide + Trot cicloide

—f _ ax+ay? + J.,T (dx2+dy2)(1+§)
2gy(1-pg-cot(a(9))) a 29y

_ J-HC 2Cyd6? fn ZCY(1+§)d92
2gy(1-py-cot(a())) ¢ 2gy

_ 4 6¢ dae c 2 T
- \/; fO JI—up-cot(@(8)) + g(l + 5) fﬂc do

Esto todavia puede simplificarse con la siguiente identidad

cot[arctan(x)] = -

47



Por lo que

[ (0)] = t[ . ( sen(0) )]
cot[a ()] = cot|arctang 1= cos(0)
__ 1—cos(6)
- sen(8)

Finalmente, la ecuacion para el movimiento combinado de rodar y deslizar, mas el movimiento de sélo
rodar a lo largo de la cicloide queda

C (Oc de ’C
Tmov comb cicloide = \[; fO JW + 5(1 + g) feri de (435)
sen(0)

La evaluacion de esta integral depende del coeficiente de friccion dindmico ;. y del dngulo critico de la
pendiente en los puntos de la cicloide a.(0) (para algin valor 8, del parametro 6 en las ecuaciones
paramétricas de la cicloide). También se dijo en la ecuacion (3.46), que el angulo critico a.(6) depende
del valor del coeficiente de friccion estatico pg.

En resumen, el cuerpo rueda y resbala durante una parte del medio arco de cicloide (es evidente que al
principio el angulo es muy grande), y después del angulo critico el cuerpo s6lo rueda. Notese la
complicacion matematica para este tipo de movimiento y la falta de control en la observacion del
experimento.

4.3 La cicloide como tautdcrona

En el apartado 1.3.3 se dijo que en la cicloide, ademas de tener la propiedad de ser braquistocrona, un
cuerpo que inicie su descenso hacia el punto mas bajo B de la curva (véase nuevamente figura 1.10),
tardara la misma cantidad de tiempo si lo hace desde cualquier punto intermedio, por ejemplo los puntos

Yo=Avy yo=C.
Es sabido que la velocidad del cuerpo es v = ,/2gy donde y es la altura vertical recorrida.

Para demostrar el hecho de que es una tautocrona, supoéngase que el cuerpo no empieza en y = 0, sino en
un punto inferior y,, entonces

v =290~ ) (4.36)
De las ecuaciones paramétricas (4.23) se tiene
Yy =¥o=C[(1=cos(8)) — (1—cos(6))]
= C[cos(8,) — cos(8)]

Sustituyendo en (4.36)

v= \/2gC(cos(90) — cos(6))

La ecuacion para el tiempo de recorrido (4.8) se reescribe

_ (Cm dx2+dy?
r= fxo 2gC(cos(6g)—cos(8))
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Sustituyendo la ecuacion (4.28) y usando las condiciones (4.30) queda

T = fn 2C2%(1—cos(6))do?
) 2gC(cos(8p)—cos(6))

1—cos(6)
ffaoxl cos(6p)— cos(e)dg (4.37)

Para resolver la integral se usa la identidad (4.17)

2) _ 1—cos(6)

sen? (
2 2

Al despejar se hace el siguiente cambio de variable
1 — cos(f) = 2sen? (g)

Entonces la integral (4.37) queda

_ [cm Zsenz(g)
\[;feo <1—25en2(97°)>—<1—25en2(g)>dg

2sen2 (8
_ \[Efen- sen (2) 40
g% 2(sen2(§)—sen2(970)>
C sen
(4.38)
Haciendo el siguiente cambio de variable
sea u = cos (Q) entonces sen (Q) dé = —2du
2 2
Los limites de la integral se transforman
st 6=20, entonces u = cos (—)
si 0=m entonces u = cos (g) =0

Entonces la integral (4.38) queda

—Zdu
4.39
\/7 cos 70 cos? )—uz ( )

Ahora, se hace el siguiente cambio de variable
8o [
sea u=z-cos(=; entonces du=dz-cos Y
Los limites de la integral se transforman
: 6o
si u=cos|~ entonces z=1

si u=0 entonces z=10
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La integral (4.39) se reescribe

T =\/Ef01 2-;‘05(92—0)112 _
g Jcosz(f)—zzcosz(é))

C 1 dz
= 2\/; b i

Como los valores de la variable en el intervalo de integracion tienen valor absoluto menor o igual que 1
entonces

T = 2\/% - arcsen(z)}
C(m
= Z\E(; -0)

(o

Tiautécrona =T P

Por lo tanto

El tiempo de recorrido resulta ser el mismo que el de la ecuacion (4.31). Esto verifica que, como ya se
anticipd, el tiempo que le toma llegar hasta su punto mas bajo es independiente del punto de partida. Se
puede decir que el mayor recorrido que tendria que hacer un cuerpo al soltarlo desde puntos mas altos se
compensa con una mayor aceleracion al estar la pendiente mas inclinada.

Huygens también demostré que el tiempo de descenso es igual al tiempo que tarda un cuerpo en caer
verticalmente la misma distancia (el diametro del circulo que genera la cicloide) pero multiplicado por g .

Para mostrar esto recuérdese que, en caida libre, la altura y como funcién del tiempo es (4.1)

1

y=39t°
de donde el tiempo de caida libre es (4.2)

2y

tcal’da libre g

Si ahora se sustituye la altura y por el didmetro 2C del circulo generatriz queda

,2(20) c
teaida libre = T = 2\/;

Por lo tanto

b
2 tcaida libre

Ttautécrona

4.4 Ecuacién de la recta

Ahora, para comparar el tiempo de recorrido de un cuerpo a través de la braquistécrona con otra
trayectoria que una los mismos puntos A y B, se elige la recta que los une, debido a que es la distancia
mas corta entre ellos.

La recta a construir esta sujeta a las caracteristicas del medio arco de cicloide, pues los extremos de la
recta también estan determinados por las condiciones de frontera (4.10), y los extremos de ambas curvas

son los mismos puntos de las ecuaciones (4.25).
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Considerando la ecuacion de la recta
y(x)=mx+b (4.40)

Se verd como se transforma con las condiciones impuestas por la braquistocrona. Del punto A(0,0) se
tiene que la ordenada al origen es

b=0
pues ambas curvas parten del origen del sistema coordenado.

Con el punto B(nC, 2C) se calcula el valor de la pendiente, resultando

y=%)x (4.41)

45 Tiempo de recorrido sobre la recta [1] [7] [8]

Para encontrar el tiempo que tardara en descender el cuerpo a través de la recta, también habran de
considerarse los tres casos de movimiento tratados para la cicloide

o Deslizar sin friccion y sin rodar (caso ideal)
o Rodar sin deslizar
o Rodar con deslizamiento

45.1 Deslizar sin friccion y sin rodar sobre la recta

Se tenia la ecuacion (4.27) como la expresion para obtener el tiempo de recorrido

T = fa dx?+dy?
s 29y

Ahora, de la ecuacion (4.41) se tiene

2

dy = ;dx
Entonces
dx? + dy? = dx* + (%) dx?
4
dx? + dy? = (1 + ) dx? (4.42)

Por lo que la integral para el tiempo (4.27) queda escrita como

T = J_T[C (1 +%)dx2

0 2g7 (4.43)
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Sustituyendo la ecuacion de la recta (4.41) queda

. / (“%) _ ’n 4\ (nc 1
T = fO Zg(%x) dx = E(l-l—;) fO de

= [2(1+2) [2\/5]"0C=2\/E Z(1+2)

Reescribiendo

Por lo tanto

C
Tideal recta = ’E(T[Z + 4) (444)

45.2 Rodar sin deslizar sobre la recta

Por las mismas razones que en el caso de la cicloide, la velocidad que adquiere el cuerpo al rodar estara

dada por la ecuacion (3.12)
_ [29y
TN

Para calcular el tiempo en este caso, se tiene la ecuacion (4.33). Si se sustituye la expresion (4.42) se tiene

nc (1+iz)(1+3)dx2
r= fO . 293/5

Sustituyendo la ecuacion de la recta (4.41)

- i [ e A e

:\/é(1+;—2)(1 +2) [zx/E]”OC= 2%\/&(1 +5)(1+2)

Reescribiendo

ren () (1+3)

Por lo tanto

c 2
Trot recta = \/5 (m% +4) (1 + g) (4.45)
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Como en el caso de la cicloide, la ecuaciéon que da el tiempo en el movimiento de rotacion estad afectada
por el mismo factor de (1 + g) comparada con la del caso ideal. El origen de este término viene de la

, .. . . . 2
geometria de la esfera, pues como ya se dijo, tiene un momento de inercia de Emr2

45.3 Rodar con deslizamiento sobre la recta

La recta construida tiene 32.48° de inclinacidn, un angulo relativamente pequefio por lo que estudiar si un
cuerpo rodard y deslizara al mismo tiempo sobre ella, dependera principalmente del coeficiente de
friccién. Del capitulo anterior se tenia que el cuerpo rodara sin deslizar hasta un angulo limite bajo la
condicion (3.28)

2 tan(0)

2_.
HUs 5 1%

Se dijo que si no se cumplia esta condicion, la velocidad final v,,, del cuerpo es (3.34)

= 2gh(1 — . - cot(a))

Entonces, comparando con la ecuacion (4.27) para calcular el tiempo de recorrido se tiene

(1+%)dx2

dxz+dy2 ncC
T= f f 29y (1-pycot(a))

_ (7C (1+2) _ T 4\ nC 1
- fo Zg(%x)(l—uk-cot(a)) dx = \/4g(1—uk-cot(a)) (1 + ﬁ) f d

T nC "
=Jm( %) [2vx |’y —zx/_Jm(Hﬁ)

Reescribiendo

c T2 +4
T= T[\[g(l—uk-cot(a))( w2 )

Por lo tanto, el tiempo rotando y deslizando sobre la recta es

c (m2+4)

g (1—pg-cot(a)) (4.46)

Trot/desliz recta =

A pesar de que la pendiente no sea tan grande en el plano inclinado, si el coeficiente de friccion es lo
suficientemente pequeio, el cuerpo rueda y resbala. En el caso de esta ecuacion el angulo de inclinacion
esta fijo y solo dependera del coeficiente de friccion dindmico entre las superficies.
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Capitulo 5

Construccion e instrumentacion del
dispositivo experimental

Hasta ahora todo se ha resuelto de una manera formal y analitica. El siguiente paso de este proyecto
consiste en la construccion de un dispositivo experimental, que permita resolver empiricamente el
problema planteado por Bernoulli en su famoso reto del siglo XVII.

5.1 Programacion para obtener las curvas [10]

Para la construccion de las curvas se hace un programa en Matlab, a través de él se obtienen las graficas
que serviran de base para construir las trayectorias en madera.

5.1.1 Programa para la cicloide

En el capitulo 4 se dedujeron las ecuaciones paramétricas de la braquistocrona (4.23), y se hizo notar que
coinciden con las ecuaciones de la cicloide (1.2) obtenidas en el primer capitulo. Por simplicidad en la
programacion, se elige que la constante C (radio de la circunferencia generatriz) sea igual a 1 y se
grafican en Matlab las siguientes ecuaciones

x = (0 —sen(0))

—y = (1 —cos(6)) (5.1)
El signo negativo en la segunda coordenada, viene del hecho de que se construira una cicloide invertida.

Es necesario mencionar que a pesar de que a la constante C se le asigne el valor 1, esta constante tiene
unidades de longitud debido a que se trata del radio de la circunferencia generadora. Mas adelante se
observara que al aumentar el tamaiio de las grdficas para imprimirlas, C adquiere valor en metros.
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En el capitulo anterior, se vio que con las condiciones (4.24) se obtiene la grafica de medio arco de
cicloide, cuyos extremos son los puntos de la ecuacion (4.25).

Como en la programacion se ha hecho la constante € = 1, dichos puntos quedan

A(0,0) , B(m —2) (5.2)

Programa en Matlab para la cicloide

» theta=0:0.001 : pi

» x = theta - sin(theta)

y = 1 — cos(theta)

plot (x,-y)

title ‘MEDIO ARCO DE CICLOIDE’

xlabel ‘Eje X’

vV Vv V Y V

ylabel ‘Eje Y’

La grafica del medio arco de cicloide realizada en Matlab con dichas especificaciones es la siguiente

MEDIO ARCO DE CICLOIDE
D T T T T T T

Eje Y

35

Figura 5.1: Medio arco de cicloide en Matlab
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5.1.2

Programa para la recta

También en el capitulo anterior, se obtuvo la ecuaciéon de la recta (4.41). Es claro que debe tener los
mismos extremos A y B de la cicloide de la ecuacién (5.2).

Programa en Matlab para la recta

» x=0:0.001: pi

>

YV V¥V V V

y = (-2/pi)*x
plot(xy)

title ‘RECTA’
xlabel ‘Eje X’

ylabel ‘Eje Y’

La grafica de la recta con el programa hecho en Matlab y las caracteristicas mencionadas se muestra a
continuacion

Eje Y

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

RECTA

Eje X

Figura 5.2: Recta en Matlab

35
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5.2 Construccion de las curvas en madera

Las dos graficas obtenidas anteriormente se grafican en una sola para la impresion en un poster, que sirve
de guia para construir las dos curvas en madera.

Programa en Matlab de ambas trayectorias

» theta=0:0.001:pi

Y

x = theta - sin(theta)

y = 1 — cos(theta)
plOt (X,-Y)

hold on
x=10:0.001 : pi
y = (-2/pi)*x
plot(x.y)

title ‘TRAYECTORIAS’

vV V Vv VY V¥V V VYV

xlabel ‘Eje X’

A\

ylabel ‘Eje Y’

Se muestran en la siguiente figura las dos trayectorias juntas para el poster

TRAYECTORIAS

o T T T T T T

Eje ¥

3.5

Figura 5.3: Curvas en Matlab
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Esta imagen obtenida en Matlab se imprimi6 en papel fotografico de 120x90 centimetros para ampliar
considerablemente sus dimensiones pero cuidando de guardar las proporciones (a escala). Es aqui donde
se aprecia que el anterior valor elegido para la constante € = 1 (radio de la circunferencia), varia al
momento de la ampliaciéon quedando finalmente con un valor real de

C = % metros (5.3)
Con este resultado, el punto B de las ecuaciones (5.2) queda
B(wC,—20)
Por lo que las coordenadas finales, en metros, de los extremos de las curvas seran

A(0,0) , B(1.16,-0.738) (5.4)

Con el poster como base, las curvas fueron transferidas a la madera a manos de un carpintero

Figura 5.4: Curvas en madera
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5.3 Longitudes

El célculo integral permite determinar la longitud de una curva. A continuaciéon se encontraran las

longitudes del medio arco de cicloide y la recta construidas.

5.3.1 Longitud de medio arco de cicloide

En el capitulo 1, seccion 1.3.5, se mostré rapidamente que la longitud de un arco de cicloide es ocho
veces el radio del circulo que la genera. Enseguida se calculara la longitud del medio arco construido de

manera detallada empleando las ecuaciones paramétricas.

Si se considera una curva y = y(x) y su respectiva derivada y' = y’(x), continuas en un intervalo [a, b],

la longitud del arco S delimitada por ese intervalo, se obtiene a partir de la siguiente ecuacion
S=[V1+y?dx
a y

Reescribiendo se obtiene una relacion que facilitara los calculos

s=J" 1+(%)2dx

b |dx%2+dy?
=/, 7 —d
a dx

Finalmente

S= f;w/dxz + dy?

Para determinar la longitud de media cicloide, conviene retomar algunas ecuaciones del capitulo 4.

Se tenia que las ecuaciones paramétricas (4.23) de la cicloide son
x = C(0 — sen(0))
y = C(1— cos(6))
donde C = 1'716 metros

También se obtuvo la relacion (4.28)
dx? + dy? = 2C?(1 — cos(6))d6?
y los limites de la integral estaban dados por las ecuaciones (4.30)
si x=0 -entonces 6=0

si x =nC entonces 0=m

(5.5)

(5.6)
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Por lo tanto la longitud de arco (5.6) de la mitad de la cicloide se escribe

S= foﬂc,/dx2 + dy?

= [7\/2C2(1 — cos(0))d6?

=V2C [ \/1—cos(6) do

Para resolver la integral, nuevamente se hace uso de la identidad de la ecuacion (4.17)

[ 1—cos(f
sen? (—) = ©
2 2

Reescribiendo la integral queda

= 2¢ f)"sen (2) o (5.7)

Usando el siguiente cambio de variable

0
u=: entonces dOf = 2du
si =0 entonces u=20

. Vs
si 6=m entonces u=:

la ecuacion (5.7) toma la forma

S =2C [?2sen(u) du

=4C (—cos(u)g)

Por lo tanto
=4C (5.8)

Smedia cicloide

Comparando el resultado con la ecuacion (1.4), se verifica que la constante C es el radio del circulo
generador de la cicloide.

Entonces, usando (5.8), la braquistécrona construida tiene como longitud

Sbmquistécmna = 1.477 metros (5.9)
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5.3.2  Longitud de la recta

Nuevamente conviene recordar algunas ecuaciones del capitulo 4. Se habia obtenido la ecuacion de la
recta (4.41), pero como se tiene una cicloide invertida, entonces se requiere cambiar el signo de la
pendiente de la recta, por lo que se tiene

Para calcular su longitud primero hay que hacer

Entonces, haciendo uso de la ecuacion (5.6) se tiene
S= fabw/dx2 + dy?

= J¢ Jax? + ( 2)dez

0 T

= fonc (1 + %) dx?

= [(1 + %) fonc dx

= (1 + %) nC
Reescribiendo
Srecta = CVT2 +4 (5.10)
Entonces la longitud de la recta construida es
Srecta = 1.375 metros (5.11)

La longitud de la braquistocrona es 10.2 centimetros mayor que la de la recta

Sbraquist()crona > Srecta

Resulta interesante encontrar esta longitud utilizando el teorema de Pitdgoras y comparar el resultado.
Considérese la siguiente figura 5.5

La longitud de la recta estara dada por

Srecta = vV (mC)* + (2C)?
CVn? +4

que coincide con la ecuacion (5.10).
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TEOREMA DE PITAGORAS

02
04t
06|

-08}F

a=PRPi*C

Figura 5.5: Triangulo rectangulo

5.4 Instrumentacion del problema

Una vez construidas las curvas en rampas de madera, y el problema de la braquistocrona ya resuelto en
forma teorica, sigue la implementacion de un dispositivo electronico, que sea totalmente automatico y que
incluya dos cronémetros que midan el tiempo de recorrido del cuerpo, en cada trayectoria con gran
precision.

54.1 Disefio electronico
En la construccion de dicho dispositivo intervienen varios retos:

v Soltar dos cuerpos de igual masa, forma, material y tamafio (balines), desde el punto A(0,0)
simultaneamente, y uno en cada rampa (problema de la braquistocrona).

v Disefiar y sincronizar dos crondmetros con precision de milésimas de segundo.

v" Que el conteo de los crondmetros inicie exactamente al momento de que los balines comienzan a
caer.

v Que cada balin detenga su propio crondmetro, justo en el instante de llegar al punto B(C, —2C)

v Adicionalmente, disefiar un electroiman movil para dejar caer el balin desde cualquier punto
sobre la curva y medir su tiempo de recorrido (problema de la tautdcrona).

v

Un microcontrolador maestro PICI6F84A envia una sefial a un integrado L293D que amplifica la
corriente para suministrarla a un relevador (interruptor electromagnético), el cual apaga dos bobinas
conectadas en serie para dejar caer los dos balines de manera simultinea. Al mismo tiempo el
microcontrolador maestro activa otros dos microcontroladores (también PIC16F84A) que operan los
cronometros y visualizan en dos pantallas LCD los tiempos de recorrido para cada trayectoria. Dos
interruptores mecanicos al final de las curvas indican al microcontrolador maestro el momento en que su
respectivo balin llega al final del recorrido y dicho microcontrolador ordena a los otros dos
microcontroladores que detengan también su respectivo crondémetro.
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En la siguiente figura se muestra el diagrama.

PIC16F84A
DRIVER L293

= 1

BOBINAS |=— [INTERRUPTOR |

PIC16F84A
-—

MODULO LCD

\ \ Ny, PIC16F84A ——
: -‘_\‘; = | MODULO LCD

fl

|

I EEEEE————

> [ INTERRUPTOR |—
" — [ INTERRUPTOR |

Figura 5.6: Diagrama a bloques del dispositivo experimental

5.4.2  Electroiman para la braquistécrona

Uno de los retos es lograr que ambos balines empiecen su respectivo recorrido al mismo tiempo y para
ello se disefi6 un electroiman.

Se colocan dos embobinados idénticos al inicio de cada curva conectados en serie. Se hacen pasar
120 volts de corriente alterna por las bobinas para que el campo magnético generado por ellas
sostenga, cada una, un balin. Es sabido que una vez que la corriente sea interrumpida, el campo
magnético desaparecera y ambos balines caeran por su respectiva rampa.

Este método de hacer circular o interrumpir la corriente a través de las bobinas se consigue utilizando un
relevador que se controla con 5 volts. El electroiman se conecta al relevador en la modalidad
“normalmente cerrado”, y el control del relevador se realiza con un circuito integrado driver L293D que
tuvo que utilizarse para amplificar la corriente que es necesaria para la logica del relevador.

Inicialmente el driver esta apagado por lo que el relevador sigue estando en la modalidad “cerrado” y las
bobinas sostienen a los balines. El microcontrolador maestro es programado en lenguaje ensamblador de
tal manera que cuando un interruptor le envia una sefial, el microcontrolador active el driver, y a su vez el
driver active el relevador por lo que cambiara a modo “abierto”, interrumpiéndose asi el flujo de corriente
a través de las bobinas por lo que el campo magnético generado desaparecera.

Es asi como se consigue la sincronia en la caida de los dos balines.

63



5.4.3 Temporizadores [11] [12] [13]

Otro reto es que los crondmetros “arranquen” al mismo tiempo que empiezan a caer los balines. La figura
5.7 muestra el disefio del crondometro realizado en Proteus (ambos crondmetros son idénticos).

También el algoritmo con que se programa el microcontrolador maestro es tal que con la misma sefial que
se le envid para que activara el driver, activa los otros dos microcontroladores que hacen que los
crondmetros empiecen a Correr.

De esta forma se consigue que cuando ambos balines caen de manera simultanea, los dos cronémetros
también empiezan a correr al instante.

El algoritmo mediante el cual se consigue que los otros dos microcontroladores funcionen como
crondmetro también se realiza en lenguaje ensamblador. Como se requiere un estricto control de tiempos,
se hara uso de un timer.

Un timer se implementa por medio de un contador que determina un tiempo preciso entre el momento en
que el valor es cargado y el instante en el que se produce su desbordamiento. Un timer tipico consiste en
un contador ascendente (o descendente) que, una vez inicializado con un valor, su contenido se
incrementa con cada impulso de entrada hasta llegar a su valor maximo b’'11...11’, desbordando y
volviendo a comenzar desde cero.

El microcontrolador PIC16F84A dispone de un timer principal denominado Timer 0 o TMRO0, que es un
contador ascendente de 8 bits. El TMRO se inicializa con un valor, que se incrementa con cada impulso de
entrada hasta su valor maximo b'11111111', con el siguiente impulso de entrada el contador se
desborda pasando a valer b'00000000’, circunstancia que se advierte mediante la activacion de un
flag(bit).

Los impulsos aplicados al TMRO, pueden provenir de los pulsos aplicados al pin T0CKI o de la sefial de
reloj interna (Fosc/4), lo que permite actuar de dos formas diferentes:

e Como contador de los impulsos que le llegan por el pin RA4/TOCKI.
e  Como temporizador de tiempos.

El actuar de una u otra forma depende del bit TOCS del registro OPTION:

e Si TOCS=1, el TMRO actia como contador.
e Si T0CS=0, el TMRO actia como temporizador.

Para la adaptacion de cada cronémetro en el dispositivo resulté conveniente leer la sefial digital del
microcontrolador maestro (actuando como pulsador). Esto se realiza eligiendo un protocolo de
interrupcion, que tiene la caracteristica de la inmediatez con la que se puede interrumpir el programa en
cualquier momento, deteniendo asi el conteo del crondmetro.

El algoritmo final del cronometro es tal que permite medir tiempos con una precision de milésimas de
segundo y se muestra en el apéndice B.
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Figura 5.7: Simulacion del cronometro en Proteus

5.4.4 Interruptores

El tltimo de los retos relevantes es que cada balin detuviera su cronéometro justo al momento de llegar al
punto B.

Hay un interruptor al final de cada rampa y éstos envian permanentemente una sefial al microcontrolador
maestro. Mientras los balines van rodando/deslizando a través de las curvas, la sefial de dichos
interruptores hace que el programa del microcontrolador maestro mantenga a los otros dos
microcontroladores realizando el conteo en los cronémetros. Una vez que cada balin alcanza el extremo
de su curva en el punto B, impacta su interruptor y se modifica la sefial enviada al microcontrolador
maestro por lo que el algoritmo hara que sea enviada una sefial a cada microcontrolador para que detenga
su crondémetro respectivo que, como ya se menciond, fue programado con un método de interrupcion.

Asi es como cada balin detiene su crondometro justo al momento de terminar su recorrido. El algoritmo de
control se muestra en el apéndice C, en él se considera el posible efecto “rebote del pulsador” asi como
el rebote del balin, por lo que se elimina que esto afecte las mediciones.

La figura 5.8 muestra la simulacion completa del circuito realizado en Proteus [13] y la figura 5.9
muestra el dispositivo experimental completo. En esta ultima se aprecian las curvas en madera con un
electroiman al principio y un interruptor al final de cada una de ellas, el circuito de control y los dos
circuitos correspondientes a cada crondometro.
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5.4.5  Electroiman para la tautécrona

Como experimento adicional, se adaptd un electroiman desmontable, mismo que puede posicionarse
sobre cualquier punto de ella. Dicho embobinado se conecta al mismo sistema de control de la
braquistdcrona, por lo que el funcionamiento del dispositivo es igual en la toma de datos para este caso.

Figura 5.10: Electroiman movil

5.5 Calibracion del crondémetro [11]

El crondometro se diseiid tomando como base el programa de un crondmetro con precision de centésimas
de segundo que viene realizado en un libro de proyectos con el PIC16F84A. Como se sabe que el
cronémetro de centésimas de segundo ya estd calibrado, se utilizd para calibrar el cronometro de
milésimas de segundo.

Se conectaron ambos crondmetros en un mismo circuito y con una sefial se inicializo el conteo simultaneo
de ellos. Se realizaron varias mediciones para tomar nota de la discrepancia que habia en sus mediciones,
encontrando como maximo un retraso de 3 milisegundos del crondometro diseiiado en relacion con el
cronometro del libro. En ocasiones la medida fue exactamente la misma. Esta parte del proyecto esta
ilustrada en las imagenes del apéndice D.

Este error es sistematico y se corrige sumando 3 milisegundos a los datos obtenidos.
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Capitulo 6

Datos y resultados

En el capitulo 4 se obtuvieron las ecuaciones con las que se calcula el tiempo de recorrido del balin sobre
la cicloide y la recta [ecs.(4.31), (4.34), (4.35), (4.44), (4.45) y (4.46)]. En ellas se aprecia que el valor no
depende de la masa del cuerpo esférico ni de su radio, sino del valor de la gravedad y el radio de la
circunferencia generatriz de la cicloide. Para verificar esto el experimento se realizé con balines de
distinto tamafio y masa.

6.1 Datos experimentales

Las tablas 6.1, 6.2 y 6.3 muestran los tiempos medidos por los cronémetros del dispositivo utilizando
simultineamente ambas trayectorias con los balines 1,2y 3 respectivamente (experimento de la
braquistocrona).

Las tablas 6.4, 6.5 y 6.6 muestran los tiempos medidos unicamente utilizando la trayectoria de la cicloide
con los mismos balines 1,2 y 3 de manera respectiva (experimento de la tautdcrona). Cada columna de
datos corresponde a puntos sobre la cicloide ubicados a diferente longitud sobre ella, empezando de la
parte superior y bajando cada vez a intervalos de un dieciseisavo del arco construido, hasta llegar a la
mitad del mismo. Para ilustrar esto, las flechas de la siguiente figura sefialan los orificios donde se coloca
el electroiman movil, separados cada uno a una distancia igual a la longitud del medio arco dividida en 16
partes, esto es, cada 9.23 cm de recorrido sobre la curva.

Figura 6.1: Electroimdn sobre la tautécrona
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Tabla 6.1: Datos de ambas curvas con el balin 1

Balin 1 Masa Diametro
CHICO 7 gramos 1.2 cm

Recta Recta Recta Cicloide Cicloide Cicloide
ms ms ms ms ms ms
882 857 857 714 717 708
873 860 850 733 711 720
873 863 857 720 714 720
873 866 853 736 720 717
879 853 844 733 711 720
879 841 844 723 720 714
876 853 863 730 711 714
869 866 863 720 714 717
869 857 853 723 720 717
873 873 857 733 717 714
876 847 850 723 714 717
879 863 850 736 723 717
876 860 841 736 720 723
866 847 847 730 726 726
876 853 853 723 720 717
879 853 838 726 726 704
876 866 847 717 726 720
869 847 850 723 720 717
876 853 853 726 717 717
866 863 850 733 717 717
857 850 853 726 717 714
860 853 844 720 723 720
873 853 847 720 714 723
879 853 860 720 720 720
873 847 850 733 733 717
876 847 860 730 717 720
850 853 844 708 723 717
857 850 853 720 717 717
844 847 860 711 717 714
844 850 857 704 723 711

En la grafica 6.1 se muestra la resultante de estos datos
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Tabla 6.2: Datos de ambas curvas con el balin 2

Balin 2 Masa Diametro
MEDIANO 16 gramos 1.6 cm

Recta Recta Recta Cicloide Cicloide Cicloide
ms ms ms ms ms ms
853 834 831 720 708 708
857 828 831 723 714 711
850 828 831 723 714 714
857 834 834 723 714 711
860 834 828 723 714 714
857 828 831 723 714 704
857 825 828 723 708 717
860 822 828 726 714 708
853 822 822 720 717 714
850 819 828 723 711 708
853 822 831 726 711 714
850 819 819 720 708 714
850 819 819 726 717 714
844 816 819 723 708 711
841 819 816 726 714 714
847 816 819 726 717 711
844 822 816 720 717 717
841 816 822 723 717 714
841 819 825 717 714 714
841 822 822 714 717 717
834 828 822 708 717 714
831 819 825 704 714 714
834 816 822 708 711 711
834 819 819 704 714 720
834 816 822 708 714 720
831 816 822 708 711 717
831 819 819 708 711 717
831 812 822 695 704 714
831 819 825 704 701 717
831 834 825 708 717 714

En la grafica 6.2 se muestra la resultante de estos datos
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Tabla 6.3: Datos de ambas curvas con el balin 3

Balin 3 Masa Diametro
GRANDE 29 gramos 1.9 cm

Recta Recta Recta Cicloide Cicloide Cicloide
ms ms ms ms ms ms
857 841 800 711 714 701
850 834 825 717 711 698
847 841 812 714 711 701
850 844 806 714 708 701
857 825 812 717 704 698
838 841 803 714 711 695
838 844 803 711 708 695
828 834 806 708 708 698
828 831 803 708 695 698
828 825 803 708 698 695
831 819 809 708 698 704
831 816 809 708 695 704
819 838 809 704 711 704
831 847 809 711 708 708
812 841 809 708 708 708
822 850 812 704 711 701
816 838 809 708 714 708
816 850 806 704 717 701
825 850 803 708 714 711
812 825 809 698 711 708
838 847 803 695 708 701
844 803 809 695 704 708
838 812 809 698 708 708
831 812 806 695 692 708
828 803 809 695 698 714
825 806 809 695 698 711
825 812 812 695 708 704
831 816 809 692 701 701
822 809 809 688 688 711
831 800 809 692 685 708

En la grafica 6.3 se muestra la resultante de estos datos
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Grafica 3: Tiempo experimental con el balin grande
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Tabla 6.4: Datos de la tautécrona con el balin 1

Balin 1 Masa Diametro
CHICO 7 gramos 1.2 cm

1/16 long 2/16long 3/16long 4/16long 5/161long 6/16 long 7/16 long 8/16 long

(ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms)
745 752 749 755 761 745 744 781
742 752 739 761 761 755 765 781
745 730 745 733 758 736 771 768
742 742 745 765 758 761 755 777
739 742 755 755 806 755 752 784
733 745 736 755 761 752 749 768
723 742 745 755 736 745 777 771
720 739 742 752 755 758 771 787
720 749 752 739 752 745 771 800
742 749 749 745 765 749 784 819
717 739 755 758 765 749 781 749
736 745 739 758 752 755 774 765
739 739 752 730 784 758 758 755
739 742 742 752 761 752 755 774
733 739 736 742 765 761 777 787
723 730 739 742 745 765 752 781
711 714 717 742 742 758 752 781
730 736 736 736 742 761 765 774
714 733 736 736 720 771 752 755
714 733 714 733 749 777 765 765
714 730 755 730 733 736 768 765
720 733 714 755 755 777 771 777
708 708 730 733 749 771 761 781
701 708 733 720 758 749 745 755
717 720 733 739 749 761 761 758
701 714 711 749 745 765 771 771
723 730 717 717 749 765 777 790
720 733 714 730 726 755 752 797
701 726 736 717 739 765 777 768
708 726 711 742 745 784 774 768

En la grafica 6.4 se muestra la resultante de estos datos.



Tabla 6.5: Datos de la tautécrona con el balin 2

Balin 2 Masa Diametro
MEDIANO 16 gramos 1.6 cm
1/16 long 2/16long 3/16long 4/161long 5/161long 6/16 long 7/16 long 8/16long 10/16 lon
(ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms)
726 736 730 736 739 736 745 752 758
723 736 733 736 739 736 742 749 761
723 733 730 736 742 736 739 749 765
726 736 733 739 742 733 745 752 765
723 736 733 739 739 733 742 749 761
726 730 730 736 739 733 739 749 761
726 733 733 736 739 733 742 749 761
723 730 733 739 736 736 742 749 758
726 733 733 739 736 733 742 745 761
726 733 730 736 736 733 739 749 761
701 736 736 720 733 736 742 749 761
701 733 733 723 730 733 745 749 765
701 736 733 720 736 733 745 749 761
698 730 733 717 736 733 745 749 761
698 730 736 717 736 733 742 749 765
708 720 723 730 733 739 739 749 765
708 720 717 726 730 742 739 745 761
708 717 720 726 730 739 730 739 758
708 720 726 720 726 739 739 745 758
711 720 720 726 733 736 739 742 761
708 720 720 726 730 736 733 742 761
711 717 726 726 730 736 739 742 761
711 717 723 723 736 736 736 739 755
711 720 717 726 726 736 733 742 761
711 723 720 720 726 733 736 739 758
711 720 723 723 730 736 733 739 765
714 720 726 726 726 736 736 739 761
714 720 723 726 723 739 736 742 761
714 723 723 723 723 736 736 739 758
717 720 723 723 730 730 733 739 765

En la grafica 6.4 se muestra la resultante de estos datos.
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Tabla 6.6: Datos de la tautécrona con el balin 3

Balin 3
GRANDE

Masa
29 gramos

Diametro
1.9 cm

1/16 long 2/16long 3/16long 4/161long 5/161long 6/16 long 7/16 long 8/16long 10/16 lon
(ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms)
723 730 726 733 733 733 739 742 761
711 726 723 733 733 733 739 749 761
704 730 726 736 736 730 736 745 755
708 723 726 733 736 726 742 745 761
704 720 730 733 736 736 739 745 758
711 723 723 733 733 733 739 745 761
708 726 730 733 733 733 739 742 758
711 726 730 736 726 726 739 742 758
704 720 730 736 726 733 736 742 758
708 726 730 736 733 733 736 745 749
708 720 730 726 736 733 739 745 755
711 720 733 726 730 733 739 745 755
708 723 733 726 733 736 739 742 758
711 723 723 723 733 730 739 745 752
708 720 726 723 733 733 742 745 758
714 723 723 714 723 739 733 739 761
714 720 720 720 723 736 736 742 749
717 717 720 714 723 739 736 742 761
720 720 723 717 723 739 736 739 755
704 717 720 717 720 736 726 742 752
701 717 717 717 723 736 733 739 749
701 717 723 717 723 739 733 739 758
711 720 723 717 726 736 733 736 758
711 717 720 717 726 733 733 736 755
708 714 720 714 723 736 726 739 755
708 717 717 714 723 736 730 736 758
708 717 720 714 723 739 726 739 755
714 714 717 714 723 736 730 736 755
711 720 717 714 726 736 726 733 752
708 720 717 714 730 739 726 733 755

En la grafica 6.4 se muestra la resultante de estos datos.
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Gréfica 4: Tiempos experimentales de los tres balines sobre cualquier punto de la curva

6.2 Propagacién de incertidumbres [14]

Antes de asignar la incertidumbre a los datos y resultados obtenidos, hay que considerar diversos
criterios.

6.2.1 Incertidumbre [14]

La incertidumbre (6x) de una cantidad (x) determina la confiabilidad de ésta. Puede expresarse en forma

absoluta (8§x) o en forma relativa (i—x) también llamada porcentual.

La incertidumbre de una medida es la mitad de la menor division posible de la escala de medida del
instrumento.

Cuando una cantidad esta afectada por errores de diversa indole, proveniente de varias fuentes de
incertidumbre, se presenta el problema de calcular su incertidumbre neta.

6.2.2  Cifras significativas [14]

Las cifras significativas de una medida estan dadas por la escala del instrumento usado, sin embargo, es
valido agregar una mas que se estima entre las divisiones menores de la escala. Generalmente, esta cifra
estimada no puede tomar cualquier valor del conjunto de digitos; muy comunmente s6lo puede ser 0 6 5,
significando que solo es posible interpolar una division imaginaria entre dos de las menores que tiene la
escala, pudiendo decirse entonces que es media cifra.

La precision del cronometro es de milisegundos, por esta razédn, el promedio y la desviacion estandar de
las tablas 6.7, ..., 6.12, son reportados con una cifra adicional a las milésimas de segundo.
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Hay que hacer notar que la incertidumbre de una cantidad debe afectar solo a la lltima o a las dos ultimas
cifras de ésta y dicha incertidumbre no debe tener mas de 1.5 cifras significativas.

6.2.3 Redondeo [14]

Acerca del redondeo, solo hay que recordar que la cifra por eliminar es 5: la anterior sube si es impar y se
queda igual si es par.

6.3 Incertidumbres en el dispositivo [14]

Las diferentes fuentes que aportan incertidumbre al experimento seran mencionadas a continuacion.

6.3.1 Cristal (oscilador)

El cristal con el que trabaja el microcontrolador debe ser de 4 Mhz. El fabricante lo garantiza con una
exactitud de hasta 3 decimales (4.000 Mhz), por lo que su incertidumbre se encuentra hasta la cuarta cifra
decimal, es decir £500 Hz.

6.3.2  Tiempo de respuesta del microcontrolador [11]

El microcontrolador PIC16F84A consume 4 ciclos maquina por cada instruccion, por lo que al utilizar un
cristal de 4 Mhz, tarda un microsegundo en realizar cada instruccion. Por consiguiente, un microsegundo
es el tiempo de respuesta del PIC, es decir, lo maximo que podria tardarse en detectar que un balin ha
impactado su interruptor al final de la trayectoria y detener el crondmetro.

6.3.3  Interruptores

Se utilizan interruptores del tipo mecanico, por lo que al ser activados, éstos presentaran un pequefio
tiempo de respuesta.

6.3.4  Histéresis magnética

Cuando en un material ferromagnético, sobre el cual ha estado actuando un campo magnético, cesa la
aplicacion de éste, el material no anula completamente su magnetismo, sino que permanece un cierto
magnetismo residual. Este fenomeno se llama histéresis magnética, que quiere decir inercia o retardo.
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Figura 6.2: Ciclo de histéresis

En la figura, se supone que una bobina crea sobre dicho material magnético una intensidad de campo H,,
el cual crea en ese material una induccion de valor By. Si ahora aumenta H hasta un valor H;, B también
aumentara hasta B;. Pero al restituir H, a su valor inicial Hy, B no vuelve al valor By, sino que toma un
valor diferente B, (el camino de ida es distinto que el de regreso).

El punto S representa la saturacion del nicleo magnético. Una vez saturado el nucleo, B no puede
aumentar por mucho que lo haga H.

Debido al campo magnético generado por el embobinado, después de varias tomas de datos los tres pares
de balines van quedando magnetizados, por lo que en el resto del experimento no caeran exactamente al
momento de interrumpir la corriente, sino que tardaban un tiempo muy pequefio en soltarse.

6.3.5 Calibracién del cronémetro

En el caso del crondometro digital elaborado, éste tiene precision de milisegundos por lo que su
incertidumbre deberia ser de medio milisegundo. Ya se vio en el apartado 5.5, en la parte de calibracion
del crondémetro, que en ocasiones se tiene un retraso maximo de 3 milisegundos comparado con un
crondmetro ya calibrado.

Esta discrepancia se debe en gran parte al algoritmo del programa. Para corregirlo se pueden ir agregando
instrucciones que consuman un poco mas de tiempo (del orden de microsegundos) e ir calibrandolo.

6.3.6  Incertidumbre neta [14]

Los dos ultimos errores mencionados arriba son los mas significativos del experimento, ya que tienen el
valor mas grande. Sin embargo, se trata de errores sistematicos, por lo que se corrigen restando el tiempo
de retardo provocado por la histéresis y sumando las tres milésimas de retraso que en promedio tiene el
cronémetro. La evaluacidon de la incertidumbre que se decidid asignar a las medidas obtenidas se hizo con
el criterio de desviacion estadistica, por resultar mayor que cualquiera de las incertidumbres. Ademas de
que determina con precision la probabilidad de que una medicion de la magnitud en cuestion caiga dentro
del intervalo de incertidumbre calculado.
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6.4 Andlisis de datos

A continuacion, el promedio y la desviacion estandar de cada tabla de datos son reportados con una cifra
adicional a las milésimas de segundo.

6.4.1 Braquistocronay recta con el balin 1

Tabla 6.7: Promedio y desviacion estandar con el balin chico en ambas trayectorias

Recta (ms) Cicloide (ms)

| Promedio experimenta1| 858.8 I | Promedio experimental| 720.1 |
(ms) (ms)

| Desviacion  estandar | 11.4 | | Desviacion  estandar | 6.9 |

6.4.2  Braquistocronay recta con el balin 2

Tabla 6.8: Promedio y desviacion estandar con el balin mediano en ambas trayectorias

Recta (ms) Cicloide (ms)

| Promedio  experimental | 830.1 I | Promedio experimental | 7144 |
(ms) (ms)

| Desviacion estandar | 12.5 | | Desviacion estandar | 6.2 |

6.4.3 Braquistocronay recta con el balin 3

Tabla 6.9: Promedio y desviacion estandar con el balin grande en ambas trayectorias

Recta (ms) Cicloide (ms)

| Promedio experimenta1| 822.7 I | Promedio experimenta1| 704.2 |
(ms) (ms)
| Desviacion estandar | 15.9 | | Desviacion estandar | 7.3

6.4.4  Taut6crona con el balin 1

Tabla 6.10: Promedio y desviacion estandar con el balin chico sobre la cicloide
1/16 long 2/16 long 3/16long 4/16long 5/16long 6/16long 7/16 long 8/16 long

Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio
(ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms)
| 7240 | 7340 | 7359 | 7425 | 7529 | 7579 | 7642 | 7751 |

Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest
(ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms)
| 139 [ 122 [ 141 | 131 | 163 | 114 | 114 | 150 |
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6.4.5 Tautoécrona con el balin 2
Tabla 6.11: Promedio y desviacion estandar con el balin mediano sobre la cicloide

1/16 long 2/16long 3/16long 4/16long 5/161long 6/16 long 7/16 long 8/16long 10/16 lon

Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio
(ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms)
| 7137 | 7266 | 7273 | 7280 | 7330 | 7353 | 7391 | 7453 | 7611 |

Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest
(ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms)
92 | 72 | 59 | 73 | 55 | 26 | 42 | a5 | 26

6.4.6  Tautdécrona con el balin 3

Tabla 6.12: Promedio y desviacion estandar con el balin grande sobre la cicloide
1/16 long 2/16long 3/16long 4/16long 5/16long 6/16long 7/16long 8/16long 10/16 lon

Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio Promedio
(ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms)
709.6 | 7209 | 7239 | 7233 | 7283 | 7345 | 7348 | 7411 | 7562

Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest Desvest
(ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms) (ms)
s0 | 42 | s1 | 87 | s2 | 35 | s0 | 40 | 37

6.5 El valor de la gravedad en Ciudad Universitaria [15] [16]

Antes de obtener los resultados, es necesario calcular el valor de la gravedad en el lugar donde se realizo
el experimento. La gravedad tiene un valor aproximado de
m

g =981

lo que significa que, haciendo caso omiso de los efectos de la resistencia del aire, la velocidad de un

objeto que cae libremente cerca de la superficie de la Tierra aumentara en alrededor de 9.81 ? cada

segundo.

La fuerza exacta de la gravedad de la Tierra varia dependiendo de la ubicacion. La superficie de la Tierra
estd girando. En latitudes mas cercanas al Ecuador, la fuerza centrifuga hacia el exterior producida por la
rotacion de la Tierra (efecto Coriolis) es mas grande que en las latitudes polares. Esto contrarresta la
gravedad en un pequefio grado.

Otra razon para la diferencia de la gravedad en diferentes latitudes es la protuberancia ecuatorial de la
Tierra, pues los objetos en el Ecuador estan mas lejos del centro de la Tierra que los objetos en los polos.
Esto debido a que la fuerza de atraccion gravitacional entre dos cuerpos varia con el inverso del cuadrado
de la distancia. Un objeto en el Ecuador experimenta una fuerza gravitacional mas débil que un objeto en
los polos.

80



También, por la razén antes mencionada, la gravedad disminuye con la altitud. Cuando un cuerpo se
levanta por encima de la superficie de la Tierra, significa mayor distancia del centro del planeta.

Adicionalmente, se podrian contemplar varios efectos, como el del aire que hace que los objetos
experimenten una fuerza de flotabilidad de soporte que reduce la fuerza de gravedad, o como los efectos
gravitacionales del Sol y la Luna, etc.

El valor de la gravedad a nivel del mar se puede estimar por

gy = 9.780327[1 + 0.0053024sen’ () — 0.0000058sen? (2¢)] 5

en la latitud ¢, en grados.

Esta es la formula internacional de la gravedad (Sistema de Referencia Geodésico 1967), conocida como
formula de Helmert o de Clairaut [15].

Finalmente, haciendo la correccion acerca de la altura h a la que se encuentre un cuerpo por encima de la
superficie nominal promedio de la Tierra, el valor de la gravedad est4 dada por

o = 9:780327[1 + 0.0053024sen?(p) — 0.0000058sen?(2¢p) — 3.155x1077h] 5 6.1)

en la latitud ¢, en grados y la altura h, en metros.

La ubicacion de Ciudad Universitaria es [16]
@ = 19.324139° latitud norte
99.179253° longitud oeste
o bien
19°19'9" N
99°10'45.3" W
A una altura

h = 2300 metros sobre el nivel del mar

Con estos datos, usando (6.1) el valor estimado de la gravedad en Ciudad Universitaria es

Jou = 9.7788865055%

Para los calculos requeridos se tomara el valor redondeando a dos decimales, entonces

m

9=9779% (6.2)

2

Que coincide con el valor autorizado de la gravedad en la Ciudad de México.
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6.6 Resultados

Es basico tener en cuenta que la exactitud del resultado de una operacion aritmética no puede ser mayor
que la exactitud del ingrediente mas inexacto que intervenga en la operacion. Por ejemplo, si la operacion
solo involucra sumas y restas, el resultado tendra tantos decimales como el término de la operacion que
menos tenga; en el caso de que la operacion sélo incluya multiplicaciones y divisiones el resultado debera

tener tantas cifras significativas como el factor de la operacion que menos tenga.

6.6.1  Tiempos experimentales [17]

Los valores que hay que tener en cuenta para los siguientes calculos son

1.16 . , .
C = — metros , radio del circulo generatriz
V1

m

2

6.6.1.1 Deslizar sin friccién y sin rodar sobre la recta

El tiempo ideal de recorrido sobre la recta esta dado por (4.44), sustituyendo se tiene

c
Tigeal recta = ’E(TEZ +4) = 723.7ms

6.6.1.2 Rodar sin deslizar sobre la recta

El tiempo teodrico de recorrido sobre la recta rodando sin deslizar es (4.45), sustituyendo queda

c 2
Trot recta = \[E (2 +4) (1 + g) = 856.3ms

De las tablas anteriores el tiempo experimental es
balin chico 858.8 + 11.4 ms
balin mediano 830.1 + 12.5 ms

balin grande 822.7 +15.9 ms

Se aprecia que, dentro del intervalo de incertidumbre, el tiempo para el balin pequefio es el que empata

mejor con el tiempo tedrico.
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6.6.1.3 Rodar con deslizamiento sobre la recta [17]
Como a = 32.48°, entonces
cot(32.48°) = 0.555

Por lo tanto, el tiempo rodando y deslizando sobre la recta es (4.46)

T _ e (m%+4)
rot/des recta — ;m

Se requiere conocer el coeficiente de friccion dinamico y;, para evaluar esta ecuacion. Sin embargo puede
hacerse aqui una estimacion a partir de los datos experimentales. Si por ejemplo, se toma el valor
experimental del balin chico T = 0.859, al despejar el valor del coeficiente resulta p;, = 0.523.

6.6.1.4 Deslizar sin friccién y sin rodar sobre la cicloide

El tiempo ideal de recorrido sobre la braquistdcrona esta dado por (4.31), sustituyendo se obtiene

c
Tigeai cicloide = ﬂ\/; = 610.5ms

6.6.1.5 Rodar sin deslizar sobre la cicloide
El tiempo teodrico de recorrido sobre la braquistocrona rodando sin deslizar es (4.34), entonces

c 2
Trot cicloidze =T 5(1 + E) =722.3ms

De las tablas anteriores, el tiempo experimental es
balin chico 720.1 + 6.9 ms
balin mediano 714.4 + 6.2 ms

balin grande 704.2 +7.3 ms

Nuevamente se aprecia que, dentro del intervalo de incertidumbre, el tiempo para el balin pequeifio es el
que mejor empata con el tiempo tedrico.
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6.6.1.6 Rodar con deslizamiento sobre la cicloide [17]

El tiempo en el movimiento combinado de rodar y deslizar sobre la cicloide es (4.35)

c (6 ae c 2 T
Tmov comb cicloide = \/; fo ‘ T /i-cos(O)n + ’g (1 + g) fgc e
1_#1"( sen(0) )

Nuevamente se requiere conocer el coeficiente de friccion dinamico py. Si por ejemplo se considera el
valor estimado anteriormente a partir de la ecuacion para el tiempo de la recta y, = 0.523, y si se
sustituye en la ecuacion (3.46), se obtiene que el angulo critico es 8, = 61.35° = 1.07 rad, entonces el

resultado seria
c 1.07 dae C 2 T
T, b cicloid :\/:f + \’_(14__)[ a6
mov comb cicloide g 7o 1_(0.523)_(1-@5(9)) g 5) Y1.07

sen(0)

= 226ms + 476 ms = 702 ms

Notese que el valor se aproximaria a los promedios obtenidos experimentalmente, aunque claro, esto solo
fue una estimacion.

6.6.1.7 Rodar sin deslizar sobre la tautécrona

Ya se ha dicho que el tiempo de recorrido de un cuerpo partiendo desde cualquier punto de la cicloide
coincide con el de la braquistocrona, por lo que también se tiene

c 2
Trot tautécrona =T ’5(1 + E) =7223ms

Analizando la tabla 6.10, el tiempo experimental del balin chico cae dentro del valor tedrico inicamente

para los primeros 3/ 16 @vos de la longitud de la cicloide.

Analizando la tabla 6.11, el tiempo experimental del balin mediano cae dentro del valor tedrico

unicamente para los primeros 4/ 16 avos de la longitud de la cicloide.

Analizando la tabla 6.12, el tiempo experimental del balin grande cae dentro del valor tedrico inicamente

para el intervalo que va de 2/ 16 avos hasta 5/ 16 @vos de la longitud de la cicloide.

Se deduce que, a diferencia de la braquistocrona, el experimento con el balin pequefio es el que menos se
acerca a los datos esperados de la teoria.
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Conclusiones

Sobre el problema de la braquistocrona, se hizo un analisis historico, tedrico y experimental, iniciando
con un repaso sobre las soluciones clasicas, hasta llegar al célculo variacional. La aportacion al trabajo
fue instrumentar el problema construyendo un dispositivo electronico que permita obtener datos buscando
observar de manera experimental los resultados ya conocidos por el analisis tedrico.

Inicialmente se plante6 este trabajo contemplando que los balines solamente rodarian, pero en el
experimento se observo que existe deslizamiento en ciertas partes de la curva, por lo que también se tuvo
que considerar esto en la teoria para comparar los resultados experimentales. Sin embargo, la solucion
analitica para este tipo de movimiento se complica demasiado debido a que no se tiene control sobre la
parte en la que el cuerpo desliza, por lo que se sale de los objetivos planteados para este proyecto,
quedando para futuros trabajos.

Existieron distintos problemas y fuentes de incertidumbre en el dispositivo experimental, la histéresis de
la bobina que sostiene los balines represent6 un factor importante, debido a que los crondmetros arrancan
inmediatamente de que es activado el interruptor mecanico, y el campo magnético remanente de las
bobinas retiene a los balines un instante del orden de 1 a 2 centésimas. Esto aunado al hecho de que el
movimiento al principio es el mas lento de todo el recorrido, siendo mas evidente este fendémeno cuando
se realiza el experimento de la curva tautocrona. También existe una diferencia de tiempo entre los
balines de distintos tamafios sobre la misma trayectoria, esto debido a que los puntos de contacto sobre el
canal de madera son distintos para cada balin, originando que la torca resultante que provoca el
rodamiento varie para cada uno.

Como una sugerencia para mejorar el dispositivo experimental en un futuro, se puede reducir la corriente
del electroiman para disminuir el campo magnético o corregir el tiempo en las mediciones,
considerandolo un error sistematico.

El dispositivo construido es rico en electronica y esta automatizado para que pueda utilizarse de manera
didactica por estudiantes que cursen las materias de mecanica. El abordar el problema clasico de la
braquistocrona de manera electronica e instrumental tiene grandes ventajas debido a que se esta tratando
con tiempos muy pequefios (del orden de milésimas de segundo) que son dificiles de analizar con
herramientas como el video en cdmara lenta y analisis con software como Tracker y logicamente mas
complicado tratarlos a simple vista.
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Apéndice A: Ecuaciones

Capitulo 1: El problema de la braquistécrona
x = at + acos(6)

y = a + asen(6) (1.1)

x = a(t — sen(t))

y = a(l — cos(t)) (1.2)
A = 3ma? (1.3)
L =28a (1.4)
Capitulo 2: Principios variacionales

L=T-V 2.1)

d [ oL oL
= (aT',-) T 0 (2.2)

t

I=[7Ldt (2.3)

y(a) =4
y(b) =B (2.4)
Jy@] = [} F(x,y,y")dx 2.5)
y(x, @) = y(x,0) + ap(x) (2.6)
J@@) = J; F(x,y(x,a),y' (x, @) )dx @.7)

daj _
(E)xzo =0 (2.8)

8] _ (b(dFdy , OF dy'
M b R e L 2.9)
b oF 9%y _ [oF ay]? b d (9dF\dy
a 9y’ oxda dx = [a_yfﬁ]a —Ja H(a_y')ﬁdx (2.10)
aJ _ (b(0F d 9FY (dy

(52), da =1 {55~ 2o} o), dacx @.11)
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Capitulo 3:

(), de=o
(), da= oy

dF 8 [dF
2y () =0
F=F(xy)

OF(xy) _
ay =0

F(x,y,y')=M(x,y) + N(x,y)y'

oM  ON
———=0
ay ox

F=F®")

a%F
ay,zy =0

y=0x+C,

F=F(x,y")

d OF

dx dy'

JdF
=4

F=FQ,y"

oF _ 0%F ., 9%F "=
oy oyoy' Y ay'? y

' , OF
F@J)—y57=Q

Rodar en un plano inclinado
Mmacy =mg - sen(8) — Fo;

Fo, r=1"«a

(2.12)

(2.13)

(2.14)

2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

3.1)
(3.2)
(3.3)

(3.4)
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— 2.2
[esfera - ng‘

g-sen(6)
Aem = 2
1+
_ 2 mg-sen(0)
Fpz =2 ———

2
5 1+3

X =Xy + Vot +%acmt2

1
X = Eacmtz

Vem = Acemt

Ve = P2
2gh
VUem = 7
,’1+§
h =x-sen(0)
1 2
Ecn = ;mvcm
1
K = =lw?
2
1 1
E, = Emvcmz + Elwz

W= Wtras + Wrot

Wires = mgh — Foo, - x

Wiot = Bz T @ = Foyx

W =mgh

1 1
mgh = ;mvcm2 + Elwz

d d(Re) d
Von = =g = R
Vem = Rw
W=F-x
w = Zm

R
Foz SuUs* N

N =mg - cos(6)

2 tan(6)
Bs 2 5 =2
5
froz = ti* N

Mmag, = mg-sen(f) — py -mg - cos(9)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)
(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)
(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
(3.18)
(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
(3.24)
(3.25)
(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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acm = g(sen(8) — wy - cos(6))
U -mg-cos(@) r=1-«a

_ 5 Hgg-cos(8)
- 2 r

Vem = \/Zgh(l — Uy * cot(6))
w =, 2ap

_ |5Hig-cos(B) |
T

a

w
E, = mgh
1 1 1 2
Emvcmz +51a)2 = Em(vcmz +gr2w2)
_f.x
frree

h
sen(0)

2

Wyoy = —Hi - mg - cos(0) + émrzw
Wioz = Ef —E;

h
sen(6)

—y - mg - cos(6) = %mvcm2 —mgh

cot(9) = ;—Z -1

2
Vem = |2g9h| 1=ty h_2_1

tan(6,) = 2 " U (1 + é)

Capitulo 4: La cicloide
1
y =gt

2
t= =
g

_dy _
U—dt gt

v=,29y

_1 2
mgy = Smv

dt _ 1+ [y'(x)]2

dx v

(3.31)

(3.32)

(3.33)
(3.34)
(3.35)
(3.36)
(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)
(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(4.1)

(4.2)

(4.3)
4.4)

(4.5)

(4.6)
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E _ 1+ [y'(x)]2
dx \J 29y
_ ra 1+ [y'(x)]2
T = fO T dx

F = 1+ [y'(x)] 2
2gy

y(©0) =0

y(@ =y, , cony <0

OF __ y'

o' ,/Zgy(1+y’2)
y(1+y'?)=C; , con C;=cte

—_G
y= (1+y'2)

a2

1+ ctg?(ex) = csc?(x)

y = Czsen? (g)

6 1—cos(6
sen? (—) = 6)
2 2

y = C3 (1—cos(9))

2

dy = Cz—ssen(H)dH
__ Cgsen(6)do

= ctg (g) B 2((:05%)
SETlE

sen(8) = 2-sen (g) cos (2)

2

x = C2—3(9 —sen(0)+C, , C,=cte

x = C(6 — sen(0))

y=C(1—cos(8)) , con C =cte

sig=0 |, x(6)=0 y y@)=0

sif=m |, x(@)=nC 'y y(@)=2C

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
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A(0,0) , B(mC,20)
a=nmnC

_ ra dx2+dy?
T =1 29y
dx? + dy? = 2C*(1 — cos(9))d6?

dx? + dy? = 2Cyd6*

si x=0 entonces 6=0

si x=nC entonces 6 =m

_ Cc
Tideal cicloide = T E

_ g J (b)) o

2gy

(dx2+dy2)(1+§)

a
T= fO 29y

Cc 2
Trot cicloigze = T _(1 +_)
g 5
6c d
Tmov comb cicloide — f f 1 Cos(g)
1-u k

sen(e)

=29 — o)
1- cos(9)
T _ffgo \I cos(8g)—cos(8) do
(; sen
60/ 90 —cos?
\[7 —Zdu
0
cos 7 c052 ) —u?

y(x)=mx+b
= ()

dx? +dy? = (1 + :—2) dx?

/1+fd9

(4.25)

(4.26)

4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)
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c
Tiqeai recta = ;E(HZ +4)

c 2
Trot recta = \/E (7-[2 + 4) (1 + E)

T _ e (@?+4)
rot/desliz recta 9 (1—pg-cot(a))

Capitulo 5: Construccion e instrumentacion
x = (0 —sen(8))

=y = (1 —cos(8))

A(OIO) ] B(T[, _2)
C= 116 metros
T
A(0,00 , B(1.16,-0.738)
S = f:\/1+y’2dx
S = f;,/dxz + dy?
s =2¢ [} sen(%)do
Smedia cicloidze = 4C

Sbraquistocrona = 1.477 metros

Srecta = CVI? + 4

Srecta = 1.375 metros

Capitulo 6: Datos y resultados

o = 9.780327[1 + 0.0053024sen?(p) — 0.0000058sen?(2¢p) — 3.155x1077h]

9=9779%

2

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(5.1)

(5.2)
(5.3)
(5.4)
(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(6.1)

(6.2)
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Apéndice B: Algoritmo del cronémetro en lenguaje ensamblador

; Jests Antonio Rosas Gutiérrez

; Visualiza el tiempo que mantiene presionado un pulsador en milisegundos

__CONFIG _CP_OFF & WDT OFF & PWRTE ON & XT OSC
LIST P=16F84A
INCLUDE <P16F84A.INC>

CBLOCK 0x0C

Decima ; Guarda las décimas de segundo

Milesima ; Incrementa cada 1000 us

ENDC

#DEFINE IncrementarPulsador PORTB,6

TMRO_Cargal000us EQU d'e' ; Para conseguir la interrupcion del Timer 0 cada 1000 us = 1 ms
ORG O

goto Inicio

ORG 4

goto Serviciolnterrupcion

Inicio

call LCD Inicializa

bsf STATUS,RPO

movlw  b'10000001' ; Prescaler de 4 para el TMRO
movwf OPTION REG

bsf IncrementarPulsador

bef STATUS,RPO

clrf Decima ; Inicializa los registros y visualiza

clrf Milesima

call Visualiza

Principal

btfsc IncrementarPulsador

goto Fin ; Sino esta pulsado visualiza el ltimo tiempo
call LCD_Borra ; Borra la pantalla

clrf Decima ; Inicializa los registros



clrf

movlw  TMRO_Cargal000us
movwf TMRO

movlw  b'10100000'

movwf INTCON
EsperaDejePulsar

btfsc IncrementarPulsador
goto Inhabilitalnterrupciones
call Visualiza

goto EsperaDejePulsar

goto Fin

Milesima

Inhabilitalnterrupciones

clrf

Fin

INTCON

goto Principal

; Carga el TMRO

; Autoriza interrupcion del TMRO (TOIE)

; Visualiza el tiempo que lleva pulsado

; Prohibe interrupciones

; Subrutina "Serviciolnterrupcion" Se ejecuta debido a la peticion de interrupcion del Timer 0 cada 1000 us

CBLOCK

Guarda W

Guarda STATUS

ENDC

Serviciolnterrupcion

movwf Guarda W

swapf  STATUS,W

movwf Guarda STATUS
bef STATUS,RPO
movlw  TMRO_Cargal000us
movwf TMRO

call IncrementaMilesimas
btfss STATUS,C

goto FinInterrupcion

incf Decima,F
FinInterrupcion

swapf  Guarda STATUS,W
movwf STATUS

; Guarda los valores que tenian W y STATUS

; en el programa principal

; Garantiza que trabaja en el Banco 0

; Carga el Timer 0

; ¢(Ha contado 100 veces 1000 us = 1 ms?
; No, Pues sale

; Si, Incrementa el segundero

; Restaura registros W y STATUS.
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swapf  Guarda W,F
swapf  Guarda W,W
bef INTCON,TOIF

retfie

; Subrutina "Visualiza"
Visualiza

movlw 4

call LCD _PosicionLineal
movf Decima, W

call BIN _a BCD

call LCD_Byte

movf Milesima, W

call BIN a BCD

call LCD_ByteCompleto
movlw '’

call LCD_Caracter

movlw 'm

call LCD_Caracter

1o!

movlw s
call LCD_Caracter

return

; Subrutina "IncrementaMilesimas"
IncrementaMilesimas

incf Milesima,F

movlw  .100

subwf  Milesima, W

btfsc STATUS,C

clrf Milesima

return

INCLUDE <RETARDOS.INC>
INCLUDE <LCD_ 4BIT.INC>
INCLUDE <BIN_BCD.INC>

END

; Para centrar visualizacion

; Visualiza las décimas de segundo

; Lo pasaa BCD

; Visualiza las milésimas de segundo

; Lo pasaa BCD

; Visualiza un espacio

; Visualiza la letra m

; Visualiza la letra s

; (W)=(Milesima)-100

; (C=0?, ((W) negativo?, ;(Milesima) < 100?

; Lo inicializa si ha superado su valor maximo
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Apéndice C: Algoritmo de control del circuito en lenguaje ensamblador

; Jesus Antonio Rosas Gutiérrez

; Control de cronometros

__CONFIG CP_OFF & WDT OFF & PWRTE ON & XT OSC

LIST  P=16F84A

INCLUDE <P16F84A.INC>

bsf STATUS,RPO

movlw  b'00000000'

movwf TRISB

movlw  b'11111'

movwf TRISA

bef STATUS,RPO

PRINCIPAL

movf PORTA,w

addwf PCL,f

goto CERO ; parados ambos cronometros
goto UNO ; arrancan ambos crondmetros
goto DOS ; NADA

goto TRES ; detiene cronometro braquistocrona
goto CUATRO ; NADA

goto CINCO ; detiene cronometro recta
goto SEIS ; NADA

goto SIETE ; detiene ambos cronémetros
CERO ; NADA

movlw  b'00001110' ; detenidos ambos cronémetros
movwf PORTB

goto PRINCIPAL ; leds apagados

UNO

movlw  b'01010000' ; arrancan ambos crondmetros
movwf PORTB
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goto PRINCIPAL ; leds verdes encendidos

DOS ; NADA

movlw  b'00001110' ; detenidos ambos cronémetros
movwf PORTB

goto PRINCIPAL ; leds apagados

TRES

movlw  b'01100100' ; detiene cronometro braquistocrona
movwf PORTB

goto PRINCIPAL ; led verde + led rojo
CUATRO ; NADA

movlw  b'00001110' ; detenidos ambos cronémetros
movwf PORTB

goto PRINCIPAL ; leds apagados

CINCO

movlw  b'10011000' ; detiene cronémetro recta
movwf PORTB

goto PRINCIPAL ; led rojo + led verde

SEIS ; NADA

movlw  b'00001100' ; detenidos ambos cronémetros
movwf PORTB

goto PRINCIPAL ; leds apagados

SIETE

movlw  b'10101100' ; detiene ambos cronémetros
movwf PORTB

call Retardo 20ms

goto PRINCIPAL ; leds rojos encendidos

INCLUDE <RETARDOS.INC>

END
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Apéndice D: Calibracion del cronometro

En las siguientes 2 imagenes se muestran 2 milisegundos por debajo del cronémetro calibrado
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