
!

!

!

 
 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO 
PROGRAMA DE MAESTRÍA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMÁTICAS Y 

DE LA ESPECIALIZACIÓN EN ESTADÍSTICA APLICADA. 
  
 
 

SELECCIONES CONTINUAS, 
UNA VISIÓN GENERAL. 

 
TESIS 

QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE: 
MAESTRO EN CIENCIAS 

 
 
 
 

PRESENTA: 
PEDRO PASCASIO SÁNCHEZ FERNÁNDEZ 

 
 
 
 

DIRECTOR  DE LA TESIS 
DR. ÁNGEL TAMARIZ MASCARÚA, DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS, 

FACULTAD DE CIENCIAS, UNAM. 
 
 
 
 

MÉXICO, D. F. 5 DE JUNIO DE 2014.  



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



2



Agradezco el apoyo recibido por
DGAPA-PAPIIT-UNAM Proyecto IN 115312.

3



4
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Introducción

El siguiente trabajo tiene como propósito establecer una visión general de
los conceptos que aparecen a partir de los resultados publicados por E. Mi-
chael en una serie de art́ıculos publicados entre 1951 y 1959. Tomando como
punto de partida los primeros intentos hechos por F. Hausdor↵ y L. Vietoris
para dotar de una topoloǵıa a los hiperespacios de subconjuntos cerrados de
un espacio topológico X, Michael se enfocó a la tarea de determinar bajo
qué condiciones, dada una función continua � de un espacio topológico X al
espacio de subconjuntos cerrados de un espacio Y con la topoloǵıa de Vieto-
ris, se puede encontrar una selección continua, es decir, una función continua
de X a Y tal que f(x) 2 �(x) para todo x 2 X.

Una gran cantidad de art́ıculos y resultados han sido publicados a partir
del primer art́ıculo de Michael, sobre todo en la segunda mitad del siglo XX,
muchos de los cuales se enfocan en el caso particular en el que se toman
selecciones de un espacio X en los hiperespacios de X.

En este trabajo nos enfocaremos precisamente a este caso particular, te-
niendo como objetivo mostrar los principales resultados en los cuales se de-
terminan las condiciones bajo las cuales existen estas selecciones aśı como
mostrar la utilidad que tienen estos resultados para caracterizar ciertos tipos
de espacios, sobre todo en lo que se refiere a propiedades de ordenabilidad y
compacidad.

Este trabajo tiene como objetivo también reunir muchos de los resultados
más elementales e indispensables en el estudio de las selecciones continuas y
de esta manera servir como punto de partida para un estudio más amplio del
tema.
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Caṕıtulo 1

Topoloǵıas en hiperespacios

1.1. Espacios de subconjuntos

Para llevar a cabo el estudio de las selecciones continuas es primordial
tomar como punto de partida el estudio de los hiperespacios. Comenzaremos
con las principales definiciones y resultados al respecto tomando como fuente
a E. Michael [11]. Los resultados de esta sección preliminar son casi en su
totalidad provenientes de dicha publicación. En este caṕıtulo nos dedicare-
mos a presentar la topoloǵıa de Vietoris para hiperespacios de un espacio
topológico X aśı como establecer bajo qué condiciones las caracteŕısticas de
un espacio se proyectan a sus hiperespacios.

Diremos que una propiedad topológica se proyecta de un espacio base a
un hiperespacio siempre que, el hecho de que dicha propiedad aparezca en el
espacio base, implica que la propiedad tambin aparece en el hiperespacio.

A lo largo de todo el trabajo se usaran de manera indistinta las notacio-
nes Cl(U) y U para denotar la cerradura de un conjunto U , y utilizaremos
la notación Cl

X

(U) cuando no sea claro con respecto a qué espacio se va a
tomar la cerradura.

El primer paso es seleccionar ciertas familias de subconjuntos de un espa-
cio topológico X y dotarlos de una notación adecuada para el desarrollo de
este trabajo. Las colecciones de subconjuntos que nos serán de mayor interés
son las siguientes:

Definición 1.1.1. Sea (X, ⌧) un espacio topológico. Definimos:

9
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A(X) = {E ⇢ X : E 6= ?}

CL(X) = {E ⇢ X : E es cerrado y no vaćıo}

F
n

(X) = {E 2 CL(X) : E tiene a lo más n elementos}

F(X) = {E 2 CL(X) : E es finito}

K(X) = {E 2 CL(X) : E es compacto}

Una vez que hemos establecido las familias de subconjuntos con las cua-
les trabajaremos, buscamos dar a estas colecciones una topoloǵıa que cumpla
ciertas caracteŕısticas para poder llamarla “aceptable” y una vez hecho esto,
llamaremos a las colecciones de subconjuntos, con la topoloǵıa “aceptable”,
hiperespacios.

Definición 1.1.2. Sea S uno de los conjuntos definidos en 1.1.1. Dada una
topoloǵıa ⌧ sobre S, llamaremos al espacio (S, ⌧) un hiperespacio de X.

El primero en definir una topoloǵıa “aceptable” para las colecciones de
subconjuntos fue F. Hausdor↵, quien estableció una métrica para las familias
de subconjuntos cerrados de espacios métricos. Llamamos a esta métrica
“métrica de Hausdor↵” y la definimos a continuación.

Definición 1.1.3. Si (X, d) es un continuo (espacio métrico, compacto y
conexo), definimos la métrica de Hausdor↵ para CL(X) como sigue: Si A 2
CL(X) y ✏ > 0 sea B(✏, A) = {x 2 X : existe a 2 A con d(a, x) < ✏},
entonces, si A,A0 2 CL(X), la distancia H(A,A0) = ı́nf{✏ > 0 : A ⇢
B(✏, A0) y A0 ⇢ B(✏, A)}.

Debido a la clara limitación que presenta la métrica de Hausdor↵ para
un estudio más general de los espacios de subconjuntos, ya que no puede ser
definida para espacios no metrizables, nos vemos en la necesidad de buscar
una forma de dar una topoloǵıa aceptable a una colección más amplia de
espacios. La alternativa más adecuada la obtenemos gracias a L. Vietoris,
quien en su trabajo de 1923 define la topoloǵıa que ahora lleva su nombre.

La siguiente notación, atribuida a E. Michael, es muy importante ya que
será utilizada con gran frecuencia en el transcurso de este caṕıtulo y sirve de
herramienta para definir una base para la topoloǵıa de Vietoris.
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Definición 1.1.4. Si {U
i

}
i2I es una colección de subconjuntos de un espacio

topológico X, entonces hU
i

i
i2I = {E 2 CL(X) : E ⇢

S
i2I Ui

, y E \ U
i

6=
? para toda i 2 I}

En el siguiente resultado veremos que, efectivamente, los conjuntos que
acabamos de definir conforman una base para una topoloǵıa en los espacios
de subconjuntos.

Teorema 1.1.5. Las colecciones de la forma hU1, U2, . . . , Un

i con n 2 N y
con U

i

abierto en X para cada i 2 {1, . . . , n}, forman una base para una
topoloǵıa en CL(X).

Demostración. Sean U = hU1, U2, . . . , Un

i, V = hV1, V2, . . . , Vm

i y sean U =S
n

i=1 Ui

y V =
S

m

i=1 Vi

. Entonces, U\V = hU1\V, . . . , Un

\V, V1\U, . . . , Vm

\
Ui.

Nos encontramos ahora en condiciones de definir la topoloǵıa de Vietoris.

Definición 1.1.6. Sea (X, ⌧) un espacio topológico. Definimos la topoloǵıa
de Vietoris (topoloǵıa finita) ⌧X

v

en CL(X) como la topoloǵıa generada por
las colecciones de la forma hU1, U2, . . . , Un

i con n 2 N y con U
i

abierto en X
para cada i 2 {1, . . . , n}. En caso de que no exista confunción con respecto
al espacio al que nos referimos, escribiremos simplemente ⌧

v

.

Como se menciono arriba, estamos interesados en topoloǵıas “aceptables”
para trabajar con hiperespacios. A continuación definimos qué es una topo-
loǵıa aceptable.

Definición 1.1.7. Si (X, ⌧) es un espacio topológico, decimos que una topo-
loǵıa en CL(X) es aceptable si {E 2 CL(X) : E ⇢ A} es cerrado para todo
conjunto cerrado A ⇢ X, y abierto para todo abierto A ⇢ X.

Fácilmente se puede ver que la topoloǵıa generada por la métrica de
Hausdor↵ es aceptable, pero ya que lo que nos interesa es trabajar con la
topoloǵıa de Vietoris, a continuación veremos que esta topoloǵıa también es
aceptable.

Lema 1.1.8. Sea (X, ⌧) un espacio topológico. Entonces:

1. {E 2 CL(X) : E ⇢ A} es cerrado en (CL(X), ⌧
v

) si A ⇢ X es cerrado.
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2. {E 2 CL(C) : E \ A 6= ?} es cerrado en (CL(X), ⌧
v

) si A ⇢ X es
cerrado.

Demostración. 1. Sea A = {E 2 CL(X) : E ⇢ A}. Consideremos el
conjunto hX \ A,Xi el cual está formado por todos los cerrados en
X que intersectan a X \ A, es decir, todos los cerrados que no están
contenidos en A. Como A es cerrado en X, hX \A,Xi = CL(X) \A es
un abierto en CL(X).

2. Consideremos el conjunto hX \ Ai, el cual está formado por todos los
cerrados contenidos en X \ A. Como A es cerrado en X, hX \ Ai es
abierto en CL(X) y su complemento es {E 2 CL(X) : E \ A 6= ?}.

Proposición 1.1.9. La topoloǵıa de Vietoris es la topoloǵıa aceptable más
gruesa en CL(X).

Demostración. Sea ⌧ una topoloǵıa aceptable en CL(X) y sea U = hU1, . . . , Un

i
un abierto en ⌧

V

. Sean U =
S

n

i=1 Ui

, U⇤ = {E ⇢ CL(X) : E ⇢ U} y
U
i

= {E ⇢ CL(X) : E \ U
i

6= ?}, entonces U = U⇤ \
T

n

i=1 Ui

. Como ⌧
V

es
una topoloǵıa aceptable, por 1.1.8, U⇤ y U

i

son abiertos en ⌧ , por lo tanto
U 2 ⌧ y ⌧

V

⇢ ⌧ .

Cabe mencionar que la topoloǵıa de Vietoris no es la única topoloǵıa
aceptable para los espacios de subconjuntos de un espacio topológico X, te-
nemos, por ejemplo, la topoloǵıa de Fell (J.M. Fell, 1962), la cual dejaremos
de lado para enfocarnos únicamente a la topoloǵıa de Vietoris.

El siguiente resultado constituye una herramienta muy útil para probar
más adelante muchos hechos importantes acerca de la topoloǵıa ⌧

V

.

Lema 1.1.10. 1. hU1, . . . , Un

i ⇢ hV1, . . . , Vm

i si y sólo si
S

n

i=1 Ui

⇢
S

m

i=1 Vi

,
y para cada V

i

existe un U
j

tal que U
j

⇢ V
i

2. En la topoloǵıa de Vietoris para CL(X), se tiene que Cl(hU1, . . . Un

i) =
hU1 . . . , U

n

i.

3. Si {U
↵

}
↵2A es una base de vecindades para x en X, entonces {hU

↵

i}
↵2A

es una base de vecindades para {x} en CL(X).
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Demostración. 1. Primero supongamos que hU1, . . . , Un

i ⇢ hV1, . . . , Vm

i.
Sea x 2

S
n

i=1 Ui

y sea x
i

2 U
i

para cada i. Entonces {x} [ {x
i

}n
i=1 2

hU1, . . . , Un

i ⇢ hV1 . . . , Vm

i, aśı que x 2 V
j

para alguna j 2 {1, . . . ,m}.
Ahora, supongamos que para cada j, existe x

j

2 U
j

tal que x
j

/2 V
i

para
alguna i. Entonces {x

j

}n
j=1 2 hUi

, . . . , U
n

i, pero como {x
j

}n
j=1\Vi

= ?,
{x

j

}n
j=1 /2 hV1, . . . , Vm

i lo cual es una contradicción.
Para probar la suficiencia, sea E 2 hU1, . . . , Un

i, como
S

n

i=1 Ui

⇢S
m

i=1 Vi

, E ⇢
S

m

i=1 Vi

y como para todo V
i

existe U
j

tal que U
j

⇢ V
i

, se
tiene que E \ V

i

6= ? para todo i = 1, . . . , n.

2. Sea A = hU1, . . . , Un

i. Entonces CL(X) \ A = {E 2 CL(X) : E \ U
i

=
? para algún i = 1, . . . , n o E \ (CL(X) \

S
n

i=1 Ui

) 6= ?}. Para ca-
da i, {E 2 CL(X) : E \ U

i

= ?} es un abierto en CL(X). ComoS
n

i=1 Ui

es cerrado en X, hX,X \
S

n

i=1 Ui

i es abierto en CL(X) y
CL(X) \ A =

S
n

i=1hX \ U
i

i [ hX,X \
S

n

i=1 Ui

i, aśı que hU1, . . . , Un

i
es cerrado. Por 1), hU1, . . . , Un

i ⇢ hU1, . . . , Un

i, aśı que basta pro-
bar que hU1, . . . , Un

i ⇢ ClhU1, . . . , Un

i. Sea E 2 hU1, . . . , Un

i y sea
V = hV1, . . . , Vm

i una vecindad de E en CL(X). Para cada j = 1, . . . ,m
existe x

j

2 V
j

tal que x
j

2 V
j

\ U
i

para alguna i = 1, . . . , n. También,
para cada i = 1, . . . , n existe x 2 E \U

i

y un V
j

tal que x 2 V
j

, aśı que
podemos tomar un x

i

2 V
j

\ U
i

. Sea F = {x
j

}m
j=1 [ {x

i

}n
i=1, entonces

F 2 V \ hU
i

, . . . U
n

i y por lo tanto E 2 ClhU1, . . . , Un

i.

3. Sea x 2 X y hV1, . . . , Vn

i un abierto en CL(X) con {x} 2 hV1, . . . , Vn

i,
entonces

T
n

i=1 Vi

6= ? y x 2
T

n

i=1 Vi

. Sea U 2 {U
↵

}
↵2A tal que x 2 U ⇢T

n

i=1 Vi

, entonces si F ⇢ U es cerrado, F ⇢
T

n

i=1 Vi

y {x} 2 hUi ⇢
hV1, . . . , Vn

i.

A continuación se prueban propiedades importantes de algunos subcon-
juntos de CL(X).

Proposición 1.1.11. Si (X, ⌧) es un espacio topológico, entonces:

1. F(X) es denso en (CL(X), ⌧
v

).

2. Si X es Hausdor↵, entonces F
n

(X) es cerrado en (CL(X), ⌧
v

) para toda
n � 1.

3. La función natural pr : Xn ! F
n

(X), definida como pr((x1, x2, . . . , xn

)) =
{x1, . . . , xn

}, es continua.
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Demostración. 1. Sea hU1, . . . , Un

i un abierto en CL(X) y para cada i,
sea x

i

2 U
i

, entonces sea E = {x
i

}n
i=1 2 F(X) y E 2 hU1, . . . , Un

i.

2. Sea E 2 CL(X) \ F
n

(X). E tiene al menos n + 1 elementos. Sea
{x

i

}n+1
i=1 ⇢ E, con x

i

6= x
j

si i 6= j. Para cada i existen U
i

y V
i

abiertos con x
i

2 U
i

y {x
j

}
j 6=i

⇢ V
i

y U
i

\ V
i

= ?. Para cada i,
sea W

i

= U
i

\ (
T

j 6=i

V
j

), entonces x
i

2 W
i

para toda i y W
i

\W
j

= ? si
i 6= j, aśı que A = hW1, . . . ,Wn+1, Xi es una vecindad de E en CL(X)
y si F 2 A, F tiene al menos n+1 puntos, por lo tanto A\F

n

(X) = ?
y CL(X) \ F

n

(X) es abierto en (CL(X), ⌧
v

).

3. Sea (x1, . . . , xn

) 2 Xn y pr(x1, . . . , xn

) = {x1, . . . , xn

}. Sea U = hU1, . . . , Un

i
una vecindad de {x1, . . . , xn

} 2 F
n

(X). Sea V
i

=
T
{U

j

: x
i

2 U
j

}, en-
tonces

S
n

i=1 Vi

⇢
S

m

j=1 Ui

y para cada j existe i tal que V
i

⇢ U
j

, aśı que,
por 1.1.10 hV1 . . . , Vn

i ⇢ hU1, . . . , Un

i. Por último, sea V =
Q

n

i=1 Vi

,
(x1, . . . , xn

) 2 V , y si (y1, . . . , yn) 2 V , pr(y1, . . . , yn) 2 hVi

i ⇢ hU
i

i.

Concluimos este caṕıtulo con los siguientes resultados, de los cuales el
primero muestra que, en el caso de espacios regulares, la union de los ele-
mentos de un subconjunto compacto del hiperespacio CL(X) es un cerrado
en el espacio base y en un espacio Hausdor↵, la union de elementos de un
subconjunto compacto del hiperespacio K(X) es un compacto en el espacio
base. El segundo nos aporta un criterio muy útil para determinar la conexi-
dad de la union de una colección de subconjuntos como subconjunto de un
hiperespacio.

Teorema 1.1.12. 1. Sea (X, ⌧) un espacio topológico regular, entonces si
B 2 K(CL(X), ⌧

v

), se tiene que (
S

E2B E) 2 CL(X).

2. Sea (X, ⌧) es un espacio topológico. Si B 2 K(K(X), ⌧
v

) entonces
(
S

E2B E) 2 K(X)

Demostración. 1. Sean B 2 K(CL(X)), A =
S

E2B E, y x 2 A. Sea F
la colección de todas las vecindades cerradas de x y si F 2 F sea
U
F

= B \ {E 2 CL(X) : E \F 6= ?}, entonces U
F

es una subcolección
de cerrados de B. Sea {U

F

i

}n
i=1 una familia finita de subcolecciones de B,

se tiene que
T

n

i=1 Fi

es una vecindad cerrada de x, aśı que {U
F

: F 2 F}
tiene la propiedad de la intersección finita, y como B es compacto, existe
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D ⇢
T

F2F U
F

⇢ B. Como X es regular, x está en cada elemento de D,
por lo tanto, x 2 A.

2. Sea A =
S

E2B E, con B ⇢ K(K(X)). Sea U una cubierta abierta de
A. Ahora, sea E 2 B, entonces E es un subespacio compacto de X,
aśı que existe una subcubierta finita {U

E,1, . . . , UE,n(E)} de U que cubre
E y cuyos elementos intersectan a E. Entonces, para cada E 2 B,
U
E

= hU
E,1, . . . , UE,n(E)i es una vecindad abierta de E, y entonces

{U
E

}
E2B es una cubierta abierta de B. Como B es compacto, existe

una subcolección finita {E1, . . . , En

} de B tal que {U
E1 , . . . ,UE

m

} es

una cubierta de B. Por lo tanto. {U
E

i

,j

}j=1,...,n(E
i

)
i=1,...,m es una subcubierta

finita de A.

Proposición 1.1.13. Sea B ⇢ CL(X) tal que B es conexo con la topoloǵıa de
Vietoris. Si al menos uno de los elementos de B es conexo, entonces

S
E2B E

es conexo en X.

Demostración. Sea E 0 2 B conexo y supongamos que B =
S

E2B E no es
conexo. Sean U , V abiertos no vacios de X tales que B ⇢ U [ V y U \ V =
U \ V = ?. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que E 0 ⇢ U .
Supongamos, también que existe A 2 B tal que A\U 6= ? y A\ V 6= ?, de
lo contrario hUi, hV i son ajenos y B ⇢ hUi [ hV i. Consideremos los abiertos
hUi[hV i y hU, V i. Es claro que estos dos abiertos son ajenos y como E 0 ⇢ U ,
se tiene que E 0 2 hUi [ hV i. También, como A \ U y A \ V son no vacios,
A 2 hU, V i, aśı que hUi[ hV i y hU, V i es una separacion de B, lo cual es una
contradicción. Por lo tanto

S
E2B E es conexo.
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Caṕıtulo 2

Propiedades topológicas de los
hiperespacios

En este caṕıtulo analizaremos qué propiedades de un espacio base X y
bajo qué condiciones, se proyectan a sus hiperespacios, o, como veremos en
muchos casos, se debilitan.

2.1. Compacidad

La primera propiedad topológica que veremos es la compacidad, y para
esto nos apoyaremos en el teorema de las subbases de Alexander, el cual
afirma que si P es una subbase para X, entonces X es compacto si y sólo si
toda cubierta de X formada por elementos de P tiene una subcubierta finita.
En vista de lo anterior, resulta indispensable definir una subbase de abiertos
para la topoloǵıa de Vietoris.

Lema 2.1.1. Sea [U ] = {F 2 CL(X) : F \ U 6= ?}, entonces, la colección

S = {[U ] : U es abierto en X} [ {hUi : U es abierto en X}

es una subbase para la topoloǵıa de Vietoris.

Demostración. Por definición, hUi es abierto en CL(X) para todo abierto
U ⇢ X. Si U ⇢ X es abierto, CL(X) \ [U ] = {F 2 CL(X) : F ⇢ X \U}. Por
1.1.8, CL(X) \ [U ] es cerrado y por lo tanto [U ] es abierto en CL(X).
Sea V = hV1, . . . , Vn

i un abierto en CL(X), entonces, si V =
S

n

i=1 Vi

, se tiene

17
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que V = hV i \
T

n

i=1[Vi

], por lo tanto, S es una subbase para la topoloǵıa de
Vietoris.

Ya que tenemos una subbase para la topoloǵıa de Vietoris, podemos uti-
lizar el lema de Alexander para probar el siguiente resultado.

Teorema 2.1.2. X es compacto si y sólo si CL(X) es compacto.

Demostración. Si X es compacto, probaremos que CL(X) es compacto uti-
lizando el lema de Alexander. Sea S la subbase definida en 2.1.1 y sea
{[U

i

]}
i2I [ {hV

j

i}
j2J una cubierta de CL(X) formada por elementos de S.

Primero veremos que {U
i

}
i2I [ {V

j

}
j2J es una cubierta abierta para X. Su-

pongamos que existe x 2 X tal que x /2
S

i2I Ui

[
S

j2J Vj

y sea F
x

=
T
{F 2

CL(X) : x 2 F}, entonces, F
x

es un cerrado. F
x

6⇢ V
j

para toda j 2 J , de
lo contrario x 2 V

j

, aśı que debe existir i 2 I tal que F
x

2 [U
i

], es decir
F
x

\ U
i

6= ?, pero x /2 U
i

de lo cual se sigue que x 2 (X \ U
i

) \ F
x

, que es
cerrado, pero como F

x

es el cerrado más pequeño que contiene a x, resulta
que F

x

= (X \U
i

)\F
x

, entonces tenemos que F
x

\U
i

= ?, contradiciendo la
suposición inicial. Por lo tanto {U

i

}
i2I [ {Uj

}
j2J es una cubierta de abiertos

para X.
Ahora consideremos al conjunto cerrado F ⇤ = X \

S
i2I Ui

. Entonces F ⇤ 2S
j2JhVj

i, aśı que existe j
o

2 J tal que F ⇤ ⇢ V
j

o

. De lo anterior, se tiene
que X ⇢

S
i2I Ui

[ V
j

o

. Como X es compacto, existe I 0 ⇢ I finito tal que
X ⇢

S
i2I0 Ui

[V
j0 . Para ver que {[U

i

]}
i2I0 [hVj0i es una cubierta de abiertos

para CL(X), sea F 2 CL(X) tal que F ⇢ V
j0 , entonces F 2 hVj0i. Por otro

lado, si F 6⇢ V
j0 , entonces F \

S
i2I0 Ui

6= ?, aśı que F \U
i

6= ? para alguna
i 2 I 0 y por lo tanto F 2 [U

i

]. Por el lema de Alexander, CL(X) es compacto.

Para ver que la condición es suficiente, basta observar que X es homeo-
morfo a un subespacio de CL(X), {{x} : x 2 X}, y por lo tanto si CL(X) es
compacto, también lo es X.

La siguiente propiedad que analizaremos es la compacidad local. Los si-
guientes resultados son en parte gracias a Michael [11] pero nos apoyamos
en [2], sobre todo para corregir la proposición de Michael que afirma que “X
es localmente compacto si y sólo si CL(X) es localmente compacto”.

Lema 2.1.3. Sea X un espacio regular y hU1, . . . , Un

i ⇢ CL(X). Si hU1, . . . , Un

i
es compacto en CL(X), entonces U =

S
n

i=1 Ui

es compacto en X.
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Demostración. Primero veremos que U es cerrado en X. Supongamos lo con-
trario, entonces existe una red (a

i

)
i2I en U la cual converge a un punto

a 2 X \ U . Para cada j = {1, . . . , n} sea x
j

2 U
j

y para cada i 2 I sea
C

i

= {x1, . . . , xn

, a
i

}, entonces la red (C
i

)
i2I converge en CL(X) a C =

{x
i

, . . . , x
n

, a}, aśı que C /2 U y por lo tanto C /2 hU
i

, . . . , U
n

i lo cuál contra-
dice el hecho de que hU1, . . . , Un

i es compacto.
Ahora supongamos que U no es compacto en X. Como U es cerrado, existe
una red (a

i

)
i2I en U la cual no tiene puntos de acumulación en X. Entonces

para cada x 2 X existe un abierto W
x

con x 2 W
x

tal que a
i

/2 W
x

a partir de
alguna i 2 I. Sea C

i

= {x1, . . . , xn

, a
i

}, con x
j

2 U
j

para cada j = {1, . . . , n}.
Mostraremos que (C

i

)
i2I no tiene puntos de acumulación en CL(X), para lo

cual procederemos por casos. Sea C 2 CL(X).

Caso 1. C ⇢ {x1, . . . , xn

}. Entonces si W =
S

n

i=1Wx

i

, hW i es una
vecindad de C en CL(X) y C

i

/2 hW i a partir de alguna i 2 I.

Caso 2. Existe x0 2 C \ {x1 . . . , xn

}. Fijemos una vecindad W ⇤ de x0

tal que x1, . . . , xn

/2 W0 y sea W 0 = W ⇤ \W
x0 , entonces Ci

\W 0 = ?
a partir de alguna i 2 I.

Lema 2.1.4. 1. Si X es localmente compacto y si A 2 K(X) entonces
existe un abierto U , con U � A tal que U es compacto.

2. Sea X un espacio regular y A 2 CL(X). Entonces A tiene una vecindad
compacta en CL(X) si y sólo si existe un abierto U en X tal que A ⇢ U
y U es compacto.

Demostración. 1. Para cada x 2 A, sea U
x

una vecindad abierta de x tal
que U

x

es compacto, entonces
S

x2A U
x

es una cubierta de abiertos para
A y como A es compacto, existe un subconjunto finito {x1, . . . , xn

} ⇢ A
tal que {U

x

i

}n
i=1 es una cubierta finita de A, entonces U =

S
n

i=1 Ux

i

es
compacto y A ⇢ U ⇢ U .

2. Primero supongamos que A tiene una vecindad compacta en CL(X).
Entonces, existen abiertos U1, . . . Un

2 X tales que A 2 hU1, . . . , Un

i y
ClCL(X)hU1, . . . , Un

i es compacto en CL(X). Para cada j 2 {1, . . . , n} fi-
jemos un punto x

j

2 U
j

\A. Como hA, x1, . . . , xn

i es cerrado en CL(X)
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y está contenido en hU1, . . . , Un

i, entonces es compacto. Por el lema
2.1.3, A es compacto.
Como X es regular, existe B ⇢ X abierto tal que A ⇢ B ⇢ B ⇢ U . En-
tonces hB, x1, . . . , xn

i es un cerrado en CL(X) contenido en hU1, . . . , Un

i,
y entonces es compacto. Nuevamente, por el lema 2.1.3. B es compacto.

Para probar la otra implicación, supongamos que existe un abierto U
en X tal que A ⇢ U , U es compacto en X y hUi es una vecindad de A
en CL(X). Por 2.1.2, como A es compacto, se tiene que hAi = CL(A)
es compacto.

Corolario 2.1.5. 1. Un espacio regular X es localmente compacto si y
sólo si para toda x 2 X, {x} tiene una vecindad compacta en CL(X)

2. Si X es localmente compacto, entonces K(X) es abierto en CL(X).

Demostración. 1. Como {x} 2 CL(X), el resultado se sigue del lema 2.1.4

2. Este resultado se sigue de 2.1.4 y 1.1.8.

A continuación veremos la implicación más importante de la compacidad
local de X en el hiperespacio CL(X).

Teorema 2.1.6. Para un espacio regular X, son equivalentes:

1. X es compacto,

2. CL(X) es localmente compacto,

3. X tiene una vecindad compacta en CL(X),

4. CL(X) es compacto.

Demostración. Las implicaciones 1))2) y 3))4) son consecuencias inme-
diatas de 2.1.4, mientras que 2))3) y 4))1) se siguen del hecho de que X
es homeomorfo a un subconjunto cerrado de CL(X), espećıficamente {{x} :
x 2 X}.
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2.2. Axiomas de numerabilidad

Toca el turno ahora a los axiomas de numerabilidad. Lo primero que
veremos será para qué hiperespacios estas propiedades se proyectan.

Proposición 2.2.1. 1. X es separable si y sólo si CL(X) es separable.

2. X es segundo numerable si y sólo si K(X) es segundo numerable.

3. X es primero numerable si y sólo si K(X) es primero numerable.

Demostración. 1. Supongamos que X es separable, y sea D = {x
n

}
n2N

denso en X. Sea U = hU1, . . . , Un

i un abierto en CL(X), entonces,
para cada U

j

existe un x
j

2 D \ U
j

y {x
j

}n
j=1 2 U . Por lo tanto, la

colección de todos los subconjuntos finitos de D es un denso numerable
en CL(X).
Por el otro lado, sea D = {A

n

}
n2N un denso numerable en CL(X). Para

cada n 2 N, tomemos un x
n

2 A
n

. Sea D = {x
n

}
n2N y sea U ⇢ X un

abierto, entonces hUi es un abierto en CL(X) y existe un A
j

2 hUi,
lo cual implica que A

j

⇢ U , por lo tanto x
j

2 A
j

⇢ U y como D es
numerable, X es separable.

2. Primero supongamos que K(X) es segundo numerable. Sea {U
n

}
n2N,

con U
n

= hUn

1 , . . . , U
n

k(n)i una base numerable para K(X) y sea U
n

=
T

k(n)
i=1 Un

i

. Veremos que la colección {U
n

}
n2N es una base para X. Si

x 2 X, sea U
n

tal que {x} 2 U
n

= hUn

1 , . . . , U
n

k(n)i, entonces x 2
T

k(n)
i=1 Un

i

= U
n

. Ahora, sean U
n

y U
m

abiertos y y 2 U
n

\ U
m

, entonces
{y} 2 U

m

\ U
n

y como {U
n

}
n2N es una base para K(X), existe U

t

tal
que y 2 U

t

⇢ U
m

\ U
n

, y por 1.1.10, si Un

j

2 U
n

y Um

k

2 U
m

, existen

U t

r

, U t

s

2 U
t

tales que U t

r

⇢ Un

j

y U t

s

⇢ Um

k

, por lo tanto
T

k(t)
i=1 U

t

i

⇢
U
m

\ U
n

, aśı que {U
n

}
n2N es una base numerable para X.

Para demostrar la otra implicación, sea {U
n

}
n2N una base para X y

consideremos la familia de todas las colecciones hU
j

i
j2J con J ⇢ N

finito. Sea F 2 K(X) y para cada x 2 F , sea U
x

un abierto básico tal
que x 2 U

x

, como F es compacto, existe {x1, . . . , xn

} ⇢ F tal que F ⇢S
n

i=1 Ui

, aśı que F 2 hU
i

, . . . , U
n

i. Fijemos hU1, . . . , Un

i y hV1, . . . , Vm

i y
sea F 2 hU1, . . . , Un

i\hV1, . . . , Vm

i. Para cada x 2 F , x 2 U
i

x

\V
j

x

para
algún U

i

x

2 {U
i

}n
i=1 y Vj

x

2 {V
j

}m
j=1, y como U

i

y U
j

son abiertos báśıcos
en X, existe W

ij

x

tal que x 2 W
ij

x

⇢ U
i

x

\V
j

x

, entonces {W
ij

x

: x 2 F}
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es una cubierta para F , y como F es compacto, existe una subcubierta
finita {W

ij

x

k

}s
k=1 y por 1.1.10 F 2 hW

ij

x

k

i ⇢ hU
i

i\ hV
j

i, aśı que {hU
i

i}
es una base para CL(X).

3. Supongamos queK(X) es primero numerable y sea x 2 X y {U
i

}n
i=1 una

base numerable para {x} en CL(X). Si U es una vecindad de x en X,
entonces hUi es una vecindad de {x} en CL(X), aśı que existe una ve-
cindad hU1, . . . , Un

i 2 {U
i

}n
i=1 de {x} tal que {x} 2 hU1, . . . , Un

i ⇢ hUi,
entonces x 2

T
n

i=1 Ui

⇢ U aśı que {
T

n

i=1 Ui

: U
i

2 U
j

para alguna j} es
una base local numerable para x en X.
Por el otro lado, sea {U

i

}1
i=1 una base local numerable para x 2 X.

Sea F 2 K(X) y hV1, . . . , Vn

i una vecindad de F . Para cada x 2 F
existe U

x

tal que x 2 U
x

⇢
S

n

i=1 Vn

, entonces F ⇢
S

x2F U
x

y por
compacidad existe {x1, . . . , xn

} ⇢ F tal que F ⇢
S

m

i=1 Ux

i

aśı que
{F} 2 hU

x1 , . . . , Ux

n

i ⇢ hV
i

, . . . , V
n

i, por lo tanto todos los abiertos de
la forma hU1, . . . , Un

i forman una base local numerable para F .

En seguida se prueba que si el hiperespacio de cerrados de un espacio X
es segundo numerable, entonces el espacio debe ser compacto.

Teorema 2.2.2. Si (CL(X), ⌧
v

) es segundo numerable, entonces (X, ⌧) es
compacto.

Demostración. Supongamos que X no es compacto, entonces, dado que X
es segundo numerable, tampoco es numerablemente compacto, aśı que existe
A ⇢ X numerable tal que A es cerrado y discreto en X. Observemos que
CL(A) ⇢ CL(X). Sea ⌧A

v

la topoloǵıa de Vietoris en CL(A), entonces es facil
ver que el espacio (CL(A), ⌧A

v

) es igual al espacio CL(A) visto como subespa-
cio de (CL(X), ⌧X

v

). Consideremos a CL(A) con la topoloǵıa inducida, enton-
ces, dado que CL(A) es un subespacio de CL(X) también es 2�-numerable.
Sea {U

↵

} una base para CL(A) y para cada E ⇢ A sea U
E

un abierto básico
tal que E 2 U

E

⇢ hEi. Si E1 6= E2, podemos suponer sin pérdida de genera-
lidad que E1 \E2 6= ?, entonces E2 2 U

E2 y E2 /2 U
E1 aśı que UE2 6= U

E1 . Por
lo anterior {U

↵

} no puede ser numerable, lo cual es una contradicción.
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2.3. Axiomas de separación

A continuación veremos los axiomas de separacón. Veremos que algunas
de las propiedades de separación se debilitan al pasar del espacio base a
CL(X) pero, en general, permanecen intactas al pasar a K(X).

Teorema 2.3.1. 1. CL(X) siempre es T0.

2. Si X es T1 entonces CL(X) es T1.

3. X es regular si y sólo si CL(X) es Hausdor↵.

Demostración. 1. Sean E,F 2 CL(X), E 6= F . Entonces E 2 hX,X \ F i
y F /2 hX,X \ F i, por lo tanto CL(X) es T0.

2. Sean E,F 2 CL(X), E \ F 6= ? y x 2 E \ F . Igual que en el caso
anterior, E 2 hX,X\F i y F /2 hX,X\F i. ComoX es T1, {x} 2 CL(X)
y X \ {x} es un abierto tal que F 2 hX \ {x}i y E /2 hX \ {x}i.

3. Primero supongamos que X es regular. Sean E,F 2 CL(X), x 2 E \F ,
entonces existe U, V abiertos enX tales que x 2 U , F ⇢ V y U\V = ?,
aśı que F 2 hV i, E 2 hX,Ui y hV i \ hX,Ui = ?.
Por otro lado, si X no es regular, sea E 2 CL(X) y x /2 E tales que E
y x no pueden ser separados por abiertos de X. Sea U = hU1, . . . , Un

i
un abierto en CL(X) que contiene a E y V = hV1, . . . , Vm

i un abierto
que contiene a E [ {x}, entonces {x} 2 U \ V , aśı que CL(X) no es
Hausdor↵.

Para el caso de espacios completamente regulares, necesitaremos recordar
la definición de Espacio de Stone.

Definición 2.3.2. Un espacio topológico X es un espacio de Stone si, siem-
pre que x0, x1 2 X con x0 6= x1 existe una función continua f:X ! R, tal
que f(x0) = 0 y f(x1) = 1.

El siguiente lema será muy importante para ver lo que ocurre con los
espacios completamente regulares.

Lema 2.3.3. Sea X un espacio topológico, R los reales extendidos y f :
X ! R. Definamos las funciones f+, f� : CL(X) ! R como f+(E) =
sup

x2E f(x)y f�(E) = ı́nf
x2E f(x), para E 2 CL(X). Si f es continua, en-

tonces f+ y f� también lo son.
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Demostración. Sean E 2 CL(X), x = f+(E) y ✏ > 0. Entonces existe U ⇢ X
abierto tal que f(U) ⇢ (x � ✏

2 , x + ✏

2). Sea F 2 hUi, entonces, para toda
y 2 F se tiene que y 2 U , aśı que f(y) 2 (x � ✏

2 , x + ✏

2), por lo tanto
f+(F ) 2 (x� ✏, x+ ✏).
Ahora supongamos que f+(E) = 1, entonces para toda � > 0 existe una
vecindad U de x tal que, para toda y 2 U , f(y) > �. Sea F 2 hUi, entonces
f+(F ) = sup

y2F f(y) > �.
Los casos para �1 y para f� se prueban de manera análoga.

Teorema 2.3.4. Sea X un espacio topológico. Entonces X es completamente
regular si y sólo si CL(X) es un espacio de Stone.

Demostración. Supongamos que X es completamente regular. Sean A,B 2
CL(X), A 6= B. Supongamos también que B \ A 6= ? y x 2 B \ A. Si
f : X ! [0, 1] es continua y tal que f(x) = 1 y f(A) = 0, entonces por 2.3.3,
la función f+ es continua y se cumple que f+(B) = 1 y f+(A) = 0.
Ahora supongamos que CL(X) es un espacio de Stone. Sea A ⇢ X cerrado
y sea x 2 X \ A. Sea F : CL(X) ! [0, 1] continua y tal que F (A) = 1 y
F (A[{x}) = 0. Definamos f : X ! [0, 1] como f(y) = F (A[{y}), entonces
f es continua y se tiene que f(A) = 1 y f(x) = 0.

Teorema 2.3.5. Si CL(X) es regular, entonces X es normal.

Demostración. Supongamos que CL(X) es regular. Sea E 2 CL(X) y U ⇢ X
un abierto que contiene a E, entonces hUi es una vecindad abierta de E en
CL(X) y como CL(X) es regular, existe una vecindad hV1, . . . , Vn

i de E tal
que E 2 hV1, . . . , Vn

i ⇢ hV 1, . . . , V n

i ⇢ hUi. Sea V =
S

n

i=1 Vi

, entonces por
1.1.10, se tiene que E ⇢ V ⇢ V ⇢ U , por lo tanto X es normal.

Teorema 2.3.6. X es Hausdor↵ y compacto si y sólo si CL(X) es compacto
y Hausdor↵.

Demostración. Por 2.1.2, CL(X) es compacto y como X es regular, por 2.3.1
CL(X) es Hausdor↵.

Ahora veremos lo que ocurre con los axiomas de separación en el caso
del hiperespacio K(X). Veremos que la existencia de cualquier axioma de
separación en el espacio base X implicara la existencia de dicho axioma en
K(X), y es claro que los axiomas de separación, siendo hereditarios, pasan
de K(X) a X ya que X es siempre homeomorfo a un subespacio cerrado de
K(X).



2.4. CONEXIDAD 25

Teorema 2.3.7. 1. X es Hausdor↵ si y sólo si K(X) es Hausdor↵.

2. X es un espacio de Stone si y sólo si K(X) es un espacio de Stone.

3. X es regular si y sólo si K(X) es regular.

Demostración. 1. Sea X un espacio Hausdor↵. Sean E,F 2 K(X), E \
F 6= ? y x 2 E \ F . Sean U, V ⇢ X abiertos tales que x 2 U , F ⇢ V
y U \ V = ?, entonces F 2 hV i, E 2 hX,Ui y hX,Ui \ hV i = ?.

2. Sea X un espacio de Stone, y sean E,F 2 K(X) con F 6= E. Suponga-
mos que x 2 E \ F , como F es compacto, existe una función continua
f : X ! [0, 1] tal que f(x) = 1 y f(F ) = 0, entonces, por 2.3.3,
f+ : K(X)! [0, 1] es continua, f+(E) = 1 y f+(F ) = 0.

3. Sea X un espacio regular y sea A 2 K(X) y hU1, . . . , ub

i una vecindad
abierta de A en CL(X). Sea U =

S
n

i=1 Ui

, entonces A ⇢ U y como
X es regular, existe un abierto V tal que A ⇢ V ⇢ V ⇢ U . Para
cada i 2 {i, . . . , n} tomemos un x

i

2 U
i

\ A. Como X es regular, pa-
ra cada i existe una vecindad V

i

de x
i

tal que V
i

⇢ U
i

, aśı que por
1.1.10, hV, V1, . . . , Vn

i es una vecindad abierta de A en CL(X) tal que
Cl(hV, V1, . . . Vn

i) = hV , V 1 . . . , V n

i ⇢ hU1, . . . Un

i.

2.4. Conexidad

En lo que respecta a la conexidad, los siguientes resultados muestran bajo
que condiciones un subconjunto arbitrario de CL(X) es conexo o hereda la
conexidad. Es de suma importancia ya que muchos de los resultados que pro-
baremos más adelante referentes a ordenabilidad dependen en gran medida
de la conexidad de los espacios.

Teorema 2.4.1. Sea F(X) ⇢ S ⇢ A(X). Si alguno de los espacios X,
F(X), o S es conexo, entonces todos son conexos.
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Demostración. Supongamos primero que X es conexo, entonces si n 2 N,
Xn es conexo y por 1.1.11 se tiene que F

n

(X) es imagen continua bajo la
función pr de Xn, y por lo tanto F

n

(X) también es conexo. Ahora, sean
E,F 2 F(X) tales que |E| = n y |F | = m, entonces, si n0 = máx{m,n},
E,F 2 F

n0(X) el cual es conexo, por lo tanto F(X) es conexo. Por 1.1.11,
F(X) ⇢ S ⇢ A(X) = cl(F(X)), entonces S y A(X) son conexos.

Por último, si F
n

(X) ó S son conexos, dado que

X =
[

E2F
n

(X)

E =
[

E2S

E

por 1.1.13, X es conexo.

Definición 2.4.2. Si {U
i

}
i2I es una colección de subconjuntos de un espacio

topológico X, entonces hU
i

i+
i2I = {E 2 A(X) : E ⇢

S
i2I Ui

, E \ U
i

6=
? para todo i 2 I}.

Proposición 2.4.3. Sean A1, . . . , An

subconjuntos conexos de X. Si F(X)\
hA1, . . . , An

i+ ⇢ S ⇢ hA1, . . . , An

i+, entonces S es conexo.

Demostración. Por 2.4.1, F(A
i

) es conexo para cada i = 1, . . . , n y por otro
lado F(A

i

) ⇥ · · · ⇥ F(A
n

) es un subconjunto conexo de [A(X)]n. Ahora,
F(X) \ hA1, . . . , An

i+ es la imagen de F(a
i

) ⇥ · · · ⇥ F(A
n

) bajo la función
pr : [A(X)]n ! A(X) y entonces F(A1) \ hA1, . . . , An

i+ es conexo y por lo
tanto, por 1.1.10, S es conexo.

Teorema 2.4.4. Sea F(X) ⇢ S ⇢ K(X), entonces X es localmente conexo
si y sólo si S es localmente conexo.

Demostración. Primero, supongamos que X es localmente conexo. Si E 2
K(X), y U es una vecindad de E en A(X), entonces podemos encontrar
abiertos conexos U1, . . . , Un

tales que E 2 hU1, . . . , Un

i ⇢ U . Se sigue ahora,
por la proposición 2.4.3, que S también es localmente conexo.

Ahora supongamos que S es localmente conexo. Sea x 2 X, y sea U una
vecindad de x. Entonces existe una vecindad conexa B de {x} en S tal que
B ⇢ hUi. Se tiene que V =

S
A2B A es una vecindad de x, V ⇢ U y por

1.1.13 B es conexo, ya que {x} 2 B y {x} es conexo.
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Para finalizar esta sección, veremos lo que ocurre con ciertas propieda-
des referentes a conexidad. Podemos observar nuevamente cómo muchas de
estas propiedades se comparten naturalmente entre el espacio base X y el
hiperespacio K(X). Recordemos que un espacio X es totalmente discone-
xo si cualesquiera dos puntos distintos pueden ser separados por conjuntos
cerrado-abiertos.

Proposición 2.4.5. 1. X es 0-dimensional si y sólo si K(X) es
0-dimensional.

2. X es totalmente disconexo si y sólo si K(X) es totalmente disconexo.

3. X es discreto si y sólo K(X) es discreto.

4. X no tiene puntos aislados si sólo si CL(X) no tiene puntos aislados.

5. La colección de elementos conexos de CL(X) es un subconjunto cerrado
de CL(X).

Demostración. 1. Sea U = {U
↵

}
↵2A una base de cerrado-abiertos para

X. Probaremos que las colecciónes finitas de la forma {hU1, . . . , Un

i}
con U

i

2 U es una base de cerrado-abiertos para K(X). Primero, por
definición, hU1, . . . , Un

i es abierto en K(X) y se tiene que, por 1.1.10
hU1, . . . , Un

i = hU1, . . . , Un

i = ClhU1, . . . , Un

i. Ahora, sea E 2 K(X),
entonces, para cada x 2 E tomemos un U

x

2 U tal que x 2 U
x

,
aśı que E ⇢

S
x2E U

x

y como E es compacto existe {x1, . . . , xn

} ⇢ E tal
que E ⇢

S
n

i=1 Ux

i

y E 2 hU
x1 , . . . , Ux

n

i. Finalmente, si hU1, . . . , Un

i y
hV1, . . . Vm

i son abiertos, con U
i

, V
j

2 U y hU1, . . . , Un

i\hV1, . . . , Vm

i 6=
?, sea F 2 hU1, . . . , Un

i \ hV1, . . . , Vm

i. Para cada x 2 F , sea W
x

=T
{U

i

: x 2 U
i

} \
T
{V

i

: x 2 V
i

}. Se tiene que W
x

6= ? y {W
x

:
x 2 F} es una cubierta abierta para F , entonces existe {x1, . . . , xk

} ⇢
F tal que F ⇢

S
k

i=1 Wx

i

y F 2 hW
x1 , . . . ,Wx

k

i aśı que por 1.1.10
hW

x1 , . . . ,Wx

k

i ⇢ hU1, . . . , Un

i \ hV1, . . . , Vm

i, por lo tanto K(X) es
cero-dimensional.

2. Primero supongamos que X es totalmente disconexo. Sean E,F 2
K(X), E 6= F y x 2 E \F . Para cada y 2 F , existen U

y

y V
y

cerrados-
abiertos en X tales que x 2 U

y

y y 2 V
y

, entonces F ⇢
S

y2F V
y

, y
como F es compacto existe {y1, . . . , yn} ⇢ F tal que F ⇢

S
n

i=1 Vy

i

,
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x 2
T

n

i=1 Uy

i

y entonces U =
T

n

i=1 Uy

i

es una vecindad cerrada-abierta
de x. De lo anterior se tiene que F 2 hX \ U,Xi que es un cerrado-
abierto en K(X) y E /2 hX \ U,Xi, por lo tanto K(X) es totalmente
disconexo.
Por otro lado, si K(X) es totalmente disconexo, sean x, y 2 X. Exis-
te una vecindad cerrada-abierta de {x}, hU1, . . . , Un

i tal que {y} /2
hU1, . . . , Un

i, entonces U =
T

n

i=1 Ui

es un cerrado-abierto en X que
separa a x y a y.

3. Si X es discreto, sea E 2 K(X), entonces E es finito, aśı que E =
{x1, . . . , xn

} y hx1, . . . , xn

i = E, por lo tanto E es abiero en K(X).
Si K(X) es discreto, sea x 2 X, entonces hxi es abierto en K(X) y por
lo tanto x es abierto en X.

4. Supongamos primero que X no tiene puntos aislados. Sea E 2 K(X)
y sea hU1, . . . , Un

i una vecindad abierta de E en K(X). Para cada
i = 1, . . . , n, tomemos un x

i

2 U
i

de tal manera que {x
i

}n
i=1 6= E, lo

cual es posible ya que X no tiene puntos aislados, entonces {x
i

}n
i=1 2

hU1, . . . , Un

i y por lo tanto K(X) no tiene puntos aislados.
Ahora supongamos que K(X) no tiene puntos aislados y sean x 2 X y
U una vecindad de x, entonces {x} 2 hUi, aśı que existe F 2 hUi tal
que F 6= {x}, aśı F ⇢ U y X no tiene puntos aislados.

5. Sea E 2 CL(X) disconexo, entonces existen abiertos U, V ⇢ X tales
que E ⇢ U [ V , E \ U 6= ?, E \ V 6= ?, y U \ V = U \ V = ?,
entonces E 2 hU, V i. Si F 2 hU, V i, entonces F ⇢ U y F ⇢ V y
como U y V son mutuamente ajenos, F es disconexo, por lo tanto
{E 2 CL(X) : E es disconexo } es abierto en CL(X).



Caṕıtulo 3

Selecciones continuas

Ahora veremos la parte más importante de este trabajo, es decir, las
selecciones continuas. En este caṕıtulo definiremos lo que son las seleccio-
nes continuas y veremos cómo la propiedad de tener una selección continua,
está ı́ntimamente relacionada con la propiedad de ser ordenable, lo cual tra-
taremos en la primera sección.

En la segunda sección nos enfocaremos en ver cómo se comportan los
espacios compactos, o con propiedades parecidas a la compacidad, ante la
existencia de selecciónes continuas. Mostraremos nuevamente consecuencias
al respecto de tener un orden lineal y caracterizaremos algunos espacios com-
pactos a partir del hecho de que estos espacios tengan, o no, una o más
selecciones continuas

En la tercera y última sección, nos dedicaremos a observar ciertas con-
diciones para asegurar la existencia de selecciones continuas en espacios de
funciones continuas.

Para comenzar, introduciremos la definición formal de lo que entendere-
mos por una selección continua.

Definición 3.0.6. Sea G 2 CL(X). Una función f : G ! X es una selección
continua si f es continua con la topoloǵıa de Vietoris y f(E) 2 E para todo
E 2 G.

Algunos autores utilizan el término selección para referirse en general a
las selecciones continuas, asumiendo que dicha selección es siempre continua
con la topoloǵıa de Vietoris, y aśı lo haremos en lo que resta de este trabajo.

A lo largo de este caṕıtulo, consideraremos selecciones no sólo en CL(X),
si no que, en ocaciones, revisaremos lo que pasa para otras subcolecciones
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de CL(X). En particular, será de mucho interés estudiar las selecciones para
F2(X), y por lo tanto, les daremos un nombre espećıfico.

Definición 3.0.7. Llamamos a una selección continua f : F2 ! X una
selección débil.

El siguiente resultado nos proporciona una herramienta muy útil para
trabajar con selecciones débiles, ya que nos permite trabajar con la topoloǵıa
producto en X2 en lugar de la topoloǵıa de Vietoris en F2(X).

Proposición 3.0.8. X tiene una selección débil si y sólo si existe una fun-
ción continua g : X2 ! X tal que , para todo x, y 2 X

1. g(x, y) = g(y, x) y

2. g(x, y) 2 {x, y}.

Dicha función también será llamada una selección débil.

Demostración. Primero supongamos que X tiene una selección débil f . De-
finamos g(x, y) = f({x, y}). Sea (x, y) 2 X2 y supongamos, sin pérdida
de generalidad, que g(x, y) = f({x, y}) = x. Sea U un abierto en X tal
que x 2 U , entonces existe un abierto U = hU1, . . . , Un

i en F2(X) tal que
{x, y} 2 U y f(U) ⇢ U . Sean U

x

=
T
{U

i

: x 2 U
i

} y U
y

=
T
{U

i

: y 2 U
i

},
entonces U

x

y U
y

son abiertos no vaćıos en X. Sea V = U
x

⇥U
y

, entonces V
es un abierto en X2 que contiene a (x, y). Sea (a, b) 2 V , se tiene que a 2 U

x

y b 2 U
y

, además {a, b} 2 U , aśı que g(a, b) = f({a, b}) 2 U , lo cual implica
que g(V ) ⇢ U , por lo tanto g es continua en X.
Ahora supongamos que se cumplen las condiciones (1) y (2). Definamos
f({x, y}) = g(x, y). Para ver que f es una selección, por (1) y (2) sólo
basta ver que f es continua con la topoloǵıa de Vietoris. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que f({x, y}) = x y sea U ⇢ X un abierto tal que
x 2 U , entonces existe V = V1 ⇥ V2 ⇢ X2, con V1, V2 abiertos en X tal que
g(V ) ⇢ U . Sea V = hV1, V2i, entonces es claro que {x, y} 2 V y si {a, b} 2 V
podemos suponer, otra vez sin pérdida de generalidad, que a 2 V1 y b 2 V2,
aśı que (a, b) 2 V y f({a, b}) = g(a, b) 2 U , de lo cual se tiene f(V) ⇢ U y
por lo tanto f es una selección continua.
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3.1. Selecciónes y orden

Como se mencionó anteriormente, en esta sección veremos cómo, en cier-
tos casos, la propiedad de ser ordenable es equivalente con tener una selección
continua para algún hiperespacio de subconjuntos cerrados.

Para el desarrollo de esta sección comenzaremos recordando algunas de-
finiciones y estableciendo la notación adecuada.

Definición 3.1.1. Un espacio topológico (X, ⌧) es un espacio lineal-
mente ordenado si existe un orden lineal  tal que la topoloǵıa generada
por , ⌧, coincide con ⌧ .

Un espacio topológico es un espacio ordenado generalizado (o suborde-
nable) si puede ser encajado como subespacio en un espacio linealmente
ordenado.

Un espacio (X, ⌧) es débilmente ordenable si existe un orden lineal 
en X tal que ⌧ ⇢ ⌧ .

Definición 3.1.2. Si  es una relación de orden en X, entonces,

I⇤(x) = {t 2 X : t  x}

I⇤(x) = {t 2 X : t � x}.

La siguiente definición será utilizada con mucha frecuencia, ya que es la
base para definir un orden a partir de una selección débil.

Definición 3.1.3. Si f : F2(X)! X es una selección débil, podemos definir
una relación 

f

en X de manera que x 
f

y si f({x, y}) = x.

Como veremos en el lema siguiente, la relación 
f

es transitiva y, por lo
tanto, resulta ser un orden lineal.

En los siguientes resultados, veremos cómo la existencia de una selección
débil en un espacio conexo, garantiza la existencia de un orden débil y, en
general, las consecuencias de la existencia de selecciones en espacios conexos.
La situación, en general, se resume en el hecho de que la existencia de una
selección siempre implica la existencia de un orden débil, y la selección aśıgna
a cada cerrado su elemento mı́nimo con respecto a ese orden lineal.
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Lema 3.1.4. Si X es conexo y existe una selección débil f : F2(X) ! X,
entonces:

1. Para todo x 2 X, I⇤(x) y I⇤(x) son abiertos en X.

2. 
f

es un orden lineal en X.

3. La topoloǵıa de orden en X es más gruesa que ⌧ .

4. Existe exactamente una selección débil g además de f en X, dada por

g({x}) = x, g({x, y}) =
⇢

x si f({x, y}) = y
y si f({x, y}) = x

Demostración. 1. Sea t 2 I⇤(x), entonces t <
f

x, es decir, f({t, x}) = t.
Sea U ⇢ X una vecindad de t tal que x /2 U , entonces, como f es
continua, existe un abierto hV1, V2i en F2(X) tal que {t, x} 2 hV1, V2i y
t 2 V1, x 2 V2 y si E 2 hV1, V2i entonces f(E) 2 U . Entonces si t0 2 V1,
f({t0, x}) 2 U , y como x /2 U , f({t0, x}) = t0, aśı que t0 <

f

x y por lo
tanto t0 2 I⇤(x).
Si t 2 I⇤(x), entonces x >

f

t y f({x, t}) = x. Sean U, V abiertos en X
y tales que x 2 U , t 2 V y U \ V = ?. Como f es continua, existe un
abierto hW1,W2i de {t, x} tal que x 2 W1 y t 2 W2, y si E 2 hW1,W2i
entonces f(E) 2 U . Sea W = W2 \ V , entonces hW1,W i ⇢ hW1,W2i
aśı que si E 2 hW1,W i, f(E) 2 U . Si t0 2 W , f({x, t0}) 2 U , entonces
f({x, t)} = x ya que t0 2 V y U \ V = ?, por lo tanto x <

f

t0.

2. Basta ver que <
f

es transitiva. Sean x, y, z 2 X tales que x <
f

y,
y y <

f

z, entonces z 2 I⇤(y), aśı que X \ I⇤(y) ⇢ X \ {z}, lo cual
implica que I⇤(y)[ {y} ⇢ I⇤(z)[ I⇤(z). Como X es conexo, I⇤(y)[ {y}
es conexo y como I⇤(z) y I⇤(z) son abiertos por 1), y el hecho de que
I⇤(z) \ I⇤(z) = ?, tenemos que I⇤(y) [ {y} 2 I⇤(z) ya que y 2 I⇤(z).
Como x 2 I⇤(y), entonces x 2 I⇤(z) y por lo tanto x <

f

z.

3. Por 1), I⇤(x) y I⇤(x) son abiertos en X, por lo tanto generan una
topoloǵıa más gruesa.

Si G ⇢ CL(X) y existe una selección continua f : G ! X, podemos
definir el orden <

f

como el orden inducido por la selección f |F(X)2 .
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Lema 3.1.5. 1. Si para alguna n 2 N existe una selección f : F
n

(X) !
X, entonces f(E) es el primer elemento de E bajo el orden 

f

para
toda E 2 F

n

(X).

2. Si F(X) ⇢ G ⇢ CL(X) y si existe una selección f : G ! X, entonces
f(E) es el primer elemento bajo el orden 

f

de E para todo E 2 G.

Demostración. 1. Sean B 2 F
n

(X), x, y 2 B y x <
f

y. Sea Q = {E 2
F

n

(X) : f(E[{x, y}) = y}. Primero veremos que F
n

(X)\Q es abierto.
Sea E 2 F

n

(X) \ Q, entonces f(E [ {x, y}) = z para algún z 6= y. Sea
U una vecindad de z tal que y /2 U . Como f es continua, existe una
vecindad N = hN1, . . . , Nk

i de E [ {x, y} tal que si F 2 F
n

(X) \N ,
entonces f(F ) 2 U . Sea M una vecindad de E generada por los N

i

que son vecindades de algún punto de E. Como los únicos N
i

que no
generan a M son aquellos que son vecindades de x o de y, se tiene
que si F 2 F

n

(X) \M, entonces F [ {x, y} 2 N lo cual implica que
f(F [ {x, y}) 2 U y como y /2 U , F 2 F

n

(X) \ Q.
Ahora veremos queQ es abierto. Sea E 2 Q, entonces f(E[{x, y}) = y.
Sean U, V abiertos en X tales que y 2 U , (E [ {x, y}) \ {y} 2 V y
U \ V = ?, lo cual es posible ya que E es finito. Como f es continua,
existe una vecindad N = hN1, . . . , Nk

i de E [ {x, y} tal que si F 2
N \F

n

(X), entonces f(F ) 2 U . Sea M = hM1, . . . ,Mj

i una vecindad
de E construida como en el paso anterior, y seaM0 = hM1\V, . . . ,Mj

\
V i. Entonces si F 2 F

n

(X) \M se tiene que F [ {x, y} 2 N y aśı,
f(F [ {x, y}) 2 U , y como F [ {x, y} \ U = y, f(F [ {x, y}) = y, por
lo tanto F 2 Q.
Como F

n

(X) es conexo por 2.4.1 y por el hecho de que Q y F
n

(X) \Q
son abiertos ya que {x, y} 2 F

n

(X) \ Q, tenemos que Q 6= ?, y por lo
tanto f(B) 6= y aśı que f(B) 

f

z para todo z 2 B.

2. Sea E 2 G y f(E) = y. Supongamos que y no es el elemento mı́nimo
de E, entonces existe x 2 E tal que x <

f

y. Tenemos que I⇤(x) es una
vecindad de y, entonces por la continuidad de f , existe una vecindad
N de E tal que si F 2 G \N , entonces f(F ) 2 I⇤(x). Como F(X) es
denso en G por 1.1.11, existe F 2 G \ N finito con x 2 F , entonces
f(F ) = z 2 I⇤(x) y z 6= x, aśı que x <

f

z. Supongamos que |F | = n,
entonces F 2 F

n

(X) y f |F
n

(X) es una selección continua, aśı que por
1), z <

f

x, lo cual es una contradicción.
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Lema 3.1.6. Supongamos que todas las componentes de X son abiertas. Se
cumple:

1. Si existe una selección débil f : F2(X)! X, entonces existe un orden
lineal en X que genera una topoloǵıa más gruesa que ⌧ .

2. Si existe una selección f : CL(X)! X. entonces existe un orden lineal
en X la cual genera una topoloǵıa más gruesa que ⌧ y tal que todo
subconjunto cerrado con la topoloǵıa ⌧ tiene un elemento mı́nimo.

Demostración. 1. Primero demos un buen orden <
c

al conjunto de las
componentes conexas de X. Denotemos por C(x) a la componente que
contiene a x. Para cada componente C de X, f : F2(C) ! X es una
selección débil y podemos definir el orden <

f

en F2(C) como en 3.1.3.
Definimos ahora una relación en X como sigue:

x < y si

⇢
f({x, y}) = x si x y y están en la misma componente
C(x) <

c

C(y) si x y y están en distinta componente.

La relación anterior es claramente un orden lineal, y para cada x 2 X,

I⇤(x) = {t 2 C(x) : t < x} [
[

C<

C

C(x)

C y

I⇤(x) = {t 2 C(x) : t > x} [
[

C(x)<
C

C

C

son abiertos en X y por lo tanto inducen una topoloǵıa más gruesa.

2. Para cada componente C de X, f es una selección para F(C). Si defi-
nimos un orden en X, como en 1), basta ver que cada cerrado relativo
a ⌧ tiene un elemento mı́nimo. Sea A ⇢ X cerrado y sea C la menor
componente de X que contiene algún punto de A, entonces A \ C es
un cerrado no vaćıo de C y tiene, por 3.1.5 un elemento mı́nimo y que
es también, por la definición de la relación de orden, elemento mı́nimo
de A.

A continuación revisaremos la situación opuesta, es decir, las consecuen-
cias de que un espacio tenga un orden cuya topoloǵıa sea más gruesa que
la original. En este caso veremos que la existencia de dicho odren garanti-
za la existencia de una selección continua para una familia determinada de
subconjuntos cerrados.
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Lema 3.1.7. Supongamos que existe un orden lineal en X tal que la topoloǵıa
de orden es más gruesa que ⌧ y sea R(X) = {E 2 CL(X) : para todo F 2
CL(X), E \ F es vaćıo o tiene un elemento mı́nimo}. Entonces:

1. f : R(X) ! X, definida como f(E) =elemento mı́nimo de E, es una
selección.

2. K(X, ⌧) ⇢ R(X).

Demostración. 1. Sea E 2 R(X) y sea f(E) = x. Sea U una vecindad de
x en ⌧ . Debemos encontrar una vecindad N de E tal que si F 2 N \
R(X), entonces f(F ) 2 U . Si E ⇢ U , entonces N = hUi cumple con la
condición, entonces supongamos que E 6⇢ U , aśı que E \ (X \U) 6= ?.
Sea y 2 E \ (X \ U) y consideremos 2 casos:

Caso 1. No existe z 2 X tal que x < z < y. Sea N1 = {t : t <
y} \ U , N2 = {t : t > x}. Entonces N1 y N2 son abiertos en ⌧ ,
x 2 N1, y 2 N2 y E ⇢ N1 [ N2, aśı que N = hN1, N2i es una
vecindad de E. Si t1 2 N1 y t2 2 N2, entonces t1 < t2 y se tiene
que si F 2 N \R(X), entonces f(F ) 2 N1 ⇢ U .

Caso 2. Si existe z 2 X tal que x < z < y, sean N1 = U , N2 = {t :
t < z}\U y N3 = {t : t > z}. Entonces N1, N2 y N3 son abiertos
en ⌧ .

2. Sea E 2 K(X), entonces E\F es compacto en ⌧ para todo F 2 CL(X)
y también es compacto con la topoloǵıa del orden y entonces E tiene
un elemento mı́nimo, aśı que K(X) ⇢ R(X).

Gracias a los resultados anteriores, podemos establecer el siguiente teore-
ma que revela la cercana relación entre selecciones continuas y ordenabilidad.

Teorema 3.1.8. Sea (X, ⌧) un espacio Hausdor↵ tal que todas las compo-
nentes de X son conexas.

1. Existe una selección continua f : CL(X) ! X si y sólo si existe un
orden lineal en X tal que la topoloǵıa del orden es más gruesa y todo
cerrado relativo a ⌧ tiene un elemnto mı́nimo.

2. Existe una selección f : K(X) ! X si y sólo si existe un orden lineal
en X tal que la topoloǵıa del orden es más gruesa que ⌧ .
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Ahora veremos bajo qué condiciones una selección débil puede ser exten-
dida a otros hiperespacios que contienen a F2(X).

Proposición 3.1.9. Si X es un espacio conexo y si existe una selección débil
f : F2(X)! X, entonces:

1. Existe una extención de f a K(X).

2. Si todo E 2 CL(X) tiene un elemento mı́nimo, entonces existe una
extención de f a CL(X).

3. Si F(X) ⇢ G ⇢ CL(X), entonces cualquier extención a G es única.

4. Para toda n 2 N, cualquier extención a F
n

(X) es única.

Demostración. 1. Por 3.1.4, <
f

es un orden lineal en X y por 3.1.4 la
topoloǵıa del orden inducida por <

f

es más gruesa que ⌧ , aśı que por
3.1.7 existe una selección f̂ : R(X) ! X tal que f̂(E) es el mı́nimo
elemento de E con respecto a <

f

para todo E 2 R(X). Por 3.1.7
K(X) ⇢ R(X) aśı que f̂ |K(X) = f .

2. Por 1), f tiene una extensión única f̂ a R(X), pero R(X) = CL(X).

3. Por 3.1.5, si f̂ es una extensión de f a G y E 2 G, f̂(E) es el elemento
mı́nimo de E con respecto a <

f

, aśı que f̂ |F2(X) = f .

4. Por 3.1.5, si existe una extensión f̂ de f a F
n

(X) y E 2 F
n

(X), entonces
f̂(E) es el mı́nimo elemento de E con respecto a<

f

, aśı que f̂ |F2(X) = f .

Corolario 3.1.10. Si X es un espacio conexo y si existe una selección débil
f : F2(X) ! X, entonces existe una única extención de f a G ⇢ CL(X) si
G satisface alguna de las siguientes condiciones:

1. G = F
n

(X) para alguna n 2 N,

2. F(X) ⇢ G ⇢ K(X),

3. F(X) ⇢ G y todo E 2 CL(X) tiene un elemento mı́nimo.
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Otro aspecto importante que debemos abordar es el saber cuantas se-
lecciones continuas puede tener un hiperespacio determinado, ya que más
adelante esto nos ayudara a caracterizar ciertos espacios a partir del número
de selecciones que existen. Para esto, introduciremos la siguiente definición

Definición 3.1.11. Si X es un espacio topológico y G es un hiperespacio
de X, denotaremos por Sel(G) al conjunto de todas las selecciones continuas
para el hiperespacio G y por #Sel(G) al número de selecciones continuas de
G.

Proposición 3.1.12. Sea X un espacio conexo. Sea #Sel(G) el número
máximo de selecciones diferentes que existen de un subconjunto fijo G de
CL(X) a X. Entonces:

1. Si F2(X) ⇢ G ⇢ K(X), entonces #Sel(G) = 0 o #Sel(G) � 2.

2. Si G � F(X), o si G = F
n

(X) para alguna n, entonces #Sel(G)  2.

Demostración. 1. Por 3.1.4, siX tiene una selección débil, necesariamente
debe existir otra distinta, y por 3.1.9 cada una de estas selecciones se
puede esxtender a G.

2. Por la parte 3 y 4 de 3.1.9, cualquier selección débil se extiende de
manera única a G, por lo tanto el número máximo de dichas selecciones
será 2.

3.2. Selecciones continuas y compacidad

El objetivo de esta sección es estudiar espacios compactos, o con propie-
dades similares, desde el punto de vista de las selecciones continuas. Comen-
zaremos con resultados al respecto de la existencia de un orden lineal dada
una selección débil en el caso de espacios compactos, tal y como se hizo ante-
riormente para espacios conexos. Veremos que lo mismo ocurre en el caso de
espacios casi compactos, para los cuales su compactación de Stone-Čech es
ordenable si y sólo si tiene una selección continua. También proporcionare-
mos ejemplos que son de gran utilidad para determinar ciertos espacios que
no pueden tener selecciones continuas, en particular, el espacio de los reales
y el de los números racionales. Por último nos encargaremos de caracterizar
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espacios compactos, a partir del número de selecciones continuas que existen
en el hiperespacio de subconjuntos cerrados de dicho espacio.

Anteriormente, vimos como la existencia de una selección débil en un
espacio conexo, o cuyas componentes son abiertas, garantiza la existencia de
un orden en dicho espacio, y viceversa, la existencia de un orden lineal que
genere una topoloǵıa más débil, garantiza la existencia de una selección.

El caso para espacios compactos es similar, pero probarlo resulta algo un
poco más complejo. A continuación presentamos un resultado importante el
cual nos proporciona una construcción para obtener un orden lineal siempre
que se tenga un espacio compacto con una selección débil. Este resultado
lo encontramos en el trabajo de Jan Van Mill y Ever Wattel [14] y en el se
presenta una construcción a detalle del orden lineal requerido a través de
definir, para cada punto, uno a uno los intervalos de la forma I⇤(x) y I⇤(x).
Su importancia y relevancia para el estudio de las selecciones continuas es
indiscutible.

Teorema 3.2.1. Si X es un espacio compacto y tiene una selección débil
f : X2 ! X, entonces X es ordenable.

Demostración. Para cada x 2 X definamos

B
x

= {y 2 X : f(y, x) = y}

y

A
x

= {y 2 X : f(y, x) = x}.

Notemos que A
x

y B
x

son ambos cerrrados. A
x

[B
x

= X y A
x

\B
x

= {x}.
Sea � un buen orden en X. Para cada x 2 X construiremos de manera
recursiva conjuntos cerrados L

x

, U
x

⇢ X tales que

1. L
x

[ U
x

= X y L
x

\ U
x

= {x}

2. Si y � x y x 2 L
y

, entonces L
x

⇢ L
y

\ {y},

3. Si y � x y x 2 U
y

, entonces U
x

⇢ U
y

\ {y},

4. Si z 2 L
x

y z /2
S
{L

y

: y � x y x 2 U
y

} entonces z 2 B
x

,

5. Si z 2 U
x

y z /2
S
{U

y

: y � x y x 2 L
y

} entonces z 2 A
x

.
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Sea x0 el primer elemento de X y sean L
x0 = B

x0 y U
x0 = A

x0 . Supongamos
que hemos definido ya L

y

y U
y

para todo y � x de manera que satisfagan las
condiciones 1) a 5). Sea E = {y � x : x /2 L

y

} y F = {y � x : x /2 U
y

}. Sea
Z = X \ (

S
y2E L

y

[
S

y2F U
y

). Si  = |E|, sea  el orden de los cardinales y
definamos para cada ⇠ <  puntos y

⇠

2 E de la siguiente manera.

1. 6) y0 = min(E),

2. 7) y
⇣

= min({x} [ {y 2 E : y
µ

� y para todo µ < ⇣ y y /2
S

µ<⇣

L
y

µ

}).

Sea ⇠ <  el primer ordinal tal que y
⇠

= x.

Afirmación 1. Si ⇠0  ⇠ entonces
S
{L

y

: y 2 E y y � y
⇠0} =

S
µ<⇠0

L
y

µ

.
Sea y 2 {z 2 E : z � y

⇠0} \ {yµ : µ < ⇠0} y sea µ  ⇠0 el primer ordinal
tal que y � y

µ

. Como y
⇢

� y para todo ⇢ < µ y como y 6= y
µ

, por 7),
y 2

S
⇢<µ

L
y

⇢

. Elijamos ⇢ < µ de manera que y 2 L
y

⇢

. Como y
⇢

� y,
por 2), L

y

⇢ L
y

⇢

⇢
S

�<⇠0
L
y

�

.

Afirmación 2. Si µ0 < µ1 < ⇠ entonces L
y

µ0
⇢ L

y

µ1
\ {y

µ1}.
Por 7) y

µ1 /2 L
y

µ0
. Por lo anterior, y

µ1 2 U
y

µ0
, y entonces, por 3),

U
y

µ1
⇢ U

y

µ0
\ {y

µ0}. Por 1), Ly

µ0
⇢ L

y

µ1
\ {y

µ1}.

Afirmación 3. Si µ0 < µ1 < ⇠ entonces L
y

µ1
\ L

y

µ0
⇢ A

y

µ0
.

Tomemos t 2 L
y

µ1
\ L

y

µ0
. Como t 2 U

y

µ0
y, por 5),

U
y

µ0
⇢

[
{U

y

: y � y
µ0 y y

µ0 2 L
y

} [ A
y

µ0
,

podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que t 2 U
z

para algún
z � y

µ0 con y
µ0 2 L

z

. Supongamos que y
µ1 2 L

z

. Como y
µ0 � y

µ1 , y
como z � y

µ0 , se tiene por 2) que L
y

µ1
⇢ L

z

\ {z}. Por lo anterior.
t 2 L

z

\ {z} y t 2 U
z

, contradiciendo 1). Esto muestra que y
µ1 /2 L

z

lo
que implica que y

µ1 2 U
z

. Como z � y
µ1 , por 3), U

y

µ1
⇢ U

z

y por lo
tanto x 2 U

z

. Si, además x 2 L
z

, entonces x = z lo cual es imposible
ya que z � x. Concluimos que x /2 L

z

, o de manera equivalente, z 2 E.
Sea ✏  µ0 el mı́nimo ordinal tal que z � y

✏

. Como y
�

� z para toda
� < ✏, por 7), se tiene que z = y

✏

o z 2 L
y

�

para algún � < ✏. Si z = y
✏

,
entonces y

µ0 2 L
y

✏

, lo cual contradice, por la afirmacion 2, que z � y
µ0 .
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Por lo tanto, z 2 L
y

�

para algún � < ✏. Entonces z 2 L
y

�

⇢ L
y

µ0
\{y

µ0}.
Como z � y

µ0 y como y
µ0 2 L

z

, por 2), se tiene también que

L
y

µ0
⇢ L

z

\ {z},

lo cual implica que z 2 L
y

µ0
⇢ L

z

\ {z}, llegando a una contradicción.

Afirmación 4. Si t 2 Cl
X

(
S

y2E L
y

) \
S

y2E L
y

, entonces t es un punto
de acumulación de la red {y

µ

: µ < ⇠}.
Supongamos lo contrario y tomemos una vecindad cerrada C de t que
no intersecta a

Cl
X

{y
µ

: µ < ⇠}.

Por la afirmación 1, es claro que existe un subconjunto cofinal G ⇢ ⇠
con la propiedad de que, para cada µ 2 G, existe un punto c

µ

2 C\L
y

µ

tal que
µ = mı́n{� < ⇠ : c

µ

2 L
y

�

}.

Tomemos µ 2 G. Afirmamos que c
µ

2 B
y

µ

. De otra forma, por 4) existe
y � y

µ

tal que c
µ

2 L
y

y y
µ

2 U
y

. Como y � y
µ

y y
µ

2 U
y

, por 3),
U
y

µ

⇢ U
y

\ {y} lo cual implica que L
y

⇢ L
y

µ

. Por lo anterior, x /2 L
y

,
ya que x /2 L

y

µ

, o de manera equivalente, y 2 E. Por la afirmación 1
podemos encontrar � < µ tal que c

µ

2 L
y

�

, lo cual es una contradicción
ya que µ = mı́n{� < ⇠ : c

µ

2 L
y

�

}. Esto implica que, para toda µ 2 G
se tiene que f(c

µ

, y
µ

) = c
µ

.
Sea (c, y) un punto de acumulación de la red {(c

µ

, y
µ

)}
µ2G. Entonces

c 2 C y y /2 C, y como f(c
µ

, y
µ

) = c
µ

2 C para todo µ 2 G es
claro que f(c, y) = c. Ahora tomemos µ 2 G de manera arbitraria.
Para � > µ se tiene, por la afirmación 3, que f(y

µ

, c
�

) = y
µ

. Entonces
f(c, y

µ

) = f(y
µ

, c) = y
µ

. Esto implicaŕıa que f(c, y) = y, y como y 6= c,
esto es una contradicción.

Afirmación 5. Si t y u son ambos puntos de acumulación de la red
{y

µ

: µ < ⇠}, entonces t = u.
Sean C y D vecindades cerradas ajenas de t y u respectivamente. Cla-
ramente existe un subconjunto cofinal G ⇢ ⇠ y para cada µ 2 G existen
puntos

c
µ

2 C \ {y
�

: � < ⇠} y d
µ

2 D \ {y
�

: � < ⇠}
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tales que si µ, � 2 G y µ < � entonces

c
µ

� d
µ

� c
�

.

Sea (t0, u0) un punto de acomulación de la red {(c
µ

, d
µ

)}
µ2G, entonces

t0 2 C y u0 2 D. Por la afirmación 3, f(c
µ

, d
µ

) = c
µ

y en consecuencia,
f(u0, t0) = t0. Fijemos µ 2 G. Para cada � > µ tenemos, por la afir-
macion 3, que f(d

µ

, c
�

) = d
µ

. Como t0 2 Cl
X

{c
�

: � > µ} esto implica
que

f(d
µ

, t0) = d
µ

.

Como (u0, t0) 2 Cl
X

2{(d
µ

, t0) : µ 2 G}, esto implica que f(u0, t0) = u0.
Como u0 6= t0, se tiene una contradicción.

Afirmación 6.
S

y2E L
y

tiene a lo más un punto frontera.
Se sigue de las afirmaciones 4 y 5.

Afirmación 7. Si t 2 Z y µ < ⇠, entonces t 2 A
y

µ

.
Como t /2 L

y

µ

, claramente t 2 U
y

µ

. Entonces, por 5), si t /2 A
y

µ

, aśı que
t 2 U

y

para algún y � y
µ

con y
µ

2 L
y

. Si x 2 L
y

, entonces x /2 U
y

ya
que, como x 6= y, Z \U

y

= ? lo cual contradice que t 2 Z \U
y

. Por lo
tanto y 2 E. Por la afirmación 1

[
{L

y

: y 2 E y y � y
µ

} =
[

�<µ

L
y

�

.

Entonces y
µ

2 L
y

�

para algún � < µ, lo cual contradice 7).

Una vez probadas las afirmaciones anteriores, procedemos a definir los
conjuntos L

x

y U
x

.
Formalmente tenemos que considerar dos casos, uno si ⇠ es sucesor y otro

si ⇠ es limite. Podemos suponer que ⇠ es ordinal ĺımite.
Como L

y

µ

\ {y
µ

} es abierto para cada µ < ⇠, por las afirmaciones 1) y 2),S
y2E L

y

debe tener un punto ĺımite a, y por la afirmación 6, a es único.
Usando el mismo procedimiento, pero ahora para F y restringiéndonos de
nuevo al caso ĺımite, podemos encontrar un ordinal ĺımite ⌘ y para cada
µ < ⌘ un punto z

µ

2 F tal que
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1. Si µ < � entonces U
z

µ

⇢ U
z

�

.

2.
S

µ<⌘

U
z

µ

=
S

y2F U
y

, y

3. si t 2 Z y µ < ⌘ entonces t 2 B
z

µ

.

Nuevamente encontramos que
S

y2F U
y

tiene un único punto frontera, diga-
mos b, y que este punto es un punto de acomulación de la red {z

n

: µ < ⌘}.
Notemos que por 1), 2) y 3), y 2 E y y0 2 F implica que L

y

\ U
y

0 = ?.
Caso 1. a = b. Probaremos que Z = {x} = {a} = {b}. Para ello, supongamos
que t 2 Z. Por la afirmación 7, f(y

µ

, t) = y
µ

para toda µ < ⇠, y en consecuen-
cia f(a, t) = t ya que a es punto ĺımite de {y

µ

}
µ<⇠

. Por otro lado, por 10),
f(t, z

µ

) = t para todo µ < ⌘. Por el mismo argumento f(t, a) = f(t, b) = t,
aśı que se tiene que t = a.
Entonces concluimos que a = b = x y Z = {x}. Ahora definamos

L
x

=
[

y2E

L
y

[ {x} y U
x

=
[

y2F

U
y

[ {x}.

una verificación sencilla muestra que nuestra hipótesis de inducción se satis-
face.
Caso 2. a 6= b y x /2 {a, b}. Definamos L

x

=
S

y2E L
y

[ (Z \ B
x

) y U
x

=S
y2F U

y

[ (Z \A
x

). Observemos que L
x

y U
x

son cerrados ya que a 2 Z \B
x

y b 2 Z \ A
x

. Una vez más, se ve fácilmente que la hipótesis inductiva se
cumple.
Caso 3. x = a y a 6= b. Definamos L

x

=
S

y2E L
y

[ {x} y U
x

=
T

µ<⇠

U
y

µ

.
Caso 4. x = b y a 6= b. Similar al caso 3.

Para terminar la prueba, definamos x  y si y sólo si x 2 L
y

. Entonces 
es un orden lineal que genera la topoloǵıa de X ya que X es compacto y para
cada x 2 X los conjuntos {y 2 X : y  x} y {y 2 X : x  y} son cerrados.

En general, como menciona Miyazaki [12], el teorema anterior no es valido
si cambiamos compacidad por alguna otra propiedad topológica, por ejem-
plo, la propiedad de Lindelof, sin embargo tomando ciertas consideraciones
encontramos resultados que son muy similares y en los cuales podemos dejar
de lado la compacidad.
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El primer ejemplo de lo dicho anteriormente lo presentamos en este impor-
tante teorema el cual nos proporciona un interesante criterio para determinar
cuándo la compactación de Stone-Čech de un espacio Tychono↵ tiene una
selección débil.

Teorema 3.2.2. Si X es un espacio Tychono↵ tal que X2 es pseudocompac-
to, entonces X tiene una selección débil si y sólo si �X tiene una selección
débil.

Demostración. La necesidad es inmediata, solo basta restringir la seleccin
débil de �X a X..
Para probar la suficiencia, supongamos que X tiene una selección débil. Sea
f : X2 ! X una selección débil, es decir, que cumple com las condiciones
de la proposición 3.0.8. Como X es Tychono↵, podemos tomar la extención
�f : �X2 ! �X. Como X2 es pseudocompacto, por 4.1.3, �X2 = �X ⇥ �X
(ver apéndice), aśı que �f es una función continua de �X ⇥ �X en �X.
Veremos que �f es una selección continua. Sean x, y 2 �X. Consideremos 2
casos:

Caso 1. x, y 2 X. En este caso, �f es una selección continua ya que �f
es una extensión de f .

Caso 2. x 2 X y y 2 �X \X. Sea {y
↵

}
↵2� ⇢ X una red que converge a

y en �X. Entonces {(x, y
↵

)}
↵2� es una red en X2 que converge a (x, y)

en (�X)2 y �f(x, y
↵

) 2 {x, y
↵

}. Supongamos que �f(x, y) = z para
alguna z 2 �X de tal forma que x 6= y 6= z. Tomemos abiertos ajenos
U
x

, U
y

y U
z

que contienen a x, y, z respectivamente en �X. Como z =
ĺım �f(x, y

↵

), existe un ↵ 2 � tal que �f(x, y
↵

0) 2 U
z

para toda ↵0 � ↵.
Por otro lado, como (x, y) = ĺım(x, y

↵

), existe � 2 � tal que (x, y
�

0) 2
U
x

⇥ U
y

para toda �0 � �, es decir, �f(x, y0
�

) 2 U
x

o �f(x, y0
�

) 2 U
y

.
Entonces para � � ↵, � se tiene que �f(x, y

�

) 2 (U
x

\U
z

)[(U
y

\U
z

), lo
cual es una contradicción por la manera en que elegimos a U

x

, U
y

, U
z

.
La contradicción anterior implica que �f(x, y) 2 {x, y}. Finalmente,
�f(x, y) = ĺım �f(x, y

↵

) = ĺım �f(y
↵

, x) = �f(y, x).

Caso 3 x, y 2 �X \X. Se prueba de manera análoga al caso anterior.

Como consecuencia del teorema anterior podemos concluir además que
para un espacio Tychono↵X tal queX2 es pseudocompacto, son equivalentes:
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X es debilmente ordenable,

X tiene una selección débil,

�X tiene una selección débil,

�X tiene una selección continua, y

�X es ordenable.

En los siguientes resultados, revisaremos los espacios casi compactos, es
decir, espacios que difieren de su compactación de Stone-Čech por un punto.

Definición 3.2.3. Un espacio Tychono↵ no compacto X es casi compacto
si |�X \X| = 1

Nuestro siguiente objetivo será ver qué caracteŕısticas debe tener un es-
pacio casi compacto para que su compactación de Stone-Čech sea ordenable
o tenga una selección continua.

Lema 3.2.4. Sea X un espacio casi compacto con {x} = �X \X. Suponga-
mos que �X es ordenable. Entonces la topoloǵıa de �X puede ser generada
por un orden lineal ⌧ tal que x es el elemento mı́nimo de �X bajo ⌧.

Demostración. Sea < un orden lineal que genera la topoloǵıa en �X. Su-
pongamos, sin pérdida de generalidad, que x no es un elemento máximo de
(�X,<), de lo contrario podemos tomar a⌧ como el orden inverso de <. Su-
pongamos entonces que x no es un elemento máximo ni mı́nimo de (�X,<).
Denotemos por (�1, x)

<

al conjunto {y 2 X : y < x} y por (x,1)
<

al
conjunto {y 2 X : x < y}. Entonces X = (�1, x)

<

[ (x,1)
<

. Claramente
A = (�1, x)

<

y B = (x,1)
<

son conjuntos nulos en X con X = A � B.
Como X es casi compacto, alguno de los subespacios A o B, digamos A, debe
ser compacto. Obviamente x es un elemento máximo bajo < de A [ {x}, y
elemento mı́nimo de {x}[B. Como A es compacto, B[{x} es cerrado-abierto
en �X. Definamos un nuevo orden ⌧ en �X como sigue. Para cualesquiera
p, q 2 �X

p⌧ q ,

8
<

:

p < q si p, q 2 A
p > q si p, q 2 B [ {x}
p 2 A y q 2 B [ {x}

Como B [ {x} y A forman una cubierta cerrada-abierta de �X, la to-
poloǵıa del orden generada por ⌧ es igual que la topoloǵıa generada por
<.
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Como consecuencia inmediata, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.2.5. Sea X un espacio casi compacto con {x} = �X \ X. Supon-
gamos que �X es ordenable. Entonces X puede ser ordenado con un orden
lineal < que cumple las siguientes condiciones:

Todo subconjunto cerrado de X tiene un elemento mı́nimo bajo <.

(�1, q]
<

es compacto para cada q 2 X.

Finalmente, podemos ver el panorama completo en lo que a espacios casi
compactos se refiere.

Teorema 3.2.6. Para un espacio casi compacto X son equivalentes:

1. �X tiene una selección débil.

2. �X tiene una selección continua.

3. �X es ordenable.

4. X es ordenable.

5. X es ordenable por un orden < de tal manera que todo subconjunto
cerrado de X tiene un elemento mı́nimo bajo <.

6. X es débilmente ordenable por un orden <de manera que todo subcon-
junto cerrado de X tiene un elemento mı́nimo bajo <.

7. X tiene una selección continua.

8. X tiene una selección débil.

9. X es debilmente ordenable.

Demostración. Los espacios casi compactos son pseudocompactos y local-
mente compactos. Las equivalencias 1 , 2 , 3 , 8 , 9 se siguen
del teorema 3.2.2. Las implicaciones 3 ) 5 del teorema 3.2.4. Finalmente
5) 6) 7) 8 y 3) 4) 9 son triviales.

Ahora veremos que todo espacio métrico completo cero-domensional tiene
una selección continua. Para este propósito debemos introducir el concepto
de espacio topológicamente bien ordenado.
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Definición 3.2.7. Si X es un espacio linealmente ordenado, un subespa-
cio A ⇢ X es un subespacio topológicamente bien ordenado de X si todo
subconjunto cerrado no vaćıo en A tiene un primer elemento.

Como consecuencia del teorema 4.2.5 (ver apéndice) obtenemos el siguien-
te resultado.

Teorema 3.2.8. Todo espacio métrico completo cero-dimensional X puede
ser encajado como un subespacio cerrado topológicamente bien ordenado en
un espacio linealmente ordenado L.

Finalmente, como corolario del teorema anterior, obtenemos el siguien-
te resultado el cual establece que todo espacio cero-dimensional y métrico
completo tiene una selección continua.

Corolario 3.2.9. Si X es un espacio métrico completo cero-dimensional,
entonces existe una selección continua para CL(X).

Hasta el momento hemos visto como la propiedad de tener una selección
continua está ı́ntimamente relacionada con el hecho de que el espacio tenga
un orden lineal. Ahora veremos como las selecciones continuas constituyen
también una herramienta para caracterizar a ciertos tipos de espacios.
Comenzaremos viendo cómo las selecciones continuas resultan sumamente
efectivas para caracterizar distintos tipos de intervalos, para lo cual veremos
primero los siguientes lemas.

Lema 3.2.10. Supongamos que (X, ⌧) es conexo, localmente conexo y tiene
una selección continua. Entonces ⌧ = ⌧

<

, donde ⌧
<

es el orden definido en
3.1.3.

Demostración. Como (X, ⌧) es localmente conexo, es Hausdor↵. Sea < el
orden lineal definido en 3.1.3. Mostraremos que ⌧

<

= ⌧ . La inclusion ⌧
<

⇢ ⌧ es
clara por 3.1.4. Para probar la otra contención, tomemos un abierto arbitrario
V 2 ⌧ y un x 2 V . Como X es localmente conexo, podemos encontrar U y
W en ⌧ y un conjunto C ⌧ -conexo tales que x 2 U ⇢ C ⇢ W ⇢ V . Como C
es ⌧ -conexo y ⌧

<

⇢ ⌧ , C también es ⌧
<

-conexo. Notemos que C 6= x, de lo
contrario {x} = U 2 ⌧ , y entonces (X, ⌧) no seria conexo.
Ahora consideremos dos casos.

Caso 1. x es un elemento mı́nimo de X con respecto al orden <. Como
C es ⌧ -conexo y x 2 C 6= {x}, se sigue que existe algún c 2 X con
[x, c) ⇢ C ⇢ V . Como x es un elemento mı́nimo con el orden <, se
tiene que [x, c) = (�1, c) 2 ⌧

<

.
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Caso 2. x es un elemento máximo de X con el orden <. Este caso es
análogo al caso 1.

Caso 3. x no es un elemento máximo ni mı́nimo de X con el orden <.
Como ⌧

<

⇢ ⌧ , por 3.1.4, los conjuntos F� = {y 2 X \ W : y < x} y
F+ = {y 2 X \W : y > x} son ⌧ -cerrados. Tomando, si es necesario
un W más pequeño, podemos afirmar sin pérdida de generalidad que
F+ 6= ? y F� 6= ?.
Veremos que x 6= supF�, de lo contrario, si x = supF�, como F� =
{y 2 X \ W : y < x} y C ⇢ W , se sigue del hecho de que C sea
⌧
<

-conexo, que C ⇢ {y 2 X : y � x}. En particular, x 2 U ⇢ C ⇢
{y 2 X : x � y}. Como U 2 ⌧ , y (x,1) ⇢ ⌧

<

⇢ ⌧ , concluimos que
[x,1) 2 ⌧ . Como (1, x) 2 ⌧

<

⇢ ⌧ y (X, ⌧) es conexo, se sigue que
(�1, x) = ?, es decir, x es un elemento mı́nimo de X bajo <, lo cual
es una contradicción.
Ahora veremos que x 6= ı́nf F�, ya que de lo contrario, y de manera
similar llegaŕıamos a la conclusión de que x es un elemento máximo de
X bajo el orden <.
De los dos hechos anteriores, se tiene que existen a, b 2 X tales que
x 2 (a, b) ⇢ U ⇢ V , lo cual completa la prueba.

En la sección anterior vimos que un espacio conexo puede tener máximo
dos selecciones continuas. Cuando es el caso que el espacio tenga exactamente
dos selecciones continuas, el espacio debe ser compacto y ordenable.

Teorema 3.2.11. Sea X un espacio conexo, Hausdor↵. Entonces #Sel(CL(X)) =
2 si y sólo si X es compacto y ordenable.

Demostración. Si (X,<) es un espacio conexo, compacto, Hausdor↵ y orde-
nable, entonces las funciones �, : CL(X) ! X dadas por �(F ) = mı́nF y
 (F ) = máxF son selecciones continuas, las cuales son distintas si X tiene
al menos dos puntos. Por 3.1.4 se sigue que estas son las únicas selecciones
para X.
Supongamos ahora que X es un espacio conexo, Hausdor↵ con exactamente
dos selecciones. Sea < el orden lineal en X definido en 3.1.3. Como X tiene
exactamente dos selecciones, estas deben ser � y  , aśı que todo subconjunto
cerrado de X tiene un elemento mı́nimo y un elemento máximo.
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Si F ⇢ X es ⌧
<

-cerrado, entonces también es un ⌧ -cerrado, y por la afirma-
ción anterior, existen mı́nF = ı́nf F 2 F y máxF = supF 2 F , entonces,
para todo A ⇢ X, existen ı́nf A y supA, aśı que (X, ⌧

<

) es compacto.
Finalmente, para ver que ⌧

<

= ⌧ probaremos que todo ⌧ -cerrado F es tam-
bién ⌧

<

-cerrado. Sea F ⌧ -cerrado y supongamos que x 2 Cl
⌧

<

(F ). Entonces
x 2 Cl

⌧

<

(F+) o x 2 Cl
⌧

<

(F�), lo cual significa que x = supF� o x = ı́nf F+.
Como ⌧

<

⇢ ⌧ , F� y F+ son ⌧ -cerrados, y supF� = máxF� 2 F� ⇢ F y
ı́nf F+ = mı́nF+ 2 F+ ⇢ F . En cualquier caso se tiene que x 2 F . Por lo
tanto F es ⌧

<

-cerrado.

También tenemos dos casos en las que el número de selecciones continuas
pueden ser más de dos, o ninguna.

Lema 3.2.12. Supongamos que (X,�) es un espacio conexo, localmente co-
nexo, linealmente ordenado con al menos dos puntos.

1. Si X no tiene elemento máximo ni mı́nimo con el orden �, entonces
#Sel(CL(X)) = 0

2. El número total de selecciones continuas en (X,�) es igual al número
de elementos maximales y minimales de X con el orden �.

Demostración. Sea < el orden lineal como en 3.1.3. Por el lema 3.2.10 se
sigue que < y � generan la misma topoloǵıa. Por 4.3.6 (ver apéndice) se
tiene que < y � deben ser iguales o inversos. Aśı que el resultado se sigue de
3.1.4.

Como consecuencia de los resultados anteriores, podemos afirmar lo si-
guiente acerca de los intervalos de la forma (0, 1) y [0, 1).

Corolario 3.2.13. (0, 1) no tiene selección continua.

[0, 1) tiene exactamente una selección continua.

A continuación damos la definición de la Recta de Alexandro↵, la cual no
debe resultar desconocida para todos aquellos familiarizados con la topoloǵıa
general, pero ya que será relevante en los siguientes resultados, lo definimos
formalmente.

Definición 3.2.14. La Recta de Alexandro↵ o Recta larga (Long line) L se
define como el espacio ordenado !1 ⇥ [0, 1) con el orden lexicográfico.
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Ya estamos ahora en condiciones de dar una caracterización de los in-
tervalos de la forma [0, 1] y [0, 1) a partir de la existencia de selecciones
continuas.

Teorema 3.2.15. Un espacio X conexo por trayectorias, Hausdor↵ y tal que
#Sel(CL(X)) 6= 0, es homeomorfo a un punto, al intervalo [0, 1), al intervalo
[0, 1] o a la Recta de Alexandro↵.

Demostración. Supongamos que (X, ⌧) es un espacio Hausdor↵ conexo por
trayectorias que tiene una selección continua. Sea < el orden lineal de 3.1.3.
Diremos que un subconjunto C de X es convexo si [a, b] ⇢ C siempre que
a, b 2 C y a < b.
Primero veremos que si a, b 2 X y a < b, entonces [a, b] es homeomorfo a
[0, 1] (*). Para esto, sea f : [0, 1]! (X, ⌧) una función continua e inyectiva,
con f(0) = a y f(1) = b, la cual existe ya que (X, ⌧) es conexo por trayecto-
rias. Como ⌧

<

⇢ ⌧ , por el lema 3.1.4, f([0, 1]) es un subconjunto ⌧
<

-conexo
de X. Como todo subconjunto conexo de un espacio linealmente ordenado es
convexo, [a, b] ⇢ f([0, 1]). La contención contraria f([0, 1]) ⇢ [a, b] se sigue
del teorema del valor medio y del hecho de que f es inyectiva. Aśı que f es
una función continua, inyectiva y tal que f([0, 1]) = [a, b].
Ahora, sea L⇤ el espacio obtenido de identificar el elemento mı́nimo de dos
copias ajenas de la recta de Alexandro↵. Probaremos que (X, ⌧) no con-
tiene un subconjunto convexo homeomorfo a L⇤ (**). Supongamos por el
contrario que Z es un subconjunto convexo de (X, ⌧) que es homeomorfo a
L⇤, aśı que que Z debe ser igual a alguno de los subconjuntos X, (�1, c),
(c,1), (�1, c], [c,1), (c, d), (c, d], [c, d) ó [c, d], para algunos c, d 2 X tales
que c < d. Por la primera parte de la prueba, los intervalos propios quedan
descartados, y Z = X también ya que, por el lema 3.2.12, dado que L⇤ es
conexo, localmente conexo, ordenable y sin elementos mı́nimo o máximo, L⇤

no tiene selección continua. Por lo anterior, debe existir algún c 2 X tal que
Z es igual a (�1, c), (c,1), (�1, c] o [c,1). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que Z es igual a (�1, c) o a (�1, c]. Como Z 6= X, existe
b 2 X con c < b. Tomemos un a < c y consideremos Y = Z \ [a, b] con la
topoloǵıa inducida por (X, ⌧). Por la afirmación (*), [a, b] es homeomorfo a
[0, 1], aśı que Y es un espacio métrico separable. Ahora notemos que para
todo espacio métrico separable Y ⇢ L⇤, el complemento L⇤ \ Y de Y en L⇤

no es conexo. Por otro lado, Z \ Y = (�1, a) es conexo por trayectorias, lo
cual contradice el hecho de que Z es homeomorfo a L⇤.
Por inducción transfinita en ↵ < !1 tratemos de tomar dos sucesiones a

↵

2 X
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y b
↵

2 X tal que a
�

< a
↵

< b
↵

< b
�

. Si nuestra inducción llegara a !1, en-
tonces podŕıamos ver que Z =

S
{[a

�

, b
�

] : � < !1} seŕıa un subconjunto
convexo de X homeomorfo a L⇤, los cual es una contradicción con (**). En-
tonces nuestra inducción debe terminar en algún ordinal numerable ↵ < !1.
Como Y = {[a

�

, b
�

] : � < ↵} es un subconjunto convexo de X, se debe
cumplir alguna de las siguientes situaciones:

1. Y = X, o

2. Existe algún c 2 X tal que Y es igual a (�1, c), (c,1), (�1, c] ó [c,1).

Supongamos que se cumple 1), es decir Y = X. Por la afirmación (*) se sigue
que Y es homeomorfo a alguno de los espacios (0, 1), [0, 1) ó [0, 1]. El primer
caso es imposible ya que X tiene una selección continua. Aśı que si se cumple
1), X debe ser homeomorfo a [0, 1) ó [0, 1].
Supongamos ahora que se cumple 2), y supongamos también, sin pérdida de
generalidad, que Y = [c,1). Ahora usamos inducción transfinita en ↵ < !1

nuevamente para tratar de encontrar una sucesión c
↵

2 X tal que c0 = c y
c
�

 c
↵

para todo ↵ < �. Si nuestra inducción termina en algún ↵ < !1,
entonces el mismo argumento que antes muestra que X =

S
{(�1, c

�

] :
� < ↵} es homeomorfo a [0, 1) ó [0, 1]. Supongamos ahora que la inducćıon
llega a !1. Entonces es fácil ver por la afirmación (*) que Z =

S
{[c

�

,1) :
� < !1} será homeomorfo a la recta de Alexandro↵. Si Z = X, la prueba
está completa, aśı que sólo falta probar que X \ Z 6= ? no puede pasar.
De hecho, si esto ocurriera, entonces debeŕıa existir algún d 2 X tal que
Z = (d,1). Tomemos algún e 2 X arbitrario y tal que d < e. Por la
construcción, existe algún ↵ < !1 tal que c� < e para todo � � ↵. Como cada
uno de los conjuntos (c

�+1, c�) es abierto en X, la familia {(c
�+1, c�) : � > ↵}

es una familia no numerable de subconjuntos abiertos, ajenos 2 a 2 de [d, e], lo
cual contradice el hecho de que [d, e] es homeomorfo a [0, 1] por la afirmación
(*). Lo anterior completa la prueba.

En lo que respecta a la ordenabilidad de espacios localmente conexos,
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.16. Un espacio localmente conexo X con al menos una selec-
ción continua debe ser ordenable.

Demostración. Sea X un espacio localmente conexo. Entonces todas las com-
ponentes conexas de X son cerrado-abiertos en X. Sea C una componente
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conexa de X. Como C es cerrado en X, C debe tener una selección continua.
Como C es conexo y localmente conexo, la topoloǵıa de C debe ser genera-
da por algún orden lineal <

C

. Como cada componente C es cerrado-abierto,
podemos pegar las componentes de X para obtener un orden lineal < que
genera la topoloǵıa de X.

Lema 3.2.17. Un espacio Y tal que #Sel(CL(Y )) = 1 debe ser conexo.

Demostración. Supongamos que Y tiene una selección continua y Y = Y0�Y1

donde Y0 y Y1 son no vaćıos. Como Y0 y Y1 son cerrados en Y , existen
selecciónes continuas f0 : CL(Y0) ! Y0 y f1 : CL(Y1) ! Y1. Ahora, para
cada i 2 {0, 1} podemos definir una selección continua g

i

: F(Y ) ! Y
como sigue: g

i

(F ) = f
j

(F ) si j 2 {0, 1} y F ⇢ Y
j

, y g
i

(F ) = f
i

(F \ Y1) si
F \Y

j

6= ? para j 2 {0, 1}. Como g0(Y ) 2 Y0 y g1(Y ) 2 Y1, estas selecciones
son diferentes.

Teorema 3.2.18. Un espacio localmente conexo X tiene exactamente una
selección continua si y sólo si X es conexo y su topoloǵıa puede ser generada
por un orden lineal < tal que:

1. Todo conjunto cerrado F tiene un elemento mı́nimo con respecto al
orden <, y

2. X debe ser un punto, o X no tiene elemento máximo con respecto al
orden X.

Demostración. Si (X,<) es conexo, localmente conexo y satisface 1) y 2),
entonces X tiene exactamente una selección continua por los lemas 3.2.10 y
3.2.12.
Para probar la otra implicación, supongamos que X es localmente conexo
y tiene exactamente una selección continua. Por 3.2.17, X es conexo. Por
los lemas 3.1.4, 3.2.10 y 3.2.12 existe un orden lineal en X que satisface las
condiciones 1) y 2).

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias y suficientes para que
un espacio sea homeomorfo al intervalo [0, 1) a partir de la existencia de
selecciones continuas.

Teorema 3.2.19. Un espacio topológico X es homeomorfo a [0, 1) si y sólo
si se cumple alguna de las siguientes condiciones:
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1. X es infinito, Hausdor↵, separable, conexo por trayectorias y tiene
exactamente una selección continua.

2. X es infinito, separable, localmente conexo y tiene exactamente una
selección continua.

3. X es infinito, métrico, localmente conexo y tiene exactamente una se-
lección continua.

Demostración. Para ver que la condición es necesaria, primero notemos que
la recta de Alexandro↵ no es separable, y [0, 1] tiene dos selecciones, aśı que
la parte 1) se sigue del teorema 3.2.15.
Para la parte 2), supongamos que X satisface la condición. Entonces la to-
poloǵıa de X es generada por un orden lineal < que satisface la condición del
teorema 3.2.18. Ahora, observemos que un espacio ordenado infinito y sepa-
rable (X,<) que satisface la condición del teorema 3.2.18 es homeomorfo a
[0, 1).
Para la parte 3), sea X infinito, métrico, localmente conexo y con exacta-
mente una selección continua. Primero notemos que X debe ser conexo por
3.2.17. También X es completo por 3.3.6. Aśı que se puede concluir que X es
conexo por trayectorias por los resultados ya conocidos de Menger y Moore
que establecen que un espacio conexo, localmente conexo y métrico completo
es conexo por trayectorias. Como L no es métrico, y [0, 1] tiene dos selecciones
continuas, del teorema 3.2.15 se sigue que X es homeomorfo a [0, 1).

Ya vimos la utilidad de las selecciones continuas para caracterizar a los
intervalos de números reales, ahora las utilizaremos para caracterizar a los
espacios ordinales compactos.

Teorema 3.2.20. Sea X un espacio Hausdor↵ compacto. Entonces son equi-
valentes:

1. X es homeomorfo a un espacio ordinal.

2. Existe una selección continua � : CL(X)! X tal que �(F ) es un punto
aislado de F para cada F 2 CL(X).

Demostración. 1)2. Sea X = � + 1 un espacio ordinal. Definamos una fun-
ción � : CL(X)! X de tal manera que �(F ) es el mı́nimo elemento de F con
respecto al orden < de los ordinales en X para cada F 2 CL(X). Entonces
� satisface la condición 2.
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2)1. Sea  = |X| la cardinalidad de X y + el cardinal más pequeño que
sea mayor que . Definamos de manera recursiva una sucesión transfinita
{x

↵

: ↵ < +} de puntos de X de manera que para cada ↵ < + se cumpla.

i X
↵

= {x
�

: � < ↵} es abierto en X,

ii Si Y
↵

= X \X
↵

6= ?, entonces x
↵

= �(Y
↵

).

Esto es posible ya que �(F ) es un punto aislado de F para cada F 2 CL(X).
Sea �0 = mı́n{↵ < + : Y

↵

= ?}. Por la compacidad de X y por i), �0 debe
ser un ordinal sucesor. Sea � tal que �0 = � + 1, entonces X = {x

↵

: ↵ <
� + 1} = X

�+1.
Por inducción sobre ↵ < � + 1 debemos mostrar que:

iii X
↵

⇢ X
↵+1 para cada ↵ < � + 1.

Supongamos que (iii) se cumple para cada � < ↵, es decir, X
�

⇢ X
�+1

para cada � < ↵. Si ↵ es un ordinal sucesor, sea ↵ = � + 1, entonces por
hipótesis de inducción X

�

⇢ X
�+1 = X

↵

, aśı que

X
↵

= X
�

[ {x
�

} = X
�

[ {x
�

} ⇢ X
↵

[ {x
�

} = X
↵

⇢ X
↵+1.

Supongamos que ↵ es un ordinal ĺımite. Supongamos también queX
↵

⇢ X
↵+1

no se cumple. Entonces F = X
↵

\X
↵+1 es un subconjunto cerrado no vaćıo

de X. En particular, F es compacto.

Afirmación 1. Para cada abierto V en X, con F ⇢ V , el conjunto {� <
↵ : x

�

2 V } es cofinal en ↵. Para probar esta afirmación, supongamos
que {� : � < ↵, x

�

2 V } no es cofinal en ↵. Entonces existe ↵0 < ↵ tal
que {x

�

: ↵0 < � < ↵} \ V = ?. Aśı que

? 6= F = F\V = (({x
�

: � < ↵0}[{x�

: ↵0 < � < ↵})\X
↵+1)\V = ?,

lo cuál es una contradicción.

Afirmación 2. Si W es un abierto en X con {x
↵

} [ F ⇢ W , entonces
el conjunto {� < ↵ : x

�

2 W} está eventualmente en ↵, esto es, existe
un �0 < ↵ tal que x

�

2 W siempre que �0 < � < ↵. Para probar esta
afirmación, supongamos que no se cumple. Entonces existe un abierto
W en X tal que {x

↵

} [ F ⇢ W y A = {� < ↵ : x
�

/2 W} es cofinal
en ↵. Sea X

A

= {x
�

: � 2 A}. Entonces X
A

⇢ X
A

\ W , aśı que
X

A

⇢ X
↵

\ W ⇢ X
↵

\ (F \ {x
↵

}) = X
↵+1 \ {x

↵

} = X
↵

. Entonces
X

A

tiene una cubierta abierta {X
A

\ X
�

: � < ↵} la cual no tiene
subcubierta finita. Lo anterior contradice la compacidad de X

A

.
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Notemos que x
↵

/2 F . Sean U0 y U1 dos abiertos ajenos de X con x
↵

2 U0

y F ⇢ U1. Como �(Y
↵

) = x
↵

, por la continuidad de � existe una vecindad
hV0, V1, . . . , Vn

i de Y
↵

en CL(X) tal que

iv) �(hV0, V1, . . . , Vn

i) ⇢ U0, y

v) si V
i

\ F 6= ?, entonces V
i

⇢ U1 para i = 0, 1, . . . , n.

Sean U =
S
{V

i

: x
↵

2 V
i

}, V =
S
{V

i

: V
i

\ F 6= ?} y W = U [ V .
Entonces W es abierto y contiene a {x

↵

} [ F , y también V ⇢ U1 por v.
Por las afirmaciones 1 y 2, el conjunto {� < ↵ : x

�

2 V } es cofinal en ↵ y
el conjunto {� < ↵ : x

�

2 W} esta eventualmente en ↵, Aśı que podemos
encontrar � < ↵ tal que x

�

2 V y Y
�

= {x
�

: �  � < ↵} [ Y
↵

⇢ W .
Como ? 6= Y

↵

\ V
i

⇢ Y
�

\ V
i

para 0  1  n. Y
�

2 hV0, Vi

, . . . , V
n

i. Entonces
x
�

2 V ⇢ U1 y x
�

= �(Y
�

) 2 u0 por ii y iv. Entonces U0 y U1 no son ajenos.
Lo cual es una contradicción. Por lo tanto se cumple iii.
Ahora definamos una función g : X ! �0 = � + 1 tal que g(x

↵

) = ↵ para
cada ↵ < � + 1. Es obvio que g es una biyección de X en �0. Ahora, para
mostrar que g es un homeomorfismo,, es suficiente probar que g es continua,
ya que X es compacto.
Ahora, usando iii, la continuidad de g se puede mostrar como sigue. Sea
↵ < � + 1.

Caso 1. ↵ = � + 1 es un ordinal sucesor. Por iii, X
�

⇢ X
�+1 = X

↵

,
aśı, X

↵

= X
�

[ {x
�

} = X
�

[ {x
�

} = X
�

[ {x
�

} ⇢ X
�+1 [ {x

�

} =
X

�+1 = X
↵

. Entonces X
↵

es cerrado en X. Aśı que el conjunto unitario
{x

↵

} = X
↵+1 \X↵

es abierto en X. Por lo tanto x
↵

es un punto aislado
de X. Por lo tanto g es continua en x

↵

.

Caso 2. ↵ es un ordinal ĺımite. Para cada � < ↵, X
↵+1 \ X

�

es una
vecindad abierta de x

↵

y está contenida en {x
�

: �  �  ↵} por iii.
Por lo tanto g es continua en x

↵

.

Para finalizar esta sección, presentaremos dos resultados que resultan ser
de gran utilidad como contraejemplos. Nos dispondremos a continuación a
probar que los espacios R y Q con su topoloǵıa usual no pueden tener una
selección continua. Comenzaremos con el caso de R.

Proposición 3.2.21. No existe selección continua para CL(R)
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Demostración. Supongamos que f es una selección continua para CL(R) y
consideremos el conjunto {0, 1}. Supongamos que f({0, 1}) = 1. Primero
observemos que f({0, 2}) = 2, ya que {0, 1} puede ser unido a {0, 2} por
la trayectoria g : I ! CL(R) definida como g(t) = {0, 1 + t}. Como f es
continua, f · g(t) � 1 para toda t 2 I, aśı que f({0, 2}) = 2. Ahora, como
{0, 2} puede ser unido a {0, 1, 2} por la trayectoria h : I ! CL(R) definida
como h(t) = {0, t, 2}, como f es continua, se tiene que f · h(t) = 2 para toda
t, aśı que f({0, 1, 2}) = 2. Continuando de manera recursiva, concluimos que

f({0, 1, 2, . . . , n}) = n

Para todo n 2 N.
Sea f({0, 1, 2, . . .}) = n0. Por la continuidad de f , se sigue que f(A) 2
(n0� 1, n0 +1) para todo A en alguna vecindad U de {0, 1, 2, . . .} en CL(R).
Pero por la topoloǵıa de CL(R), se tiene que {0, 1, 2, . . . , n} está en U para
toda n 2 N suficientemente grande, lo cual es una contradicción.

Lema 3.2.22. Sea X un espacio topológico y f una selección continua en
CL(X). Sean A 2 CL(X) y U una vecindad de f(A) en X. Entonces existe
un subconjunto finito F ⇢ A tal que f(S) 2 U siempre que S 2 CL(X) y
F ⇢ S ⇢ A. También, para cualquier punto de acomulación x en A, se puede
elegir F de tal manera que x /2 F .

Demostración. Por la continuidad de f , existe una vecindad U = hU1, . . . , Un

i
de A en CL(X) tal que f(U) ⇢ U . Para cada i = 1, . . . , n, sea x

i

2 A\U
i

, y
sea F = {x1, . . . , xn

}. Entonces, si F ⇢ S ⇢ A, S 2 U , por lo tanto f(S) 2 U .

Teorema 3.2.23. No existe selección continua para CL(Q).

Demostración. Supongamos que f es una selección continua para CL(Q).
Sea Q = {r1, r2, . . .}. Para cada n 2 N, construiremos de manera recursiva
subconjuntos no vaćıos F

n

y A
n

de Q de tal manera que F
n

es infinito, A
n

es
cerrado-abierto y cumplen con lo siguiente:

1. F
n�1 ⇢ F

n

⇢ A
n

⇢ A
n�1

2. f(S) 6= r
n

siempre que S 2 CL(Q) y F
n

⇢ S ⇢ A
n

3. f(A
n

) /2 F
n

.
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Sea B =
T1

n=1 An

. Entonces

? 6= F
n

⇢ B ⇢ A
n

por (1), y entonces f(B) 6= r
n

para toda n por (2). Como Q = {r1, r2, . . .},
esto es imposible.

Ahora construyamos los conjuntos A
n

y F
n

para todo n. Para n = 0,
sea A0 = Q, y sea F0 = {y} para alguna y 2 Q \ {f(Q)}. Ahora, supon-
gamos que A

i

y F
i

han sido definidos para 0  i  n, y definamos A
n+1 y

F
n+1. Apliquemos el lema anterior a los conjuntos A

n

, recordando que A
n

es
cerrado-abierto en Q y entonces cada x 2 A

n

es un punto de acumulación de
A

n

. Procedemos ahora por casos.

f(A
n

) 6= r
n+1.En este caso, Q \ {r

n+1} es una vecindad de f(A
n

) en
Q, aśı que por el lema 3.2.22 existe un subconjunto finito F ⇢ A

n

, con
f(A

n

) /2 F , tal que f(S) 6= r
n+1 siempre que S 2 F(Q) y F ⇢ S ⇢ A

n

.
Sea F

n+1 = F [ F
n

y sea A
n+1 = A

n

.

f(A
n

) = r
n+1. Como Q \F

n

es una vecindad de f(A
n

) en Q, por (3), el
lema 3.2.22 nos permite obtener un conjunto finito F 0 ⇢ A

n

, con r
n+1 /2

F 0, y tal que f(S) /2 F
n

siempre que S 2 F(Q) y F 0 ⇢ S ⇢ A. Ahora,
r
n+1 = f(A

n

) /2 F
n

por (3), aśı que podemos escoger un subconjunto
A

n+1 de A cerrado-abierto tal que F 0 [ F
n

) ⇢ A
n+1 y r

n+1 /2 A
n+1.

Ahora sea F
n+1 = F 0.

Ahora solo basta verificar que las condiciones (1), (2) y (3) se cumplen
para n+ 1.

1. Esta condición es clara.

2. Supongamos que F
n+1 ⇢ S ⇢ A

n+1 y S 2 F(Q). Si f(A
n

) 6= r
n+1,

entonces F ⇢ S ⇢ A
n

, aśı que f(S) 6= r
n+1. Si f(An

) = r
n+1, entonces

r
n+1 /2 A

n+1 y f(S) 2 S ⇢ A
n+1, aśı que f(S) 6= r

n+1.

3. Si f(A
n

) 6= r
n+1, entonces f(A

n+1) = f(A
n

) /2 (F [ F
n

) = F
m+1. Si

f(A
n

) = r
n+1, entonces, como F 0 ⇢ A

n+1 ⇢ A
n

, tenemos que f(A
n+1) /2

F
n

= F
n+1.
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3.3. Selecciones continuas en espacios de fun-

ciones continuas

En esta última sección, nos enfocaremos en el caso de las selecciones
continuas en espacios de funciones continuas. Nuestro objetivo es establecer
condiciones que aseguren la existencia de selecciones en este tipo de espacios.
También veremos en qué casos podemos asegurar que no existirán selecciones
continuas.

Primero probaremos un resultado que constituye un criterio para esta-
blecer cuándo un espacio métrico es completo a partir de la existencia de
una selección continua vista desde un enfoque más general, es decir, dados
dos espacios X y Y y una función continua (con la topoloǵıa de Vietoris)
s : X ! G con contradominio en una colección de subespacios cerrados de
Y , decimos que una función continua f : X ! Y es una selección continua
si f(x) 2 s(x) para toda x 2 X. Bajo los términos de esta definición, los re-
sultados vistos hasta ahora se refieren al caso particular de selecciones donde
Y = X.

Las siguientes definiciones y los obtenemos del art́ıculo de Jan Van Mill,
Jan Pelant y Roman Pol [15].

Definición 3.3.1. Sea S una familia de subconjuntos ajenos en un espacio
metrizable X. Decimos que S es una M-familia si existe una suceción trans-
finita de conjuntos abiertos G

o

, G1, . . . , G⇠

, . . ., para ⇠  , tal que S es igual
a la colección

{
[

S \G
⇠

\
[

⌘<⇠

G
⌘

: ⇠ < }.

Definición 3.3.2. Si M es un espacio métrico, llamaremos M⇤ al espacio
métrico completo tal que M es homeomorfo a un subespacio de M⇤.

Definición 3.3.3. Decimos que un espacio topológico X es G
�

-absoluto si es
un subconjunto G

�

en culalquier espacio métrico en el que pueda ser encajado.

Lema 3.3.4. Sean S0,S1, . . . familias de subconjuntos G
�

ajenos dos a dos
en un espacio métrico M y tales que satisface las siguientes condiciones:

1. S0 = {M}, S
n+1 refina a S

n

y diamS  1
n

para S 2 S
n

, n � 1,
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2. Si S 2 S
n

entonces S(S) = {T 2 S
n+1 : T ⇢ S} es una M-familia y

G(S) = S \ S(S) es un G
�

absoluto.

3. Si S1 � S2 � . . ., con S
n

2 S
n

, entonces
T

n

S
n

⇢ M , donde la cerra-
dura es tomada en M⇤.

Entonces M es un espacio métrico completo.

Demostración. Dada una M-familia S de conjuntos G
�

en M , cada S 2 S
se puede extender a un G

�

S⇤ en el espacio métrico completo M⇤ de manera
que S ⇢ S⇤ ⇢ S y tal que S⇤ = {S⇤ : S 2 S} es una M-familia en
M⇤. Ahora, podemos obtener familias de conjuntos G

�

ajenos dos a dos
S⇤ = {S⇤ : S 2 S

n

} en M⇤ tales que S⇤
n+1 refina a S⇤

n

y para cada S⇤ 2 S⇤
n

,
{T ⇤ 2 S

n+1 : T ⇤ ⇢ S⇤} es una M-familia.
Sea

G
n

=
[

{G(S) : S 2 S
n

}, H
n

=
[

S⇤
n

.

De manera recursiva, podemos verificar que para i = 0, 1, . . . , n cada S⇤ 2
S⇤
n�1, los conjuntos Gn

\S⇤ y H
n

\S⇤ son G
�

en M⇤. Para i = n esto implica
que G

n

y H
n

son G
�

en M⇤. Como
T

n

(G0 [ . . . [ G
n�1 [ H

n

) es un G
�

en
M⇤, sólo basta verificar que M =

T
n

(G0 [ . . . [G
n�1 [H

n

).
Como G

n

⇢ M , tomemos un x 2
T

n

H
n

. Entonces existe S⇤
i

2 S⇤
i

con
x 2

T
i�i

S⇤
i

. Por lo tanto S1 � S2 ⇢ . . . y, por (3), x 2M .

Definición 3.3.5. Sea M un espacio métrico. Denotamos por D(M) la co-
lección de todos los subconjuntos cerrados y discretos D ⇢M .

Teorema 3.3.6. Sea f : M ! N una función continua de un espacio métrico
M a un espacio Hausdor↵ N . Supongamos que todas las fibras de f son
subespacios métricos completos de M . Si existe una función s : D(M) ! N
continua con la topoloǵıa de Vietoris en D(M) tal que s(D) 2 f(D) para
todo D 2 D(M), entonces M es completamente metrizable.

Demostración. Sea D
f

el subespacio de D que consiste de todos los D ⇢
D(M) para los cuales f es inyectiva. Debemos definir de manera recursiva
familias S0,S1, . . . de conjuntos localmente cerrados no vaćıos ajenos dos a
dos que satisfagan las condiciones (1) y (2) del lema anterior, y asociar a
cada S 2 S

n

un conjunto finito F (S) 2 D
f

tal que

1. f [F (S)]\f [S] = ?. y si D 2 D
f

, D ⇢ S, entonces s(F (S)[D) 2 f [D],
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2. Si S 2 S
n

, T ⇢ S
n+1, T ⇢ S, entonces F (T )\S = F (S) y F (T )\S 6= ?.

Para mostrar que M es completamente metrizable, es suficiente verificar
que (1) y (2) implican la propiedad (3) del lema anterior. Para esto, sean
S1 � S2 � . . . con S

n

2 S
n

, sea F
n

= F (S
n

) y A =
S

n

F
n

. Por (1) y
(2), F1 ⇢ F2 ⇢ . . ., A \ S

n

6= ? para toda n, f es inyectiva en A, y como
A \ F

n

⇢ S
n

y diamS
n

! 0, A es la imagen de una sucesión de Cauchy.
Para mostrar que

T
n

S
n

⇢ M veremos que esta sucesión converge en M .
Supongamos lo contrario, es decir, A 2 D

f

. Por (1), f [A] \
T

n

f [S
n

] = ?.
Pero entonces s(A) /2 f [S

n

] para alguna n y tomando D = A \ F
n

⇢ S
n

tenemos que D 2 D
f

y s(F
n

[D) /2 f [D], lo cual contradice (1).
Resta sólo construir las familias S

n

y sus respectivos F (S) para S 2 S
n

.
Supongamos que S

n

ha sido definido, y fijemos un elemento arbitrario T 2 S
n

y sea F = F (T ). Para n = 0, tomemos T = M y F = ?.
Definamos una sucesión ? = G0 ⇢ G1 ⇢ . . . ⇢ G

⇠

⇢ . . . de abiertos relativos
en T con G

⇠

=
S
{G

�

: � < ⇠} para un ordinal ĺımite ⇠, mientras,

(3) S
⇠

= G
⇠+1 \G⇠

es no vaćıo y tiene diámetro  1/(n+ 1),

(4) F
⇠

2 D
f

es un subconjunto finito de T \ S
⇠

asociado a S
⇠

,

(5) la pareja S = S
⇠

, F (S) = F [ F
⇠

satisface (1).

Este proceso debe finalizar en algún ordinal �, dando los elementos de S
n+1

contenidos en T y sus correspondientes conjuntos finitos asociados. Final-
mente debemos verificar que G(T ) = T \G

�

es un conjunto G
�

absoluto.
Supongamos lo contrario. Entonces G(T ) no está contenido en ninguna fi-
bra de f , aśı que existen a, b 2 G(T ) con f(a) 6= f(b). Por (1), s(F [
{a, b}) 2 {f(a), f(b)} y podemos suponer, sin pérdida de generalidad que
s(F [{a, b}) = f(b). Sea V una vecindad de f(b) cuya cerradura no intersec-
ta a f [F [{a}]. Por la continuidad de s existe una vecindad W de b en T con
diamW  1/(n+1) y f [W ] ⇢ V tal que para todo D 2 D

f

contenido en W ,
s(F [{a}[D 2 V , es decir, s(F [{a}[D) 2 f [C]. Pero, entonces, haciendo
G

�+1 = W [ G
�

, S
�

= G
�+1 \ G�

, F
�

= {a}, extendeŕıamos el proceso más
allá del ordinal � en el cual hab́ıa terminado el proceso.

Del teorema anterior, tenemos el siguiente hecho.

Teorema 3.3.7. Sea M un espacio metrizable. Si existe una selección con-
tinua para CL(M), entonces M debe ser completamente metrizable.
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Como consecuencia del resultado anterior, tenemos el siguiente corola-
rio, el cual, junto con los resultados que le siguen son tomados del articulo
de Ángel Tamariz [16]. En primer lugar, consideraremos el caso en que el
conjunto de funciones tiene como codominio un espacio metrizable.

Para continuar recordemos la siguiente definición.

Definición 3.3.8. Un espacio Tychono↵ X es un espacio fuertemente cero-
dimensional si su compactación de Stone-Čech �X es totalmente disconexo.

Corolario 3.3.9. Si X es un espacio numerable y E un espacio metrizable,
entonces se tiene que:

1. Si el espacio C
p

(X,E) tiene una selección continua para F(C
p

(X,E)),
entonces X es discreto y E es completamente metrizable.

2. Si X es discreto y E es fuertemente cero-dimensional y completa-
mente metrizable, entonces C

p

(X,E) tiene una selección continua para
F(C

p

(X,E)).

Demostración. 1. Como E tiene al menos dos puntos distintos, C
p

(X, 2)
es homeomorfo a un subespacio cerrado de C

p

(X,E), aśı que, como
SelF(C

p

(X,E)) 6= ?, se tiene que SelF(C
p

(X, 2)) 6= ?. Entonces, es
suficiente mostrar que X es discreto si C

p

(X, 2) tiene una selección
continua para F(C

p

(X, 2)). Procedemos ahora por contradicción. Su-
pongamos que SelF(C

p

(X, 2)) 6= ? y que X no es discreto. Sea x0 un
punto no aislado de X. Definamos una función g : X ! {0, 1} como
g(x) = 0 si x = x0 y g(x) = 1 si x 6= x0. Es claro que g no es con-
tinua. Ahora, consideremos la traslación � : CL(X) ! CL(X) dada
por �(f) = g + f (mod 2). La función � : CL(X) ! CL(X) es un
homeomorfismo. Se tiene que D = �[C

p

(X, 2)] es un espacio G
�

den-
so en CL(X) ya que C

p

(X, 2) es completamente metrizable por 3.3.6.
Pero �(f) /2 C

p

(X, 2) para toda f 2 C
p

(X, 2) ya que g no es conti-
nua. Por lo tanto, D\C

p

(X, 2) = ? lo cual es imposible ya que ambos
conjuntos D y C

p

(X, 2) son G
�

densos en CL(X), aśı que X es discreto.

2. Si X es discreto y E es fuertemente cero-domensional y completamen-
te metrizable, entonces C

p

(X,E) = E! también es fuertemente cero-
dimensional y completamente metrizable, aśı que el resultado se sigue
de 3.2.21.
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Corolario 3.3.10. Para todo espacio numerable X y todo espacio fuerte-
mente cero-dimensional y completamente metrizable E, C

p

(X,E) tiene una
selección continua para K(C

p

(X,E)).

Demostración. El espacio EX tiene una selección continua � paraK((EX), ⌧
v

)
por 3.2.21. Aśı que � restringida a K(C

p

(X,E)) es una selección continua
cuando consideramos la topoloǵıa en K(C

p

(X,E)) heredada de la topoloǵıa
de Vietoris en K(EX). Pero esta topoloǵıa coincide con la topoloǵıa de Vie-
toris en K(C

p

(X,E)).

Proposición 3.3.11. Sea G ⇢ K(C
p

(X)) tal que F2(Cp

(X)) ⇢ G, entonces
C

p

(X) tiene una selección continua para G si y sólo si X contiene solamente
un punto.

Demostración. Supongamos que X tiene al menos dos puntos, x0 y x1. Sea
Y el subespacio {f 2 C

p

(X) : f(x0) = 0} de C
p

(X). La función  : C
p

(X)!
Y ⇥R dada por  (g) = (g�g(x0), g(x0)) es un homeomorfismo. Supongamos
también que h 2 Y es tal que h(x1) 6= 0, entonces � : R ! Y dada por
�(t) = t · h es un encage, entonces si X tiene más de dos puntos, C

p

(X)
contiene un subespacio homeomorfo a R2 para el cual no existe una selección
continua para F2(X).
La otra implicación es obvia.

Definición 3.3.12. Sean X un espacio topológico y G ⇢ A(X). Decimos que
G es una familia celular de subconjuntos de X si A\B = ? para cualesquiera
A,B 2 G
La celularidad de X denotada por c(X) es el supremo de
{|G| : G es una familia celular de subconjuntos abiertos de X}.

Si ⌧ es un cardinal, denotamos por A
⌧

a la compactación por un punto
del espacio discreto D(⌧).

Proposición 3.3.13. Sea E un espacio topológico. Si un espacio cero -
dimensional X tiene una familia celular de subconjuntos con carnalidad  �
⌧ � @0, entonces Cp

(X,E) tiene un subespacio homeomorfo a A
⌧

.

Demostración. Sean a, b dos elementos distintos en E y sean A,B ⇢ E sub-
conjuntos abiertos tales que a 2 A y b 2 B. Sea G = {U

�

: � < ⌧} una
familia celular de abiertos en X. Como X es cero-dimensional y cada U 2 G
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es no vaćıo, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que cada U
�

es
cerrado-abierto. Para cada � < ⌧ , sea f

�

una función definida como

f
�

=

⇢
a si x /2 U

�

b si x 2 U
�

Como U
�

es cerrado-abierto, f
�

es continua. Ahora, notemos que el con-
junto D = {f

�

: � < ⌧} es relativamente discreto, si x
�

2 U
�

, entonces
[x

�

, B] \ D = {f
�

}. Ahora, consideremos a la función constante c
a

tal que
c
a

(x) = a para toda x. Tomemos un abierto arbitrario W = [x1, . . . , xk

;V ]
que contiene a c

a

. Entonces W contiene a todos los f
�

excepto por una can-
tidad finita. Por lo tanto D [ {c

a

} es homeomorfo a A
⌧

.

Definición 3.3.14. Sea X un espacio topológico. Si x 2 X, se define la fun-
ción cardinal t(x,X) (estrechez de x en X) como mı́n{ � ! : para cada A ⇢
X y cada x 2 A existe B ⇢ A con |B|   y x 2 B}, y definimos la estre-
chez del espacio X, t(X) como sup{t(x,X) : x 2 X}.

El siguiente resultado es bien conocido y su demostración puede consul-
tarse en [6] 3.12.4 (d).

Lema 3.3.15. Si X es un espacio ordenable generalizado (GO-space), en-
tonces t(X) = �(X)

Corolario 3.3.16. Si X es cero-dimensional con c(X) � !1 y E es un
espacio topológico, entonces Sel(F2(Cp

(X,E)) = ?.

Demostración. Por la proposición 3.3.13, C
p

(X,E)) contiene un subespacio
Y que es homeomorfo a A

!1 . Si Sel(F2(Cp

(X,E))) 6= ?, entonces Sel(F2(Y )) 6=
?. Pero, como Y es compacto, Y es ordenable por el teorema 3.2.1 lo cual
no es posible por 3.3.15.

Definición 3.3.17. Un espacio topológico X es un P-espacio si todo subcon-
junto G

�

en X es abierto.

Lema 3.3.18. Un espacio cero-dimensional X contiene una familia celular
{B

n

: n < !} de conjuntos cerrado-abiertos tales que
S

n<!

B
n

no es cerrado
si y sólo si X no es un P-espacio

Demostración. Primero supongamos queX contiene una familia celular {B
n

:
n < !} de cerrado-abiertos tal que

S
n<!

B
n

no es cerrado. Tomemos A
n

=
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X \ B
n

. Se tiene que cada A
n

es cerrado-abierto y
T

n<!

A
n

= X \
S

n<!

B
n

no es abierto ya que
S

n<!

B
n

no es cerrado.
Ahora supongamos que X no es un P-espacio. Entonces existe una suseción
{A

n

: n < !} de conjuntos cerrado-abiertos tal que
T

n<!

A
n

no es abierto.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que A0 = X y A

n+1 ⇢ A
n

con
A

n+1 6= A
n

para cada n. Sea B
n

= A
n

\A
n+1 para cada n < !. Entonces {B

n

:
n < !} es una familia celular de cerrado-abiertos y

S
n<!

B
n

= X \
T

n<!

A
n

no es cerrado.

Lema 3.3.19. Para un espacio cero-dimensional X, existe un espacio nu-
merable no discreto Z y una función cociente q : X ! Z si y sólo si X no
es un P-espacio.

Demostración. Si X no es un P-espacio, existe una familia celular {B
n

: n <
!} de conjuntos cerrado-abiertos tal que B =

S
n<!

B
n

no es cerrado. Sea Z
el espacio cociente de X obtenido de la partición {X \B}[{B

n

: n < !}. Sea
p un representante de X \B y x

n

un representante de B
n

en Z. Entonces p es
el único punto de Z que no es un punto aislado. Por lo tanto, Z es numerable
y no es discreto.
Ahora supongamos que existe un espacio numerable y no discreto Z y una
función cociente suprayectiva q : X ! Z. Como Z no es discreto, existe un
punto p 2 Z que no es aislado. Como Z es numerable y cero-dimensional,
existe una suseción {B

n

: n < !} de conjuntos cerrado-abiertos en Z tal
que {p} =

T
n<!

B
n

. Podemos tomar (B
n

)
n<!

de tal manera que B0 = Z y
B

n+1 ⇢ B
n

con B
n+1 6= B

n

para toda n. Denotemos por A
n

a los conjuntos
B

n

\B
n+1 y por C

n

al conjunto q�1[A
n

]. Como q es una función continua, cada
C

n

es cerrado-abierto. Además, C
n

\ C
m

= ? si n 6= m. Tambien tenemos
que

S
n<!

C
n

no es cerrado, de hecho q�1(p) no es abierto ya que p no es
aislado, y X = q�1(p) [

S
n<!

C
n

. Finalmente aplicamos el lema 3.3.18.

Teorema 3.3.20. Sea X un espacio cero-dimensional que no es un P-espacio,
y sea E un espacio completamente metrizable. Entonces C

p

(X,E) no tiene
una selección continua para F((C

p

(X,E)).

Demostración. Por el lema 3.3.19, existe un espacio numerable, no discreto Z
y una función cociente suprayectiva q : X ! Z. Se puede ver que la función
q# : C

p

(Z,E)! C
p

(X,E) definida por q#(f) = f � q es un encage sobre un
subconjunto cerrado de C

p

(X,E). Entonces, C
p

(X,E) no tiene una selección
continua para F(C

p

(Z,E)) por el corolario 3.3.9.
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Definición 3.3.21. Decimos que un espacio Tychono↵ es Čech-completo si
el residuo �X \X de su compactación de Stone-Čech es un conjunto F

�

en
�X.

El siguiente resultado es similar a lo probado por Arkhangel’skii en [1],
corolario I.3.3, y que dice “C

p

(X) es Čech-completo si y sólo si X es nu-
merable y discreto”. La prueba de Arkhangel’skii se basa en los siguientes
hechos:

1. Todo espacio Čech-completo es un espacio de tipo punto numerable,

2. R es un grupo topológico, y

3. si un subconjunto denso de un producto Tychono↵ Z⌧ tiene un subespa-
cio propio no vaćıo y compacto K con �(K,Y )  @0, entonces ⌧  @0.

De una manera semejante se puede probar:

Lema 3.3.22. Para un espacio cero-dimensional X, el espacio C
p

(X, 2) es
Čech-completo si y sólo si X es discreto y numerable.

Teorema 3.3.23. Sea X un espacio cero-dimensional y  � 2. Entonces son
equivalentes:

1. C
p

(X,) tiene una selección continua para F(C
p

(X,)),

2. C
p

(X,) es completamente metrizable.

3. X es numerable y discreto.

Demostración. (3))(2) es inmediato.

(2))(3). Por 3.3.22, como C
p

(X, 2) es un subconjunto cerrado de C
p

(X,),
se sigue el resultado.

(3))(1). Esta implicación es consecuencia de 3.2.9.

(1))(3). Si C
p

(X,) tiene una selección continua para F(C
p

(X,)),
entonces X debe ser un P-espacio y c(X)  ! por 3.3.20 y 3.3.16.
Lo anterior implica que X tiene carácter numerable ya que X es cero-
dimensional. Pero, como X es un P-espacio, no es discreto, y además
!1 no tiene una selección continua. Por lo tanto |X|  @0.
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Corolario 3.3.24. Sea X un espacio cero-dimensional y E un espacio me-
trizable y fuertemente cero-dimensional. Entonces son equivalentes:

1. C
p

(X,E) tiene una selección continua para F(C
p

(X,E)),

2. C
p

(X,E) es completamente metrizable,

3. X es numerable y discreto y E es completamente metrizale.

Demostración. De manera similar al teorema anterior, se puede probar que
(2),(3) y (3))(1).
Ahora, si C

p

(X,E) tiene una selección continua para F(C
p

(X,E)), entonces
C

p

(X, 2) debe tener una selección continua para F(C
p

(X, 2)). Pero lo ante-
rior implica que X es numerable y discreto por 3.3.23. Entonces, el espacio
métrico E! tiene una selección continua para F(E!). Por lo tanto, por 3.3.7,
E! es completamente metrizable y también lo es E.

Teorema 3.3.25. Sea X un espacio separable y  un cardinal. Entonces,
C

p

(X,) es debilmente ordenable.

Demostración. Sea D un subconjunto denso y numerable de X. La función
⇡ : C

p

(X,) ! D definida como f(g) = f |
D

(g) es continua e inyectiva ya
queD ⇢ X es denso. Se tiene que el espacio de Baire B() = D es ordenable,
digamos por la relación . Entonces la topoloǵıa ⌧� en C

p

(X,) definida por
la relación � determinada por  y ⇡ como f � g si y sólo si ⇡(f) < ⇡(g)
está contenida en la topoloǵıa de convergencia puntual de C

p

(X,), por lo
tanto C

p

(X,) es debilmente ordenable.

Corolario 3.3.26. Si X es separable y E es fuertemente cero-dimensional
y metrizable, entonces C

p

(X,E) es debilmente ordenable.

Demostración. El espacio E es un subconjunto del espacio de Baire B() =
!, con  igual al peso de E. Por lo anterior C

p

(X,E) es un subespacio
de C

p

(X,!). Como la propiedad de ser debilmente ordenable es heredita-
ria, C

p

(X,E) es debilmente ordenable si C
p

(X,!) es debilmente ordenable.
Como C

p

(X,!) es homeomorfo a C
p

(�
n2NXn

,), donde �
n2NXn

es la su-
ma topológica de los espacios X

n

y cada X
n

es homeomorfo a X. Como X
es separable, también lo es �

n2N, entonces, el teorema 3.3.25 implica que
C

p

(�
n2N,) es debilmente ordenable.

Definición 3.3.27. 1. Un espacio X es N-compacto si es homeomorfo a
un subconjunto cerrado del producto

Q
N.



66 CAPÍTULO 3. SELECCIONES CONTINUAS

2. Para un espacio cero-dimensional X y un cardinal ⌧ , una función f :
X ! 2 es estrictamente ⌧ -continua si para todo subconjunto F de X
de cardinalidad  ⌧ existe g 2 C(X, 2) tal que g|F = f |F .

3. Para un espacio cero-dimensional X, el número t2(X) será mı́nimo
cardinal ⌧ tal que toda función estrictamente ⌧ -continua f : X ! 2 es
continua.

Las demostraciones de los siguientes dos lemas no son muy complicadas
y se pueden encontrar en [3] y en [4].

Recordemos que el i-peso de un espacio Z (iw(Z)) es el minimo cardinal
 tal que existe una función biyectiva y continua de Z sobre un espacio de
peso .

Lema 3.3.28. Si X y E son espacios cero-dimensionales y E es segundo
numerable, entonces

d(X) = iw2(Cp

(X,E)) =  (C
p

(X,E)).

Lema 3.3.29. Para un espacio N-compacto X, t2(Cp

(X, 2))  @0.

Lema 3.3.30. Sea Z un espacio cero-dimensional. Si SEL(F2(Z)) 6= ?,
entonces  (Z)  t2(Z).

Demostración. Sea � : F2(X)! Z una selección continua, y sea < una rela-
ción en Z definida como a < b si y sólo si �({a, b}) = a. Por (ref), para cada
a 2 Z los conjuntos (a,!) = {x 2 Z : a < x} y ( , a) = {x 2 Z : x < a}
son abiertos. Ademaás, Z = ( , a) [ {a} [ (a,!), ( , a) \ (a,!) = ? y a
es el unico elemento que pertenece a la frontera de cada uno de los conjuntos
( , a) y (a,!).
Denotemos por ⌧ al cardinal t2(Z). Si a 2 Cl(a,!), entonces existe F ⇢
(a,!) de cardinalidad  ⌧ tal que a 2 ClF . Supongamos lo contrario. De-
finamos f : Z ! 2 como sigue: f(x) = 0 si x 2 ( , a) [ {a} y f(x) = 1
si x 2 (a,!). Sea H un subconjunto de Z de cardinalidad  ⌧ . Como
a /2 cl(H \ (a,!)), existe un subconjunto cerrado-abierto V con a 2 V
y V \ (H \ (a,!)) = ?. La función g;Z ! 2 definida como g(x) = 0
si x 2 ( , a) [ V y g(x) = 1 de otra forma, es una función continua y
g|H = f |H. Pero f no es continua, contradiciendo la hipótesis t2(Z) = ⌧ .
De manera similar, si a 2 Cl( , a), entonces existe G ⇢ ( , a) de cardinali-
dad  ⌧ tal que a 2 ClG. Observemos que si a /2 Cl(a,!), entonces ( , a)[
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{a} es abierto, y si a /2 Cl( , a), entonces el conjunto {a}[(a,!) es abierto.
Por lo tanto, si a 2 Cl( , a) \ Cl(a,!), {a} =

T
x2F ( , x) \

T
x2G(x,!).

Si a 2 Cl( , a) y a /2 Cl(a,!), entonces {a} =
T

x2G(x,!)\ [( , a)[{a}].
Tendremos una situación similar si a /2 Cl( , a) y a 2 Cl(a!).Lo anterior
quiere decir que en cualquier caso {a} es un conjunto G

�

, incluyendo cuando
a es un punto aislado.

Lema 3.3.31. Para un espacio N-compacto X, X es separable si existe una
selección continua � : F2(Cp

(X, 2))! C
p

(X, 2).

Demostración. ComoX es un espacioN-compacto, t2(Cp

(X, 2))  @0 (3.3.29).
Ahora debemos aplicar el lema 3.3.30 y tenderemos que  (C

p

(X, 2))  @0.
Pero lo anterior implica que X es separable (3.3.28).

Teorema 3.3.32. Para un espacio N-compacto X, y un espacio fuertemente
cero-dimensional metrizable E, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es separable.

2. El espacio C
p

(X,E) es debilmente ordenable.

3. Existe una selección continua � : K(C
p

(X,E))! C
p

(X,E).

4. Existe una selección continua � : F2(Cp

(X,E))! C
p

(X,E).

Demostración. La implicación 1) ) 2) es consecuencia del corolario 3.3.26.
Además, el lema 3.1.7 garantiza 2)) 3). La implicación 3)) 4) es trivial y
si existe una selección continua � : F2(Cp

(X,E))! C
p

(X,E), la restricción
�|F2(Cp

(X, 2)) : F2(Cp

(X, 2)) ! C
p

(X, 2) también es continua. Por el lema
3.3.31, X debe ser separable.
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Apéndice

En este apéndice, se mencionan algúnos resultados que se utilizaron a lo
largo de este trabajo. El motivo para mencionarlos en esta sección adicional
es mantener una secuencia congruente en la presentación de los resultados
espećıficos relativos al objetivo principal, es decir, las selecciones continuas,
y exponer a parte todos aquellos resultados que pudieran salirse en menor o
mayor medida del tema principal.

4.1. Compactaciones de productos

Los siguientes resultados están orientados a probar que, si el producto de
dos espacios Tychono↵ es pseudocompacto, la compactación de Stone-Čech
de su producto es homeomorfo al producto de sus compactaciones.

Primero, necesitaremos el siguiente lema tomado de la publicación de
Irving Glicksberg [9]. Recordemos que una familia F ⇢ C(X) de funciones
reales de un espacio topológico X es llamada equicontinua si para toda x 2 X
y toda ✏ > 0, existe una vecindad U de x tal que |f(x) � f(x0)| < ✏ para
toda f 2 F y x0 2 U .

Lema 4.1.1. Si X ⇥ Y es pseudocompacto y f 2 C(X ⇥ Y ), entonces la
familia {f(x, ·) : x 2 X} es equicontinua en Y . También se tiene que � :
Y ! C(X) dada por �(y) = f(·, y) es continua.

Demostración. Como Y es pseudocompacto, basta probar que cualquier su-
cesión {f(x0

n

, ·)} es equicontinua en Y . Supongamos lo contrario. Entonces,
para algún y0 2 Y y para algún ✏ > 0, no existe ninguna vecindad W de y0
tal que la condición

|f(x0
n

, y)� f(x0
n

, y0)| < ✏ para y 2 W

69
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se cumpla para toda n 2 N. Tomemos ahora una subsucesión {x
n

} de
{x0

n

} y vecindades abiertas V
n

de x
n

, W
n

de y0 de la siguiente manera. Sean
W1 = Y y x1 el primer x0

n

para el cual la condición anterior no se cumple
para W = W1. Tomemos una vecindad V1⇥W2 de (x1, y0) en la cual f varia
en menos que 1. Una vez elegidos x1, . . . , xk

, V1, . . . , Vk

y W1 . . . ,Wk+1, toma-
mos x

k+1 como el primer x0
n

para el cual la condición de equicontinuidad falla
para W = W

k+1, y tomemos una vecindad abierta V
k+1⇥W

k+2 de (xk+1, y0)
en la cual f varia en menos que 1/(k + 1), con W

k+2 ⇢ W
k+1.

Por nuestra elección de x
n

, podemos tomar un y
n

enW
n

para la cual |f(x
n

, y
n

)�
f(x

n

, y0)| � ✏, y entonces podemos tomar una vecindad abierta V 0
n

⇥W 0
n

de
(x

n

, y
n

) contenida en V
n

⇥ W
n

en la cual |f(x, y) � f(x, y0)| > ✏/2 para
(x, y) 2 V 0

n

⇥W 0
n

. Por la pseudocompacidad de X⇥Y , la sucesión {V 0
n

⇥W 0
n

}
tiene un punto de acumulación (x0, y0) en X ⇥ Y , de manera que, por conti-
nuidad, |f(x0, y0)� f(x, y0)| � ✏/2. Por otro lado, y0 2

T1
j=1 Wj

ya que, como

y0 es punto de acumulación de {W 0
n

}, si y0 /2 W
k

entonces y0 /2 W
k+1, aśı que

W
k+1 es una vecindad de y0 que intersecta sólo a una cantidad finita de W 0

n

.
Por lo tanto, para x 2 V 0

n

⇢ V
n

, |f(x, y0) � f(x, y
o

)| < 1/n ya que (x, y0) y
(x, y0) estan en X

n

⇥W
n+1. Como x0 es un punto de acumulación de {V 0

n

},
0 = |f(x0, y0)� f(x0, y0)| � ✏/2, lo cual es una contradicción.

Lema 4.1.2. Sean X y Y espacios completamente regulares y f 2 C(X⇥Y ).
Si la función � : Y ! C(X) dada por �(y) = f(·, y) es continua, entonces f
tiene una extención continua a �X ⇥ Y .

Demostración. Sea  : Y ! C(�X) dada por  (y) = �f(·, y), donde �f es la
única extención continua de f(·, y) a C(�X). Como � es continua, entonces  
también lo es. Ahora vermos que �f es una función continua en �X⇥Y . Sean
(x0, y0) 2 �X ⇥ Y y ✏ > 0. Como �f(·, y0) 2 C(�X), existe una vecindad
V de x0 tal que |�f(x, y0) � �f(x0, y0)| < ✏ para toda x 2 V . Como  es
continua, existe una vecindad W de y0 tal que |�f(x, y) � �f(x, y0)| > ✏
para toda y 2 W y toda x 2 �X. Por lo tanto, si (x, y) 2 V ⇥W , entonces
|�f(x, y) � �f(x0, y0)|  |�f(x, y) � �f(x, y0)| + |�f(x, y0) � �f(x0, y0)| <
2✏.

Proposición 4.1.3. Sean X y Y dos espacios Tychono↵. Si X⇥Y es pseu-
docompacto, entonces �(X ⇥ Y ) = �X ⇥ �Y .

Demostración. Si X ⇥ Y es pseudocompacto, entonces por los lemas 4.1.1 y
4.1.2 podemos extender a f 2 C(X ⇥Y ) a una función continua en �X ⇥Y .
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Como �X ⇥ Y contiene un subespacio denso y pseudocompacto, cualquier
función continua es acotada en el subespacio denso y por lo tanto es acotada
en el total, aśı que �X ⇥ Y es también pseudocompacto. Aplicando nueva-
mente los lemas anteriores, podemos extender a la función f a una función
continua en �X ⇥ �Y .

4.2. Espacios topológicamente bien ordena-

dos

En el caṕıtulo 3, definimos a los espacios topológicamente bien ordenados
como una herramienta para probar que todo espacio métrico completo y
cero-dimensional tiene una selección continua. Los siguientes resultados, que
obtenemos de Engelking, Heath y Michael [7] nos dan las herramientas que
necesitamos para probar este importante resultado.

Lema 4.2.1. Si m es un cardinal infinito, entonces existe un conjunto lineal-
mente ordenado L0 que no tiene primer ni último elemento y un subconjunto
bien ordenado W0 ⇢ L0, ambos con carnalidad m.

Demostración. Sea ↵ un ordinal tal que |↵| = m y consideremos a ↵ con la
topoloǵıa discreta. Ahora sea L0 el espacio obtenido al identificar el primer
elemento de dos copias de ↵. Como m es infinito, se tiene que |L0| = m. Si
tomamos W0 = ↵ ⇢ L0, es claro que W0 es un subconjunto bien ordenado de
L0 con cardinalidad m.

Lema 4.2.2. Sea L
n

un conjunto bien ordenado para cada n 2 N, y sea
L =

Q1
n=1 Ln

con el orden lexicográfico. Sea ! la topoloǵıa del orden en L,
y ⇡ la topoloǵıa producto obtenida al darle a cada L

n

la topoloǵıa discreta.
Entonces:

1. ⇡ es más fina que !.

2. ⇡ = ! si cada L
n

no tiene primer ni último elemento.

3. Si W
n

es un subconjunto bien ordenado de L
n

para cada n, entonces
W =

Q1
n=1 Wn

es un subespacio topológicamente bien ordenado de L.
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Demostración. 1. Basta ver que si x < a en L, entonces existe una ⇡-
vecindad U de x en L tal que y < a para todo y 2 U . Sea n = mı́n{i 2
N : x

i

6= a
i

}, aśı que x
n

< a
n

. Sea

U = {y 2 L : y
i

= x
i

para i = 1, . . . , n}.

Entonces U cumple con lo requerido.

2. Por 1), sólo basta probar que ! es más fina que ⇡. Para esto, debemos
mostrar que si x 2 L y n 2 N, entonces y

n

= x
n

para toda y en alguna
!-vecindad V de x en L. Tomemos a, b 2 L tal que a

i

= x
i

= b
i

para
1  i  n, y a

n+1 < x
n+1 < b

n+1. Entonces a < x < b en L, y podemos
tomar V como el intervalo abierto (a, b).

3. Por 1) es suficiente ver que todo subconjunto ⇡-cerrado no vaćıo A de
W tiene primer elemento. Tomemos elementos x

n

2 W
n

(n = 1, 2, . . .),
y subconjuntos no vaćıos S

n

⇢ A, de manera recursiva como sigue:

x1 = mı́n{y1 : y 2 A},
S
n

= {y 2 A : y
i

= x
i

para i = 1, . . . , n� 1}
x
n

= mı́n{y
n

: y 2 S
n

}.

Esto siempre es posible ya que A ⇢ W =
Q1

n=1Wn

, y cada W
n

es bien
ordenado. Ahora, x1, x2, . . . son las coordenadas de un punto x 2 W , y
claramente x  y para todo y 2 A. Por ultimo debemos mostrar que
x 2 A. Para esto, sea

U = {z 2 L : z
i

= x
i

para i = 1, . . . , n}

cualquier vecindad básica de x en L. Entonces y 2 U \ A para todo y
en S

n+1, aśı que x 2 A = A, lo cual completa la prueba.

Definición 4.2.3. Sea X
i

un espacio discreto de carnalidad m � @0 para
i 2 N. Definimos el espacio de Baire de peso m como B(m) =

Q1
i=1 Xi

.

Como consecuencia inmediata de los dos lemas anteriores, se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 4.2.4. Si m es un cardinal infinito, entonces existe un espacio
linealmente ordenado L, y un subespacio cerrado topológicamente bien orde-
nado W de L tal que ambos son homeomorfos a B(m).
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EL siguiente resultado es bien conocido y se puede encontrar en Engelking
[6], pero ya que su prueba depende de muchos aspectos teóricos y resultados
que quedan claros y son probados a detalle en el mismo libro, omitimos su
prueba.

Teorema 4.2.5. Si m es un cardinal infinito, entonces todo espacio métrico
cero-dimensional de peso m puede ser encajado como un subconjunto cerrado
en el espacio de Baire B(m).

4.3. Órdenes en espacios conexos

Definición 4.3.1. Sea X un espacio topológico. Denotaremos por P (X) al
subespacio de X ⇥X que contiene a todas las parejas (x, y) tales que x 6= y.
Tambien definimos la función ⇤ : P (X)! P (X) como ⇤(x, y) = (y, x).

Lema 4.3.2. Si X es un espacio conexo y P (X) no es conexo, entonces
P (X) está separado por dos componentes A y B tales que ⇤(A) = B.

Demostración. Supongamos lo contrario, es decir P (X) = C1 [C2 con C1 6=
? 6= C2, C1 \ C2 = C1 \ C2 = ? y C1 \ ⇤(C1) 6= ?. Sea D1 = C1 \ ⇤(C1) y
D2 = C2 [ ⇤(C2). Se tiene que

(1) P (X) = D1 [D2, D1 6= ? 6= D2, D1 \D2 = ? = D1 \D2.

(2) ⇤(D1) = D1, ⇤(D2) = D2.

Sean x 2 X, M
x

= {y 2 X : (x, y) 2 D1} y N
x

= {y 2 X : (x, y) 2 D2}. Se
sigue de (1) que

X \ x = M
x

[N
x

, y M
x

\N
x

= ? = M
x

\N
x

.

Como X es conexo, se tiene que M
x

= M
x

[ {x} y N
x

= N
x

[ {x} son
conexos.

Sean y 2 M
x

y z 2 N
x

. Se tiene que (x, y) 2 D1 y y /2 N
x

. Entonces
N

x

⇥ {y} ⇢ P (X) = D1[D2. Como N
x

⇥ {y} es conexo y (x, y) 2 N
x

⇥ {y},
tenemos que N

x

⇥ {y} ⇢ D1 y en particular (z, y) 2 D1. De manera similar
tenemos que M

x

⇥ {y} ⇢ D2 y entonces (y, x) ⇢ D2. Lo anterior contradice
a (2), aśı que alguno de los conjuntos M

x

o N
x

deben ser vacios.
Sea (x, y) 2 D1. Tenemos que M

x

6= ?, entonces M
x

= X \{x} y (x, y0) 2
D1 para toda y0 2 X \ {x}. Por (2) tenemos también que (y0, x) 2 D1. Por
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lo anterior, M
y

0 6= ? y entonces M
y

0 = X \ {y0} para toda y0 2 X \ {x}.
Por lo tanto hemos probado que M

x

= X \ {x} para toda x 2 X, aśı que
D1 = P (X) y D2 = ?, lo cual contradice a (1) y aśı terminamos la prueba.

Teorema 4.3.3. Un espacio topológico conexo X es ordenable si y sólo si
P (X) no es conexo.

Demostración. Primero supongamos que X es ordenable. Sean A(X) el sub-
conjunto de P (X) que consiste de todos los puntos (x, y) tales que x < y y
B(X) el subconjunto que consiste de todos los puntos tales que y < x. Es
claro que P (X) = A(X)[B(X) y A(X)\B(X) = ?. También se tiene que
A(X) y B(X) son abiertos y no vacios, por lo tanto P (X) no es conexo.
Ahora, sea (x, y) 2 P (X) . Es claro que ⇤ es un homeomorfismo de P (X)
en si mismo. Sean A, B subconjuntos de P (X) tales que P (X) = A [ B y
⇤(A) = B los cuales existen por 4.3.2. Definamos una relación de orden <
de forma que x < y si y sólo si (x, y) 2 A. Resulta que < es un orden lineal
en X y aśı concluimos la prueba.

Como corolario tenemos lo siguiente.

Corolario 4.3.4. Si X es un espacio conexo y ordenado, entonces A(X) y
B(X) son las componentes de P (X).

Proposición 4.3.5. Sean X y Y dos espacios ordenados y conexos. Cual-
quier función inyectiva de X en Y preserva el orden o lo invierte.

Demostración. Sea � un afunción continua de X en Y . Si (x, y) 2 P (X), sea

 (x, y) = (�(x),�(y)).

Es claro que  es una función continua e inyectiva de P (X) en P (X). Por
4.3.4 se tiene que  (A(X)) = A(Y ) o  (A(X)) = B(Y ). En el primer caso,
� preserva el orden y en el segundo caso lo invierte.

Teorema 4.3.6. En un espacio topologico X, cualesquiera dos órdenes son
identicos o son inversos uno del otro.

Demostración. El resultado se sigue de 4.3.5 tomando X = Y y tomando la
función identidad.



Bibliograf́ıa

[1] A.V. Arkhangel’skii, Topological Function Spaces, Kluwer Academic Pu-
blishers, Mathematics and its applications, vol. 78, Dordrecht, Boston,
London, 1992.

[2] C. Constantini, S. Levi, J. Pelant, Compactness and local compactness
in hyperspaces, Topology and its applications 123 (2002), 573-608.

[3] A. Contreras, Espacios de funciones continuas del tipo C(X,E), Tesis
doctoral, Facultad de Ciencias, UNAM, México, 2003.
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