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Introduccion

El siguiente trabajo tiene como propésito establecer una visién general de
los conceptos que aparecen a partir de los resultados publicados por E. Mi-
chael en una serie de articulos publicados entre 1951 y 1959. Tomando como
punto de partida los primeros intentos hechos por F. Hausdorff y L. Vietoris
para dotar de una topologia a los hiperespacios de subconjuntos cerrados de
un espacio topoldgico X, Michael se enfoco a la tarea de determinar bajo
qué condiciones, dada una funcién continua ¢ de un espacio topolégico X al
espacio de subconjuntos cerrados de un espacio Y con la topologia de Vieto-
ris, se puede encontrar una seleccién continua, es decir, una funcién continua

de X aY tal que f(z) € ¢(z) para todo x € X.

Una gran cantidad de articulos y resultados han sido publicados a partir
del primer articulo de Michael, sobre todo en la segunda mitad del siglo XX,
muchos de los cuales se enfocan en el caso particular en el que se toman
selecciones de un espacio X en los hiperespacios de X.

En este trabajo nos enfocaremos precisamente a este caso particular, te-
niendo como objetivo mostrar los principales resultados en los cuales se de-
terminan las condiciones bajo las cuales existen estas selecciones asi como
mostrar la utilidad que tienen estos resultados para caracterizar ciertos tipos
de espacios, sobre todo en lo que se refiere a propiedades de ordenabilidad y
compacidad.

Este trabajo tiene como objetivo también reunir muchos de los resultados
mas elementales e indispensables en el estudio de las selecciones continuas y
de esta manera servir como punto de partida para un estudio mas amplio del
tema.



Introduccion

Pedro Pascasio Sdnchez Fernandez, verano de 2014.



Capitulo 1

Topologias en hiperespacios

1.1. Espacios de subconjuntos

Para llevar a cabo el estudio de las selecciones continuas es primordial
tomar como punto de partida el estudio de los hiperespacios. Comenzaremos
con las principales definiciones y resultados al respecto tomando como fuente
a E. Michael [11]. Los resultados de esta seccién preliminar son casi en su
totalidad provenientes de dicha publicacion. En este capitulo nos dedicare-
mos a presentar la topologia de Vietoris para hiperespacios de un espacio
topoldgico X asi como establecer bajo qué condiciones las caracteristicas de
un espacio se proyectan a sus hiperespacios.

Diremos que una propiedad topologica se proyecta de un espacio base a
un hiperespacio siempre que, el hecho de que dicha propiedad aparezca en el
espacio base, implica que la propiedad tambin aparece en el hiperespacio.

A lo largo de todo el trabajo se usaran de manera indistinta las notacio-
nes CI(U) y U para denotar la cerradura de un conjunto U, y utilizaremos
la notacién Clx(U) cuando no sea claro con respecto a qué espacio se va a
tomar la cerradura.

El primer paso es seleccionar ciertas familias de subconjuntos de un espa-
cio topologico X y dotarlos de una notacion adecuada para el desarrollo de
este trabajo. Las colecciones de subconjuntos que nos seran de mayor interés
son las siguientes:

Definicién 1.1.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Definimos:

9



10 CAPITULO 1. TOPOLOGIAS EN HIPERESPACIOS

AX)={FECX:FE#0}

» CL(X)={F C X : E es cerrado y no vacio}

Fo(X)={E € CL(X) : E tiene a lo mds n elementos}

F(X)={F e€CL(X): E es finito}
» K(X)={F e€CL(X): E es compacto}

Una vez que hemos establecido las familias de subconjuntos con las cua-
les trabajaremos, buscamos dar a estas colecciones una topologia que cumpla
ciertas caracteristicas para poder llamarla “aceptable” y una vez hecho esto,
llamaremos a las colecciones de subconjuntos, con la topologia “aceptable”,
hiperespacios.

Definicién 1.1.2. Sea § uno de los conjuntos definidos en 1.1.1. Dada una
topologia T sobre S, llamaremos al espacio (S, T) un hiperespacio de X .

El primero en definir una topologia “aceptable” para las colecciones de
subconjuntos fue F. Hausdorff, quien establecié una métrica para las familias
de subconjuntos cerrados de espacios métricos. Llamamos a esta métrica
“métrica de Hausdorft” y la definimos a continuacién.

Definicién 1.1.3. Si (X,d) es un continuo (espacio métrico, compacto y
conexo), definimos la métrica de Hausdorff para CL(X) como sigue: Si A €
CLX) ye >0 sea B(e,A) = {z € X : existea € A cond(a,z) < €},
entonces, si A, A" € CL(X), la distancia H(A,A') = inf{e > 0 : A C
B(e,A") y A" C B(e, A)}.

Debido a la clara limitacion que presenta la métrica de Hausdorff para
un estudio mas general de los espacios de subconjuntos, ya que no puede ser
definida para espacios no metrizables, nos vemos en la necesidad de buscar
una forma de dar una topologia aceptable a una coleccion mas amplia de
espacios. La alternativa mas adecuada la obtenemos gracias a L. Vietoris,
quien en su trabajo de 1923 define la topologia que ahora lleva su nombre.

La siguiente notacion, atribuida a E. Michael, es muy importante ya que
sera utilizada con gran frecuencia en el transcurso de este capitulo y sirve de
herramienta para definir una base para la topologia de Vietoris.
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Definicién 1.1.4. Si {U;}icr es una coleccion de subconjuntos de un espacio
topologico X, entonces (Us)ier = {E € CL(X) : E C U, Ui» y ENU; #
& para toda i € I}

En el siguiente resultado veremos que, efectivamente, los conjuntos que
acabamos de definir conforman una base para una topologia en los espacios
de subconjuntos.

Teorema 1.1.5. Las colecciones de la forma (Uy,Us,...,U,) conn € N y
con U; abierto en X para cada i € {1,...,n}, forman una base para una
topologia en CL(X).

Demostracion. Sean U = (U1, Us, ..., U,), V = (V1, Vo, ..., Vp,) v sean U =
Ui, Uiy V =U~, Vi. Entonces, UNV = (U,NV, ..., U,NV, ViNU,...,V,,N
U). O

Nos encontramos ahora en condiciones de definir la topologia de Vietoris.

Definicién 1.1.6. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Definimos la topologia
de Vietoris (topologia finita) 75 en CL(X) como la topologia generada por
las colecciones de la forma (U1, Us,...,U,) conn € N y con U; abierto en X
para cada i € {1,...,n}. En caso de que no exista confuncidn con respecto
al espacio al que nos referimos, escribiremos simplemente T,,.

Como se menciono arriba, estamos interesados en topologias “aceptables”
para trabajar con hiperespacios. A continuacién definimos qué es una topo-
logia aceptable.

Definicién 1.1.7. Si (X, 1) es un espacio topoldgico, decimos que una topo-
logia en CL(X) es aceptable si {E € CL(X) : E C A} es cerrado para todo
conjunto cerrado A C X, y abierto para todo abierto A C X.

Facilmente se puede ver que la topologia generada por la métrica de
Hausdorff es aceptable, pero ya que lo que nos interesa es trabajar con la
topologia de Vietoris, a continuacién veremos que esta topologia también es
aceptable.

Lema 1.1.8. Sea (X, T) un espacio topolégico. Entonces:

1. {E €CL(X): EC A} es cerrado en (CL(X),T,) si A C X es cerrado.
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2.{FE € CL(C) : ENA # @&} es cerrado en (CL(X),7,) si A C X es
cerrado.

Demostracion. 1. Sea A = {E € CL(X) : E C A}. Consideremos el
conjunto (X \ A, X) el cual estd formado por todos los cerrados en
X que intersectan a X \ A, es decir, todos los cerrados que no estan
contenidos en A. Como A es cerrado en X, (X \ A, X) =CL(X)\ Aes
un abierto en CL(X).

2. Consideremos el conjunto (X \ A), el cual esta formado por todos los
cerrados contenidos en X \ A. Como A es cerrado en X, (X \ A) es
abierto en CL(X) y su complemento es {E € CL(X) : ENA # @}.

[

Proposicién 1.1.9. La topologia de Vietoris es la topologia aceptable mds
gruesa en CL(X).

Demostracion. Sea T una topologia aceptable en CL(X) y seald = (Uy, ..., U,)
un abierto en 7. Sean U = |J_,U;, U* = {E C CL(X) : E C U}y
U ={E C CLX): ENU; # @}, entonces U = U* N[, U;. Como 1 es
una topologia aceptable, por 1.1.8, U* y U; son abiertos en 7, por lo tanto
Uetyty CT. n

Cabe mencionar que la topologia de Vietoris no es la tunica topologia
aceptable para los espacios de subconjuntos de un espacio topolégico X, te-
nemos, por ejemplo, la topologia de Fell (J.M. Fell, 1962), la cual dejaremos
de lado para enfocarnos inicamente a la topologia de Vietoris.

El siguiente resultado constituye una herramienta muy tutil para probar
méas adelante muchos hechos importantes acerca de la topologia 7y .

Lema 1.1.10. 1. (Uy,...,U,) C (Vi,..., V) siysdlosi\U;_, U; C Ui~y Vi,
y para cada V; existe un U; tal que U; C 'V

2. En la topologia de Vietoris para CL(X), se tiene que Cl({Uy,...U,)) =
(U ..., Un).

3. Si{Us}aca €s una base de vecindades para x en X, entonces {(Uy) }aca
es una base de vecindades para {x} en CL(X).
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Demostracion. 1. Primero supongamos que (Uy,...,U,) C (Vi,..., V).

Sea z € |J;_, U; y sea x; € U; para cada i. Entonces {z} U {x;}I, €
(Uh,...,U,) C(Vi..., V), asi que € V; para alguna j € {1,...,m}.
Ahora, supongamos que para cada j, existe z; € U; tal que x; ¢ V; para
alguna i. Entonces {z;}"_, € (U, ..., U,), pero como {z;}1_NV; = &,
{25352 ¢ (V1,...,Vin) lo cual es una contradiccion.

Para probar la suficiencia, sea E € (Uy,...,U,), como |J;,U; C
U, Vi, EC U, Vi y como para todo V; existe U; tal que U; C V;, se
tiene que ENYV; # @ paratodoi=1,...,n.

. Sea A= (Uy,...,U,). Entonces CL(X)\A={F cCL(X): ENU; =

g paraalgini = 1,...,n0 EN (CL(X) \ UL, U:) # @}. Para ca-
da i, {F € CL(X) : ENU; = @} es un abierto en CL(X). Como

Ur, Ui es cerrado en X, (X, X \ U/, U;) es abierto en CL(X) y

C'C(X) \ A= U:L:1<X\E> U <X’X \ U?:1E>7 asi que <717aU71>
es cerrado. Por 1), (Uy,...,U,) C (Ui,...,U,), asi que basta pro-
bar que (Uy,...,U,) C CUUy,...,U,). Sea E € (Uy,...,U,) y sea
V = (Vi,...,V,,) una vecindad de E en CL(X). Paracadaj =1,...,m
existe x; € V; tal que z; € V; N U; para alguna ¢ = 1,...,n. También,
para cadai=1,...,n existe x € EﬂEyuan tal que x € Vj, asi que
podemos tomar un x; € V; NU;. Sea F' = {x;}7L, U {2}, entonces
Fevn(U,...U,) yporlo tanto E € Cl(Uy,...,U,).

Seax € Xy (Vi,...,V,) un abierto en CL(X) con {z} € (V1,...,V,),
entonces (., Vi# @y x €, Vi. SeaU € {Up}aea tal que z € U C
Ni, Vi, entonces si ' C U es cerrado, F C (), Vi y {a} € (U) C
(Vi,..., Vi),

[

A continuacién se prueban propiedades importantes de algunos subcon-
juntos de CL(X).

Proposicién 1.1.11. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces:

1.
2.

F(X) es denso en (CL(X),T,).

Si X es Hausdorff, entonces F,,(X) es cerrado en (CL(X), T,) para toda
n > 1.

La funcion natural pr : X™ — F,(X), definida como pr((x1, za, ..., T,))
{z1,...,2,}, es continua.
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Demostracion. 1. Sea (Uy,...,U,) un abierto en CL(X) y para cada i,
sea x; € U;, entonces sea F = {x;}', € F(X)y E € (Uy,...,Up,).

2. Sea B € CL(X) \ Fu(X). E tiene al menos n + 1 elementos. Sea
{z}1*' C E, con x; # x; si i # j. Para cada i existen U; y V;
abiertos con z; € U; y {z;}jz C Vi y U;NV, = @. Para cada i,
sea W; = Uiﬂ(ﬂ#i V), entonces x; € W; para toda iy W;NW,; = & si
i # 7, asi que A= (Wy,...,W,41,X) es una vecindad de E en CL(X)
y si F' € A, F tiene al menos n+ 1 puntos, por lo tanto ANF,(X) = &
y CL(X) \ Fn(X) es abierto en (CL(X), 7).

3. Sea (x1,...,2,) € X"ypr(xy,...,z,) ={x1,...,2,}. Seald = (U, ..., Uy)
una vecindad de {z1,...,2,} € F(X). Sea V; = {U; : x; € Uj}, en-
tonces | J;_, Vi C Uj_, Ui y para cada j existe i tal que V; C U, asi que,
por 1.1.10 (Vi ..., V,) C (Uy,...,U,). Por tltimo, sea V = [}, Vi,
(X1, ... xn) €V, ysi (1, yn) €V, pr(ya, .-, un) € (Vi) C (Uy).

L]

Concluimos este capitulo con los siguientes resultados, de los cuales el
primero muestra que, en el caso de espacios regulares, la union de los ele-
mentos de un subconjunto compacto del hiperespacio CL(X) es un cerrado
en el espacio base y en un espacio Hausdorff, la union de elementos de un
subconjunto compacto del hiperespacio K(X) es un compacto en el espacio
base. El segundo nos aporta un criterio muy 1til para determinar la conexi-
dad de la union de una colecciéon de subconjuntos como subconjunto de un
hiperespacio.

Teorema 1.1.12. 1. Sea (X, T) un espacio topolégico reqular, entonces si
Be K(CL(X),T,), se tiene que (Upepg ) € CL(X).

2. Sea (X,7) es un espacio topolégico. Si B € K(K(X),7,) entonces
(Uges E) € £(X)

Demostracion. 1. Sean B € K(CL(X)), A = Upes E, v v € A. Sea F
la coleccion de todas las vecindades cerradas de =z y si F' € F sea
Up =BN{E e€CL(X): ENF # @}, entonces Ur es una subcoleccion
de cerrados de B. Sea {UF, }!_; una familia finita de subcolecciones de B,
se tiene que (), F; es una vecindad cerrada de z, asi que {Up : F € F}
tiene la propiedad de la interseccién finita, y como B es compacto, existe
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D C (\perUr C B. Como X es regular, x estd en cada elemento de D,
por lo tanto, = € A.

2. Sea A = Upepg E, con B C K(K(X)). Sea U una cubierta abierta de
A. Ahora, sea EF € B, entonces E es un subespacio compacto de X,
asi que existe una subcubierta finita {Ug1,...,U En( E)} de U que cubre
E y cuyos elementos intersectan a E. Entonces, para cada E € B,
Ug = (Uga,...,Ugn) es una vecindad abierta de E, y entonces
{Ug}Eep es una cubierta abierta de B. Como B es compacto, existe

una subcoleccién finita {Ey,..., E,} de B tal que {Ug,,...,Ug,, } es
j=1,...,n(E;)

i1, 'm  es una subcubierta

una cubierta de B. Por lo tanto. {Up, ;
finita de A.
O]

Proposicién 1.1.13. Sea B C CL(X) tal que B es conexo con la topologia de
Vietoris. Si al menos uno de los elementos de B es conexo, entonces |Jgep E
es conexo en X.

Demostracion. Sea E' € B conexo y supongamos que B = |Jpcz £ no es
conexo. Sean U, V abiertos no vacios de X tales que BCUUV yUNV =
UNV = @. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que E' C U.
Supongamos, también que existe A € B tal que ANU # @y ANV # &, de
lo contrario (U), (V) son ajenos y B C (U) U (V). Consideremos los abiertos
(UYU(V)y (U, V). Es claro que estos dos abiertos son ajenos y como E' C U,
se tiene que £’ € (U) U (V). También, como ANU y ANV son no vacios,
A e (U, V), asi que (U)U(V) y (U, V) es una separacion de B, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto |,z £ es conexo. O
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Capitulo 2

Propiedades topoldgicas de los
hiperespacios

En este capitulo analizaremos qué propiedades de un espacio base X y
bajo qué condiciones, se proyectan a sus hiperespacios, o, como veremos en
muchos casos, se debilitan.

2.1. Compacidad

La primera propiedad topoldgica que veremos es la compacidad, y para
esto nos apoyaremos en el teorema de las subbases de Alexander, el cual
afirma que si P es una subbase para X, entonces X es compacto si y sélo si
toda cubierta de X formada por elementos de P tiene una subcubierta finita.
En vista de lo anterior, resulta indispensable definir una subbase de abiertos
para la topologia de Vietoris.

Lema 2.1.1. Sea [U] ={F € CL(X) : FNU # @}, entonces, la coleccion
S ={[U]: U es abierto en X} U{(U) : U es abierto en X}

es una subbase para la topologia de Vietoris.

Demostracion. Por definicién, (U) es abierto en CL(X) para todo abierto
UCX.SiU C X es abierto, CL(X)\[U] ={F €CL(X): FC X\U}. Por
1.1.8, CL(X) \ [U] es cerrado y por lo tanto [U] es abierto en CL(X).

Sea V = (Vi,...,V,) un abierto en CL(X), entonces, si V = |J;_, V;, se tiene

17
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que ¥V = (V)yN:_,[Vi], por lo tanto, S es una subbase para la topologia de
Vietoris. O]

Ya que tenemos una subbase para la topologia de Vietoris, podemos uti-
lizar el lema de Alexander para probar el siguiente resultado.

Teorema 2.1.2. X es compacto si y sélo si CL(X) es compacto.

Demostracion. Si X es compacto, probaremos que CL(X) es compacto uti-
lizando el lema de Alexander. Sea S la subbase definida en 2.1.1 y sea
{lUil}ier U {{(V})}jes una cubierta de CL(X) formada por elementos de S.
Primero veremos que {U; }ier U {V;};es es una cubierta abierta para X. Su-
pongamos que existe z € X tal que x & ;c; UiUU,c,; V; v sea F, = [({F €
CL(X) : x € F}, entonces, F, es un cerrado. F, ¢ V; para toda j € J, de
lo contrario x € Vj, asi que debe existir ¢ € I tal que F, € [U;], es decir
F,NU; # @, pero x ¢ U; de lo cual se sigue que x € (X \ U;) N Fy, que es
cerrado, pero como F), es el cerrado més pequeno que contiene a x, resulta
que F, = (X \ U;) N F,, entonces tenemos que F, NU; = &, contradiciendo la
suposicién inicial. Por lo tanto {U;}ier U {U;} e es una cubierta de abiertos
para X.

Ahora consideremos al conjunto cerrado F™* = X \ |J,.; U;. Entonces F* €
Uics (Vi) asf que existe j, € J tal que F* C Vj,. De lo anterior, se tiene
que X C J;e; Ui UVj,. Como X es compacto, existe I’ C I finito tal que
X C U,ep Us UV, Para ver que {[U;]}ierr U (Vj,) es una cubierta de abiertos
para CL(X), sea F' € CL(X) tal que F' C Vj,, entonces F' € (V},). Por otro
lado, si F' ¢ Vj,, entonces F'N U, Us # 9, asi que F'NU; # @ para alguna
i € I''y por lo tanto F' € [U;]. Por el lema de Alexander, CL(X) es compacto.

Para ver que la condicion es suficiente, basta observar que X es homeo-
morfo a un subespacio de CL(X), {{z} : x € X}, y por lo tanto si CL(X) es
compacto, también lo es X. O

La siguiente propiedad que analizaremos es la compacidad local. Los si-
guientes resultados son en parte gracias a Michael [11] pero nos apoyamos
en [2], sobre todo para corregir la proposicién de Michael que afirma que “X
es localmente compacto si y solo si CL(X) es localmente compacto”.

Lema 2.1.3. Sea X un espacio requlary (Uy, ..., U,) C CL(X). Si(U,...,Uy,)
es compacto en CL(X), entonces U = J;_, U; es compacto en X.
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Demostracion. Primero veremos que U es cerrado en X. Supongamos lo con-
trario, entonces existe una red (a;);c; en U la cual converge a un punto
a € X\U. Para cada j = {1,...,n} sea x; € U; y para cada i € [ sea
C; = {x1,...,x,,a;}, entonces la red (C;);e; converge en CL(X) a C =
{4,...,xn,a}, asi que C' ¢ U y por lo tanto C' ¢ (U, ..., U,) lo cuél contra-
dice el hecho de que (Uy,...,U,) es compacto.

Ahora supongamos que U no es compacto en X. Como U es cerrado, existe
una red (a;);e; en U la cual no tiene puntos de acumulacién en X. Entonces
para cada x € X existe un abierto W, con x € W, tal que a; ¢ W, a partir de
algunai € I. Sea C; = {x1,...,2,,a;}, conz; € U; paracada j = {1,...,n}.
Mostraremos que (C;);e; no tiene puntos de acumulacién en CL(X), para lo
cual procederemos por casos. Sea C' € CL(X).

» Caso 1. C' C {zy,...,x,}. Entonces si W = (J_, W,,, (W) es una
vecindad de C' en CL(X) y C; ¢ (W) a partir de alguna i € I.

= Caso 2. Existe g € C'\ {z1...,2,}. Fijemos una vecindad W* de z,
tal que z1,...,x, & Wy y sea W' = W*NW,,, entonces C; N W' = &
a partir de alguna i € I.

]

Lema 2.1.4. 1. 8i X es localmente compacto y si A € K(X) entonces
existe un abierto U, con U D A tal que U es compacto.

2. Sea X un espacio reqular y A € CL(X). Entonces A tiene una vecindad
compacta en CL(X) siy solo si existe un abierto U en X tal que A C U
y U es compacto.

Demostracion. 1. Para cada x € A, sea U, una vecindad abierta de = tal
que U, es compacto, entonces U e Uz es una cubierta de abiertos para
Ay como A es compacto, existe un subconjunto finito {xy,...,2,} C A
tal que {U,,}I"; es una cubierta finita de A, entonces U = |J;_, Uy, es
compactoy A C U c U.

2. Primero supongamos que A tiene una vecindad compacta en CL(X).
Entonces, existen abiertos Uy, ... U, € X tales que A € (Uy,...,U,) y
Clerx)(Ui, ..., Uy) es compacto en CL(X). Paracada j € {1,...,n} fi-
jemos un punto z; € U;NA. Como (A, x4, ..., x,) es cerrado en CL(X)
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y estd contenido en (Uy,...,U,), entonces es compacto. Por el lema
2.1.3, A es compacto.

Como X es regular, existe B C X abierto tal que A C B C B C U. En-
tonces (B, x1, ..., x,) es un cerrado en CL(X) contenido en (Uy, ..., U,),
y entonces es compacto. Nuevamente, por el lema 2.1.3. B es compacto.

Para probar la otra implicacién, supongamos que existe un abierto U
en X tal que A C U, U es compacto en X y (U) es una vecindad de A
en CL(X). Por 2.1.2, como A es compacto, se tiene que (A) = CL(A)
es compacto.

]

Corolario 2.1.5. 1. Un espacio reqular X es localmente compacto si y
sélo si para toda x € X, {x} tiene una vecindad compacta en CL(X)

2. Si X es localmente compacto, entonces K(X) es abierto en CL(X).
Demostracion. 1. Como {x} € CL(X), el resultado se sigue del lema 2.1.4

2. Este resultado se sigue de 2.1.4 y 1.1.8.
O

A continuacién veremos la implicacion més importante de la compacidad
local de X en el hiperespacio CL(X).

Teorema 2.1.6. Para un espacio reqular X, son equivalentes:
1. X es compacto,
2. CL(X) es localmente compacto,
3. X tiene una vecindad compacta en CL(X),
4. CL(X) es compacto.

Demostracion. Las implicaciones 1)=-2) y 3)=-4) son consecuencias inme-
diatas de 2.1.4, mientras que 2)=3) y 4)=-1) se siguen del hecho de que X
es homeomorfo a un subconjunto cerrado de CL(X), especificamente {{z} :
re X} O
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2.2. Axiomas de numerabilidad

Toca el turno ahora a los axiomas de numerabilidad. Lo primero que
veremos sera para qué hiperespacios estas propiedades se proyectan.

Proposicién 2.2.1. 1. X es separable si y solo si CL(X) es separable.
2. X es sequndo numerable si y sélo si K(X) es sequndo numerable.
3. X es primero numerable si y solo si KC(X) es primero numerable.

Demostracion. 1. Supongamos que X es separable, y sea D = {x, }nen

denso en X. Sea U = (Uy,...,U,) un abierto en CL(X), entonces,
para cada U existe un x; € DN U; y {x;}7_, € U. Por lo tanto, la
coleccion de todos los subconjuntos finitos de D es un denso numerable
en CL(X).
Por el otro lado, sea D = {A,, },en un denso numerable en CL(X ). Para
cada n € IN, tomemos un z,, € A,,. Sea D = {x, }nen y sea U C X un
abierto, entonces (U) es un abierto en CL(X) y existe un A; € (U),
lo cual implica que A; C U, por lo tanto z; € A; C U y como D es
numerable, X es separable.

2. Primero supongamos que K(X) es segundo numerable. Sea {U, },en,
con Uy, = (U, ..., Uy, una base numerable para K(X) y sea U, =

ﬂfﬁ}) U'. Veremos que la coleccion {U, },en es una base para X. Si
z € X, sea U, tal que {z} € U, = (U7,...,Uy,,), entonces z €

ﬂfﬁ;) Ul = U,. Ahora, sean U,, y U,, abiertos y y € U,, N U,,, entonces
{y} € U, "U,, y como {U,},en es una base para K(X), existe U, tal
que y € Uy C Uy, NUy, y por 1.1.10, si U € U, y Ui € Uy, existen
U, UL € Uy tales que Ul C U y UL C U, por lo tanto N Ut ¢
Un NU,, asi que {U,},en es una base numerable para X.

Para demostrar la otra implicacién, sea {U, }n,en una base para X y
consideremos la familia de todas las colecciones (Uj);e; con J C N
finito. Sea F' € K(X) y para cada x € F, sea U, un abierto basico tal
que z € U,, como F' es compacto, existe {x1,...,z,} C F tal que F C
Ui, Ui, asique F € (U;,...,U,). Fijemos (Uy, ..., Up) y (Vi,.... Vi) y
sea F' e (Uy,...,Uy)N(Vi,..., V). Paracadaz € F, x € U;,NVj, para
algin U;, € {U;}iL, vy Vj, € {V;}7L,, y como U; y Uj son abiertos basicos
en X, existe W, tal que x € W;;, C U;, NV}, entonces {W;;, : x € F'}

z)
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es una cubierta para F', y como F' es compacto, existe una subcubierta
finita {W;;, }i_, v por 1.1.10 F' € (Wy;, ) C (U;) N(V}), ast que {(U;)}
es una base para CL(X).

3. Supongamos que K(X) es primero numerable y sea x € X y {U;}_; una

base numerable para {x} en CL(X). Si U es una vecindad de z en X,
entonces (U) es una vecindad de {x} en CL(X), asi que existe una ve-
cindad (Uy,...,U,) € {U;}1, de {x} tal que {x} € (Uy,...,U,) C (U),
entonces z € (), U; C U ast que {(;_, U; : U; € U; para alguna j} es
una base local numerable para x en X.
Por el otro lado, sea {U;}$°, una base local numerable para z € X.
Sea F' € K(X) vy (V4,...,V,) una vecindad de F. Para cada x € F
existe U, tal que € U, C U}, Va, entonces F C U,cpUs y por
compacidad existe {z1,...,2,} C F tal que F C ;~, U,, asi que
{F} € (Uy,...,Us,) C(Viy...,V,,), por lo tanto todos los abiertos de
la forma (U, ...,U,) forman una base local numerable para F'.

]

En seguida se prueba que si el hiperespacio de cerrados de un espacio X
es segundo numerable, entonces el espacio debe ser compacto.

Teorema 2.2.2. Si (CL(X),7,) es seqgundo numerable, entonces (X, T) es
compacto.

Demostracion. Supongamos que X no es compacto, entonces, dado que X
es segundo numerable, tampoco es numerablemente compacto, asi que existe
A C X numerable tal que A es cerrado y discreto en X. Observemos que
CL(A) C CL(X). Sea 7 la topologia de Vietoris en CL(A), entonces es facil

ver que el espacio (CL(A), ) es igual al espacio CL(A) visto como subespa-

cio de (CL(X), 7.X). Consideremos a CL(A) con la topologfa inducida, enton-
ces, dado que CL(A) es un subespacio de CL(X) también es 2°-numerable.
Sea {U,} una base para CL(A) y para cada £ C A sea Ug un abierto bésico
tal que £ € Up C (E). Si Ey # E,, podemos suponer sin pérdida de genera-
lidad que E \ By # &, entonces Fy € Up, v Fy ¢ Ug, asi que Ug, # Ug,. Por

lo anterior {U,} no puede ser numerable, lo cual es una contradiccién. [
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2.3. Axiomas de separaciéon

A continuacion veremos los axiomas de separacén. Veremos que algunas
de las propiedades de separacion se debilitan al pasar del espacio base a
CL(X) pero, en general, permanecen intactas al pasar a IC(X).

Teorema 2.3.1. 1. CL(X) siempre es Ty.
2. Si X es Ty entonces CL(X) es T.

3. X es reqular si y solo si CL(X) es Hausdorff.

Demostracion. 1. Sean E,F € CL(X), E # F. Entonces £ € (X, X \ F)
y F ¢ (X, X\ F), por lo tanto CL(X) es Tj.

2. Sean E,F € CL(X), E\F # @y x € E\ F. Igual que en el caso
anterior, £ € (X, X\F)y F ¢ (X, X\F). Como X es T}, {z} € CL(X)
y X \ {z} es un abierto tal que F' € (X \ {z}) y E ¢ (X \ {z}).

3. Primero supongamos que X es regular. Sean E, F € CL(X), x € E'\ F,
entonces existe U, V abiertosen X talesquexz € U, F C VyUNV = @,
asi que ' e (V), E€ (X,U) y (V)N (X,U) =@.

Por otro lado, si X no es regular, sea F € CL(X) y « ¢ E tales que £
y  no pueden ser separados por abiertos de X. Sea d = (Uy,...,U,)
un abierto en CL(X) que contiene a E'y V = (V;,...,V,,) un abierto
que contiene a E U {x}, entonces {x} € U NV, asi que CL(X) no es
Hausdorft.

O

Para el caso de espacios completamente regulares, necesitaremos recordar
la definicién de Espacio de Stone.

Definicién 2.3.2. Un espacio topolégico X es un espacio de Stone si, siem-
pre que xg,x1 € X con xo # w1 existe una funcion continua f:X — R, tal

que f(xo) =0y flz1) = 1.

El siguiente lema sera muy importante para ver lo que ocurre con los
espacios completamente regulares.

Lema 2.3.3. Sea X un espacio topoldgico, R los reales extendidos y f
X — R. Definamos las funciones fi,f- : CL(X) — R como f.(E) =
sup,ep f(2)y fo(E) = inf,ep f(x), para E € CL(X). Si f es continua, en-
tonces fy y f_ también lo son.
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Demostracion. Sean E € CL(X), x = f4(F)y € > 0. Entonces existe U C X
abierto tal que f(U) C (v — 5,2 + §). Sea F' € (U), entonces, para toda
y € F se tiene que y € U, asi que f(y) € (z — 5,2 + §), por lo tanto
f+(F) € (x — e,z +¢).

Ahora supongamos que fi(E) = oo, entonces para toda A > 0 existe una
vecindad U de z tal que, para toda y € U, f(y) > A. Sea F' € (U), entonces

J+(F) = supyep fy) > A.
Los casos para —oo y para f_ se prueban de manera analoga. O]

Teorema 2.3.4. Sea X un espacio topologico. Entonces X es completamente
reqular si y solo si CL(X) es un espacio de Stone.

Demostracion. Supongamos que X es completamente regular. Sean A, B €
CL(X), A # B. Supongamos también que B\ A # @y z € B\ A. Si
f:X —[0,1] es continua y tal que f(z) =1y f(A) = 0, entonces por 2.3.3,
la funcién f, es continua y se cumple que f(B) =1y fi(A) =0.

Ahora supongamos que CL(X) es un espacio de Stone. Sea A C X cerrado
yseax € X\ A Sea F : CL(X) — [0,1] continua y tal que F((A) =1y
F(AU{x}) = 0. Definamos f : X — [0, 1] como f(y) = F(AU{y}), entonces
f es continua y se tiene que f(A) =1y f(z) =0. O

Teorema 2.3.5. Si CL(X) es regular, entonces X es normal.

Demostracion. Supongamos que CL(X) es regular. Sea F € CL(X)y U C X

un abierto que contiene a E, entonces (U) es una vecindad abierta de E en
CL(X) y como CL(X) es regular, existe una vecindad (Vi,...,V,,) de E tal

que E € (Vi,...,Va) € (Vq,...,V,) C (U). Sea V = |J{, Vi, entonces por
1.1.10, se tiene que £ C V. C V C U, por lo tanto X es normal. n

Teorema 2.3.6. X es Hausdorff y compacto si y sdlo si CL(X) es compacto
y Hausdorff.

Demostracion. Por 2.1.2, CL(X) es compacto y como X es regular, por 2.3.1
CL(X) es Hausdorft. O

Ahora veremos lo que ocurre con los axiomas de separacién en el caso
del hiperespacio IC(X). Veremos que la existencia de cualquier axioma de
separacion en el espacio base X implicara la existencia de dicho axioma en
K(X), vy es claro que los axiomas de separacion, siendo hereditarios, pasan

de £(X) a X ya que X es siempre homeomorfo a un subespacio cerrado de
K(X).
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Teorema 2.3.7. 1. X es Hausdorff si y solo si K(X) es Hausdorff.
2. X es un espacio de Stone si y sdlo si K(X) es un espacio de Stone.

3. X es reqular si y sdlo si K(X) es regular.

Demostracion. 1. Sea X un espacio Hausdorff. Sean E, F € K(X), E '\
F#@gyxe FE\F.Sean U,V C X abiertos tales que x € U, F C V
yUNV =g, entonces F € (V), E € (X,U) y (X, U)N({V) = 2.

2. Sea X un espacio de Stone, y sean E, F' € K(X) con F' # E. Suponga-
mos que z € '\ I, como F' es compacto, existe una funcién continua
f X — [0,1] tal que f(z) = 1y f(F) = 0, entonces, por 2.3.3,
f+ : K(X) —[0,1] es continua, f(F)=1y fi(F)=0.

3. Sea X un espacio regular y sea A € K(X) y (Uy,...,up) una vecindad
abierta de A en CL(X). Sea U = |J;_, U;, entonces A C U y como
X es regular, existe un abierto V tal que A C V € V C U. Para
cada i € {i,...,n} tomemos un z; € U; N A. Como X es regular, pa-
ra cada i existe una vecindad V; de z; tal que V; C U;, asi que por
1.1.10, (V,V4,...,V,) es una vecindad abierta de A en CL(X) tal que
CI{V, Vi, .. Vo)) = (V, V...,V C{Uy,...Uy,).

2.4. Conexidad

En lo que respecta a la conexidad, los siguientes resultados muestran bajo
que condiciones un subconjunto arbitrario de CL(X) es conexo o hereda la
conexidad. Es de suma importancia ya que muchos de los resultados que pro-
baremos mas adelante referentes a ordenabilidad dependen en gran medida
de la conexidad de los espacios.

Teorema 2.4.1. Sea F(X) C S C A(X). Si alguno de los espacios X,
F(X), oS es conexo, entonces todos son conexos.
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Demostracion. Supongamos primero que X es conexo, entonces si n € IN,
X" es conexo y por 1.1.11 se tiene que F,(X) es imagen continua bajo la
funcién pr de X, y por lo tanto F,(X) también es conexo. Ahora, sean
E,F € F(X) tales que |E| = n y |F| = m, entonces, si nyg = max{m,n},
E,F € F,,(X) el cual es conexo, por lo tanto F(X) es conexo. Por 1.1.11,
F(X)CcS CAX)=c(F(X)), entonces S y A(X) son conexos.

Por ultimo, si F,,(X) é S son conexos, dado que

x= |\J E=E

EcFn(X) EeS
por 1.1.13, X es conexo. O

Definicién 2.4.2. Si {U;}icr es una coleccion de subconjuntos de un espacio
topoldgico X, entonces (U;)je; = {E € AX) : E C U;; Ui, ENU; #
& para todo i € I}.

Proposicién 2.4.3. Sean Ay, ..., A, subconjuntos conezxos de X . Si F(X)N

(Ay,...,A)T CSC (A, ...,A)T, entonces S es conero.

Demostracion. Por 2.4.1, F(A;) es conexo para cada i = 1,...,n y por otro
lado F(A;) x -+ x F(A,) es un subconjunto conexo de [A(X)]". Ahora,
F(X)N (A, ..., A" es la imagen de F(a;) x --- x F(A,) bajo la funcién
pr: [A(X)]" — A(X) y entonces F(A;) N (Aq,..., A,)T es conexo y por lo
tanto, por 1.1.10, S es conexo. ]

Teorema 2.4.4. Sea F(X) C S C K(X), entonces X es localmente conexo
sty solo si S es localmente conexo.

Demostracion. Primero, supongamos que X es localmente conexo. Si F €
K(X), y U es una vecindad de E en A(X), entonces podemos encontrar
abiertos conexos Uy, ..., U, tales que E € (Uy,...,U,) C U. Se sigue ahora,
por la proposicion 2.4.3, que S también es localmente conexo.

Ahora supongamos que S es localmente conexo. Sea x € X, y sea U una
vecindad de x. Entonces existe una vecindad conexa B de {z} en S tal que
B C (U). Se tiene que V = (J,.5A es una vecindad de z, V. C U y por
1.1.13 B es conexo, ya que {z} € By {z} es conexo. O
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Para finalizar esta seccién, veremos lo que ocurre con ciertas propieda-
des referentes a conexidad. Podemos observar nuevamente como muchas de
estas propiedades se comparten naturalmente entre el espacio base X y el
hiperespacio K(X). Recordemos que un espacio X es totalmente discone-
x0 si cualesquiera dos puntos distintos pueden ser separados por conjuntos
cerrado-abiertos.

Proposicién 2.4.5. 1. X es 0-dimensional si y sdlo si K(X) es
0-dimensional.

2. X es totalmente disconezo si y sdlo si K(X) es totalmente disconexo.
3. X es discreto si y solo K(X) es discreto.
4. X no tiene puntos aislados si sélo si CL(X) no tiene puntos aislados.

5. La coleccion de elementos conezxos de CL(X) es un subconjunto cerrado

de CL(X).
Demostracion. 1. Sea U = {U,}aca una base de cerrado-abiertos para
X. Probaremos que las colecciénes finitas de la forma {(Uy,...,U,)}

con U; € U es una base de cerrado-abiertos para K(X). Primero, por
definicién, (Uy,...,U,) es abierto en K(X) y se tiene que, por 1.1.10
(Uy,...,U,) = (Uy,...,U,) = CUUy,...,U,). Ahora, sea E € K(X),
entonces, para cada xr € F tomemos un U, € U tal que z € U,,
asi que E' C |J,cp U y como E es compacto existe {z1,...,x,} C E tal
que EC U, U, vy E € (Uy,...,U,,). Finalmente, si (Uy,...,U,) y
(Vi,... V) son abiertos, con U, V; e Uy (Uy, ..., Up) N Vi, ..., Vi) #
@, sea F € (Uy,...,U,) N (Vy,..., V). Para cada x € F, sea W, =
(U; : 2 € U N ({V: : © € V;}. Se tiene que W, # @ y {W, :
x € F'} es una cubierta abierta para F', entonces existe {x1,..., 2z} C
F tal que F C Ule W,, v Fe (Wy,...,W,,) ast que por 1.1.10
Ways oo o, Wa) C Uy, ..., Uy) N (Vi,..., V), por lo tanto K(X) es

cero-dimensional.

2. Primero supongamos que X es totalmente disconexo. Sean FE, F €
K(X),E#FyuxeE\F.Paracaday € F, existen U, y V,, cerrados-
abiertos en X tales que x € U, y y € V,, entonces F' C UyeFVy, y
como F es compacto existe {y1,...,y,} C F tal que F' C (J, Vj,,
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z €, Uy, v entonces U = [, U, es una vecindad cerrada-abierta
de x. De lo anterior se tiene que F' € (X \ U, X) que es un cerrado-
abierto en (X) y E ¢ (X \ U, X), por lo tanto K(X) es totalmente
disconexo.

Por otro lado, si K(X) es totalmente disconexo, sean z,y € X. Exis-
te una vecindad cerrada-abierta de {x}, (Uy,...,U,) tal que {y} ¢
(Uy,...,U,), entonces U = (., U; es un cerrado-abierto en X que
separa a 'y a y.

3. Si X es discreto, sea F € K(X), entonces E es finito, asi que F =
{z1,...,x,} y (x1,...,2,) = E, por lo tanto F es abiero en IC(X).
Si K(X) es discreto, sea x € X, entonces () es abierto en (X)) y por
lo tanto x es abierto en X.

4. Supongamos primero que X no tiene puntos aislados. Sea E € IC(X)
y sea (Ui,...,U,) una vecindad abierta de FE en K(X). Para cada
i =1,...,n, tomemos un z; € U; de tal manera que {x;}!, # E, lo
cual es posible ya que X no tiene puntos aislados, entonces {x;}' , €
(Ui, ...,U,) y por lo tanto (X)) no tiene puntos aislados.
Ahora supongamos que (X) no tiene puntos aislados y sean z € X y
U una vecindad de z, entonces {z} € (U), asi que existe F' € (U) tal
que F # {z}, asi F C U y X no tiene puntos aislados.

5. Sea £ € CL(X) disconexo, entonces existen abiertos U,V C X tales
que E CUUV,ENU#0, ENV £, yUNV =UNV =@,
entonces £ € (U, V). Si F € (U, V), entonces F C Uy F C V' y
como U y V son mutuamente ajenos, I’ es disconexo, por lo tanto
{F € CL(X) : E es disconexo } es abierto en CL(X).

m



Capitulo 3

Selecciones continuas

Ahora veremos la parte mas importante de este trabajo, es decir, las
selecciones continuas. En este capitulo definiremos lo que son las seleccio-
nes continuas y veremos como la propiedad de tener una seleccion continua,
esta intimamente relacionada con la propiedad de ser ordenable, lo cual tra-
taremos en la primera seccién.

En la segunda seccion nos enfocaremos en ver cémo se comportan los
espacios compactos, o con propiedades parecidas a la compacidad, ante la
existencia de selecciones continuas. Mostraremos nuevamente consecuencias
al respecto de tener un orden lineal y caracterizaremos algunos espacios com-
pactos a partir del hecho de que estos espacios tengan, o no, una o mas
selecciones continuas

En la tercera y tultima seccién, nos dedicaremos a observar ciertas con-
diciones para asegurar la existencia de selecciones continuas en espacios de
funciones continuas.

Para comenzar, introduciremos la definicion formal de lo que entendere-
mos por una seleccion continua.

Definicién 3.0.6. Sea G € CL(X). Una funcion f : G — X es una seleccion
continua si f es continua con la topologia de Vietoris y f(E) € E para todo
Ecg.

Algunos autores utilizan el término seleccién para referirse en general a
las selecciones continuas, asumiendo que dicha seleccion es siempre continua
con la topologia de Vietoris, y asi lo haremos en lo que resta de este trabajo.

A lo largo de este capitulo, consideraremos selecciones no sélo en CL(X),
si no que, en ocaciones, revisaremos lo que pasa para otras subcolecciones

29
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de CL(X). En particular, serd de mucho interés estudiar las selecciones para
Fo(X), y por lo tanto, les daremos un nombre especifico.

Definicién 3.0.7. Llamamos a una seleccion continua f : Fo — X una
seleccion débil.

El siguiente resultado nos proporciona una herramienta muy util para
trabajar con selecciones débiles, ya que nos permite trabajar con la topologia
producto en X? en lugar de la topologia de Vietoris en F5(X).

Proposicion 3.0.8. X tiene una seleccion débil si y solo si existe una fun-
cion continua g : X* — X tal que , para todo x,y € X

1og(z,y) = g(y,x) y
2. 9(z,y) € {z,y}.
Dicha funcion también serd llamada una seleccion débil.

Demostracion. Primero supongamos que X tiene una seleccion débil f. De-
finamos g(z,y) = f({x,y}). Sea (r,y) € X? y supongamos, sin pérdida
de generalidad, que g(x,y) = f({z,y}) = x. Sea U un abierto en X tal
que x € U, entonces existe un abierto U = (Uy,...,U,) en Fo(X) tal que
{z,ytelUy fU) CcU.Sean U, = ({U; : 2 € U;} yU, =({U, : y € U;},
entonces U, y U, son abiertos no vacios en X. Sea V = U, x U,, entonces V
es un abierto en X? que contiene a (x,y). Sea (a,b) € V, se tiene que a € U,
y b € Uy, ademés {a,b} € U, asi que g(a,b) = f({a,b}) € U, lo cual implica
que g(V) C U, por lo tanto g es continua en X.

Ahora supongamos que se cumplen las condiciones (1) y (2). Definamos
f{z,y}) = g(z,y). Para ver que f es una seleccién, por (1) y (2) sélo
basta ver que f es continua con la topologia de Vietoris. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que f({z,y}) = = y sea U C X un abierto tal que
x € U, entonces existe V = V; x Vo, C X?, con V;, V, abiertos en X tal que
g(V) CU. Sea V = (Vi, Va), entonces es claro que {z,y} € V ysi {a,b} € V
podemos suponer, otra vez sin pérdida de generalidad, que a € V] y b € V5,
asi que (a,b) € V'y f({a,b}) = g(a,b) € U, de lo cual se tiene f(V) C Uy
por lo tanto f es una seleccién continua. O]
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3.1. Selecciénes y orden

Como se mencioné anteriormente, en esta seccién veremos cémo, en cier-
tos casos, la propiedad de ser ordenable es equivalente con tener una seleccién
continua para algiun hiperespacio de subconjuntos cerrados.

Para el desarrollo de esta seccién comenzaremos recordando algunas de-
finiciones y estableciendo la notacién adecuada.

Definicién 3.1.1. » Un espacio topolégico (X, T) es un espacio lineal-
mente ordenado si existe un orden lineal < tal que la topologia generada
por <, T<, coincide con T.

= Un espacio topoldgico es un espacio ordenado generalizado (o suborde-
nable) si puede ser encajado como subespacio en un espacio linealmente
ordenado.

» Un espacio (X, 7) es débilmente ordenable si existe un orden lineal <
en X tal que 7< C T.

Definicién 3.1.2. St < es una relacion de orden en X, entonces,
w L(z)={te Xt <z}
w [M(x)={te X :t>ux}.

La siguiente definicién sera utilizada con mucha frecuencia, ya que es la
base para definir un orden a partir de una seleccién débil.

Definicién 3.1.3. Si f : Fo(X) — X es una seleccion débil, podemos definir
una relacion <; en X de manera que v <y y si f({z,y}) = z.

Como veremos en el lema siguiente, la relaciéon <; es transitiva y, por lo
tanto, resulta ser un orden lineal.

En los siguientes resultados, veremos como la existencia de una seleccién
débil en un espacio conexo, garantiza la existencia de un orden débil y, en
general, las consecuencias de la existencia de selecciones en espacios conexos.
La situacién, en general, se resume en el hecho de que la existencia de una
seleccion siempre implica la existencia de un orden débil, y la seleccion asigna
a cada cerrado su elemento minimo con respecto a ese orden lineal.
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Lema 3.1.4. Si X es conexo y eziste una seleccion débil f : Fo(X) — X,
entonces:

1. Para todo x € X, I,(x) y I*(x) son abiertos en X.
2. <y es un orden lineal en X.
3. La topologia de orden en X es mds gruesa que T.

4. FExiste exactamente una seleccion débil g ademas de f en X, dada por

o) =a attea) = { 0 SR

Demostracion. 1. Sea t € I,(x), entonces t < x, es decir, f({t,z}) = t.

Sea U C X una vecindad de ¢ tal que x ¢ U, entonces, como f es
continua, existe un abierto (V3,V3) en Fo(X) tal que {t,z} € (V1, Vo) y
teVi,xeVyysi B e (V1, V) entonces f(E) € U. Entonces si t' € Vi,
f{t,z}) €U,y comox ¢ U, f({t',z}) =1/, asi que t' <; x y por lo
tanto t’ € L.(z).
Sit e I*(z), entonces x >¢ ty f({z,t}) = x. Sean U,V abiertos en X
ytalesquex e U,t € VyUNV =g. Como f es continua, existe un
abierto (Wy, Ws) de {t,z} tal que x € Wy y t € Wy, y si E € (Wy, Ws)
entonces f(E) € U. Sea W = Wy NV, entonces (Wy, W) C (Wy, Ws)
asi que si £ € (W, W), f(E)eU.Sit e W, f({z,t'}) € U, entonces
f{z,t)} =z yaquet’' e VyUNV =g, por lo tanto = <; t'.

2. Basta ver que <; es transitiva. Sean z,y,z € X tales que z <; y,
y y <s z, entonces z € I*(y), asi que X \ I*(y) C X \ {z}, lo cual
implica que I, (y) U{y} C L(z)UI*(z). Como X es conexo, I.(y)U{y}
es conexo y como I,(z) y I*(z) son abiertos por 1), y el hecho de que
L(z) N I*(2) = @, tenemos que L, (y) U {y} € L.(2) ya que y € L.(2).
Como z € I,(y), entonces z € I,(z) y por lo tanto z <; z.

3. Por 1), I.(x) y I*(z) son abiertos en X, por lo tanto generan una
topologia mas gruesa.
O]

Si G C CL(X) y existe una seleccién continua f : G — X, podemos
definir el orden <; como el orden inducido por la seleccién f|r(x),.
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Lema 3.1.5. 1. Si para alguna n € N existe una seleccion f: F(X) —
X, entonces f(E) es el primer elemento de E bajo el orden <; para
toda E € F,(X).

2. Si F(X) CG CCL(X) y si existe una seleccion f : G — X, entonces
f(E) es el primer elemento bajo el orden <s de E para todo E € G.

Demostracion. 1. Sean B € F,(X), z,y € By x <; y. Sea Q@ = {F €
Fo(X) 1 f(EU{z,y}) = y}. Primero veremos que F,,(X)\ Q es abierto.
Sea E € F,,(X)\ Q, entonces f(F U {x,y}) = z para algin z # y. Sea
U una vecindad de z tal que y ¢ U. Como f es continua, existe una
vecindad N = (Ny,...,Ni) de EU {z,y} tal que si F € F,(X)NN,
entonces f(F) € U. Sea M una vecindad de E generada por los N;
que son vecindades de algin punto de E. Como los tinicos N; que no
generan a M son aquellos que son vecindades de x o de y, se tiene
que si F' € F,(X) N M, entonces F U {x,y} € N lo cual implica que
f(FU{z,y})eUycomoy ¢ U, FeF,(X)\Q.

Ahora veremos que Q es abierto. Sea F' € Q, entonces f(EU{x,y}) = y.
Sean U,V abiertos en X tales que y € U, (EU{x,y}) \{y} € Vy
UNV =g, lo cual es posible ya que E es finito. Como f es continua,
existe una vecindad N = (Ny,...,Ng) de F U {x,y} tal que si F €
N NF,(X), entonces f(F) € U. Sea M = (M, ..., M;) una vecindad
de E construida como en el paso anterior, y sea M’ = (MyNV, ..., M;N
V). Entonces si F' € F,(X) N M se tiene que F U {x,y} € N y asi,
f(FU{z,y}) € U,y como FU{z,y} NU =y, f(FU{z,y}) =y, por
lo tanto F' € Q.

Como F,,(X) es conexo por 2.4.1 y por el hecho de que Q y F,(X)\ Q
son abiertos ya que {z,y} € F,(X) \ Q, tenemos que Q # &, y por lo
tanto f(B) # y asi que f(B) <; z para todo z € B.

2. Sea F € Gy f(E) = y. Supongamos que y no es el elemento minimo
de E, entonces existe € E tal que x <y y. Tenemos que I*(x) es una
vecindad de y, entonces por la continuidad de f, existe una vecindad
N de E tal que si F € GNN, entonces f(F) € I*(x). Como F(X) es
denso en G por 1.1.11, existe F' € G NN finito con x € F, entonces
f(F)=z¢€I*(x)y z # x, asl que x <; z. Supongamos que |F| = n,
entonces F' € F,,(X) y f|r,(x) es una seleccién continua, asi que por
1), z <; x, lo cual es una contradiccién.

O
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Lema 3.1.6. Supongamos que todas las componentes de X son abiertas. Se
cumple:

1. Si existe una seleccion débil f : Fo(X) — X, entonces existe un orden
lineal en X que genera una topologia mds gruesa que T.

2. Si existe una seleccion f : CL(X) — X. entonces existe un orden lineal
en X la cual genera una topologia mds gruesa que T y tal que todo
subconjunto cerrado con la topologia T tiene un elemento minimo.

Demostracion. 1. Primero demos un buen orden <. al conjunto de las
componentes conexas de X. Denotemos por C(z) a la componente que
contiene a z. Para cada componente C' de X, f : F»(C) — X es una
seleccién débil y podemos definir el orden < en F5(C) como en 3.1.3.
Definimos ahora una relacién en X como sigue:

v < s f{z,y}) =x sizyyestdn en la misma componente
y C(z) <. C(y) sizy yestdn en distinta componente.

La relacién anterior es claramente un orden lineal, y para cada x € X,

Lx)={teC) :t<a}u |J Cy

C<cC(az)

IM(z)={teC(x):t>2z}u [J C
C($)<Cc
son abiertos en X y por lo tanto inducen una topologia mas gruesa.

2. Para cada componente C' de X, f es una seleccién para F(C'). Si defi-

nimos un orden en X, como en 1), basta ver que cada cerrado relativo

a 7 tiene un elemento minimo. Sea A C X cerrado y sea C' la menor

componente de X que contiene algin punto de A, entonces AN C es

un cerrado no vacio de C'y tiene, por 3.1.5 un elemento minimo y que

es también, por la definicién de la relacién de orden, elemento minimo
de A.

O

A continuacion revisaremos la situacion opuesta, es decir, las consecuen-
cias de que un espacio tenga un orden cuya topologia sea mas gruesa que
la original. En este caso veremos que la existencia de dicho odren garanti-
za la existencia de una seleccién continua para una familia determinada de
subconjuntos cerrados.
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Lema 3.1.7. Supongamos que existe un orden lineal en X tal que la topologia
de orden es mds gruesa que T y sea R(X) = {E € CL(X) : para todo F €
CL(X),ENF eswvacio o tiene un elemento minimo}. Entonces:

1. [ R(X) — X, definida como f(E) =elemento minimo de E, es una
seleccion.

2. K(X,7) C R(X).

Demostracion. 1. Sea E € R(X) y sea f(E) = x. Sea U una vecindad de
x en 7. Debemos encontrar una vecindad A de E tal que si F € N N
R(X), entonces f(F) € U. Si E C U, entonces N' = (U) cumple con la
condicién, entonces supongamos que E ¢ U, asi que EN (X \U) # @.
Seay € EN(X \U) y consideremos 2 casos:

» Caso 1. No existe z € X tal que 2z < z < y. Sea Ny = {t : t <
y} N U, Ny = {t : t > x}. Entonces N; y N, son abiertos en 7,
x € Ni,y € Ny E C Ny U Ny, asf que N' = (N1, Ny) es una
vecindad de E. Si t; € Ny y to € N,, entonces t; < ty v se tiene
que si ' € N NR(X), entonces f(F) € Ny C U.

» Caso 2. Siexiste z € X tal que z < z <y, sean Ny = U, Ny = {¢:
t<z}NUy N3={t:t> =z} Entonces Ny, Ny y N3 son abiertos
en 7.

2. Sea F € K(X), entonces ENF es compacto en 7 para todo F' € CL(X)
y también es compacto con la topologia del orden y entonces E tiene
un elemento minimo, asi que K(X) C R(X).

O

Gracias a los resultados anteriores, podemos establecer el siguiente teore-
ma que revela la cercana relacion entre selecciones continuas y ordenabilidad.

Teorema 3.1.8. Sea (X, 7) un espacio Hausdorff tal que todas las compo-
nentes de X son conezas.

1. Existe una seleccion continua f : CL(X) — X si y sdlo si existe un
orden lineal en X tal que la topologia del orden es mas gruesa y todo
cerrado relativo a T tiene un elemnto minimo.

2. Eziste una seleccion f : K(X) — X si y sdlo si existe un orden lineal
en X tal que la topologia del orden es mas gruesa que T.
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Ahora veremos bajo qué condiciones una seleccién débil puede ser exten-
dida a otros hiperespacios que contienen a JFa(X).

Proposicién 3.1.9. §i X es un espacio conexo y si existe una seleccion débil
f:Fa(X) — X, entonces:

1. Existe una extencion de f a K(X).

2. Si todo E € CL(X) tiene un elemento minimo, entonces erxiste una
extencion de f a CL(X).

3. Si F(X) C G CCL(X), entonces cualquier extencion a G es unica.

4. Para toda n € N, cualquier extencion a F,(X) es dnica.

Demostracion. 1. Por 3.1.4, <; es un orden lineal en X y por 3.1.4 la

topologia del orden inducida por <; es mds gruesa que 7, asi que por
3.1.7 existe una seleccién f : R(X) — X tal que f(F) es el minimo
elemento de E con respecto a <; para todo £ € R(X). Por 3.1.7
K(X) C R(X) asi que flxix) = f.

2. Por 1), f tiene una extension tnica f a R(X), pero R(X) = CL(X).

3. Por 3.1.5, si f es una extensién de f a G yEeg, f(E) es el elemento
minimo de £ con respecto a <y, asi que f|r,x) = f.

4. Por 3.1.5, si existe una extensién f de f a F(X)y E € Fn(X), entonces

f(E) es el minimo elemento de E con respecto a < s, asf que flrx) =T
[

Corolario 3.1.10. 5@ X es un espacio conexo y si existe una seleccion débil
f:Fa(X) = X, entonces existe una unica extencion de f a G C CL(X) si
G satisface alguna de las siguientes condiciones:

1.

2.

3.

G = F.(X) para alguna n € N,
F(X)cCgcCcK(X),

F(X)C G ytodo E € CLX) tiene un elemento minimo.
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Otro aspecto importante que debemos abordar es el saber cuantas se-
lecciones continuas puede tener un hiperespacio determinado, ya que mas
adelante esto nos ayudara a caracterizar ciertos espacios a partir del nimero
de selecciones que existen. Para esto, introduciremos la siguiente definicion

Definicién 3.1.11. Si X es un espacio topoldgico y G es un hiperespacio
de X, denotaremos por Sel(G) al conjunto de todas las selecciones continuas
para el hiperespacio G y por #Sel(G) al niumero de selecciones continuas de

g.

Proposicién 3.1.12. Sea X wun espacio conexo. Sea #Sel(G) el nimero
mazimo de selecciones diferentes que existen de un subconjunto fijo G de
CL(X) a X. Entonces:

1. St Fo(X) C G C K(X), entonces #Sel(G) =0 o #Sel(G) > 2.
2. 851G D F(X), osiG=F,(X) para alguna n, entonces #Sel(G) < 2.

Demostracion. 1. Por 3.1.4, si X tiene una seleccion débil, necesariamente
debe existir otra distinta, y por 3.1.9 cada una de estas selecciones se
puede esxtender a G.

2. Por la parte 3 y 4 de 3.1.9, cualquier seleccion débil se extiende de
manera Unica a G, por lo tanto el nimero maximo de dichas selecciones
sera 2.

[

3.2. Selecciones continuas y compacidad

El objetivo de esta seccion es estudiar espacios compactos, o con propie-
dades similares, desde el punto de vista de las selecciones continuas. Comen-
zaremos con resultados al respecto de la existencia de un orden lineal dada
una seleccion débil en el caso de espacios compactos, tal y como se hizo ante-
riormente para espacios conexos. Veremos que lo mismo ocurre en el caso de
espacios casi compactos, para los cuales su compactacién de Stone-Cech es
ordenable si y sélo si tiene una seleccion continua. También proporcionare-
mos ejemplos que son de gran utilidad para determinar ciertos espacios que
no pueden tener selecciones continuas, en particular, el espacio de los reales
y el de los niimeros racionales. Por ltimo nos encargaremos de caracterizar
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espacios compactos, a partir del niimero de selecciones continuas que existen
en el hiperespacio de subconjuntos cerrados de dicho espacio.

Anteriormente, vimos como la existencia de una seleccion débil en un
espacio conexo, o cuyas componentes son abiertas, garantiza la existencia de
un orden en dicho espacio, y viceversa, la existencia de un orden lineal que
genere una topologia més débil, garantiza la existencia de una seleccion.

El caso para espacios compactos es similar, pero probarlo resulta algo un
poco mas complejo. A continuacién presentamos un resultado importante el
cual nos proporciona una construccion para obtener un orden lineal siempre
que se tenga un espacio compacto con una seleccion débil. Este resultado
lo encontramos en el trabajo de Jan Van Mill y Ever Wattel [14] y en el se
presenta una construccion a detalle del orden lineal requerido a través de
definir, para cada punto, uno a uno los intervalos de la forma I*(x) y L.(x).
Su importancia y relevancia para el estudio de las selecciones continuas es
indiscutible.

Teorema 3.2.1. Si X es un espacio compacto y tiene una seleccion débil
f:X? = X, entonces X es ordenable.

Demostracion. Para cada € X definamos

B,={yeX: fly.x) =y}

A, ={ye X : fly,x) = z}.

Notemos que A, y B, son ambos cerrrados. A, UB, = X y A, N B, = {«}.
Sea < un buen orden en X. Para cada x € X construiremos de manera
recursiva conjuntos cerrados L., U, C X tales que

. L,UU, = X y L. N U, = {«}

2. Siy<xyaxe€lL,,entonces L, C L, \ {y},

3. Siy <z yx € U, entonces U, C Uy, \ {y},

4. SizeLl,yz¢ J{L,:y<zyxecU,} entonces z € By,

5. 8M2e€eU,yz¢ J{U,:y <z yxe€ L,} entonces z € A,.
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Sea x el primer elemento de X y sean L,, = B,, vy U,, = A,,. Supongamos
que hemos definido ya L, y U, para todo y < x de manera que satisfagan las
condiciones 1) a b). Sea E={y <z:x ¢ L,} y F={y<z:x ¢ U,}. Sea
Z =X\ (Uyep Ly UU,cr Uy). Si k= |E|, sea < el orden de los cardinales y
definamos para cada £ < Kk puntos y¢ € F de la siguiente manera.

1. 6) yo = min(FE),

2. 7)) ye=min({z} U{y € E:y, <y paratodo u <y y ¢ U, Ly}

Sea & < k el primer ordinal tal que y¢ = =.

= Afirmacién 1. Si § < {entonces U{L, :y € E'y y < ¥} = U, ¢, Ly
Seaye{z€E:z=<ygt\{y,:p <&} yseap <& el primer ordinal
tal que y < y,. Como y, < y para todo p < p y como y # y,, por 7),
Yy € Up<u L,,. Elijamos p < p de manera que y € L,,. Como y, < v,
por 2), L, C L,, C U6<§o L.

= Afirmacién 2. Si pg < py < € entonces Ly, C Ly, \ {yu}
Por 7) y,, & Ly, . Por lo anterior, y,, € U, , y entonces, por 3),

Uyul - Uyuo \ {Ypuo }- Por 1), Lyuo - Lyul \ Y -

= Afirmacién 3. Si pg <y < € entonces Ly, \ L
Tomemos t € L,, \ L

gy CA
0
. Como t € Uy, v, por 5),

Yo *

Yu1 Yuo

Uyuo C U{Uy Yy < y,u,o y yﬂo S Ly} U Ayuo’

podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ¢t € U, para algin
Z < Yy, con y,, € L,. Supongamos que y,, € L,. Como y,, < Y, ¥
como 2 < Y, se tiene por 2) que L,, C L.\ {z}. Por lo anterior.
te L,\{z}yteU,, contradiciendo 1). Esto muestra que y,, ¢ L. lo
que implica que y,, € U,. Como z < y,,, por 3), Uy, C U, yporlo
tanto x € U,. Si, ademéas x € L., entonces x = z lo cual es imposible
ya que z < z. Concluimos que z ¢ L,, o de manera equivalente, z € E.
Sea € < g el minimo ordinal tal que z < y.. Como ys < 2z para toda
0 <€, por 7), se tiene que z = y. 0 z € L,, para algin § < e. Si z =y,
entonces y,, € L,., lo cual contradice, por la afirmacion 2, que z < y,,, .
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Por lo tanto, 2 € L,; para algin § < e. Entonces z € Ly, C Ly, \{¥u,}-
Como z < y,, y como y,, € L., por 2), se tiene también que

Ly, C L.\{z},

lo cual implica que z € Ly, C L, \ {z}, llegando a una contradiccion.

Afirmacién 4. Si t € Clx(Uyep Ly) \ U,ecp Ly, entonces ¢ es un punto
de acumulacién de la red {y, : p < &}

Supongamos lo contrario y tomemos una vecindad cerrada C' de t que
no intersecta a

Clx{y, 1 p < &}

Por la afirmacion 1, es claro que existe un subconjunto cofinal G C &
con la propiedad de que, para cada u € G, existe un punto ¢, € CNL,,
tal que

p=min{d < &:c, € L, }.

Tomemos p € G. Afirmamos que ¢, € By,. De otra forma, por 4) existe
y <y, tal que ¢, € L, y y, € Uy,. Como y <y, yy, €Uy, por 3),
Uy, C Uy \ {y} lo cual implica que L, C L,,. Por lo anterior, x ¢ L,,
ya que x ¢ L, , o de manera equivalente, y € E. Por la afirmacién 1
podemos encontrar § < u tal que ¢, € Ly, lo cual es una contradiccién
ya que p = min{d < ¢ : ¢, € Ly, }. Esto implica que, para toda 1 € G
se tiene que f(cy,y,) = c,.

Sea (c,y) un punto de acumulacién de la red {(c,,v,)}ueq. Entonces
ce Cyy ¢ C,ycomo f(cu,y,) = ¢, € C para todo p € G es
claro que f(c,y) = c¢. Ahora tomemos u € G de manera arbitraria.
Para 6 > p se tiene, por la afirmacién 3, que f(y,,cs) = vy,. Entonces
f(c,y) = f(yu, ¢) = y,. Esto implicaria que f(c,y) =y, y como y # c,
esto es una contradiccion.

Afirmacién 5. Si ¢t y u son ambos puntos de acumulacién de la red
{yu : p < &}, entonces t = w.

Sean C'y D vecindades cerradas ajenas de t y u respectivamente. Cla-
ramente existe un subconjunto cofinal G C ¢ y para cada p € G existen
puntos

c, € CN{p A< yd,e DNfyn: A<}
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tales que si pu,0 € Gy p < ¢ entonces
ey < dy, < cs.

Sea (t',u') un punto de acomulacién de la red {(c,,d,)}.ec, entonces
t' e Cyu € D. Por la afirmacién 3, f(c,,d,) = ¢, y en consecuencia,
f(',t") = t'. Fijemos p € G. Para cada § > u tenemos, por la afir-
macion 3, que f(d,,cs) = d,. Como t' € Clx{cs : 6 > p} esto implica
que

fld,,t") =d,.

Como (u',t') € Clx2{(d,,t') : p € G}, esto implica que f(u/,t") = u'.
Como u' # t', se tiene una contradiccion.

= Afirmacién 6. |, Ly tiene a lo mds un punto frontera.
Se sigue de las afirmaciones 4 y 5.

» Afirmacién 7. Sit € Z y p < &, entonces t € A,,.
Como t ¢ L,,, claramente ¢t € U,,. Entonces, por 5), sit ¢ A, , asi que
t € U, para algin y < y,, con y, € L,. Si x € L,, entonces = ¢ U, ya
que, como z # y, Z NU, = & lo cual contradice que t € Z N U,. Por lo
tanto y € E. Por la afirmacién 1

U{Ly:yEEyy<yu}:ULy5.

o<p

Entonces y,, € L,, para algin 6 < p, lo cual contradice 7).

Una vez probadas las afirmaciones anteriores, procedemos a definir los
conjuntos L, y U,.

Formalmente tenemos que considerar dos casos, uno si £ es sucesor y otro
si & es limite. Podemos suponer que £ es ordinal limite.
Como L, \ {y,} es abierto para cada p < &, por las afirmaciones 1) y 2),
UyE i Ly debe tener un punto limite a, y por la afirmacién 6, a es tnico.
Usando el mismo procedimiento, pero ahora para F' y restringiéndonos de
nuevo al caso limite, podemos encontrar un ordinal limite n y para cada
f < mun punto z, € F' tal que
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1. Si g < 4 entonces U, C U;.

2' U/,L<17 UZ,u = UyEF Uy7 y
3.sit€ Zyp<mnentoncest € B,,.

Nuevamente encontramos que UyE 7 Uy tiene un unico punto frontera, diga-
mos b, y que este punto es un punto de acomulacién de la red {z, : u < n}.
Notemos que por 1), 2) y 3),y € E'y y € F implica que L, N U, = @.
Caso 1. a = b. Probaremos que Z = {z} = {a} = {b}. Para ello, supongamos
que t € Z. Por la afirmacién 7, f(y,,t) = y, para toda p < &, y en consecuen-
cia f(a,t) =t ya que a es punto limite de {y,},<¢. Por otro lado, por 10),
f(t,z,) =t para todo p < 7. Por el mismo argumento f(t,a) = f(¢,b) = t,
asi que se tiene que t = a.

Entonces concluimos que a = b =x y Z = {x}. Ahora definamos

L,=|]JL,u{a}yU. = U, U{z}.

yelE yel

una verificacién sencilla muestra que nuestra hipotesis de induccion se satis-
face.

Caso 2. a # by x ¢ {a,b}. Definamos L, = U,cp L, U(ZNB,) y U, =
Uyer Uy U(ZNA;). Observemos que L, y U, son cerrados ya que a € ZN B,
yb e ZN A, Una vez mas, se ve facilmente que la hipdtesis inductiva se
cumple.

Caso 3. v =ay a#b. Definamos L, = J,cp Ly U{z} y Uy =, Uy,
Caso 4. x = by a # b. Similar al caso 3.

Para terminar la prueba, definamos x < y si y sélo si € L,,. Entonces <
es un orden lineal que genera la topologia de X ya que X es compacto y para
cada x € X los conjuntos {y € X :y <z} y {y € X : x <y} son cerrados.

m

En general, como menciona Miyazaki [12], el teorema anterior no es valido
si cambiamos compacidad por alguna otra propiedad topoldgica, por ejem-
plo, la propiedad de Lindelof, sin embargo tomando ciertas consideraciones
encontramos resultados que son muy similares y en los cuales podemos dejar
de lado la compacidad.
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El primer ejemplo de lo dicho anteriormente lo presentamos en este impor-
tante teorema el cual nos proporciona un interesante criterio para determinar
cudndo la compactacién de Stone-Cech de un espacio Tychonoff tiene una
seleccion débil.

Teorema 3.2.2. Si X es un espacio Tychonoff tal que X? es pseudocompac-
to, entonces X tiene una seleccion débil si y solo si BX tiene una seleccion
débil.

Demostracion. La necesidad es inmediata, solo basta restringir la seleccin
débil de X a X..

Para probar la suficiencia, supongamos que X tiene una seleccién débil. Sea
f: X? — X una seleccién débil, es decir, que cumple com las condiciones
de la proposicién 3.0.8. Como X es Tychonoff, podemos tomar la extencion
Bf: X? = BX. Como X? es pseudocompacto, por 4.1.3, X2 = X x BX
(ver apéndice), asi que Bf es una funcién continua de X x X en fX.
Veremos que Bf es una seleccion continua. Sean z,y € SX. Consideremos 2
casos:

= Caso 1. z,y € X. En este caso, Sf es una seleccién continua ya que S f
es una extensién de f.

m Caso2.z€ Xyye€ X\ X. Sea {y}acr C X una red que converge a
y en BX. Entonces {(,9a) }acr es una red en X? que converge a (,y)
en (BX)? y Bf(x,ya) € {7,9s}. Supongamos que Sf(zr,y) = z para
alguna z € X de tal forma que x # y # 2. Tomemos abiertos ajenos
U, U, v U, que contienen a z,y, z respectivamente en 8X. Como z =
lim B f(x,ya), existe un a € T tal que ff(x,yo) € U, para toda o’ > «.
Por otro lado, como (z,y) = lim(x, y,), existe 8 € I" tal que (z,yg) €
U, x Uy para toda 3" > f3, es decir, Bf(z,y3) € U, 0 Bf(x,y5) € Uy.
Entonces para v > «, § se tiene que 8 f(z,y,) € (U,NU,)U(U,NU,), lo
cual es una contradiccién por la manera en que elegimos a U,, Uy, U..
La contradiccién anterior implica que Bf(x,y) € {z,y}. Finalmente,

Bf(x,y) =Mmpf(z,ys) =Hm B[ (ya,z) = Bf(y,x).
= Caso 3 z,y € fX \ X. Se prueba de manera anéloga al caso anterior.
O

Como consecuencia del teorema anterior podemos concluir ademas que
para un espacio Tychonoff X tal que X? es pseudocompacto, son equivalentes:
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X es debilmente ordenable,

= X tiene una seleccién débil,

BX tiene una seleccion débil,
= X tiene una seleccién continua, y

= X es ordenable.

En los siguientes resultados, revisaremos los espacios casi compactos, es
decir, espacios que difieren de su compactacion de Stone-Cech por un punto.

Definicién 3.2.3. Un espacio Tychonoff no compacto X es casi compacto
si |BX\X]|=1

Nuestro siguiente objetivo sera ver qué caracteristicas debe tener un es-
pacio casi compacto para que su compactacién de Stone-Cech sea ordenable
o tenga una seleccién continua.

Lema 3.2.4. Sea X un espacio casi compacto con {x} = X \ X. Suponga-
mos que X es ordenable. Entonces la topologia de 5X puede ser generada
por un orden lineal K tal que x es el elemento minimo de X bajo <.

Demostracion. Sea < un orden lineal que genera la topologia en 5X. Su-
pongamos, sin pérdida de generalidad, que x no es un elemento maximo de
(BX, <), de lo contrario podemos tomar a < como el orden inverso de <. Su-
pongamos entonces que x no es un elemento maximo ni minimo de (SX, <).
Denotemos por (—oo,z)< al conjunto {y € X : y < 2} y por (x,00)< al
conjunto {y € X : & < y}. Entonces X = (—00, ). U (z,00).. Claramente
A = (—o0,z)c y B = (x,00)< son conjuntos nulos en X con X = A& B.
Como X es casi compacto, alguno de los subespacios A o B, digamos A, debe
ser compacto. Obviamente x es un elemento maximo bajo < de AU {z}, y
elemento minimo de {z}UB. Como A es compacto, BU{z} es cerrado-abierto
en $X. Definamos un nuevo orden < en X como sigue. Para cualesquiera
p,q € BX

p<q sipgeA

pLqs S p>q sipge BU{x}
peA yqgeBU{z}
Como B U {z} y A forman una cubierta cerrada-abierta de X, la to-

pologia del orden generada por < es igual que la topologia generada por
<. [
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Como consecuencia inmediata, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.2.5. Sea X un espacio casi compacto con {x} = X \ X. Supon-
gamos que X es ordenable. Entonces X puede ser ordenado con un orden
lineal < que cumple las siguientes condiciones:

» Todo subconjunto cerrado de X tiene un elemento minimo bajo <.
» (—00,q|< es compacto para cada q € X.

Finalmente, podemos ver el panorama completo en lo que a espacios casi
compactos se refiere.

Teorema 3.2.6. Para un espacio casi compacto X son equivalentes:
1. BX tiene una seleccion débil.
2. BX tiene una seleccion continua.
3. BX es ordenable.
4. X es ordenable.
5

. X es ordenable por un orden < de tal manera que todo subconjunto
cerrado de X tiene un elemento minimo bajo <.

6. X es débilmente ordenable por un orden <de manera que todo subcon-
jJunto cerrado de X tiene un elemento minimo bajo <.

7. X tiene una seleccion continua.
8. X tiene una seleccion débil.
9. X es debilmente ordenable.

Demostracion. Los espacios casi compactos son pseudocompactos y local-
mente compactos. Las equivalencias 1 <& 2 & 3 & 8 & 9 se siguen
del teorema 3.2.2. Las implicaciones 3 = 5 del teorema 3.2.4. Finalmente
5=6=7=8y 3= 4= 9 son triviales. ]

Ahora veremos que todo espacio métrico completo cero-domensional tiene
una seleccion continua. Para este propdsito debemos introducir el concepto
de espacio topologicamente bien ordenado.
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Definicién 3.2.7. Si X es un espacio linealmente ordenado, un subespa-
cio A C X es un subespacio topologicamente bien ordenado de X si todo
subconjunto cerrado no vacio en A tiene un primer elemento.

Como consecuencia del teorema 4.2.5 (ver apéndice) obtenemos el siguien-
te resultado.

Teorema 3.2.8. Todo espacio métrico completo cero-dimensional X puede
ser encajado como un subespacio cerrado topologicamente bien ordenado en
un espacio linealmente ordenado L.

Finalmente, como corolario del teorema anterior, obtenemos el siguien-
te resultado el cual establece que todo espacio cero-dimensional y métrico
completo tiene una seleccion continua.

Corolario 3.2.9. 57 X es un espacio métrico completo cero-dimensional,
entonces existe una seleccion continua para CL(X).

Hasta el momento hemos visto como la propiedad de tener una seleccion
continua esta intimamente relacionada con el hecho de que el espacio tenga
un orden lineal. Ahora veremos como las selecciones continuas constituyen
también una herramienta para caracterizar a ciertos tipos de espacios.
Comenzaremos viendo como las selecciones continuas resultan sumamente
efectivas para caracterizar distintos tipos de intervalos, para lo cual veremos
primero los siguientes lemas.

Lema 3.2.10. Supongamos que (X, T) es conexo, localmente conexo y tiene
una seleccion continua. Entonces T = 1., donde 1. es el orden definido en
3.1.5.

Demostracion. Como (X, 7) es localmente conexo, es Hausdorff. Sea < el
orden lineal definido en 3.1.3. Mostraremos que 7. = 7. La inclusion 7. C 7 es
clara por 3.1.4. Para probar la otra contencion, tomemos un abierto arbitrario
Veryunaxz e V. Como X es localmente conexo, podemos encontrar U y
W en 7 y un conjunto C' 7-conexo tales que x e U Cc C Cc W C V. Como C'
es T7-conexo y 7. C 7, C' también es 7.-conexo. Notemos que C' # z, de lo
contrario {x} = U € 7, y entonces (X, T) no seria conexo.

Ahora consideremos dos casos.

= Caso 1. z es un elemento minimo de X con respecto al orden <. Como
C es T-conexo y x € C # {z}, se sigue que existe algin ¢ € X con
[z,¢) € C C V. Como x es un elemento minimo con el orden <, se
tiene que [z, ¢) = (—o0,¢) € 7<.
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m Caso 2. £ es un elemento maximo de X con el orden <. Este caso es
analogo al caso 1.

= Caso 3. z no es un elemento maximo ni minimo de X con el orden <.
Como 7. C 7, por 3.1.4, los conjuntos F~ ={y € X\ Wy <z}y
Ftr={ye X\W :y >z} son 7-cerrados. Tomando, si es necesario
un W mas pequeno, podemos afirmar sin pérdida de generalidad que
Ft+£oyF +0.
Veremos que = # sup F'~, de lo contrario, si x = sup F'~, como F~ =
{y e X\W :y <z} yC C W, se sigue del hecho de que C sea
T-conexo, que C' C {y € X : y > z}. En particular, x € U C C C
{ye X 2 >y}. ComoU € 7,y (x,00) C 7« C 7, concluimos que
[z,00) € 7. Como (00,x) € T C Ty (X,T) es conexo, se sigue que
(—o0,x) = &, es decir, x es un elemento minimo de X bajo <, lo cual
es una contradiccion.
Ahora veremos que x # inf F~, ya que de lo contrario, y de manera
similar llegariamos a la conclusion de que x es un elemento maximo de
X bajo el orden <.
De los dos hechos anteriores, se tiene que existen a,b € X tales que
x € (a,b) C U C V, lo cual completa la prueba.

]

En la seccién anterior vimos que un espacio conexo puede tener maximo
dos selecciones continuas. Cuando es el caso que el espacio tenga exactamente
dos selecciones continuas, el espacio debe ser compacto y ordenable.

Teorema 3.2.11. Sea X un espacio conezxo, Hausdorff. Entonces #Sel(CL(X)) =
2 si y solo st X es compacto y ordenable.

Demostracion. Si (X, <) es un espacio conexo, compacto, Hausdorff y orde-
nable, entonces las funciones ¢, : CL(X) — X dadas por ¢(F) =min F'y
(F) = méax F' son selecciones continuas, las cuales son distintas si X tiene
al menos dos puntos. Por 3.1.4 se sigue que estas son las unicas selecciones
para X.

Supongamos ahora que X es un espacio conexo, Hausdorff con exactamente
dos selecciones. Sea < el orden lineal en X definido en 3.1.3. Como X tiene
exactamente dos selecciones, estas deben ser ¢ y 1, asi que todo subconjunto
cerrado de X tiene un elemento minimo y un elemento maximo.
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Si F' C X es 7--cerrado, entonces también es un 7-cerrado, y por la afirma-
cién anterior, existen min F = inf I’ € F y max F' = sup F' € F, entonces,
para todo A C X, existen inf A y sup A, asi que (X, 7-) es compacto.

Finalmente, para ver que 7. = 7 probaremos que todo 7-cerrado F' es tam-
bién 7_-cerrado. Sea F' T-cerrado y supongamos que x € Cl._(F). Entonces
z € Cl,_(Ft)ox € Cl,_(F~), lo cual significa que x = sup F’~ o x = inf F'T".
Como 7. C 7, F~ y F* son 7-cerrados, y supF'— =méxF~- € F- C Fy
inf F* = min F™ € F'* C F. En cualquier caso se tiene que x € F. Por lo
tanto F' es 7.-cerrado. O

También tenemos dos casos en las que el niimero de selecciones continuas
pueden ser mas de dos, o ninguna.

Lema 3.2.12. Supongamos que (X, <) es un espacio conero, localmente co-
nexo, linealmente ordenado con al menos dos puntos.

1. 5© X no tiene elemento mdximo ni minimo con el orden <, entonces

LSel(CL(X)) =0

2. El numero total de selecciones continuas en (X, <) es igual al nimero
de elementos maximales y minimales de X con el orden <.

Demostracion. Sea < el orden lineal como en 3.1.3. Por el lema 3.2.10 se
sigue que < y < generan la misma topologia. Por 4.3.6 (ver apéndice) se
tiene que < y < deben ser iguales o inversos. Asi que el resultado se sigue de
3.1.4. O

Como consecuencia de los resultados anteriores, podemos afirmar lo si-
guiente acerca de los intervalos de la forma (0,1) y [0,1).

Corolario 3.2.13. » (0,1) no tiene seleccion continua.
» [0,1) tiene exactamente una seleccion continua.

A continuacion damos la definicién de la Recta de Alexandroff, la cual no
debe resultar desconocida para todos aquellos familiarizados con la topologia
general, pero ya que serd relevante en los siguientes resultados, lo definimos
formalmente.

Definicién 3.2.14. La Recta de Alexandroff o Recta larga (Long line) L se
define como el espacio ordenado wy X [0,1) con el orden lezicogrifico.
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Ya estamos ahora en condiciones de dar una caracterizacion de los in-
tervalos de la forma [0,1] y [0,1) a partir de la existencia de selecciones
continuas.

Teorema 3.2.15. Un espacio X conexo por trayectorias, Hausdorff y tal que
#Sel(CL(X)) # 0, es homeomorfo a un punto, al intervalo [0, 1), al intervalo
[0,1] 0 a la Recta de Alezandroff.

Demostracion. Supongamos que (X, 7) es un espacio Hausdorff conexo por
trayectorias que tiene una seleccién continua. Sea < el orden lineal de 3.1.3.
Diremos que un subconjunto C' de X es convexo si [a,b] C C siempre que
a,be Cya<b.

Primero veremos que si a,b € X y a < b, entonces [a, b] es homeomorfo a
[0,1] (*). Para esto, sea f :[0,1] — (X, 7) una funcién continua e inyectiva,
con f(0) =ay f(1) =b, la cual existe ya que (X, 7) es conexo por trayecto-
rias. Como 7. C 7, por el lema 3.1.4, f([0, 1]) es un subconjunto 7--conexo
de X. Como todo subconjunto conexo de un espacio linealmente ordenado es
convexo, [a,b] C f([0,1]). La contencién contraria f([0,1]) C [a,b] se sigue
del teorema del valor medio y del hecho de que f es inyectiva. Asi que f es
una funcién continua, inyectiva y tal que f([0,1]) = [a, b].

Ahora, sea L* el espacio obtenido de identificar el elemento minimo de dos
copias ajenas de la recta de Alexandroff. Probaremos que (X,7) no con-
tiene un subconjunto convexo homeomorfo a L* (**). Supongamos por el
contrario que Z es un subconjunto convexo de (X, 7) que es homeomorfo a
L*, asi que que Z debe ser igual a alguno de los subconjuntos X, (—oo,¢),
(c,00), (—00, ], [¢, ), (¢,d), (¢,d], [c,d) 6 [c,d], para algunos ¢, d € X tales
que ¢ < d. Por la primera parte de la prueba, los intervalos propios quedan
descartados, y Z = X también ya que, por el lema 3.2.12, dado que L* es
conexo, localmente conexo, ordenable y sin elementos minimo o maximo, L*
no tiene seleccion continua. Por lo anterior, debe existir algin ¢ € X tal que
Z es igual a (—o0,c¢), (¢,00),(—00,c] 0 [¢,00). Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que Z es igual a (—o0,¢) 0 a (—o0,c]. Como Z # X, existe
b€ X con ¢ < b. Tomemos un a < ¢y consideremos Y = Z N [a, b] con la
topologia inducida por (X, 7). Por la afirmacién (*), [a,b] es homeomorfo a
[0,1], asi que Y es un espacio métrico separable. Ahora notemos que para
todo espacio métrico separable Y C L*, el complemento L*\Y de Y en L*
no es conexo. Por otro lado, Z \' Y = (—o00, a) es conexo por trayectorias, lo
cual contradice el hecho de que Z es homeomorfo a L*.

Por induccién transfinita en v < wq tratemos de tomar dos sucesiones a, € X
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y bo € X tal que ag < a, < by < bg. Si nuestra induccién llegara a wq, en-
tonces podriamos ver que Z = |J{[ag,bg] : f < wi} serfa un subconjunto
convexo de X homeomorfo a L*, los cual es una contradiccién con (**). En-
tonces nuestra induccion debe terminar en algin ordinal numerable o < wy.
Como Y = {[ag,bs] : f < a} es un subconjunto convexo de X, se debe
cumplir alguna de las siguientes situaciones:

1.Y=X,0
2. Existe algin ¢ € X tal que Y esigual a (—o0, ¢), (¢, 00), (—00, c] 6 [¢, 00).

Supongamos que se cumple 1), es decir Y = X. Por la afirmacién (*) se sigue
que Y es homeomorfo a alguno de los espacios (0,1),[0,1) ¢ [0,1]. El primer
caso es imposible ya que X tiene una seleccién continua. Asi que si se cumple
1), X debe ser homeomorfo a [0,1) 6 [0, 1].

Supongamos ahora que se cumple 2), y supongamos también, sin pérdida de
generalidad, que Y = [¢, 00). Ahora usamos induccién transfinita en o < wy
nuevamente para tratar de encontrar una sucesiéon ¢, € X tal que ¢cg = c y
cg < co para todo a < . Si nuestra induccién termina en algin o < wy,
entonces el mismo argumento que antes muestra que X = |J{(—o0,cg] :
f < a} es homeomorfo a [0,1) 6 [0, 1]. Supongamos ahora que la induccion
llega a w;. Entonces es facil ver por la afirmacién (*) que Z = (J{[cg, 00) :
f < wp} serda homeomorfo a la recta de Alexandroff. Si Z = X, la prueba
estd completa, asi que sélo falta probar que X \ Z # @ no puede pasar.
De hecho, si esto ocurriera, entonces deberia existir algin d € X tal que
Z = (d,00). Tomemos algin e € X arbitrario y tal que d < e. Por la
construccion, existe algin o < wy tal que c¢g < e para todo 8 > . Como cada
uno de los conjuntos (cs1,cg) es abierto en X, la familia {(cg41,¢5) : B > a}
es una familia no numerable de subconjuntos abiertos, ajenos 2 a 2 de [d, €], lo
cual contradice el hecho de que [d, €] es homeomorfo a [0, 1] por la afirmacién
(*). Lo anterior completa la prueba. O

En lo que respecta a la ordenabilidad de espacios localmente conexos,
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.16. Un espacio localmente conexo X con al menos una selec-
cion continua debe ser ordenable.

Demostracion. Sea X un espacio localmente conexo. Entonces todas las com-
ponentes conexas de X son cerrado-abiertos en X. Sea C' una componente
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conexa de X. Como C es cerrado en X, C' debe tener una seleccién continua.
Como C' es conexo y localmente conexo, la topologia de C' debe ser genera-
da por algin orden lineal <. Como cada componente C' es cerrado-abierto,
podemos pegar las componentes de X para obtener un orden lineal < que
genera la topologia de X. [

Lema 3.2.17. Un espacio Y tal que #Sel(CL(Y)) =1 debe ser conezo.

Demostracion. Supongamos que Y tiene una seleccion continuay Y = YyY;
donde Yy y Y7 son no vacios. Como Yy y Y; son cerrados en Y, existen
seleccidnes continuas fo : CL(Yy) — Yo v fi : CL(Y)) — Yi. Ahora, para
cada i € {0,1} podemos definir una seleccién continua g; : F(Y) — Y
como sigue: ¢;(F) = f;(F)sije {0,1} y F C Y}, y ¢:;(F) = fi(FNY)) si
FNY; # @ paraj € {0,1}. Como go(Y) € Yo y ¢1(Y) € Y7, estas selecciones
son diferentes. [

Teorema 3.2.18. Un espacio localmente conexo X tiene exactamente una
seleccion continua si y solo si X es conexo y su topologia puede ser generada
por un orden lineal < tal que:

1. Todo conjunto cerrado F' tiene un elemento minimo con respecto al
orden <, y

2. X debe ser un punto, o X no tiene elemento mdzrimo con respecto al
orden X.

Demostracion. Si (X, <) es conexo, localmente conexo y satisface 1) y 2),
entonces X tiene exactamente una seleccion continua por los lemas 3.2.10 y
3.2.12.

Para probar la otra implicacion, supongamos que X es localmente conexo
y tiene exactamente una seleccién continua. Por 3.2.17, X es conexo. Por
los lemas 3.1.4, 3.2.10 y 3.2.12 existe un orden lineal en X que satisface las
condiciones 1) y 2). O

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias y suficientes para que
un espacio sea homeomorfo al intervalo [0,1) a partir de la existencia de
selecciones continuas.

Teorema 3.2.19. Un espacio topoldgico X es homeomorfo a [0,1) si y sélo
st se cumple alguna de las siguientes condiciones:
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1. X es infinito, Hausdorff, separable, conexo por trayectorias y tiene
exactamente una seleccion continua.

2. X es infinito, separable, localmente conexo y tiene exactamente una
seleccion continua.

3. X es infinito, métrico, localmente conexo y tiene exactamente una se-
leccion continua.

Demostracion. Para ver que la condicién es necesaria, primero notemos que
la recta de Alexandroff no es separable, y [0, 1] tiene dos selecciones, asi que
la parte 1) se sigue del teorema 3.2.15.

Para la parte 2), supongamos que X satisface la condicién. Entonces la to-
pologia de X es generada por un orden lineal < que satisface la condicién del
teorema 3.2.18. Ahora, observemos que un espacio ordenado infinito y sepa-
rable (X, <) que satisface la condicién del teorema 3.2.18 es homeomorfo a
[0,1).

Para la parte 3), sea X infinito, métrico, localmente conexo y con exacta-
mente una seleccién continua. Primero notemos que X debe ser conexo por
3.2.17. También X es completo por 3.3.6. Asi que se puede concluir que X es
conexo por trayectorias por los resultados ya conocidos de Menger y Moore
que establecen que un espacio conexo, localmente conexo y métrico completo
es conexo por trayectorias. Como L no es métrico, y [0, 1] tiene dos selecciones
continuas, del teorema 3.2.15 se sigue que X es homeomorfo a [0, 1). O]

Ya vimos la utilidad de las selecciones continuas para caracterizar a los
intervalos de nimeros reales, ahora las utilizaremos para caracterizar a los
espacios ordinales compactos.

Teorema 3.2.20. Sea X un espacio Hausdorff compacto. Entonces son equi-
valentes:

1. X es homeomorfo a un espacio ordinal.

2. Eziste una seleccion continua ¢ : CL(X) — X tal que ¢(F') es un punto
aislado de F para cada F € CL(X).

Demostracion. 1=2. Sea X = § + 1 un espacio ordinal. Definamos una fun-
cién ¢ : CL(X) — X de tal manera que ¢(F) es el minimo elemento de F' con
respecto al orden < de los ordinales en X para cada ' € CL(X). Entonces
¢ satisface la condicion 2.
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2=1. Sea k = | X]| la cardinalidad de X y ™ el cardinal mds pequeno que
sea mayor que k. Definamos de manera recursiva una sucesién transfinita
{zo : @ < KT} de puntos de X de manera que para cada a < k™ se cumpla.

1 X, ={z3: 0 < a} es abierto en X,

1 SiY, =X\ X, # g, entonces z, = ¢(Ya).
Esto es posible ya que ¢(F’) es un punto aislado de F' para cada F' € CL(X).
Sea 0p = min{a < k¥ : Y, = @}. Por la compacidad de X y por i), dy debe
ser un ordinal sucesor. Sea ¢ tal que §y = d + 1, entonces X = {z, : a <

Por induccién sobre @ < § + 1 debemos mostrar que:

11 X, C Xo4q para cada a < § + 1.

Supongamos que (iii) se cumple para cada < a, es decir, X_g C Xg4
para cada [ < «. Si « es un ordinal sucesor, sea a =  + 1, entonces por
hipétesis de induccion Xg C Xg11 = X, asi que

Xo = XgU{zs} = XgU{ap} C XoU {25} = X0 C Xop1.

Supongamos que « es un ordinal limite. Supongamos también que X C Xai1
no se cumple. Entonces F' = X, \ X441 es un subconjunto cerrado no vacio
de X. En particular, F' es compacto.

= Afirmacién 1. Para cada abierto V en X, con F' C V, el conjunto {5 <
a:xg € V} es cofinal en . Para probar esta afirmacién, supongamos
que {8 : B < a,x3 € V} no es cofinal en a. Entonces existe oy < a tal
que {zg: a0 < f<a}nNV =a. Asi que

@#F=FNV =({zp: 8 <ap}U{zs: a0 < <a})\Xor1)NV =2,

lo cudl es una contradiccién.

» Afirmacién 2. Si W es un abierto en X con {z,} U F C W, entonces
el conjunto {8 < a : x5 € W} estd eventualmente en «, esto es, existe
un By < « tal que zg € W siempre que By < 8 < . Para probar esta
afirmacion, supongamos que no se cumple. Entonces existe un abierto
Wen X tal que {z,JUF C Wy A={8 < a:xs ¢ W} es cofinal
en . Sea Xy = {xg : B € A}. Entonces X4 C X4 \ W, asi que
X4 C X, \W C Xy \ (FN{z4}) = Xaq1 \ {za} = X,. Entonces
X4 tiene una cubierta abierta {X4 N X5 : 8 < a} la cual no tiene
subcubierta, finita. Lo anterior contradice la compacidad de X 4.
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Notemos que z, ¢ F. Sean Uy y U; dos abiertos ajenos de X con z, € Uy
y F C U;. Como ¢(Y,) = x4, por la continuidad de ¢ existe una vecindad
(Vo,Vi,..., V) de Y, en CL(X) tal que

IV) ¢(<%7‘/177Vn>) C UOa y
V) si V;NF # &, entonces V; C Uy parai=0,1,...,n.

Sean U = (JH{Vi 1 2q e Vi}, V=UV.:VViNF #o}yW=UUV.
Entonces W es abierto y contiene a {z,} U F, y también V C U; por V.
Por las afirmaciones 1y 2, el conjunto {f < a: x5 € V'} es cofinal en a y
el conjunto {8 < a : x5 € W} esta eventualmente en a, Asi que podemos
encontrar f < atal que v3 € Vy Yy ={z, : <y <a}UY, C W.
Como @ #Y, NV, CYsNV,para0<1<n.Yse (V,V,,...,V,). Entonces
xg eV CUryxs=¢(Ys) €up por 11 y 1v. Entonces Uy y U; no son ajenos.
Lo cual es una contradiccion. Por lo tanto se cumple I1I.

Ahora definamos una funcién g : X — 6 = ¢ + 1 tal que g(z,) = « para
cada o < d + 1. Es obvio que g es una biyecciéon de X en dy. Ahora, para
mostrar que g es un homeomorfismo,, es suficiente probar que g es continua,
ya que X es compacto.

Ahora, usando 111, la continuidad de g se puede mostrar como sigue. Sea
a<d+1.

= Caso 1. a = B+ 1 es un ordinal sucesor. Por 111, Yg C Xgp1 = Xa,
asi, X, = XﬁU{(ﬂg} = Xg U {Q?ﬁ} = Xg U {:Cg} C X5+1 U {:Cg} =
Xp1 = X,. Entonces X, es cerrado en X. Asi que el conjunto unitario
{zo} = Xas1\ X, es abierto en X. Por lo tanto z,, es un punto aislado
de X. Por lo tanto g es continua en z,,.

= Caso 2. « es un ordinal limite. Para cada 8 < «a, X411 \YB es una
vecindad abierta de z, y esta contenida en {z., : # <~ < a} por IIL.
Por lo tanto g es continua en z,,.

]

Para finalizar esta seccién, presentaremos dos resultados que resultan ser
de gran utilidad como contraejemplos. Nos dispondremos a continuacion a
probar que los espacios R y @ con su topologia usual no pueden tener una
seleccion continua. Comenzaremos con el caso de R.

Proposicién 3.2.21. No ezxiste seleccion continua para CL(R)
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Demostracion. Supongamos que f es una seleccién continua para CL(R) y
consideremos el conjunto {0,1}. Supongamos que f({0,1}) = 1. Primero
observemos que f({0,2}) = 2, ya que {0,1} puede ser unido a {0,2} por
la trayectoria g : I — CL(R) definida como g¢(t) = {0,1 + ¢}. Como f es
continua, f - g(t) > 1 para toda t € I, asi que f({0,2}) = 2. Ahora, como
{0,2} puede ser unido a {0, 1,2} por la trayectoria h : I — CL(R) definida
como h(t) = {0,t,2}, como f es continua, se tiene que f - h(t) = 2 para toda
t, asi que f({0,1,2}) = 2. Continuando de manera recursiva, concluimos que

f({0,1,2,...,n}) =n

Para todo n € IN.

Sea f({0,1,2,...}) = ng. Por la continuidad de f, se sigue que f(A) €
(ng —1,n9+ 1) para todo A en alguna vecindad U de {0,1,2,...} en CL(R).
Pero por la topologia de CL(R), se tiene que {0,1,2,...,n} estd en U para
toda n € N suficientemente grande, lo cual es una contradiccion. ]

Lema 3.2.22. Sea X un espacio topologico y f una seleccion continua en
CL(X). Sean A € CL(X) y U una vecindad de f(A) en X. Entonces existe
un subcongunto finito F C A tal que f(S) € U siempre que S € CL(X) y
F C S C A. También, para cualquier punto de acomulacion x en A, se puede
elegir F' de tal manera que x ¢ F.

Demostracion. Por la continuidad de f, existe una vecindad U = (Uy, ..., Uy,)
de Aen CL(X) tal que f(U) CU.Paracadai=1,...,n,seaz; € ANU;, y
sea F'={x1,...,2,}. Entonces,si FF C S C A, S € U, porlo tanto f(S) € U.

O]

Teorema 3.2.23. No existe seleccion continua para CL(Q).

Demostracion. Supongamos que f es una seleccién continua para CL(Q).
Sea Q = {ry,79,...}. Para cada n € IN, construiremos de manera recursiva
subconjuntos no vacios F,, y A, de Q de tal manera que F,, es infinito, A,, es
cerrado-abierto y cumplen con lo siguiente:

1. F,1CF, CA,CA,
2. f(S) # r, siempre que S € CL(Q) y F,, C S C A,

3. f(A,) ¢ F,.
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Sea B = () ~, A,. Entonces
g+ F,CBCA,

por (1), y entonces f(B) # r, para toda n por (2). Como Q = {ry,72,...},
esto es imposible.

Ahora construyamos los conjuntos A, y F, para todo n. Para n = 0,
sea Ag = Q, y sea Iy = {y} para alguna y € Q \ {f(Q)}. Ahora, supon-
gamos que A; y F; han sido definidos para 0 < i < n, y definamos A, y
F,1. Apliquemos el lema anterior a los conjuntos A,,, recordando que A, es
cerrado-abierto en ) y entonces cada x € A,, es un punto de acumulacion de
A,,. Procedemos ahora por casos.

w f(A,) # rp1.En este caso, Q \ {r,+1} es una vecindad de f(A4,) en
Q, asi que por el lema 3.2.22 existe un subconjunto finito F' C A,,, con
f(A,) ¢ F, tal que f(S) # 7,41 siempre que S € F(Q)y F C S C A,.
Sea Fj,,1 =FUF, ysea A,.1 = A,.

» f(A,) =rpe1. Como Q\ F), es una vecindad de f(A,,) en Q, por (3), el
lema 3.2.22 nos permite obtener un conjunto finito ' C A, con r, 1 ¢
F', y tal que f(S) ¢ F, siempre que S € F(Q)y F' C S C A. Ahora,
rni1 = f(An) € F, por (3), asi que podemos escoger un subconjunto
A,i1 de A cerrado-abierto tal que FY' U F,)) C Apy1 Y Thet € Antr.
Ahora sea F, ., = F".

Ahora solo basta verificar que las condiciones (1), (2) y (3) se cumplen
para n + 1.

1. Esta condicién es clara.

2. Supongamos que F,.; C S C A1 v S € F(Q). Si f(A,) # Tnaa,
entonces F' C S C A, asi que f(S) # rn41. Si f(An) = rns1, entonces
Tne1 & A1y f(S) €S C Ayq, asi que f(S) # g

3. Si f(A,) # Tny1, entonces f(A,11) = f(An) ¢ (FUEF,) = Fuyq. Si
f(A,) = 141, entonces, como F' C A, 1 C A, tenemos que f(A, 1) ¢

Fn - Fn+1.

]



3.3. SELECCIONES EN ESPACIOS DE FUNCIONES o7

3.3. Selecciones continuas en espacios de fun-
ciones continuas

En esta tultima seccion, nos enfocaremos en el caso de las selecciones
continuas en espacios de funciones continuas. Nuestro objetivo es establecer
condiciones que aseguren la existencia de selecciones en este tipo de espacios.
También veremos en qué casos podemos asegurar que no existiran selecciones
continuas.

Primero probaremos un resultado que constituye un criterio para esta-
blecer cuando un espacio métrico es completo a partir de la existencia de
una seleccion continua vista desde un enfoque mas general, es decir, dados
dos espacios X y Y y una funcién continua (con la topologia de Vietoris)
s : X — G con contradominio en una colecciéon de subespacios cerrados de
Y, decimos que una funcién continua f : X — Y es una seleccién continua
si f(z) € s(x) para toda € X. Bajo los términos de esta definicién, los re-
sultados vistos hasta ahora se refieren al caso particular de selecciones donde
Y =X.

Las siguientes definiciones y los obtenemos del articulo de Jan Van Mill,
Jan Pelant y Roman Pol [15].

Definicién 3.3.1. Sea S una familia de subconjuntos ajenos en un espacio
metrizable X. Decimos que S es una M-familia si existe una sucecion trans-

finita de conjuntos abiertos G,, G1,...,Ge, ..., para § < K, tal que S es igual
a la coleccion
{JsnGe\|JG,: ¢ <}
n<g

Definicién 3.3.2. Si M es un espacio métrico, llamaremos M* al espacio
métrico completo tal que M es homeomorfo a un subespacio de M*.

Definicién 3.3.3. Decimos que un espacio topolégico X es Gs-absoluto si es
un subconjunto Gs en culalquier espacio métrico en el que pueda ser encajado.

Lema 3.3.4. Sean Sy, Si, ... familias de subconjuntos Gs ajenos dos a dos
en un espacio métrico M y tales que satisface las siguientes condiciones:

1. S = {M}, Spi1 refina a S, y diamS < % para S € S,, n > 1,
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2. 815 €S, entonces S(S) = {1 € S+1 : T C S} es una M-familia y
G(S) = S\ S(S) es un Gs absoluto.

3. 855 DSyD ..., conS, €S8,, entonces ﬂnS_n C M, donde la cerra-
dura es tomada en M*.

Entonces M es un espacio métrico completo.

Demostracion. Dada una M-familia S de conjuntos G5 en M, cada S € S
se puede extender a un G5 S* en el espacio métrico completo M* de manera
que S C S* C Sy tal que S* = {S* : § € S} es una M-familia en
M*. Ahora, podemos obtener familias de conjuntos G5 ajenos dos a dos
S*={5*:5€S,} en M* tales que S, refina a S y para cada S* € Sy,
{T* € S,41: T* C S*} es una M-familia.

Sea,

Gn=|J{G(5): S €S} Hy =S

De manera recursiva, podemos verificar que para ¢ = 0,1,...,n cada S* €
Sy, los conjuntos G,,NS* y H,,N.S* son G5 en M*. Para + = n esto implica
que G, y H, son G5 en M*. Como (), (GoU...UG,_1UH,) es un Gs en
M*, sélo basta verificar que M = (), (GoU...UG,_1 U H,).

Como G,, C M, tomemos un = € (), H,. Entonces existe S € S; con

z € [\;; 57 Por lo tanto S} D Sy C ...y, por (3), v € M. O

Definicién 3.3.5. Sea M un espacio métrico. Denotamos por D(M) la co-
leccion de todos los subconjuntos cerrados y discretos D C M.

Teorema 3.3.6. Sea f : M — N una funcion continua de un espacio métrico
M a un espacio Hausdorff N. Supongamos que todas las fibras de f son
subespacios métricos completos de M. Si existe una funcion s : D(M) — N
continua con la topologia de Vietoris en D(M) tal que s(D) € f(D) para
todo D € D(M), entonces M es completamente metrizable.

Demostracion. Sea Dy el subespacio de D que consiste de todos los D C
D(M) para los cuales f es inyectiva. Debemos definir de manera recursiva
familias Sy, S1, ... de conjuntos localmente cerrados no vacios ajenos dos a
dos que satisfagan las condiciones (1) y (2) del lema anterior, y asociar a
cada S € S, un conjunto finito F'(S) € Dy tal que

L. fIF(S)Nf]S]=@.ysiD e Dy, D C S, entonces s(F(S)UD) € f[D],
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2.515€S8,, T CS,41,T C S, entonces F(T)\S = F(S)y F(T)NS # .

Para mostrar que M es completamente metrizable, es suficiente verificar
que (1) y (2) implican la propiedad (3) del lema anterior. Para esto, sean
S1 D8 D...con S, €S, sea I, = F(S,) vy A=U,F, Por (1) y
(2), i C Iy, C...,ANS, # @ para toda n, f es inyectiva en A, y como
A\ F, C S,y diamS, — 0, A es la imagen de una sucesién de Cauchy.
Para mostrar que (1), S, C M veremos que esta sucesién converge en M.

Supongamos lo contrario, es decir, A € Dy. Por (1), f[A] N, flS:] = @.
Pero entonces s(A) ¢ f[S,] para alguna n y tomando D = A\ F, C S,
tenemos que D € Dy y s(F,, UD) ¢ f[D], lo cual contradice (1).

Resta sélo construir las familias S, y sus respectivos F(S) para S € S,.
Supongamos que S, ha sido definido, y fijemos un elemento arbitrario 7" € S,
y sea F'= F(T). Paran =0, tomemos T'= M y F = @.

Definamos una sucesiéon @ = Gy C G; C ... C G¢ C ... de abiertos relativos
en T con G¢ = |J{G» : A < &} para un ordinal limite £, mientras,

m (3) Se = Gey1 \ Ge es no vacio y tiene didmetro < 1/(n + 1),
» (4) F; € Dy es un subconjunto finito de 7"\ S¢ asociado a Sg,
» (5) la pareja S = S, FI(S) = F' U Fy satisface (1).

Este proceso debe finalizar en algiin ordinal A\, dando los elementos de S, 11
contenidos en T y sus correspondientes conjuntos finitos asociados. Final-
mente debemos verificar que G(T) = T'\ G es un conjunto G5 absoluto.

Supongamos lo contrario. Entonces G(7T') no estd contenido en ninguna fi-
bra de f, asi que existen a,b € G(T) con f(a) # f(b). Por (1), s(F U
{a,b}) € {f(a), f(b)} y podemos suponer, sin pérdida de generalidad que
s(FU{a,b}) = f(b). Sea V una vecindad de f(b) cuya cerradura no intersec-
ta a f[F'U{a}]. Por la continuidad de s existe una vecindad W de b en T' con
diamW < 1/(n+1)y f[W] C V tal que para todo D € D; contenido en W,
s(FU{a}UD €V, es decir, s(FU{a}UD) € f[C]. Pero, entonces, haciendo
Gr1 = WUG,, Sy = Gy \ Gy, Fy = {a}, extenderfamos el proceso més
alla del ordinal X\ en el cual habia terminado el proceso. O

Del teorema anterior, tenemos el siguiente hecho.

Teorema 3.3.7. Sea M un espacio metrizable. Si existe una seleccion con-
tinua para CL(M), entonces M debe ser completamente metrizable.
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Como consecuencia del resultado anterior, tenemos el siguiente corola-
rio, el cual, junto con los resultados que le siguen son tomados del articulo
de Angel Tamariz [16]. En primer lugar, consideraremos el caso en que el
conjunto de funciones tiene como codominio un espacio metrizable.

Para continuar recordemos la siguiente definicion.

Definicién 3.3.8. Un espacio Tychonoff X es un espacio fuertemente cero-
dimensional si su compactacion de Stone-Cech BX es totalmente disconexo.

Corolario 3.3.9. 5i X es un espacio numerable y E un espacio metrizable,
entonces se tiene que:

1. Si el espacio Cy(X, E) tiene una seleccion continua para F(Cy(X, E)),
entonces X es discreto y E es completamente metrizable.

2. St X es discreto y E es fuertemente cero-dimensional y completa-
mente metrizable, entonces C,(X, E) tiene una seleccion continua para

F(CW(X, B)).

Demostracion. 1. Como E tiene al menos dos puntos distintos, C, (X, 2)
es homeomorfo a un subespacio cerrado de C,(X, E), asi que, como
SelF(Cp(X, E)) # @, se tiene que SelF(C,(X,2)) # @. Entonces, es
suficiente mostrar que X es discreto si C,(X,2) tiene una seleccién
continua para F(C,(X,2)). Procedemos ahora por contradiccién. Su-
pongamos que SelF(C,(X,2)) # @ y que X no es discreto. Sea zp un
punto no aislado de X. Definamos una funcién g : X — {0,1} como
glx) =0six =20y g(z) = 1si z # x. Es claro que g no es con-
tinua. Ahora, consideremos la traslacién ¢ : CL(X) — CL(X) dada
por ¢(f) = g+ f (mod 2). La funcién ¢ : CL(X) — CL(X) es un
homeomorfismo. Se tiene que D = ¢[C,(X,2)] es un espacio G5 den-
so en CL(X) ya que Cp(X,2) es completamente metrizable por 3.3.6.
Pero ¢(f) ¢ C,(X,2) para toda f € C,(X,2) ya que ¢g no es conti-
nua. Por lo tanto, D N C,(X,2) = @ lo cual es imposible ya que ambos
conjuntos Dy C,(X,2) son G4 densos en CL(X), asi que X es discreto.

2. Si X es discreto y E es fuertemente cero-domensional y completamen-
te metrizable, entonces C,(X, E) = E“ también es fuertemente cero-
dimensional y completamente metrizable, asi que el resultado se sigue
de 3.2.21.

O
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Corolario 3.3.10. Para todo espacio numerable X y todo espacio fuerte-
mente cero-dimensional y completamente metrizable E, C,(X, E) tiene una
seleccion continua para K(Cy(X, E)).

Demostracién. Elespacio EX tiene una seleccién continua ¢ para K((E¥), 7,)
por 3.2.21. Asi que ¢ restringida a KC(C,(X, E)) es una seleccién continua
cuando consideramos la topologia en K(C,(X, E)) heredada de la topologia
de Vietoris en IC(EX). Pero esta topologia coincide con la topologfa de Vie-

toris en K(Cp(X, E)). O

Proposicién 3.3.11. Sea G C K(C,(X)) tal que F>(Cy(X)) C G, entonces
Cy(X) tiene una seleccion continua para G si y solo si X contiene solamente
un punto.

Demostracion. Supongamos que X tiene al menos dos puntos, xo y x1. Sea
Y el subespacio {f € C,(X) : f(x¢) = 0} de C,(X). La funcién ¢ : C,,(X) —
Y xR dada por ¢(g) = (9—g(x0), g(z0)) es un homeomorfismo. Supongamos
también que h € Y es tal que h(x;) # 0, entonces ¢ : R — Y dada por
¢(t) = t- h es un encage, entonces si X tiene mas de dos puntos, C,(X)
contiene un subespacio homeomorfo a R? para el cual no existe una seleccién
continua para Fa(X).

La otra implicacién es obvia. O

Definicién 3.3.12. Sean X un espacio topolégico y G C A(X). Decimos que
G es una familia celular de subconjuntos de X st ANB = & para cualesquiera
A Beg

La celularidad de X denotada por ¢(X) es el supremo de

{1G| : G es una familia celular de subconjuntos abiertos de X }.

Si 7 es un cardinal, denotamos por A, a la compactaciéon por un punto
del espacio discreto D(7).

Proposicion 3.3.13. Sea E un espacio topologico. St un espacio cero -
dimensional X tiene una familia celular de subconjuntos con carnalidad xk >
T > Ry, entonces Cp(X, E) tiene un subespacio homeomorfo a A..

Demostracion. Sean a, b dos elementos distintos en F y sean A, B C E sub-
conjuntos abiertos tales que a € Ay b € B. Sea G = {U, : A < 7} una
familia celular de abiertos en X. Como X es cero-dimensional y cada U € G
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es no vacio, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que cada U, es
cerrado-abierto. Para cada A < 7, sea fy una funcién definida como

f/\:{a six ¢ U,

b sizeU,

Como U, es cerrado-abierto, f) es continua. Ahora, notemos que el con-
junto D = {f\ : A < 7} es relativamente discreto, si xz, € U,, entonces
[zx, BN D = {f\}. Ahora, consideremos a la funcién constante ¢, tal que

¢o(z) = a para toda x. Tomemos un abierto arbitrario W = [xq, ..., zx; V]
que contiene a ¢,. Entonces W contiene a todos los f) excepto por una can-
tidad finita. Por lo tanto D U {c,} es homeomorfo a A.. O

Definicién 3.3.14. Sea X un espacio topologico. Si x € X, se define la fun-
cion cardinal t(x, X) (estrechez de x en X ) como min{x > w : para cada A C
X y cada x € A existe B C A con |B| < k yx € B}, y definimos la estre-
chez del espacio X, t(X) como sup{t(z,X) :z € X}.

El siguiente resultado es bien conocido y su demostracion puede consul-
tarse en [6] 3.12.4 (d).

Lema 3.3.15. Si X es un espacio ordenable generalizado (GO-space), en-
tonces t(X) = x(X)

Corolario 3.3.16. Si X es cero-dimensional con ¢(X) > w; y E es un
espacio topoldgico, entonces Sel(Fa(Cp(X, E)) = @.

Demostracion. Por la proposicién 3.3.13, C,(X, E)) contiene un subespacio
Y que es homeomorfo a A, . Si Sel(F2(Cp(X, E))) # @, entonces Sel(F»(Y)) #
&. Pero, como Y es compacto, Y es ordenable por el teorema 3.2.1 lo cual
no es posible por 3.3.15. O]

Definicién 3.3.17. Un espacio topologico X es un P-espacio si todo subcon-
gunto Gs en X es abierto.

Lema 3.3.18. Un espacio cero-dimensional X contiene una familia celular
{B,, : n <w} de conjuntos cerrado-abiertos tales que |J,__ By no es cerrado
sty solo si X mo es un P-espacio

n<w

Demostracion. Primero supongamos que X contiene una familia celular {B,, :

n < w} de cerrado-abiertos tal que (J,_,, By no es cerrado. Tomemos A, =
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X\ B,. Se tiene que cada A, es cerrado-abierto y (1, An = X \ U, Bn
no es abierto ya que (J, ., By no es cerrado.

Ahora supongamos que X no es un P-espacio. Entonces existe una susecion
{A, : n < w} de conjuntos cerrado-abiertos tal que (), A, no es abierto.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Ag = X y A,+1 C A, con
Ani1 # A, paracadan. Sea B, = A, \ A,41 para cadan < w. Entonces {B,, :
n < w} es una familia celular de cerrado-abiertos y (J, ., Bn = X \ [ ,<., 4n
no es cerrado. [

Lema 3.3.19. Para un espacio cero-dimensional X, existe un espacio nu-
merable no discreto Z y una funcion cociente q : X — Z si y solo si X no
es un P-espacio.

Demostracion. Si X no es un P-espacio, existe una familia celular {B,, : n <
w} de conjuntos cerrado-abiertos tal que B = J,,_, By no es cerrado. Sea Z
el espacio cociente de X obtenido de la particién {X \ B}U{B,, : n < w}. Sea
p un representante de X \ B y x,, un representante de B,, en Z. Entonces p es
el inico punto de Z que no es un punto aislado. Por lo tanto, Z es numerable
y no es discreto.

Ahora supongamos que existe un espacio numerable y no discreto Z y una
funcién cociente suprayectiva ¢ : X — Z. Como Z no es discreto, existe un
punto p € Z que no es aislado. Como Z es numerable y cero-dimensional,
existe una susecion {B,, : n < w} de conjuntos cerrado-abiertos en Z tal
que {p} =, <, Bn- Podemos tomar (B,)n<, de tal manera que By = Z y
B,.1 C B, con B,.1 # B, para toda n. Denotemos por A,, a los conjuntos
B, \ B;1y por C, al conjunto ¢ 1[A,]. Como ¢ es una funcién continua, cada
C,, es cerrado-abierto. Ademas, C, N C,, = @ si n # m. Tambien tenemos
que U, Cn no es cerrado, de hecho ¢~'(p) no es abierto ya que p no es
aislado, y X = ¢~'(p) UUJ,,, C». Finalmente aplicamos el lema 3.3.18. [

Teorema 3.3.20. Sea X un espacio cero-dimensional que no es un P-espacio,
y sea E un espacio completamente metrizable. Entonces C,(X, E) no tiene
una seleccion continua para F((Cy(X, E)).

Demostracion. Por el lema 3.3.19, existe un espacio numerable, no discreto Z
y una funcién cociente suprayectiva q : X — Z. Se puede ver que la funciéon
q” : C)(Z,E) = C,(X, E) definida por ¢*(f) = f o ¢ es un encage sobre un
subconjunto cerrado de C,(X, E). Entonces, C,(X, E) no tiene una selecciéon
continua para F(C,(Z, E)) por el corolario 3.3.9. O
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Definicién 3.3.21. Decimos que un espacio Tychonoff es Cech-completo si
el residuo X \ X de su compactacion de Stone-Cech es un conjunto F, en

BX.

El siguiente resultado es similar a lo probado por Arkhangel’skii en [1],
corolario 1.3.3, y que dice “C,(X) es Cech-completo si y sélo si X es nu-
merable y discreto”. La prueba de Arkhangel’skii se basa en los siguientes
hechos:

1. Todo espacio Cech-completo es un espacio de tipo punto numerable,
2. R es un grupo topolégico, y

3. si un subconjunto denso de un producto Tychonoff Z” tiene un subespa-
cio propio no vacio y compacto K con x(K,Y) < Ny, entonces 7 < Ry.

De una manera semejante se puede probar:

Lema 3.3.22. Para un espacio cero-dimensional X, el espacio C,(X,2) es
Cech-completo si y solo si X es discreto y numerable.

Teorema 3.3.23. Sea X un espacio cero-dimensional y k > 2. Entonces son
equivalentes:

1. Cy(X, k) tiene una seleccion continua para F(Cy(X, k)),
2. Cp(X, k) es completamente metrizable.
3. X es numerable y discreto.

Demostracion. » (3)=(2) es inmediato.

» (2)=-(3). Por 3.3.22, como C),(X, 2) es un subconjunto cerrado de C,,(X, k),
se sigue el resultado.

» (3)=-(1). Esta implicacién es consecuencia de 3.2.9.

» (1)=(3). Si Cp(X, k) tiene una seleccién continua para F(C,(X, k)),
entonces X debe ser un P-espacio y ¢(X) < w por 3.3.20 y 3.3.16.
Lo anterior implica que X tiene caracter numerable ya que X es cero-
dimensional. Pero, como X es un P-espacio, no es discreto, y ademas

K“! no tiene una seleccién continua. Por lo tanto | X| < Ry.
[
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Corolario 3.3.24. Sea X un espacio cero-dimensional y E un espacio me-
trizable y fuertemente cero-dimensional. Entonces son equivalentes:

1. Cp(X, E) tiene una seleccion continua para F(Cy(X, E)),
2. Cy(X, E) es completamente metrizable,
3. X es numerable y discreto y E es completamente metrizale.

Demostracion. De manera similar al teorema anterior, se puede probar que
(2)=3) v (3)=(1).

Ahora, si C,(X, E) tiene una seleccién continua para F(C,(X, E)), entonces
Cp(X,2) debe tener una seleccién continua para F(C,(X,2)). Pero lo ante-
rior implica que X es numerable y discreto por 3.3.23. Entonces, el espacio
métrico E“ tiene una seleccién continua para F(E“). Por lo tanto, por 3.3.7,
E“ es completamente metrizable y también lo es E. ]

Teorema 3.3.25. Sea X un espacio separable y k un cardinal. Entonces,
Co(X, k) es debilmente ordenable.

Demostracion. Sea D un subconjunto denso y numerable de X. La funcién
7 Cp(X, k) — kP definida como f(g) = f|p(g) es continua e inyectiva ya
que D C X es denso. Se tiene que el espacio de Baire B(x) = k” es ordenable,
digamos por la relacién <. Entonces la topologia 7< en C,(X, ) definida por
la relacién < determinada por < y 7 como f < g siy sélo si w(f) < 7(g)
estd contenida en la topologia de convergencia puntual de C,(X, k), por lo
tanto C,(X, k) es debilmente ordenable. O

Corolario 3.3.26. Si X es separable y E es fuertemente cero-dimensional
y metrizable, entonces C,(X, E) es debilmente ordenable.

Demostracion. El espacio E es un subconjunto del espacio de Baire B(k) =
k¥, con k igual al peso de E. Por lo anterior C,(X, E) es un subespacio
de Cp(X, k). Como la propiedad de ser debilmente ordenable es heredita-
ria, Cp(X, E) es debilmente ordenable si C),(X, k) es debilmente ordenable.
Como C,(X, k) es homeomorfo a C,(BnenXn, k), donde B,enX,, es la su-
ma topoldgica de los espacios X, y cada X, es homeomorfo a X. Como X
es separable, también lo es @,cn, entonces, el teorema 3.3.25 implica que
Cp(Bnen, k) es debilmente ordenable. O

Definicién 3.3.27. 1. Un espacio X es N-compacto si es homeomorfo a
un subcongunto cerrado del producto []IN.
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2. Para un espacio cero-dimensional X y un cardinal 7, una funcion f :
X — 2 es estrictamente T-continua si para todo subconjunto F de X
de cardinalidad < 7 existe g € C(X,2) tal que g|F = f|F.

3. Para un espacio cero-dimensional X, el nimero to(X) serd minimo
cardinal T tal que toda funcion estrictamente T-continua f : X — 2 es
continua.

Las demostraciones de los siguientes dos lemas no son muy complicadas
y se pueden encontrar en [3] y en [4].

Recordemos que el i-peso de un espacio Z (iw(Z)) es el minimo cardinal
k tal que existe una funcién biyectiva y continua de Z sobre un espacio de
peso K.

Lema 3.3.28. 5i X y E son espacios cero-dimensionales y E es sequndo
numerable, entonces

d(X) = iwx(Cp(X, E)) = (Cp(X, E)).
Lema 3.3.29. Para un espacio IN-compacto X, t2(Cp(X,2)) < Ry.

Lema 3.3.30. Sea Z un espacio cero-dimensional. Si SEL(F(Z)) # @,
entonces Y(Z) < ts(Z).

Demostracion. Sea ¢ : Fo(X) — Z una seleccién continua, y sea < una rela-
cién en Z definida como a < b si 'y sélo si ¢({a,b}) = a. Por (ref), para cada
a € Z los conjuntos (a,—)={r € Z:a<z}ly (+,a)={re”Z :x<a}
son abiertos. Ademads, Z = («+—,a) U{a} U (a,—), (+-,a)N(a,—) =D ya
es el unico elemento que pertenece a la frontera de cada uno de los conjuntos
(< a) y (a,—).

Denotemos por 7 al cardinal t3(Z). Si a € Cl(a,—), entonces existe F' C
(a,—) de cardinalidad < 7 tal que a € CIF. Supongamos lo contrario. De-
finamos f : Z — 2 como sigue: f(x) = 0siz € («,a)U{a} y f(z) =1
si x € (a,—). Sea H un subconjunto de Z de cardinalidad < 7. Como
a ¢ cl(H N (a,—)), existe un subconjunto cerrado-abierto V con a € V
y VN (HnN(a,—)) = @. La funcién ¢g; Z — 2 definida como g(z) = 0
siz € (+-,a) UV y g(x) = 1 de otra forma, es una funcién continua y
g|H = f|H. Pero f no es continua, contradiciendo la hipétesis t5(Z) = 7.
De manera similar, si a € Cl(<, a), entonces existe G C (-, a) de cardinali-
dad < 7 tal que a € CIG. Observemos que si a ¢ Cl(a,—), entonces (+—, a)U
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{a} es abierto, y si a ¢ Cl(<—,a), entonces el conjunto {a}U(a, —) es abierto.
Por lo tanto, si a € Cl(<,a) N Cl(a, =), {a} = Nyep(— ) N ea(z, =)
Sia € Cl(+,a) y a ¢ Cl(a,—), entonces {a} = (), ez, =) N[+, a)U{a}].
Tendremos una situacién similar si a ¢ Cl(+,a) y a € Cl(a —).Lo anterior
quiere decir que en cualquier caso {a} es un conjunto Gy, incluyendo cuando
a es un punto aislado. O

Lema 3.3.31. Para un espacio N-compacto X, X es separable si existe una
seleccion continua ¢ = Fo(Cp(X,2)) = Cp(X,2).

Demostracion. Como X es un espacio IN-compacto, t2(C, (X, 2)) < X, (3.3.29).
Ahora debemos aplicar el lema 3.3.30 y tenderemos que ¢(C,(X,2)) < N,.
Pero lo anterior implica que X es separable (3.3.28). ]

Teorema 3.3.32. Para un espacio IN-compacto X, y un espacio fuertemente
cero-dimensional metrizable E, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es separable.

2. El espacio Cy(X, E) es debilmente ordenable.

3. Existe una seleccion continua ¢ : K(Cy(X, E)) — Cp(X, E).
4. Existe una seleccion continua ¢ : Fo(Cy(X, E)) — Cp(X, E).

Demostracion. La implicacién 1) = 2) es consecuencia del corolario 3.3.26.
Ademds, el lema 3.1.7 garantiza 2) = 3). La implicacién 3) = 4) es trivial y
si existe una seleccién continua ¢ : Fo(C,(X, E)) — Cy(X, E), la restriccién
| F2(Cy(X,2)) : F2(Cp(X,2)) — Cp(X,2) también es continua. Por el lema
3.3.31, X debe ser separable. O
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Apéndice

En este apéndice, se mencionan algtinos resultados que se utilizaron a lo
largo de este trabajo. El motivo para mencionarlos en esta secciéon adicional
es mantener una secuencia congruente en la presentacion de los resultados
especificos relativos al objetivo principal, es decir, las selecciones continuas,
y exponer a parte todos aquellos resultados que pudieran salirse en menor o
mayor medida del tema principal.

4.1. Compactaciones de productos

Los siguientes resultados estan orientados a probar que, si el producto de
dos espacios Tychonoff es pseudocompacto, la compactacién de Stone-Cech
de su producto es homeomorfo al producto de sus compactaciones.

Primero, necesitaremos el siguiente lema tomado de la publicacion de
Irving Glicksberg [9]. Recordemos que una familia /' C C(X) de funciones
reales de un espacio topologico X es llamada equicontinua si para toda x € X
y toda € > 0, existe una vecindad U de z tal que |f(z) — f(zo)| < € para
toda fe FyzyeU.

Lema 4.1.1. Si X XY es pseudocompacto y f € C(X xY), entonces la
familia {f(z,) : * € X} es equicontinua en Y. También se tiene que ¢ :
Y — C(X) dada por ¢(y) = f(-,y) es continua.

Demostracion. Como Y es pseudocompacto, basta probar que cualquier su-
cesion {f(z},-)} es equicontinua en Y. Supongamos lo contrario. Entonces,
para algin yg € Y y para algin € > 0, no existe ninguna vecindad W de yq
tal que la condicion

|f(xh,y) — f(xh,y0)| < € paray € W

69
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se cumpla para toda n € IN. Tomemos ahora una subsucesién {z,} de
{z!.} y vecindades abiertas V,, de z,,, W,, de yo de la siguiente manera. Sean
Wy =Y y xy el primer 2/, para el cual la condicién anterior no se cumple
para W = W;. Tomemos una vecindad Vi x Wy de (z1,yo) en la cual f varia
en menos que 1. Una vez elegidos z1, ..., xk, Vi, ..., Ve y Wi ..., Wiy, toma-
mos x4 como el primer 2/, para el cual la condicién de equicontinuidad falla
para W = W1, y tomemos una vecindad abierta Vi1 X Wiio de (g41,Y0)
en la cual f varia en menos que 1/(k + 1), con Wiyo C Wiyt
Por nuestra eleccién de x,,, podemos tomar un y,, en W, para la cual | f (2, y,)—
f(zn,0)| > €, y entonces podemos tomar una vecindad abierta V) x W/ de
(Zn,yn) contenida en V,, x W, en la cual |f(z,y) — f(x,y0)| > €/2 para
(z,y) € V! x W/. Por la pseudocompacidad de X x Y, la sucesion {V! x W/}
tiene un punto de acumulacién (z’,y’) en X x Y, de manera que, por conti-
nuidad, |f(2',y") — f(z,90)| > €/2. Por otro lado, y' € 2, W ya que, como
y' es punto de acumulacién de {W’}, si ¢/ & W), entonces y' ¢ W1, asi que
W41 es una vecindad de y' que intersecta sélo a una cantidad finita de W).
Por lo tanto, para x € V! C V,,, |f(z,v) — f(z,v0)| < 1/n ya que (z,vy') y
(x,1y0) estan en X,, X W, 1. Como z’ es un punto de acumulacién de {V'},
0=|f(2",y) — f(a',y0)| > €/2, lo cual es una contradiccion. O

Lema 4.1.2. Sean X yY espacios completamente requlares y f € C(X xY).
Si la funcion ¢ 1Y — C(X) dada por ¢(y) = f(-,y) es continua, entonces f
tiene una extencion continua a X X Y.

Demostracion. Sea :Y — C(BX) dadapor ¢(y) = Sf(-,y), donde Sf es la
tnica extencién continua de f(-,y) a C(8X). Como ¢ es continua, entonces v
también lo es. Ahora vermos que 5 f es una funcién continua en X xY. Sean
(0, y0) € BX XY y e > 0. Como Bf(-,y0) € C(BX), existe una vecindad
V de z¢ tal que |Bf(x,y0) — Bf(xo,v0)| < € para toda x € V. Como 9 es
continua, existe una vecindad W de y, tal que |Bf(x,y) — Bf(x,y0)] > €
para toda y € W y toda « € fX. Por lo tanto, si (z,y) € V x W, entonces

‘Bf('rvy> - 6f<x0>y0)’ < |ﬁf(x7y) - Bf(x7y0)‘ + |ﬁf<x7y0) - Bf(x07y0)| <
2€. O

Proposicién 4.1.3. Sean X y Y dos espacios Tychonoff. St X XY es pseu-
docompacto, entonces f(X xY) =X x fY.

Demostracion. Si X X Y es pseudocompacto, entonces por los lemas 4.1.1 y
4.1.2 podemos extender a f € C(X xY') a una funcién continua en X x Y.
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Como X X Y contiene un subespacio denso y pseudocompacto, cualquier
funcién continua es acotada en el subespacio denso y por lo tanto es acotada
en el total, asi que fX X Y es también pseudocompacto. Aplicando nueva-
mente los lemas anteriores, podemos extender a la funciéon f a una funciéon
continua en fX x Y. [

4.2. Espacios topolégicamente bien ordena-
dos

En el capitulo 3, definimos a los espacios topoldgicamente bien ordenados
como una herramienta para probar que todo espacio métrico completo y
cero-dimensional tiene una seleccién continua. Los siguientes resultados, que
obtenemos de Engelking, Heath y Michael [7] nos dan las herramientas que
necesitamos para probar este importante resultado.

Lema 4.2.1. Sim es un cardinal infinito, entonces existe un conjunto lineal-
mente ordenado Lo que no tiene primer ni ultimo elemento y un subconjunto
bien ordenado Wy C Lo, ambos con carnalidad m.

Demostracion. Sea a un ordinal tal que |a| = m y consideremos a « con la
topologia discreta. Ahora sea Lg el espacio obtenido al identificar el primer
elemento de dos copias de a. Como m es infinito, se tiene que |Lg| = m. Si
tomamos Wy = a C Ly, es claro que W, es un subconjunto bien ordenado de
Lq con cardinalidad m. O

Lema 4.2.2. Sea L, un conjunto bien ordenado para cada n € N, y sea
L =T[>2, L, con el orden lexicogrdfico. Sea w la topologia del orden en L,
y m la topologia producto obtenida al darle a cada L, la topologia discreta.
Entonces:

1. ™ es mds fina que w.

2. m=w st cada L, no tiene primer ni ultimo elemento.

3. St W, es un subconjunto bien ordenado de L, para cada n, entonces
W =T1[2, W, es un subespacio topoldgicamente bien ordenado de L.
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Demostracion. 1. Basta ver que si x < a en L, entonces existe una 7-
vecindad U de z en L tal que y < a para todo y € U. Sea n = min{i €
N : z; # a;}, asi que z,, < a,. Sea

U={yeL:y=x;parai=1,...,n}.
Entonces U cumple con lo requerido.

2. Por 1), s6lo basta probar que w es mds fina que 7. Para esto, debemos
mostrar que si z € L y n € IN, entonces y,, = x,, para toda y en alguna
w-vecindad V' de x en L. Tomemos a,b € L tal que a; = x; = b; para
1<1<n,y a1 < Tpy1 < byy1. Entonces a < © < ben L, y podemos
tomar V' como el intervalo abierto (a,b).

3. Por 1) es suficiente ver que todo subconjunto m-cerrado no vacio A de
W tiene primer elemento. Tomemos elementos x,, € W,, (n =1,2,...),
y subconjuntos no vacios S,, C A, de manera recursiva como sigue:

» 2y =min{y; : y € A},

w S, ={ye Ay, =z, parai=1,...,n—1}

» 7, =min{y, :y € S, }.
Esto siempre es posible ya que A C W =[[~, W,, y cada W, es bien
ordenado. Ahora, x1, s, ... son las coordenadas de un punto z € W,y

claramente x < y para todo y € A. Por ultimo debemos mostrar que
x € A. Para esto, sea

U={z€L:zi=z;parai=1,...,n}

cualquier vecindad bésica de x en L. Entonces y € U N A para todo y
en S,.1, asi que z € A = A, lo cual completa la prueba.
O

Definicién 4.2.3. Sea X; un espacio discreto de carnalidad m > Wy para
i € N. Definimos el espacio de Baire de peso m como B(m) =[[2, X;.

Como consecuencia inmediata de los dos lemas anteriores, se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 4.2.4. Si m es un cardinal infinito, entonces existe un espacio
linealmente ordenado L, y un subespacio cerrado topologicamente bien orde-
nado W de L tal que ambos son homeomorfos a B(m).
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EL siguiente resultado es bien conocido y se puede encontrar en Engelking
[6], pero ya que su prueba depende de muchos aspectos tedricos y resultados
que quedan claros y son probados a detalle en el mismo libro, omitimos su
prueba.

Teorema 4.2.5. Sim es un cardinal infinito, entonces todo espacio métrico
cero-dimensional de peso m puede ser encajado como un subconjunto cerrado
en el espacio de Baire B(m).

4.3. Ordenes en espacios conexos

Definicién 4.3.1. Sea X un espacio topoldgico. Denotaremos por P(X) al
subespacio de X x X que contiene a todas las parejas (x,y) tales que x # y.
Tambien definimos la funcion A : P(X) — P(X) como A(x,y) = (y,x).

Lema 4.3.2. Si X es un espacio conexo y P(X) no es conexo, entonces
P(X) estd separado por dos componentes A y B tales que A(A) = B.

Demostracién. Supongamos lo contrario, es decir P(X)=C1UCy con Cy #
@#CQ, ClﬂOQ :ClﬂCQ ZQyClﬂA(Cl) #@ Sea D1 :OlﬂA(Cl) y
Dy = Cy U A(Cy). Se tiene que

(1) P(X)=DyUDsy, Dy # @ # Dy, DyN Dy =@ = D; N Dy.
(2) A(Dl) - D17 A(Dg) = D2.

Seanx € X, M, ={ye X :(z,y) € D1}y N, ={y € X : (z,y) € Do}. Se
sigue de (1) que

X\z=M,UN,, y M\,NN, =2 =M, NN,.

Como X es conexo, se tiene que M, = M, U {z} y N, = N, U {z} son
CONEexos.

Sean y € M, y z € N,. Se tiene que (x,y) € Dy y y ¢ N,. Entonces
N, x{y} C P(X) = D;UD,. Como N, x {y} es conexo y (z,y) € N, x {y},
tenemos que N, x {y} C D; y en particular (z,y) € D;. De manera similar
tenemos que M, x {y} C D, y entonces (y,z) C Ds. Lo anterior contradice
a (2), asi que alguno de los conjuntos M, o N, deben ser vacios.

Sea (x,y) € D;. Tenemos que M, # &, entonces M, = X \{z}y (x,y) €
Dy para toda y' € X \ {z}. Por (2) tenemos también que (y',z) € D;. Por
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lo anterior, M,, # @ y entonces M, = X \ {y'} para toda ¢/ € X \ {z}.
Por lo tanto hemos probado que M, = X \ {z} para toda x € X, asi que

Dy = P(X)y Dy = &, lo cual contradice a (1) y asi terminamos la prueba.
[

Teorema 4.3.3. Un espacio topologico conexo X es ordenable si y solo si
P(X) no es conexo.

Demostracion. Primero supongamos que X es ordenable. Sean A(X) el sub-
conjunto de P(X) que consiste de todos los puntos (z,y) tales que x < y y
B(X) el subconjunto que consiste de todos los puntos tales que y < x. Es
claro que P(X) = A(X)UB(X) y A(X)N B(X) = @. También se tiene que
A(X) y B(X) son abiertos y no vacios, por lo tanto P(X) no es conexo.

Ahora, sea (z,y) € P(X) . Es claro que A es un homeomorfismo de P(X)
en si mismo. Sean A, B subconjuntos de P(X) tales que P(X) = AUB y
A(A) = B los cuales existen por 4.3.2. Definamos una relacién de orden <
de forma que = < y si y sélo si (z,y) € A. Resulta que < es un orden lineal
en X y asi concluimos la prueba. ]

Como corolario tenemos lo siguiente.

Corolario 4.3.4. Si X es un espacio conezxo y ordenado, entonces A(X) y
B(X) son las componentes de P(X).

Proposicion 4.3.5. Sean X y Y dos espacios ordenados y conexos. Cual-
quier funcion inyectiva de X en'Y preserva el orden o lo invierte.

Demostracion. Sea ¢ un afuncién continua de X en Y. Si (z,y) € P(X), sea

(z,y) = (9(x), 6(y)).

Es claro que ¢ es una funcién continua e inyectiva de P(X) en P(X). Por
4.3.4 se tiene que Y(A(X)) = A(Y) o P(A(X)) = B(Y). En el primer caso,
¢ preserva el orden y en el segundo caso lo invierte. O]

Teorema 4.3.6. En un espacio topologico X, cualesquiera dos ordenes son
identicos o son inversos uno del otro.

Demostracion. El resultado se sigue de 4.3.5 tomando X =Y y tomando la
funcion identidad. [
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