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Introducción

Para un espacio topológico (X, τ), la estructura topológica τ satisface ciertas
propiedades asociadas a operadores de ret́ıculas.

La estructura (τ,
⋃

, int(
⋂

), ∅, X) es una ret́ıcula completa que satisface,
para cualesquiera V ∈ τ y U ⊆ τ , la siguiente ley distributiva:

(∗) V ∩
(

⋃

U
)

=
⋃

{V ∩ U | U ∈ U}.

Abstrayendo esta noción a ret́ıculas completas que satisfacen esta ley
distributiva infinita, se construye la categoŕıa de locales cuyos objetos
son ret́ıculas completas que satisfacen (∗) y donde los morfismos son los
dualizados de los morfismos de ret́ıculas que abren supremos arbitrarios.

Esta nueva noción es de un gran interés puesto que un local resulta ser
una estructura algebraicas donde se puede desarrollar teoŕıa inspirada en la
topoloǵıa y de manera reciproca también.

Puesto que un espacio topológico se define a nivel conjuntista sólo por
su estructura de abiertos independientemente de los puntos del conjunto, el
estudio del espacio se puede hacer mediante el análisis de la estructura en
dicha topoloǵıa, es decir, se puede estudiar al espacio dejando de lado a los
puntos y estudiar topoloǵıa libre de puntos.

Los resultados en la teoŕıa de locales están ligados de manera directa a
la topoloǵıa en el sentido descrito anteriormente, sin embargo, a diferencia
de los espacios topológicos, los locales en muchas ocasiones permiten hacer
pruebas puramente constructivas.

En el presente trabajo se pretende hacer una introducción a la teoŕıa de
locales y presentar resultados en esta categoŕıa. Para ello se tomaron como
recursos fundamentales los trabajos de P. T. Johnstone, J. Picado, A. Pulrt
y H. Simmons.

En la categoŕıa de locales, denotada por Loc, es posible generalizar
nociones inspiradas en la topoloǵıa como lo son las ideas de punto,
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4 ÍNDICE GENERAL

subespacios abiertos y cerrados, axiomas de separación, espacios de Stone,
elementos compactos, producto y el teorema Tychonoff entre otros.

El caṕıtulo Preliminares desarrolla la herramienta previa a emplearse
a lo largo del trabajo. Se trabaja con las nociones de ret́ıcula, álgebras
booleanas, ideales, filtros además de presentar una pequeña parte de teoŕıa
de categoŕıas para utilizar el lenguaje categórico en los caṕıtulos posteriores,
esta seccion del trabajo se basa en materiales de S. Mac Lnae y H. Simmons.

El segundo caṕıtulo Marcos y Locales desarrolla tópicos importantes en
la teoŕıa de locales. En este se da una relación de los espacios topológicos y
los locales a nivel categórico, se generaliza el teorema de representación de
Stone, se expresa la generalización de subespacio y se construye el producto
y coproducto de locales.

Por último en el caṕıtulo Teorema de Tychonoff en Loc se demuestra
este famoso teorema en la categoŕıa de locales, resultado que, a diferencia
de lo que ocurre para espacios topológicos, no depende del famoso Axioma
de elección. Este caṕıtulo se inspira en el famoso art́ıculo “The Tychonoff
theorem without axiom of choice” de P. T. Johnstone y publicado en 1981.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Para iniciar se desarrolla la teoŕıa básica de las nociones fundamentales
presentadas del trabajo, además de introducir de manera breve el lenguaje
categórico y algunos resultados relevantes de la teoŕıa de categoŕıas.

Este caṕıtulo facilita la exposición de los dos caṕıtulos posteriores
mediante el desarrollo de herramientas poderosas para el trabajo de la teoŕıa
principal a estudiar.

1.1 Órdenes y Ret́ıculas

En está sección se dan las definiciones fundamentales y resultados básicos
de órdenes y las distintas variantes de ret́ıculas. Algunos de los resultados
desarrollados a lo largo de la sección se inspiran en [8].

Definición 1.1.1. Un orden parcial es una pareja ordenada (A,≤) tal que
≤ es una relación binaria sobre el conjunto A que cumple lo siguiente

(i) a ≤ a para todo a ∈ A (reflexiva).

(ii) Si a ≤ b y b ≤ a, entonces a = b (antisimétrica).

(iii) Si a ≤ b y b ≤ c, entonces a ≤ c (transitiva).

Una función f : A → B entre órdenes parciales es morfismo de órdenes
parciales si para cualesquiera elementos a, b ∈ A con a ≤ b se satisface que
f(a) ≤ f(b).

Para un subconjunto S ⊆ A de un orden parcial y un elemento a ∈ A,
se dice que a es una cota superior de S si a ≥ s para cualquier s ∈ S. Si
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6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

además a satisface que es menor o igual que cualquier otra cota superior de
S diremos que a es supremo de S.

De la antisimetŕıa de A, se tiene que los supremos de subconjuntos son
únicos, por lo tanto, si S tiene supremo, al elemento supremo se le denota
por

∨

S. De manera dual se pueden definir los conceptos de cota inferior e
ı́nfimo, y al ı́nfimo de un subconjunto S se le denota por

∧

S.

Para el conjunto vaćıo se satisface que cualquier elemento a ∈ A es cota
superior e inferior de ∅, por lo tanto, si existen los elementos

∨

∅ y
∧

∅ estos
satisfacen ser elementos extremales en el orden, es decir, para cualquier
b ∈ A se cumple que

∨

∅ ≤ b ≤
∧

∅. A los elementos
∨

∅ y
∧

∅ se les denota
por 0A y 1A, respectivamente.

Dadas las nociones de supremo e ı́nfimo podemos definir la idea de
ret́ıcula y las funciones que relacionan a estas estructuras.

Definición 1.1.2. Una ret́ıcula es un orden parcial (A,≤) equipado con
dos operaciones binarias ∧,∨ : A×A→ A y dos elementos 0A, 1A ∈ A tales
que para cualesquiera elementos a, b ∈ A se satisface que

• ∨(a, b) = a ∨ b es supremo del conjunto {a, b}.

• ∧(a, b) = a ∧ b es ı́nfimo del conjunto {a, b}.

• Para todo c ∈ A se cumple que 0A ≤ c ≤ 1A.

Para dos ret́ıculas A y B un morfismo de ret́ıculas de A a B es una función
f : A → B que preserva los operadores ∨, ∧ y respeta los elementos
distinguidos 0,1.

Ejemplo 1.1.3. Para un conjunto X, el conjunto potencia 2X ordenado con
la contención cumple que los operadores unión e intersección son operadores
supremo e ı́nfimo en este orden. Los subconjuntos ∅ y X son el mı́nimo y
máximo de este orden.

Ejemplo 1.1.4. Para M un R-módulo se cumple que SubR(M) el conjunto
de los submódulos de M , ordenados por la contención, forman una ret́ıcula.
Los operadores supremo e ı́nfimo son el módulo generado por la unión (que
equivale a la suma de módulos) y la intersección, respectivamente. Los
objetos distinguidos son el módulo M y {0}.
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Ejemplo 1.1.5. Cualquier orden total P finito con mı́nimo y máximo
elemento es ret́ıcula. En particular la ret́ıcula formada por dos elementos
{0, 1} con orden 0 ≤ 1 es ret́ıcula, a esta ret́ıcula se le denota por 2.

Notemos que esta definición conjuntista dada en 1.1.2 de las operaciones
con respecto al orden es equivalente a la noción de ciertas estructuras
algebraicas por medio del siguiente resultado.

Teorema 1.1.6. Sea (A,∨, 0) un monoide conmutativo en el que cada
elemento es idempotente. Entonces existe un único orden parcial (A,≤) tal
que 0 es el mı́nimo elemento de A y ∨ es una operación supremo compatible
con el orden ≤.

Demostración. Sean a, b ∈ A, definamos la relación ≤ de la siguiente manera

a ≤ b⇔ a ∨ b = b.

Por ser idempotente cada elemento de A tenemos que a∨a = a, por lo tanto
a ≤ a. Supongamos que a ≤ b y b ≤ a, entonces b = a∨b = a. Consideremos
a ≤ b y b ≤ c, entonces b = a ∨ b y c = b ∨ c, por lo tanto

a ∨ c = a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c = b ∨ c = c,

entonces a ≤ c.
De lo anterior se deduce que la relación definida es reflexiva, antisimétrica

y transitiva. Puesto que para cada a ∈ A se tiene que a ∨ 0 = a, 0 es el
mı́nimo elemento en este orden.

Para concluir mostremos que a∨ b es supremo de los elementos a, b. Por
ser idempotente cada elemento se cumple que

a ∨ (a ∨ b) = (a ∨ a) ∨ b = a ∨ b y b ∨ (b ∨ a) = (b ∨ b) ∨ a = b ∨ a,

entonces a, b ≤ a ∨ b.
Supongamos que a ≤ c y b ≤ c, entonces c = a ∨ c y c = b ∨ c, por lo

tanto

c = c ∨ c = (a ∨ c) ∨ (b ∨ c) = (c ∨ c) ∨ (a ∨ b) = c ∨ (a ∨ b)

entonces a ∨ b es el supremo de a y b.

A la estructura descrita en el teorema anterior se le conoce por
semiret́ıcula superior y a una estructura similar con operación ı́nfimo se
le conoce por semiret́ıcula inferior. Un morfismo de semireticulas es una
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función entre dos semiret́ıculas del mismo tipo que preserva el operador de
las semiret́ıculas.

De este resultado se sigue que si (A,∨, 0) y (A,∧, 1) son monoides
conmutativos con cada elemento idempotente, entonces (A,∨,∧, 0, 1) es
ret́ıcula si los órdenes inducidos por el teorema anterior son opuestos. Una
manera para que los operadores ∨ y ∧ sean compatibles en este sentido nos
la da el siguiente teorema.

Teorema 1.1.7. Sean (A,∨, 0) semiret́ıcula superior y (A,∧, 1) semiret́ıcula
inferior. Entonces (A,∨,∧, 0, 1) es ret́ıcula si y sólo si para cada par de
elementos a, b ∈ A se satisfacen las siguientes identidades

• a ∧ (a ∨ b) = a

• a ∨ (a ∧ b) = a

Estas identidades son llamadas leyes de absorción.

Demostración. Si A es ret́ıcula, claramente ocurren las leyes de absorción.
Veamos que las leyes de absorción implican que los órdenes definidos por los
dos monoides son opuestos. Sean ≤ el orden definido por (A,∨, 0) y ≤′ el
orden definido por (A,∧, 1). Tomemos a, b ∈ A y supongamos que a ≤ b,
entonces a ∨ b = b, por lo tanto

a ∧ b = a ∧ (a ∨ b) = a

luego b ≤′ a.
Por otro lado si b ≤′ a, entonces a = a ∧ b, por lo tanto

a ∨ b = (a ∧ b) ∨ b = b

luego a ≤ b.

Además de la leyes de absorción, en una ret́ıcula es posible que se
satisfagan más identidades. Entre una de las más importantes está la ley
distributiva.

Definición 1.1.8. Una ret́ıcula A es ret́ıcula distributiva si para elementos
a, b, c ∈ A arbitrarios se cumple la identidad

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).

No todas las ret́ıculas son distributivas, sin embargo si una ret́ıcula A es
distributiva, entonces se satisface la identidad dual.
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Lema 1.1.9. Sea A una ret́ıcula distributiva. Entonces para a, b, c ∈ A
arbitrarios ocurre

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)

Demostración. Veamos que utilizando las leyes de absorción y la ley
distributiva ocurre la siguiente cadena de igualdades.

(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = [(a ∨ b) ∧ a] ∨ [(a ∨ b) ∧ c]

= a ∨ [(a ∨ b) ∧ c]

= a ∨ [(a ∧ c) ∨ (b ∧ c)]

= (a ∨ (a ∧ c)) ∨ (b ∧ c)

= a ∨ (b ∧ c)

Proposición 1.1.10. Sean a, b, c elementos de una ret́ıcula distributiva A.
Entonces si existe x ∈ A tal que x ∧ a = b y x ∨ a = c éste es único.

Demostración. Sean x y y elementos de A que satisfacen x ∧ a = y ∧ a = b
y x ∨ a = y ∨ a = c. Puesto que x ∨ a = c = y ∨ a se tiene que c ≥ x, y, por
lo tanto, c ≥ x ∨ y. Utilizando las leyes de absorción y la distributividad
tenemos que

x = x ∨ (x ∧ a) = x ∨ b = x ∨ (y ∧ a)

= (x ∨ y) ∧ (x ∨ a)

= (x ∨ y) ∧ c = x ∨ y

donde la última igualdad ocurre por el hecho antes demostrado.
Análogamente se tiene que y = x ∨ y, por lo tanto x = y.

La noción de ret́ıcula se puede fortalecer de la siguiente manera.

Definición 1.1.11. Un orden parcial A es ret́ıcula completa superior si
para cualquier S ⊆ A subconjunto, existe

∨

S. De manera dual A es ret́ıcula
completa inferior si para todo S ⊆ A, existe

∧

S. Un orden parcial es ret́ıcula
completa si es simultáneamente ret́ıcula completa superior e inferior.

Puesto que una ret́ıcula completa A satisface que para cualquier
subconjunto S existen

∨

S y
∧

S, en particular para cualesquiera dos
elementos a, b ∈ A se cumple que existen

∨

{a, b} y
∧

{a, b}, por lo tanto
A también es ret́ıcula en el sentido usual.

De hecho para una ret́ıcula ser completa es equivalente a ser ret́ıcula
completa superior o inferior.



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.1.12. Sea A un orden parcial, entonces A es ret́ıcula completa
si y sólo si A es ret́ıcula completa superior.

Demostración. Si suponemos que A es ret́ıcula completa, entonces el
resultado es inmediato. Supongamos que A es ret́ıcula completa superior.
Sea S ⊆ A. Consideremos S∧ el siguiente conjunto

S∧ = {a ∈ A | a ≤ s , ∀s ∈ S}.

Veamos que el elemento
∨

S∧ es el ı́nfimo del conjunto S. Notemos que
para cualquier s ∈ S, el elemento s es cota superior de S∧ por lo tanto
s ≥

∨

S∧, puesto que s fue arbitrario, se sigue que
∨

S∧ es cota inferior de
S.

Por otro lado para cualquier c cota inferior de S se cumple que c ∈ S∧,
por lo tanto c ≤

∨

S∧. Entonces
∨

S∧ es ı́nfimo de S.

Un debilitamiento de la noción de ret́ıcula completa es la siguiente.

Definición 1.1.13. Para un orden parcial A, un subconjunto B ⊂ A
distinto del vaćıo es conjunto dirigido si para todo par de elementos b, b′ ∈ B
existe un elemento c ∈ B tal que b, b′ ≤ c.

Definición 1.1.14. Una ret́ıcula A es completa superiormente por conjuntos
dirigidos si para cualquier D ⊆ A subconjunto dirigido existe el supremo de
D en A.

Claramente toda ret́ıcula completa superior es ret́ıcula completa superior
por conjuntos dirigidos, sin embargo el rećıproco no necesariamente se
cumple. Veamos una equivalencia que involucra a estos conceptos.

Teorema 1.1.15. Un orden parcial A es ret́ıcula completa superior si y sólo
si A es completa superiormente por conjuntos dirigidos y existen supremos
de familias finitas.

Demostración. Lo único que es necesario demostrar es que si A es completa
superiormente por conjuntos dirigidos y con supremos de familias finitas
entonces es ret́ıcula completa. Sea S ⊆ A. Si S es vaćıo entonces existe

∨

S
supremo de S por existir el supremo de familias finitas. Supongamos que
S 6= ∅, consideremos SD el conjunto de supremos de subfamilias finitas de
S. El conjunto SD es dirigido puesto que el supremo de

∨

R,
∨

T ⊂ S para
R, T finitos es el supremo del conjunto finito R ∪ T . Luego existe

∨

SD el
cual claramente es supremo de S.
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Para la noción de ret́ıcula completa podemos definir una generalización
de la ley distributiva de la manera siguiente.

Definición 1.1.16. Decimos que una ret́ıcula completa A satisface la Ley
distributiva infinita (LDI) si para todo a ∈ A y todo S ⊆ A se cumple lo
siguiente:

a ∧
(

∨

S
)

=
∨

{a ∧ s | s ∈ S}

Ejemplo 1.1.17. Para una semiret́ıcula inferior A, decimos que un
subconjunto S ⊆ A es cerrado inferiormente si para todo a ∈ A se cumple
que a ∈ S si existe s ∈ S con a ≤ s. Consideremos al siguiente conjunto

DA = {S ⊆ A | S es cerrado inferiormente}

ordenado con la contención. Entonces DA es ret́ıcula completa con las
operaciones intersección y unión arbitrarias. Además DA satisface la LDI
por coincidir las operaciones con los operadores conjuntistas de unión e
intersección.

Por otro lado para B una ret́ıcula completa que sastisface la LDI y
g : A → B morfismo de semiret́ıculas inferiores se cumple que la función
g : DA→ B tal que para S ∈ DA

g(S) =
∨

B

{g(s) | s ∈ S}

es morfismo que abre supremos arbitrarios e ı́nfimos finitos.

1.2 Álgebras Booleanas y de Heyting

Cierta clase especial de ret́ıculas importantes son las álgebras booleanas y
las álgebras de Heyting, estructuras que están equipadas con operadores
adicionales y los cuales tienen propiedades espećıficas con respecto a los
operadores ∨ y ∧ de la ret́ıcula asociada. Para esta sección se utilizaron
recursos del caṕıtulo de preliminares de [8].

Por la proposición 1.1.10 si para un elemento a ∈ B de una ret́ıcula
distributiva B existe a′ tal que a ∨ a′ = 1 y a ∧ a′ = 0, entonces a′ es único.
En este caso al elemento a′ se le llama complemento de a. De aqúı surge la
siguiente definición.
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Definición 1.2.1. Una ret́ıcula distributiva B es un álgebra booleana si
todo elemento de B tiene complemento. Para B y C álgebras booleanas un
morfismo de álgebras booleanas f : B → C es un morfismo de ret́ıculas entre
B y C.

Ejemplo 1.2.2. Para un conjunto X, el conjunto potencia 2X es álgebra
booleana puesto que las operaciones conjuntistas de unión e intersección se
distribuyen entre śı, además que el complemento de U ⊆ X está dado por
el subconjunto X \ U .

Ejemplo 1.2.3. Para un espacio topológico (X, τ) la familia τ ⊆ τ de
abiertos que son cerrados es álgebra booleana puesto que en este caso
los operadores que dan estructura de álgebra booleana son los operadores
conjuntistas de la unión, intersección y complemento. Para el espacio X la
familia τ se denota por OCX.

La definición 1.2.1 es equivalente a que una ret́ıcula distributiva B esté
equipada con una operación unitaria ¬ : B → B tal que para cualquier
a ∈ B el elemento ¬(a) = ¬a sea el complemento de a. Esta operación tiene
las siguientes propiedades.

Proposición 1.2.4. (Leyes de D’Morgan) Para todo par de elementos
a, b ∈ B de un álgebra booleana B se cumple lo siguiente:

• ¬(a ∧ b) = ¬a ∨ ¬b

• ¬(a ∨ b) = ¬a ∧ ¬b

Demostración. Utilizando la ley distributiva se tiene que

(a ∧ b) ∧ (¬a ∨ ¬b) = [(a ∧ b) ∧ ¬a] ∨ [(a ∧ b) ∧ ¬b]

= [(a ∧ ¬a) ∧ b] ∨ [(b ∧ ¬b) ∧ a]

= [0 ∧ b] ∨ [0 ∧ a] = 0 ∨ 0 = 0.

Por otro lado

(a ∧ b) ∨ (¬a ∨ ¬b) = [a ∨ (¬a ∨ ¬b)] ∧ [b ∨ (¬a ∨ ¬b)]

= [(a ∨ ¬a) ∨ ¬b] ∧ [(b ∨ ¬b) ∨ ¬a]

= [1 ∨ ¬b] ∧ [1 ∨ ¬a] = 1 ∧ 1 = 1.
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Por lo tanto el elemento ¬a ∨ ¬b es complemento de a ∧ b, luego por la
unicidad de los complementos se sigue la primer identidad.

La segunda identidad se obtiene de aplicar la primera a los elementos
¬a,¬b y del hecho de que para todo c ∈ A, c = ¬¬c.

Para un álgebra booleana se puede definir la diferencia simétrica.

Definición 1.2.5. Para un álgebra booleana B se define el operador
+ : B × B → B que para cualesquiera elementos a, b ∈ B les asocia el
siguiente elemento

+(a, b) = a+ b = (a ∨ b) ∧ (¬a ∨ ¬b).

Este operador es la diferencia simétrica de B.

Notemos las siguientes propiedades de la diferencia simétrica.

Proposición 1.2.6. Para cualesquiera a, b ∈ B elementos de un álgebra
booleana B se cumple lo siguiente:

• a+ b = (b ∧ ¬a) ∨ (a ∧ ¬b)

• ¬(a+ b) = (¬a ∧ ¬b) ∨ (a ∧ b)

Demostración. Para la primera, utilizando la distributividad se cumple

a+ b = (a ∨ b) ∧ (¬a ∨ ¬b)

= [(a ∨ b) ∧ ¬a] ∨ [(a ∨ b) ∧ ¬b]

= [(a ∧ ¬a) ∨ (b ∧ ¬a)] ∨ [(a ∧ ¬b) ∨ (b ∧ ¬b)]

= 0 ∨ (b ∧ ¬a) ∨ (a ∧ ¬b) ∨ 0

= (b ∧ ¬a) ∨ (a ∧ ¬b)

que es la identidad buscada.
La segunda es una simple aplicación a la definición de la diferencia

simétrica de la leyes de D’Morgan.

La diferencia simétrica relaciona a las álgebras booleanas con estructuras
algebraicas, justamente con cierta clase especial de anillos.

Definición 1.2.7. Un anillo (B,+,∧, 0, 1) con uno es anillo booleano si
todo elemento es idempotente, es decir, para todo a ∈ B se tiene que
a ∧ a = a2 = a.
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Lema 1.2.8. Sean a, b, c ∈ B elementos de un álgebra booleana B, entonces
se cumple que

(i) a+ (b+ c) = (a+ b) + c

(ii) a+ b = b+ a

(iii) a+ 0 = a

(iv) a ∧ (b+ c) = a ∧ b+ a ∧ c

(v) a+ a = 0

Demostración. Demostremos los puntos del lema en base de las proposicio-
nes 1.2.4. y 1.2.6.

(i) Utilizando los lemas antes mencionados y la distributividad se tiene lo
siguiente

a+ (b+ c) = [a ∧ ¬(b+ c)] ∨ [(b+ c) ∧ ¬a]

= [a ∧ ((b ∧ c) ∨ (¬b ∧ ¬c))] ∨ [((b ∧ ¬c) ∨ (c ∧ ¬b)) ∧ ¬a]

= [(a ∧ (b ∧ c)) ∨ (a ∧ (¬b ∧ ¬c))]

∨ [((b ∧ ¬c) ∧ ¬a) ∨ ((c ∧ ¬b) ∧ ¬a)]

= [((a ∧ ¬b) ∧ ¬c) ∨ (c ∧ (a ∧ b))]

∨ [((b ∧ ¬a) ∧ ¬c) ∨ (c ∧ (¬a ∧ ¬b))]

= [((a ∧ ¬b) ∧ ¬c) ∨ ((b ∧ ¬a) ∧ ¬c)]

∨ [(c ∧ (a ∧ b)) ∨ (c ∧ (¬a ∧ ¬b))]

= [((a ∧ ¬b) ∨ (b ∧ ¬a)) ∧ ¬c] ∨ [c ∧ ((a ∧ b) ∨ (¬a ∧ ¬b))]

= [(a+ b) ∧ ¬c] ∨ [c ∧ ¬(a+ b)] = (a+ b) + c.

(ii) Esto se sigue inmediatamente de la simetŕıa en la definición del
operador y la conmutatividad de los operadores ∨ y ∧.

(iii) De la definición de diferencia simétrica

a+ 0 = (a ∧ 1) ∨ (0 ∧ ¬a) = a ∨ 0 = a.
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(iv) De nuevo de la distributividad se tiene lo siguiente

(a ∧ b) + (a ∧ c) = [(a ∧ b) ∧ ¬(a ∧ c)] ∨ [(a ∧ c) ∧ ¬(a ∧ b)]

= [(a ∧ b) ∧ (¬a ∨ ¬c)] ∨ [(a ∧ c) ∧ (¬a ∨ ¬b)]

= [((a ∧ b) ∧ ¬a) ∨ ((a ∧ b) ∧ ¬c)]

∨ [((a ∧ c) ∧ ¬a) ∨ ((a ∧ c) ∧ ¬b)]

= [((a ∧ ¬a) ∧ b) ∨ (a ∧ (b ∧ ¬c))]

∨ [((a ∧ ¬a) ∧ c) ∨ (a ∧ (c ∧ ¬b))]

= [(0 ∧ b) ∨ (a ∧ (b ∧ ¬c))] ∨ [(0 ∧ c) ∨ (a ∧ (c ∧ ¬b))]

= [a ∧ (b ∧ ¬c)] ∨ [a ∧ (c ∧ ¬b)] = a ∧ [(b ∧ ¬c) ∨ (c ∧ ¬b)]

= a ∧ (b+ c).

(v) De la definición de la diferencia simétrica

a+ a = (a ∧ ¬a) ∨ (a ∧ ¬a) = 0 ∨ 0 = 0.

Teorema 1.2.9. Dada un álgebra booleana (B,∨,∧,¬), la estructura
(B,+,∧, 0, 1), con + la diferencia simétrica, es anillo booleano.

Demostración. Por (i), (ii), (iii) del lema 1.2.8, la terna (B,+, 0) es grupo
conmutativo, (iv) de este mismo lema implica que (A,+,∧, 0) es anillo y del
hecho de que a ∧ 1 = a para todo a, se sigue que 1 es uno de este anillo.
Puesto que el operador ∧ en una ret́ıcula es idempotente se tiene que el
producto de este anillo es idempotente.

Entonces dada una álgebra booleana podemos construir un anillo
booleano. La construcción rećıproca también es válida.

Lema 1.2.10. Sea B un anillo booleano, entonces B satisface lo siguiente:

(i) B es conmutativo.

(ii) Para todo a ∈ B, a+ a = 0.

Demostración. Veamos que para todo a, b ∈ B se tiene que

a+ b = (a+ b)2 = a2 + ab+ ba+ b2

= a+ b+ ab+ ba

por lo tanto ab+ ba = 0, de donde sustituyendo b = a se llega a la identidad
a+ a = a2 + a2 = 0, entonces −ba = ba y por lo tanto ab = ba.
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Teorema 1.2.11. Sea (B,+,∧, 0, 1) un anillo booleano. Entonces existen
operaciones ∨, y ¬ que hacen a (B,∨,∧,¬) un álgebra booleana.

Demostración. Por el lema 1.2.10 la terna (B,∧, 1) es monoide conmutativo,
entonces por la demostración del teorema 1.1.6 se cumple que B es
semiret́ıcula inferior con operador ı́nfimo ∧ y con orden parcial dado por
a ≤ b si y soló si a ∧ b = a. Puesto que para todo a ∈ B se cumple que
a ∧ 0 = 0 y a ∧ 1 = a, se cumple que 0 y 1 son el mı́nimo y máximo de este
orden parcial.

Definamos la operación supremo para dos elementos a, b ∈ B de la
siguiente manera

a ∨ b = a+ b+ (a ∧ b).

De las definiciones de ∧ y ∨ se sigue que 0 y 1 son el mı́nimo y máximo
elemento de la ret́ıcula B.

Demostremos que a ∨ b es supremo el orden ≤. Veamos que se satisface

a ∧ (a+ b+ (a ∧ b)) = a2 + (a ∧ b) + (a2 ∧ b) = a+ (a ∧ b) + (a ∧ b) = a

por lo tanto a ≤ a + b + (a ∧ b). De manera análoga se tiene que
b ≤ a+ b+ (a ∧ b) de donde se sigue que a+ b+ (a ∧ b) es cota superior del
conjunto {a, b}. Ahora supongamos que c ∈ B es tal que a, b ≤ c, entonces
a ∧ c = a y b ∧ c = b, de donde se sigue

c ∧ (a+ b+ (a ∧ b)) = (c ∧ a) + (c ∧ b) + (c ∧ a ∧ b) = a+ b+ (a ∧ b).

De esto se concluye que a+ b+ (a∧ b) es la mı́nima cota superior de a, b en
el orden ≤.

La complementación de a es a+ 1 puesto que

a ∧ (a+ 1) = a2 + a = a+ a = 0

y
a ∨ (a+ 1) = a+ a+ 1 + (a ∧ (a+ 1)) = 1.

Por último veamos la distributividad. Para a, b, c ∈ B se cumple

a ∧ (b ∨ c) = a(b+ c+ bc) = ab+ ac+ abc

= ab+ ac+ a2bc

= ab+ ac+ (ab)(ac)

= ab ∨ ac = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).
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Los teoremas 1.2.11 y 1.2.9 establecen el siguiente resultado.

Corolario 1.2.12. Los anillos booleanos son equivalentes a las álgebras
booleanas.

Demostración. Sea (A,+′,∧, 0, 1) anillo booleano, consideremos la álgebra
booleana asociada (A,∨,∧,¬). Notemos que la diferencia simétrica definida
por esta álgebra es de hecho el operador +′

a+ b = (a ∧ ¬b) ∨ (b ∧ ¬a)

= (a(1 +′ b)) ∨ (b(1 +′ a))

= (a+′ ab) ∨ (b+′ ab)

= a+′ b+′ ab+′ ab+′ (a+′ ab)(b+′ ab)

= a+′ b+′ 0 +′ ab+′ a2b+′ ab2 +′ ab

= a+′ b+′ ab+′ ab+′ ab+′ ab = a+′ b

Del teorema 1.2.11 se sigue que la operación producto y los elementos
distinguidos se preservan.

Por otro lado si (B,∨′,∧,¬′) es álgebra booleana, el anillo booleano
asociado por el teorema 1.2.11 (B,+,∧, 0, 1) se corresponde con la álgebra
con los siguientes operadores.

• Para a ∈ B

¬a = a+ 1 = (a ∧ 0) ∨ (¬′a ∧ 1) = 0 ∨ (¬′a) = ¬′a

• Para b ∈ B

a ∨ b = a+ b+ a ∧ b = a+ b ∧ (1 + a) = a+ (b ∧ ¬′a)

= [a ∨′ (b ∧ ¬′a)] ∧ [¬′a ∨′ ¬′(b ∧ ¬′a)]

= [(a ∨′ b) ∧ (a ∨′ ¬′a)] ∧ [¬′a ∨′ (¬′b ∨′ a)]

= [a ∨′ b] ∧ [(¬′a ∨ a) ∨′ ¬′b] = [a ∨′ b] ∧ [1 ∨′ ¬′b]

= [a ∨′ b] ∧ 1 = a ∨′ b.

Por lo tanto los operadores coinciden con los operadores de la álgebra
inicial y del teorema 1.2.9 los elementos distinguidos se preservan.

Por último si f : A → B es morfismo de álgebras booleanas es claro de
la definición de la diferencia simétrica que f también resulta ser morfismo
de los anillos asociados, de manera rećıproca si f : A → B es morfismo de
anillos booleanos, de la definición de los operadores ∨′ y ¬′ se tiene que f
también es morfismo de álgebras booleanas.
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Un debilitamiento de la noción de álgebra booleana es el de álgebra de
Heyting.

Definición 1.2.13. Una ret́ıcula A es álgebra de Heyting si está equipada
con una función ≻: A × A → A, llamada implicación del álgebra, tal que
para cualesquiera a y b el elemento ≻ (a, b) = (a ≻ b) está caracterizado por
la siguiente propiedad:

∀c ∈ A, a ∧ c ≤ b⇔ c ≤ (a ≻ b)

La definición de una álgebra de Heyting no nos da información sobre
la posible distributividad en la ret́ıcula, sin embargo al contar con la
implicación, la ret́ıcula debe ser distributiva.

Lema 1.2.14. Toda álgebra de Heyting es ret́ıcula distributiva.

Demostración. Sean A álgebra de Heyting y a, b, c ∈ A elementos
arbitrarios. Consideremos d ∈ A, entonces

d ≥ a ∧ (b ∨ c)⇔ (a ≻ d) ≥ b ∨ c

⇔ (a ≻ d) ≥ b y (a ≻ d) ≥ b

⇔ a ∧ b ≤ d y a ∧ c ≤ d

⇔ (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ≤ d.

Tomando d = a∧ (b∨ c) y siguiendo la equivalencia en el sentido derecho
obtenemos que (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ≤ a ∧ (b ∨ c). De manera inversa tomando
d = (a∧b)∨(a∧c) y siguiendo la equivalencia en sentido izquierdo obtenemos
que (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ≤ a ∧ (b ∨ c), por lo tanto se concluye la igualdad.

De hecho cualquier álgebra booleana B cumple para cualesquiera dos
elementos a, b ∈ B, el mayor elemento c con la propiedad a ∧ c ≤ B es el
elemento b ∨ ¬a.

Proposición 1.2.15. Toda álgebra booleana es álgebra de Heyting.

Demostración. Sea (A,∨,∧,¬) álgebra booleana, y consideremos a, b ∈ A.
Definamos el operador ≻: A × A → A para cualesquiera a, b ∈ A de la
siguiente manera

(a ≻ b) = ¬a ∨ b.
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Sea c tal que a ∧ c ≤ b, por lo tanto

b ∨ ¬a ≥ (a ∧ c) ∨ ¬a

= (a ∨ ¬a) ∧ (c ∨ ¬a)

= 1 ∧ (c ∨ ¬a)

= c ∨ ¬a ≥ c

y por otro lado, si c ≤ ¬a ∨ b, se tiene

a ∧ c ≤ a ∧ (¬a ∨ b)

= (a ∧ ¬a) ∨ (a ∧ b)

= 0 ∨ (a ∧ b)

= a ∧ b ≤ b.

luego b ∨ ¬a resulta ser implicación en esta ret́ıcula.

Para una ret́ıcula completa A es equivalente ser álgebra de Heyting a
que satisfaga la LDI.

Teorema 1.2.16. Sea A ret́ıcula completa, entonces A satisface la LDI si
y sólo si A es álgebra de Heyting.

Demostración. Supongamos que A satisface la LDI. Para a, b ∈ A
definamos su implicación de la siguiente manera

(a ≻ b) =
∨

{c | a ∧ c ≤ b}.

Por la construcción a∧d ≤ b implica que d ≤ (a ≻ b). De manera rećıproca,
si d ≤ (a ≻ b), entonces

a ∧ d ≤ a ∧ (a ≻ b) = a ∧
(

∨

{c | a ∧ c ≤ b}
)

=
∨

{a ∧ c | a ∧ c ≤ b} ≤ b.

De manera inversa supongamos que A es álgebra de Heyting. Sean a ∈ A y
S ⊆ A. Puesto que

∨

S ≥ s para toda s ∈ S se tiene que

a ∧
(

∨

S
)

≥ a ∧ s

para toda s ∈ S, por lo tanto a ∧ (
∨

S) es cota superior del conjunto
{a∧ s | s ∈ S}. Ahora sea b ∈ A tal que b ≥ a∧ s para toda s ∈ S, entonces
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por la implicación en el álgebra de Heyting tenemos que (a ≻ b) ≥ s para
cualquier s ∈ S y por lo tanto

(a ≻ b) ≥
∨

S,

entonces b ≥ a ∧ (
∨

S), de donde se sigue que a ∧ (
∨

S) es supremo del
conjunto {a ∧ s | s ∈ S}.

1.3 Ideales y Filtros

Puesto que las estructuras reticulares se pueden asociar a objetos algebraicos
es natural dar una definición de la noción de ideal. Esta teoŕıa es de gran
utilidad para considerar construcciones de nuevos objetos basados en una
ret́ıcula. De igual manera que la sección anterior, parte de los resultado de
esta sección se basan en [8].

Definición 1.3.1. Un subconjunto I ⊆ A de una semiret́ıcula superior es
cerrado inferiormente (también sección inferior) si para todo a ∈ I y c ∈ A,
c ≤ a implica que c ∈ I.

No todo conjunto es cerrado inferiormente, sin embargo no es muy dif́ıcil
encontrar el mı́nimo conjunto cerrado inferiormente que lo contiene.

Definición 1.3.2. Sean A orden parcial y S ⊆ A. La cerradura inferior de
S es el conjunto

{a ∈ A | ∃ s ∈ S, a ≤ s}.

A este conjunto se le denota por ↓ (S).

Definición 1.3.3. Un subconjunto no vaćıo I ⊆ A es ideal si es un conjunto
cerrado inferiormente y satisface que para todo a, b ∈ I se cumple que
a ∨ b ∈ I.

Puesto que la semiret́ıcula cumple ser ideal podemos definir un ideal
minimal que contenga a cualquier subconjunto.

Definición 1.3.4. Sea S ⊆ A un subconjunto de una semiret́ıcula superior
A. Se define

〈S〉 =
⋂

{I | S ⊆ I, I es ideal}.
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Este conjunto es el ideal generado por S.

Algunos ejemplos importantes son los siguientes.

Ejemplo 1.3.5. Sean A una semiret́ıcula superior y a ∈ A, entonces
↓ (a) = {b ∈ A | b ≤ a} es ideal. Este ideal de manera análoga a la
teoŕıa de anillos lo llamaremos ideal principal generado por a.

En este ejemplo para una ret́ıcula se puede ver fácilmente que para
cualesquiera a, b ∈ A se cumple que

↓ (a)∩ ↓ (b) =↓ (a ∧ b), 〈↓ (a)∪ ↓ (b)〉 =↓ (a ∨ b)

Ejemplo 1.3.6. Sean X un espacio topológico Hausdorff y CX el conjunto
de subconjuntos cerrados de X. Si consideramos KX los elementos
compactos de CX este es ideal de la ret́ıcula (CX,∪,∩).

Un hecho importante de este concepto es que la intersección arbitraria
de ideales resulta ideal (justo como ocurre en la teoŕıa de anillos).

Proposición 1.3.7. Sean A semiret́ıcula superior y F una familia de ideales
de A, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones

(i)
⋂

F es ideal.

(ii) Si F = {I, J}, entonces
⋂

F = I ∩ J = I ∧ J = {i ∧ j | i ∈ I, j ∈ J}.

Demostración. (i) Claramente 0 ∈
⋂

F, entonces
⋂

F 6= ∅. Sean a ∈ A e
i ∈

⋂

F tales que a ≤ i. Puesto que i ∈
⋂

F se cumple que para todo
I ∈ F se tiene que i ∈ I, luego como a ≤ i, se cumple que a ∈ I para
todo I ∈ F y por lo tanto a ∈

⋂

F, luego
⋂

F es cerrado inferiormente.

De manera análoga si i, j ∈
⋂

F se cumple que para todo I ∈ F se
tiene i, j ∈ I, entonces, como cada I es ideal, también i ∨ j ∈ I para
cada I ∈ F, con lo cual i ∨ j ∈

⋂

F. De esto se concluye que
⋂

F es
ideal.

(ii) Si k ∈ I ∩J , entonces k ∈ I, J , por lo tanto k = k∧k ∈ I ∧J , entonces
I ∩ J ⊆ I ∧ J . Sean i ∈ I y j ∈ J , como i∧ j ≤ i, j e I, J son cerrados
inferiormente se cumple que i ∧ j ∈ I, J , por lo tanto i ∧ j ∈ I ∩ J ,
luego I ∧ J ⊆ I ∩ J de donde se tiene la igualdad.
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De hecho el inciso (ii) de la proposición anterior es cierta para conjuntos
I, J cerrados inferiormente.

Aśı como en la teoŕıa de anillos, los ideales reticulares están relacionados
con los elementos nulos de morfismos de semiret́ıculas, es decir con los
elementos que bajo el morfismo son 0.

Lema 1.3.8. Sean A y B semiret́ıculas superiores, entonces

(i) Para cualquier f : A → B morfismo de semiret́ıculas el conjunto
Kerf = {a ∈ A | f(a) = 0} es un ideal de A.

(ii) Para todo I ⊆ A ideal existen una semiret́ıcula C y un morfismo de
semiret́ıculas f : A→ C tales que I = Kerf .

(iii) Si A es una ret́ıcula distributiva, existen una ret́ıcula distributiva C y
un morfismo de ret́ıculas f : A→ C tales que I = Kerf .

Demostración. Claramente todo f : A → B morfismo de semiret́ıcula
satisface que f(0) = 0 por lo tanto Kerf 6= ∅. Por otro lado f también es
morfismo de órdenes parciales puesto que el orden se puede definir mediante
el operador ∨, usemos este hecho en (i).

(i) Veamos que Kerf cumple las dos condiciones necesarias para ser ideal.
Sean a, b ∈ Kerf , entonces por ser morfismo de semiret́ıculas

f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) = 0 ∨ 0 = 0

por lo tanto a ∨ b ∈ Kerf . Por otro lado si c ≤ a entonces
0 ≤ f(c) ≤ f(a) = 0, lo cual implica que c ∈ Kerf .

(ii) Definamos la relación ≡I sobre A de la siguiente manera

a ≡I b⇔ existen i, j ∈ I, con a ∨ i = b ∨ j.

Veamos que esta relación es de equivalencia.

Sea a ∈ A, por ser I ideal se cumple que 0 ∈ I, entonces puesto que
a ∨ 0 = a = a ∨ 0 se tiene que a ≡I a y por lo tanto la relación es
reflexiva.

Puesto que la definición es simétrica para cualesquiera dos elementos
a, b ∈ A se tiene que la relación es simétrica.

Sean a, b, c tales que a ≡I b y b ≡I c, entonces existen i, i′, j, j′ ∈ I
tales que a ∨ i = b ∨ j y b ∨ i′ = c ∨ j′, entonces

a∨(i∨i′) = (a∨i)∨i′ = (b∨j)∨i′ = (b∨i′)∨j = (c∨j′)∨j = c∨(j′∨j)
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y por ser ideal I tenemos que i ∨ i′, j′ ∨ j ∈ I, por lo tanto a ≡I c.

Definamos C = A/≡I
como el conjunto de las clases de equivalencia

inducidas por ≡I . La relación ≡I cumple que para todo a, b, c, d con
a ≡I b y c ≡I d se satisface que a ∨ c ≡I b ∨ c ≡I b ∨ d. Por lo tanto,
la función ∨C : C × C → C que para las clases [x], [y] ∈ C se calcula
de la siguiente forma

[x] ∨C [y] = [x ∨ y]

cumple estar bien definida y ser un operador que da estructura de
semiret́ıcula a C.

Definamos f : A → C como la proyección sobre las clases de
equivalencia. Por lo anterior f es morfismo de semiret́ıculas que
adicionalmente satisface para b ∈ A que

f(b) = [0]⇔ existen i, j ∈ I con b ∨ i = 0 ∨ j = j

⇔ existe j ∈ I con b ≤ j

pero por ser I ideal, la última condición es equivalente a que b ∈ I,
entonces Kerf = I.

(iii) Si A es ret́ıcula distributiva tomemos a ≡I b e i, j ∈ I tales que
a ∨ i = b ∨ j, entonces para cualquier c ∈ A se cumple

(a ∧ c) ∨ (i ∧ c) = (a ∨ i) ∧ c = (b ∨ j) ∧ c = (b ∧ c) ∨ (j ∧ c).

Además por ser I ideal se tiene que i ∧ c, j ∧ c ∈ I, debido a que son
elementos menores a i, j, respectivamente.

De lo anterior se deduce que a ∧ c ≡I b ∧ c, luego si c ≡I d, aplicando
este resultado obtenemos

a ∧ c ≡I b ∧ c ≡I b ∧ d.

Por lo tanto la función ∧C : C × C → C tal que para [x], [y] ∈ C
satisface

[x] ∧C [y] = [x ∧ y]

está bien definida.

Los operadores ∨C ,∧C respetan las leyes de absorción y la ley
distributiva puesto que ∨,∧ las satisfacen, entonces la estructura
(C,∨C ,∧C , [0], [1]) resulta ser una ret́ıcula distributiva.
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De manera dual a la definición de ideal se puede definir el concepto de
filtro como sigue.

Definición 1.3.9. Un subconjunto F ⊆ A de una semiret́ıcula superior
es cerrado superiormente (también sección superior) si para todo a ∈ F y
c ∈ A, c ≥ a implica que c ∈ F .

Definición 1.3.10. Un subconjunto no vaćıo F ⊆ A es filtro si es un
conjunto cerrado superiormente y satisface que para todo a, b ∈ F se cumple
que a ∧ b ∈ F .

Ejemplo 1.3.11. Para un elemento a ∈ A en una semiret́ıcula inferior A, el
conjunto ↑ (a) = {x ∈ A | a ≤ x} es un filtro. Este filtro es el filtro principal
generado por a.

Ejemplo 1.3.12. Sean (X, τ) espacio topológico y x ∈ X un punto. El
conjunto Nx = {U ∈ τ | x ∈ U} de las vecindades abiertas de x es un filtro
de la ret́ıcula τ .

Un resultado dual a 1.3.8 que involucra a la noción de filtro es el siguiente.

Corolario 1.3.13. Sean A y B semiret́ıculas inferiores, entonces

(i) Para cualquier f : A → B morfismo de semiret́ıculas, el conjunto
f1 = {a ∈ A | f(a) = 1} es un filtro de A.

(ii) Para todo F ⊆ A filtro existen una semiret́ıcula C y un morfismo de
semiret́ıculas f : A→ C tal que F = f1

(iii) Si A es ret́ıcula distributiva, existen una semiret́ıcula C y un morfismo
de ret́ıculas f : A→ C tal que F = f1

Demostración. Para (i) el resultado se sigue de aplicar (i) de la proposición
1.3.8 a las semiret́ıculas superiores A′ y B′ obtenidas de invertir el orden a
A y B.

Mientras que para (ii) e (iii) solo se hacen las construcciones de (ii) e
(iii) de la proposición 1.3.8 para A′ la estructura obtenida por invertir el
orden a A.
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Con estás definiciones introducimos la noción de ideal primo en una
ret́ıcula.

Definición 1.3.14. Un subconjunto I de una ret́ıcula A es ideal primo si
es ideal y además F = A \ I es filtro. De manera dual un filtro F de A es
filtro primo si su complemento es ideal.

Definición 1.3.15. Un elemento a de una ret́ıcula es irreducible si el ideal
principal generado ↓ (a) es primo.

Ejemplo 1.3.16. Para un espacio topológico X y un punto x ∈ X, se
cumple que el abierto X\{x} es un abierto irreducible en la ret́ıcula formada
por los conjuntos abiertos del espacio.

La definición de ideal primo se puede dar mediante algunas de sus
equivalencias. Notemos algunas de ellas en la siguiente proposición.

Proposición 1.3.17. Para un ideal I de una ret́ıcula A son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

(i) El complemento de I es filtro

(ii) 1A /∈ I y para todo a, b ∈ A, a ∧ b ∈ I implica a ∈ I o b ∈ I.

(iii) Existe un único morfismo de ret́ıculas f : A→ {0, 1} tal que I = Kerf .

Demostración. (i)⇒(ii) Puesto que el complemento de F = A\I es filtro se
tiene que 1A ∈ F , por lo tanto 1A /∈ I. Por otra parte si a, b /∈ I, entonces
a, b ∈ F y por ser filtro a ∧ b ∈ F , entonces a ∧ b /∈ I lo cual es equivalente
a que a ∧ b ∈ I implica a ∈ I o b ∈ I.

(ii)⇒(iii) Definamos f : A→ {0, 1} como

f(a) =

{

0, si a ∈ I
1, si a /∈ I.

Por (ii) f(1A) = 1, además de que f(0A) = 0 puesto que 0A ∈ I.
Sean x, y ∈ A, entonces consideremos los siguientes tres casos.

Caso 1. f(x) = f(y) = 0

Puesto que x∧y ≤ x y x, y ∈ I se tiene que x∧y ∈ I por ser ideal,
entonces

f(x) ∧ f(y) = 0 = f(x ∧ y)
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Ahora x, y ∈ I implica que x ∨ y ∈ I, por ser I ideal, entonces

f(x) ∨ f(y) = 0 = f(x ∨ y)

Caso 2. f(x) = 0 y f(y) = 1

Puesto que x ∈ I de la misma manera que en el caso anterior
x ∧ y ∈ I, entonces

f(x) ∧ f(y) = 0 = f(x ∧ y)

Ahora x ∨ y ∈ I implica x, y ∈ I por ser ideal, sin embargo y /∈ I,
entonces x ∨ y /∈ I, luego

f(x) ∨ f(y) = 1 = f(x ∨ y)

Caso 3. f(x) = f(y) = 1

Puesto que x, y /∈ I se tiene por (ii) que x ∧ y /∈ I, entonces

f(x) ∧ f(y) = 1 = f(x ∧ y)

Ahora x∨ y ∈ I implica x, y ∈ I por ser ideal, pero x.y /∈ I, por lo
tanto x ∨ y /∈ I, entonces

f(x) ∨ f(y) = 1 = f(x ∨ y)

Por lo anterior f resulta ser morfismo de ret́ıculas y es único por que
un morfismo de ret́ıculas con codominio {0, 1} está determinado por los
elementos que van a dar al 0.

(iii)⇒(i) Sea I ideal, por (iii) existe f : A → {0, 1} tal que I = Kerf .
Por el corolario 1.3.13. F = f1 es filtro, y justamente por tomar f valores
en {0, 1} se tiene que F es complemento de I.

Por lo tanto un elemento x de una ret́ıcula es irreducible cuando para
cualesquiera y, z si x ≥ y ∧ z implica que x ≥ y o x ≥ z.

Un concepto más fuerte al de ideal y filtro primo es la noción de ideal y
filtro completamente primo en una ret́ıcula completa.

Definición 1.3.18. Para una ret́ıcula completa A e I ⊂ A, decimos que
I es ideal completamente primo (abreviado i.c.p.) si es ideal y además se
satisface, para todo P ⊆ A, lo siguiente:

∧

P ∈ I ⇒ P ∩ I 6= ∅
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Definición 1.3.19. Para una ret́ıcula completa A y F ⊂ A, decimos que
F es filtro completamente primo (abreviado f.c.p.) si es filtro y además se
satisface, para todo P ⊆ A, lo siguiente:

∨

P ∈ F ⇒ P ∩ F 6= ∅.

Para esta noción, de manera similar a la proposición 1.3.17, existe una
equivalencia de los filtros completamente primos, morfismos de ret́ıculas y
elementos irreducibles.

Proposición 1.3.20. Para F un subconjunto de una ret́ıcula completa A
son equivalentes las afirmaciones siguientes:

(i) F es filtro completamente primo.

(ii) Existe un único morfismo de ret́ıculas f : A → {0, 1} que abre
supremos arbitrarios tal que A \ F = Kerf .

(iii) Existe un único elemento x ∈ A irreducible tal que A \ F =↓ (x).

Demostración. (i) ⇒ (ii) Puesto que F es filtro completamente primo, en
particular es filtro primo, entonces por la proposición 1.3.17 existe un único
morfismo de ret́ıculas f : A → {0, 1} tal que A \ F = Kerf . Veamos que f
respeta supremos arbitrarios. Consideremos P ⊆ A y notemos los siguientes
casos.

Caso 1.
∨

P ∈ F

Entonces por ser F filtro completamente primo existe a ∈ A tal
que a ∈ P ∩ F de donde se sigue f(a) = 1 y por lo tanto

f
(

∨

P

)

= 1 = f(a) =
∨

{f(b) | b ∈ P}

Caso 2.
∨

P /∈ F

Si a ∈ P ∩ F , por ser F cerrado superiormente se tendŕıa que
a ≤

∨

P ∈ F , lo cual es una contradicción, entonces P ∩ F = ∅ y
por lo tanto P ⊆ A \ F de donde se sigue que para todo a ∈ P,
f(a) = 0, y por lo tanto

∨

{f(b) | b ∈ P} = 0 = f
(

∨

P

)
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(ii)⇒ (iii) Consideremos

∨

Kerf =
∨

{a ∈ A | f(a) = 0} = x

Por respetar f supremos arbitrarios se cumple que:

f(x) = f
(

∨

{a ∈ A | f(a) = 0}
)

=
∨

{f(a) | f(a) = 0}

= 0

De la definición de x se sigue que para todo a ∈ A, f(a) = 0 implica a ≤ x,
de manera rećıproca si b ≤ x se tiene que por ser f morfismo de ret́ıculas

0 ≤ f(b) ≤ f(x) = 0

luego, para cada b ∈↓ (x) se satisface f(b) = 0, por lo tanto

A \ F = Kerf =↓ (x).

Por otro lado para cualesquiera y, z ∈ A tales que x ≥ y ∧ z se satisface
que

0 = f(x) ≥ f(y ∧ z) = f(y) ∧ f(z)

entonces alguno de f(y) y f(z) es igual a cero (de lo contrario su ı́nfimo
seŕıa uno), sin pérdida de generalidad f(y) = 0, por lo tanto x ≥ y de donde
se concluye que x es irreducible.

(iii)⇒ (i) Claramente F es filtro por ser complemento del ideal principal
primo ↓ (x). Sea P ⊆ A tal que P ∩ F = ∅, entonces usando (iii) se
tiene que P ⊆↓ (x) con x elemento irreducible, luego

∨

P ≤ x, entonces
∨

P /∈ F . Tomando la contrapositiva de lo anterior se concluye que F es
filtro completamente primo.

No todo ideal es ideal primo, sin embargo podemos extender cualquier
ideal a un ideal primo mediante una aplicación del Lema de Zorn.

Lema 1.3.21. Sean I ⊆ A ideal de una ret́ıcula distributiva A y F ⊆ A
filtro tal que I∩F = ∅. Existe un ideal Ī maximal con respecto a la propiedad
de contener a I y ser disjunto de F .

Demostración. Consideremos I la familia de ideales que contienen a I y que
son disjuntos de F . Veamos que toda cadena de ideales en I está acotada
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superiormente. Consideremos I′ = {Iλ}λ∈Λ una cadena de ideales en I

indicada por Λ un orden total. Sea I ′ =
⋃

I′, veamos que I ′ es ideal.
Claramente I ′ es cerrado inferiormente por ser unión de conjuntos

cerrados inferiormente.
Veamos que es cerrado por ∨. Sean a, b ∈ I ′, entonces existen λ, µ ∈ Λ

tales que a ∈ Iλ y b ∈ Iµ, puesto que Λ es orden total, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que λ ≤ µ, por lo tanto Iλ ⊆ Iµ, entonces a, b ∈ Iµ,
entonces por ser Iµ ideal se tiene que a ∨ b ∈ Iµ ⊆ I ′.

Por lo anterior I ′ es ideal y claramente es cota superior de I′, entonces
por el lema de Zorn, existe un ideal maximal en I.

Teorema 1.3.22. Sean I ⊆ A ideal de una ret́ıcula distributiva A y F ⊆ A
tales que I ∩ F = ∅. Entonces existe un ideal primo Ī tal que I ⊆ Ī e
Ī ∩ F = ∅.

Demostración. Consideremos Ī un ideal maximal dado por el lema 1.3.21
que contiene a I y es disjunto de F . Sean x, y ∈ A tales que x ∧ y ∈ Ī.
Consideremos

Jx = {z ∨ i | i ∈ Ī , z ≤ x} y Jy = {z ∨ i | i ∈ Ī , z ≤ y}.

Veamos que Jx es un ideal que contiene a Ī. Claramente Ī ⊆ Jx puesto
que para cada i ∈ Ī se cumple que i = 0 ∨ i, el cual es elemento de Jx.

Sean b ∈ A y z ∨ i ∈ Jx tal que b ≤ z ∨ i, entonces

b = b ∧ (z ∨ i) = (b ∧ z) ∨ (b ∧ i)

el cual pertenece a Jx por tenerse que b ∧ z ≤ z ≤ x y b ∧ i ∈ Ī por ser Ī
cerrado inferiormente, por lo tanto Jx es cerrado inferiormente.

Por otro lado para z, z′ ≤ x e i, j ∈ Ī, z, z′ están acotados superiormente
por x se tiene que z ∨ z′ ≤ x y además i ∨ j ∈ Ī por ser ideal Ī, entonces

(z ∨ i) ∨ (z′ ∨ j) = (z ∨ z′) ∨ (i ∨ j)

pertenece a Jx, de donde se concluye que Jx es ideal. De manera análoga
Jy es un ideal que contiene a Ī.

Si Jx ∩ F 6= ∅ y Jy ∩ F 6= ∅ entonces existen x′ ≤ x, y′ ≤ y y j, k ∈ I
tales que x′ ∨ j, y′ ∨ k ∈ F , luego por ser filtro tenemos que

(x′ ∨ j) ∧ (y′ ∨ k) = (x′ ∧ y′) ∨ (x′ ∧ k) ∨ (y′ ∧ j) ∨ (j ∧ k)

pertenece a F , sin embargo también pertenece a Ī por ser supremo de
elementos en Ī, luego Ī ∩ F 6= ∅ lo cual es absurdo, entonces podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que Jx ∩ F = ∅ y por lo tanto Jx ∈ ℑ.
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Puesto que Ī es maximal e Ī ⊆ Jx se tiene que Jx = Ī, entonces
x = x ∨ 0 ∈ Jx = Ī, por lo tanto Ī es primo.

Cuando un ideal I es maximal con respecto a ser ajeno al filtro F = {1},
diremos que I es ideal maximal. Del teorema anterior podemos concluir el
siguiente corolario.

Corolario 1.3.23. Sean A ret́ıcula distributiva e I ⊆ A ideal maximal,
entonces I es ideal primo.

Demostración. Aplicando el teorema al ideal I y al filtro F = {1} tenemos
que Ī es primo, sin embargo por ser maximal I se cumple que I = Ī, entonces
I es primo.

El corolario anterior asegura que todo ideal maximal es primo, sin
embargo no se cumple en general que para cualquier ret́ıcula distributiva
A todo ideal primo es maximal.

Un hecho importante para la clase de álgebra booleanas es que śı se
cumple que la noción de ideal maximal es equivalente a la de ideal primo.

Teorema 1.3.24. Sean B álgebra booleana e I ⊆ B ideal. Entonces son
equivalentes las siguientes afirmaciones

(i) ∀a ∈ B, a ∈ I ó ¬a ∈ I.

(ii) I es ideal maximal

(iii) I es ideal primo

Demostración. (i)⇒(ii) Supongamos que b /∈ I, entonces ¬b ∈ I. Sea
J = 〈I ∪ {b}〉, puesto que ¬b, b ∈ J se cumple que b ∨ ¬b = 1 ∈ J , por
lo tanto J = B. El ideal I es propio puesto que 0 ∈ I y por hipótesis se
tiene que ¬0 = 1 /∈ I.

(ii)⇒(iii) Esto es justamente el corolario 1.3.23.
(iii)⇒(i) Sea a ∈ B, entonces puesto que a ∧ ¬a = 0 ∈ I se cumple que

a ∈ I ó ¬a ∈ I por ser primo I.

Para concluir esta sección veamos que los ideales de una ret́ıcula
distributiva ordenados con la contención cumplen ser una ret́ıcula que
satisface la LDI. Para ello mostremos el siguiente lema.

Lema 1.3.25. Sean A ret́ıcula distributiva y S ⊆ A, entonces se cumple
que

〈S〉 =
{

∨

T | T es finito y T ⊆↓ (S)
}

.
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Demostración. Veamos que el siguiente conjunto

J =
{

∨

T | T es finito y T ⊆↓ (S)
}

es un ideal.
Sean T finito tal que T ⊆↓ (S) y a ∈ A tal que a ≤

∨

T , entonces
a ∧ (

∨

T ) = a, por otro lado, al ser T finito y A ret́ıcula distributiva, se
cumple que

a ∧
(

∨

T
)

=
∨

{a ∧ t | t ∈ T}.

Puesto que toda t ∈ T es menor que algún elemento en S y a ∧ t ≤ t se
tiene que a =

∨

{a ∧ t | t ∈ T} y {a ∧ t | t ∈ T} ⊆↓ (S), entonces a ∈ J .
Sean T, U ⊆↓ (S) finitos, entonces T ∪ U ⊆↓ (S), luego

(

∨

T
)

∨
(

∨

U
)

=
∨

(T ∪ U)

por lo tanto J es cerrado por ∨, entonces J es ideal.
Puesto que para todo elemento s ∈ S se cumple que s =

∨

{s} se cumple
que S ⊆ J . Además es claro que cualquier ideal que contenga a S debe
contener a J , por lo tanto 〈S〉 = J .

Definición 1.3.26. Para una ret́ıcula A se denota por I(A) el conjunto de
todos los ideales de A.

Teorema 1.3.27. Sea A ret́ıcula distributiva. Entonces la quinteta
(I(A), 〈

⋃

〉 ,
⋂

, {0}, A) es ret́ıcula completa que satisface la LDI.

Demostración. Sea I ⊆ IA. Por la proposición 1.3.7 se tiene que
⋂

I es
ı́nfimo de I y por la definición de ideal generado se tiene que 〈

⋃

I〉 es supremo
de I en I(A), además para todo I ∈ I(A) se cumple {0} ⊆ I ⊆ A, por lo
tanto {0}, A son el mı́nimo y el máximo, respectivamente de I(A). Resta
probar que I(A) satisface la LDI. Sean I ∈ I(A) y F ⊆ I(A), entonces por
(ii) de 1.3.7, el lema 1.3.25 y del hecho de que

⋃

F coincide con su cerradura
inferior se tiene que

I ∩
〈

⋃

F

〉

= I ∧
〈

⋃

F

〉

=
{

i ∧
(

∨

T
)

| i ∈ I, T ⊆
⋃

F, T finito
}

=
{

∨

{i ∧ t | t ∈ T} | i ∈ I, T ⊆
⋃

F, T finito
}
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Por otro lado
〈

⋃

{I ∩ J | J ∈ F}
〉

=
〈

I ∩
(

⋃

F

)〉

=
〈

I ∧
(

⋃

F

)〉

=
〈{

i ∧ t | i ∈ I, t ∈
⋃

F

}〉

=
{

∨

{ip ∧ tp | p ∈ {1, 2, . . . , n}} | ip ∈ I, tp ∈
⋃

F

}

Entonces consideremos i ∈ I, T ⊆
⋃

F con T finito con n elementos,
luego

∨

{i ∧ t | t ∈ T} se puede representar como

∨

{ip ∧ tp | p ∈ {1, 2, . . . , n}, ip = i, tp son los elementos de T} .

Por lo tanto de las representaciones de I ∩ 〈
⋃

F〉 y 〈
⋃

{I ∩ J | J ∈ F}〉
se concluye que I ∩ 〈

⋃

F〉 ⊆ 〈
⋃

{I ∩ J | J ∈ F}〉.
Para la otra contención veamos que para todo J ∈ F se cumple

J ⊆ 〈
⋃

F〉, entonces

I ∩ J ⊆ I ∩
〈

⋃

F

〉

⇒
⋃

{I ∩ J | J ∈ F} ⊆ I ∩
〈

⋃

F

〉

⇒
〈

⋃

{I ∩ J | J ∈ F}
〉

⊆ I ∩
〈

⋃

F

〉

luego I(A) satisface la LDI.

1.4 Categoŕıas

En esta sección se definen conceptos fundamentales de la teoŕıa de categoŕıas
además de demostrar algunos resultados importantes de esta teoŕıa. Las
definiciones y resultados principales de esta sección se inspiran en [5],
miestras que una buena variedad de los ejemplos se pueden encontrar en
[4].

Definición 1.4.1. Una precategoŕıa es una pareja ordenada (A ,F ) con A
la clase de los objetos de la precategoŕıa, F la clase de flechas o morfismos de
la precategoŕıa junto con dos funcionales dom, cod : F → A dos funcionales
llamados dominio y codominio, respectivamente.

Definimos para una precategoŕıa (A ,F ) los siguientes conceptos

(i) A×◦ A = {(f, g) ∈ F ×F | cod(f) = dom(g)}
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(ii) Para a, b ∈ A , HomA (a, b) = {f ∈ F | dom(f) = a, cod(f) = b}

Una categoŕıa es una precategoŕıa (A ,F ) equipada con dos funcionales
◦ : A×◦ A→ F e id : A → F que cumplen

• ◦(f, g) = g ◦ f ∈ HomA (dom(f), cod(g)),

• dom(id(a)) = cod(id(a)) = a,

que adicionalmente satisfacen los axiomas

• (Asociatividad) Para cualesquiera f, g, h ∈ F tales que (f, g), (g, h) ∈
A ×◦ A se cumple que

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f,

• (La ley de la identidad) Para cada a ∈ A y f, g ∈ F con (f, g) ∈
A ×◦ A y cod(f) = dom(g) = a se satisface que

id(a) ◦ f = f y g ◦ id(a) = g.

Para referirnos a una categoŕıa (A ,F ) solo escribiremos A la clase de
los objetos y de ser necesario nos referiremos a F como la clase de morfismos,
por otro lado id(a) también se denotará por ida.

Ejemplo 1.4.2. La clase de todos los conjuntos y morfismos funciones de
conjuntos es una categoŕıa. Esta categoŕıa se denota por SET.

Ejemplo 1.4.3. La clase de todos los órdenes parciales con morfismos
funciones que respetan orden es una categoŕıa. Esta categoŕıa se denota por
POS.

Ejemplo 1.4.4. La clase de todas las ret́ıculas superiores y de ret́ıculas
inferiores con morfismos funciones que respetan los operadores supremo e
ı́nfimo, respectivamente, son categoŕıas. Estas categoŕıas se denotan por
USLat y DSLat, respectivamente.

Ejemplo 1.4.5. Un orden parcial (A,≤) tiene estructura de categoŕıa con
objetos los elementos de A y flechas dadas por lo siguiente
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Hom(a, b) =

{

≤, si a ≤ b
∅ si a 6≤ b

.

Esta estructura es categoŕıa con la noción de componer justamente
la transitividad del orden. Los morfismos de una categoŕıa son las
generalizaciones de funciones entre conjuntos.

Ejemplo 1.4.6. La clase de ret́ıculas con morfismos de ret́ıculas es
categoŕıa. A esta categoŕıa se le denota por Lat. Si los objetos de esta
categoŕıa se restringen a las ret́ıculas distributivas la categoŕıa se denota
por DLat. Y para la restricción a las álgebras booleanas esta categoŕıa se
denota por Bool.

Ejemplo 1.4.7. La clase de espacios topológicos con morfismos funciones
continuas es una categoŕıa. Esta categoŕıa se denota por Top.

Ejemplo 1.4.8. Dada un categoŕıa C se define C op como la categoŕıa que
coincide con los objetos y morfismos de C pero tal que las funciones dom, cod
se invierten, es decir que domC op(f) = codC (f) y codC op(f) = domC (f) para
cualquier morfismo, esta flecha con dominio y codominio intercambiado se
denota por fop. La composición de fop y gop es fop ◦ gop = (g ◦ f)op.

En una categoŕıa C se definen algunos morfismos especiales en base de
que cumplan propiedades espećıficas.

Definición 1.4.9. Sean (C ,F ) una categoŕıa y f ∈ F .

• Se dice que f es epimorfismo si para todo par de morfismos g y h se
satisface que

g ◦ f = h ◦ f ⇒ g = h.

• Se dice que f es monomorfismo si para todo par de morfismos g y h
se satisface que

f ◦ g = f ◦ h⇒ g = h.

• Se dice que f es isomorfismo si existe g ∈ F tal que domg = codf ,
codg = domf y se satisface

f ◦ g = iddomg g ◦ f = iddomf .
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• Se dice que f es epimorfismo extremal si es epimorfismo y se cumple
que para cualquier factorización f = g ◦h con g monomorfismo ocurre
que g es isomorfismo.

• Se dice que f es monomorfismo extremal si es monomorfismo y se
cumple que para cualquier factorización f = g ◦ h con h epimorfismo
ocurre que h es isomorfismo.

Un elemento de HomC (a, b) se denota por f : a → b. Con esta
notación se representan gráficamente objetos y morfismos. Por ejemplo para
f : a→ b, g : b→ c se representan los morfismo y su composición mediante
el diagrama siguiente:

b
g

��✻
✻✻

✻✻
✻✻

a

f

DD✟✟✟✟✟✟✟

g◦f
// c.

En general en un diagrama, una flecha seguida de otra flecha (la conexión
de flechas) representa el morfismo obtenido de componer. Diremos que un
diagrama conmuta si todas las ecuaciones dadas por conexiones de flechas
son iguales.

Con estos diagramas también se representan igualdades con ecuaciones
de morfismo, por ejemplo si f, g, h, k son morfismos tales que f ◦g = h◦k, la
ecuación anterior es equivalente a decir que el siguiente diagrama conmute

·
f //

h

��

·

g

��
·

k
// ·

donde cada punto representa los respectivos objetos domino y codomino de
las flechas involucradas.

Aśı como en la teoŕıa de conjuntos las funciones son objetos que
relacionan a los conjuntos, definimos una noción similar para categoŕıas.

Definición 1.4.10. Sean (C ,F ), (D ,G ) categoŕıas. Decimos que una
funcional F es funtor covariante de C en D , denotado por F : C → D ,
si se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(i) F tiene clase dominio C ∪F y clase codominio D ∪ G .
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(ii) F(A ) ⊆ D y F(F ) ⊆ G .

(iii) Para toda f : a→ b, se cumple Ff ∈ HomD(F (a), F (b)).

(iv) Para cualesquiera f, g ∈ F con (f, g) ∈ C ×◦ C se satisface F(g ◦f) =
F(g) ◦ F(f).

(v) Para toda c ∈ C se tiene que F(id(c)) = id(F(c)).

Para a ∈ C y f ∈ F a la evaluación de F en a y f se denota también
como F(a) = Fa y F(f) = Ff , respectivamente.

Si en (iii) de la definición anterior se voltea el orden de las entradas en
el Hom y en (iv) se invierte la composición de las flechas, se dice que F
es funtor contravariante. A partir de ahora todos los funtores considerados
serán covariantes a menos que se diga lo contrario.

Ejemplo 1.4.11. Para cualquier categoŕıa de objetos con cierta estructura
la asignación que es constante pero olvida estructura es funtor. A este funtor
en general se le llama el el funtor que olvida.

Ejemplo 1.4.12. Para una categoŕıa C y un objeto de la categoŕıa A ∈ C
la funcional Hom(A, ) : C → SET que a cada objeto B ∈ C le asigna el
conjunto HomC (A,B) y a cada flecha f : B → C le asocia la función entre
conjuntos f ◦ : HomC (A,B) → HomC (A,C) es funtor. Este funtor se
denota por Hom(A, ).

Ejemplo 1.4.13. En topoloǵıa algebraica la asiganción a un espacio
topológico (X,x0) con un punto distinguido con π(X,x0) su grupo
fundamental es un funtor que a una función continua f : X → Y le asocia
la función π(f) : π(X,x0)→ π(Y, y0) tal que

π(f)[α] = [f ◦ α].

Ejemplo 1.4.14. Para una categoŕıa C el funtor Op : C → C op que en
cada objeto es constante y cada flecha f : A→ B le asigna la flecha opuesta
fop : B → A es funtor contravariante.
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Ejemplo 1.4.15. La funcional I : DLat → CLat que a cada ret́ıcula
distributiva D le asocia IA el conjunto de sus ideales y a cada morfismo de
ret́ıculas distributivas f : A → B la asocia f−1 : IB → IA es un funtor.
Este funtor es llamado funtor ideal.

Los funtores aśı como las funciones pueden componerse. Algo a notar es
que aplicar un funtor seguido de otro sigue siendo funtor por respetarse las
identidades y las composiciones.

Proposición 1.4.16. Sean C , D , E categoŕıas y F : C → D , G : D → E
funtores covariantes. La funcional de la categoŕıa C a la categoŕıa E que
para cada a ∈ C y f morfismo de C asocia a el objeto G(F(a)) y el morfismo
G(F(f)) de E es funtor. A este funtor se le llama funtor composición de F
con G el cual se denota por G ◦ F .

Demostración. Veamos que para cualquier a ∈ C , se cumple

(G ◦ F)(ida) = G(F(ida)) = G(idFa) = idG(Fa) = id(G◦F)a.

Entonces G ◦ F respeta identidades.

Por otro lado para f, g morfismos de C , tales que tiene sentido la
composición g ◦ f , se satisface

(G ◦ F)(g ◦ f) = G(F(g ◦ f)) = G(Fg ◦ Ff)

= G(Fg) ◦ G(Ff)

= ((G ◦ F)g) ◦ ((G ◦ F)f)

por lo tanto G◦F respeta la composición de donde se sigue que es funtor.

Al funtor G ◦ F también se le denota por GF .
Otro concepto fundamental es el de transformación natural, la cual es

una noción de comparación entre funtores.

Definición 1.4.17. Sean F ,G : C → D funtores entre las categoŕıas (C ,F )
y (D ,G ). Una transformación natural de F a G, denotada por α : F → G,
es una funcional α : C → G tal que satisface

(i) Para toda a ∈ C , α(a) = αa ∈ HomD(F(a),G(a)).

(ii) Para cualesquiera a, b ∈ C y f ∈ HomC (a, b) se cumple que G(f)◦αa =
αb ◦ F(f).
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Una transformación natural α : F → G es un isomorfismo natural cuando
α es una familia de isomorfismos de la categoŕıa D . Dos categoŕıas C ,D
son equivalentes si existen funtores F : C → D y G : D → C e isomorfismos
naturales α : F ◦ G → IC , β : ID → G ◦ F . Por otro lado si F y G son
funtores contravariantes las categoŕıas C y D son duales.

Ejemplo 1.4.18. Para una categoŕıa arbitraria C y dos objetos A,B ∈ C
los funtores Hom(A, ) y Hom(B, ) están relacionados naturalmente
para cualquier flecha f : B → A, es decir que la familia de flechas
{fC = ◦ f | C ∈ C } es una transformación natural. Esto se sigue
puesto que el siguiente diagrama cunmuta para cada g : C → C ′ por la
asociatividad de la composición

HomC (A,C)
fC= ◦f//

g◦

��

HomC (A,C)

g◦

��
HomC (A,C

′)
f ′
C= ◦f

// HomC (A,C ′)

Una transformación natural es una familia de flechas que es natural en
los objetos de la categoŕıa C , es decir que se satisface (ii). Esto es equivalente
a que para cualesquiera a, b ∈ C y f ∈ HomC (a, b) el siguiente diagrama
conmuta

Fa

Ff
��

αa // Ga

Gf
��

Fb αb

// Gb.

Aśı como en los funtores existe una composición, en las transformaciones
naturales también la hay.

Proposición 1.4.19. Sean C ,D dos categoŕıas, F ,G,H : C → D funtores
y α : F → G, β : G → H transformaciones naturales, entonces se cumple
que la familia

{βa ◦ αa : Fa→ Ha | a ∈ C }

es transformación natural de F a H. A esta transformación natural se le
denota por β ◦ α, la composición vertical de transformaciones naturales.
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Demostración. Claramente para toda a ∈ C se tiene que (β ◦ α)(a) =
βa ◦ αa ∈ HomD(Fa,Ha). Sean a, b ∈ C y f : a → b morfismo. De
la naturalidad de β y α, los cuadrado izquierdo y derecho del siguiente
diagrama conmutan

Fa
αa //

Ff

��

Ga
βa //

Gf
��

Ha

Hf

��
Fb αb

// Gb
βb

// Hb

entonces podemos concluir que

Hf ◦ (βa ◦ αa) = (Hf ◦ βa) ◦ αa

= (βb ◦ Gf) ◦ αa

= βb ◦ (Gf ◦ αa)

= βb ◦ (αb ◦ Ff)

= (βb ◦ αb) ◦ Ff

por lo tanto el rectángulo grande conmuta, entonces β ◦α es transformación
natural.

A diferencia de los funtores, las transformaciones naturales tienen una
segunda composición.

Proposición 1.4.20. Sean C ,D ,E categoŕıas, F ,H : C → D , G,K : D →
E funtores y α : F → H y β : G → K trasformaciones naturales. Entonces
la familia de flechas {Kαa ◦ βFa | a ∈ C } es transformación natural del
funtor G ◦ F al funtor H◦K. A esta transformación se le denota por β •α,
la composición horizontal de transformaciones naturales.

Demostración. Primero notemos que por la naturalidad de β, para todo
a, b ∈ C y flecha f : a→ b el siguiente diagrama conmuta

HFa
βFa //

HFf ��

KFa
KFf��

HFb
βFb

// KFb.

Por otro lado de la naturalidad de α, en los diagramas siguientes el primero
conmuta. Puesto que K preserva las composiciones, al aplicar K al primer
diagrama el segundo diagrama conmuta.
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Fa
αa //

Ff ��

Ga
Gf��

KFa
Kαa //

KFf ��

KGa
KGf��

✤ K //

Fb αb

// Gb KFb αb

// KGb.

Por lo tanto el cuadrado izquierdo y el cuadrado derecho del siguiente
diagrama conmutan

HFa
βFa //

HFf ��

KFa
Kαa //

KFf ��

KGa
KGf��

HFb
βFb

// KFb αb

// KGb

de donde se sigue que el rectángulo grande conmuta, luego β • α es
natural.

Algo importante a notar es que de la naturalidad de β el diagrama
siguiente conmuta

HFa
βFa //

Hαa ��

KFa
Kαa��

HGa
βGa

// KGa

por lo tanto Kαa ◦ βFa = βGa ◦ Hαa, entonces la trasformación β • α tiene
dos definiciones equivalentes en función de los funtores involucrados.

La idea de naturalidad es básicamente contar con morfismos que cumplan
la igualdad en ecuaciones de morfismos.

Un par de conceptos que se puede definir en categoŕıas y que generaliza
ideas de funciones que respetan alguna propiedad de manera universal son
los siguientes.

Definición 1.4.21. Sean F : C → D funtor y c ∈ D . Una flecha universal
de c a F es un par ordenado (r, u) con r ∈ C y u : c → Fr morfismo tal
que para todo d ∈ C y morfismo f : c → Fd, existe un único morfismo
f ′ : r → d tal que el siguiente diagrama conmuta

Fr

Ff ′

��✤
✤
✤ r

f ′

��✤
✤
✤

c

u 77♣♣♣♣♣♣

f ''◆◆
◆◆◆

◆

Fd d.

De manera dual, una flecha universal de F a c es una pareja (r, u) con r ∈ C
y u : Fr → c morfismo tal que para todo d ∈ C y morfismo g : Fc → d,
existe un único morfismo f ′ : d→ r tal que el siguiente diagrama conmuta.
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Fr
u

ww♣♣♣
♣♣♣

r

c

Fd
g

gg◆◆◆◆◆◆
Fg′

OO✤
✤
✤

d.

g′

OO✤
✤
✤

Una caracterización de la noción de flecha universal está dada por el
siguiente teorema.

Teorema 1.4.22. Sean (C ,F ) y (D ,G ) categoŕıas. Para un funtor F :
C → D el par (r, u) es una flecha universal de c a F si y sólo si para toda
d ∈ C la función

φd : HomC (r, d) // HomD(c,Fd)

f ✤ // Ff ◦ u

es una biyección entre los conjuntos HomC (r, d) y HomD(c,Fd) que es
natural en d, es decir que para todo d, d′ ∈ C y f : d → d′ el siguiente
diagrama conmuta

HomC (r, d)
φd //

f◦
��

HomD(c,Fd)

Ff◦
��

HomC (r, d
′)

φd′

// HomD(c,Fd
′)

donde f ◦ y Ff ◦ es componer con f y Ff , respectivamente.
De manera rećıproca si para r ∈ C y c ∈ D se tiene para toda d ∈ C una

φd biyección de HomC (r, d) y HomD(Fr,Fd) que es natural en el sentido
del diagrama anterior, entonces existe una única flecha u : c→ Fr que hace
al par (r, u) una flecha universal de c a F y que define a φd para toda d.

Demostración. La afirmación de que (r, u) es flecha universal de c a F es
justamente que φd sea biyección. Ahora puesto que el funtor F respeta
composiciones se tiene que para cualesquieraf : d → d′ y g : r → d se
cumple que F(f ◦ g) ◦ u = Ff ◦ (Fg ◦ u) que se puede rescribir como

(φd′ ◦ (f ◦ ))(g) = ((Ff ◦ ) ◦ φd)(g)

que es justamente la naturalidad.
Para la segunda parte del teorema sea u = φr(idr), veamos que este

morfismo hace al par (r, u) una flecha universal. Sean d ∈ C y f : c→ Fd.
Por la naturalidad de φ, para todo morfismo g : r → d el diagrama
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HomC (r, r)
φr //

g◦

��

HomD(c,Fr)

Fg◦
��

HomC (r, d)
φd

// HomD(c,Fd)

conmuta, en particular evaluando en idr se concluye que

φd(g) = φd(g ◦ idr) = Fg ◦ φr(idr) = Fg ◦ u.

Por ser φd biyección existe un único f ′ : r → d tal que φd(f
′) = f

pero por lo anterior φd(f
′) = Ff ′ ◦ u, entonces existe un único f ′ tal que

f = Ff ′ ◦ u que es justamente que u sea flecha universal. La unicidad se
sigue de que u debe de ser, según la definición de φ en base de la flecha
universal, justamente φr(idr) la cual es única por ser biyección φr.

Con este teorema podemos concluir el siguiente corolario, que resulta ser
el teorema dual.

Corolario 1.4.23. Sean (C ,F ) y (D ,G ) categoŕıas. Para un funtor
F : C → D el par (r, u) es una flecha universal de F a c si y sólo si
para cada d ∈ C la función

φd : HomC (d, r) // HomD(Fd, c)

g ✤ // u ◦ Fg

es una biyección entre los conjuntos HomC (d, r) y HomD(Fd, c) que es
natural en d, es decir que para todo d, d′ ∈ C y f : d → d′ el siguiente
diagrama conmuta

HomC (d, r)
φd // HomD(Fd, c)

HomC (d
′, r)

φd′

//

◦f

OO

HomD(Fd
′, c)

◦Ff

OO

donde ◦ f y ◦ Ff es precomponer con f y Ff , respectivamente.
De manera rećıproca si para r ∈ C y c ∈ D se tiene para toda d ∈ C una

φd biyección de HomC (d, r) y HomD(Fd,Fr) que es natural en el sentido
del diagrama anterior, entonces existe una única flecha u : Fr → c que hace
al par (r, u) una flecha universal de c a F y que define a φd para toda d.
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Demostración. Aplicando el teorema 1.4.22 a las categoŕıas C op y Dop, al
funtor Fop : C op → Dop y a la pareja (r, uop) y dualizando.

Con la noción de flechas universales podemos definir una generalización
de la unión e intersección conjuntista para las estructuras categóricas.

Definición 1.4.24. Sean J ,C categoŕıas y C J la categoŕıa con objetos
{F : J → C | F funtor} y morfismos transformaciones naturales entre
los funtores. Sea ∆ : C → C J el funtor que a cada objeto c ∈ C le
asocia ∆c : J → C el funtor constante en c, es decir que para cualesquiera
i, j ∈ J y p : i → j, ∆c(i) = ∆c(j) = c y ∆c(f) = idc; mientras que para
cada morfismo f : c→ d de la categoŕıa C , ∆f es la transformación natural

{fj : (∆c)(j)→ (∆d)(j) | j ∈J , fj = f}.

Una flecha universal (r, u) de un funtor F a ∆ es diagrama coĺımite del funtor
F . Al objeto r se le denota por lim−→F o ColimF y es el objeto coĺımite.
Una flecha universal (r, u) de ∆ a un funtor F es diagrama ĺımite del funtor
F . Al objeto r se le denota por lim←−F o LimF y es el objeto ĺımite.

La idea de coĺımite y ĺımite de un funtor F son objetos lim−→F , lim←−F junto
con morfismos {uj : Fj → lim−→F | j ∈ J } y {vj : lim←−F → Fj | j ∈ J }
tales que para toda i, j ∈J y f : i→ j los diagramas

Fi
Ff //

ui
��✿

✿✿
✿✿

✿✿
✿ Fj

uj
��☎☎
☎☎
☎☎
☎

Fi
Ff // Fj

lim−→F lim←−F

vi

\\✿✿✿✿✿✿✿✿ vj

AA☎☎☎☎☎☎☎

conmutan, y si existen otros objetos X ,Y y morfismos

{u′j : Fj → X | j ∈J }, {v′j : Y → Fj | j ∈J }

con las mismas propiedades, entonces existen únicos morfismos

fX : lim−→F → X y gY : Y → lim←−F

tal que todos los triángulos de los siguientes diagramas conmutan
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Fi
Ff //

u′
i

��✶
✶✶
✶✶
✶✶
✶✶
✶✶
✶✶
✶✶
✶

ui

!!❇
❇❇

❇❇
❇❇

❇❇
Fj

uj

||③③
③③
③③
③③

u′
j

��☞☞
☞☞
☞☞
☞☞
☞☞
☞☞
☞☞
☞☞

Fi
Ff // Fj

lim−→F

fX
��✤
✤
✤

lim←−F

vj
==④④④④④④④④

vi

aa❇❇❇❇❇❇❇❇❇

X Y

v′j

FF✌✌✌✌✌✌✌✌✌✌✌✌✌✌✌✌

v′i

XX✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶
gY

OO✤
✤
✤

Ejemplo 1.4.25. Sean C y J categoŕıas con J discreta. Si F ∈ C J los
objetos lim−→F , lim←−F son llamados coproducto y producto, respectivamente,
y se les denota por

∐

F =
∐

j∈J

Fj y
∏

F =
∏

j∈J

Fj.

Estos objetos generalizan la noción de productos y coproductos en la
categoŕıa SET.

Para concluir la sección veamos un concepto central en la teoŕıa de
categoŕıas.

Definición 1.4.26. Sean C y D categoŕıas. Una adjunción de C sobre D
es una tripleta ordenada (F ,G, φ) : C → D donde F : C → D , G : D → C
son funtores y φ es funcional tal que

φc,d : HomD(Fc, d)→ HomC (c,Gd)

es biyección entre HomD(Fc, d) y HomC (c,Gd) que es natural en c y d para
cualesquiera c, d.

En la definición anterior el funtor F se dice adjunto izquierdo de G y se le
denota por F ⊣ G. Si para los funtores F y G existe la φ que los relacionan,
diremos que los funtores son adjuntos.

Ejemplo 1.4.27. Para la categoŕıa SET, los funtores A × y
HomSET (A, ) son funtores adjuntos con biyección natural dada por la
familia de funciones

{ϕB,C : HomSET(A×B,C)→ HomSET(B,HomSET(A,C)) | B,C ∈ SET}

tal que para la función g : A × B → C, ϕB,C(g)(b) = g( , b) es función
evaluada en elementos de B que asigna funciones de A en C.
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Un resultado importante que se tiene para dos funtores adjuntos está
dado por el siguiente teorema.

Teorema 1.4.28. Dadas C ,D categoŕıas y (F ,G, φ) : C → D adjunción se
cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) (Unidad) Existe η : IC → GF transformación natural tal que para
cualesquiera c ∈ C , d ∈ D y f : Fc→ d se satisface

φ(f) = Gf ◦ ηc

(ii) (Counidad) Existe ε : FG → ID transformación natural tal que para
cualesquiera c ∈ C , d ∈ D y g : c→ Gd se satisface

φ−1(g) = εd ◦ Fg

(iii) (Identidades triangulares) Las transformaciones naturales η y ε
cumplen que los siguientes diagramas conmutan

FGF

εF

��❁
❁❁

❁❁
❁❁

GFG
Gε

��✿
✿✿

✿✿
✿✿

F

Fη
AA✂✂✂✂✂✂✂

IdF

// F G

ηG
AA☎☎☎☎☎☎☎

IdG

// G

Donde Fη = IdF • η, εF = ε • IdF , Gε = IdG • ε y ηG = η • IdG.

Demostración. (i) Para todo c ∈ C sea ηc = φc,Fc(idFc) el morfismo de c
a GFc. Sea f : Fc→ d, de la naturalidad de φ se tiene que el diagrama
siguiente conmuta

HomD(Fc,Fc)
φc,Fc //

Gf◦
��

HomC (c,GFc)

f◦
��

HomD(Fc, d)
φc,d

// HomC (c,Gd)

entonces, evaluado en idFc obtenemos que

φc,Fc(f) = φc,Fc(f ◦ idc) = Gf ◦ φc,Fc(idFc) = Gf ◦ ηc(1)

Para mostrar la naturalidad de η consideremos c, c′ ∈ C y p : c → c′.
De la naturalidad de φ el diagrama
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HomD(Fc
′,Fc′)

φc′,Fc′ //

◦Fp

��

HomC (c
′,GFc′)

◦p

��
HomD(Fc,Fc

′)
φc,Fc′

// HomC (c,GFc′)

conmuta, entonces evaluando en idFc′ , tenemos que

φc,Fc′(idFc′ ◦ Fp) = φc,Fc′(Fp) = ηc′ ◦ p

pero por (1) tenemos que φc,Fc′(Fp) = GFp ◦ ηc, por lo tanto
GFp ◦ ηc = ηc′ ◦ p, que es justamente la naturalidad de η.

(ii) De manera dual para todo d ∈ D definimos εd el morfismo de FGd a
d tal que φGd,d(εd) = idGd. Sea g : Gd → c, de la naturalidad de φ se
tiene que el diagrama siguiente conmuta

HomD(FGd, d)
φGd,d //

Fg◦
��

HomC (Gd,Gd)

g◦

��
HomD(Fc, d)

φc,d

// HomC (c,Gd)

entonces, evaluado en εd obtenemos que

g = g ◦ idGd = g ◦ φGd,d(εd) = φc,Fc(Fg ◦ εd)

Entonces aplicando φ−1
c,Fc se concluye que

(2) φ−1
c,Fc(g) = Fg ◦ εd

Para mostrar la naturalidad de ε consideremos d, d′ ∈ C y q : d′ → d.
De la naturalidad de φ el diagrama

HomC (Gd
′,Gd′)

φ−1

Gd′,d′//

Gq◦
��

HomD(FGd
′, d′)

q◦

��
HomC (Gd

′,Gd)
φ−1

Gd′,d

// HomD(FGd′, d)
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conmuta, entonces evaluando en idGd′ tenemos que

φ−1
Gd′,d′(idGd′ ◦ Gq) = φ−1

Gd′,d′(Gq) = q ◦ εd′

pero por (2) φ−1
Gd′,d(Gq) = εd ◦FGq, entonces q ◦ εd′ = εd ◦FGq, que es

justo la naturalidad de ε.

(iii) Para toda d ∈ D , de la definición de εd se tiene que φGd,d(εd) = IdGd
pero por (1) se tiene que

IdGd = φGd,d(εd) = Gεd ◦ ηGd.

De manera similar se tiene que para cada c ∈ C se satisface

IdFd = φ−1
c,Fc(ηc) = εFc ◦ Fηc.

Por lo tanto Gε ◦ ηG y εF ◦ Fη son las transformaciones naturales
identidad del funtor G y F , respectivamente.

De manera inversa la existencia de dichas transformaciones con las
propiedades (i), (ii) e (iii) implica que F ⊣ G.

Teorema 1.4.29. Sean C , D categoŕıas, F : C → D , G : D → C y φ
funcional entre los morfismos de las categoŕıas C y D . Son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

(i) La terna (F ,G, φ) : C → D es adjunción.

(ii) Existen transformaciones naturales η : IC → GF y ε : FG → ID tales
que para cualesquiera f : Fc → d y g : c → Gd se satisface (i) y (ii)
del teorema 1.4.28 y que conmutan los diagramas del inciso (iii) del
mismo teorema.

Demostración. (i)⇒ (ii) Es justamente el teorema 1.4.28.
(ii) ⇒ (i) Sean c ∈ C , d ∈ D y cualesquiera morfismos f : Fc → d,

g : c→ Gd. Definamos φc,d(f) = Gf ◦ ηc y ϕc,d(g) = εd ◦ Fg funciones entre
HomD(Fc, d) y HomC (c,Gd). De la naturalidad de ε el siguiente diagrama
conmuta

FGFc
εFc //

FGf
��

Fc

f

��
FGd εd

// d,
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entonces

(3) f ◦ εFc = εd ◦ FGf.

De la definición de φ y ϕ junto con (3) tenemos

(ϕc,d ◦ φc,d)(f) = ϕc,d(φc,d(f)) = ϕc,d(Gf ◦ ηc)

= εd ◦ F(Gf ◦ ηc)

= εd ◦ FGf ◦ Fηc

= f ◦ εFc ◦ Fηc

= f ◦ (εF ◦ Fη)c

= f

donde la última igualdad se sigue de que (εF ◦ Fη)c = IdFc.
Por otro lado de la naturalidad de η el diagrama

c
ηc //

g

��

GFcg

GF
��

Gd ηGd

// GFGd

conmuta, por lo tanto

(4) GFg ◦ ηc = FGf = ηGd ◦ g

entonces, de nuevo usando la definición de φ y ϕ junto con (4) tenemos que

(φc,d ◦ ϕc,d)(g) = φc,d(ϕc,d(g)) = φc,d(εd ◦ Fg)

= G(εd ◦ Fg) ◦ ηc

= Gεd ◦ GFg ◦ ηc

= G ◦ ηGd ◦ g

= (Gε ◦ ηG)d ◦ g

= g

donde la última igualdad se da por que se satisface (Gǫ ◦ ηG)d = IdGd.
De esto concluimos que φc,d es invertible con inversa ϕc,d, por lo tanto

φc,d es biyección.
Sean c ∈ C fijo y d ∈ D arbitrario, puesto que φc,d es biyección y

φc,d(f) = Gf ◦ ηc, para toda f : c → Gd, existe una única f ′ : Fc → d tal
que el diagrama siguiente conmuta:
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GFc

Gf ′

��✤
✤
✤ Fc

f ′

��✤
✤

✤

c

ηc 77♦♦♦♦♦♦

f ''❖❖
❖❖❖

❖❖

Gd d

es decir que (Fc, ηc) es flecha universal de c a G, luego por el teorema 1.4.22.,
φc,d es natural en d.

Ahora para d ∈ D fijo y c ∈ C arbitrario, puesto que ϕc,d es biyección
y ϕc,d(g) = εd ◦ Fg, para todo g : Fc → d, existe una única g′ : c → Gd tal
que el siguiente diagrama conmuta:

FGd
εd

ww♣♣♣
♣♣♣

Gd

d

Fc
g

gg❖❖❖❖❖❖❖
Fg′

OO✤
✤
✤
✤

c.

g′

OO✤
✤
✤
✤

Luego (Gd, εd) es flecha universal de F a d, entonces por el corolario
1.4.23., ϕc,d es natural en c y por lo tanto φc,d también lo es.
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Caṕıtulo 2

Marcos y Locales

En este caṕıtulo se desarrollan los resultados básicos de la teoŕıa de Marcos y
Locales, estructuras algebraicas inspiradas en la topoloǵıa. Por otra parte,
en estas nuevas estructuras, se abordan problemas semejantes a los que
se tienen para espacios topológicos como lo son la creación de productos
y coproductos, la dualidad de una clase especial de locales con una clase
especial de espacios topológicos entre otros.

2.1 Marcos y el funtor Ω
op

En esta breve sección se trabaja con la definición de un marco y un par de
nociones asociadas a estas estructuras, además de construir un funtor que
relaciona a los espacios topológicos con los marcos. Las ideas explicadas
aqúı se basan en [1] junto con [6].

Definición 2.1.1. Un marco es un ret́ıcula completa A que satisface la
LDI, es decir para cada a ∈ A y S ⊂ A se cumple que

a ∧
(

∨

S
)

=
∨

{a ∧ s | s ∈ S}.

Una función f : A→ B entre dos marcos A y B es morfismo de marcos si f
es morfismo de ret́ıculas que abre supremos arbitrarios.

Definición 2.1.2. La categoŕıa cuya clase de objetos son los marcos y
morfismos son morfismos de marcos es la categoŕıa de marcos. Esta categoŕıa
se denota por Frm.

51



52 CAPÍTULO 2. MARCOS Y LOCALES

Por el teorema 1.2.16, la noción de marco coincide con el concepto de
álgebra de Heyting completa, es decir a cualquier marco se le puede asociar
un operador implicación. De manera más general se cumple lo siguiente.

Proposición 2.1.3. Sean A,B ∈ Frm y f : A → B morfismo de marcos.
Entonces existe f∗ : B → A función que para cualesquiera a ∈ A y b ∈ B
satisface lo siguiente:

f(a) ≤ b⇔ a ≤ f∗(b).

Demostración. Para b ∈ B definamos

f∗(b) =
∨

{a ∈ A | f(a) ≤ b}.

De la definición de f∗ se tiene que para cualesquiera a ∈ A y b ∈ B,
f(a) ≤ b implica que a ≤ f∗(b), para el rećıproco notemos que al ser f
morfismo de marcos se satisface que

f(f∗(b)) = f
(

∨

{a ∈ A | f(a) ≤ b}
)

=
∨

{f(a) | a ∈ A, f(a) ≤ b}

≤ b

por lo tanto si a ≤ f∗(b), aplicando f y usando lo anterior obtenemos que

f(a) ≤ f(f∗(b)) ≤ b.

Un ejemplo importante de estos objetos está dado de la siguiente manera.

Ejemplo 2.1.4. Sean (X, τ) un espacio topológico y Ωop(X) =
(τ,
⋃

, int (
⋂

) , ∅, X). Claramente para todo U ⊆ τ ,
⋃

U e int (
⋂

U) son
supremo e ı́nfimo de la familia σ. Puesto que la operación supremo arbitrario
e ı́nfimo finito coincide con las operaciones conjuntistas usuales se cumple
que para cualesquiera U ∈ τ y V ⊆ τ se satisface:

U ∧
(

∨

V
)

= U ∩
(

⋃

V
)

=
⋃

{U ∩ V | V ∈ V} =
∨

{U ∧ V | V ∈ V}

por lo tanto Ωop(X) satisface la LDI, entonces es marco.
Por otro lado dada una función continua f : X → Y entre espacios

topológicos X e Y , la función
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Ωop(f) : Ωop(Y ) // Ωop(X)

V ✤ // f−1(V )

es morfismo de marcos, puesto que la imagen inversa de una función respeta
uniones arbitrarias e intersecciones finitas. Además Ωop(IdX) = idΩop(X)

y para g : Ωop(Y ) → Ωop(Z), Ωop(f ◦ g) = (f ◦ g)−1 = g−1 ◦ f−1 =
Ωop(g) ◦ Ωop(f).

Con lo anterior hemos demostrado que Ωop : Top → Frm es funtor
contravariante.

El ejemplo 2.1.4. muestra que todo espacio topológico está relacionado
con su marco de abiertos. Estudiemos algunas propiedades de los marcos
asociados a cierta clase especial de espacios topológicos.

Definición 2.1.5. Sea (X, τ) espacio topológico. Decimos que X es sobrio
si cumple el axioma de separación T0 y además se cumple que para todo
U ∈ τ , U es irreducible en el marco de sus abiertos si y sólo si existe x ∈ X
tal que U = X \ {x}.

Veamos el siguiente resultado que relaciona los morfismos de marcos
asociados a espacios sobrios.

Lema 2.1.6. Sean Y espacio topológico sobrio y X espacio topológico
arbitrario. Para cualquier h : ΩopY → ΩopX morfismo de marcos, existe
una única función continua f : X → Y tal que Ωop(f) = h.

Demostración. Consideremos x ∈ X y

Vx = {V ∈ ΩopY | x /∈ h(V )}

Sea Vx =
⋃

Vx, notemos que por ser h morfismo de marcos

h(Vx) = h
(

⋃

Vx
)

=
⋃

{h(V ) | V ∈ Vx}

entonces x /∈ h(Vx) por ser unión de conjuntos que no contienen a x, luego
para todo V ∈ ΩopY , x /∈ h(V ) si y sólo si V ⊆ Vx, lo cual es equivalente
a que x ∈ V si y sólo si V 6⊆ Vx. Veamos que Vx es irreducible. Sean
V, V ′ ∈ ΩopY tales que Vx ⊇ V ∩ V ′, entonces aplicando h y usando que
respeta ∩ tenemos que h(Vx) ⊇ h(V )∩h(V ′). Si x ∈ h(V )∩h(V ′), entonces
x ∈ h(Vx), lo cual es absurdo, por lo tanto podemos suponer sin pérdida
de generalidad que x /∈ h(V ), entonces de la definición Vx, se cumple que
Vx ⊇ V , lo cual implica que Vx es irreducible.
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Puesto que Y es sobrio debe existir un y ∈ Y tal que Vx = Y \ {y}, este
y es único por ser Y espacio T0, entonces definiendo f(x) = y para toda
x ∈ X obtenemos una función f : X → Y . Para V ∈ ΩopY y x ∈ X, se
satisfacen las equivalencias

x ∈ h(V )⇔ V 6⊆ Vx ⇔ V 6⊆ Y \ {f(x)}

⇔ f(x) ∈ V

⇔ x ∈ f−1(V )

por lo tanto h(V ) = f−1(V ), de donde se sigue que f es continua. Además
esta última igualdad también implica que Ωopf = h. La unicidad de f se
sigue de la unicidad de los y en los irreducibles Vx.

Una aplicación de este resultado es el siguiente corolario.

Corolario 2.1.7. Para todo X,Y ∈ Top espacios sobrios, se satisface que

HomTop(X,Y ) ∼= HomFrm(ΩopY,ΩopX)

v́ıa el funtor Ωop.

Demostración. La proposición 2.1.6 establece que para cada

h ∈ HomFrm(ΩopX,ΩopY )

existe una única f ∈ HomTop(X,Y ) tal que Ωop(f) = h, lo cual
es equivalente a que HomTop(X,Y ) está en relación biyectiva con
HomFrm(ΩopY,ΩopX) v́ıa Ωop.

Notemos que para un espacio topológico X y un punto x ∈ X, el punto
x se puede representar como la función fx : {∗} → X tal que fx(∗) = x.
Mediante el funtor Ωop esto se traduce a hx = Ωop(fx) : Ω

opX → 2 morfismo
de marcos tal que

hx(U) = {∗} ⇔ f−1
x (U) = {∗} ⇔ x ∈ U y hx(V ) = ∅ ⇔ x /∈ V.

Veamos que estos morfismos determinan también al espacio topológico.

Proposición 2.1.8. Sea X espacio topológico sobrio. Definimos

Pt(X) = {h : ΩopX → 2 | h morfismo de marcos}

entonces, la siguiente pareja

(Pt(X), ξX = {ΣU = {h ∈ Pt(X) | h(U) = 1} | U ∈ ΩopX})

es espacio topológico homeomorfo a X.
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Demostración. Veamos que para todo U ⊆ ΩopX, por ser Pt(X) conjunto
de morfismo de marcos, se cumple que

h ∈ Σ⋃
U ⇔ h

(

⋃

U
)

= 1⇔
∨

{h(U) | U ∈ U} = 1

⇔ ∃ U ∈ U , h(U) = 1

⇔ ∃ U ∈ U , h ∈ ΣU

⇔ h ∈
⋃

{ΣU | U ∈ U}

Por lo tanto
⋃

{ΣU | U ∈ U} = Σ⋃
U , de donde se sigue que ξX es cerrado

bajo uniones arbitrarias. Por otro lado para U,U ′ ∈ ΩopX, también se tiene
que

h ∈ ΣU∩U ′ ⇔ h(U ∩ U ′) = 1⇔ h(U) ∧ h(U ′) = 1

⇔ h(U) = h(U ′) = 1

⇔ h ∈ ΣU ∩ ΣU ′ .

entonces ΣU∩U ′ = ΣU ∩ ΣU ′ , de donde se sigue que ξX es cerrado bajo
interseciones finitas. Además es claro que ΣX = Pt(X) y Σ∅ = ∅, por lo
tanto ξX es una topoloǵıa para Pt(X).

Por el lema 2.1.6, se cumple que para cada h ∈ Pt(X) existe fh : {∗} →
X única tal que h = Ωopf , sea fh(∗) = xh y de manera rećıproca para cada
x ∈ X la función fx : {∗} → X tal que fx(∗) = x induce un elemento
hx ∈ Pt(x), entonces la función ϕ : Pt(X) → X dada por ϕ(h) = xh para
cada h ∈ Pt(X) es biyectiva. Por otro lado

h ∈ ΣU ⇔ h(U) = 1⇔ f−1
h (U) = 1⇔ xh ∈ U

luego

U = {xh | h ∈ ΣU} = ϕ(ΣU )

de donde se concluye que ϕ es abierta y biyectiva, aplicando ϕ−1 a esta
identidad se deduce que ϕ es continua y por lo tanto es homeomorfismo.

2.2 Locales y el funtor Pt.

En esta sección se define la categoŕıa de Locales, categoŕıa que se relaciona de
manera covariante con la categoŕıaTop, además de defninir la generalización
de punto para un local. De igual manera que la sección anterior una parte
del material de esta sección se basa en [1] y [6] junto con [2].
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Según el ejemplo 2.1.4 el funtor Ωop es contravariante. Entonces para
conseguir un funtor covariante definamos la siguiente categoŕıa.

Definición 2.2.1. Sea Loc = Frmop la categoŕıa opuesta de Frm. Esta
categoŕıa es llamada la categoŕıa de locales. Para f : A → B morfismo
de locales denotaremos por f∗ al morfismo de marcos f∗ : B → A tal que
f = (f∗)op.

Definición 2.2.2. Definamos Ω = (Ωop)op, entonces Ω es funtor entre la
categoŕıa de espacios topológicos y la categoŕıa de locales.

La definición y parte de la afirmación dadas en la proposición 2.1.8 se
pueden extender a cualquier local de la siguiente manera.

Definición 2.2.3. Para A ∈ Loc y a ∈ A definimos

Pt(A) = {h : 2→ A | h morfismo de locales}

Σa = {h ∈ Pt(A) | h∗(a) = 1}.

Los elementos del conjunto Pt(A) son los puntos del local.

Proposición 2.2.4. Para cualquier local A la pareja

(Pt(A), {Σa | a ∈ A})

es espacio topológico.

Demostración. Observemos que Σ1A = Pt(A) y Σ0A = ∅. Ahora sea P ⊂ A.
Entonces se satisfacen las siguientes equivalencias:

h ∈ Σ∨
P ⇔ h∗

(

∨

P
)

= 1⇔
∨

{h∗(a) | a ∈ P} = 1

⇔ ∃ a ∈ P, h∗(a) = 1

⇔ ∃ a ∈ P, h ∈ Σa

⇔ h ∈
⋃

{Σa | a ∈ P}

Por lo tanto
⋃

{Σa | a ∈ P} = Σ∨
P , entonces {Σa | a ∈ A} es cerrado bajo

uniones arbitrarias.
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Por otro lado para a, b ∈ A se cumple que

h ∈ Σa∧b ⇔ h∗(a ∧ b) = 1⇔ h∗(a) ∧ h∗(b) = 1

⇔ h∗(a) = h∗(b) = 1

⇔ h ∈ Σa ∩ Σb

entonces Σa∧b = Σa ∩ Σb.
De lo anterior se sigue que {Σa | a ∈ A} es cerrado bajo interseciones

finitas y por lo tanto es topoloǵıa para Pt(A).

Corolario 2.2.5. Para todo local A se satisface

• Para cualquier P ⊆ A

Σ∨
P =

⋃

{Σx | x ∈ P}

• Para cualesquiera a, b ∈ A

Σa∧b = Σa ∩ Σb

Además para dos locales A, B y un morfismo f : A → B podemos
construir la siguiente función entre los espacios topológicos PtA y PtB.

Proposición 2.2.6. Sean A,B ∈ Loc locales y f : A → B morfismo de
locales. La función Pt(f) : PtA→ PtB definida de la siguiente forma

Pt(f)(h) = f ◦ h

es función continua.

Demostración. Sea b ∈ B, utilizando que para cada h ∈ PtA, se cumple
(f ◦ h)∗ = h∗ ◦ f∗, tenemos

Pt(f)−1(Σb) = {h ∈ PtA | f ◦ h ∈ Σb}

= {h ∈ PtA | (f ◦ h)∗(b) = 1}

= {h ∈ PtA | (h∗ ◦ f∗)(b) = h∗(f∗(b)) = 1}

= Σf∗(b)

por lo tanto la imagen inversa de un abierto en PtA es abierto en PtB, luego
Pt(f) es continua.

En base de las proposiciones 2.2.4 y 2.2.6 podemos concluir lo siguiente:
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Corolario 2.2.7. Para A,B ∈ Loc y f : A→ B morfismo, la asignación

A

f

��

Pt(A)

Pt(f)

��

✤ Pt //

B Pt(B)

es funtor entre de la categoŕıa Loc y Top.

Demostración. Las proposiciones 2.2.4 y 2.2.6 muestran que Pt(Loc) ⊆
Top. Observemos que para cualesquiera local A y h ∈ PtA se cumple

Pt(idA)(h) = idA ◦ h = h

entonces Pt(idA) = idPtA.
Por otro lado para B, C locales y f : A → B, g : B → C morfismos

tenemos

Pt(g ◦ f)(h) = (g ◦ f) ◦ (h) = g ◦ (f ◦ h)

= g ◦ (Pt(f)(h))

= Pt(g)(Pt(f)(h))

= (Pt(g) ◦ Pt(h))(h)

por lo tanto Pt(g ◦ f) = Pt(g) ◦ Pt(f). Entonces Pt respeta identidades y
composiciones de donde se sigue el resultado.

La definición del funtor Pt se puede hacer de manera equivalente
mediante los siguientes conceptos.

Definición 2.2.8. Para un A ∈ Loc y a ∈ A un elemento, definimos

• (Versión v́ıa filtros)

PtFA = {F ⊂ A | F es f.c.p.} y Σf
a = {F ∈ PtFA | a ∈ F}

• (Versión v́ıa irreducibles)

PtiA = {x ∈ A | x es irreducible} y Σi
a = {x ∈ PtiA | a 6≤ x}
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Teorema 2.2.9. Sean A,B ∈ Loc locales y f : A→ B morfismo de locales.
Entonces se satisface lo siguiente:

(i) Los espacios (PtFA, {Σf
a | a ∈ A}) y (PtA, {Σa | a ∈ A}) son

homeomorfos y para F ∈ PtFA

PtF f(F ) = (f∗)−1(F )

(ii) Los espacios (PtiA, {Σi
a | a ∈ A}) y (PtA, {Σa | a ∈ A}) son

homeomorfos y para i ∈ PtiA

Ptif(i) = (f∗)∗(i)

Demostración. (i) Definamos φA : PtFA → PtA tal que para cada F
filtro completamente primo de A, φA(F ) = hF es morfismo de locales
de manera que para un a ∈ A se satisface:

h∗F (a) =

{

1 si a ∈ F
0 si a /∈ F.

La proposición 1.3.20 nos dice que φA está bien definida entre los
espacios PtFA y PtA y que es biyectiva, veamos que es continua y
abierta. La función φ′

A : PtA → PtFA tal que para cada h ∈ PtA,
φ′
A(h) = {a ∈ A | h∗(a) = 1} es inversa izquierda de la función

biyectiva φA, entonces se cumple que φ′
A = φ−1

A .

Consideremos a ∈ A

(1) φ−1
A (Σa) = {F | h

∗
F (a) = 1} = {F | a ∈ F} = Σf

a

por lo tanto es continua, por otro lado de de la biyectividad de φA

aplicando φA a (1) tenemos que

φA(Σ
f
a) = Σa

de donde se sigue que φA es abierta y por lo tanto homeomorfismo.

Por ser φA y φB homeomorfismo, tenemos que PtF f para estos
espacios es la función que hace conmutar el siguiente diagrama

PtFA
PtF f //

φA

��

PtFB

PtA
Ptf

// PtB

φ−1

B

OO
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por lo tanto

PtF f(F ) = φ−1
B (Ptf(hF )) = φ−1

B (f ◦ hF ) = {b ∈ B | (f ◦ hF )
∗(b) = 1}

= {b ∈ B | h∗F (f
∗(b)) = 1}

= {b ∈ B | f∗(b) ∈ F}

= (f∗)−1(F )

(ii) Definamos ϕA : PtA → PtiA para cada h ∈ PtA de la siguiente
manera

ϕA(h) =
∨

{a ∈ A | h∗(a) = 0}.

De nuevo la proposición 1.3.20. nos dice que ϕA está bien definida
entre los espacios PtA y PtiA, además de que es biyectiva. Además
puesto que toda h ∈ PtA es morfismo de locales se tiene que

h∗(ϕA(h)) = {h
∗(a) | h∗(a) = 0} = 0

Notemos que si g ∈ PtA es tal que a ≤ ϕA(g), entonces

g∗(a) ≤ g∗(ϕA(g)) = 0

por lo tanto g∗(a)) = 0. Si h ∈ Σa es tal que a ≤ ϕ(h) por lo
anterior h∗(a) = 0 lo cual es falso puesto que h∗(a) = 1, por lo tanto
ϕA(Σa) ⊆ Σi

a. De manera inversa si x ∈ Σi
A, entonces h

∗
x(a) = 1, por

lo tanto hx ∈ Σa y entonces x = ϕA(hx) ∈ ϕA(Σa), entonces

(2) ϕA(Σa) = Σi
a.

Aplicando ϕ−1
A a (2) y usando la biyectividad se concluye que

ϕ−1
A (Σi

a) = Σa

entonces ϕA es abierta y continua, por lo tanto homeomorfismo.
Consideremos ϕ′

A : PtiA → PtA tal que para cada i ∈ PtiA,
ϕ′
A(i) = hi es el morfismo de locales de manera que para a ∈ A se

satisface:

h∗i (a) =

{

1 si i 6≤ a
0 si a ≤ i

La función ϕ′
A es inversa derecha de la función biyectiva ϕA, entonces

ϕ′
A = ϕ−1

A . Por ser ϕA y ϕB homeomorfismo, tenemos que Ptif es la
función que hace conmutar el siguiente diagrama
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PtiA
Ptif //

ϕ−1

A
��

PtiB

PtA
Ptf

// PtB

ϕB

OO

por lo tanto

Ptif(i) = ϕB(Ptf(hi)) = ϕB(f ◦ hi) =
∨

{b ∈ B | (f ◦ hi)
∗(b) = 0}

=
∨

{b ∈ B | h∗i (f
∗(b)) = 0}

=
∨

{b ∈ B | f∗(b) ≤ ϕA(hi) = i}

= (f∗)∗(i).

A pesar de que la noción de un punto está definida para cualquier local,
una caracteŕıstica de ciertos locales es que el conjunto de sus puntos es vaćıo,
lo cual nos dice que efectivamente esta categoŕıa es más compleja que la de
espacios topológicos.

Ejemplo 2.2.10. Sea B un álgebra booleana que tenga la propiedad de
que para todo b ∈ B \ {0} existe b′ ∈ B \ {0} tal que b > b′ (una álgebra
con estas propiedad se dice álgebra sin átomos), entonces Pt(B) = ∅. No
existen puntos para locales de este tipo puesto que en las álgebras booleanas
los irreducibles coinciden con los elementos maximales, sin embargo un
elemento maximal cumple que entre su complemento y el cero no hay un
elemento intermedio, por lo tanto para una álgebra sin átomos se cumple
que el conjunto de irreducibles es vaćıo.

2.3 Teorema de representación de Stone.

El teorema de representación de Stone es un resultado clásico que relaciona
a cierto conjunto de espacios topológicos especiales y a las álgebras boolenas.
En esta sección demostraremos que este teorema es un corolario de un
resultado categórico entre Loc y Top. Para esto nos basaremos en la teoŕıa
desarrollada en [8], material que centra gran parte de su contenido en el
estudio del tipo de relaciones categóricas entre Top y Loc.
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Teorema 2.3.1. El funtor Pt es adjunto izquierdo de Ω.

Demostración. Probemos la adjunción v́ıa la equivalencia dada por el
teorema 1.4.29 de la sección de categoŕıas. Definamos para X ∈ Top a
ηX : X → PtΩ(X) la función que a cada x ∈ X le asocia el morfismo de
locales ηX(x) que para un U ∈ Ω(X) se satisface que

ηX(x)∗(U) =

{

1 si x ∈ U
0 si x /∈ U.

Notemos que para cada U ∈ Ω(X)

η−1
X (ΣU ) = {x ∈ X | ηX(x) ∈ ΣU}

= {x ∈ X | ηX(x)∗(U) = 1}(1)

= {x ∈ X | x ∈ U} = U

Por lo tanto ηX es función continua.

Veamos que η = {ηX | X ∈ Top} es transformación natural del funtor
ITop al funtor PtΩ. Sea f : X → Y función continua entre los espacios
topológicos X y Y . Notemos que

(PtΩf ◦ ηX)(x) = (Pt((f−1)op) ◦ ηX)(x) = (f−1)op ◦ ηX(x)

entonces para cada V ∈ Ω(Y ) se tiene que

((f−1)op ◦ ηX(x))∗(V ) = ((ηX(x))∗ ◦ f−1)(V )

= ηX(x)(f−1(V ))

= ηY (f(x))(V )

donde la última igualdad ocurre puesto que x ∈ f−1(V )⇔ f(x) ∈ V . Luego
el diagrama

X
ηX //

f

��

PtΩ(X)

PtΩf

��
Y ηY

// PtΩ(Y )

cunmuta, por lo tanto η : ITop → PtΩ es transformación natural.

Para cada A ∈ Loc definamos ε∗A : A → ΩPtA de manera que para
un a ∈ A se cumple que ε∗A(a) = Σa, por el corolario 2.2.5 se satisface que
εA = (ε∗A)

op es morfismo en la categoŕıa Loc. Sea ε = {εA | A ∈ Loc},
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veamos que esta familia de morfismos es transformación natural del funtor
ΩPt al funtor ILoc.

Sea h : A→ B morfismo de locales, entonces

(εB ◦ ΩPth)∗(b) = (Pth−1 ◦ ε∗B)(b)

= Pth−1(Σb)

= Σh∗(b)

= ε∗A(h
∗(b))

por lo tanto el siguiente diagrama en la categoŕıa Loc

ΩPtA
εA //

ΩPth
��

A

h
��

ΩPtB εB
// B

conmuta y entonces ε : ΩPt→ ILoc es transformación natural.

Notemos que para todo a ∈ A ∈ Loc y todo h ∈ PtA

((PtεA ◦ ηPtA)(h))
∗(a) = (εA ◦ ηPtA(h))

∗(a)

= ((ηPtA(h))
∗ ◦ ε∗A)(a)

= (ηPtA(h))
∗(Σa)

= h∗(a)

donde la última igualdad ocurre puesto que h ∈ Σa ⇔ h∗(a) = 1. De esto
se sigue que

(2) PtεA ◦ ηPtA = IPtA.

Por otro lado para todo X ∈ Top y U ∈ Ω(X) se cumple que

(εΩ(X) ◦ ΩηX)∗(U) = (εΩ(X) ◦ (η
−1
X )op)∗(U)

= (η−1
X ◦ ε

∗
Ω(X))(U)

= η−1
X (ΣU )

= U

donde la última igualdad ocurre por (1), entonces se satisface que
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(3) εΩ(X) ◦ ΩηX = IΩ(X).

De (2) y (3) se concluye que se satisfacen las identidades triángulares de
una adjunción, es decir los diagramas

ΩPtΩ
εΩ

��❂
❂❂

❂❂
❂❂

PtΩPt
Ptε

  ❆
❆❆

❆❆
❆❆

❆

Ω

Ωη
@@✁✁✁✁✁✁✁

IdΩ

// Ω Pt

ηP t
>>⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥⑥

IdPt

// Pt

conmutan, entonces se cumple que Ω ⊣ Pt con η y ε la unidad y counidad,
respectivamente.

En base de este teorema es posible dar una equivalencia entre
subcategoŕıas completas de Top y Loc, respectivamente. Antes de trabajar
con la equivalencia demostremos algunos resultados previos.

Lema 2.3.2. Para todo A ∈ Loc se satisface que PtA es espacio topológico
sobrio.

Demostración. Hagamos la prueba con la construcción de Pt v́ıa irreduci-
bles. Sea x ∈ A tal que Σx es irreducible en Ω(PtiA). Notemos que para
cualesquiera a, b ∈ PtiA se satisface lo siguiente

a ∈ {b} ⇔ ∀c ∈ A(a ∈ Σc ⇒ b ∈ Σc)

⇔ ∀c ∈ A(c 6≤ a⇒ c 6≤ b)(1)

⇔ ∀c ∈ A(c ≤ b⇒ c ≤ a)

⇔ b ≤ a.

Lo anterior implica que si dos puntos a, b cumplen que a ∈ {b} y
b ∈ {a} entonces a = b, lo cual implica que PtA es T0. Ahora consideremos
y =

∨

{c ∈ A | Σc ⊆ Σx}, veamos que y es irreducible. Claramente x ≤ y,
entonces Σx ⊆ Σy, además por el corolario 2.2.5 se satisface que

Σy =
⋃

{Σc | Σc ⊆ Σx} ⊆ Σx.

De donde se concluye que Σx = Σy. Sean w, z ∈ A tales que y ≥ w ∧ z,
entonces

Σx = Σy ⊇ Σw∧z = Σw ∩ Σz
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Luego como Σx es irreducible, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que Σx ⊇ Σw, por lo tanto w ≤ y.

Utilizando la contrapositiva de (1) podemos concluir que para toda
p ∈ PtiA se cumple

p /∈ {y} ⇔ y 6≤ p⇔ p ∈ Σy = Σx

de donde se concluye que

Σx = PtiA \ {y}.

Proposición 2.3.3. Para un espacio X ∈ Top son equivalentes las
afirmaciones siguientes:

(i) X es espacio sobrio.

(ii) ηX es biyectiva.

(iii) ηX es homeomorfismo.

Demostración. (i)⇒ (ii) Aplicando el corolario 2.1.7 a los espacios sobrios
X y {∗} se sigue que

X ∼= HomTop({∗}, X) ∼= HomLoc(Ω(X), 2)

y justamente la composición de estas biyecciones es ηX .
(ii) ⇒ (iii) Para cada U ∈ Ω(X) por (1) del teorema 2.3.1. se cumple

que
η−1
X (ΣU ) = U

entonces por ser biyectiva podemos conluir de esto que

ηX(U) = ΣU

y por lo tanto es biyección continua y abierta, entonces es homeomorfismo.
(iii) ⇒ (i) Por el lema 2.3.2. se tiene que PtΩ(X) es sobrio, puesto

que ser sobrio es una propiedad topológica, al ser ηX : X → PtΩ(X)
homeomorfismo, se sigue que X es sobrio.

Proposición 2.3.4. Para un espacio A ∈ Loc son equivalentes las
afirmaciones siguientes:

(i) Existe X ∈ Top tal que Ω(X) ∼= A.
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(ii) ε∗A es inyectiva.

(iii) ε∗A es isomorfismo de marcos.

Demostración. (i)⇒ (ii) Por la ecuación (3) de la prueba del teorema 2.3.1
se concluye que ε∗A = εΩ(X) es inyectiva.

(ii)⇒ (iii) Claramente ε∗A es suprayectiva, entonces es biyectiva, puesto
que todo morfismo biyectivo de marcos es isomorfismo de marcos se sigue el
resultado.

(iii)⇒ (i) Es claro puesto que del isomorfismo ε∗A : A→ ΩPtA se sigue
que A ∼= ΩPtA.

Con estos resultados notemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.5. La categoŕıa Sob de espacios topológicos sobrios con
morfismos funciones continuas es equivalente a la categoŕıa SLoc de locales
isomorfos al marco de abiertos de algún espacio topológico con flechas
morfismos de locales v́ıa la restricción de la adjunción dada por Ω y Pt.

Demostración. Se sigue de aplicar el corolario 2.1.7 y las proposiciones 2.3.3
y 2.3.4

Definamos la noción de espacio coherente en la categoŕıa Loc.

Definición 2.3.6. Un elemento a ∈ A de una ret́ıcula completa A es
compacto si para cualquier S ⊆ A se satisface lo siguiente:

∨

S ≥ a⇒ existe T ⊆ S finito, tal que
∨

T ≥ a.

Para una ret́ıcula completa A el conjunto de elementos compactos se
denota por KA.

Definición 2.3.7. Un local A es coherente si se satisface lo siguiente

• Todo elemento es supremo de elementos en KA.

• KA es cerrado bajo ∧ y 1 ∈ KA.

Una caracterización de local coherente está dada mediante el siguiente
teorema.
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Teorema 2.3.8. Para A ∈ Loc son equivalentes las afirmaciones:

(i) A es coherente.

(ii) Existe D una ret́ıcula distributiva tal que A es isomorfo al local
formado por los ideales de D.

Demostración. (i) ⇒ (ii) Veamos que KA es ret́ıcula distributiva. Por
ser A local coherente se tiene que KA es semiret́ıcula inferior y 1 ∈ KA.
Para a, b ∈ KA consideremos S ⊆ A tal que

∨

S ≥ a ∨ b ≥ a, b, entonces
por ser a y b compactos se cumple que existen R, T ⊆ S finitos tales que
∨

R ≥ a y
∨

T ≥ b, luego el conjunto finito R∪T satisface que R∪T ⊆ S y
∨

(R ∪ T ) ≥ a ∨ b, por lo tanto a ∨ b ∈ KA. Por último, puesto que
∨

∅ = 0
se sigue que 0 ∈ KA y por lo tanto KA es ret́ıcula.

Sea I(KA) el conjunto de ideales de KA, por el teorema 1.3.27 se tiene
que I(KA) es un local.

Definamos la función φ : A→ I(KA) tal que para cada a ∈ A se cumple
lo siguiente:

φ(a) =↓ (a) ∩ KA.

La función φ está bien definida puesto que el supremo finito de elementos
compactos es compacto. Por otro lado definamos ϕ : I(KA) → A tal que
para cada I ∈ KA se cumple lo siguiente:

ϕ(I) =
∨

I.

Por ser A local coherente se tiene que cada elemento a es el supremo de
los elementos compactos menores o iguales que él y por lo tanto

(ϕ ◦ φ)(a) = ϕ (φ(a)) =
∨

φ(a) = a.

De manera inversa para I ∈ KA se tiene que

(φ ◦ ϕ)(I) =↓
(

∨

I
)

∩ KA.

Claramente I ⊆↓ (
∨

I) ∩ KA, supongamos que k ∈↓ (
∨

I) con k
compacto, entonces k ≤

∨

I, luego existe S ⊆ I finito tal que k ≤
∨

S,
pero al ser finito S e I un ideal se cumple que

∨

S ∈ I, entonces k ∈ I y
por lo tanto

(φ ◦ ϕ)(I) = I
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de esto se concluye que φ y ϕ son biyecciones que preservan orden, lo cual
implica que son isomorfismos de marcos y por lo tanto A es isomorfo como
local a I(KA).

(ii) ⇒ (i) Supongamos que D es ret́ıcula distributiva tal que A es
isomorfo a los ideales de D, denotado por I(D). Veamos que

(1) KI(D) = {↓ (d) | d ∈ D}.

Sean d ∈ D y ℑ ⊂ I(D) tales que

↓ (d) ⊆
〈

⋃

ℑ
〉

.

Por el lema 1.3.25 existe {d1, d2, . . . , dr} ⊂
⋃

ℑ finito tales que d =
∨

{d1, d2, . . . , dr}, para cada i ∈ {1, 2, . . . , r} consideremos Ii ∈ ℑ tal que
di ∈ Ii. Puesto que d =

∨

{d1, d2, . . . , dr} se tiene que

d ∈

〈

r
⋃

i=1

Ii

〉

por lo tanto

↓ (d) ⊆

〈

r
⋃

i=1

Ii

〉

entonces ↓ (d) es compacto en I(D).
Sea I ∈ I(D) compacto, claramente

I =

〈

⋃

i∈I

↓ (i)

〉

entonces existe {i1, i2, . . . , is} ⊂ I finito tales que

I ⊆

〈

s
⋃

j=1

↓ (ij)

〉

pero cada ideal generador del lado derecho está contenido en I por lo tanto
ocurre la igualdad. De nuevo por el lema 1.3.25 se tiene que

〈

s
⋃

j=1

↓ (ij)

〉

=↓
(

∨

{i1, i2, . . . , is}
)

.

De lo anterior concluimos que I es el ideal principal generado por
∨

{i1, i2, . . . , is}. De esto se sigue la igualdad (1).
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Cualquier ideal J ∈ I(D) es el supremo de los ideales principales
generados por los elementos de J , además para cada e, f ∈ D se satisface
que

↓ (e)∩ ↓ (f) =↓ (e ∧ f).

Por último D =↓ (1) el cual es compacto en I(D). De todo lo anterior
se concluye que I(D) es coherente y por lo tanto A también.

Como aplicación de esta proposición tenemos que los locales coherentes
y las ret́ıculas distributivas son equivalentes para ciertas categoŕıas.

Definición 2.3.9. Para A,B locales coherentes y h : A → B morfismo
de locales, h es morfismo de locales coherentes si la imagen de elementos
compactos de B bajo h∗ es un elemento compacto en A.

Definición 2.3.10. Se denota por CoLoc a la categoŕıa con objetos locales
coherentes y flechas morfismos de locales coherentes.

Teorema 2.3.11. La categoŕıa CoLoc es dual a la categoŕıa DLat.

Demostración. Definamos el funtor contravariante K : CoLoc→ DLat tal
que para los objetos A,B ∈ CoLoc y el morfismo h : A → B hace la
asignación

A

h

��

KA

✤ K //

B KB

Kh=h∗|KB

OO

Por ser h morfismos de locales coherentes se tiene que Kh : KB → KA
está bien definida. La funcional K es funtor puesto que la restricción de
morfismos de locales coherentes respeta composiciones.

Por otro lado definamos el funtor I : DLat → CoLoc tal que a los
objetos D,E ∈ DLat y el morfismo g : D → E realiza la asignación

D

g

��

I(D)

✤ I //

E I(E)

Ig

OO
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donde Ig es la flecha tal que para cada I ∈ I(D),

Ig∗(I) =↓ (g(I)).

Por ser g morfismo de ret́ıculas e I ideal se cumple que g(I) es cerrado
bajo ∨, luego Ig∗(I) es ideal y por lo tanto está bien definida la función Ig∗.
Consideremos J ∈ I(D), entonces por la proposición 1.3.7 y del hecho de
que para subconjuntos S, T ⊆ E se satisface que ↓ (S ∧ T ) =↓ (S)∩ ↓ (T ),
se tiene lo siguiente:

Ig∗(I ∩ J) =↓ (g(I ∩ J))

=↓ (g(I ∧ J))

=↓ (g(I) ∧ g(J))

=↓ (g(I))∩ ↓ (g(J))

= Ig∗(I) ∩ Ig∗(J).

Ahora consideremos F ⊆ I(D), entonces por el lema 1.3.25, por ser g
morfismo de ret́ıculas y del hecho de que F es una familia de ideales se tiene
que

Ig∗
(〈

⋃

F

〉)

=↓
(

g
(〈

⋃

F

〉))

=↓
({

g
(

∨

T
)

| T ⊆
⋃

F finito
})

=↓

({

∨

{g(a1), . . . , g(an)} | ∀i ∈ {1, . . . , n}, g(ai) ∈
⋃

K∈F

g(K)

})

=

〈

⋃

K∈F

g(K)

〉

=

〈

⋃

K∈F

↓ (g(K))

〉

=

〈

⋃

K∈F

Ig∗(K)

〉

por lo tanto Ig∗ es morfismo de marcos y entonces Ig es morfismo de locales.

Para todo d ∈ D se cumple que

Ig∗ (↓ (d)) =↓ (g(d))

entonces Ig es morfismo de locales coherentes.
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Por último para mostrar que I es funtor veamos que si k : E → F es
morfismo entre las ret́ıculas distributivas E y D, entonces para cualquier
I ∈ I(D) se satisface

(Ik∗ ◦ Ig∗)(I) =↓ (k(↓ (g(I))))

=↓ (k(g(I)))

= I(k ◦ g)∗(I).

Para cualesquiera A y B locales coherentes, por la proposición 2.3.8,
existe φA : IKA→ A isomorfismo tal que φA(I) =

∨

I. Para un h : A→ B
morfismo de locales coherentes y cualquier I ∈ IKB se tiene que

φA((IKh)
∗(I)) = φA((Ih

∗ |KB)
∗(I))

= φA(↓ (h
∗(I))

=
∨

(↓ (h∗(I))

=
∨

(h∗(I))

= h∗
(

∨

I
)

= (h∗ ◦ φB)(I)

donde la penúltima igualdad se da puesto que h∗ es morfismo de marcos.
Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

IKA

IKh
��

φA // A

h
��

IKB
φB

// B.

De manera rećıproca para D ∈ DLat y dos elementos d, e ∈ D se cumple
que

↓ (d)∩ ↓ (e) =↓ (d ∧ e)

〈↓ (d)∪ ↓ (e)〉 =↓ (d ∨ e)

de donde se sigue que la función ϕD : D → KID tal que ϕD(d) =↓ (d),
es isomorfismo entre D y KID. Para E ret́ıcula distributiva y g : D → E
morfismo, se tiene para todo d ∈ D lo siguiente
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(KIg)(ϕD(d)) = (Ig∗)(↓ (d)) =↓ (g(d)) = (ϕE ◦ g)(d),

entonces el siguiente diagrama conmuta

D
ϕD //

g

��

KID

KIg.
��

E ϕB

// KIE

Por lo tanto se tiene que CoLoc y DLat son categoŕıas duales v́ıa los
funtores K e I.

Para relacionar todos estos resultados con la categoŕıa de espacios
topológicos veamos la definición.

Definición 2.3.12. Un espacio X ∈ Sob es coherente si el local Ω(X)
es coherente. Un morfismo de espacios coherentes es una función continua
f : X → Y tal que Ωf es morfismo de locales coherentes.

Definición 2.3.13. La categoŕıa CoTop formada por objetos espacios
topológicos coherentes y flechas morfismos de espacios coherentes es la
categoŕıa de espacios coherentes.

Entonces para relacionar la noción de espacio coherente y local coherente
notemos el siguiente lema.

Lema 2.3.14. Se satisface que CoLoc ⊆ SLoc.

Demostración. Sea A ∈ CoLoc, por la proposición 2.3.8, se cumple que
A ∼= IKA. Veamos que los elementos irreducibles de IKA son exactamente
los ideales primos de KA. Sea I ⊂ KA un ideal.

Supongamos que I es irreducible en KA consideremos x, y ∈ KA tales
que x ∧ y ∈ I, entonces

↓ (x)∩ ↓ (y) =↓ (x ∧ y) ⊆ I

luego por ser I irreducible ↓ (x) ⊆ I o ↓ (y) ⊆ I lo cual implica que x ∈ I o
y ∈ I de donde se sigue que I es ideal primo.

De manera rećıproca supongamos que I es un ideal primo. Sean J y
K ∈ KA ideales tales que I ⊇ J ∩ K, veamos que alguno de ellos está
contenido en I. Supongamos que J 6⊂ I, entonces sea z ∈ J \ I, puesto que
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J ∧K = J ∩K ⊆ I se tiene para todo w ∈ K que z ∧ w ∈ I, luego por ser
I un ideal primo se tiene que w ∈ I, entonces K ⊆ I.

Por la proposicición 2.3.4, para ver que IKA ∈ SLoc basta probar
que ε∗IKA es inyectiva. Sean J,K ∈ IKA ideales distintos, sin pérdida
de generalidad J 6⊂ K. Consideremos b ∈ J \ K, entonces aplicando la
proposición 1.3.21 para el ideal K y el filtro ↑ (b), existe K filtro primo tal
que K ⊆ K y b /∈ K, por lo tanto J 6⊂ K entonces

K ∈ Σi
J \ Σ

i
K = ε∗IKA(J) \ ε

∗
IKA(K)

de donde se sigue que ε∗IKA es inyectiva.

Con todo esto se tiene la siguiente generalización del teorema de dualidad
de Stone.

Teorema 2.3.15. (Generalización del Teorema de Dualidad de Stone) La
categoŕıa CoTop es dual a la categoŕıa DLat.

Demostración. Por el teorema 2.3.11 las categoŕıas CoLoc y DLat son
duales. Por el lema 2.3.14 se tiene que CoLoc ⊂ SLoc, entonces
restringiendo la equivalencia dada por el teorema 2.3.5 a esta categoŕıa
obtenemos que CoLoc es equivalente a CoTop de donde se sigue el
resultado.

Un espacio X es espacio cero dimensional si existe una base de la
topoloǵıa conformada por conjuntos cerrado-abiertos. A un espacio cero
dimensional, Hausdorff y compacto se le llama espacio de Stone. Para
notar que esto es una generalización del teorema de dualidad de Stone usual
demostremos los siguientes resultados.

Proposición 2.3.16. Para un espacio topológico X son equivalentes las
afirmaciones siguientes:

(i) X es espacio de Stone.

(ii) X es Hausdorff y coherente.

Demostración. (i) ⇒ (ii) Por ser X espacio de Stone se tiene que es
Hausdorff, compacto y cero-dimensional. Por ser compacto X ∈ KΩ(X) y al
ser Hausdorff la intersección de compactos es compacto, por lo tanto KΩ(X)
es ret́ıcula. Por último cualquier conjunto cerrado-abierto de X es abierto
y compacto, entonces KΩ(X) es base de X, lo cual implica que cualquier
abierto de X es supremo (unión) de elementos en KΩ(X). Entonces X es
coherente y de la definición de espacio de Stone se tiene que es Hausdorff.
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(ii) ⇒ (i) Como X es coherente X ∈ KΩ(X), entonces X es compacto.
Por ser X coherente se tiene que KΩ(X) es base de X, pero justamente por
ser X compacto Hausdorff se tiene que KΩ(X) son los conjuntos cerrado-
abiertos, por lo tanto X es cero-dimensional y entonces es espacio de
Stone.

Proposición 2.3.17. Para una ret́ıcula distributiva D son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

(i) D es álgebra booleana.

(ii) PtI(D) es Hausdorff.

Demostración. (i) ⇒ (ii) Sean I y J ideales primos distintos, sin pérdida
de generalidad J 6⊂ I, entonces consideremos d ∈ J \ I, por ser D álgebra
booleana existe ¬d el complemento de d, luego como d /∈ I y d∧¬d = 0 ∈ I.
Por ser I un ideal primo se tiene que ¬d ∈ I.

Si ¬d ∈ J se tendŕıa que d ∨ ¬d = 1 ∈ J lo cual es una contradicción a
que J sea un ideal primo. De lo anterior se tiene que

I ∈ Σ↓(d) y J ∈ Σ↓(¬d).

Supongamos que existe K tal que K ∈ Σ↓(d) ∩ Σ↓(¬d), entonces existen
e ≤ d y e′ ≤ ¬d tales que e, e′ /∈ K, sin embargo e∧ e′ ≤ d∧¬d = 0 y por lo
tanto e ∧ e′ = 0 ∈ K lo cual es una contradicción por ser K un ideal primo,
por lo tanto Σ↓(d) ∩ Σ↓(¬d) = ∅.

(ii) ⇒ (i) Supongamos que PtI(D) es Hausdorff, entonces los abiertos
compactos de PtI(D) resultan ser abiertos-cerrados y por lo tanto son
elementos complementados, luego KΩ(PtI(D)) es ret́ıcula distributiva
complementada lo cual es equivalente a que sea un álgebra booleana.

Por los teoremas 2.3.5 y 2.3.8 se tiene que

KΩ(PtI(D)) ∼= KI(D) ∼= D

de donde se sigue el resultado.

Concluimos la sección con el teorema clásico de dualidad de Stone.

Teorema 2.3.18. (Dualidad de Stone) La categoŕıa de espacios de Stone
es dual a la categoŕıa de álgebras booleanas.
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Demostración. Puesto que la imagen inversa de funciones continuas mandan
conjuntos cerrado-abiertos en conjuntos cerrados-abiertos se cumple que
cualquier función continua entre espacios de Stone es morfismo de espacios
coherentes. Combinando las proposiciones 2.3.16 y 2.3.17 al restringir la
dualidad del teorema 2.3.15 se obtiene que la categoŕıa de espacios de Stone
es dual a la categoŕıa de álgebras booleanas.

2.4 Sublocales, congruencias y núcleos.

En esta sección se estudia la noción de sublocal concepto que está inspirado
en la idea de subespacio topológico en la categoŕıaTop. Para ello se consultó
[6] junto con [3].

Para espacios X,Y ∈ Top se cumple que si existe una función continua
inyectiva i : Y → X tal que Ω(Y ) = {i−1(U) | U ∈ Ω(X)}, entonces Y
se puede representar como un subespacio del espacio X. Por lo anterior
definimos un sublocal de un local de la siguiente manera.

Definición 2.4.1. Para A,B ∈ Loc locales, un morfismo h : B → A es
sublocal de A si el morfismo de marcos h∗ : A→ B es suprayectivo.

La naturaleza de los sublocales está relacionada con las nociones de
epimorfismo y monomorfismo en la categoŕıa Loc.

Proposición 2.4.2. Para h : A → B morfismo entre los locales A y B se
cumple lo siguiente:

(i) h es epimorfismo en Loc si y sólo si h∗ es inyectiva.

(ii) h es monomorfismo extremal si y sólo si h∗ es suprayectiva.

Demostración. (i) Supongamos que h es epimorfismo, entonces h∗ es
monomorfismo. Consideremos S = {0 < s < 1} el marco con tres
elementos y para un elemento x ∈ B definamos σx : S→ B el morfismo
de marcos tal que σx(0) = 0B, σx(1) = 1B y σx(s) = x. Sean a, b ∈ B
tales que h∗(a) = h∗(b), entonces para los morfismos de marcos σa y
σb se satisface que h∗ ◦ σa = h∗ ◦ σb, luego por ser monomorfismo h∗

se tiene que σa = σb lo cual implica que a = b. Si h∗ es inyectivo,
entonces tiene inverso izquierdo que resulta ser morfismo de marcos,
luego h∗ es monomorfismo en Frm y por lo tanto h es epimorfismo en
Loc.
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(ii) Supongamos que h es monomorfismo extremal, entonces h∗ es
epimorfismo extremal. Se tiene que el siguiente diagrama conmuta

h∗[B]
� n

i

��❂
❂❂

❂❂
❂❂

B

h∗
@@�������

h∗
// A

con i el morfismo inclusión. Por ser i inyectiva, por el inciso anterior,
se tiene que i es monomorfismo en Frm. Al ser h epimorfismo extremal
se tiene que i es isomorfismo luego i es suprayectivo de donde se sigue
que h∗[B] = A y entonces h∗ es suprayectivo.

De manera inversa si h∗ es suprayectivo y h∗ = k ◦ j con k
monomorfismo, al ser h∗ suprayectivo se cumple que k también es
suprayectivo, luego k es suprayectivo e inyectivo (por el inciso anterior
k monomorfismo implica que es función inyectiva) y por lo tanto
biyectivo, aśı k debe ser isomorfismo de marcos. Esto implica que
h∗ es epimorfismo extremal.

Ejemplo 2.4.3. Para un un local A y un elemento a ∈ A, de define el
morfismo de marcos â : A →↓ (a) tal que para b ∈ A, â(b) = a ∧ b.
Claramente este morfismo es un sublocal por ser suprayectiva la función.
Este sublocal es llamado sublocal abierto.

Ejemplo 2.4.4. Para un un local A y un elemento a ∈ A, de define el
morfismo de marcos ă : A →↑ (a) tal que para b ∈ A, â(b) = a ∨ b.
Claramente este morfismo es un sublocal por ser suprayectiva la función.
Este sublocal es llamado sublocal cerrado.

Definición 2.4.5. Para dos sublocales h : B → A, h′ : B′ → A de A, se
denota por h ⊏ h′ al hecho de que exista k : B → B′ un morfismo de locales
tal que h′ ◦ k = h. Se dice que los sublocales son equivalentes si h ⊏ h′ y
h′ ⊏ h. Al conjunto de clases de equivalencia de sublocales de A con esta
relación se le denota por SA.

Según el inciso (ii) de la proposición 2.4.2 un sublocal es equivalente a un
monomorfismo extremal en la categoŕıa Loc. Dado un sublocal h : B → A
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de A es posible definir una relación sobre los elementos de A de la siguiente
manera:

a ≡h b⇔ h∗(a) = h∗(b).

Puesto que ≡h se define mediante una igualdad de evaluaciones de
morfismo de marcos resulta que ≡h es relación de equivalencia que respeta
supremos arbitrarios e ı́nfimos finitos. Con esta relación de equivalencia es
posible definir una función jh : A → A tal que para un a ∈ A asocia al
elemento

jh(a) =
∨

[a]≡h
=
∨

{b ∈ A | a ≡h b}.

Esta función satisface para todo x, y ∈ A

(i) x ≥ y implica que jh(x) ≥ jh(y)

(ii) jh(jh(x)) = jh(x)

(iii) jh(x) ≥ x

(iv) jh(x ∧ y) = jh(x) ∧ jh(y)

justamente porque la relación ≡h respeta supremos arbitrarios e ı́nfimos
finitos.

Las nociones de sublocal, relación de equivalencia que respeta la
estructura de marco y la de función que satisface los puntos anteriores son
equivalentes.

Definición 2.4.6. Para un local A decimos que ≡C es congruencia sobre A
si es relación de equivalencia y satisface lo siguiente:

• (compatible con
∨

) Para P = {xλ | λ ∈ I} ⊆ A y Q = {yλ | λ ∈ I} ⊆
A tales que xλ ≡C yλ, se cumple

∨

P ≡C

∨

Q.

• (compatible con ∧) Para cualesquiera a, b, c, d ∈ A tales que a ≡C b y
c ≡C d se tiene

a ∧ c ≡C b ∧ d.

El conjunto de congruencias es denotado por CA.

Definición 2.4.7. Para un local A una función j : A → A es núcleo si
satisface para todo x, y ∈ A las siguientes propiedades
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(i) (monotońıa) x ≤ y implica que j(x) ≤ j(y).

(ii) (idempotente) j(j(x)) = j(x).

(iii) (inflatoria) j(x) ≥ x.

(iv) (respeta ∧) j(x ∧ y) = j(x) ∧ j(y).

El conjunto de núcleos es denotado por NA.

Teorema 2.4.8. Para un local A los siguientes conjuntos SA, CA y NA
están relacionados biyectivamente.

Demostración. • SA ∼= CA.

Para un sublocal h : B → A de A definamos la relación ≡h tal que

a ≡h b⇔ h∗(a) = h∗(b).

De la definición de ≡h se sigue claramente que es relación de
equivalencia y además, por ser h∗ morfismo de marcos, ≡h es
compatible con

∨

. Consideremos la función φ : SA → CA tal que
para cada h sublocal de A le asocia

φ([h]) =≡h .

La función φ está bien definida puesto que dos sublocales equivalentes
definen la misma relación por existir un isomorfismo de marcos que los
relaciona.

De manera rećıproca para cada ≡C∈ CA consideremos la proyección
canónica pC : A → A/ ≡C . Veamos que A/ ≡C el conjunto de clases
de equivalencia es marco. Los operadores ∨C y ∧C sobre A/ ≡C tales
que para cada [a], [b] ∈ A/ ≡C satisfacen

[a] ∨C [b] = [a ∨ b] [a] ∧C [b] = [a ∧ b]

están bien definidos por ser ≡C congruencia. Por otro lado, por
satisfacer ∨ y ∧ las leyes de absorción, también lo hacen ∨C y
∧C , entonces por el teorema 1.1.7 A/ ≡C resulta ser una ret́ıcula.
Consideremos P = {[ai] | i ∈ I } ⊆ A/ ≡C , entonces para toda i ∈ I
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[ai] =

[

ai ∧

(

∨

i∈I

ai

)]

y por lo tanto
[
∨

i∈I ai
]

es cota superior de P. Consideremos [x] cota
superior de P, entonces para todo i ∈ I se cumple que ai ∧ x ≡C ai,
luego por ser ≡C congruencia se tiene que

∨

{ai | i ∈ I } ≡C

∨

{x ∧ ai | i ∈ I }

≡C x ∧
(

∨

{ai | i ∈ I }
)

donde la última igualdad se da puesto que A es marco, entonces
[x] ≥ [

∨

{ai | i ∈ I }] de donde se tiene que [
∨

A P] es el supremo de P.
De lo anterior se tiene que A/ ≡C es ret́ıcula completa superiormente,
luego por el teorema 1.1.12. A/ ≡C es ret́ıcula completa. La LDI se
satisface en A/ ≡C por ser A marco.

Definamos ϕ : CA→ SA que a cada ≡C∈ CA asocia a la clase

{h | h es sublocal equivalente a poph }.

Consideremos ≡D∈ CA, entonces para a, b ∈ A

a ≡D b⇔ pD(a) = pD(b)⇔ a ≡p
op
D

b

de donde se tiene que ≡D=≡
op
pD= (φ ◦ ϕ)(≡D).

De manera inversa para un sublocal h : B → A con H los locales
equivalentes a h se cumple que la función k∗ : A/ ≡h→ B tal que a la
clase [a] le asocia

k∗([a]) = h∗(a)

está bien definida (puesto que todo elemento ≡h-equivalente a a tiene
misma imagen bajo h∗) y es morfismo de marcos por ser h∗ morfismo de
marcos, además por ser h sublocal k∗ es suprayectiva y de la definición
de k∗ también se sigue que es inyectiva, por lo tanto es isomorfismo de
marcos. Justo k∗ es morfismo de marcos que satisface

k∗ ◦ p≡h
= h∗
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por lo tanto p≡h
∈ H y entonces (ϕ ◦ φ)(H) = H.

De esto se sigue que φ y ϕ son inversas la una de la otra y por lo tanto
biyecciones de conjuntos.

• CA ∼= NA.

Para ≡C∈ CA definamos jC : A → A la función tal que para un
elemento a ∈ A le asocia

jC(a) =
∨

{b ∈ A | b ≡C a} =
∨

[a]

Sean x, y ∈ A, entonces por ser A marco

jC(x) ∧ jC(y) =
(

∨

[x]
)

∧
(

∨

[x]
)

=
∨

{(

∨

[x]
)

∧ y′ | y′ ≡C y
}

=
∨

{

∨

{x′ ∧ y′ | x′ ≡C x} | y′ ≡C y
}

=
∨

{x′ ∧ y′ | x′ ≡C x, y′ ≡C y}

=
∨

([x] ∧ [y])

=
∨

([x ∧ y])

= jC(x ∧ y)

donde la penúltima igualdad se sigue de que ≡C es congruencia. De
lo anterior se deduce que jC respeta ∧ y en particular es monótona.
Trivialmente es inflatoŕıa y del hecho de que x ≡C

∨

[x] se tiene que
jC(jC(x)) =

∨

[x] = jC(x). De lo anterior se tiene que jC es núcleo.

Definamos ρ : CA→ NA tal que para cada ≡C congruencia

ρ(≡C) = jC .

De manera inversa para un núcleo j definamos ≡j la relación tal que

a ≡j b⇔ j(a) = j(b).

Puesto que j respeta ∧, la relación ≡j respeta ∧. Veamos que ≡j

respeta supremos arbitrarios. Sea P ⊆ A, por ser j inflatorio se tiene
que para cada y ∈ P,

∨

x∈P

j(x) ≥ j(y)
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entonces j
(
∨

x∈P j(x)
)

es cota superior de j(P). Sea z ∈ A tal que
j(z) es cota superior de j(P), entonces para todo y ∈ P se tiene que
j(z) ≥ j(y), por lo tanto j(z) ≥

∨

{j(x) | x ∈ P} y entonces por ser
monótono j e idempotente se cumple que

j(z) = j(j(z)) ≥ j
(

∨

j(P)
)

por lo tanto j (
∨

j(P)) es una mı́nima cota superior en la imagen de
j. Además por ser monótono j se tiene que j (

∨

P) es cota superior
de j(P), entonces de lo anterior se tiene que

j
(

∨

P

)

≥ j
(

∨

j(P)
)

por otro lado j (
∨

j(P)) ≥ j(x) ≥ x para todo x ∈ P y por lo tanto al
aplicar supremo y j se obtiene la desigualdad opuesta a la desigualdad
de arriba de donde se concluye que

(∗) j
(

∨

P

)

= j
(

∨

j(P)
)

Sean Q = {xλ | λ ∈ I } y R = {yλ | λ ∈ I } subconjuntos de A tales
que para toda λ se tiene xλ ≡j yλ, es decir j(xλ) = j(yλ), por lo tanto

∨

j(Q) =
∨

j(R).

Aplicando j se tiene que

j
(

∨

Q

)

= j
(

∨

j(Q)
)

= j
(

∨

j(R)
)

= j
(

∨

R

)

de donde se concluye que
∨

Q ≡j

∨

R.

Definamos τ : NA→ CA tal que para j ∈ NA, τ(j) =≡j .

Sea ≡C∈ CA, entonces para cualesquiera a, b ∈ A

a ≡C b⇔ jC(a) = jC(b)⇔ a ≡jC b

por lo tanto ≡C=≡jC= (τ ◦ ρ)(≡C).

De manera inversa para un j ∈ NA y para a ∈ A se cumple
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jj(a) = jj

(

∨

{x ∈ A | x ≡j a}
)

= jj

(

∨

{x ∈ A | x ≤ j(x) = j(a)}
)

pero puesto que j(j(a)) = j(a) se cumple que j(a) es el máximo del
conjunto {x ∈ A | x ≤ j(x) = j(a)} y por lo tanto jj(a) = j(a),
entonces j = (ρ ◦ τ)(j).

De esto se concAluye que ρ y τ son inversa la una de la otra y por lo
tanto biyecciones.

La noción de un núcleo está relacionada con el conjunto de puntos fijos
de él. Veamos que los puntos fijos de un núcleo forman un marco.

Teorema 2.4.9. Para un A ∈ Loc local y un núcleo ν : A→ A se satisface
que ν(A) = Aν es marco con el orden heredado de A.

Demostración. Notemos que por ser idempotente ν se cumple

Aν = {ν(x) | x ∈ A}

⊆ {y ∈ A | ν(y) = y}

= {ν(y) ∈ A | ν(y) = y}

⊆ Aν ,

entonces Aν es justamente el conjunto de puntos fijos de ν. Veamos que por
ser ν núcleo, para cualesquiera a, b ∈ A se cumple que

ν(a ∧A b) = ν(a) ∧A ν(b)

y por lo tanto Aν es semiret́ıcula inferior. Para una familia P ⊆ A, por (∗)
la prueba del teorema 2.4.8. se tiene que

ν

(

∨

x∈P

ν(x)

)

es una mı́nima cota superior de ν(P) en Aν . Luego Aν es ret́ıcula que
también es ret́ıcula completa superiormente, entonces por el teorema 1.1.12
Aν es ret́ıcula completa.
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Sean a, b ∈ A, entonces por ser inflatorio ν se tiene que

ν((a ≻ ν(b)) ≥ (a ≻ ν(b))

por otro lado, se tiene que a ≤ ν(a) y a ∧ (a ≻ ν(b)) ≤ ν(b) entonces

a ∧ ν((a ≻ ν(b))) ≤ ν(a) ∧ ν((a ≻ ν(b)))

= ν(a ∧ (a ≻ ν(b)))

≤ ν(ν(b)) = ν(b)

por lo tanto ν((a ≻ ν(b)) ≤ (a ≻ ν(b)) de donde se tiene que

ν((a ≻ ν(b)) = (a ≻ ν(b))

por lo tanto Aν tiene implicación, entonces por el teorema 1.2.16. Aν es
marco.

Algo que hay que notar es que el menor elemento de Aν no necesaria-
mente es 0A, puesto que para un núcleo no se cumple necesariamente que
ν(0A) = 0A, entonces Aν es marco contenido en A pero no es submarco
necesariamente puesto que es posible que no se preserven los elementos dis-
tinguidos.

Un ejemplo relevante de nucleos es el siguiente.

Ejemplo 2.4.10. Para un local A y un elemento a se define la función
wa : A→ A tal que para b ∈ A

wa(b) = (a ≻ (a ≻ b)).

Este resulta ser un núcleo por las propiedades que satisface la implicación.

2.5 Producto y Coproducto en Loc.

En la categoŕıa Top existe los productos y coproductos de familias
arbitrarias, estos están dados por el producto topológico y la unión disjunta
de espacios. El objetivo de esta sección es mostrar que en la categoŕıa Loc

también existen el producto y coproducto de familias arbitrarias de locales.
La construcción del coproducto en Loc es relativamente simple, sin embargo,
la construcción del producto requiere mas herramientas; esta construcción
se basa en la teoŕıa presentada en [8].
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Teorema 2.5.1. (Existencia de Coproductos) Para un familia {Aλ}λ∈I de
locales, existe

∐

λ∈I

Aλ.

Demostración. Consideremos A =
∏

λ∈I Aλ el producto cartesiano dotado
con los operadores ∧I y

∨

I puntuales. Veamos que A es el coproducto
de la familia {Aλ}λ∈I en la categoŕıa Loc. Puesto que Loc es la categoŕıa
opuesta a Frm, es equivalente demostrar que A satisface la ley universal del
producto en la categoŕıa Frm.

Para cada λ ∈ I definamos p∗λ : A→ Aλ como la proyección de A sobre
Aλ. Claramente p∗λ es morfismo de locales puesto que A tiene los operadores
puntuales, entonces veamos que

{p∗λ | λ ∈ I }

es la familia de morfismos que hacen a A el producto de los marcos {Aλ}λ∈I .
Consideremos B ∈ Frm y

{r∗λ : B → Aλ | λ ∈ I }

familia de morfismos.

Definamos p∗ : B → A tal que para b ∈ B

p∗(b) = (r∗λ(b))λ∈I .

Puesto que {r∗λ : B → Aλ | λ ∈ I } son morfismo de marcos y A tiene los
operadores puntuales se sigue que p∗ es morfismo de marcos, además para
toda b ∈ B y toda λ ∈ I se cumple que

(p∗λ ◦ p
∗)(b) = p∗λ((rµ(b))µ∈I ) = rλ(b).

La unicidad de este morfismo se sigue del hecho que cada proyección
debe coincidir con el respectivo morfismo r. De esto se sigue que A es el
producto en Frm y por lo tanto es el coproducto en Loc.

La construcción de productos requiere de más herramientas y nuevos
conceptos inspirados en la noción de ideal.

Definición 2.5.2. Para una semiret́ıcula inferior una función C : A→ 22
A

es función cubierta de A si para cualesquiera a, b ∈ A con a ≥ b se satisface
lo siguiente:
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(i) S ∈ C(a)⇒ S ⊆↓ (a),

(ii) S ∈ C(a)⇒ {b ∧ s | s ∈ S} ∈ C(b).

Una función que satisface (ii) es llamada ı́nfimo estable. Un par (A,C) es
un cubriente.

Definición 2.5.3. Un marco B es generado por un cubriente (A,C) si existe
un morfismo de semiret́ıculas inferiores f : A→ B tal que para todo a ∈ A
se satisface la siguiente afirmación

(•) S ∈ C(a)⇒ f(a) =
∨

B

{f(s) | s ∈ S}

y es universal con esta propiedad. Un morfismo f que satisface (•) es un
morfismo que convierte cubiertas de C en supremos.

En la definición anterior se dice que B es generado por el cubriente
(A,C) si existe f : A→ B que convierte cubiertas de C en supremos y para
cualquier marco B′ y f ′ : A→ B′ morfismo que convierte cubiertas de C en
supremos existe un único morfismo f : B → B′ tal que el siguiente diagrama
conmuta

B

f

��✤
✤
✤
✤

A

f 88qqqqqq

f ′ &&▼▼
▼▼▼

▼

B′

Por último definamos la noción de ideal compatible con el concepto de
función cubierta.

Definición 2.5.4. Para un cubriente (A,C), un subconjunto I ⊂ A es
C − ideal si I es cerrado inferiormente y satisface para cualesquiera a ∈ A,
S ∈ C(a) lo siguiente:

S ⊆ I ⇒ a ∈ I.

El conjunto de C − ideales se denota por CId.

Demostremos el siguiente teorema que describe la estructura del conjunto
CId.

Teorema 2.5.5. Para un cubriente (A,C) el conjunto CId ordenado por
la contención es un marco generado por (A,C).
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Demostración. Sea DA el conjunto de subconjuntos cerrados inferiormente
de la semiret́ıcula A. Por el ejemplo 1.1.17 se tiene que DA es marco. De
la definición de C-ideal se sigue claramente que la intersección arbitraria de
C-ideales es C-ideal, entonces definamos la siguiente función j : DA→ DA
tal que para S ∈ DA,

j(S) =
⋂

{I ∈ CId | S ⊆ I}.

Veamos que j es núcleo del marco DA. De la definición se tiene que para
cualquier S ∈ DA se cumple que S ⊆ j(S), puesto que el menor C-ideal que
contiene al C-ideal j(S) es el mismo se concluye que j es idempotente.

Sean R, T ∈ DA, denotemos por I = j(R ∩ T ). Puesto que R ⊆ j(R)
y T ⊆ j(T ) se tiene que R ∩ T ⊆ j(R) ∩ j(T ) y por lo tanto j(R ∩ T ) ⊆
j(R) ∩ j(T ). Para la otra contención definamos el siguiente conjunto

R′ = {d ∈ A | ∀t ∈ T, d ∧ t ∈ I}.

De la definición anterior se tiene que R ⊆ R′ y T ∩ R′ = T ∧ R′ ⊂ I,
veamos que R′ ∈ CId. Por ser I cerrado inferiormente se tiene que
R′ es cerrado inferiormente. Consideremos U ∈ C(a) tal que U ⊆ R′,
luego para toda t ∈ T se cumple que {u ∧ t | u ∈ U} ⊆ I, además
{u ∧ t | u ∈ U} ∈ C(a ∧ t) de la ı́nfimo estabilidad de C, entonces se
tiene que a ∧ t ∈ I por ser I un C-ideal. Por ser arbitrario t ∈ T se cumple
que a ∈ R′ y se sigue que R′ es C-ideal. Definiendo de manera similar

T ′ = {d ∈ A | ∀r ∈ R′, d ∧ r ∈ I}

se cumple que R ⊆ R′, R′ ∩ T ⊆ I y R′ es C-ideal. De esto se sigue que
j(R) ⊆ R′, j(T ) ⊆ T ′ y

j(R) ∩ j(T ) ⊆ R′ ∩ T ′ ⊆ I = j(R ∩ T )

de donde se deduce que j abre ı́nfimos y por lo tanto es núcleo.
Por la proposición 2.4.9 aplicada al núcleo j se sigue que j(A) = CId es

un marco.
Veamos que CId está generado por (A,C). Definamos la función

f : A→ CId tal que para un elemento a ∈ A

f(a) = j(↓ (a))

el cual es morfismo de semiret́ıculas inferiores por ser j núcleo.
Para a ∈ A y S ∈ C(a) se cumple que a ∈ j (

⋃

{j(↓ (s)) | s ∈ S}) por ser
j (
⋃

{j(↓ (s)) | s ∈ S}) un C-ideal que contiene a S, entonces
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j(↓ (a)) ⊆ j
(

⋃

{j(↓ (s)) | s ∈ S}
)

.

Para cualquier s ∈ S se tiene que a ≥ s entonces j(↓ (a)) ⊇ j(↓ (s)),
entonces

j(↓ (a)) ⊇ (
⋃

{j(↓ (s)) | s ∈ S}.

Al ser monotona j e idempotente se tiene

j(↓ (a)) ⊆ j
(

⋃

{j(↓ (s)) | s ∈ S}
)

.

de donde se concluye la igualdad entre los conjuntos.
Con lo anterior se deduce que f convierte cubiertas de C en supremos.

Por último mostremos que f es universal con la propiedad de convertir
cubiertas en supremos.

Sean B marco y g : A→ B morfismo de semiret́ıculas inferiores tal que
g convierte cubiertas de C en supremos. Por el ejemplo 1.1.17 la función
g : DA→ B tal que para S ∈ DA

g(S) =
∨

B

{g(s) | s ∈ S}

es morfismo que abre supremos arbitrarios, y por lo tanto existe g∗ : B → DA
adjunto derecho de g. Por la definición de adjunto derecho de morfismos de
ret́ıculas se tiene que para cada b ∈ B

g∗(b) =
⋃

{D ∈ DA | g(D) ≤ b}

=
⋃

{

D ∈ DA

∣

∣

∣

∣

∣

∨

B

{g(a) | a ∈ D} ≤ b

}

=
⋃

{D ∈ DA | ∀a ∈ D, g(a) ≤ b}

= {a ∈ A | g(a) ≤ b}.

Notemos que para S ∈ C(a) tal que S ⊆ g∗(b) se cumple que

g(a) =
∨

B

{g(s) | s ∈ S} ≤ b,

entonces g(a) ∈ g∗(b) y por lo tanto g∗(b) es C-ideal. Sea a ∈ A, por ser g
y g∗ adjuntos

(1) (g ◦ g∗)(g(a)) ≤ g(a).
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Por ser g∗(g(a)) un C-ideal que contiene a ↓ (a) se cumple que f(a) =
j(↓ (a)) ⊆ g∗(g(a)) y por (1) se deduce que

g(a) ≤ g(f(a)) ≤ (g ◦ g∗)(g(a)) ≤ g(a)

por lo tanto para cualquier a ∈ A se cumple que (g ◦ f)(a) = g(a), entonces

g ◦ f = g.

La unicidad se sigue de que para cualquier I ∈ CId se satisface que

I = j

(

⋃

a∈I

j(↓ (a))

)

.

Como aplicación de esto ahora es posible demostrar la existencia de
productos en Loc.

Teorema 2.5.6. (Existencia de Productos) Para una familia {Aλ}λ∈I de
locales, existe

∏

λ∈I

Aλ.

Demostración. Es equivalente mostrar que existe un coproducto en Frm

de la familia {Aλ}λ∈I . Definamos A como el siguiente subconjunto del
producto de marcos de {Aλ}λ∈I

A =

{

(aλ)λ∈I ∈
∏

λ∈I

Aλ | aλ 6= 1Aλ
para una cantidad finita de ı́ndices

}

.

Claramente A es semiret́ıcula inferior. Definamos para cada λ ∈ I , el
morfismo de semiret́ıculas inferiores qλ : Aλ → A que a cada b ∈ Aλ asocia
al punto qλ(b) que satisface en las proyecciones lo siguiente:

p∗µ(qλ(b)) =

{

b si µ = λ
1Aλ

si µ 6= λ

Sean a = (aλ)λ∈I ∈ A, µ ∈ I y S ⊆ Aµ, definimos el remplazo de a
por S en la entrada µ-ésima.

S(a, µ) = {b ∈ A | p∗λ(b) = p∗λ(a), si λ 6= µ y p∗µ(b) ∈ S}.
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De la misma forma para a ∈ A definimos la cubriente de a de la siguiente
manera

C(a) =







S(a, µ) | µ ∈ I , S ⊆ Aµ tal que
∨

Aλ

S = p∗µ(a)







.

De la LDI para cada marco Aλ se sigue que la función C es función
ı́nfimo estable y por lo tanto cubriente.

Sea B = CId, veamos que B satisface ser el coproducto en Frm.
Consideremos la familia de morfismos

Q = {Qλ = j(↓ (qλ )) : Aλ → CId | λ ∈ I },

veamos que Q satisface la propiedad universal de coproducto.

Sean X marco y una familia de morfismos

{rλ : Aλ → X | λ ∈ I }.

Entonces podemos definir R : A → X tal que para cada (aλ)λ∈I ∈ A se
satisface lo siguiente:

R((aλ)λ∈I ) =
∧

X

{rλ(aλ) | λ ∈ I }.

Esta R es morfismo de semiret́ıculas inferiores por ser cada rλ morfismo
de marcos, por otro lado es claro que para cada λ ∈ I se satisface que
R ◦ qλ = rλ, entonces R ◦ qλ respeta supremos arbitrarios por ser morfismo
de marcos. Además R convierte cubiertas de C en supremos, para ello
consideremos µ ∈ I , S ⊆ Aµ y (aλ)λ∈I tal que p∗µ((aλ)λ∈I ) = aµ =

∨

Aµ
S.

Sea S′ el conjunto de supremos finitos de S.

Si R((aλ)λ∈I ) = rµ(aµ) entonces rµ(aµ) ≤ rλ(aλ) para cada λ ∈ I ,
luego para cada s ∈ S, rµ(s) ≤ rµ(aµ) ≤ rλ(aλ) y por lo tanto se tiene que

R((aλ)λ∈I ) = rµ





∨

Aµ

S





=
∨

X

{rµ(s) | s ∈ S}

=
∨

X

{R(t) | t ∈ S(a, µ)}
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Por otro lado si R((aλ)λ∈I ) = rλ(aλ) con λ 6= µ entonces

rλ(aλ) < rµ(aµ) =
∨

X

{r(s) | s ∈ S} =
∨

X

{r(s) | s ∈ S′}

donde la última igualdad es por que S y S′ tienen el mismo supremo. Por
lo tanto existe s′ ∈ S′ tal que rλ(aλ) < rµ(s

′) y por lo tanto

R((aλ)λ∈I ) = rµ(aµ)

=
∨

X

{R(t) | t ∈ S′(a, µ), t ≥ s′}

=
∨

X

{R(t) | t ∈ S(a, µ)}

donde la última igualdad se sigue del hecho de que
∨

Aµ
S =

∨

Aµ
S′. En

cualquier caso R transforma cubiertas de C en supremos y por el teorema
2.5.5 se tiene que existe un único g : CId→ X morfismo de marcos tal que

R = g ◦ j(↓ ( ))

y componiendo con qλ para cualquier λ obtenemos que

rλ = R ◦ qλ = g ◦ j(↓ (qλ( ))) = g ◦Qλ

entonces la familia Q tiene la propiedad universal del coproducto y por lo
tanto CId es el producto de los locales {Aλ}λ∈I en Loc.



Caṕıtulo 3

Teorema de Tychonoff en Loc

Para concluir veamos una “generalización” del clásico teorema de Tychonoff
para espacios topológicos. En la categoŕıa Loc también se satisface que el
producto de locales es compacto precisamente cuando todos los factores son
compactos. La prueba de este teorema se basa en las ideas encontradas en
[7], trabajo famoso de P. T. Johnstone en el cual expone un poco de la teoŕıa
de locales que se puede desarrollar sin depender del axioma de elección.

3.1 Teorema de Tychonoff sin axioma de elección.

Definición 3.1.1. Un local A es compacto si 1A ∈ KA.

Definición 3.1.2. Para {Aλ}λ∈I una familia de locales, AI es la
semiret́ıcula inferior formada por los elementos del producto cartesiano que
tienen una cantidad finita de coordenadas distintas de 1. Para la función
cubierta C sobre A considerada en la construcción del coproducto en Frm

se difine Cf la función tal que para a ∈ A

Cf (a) = {S ⊆ A | S ∈ C(a), S finito}.

Se denota por CfId al marco formado por los Cf − ideales inducidos
por Cf .

Definición 3.1.3. Para un elemento a = (aλ)λ∈I ∈ AI , una familia Γ ⊆ I
y elementos ∆ = {bµ | µ ∈ Γ, bµ ∈ Aµ} el elemento a(∆) es el elemento en
AI que coordenada a coordenada satisface lo siguiente:

91
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p∗µ(a(∆)) =

{

bµ si µ ∈ ∆
aµ si µ /∈ ∆.

Definición 3.1.4. Para un subconjunto S ⊆ AI y Λ ⊆ I , un elemento
(aλ)λ∈I es Λ-generado por S si aλ = 1Aλ

para cada λ ∈ I \ Λ, para todo
µ ∈ Λ existe Sµ ⊆ Aµ tal que

∨

Sµ = aµ y la familia {Sµ | µ ∈ Λ} cumple
que

{

∧

{qµ(bµ) | µ ∈ Λ} | bµ ∈ Sµ

}

⊆ S.

En la definición anterior diremos que (aλ)λ∈I es Λ-generado finitamente
por S si existen Sµ finitos que satisfacen las propiedades.

Lema 3.1.5. Sean {Aλ}λ∈I familia de locales y S ⊆ AI subconjunto
cerrado inferiormente. El conjunto

fS = {a ∈ AI | a es Λ− generado finitamente por S para algún Λ finito}

es el Cf -ideal generado por S.

Demostración. Puesto que S es cerrado inferiormente, todo elemento menor
a un Λ-generado finitamente también es Λ-generado finitamente, por lo tanto
fS es cerrado inferiormente. Ahora sea a = (aλ)λ∈I un elemento Λ-generado
finitamente por S con Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} y {Si ⊆ Aλi

| λi ∈ Λ} la familia
de subconjuntos tales que

∨

Si = aλi
para cada i ∈ {1, 2, ·, n}.

Sean J ∈ CfId que contiene a S, s1,i ∈ Si para i ≥ 2 elementos
arbitrarios fijos y ∆1 = {aλ1

, s1,2, s1,3, . . . , s1,n}, entonces por ser a un
elemento Λ-generado finitamente por S se tiene que

S1(a(∆1), λ1) ∈ Cf (a(∆1))

por lo tanto, por ser J un CfId, S1(a(∆1), λ1) ⊆ S ⊆ J , entonces

a(∆1) =
∨

S1(a(∆1), λ1) ∈ J.

De la misma manera para si,2 ∈ Si para i ≥ 3 y ∆2 =
{aλ1

, aλ2
, s3,2, . . . , sn,2} se cumple S2(a(∆2), λ2) ⊆ J y S2(a(∆2), λ2) ∈

Cf (a(∆2)), por lo tanto
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a(∆2) =
∨

S2(a(∆2), λ2) ∈ J.

Por inducción se concluye que a ∈ J y por lo tanto fS ⊆ J , de donde se
deduce que fS está contenido en cualquier Cf -ideal que contiene a S.

Veamos que fS es un Cf -ideal. De la definición de la cubierta Cf

se cumple que fS es Cf -ideal si es cerrado por ∨. Consideremos b =
(bλ)λ∈I , c = (cλ)λ∈I ∈ fS y Γ = {γ1, γ2, . . . , γk} ⊆ I finito tal que para
cada λ ∈ I \Γ se cumple p∗λ(b) = p∗λ(c) = 1Aλ

. Puesto que b, c ∈ fS y fS es
cerrado inferiormente para ∆ = {bγi∧cγi | i ≥ 2} se tiene que b(∆), c(∆) ∈ fS ,
por lo tanto para cada i ∈ {1, 2, . . . , k} existen Ri, Ti ⊆ Aγi finitos tales que

bγ1 =
∨

R1 y cγ1 =
∨

T1

y cada 2 ≤ i ≤ k

bγi ∧ cγi =
∨

Rj =
∨

Tj .

Definamos los siguientes conjuntos finitos U1 = R1 ∪ T1 y para cada
2 ≤ i ≤ k, Ui = Ri ∧ Ti = {r ∧ t | r ∈ Ri, t ∈ Ti}, entonces se cumple que

∨

H1 = bγ1 ∨ cγ1

∨

Hi = bγi ∧ cγi , ∀i ∈ {2, 3, . . . , k}

y esta es una familia de conjuntos que satisfacen las condiciones para que
b(∆) ∨ c(∆) sea un elemento Γ-generado por S, luego b(∆) ∨ c(∆) ∈ fS .
Aplicando varias veces este argumento se concluye que para ∆1 = {bγ1∨cγ1}
se cumple que b(∆1), c(∆1) ∈ fS y repitiendo el proceso inductivamente sobre
las coordenadas γi se tiene que b ∨ c ∈ fS de donde se concluye que fS es el
Cf -ideal generado por S.

De hecho la prueba de que cada elemento Γ-generado finitamente
pertenece a cualquier Cf -ideal se puede reproducir para que el elemento
Γ-generado (no necesariamente de manera finita) pertenezca a cualquier C-
ideal, para ello se utliza los mismos argumentos y la ley distributiva infinita.

Definición 3.1.6. Para un subconjunto S cerrado inferiormente de una
ret́ıcula completa superior, el conjunto DS es el conjunto de supremos de
subconjuntos dirigidos contenidos en S.
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Lema 3.1.7. Para S un subconjunto cerrado inferiormente de AI asociado
a la familia {Aλ}λ∈I se cumple que

(i) DS está contenido en el C-ideal generado por S.

(ii) Si S es Cf -ideal, entonces DS es Cf -ideal.

Demostración. (i) Sea a = (aλ)λ∈I =
∨

D con D ⊆ S dirigido. Por ser
D dirigido se tiene que para un d′ = (d′λ)λ∈I ∈ D,

a =
∨

{d ∈ D | d ≥ d′}

pero puesto que a, d′ ∈ AI se cumple que existe un conjunto finito
Γ ⊂ I tal que para todo λ ∈ I \ Γ, aλ = d′λ = 1Aλ

, entonces con
inducción sobre los elementos de Γ y con la misma herramienta del
lema anterior, pero para cubiertas de C y C-ideales, se concluye que
a pertenece a cualquier C-ideal que contiene a S.

(ii) Sean b = (bλ)λ∈I , c = (cλ)λ∈I ∈ DS tales que difieren solo en
la entrada λ1, consideremos el operador en AI tal que para x =
(xλ)λ∈I , y = (yλ)λ∈I ∈ fS asocia el elemento x ∗ y que coordenada a
coordenada satisface

p∗µ(x ∗ y) =

{

xλ1
∨ yλ1

si µ = λ1

xµ ∧ yµ si µ 6= λ1

Sean B,C ⊆ S dirigidos tales que b =
∨

B y c =
∨

C. Entonces el
conjunto

B ∗ C = {b′ ∗ c′ | b′ ∈ B, c′ ∈ C}

es dirigido por ser ∗ operador que respeta el orden y ser B y C dirigidos. Por
ser S un Cf -ideal se cumple que B ∗C ⊆ S y entonces

∨

B ∗C ∈ DS, pero
de la construcción y la ley distributiva infinita se tiene que

∨

B ∗C = b∨ c.
Aplicando esto inductivamente se sigue que D es cerrado por ∨ que es
equivalente a ser Cf -ideal.

Lema 3.1.8. Para una familia de locales {Aλ}λ∈I compactos y P ⊆ CIdAI

se cumple que si AI es generado como C-ideal por
⋃

P, entonces AI es
generado como Cf -ideal por

⋃

P.
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Demostración. Definamos para cada ordinal α el conjunto Pα de la siguiente
manera

P0 = f⋃P

Pβ+1 = D(Pβ)

Pδ =
⋃

{Pα | α < δ} δ ordinal ĺımite.

Por el inciso (ii) de la proposición 3.1.7 se tiene que para todo ordinal Pα

es un Cf -ideal. Del hecho de que f⋃P está contenido en el C-ideal generado
por

⋃

P y del inciso (i) del lema 3.1.7 se tiene que Pα está contenido en
el C-ideal generado por

⋃

P. Puesto que (Pα)α≥0 es una sucesión creciente
de subconjuntos de AI indicada en los ordinales la sucesión se estabiliza
en algún momento (puesto que lo ordinales son una clase propia), es decir,
existe un γ tal que Pγ = Pγ+1.

Por el teorema 1.1.15 para un S ⊆ AI cerrado inferiormente se satisface
que S es C-ideal si y sólo si

S = DS.

Sea γ el mı́nimo ordinal tal que

Pγ = Pγ+1 = DPγ ,

entonces por lo anterior se sigue que Pγ es C-ideal. Por ser γ el mı́nimo con
esta propiedad y cumplirse que Pγ está contenido en el C-ideal generado por
⋃

P se tiene que Pγ debe ser el C-ideal generado por
⋃

P.
Puesto que

⋃

P genera a AI como C-ideal, se tiene que 1AI
∈ Pγ . Si γ

es ordinal ĺımite se cumple que

1AI
∈
⋃

{Pβ | β < γ}

de donde se tendŕıa que existe β′ ordinal menor a γ que contiene a 1AI
, lo

cual implica que Pβ′ = AI , sin embargo esto es absurdo por la minimalidad
de γ.

Por otro lado si γ = β′ + 1 (ordinal sucesor) entonces existe D ⊆ Pβ′

dirigido tal que 1AI
=
∨

D. Por ser dirigido D se cumple que para un
d′ ∈ D,

∨

D =
∨

{d | d ≥ d′} y puesto que d′ sólo tiene una cantidad finita
de coordenadas distintas de 1 se cumple que difiere de 1AI

en una cantidad
finita de coordenadas. Supongamos que d′ y 1AI

difieren las coordenadas
de subconjunto Γ ⊆ I .
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Consideremos Dλ = p∗λ(D∩ ↑ (d′)) para cada λ ∈ Γ. Puesto que
1AI

=
∨

D se cumple que
∨

Dλ = 1Aλ
, luego al ser cada Aλ compacto

existe una familia finita de Eλ ⊆ Dλ tal que
∨

Eλ = 1Aλ
, lo cual quiere

decir que 1AI
es un elemento Γ-generado por Pβ′ un Cf -ideal, por lo tanto

1AI
∈ Pβ′ lo cual es una contradicción a la minimalidad de γ.

De lo anterior se tiene que γ no es ordinal ĺımite ni ordinal sucesor, por
lo tanto γ = 0 y por lo tanto

1AI
∈ f⋃P

de donde se sigue que
⋃

P genera a AI como Cf -ideal.

Teorema 3.1.9. (Teorema de Tychonoff) Para una familia de locales
{Aλ}λ∈I se cumple que

∏

λ∈I

Aλ = CIdAI

es compacto si y sólo si cada Aλ es compacto.

Demostración. Si CIAI es compacto, consideremos λ ∈ I , y Sλ ⊆ Aλ tal
que

∨

Aλ
S = 1Aλ

, entonces las familia de C-ideales

{j(↓ (qλ(s))) | s ∈ Sλ}

claramente es una cubierta de AI y por lo tanto existe una subfamilia finita
que cubre a AI , sea {s1, s2, . . . , sk} ⊆ S tal que

AI ∈ j

(

k
⋃

i=1

j(↓ (qλ(si)))

)

pero para cualquier d ∈ AI se cumple que ↓ (d) es C-ideal, por lo tanto

1AI
∈
〈

⋃

{↓ (qλ(si)) | i = 1, 2, . . . , k}
〉

=↓
(

∨

{si | i = 1, 2 . . . , k}
)

de donde se tiene que

1Aλ
=

k
∨

i=1

si.

De manera rećıproca supongamos que cada Aλ es compacto. Conside-
remos P ⊆ CIdAI un subconjunto de C-ideales tal que

⋃

P genera a AI

como C-ideal.
Por el lema 3.1.8 se cumple que

⋃

P genera a AI como Cf -ideal, entonces
1AI

∈ f⋃P por lo tanto existe un conjunto finito de ı́ndices Γ tal que existen
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subconjuntos finitos Bλ para λ ∈ Γ de manera que 1AI
es Γ-generado

finitamente por
⋃

P v́ıa los conjunto Bλ, entonces

S =
{

∧

{qλ(bλ) | λ ∈ Γ} | bλ ∈ Bλ

}

⊆
⋃

P.

Además S es finito por ser Γ conjunto de ı́ndices finito y Bλ finito para toda
λ ∈ Γ, por lo tanto existe una colección finita Q de P tal que S ⊆

⋃

Q y por
lo tanto 1AI

es un elemento Γ-generado finitamente por
⋃

Q de donde se
sigue que AI es generado como Cf -ideal por

⋃

Q.
De esto se concluye que AI es generado como C-ideal por

⋃

Q con Q

finito, entonces CIdAI es compacto.

El teorema de Tychonoff en Loc es independiente del axioma de
elección puesto que la demostración y nociones empleadas son puramente
constructivas. En este sentido se cumple que existe una gran cantidad de
teoŕıa en Loc que es libre del axioma de elección. De esta manera hay una
diferencia esencial en la teoŕıa que se tiene en la categoŕıa Top con respecto
a Loc.
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Índice alfabético
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duales 39

equivalente 39

Cerrado superiormente 26

Cerradura inferior 22
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