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Introduccion

Para un espacio topoldgico (X, 7), la estructura topoldgica 7 satisface ciertas
propiedades asociadas a operadores de reticulas.

La estructura (7, J,int((), 0, X) es una reticula completa que satisface,
para cualesquiera V € 7 y U C 7, la siguiente ley distributiva:

(+) vin(Uu) =Utvnu|ueu.

Abstrayendo esta nocién a reticulas completas que satisfacen esta ley
distributiva infinita, se construye la categoria de locales cuyos objetos
son reticulas completas que satisfacen (x) y donde los morfismos son los
dualizados de los morfismos de reticulas que abren supremos arbitrarios.

Esta nueva nocién es de un gran interés puesto que un local resulta ser
una estructura algebraicas donde se puede desarrollar teoria inspirada en la
topologia y de manera reciproca también.

Puesto que un espacio topoldgico se define a nivel conjuntista sélo por
su estructura de abiertos independientemente de los puntos del conjunto, el
estudio del espacio se puede hacer mediante el analisis de la estructura en
dicha topologia, es decir, se puede estudiar al espacio dejando de lado a los
puntos y estudiar topologia libre de puntos.

Los resultados en la teoria de locales estan ligados de manera directa a
la topologia en el sentido descrito anteriormente, sin embargo, a diferencia
de los espacios topoldgicos, los locales en muchas ocasiones permiten hacer
pruebas puramente constructivas.

En el presente trabajo se pretende hacer una introduccién a la teoria de
locales y presentar resultados en esta categoria. Para ello se tomaron como
recursos fundamentales los trabajos de P. T. Johnstone, J. Picado, A. Pulrt
y H. Simmons.

En la categoria de locales, denotada por Loc, es posible generalizar
nociones inspiradas en la topologia como lo son las ideas de punto,
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subespacios abiertos y cerrados, axiomas de separacion, espacios de Stone,
elementos compactos, producto y el teorema Tychonoff entre otros.

El capitulo Preliminares desarrolla la herramienta previa a emplearse
a lo largo del trabajo. Se trabaja con las nociones de reticula, algebras
booleanas, ideales, filtros ademas de presentar una pequena parte de teoria
de categorias para utilizar el lenguaje categdrico en los capitulos posteriores,
esta seccion del trabajo se basa en materiales de S. Mac Lnae y H. Simmons.

El segundo capitulo Marcos y Locales desarrolla tépicos importantes en
la teoria de locales. En este se da una relacion de los espacios topoldgicos y
los locales a nivel categérico, se generaliza el teorema de representaciéon de
Stone, se expresa la generalizacion de subespacio y se construye el producto
y coproducto de locales.

Por ltimo en el capitulo Teorema de Tychonoff en Loc se demuestra
este famoso teorema en la categoria de locales, resultado que, a diferencia
de lo que ocurre para espacios topoldgicos, no depende del famoso Axioma
de eleccién. Este capitulo se inspira en el famoso articulo “The Tychonoff
theorem without aziom of choice” de P. T. Johnstone y publicado en 1981.



Capitulo 1

Preliminares

Para iniciar se desarrolla la teoria bésica de las nociones fundamentales
presentadas del trabajo, ademas de introducir de manera breve el lenguaje
categérico y algunos resultados relevantes de la teoria de categorias.

Este capitulo facilita la exposicién de los dos capitulos posteriores
mediante el desarrollo de herramientas poderosas para el trabajo de la teoria
principal a estudiar.

1.1 Ordenes y Reticulas

En esta seccion se dan las definiciones fundamentales y resultados basicos
de 6rdenes y las distintas variantes de reticulas. Algunos de los resultados
desarrollados a lo largo de la seccién se inspiran en [8].

Definicién 1.1.1. Un orden parcial es una pareja ordenada (A, <) tal que
< es una relacion binaria sobre el conjunto A que cumple lo siguiente

(1) a < a para todo a € A (reflexiva).
(11) Sia <byb<a,entonces a = b (antisimétrica).
(7i1) Sia <byb<c, entonces a < ¢ (transitiva).

Una funcién f : A — B entre érdenes parciales es morfismo de drdenes
parciales si para cualesquiera elementos a,b € A con a < b se satisface que

fla) < f(b).

Para un subconjunto S C A de un orden parcial y un elemento a € A,
se dice que a es una cota superior de S si a > s para cualquier s € S. Si
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6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

ademas a satisface que es menor o igual que cualquier otra cota superior de
S diremos que a es supremo de S.

De la antisimetria de A, se tiene que los supremos de subconjuntos son
Unicos, por lo tanto, si S tiene supremo, al elemento supremo se le denota
por \/ S. De manera dual se pueden definir los conceptos de cota inferior e
infimo, y al infimo de un subconjunto S se le denota por A S.

Para el conjunto vacio se satisface que cualquier elemento a € A es cota
superior e inferior de (), por lo tanto, si existen los elementos \/ 0 y A () estos
satisfacen ser elementos extremales en el orden, es decir, para cualquier
b € A se cumple que \/ ) < b < A 0. A los elementos \/ ) y A 0 se les denota
por 04 y 14, respectivamente.

Dadas las nociones de supremo e infimo podemos definir la idea de
reticula y las funciones que relacionan a estas estructuras.

Definicién 1.1.2. Una reticula es un orden parcial (A4, <) equipado con
dos operaciones binarias A,V : A X A — Ay dos elementos 04,14 € A tales
que para cualesquiera elementos a,b € A se satisface que

e V(a,b) =a Vb es supremo del conjunto {a,b}.
e A(a,b) =aAb es infimo del conjunto {a, b}.
e Para todo ¢ € A se cumple que 04 < c < 14.

Para dos reticulas A y B un morfismo de reticulas de A a B es una funciéon
f : A — B que preserva los operadores V, A y respeta los elementos
distinguidos 0,1.

Ejemplo 1.1.3. Para un conjunto X, el conjunto potencia 2% ordenado con
la contencién cumple que los operadores unién e interseccién son operadores
supremo e infimo en este orden. Los subconjuntos () y X son el minimo y
méximo de este orden.

Ejemplo 1.1.4. Para M un R-mé6dulo se cumple que Subgr(M) el conjunto
de los submédulos de M, ordenados por la contencion, forman una reticula.
Los operadores supremo e infimo son el médulo generado por la unién (que
equivale a la suma de mddulos) y la interseccién, respectivamente. Los
objetos distinguidos son el médulo M y {0}.
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Ejemplo 1.1.5. Cualquier orden total P finito con minimo y méaximo
elemento es reticula. En particular la reticula formada por dos elementos
{0,1} con orden 0 < 1 es reticula, a esta reticula se le denota por 2.

Notemos que esta definicién conjuntista dada en 1.1.2 de las operaciones
con respecto al orden es equivalente a la nocion de ciertas estructuras
algebraicas por medio del siguiente resultado.

Teorema 1.1.6. Sea (A,V,0) un monoide conmutativo en el que cada
elemento es idempotente. Entonces existe un unico orden parcial (A, <) tal
que 0 es el minimo elemento de A y V es una operacion supremo compatible
con el orden <.

Demostracion. Sean a,b € A, definamos la relacién < de la siguiente manera
a<b&aVb=0.

Por ser idempotente cada elemento de A tenemos que aVa = a, por lo tanto
a < a. Supongamos que a < by b < a, entonces b = aVb = a. Consideremos
a<byb<c entoncesb=aVbyc=>bVc, porlo tanto

aVe=aV (bVec)=(aVb)Ve=bVc=c,

entonces a < c.

De lo anterior se deduce que la relacién definida es reflexiva, antisimétrica
y transitiva. Puesto que para cada a € A se tiene que a V0 = a, 0 es el
minimo elemento en este orden.

Para concluir mostremos que a V b es supremo de los elementos a,b. Por
ser idempotente cada elemento se cumple que

aV(avb)=(aVa)Vb=aVby bV (bVa)=(bBVbVa=>bVa,

entonces a,b < aV b.
Supongamos que a < ¢y b < ¢, entonces c =aVcyc=>bVe, porlo
tanto

c=cVec=(aVe)V(bVe)=(cVe)V(aVb)=cV(aVDd)
entonces a V b es el supremo de a y b. O

A la estructura descrita en el teorema anterior se le conoce por
semireticula superior y a una estructura similar con operacién infimo se
le conoce por semireticula inferior. Un morfismo de semireticulas es una
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funcién entre dos semireticulas del mismo tipo que preserva el operador de
las semireticulas.

De este resultado se sigue que si (A,V,0) y (A,A,1) son monoides
conmutativos con cada elemento idempotente, entonces (A,V,A,0,1) es
reticula si los érdenes inducidos por el teorema anterior son opuestos. Una
manera para que los operadores V y A sean compatibles en este sentido nos
la da el siguiente teorema.

Teorema 1.1.7. Sean (A, V,0) semireticula superior y (A, A, 1) semireticula
inferior. Entonces (A,V,N,0,1) es reticula si y solo si para cada par de
elementos a,b € A se satisfacen las siguientes identidades

e alN(aVbd)=a
eaV(aNb)=a
FEstas identidades son llamadas leyes de absorcion.

Demostracion. Si A es reticula, claramente ocurren las leyes de absorcion.
Veamos que las leyes de absorcién implican que los érdenes definidos por los
dos monoides son opuestos. Sean < el orden definido por (4,V,0) y <’ el
orden definido por (A, A,1). Tomemos a,b € A y supongamos que a < b,
entonces a V b = b, por lo tanto

aNb=aA(aVbd)=a

luego b <’ a.
Por otro lado si b <’ a, entonces a = a A b, por lo tanto

aVb=(aANb)Vb=b
luego a < b. O

Ademaés de la leyes de absorcién, en una reticula es posible que se
satisfagan mads identidades. Entre una de las m&ds importantes estd la ley
distributiva.

Definicion 1.1.8. Una reticula A es reticula distributiva si para elementos
a,b,c € A arbitrarios se cumple la identidad

aN(bVe)=(aNb)V(aAc).

No todas las reticulas son distributivas, sin embargo si una reticula A es
distributiva, entonces se satisface la identidad dual.
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Lema 1.1.9. Sea A una reticula distributiva. FEntonces para a,b,c € A
arbitrarios ocurre
aV(bAc)=(aVb)A(aVec)

Demostracion. Veamos que utilizando las leyes de absorciéon y la ley
distributiva ocurre la siguiente cadena de igualdades.

(aVb)A(aVe)=I[aVb)ANa]VIaVb)Ad
=aV[(aVb)Ad
=aVianc)V(bAc)]
=(aV(anc)V(bAc)
=aV(bAc)

O]

Proposicién 1.1.10. Sean a, b, c elementos de una reticula distributiva A.
Entonces si existe x € A tal que x ANa=0b yxV a=c éste es unico.

Demostracion. Sean x y y elementos de A que satisfacen t Aa =y Aa=2>5
yaxVa=yVa=c. PuestoquexzVa=c=yVasetiene que c > z, y, por
lo tanto, ¢ > = V y. Utilizando las leyes de absorcion y la distributividad
tenemos que

r=zV(@Aa)=xVb=2zV(yAa)
=(xVy A(zVa)
=(xVyAhec=zVy

donde la tdltima igualdad ocurre por el hecho antes demostrado.
Anélogamente se tiene que y = x V gy, por lo tanto x = y. O

La nocién de reticula se puede fortalecer de la siguiente manera.

Definicion 1.1.11. Un orden parcial A es reticula completa superior si
para cualquier S C A subconjunto, existe \/ S. De manera dual A es reticula
completa inferiorsi para todo S C A, existe A S. Un orden parcial es reticula
completa si es simultdneamente reticula completa superior e inferior.

Puesto que una reticula completa A satisface que para cualquier
subconjunto S existen \/S y A S, en particular para cualesquiera dos
elementos a,b € A se cumple que existen \/{a,b} y A{a,b}, por lo tanto
A también es reticula en el sentido usual.

De hecho para una reticula ser completa es equivalente a ser reticula
completa superior o inferior.
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Teorema 1.1.12. Sea A un orden parcial, entonces A es reticula completa
si y solo si A es reticula completa superior.

Demostracion. Si suponemos que A es reticula completa, entonces el
resultado es inmediato. Supongamos que A es reticula completa superior.
Sea S C A. Consideremos S” el siguiente conjunto

Sh={acAla<s, VseS}

Veamos que el elemento \/ S” es el infimo del conjunto S. Notemos que
para cualquier s € S, el elemento s es cota superior de S por lo tanto
s >\/ S", puesto que s fue arbitrario, se sigue que \/ S es cota inferior de
S.

Por otro lado para cualquier ¢ cota inferior de S se cumple que ¢ € S,
por lo tanto ¢ <\/ S". Entonces \/ S" es infimo de S. O

Un debilitamiento de la nocién de reticula completa es la siguiente.

Definiciéon 1.1.13. Para un orden parcial A, un subconjunto B C A
distinto del vacio es conjunto dirigido si para todo par de elementos b,b’ € B
existe un elemento ¢ € B tal que b,V < c.

Definicién 1.1.14. Unareticula A es completa superiormente por conjuntos
dirigidos si para cualquier D C A subconjunto dirigido existe el supremo de
D en A.

Claramente toda reticula completa superior es reticula completa superior
por conjuntos dirigidos, sin embargo el reciproco no necesariamente se
cumple. Veamos una equivalencia que involucra a estos conceptos.

Teorema 1.1.15. Un orden parcial A es reticula completa superior si y solo
si A es completa superiormente por conjuntos dirigidos y existen supremos
de familias finitas.

Demostracion. Lo unico que es necesario demostrar es que si A es completa
superiormente por conjuntos dirigidos y con supremos de familias finitas
entonces es reticula completa. Sea S C A. Si S es vacio entonces existe \/ S
supremo de S por existir el supremo de familias finitas. Supongamos que
S # (), consideremos Sp el conjunto de supremos de subfamilias finitas de
S. El conjunto Sp es dirigido puesto que el supremo de \/ R,\/T C S para
R, T finitos es el supremo del conjunto finito R U T. Luego existe \/ Sp el
cual claramente es supremo de S. O
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Para la nocién de reticula completa podemos definir una generalizacién
de la ley distributiva de la manera siguiente.

Definiciéon 1.1.16. Decimos que una reticula completa A satisface la Ley
distributiva infinita (LDI) si para todo a € A y todo S C A se cumple lo

siguiente:
a (\/S) :\/{aAs | s € S}

Ejemplo 1.1.17. Para una semireticula inferior A, decimos que un
subconjunto S C A es cerrado inferiormente si para todo a € A se cumple
que a € S si existe s € S con a < 5. Consideremos al siguiente conjunto

DA={S CA|S escerrado inferiormente}

ordenado con la contencién. Entonces DA es reticula completa con las
operaciones interseccién y unién arbitrarias. Ademads DA satisface la LDI
por coincidir las operaciones con los operadores conjuntistas de unién e
interseccién.

Por otro lado para B una reticula completa que sastisface la LDI y
g : A — B morfismo de semireticulas inferiores se cumple que la funcién
G: DA — B tal que para S € DA

9(5) = \/{g(s) | s € S}
B

es morfismo que abre supremos arbitrarios e infimos finitos.

1.2 Algebras Booleanas y de Heyting

Cierta clase especial de reticulas importantes son las algebras booleanas y
las algebras de Heyting, estructuras que estan equipadas con operadores
adicionales y los cuales tienen propiedades especificas con respecto a los
operadores V y A de la reticula asociada. Para esta seccion se utilizaron
recursos del capitulo de preliminares de [8].

Por la proposicién 1.1.10 si para un elemento a € B de una reticula
distributiva B existe a’ tal que aVa' =1y aAad’ =0, entonces a’ es tinico.
En este caso al elemento a’ se le llama complemento de a. De aqui surge la
siguiente definicién.
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Definicion 1.2.1. Una reticula distributiva B es un dlgebra booleana si
todo elemento de B tiene complemento. Para B y C' dlgebras booleanas un
morfismo de dlgebras booleanas f : B — C es un morfismo de reticulas entre
ByC.

Ejemplo 1.2.2. Para un conjunto X, el conjunto potencia 2% es dlgebra
booleana puesto que las operaciones conjuntistas de union e interseccién se
distribuyen entre si, ademéds que el complemento de U C X estd dado por
el subconjunto X \ U.

Ejemplo 1.2.3. Para un espacio topolégico (X, 7) la familia 7 C 7 de
abiertos que son cerrados es algebra booleana puesto que en este caso
los operadores que dan estructura de dlgebra booleana son los operadores
conjuntistas de la unién, interseccién y complemento. Para el espacio X la
familia 7 se denota por OCX.

La definicion 1.2.1 es equivalente a que una reticula distributiva B esté
equipada con una operacién unitaria = : B — B tal que para cualquier
a € B el elemento —(a) = —a sea el complemento de a. Esta operacién tiene
las siguientes propiedades.

Proposicién 1.2.4. (Leyes de D’Morgan) Para todo par de elementos
a,b € B de un dlgebra booleana B se cumple lo siguiente:

e ~(aAb)=-aV-b
e <(aVb)=-aAN-b
Demostracion. Utilizando la ley distributiva se tiene que

(aNb)A(maV =b)=[(aANb)A=a]V[(aAb)A-b]
= [(a A—a) ANb] V [(bA—b) A al
=[0AbV[0OAal=0V0=0.

Por otro lado

(anb)V (maV=b)=[aV(-aV-b)]ADV(-aV b))
[(aV =a)V=b]A[(bV —b)V —d
=[1V-bA[lV-al=1A1=1.
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Por lo tanto el elemento —a V —b es complemento de a A b, luego por la
unicidad de los complementos se sigue la primer identidad.

La segunda identidad se obtiene de aplicar la primera a los elementos
—a, b y del hecho de que para todo ¢ € A, ¢ = =—c. O

Para un algebra booleana se puede definir la diferencia simétrica.

Definicion 1.2.5. Para un algebra booleana B se define el operador
4+ : B x B — B que para cualesquiera elementos a,b € B les asocia el
siguiente elemento

+(a,b) =a+b=(aVb)A(-aV-b).
Este operador es la diferencia simétrica de B.

Notemos las siguientes propiedades de la diferencia simétrica.

Proposicién 1.2.6. Para cualesquiera a,b € B elementos de un dlgebra
booleana B se cumple lo siguiente:

e a+b=(bA=-a)V(aA-b)
e ~(a+b)=(-aA-b)V(aADb)
Demostracion. Para la primera, utilizando la distributividad se cumple
a+b=(aVb)A(—aV-d)
[(aVb)A=a]V[(aVb)A-b]
[(aA—a)V (bA=a)]V[(aA=b)V(bA b))

0V (bA—a)V (aN—b)VO
:(b/\ﬂa)\/(a/\—'b)

que es la identidad buscada.
La segunda es una simple aplicacién a la definicién de la diferencia
simétrica de la leyes de D’Morgan. ]

La diferencia simétrica relaciona a las algebras booleanas con estructuras
algebraicas, justamente con cierta clase especial de anillos.

Definicién 1.2.7. Un anillo (B,+,A,0,1) con uno es anillo booleano si

todo elemento es idempotente, es decir, para todo a € B se tiene que

alha=a?=a.
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Lema 1.2.8. Sean a,b,c € B elementos de un dlgebra booleana B, entonces
se cumple que

(i) a+ (b+c)=(a+b)+c
(i) a+b=b+a
(iii) a+0=a

(tw) an(b+c)=anb+aANc
(v) a+a=0

Demostracion. Demostremos los puntos del lema en base de las proposicio-
nes 1.2.4. y 1.2.6.

(7) Utilizando los lemas antes mencionados y la distributividad se tiene lo
siguiente

+b+c)=[aN-(b+)]VI[Db+c)A—d]
[a A ((bAC)V (~bA=e)] V(b A=)V (¢ A=b)) Al
=[(@aA(bA)V (@A (=bA=c))]

VI((bA=e) A=a) v ((eA=b) A —a)l
= [((a A =b) A=c) V (e A (aAb))]

VI((bA=a) A=c) V(e (—a A —b))]
= [((a A =b) A =c) V ((b A —a) A —c)]
VIleA(and))V(cA(—aA—b))]
[((aN=b)V (DA =a)) A=e]VeA ((aAb)V (—aA—b))]
=[(a+b)A=c]V]cA—(a+b)]=(a+b)+c.

(13) Esto se sigue inmediatamente de la simetria en la definicién del
operador y la conmutatividad de los operadores V y A.

(7i7) De la definicién de diferencia simétrica

a+0=(aAN1l)V(0A-a)=aV0=a.
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(iv) De nuevo de la distributividad se tiene lo siguiente

=[0OAb)V(aN(BA=C)]VIO0AC)V (aA(cA=b))
=laNOA-C)]V]aA(cA-D)]=aA[(bA—c)V (cA-b)]
=aA(b+c).

(v) De la definicién de la diferencia simétrica

a+a=(aN—-a)V(aAN-a)=0V0=0.

O]

Teorema 1.2.9. Dada un dlgebra booleana (B,V,A\,—), la estructura
(B,+,A,0,1), con + la diferencia simétrica, es anillo booleano.

Demostracion. Por (i), (it), (i4i) del lema 1.2.8, la terna (B, +,0) es grupo
conmutativo, (iv) de este mismo lema implica que (A, +, A, 0) es anillo y del
hecho de que a A 1 = a para todo a, se sigue que 1 es uno de este anillo.
Puesto que el operador A en una reticula es idempotente se tiene que el
producto de este anillo es idempotente. ]

Entonces dada una A&lgebra booleana podemos construir un anillo
booleano. La construccién reciproca también es valida.

Lema 1.2.10. Sea B un anillo booleano, entonces B satisface lo siguiente:
(1) B es conmutativo.
(73) Para todo a € B, a+a = 0.

Demostracion. Veamos que para todo a,b € B se tiene que

a+b=(a+b)?=da®+ ab+ ba + b
=a+b+ab+ba

por lo tanto ab+ ba = 0, de donde sustituyendo b = a se llega a la identidad
a+a=a’+a?> =0, entonces —ba = ba y por lo tanto ab = ba. ]
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Teorema 1.2.11. Sea (B,+,A,0,1) un anillo booleano. Entonces existen
operaciones V, y = que hacen a (B,V,A\,—) un dlgebra booleana.

Demostracion. Por el lema 1.2.10 la terna (B, A, 1) es monoide conmutativo,
entonces por la demostracion del teorema 1.1.6 se cumple que B es
semireticula inferior con operador infimo A y con orden parcial dado por
a < bsiysoldsiaAb=a Puesto que para todo a € B se cumple que
aN0=0y aAl=a,secumple que 0 y 1 son el minimo y méaximo de este
orden parcial.

Definamos la operaciéon supremo para dos elementos a,b € B de la
siguiente manera

aVb=a+b+ (aAb).

De las definiciones de A y V se sigue que 0 y 1 son el minimo y maximo
elemento de la reticula B.
Demostremos que a V b es supremo el orden <. Veamos que se satisface

aN(a+b+(aAb)=a*+(aAb)+ (a*>Ab)=a+ (aAb)+ (aAb) =a

por lo tanto @ < a + b+ (a A b). De manera andloga se tiene que
b<a+b+ (aAb) de donde se sigue que a + b+ (a A b) es cota superior del
conjunto {a,b}. Ahora supongamos que ¢ € B es tal que a,b < ¢, entonces
aNc=aybAc=b, de donde se sigue

cA(a+b+(anb)=(cha)+(cAb)+(cANaAb)=a+b+ (aAD).

De esto se concluye que a+ b+ (a Ab) es la minima cota superior de a,b en
el orden <.
La complementacién de a es a + 1 puesto que

aN(a+1)=a*+a=a+a=0

aVa+l)=a+a+1+(an(a+1)) =1

Por ltimo veamos la distributividad. Para a,b,c € B se cumple

aA(bVe)=alb+c+bec) =ab+ ac+ abe
= ab + ac + a®be
= ab + ac + (ab)(ac)
=abVac=(aNb)V(aNc).
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Los teoremas 1.2.11 y 1.2.9 establecen el siguiente resultado.

Corolario 1.2.12. Los anillos booleanos son equivalentes a las dlgebras
booleanas.

Demostracion. Sea (A,+',A,0,1) anillo booleano, consideremos la lgebra
booleana asociada (A, V, A, —). Notemos que la diferencia simétrica definida
por esta dlgebra es de hecho el operador +’

a+b=(aN-b)V(bA-a)
= (a(14'b)) V (b(1 + a))
= (a+'ab) V (b+ ab)
=a+' b+ ab+ ab+' (a+ ab)(b+ ab)
=a+' b+ 0+ ab+ a*b+ ab* + ab
=a+' b+ ab+ ab+ ab+ ab=a+'b
Del teorema 1.2.11 se sigue que la operacién producto y los elementos
distinguidos se preservan.
Por otro lado si (B, V', A, ") es dlgebra booleana, el anillo booleano

asociado por el teorema 1.2.11 (B, +, A,0,1) se corresponde con la dlgebra
con los siguientes operadores.

e Paraaec B

—a=a+1=(@A0)V(-'anl)=0V(~a)=-a

e Parabe B

aVb=a+b+aAb=a+bA(l+a)=a+ (bA-a)
=laV (bA-a)]A[~aV = (bA~"a)
=[(aV'b)A(aV ~a)|A[ZaV (F'bV a)]
=[laV'VA[(-aVva)V =] =[aV b ALV Y]
=laV'b]Al=aV'b.

Por lo tanto los operadores coinciden con los operadores de la algebra
inicial y del teorema 1.2.9 los elementos distinguidos se preservan.

Por dltimo si f : A — B es morfismo de algebras booleanas es claro de
la definicién de la diferencia simétrica que f también resulta ser morfismo
de los anillos asociados, de manera reciproca si f : A — B es morfismo de
anillos booleanos, de la definicién de los operadores V' y —' se tiene que f
también es morfismo de algebras booleanas. O
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Un debilitamiento de la nociéon de dlgebra booleana es el de algebra de
Heyting.

Definicién 1.2.13. Una reticula A es dlgebra de Heyting si estd equipada
con una funcién >=: A x A — A, llamada implicacion del algebra, tal que
para cualesquiera a y b el elemento > (a,b) = (a > b) esta caracterizado por
la siguiente propiedad:

Vee A, ahe<bsc<(a>D)

La definiciéon de una &algebra de Heyting no nos da informacién sobre
la posible distributividad en la reticula, sin embargo al contar con la
implicacion, la reticula debe ser distributiva.

Lema 1.2.14. Toda dlgebra de Heyting es reticula distributiva.

Demostracion. Sean A algebra de Heyting y a,b,c € A elementos
arbitrarios. Consideremos d € A, entonces

d>aAN(bVe)e (a=d)>bVe
Sa=d)>by(a=d)>b
SaNb<dy anc<d
< (anb)V(aNc) <d.
Tomando d = a A (bV ¢) y siguiendo la equivalencia en el sentido derecho
obtenemos que (a Ab) V (aAc) < aA(bVc). De manera inversa tomando

d = (aAb)V(aAc) y siguiendo la equivalencia en sentido izquierdo obtenemos
que (a Ab)V (aAc)<aA(bVc), por lo tanto se concluye la igualdad. [

De hecho cualquier dlgebra booleana B cumple para cualesquiera dos
elementos a,b € B, el mayor elemento ¢ con la propiedad a A ¢ < B es el
elemento bV —a.

Proposicion 1.2.15. Toda dlgebra booleana es dlgebra de Heyting.

Demostracion. Sea (A, V, A, ) algebra booleana, y consideremos a,b € A.
Definamos el operador =: A x A — A para cualesquiera a,b € A de la
siguiente manera

(a>=b)=-aVbh.
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Sea c tal que a A ¢ < b, por lo tanto

bV -a>(aNhc)V—a
= (aV-a)A(cV-a)
=1A(cV —a)

=cV-a>c
y por otro lado, si ¢ < —a V b, se tiene

aNc<aA(-aVb)
=(aN-a)V(aAD)
=0V (aAb)
=aAb<hb.

luego bV —a resulta ser implicacion en esta reticula. O

Para una reticula completa A es equivalente ser dlgebra de Heyting a
que satisfaga la LDI.

Teorema 1.2.16. Sea A reticula completa, entonces A satisface la LDI si
y s6lo si A es dlgebra de Heyting.

Demostracion. Supongamos que A satisface la LDI. Para a,b € A
definamos su implicacién de la siguiente manera

(a%b):\/{c\a/\cgb}.

Por la construccién a Ad < b implica que d < (a > b). De manera reciproca,
si d < (a > b), entonces

a/\dga/\(a>b):a/\(\/{c\a/\cﬁb})
:\/{a/\c|a/\c§b}§b-

De manera inversa supongamos que A es dlgebra de Heyting. Sean a € A y
S C A. Puesto que \/ S > s para toda s € S se tiene que

a/\(\/S) >als

para toda s € S, por lo tanto a A (\/S) es cota superior del conjunto
{aNs|s€ S} Ahoraseab € Atal que b > aA s para toda s € S, entonces
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por la implicacién en el dlgebra de Heyting tenemos que (a > b) > s para
cualquier s € S y por lo tanto

(a=b)>\/S

entonces b > a A (\/ S), de donde se sigue que a A (\/S) es supremo del
conjunto {a A s | s € S}. O

1.3 Ideales y Filtros

Puesto que las estructuras reticulares se pueden asociar a objetos algebraicos
es natural dar una definiciéon de la nocion de ideal. Esta teoria es de gran
utilidad para considerar construcciones de nuevos objetos basados en una
reticula. De igual manera que la seccién anterior, parte de los resultado de
esta seccién se basan en [§].

Definicion 1.3.1. Un subconjunto I C A de una semireticula superior es
cerrado inferiormente (también seccion inferior) si para todoa € I'y ¢ € A,
¢ < a implica que ¢ € I.

No todo conjunto es cerrado inferiormente, sin embargo no es muy dificil
encontrar el minimo conjunto cerrado inferiormente que lo contiene.

Definicion 1.3.2. Sean A orden parcial y S C A. La cerradura inferior de
S es el conjunto

{aeA| Is€S,a<s}.

A este conjunto se le denota por | (5).

Definicion 1.3.3. Un subconjunto no vacio I C A es ideal si es un conjunto
cerrado inferiormente y satisface que para todo a,b € I se cumple que
avVbel.

Puesto que la semireticula cumple ser ideal podemos definir un ideal
minimal que contenga a cualquier subconjunto.

Definicién 1.3.4. Sea S C A un subconjunto de una semireticula superior
A. Se define
(S) = m{l | S C I, I esideal}.
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Este conjunto es el ideal generado por S.
Algunos ejemplos importantes son los siguientes.

Ejemplo 1.3.5. Sean A una semireticula superior y a € A, entonces
Ll (a) ={be A|b < a} esideal. Este ideal de manera andloga a la
teoria de anillos lo llamaremos ideal principal generado por a.

En este ejemplo para una reticula se puede ver facilmente que para
cualesquiera a,b € A se cumple que

L@N L ®) =) (@Ab), (4 (@U L B) =4 (aVb)

Ejemplo 1.3.6. Sean X un espacio topolégico Hausdorff y CX el conjunto
de subconjuntos cerrados de X. Si consideramos KX los elementos
compactos de CX este es ideal de la reticula (CX,U,N).

Un hecho importante de este concepto es que la interseccién arbitraria
de ideales resulta ideal (justo como ocurre en la teorfa de anillos).

Proposicion 1.3.7. Sean A semireticula superior y § una familia de ideales
de A, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones

(1) NT es ideal.
(17) Si§F=A{I,J}, entonces N\F=INJ=INJ={inj|iel,je J}.

Demostracion. (i) Claramente 0 € (F, entonces [|§ # (). Seana € A e
i € (3§ tales que a < i. Puesto que i € (| § se cumple que para todo
I € § se tiene que i € I, luego como a < ¢, se cumple que a € I para
todo I € § y por lo tanto a € (F, luego [ § es cerrado inferiormente.

De manera andloga si 7,7 € (|§ se cumple que para todo I € §F se
tiene 4,5 € I, entonces, como cada I es ideal, también ¢ V j € I para
cada I € §, con lo cual i V j € (F. De esto se concluye que [ § es
ideal.

(ii) Sik € INJ, entonces k € I, J, por lo tanto k = kAk € I A\ J, entonces
INJCIANJ. SeanielyjeJ,comoiNj<i,jel,Json cerrados
inferiormente se cumple que i Aj € I,J, por lo tanto ¢t Aj € INJ,
luego I A J C I NJ de donde se tiene la igualdad.

O
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De hecho el inciso (i¢) de la proposicién anterior es cierta para conjuntos
I, J cerrados inferiormente.

Asi como en la teoria de anillos, los ideales reticulares estan relacionados
con los elementos nulos de morfismos de semireticulas, es decir con los
elementos que bajo el morfismo son 0.

Lema 1.3.8. Sean A y B semireticulas superiores, entonces

(i) Para cualquier f : A — B morfismo de semireticulas el conjunto

Kerf={ac A| f(a) =0} es un ideal de A.

(13) Para todo I C A ideal existen una semireticula C' y un morfismo de
semireticulas f : A — C tales que I = Kerf.

(791) Si A es una reticula distributiva, existen una reticula distributiva C y
un morfismo de reticulas f: A — C tales que I = Kerf.

Demostracion. Claramente todo f : A — B morfismo de semireticula
satisface que f(0) = 0 por lo tanto Kerf # (). Por otro lado f también es
morfismo de 6rdenes parciales puesto que el orden se puede definir mediante
el operador V, usemos este hecho en (7).

(1) Veamos que Kerf cumple las dos condiciones necesarias para ser ideal.
Sean a,b € Ker f, entonces por ser morfismo de semireticulas

flavd)=fla)Vv f(b))=0v0=0

por lo tanto a Vb € Kerf. Por otro lado si ¢ < a entonces
0 < f(c) < f(a) =0, lo cual implica que ¢ € Kerf.

(77) Definamos la relacién =; sobre A de la siguiente manera
a=75b<& existen ¢,5 €1, con aVi=>bVj.

Veamos que esta relacién es de equivalencia.

Sea a € A, por ser I ideal se cumple que 0 € I, entonces puesto que
aV0=a=aVO0 se tiene que a =y a y por lo tanto la relacién es
reflexiva.

Puesto que la definicion es simétrica para cualesquiera dos elementos
a,b € A se tiene que la relacién es simétrica.

Sean a, b, c tales que a =; by b =; ¢, entonces existen ,7,7,7 € I
talesque aVi=0bVjybVi =cVj, entonces

aV(ivi') = (aVi)Vi' = (bVj)Vi' = (bVi')Vj = (cVi)Vj=cV(i'Vj)
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(iid)

y por ser ideal I tenemos que iV ¢, 7'V j € I, por lo tanto a =; c.
Definamos C' = A/=, como el conjunto de las clases de equivalencia
inducidas por =;. La relacion =; cumple que para todo a,b, c,d con
a =7 by c=yd se satisface que aVc =75 bV c=;bVd. Porlo tanto,
la funcién Ve : C x C — C que para las clases [z], [y] € C se calcula
de la siguiente forma

[z] Ve [y] = [z V y]

cumple estar bien definida y ser un operador que da estructura de
semireticula a C.

Definamos f : A — C como la proyecciéon sobre las clases de
equivalencia. Por lo anterior f es morfismo de semireticulas que
adicionalmente satisface para b € A que
f(b) =[0] & existen i,j €1 con bVi=0Vj=j
& existe jel con b<j

pero por ser I ideal, la ultima condicién es equivalente a que b € I,
entonces Kerf = 1.

Si A es reticula distributiva tomemos a =; b e i,5 € I tales que
aVi=>bV j, entonces para cualquier ¢ € A se cumple

(ane)V(ine)=(aVi)Nec=(bVi)ANc=(bAc)V (jAc).
Ademas por ser I ideal se tiene que i A ¢,j A c € I, debido a que son
elementos menores a i, j, respectivamente.

De lo anterior se deduce que a A c =5 b A ¢, luego si ¢ =y d, aplicando
este resultado obtenemos

aNc=rbAc=rbAd.

Por lo tanto la funcién A¢ : C x C — C tal que para [z],[y] € C
satisface

[z] Ac ly] = [z Ay
estd bien definida.

Los operadores Vg, Ac respetan las leyes de absorcion y la ley
distributiva puesto que V,A las satisfacen, entonces la estructura
(C,Ve, Ac, 0], [1]) resulta ser una reticula distributiva.

O
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De manera dual a la definicién de ideal se puede definir el concepto de
filtro como sigue.

Definicién 1.3.9. Un subconjunto F' C A de una semireticula superior
es cerrado superiormente (también seccion superior) si para todo a € F'y
c€ A, ¢ > aimplica que ¢ € F.

Definicion 1.3.10. Un subconjunto no vacio F' C A es filtro si es un
conjunto cerrado superiormente y satisface que para todo a,b € F' se cumple
queaAbeF.

Ejemplo 1.3.11. Para un elemento a € A en una semireticula inferior A, el
conjunto 1 (a) = {x € A | a < x} es un filtro. Este filtro es el filtro principal
generado por a.

Ejemplo 1.3.12. Sean (X, 7) espacio topoldgico y = € X un punto. El
conjunto N = {U € 7| z € U} de las vecindades abiertas de = es un filtro
de la reticula 7.

Un resultado dual a 1.3.8 que involucra a la nocion de filtro es el siguiente.
Corolario 1.3.13. Sean A y B semireticulas inferiores, entonces

(1) Para cualquier f : A — B morfismo de semireticulas, el conjunto
fl={ac A| f(a) =1} es un filtro de A.

(ii) Para todo F C A filtro existen una semireticula C' y un morfismo de
semireticulas f: A — C tal que F = f!

(13i) Si A es reticula distributiva, existen una semireticula C' y un morfismo
de reticulas f : A — C tal que F = f!

Demostracion. Para (i) el resultado se sigue de aplicar (i) de la proposicién
1.3.8 a las semireticulas superiores A" y B’ obtenidas de invertir el orden a
Ay B.

Mientras que para (i) e (7ii) solo se hacen las construcciones de (ii) e
(#3i) de la proposicién 1.3.8 para A’ la estructura obtenida por invertir el
orden a A. O
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Con estas definiciones introducimos la nocién de ideal primo en una
reticula.

Definiciéon 1.3.14. Un subconjunto I de una reticula A es ideal primo si
es ideal y ademds F' = A\ I es filtro. De manera dual un filtro F' de A es
filtro primo si su complemento es ideal.

Definicion 1.3.15. Un elemento a de una reticula es irreducible si el ideal
principal generado | (a) es primo.

Ejemplo 1.3.16. Para un espacio topolégico X y un punto z € X, se
cumple que el abierto X \ {x} es un abierto irreducible en la reticula formada
por los conjuntos abiertos del espacio.

La definicién de ideal primo se puede dar mediante algunas de sus
equivalencias. Notemos algunas de ellas en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3.17. Para un ideal I de una reticula A son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

(1) El complemento de I es filtro
(ii) 14 ¢ I y para todo a,b € A, aNbe I implicaa el obel.
(1ii) Existe un inico morfismo de reticulas f : A — {0,1} tal que I = Kerf.

Demostracion. (i)=(ii) Puesto que el complemento de F' = A\ I es filtro se
tiene que 14 € F, por lo tanto 14 ¢ I. Por otra parte si a,b ¢ I, entonces
a,b € Fy por ser filtro a Ab € F, entonces a A b ¢ I lo cual es equivalente
aqueaAbéelimplicaaclobel.

(73)=(417) Definamos f : A — {0,1} como

0,siael
fla) = {1, siad¢l.
Por (ii) f(14) =1, ademds de que f(04) = 0 puesto que 04 € I.
Sean x,y € A, entonces consideremos los siguientes tres casos.

Caso 1. f(x)= f(y) =0

Puesto que x Ay < x y x,y € I se tiene que x Ay € I por ser ideal,
entonces

f@)ANfly)=0=f(zAy)
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Ahora x,y € I implica que x V y € I, por ser [ ideal, entonces
f@)Vv fly)=0=f(zVy)

Caso 2. f(x)=0y f(y) =1

Puesto que z € I de la misma manera que en el caso anterior
x Ay € I, entonces

f@)ANfly) =0=f(zAy)

Ahora x Vy € I implica z,y € I por ser ideal, sin embargo y ¢ I,
entonces = Vy ¢ I, luego

f@)Vfly)=1=f(zVy)

Caso 3. f(z)=f(y) =1

Puesto que x,y ¢ I se tiene por (ii) que x Ay ¢ I, entonces

f@)Nfly)=1=f(xAy)

Ahora x Vy € I implica z,y € I por ser ideal, pero z.y ¢ I, por lo
tanto x Vy ¢ I, entonces

f@) Vv fly)=1=f(zVy)

Por lo anterior f resulta ser morfismo de reticulas y es tnico por que
un morfismo de reticulas con codominio {0,1} estd determinado por los
elementos que van a dar al 0.

(7i1)=(7) Sea I ideal, por (iii) existe f : A — {0,1} tal que I = Kerf.
Por el corolario 1.3.13. F = f! es filtro, y justamente por tomar f valores
en {0, 1} se tiene que F' es complemento de I. O

Por lo tanto un elemento = de una reticula es irreducible cuando para
cualesquiera y,z si x > y A z implica que x >y o x > z.

Un concepto mas fuerte al de ideal y filtro primo es la nocién de ideal y
filtro completamente primo en una reticula completa.

Definiciéon 1.3.18. Para una reticula completa A e I C A, decimos que
I es ideal completamente primo (abreviado i.c.p.) si es ideal y ademds se
satisface, para todo P C A, lo siguiente:

NPel=PNI#0
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Definiciéon 1.3.19. Para una reticula completa A y F' C A, decimos que
F es filtro completamente primo (abreviado f.c.p.) si es filtro y ademds se
satisface, para todo P C A, lo siguiente:

\/PeF=PnF+0.

Para esta nocion, de manera similar a la proposicién 1.3.17, existe una
equivalencia de los filtros completamente primos, morfismos de reticulas y
elementos irreducibles.

Proposicién 1.3.20. Para F un subconjunto de una reticula completa A
son equivalentes las afirmaciones siguientes:

(1) F es filtro completamente primo.

(17) Eziste un tnico morfismo de reticulas f : A — {0,1} que abre
supremos arbitrarios tal que A\ F = Kerf.

(19) Existe un tnico elemento x € A irreducible tal que A\ F =] (z).

Demostracion. (i) = (ii) Puesto que F es filtro completamente primo, en
particular es filtro primo, entonces por la proposicion 1.3.17 existe un tnico
morfismo de reticulas f: A — {0,1} tal que A\ F = Kerf. Veamos que f
respeta supremos arbitrarios. Consideremos P C A y notemos los siguientes
Casos.

Caso 1. \/PeF

Entonces por ser F filtro completamente primo existe a € A tal
que a € PN F de donde se sigue f(a) =1y por lo tanto

F(Vo)=1=1f@)=\{f®) |be )

Caso 2. \/P ¢ F

Sia € PNF, por ser F' cerrado superiormente se tendria que
a <\/P € F, lo cual es una contradiccién, entonces PN F = y
por lo tanto P C A\ F de donde se sigue que para todo a € P,
f(a) =0, y por lo tanto

\Vir® [bert=o=r(\/?)
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(13) = (i17) Consideremos

\/ICerf:\/{aeA\f(a):O}:x

Por respetar f supremos arbitrarios se cumple que:

f@) = (\{aeAlf(@)=0})
= \V{f(@) | fla) =0}
=0

De la definicién de x se sigue que para todo a € A, f(a) = 0 implica a < z,
de manera reciproca si b < x se tiene que por ser f morfismo de reticulas

0< f(b) < f(x) =0
luego, para cada b €] (x) se satisface f(b) = 0, por lo tanto
A\ F = Kerf =| ().

Por otro lado para cualesquiera y, z € A tales que x > y A z se satisface
que

0=f(z) > flynz)=fly) A f(2)

entonces alguno de f(y) y f(z) es igual a cero (de lo contrario su infimo
serfa uno), sin pérdida de generalidad f(y) = 0, por lo tanto > y de donde
se concluye que x es irreducible.

(73i) = (4) Claramente F es filtro por ser complemento del ideal principal
primo | (z). Sea P C A tal que P N F = (), entonces usando (iii) se
tiene que P C| (z) con x elemento irreducible, luego \/ P < z, entonces
VP ¢ F. Tomando la contrapositiva de lo anterior se concluye que F' es
filtro completamente primo. O

No todo ideal es ideal primo, sin embargo podemos extender cualquier
ideal a un ideal primo mediante una aplicacién del Lema de Zorn.

Lema 1.3.21. Sean I C A ideal de una reticula distributiva A y FF C A
filtro tal que INF = 0. Existe un ideal I mazimal con respecto a la propiedad
de contener a I y ser disjunto de F.

Demostracion. Consideremos J la familia de ideales que contienen a I y que
son disjuntos de F. Veamos que toda cadena de ideales en J estd acotada
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superiormente. Consideremos 7' = {I } ca una cadena de ideales en J
indicada por A un orden total. Sea I' = |JJ’, veamos que I’ es ideal.

Claramente I’ es cerrado inferiormente por ser unién de conjuntos
cerrados inferiormente.

Veamos que es cerrado por V. Sean a,b € I, entonces existen A\, u € A
tales que a € I\ y b € I, puesto que A es orden total, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que A < p, por lo tanto I, C I, entonces a,b € I,
entonces por ser I, ideal se tiene que a Vb e I, C I'.

Por lo anterior I’ es ideal y claramente es cota superior de J’, entonces
por el lema de Zorn, existe un ideal maximal en J. O

Teorema 1.3.22. Sean I C A ideal de una reticula distrébutiva AyFCA
tales que I N F = (). FEntonces existe un ideal primo I tal que I C I e
INF =0.

Demostracién. Consideremos I un ideal maximal dado por el lema 1.3.21
que contiene a I y es disjunto de F. Sean x,y € A tales que x Ay € I.
Consideremos

Jy={zVviliel,z<z}y Jy,={2Viliel,z<y}.

Veamos que .J, es un ideal que contiene a I. Claramente I C .J, puesto
que para cada ¢ € I se cumple que ¢+ = 0V i, el cual es elemento de J,.
Sean b€ Ay zVie€ J, tal que b < z V i, entonces

b=bA(zVi)=(bA2)V(bAD)

el cual pertenece a .J, por tenerse que bAz < z <z y bAi € I por ser I
cerrado inferiormente, por lo tanto J, es cerrado inferiormente.

Por otro lado para z,2' <z ei,j € I, 2,2 estan acotados superiormente
por z se tiene que zV 2/ < x y ademds i V j € I por ser ideal I, entonces

(zvi)V(ZVi)=(=VZZ)V(iV]))

pertenece a J,, de donde se concluye que J, es ideal. De manera andloga
Jy es un ideal que contiene a I.

SiJ,NF #0y J,NF # 0 entonces existen 2/ < z,y <yyjkel
tales que 2’ V 7,9/ V k € F, luego por ser filtro tenemos que

@ VNG VE) =@ AY)V (@@ ARV (Y NGV (GAK)

pertenece a F, sin embargo también pertenece a I por ser supremo de
elementos en I, luego I N F # () lo cual es absurdo, entonces podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que J, N F = () y por lo tanto J, € 3.
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Puesto que I es maximal e I C J, se tiene que J, = I, entonces
x=a2V0e€J, =1, por lo tanto I es primo. O

Cuando un ideal I es maximal con respecto a ser ajeno al filtro F' = {1},
diremos que I es ideal maximal. Del teorema anterior podemos concluir el
siguiente corolario.

Corolario 1.3.23. Sean A reticula distributiva e I C A ideal mazximal,
entonces I es ideal primo.

Demostracién. Aplicando el teorema al ideal I y al filtro F' = {1} tenemos
que [ es primo, sin embargo por ser maximal I se cumple que I = I, entonces
I es primo. O

El corolario anterior asegura que todo ideal maximal es primo, sin
embargo no se cumple en general que para cualquier reticula distributiva
A todo ideal primo es maximal.

Un hecho importante para la clase de algebra booleanas es que si se
cumple que la nocién de ideal maximal es equivalente a la de ideal primo.

Teorema 1.3.24. Sean B dlgebra booleana e I C B ideal. Entonces son
equivalentes las siguientes afirmaciones

(i) Vae B,ael ¢ ~acl.
(ii) I es ideal maximal
(1it) I es ideal primo

Demostracion. (i)=(it) Supongamos que b ¢ I, entonces —b € I. Sea
J = (I U{b}), puesto que —=b,b € J se cumple que bV =b =1 € J, por
lo tanto J = B. El ideal I es propio puesto que 0 € I y por hipdtesis se
tiene que 0 =1 ¢ I.

(7i)=(i17) Esto es justamente el corolario 1.3.23.

(7ii)=-(i) Sea a € B, entonces puesto que a A ~a = 0 € I se cumple que
a €16 —a € I por ser primo 1. O

Para concluir esta seccion veamos que los ideales de una reticula
distributiva ordenados con la contencién cumplen ser una reticula que
satisface la LDI. Para ello mostremos el siguiente lema.

Lema 1.3.25. Sean A reticula distributiva y S C A, entonces se cumple
que

(S) = {\/T | T es finitoy T C| (S)}
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Demostracion. Veamos que el siguiente conjunto

J = {\/T | T es finitoy T CJ (S)}

es un ideal.

Sean T finito tal que T" C| (S) y a € A tal que a < \/T, entonces
aAN(VT) = a, por otro lado, al ser T finito y A reticula distributiva, se
cumple que

a/\(\/T) :\/{a/\t|t€T}.

Puesto que toda t € T' es menor que algin elemento en Sy a At <t se
tiene que a = \/{aAt|te T}ty {ant|teT} C| (S), entonces a € J.
Sean T, U C| (S) finitos, entonces T'U U C/ (.9), luego

(\/T) v (\/U) = \/(Tuv)

por lo tanto J es cerrado por V, entonces J es ideal.

Puesto que para todo elemento s € S se cumple que s = \/{s} se cumple
que S C J. Ademss es claro que cualquier ideal que contenga a S debe
contener a J, por lo tanto (S) = J. O

Definicién 1.3.26. Para una reticula A se denota por Z(A) el conjunto de
todos los ideales de A.

Teorema 1.3.27. Sea A reticula distributiva.  Entonces la quinteta
(Z(A),(U—),N, {0}, A) es reticula completa que satisface la LDI.

Demostracion. Sea 3 C TA. Por la proposicién 1.3.7 se tiene que (T es
infimo de J y por la definicién de ideal generado se tiene que (|J J) es supremo
de J en Z(A), ademds para todo I € Z(A) se cumple {0} C I C A, por lo
tanto {0}, A son el minimo y el maximo, respectivamente de Z(A). Resta
probar que Z(A) satisface la LDI. Sean I € T(A) y § C Z(A), entonces por
(77) de 1.3.7, el lema 1.3.25 y del hecho de que | coincide con su cerradura
inferior se tiene que

10(Us) - 11 {Us)
_ {m (\/T) liel, T<|J3, Tﬁnito}

—{\{int|teTyier, T J§ T finito}
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Por otro lado
<U{IDJ|J€S}> :<m <U3>>
= (17 (Us))
= ({intlierteJs})
:{\/{ipAtp\pe{l,z,...,n}}|z'pel,tpeU%}

Entonces consideremos ¢ € I, T C |J§ con T finito con n elementos,
luego \/ {i At |t € T} se puede representar como

\/{z’p Nty |pe{l,2,...,n},i, =i,t, son los elementos de T} .

Por lo tanto de las representaciones de I N (UF) vy (U{INJ|J € F})
se concluye que IN(JF) C(U{INJ|J€F}).

Para la otra contencién veamos que para todo J € F se cumple
J C (U7F), entonces

rnscin{Us)=Uuns1sescin(Us)
:><U{IOJ|JGS}>QIH<US>

luego Z(A) satisface la LDI. O

1.4 Categorias

En esta seccién se definen conceptos fundamentales de la teoria de categorias
ademdas de demostrar algunos resultados importantes de esta teoria. Las
definiciones y resultados principales de esta seccién se inspiran en [5],
miestras que una buena variedad de los ejemplos se pueden encontrar en

[4].

Definicién 1.4.1. Una precategoria es una pareja ordenada (<7,.%) con o/
la clase de los objetos de la precategoria, .% la clase de flechas o morfismos de
la precategoria junto con dos funcionales dom, cod : .% — «f dos funcionales
llamados dominio y codominio, respectivamente.

Definimos para una precategoria (<7, .%) los siguientes conceptos

(i) Axo A={(f,g9) € F x F | cod(f)=dom(g)}
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(17) Para a,b € &/, Homy/(a,b) = {f € F | dom(f) = a,cod(f) = b}

Una categoria es una precategoria (o7,.%) equipada con dos funcionales
0:AXo A— Z eid: o/ — F que cumplen

* o(f,g) = go f € Homy(dom(f),cod(g)),
e dom(id(a)) = cod(id(a)) = a,

que adicionalmente satisfacen los axiomas

e (Asociatividad) Para cualesquiera f, g, h € .Z tales que (f,g),(g,h) €
9 Xo 4 se cumple que

ho(gof)=(hog)of,

e (La ley de la identidad) Para cada a € & y f,g € F con (f,g) €
o X9y cod(f)=dom(g) = a se satisface que

id(a)o f = fy goid(a) =g.

Para referirnos a una categoria (&7,.%) solo escribiremos <7 la clase de
los objetos y de ser necesario nos referiremos a .% como la clase de morfismos,
por otro lado id(a) también se denotard por id,.

Ejemplo 1.4.2. La clase de todos los conjuntos y morfismos funciones de
conjuntos es una categoria. Esta categoria se denota por SET.

Ejemplo 1.4.3. La clase de todos los drdenes parciales con morfismos

funciones que respetan orden es una categoria. Esta categoria se denota por
POS.

Ejemplo 1.4.4. La clase de todas las reticulas superiores y de reticulas
inferiores con morfismos funciones que respetan los operadores supremo e
infimo, respectivamente, son categorias. Estas categorias se denotan por
USLat y DSLat, respectivamente.

Ejemplo 1.4.5. Un orden parcial (4, <) tiene estructura de categoria con
objetos los elementos de A y flechas dadas por lo siguiente
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<, sia<b
Dsiagb '
Esta estructura es categoria con la nociéon de componer justamente

la transitividad del orden. Los morfismos de una categoria son las
generalizaciones de funciones entre conjuntos.

Hom(a,b) = {

Ejemplo 1.4.6. La clase de reticulas con morfismos de reticulas es
categoria. A esta categoria se le denota por Lat. Si los objetos de esta
categoria se restringen a las reticulas distributivas la categoria se denota
por DLat. Y para la restriccién a las dlgebras booleanas esta categoria se
denota por Bool.

Ejemplo 1.4.7. La clase de espacios topolégicos con morfismos funciones
continuas es una categoria. Esta categoria se denota por Top.

Ejemplo 1.4.8. Dada un categoria € se define €°P como la categoria que
coincide con los objetos y morfismos de & pero tal que las funciones dom, cod
se invierten, es decir que domeop (f) = cody (f) y codgor (f) = domy(f) para
cualquier morfismo, esta flecha con dominio y codominio intercambiado se
denota por f°P. La composicién de fPy g es fP o g°? = (g o f)°P.

En una categoria % se definen algunos morfismos especiales en base de
que cumplan propiedades especificas.

Definicién 1.4.9. Sean (%, %) una categoriay f € .Z.

e Se dice que f es epimorfismo si para todo par de morfismos g y h se
satisface que
gof=hof=g=h

e Se dice que f es monomorfismo si para todo par de morfismos g y h
se satisface que
fog=foh=g=h.

e Se dice que f es isomorfismo si existe g € % tal que domg = codf,
codg = dom f y se satisface

fog:iddomg gof:iddomf-
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e Se dice que f es epimorfismo extremal si es epimorfismo y se cumple
que para cualquier factorizacién f = goh con g monomorfismo ocurre
que g es isomorfismo.

e Se dice que f es monomorfismo exrtremal si es monomorfismo y se
cumple que para cualquier factorizacion f = g o h con h epimorfismo
ocurre que h es isomorfismo.

Un elemento de Homg(a,b) se denota por f : a — b. Con esta
notacion se representan graficamente objetos y morfismos. Por ejemplo para
f:a—10, g:b— cserepresentan los morfismo y su composicion mediante

el diagrama siguiente:
b
7N
s

En general en un diagrama, una flecha seguida de otra flecha (la conexién
de flechas) representa el morfismo obtenido de componer. Diremos que un
diagrama conmuta si todas las ecuaciones dadas por conexiones de flechas
son iguales.

Con estos diagramas también se representan igualdades con ecuaciones
de morfismo, por ejemplo si f, g, h, k son morfismos tales que fog = hok, la
ecuacion anterior es equivalente a decir que el siguiente diagrama conmute

donde cada punto representa los respectivos objetos domino y codomino de
las flechas involucradas.

Asi como en la teoria de conjuntos las funciones son objetos que
relacionan a los conjuntos, definimos una nocién similar para categorias.

Definiciéon 1.4.10. Sean (%¢,.%),(2,¥) categorias. Decimos que una
funcional F es funtor covariante de ¥ en 2, denotado por F : € — 9,
si se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(1) F tiene clase dominio ¥ U.Z y clase codominio 2 U ¥.
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(i) F(#) S 2y F(F)CY.
(797) Para toda f:a — b, se cumple Ff € Homg(F(a), F(D)).

(iv) Para cualesquiera f,g € .% con (f,g) € € X, € se satisface F(go f) =
Flg) o F(f)

(v) Para toda ¢ € € se tiene que F(id(c)) = id(F(c)).

Paraa € €y f € % ala evaluacién de F en a y f se denota también
como F(a) = Fay F(f) = Ff, respectivamente.

Si en (4i7) de la definicién anterior se voltea el orden de las entradas en
el Hom y en (iv) se invierte la composicién de las flechas, se dice que F
es funtor contravariante. A partir de ahora todos los funtores considerados
serdn covariantes a menos que se diga lo contrario.

Ejemplo 1.4.11. Para cualquier categoria de objetos con cierta estructura
la asignacién que es constante pero olvida estructura es funtor. A este funtor
en general se le llama el el funtor que olvida.

Ejemplo 1.4.12. Para una categoria % y un objeto de la categoria A € ¥
la funcional Hom(A, ) : € — SET que a cada objeto B € % le asigna el
conjunto Homg (A, B) y a cada flecha f : B — C' le asocia la funcién entre
conjuntos f o __ : Homg(A,B) — Homg(A,C) es funtor. Este funtor se
denota por Hom(A, ).

Ejemplo 1.4.13. En topologia algebraica la asigancién a un espacio
topolégico (X,xp) con un punto distinguido con 7(X,xg9) su grupo
fundamental es un funtor que a una funcién continua f : X — Y le asocia
la funcién 7(f) : (X, z9) — 7(Y,yo) tal que

m(f)la] = [foa].

Ejemplo 1.4.14. Para una categoria € el funtor Op : € — €°P que en
cada objeto es constante y cada flecha f : A — B le asigna la flecha opuesta
f°P : B — A es funtor contravariante.
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Ejemplo 1.4.15. La funcional Z : DLat — CLat que a cada reticula
distributiva D le asocia ZA el conjunto de sus ideales y a cada morfismo de
reticulas distributivas f : A — B la asocia f~! : TB — T A es un funtor.
Este funtor es llamado funtor ideal.

Los funtores asi como las funciones pueden componerse. Algo a notar es
que aplicar un funtor seguido de otro sigue siendo funtor por respetarse las
identidades y las composiciones.

Proposicion 1.4.16. Sean €, 9, & categorias y F : € — 2,G: 9 — &
funtores covariantes. La funcional de la categoria € a la categoria & que
para cada a € € y f morfismo de € asocia a el objeto G(F(a)) y el morfismo
G(F(f)) de & es funtor. A este funtor se le llama funtor composicion de F
con G el cual se denota por G o F.

Demostracion. Veamos que para cualquier a € %, se cumple

(G 0 F)(ida) = G(F(id)) = Glidra) = idg(ra) = idigerya

Entonces G o F respeta identidades.
Por otro lado para f,g morfismos de %, tales que tiene sentido la
composicién g o f, se satisface

(GoF)go f)=G(Flge f)) =G(Fgo Ff)
=G(Fg) o G(Ff)
=((GoF)g)o((GoF)f)

por lo tanto Go F respeta la composiciéon de donde se sigue que es funtor. [

Al funtor G o F también se le denota por G.F.
Otro concepto fundamental es el de transformacién natural, la cual es
una nocién de comparacién entre funtores.

Definicién 1.4.17. Sean F,G : € — 2 funtores entre las categorias (¢, .%)
y (2,9). Una transformacion natural de F a G, denotada por a : F — G,
es una funcional a : € — ¢ tal que satisface

(1) Para toda a € €, a(a) = ag € Homg(F(a),G(a)).

(74) Para cualesquieraa,b € €y f € Homg(a,b) se cumple que G(f)oa, =
Qayp O f(f)



38 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Una transformacion natural « : F — G es un isomorfismo natural cuando
« es una familia de isomorfismos de la categoria Z. Dos categorias €, %
son equivalentes si existen funtores F : € — Py G: P — € e isomorfismos
naturales a : FoG — Ig, 8 : 19 — Go F. Por otro lado si F y G son
funtores contravariantes las categorias € y & son duales.

Ejemplo 1.4.18. Para una categoria arbitraria % y dos objetos A, B € €
los funtores Hom(A, ) y Hom(B,_) estdn relacionados naturalmente
para cualquier flecha f : B — A, es decir que la familia de flechas
{fc = —of | C € €} es una transformacién natural. Esto se sigue
puesto que el siguiente diagrama cunmuta para cada g : C — C’ por la
asociatividad de la composicion

Homgy (A, C)HHom(g(A, C)

gol lgo

Homg (A, C”)fiﬁifﬂomg(A7 ")

Una transformacion natural es una familia de flechas que es natural en
los objetos de la categoria €, es decir que se satisface (i7). Esto es equivalente
a que para cualesquiera a,b € €y f € Homy(a,b) el siguiente diagrama
conmuta

Fa -~ Ga

o e

Fb—— Gb.

Asi como en los funtores existe una composicion, en las transformaciones
naturales también la hay.

Proposiciéon 1.4.19. Sean €, 2 dos categorias, F,G,H : € — D funtores
ya:F — G, B:G — H transformaciones naturales, entonces se cumple
que la familia

{Baoayg:Fa— Hal|aec €}

es transformacion natural de F a H. A esta transformacion natural se le
denota por B o «, la composicion vertical de transformaciones naturales.
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Demostracion. Claramente para toda a € € se tiene que (8 o a)(a) =
fa © g € Homg(Fa,Ha). Sean a,b € € y f : a — b morfismo. De
la naturalidad de 8 y «, los cuadrado izquierdo y derecho del siguiente
diagrama conmutan

Faﬂga&’:'{a

A

entonces podemos concluir que

Hfo(Baoas) = (HfopBu)oag
=(BroGf)oa,
=Bpo(Gfoaa)
= Bpo (apo Ff)
= (Bpoay)o Ff

por lo tanto el rectangulo grande conmuta, entonces o « es transformacion
natural. ]

A diferencia de los funtores, las transformaciones naturales tienen una
segunda composicion.

Proposicién 1.4.20. Sean €,2,& categorias, F,H:¢ — 2, G, K: 2 —
& funtores y ot F — H y B : G — K trasformaciones naturales. Entonces
la familia de flechas {Kaq o Brq | a € €} es transformacion natural del
funtor G o F al funtor Ho K. A esta transformacidn se le denota por B e «,
la composicion horizontal de transformaciones naturales.

Demostracion. Primero notemos que por la naturalidad de [, para todo
a,b € € y flecha f : a — b el siguiente diagrama conmuta

HFa L2 KFa
HFf| \KFr
HFb—— KFb.
By
Por otro lado de la naturalidad de «, en los diagramas siguientes el primero
conmuta. Puesto que K preserva las composiciones, al aplicar K al primer
diagrama el segundo diagrama conmuta.
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Fa -2~ Ga KFa X% KGa
]—'f\L \or K IC]-‘fi |xer
Fb—>Gb KFb—> KGb.

Por lo tanto el cuadrado izquierdo y el cuadrado derecho del siguiente
diagrama conmutan

Kag

UFa -7 KFa KGa
HF fi Kffi |xor
a) KFb KGb
Brb b

de donde se sigue que el rectangulo grande conmuta, luego (3 e a es
natural. O

Algo importante a notar es que de la naturalidad de (S el diagrama
siguiente conmuta

Bra

HFa—— KFa
”Hoza\L i/ICaa
HGa —— KGa
Bga
por lo tanto Kag o Brs = Bga © Hag, entonces la trasformacién /5 e o tiene
dos definiciones equivalentes en funcion de los funtores involucrados.
La idea de naturalidad es basicamente contar con morfismos que cumplan
la igualdad en ecuaciones de morfismos.
Un par de conceptos que se puede definir en categorias y que generaliza
ideas de funciones que respetan alguna propiedad de manera universal son
los siguientes.

Definicion 1.4.21. Sean F : € — Z funtor y ¢ € 4. Una flecha universal
de ¢ a F es un par ordenado (r,u) con r € € y u : ¢ — Fr morfismo tal
que para todo d € € y morfismo f : ¢ = Fd, existe un unico morfismo
f':r — d tal que el siguiente diagrama conmuta

u T
C/ |-7:f/ |f/
\ y i

I~ Fd d.

De manera dual, una flecha universal de F a ¢ es una pareja (r,u) con r € €
y u : Fr — ¢ morfismo tal que para todo d € € y morfismo g : Fc — d,
existe un tnico morfismo f’: d — r tal que el siguiente diagrama conmuta.
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w T r
C/
i~

| Fg' lg’
|
Fd d.
Una caracterizaciéon de la nocién de flecha universal estd dada por el
siguiente teorema.

Teorema 1.4.22. Sean (¢,.7) y (2,9) categorias. Para un funtor F :
€ — 2 el par (r,u) es una flecha universal de ¢ a F si y sélo si para toda
d € € la funcion

¢a : Homg(r,d) — Homg(c, Fd)

I Ffou

es una biyeccion entre los conjuntos Homeg(r,d) y Homg(c, Fd) que es
natural en d, es decir que para todo d,d € € y f : d — d el siguiente
diagrama conmuta

Hom(r,d) _ e Homg(c, Fd)

l fo. lffo

Homg(r,d) 5 Homg(c, Fd')
d/

donde fo_y Ffo_escomponer con f y Ff, respectivamente.

De manera reciproca si para r € € y c € Z se tiene para toda d € € una
¢q biyeccion de Homy(r,d) y Homg(Fr, Fd) que es natural en el sentido
del diagrama anterior, entonces existe una unica flecha v : ¢ — Fr que hace
al par (r,u) una flecha universal de ¢ a F y que define a ¢4 para toda d.

Demostracion. La afirmacion de que (r,u) es flecha universal de ¢ a F es
justamente que ¢4 sea biyeccién. Ahora puesto que el funtor F respeta
composiciones se tiene que para cualesquieraf : d — d' 'y g : r — d se
cumple que F(f og)ou= Ffo(Fgou) que se puede rescribir como

(¢ar o (fo))(g) = ((Ffo—)oda)g)

que es justamente la naturalidad.

Para la segunda parte del teorema sea u = ¢,(id,), veamos que este
morfismo hace al par (r,u) una flecha universal. Seand € €y f : ¢ — Fd.
Por la naturalidad de ¢, para todo morfismo ¢ : 7 — d el diagrama
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Homg(r,7) o Homg(c, Fr)

lgo lfgo

Home(r,d) 7 Homg(c, Fd)
d

conmuta, en particular evaluando en id, se concluye que

ba(g) = ¢a(g o id,) = Fgo ¢p(id,) = Fgou.

Por ser ¢4 biyeccién existe un tnico f' : r — d tal que ¢q(f') = f
pero por lo anterior ¢4(f') = Ff' ou, entonces existe un tinico f tal que
f = Ff ou que es justamente que u sea flecha universal. La unicidad se
sigue de que u debe de ser, segin la definicion de ¢ en base de la flecha
universal, justamente ¢, (id,) la cual es tinica por ser biyeccién ¢,. O

Con este teorema podemos concluir el siguiente corolario, que resulta ser
el teorema dual.

Corolario 1.4.23. Sean (¢,%) y (2,9) categorias. Para un funtor
F € — 2 el par (r,u) es una flecha universal de F a ¢ si y sdlo si
para cada d € € la funcion

¢4 : Homg(d,r) —— Homg(Fd, c)

gl uo Fg

es una biyeccion entre los conjuntos Homy(d,r) y Homg(Fd,c) que es
natural en d, es decir que para todo d,d € € y f : d — d el siguiente
diagrama conmuta

Homg(d, ) P, Homg(Fd,c)

To f To]—'f

Homg(d', 1) 7 Homg(Fd', c)

d’!

donde _o f y _o Ff es precomponer con f y Ff, respectivamente.

De manera reciproca si parar € € yc € Z se tiene para toda d € € una
¢a biyeccion de Homyg(d,r) vy Homg(Fd, Fr) que es natural en el sentido
del diagrama anterior, entonces existe una unica flecha u : Fr — ¢ que hace
al par (r,u) una flecha universal de ¢ a F y que define a ¢gq para toda d.
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Demostracion. Aplicando el teorema 1.4.22 a las categorias €°P y 2°P, al
funtor FP : €°P — 2°P y a la pareja (r,u’?) y dualizando. O

Con la nocién de flechas universales podemos definir una generalizacién
de la unién e interseccién conjuntista para las estructuras categoricas.

Definicién 1.4.24. Sean ¢ ,% categorias y €/ la categoria con objetos
{F: _# — ¢ | F funtor} y morfismos transformaciones naturales entre
los funtores. Sea A : € — €7 el funtor que a cada objeto ¢ € € le
asocia Ac: # — % el funtor constante en c, es decir que para cualesquiera
ije FZyp:i—j, Ac(i) = Ac(j) = cy Ac(f) = id.; mientras que para
cada morfismo f : ¢ — d de la categoria %, Af es la transformacién natural

{fi: (Ac)(j) = (Ad)(j) [j € 2, fi =T}

Una flecha universal (r, u) de un funtor F a A es diagrama colimite del funtor
F. Al objeto r se le denota por lig}" o Colim F y es el objeto colimite.
Una flecha universal (r,u) de A a un funtor F es diagrama limite del funtor
F. Al objeto r se le denota por yin}" o Lim F y es el objeto limite.

La idea de colimite y limite de un funtor F son objetos lim F, @1 F junto

con morfismos {u; : Fj — lmF [je Z}y{v;:lImF = Fj|je 7}
tales que para toda ¢,j € Z y f:i— j los diagramas

Fi— L Fj Fi— L Fj
limy 7 lim 7

conmutan, y si existen otros objetos X, ) y morfismos
{u;-:]-'j—>2(|j€/}, {v}:y—>]:j|j€/}
con las mismas propiedades, entonces existen inicos morfismos
f;y:lig]:%?(ygy:y%@n]:

tal que todos los triangulos de los siguientes diagramas conmutan
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|
|
y

X

Ejemplo 1.4.25. Sean ¢ y _# categorias con _# discreta. Si F € €7 los
objetos liﬂ}" , yin]: son llamados coproducto y producto, respectivamente,
y se les denota por

Hr=117v1I7F=1] 7
jes jes

Estos objetos generalizan la nociéon de productos y coproductos en la
categoria SET.

Para concluir la seccién veamos un concepto central en la teoria de
categorias.

Definicion 1.4.26. Sean ¥ y & categorias. Una adjuncion de ¥ sobre 9
es una tripleta ordenada (F,G,¢) : 4 — Y donde F : ¢ — 2,G: 9 — €

son funtores y ¢ es funcional tal que
bea : Homg(Fe,d) — Homyg(c, Gd)

es biyeccién entre Homg(Fe,d) y Homg(c, Gd) que es natural en ¢y d para
cualesquiera c, d.

En la definicién anterior el funtor F se dice adjunto izquierdo de G y se le
denota por F - G. Si para los funtores F y G existe la ¢ que los relacionan,
diremos que los funtores son adjuntos.

Ejemplo 1.4.27. Para la categoria SET, los funtores A x __ y
Homgspr(A, ) son funtores adjuntos con biyeccién natural dada por la
familia de funciones

{QDB@ : HomSET(AXB7C) — HomSET(B,HomSET(A,C')) | B,C S SET}

tal que para la funcién g : A x B — C, ¢pc(9)(b) = g(—,b) es funcién
evaluada en elementos de B que asigna funciones de A en C.
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Un resultado importante que se tiene para dos funtores adjuntos estd
dado por el siguiente teorema.

Teorema 1.4.28. Dadas €¢,9 categorias y (F,G,¢): € — Z adjuncion se
cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) (Unidad) Eziste n : Iy — GF transformacion natural tal que para
cualesquiera c € €, d € 2 y f : Fc — d se satisface

o(f) =Gfone

(73) (Counidad) Eziste € : FG — Ly transformacion natural tal que para
cualesquiera c € €,d € 9 y g: c — Gd se satisface

¢ '(9) =e40Fg

(7i1) (Identidades triangulares) Las transformaciones naturales n vy €
cumplen que los siguientes diagramas conmutan

FGF GFG
]’74 \g_:-' ng \C:e
7 Idr 7 g Idg g

Donde Fn=1I1dren, cF =ceoldr, Gec =Idgec ynG =neldg.

Demostracion. (i) Para todo ¢ € € sea 1. = ¢ rc(idr.) el morfismo de ¢
aGFc. Sea f: Fc — d, de lanaturalidad de ¢ se tiene que el diagrama
siguiente conmuta

Homg(Fe, Fe) fe7e Homg(c,GFc)

. fol l fo.

Homg(Fe,d) o Hom (c,Gd)
c,d

entonces, evaluado en idr. obtenemos que

(1) ¢c,]—'c(f) = ch,]-'c(f o idc) = gf o ¢c,fc(idfc) = gf O Tc

Para mostrar la naturalidad de 1 consideremos ¢, € € yp:c— .
De la naturalidad de ¢ el diagrama
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d)c’,fc’

Homg(Fd, Fd)——= Homg(d,GF)

ofpl lop

Homg(Fe, Fc') P Homg(c,GF(c)

c,Fc!
conmuta, entonces evaluando en idr., tenemos que
¢C,Fc’(idfc’ © }—p) = ¢c,]—'c’ (]:p) =N OP

pero por (1) tenemos que ¢ ro(Fp) = GFp o ne, por lo tanto
GFpon. =n op, que es justamente la naturalidad de 7.

(77) De manera dual para todo d € Z definimos ¢4 el morfismo de FGd a
d tal que ¢gq q(eq) = idgq. Sea g : Gd — ¢, de la naturalidad de ¢ se
tiene que el diagrama siguiente conmuta

Homa (FGd, d) % Homi (Gd, Gd)

fgoi lgo

Homg(Fe,d) o Homy(c,Gd)

d

entonces, evaluado en £4 obtenemos que

g=g0idgs= g0 ¢gdad(d) = be.Fc(Fgoeq)

Entonces aplicando ¢C_}C se concluye que

(2) $orel9) = Fgoeq

Para mostrar la naturalidad de & consideremos d,d' € € y ¢ : d — d.
De la naturalidad de ¢ el diagrama
-1

d)gd’,d/

Homg(Gd',Gd') —> Homg(FGd',d')

gqoi lqo

Hom(Gd',Gd) — Homg(FGd', d)

gd',d
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conmuta, entonces evaluando en idgy tenemos que
-1 . ]
¢gd’,d’ (ngd/ o QQ) - ¢gd/’d/(gq) =qoey

pero por (2) (ﬁ(;;, 4(Gq) = eq0 FGq, entonces qoey = €40 FGq, que es
justo la naturalidad de e.

Para toda d € 2, de la definicién de ¢4 se tiene que ¢gqq(eq) = Idga
pero por (1) se tiene que

Idgaq = ¢ga,d(€q) = G€a © Nga.
De manera similar se tiene que para cada ¢ € % se satisface
Idrg = ¢;}-‘c(770) = €Fc 0 Fe.

Por lo tanto Ge o nG y eF o Fn son las transformaciones naturales
identidad del funtor G y F, respectivamente.
O

De manera inversa la existencia de dichas transformaciones con las
propiedades (i), (ii) e (ii¢) implica que F 4 G.

Teorema 1.4.29. Sean ¢, 2 categorias, F : € — 2, G : D — C y ¢
funcional entre los morfismos de las categorias € y Z. Son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

(4)
(i)

La terna (F,G,¢) : € — 2 es adjuncion.

Ezisten transformaciones naturales n: Iy — GF ye: FG — Iy tales
que para cualesquiera f : Fc — d y g : ¢ — Gd se satisface (i) y (i7)
del teorema 1.4.28 y que conmutan los diagramas del inciso (iii) del
mismo teorema.

Demostracion. (i) = (ii) Es justamente el teorema 1.4.28.

(49) = (i) Sean ¢ € ¢, d € Z y cualesquiera morfismos f : Fc — d,
g : ¢ — Gd. Definamos ¢, q4(f) = Gf one y ¢ea(g) = €40 Fg funciones entre
Homg(Fe,d) y Homg(c,Gd). De la naturalidad de ¢ el siguiente diagrama
conmuta

FGFe s Fe

o
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entonces
(3) foerc=¢eqoFGf.

De la definicién de ¢ y ¢ junto con (3) tenemos

(¢ed © bea)(f) = eal@ed(f)) = pealGf one)
=¢eq0F(Gfone)
=¢eqo FGfoFn.
= foercoFne
= fo(eFoFn)
=f

donde la tltima igualdad se sigue de que (¢F o Fn). = Idr..
Por otro lado de la naturalidad de 7 el diagrama

c—nc>g}'cg

|

conmuta, por lo tanto
(4) GFgon.=FGf=mgaog

entonces, de nuevo usando la definicién de ¢ y ¢ junto con (4) tenemos que

(Pcd © Pe,d)(9) = Pealcd(9)) = ¢ealedo Fg)
= Q(EdO.Fg) SR/
=GeqoGFgon.
=Gongioyg
= (GeonGlaoyg
=9
donde la tltima igualdad se da por que se satisface (Ge onG)y = Idgg.
De esto concluimos que ¢, 4 es invertible con inversa ¢. 4, por lo tanto
®c,a €s biyeccion.
Sean ¢ € ¢ fijo y d € 2 arbitrario, puesto que ¢.4 es biyeccién y

¢ea(f) = Gf one, para toda f : ¢ — Gd, existe una tnica f' : Fc — d tal
que el diagrama siguiente conmuta;:
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e GFc }l"c
|
C/ \gf’ |f/

T~ !

¥
gd d
es decir que (Fe,n.) es flecha universal de c a G, luego por el teorema 1.4.22.,
¢c,qa s natural en d.
Ahora para d € Z fijo y ¢ € € arbitrario, puesto que .4 es biyeccién
Y ¢cd(g) = €40 Fg, para todo g : Fc — d, existe una tnica ¢’ : ¢ — Gd tal
que el siguiente diagrama conmuta:

. Fad Gd
~

d 1 F9 g

|
7 Fe

O— — — >

Luego (Gd,eq) es flecha universal de F a d, entonces por el corolario
1.4.23., pc,q es natural en ¢ y por lo tanto ¢. 4 también lo es. ]
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Capitulo 2

Marcos y Locales

En este capitulo se desarrollan los resultados basicos de la teoria de Marcos y
Locales, estructuras algebraicas inspiradas en la topologia. Por otra parte,
en estas nuevas estructuras, se abordan problemas semejantes a los que
se tienen para espacios topolégicos como lo son la creacién de productos
y coproductos, la dualidad de una clase especial de locales con una clase
especial de espacios topoldgicos entre otros.

2.1 Marcos y el funtor Q%

En esta breve seccion se trabaja con la definiciéon de un marco y un par de
nociones asociadas a estas estructuras, ademas de construir un funtor que
relaciona a los espacios topolégicos con los marcos. Las ideas explicadas
aqui se basan en [1] junto con [6].

Definiciéon 2.1.1. Un marco es un reticula completa A que satisface la
LDI, es decir para cadaa € Ay S C A se cumple que

a/\(\/S) :\/{a/\s]seS}.

Una funcién f: A — B entre dos marcos A y B es morfismo de marcos si f
es morfismo de reticulas que abre supremos arbitrarios.

Definicion 2.1.2. La categoria cuya clase de objetos son los marcos y
morfismos son morfismos de marcos es la categoria de marcos. Esta categoria
se denota por Frm.

o1
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Por el teorema 1.2.16, la nocién de marco coincide con el concepto de
algebra de Heyting completa, es decir a cualquier marco se le puede asociar
un operador implicacién. De manera mas general se cumple lo siguiente.

Proposicién 2.1.3. Sean A,B € Frm y f : A — B morfismo de marcos.
Entonces existe f, : B — A funcion que para cualesquiera a € A yb € B
satisface lo siguiente:

fla) <b<s a < fi(b).
Demostracion. Para b € B definamos
fo) =\/{a € A| f(a) <b}.

De la definicién de f, se tiene que para cualesquiera a € Ay b € B,
f(a) < b implica que a < f.(b), para el reciproco notemos que al ser f
morfismo de marcos se satisface que

1500 = 1 (Vla e Al fa) <0})
=\/{f(@) |ac A, f(a) <}
<b

por lo tanto si a < f.(b), aplicando f y usando lo anterior obtenemos que

fla) < f(f(b)) < 0.
O

Un ejemplo importante de estos objetos esta dado de la siguiente manera.

Ejemplo 2.1.4. Sean (X,7) un espacio topoldgico y Q%P(X) =
(1,U,int () ,0,X). Claramente para todo U C 7, |JU e int ((U) son
supremo e infimo de la familia . Puesto que la operacién supremo arbitrario
e Infimo finito coincide con las operaciones conjuntistas usuales se cumple
que para cualesquiera U € 7y V C 7 se satisface:

U/\(\/V):U0<UV>:U{UHV\VEV}:\/{U/\V]VGV}

por lo tanto Q°P(X) satisface la LDI, entonces es marco.
Por otro lado dada una funcién continua f : X — Y entre espacios
topoldgicos X e Y, la funcién
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QP(f) - QP(Y) — Q7(X)
Vi———f71(V)

es morfismo de marcos, puesto que la imagen inversa de una funcién respeta
uniones arbitrarias e intersecciones finitas. Ademas QP(Idx) = idgor(x)
y para g : QP(Y) = Q%P(Z), QP(fog) = (fog) ™ =g ltof !l =
Q%(g) o QP (f).

Con lo anterior hemos demostrado que Q° : Top — Frm es funtor
contravariante.

El ejemplo 2.1.4. muestra que todo espacio topoldgico estd relacionado
con su marco de abiertos. Estudiemos algunas propiedades de los marcos
asociados a cierta clase especial de espacios topoldgicos.

Definicién 2.1.5. Sea (X, 7) espacio topolégico. Decimos que X es sobrio
si cumple el axioma de separacién Ty y ademas se cumple que para todo
U € 7, U es irreducible en el marco de sus abiertos si y sélo si existe x € X
tal que U = X \ {z}.

Veamos el siguiente resultado que relaciona los morfismos de marcos
asociados a espacios sobrios.

Lema 2.1.6. Sean Y espacio topoldgico sobrio y X espacio topoldgico
arbitrario. Para cualquier h : Q°PY — Q°PX morfismo de marcos, existe
una inica funcion continua f : X —'Y tal que Q°P(f) = h.

Demostracion. Consideremos = € X y
Ve ={V € QPY |x ¢ h(V)}

Sea V,, = |J V., notemos que por ser h morfismo de marcos

a(V) =k (Uwe) = (V) |V € Vi)

entonces x ¢ h(V,) por ser unién de conjuntos que no contienen a z, luego
para todo V € QPY x ¢ h(V) siy s6lo si V' C V,, lo cual es equivalente
aquexz € VsiysélosiV ¢ V,. Veamos que V, es irreducible. Sean
V,V' € Q%Y tales que V, D V NV’ entonces aplicando h y usando que
respeta N tenemos que h(Vy;) D h(V)Nh(V'). Siz € h(V)Nh(V'), entonces
x € h(Vy), lo cual es absurdo, por lo tanto podemos suponer sin pérdida
de generalidad que = ¢ h(V'), entonces de la definicién V, se cumple que
V: 2V, lo cual implica que V. es irreducible.
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Puesto que Y es sobrio debe existir un i € Y tal que V, = Y\ {y}, este
y es unico por ser Y espacio Ty, entonces definiendo f(z) = y para toda
x € X obtenemos una funcién f: X — Y. Para V € QPY y x € X, se
satisfacen las equivalencias
z€h(V) e VIV, eV ZY\{f(z)}
& f(r) eV
sxcfHV)

por lo tanto h(V) = f~1(V), de donde se sigue que f es continua. Ademds
esta ultima igualdad también implica que Q°?f = h. La unicidad de f se
sigue de la unicidad de los y en los irreducibles V. O

Una aplicacién de este resultado es el siguiente corolario.
Corolario 2.1.7. Para todo X,Y € Top espacios sobrios, se satisface que
Hommop(X,Y) = Hompem (Q77Y, QP X)
via el funtor Q°P.
Demostracion. La proposicién 2.1.6 establece que para cada

h € Hompem (P X, Q%Y)

existe una tunica f € Hommop(X,Y) tal que QP(f) = h, lo cual
es equivalente a que Hompop(X,Y) estd en relacion biyectiva con
Hompem (QPY, QPX) via Q°P. O

Notemos que para un espacio topoldgico X y un punto x € X, el punto
x se puede representar como la funcién f, : {*x} — X tal que fy(x) = =.
Mediante el funtor Q° esto se traduce a h, = QP(f;) : QX — 2 morfismo
de marcos tal que

he(U)={x} & ;' U)={x} o2elU y (V) =0z ¢V
Veamos que estos morfismos determinan también al espacio topolégico.

Proposicion 2.1.8. Sea X espacio topoldgico sobrio. Definimos

Pt(X) ={h: Q%X — 2| h morfismo de marcos}
entonces, la siguiente pareja
(PU(X),Ex = {¥v = {h € PL(X) [ h(U) = 1} | U € Q7" X})

es espacio topoldgico homeomorfo a X.
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Demostracion. Veamos que para todo U C Q°PX, por ser Pt(X) conjunto
de morfismo de marcos, se cumple que

hEEUL{@h(UU):1<:>\/{h(U)|UEZ/I}:1
<3Uel, h(U)=1
<JdUel, hedy
she| {ZvUeu)

Por lo tanto [ J{Xy | U € U} = ¥y, de donde se sigue que Ex es cerrado
bajo uniones arbitrarias. Por otro lado para U, U’ € Q°°X, también se tiene
que

heYyny ©MUNU)=1< h(U)ANRU') =1
s hU)=hU)=1
S heXyny.

entonces Yynyr = Xy N Xy, de donde se sigue que £x es cerrado bajo
interseciones finitas. Ademds es claro que Xx = Pt(X) y Xy = 0, por lo
tanto {x es una topologia para Pt(X).

Por el lema 2.1.6, se cumple que para cada h € Pt(X) existe f5 : {*} —
X tnica tal que h = Q°Pf, sea fj (%) =z, y de manera reciproca para cada
z € X la funcién f, : {*} — X tal que fz(x¥) = z induce un elemento
h; € Pt(x), entonces la funcién ¢ : Pt(X) — X dada por ¢(h) = x; para
cada h € Pt(X) es biyectiva. Por otro lado

heSyehlU)=1ef'U)=1ex,eU

luego
U={zn|heXy}=ply)

de donde se concluye que ¢ es abierta y biyectiva, aplicando ¢~! a esta

identidad se deduce que ¢ es continua y por lo tanto es homeomorfismo. [

2.2 Locales y el funtor Pt.

En esta seccién se define la categoria de Locales, categoria que se relaciona de
manera covariante con la categoria Top, ademés de defninir la generalizacion
de punto para un local. De igual manera que la seccién anterior una parte
del material de esta seccién se basa en [1] y [6] junto con [2].
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Segun el ejemplo 2.1.4 el funtor Q° es contravariante. Entonces para
conseguir un funtor covariante definamos la siguiente categoria.

Definicion 2.2.1. Sea Loc = Frm® la categoria opuesta de Frm. Esta
categoria es llamada la categoria de locales. Para f : A — B morfismo
de locales denotaremos por f* al morfismo de marcos f* : B — A tal que

f=()r.
Definicién 2.2.2. Definamos Q = (Q°P)°P, entonces 2 es funtor entre la
categoria de espacios topoldgicos y la categoria de locales.

La definicién y parte de la afirmacién dadas en la proposicién 2.1.8 se
pueden extender a cualquier local de la siguiente manera.

Definicién 2.2.3. Para A € Loc y a € A definimos

Pt(A) ={h:2 — A | h morfismo de locales}

Se = {h € Pt(A) | h*(a) = 1}.

Los elementos del conjunto Pt(A) son los puntos del local.

Proposicion 2.2.4. Para cualquier local A la pareja
(Pt(A),{Ea | a € A})
es espacio topoldgico.

Demostracién. Observemos que X1, = Pt(A)y X, = 0. Ahorasea P C A.
Entonces se satisfacen las siguientes equivalencias:

heEvp@)h*(\/P>:1<:>\/{h*(a)]ae77}:1
< 3JaeP, h'(a) =1
S daeP, hed,
she| {ZalaeP)

Por lo tanto | J{X, | a € P} = X/ p, entonces {¥, | a € A} es cerrado bajo
uniones arbitrarias.
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Por otro lado para a,b € A se cumple que

h€ Sany < h* (@ Ab) =1 h*(a) AR (b) = 1
o h*(a) = h*(b) = 1
S heX,NXy

entonces Xgap = Xg M 2p-
De lo anterior se sigue que {¥, | a € A} es cerrado bajo interseciones
finitas y por lo tanto es topologia para Pt(A). O

Corolario 2.2.5. Para todo local A se satisface

e Para cualquier P C A
Syp = J{Z |z € P}

e Para cualesquiera a,b € A

Yanb = Xa N Xp
Ademds para dos locales A, B y un morfismo f : A — B podemos
construir la siguiente funcién entre los espacios topolégicos PtA y PtB.

Proposiciéon 2.2.6. Sean A, B € Loc locales y f : A — B morfismo de
locales. La funcion Pt(f): PtA — PtB definida de la siguiente forma

Pi(f)(h) = foh
es funcion continua.

Demostracion. Sea b € B, utilizando que para cada h € PtA, se cumple
(foh)" =h"o f* tenemos

Pt(f)"'(Sy) = {h € PtA| foh € 5y}
={he PtA|(foh)*(b) =1}
= {h € PtA| (k"o f*)(b) = h*(f*(b)) = 1}
=25

por lo tanto la imagen inversa de un abierto en PtA es abierto en PtB, luego
Pt(f) es continua. O

En base de las proposiciones 2.2.4 y 2.2.6 podemos concluir lo siguiente:
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Corolario 2.2.7. Para A, B € Loc y f: A — B morfismo, la asignacion

A Pt(A)
f 2t PH(f)
B Pt(B)

es funtor entre de la categoria Loc y Top.

Demostracion. Las proposiciones 2.2.4 y 2.2.6 muestran que Pt(Loc) C
Top. Observemos que para cualesquiera local Ay h € PtA se cumple

Pt(ida)(h) = idgoh = h

entonces Pt(ida) = idpa.
Por otro lado para B, C localesy f : A — B, g : B — C morfismos
tenemos

Pt(go f)(h) = (go f)o(h) =

por lo tanto Pt(go f) = Pt(g) o Pt(f). Entonces Pt respeta identidades y
composiciones de donde se sigue el resultado. O

La definicion del funtor Pt se puede hacer de manera equivalente
mediante los siguientes conceptos.

Definicion 2.2.8. Para un A € Loc y a € A un elemento, definimos
e (Versién via filtros)

PtFA={FCA|FesfcplyXl ={FePtfAlacF}

e (Versién via irreducibles)

Pt A ={x € A|x es irreducible} y X! = {z € Pt'A | a £ z}
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Teorema 2.2.9. Sean A, B € Loc locales y f : A — B morfismo de locales.
Entonces se satisface lo siguiente:

(i) Los espacios (PtFA{S] | a € A}) y (PtA,{Sq | a € A}) son
homeomorfos y para F € PtF"A

PtUf(F) = (f)7H(F)

(ii) Los espacios (Pt'A,{% | a € A}) y (PtA{Zq | a € A}) son
homeomorfos y para i € Pt'A

Pt f(i) = (f*)+(1)

Demostracion. (i) Definamos ¢4 : PtF'A — PtA tal que para cada F
filtro completamente primo de A, ¢4(F) = hp es morfismo de locales
de manera que para un a € A se satisface:

X _JlsiaceF
hF(“)_{o sia¢F.

La proposicién 1.3.20 nos dice que ¢4 estd bien definida entre los
espacios Ptf'A y PtA y que es biyectiva, veamos que es continua y
abierta. La funcién ¢y : PtA — Ptf' A tal que para cada h € PtA,
¢'4(h) = {a € A | h*(a) = 1} es inversa izquierda de la funcién
biyectiva ¢4, entonces se cumple que ¢/ = qbzl.

Consideremos a € A
(1) ¢4 (Za) = {F | hjp(a) =1} ={F |[a € F} =%

por lo tanto es continua, por otro lado de de la biyectividad de ¢4
aplicando ¢4 a (1) tenemos que

¢A(E£) =Yg

de donde se sigue que ¢4 es abierta y por lo tanto homeomorfismo.

Por ser ¢4 y ¢p homeomorfismo, tenemos que Ptff para estos
espacios es la funcién que hace conmutar el siguiente diagrama

F
ptFA "L piFp

N

PtA — PtB
Ptf
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por lo tanto

Pt f(F) = ¢ (Ptf(hr)) = 5" (fohp) = {b€ B | (f o hp)*(b) = 1}
= {be B| hp(f (b)) =1}
={be B| f*(b) € F}
= (f*)Y(F)

Definamos ¢4 : PtA — Pt'A para cada h € PtA de la siguiente
manera

pa(h) =\/{a € A|n*(a) =0}.

De nuevo la proposicion 1.3.20. nos dice que ¢4 estd bien definida
entre los espacios PtA y Pt'A, ademéas de que es biyectiva. Ademaés
puesto que toda h € PtA es morfismo de locales se tiene que

h*(pa(h)) ={h*(a) | h*(a) =0} =0
Notemos que si g € PtA es tal que a < p4(g), entonces

g"(a) < g*(valg)) =0

por lo tanto g*(a)) = 0. Si h € X, es tal que a < @(h) por lo
anterior h*(a) = 0 lo cual es falso puesto que h*(a) = 1, por lo tanto
©a(X4) C X%, De manera inversa si # € %, entonces h(a) = 1, por
lo tanto h, € ¥, y entonces z = p4(hy) € va(X,), entonces

(2) pa(Za) = 25
Aplicando gozl a (2) y usando la biyectividad se concluye que
@21(22) =X

entonces w4 es abierta y continua, por lo tanto homeomorfismo.
Consideremos ¢’y : Pt'A — PtA tal que para cada i € Pt'A,
¢’y (i) = h; es el morfismo de locales de manera que para a € A se
satisface:
1lsiifLa
hi(a) = .
i(a) {0 sia<i
La funcién ¢/, es inversa derecha de la funcién biyectiva ¢4, entonces
oy = gogl. Por ser v 4 v ¢op homeomorfismo, tenemos que Pt'f es la
funcién que hace conmutar el siguiente diagrama
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piia P prip

wAll T@B

PtA —— PtB
PLf

por lo tanto

PEf(i) = op(Ptf(h:)) = op(f o hi) = \/{b € B (f o hs)*(b) = 0}
= \/{be B|hi(f*(b) =0}
=\{be B () <palhi) =i}
= (f*)«(i).
]

A pesar de que la nocién de un punto esté definida para cualquier local,
una caracteristica de ciertos locales es que el conjunto de sus puntos es vacio,
lo cual nos dice que efectivamente esta categoria es mas compleja que la de
espacios topoldgicos.

Ejemplo 2.2.10. Sea B un éalgebra booleana que tenga la propiedad de
que para todo b € B\ {0} existe b’ € B\ {0} tal que b > b’ (una algebra
con estas propiedad se dice dlgebra sin dtomos), entonces Pt(B) = ). No
existen puntos para locales de este tipo puesto que en las dlgebras booleanas
los irreducibles coinciden con los elementos maximales, sin embargo un
elemento maximal cumple que entre su complemento y el cero no hay un
elemento intermedio, por lo tanto para una algebra sin dtomos se cumple
que el conjunto de irreducibles es vacio.

2.3 Teorema de representaciéon de Stone.

El teorema de representacién de Stone es un resultado clasico que relaciona
a cierto conjunto de espacios topolédgicos especiales y a las algebras boolenas.
En esta seccién demostraremos que este teorema es un corolario de un
resultado categérico entre Loc y Top. Para esto nos basaremos en la teoria
desarrollada en [8], material que centra gran parte de su contenido en el
estudio del tipo de relaciones categoricas entre Top y Loc.
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Teorema 2.3.1. El funtor Pt es adjunto izquierdo de 2.

Demostracion. Probemos la adjunciéon via la equivalencia dada por el
teorema 1.4.29 de la seccién de categorias. Definamos para X € Top a
nx : X — PtQ(X) la funcién que a cada = € X le asocia el morfismo de
locales nx (z) que para un U € Q(X) se satisface que

mier@={y 3250

Notemos que para cada U € Q(X)

Ny (Sv) ={z € X | nx(z) € Sy}
(1) ={z e X |nx(x)"(U) =1}
={reX|zeU}=U

Por lo tanto nx es funcién continua.

Veamos que n = {nx | X € Top} es transformacién natural del funtor
Itop al funtor PtQ). Sea f : X — Y funcién continua entre los espacios
topoldgicos X y Y. Notemos que

(PtQf onx)(x) = (PH((fT)P) o nx)(x) = (f )7 onx(2)

entonces para cada V € Q(Y) se tiene que

(F71)7 onx(2))" (V) = ((nx(2))" o f7)(V)
= nx(2)(f (V)
=1y (f(x))(V)

donde la tltima igualdad ocurre puesto que z € f~1(V) < f(x) € V. Luego
el diagrama

X 5 PiQ(X)

fl |

Y —— PIQ(Y)

cunmuta, por lo tanto 1 : Itep — Pt{) es transformacién natural.
Para cada A € Loc definamos ¢ : A — QPtA de manera que para
un a € A se cumple que €% (a) = X, por el corolario 2.2.5 se satisface que

ea = (€%)? es morfismo en la categorfa Loc. Sea ¢ = {e4 | A € Loc},
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veamos que esta familia de morfismos es transformacién natural del funtor
QPt al funtor Ii,oc.
Sea h : A — B morfismo de locales, entonces

(eg 0 QPth)*(b) = (Pth™ o &%) (b)
= Pth™1(%)

por lo tanto el siguiente diagrama en la categoria Loc

OPtA 2 = A

S

QPtB > B
B

conmuta y entonces ¢ : QPt — I1oc es transformacién natural.
Notemos que para todo a € A € Loc y todo h € PtA

((Pteaonpa)(h))*(a) = (4 © npea(h))*(a)
= ((npta(h))" o e4)(a)
= (npea(h))*(Xa)
h*(a)
donde la tltima igualdad ocurre puesto que h € ¥, < h*(a) = 1. De esto
se sigue que

(2) Ptegonpia = Ipia.

Por otro lado para todo X € Top y U € Q(X) se cumple que

(ea(x) o x)*(U) = (eq(x) © (nx)™®)* (V)
= (nx" o €hx))(U)
=nx (Sv)
—U

donde la tltima igualdad ocurre por (1), entonces se satisface que
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(3) gqx) © inx = Igx)-

De (2) y (3) se concluye que se satisfacen las identidades tridngulares de
una adjuncién, es decir los diagramas

QPtQ) PtQPt
Q T Q Pt T Pt

conmutan, entonces se cumple que ) 4 Pt con 1 y € la unidad y counidad,
respectivamente. [

En base de este teorema es posible dar una equivalencia entre
subcategorias completas de Top y Loc, respectivamente. Antes de trabajar
con la equivalencia demostremos algunos resultados previos.

Lema 2.3.2. Para todo A € Loc se satisface que PtA es espacio topoldgico
sobrio.

Demostracion. Hagamos la prueba con la construccién de Pt via irreduci-
bles. Sea x € A tal que X, es irreducible en Q(Pt'A). Notemos que para
cualesquiera a,b € Pt' A se satisface lo siguiente

ac{bfeVecAlae . =>beX,)
(1) sVee AlcLa=cLb)
eVee Alc<b=c<a)
< b <a.

Lo anterior implica que si dos puntos a,b cumplen que a € m y
b € {a} entonces a = b, lo cual implica que PtA es Ty. Ahora consideremos
y=V{ce A|X. CX%,}, veamos que y es irreducible. Claramente z < y,
entonces ¥, C ¥, ademas por el corolario 2.2.5 se satisface que

¥, = U{zc | 2. C ¥} C %,

De donde se concluye que ¥, = X,. Sean w,z € A tales que y > w A z,
entonces
E:L"ZEyszl\zzzwmzz



2.3. TEOREMA DE REPRESENTACION DE STONE. 65

Luego como 3., es irreducible, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que X, D ¥, por lo tanto w < y.

Utilizando la contrapositiva de (1) podemos concluir que para toda
p € Pt'A se cumple

rtlyteydpepes, =5,
de donde se concluye que
¥, = Pt'A\ {y}.
O]

Proposicién 2.3.3. Para un espacio X € Top son equivalentes las
afirmaciones siguientes:

(1) X es espacio sobrio.
(13) nx es biyectiva.
(7i1) nx es homeomorfismo.
Demostracidn. (i) = (ii) Aplicando el corolario 2.1.7 a los espacios sobrios
X y {x} se sigue que
X = Homrop({*}, X) = Hompec(2(X),2)

y justamente la composicion de estas biyecciones es nx.
(7i) = (vit) Para cada U € Q(X) por (1) del teorema 2.3.1. se cumple
que
ny (Su)=U

entonces por ser biyectiva podemos conluir de esto que

y por lo tanto es biyeccién continua y abierta, entonces es homeomorfismo.

(7i1) = (i) Por el lema 2.3.2. se tiene que PtQ)(X) es sobrio, puesto
que ser sobrio es una propiedad topolégica, al ser ny : X — PtQ(X)
homeomorfismo, se sigue que X es sobrio. ]

Proposicion 2.3.4. Para un espacio A € Loc son equivalentes las
afirmaciones siguientes:

(1) Eziste X € Top tal que Q(X) = A.
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(i1) €% es inyectiva.
(i7i) €% es isomorfismo de marcos.

Demostracion. (i) = (ii) Por la ecuacién (3) de la prueba del teorema 2.3.1
se concluye que €% = £q(x) es inyectiva.

(73) = (i4i) Claramente €% es suprayectiva, entonces es biyectiva, puesto
que todo morfismo biyectivo de marcos es isomorfismo de marcos se sigue el
resultado.

(#4i) = (i) Es claro puesto que del isomorfismo % : A — QPtA se sigue
que A = QPtA. O

Con estos resultados notemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.5. La categoria Sob de espacios topologicos sobrios con
morfismos funciones continuas es equivalente a la categoria SLoc de locales
isomorfos al marco de abiertos de algiun espacio topoldgico con flechas
morfismos de locales via la restriccion de la adjuncion dada por ) y Pt.

Demostracion. Se sigue de aplicar el corolario 2.1.7 y las proposiciones 2.3.3
y 2.3.4 0

Definamos la nocién de espacio coherente en la categoria Loc.

Definicién 2.3.6. Un elemento a € A de una reticula completa A es
compacto si para cualquier S C A se satisface lo siguiente:

\/S > a = existe T'C S finito, tal que \/T > q.

Para una reticula completa A el conjunto de elementos compactos se
denota por KA.

Definicion 2.3.7. Un local A es coherente si se satisface lo siguiente
e Todo elemento es supremo de elementos en KA.

e [CA es cerrado bajo Ay 1 € KA.

Una caracterizacién de local coherente estd dada mediante el siguiente
teorema.
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Teorema 2.3.8. Para A € Loc son equivalentes las afirmaciones:
(1) A es coherente.

(ii) Eziste D una reticula distributiva tal que A es isomorfo al local
formado por los ideales de D.

Demostracion. (i) = (ii) Veamos que KA es reticula distributiva. Por
ser A local coherente se tiene que KA es semireticula inferior y 1 € KA.
Para a,b € KA consideremos S C A tal que \/S > a Vb > a,b, entonces
por ser a y b compactos se cumple que existen R,T C S finitos tales que
VR>ay\T>b,luego el conjunto finito RUT satisface que RUT C Sy
V(RUT) > aVb, por lo tanto a Vb € KA. Por tltimo, puesto que \/ ) = 0
se sigue que 0 € KA y por lo tanto KA es reticula.

Sea Z(KA) el conjunto de ideales de KA, por el teorema 1.3.27 se tiene
que Z(KA) es un local.

Definamos la funcién ¢ : A — Z(KA) tal que para cada a € A se cumple
lo siguiente:

¢(a) =} (a) N KA.

La funcién ¢ esta bien definida puesto que el supremo finito de elementos
compactos es compacto. Por otro lado definamos ¢ : Z(KA) — A tal que
para cada I € CA se cumple lo siguiente:

p(h)=\/1.

Por ser A local coherente se tiene que cada elemento a es el supremo de
los elementos compactos menores o iguales que él y por lo tanto

(pod)(a) = ¢ (d(a) =\/ ¢(a) = a.
De manera inversa para I € KA se tiene que
(o)1) =L (\/ 1) nKa.

Claramente I C| (\/I) N KA, supongamos que k €| (\/I) con k
compacto, entonces k < \/ I, luego existe S C I finito tal que k& < \/ S,
pero al ser finito S e I un ideal se cumple que \/ S € I, entonces k € I y
por lo tanto

(o)) =1
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de esto se concluye que ¢ y ¢ son biyecciones que preservan orden, lo cual
implica que son isomorfismos de marcos y por lo tanto A es isomorfo como
local a Z(KA).

(19) = (¢) Supongamos que D es reticula distributiva tal que A es
isomorfo a los ideales de D, denotado por Z(D). Veamos que

1) KZ(D) = {4 (d) | d € D}.
Sean d € D y & C Z(D) tales que
L < (Us).

Por el lema 1.3.25 existe {di,ds,...,d,} C |JS finito tales que d =
VA{di,ds,...,d.}, para cada i € {1,2,...,r} consideremos I; € < tal que
d; € I;. Puesto que d =\/{d1,da,...,d,} se tiene que

por lo tanto

entonces | (d) es compacto en Z(D).
Sea I € Z(D) compacto, claramente

(0]

entonces existe {i,42,...,is} C I finito tales que

Ig<U¢@»
j=1

pero cada ideal generador del lado derecho estd contenido en I por lo tanto
ocurre la igualdad. De nuevo por el lema 1.3.25 se tiene que

<O } (ij)> =] (\/{z’l,ig,...,is}),
j=1

De lo anterior concluimos que I es el ideal principal generado por
VA{ii,io,...,is}. De esto se sigue la igualdad (1).
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Cualquier ideal J € Z(D) es el supremo de los ideales principales
generados por los elementos de J, ademds para cada e, f € D se satisface
que

LN (f) =L (enf).

Por dltimo D =/ (1) el cual es compacto en Z(D). De todo lo anterior
se concluye que Z(D) es coherente y por lo tanto A también. O

Como aplicacion de esta proposicién tenemos que los locales coherentes
y las reticulas distributivas son equivalentes para ciertas categorias.

Definicién 2.3.9. Para A, B locales coherentes y h : A — B morfismo
de locales, h es morfismo de locales coherentes si la imagen de elementos
compactos de B bajo h* es un elemento compacto en A.

Definicion 2.3.10. Se denota por CoLoc a la categoria con objetos locales
coherentes y flechas morfismos de locales coherentes.

Teorema 2.3.11. La categoria CoLoc es dual a la categoria DLat.

Demostracion. Definamos el funtor contravariante I : CoLoc — DLat tal
que para los objetos A, B € CoLoc y el morfismo h : A — B hace la
asignacién

A KA
h }L— Kh=h*|xB
B KB

Por ser h morfismos de locales coherentes se tiene que Kh : KB — KA
estd bien definida. La funcional I es funtor puesto que la restriccién de
morfismos de locales coherentes respeta composiciones.

Por otro lado definamos el funtor Z : DLat — CoLoc tal que a los
objetos D, EF € DLat y el morfismo g : D — F realiza la asignacién
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donde Zg es la flecha tal que para cada I € Z(D),

Por ser g morfismo de reticulas e I ideal se cumple que g(I) es cerrado
bajo V, luego Zg*(I) es ideal y por lo tanto esté bien definida la funcién Zg*.
Consideremos J € Z(D), entonces por la proposicién 1.3.7 y del hecho de
que para subconjuntos S,T C E se satisface que | (SAT) =] (S)n | (T),
se tiene lo siguiente:

Ahora consideremos § C Z(D), entonces por el lema 1.3.25, por ser g
morfismo de reticulas y del hecho de que § es una familia de ideales se tiene
que

=] ({\/{g(al)7-~-,g(an)} |Vie{1,...,n},9(a:) € |J g(K)})

Keg

por lo tanto Zg* es morfismo de marcos y entonces Zg es morfismo de locales.
Para todo d € D se cumple que

Zg* (1 (d)) ={ (9(d))

entonces Zg es morfismo de locales coherentes.
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Por ultimo para mostrar que Z es funtor veamos que si k : E — F es
morfismo entre las reticulas distributivas E y D, entonces para cualquier
I € Z(D) se satisface

(Zk* o Zg*)(I) =1 (k(L (9(1))))
(k(g(f )
Z(ko g)*(I).
Para cualesquiera A y B locales coherentes, por la proposicién 2.3.8,

existe ¢4 : IKA — A isomorfismo tal que ¢p4(I) =\/I. Paraun h: A — B
morfismo de locales coherentes y cualquier I € ZICB se tiene que

oA((ZKh)* (1)) = ¢pa((Zh*
(

donde la penultima igualdad se da puesto que h* es morfismo de marcos.
Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

TKA2A . 4
IICh\L \Lh
IKB— B

De manera reciproca para D € DLat y dos elementos d, e € D se cumple
que

LNl (e) =L (dNe)
(L (@UL(e) =L (dVe)
de donde se sigue que la funcién ¢pp : D — KZD tal que pp(d) =] (d),

es isomorfismo entre D y KZD. Para F reticula distributivay g: D — FE
morfismo, se tiene para todo d € D lo siguiente
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(KZg)(¢p(d)) = (Zg")( (d)) =} (9(d)) = (¢r 0 g)(d),

entonces el siguiente diagrama conmuta

D2 KID

| e

EWICIE

Por lo tanto se tiene que CoLoc y DLat son categorias duales via los
funtores K e Z. O

Para relacionar todos estos resultados con la categoria de espacios
topoldgicos veamos la definicion.

Definicién 2.3.12. Un espacio X € Sob es coherente si el local Q(X)
es coherente. Un morfismo de espacios coherentes es una funcién continua
f: X =Y tal que Qf es morfismo de locales coherentes.

Definiciéon 2.3.13. La categoria CoTop formada por objetos espacios
topoldgicos coherentes y flechas morfismos de espacios coherentes es la
categoria de espacios coherentes.

Entonces para relacionar la nocién de espacio coherente y local coherente
notemos el siguiente lema.

Lema 2.3.14. Se satisface que CoLoc C SLoc.

Demostracion. Sea A € CoLoc, por la proposicién 2.3.8, se cumple que
A= TKA. Veamos que los elementos irreducibles de ZIXCA son exactamente
los ideales primos de KA. Sea I C KA un ideal.

Supongamos que [ es irreducible en KA consideremos x,y € KA tales
que x Ay € I, entonces

L@nd(y) =l (zry) S 1

luego por ser [ irreducible | () C I o | (y) C I lo cual implica que = € I o
y € I de donde se sigue que [ es ideal primo.

De manera reciproca supongamos que I es un ideal primo. Sean J y
K € KA ideales tales que I O J N K, veamos que alguno de ellos estd
contenido en I. Supongamos que J ¢ I, entonces sea z € J \ I, puesto que
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JANK =JNK C I se tiene para todo w € K que z A w € I, luego por ser
I un ideal primo se tiene que w € I, entonces K C I.

Por la proposiciciéon 2.3.4, para ver que ZKA € SLoc basta probar
que €74 es inyectiva. Sean J,K € ZKA ideales distintos, sin pérdida
de generalidad J ¢ K. Consideremos b € J \ K, entonces aplicando la
proposicién 1.3.21 para el ideal K y el filtro 1 (b), existe K filtro primo tal
que K C K yb¢ K, por lo tanto J ¢ K entonces

K € 25\ Bk = exa(d) \ ezxa(K)

de donde se sigue que €74 es inyectiva. O

Con todo esto se tiene la siguiente generalizacion del teorema de dualidad
de Stone.

Teorema 2.3.15. (Generalizacion del Teorema de Dualidad de Stone) La
categoria CoTop es dual a la categoria DLat.

Demostracion. Por el teorema 2.3.11 las categorias CoLoc y DLat son
duales. Por el lema 2.3.14 se tiene que CoLoc C SLoc, entonces
restringiendo la equivalencia dada por el teorema 2.3.5 a esta categoria
obtenemos que CoLoc es equivalente a CoTop de donde se sigue el
resultado. O

Un espacio X es espacio cero dimensional si existe una base de la
topologia conformada por conjuntos cerrado-abiertos. A un espacio cero
dimensional, Hausdorff y compacto se le llama espacio de Stone. Para
notar que esto es una generalizacién del teorema de dualidad de Stone usual
demostremos los siguientes resultados.

Proposicion 2.3.16. Para un espacio topolégico X son equivalentes las
afirmaciones siguientes:

(1) X es espacio de Stone.
(ii) X es Hausdorff y coherente.

Demostracion. (i) = (i) Por ser X espacio de Stone se tiene que es
Hausdorff, compacto y cero-dimensional. Por ser compacto X € KQ(X) y al
ser Hausdorff la interseccién de compactos es compacto, por lo tanto (X))
es reticula. Por ultimo cualquier conjunto cerrado-abierto de X es abierto
y compacto, entonces KQ(X) es base de X, lo cual implica que cualquier
abierto de X es supremo (unién) de elementos en K(X). Entonces X es
coherente y de la definicion de espacio de Stone se tiene que es Hausdorff.
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(73) = (1) Como X es coherente X € KQ(X), entonces X es compacto.
Por ser X coherente se tiene que (X)) es base de X, pero justamente por
ser X compacto Hausdorff se tiene que K(X) son los conjuntos cerrado-
abiertos, por lo tanto X es cero-dimensional y entonces es espacio de
Stone. O

Proposicién 2.3.17. Para una reticula distributiva D son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

(i) D es dlgebra booleana.
(ii) PtZ(D) es Hausdorff.

Demostracion. (i) = (it) Sean I y J ideales primos distintos, sin pérdida
de generalidad J ¢ I, entonces consideremos d € J \ I, por ser D algebra
booleana existe —d el complemento de d, luego comod ¢ I y dA—-d =0 € I.
Por ser I un ideal primo se tiene que —d € I.

Si —d € J se tendria que d V -d = 1 € J lo cual es una contradiccién a
que J sea un ideal primo. De lo anterior se tiene que

Ie Ei(d) y J € Z¢(ﬁd).

Supongamos que existe K tal que K € X4 N X g, entonces existen
e<dye <—dtales que e, ¢ ¢ K, sin embargo e Ae’ < dA—-d=0y por lo
tanto e A€’ =0 € K lo cual es una contradicciéon por ser K un ideal primo,
por lo tanto ¥ g N X q) = 0.

(74) = (i) Supongamos que PtZ(D) es Hausdorff, entonces los abiertos
compactos de PtZ(D) resultan ser abiertos-cerrados y por lo tanto son
elementos complementados, luego KQ(PtZ(D)) es reticula distributiva
complementada lo cual es equivalente a que sea un algebra booleana.

Por los teoremas 2.3.5 y 2.3.8 se tiene que

KQ(PtZ(D)) = KZ(D) = D
de donde se sigue el resultado. O
Concluimos la seccién con el teorema cldsico de dualidad de Stone.

Teorema 2.3.18. (Dualidad de Stone) La categoria de espacios de Stone
es dual a la categoria de dlgebras booleanas.
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Demostracion. Puesto que la imagen inversa de funciones continuas mandan
conjuntos cerrado-abiertos en conjuntos cerrados-abiertos se cumple que
cualquier funcién continua entre espacios de Stone es morfismo de espacios
coherentes. Combinando las proposiciones 2.3.16 y 2.3.17 al restringir la
dualidad del teorema 2.3.15 se obtiene que la categoria de espacios de Stone
es dual a la categoria de algebras booleanas. O

2.4 Sublocales, congruencias y ntcleos.

En esta seccion se estudia la nocion de sublocal concepto que estd inspirado
en la idea de subespacio topolédgico en la categoria Top. Para ello se consulté
[6] junto con [3].

Para espacios X,Y € Top se cumple que si existe una funcién continua
inyectiva i : Y — X tal que Q(Y) = {i /}(U) | U € Q(X)}, entonces Y
se puede representar como un subespacio del espacio X. Por lo anterior
definimos un sublocal de un local de la siguiente manera.

Definicion 2.4.1. Para A, B € Loc locales, un morfismo h : B — A es
sublocal de A si el morfismo de marcos h* : A — B es suprayectivo.

La naturaleza de los sublocales estd relacionada con las nociones de
epimorfismo y monomorfismo en la categoria Loc.

Proposiciéon 2.4.2. Para h : A — B morfismo entre los locales A y B se
cumple lo siguiente:

(1) h es epimorfismo en Loc si y sdlo si h* es inyectiva.
(ii) h es monomorfismo extremal si y sélo si h* es suprayectiva.

Demostracion. (i) Supongamos que h es epimorfismo, entonces h* es
monomorfismo. Consideremos S = {0 < s < 1} el marco con tres
elementos y para un elemento x € B definamos o, : S — B el morfismo
de marcos tal que 0,(0) = 0p,0,(1) = 1p y 04(s) = x. Sean a,b € B
tales que h*(a) = h*(b), entonces para los morfismos de marcos o, y
op se satisface que h* o g, = h* o g3, luego por ser monomorfismo h*
se tiene que o, = o3 lo cual implica que a = b. Si A* es inyectivo,
entonces tiene inverso izquierdo que resulta ser morfismo de marcos,
luego h* es monomorfismo en Frm y por lo tanto h es epimorfismo en
Loc.
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(1) Supongamos que h es monomorfismo extremal, entonces h* es
epimorfismo extremal. Se tiene que el siguiente diagrama conmuta

h[B]
2
. A

h

B

con 7 el morfismo inclusiéon. Por ser ¢ inyectiva, por el inciso anterior,
se tiene que 7 es monomorfismo en Frm. Al ser h epimorfismo extremal
se tiene que ¢ es isomorfismo luego i es suprayectivo de donde se sigue
que h*[B] = A y entonces h* es suprayectivo.

De manera inversa si h* es suprayectivo y h* = k o j con k
monomorfismo, al ser A* suprayectivo se cumple que k& también es
suprayectivo, luego k es suprayectivo e inyectivo (por el inciso anterior
k monomorfismo implica que es funcién inyectiva) y por lo tanto
biyectivo, asi k debe ser isomorfismo de marcos. Esto implica que
h* es epimorfismo extremal.

O

Ejemplo 2.4.3. Para un un local A y un elemento a € A, de define el
morfismo de marcos a : A —] (a) tal que para b € A, a(b) = a A b.
Claramente este morfismo es un sublocal por ser suprayectiva la funcién.
Este sublocal es llamado sublocal abierto.

Ejemplo 2.4.4. Para un un local A y un elemento a € A, de define el
morfismo de marcos @ : A —1 (a) tal que para b € A, a(b) = a V b.
Claramente este morfismo es un sublocal por ser suprayectiva la funcién.
Este sublocal es llamado sublocal cerrado.

Definicién 2.4.5. Para dos sublocales h : B — A, b/ : B’ — A de A, se
denota por h C h' al hecho de que exista k : B — B’ un morfismo de locales
tal que b/ o k = h. Se dice que los sublocales son equivalentes si h C I/ y
R’ = h. Al conjunto de clases de equivalencia de sublocales de A con esta
relacién se le denota por SA.

Segun el inciso (i7) de la proposicién 2.4.2 un sublocal es equivalente a un
monomorfismo extremal en la categoria Loc. Dado un sublocal h: B — A
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de A es posible definir una relacién sobre los elementos de A de la siguiente
manera:

a=pb< h*(a) =h"(D).

Puesto que =; se define mediante una igualdad de evaluaciones de
morfismo de marcos resulta que =;, es relacién de equivalencia que respeta
supremos arbitrarios e infimos finitos. Con esta relacién de equivalencia es
posible definir una funcién j, : A — A tal que para un a € A asocia al
elemento

jn(@) = \/lal=, = \/{b € A a=yb}.
Esta funcién satisface para todo z,y € A
(i) = >y implica que jx(z) > jn(y)
) Jn(in(x)) = jn(2)
(iif) jn(z) >
(iv)

justamente porque la relacion = respeta supremos arbitrarios e infimos
finitos.

Las nociones de sublocal, relacién de equivalencia que respeta la
estructura de marco y la de funcién que satisface los puntos anteriores son
equivalentes.

(i1

Jn(x ANy) = jn(x) A ju(y)

Definicion 2.4.6. Para un local A decimos que =¢ es congruencia sobre A
si es relacion de equivalencia y satisface lo siguiente:

o (compatible con \/) Para P ={z) | A€ I} C Ay Q={yy | A€} C
A tales que x\ =¢ y), se cumple

o=\

e (compatible con A) Para cualesquiera a,b,c,d € A tales que a =¢ by
c =c¢ d se tiene
alNc=cbAd.

El conjunto de congruencias es denotado por CA.

Definiciéon 2.4.7. Para un local A una funcién j : A — A es nucleo si
satisface para todo x,y € A las siguientes propiedades
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monotonia) z < y implica que j(z) < j(y).
idempotente) j(j(z)) = j(x).
inflatoria) j(z) > x.

respeta A) j(z Ay) = j(x) A j(y).

El conjunto de ntcleos es denotado por A A.

Teorema 2.4.8. Para un local A los siquientes conjuntos SA, CA y NA
estdn relacionados biyectivamente.

Demostracion. o SA=CA.

Para un sublocal h: B — A de A definamos la relaciéon =, tal que
a=pb<s h*(a) =h"(b).

De la definicion de =; se sigue claramente que es relacién de
equivalencia y ademads, por ser h* morfismo de marcos, =, es
compatible con \/. Consideremos la funcién ¢ : SA — CA tal que
para cada h sublocal de A le asocia

La funcién ¢ estd bien definida puesto que dos sublocales equivalentes
definen la misma relacién por existir un isomorfismo de marcos que los
relaciona.

De manera reciproca para cada =¢€ CA consideremos la proyeccion
canénica p¢ : A — A/ =¢. Veamos que A/ =¢ el conjunto de clases
de equivalencia es marco. Los operadores V¢ y Ac sobre A/ =¢ tales
que para cada [al, [b] € A/ =¢ satisfacen

[a] Ve [b] = [a V b] [a] Ac [b] = [a A D]

estan bien definidos por ser =¢ congruencia. Por otro lado, por
satisfacer V y A las leyes de absorcién, también lo hacen V¢ y
Ac, entonces por el teorema 1.1.7 A/ = resulta ser una reticula.
Consideremos P = {[a;] | i € #} C A/ =¢, entonces para toda i € .&
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ai] = [ai : Q{, a)]

y por lo tanto [\/,. , a;] es cota superior de P. Consideremos [z] cota
superior de P, entonces para todo i € . se cumple que a; A x =¢ a;,
luego por ser =¢ congruencia se tiene que

\Vdailie sy = \/{zrai|ic 7}
zcm(\/{amef})

donde la tultima igualdad se da puesto que A es marco, entonces
[] > [V{a; | i € #}] de donde se tiene que [\/ 4, P] es el supremo de P.
De lo anterior se tiene que A/ =¢ es reticula completa superiormente,
luego por el teorema 1.1.12. A/ =¢ es reticula completa. La LDI se
satisface en A/ =¢ por ser A marco.

Definamos ¢ : CA — SA que a cada =¢€ CA asocia a la clase

{h | h es sublocal equivalente a p;"}.

Consideremos =p€ CA, entonces para a,b € A

a=pb< ppla) =ppb) & a =por b

de donde se tiene que =p==3" = (¢ o p)(=p).

De manera inversa para un sublocal h : B — A con H los locales
equivalentes a h se cumple que la funcién k* : A/ =,— B tal que a la
clase [a] le asocia

k*(la]) = 1" (a)

estd bien definida (puesto que todo elemento =p-equivalente a a tiene
misma imagen bajo h*) y es morfismo de marcos por ser h* morfismo de
marcos, ademds por ser h sublocal k* es suprayectiva y de la definicion
de £* también se sigue que es inyectiva, por lo tanto es isomorfismo de
marcos. Justo k* es morfismo de marcos que satisface

kE*op=, =h*



80

CAPITULO 2. MARCOS Y LOCALES

por lo tanto p=, € H y entonces (¢ o ¢)(H) = K.

De esto se sigue que ¢ y ¢ son inversas la una de la otra y por lo tanto
biyecciones de conjuntos.

CA=NA.

Para =¢c€ CA definamos jo : A — A la funcién tal que para un
elemento a € A le asocia

je(a) =\/{b € A|b=c a} =\/[d]
Sean x,y € A, entonces por ser A marco
je(@) nely) = (Vial) A (Ve

=\ {(\/M) Ay Y =c y}
=\/{\/{x’/\y’ |2 =cx} |y =c y}
=\{2' Ay |2 =c 2,y =c y}
= \/([=] A ly)
=\/([z A )
= Jje(z A\ y)

donde la pentltima igualdad se sigue de que =¢ es congruencia. De
lo anterior se deduce que je¢ respeta A y en particular es mondtona.
Trivialmente es inflatoria y del hecho de que x =¢ \/[z] se tiene que
je(je(x)) = Vx| = je(x). De lo anterior se tiene que je es nicleo.

Definamos p : CA — N A tal que para cada =¢ congruencia
p(=c) = je-

De manera inversa para un ntcleo j definamos =; la relacién tal que

a=jbs jla)=jb).

Puesto que j respeta A, la relacién =; respeta A. Veamos que =;
respeta supremos arbitrarios. Sea P C A, por ser j inflatorio se tiene
que para cada y € P,

\ i(@) > i(y)

zeP
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entonces j (\/,cpj(x)) es cota superior de j(P). Sea z € A tal que
j(z) es cota superior de j(P), entonces para todo y € P se tiene que
j(z) > j(y), por lo tanto j(z) > \/{j(z) | * € P} y entonces por ser
monotono j e idempotente se cumple que

i) = 3Gi(2)) = (Vi)

por lo tanto j (\/ j(P)) es una minima cota superior en la imagen de
j. Ademds por ser mondtono j se tiene que j (\/P) es cota superior
de j(P), entonces de lo anterior se tiene que

i(V?)=i(Vio)

por otro lado j (\/ j(P)) > j(x) > x para todo x € P y por lo tanto al
aplicar supremo y j se obtiene la desigualdad opuesta a la desigualdad
de arriba de donde se concluye que

(+) i(V?)=i(\Vi®)

Sean Q = {z\ | A€ £}y R = {yxr | A € #} subconjuntos de A tales
que para toda A se tiene x) =; y», es decir j(xy) = j(yxr), por lo tanto

\/ i@ =\/j(®).
Aplicando j se tiene que
i(V9)=i(Vi)=i(Viw)=i(V=)
de donde se concluye que \/ Q =; \/ R.
Definamos 7 : N A — CA tal que para j € NA, 7(j) ==;,.
Sea =¢€ CA, entonces para cualesquiera a,b € A
a=cbs jela)=jcb) & a=;0b

por lo tanto =¢c==,,= (7 0 p)(=¢).

De manera inversa para un j € N'A y para a € A se cumple
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gjla) = j; (\/{x cAlz=; a})
=j; (Vir e Az <) = j0)})

pero puesto que j(j(a)) = j(a) se cumple que j(a) es el méximo del
conjunto {x € A | < j(z) = j(a)} y por lo tanto jj(a) = j(a),
entonces j = (po71)(j).

De esto se concAluye que p y 7 son inversa la una de la otra y por lo
tanto biyecciones.
O

La nocién de un ntcleo esta relacionada con el conjunto de puntos fijos
de él. Veamos que los puntos fijos de un nicleo forman un marco.

Teorema 2.4.9. Para un A € Loc local y un nicleo v : A — A se satisface
que v(A) = A, es marco con el orden heredado de A.

Demostracion. Notemos que por ser idempotente v se cumple

A, ={v(z) |z € A}
C{yveAlvy) =y}

={v(y) € A|v(y) =y}
CA,

entonces A, es justamente el conjunto de puntos fijos de v. Veamos que por
ser v nucleo, para cualesquiera a,b € A se cumple que

viaAab) =v(a) Ay v(b)

y por lo tanto A, es semireticula inferior. Para una familia P C A, por ()
la prueba del teorema 2.4.8. se tiene que

()

es una minima cota superior de v(P) en A,. Luego A, es reticula que
también es reticula completa superiormente, entonces por el teorema 1.1.12
A, es reticula completa.
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Sean a,b € A, entonces por ser inflatorio v se tiene que

v((a = v(b) > (a = v(b))

por otro lado, se tiene que a < v(a) y a A (a > v(b)) < v(b) entonces

aAv((a>v())) <via) Av((a>=v(b)))
=v(aA (a>=v(b)))
< () = v(b)

por lo tanto v((a > v(b)) < (a > v(b)) de donde se tiene que
v((a > v(b)) = (a > v(b))

por lo tanto A, tiene implicacién, entonces por el teorema 1.2.16. A, es
marco. O

Algo que hay que notar es que el menor elemento de A, no necesaria-
mente es 04, puesto que para un nicleo no se cumple necesariamente que
v(04) = 04, entonces A, es marco contenido en A pero no es submarco
necesariamente puesto que es posible que no se preserven los elementos dis-
tinguidos.

Un ejemplo relevante de nucleos es el siguiente.

Ejemplo 2.4.10. Para un local A y un elemento a se define la funcién
wg : A — A tal que para b € A

we(b) = (a > (a > b)).

Este resulta ser un ntcleo por las propiedades que satisface la implicacion.

2.5 Producto y Coproducto en Loc.

En la categoria Top existe los productos y coproductos de familias
arbitrarias, estos estan dados por el producto topoldgico y la unién disjunta
de espacios. El objetivo de esta seccién es mostrar que en la categoria Loc
también existen el producto y coproducto de familias arbitrarias de locales.
La construccién del coproducto en Loc es relativamente simple, sin embargo,
la construccién del producto requiere mas herramientas; esta construccién
se basa en la teoria presentada en [8].
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Teorema 2.5.1. (Ezistencia de Coproductos) Para un familia {Ax}rc.s de

locales, existe
11 4
e s

Demostracion. Consideremos A = [, , Ay el producto cartesiano dotado
con los operadores Ay y \/ , puntuales. Veamos que A es el coproducto
de la familia {A)} e~ en la categoria Loc. Puesto que Loc es la categoria
opuesta a Frm, es equivalente demostrar que A satisface la ley universal del
producto en la categoria Frm.

Para cada A € .# definamos p3 : A — Ay como la proyeccién de A sobre
A). Claramente p} es morfismo de locales puesto que A tiene los operadores
puntuales, entonces veamos que

il re s}

es la familia de morfismos que hacen a A el producto de los marcos { Ay }rc.s-
Consideremos B € Frm y

(5B Ay |Ae .7}

familia de morfismos.
Definamos p* : B — A tal que para b € B

P (b) = (rA(0)res-

Puesto que {7} : B — Ay | A € .} son morfismo de marcos y A tiene los
operadores puntuales se sigue que p* es morfismo de marcos, ademés para
toda b € B y toda A € . se cumple que

(Px 0 p*)(0) = pA((ru(b))pes) = ra(b).

La unicidad de este morfismo se sigue del hecho que cada proyecciéon
debe coincidir con el respectivo morfismo r. De esto se sigue que A es el
producto en Frm y por lo tanto es el coproducto en Loc. ]

La construccién de productos requiere de més herramientas y nuevos
conceptos inspirados en la nocién de ideal.

o e s . , . . . s A
Definicién 2.5.2. Para una semireticula inferior una funcién C : A — 22
es funcion cubierta de A si para cualesquiera a,b € A con a > b se satisface
lo siguiente:
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(1) SeC(a) =S < (a),
(i) SeCla)={bAs|seS}eCb).

Una funcién que satisface (ii) es llamada infimo estable. Un par (A,C) es
un cubriente.

Definicién 2.5.3. Un marco B es generado por un cubriente (A, C) si existe
un morfismo de semireticulas inferiores f : A — B tal que para todo a € A
se satisface la siguiente afirmacién

(o) S € Cla) = fla) = \/{f(s)|s €S}
B

y es universal con esta propiedad. Un morfismo f que satisface (o) es un
morfismo que convierte cubiertas de C' en supremos.

En la definicién anterior se dice que B es generado por el cubriente
(A, C) siexiste f: A — B que convierte cubiertas de C en supremos y para
cualquier marco B’y f': A — B’ morfismo que convierte cubiertas de C' en
supremos existe un tnico morfismo f : B — B’ tal que el siguiente diagrama
conmuta

I

A 7
Y

f B

Por dltimo definamos la nocién de ideal compatible con el concepto de
funcién cubierta.

Definicién 2.5.4. Para un cubriente (A,C), un subconjunto I C A es
C —ideal si I es cerrado inferiormente y satisface para cualesquiera a € A,
S € C(a) lo siguiente:

SCl=acl.

El conjunto de C — ideales se denota por CZd.

Demostremos el siguiente teorema que describe la estructura del conjunto
CZd.

Teorema 2.5.5. Para un cubriente (A,C) el conjunto CZd ordenado por
la contencion es un marco generado por (A,C).
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Demostracion. Sea DA el conjunto de subconjuntos cerrados inferiormente
de la semireticula A. Por el ejemplo 1.1.17 se tiene que DA es marco. De
la definicién de C-ideal se sigue claramente que la interseccién arbitraria de
C-ideales es C-ideal, entonces definamos la siguiente funcién j : DA — DA
tal que para S € DA,

j(S)=(WIecCzd|SCI}.

Veamos que j es nucleo del marco DA. De la definicion se tiene que para
cualquier S € DA se cumple que S C j(S), puesto que el menor C-ideal que
contiene al C-ideal j(S) es el mismo se concluye que j es idempotente.

Sean R,T € DA, denotemos por I = j(RNT). Puesto que R C j(R)
y T C j(T) se tiene que RNT C j(R) N j(T) y por lo tanto j(RNT) C
J(R) Nj(T). Para la otra contencién definamos el siguiente conjunto

R ={de A|VteT,dnt e I}.

De la definicién anterior se tiene que RC R y TNR =TAR C 1,
veamos que R’ € CZd. Por ser I cerrado inferiormente se tiene que
R’ es cerrado inferiormente. Consideremos U € C(a) tal que U C R/,
luego para toda t € T se cumple que {u At | v € U} C I, ademds
{unt | uweU} e Clant) de la infimo estabilidad de C, entonces se
tiene que a At € I por ser I un C-ideal. Por ser arbitrario ¢t € T se cumple
que a € Ry se sigue que R’ es C-ideal. Definiendo de manera similar

T'={de A|Vre R ,dnrel}

se cumple que R C R, RRNT C I y R es C-ideal. De esto se sigue que
JR)CR,j(T)CT"y

JR)NJ(T) SR NT CI=j(RNT)

de donde se deduce que j abre infimos y por lo tanto es ntcleo.

Por la proposicién 2.4.9 aplicada al nicleo j se sigue que j(A) = CZd es
un marco.

Veamos que CZd estd generado por (A,C). Definamos la funcién
f A — CZd tal que para un elemento a € A

fla) =7l (a))
el cual es morfismo de semireticulas inferiores por ser j nicleo.

Paraa € Ay S € C(a) se cumple que a € j (IU{j(} (s)) | s € S}) por ser
J(U{FU (s)) | s € S}) un C-ideal que contiene a S, entonces
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it @) < (U0 () 15 € 8}).

Para cualquier s € S se tiene que a > s entonces j(} (a)) 2 j(} (s)),
entonces

i (@) 2 (JUW (9)) | s € 5.

Al ser monotona j e idempotente se tiene

i @) < (UG () s € 8}).

de donde se concluye la igualdad entre los conjuntos.

Con lo anterior se deduce que f convierte cubiertas de C' en supremos.
Por dltimo mostremos que f es universal con la propiedad de convertir
cubiertas en supremos.

Sean B marcoy g : A — B morfismo de semireticulas inferiores tal que
g convierte cubiertas de C en supremos. Por el ejemplo 1.1.17 la funcién
g: DA — B tal que para S € DA

9(8) = \/{g(s) | s € S}
B
es morfismo que abre supremos arbitrarios, y por lo tanto existe g, : B — DA

adjunto derecho de g. Por la definiciéon de adjunto derecho de morfismos de
reticulas se tiene que para cada b € B

g.(b) = {D e DA | g(D) < b}

:U{DEDA \/{g(a)|a€D}§b}
B

:U{DEDA|V@€D,g(a)§b}
={a€ Alg(a) < b}.

Notemos que para S € C(a) tal que S C g.(b) se cumple que

g(a) = \/{g(s) | s € S} <,
B

entonces g(a) € g«(b) y por lo tanto g.(b) es C-ideal. Sea a € A, por ser g
v g« adjuntos

(1) (G0 9+)(9(a)) < g(a).
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Por ser g.(g(a)) un C-ideal que contiene a | (a) se cumple que f(a) =
i (@) € g«(g(a)) y por (1) se deduce que

g(a) <3(f(a)) < (9o 9.)(9(a)) < g(a)

por lo tanto para cualquier a € A se cumple que (go f)(a) = g(a), entonces

gof=gy.

La unicidad se sigue de que para cualquier I € CZd se satisface que

I=j (Um <a>>) :

acl
]

Como aplicacién de esto ahora es posible demostrar la existencia de
productos en Loc.

Teorema 2.5.6. (Existencia de Productos) Para una familia {Ax}re.s de

locales, existe
I1 4
res

Demostracion. Es equivalente mostrar que existe un coproducto en Frm
de la familia {Ajy}res. Definamos A como el siguiente subconjunto del
producto de marcos de {A)}xe.sr

A= {(a)\),\ey € H Ay | ay # 14, para una cantidad finita de indices} .
eI

Claramente A es semireticula inferior. Definamos para cada A € .7, el
morfismo de semireticulas inferiores ¢y : Ay — A que a cada b € Ay asocia
al punto ¢y (b) que satisface en las proyecciones lo siguiente:

N b sipu=A
p#(Q)\(b)) = {1AA SR D)

Sean a = (ax)rewr € A, p € F y S C Ay, definimos el remplazo de a
por S en la entrada p-ésima.

S(a,p) = {b€ A[pi(b) =pi(a), si A#u y p,(b) € S}.
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De la misma forma para a € A definimos la cubriente de a de la siguiente
manera

Ca) = { S(a,p) | e 7,5 C Ay tal que \/S = p(a)
Ay

De la LDI para cada marco A se sigue que la funcién C es funcion
infimo estable y por lo tanto cubriente.

Sea B = (7Zd, veamos que B satisface ser el coproducto en Frm.
Consideremos la familia de morfismos

Q={Qx=Jj( () : Ax—= CId| X e S},

veamos que Q satisface la propiedad universal de coproducto.
Sean X marco y una familia de morfismos

{T)\IAA—>X|>\€¢¢}.

Entonces podemos definir R : A — X tal que para cada (a))yes € A se
satisface lo siguiente:

R((ax)rer) /\{U ay) | A€ I}

Esta R es morfismo de semireticulas inferiores por ser cada r) morfismo
de marcos, por otro lado es claro que para cada A € . se satisface que
R o gy = r), entonces R o gy respeta supremos arbitrarios por ser morfismo
de marcos. Ademds R convierte cubiertas de C' en supremos, para ello
consideremos p € ¥, S C Ay, y (ax)aes tal que p,((ax)res) = ay = \/A# S
Sea S’ el conjunto de supremos finitos de S.

Si R((ax)re.r) = ru(au) entonces r,(ay) < ry(ay) para cada A € 7,
luego para cada s € S, r,(s) < ru(a,) < ra(ay) y por lo tanto se tiene que

R((ax)rer) =14 \/ S
Ap

—\/{Tu | s €5}
—\/{R e Saw)
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Por otro lado si R((ax)xe.s) = ra(ay) con A # p entonces

ra(ay) < ru(ay) \/{r |se S}t = \/{7“ |se S}

donde la 1ltima igualdad es por que S y S’ tienen el mismo supremo. Por
lo tanto existe s’ € S’ tal que ry(ay) < ru(s’) y por lo tanto

R((ax)rer) = rulay)
—\/{R Y te S (a,pu),t>s}

—\/{R [t € S(a,m)}

donde la udltima igualdad se sigue del hecho de que \/ A, S=\ A, S’. En
cualquier caso R transforma cubiertas de C' en supremos y por el teorema
2.5.5 se tiene que existe un Unico g : CZd — X morfismo de marcos tal que

R=goj{ ()

y componiendo con gy para cualquier A obtenemos que

m=Rogn=goj(l (ar())) =g0oQn

entonces la familia Q tiene la propiedad universal del coproducto y por lo
tanto CZd es el producto de los locales {A)} c.» en Loc. O



Capitulo 3

Teorema de Tychonoff en Loc

Para concluir veamos una “generalizacién” del clasico teorema de Tychonoff
para espacios topoldgicos. En la categoria Loc también se satisface que el
producto de locales es compacto precisamente cuando todos los factores son
compactos. La prueba de este teorema se basa en las ideas encontradas en
[7], trabajo famoso de P. T. Johnstone en el cual expone un poco de la teoria
de locales que se puede desarrollar sin depender del axioma de eleccion.

3.1 Teorema de Tychonoff sin axioma de eleccion.
Definicion 3.1.1. Un local A es compacto si 14 € KA.

Definicién 3.1.2. Para {A)}\cs una familia de locales, Ay es la
semireticula inferior formada por los elementos del producto cartesiano que
tienen una cantidad finita de coordenadas distintas de 1. Para la funcién
cubierta C sobre A considerada en la construccién del coproducto en Frm
se difine Cy la funcién tal que para a € A

Crla) ={SC A|S€cCla),S finito}.

Se denota por CyZd al marco formado por los Cy — ideales inducidos
por Cy.

Definicién 3.1.3. Para un elemento a = (a))res € Ay, una familial' C &
y elementos A = {b, | 4 € T',b, € A,} el elemento a(a) es el elemento en
A s que coordenada a coordenada satisface lo siguiente:
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X b, sip€eA
p“(a(A)) - {a/,: si pé A

Definiciéon 3.1.4. Para un subconjunto S C Ay y A C .#, un elemento
(ax)res es A-generado por S si ay = 14, para cada A € # \ A, para todo
p € A existe S, C A, tal que \/ S, = a, y la familia {S,, | p € A} cumple
que

{/\{qu(bu) lpeA}|b, € SM} CS.

En la definicién anterior diremos que (ay)e.s €s A-generado finitamente
por S si existen S, finitos que satisfacen las propiedades.

Lema 3.1.5. Sean {A)}rcs familia de locales y S C Ay subconjunto
cerrado inferiormente. El conjunto

fs={a€ Ay |a es A— generado finitamente por S para algin A finito}

es el Cy-ideal generado por S.

Demostracion. Puesto que S es cerrado inferiormente, todo elemento menor
a un A-generado finitamente también es A-generado finitamente, por lo tanto
fs es cerrado inferiormente. Ahora sea a = (a))j e~ un elemento A-generado
finitamente por S con A = {1, A2, ..., A} vy {Si € Ay, | Ai € A} la familia
de subconjuntos tales que \/ S; = ay, para cada i € {1,2,-,n}.

Sean J € CyId que contiene a S, s1; € S; para i > 2 elementos
arbitrarios fijos y Ay = {ax,,s1,2,51,3,.--,51,n}, entonces por ser a un
elemento A-generado finitamente por S se tiene que

Sl(a(AI)a)\l) S C'f(a(Al))
por lo tanto, por ser J un CyZd, Si(aa,), 1) €S C J, entonces

a(ny) = \/Sl(a(Al)a)\l) eJ

De la misma manera para s;2 € S; para 1 > 3y Ay =
{ar,,ar,, 832, ...,8n2} se cumple Sa(aiayy,A2) © J y Sa(aa,),A2) €
Ct(aa,)), por lo tanto
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a(ny) = \/SQ(G(AQ)7>\2) €J

Por induccién se concluye que a € J y por lo tanto fg C J, de donde se
deduce que fg estd contenido en cualquier C'y-ideal que contiene a S.

Veamos que fs es un Cy-ideal. De la definicién de la cubierta Cy
se cumple que fg es Cy-ideal si es cerrado por V. Consideremos b =
(aressc = (eres € fsy T'={m,72,..-,m} € F finito tal que para
cada A € #\ T se cumple p3(b) = p3(c) = 14,. Puesto que b,c € fsy fg es
cerrado inferiormente para A = {b,, Ac,, | i > 2} se tiene que bays ca) € [ss
por lo tanto para cada i € {1,2,...,k} existen R;,T; C A, finitos tales que

by, :\/Rl Y Cy :\/TI

ycada2<i<k

by; A ey, :\/Rj :\/TJ

Definamos los siguientes conjuntos finitos U; = Ry U T} y para cada
2<i<k, U =R ANT;,={rNt|re€R;teT;}, entonces se cumple que

\/H1 = b’h V Cyy

\ Hi=by, Ney, Vi€ (2,3, k}

y esta es una familia de conjuntos que satisfacen las condiciones para que
ba) V ¢(a) sea un elemento I'-generado por S, luego ba) V c(a) € fs.
Aplicando varias veces este argumento se concluye que para Ay = {b,, V¢4, }
se cumple que ba,), ¢(a,) € fs vy repitiendo el proceso inductivamente sobre
las coordenadas +y; se tiene que bV ¢ € fg de donde se concluye que fg es el
C'y-ideal generado por S. O

De hecho la prueba de que cada elemento I'-generado finitamente
pertenece a cualquier Cy-ideal se puede reproducir para que el elemento
I-generado (no necesariamente de manera finita) pertenezca a cualquier C-
ideal, para ello se utliza los mismos argumentos y la ley distributiva infinita.

Definiciéon 3.1.6. Para un subconjunto S cerrado inferiormente de una
reticula completa superior, el conjunto DS es el conjunto de supremos de
subconjuntos dirigidos contenidos en S.
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Lema 3.1.7. Para S un subconjunto cerrado inferiormente de Ay asociado
a la familia {A)}xes se cumple que

(1) DS estd contenido en el C-ideal generado por S.
(i1) Si S es Cy-ideal, entonces DS es Cy-ideal.

Demostracion. (i) Sea a = (ay)rxesr = \/ D con D C S dirigido. Por ser
D dirigido se tiene que para un d’ = (d})res € D,

a=\/{deD|d>d}

pero puesto que a,d € A, se cumple que existe un conjunto finito
I' C . tal que para todo A € Z\ T, ay = d}, = 14,, entonces con
induccién sobre los elementos de I' y con la misma herramienta del
lema anterior, pero para cubiertas de C' y C-ideales, se concluye que
a pertenece a cualquier C-ideal que contiene a S.

(7i) Sean b = (by)acs,c = (cx)resr € DS tales que difieren solo en
la entrada A, consideremos el operador en A, tal que para x =
(x)xes Y = (Yrx)res € fs asocia el elemento z * y que coordenada a
coordenada satisface

Th Vyr, Sip=2A
(rxy) = ! v
Pu(T*y) {:U“/\y# Siopu# A\

Sean B,C C S dirigidos tales que b = \/ By ¢ = \/C. Entonces el
conjunto

BxC={V=xd |V eB,deC}

es dirigido por ser x operador que respeta el orden y ser B y C' dirigidos. Por
ser S un Cy-ideal se cumple que B x C' C Sy entonces \/ B * C € DS, pero
de la construccién y la ley distributiva infinita se tiene que \/ BxC = bV c.
Aplicando esto inductivamente se sigue que D es cerrado por V que es
equivalente a ser C'y-ideal. O

Lema 3.1.8. Para una familia de locales { A\}re.s compactosyP C CTdA 4
se cumple que si Ay es generado como C-ideal por | JP, entonces Ay es
generado como Cy-ideal por JP.
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Demostracion. Definamos para cada ordinal « el conjunto P, de la siguiente
manera

Py = fy»
Pgi1 = D(Pg)
Ps = U{Pa | <6} 6 ordinal limite.

Por el inciso (i7) de la proposicién 3.1.7 se tiene que para todo ordinal P,
es un Cy-ideal. Del hecho de que fp estd contenido en el C-ideal generado
por [JP y del inciso (i) del lema 3.1.7 se tiene que P, estd contenido en
el C-ideal generado por |JP. Puesto que (Py)q>0 €s una sucesion creciente
de subconjuntos de A, indicada en los ordinales la sucesién se estabiliza
en algin momento (puesto que lo ordinales son una clase propia), es decir,
existe un vy tal que Py, = Py .

Por el teorema 1.1.15 para un S C A » cerrado inferiormente se satisface
que S es C-ideal si y sélo si

S =DS.

Sea « el minimo ordinal tal que
P, =P, 1 =DP,,

entonces por lo anterior se sigue que P, es C-ideal. Por ser v el minimo con
esta propiedad y cumplirse que P, estd contenido en el C-ideal generado por
U P se tiene que P, debe ser el C-ideal generado por (JP.

Puesto que |JP genera a A y como C-ideal, se tiene que 14, € P,. Sivy
es ordinal limite se cumple que

la, € P51 8 <}

de donde se tendria que existe 8 ordinal menor a vy que contiene a 14, lo
cual implica que Pg = A s, sin embargo esto es absurdo por la minimalidad
de 7.

Por otro lado si v = ' + 1 (ordinal sucesor) entonces existe D C Pg
dirigido tal que 14, = \/D. Por ser dirigido D se cumple que para un
deD,\VD=\{d|d>d} y puesto que d sélo tiene una cantidad finita
de coordenadas distintas de 1 se cumple que difiere de 14 , en una cantidad
finita de coordenadas. Supongamos que d’ y 14, difieren las coordenadas
de subconjunto I' C .#.
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Consideremos Dy = pi(DN 1 (d')) para cada A\ € T'. Puesto que
1a, = VD se cumple que \/ Dy = 14,, luego al ser cada Ay compacto
existe una familia finita de E\ C D) tal que \/ E\ = 14,, lo cual quiere
decir que 14, es un elemento I'-generado por Pg un Cy-ideal, por lo tanto
14, € Pg lo cual es una contradiccién a la minimalidad de +.

De lo anterior se tiene que v no es ordinal limite ni ordinal sucesor, por
lo tanto v = 0 y por lo tanto

la, € fup
de donde se sigue que |J P genera a Ay como Cj-ideal. O

Teorema 3.1.9. (Teorema de Tychonoff) Para una familia de locales
{Ax}rer se cumple que

IT Ar=czdA,

AES

es compacto si y solo si cada Ay es compacto.

Demostracion. Si CTA s es compacto, consideremos A € Z, y Sy C Ay tal
que \/ 4, S = 14,, entonces las familia de C-ideales

{71 (ax(5))) | s € Sa}

claramente es una cubierta de A s y por lo tanto existe una subfamilia finita

que cubre a Az, sea {s1,s2,...,s:} C S tal que
k
Ay ej <U i <qA(si)>)>
i=1

pero para cualquier d € A y se cumple que | (d) es C-ideal, por lo tanto

14, € <U{¢ (ar(s1)) ]i—1,2,...,k}> ) (\/{si\i:I,Q...,k}>

de donde se tiene que
k
1A>\ = \/ S;.
i=1

De manera reciproca supongamos que cada Ay es compacto. Conside-
remos P C CZdA_» un subconjunto de C-ideales tal que [P genera a A »
como C-ideal.

Por el lema 3.1.8 se cumple que | J P genera a A s como Cy-ideal, entonces
la, € fyp por lo tanto existe un conjunto finito de indices I' tal que existen
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subconjuntos finitos By para A € I' de manera que 14, es I'-generado
finitamente por |J P via los conjunto B, entonces

S = {/\{q,\(bA) | )\EF}\bAeBA} c|Je.

Ademas S es finito por ser I" conjunto de indices finito y B) finito para toda
A €T, por lo tanto existe una coleccién finita Q de P tal que S C |JQ y por
lo tanto 14, es un elemento I'-generado finitamente por (JQ de donde se
sigue que A s es generado como Cy-ideal por [ Q.

De esto se concluye que A es generado como C-ideal por |JQ con Q
finito, entonces CZdA » es compacto. O

El teorema de Tychonoff en Loc es independiente del axioma de
eleccion puesto que la demostracion y nociones empleadas son puramente
constructivas. En este sentido se cumple que existe una gran cantidad de
teoria en Loc que es libre del axioma de eleccién. De esta manera hay una
diferencia esencial en la teoria que se tiene en la categoria Top con respecto
a Loc.
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