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Introduccion

El objetivo de esta tesis es clasificar los defectos topolégicos asociados a la tercera
ley de la Termodinamica. Para estudiar estos defectos se utilizan los grupos de homo-
topia, homologia y cohomologia. El presente capitulo tiene como intencién motivar
el estudio de la Geometrotermodindmica [GTD], asi como presentar un resumen de

este formalismo.

1.1. Termodinamica

La Termodinamica es una teoria que describe propiedades de la materia a nivel
macroscopico como la temperatura, el volumen, la presiéon, etc. Esta teoria se rige
por cuatro leyes que se obtuvieron empiricamente. La ley cero impone como condi-
cién de equilbrio la igualdad de temperaturas de los sistemas. La primera ley habla
de la conservacién de la energia de un sistema que sufre un proceso. La segunda ley
senala la direccién en que se llevan a cabo los procesos termodindamicos e introduce
una nueva variable termodinamica: la entropia; la cual describe lo irreversible de los
sistemas termodinamicos. Finalmente, la tercera ley proporciona un punto de refe-

rencia absoluto para la determinacion de la entropia.

Existen varias maneras de enunciar la tercera ley; la que se empleara en esta tesis
es: “Es imposible alcanzar la entropia minima mediante un nimero finito de procesos

cuasiestaticos” .
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1.2. Formalismos matematicos en Termodinamica

A lo largo de la historia, la Fisica ha cambiado su lenguaje desde lo empirico a
la utilizacion de matematicas cada vez mas complejas. Lo anterior es con el objetivo
de generalizar las leyes fisicas para utilizarlas en el mayor niimero de sistemas posi-
bles. En particular, la Termodindmica nace de la pura experiencia. El desarrollo de
tecnologias que reemplazaron el trabajo manual por maquinaria, llevé a la necesidad

de un conocimiento profundo de las leyes de la Termodinamica.

La utilizacién de Geometria en Termodindmica empieza con Gibbs [10], en 1871.
En este articulo, Gibbs presenté a la primera ley de la Termodinamica como una
forma diferencial, de manera que interpreté los estados de equilibrio de un sistema
termodindmico como una superficie. Més tarde, Caratheodory [3] formul6 las leyes
de la Termodindmica de forma axiomatica utilizando formas diferenciales de Pfaff
y el concepto de proceso adiabético. En 1973, Hermann [12] propusé un espacio
fase termodindmico con una estructura de contacto y Mrugala [18] extendié estos
estudios. Dos anos mds tarde, Weinhold [25] introduce otro objeto geométrico: una
métrica Riemanniana. Ademds, Ruppeiner [24] introdujo una métrica Riemanniana
distinta a la de Weinhold que trata la teoria de fluctuaciones termodinamicas. Esta
motivacién di6 origen al formalismo de la GTD, cuyo objetivo (al igual que los otros
formalismos) es una formulacién geométrica de la Termodinamica Clasica. Quevedo
[22] propone que las transformaciones de Legendre estan asociadas a la estructura

de contacto y a la métrica Riemanniana.

1.3. Geometrotermodinamica
En este formalismo se hacen las siguientes suposiciones.
1. Las leyes de la Termodinamica se deben cumplir.
2. Existe una ecuacién fundamental, la cual describe al sistema termodinamico.

3. Latermodinamica es invariante de Legendre; es decir, que la misma informacion
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termodindmica puede ser expresada en diferentes formas matematicas, cada

una de ellas representada mediante un potencial termodinamico.

4. Si el sistema tiene transiciones de fase, debe ser posible observarlo en este

formalismo.

La GTD permite estudiar los fenémenos termodinamicos desde un punto de vista
geométrico. La base de la GTD es una variedad diferenciable que tiene una estructu-
ra de contacto y una métrica Riemanniana, llamada espacio fase termodinamico 7T .
En este espacio se encuentra la forma diferencial de Gibbs, la cual es invariante ante
transformaciones de Legendre. Una variedad encajada en el espacio fase es conocida
como el espacio de estados de equilibrio £. El encaje induce una métrica sobre el

espacio de estados de equilibrio a partir de la métrica del espacio fase.

De esta forma, la GTD representa una formulacion geométrica invariante de la

termodinamica. Los espacios T y & se relacionan via el encaje ¢.

1.4. Estructura de la tesis

Esta tesis se centra en investigar los defectos topologicos que se presentan a partir
de introducir la tercera ley de la Termodinamica al espacio de estados de equilibrio
de la GTD. Para lograrlo, se estudiaran los grupos de homotopia, homologia y coho-
mologia. Ademads, se analizara el gas ideal en GTD, incluyendo las tres leyes de la
Termodinamica y sus geodésicas. Al estudiar sus geodésicas se encontraran las re-
giones definidas por las segunda y tercer leyes de la Termodinamica. Finalmente, se

utilizaran los resultados de este sistema para clasificar topolégicamente la tercera ley.

Ademas se analizard una mezcla finita, no interactuante de gases ideales y se
clasificara topologicamente la tercera ley en el espacio de estados de equilibrio de
este sistema.

En el segundo capitulo se estudiaran las herramientas matemaéticas para resolver
el problema planteado. Se dara una breve introduccién a la topologia algebraica, que
es la rama de las matematicas que estudia la topologia del espacio a partir los grupos
homotopia, homologia y cohomologia. Para este capitulo es muy conveniente tener

frescos conceptos de la teoria de grupos, por lo que, existe un apéndice como apoyo.
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En el tercer capitulo se mostrara detalladamente el formalismo de la GTD. Para
este capitulo es necesario entender conceptos de Geometria diferencial y Riemannia-
na que se exponen en el apéndice B. Ademads, se incluird como ejemplo los calculos
del gas ideal en GTD y se demostrara que los resultados obtenidos con este forma-
lismo concuerdan con la Termodinamica cldsica. Los conceptos de Termodinamica

clasica se encuentran en el apéndice C

El capitulo cuatro aborda el problema de la tesis. Primero se estudiara un gas
ideal y se observard la topologia del espacio de estados de equilibrio de este sistema.
También se hara un analisis similar para una mezcla no interactuante de un ntimero

finito de gases ideales.

El quinto capitulo estd dedicado a las conclusiones de la tesis, asi como diversas

propuestas para futuras investigaciones.

Es importante notar que este es un acercamiento nuevo para describir la tercera
ley de la Termodinamica y es mucho mas general en el sentido de que no es necesaria

la geometria para poder describirla, sino solamente la topologia del espacio la define.
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Breve Introduccion a la Topologia Algebraica.

La Topologia es una rama de las Matematicas muy amplia, la cual ha sido bien
aprovechada por los fisicos. Esta rama se encarga de encontrar diferencias y similitu-
des entre distintos espacios topoldgicos. Por ejemplo, para la topologia, un cuadrado
y un circulo tienen las mismas propiedades topoldgicas, mientras que, si al circulo le

hacemos un hoyo en el centro, entonces es distinto al circulo completo.

En Fisica se trabaja frecuentemente con espacios topoldgicos. Asi en mecanica
Newtoniana se trabaja en un espacio Euclideo metrizable (el cual es un conjunto
equipado con una funcién distancia), en mecanica Lagrangiana y Hamiltoniana los
espacios fase de ambas son espacios topoldgicos y en Relatividad se trabaja con una

variedad diferenciable, la cual es un espacio topoldgico.

Para que las leyes fisicas se cumplan en todos los marcos de referencia, necesita-
mos que estos marcos sean espacios topologicamente equivalentes, es decir, homeo-

morfos. Dos espacios son homeomorfos, si existe un homeomorfismo entre ellos.

Definicién 1. Sean X e Y dos espacios topolégicos, y sea h una funcion de X a'Y.

Entonces h es un homeomorfismo si es biyectiva, continua y su inversa es continua.

Existe un concepto muy importante en Topologia que esta relacionado con los
espacios homeomorfos: el invariante topologico. Este concepto es de gran utilidad
en Fisica, pues los fisicos suelen hacer transformaciones a los sistemas de manera

que sea mas facil resolver un problema. El hecho de saber que alguna propiedad es
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invariante, garantiza que no se pierde informacién del sistema al hacer una transfor-

macion.

Definicién 2. Sea P una propiedad del espacio topologico X. Decimos que P es un
invariante topologico si y sdlo si, dados Y un espacio topologico y h un homeomor-

fismo h: X =Y, se tiene que Y satisface la propiedad P.

Lo anterior nos dice que existen propiedades de un espacio topoldgico que no cam-
bian cuando utilizamos otro espacio. Esto es la maravilla que los fisicos encontraron
en los espacios topoldgicos. Un ejemplo de invariante topolédgico es la propiedad me-
trizable, es decir, una espacio es metrizable si es homeomorfo a un espacio métrico.
En mecanica Newtoniana, todos los marcos de referencia inerciales cumplen las leyes
de Newton, por lo que es necesario que estos marcos sean espacios métricos homeo-
morfos entre si, de manera que un cambio de coordenadas no afecte la informacién

fisica del sistema.

Ademas de este tipo de invariantes topoldgicos, existen otros que son de tipo
algebraico (como los grupos, anillos, etc.), los cuales son estudiados por la topologia
algebréica. En este capitulo, estudiaremos estos tipos de invariantes topoldgicos, a
saber, los grupos de homotopia, homologia y cohomologia. Al final del capitulo ve-

remos como se relacionan con la Fisica.

En este trabajo se incluye un apéndice sobre teoria de grupos, para aquellos
lectores que quieran aprender o simplemente rememorar este bonito topico. En el
apéndice se definen los conceptos béasicos que se necesitan para estudiar los grupos

antes mencionados, por lo que se recomienda al lector entender bien estos conceptos.

2.1. Grupo Fundamental

Comencemos con una introduccion al grupo fundamental. La mayor parte de esta
seccién se extrajo del libro [21]. El lector interesado puede consultar este gran libro

para enriquecer el analisis aqui presentado.
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Si se tienen dos espacios topoldgicos X; vy Xy como muestra la figura [2.1] po-
demos encontrar sus diferencias topolégicas conociendo el nimero de agujeros que

tienen cada uno de ellos.

Xo

Figura 2.1: Dos espacios topoldgicos, uno de los cuales tiene un agujero. Se observan
loops ay y Bi, 61 ¥ 71 homotdpicos entre si, respectivamente. Los loops a; vy 61 no
son homotopicos entre si.

En la figura se observan distintos caminos nombrados con letras griegas, los
cuales se llaman trayectorias. Una trayectoria «(t) en un espacio topologico X es un
mapeo continuo « : [0,1] — X tal que a(0) = zy y (1) = ;. Ademds un espacio
topoldgico X es conexo por trayectorias si siempre existe una trayectoria que une

dos puntos xg,x; € X

Notemos que el concepto de un espacio conexo por trayectorias es mas fuerte que
el de un espacio conexo, es decir, si un espacio es conexo por trayectorias implica que
es conexo, mientras que la otra implicacion no necesariamente se cumple. Un ejemplo
muy conocido es el llamado seno del topdlogo. La figura muestra la grafica de la

curva C' dada por la unién de las curvas:

C = {(z,sin @) 2 (0.1} y 9C = {(0y), y € [-1,1]} (2.1)

Como adherencia de una funcién continua, la curva C' es un espacio conexo, pero

no es conexo por trayectorias. Lo anterior se debe a que no existe ninguna trayectoria
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0.5

-0.5

Figura 2.2: Grafica de la funcién conocida como seno del topdlogo. Esta grafica es
conexa pero no conexa por trayectorias

que una los puntos (1, sen(1)) y (0,0).

Por otro lado, en la figura se observa que todas las trayectorias dibujadas em-
piezan y terminan en un sélo punto, llamado punto base. A este tipo de trayectorias
se les da el nombre de trayectorias cerradas o loops. Entonces el loop inverso con
punto base zg € X estd definido como a~!(t) = a(1 —t) y el loop constante ¢ como

c(t) = xp para 0 < ¢ < 1 en ambos casos.

Si se tienen dos loops aq, d; con el mismo punto base como se muestra en la
figura 1, entonces el producto de loops « * d significa empezar el recorrido primero

por el loop a y luego por d. Este producto se define de la siguiente manera.

Definicién 3. Sea X un espacio topolégico conexo por trayectorias. El producto

de dos loops con punto base xoy € X estd definido como:
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a(2t) 0<t<1/2

pRt—1) 1/2<t<1. (2.2)

Y(t) =axf= {

Ahora es importante buscar diferencias y similitudes entre todos los loops que
existen en un espacio topoldgico arbitrario. Para lograrlo es necesario definir la nocion
de homotopia. Intuitivamente, la homotopia es una funcién que deforma continua-

mente un loop a en uno /.

Definicién 4. Sea X un espacio topologico conexo por trayectorias. Dos loops «

y B con base en o € X son homotépicos (o =~ [3) si existe un mapeo continuo
H:[0,1] x [0,1] = X tal que:

H(t,0)=at) 0<t<l1
Ht,1) =80t 0<t<1
H0,s)=H(l,s)=xy 0<s<1 (2.3)

H es la homotopia entre o y 5.

En otras palabras, la variable s en H(t,s) varfa continuamente en el intervalo
[0, 1], por lo que el loop « se deforma continuamente en el loop 5. La homotopia
H(t,s) para cierto s fijo, al variar ¢ se obtiene un loop entre v y 3. Entonces, al
variar s, se obtienen distintos loops entre o y 3. Por eso algunos autores utilizan la
notacion ag(t) tal que ag(t) = a(t) v ay1(t) = B(t). La figura [2.3] explica lo anterior.

Una caracteristica importante de la homotopia es que es una relacién de equiva-
lencia. Esta caracteristica se establece en el lema [Tl

Lema 1. Sea X un espacio topolégico conexo por trayectorias. Si v, Bo, Yo, -+ A1y 51, Y1y -+

representan loops basados en xq € X entonces:
1. ag >~ ap
2. ap == Py = Fo =~ ag

3. g~ Bo, Bo = Yo = o ~ Yo
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Figura 2.3: Diagrama de la homotopia entre o y 5. Aqui zy es el punto base, s y
t son las variables de la homotopia que se mueven entre [0, 1] respectivamente. La
linea punteada es un loop dado por H(t,s) = as(t).

4oap~a; = ap' ~ap!

5. ap >y, By L= apx By~ ar*x [

Al ser la homotopia una relacion de equivalencia, se puede hablar de clases de
equivalencia donde miembros de una misma clase son homotodpicos entre si. El con-
junto de estas clases de equivalencia (llamadas clases de homotopia) de loops con
base en x( lo denotaremos como 71 (X, zg). Si [a] y [f] son dos clases de homotopia

en m (X, zo) entonces el producto entre clases se define como:

[a] o [8] = [a * B] (2.4)

Se puede demostrar que el conjunto de clases de homotopia de loops con base en
xg, ™1 (X, o), con la ley del producto anterior es un grupo. A este grupo se le conoce

como el primer grupo de homotopia asi como el grupo fundamental.

Parece que el grupo fundamental, m1(X, z¢), depende del punto base zq. ; Qué su-

cede si existe otro punto base en X?

Teorema 1. St X es un espacio topolégico conexo por trayectorias y xg,xr1 € X,

entonces w1 (X, xg) y m (X, z1) son isomorfos.
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2.1. Grupo Fundamental Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

Recordemos que un isomorfismo es un morfismo u homomorfismo biyectivo. Es
decir, es un mapeo entre dos estructuras algebraicas similares (en este caso grupos)

el cual es biyectivo.

Para poder demostrar este teorema se necesita definir el producto entre dos tra-
yectorias. Este producto se puede definir solamente si el punto final de una trayectoria

es el punto inicial de la otra trayectoria.

Definicién 5. La regla del producto entre dos trayectorias v y o se puede construir

sélo siy(1) = «(0) y se define como:

a { ~(2t) 0<t<1/2 25)

| a2—1) 1/2<t<1.

Intuitivamente, como el espacio X es conexo por trayectorias, entonces existe una
trayectoria v que conecta los puntos zy y 1, asf como su trayectoria inversa v~! la

cual va en sentido contrario a la original, como se muestra en la figura

Figura 2.4: Dos loops oo y 3 con distintos puntos base xy vy x1, respectivamente. Los
loops estan conectados por trayectorias v y v~ ! los cuales sirven para construir los
isomorfismos o, y o’ 1 estableciendo asi que el grupo fundamental no depende del
punto base.

Con estos elementos, se pueden construir los siguientes isomorfismos:

11



2.1. Grupo Fundamental Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

oy m(X, o) — m (X, 21)

([Oz],l'o) = ([’y—l *Qx 7]7 131>, (26>

o1 (X, 21) — (X, 20)

(18], @1) = ([y * a7, o), (2.7)

con lo cual se prueba que estos dos grupos son isomorfos.

El teorema [I| nos dice que el grupo fundamental m; (X, zy) depende, médulo un
isomorfismo, del espacio X y no del punto base zy. Ademads, el isomorfismo dado no
es unico, pues depende de la trayectoria 7 que se escoja. Es por este hecho que es

comun encontrar al grupo fundamental denotado como m(X).

Ahora extenderemos nuestro andlisis a dos espacios topoldgicos con el fin de

responder a la pregunta: ;El grupo fundamental es un invariante topolégico?

Definicién 6. Dos espacios X e Y tienen el mismo tipo de homotopia si existen

mapeos continuos f: X =Y yg:Y — X tal que:

fog:ly, gOf’le (28)

El que dos espacios tengan el mismo tipo de homotopia significa que son topologi-
camente parecidos, es decir, que contienen el mismo numero y tipo de huecos. Por

lo que se puede establecer el siguiente teorema.

Teorema 2. 51 X eY son dos espacios conexos por trayectorias con el mismo tipo

de homotopia, entonces m (X, zg) es isomorfo a m(Y,y0) con zg € X eyo € Y.

El teorema [2] se prueba encontrando los isomorfismos:

ffom(X) > mY) y gt :m(Y) = m(X). (2.9)

12



2.1. Grupo Fundamental Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

Para encontrarlos, se utiliza el siguiente lema.

Lema 2. Sea F': X x I — Y una homotopia entre dos mapeos f; : (X, x0) — (Y, y:)

cont= 0,1y~ una trayectoria que va de yy a y, en'Y, entonces:
oyo fo = [ donde [ :m(X, x0) = m(Y,y:) (2.10)

es un homomorfismo de grupos inducido por:

i od xo) = ([f()], f(wo))  (0=0,1) (2.11)

oy ([a,yo) = (W +axqlyn)  [a] € m(Y, o) (2.12)

El lema [2| no se demostrara en este trabajo. La demostracién se puede encontrar
en el libro ”Topology and Geometry for physicists”de Nash C. y Sen S. Aqui sélo

daremos una explicaciéon de lo que este lema significa.

Si se tienen dos espacios topologicos X y Y conexos por trayectorias y se tiene
que Y tiene dos puntos bases, entonces el lema [2| establece que el diagrama conmu-

tativo [2.5| se cumple:

Figura 2.5: Diagrama conmutativo de los homomorfismos de los grupos fundamen-
tales de los espacios X y Y. El lema [2] establece que este diagrama se cumple y con
ello se demuestra el teorema [2| y el corolario [I Entonces se concluye que el grupo
fundamental es un invariante topoldgico.
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2.1. Grupo Fundamental Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

Ya que sabemos lo que este lema significa podemos probar el teorema [2] Como
X e Y tienen el mismo tipo de homotopia, existen mapeos continuos f : X — Y y

g:Y — X tal que se cumple la ecuacion (2.8)). Entonces del lema [2] se sigue que:

oy0ly=(fog) =[fog
o101y =(go f) =g"of (2.13)

Como se dijo anteriormente, o 0._1 son isomorfismos y se puede demostrar que
» Oy ¥
1, y 1; también lo son. Por lo tanto, f* y ¢g* son isomorfismos con lo cual se prueba

el teorema.

Recordemos que si X es homeomorfo a' Y, entonces existen f: X - Y yg:VY —
X tal que:

fog=1ly, gof=lx. (2.14)

Notemos que 1y y 1x son siempre homotodpicos a ellos mismos, por lo que el siguiente

corolario al teorema [2[ se cumple.

Corolario 1. Si X e Y son dos espacios topoldgicos conexos por trayectorias y ho-

meomorfos, entonces w1 (X, xo) es isomorfo a m (Y, yo)

Recordando la definicién de invariante topoldgico vista al inicio del capitulo, es
inmediato que el corolario [I| establece que el grupo fundamental es un invariante
topologico. Este resultado es muy importante e interesante pues facilita el trabajo
cuando se quiere conocer el grupo fundamental de algtin espacio, sobre todo cuando
es dificil calcularlo. El hecho de que el grupo fundamental sea un invariante topolégi-

co nos permite utilizar un espacio homeomorfo donde los calculos son mas sencillos.

Es importante destacar que el teorema [2]y el corolario [1] establecen que si dos es-
pacios son homeomorfos entonces tienen el mismo tipo de homotopia, pero el reverso
no se cumple. Si dos espacios tienen el mismo tipo de homotopia, no necesariamente
son homeomorfos. Por ejemplo, el disco D? y un punto tienen el mismo tipo de ho-

motopia, pero no son homeomorfos.
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2.1. Grupo Fundamental Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

Anteriormente se definié lo que es homotopia entre dos loops de un mismo es-
pacio, pero ahora es momento de definir homotopia entre dos espacios topolégicos.

Esto con el fin de encontrar mas similitudes entre espacios.

Definicién 7. Dos mapeos continuos ai,as : X — Y son homotdpicos si o se

puede deformar en as, es decir, si existe F: X x [0,1] = Y continua tal que:
F(z,0) =a;, F(z,1) = ao. (2.15)

Una herramienta muy ttil para el célculo del grupo fundamental de distintos

espacios es el llamado retracto por deformacion. A continuacién se explica por qué.

Definicién 8. Un subconjunto A C X es un retracto de X si existe un mapeo con-

tinuo, llamado retraccion, r : X — A tal que:
ra)=a VYaeA (2.16)

Definicion 9. Un subconjunto A C X es un retracto por deformacion si existe una

retraccion r : X — A y una homotopia H : X x [0,1] = X tal que:

H(z,0) ==z
H(z,1) =r(z)
H(a,t)=a, a€ A,0<t<1. (2.17)

Teorema 3. Si X es un espacio topoldgico conexo por trayectorias y A un retracto

por deformacion de X, entonces m (X, a) es isomorfo a m(A,a) con a € A.
La demostracion se sigue del teorema [2] pues A y X tienen el mismo tipo de

homotopia.

El teorema [3| es muy ttil, pues conociendo el grupo fundamental de un espacio
podemos conocer el grupo fundamental de otro espacio si éste se puede deformar en

el otro.

Ejemplo 1. La (n — 1)-esfera es un retracto por deformacion de D" — {0}. Esto se

observa a partir de la homotopia
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2.1. Grupo Fundamental Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

H(z,t)=(1—-t)x+ tﬁ donde t € [0,1], x € R". (2.18)
x

Notemos que H es continua, H(x,0) =z, H(x,1) = ‘%' y six € S"7t, entonces

H(z,t) = x para toda t en el intervalo. La ﬁgum muestra el caso para n = 2.

a a a

Figura 2.6: Retracto por deformacién del disco unitario sin el origen, D™ — 0, al
circulo unitario, S'. Los grupos fundamentales de ambos espacios son isomorfos.

Se puede demostrar que para un zp en R2, existe un circulo C' € R? que es un
retracto por deformacién de R? — {x}. Cabe destacar que el circulo C' y el circulo
unitario S* son homotdpicos entre si, por lo que el grupo fundamental de ambos, es

el mismo.

Hasta aqui ya tenemos una buena idea de lo que es el grupo fundamental, sélo
falta aprender a calcularlo. Para esto necesitamos los simplex. Intuitivamente, un
simplex es la generalizacién de un tridngulo a distintas dimensiones, de modo que,
un O-simplex es un punto y un 1-simplex es una recta. Ademds, un 2-simplex es un

tridngulo (con su interior), un 3-simplex es un tetrahedro, etc.

Definicién 10. Un m-simplex ™, es el conjunto de puntos x en R™ definido como:

i=0

=0

donde xg, ..., T, son los vértices del simplex y son puntos independientes, es decir,

los m wectores x1 — xg, o — Xg, ..., Ty — To Son linealmente independientes.
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2.1. Grupo Fundamental Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

A las \; se les conoce como las coordenadas baricéntricas del simplex. Si \; # 0
para toda ¢ entonces {x} representa el interior del m-simplex. Si, por el contrario,

A; = 0 entonces {z} representa una cara del m-simplex opuesta al vértice ;.

Cuando varios simplex se juntan, sin importar sus dimensiones, de una manera
adecuada se obtiene un objeto llamado complejo simplicial. La siguiente definicion

muestra como se deben juntar los simplex para formar un complejo simplicial.

Definicién 11. Un complejo simplicial K es una coleccion finita de simplex en R™

tal que:

1. 51 0P € K entonces todas las caras de oP estin en K

2. SioP 0% € K entonces o? (\o? ¢ 0P () o? es una cara en comin de o y of

La dimension del complejo simplicial K es la dimension maxima de los simplex
en K. La siguiente figura muestra la diferencia entre un complejo simplicial y una

figura muy parecida, pero que no cumple con la definicién.

Figura 2.7: La figura de la izquierda es un complejo simplicial, pues los p-simplex
estan pegados correctamente, es decir, las intersecciones entre ellos es una cara
comun. La figura de la derecha no es un complejo simplicial porque la interseccién
del 1-simplex con la frontera del 2-simplex no es una cara.

En este trabajo se usaran los complejos simpliciales conexos por trayectorias, esto

es, que para cada par de vértices u y v existe una secuencia de vértices vy, vy, .., Up
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2.1. Grupo Fundamental Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

tal que vg = u y v, = v y ademas para toda i = 0, ...,n — 1, se cumple que, {v;, v;11}

es un l-simplex de K.

Definicién 12. La union del complejo simplicial K con el espacio topologico Eucli-
deo se llama polyhedro asociado a K. Un polyhedro es conexo por trayectorias si su

complejo simplicial asociado lo es.

Teorema 4. Sea K un polyhedro conexo por trayectorias con ag vértice de K. Sea L
un subpolyhedro de dimension 1 contraible y que contiene todos los vértices de K. Sea
G el grupo generado por los simbolos g;; (uno por cada 1-simplex {a;, a;}) los cuales
cumplen la relacion gijgjkgl._kl =1 (uno por cada 2-simplex ordenado {a;,a;,a;} de

K —L). Si{a;,a;} € L entonces g;; = 1, por lo que G es isomorfo a m (K, ap).

En el teorema {| se pide como hipotesis que el complejo simplicial sea ordena-
do. Un simplex es ordenado si todos los vértices de K estan ordenados de la forma
ag < a1 < as < ... < a1 entonces cada simplex o™ € K se puede escribir como

{aio,ail, ...,ain} donde o <11 <...<1p,.

Este teorema relaciona el grupo fundamental, w1 (K, ag), con un grupo G gene-
rado por 1-simplex de K. Es importante notar que los elementos de 7 (K, ag) son
loops con base en ag, mientras que los elementos de G son aristas de K. Entonces, la
idea es reemplazar los loops que existen en K por unos loops en las aristas de K, los

cuales se llaman edge loops. La siguiente figura muestra lo anterior para un 2-simplex.

Figura 2.8: La figura de la izquierda muestra el loop «, el cual es reemplazado por
el edge loop e,. Si se tiene un polyhedro K, el teorema [ nos dice que, su grupo
fundamental es isomorfo al grupo generado por los 1-simplex de K.
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2.1. Grupo Fundamental Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

Por lo anterior, es facil ver que el teorema [4] es muy 1itil, pues para determinar el
grupo fundamental de un espacio topologico X, simplemente hay que encontrar un
polyhedro homeomorfo a X y utilizar el corolario [I} el cual nos dice que si dos es-
pacios topoldgicos (conexos por trayectorias) son homeomorfos, entonces sus grupos

fundamentales son isomorfos.

Un espacio topoldgico X homeomorfo a un polyhedro K se le conoce como trian-
gulable y el polyhedro se le llama triangulacion de X. Este polyhedro no es tnico,

por lo que, si X es triangulable entonces puede tener varias triangulaciones.

Ejemplo 2. Se calculard el grupo fundamental de la circunferencia S*. Primero hay

que triangular a S*, como se muestra en la figura.

/

e

e —

Figura 2.9: Triangulacion del circulo. Al triangular el circulo se obtiene un polyhedro
K y se puede aplicar el teorema {4| para calcular su grupo fundamental. Como el
circulo S y K son homeomorfos y el grupo fundamental es un invariante topoldgico,
entonces sus grupos fundamentales son isomorfos.

Entonces el polyhedro K y el subpolyhedro L son:

K={1}u{2}u{3tu{1,2} u{1,3} u{2,3},
L={1,3}u{2,3}, (2.20)

entonces

G13 = g2 = L G2=19 (2.21)

Por lo que, m (K, xo) es isomorfo al grupo generado por un elemento, g, el cual

es isomorfo a Z. Utilizando el corolario [1] se llega a la conclusion de que:
(S, o) ~ Z (2.22)
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2.2. Grupos de homologia Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

Por tultimo se presenta el siguiente teorema, el cual nos habla de qué sucede con

el producto de dos espacios y su grupo fundamental.

Teorema 5. El grupo fundamental del producto de dos espacios topoldgicos conexos
por trayectorias X y Y es isomorfo al producto directo de sus grupos fundamentales,

es decir,
7T1(X X Y, To X yo) >~ 7T1(X, 370) X 7Tl(Y, y0> (223)

Recordemos que el producto directo de dos grupos (G,*) y (H,-), denotado por
G x H, es el conjunto de pares ordenados (g,h) con g € Gy h € H tal que:

(97 h) X (9/7 h/) = (g * glv h - hl) (224)

Ademas, si los grupos son abelianos con reespecto a la adicién, a este producto

se le llama suma directa y se denota como G & H.

Ejemplo 3. Sabemos que el toro T? es homeomorfo a S*' x S'. Entonces es fdcil

conocer su grupo fundamental siguiendo el teorema[3 y el ejemplo [ pues:

7T1(T2,t0) = 71_1(51 X Sl,l'o X y()) ~ Wl(Sl,l’o) @Wl(sl,yo) ~ 7 D Z (225)

2.2. Grupos de homologia

Empecemos este analisis con la misma figura que empezamos la secciéon anterior.
Las diferencias topoldgicas entre los espacios de la siguiente figura los estudiamos
con loops y la homotopia. Ahora notemos que la frontera de X5 es la frontera de una
regién conexa, mientras que la de X7 no. Esta s6lo consiste en las orilla de la regién

entre vy, Vo, V3.

Notemos que en los dos casos, la orilla forma un loop, el cual no tiene frontera por
ser una trayectoria cerrada. Por lo que, la existencia de un loop que no es frontera

de una region, implica la existencia de un agujero dentro del loop.

En otras palabras, una superficie cerrada de dos dimensiones tiene un hoyo, si su

frontera no es frontera de una regién conexa. Para los grupos de homologia simplicial,
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2.2. Grupos de homologia Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.
X1 X2
Vg V3
S
/
V] v > V‘|

Figura 2.10: Dos espacios topoldgicos, uno de los cuales tiene un agujero. X; es ho-
meomorfo a la frontera de un tridngulo, mientras que X5 es homeomorfo al triangulo
completo. Los grupos de homologia se enfocan en las fronteras de regiones.

Va

se considerard espacios topoldgicos triangulables, por lo que seguiremos utilizando

los simplex.

Un m-stmplex orientado con m > 1 se obtiene al dar un orden a sus vértices.
La clase de equivalencia de las permutaciones pares da como resultado un simplex
orientado positivamente, mientras que de la clase de equivalencia de las permutacio-

nes impares resulta un simplex orientado negativamente.

Ejemplo 4. Tomemos el caso de 0 = [vy, vy, vs] entonces

+o? = [vo, V1, V2] = [v1, V9, Vo] = [v2, Vg, V1]

—0? = [V, U2, V1] = [vg, V1, V0] = [v1, Vo, V2] (2.26)

Un complejo simplicial cuyos simplex estéan orientados, recibe el nombre de com-

plejo simplicial orientado.
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2.2. Grupos de homologia Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

Definiciéon 13. Sea K un complejo simplicial de dimension n que contiene l,, p-
simplex. El grupo p-cadena de K, C,(K), es un grupo abeliano libre, generado por los
p-simplex orientados de K. Sip > n entonces Cp(K) = {0}. Un elemento ¢, € C,(K)

llamado p-cadena se escribe como:

lp
cp = Z%’Uf’ a;, € Z (2.27)
i=1
donde
of +(=0}) =0;  Vi,p (2.28)
Ademas se cumple que
I I 1
Cp+C/p = ZGZUZP—FZ@O’? = Z(CLL +b1)0'f7 (229)
i=1 i=1 i=1

La definicién del grupo cadena exige que éste sea un grupo abeliano libre. Recor-
demos que, un grupo abeliano libre G' de rango r es un grupo finito generado por r

elementos linealmente independientes.

Definicién 14. El operador frontera 0, es un mapeo dado por 0, : C,(K) — C,_1(K)
tal que

1. Es lineal, es decir,
L Iy
8p [Z CLl'O'f] = Z aiaaf. (230)
i=1 i=1

2. Para un simplex orientado o? = [vg, vy, ..., Up]

v, ..., vp) = Z(—mﬂ'[vo, ey Ty ey U] (2.31)

donde [vy, ..., Vj, ..., vp] representa al (p-1)-simplex al quitar el vértice v;.

3. La frontera de una 0-cadena es cero,
dog = 0. (2.32)
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2.2. Grupos de homologia Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

Es fécil ver que el operador frontera es un homomorfismo de C,(K) en C,_;(K),

recordando que un homomorfismo de grupos Gi,Gy es una funcion f : Gy — Go si

flx+y)=fl@)+ fly); =x,y€qG. (2.33)

Se puede demostrar que la frontera de una regién no tiene frontera propia, es

decir,

y1 00, =0. (2.34)

Definicién 15. Si z, € C,(K) satisface que
B,z = 0 (2.35)

entonces z, es llamado un p-ciclo. El conjunto de p-ciclos Z,(K) es un subgrupo de

Cyp(K) y se conoce como el grupo p-ciclos.

Definicién 16. Si b, € C,(K) tal que
acp+1 = bp, Cp+1 € Cp+1(K) (236)

entonces b, es una p-frontera. El conjunto de p-fronteras B,(K) es un subgrupo de

Cyp(K) y se le llama el grupo p-frontera.

Notemos que el grupo p-ciclos es el kernel del operador frontera, asi como el grupo

p-frontera es la imagen del operador frontera, es decir,
Zy(K) =Kerd,; B,(K)=1Imd,. (2.37)
Por otro lado, de la definicién [14] sabemos que dyc = 0, por lo que
Zo(K) = Cy(K). (2.38)

Aunado a esto, el grupo frontera de maxima dimension esta definido como el
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2.2. Grupos de homologia Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

grupo trivial.
B,(K) = {0}. (2.39)

Recordando que la frontera de una regién no tiene frontera, podemos ver que
ob, =0 (2.40)

para toda b, € B,(K). Entonces todos los elementos del grupo p-frontera satisfacen

la condicion del grupo p-ciclos, por lo que,
B,(K) C Z,(K). (2.41)

Para poder encontrar los agujeros de dimensiéon p + 1, es necesario quitar los
elementos del grupo p-frontera del grupo p-ciclos. Esto se logra introduciendo el

grupo de homologia, el cual se define de la siguiente manera.

Definicién 17. Sea K un complejo simplicial de dimension n. El grupo de homologia

de orden p estd definido como
Hy(K) = Z,(K)/By(K). (2.42)

Cada elemento del grupo de homologia es una clase de equivalencia [z,] llamada
clase de homologia. Dos p-ciclos z, y 2, estdn en la misma clase si z, — z, € B,(K),
entonces se dice que 2, y z, son homélogos. Es importante notar que, H,(K) si es
un grupo, ya que Z,(K) y B,(K) son grupos abelianos y el cociente de dos grupos

€S un grupo.

Intuitivamente, el grupo de homologia de orden p (H,(K)), es un objeto al-
gebraico que depende del nimero de hoyos con dimension p + 1 con los que cuenta

el espacio.
El siguiente teorema muestra que los grupos de homologia son invariantes to-

poldgicos. Para esto es importante recordar que si dos espacios tienen el mismo tipo

de homotopia, entonces son homeomorfos.
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Teorema 6. Si X y Y son dos espacios con el mismo tipo de homotopia, entonces
H,(X) es isomorfo a Hy(Y) para toda p=0,1,...,n.

Teorema 7. 51 K; y Ky son triangulaciones del mismo espacio topologico K, en-

tonces Hy(K7) es isomorfo a Hy(K>) para toda p=0,1,...,n.

El teorema [7| nos dice claramente que los grupos de homologia no dependen de

la triangulacién del espacio.

Teorema 8. 5i K es contraible, es decir tiene el mismo tipo de homotopia que un

punto, entonces:
{0} p#0

2.43
Z  p=0. ( )

Hp(-K) = {

Ejemplo 5. Vamos a calcular los grupos de homologia de S'. Recordemos que S!
es homeomorfo a la frontera del tridngulo o 2-simplex. En otras palabras, K = S* =

0c%. Como dimK =1 entonces,
C (S ={0} p>1 (2.44)

Por lo que,
H,(SY)={0} p>1 (2.45)

Ahora, calculemos Hy(S'). Usando la ecuacidn sabemos que solo hay que

calcular el grupo 0-cadena. Cualquier elemento de este grupo puede escribirse como:
ao[vo] + bolv1] + colva], ao, by, co € Z (2.46)
Entonces Zy(K) tiene tres generadores independientes, por lo que,
Co(K)=Zy(K)=Z®Z®ZL =17 (2.47)
Por otro lado, si bg € Bo(K) entonces bg = 0cy donde,

Ci1 = a1 [Uo, Ul] + b1 [UO, UQ] + 1 [’01, UQ]. (248)
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Por lo que,

dcr = ay([vi]—[vo]) +b1 ([va] —[vo]) +c1([v2] = [n1]) = (a1—c1)[vr] = (a1+b1)[vo] +(br+c1) [va].

(2.49)
Entonces,
bo = Qg [Uo] + bo[’l)l] + ¢ [UQ]. (250)
Con
1. ag = a1 — b1
2. bg = a; —C
3. Co — bl + 1
4. a0+b0+00:0.
(2.51)
Entonces Byo(K) tiene dos generadores independientes, por lo que:
By(K)=7Z&Z (2.52)
Por lo tanto,
Ho(K)=17 (2.53)

Para calcular Hi(K) tenemos que encontrar Z,(K) y Bi(K). Sabemos que si
21 € Z1(K) entonces z; € C1(K) tal que 0z = 0. Por el cdlculo anterior sabemos
que z1 es de la forma de la ecuacion [2.48, mientras que 0z es de la forma de la

ecuacion [2.49. Para que se cumpla la condicion de que 0z = 0, es necesario que:

21 = a1|vo, v1] — a1 [vo, Vo] + aq[vy, val. (2.54)

Como este grupo tiene un solo generador, entonces,

ZU(K) =7 (2.55)
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Por otro lado, sabemos que no existen 2-simplex en S', asi que,

By (Sh) = {0}. (2.56)
Por lo tanto,
H,(S") = Z. (2.57)
Es importante notar que por el teorema [8| el simplex o2 tiene como grupos de
homologia:
0 0
H(K) =1 0 P (2.58)
Z  p=0.

Un teorema muy util para evitar muchos célculos es el siguiente,

Teorema 9. S5t K es conexo entonces,
H,(K)="7. (2.59)

2.2.1. Homologia relativa

Como se puede apreciar, calcular los grupos de homologia es un trabajo pesado
ain cuando se tengan a la mano los teoremas anteriores. Otra forma de simplificar
los calculos es considerar un subpolyhedro L C K y relacionar los grupos de homo-
logia H,(K) con Hy,(L), lo cual se logra al definir los grupos de homologia relativos
H,(K; L), donde cualquier elemento de K que es también elemento de L se puede

pensar como el elemento neutro de Hy(K; L).

De manera mas formal, sean K un complejo simplicial y L. C K un subcomplejo
simplicial. Ademés, sean C,(K') y C,(L) sus grupos cadena respectivamente, entonces

se tiene que el grupo p-cadena relativo con coeficientes enteros es el grupo cociente
Cp(K; L) = Cp(K) [ Gp(L); p >0, (2.60)

donde cada miembro de C,(K; L) es una clase lateral, es decir,
¢, + Cp(L) donde ¢, € Cp(K). (2.61)
El operador frontera relativo es el mapeo 9, : C,(K; L) — C,_1(K; L), definido
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como,

0p(Cy(K; L)) = 0,Cp + Cp1(L). (2.62)

En analogia con la ecuacién (2.37)), se tiene que el grupo de p-ciclos relativo
Zy(K; L) es el kernel del operador frontera relativo. Para p = 0,

Zo(K; L) = Co(K; L). (2.63)

Ademés, el grupo de p-fronteras relativo B,(K; L) es la imagen de Cpyq(K; L)
bajo el homomorfismo del operador frontera relativo. Una vez definidos los grupos
de p-cadenas y p-ciclos relativos, se puede definir el grupo de homologia relativo

como el grupo cociente,

(K L) = Z,(K: L) | BK;L) >0 (2.6
de forma que, los elementos h, € H,(K; L) son de la forma h, = 2z, + C,(L). Se re-

quiere que 0z, sea una (p— 1)-cadena en L y no necesariamente que z, sea un p-ciclo.

Por construccion, el grupo de homologia relativo es indiferente al subpolyhedro L.
Entonces, si quitamos el interior de L, el grupo de homologia que nos queda deberia
ser isomorfo al grupo completo. Esto es lo que nos dice el teorema de escision, el cual

se presenta a continuacion y es muy util al hacer calculos.

Teorema 10. Sea L C K tal que L es cerrado. Si L, es un subpolyhedro abierto de
L tal que Ly C L entonces

Hy(K; L)~ Hy(K — Lo, L — Ly), Vp. (2.65)

Ahora veremos cémo se relacionan los grupos de homologia H,(K), H,(L) y
Hy(K; L)

Relacién entre los grupos H,(L) y H,(K)

Como L C K existe una relacién muy natural entre sus grupos de homologia

dada por el homomorfismo de inclusién de sus grupos cadena correspondientes, es
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decir, sea
i:Cp(L) = Cp(K) (2.66)

definido por:
iCpl =¢, ¢, € Cp(L) C Cp(K). (2.67)

El mapeo induce el homomorfismo de grupo:
i*: Hy(L) — Hy(K) (2.68)
Relacién entre los grupos H,(K) y H,(K; L)
Consideremos el homomorfismo
j: G = Gyl D), (2.69)
definido de la siguiente manera
JG) =+ Cp(L) ¢y € Cyp(K). (2.70)
Notemos que por la ecuacion ([2.70))
Jl0C,] = 0c, + Cp—1(L), (2.71)

mientras que,

5[j[CpH = 5[012 + Cp(L] = dcp + Cpa (L), (2.72)

donde O es el operador frontera relativo definido en la ecuacién (2.62). De las ecua-
ciones (2.71)) y (2.72) podemos ver que,

4O = 07, (2.73)

entonces
§(0zp) = 0j(2,), donde z, € H,(K). (2.74)

Sabemos que 9z, = 0, entonces dj(z,) = 0. Lo anterior implica que j(z,) €
Z,(K; L). Entonces usando el mapeo j dado por (2.70) es posible inducir el homo-
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morfismo de grupo,
J i Hy(K) — H,(K; L), ¥p. (2.75)
Relacién entre los grupos H,(K; L)y H,_1(L)

Esta relacion entre grupos de homologia es la mas interesante de todas, ya que

crea una correspondencia entre grupos de homologia de distinto orden.

Consideremos z, € C,(K; L) C H,(K; L) entonces,

02y = 02, + Cp1(L) =0, (2.76)
donde 0z, es un elemento ¢,_; € C,_1(L).

Cabe destacar que ¢, no es una cadena solamente, sino que ademds es un (p-

1)-ciclo, pues dc, 1 = 0%z, = 0. Entonces 9z, determina a un tinico miembro de

H, 1(L), por lo que, se puede definir el siguiente morfismo de grupo:

O Hy,(K;L)— H,_1(L), (2.77)
dado por,

0" ([zp + Cp(L)]) = [0z); donde [z, + C,(L)] € Hy(K; L), [0z, € Hy—1(L). (2.78)

Las tres relaciones anteriores tienen la capacidad de crear secuencias de grupos

por medio de los morfismos descritos en las ecuaciones (2.68)), (2.75]) y (2.77)).

2.2.2. Secuencias exactas

Definicién 18. La secuencia homoldgica del complejo K y el subcomplejo L es la

secuencia de grupos y homomorfismos:
i*

D (D) S H(K) S H(K L) S Hy (D) - - (2.79)

Se puede demostrar que la secuencia homolégica del complejo K y L es exacta, es

decir, la imagen de cada homomorfismo es igual al kernel del siguiente. Las secuencias
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exactas permiten comparar los grupos y homomorfismos entre éstos. Por ejemplo, si

uno tiene la siguiente secuencia exacta

{0} 5 4 -5 B 0}, (2.80)

donde {0} denota al grupo trivial, entonces g es un isomorfismo.

El siguiente ejemplo explica como se pueden determinar grupos de homologia a

partir de las secuencias exactas y el Teorema de escision.

Ejemplo 6. Sea H,(S') el grupo de homologia del circulo unitario. Definimos A =
St —n], donde [n] denota al polo norte del circulo y B' = S —[s|, donde [s] denota

al polo sur. Entonces,
AtuB'=¢"
X'=A'NB'= R UR,, (2.81)

donde Ry N Ry = 0. La figura muestra lo anterior de manera geométrica.

i II } \l llal/ \ Rll/
S N A N AN

Figura 2.11: La unién de A' y B! es el circulo unitario S. Al hacer las secuencias
exactas de los p-ésimos grupos de homologia de A;, By y S; se concluye que el
p-ésimo grupo de homologia de S! es trivial.

N

Consideremos ahora las siguientes secuencias exactas para p > 1,
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(AN S 1Y (SY) 2 By (S AN L H, (AY S H, (SN s

(2.82)

S v (XY S Hy(BY S 7y(BY XY DS B (XY S Hy (BN

(2.83)
Notemos ahora que A' y B son contraibles, entonces, por el teorema@ tenemos

que,

H,(A" = H,(B") = {0} parap >0, (2.84)
lo cual implica que las secuencias (2.82) y (2.83)) ahora sean,

{0} 5 H,(8Y) 2 H, (8% AY) 25{0}
{0y 5 1B, XY 5 m1,(xY) 250 (2.85)

De acuerdo a la ecuacion (2.80) tenemos que el 7* es un isomorfismo, por lo que

H,(S") ~ H,(S", A")
H,(B', X"') ~ H, ,(X"). (2.86)

Si quitamos el punto [s] de S* y A, entonces S' se convertird en A' y A' se

convertird en X*. Entonces, por el teorema de escisidn@ se tiene que
H,y(S", A) = Hy(S" — [s], A" — [s]) = H,(B", X"), (2.87)
entonces,

H,(S") ~ H, ,(X"), p>1. (2.88)

Notemos ademds que X' se puede reducir a dos puntos [t], [q], por lo tanto
Hy 1 (XY) = Hy ([t U [q]) = {0}, (2.89)
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ya que el espacio creado por dos puntos es de dimension cero y Cy([t] U [q] = {0}.

En resumen, regresando en la secuencia tenemos que,
{0} ~ H, 1([{]U[q]) =~ Hy_1(X") ~ H,(B', X*) ~ H,(S", A*) ~ H,(S"). (2.90)

Por lo que el p-ésimo grupo de homologia del circulo unitario es isomorfo al grupo

trivial.

2.2.3. El subgrupo de Torsién y los grupos de homologia con coeficientes

no enteros

Recordemos que el p-ésimo grupo de homologia esta definido por el grupo de
p-ciclos y el grupo de p-fronteras, los cuales pertenecen al grupo de p-cadenas. Los
elementos del grupo de p-cadenas C,(K), son una combinacién lineal de los p-simplex

orientados de K multiplicados por coeficientes enteros.

Por otro lado, aunque Z,(K) y B,(K) son grupos Abelianos libres (pues son sub-
grupos de C,(K)), no significa que H,(K) lo sea también. De hecho, por el teorema
fundamental de los grupos Abelianos finitamente generados la forma mas general

de escribir al p-ésimo grupo de homologia del complejo simplicial K es

H(K)~76& - ®L&Ly, & &Ly, (2.91)

m
donde los primeros m términos forman un grupo Abeliano libre de rango m y los
siguientes 7 forman el llamado subgrupo de torsion de H,(K). Entonces el subgrupo
de torsion es el que esta formado por la suma directa de los subgrupos ciclicos finitos.
Llamemos G, al subgrupo de rango m y 7, al subgrupo de torsién. Intuitivamente,

el subgrupo de torsiéon nos dice cémo se tuerce el espacio K.

Por ejemplo, los grupos de homologia del plano proyectivo son [21],
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Ho(P) =7
Hi(P)=17/2
Hy(P) = {0}, k>1. (2.92)

El grupo H;(P) pertenece al subgrupo de torsion, al ser un grupo ciclico finita-

mente generado (de orden 2), el cual refleja que el plano proyectivo se tuerce.

Es posible generalizar el grupo cadena al introducir, como coeficientes de los p-
simplex, elementos de un grupo Abeliano G arbitrario. Entonces un elemento del

grupo cadena definido sobre el grupo Abeliano G, ¢, € C,(K, G), se escribe

lp
=Y giol, 6 €G. (2.93)
=1

Con este grupo cadena, se pueden construir los correspondientes grupos de homo-
logia H,(K,G). Es posible probar que si se conocen los grupos H,(K) y G entonces
se pueden determinar los grupos H,(K, G).

Es necesario destacar que si los coeficientes enteros del grupo cadena se reem-
plazan por coeficientes racionales o reales, entonces los grupos H,(K,Q) y H,(K,R)
contienen menos informacion que aquellos con coeficientes enteros. Esto es porque
H,(K,Q)y H,(K,R) no tienen subgrupo de torsion.

Por ejemplo, si tomamos un elemento del subgrupo de torsién ¢, € T,(K) y
considerando que este subgrupo es un grupo ciclico finito (nt, = 0 para alguna n),
entonces para cadenas con coeficientes racionales la ecuacion nt, = 0 implicaria que
t, = 0. Por lo que, el grupo H,(K, Q) no tiene subgrupo de torsién. Es posible mos-
trar que H,(K,R) tampoco cuenta con un subgrupo de torsién. A veces es bueno
trabajar con grupos de homologia que no tienen el subgrupo de torsiéon, porque es

preferible perder informacién y ganar simplicidad.
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2.2.4. La féormula de Kunneth

El teorema [5| nos dice que si tenemos dos espacios X y Y entonces se puede

obtener el grupo fundamental del producto de ambos, es decir

771<X><}/7x0xyO):7Tl<X>$O)@7T1(Yay0)' (2~94)

JExistird un teorema o férmula andloga a los grupos de homologia? La respues-
ta, afortunadamente, es si; aunque es mas complicado. Para simplificar un poco la
formula se utilizaran grupos de homologia con coeficientes racionales, de esta forma
no habran subgrupos de torsiéon. Por lo que, el andlogo al teorema [5| es la Formula
de Kunneth:

Hy(X xY;Q) = €D Hu(X;Q) ® Hy(Y;Q) (2.95)

Ejemplo 7. Utilizaremos el mismo caso que el ejemplo[3 y obtendremos los grupos
de homologia del toro T?. Recordemos que T? = S* x S* y que los grupos grupos de

homologia de S* son

nw_JZ p=01
Hp(S)—{ 0} p£0.1 (2.96)

Usando la formula de Kunneth (2.95)) se tiene que

Hy(T?) = Hy(S' ® S) = Hy(S') @ Hy(S') =Z

H,(T?) = Hy(S") ® H,(S") @ H\(S") @ Hy(S") = Z*

Hy(T?) = Ho(S") ® Hy(SY) @ H (S @ Hi(S") @ Hy(S") @ Ho(S") = Z
H,(T*) = {0}, parap > 3. (2.97)

2.2.5. El teorema de Euler-Poincaré

Recordemos que H,(K) nos da informacién sobre el nimero de hoyos p + 1-
dimensional que tiene el espacio. Esta caracteristica se obtiene del subgrupo Abeliano
libre G, C H,(K). El rango b,(K) de G,(K) cuenta el nimero de dichos agujeros y

recibe el nombre de p-ésimo nimero de Betti de K. De esta forma

35



2.2. Grupos de homologia Breve Introduccién a la Topologia Algebréica.

1. by es el nimero de componentes conectadas
2. by es el numero de hoyos de dimension 2
3. by es el numero de hoyos, en este caso, vacios tridimensionales

4. b, es el nimero de hoyos de dimensién p + 1.

Ejemplo 8. En el ejemplo @ obtuvimos los grupos de homologia del toro T?. Ahora

veremos cudles son los numeros de Betti del 2-toro.

I
L

Hy(T*) =7 = by(K)
H(T* =7 = b(K)
Hy(T* =7 = b(K)

(2.98)

Los niumeros de Betti concuerdan con la apreciacion que tenemos de un toro: una
componente conectada, dos agujeros de dimension 2 (el que forma la dona y el que

estd dentro del cilindro) y un vacio tridimensional (el que forma el cilindro).

El teorema de Euler-Poincaré relaciona la caracteristica de Euler con los nimeros
de Betti. Recordemos que la caracteristica de Euler, para un subconjunto X de R3,

que es homeomorfo a un polyhedro K tridimensional se define como

X(K) = (ntdmero de vértices en K)—(nimero de bordes en K)+(nimero de caras en K).
(2.99)

Teorema 11. Sea K un complejo simplicial de dimension n y sean l, el nimero de
p-simplex en K, donde p=0,1,--- ,n. Entonces

n n

VE) = S0, = S (- 1)7b,(K). (2.100)

p=0 p=0

La primera igualdad es la caracteristica de Euler generalizada para un polyhedro

K de dimension n.
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2.2.6. Homologia Singular

Todo el andlisis anterior se le llama homologia simplicial, aunque es importante
mencionar que también existe la homologia singular. La homologia singular se puede

entender como “hacer el anélisis cuando los triangulos son curvos”.

Para espacios topoldgicos arbitrarios se toman los p-simplex singulares A en X

los cuales se definen como mapeos continuos,

A, = X, (2.101)

donde A, son los p-simplex normales. Los mapeos A no necesariamente son inverti-

bles, por esta razén reciben el nombre de singulares.

El grupo cadena singular S,(X) es el conjunto de elementos que tienen la forma

siguiente:

sp= Mg, g€G (2.102)

donde G es un grupo Abeliano.

La suma de dos elementos del grupo cadena singular se define como

D Mg+ > Nhi=> N(gi+h), g hi€G. (2.103)
El operador frontera de una cadena singular se define como
p

ON =) (=1)"N o F", (2.104)

r=0

donde AP o F" es una cara de N\. Es decir,

NoF': A,y =Xy
F oAy — A, (2.105)

En este caso también se cummple que 0% = 0. Ahora estamos listos para definir
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los grupos de homologia singular como

Ker(0: S, = Sp-1)

Hy(X, &) = Im(0: Sy —Sp)

(2.106)

2.3. Homotopia de orden superior

En este capitulo se dard un analisis de los grupos andlogos al grupo fundamen-
tal, pero de n dimensiones. Es decir, de los grupos de homotopia de orden superior

(X, zo), de un espacio X con punto base zy € X.

Recordemos que los elementos del grupo (X, z() son las clases de homotopia
de los loops en X con base en xy € X. Para construir los grupos de homotopia de

orden superior, primero hay que generalizar la nocién de loop a n-dimensiones.

Definicién 19. Sea I, el cubo cerrado n-dimensional en el espacio Euclideo. Si «

es un mapeo continuo dado por:
a:l, — X, (2.107)

tal que a lleva la superficie 01, en un punto ry € X, entonces o es llamada un

n-loop en X con base en el punto x.

El n-loop « se puede representar como «(ty,ts, ..., t,) donde ty,ts, ..., t, son las
coordenadas de un punto en I,, con 0 < t; < 1 Vi. Ademés, a(ty,ta,...,t,) = xg si
t; =006 t; =1 para toda i. Como t; = 0 6 t; = 1 entonces representan puntos en
0I,. La figura explica geométricamente lo anterior.

También es importante definir la ley del producto para dos n-loops, como a

continuacion se muestra.

Definicién 20. Sean o y 8 dos n-loops basados en x¢o € X. El producto v = a * 8

es el n-loop basado en o € X dado por:

a2ty te, ... 1, o<t <1t
V(tlat27"'7tn) = *ﬂ(tbt?)'“atn) = ( b ) 1 - (2]‘08)
B2ty — 1,t, .. t,) 5 <t <1
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KAV T
I XD - [ g |": X |—'r

| | %

\ |
\__PX \_ : i /_.,

Figura 2.12: Un n-loop con n = 2. Los n-loops son la generalizacién de los loops y
sirven para obtener los grupos de homotopia de orden superior.

La figura [2.13 muestra el producto de dos n-loops geométricamente para n = 2.

2 2 2
1 XO 1 XD 1 XD XU
Xy
Xy a X, Xy P X, X < p X,
0 X, 1 -{1 0 X, t, 0 X, 12% 1 t

Figura 2.13: Producto de n-loops para n = 2. El n-ésimo grupo de homotopia es
grupo con esta operacion.

Asi como los loops de una dimension, los n-loops también pueden ser homotdépicos

entre si (a ~ f3).

Definicién 21. Dos n-loops o y 8 basados en xq son homotdpicos, si existe un mapeo
continuo H(s;ty,tq,....t,); 0<s<1 tal que:

H(s;ty,....ty) =20 i (t1,....,t,) € OI, Vs (2.109)
Anélogamente al caso del grupo fundamental, la homotopia es una relacion de
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equivalencia, por lo que, el espacio de los n-loops se puede partir en clases disjuntas,
donde miembros de una misma clase son homotdpicos entre si. Sea [a] la clase de
equivalencia de n-loops homotoépicos al n-loop «, ésta es llamada la clase de homo-

topia.
Si definimos el n-loop constante como
e: I, = x, (2.110)
y el n-loop nverso como
aHty, o tn) = a(l —ty, . ty), (2.111)

entonces se puede demostrar que las clases de homotopia de los n-loops basados en

zo ([a, [5], -..), forman un grupo con la ley del producto:

[a] o [B8] = [ = f]. (2.112)

Este es el grupo de homotopia de dimensién n, m,(X, z¢) del espacio topolégico

X con punto base xg.

Es importante notar que, a diferencia del grupo fundamental, los grupos de ho-

motopia de orden superior son todos abelianos.

Muchos de los teoremas para el grupo fundamental, se pueden generalizar a los

grupos de homotopia de orden superior, como:

Teorema 12. Si X es conezxo por trayectorias y xo, 1 € X, entonces m,(X, o) es

isomorfo a m,(X,x1) Vn,

Teorema 13. Si X es contraible por una homotopia que deja xy fijo, entonces
(X, z9) = {0} Vn>1, (2.113)

Teorema 14. Sea X y Y espacios topologicos con xg € X yyo € Y, entonces
(X X Y5 (20, 90)) =~ mn( X, 20) @ mn (Y, ¥0). (2.114)
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Como se vio anteriormente, los grupos de homologia y el grupo fundamental se
pueden calcular, mientras que no existe ninguin algoritmo para determinar m,, (X, x¢)

para toda n, aun cuando X sea triangulable.

Por otro lado, el siguiente teorema debido a Hurewicz, establece que existe una

relacién entre los grupos de homologia y los grupos de homotopia.

Teorema 15. Los primeros grupos de homologia no triviales donde n > 1 y los
primeros grupos de homotopia no triviales, tienen las mismas dimensiones y son

1somorfos.

El teorema |15 es de gran importancia, ya que se pueden calcular los grupos de
homologia, y de inmediato, determinar los grupos de homotopia de orden superior.
Otro punto importante a destacar es que para n = 1, el teorema sélo se cumple

cuando el grupo fundamental es abeliano.

Una aplicacién de este teorema es el caso de la esfera (S?). Es posible calcular
que Hy(S?) = {0}, Hy(S?) = Z, mientras que 7;(5%) = {0}. Entonces se sigue que
WQ(SQ) = 7.

Corolario 2. Si k =n, entonces
™ (S") =Z Vn. (2.115)

Es importante destacar que, a diferencia de los grupos de homologfa H,,(S*) para

n > k, los grupos de homotopia 7, (S*) no necesariamente son triviales. De hecho,
E. Hopf demostrd que,

m3(S?) = 7Z (2.116)

2.4. Cohomologia de De Rham

Anteriormente se difinieron los grupos de homologia para espacios topoldgicos
arbitrarios. Si consideramos que el espacio topologico sea una variedad diferenciable

M, podemos definir un dual de los grupos de homologia. Los grupos duales tienen
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el nombre de grupos de cohomologia de De Rham. Esta dualidad hace pensar que
podemos usar los grupos de homologia o cohomologia sin importar el caso, pero la

cohomologia es mucho més poderosa que la homologia.

2.4.1. Teorema de Stokes

Una de las principales herramientas matematicas para estudiar la cohomologia

de De Rham es el teorema de Stokes el cual establece lo siguiente.

Teorema 16. Sea M una variedad diferenciable y compacta de dimension n y sea

/de:/aMw (2.117)

El teorema de Stokes para variedades, nos permite integrar sobre un subconjunto

w una (n — 1)-forma. Entonces

de M que tiene menor dimension, en vez de integrar sobre toda la variedad. Hay que

tener en mente que nuestro objetivo es encontrar grupos duales a los de homologia.

De la seccion que habla sobre homologia singular, se tiene que el grupo cadena
singular S,(X) se define como el conjunto de p-cadenas que tienen la forma de la

ecuacion ([2.102))

s = Ngi, g €G, (2.118)

donde AP : A, — X son los p-simplex singulares y A, los simplex normales en R".
Si ahora tomamos al espacio topolégico X como una variedad n-dimensional dife-
renciable M y al grupo G como R, entonces los p-simplex singulares A\ se convierten

en mapeos C'°. Entonces la p-cadena singular s, recibe ahora el nombre de p-cadena

C* y la denotamos simplemente c.

Si tenemos una p-cadena ¢ y una p-forma w con 0 < p < n, se define una integral

de w sobre ¢ de la siguiente manera,
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/w = Zai/ Nw  c= Zai/\i’ (2.119)
c i Ap i

donde A representa un pullback, por lo que A\jw es una p-forma en Ap. Ahora si es

posible enunciar el teorema de Stokes sobre cadenas.

Teorema 17. Sea M wuna variedad diferenciable de dimension n y w una (p — 1)-

forma, es decir w € AP"H(M) y c € C,(M), entonces

/de = /acw. (2.120)

La demostracién del teorema |17 se puede encontrar en el libro [20]. M4s adelante

veremos por qué el teorema de Stokes es tan importante para la cohomologia.

2.4.2. Los grupos de cohomologia de De Rham

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. El conjunto de p-formas ce-
rradas (dw = 0) se conoce como el grupo de p-cociclos y se denota como ZP(M),
mientras que al conjunto de p-formas exactas (w = dn) se define como el grupo de
p-cofronteras, By(M).

Notemos que ambos grupos forman espacios vectoriales con coeficientes reales y

ademds BP(M) C ZP(M), pues la derivada exterior cumple con la propiedad d* = 0.

Definicién 22. El p-ésimo grupo de cohomologia de De Rham estd definido como

HP(M;R) = (2.121)

HP(M;R) es trivial sip < —1 6 p>n+ 1.

Siw e ZP(M), entonces [w] € HP(M) es la clase de equivalencia {w' € Z,(M) |
W' =w+dn, n € AP71(M)}. Esto nos dice que dos formas que difieren por una forma

exacta son cohomdlogas.
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El hecho que BP(M) C ZP(M) quiere decir que todas las formas exactas son
cerradas. El inverso no necesariamente se cumple pues, si asi fuera, todos los grupos

de cohomologia serian triviales y no habria necesidad de esta teoria.

No obstante, se puede demostrar que si M es contraible a un punto, entonces
todas las formas cerradas en M son también exactas. Este resultado se conoce como

el Lema de Poincaré.

Localmente, cualquier forma cerrada es exacta. La teoria de De Rham nos mues-

tra un obstédculo a la exactitud global de las formas cerradas.

2.4.3. Dualidad de H,(M) y H?(M)

Existe una relacién entre el p-ésimo grupo de homologia y el p-ésimo grupo
de cohomologia, dada por el teorema de Stokes [[7] Para hacer notar esta relacién

definimos el producto interno como:

(,) 1 Cp(M) x AP(M) =R

(c,w) = (c,w) = /w. (2.122)

C

Entonces, el teorema de Stokes toma la forma

(e, dw) = (Jc,w). (2.123)

De la ecuacién , se ve claramente que el operador de derivada exterior d es
el adjunto del operador frontera 0. Esta caracteristica da la idea de que existe una
dualidad entre los grupos de homologia y cohomologia. Mas atin, anteriormente se
vieron secuencias exactas para los grupos de homologia, pero también existen para
grupos de cohomologia. La ecuacién (2.124]) muestra las secuencias exactas de ambos

grupos.
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(2.125)

..ap—+2>CP+I<M)8p—+1>Cp(M)icp—l(M)(E)..'
R QrrL ) S Qe (M) <2 rt () E (2.124)
de donde:
Z,(M) kero
Hy(M) =t = ——F
p( ) Bp(M> 1m6p+1
HP (M) = ZPEM) kerdy 4,

Con todas estas similitudes, podemos creer el siguiente teorema probado por

Georges de Rham:

Teorema 18. Teorema de De Rham
Si M es una variedad diferenciable compacta, entonces H,(M) y HP(M) son de

dimension finita. Mas aiun, el mapeo
A Hy (M) x HP(M) - R (2.126)

es bilineal y no degenerado. Por lo que, HP(M) es el espacio vectorial dual de H,(M).

Recordemos que si un espacio vectorial tiene dimension finita, entonces es isomor-
fo a su espacio dual y cada isomorfismo define un producto bilineal no degenerado,
lo que significa que H,(M) es isomorfo a HP(M), entonces se tiene que el p-ésimo

numero de Betti estd dado por
(M) = dimHP(M) = dimH,(M) = b,(M). (2.127)

As{ la caracteristica de Euler toma la forma

n

X(M) = (=1)(K). (2.128)

p=1

Ademas, la férmula de Kunneth para los grupos de cohomologia esta dada por,
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HP(M) = H(M; x M) = @ H*(M;) @ H'(My). (2.129)
k+q=p

2.4.4. El producto cuna

Sea [w] € HP(M) y [n] € HI(M), se define el producto cuna de |w] y [n] como

WU [n] = [w A ], (2.130)
donde [w A 7] es una (p + ¢)-forma, lo que implica que [w A 5] € HPT4(M). Con lo
cual se ve que el producto cuna es un mapeo de la forma

U: HP(M) x HY (M) — HP™(M). (2.131)

Si definimos la suma de todos los grupos de cohomologia de M como

H*(M) = @ H"(M), (2.132)

p>0

entonces el producto cuna toma la forma

U: H*(M) x H*(M) — H*(M). (2.133)

La ecuacién (2.133]) convierte a H*(M) en un anillo. Recordemos que un anillo
es una estructura algebraica formada por un conjunto A y dos operaciones (A, x, o)
talque A bajo la operacion x forma un grupo, mientras que bajo la operacién o es

cerrado, asociativo y es distributiva respecto de .

El hecho de que H*(M) sea un anillo es muy valioso, pues es posible que dos
variedades M y N tengan los mismos grupos de cohomologia pero sean topolégica-
mente distintos. Esta diferencia se puede ver con el producto cuna; si obtenemos el

producto cuna U para H*(M) y H*(N) se vera que son anillos distintos.
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2.4.5. Superioridad de cohomologia frente a homologia

La cohomologia es una herramienta mas 1til que la homologia. Por principio, la
homologia utiliza el operador frontera 0, el cual es un operador global, lo que implica
que se necesite informacion global de la variedad. Por su parte, la cohomologia utiliza
el operador de derivada exterior, el cual es un operador diferencial de primer orden,

por lo que, es un operador local y no se necesita informacién global de la variedad.

Otra razén por la cual la cohomologia tiene ventaja sobre la homologia es porque
la cohomologia tiene una estructura algebraica extra proporcionada por el producto
cuna, la cual distingue un espacio de otro aun cuando sus grupos de cohomologia

sean los mismos.

Los grupos de homologia no pueden tener una estructura de anillo, pues por la
dualidad que existe entre H,(M) y H?(M), la direccién del mapeo (2.133]) cambia y

entonces el dual del producto cuna es:

U H(M) — H.(M) x H.(M), (2.134)

el cual no proporciona una estructura de anillo.

2.5. Defectos topolégicos

La topologia algebréica se ha utilizado en varios aspectos de la Fisica. Por ejem-
plo, en materia condensada, la teoria homotopica es el lenguaje natural para describir

y clasificar los defectos en sistemas ordenados.

Un medio ordenado es un espacio fisico en tres dimensiones considerado una va-
riedad M? suave y se asume que esta variedad es conexa, orientable y compacta con
frontera OM?3.

Por otro lado, se introduce el concepto de espacio de pardmetro ordenado V,

el cual es el espacio formado por los posibles valores del pardmetro ordenado. El

parametro ordenado es la medida del grado de orden en un sistema.
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Existe un subconjunto ¥ C M? conocido como el conjunto de defectos. Fuera de

Y se puede construir un mapeo continuo dado por,

i M -2 =V, (2.135)

donde v es el campo de parametro ordenado.

El mapeo ([2.135]) nos dice que existe un mapeo continuo de la variedad al espacio
de pardametro ordenado bien definido, siempre y cuando el conjunto de defectos no
esté presente. Esto significa que, en el conjunto de defectos, el parametro ordenado

no esta bien definido.

Estos defectos, llamados defectos topoldgicos, dependen de su dimensién. Existen
defectos de punto o monopolos, defectos de linea o vortices y defectos de superficie

o de pared. Estos defectos son clasificados de acuerdo a los grupos de homotopia.

Un defecto topoldgico de dimensién m existe en un medio de dimensién d si el

grupo de homotopia ,(V; zg) no es trivial, donde
n=d—m—1. (2.136)

Ejemplo 9. Cristal liquido nemdtico

El medio ordenado de este sistema consiste en moléculas largas en forma de elipsoi-
des de revolucion. El pardmetro ordenado es la direccion de los ejes de revolucion,
entonces el espacio de pardmetro ordenado es el espacio de las direcciones. Geométri-
camente, este espacio es una esfera S* con las antipodas identificadas, es decir, V

es el plano proyectivo RP?.

z _

Se puede demostrar que m (RP?) = 3

Zg, lo cual quiere decir que existe un

defecto de linea en el cristal liquido.

Los defectos topoldgicos se utilizan también para describir configuraciones esta-
bles de materia formadas en transiciones de fase en el universo temprano. A estos

defectos se les conoce como defectos cosmologicos.
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2.6. Referencias

Este capitulo se basé en el libro [21], aunque se complementé con las ideas ex-
puestas en [20]. También fue de gran ayuda estudiar las ideas algebraicas en [9] y
las ideas sobre topologia algebrdica (desde un punto de vista mas matemético y abs-
tracto) en [11] y [16].

Para las secciones sobre grupo fundamental, grupos de homotopia de orden supe-
rior y defectos topolégicos, es recomendable el articulo [17]. En él se explican las ideas

de los grupos de homotopia con un enfoque muy aplicado a la materia condensada.
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3

Fundamentos de Geometrotermodinamica.

En este capitulo explicaremos los fundamentos mateméticos de la Geometroter-
modindmica (GTD). Como su nombre lo indica, la GTD es un programa que pretende
dar una formulacién geométrica de la termodinamica, por lo que es necesario estu-

diar las estructuras geométricas que la conforman.

Al final del trabajo se presenta un apéndice sobre Topologia y Geometria di-
ferencial con el objetivo de comprender mejor los conceptos mencionados en este

capitulo.

3.1. El espacio fase y la estructura de contacto

Para incluir la geometria en los sistemas termodinamicos, es necesario introducir
una variedad diferenciable 7 de dimensién 2n + 1, la cual se conoce como el espacio
fase termodindmico. Se exige que T tenga una dimensién de 2n + 1 porque se toman
como coordenadas las variables extensivas, las intensivas y el potencial termodinami-

CO.

Esta variedad estd dotada de una estructura de contacto & C TT, la cual es, una

familia de hiperplanos maximalmente no-integrable que satisface

£ = ker(), (3.1)
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donde © C T*(T) es una 1-forma que satisface la condicién de no integrabilidad
O A (dO)" #0. (3.2)

La condicién de no integrabilidad significa que no se puede foliar la variedad con
foliaciones de codimensién 1. Por ejemplo, R3 se puede foliar con planos uno sobre
otro, pero si se equipa con una estructura de contacto entonces no es posible foliarlo,

ya que los planos rotan de acuerdo a la estructura de contacto que se elija.

El objeto matematico presentado en las ecuaciones (3.1) y (3.2), ©, recibe el
nombre de forma de contacto de la estructura de contacto sobre 7. Esta forma de
contacto no es unica. De hecho, cualquier 1-forma de contacto que defina la misma

familia de hiperplanos de la ecuacién (3.1]), es equivalente a ©.

Entonces, la estructura de contacto £ corresponde a una clase de equivalencia [O]
de 1-formas, las cuales satisfacen (3.2) y estdn relacionadas de la siguiente forma,

para cualquier ©; y O, en [O]:
@1 ~ @2 < @2 = )\2@1 (33)
para A : 7 — R. Es necesario que la estructura de contacto sea orientada, por lo

que, se requiere que A tenga solamente un signo, por eso es que se eleva al cuadrado.

Por otro lado, siempre se puede encontrar un conjunto de coordenadas locales
para el espacio fase termodindmico, 7, de la forma Z4 = {®, I, ..., I,, E*, ..., E"},

tal que la forma de contacto se puede escribir como,

© = dd — I,dE", (3.4)

en donde se utiliza la convencién de Einstein. Lo anterior se conoce como el teorema
de Darboux y al considerarlo, se puede dar una interpretaciéon geométrica de la re-
lacién , ya que, © A (dO)" es la forma de volumen del espacio fase. La forma de

contacto presentada en la ecuacién (3.4)) se conoce como 1-forma de Gibbs.

Hasta el momento tenemos que el espacio fase termodindmico es una variedad
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de contacto dado por el par (7,¢) donde £ es la estructura de contacto. Es comun
que la variedad de contacto también se denote por el par (T, [©]) para hacer énfasis
en la clase de equivalencia de la forma de contacto. De hecho, en este trabajo se

utilizard esta ultima notacién.

Ademas del espacio fase termodinamico, es necesaria otra estructura geométrica

llamada espacio de estados de equilibrio.

3.2. El espacio de estados de equilibrio

El espacio de estados de equilibrio £, es una subvariedad integral de dimension
maxima encajada en el espacio fase termodinamico 7. Es decir, esta subvariedad

esta definida por el mapeo suave,

p: =T, (3.5)

donde se cumple la llamada condicion isotropica:

o*(8) = 0. (3.6)

donde ¢* es el pullback de . La condicion isotropica nos dice que los espacios tan-
gentes a cada punto de la variedad £ estdn contenidos en la esructura de contacto.
Utilizando las coordenadas del espacio fase Z4 = (®, E*, 1,), se tiene que el encaje
3.5 es de la forma,

¢ : (E*) — (®(EY), E* 1,), (3.7)
por lo que, la condicién isotrdpica toma la forma,

0P

©*(0) = " (d® — [,dE") = (@ - Ia) dE" = 0. (3.8)

De esta tultima relacion se obtiene de manera inmediata que:

0o
ok«

la cual es la condicion de equilibrio termodinamico en el espacio de estados de equi-

=1, (3.9)
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librio. Hay que notar que las variables intensivas son duales a las extensivas en el

sentido de la ecuacién ((3.9)).
La relacion conduce a la primera ley de la Termodindmica,

d® — [,dE* =0, (3.10)
donde ® es el potencial termodinamico, las I, son las coordenadas intensivas y las

E?% son las coordenadas extensivas.

El sello distintivo de un sistema termodinamico en termodindamica clésica, esta da-
do por la ecuacion fundamental. Igualmente, para distinguir un sistema termodinami-
co de otro en el espacio de estados de equilibrio, es necesario saber la ecuacién fun-

damental, la cual estd dada por:

o = O(EY). (3.11)

Ademas, el potencial termodindmico tiene que cumplir la condiciéon de homoge-

neidad,

ONEY) = M O(E), (3.12)

para A\ y (3 constantes. Al diferenciar esta expresién con respecto a A, evaluando el

resultado con A = 1 y utilizando la expresién |3.9| se llega a la identidad de Euler:

BO(E®) = 08I, E”. (3.13)

Calculando su derivada exterior se tiene,

Bd®(E") = d(6P I, E*) = §2(I,dE* + E*dI,), (3.14)

y se aplica |3.10]

BdD(E) = B(I,dE"). (3.15)

Un célculo directo, al igualar y lleva a la relacion generalizada de Gibbs-

Duhem, la cual es:
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(B— 1) I,dE* = 8 EdI,. (3.16)

Al igualar 8 a 1 se obtiene la relacion clasica de Gibbs-Duhem,
SYEdl, = 0. (3.17)

3.3. Transformaciones de Legendre

Las transformaciones de Legendre son diffeomorfismos en el espacio fase de la
GTD que preservan la estructura de contacto, por lo que se consideran una simetria
de 7. Ademads, estas transformaciones son usadas comunmente en distintas ramas

de la fisica como mecanica clasica, fisica estadistica y termodinamica.

Algunas veces, es muy 1til codificar la informacion contenida en una funcién de
una manera diferente. Para lograr esto se pueden utilizar las transformaciones de

Fourier, Laplace o Legendre, dependiendo del problema que uno esta resolviendo.

Dada una ®(z), la transformacién de Legendre codifica la informacién de la

funcion de manera conveniente, si dos condiciones se cumplen:

1. La funcién (o su negativa) es esctrictamente convexa y suave.

2. Es mas facil medir o pensar en la derivada de ¢ con respecto a x, que en solo

x.

El primer punto habla de la convexidad de la funcién. Recordemos que, una
funcién de una variable como ®(x) es convexa, si su segunda derivada es siempre
positiva. Una consecuencia de esta condicion es que, existe un mapeo inyectivo entre
x y la derivada da—f).

El segundo punto establece que la transformacion de Legendre muestra cémo de-

finir una funcién que contenga la misma informaciéon de x, pero como una funcién

do
de Tr
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Geométricamente, si se tiene una funcién ®(z) convexa, es decir, ®”(z) > 0.
Entonces, la transformacion de Legendre de ® es una nueva funcién ¢ que depende

de una nueva variable p, la cual se construye a partir de la figura [3.1]

y=pX

x (p)

Figura 3.1: Transformacion de Legendre.

Se toma el punto = = x(p), donde la curva estd més alejada de la recta y = px.

Para cada p, se define
F(p,z) =pxr — O(x). (3.18)

La funcién (3.18) tiene un méximo en el punto z(p), es decir, £ = 0y ®/(z) = p.

Entonces se define la transformada de Legendre de ®(z) como

= F(p,z(p))- (3.19)

En termodindamica, una transformacion de Legendre corresponde a una redefini-
cion del potencial termodinamico, al intercambiar el papel que juegan las variables

extensivas por el rol de las intensivas. Es importante notar que el rol que juegan estas
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variables, es fisicamente relevante solo en el espacio de estados de equilibrio, pues
aqui es donde se lleva a cabo la termodinamica. En el espacio fase termodinamico 7

es solo un cambio de coordenadas.

Una transformacion parcial de Legendre esté definida con las siguientes relaciones:

i =0 — I EY, (3.20)

Iy =EY, (3.21)

E® = —1, (3.22)

_fj =1, vy Ei=E  paraj # 1. (3.23)

En la ecuacién [3.20] la notacién no indica suma sobre i sino que se toman las
i-ésimas variables intensivas y extensivas respectivamente. A esta transformacién se
le llama parcial porque solamente intercambia el i-ésimo par de variables termo-
dindmicas. Una transformacion total de Legendre, (TLT) por sus siglas en inglés,

intercambia todos los pares de variables intensivas y extensivas.

Por otro lado, consideremos una funciéon multivaluada F (7), donde 7 es un
vector de m variables independientes 1, ..., x,,. Ademads, supongamos que I’ es con-
vexa y suave a lo largo de todo el espacio m-dimensional. En todo punto 7 habra m
pendientes,

or
Sm = —— = O F, (3.24)

- Oz,
y ademds existen m(m + 1)/2 segundas derivadas, las cuales se denotan por:
0,0, F donde,

O*F
axmﬁxl )

Estas segundas derivadas se pueden pensar como las componentes de una matriz

OO F = (3.25)

simétrica. La condicién de convexidad de la funcion F', restringe a todos los eigenva-
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lores de esta matriz a ser positivos (o negativos). En el contexto de la termodindmica,
la convexidad es la condicién para la estabilidad en sistemas de equilibrio. Es por
esto que se pide la condicién de convexidad. En este caso, el signo depende de la
representacion del potencial. A la ecuacion se le conoce como la Segunda Ley

de la Termodindmica.

0*®

+ OFE*OE®

> 0. (3.26)

3.4. La estructura Riemanniana de la GTD

Existe una tultima estructura que anadir al programa de la GTD, dada por una
métrica G no degenerada, la cual, induce una estructura Riemanniana en el espacio
fase termodinamico 7. De esta forma, un sistema termodinamico se describe con una

métrica G, llamada métrica termodindmica que cumple las siguientes condiciones,

1. G es invariante ante transformaciones que no modifiquen la estructura de con-

tacto. En particular, G debe ser invariante ante transformaciones de Legendre.

2. G induce una métrica g en el espacio de estados de equilibrio £ utilizando el
mapeo,

v (G) =g (3.27)

La condicion 1 hace que la métrica realmente describa un sistema termodinamico
independientemente de las coordenadas utilizadas en 7, mientras que, la condicién 2
establece la relacién entre las geometrias de 7 y £ usando las mismas herramientas

utilizadas para definir los estados de equilibrio con la estructura de contacto.

Denotando como G = G(Z4) a la métrica obtenida de G al aplicar una trans-
formacion de Legendre a y definiendo G'(Z*) = G(Z* = Z*) entonces, la
invarianza de Legendre de G se logra al pedir que se cumpla la siguiente condicion:

G(ZY = G'(ZY). (3.28)

Bajo una transformacion total de Legendre, las componentes de la métrica G se

transforman como:
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C D
GG 9292
0ZA0ZB

donde la matriz de transformacion es:

Gen, (3.29)

1 —zmt —gmr o gm gy L
0 0 o .. 0 -1 0 .. 0
74 P P : S
—— =10 0 0 .. 0 o 0 .. -1], 3.30
YT (3.30)
0
0 0 0 1 0 0 0

donde los indices A y B representan los renglones y las columnas de la matriz,
respectivamente. Como el determinante de ésta es 1, entonces existe su matriz inver-
sa con lo cual se determina un difeomorfismo correspondiente a una transformacién

total de Legendre.

Un importante problema que hay que tomar en cuenta al imponer invarianzas en
las métricas es, si existen soluciones. En nuestro caso, hay que encontrar métricas
que cumplan con la invarianza bajo transformaciones de Legendre y que sean de

dimension 2n + 1.

Es facil construir una métrica con estas caracteristicas, si se considera la 1-forma
de Gibbs dada por la ecuacién [3.4] Entonces la métrica de Gibbs se define como:

Gg =065 ® 6. (331)

La invarianza de esta métrica se consigue a partir de la 1-forma de Gibbs. El pro-
blema con esta métrica es que no tiene ningtin componente que dependa de algin dI,,
por lo que su determinante se anula y la soluciéon para el sistema de ecuaciones que
determina la métrica no es unica. Es decir, la métrica de Gibbs es degenerada; pero es

un buen comienzo para buscar métricas que cumplan las caracteristicas que se piden.
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Bajo el contexto de la GTD existen dos familias independientes de métricas para
T, las cuales se clasifican de acuerdo a sus propiedades de invarianza. La primera
familia son métricas invariantes bajo transformaciones totales de Legendre y la se-
gunda son métricas que son invariantes bajo transformaciones totales y parciales de

Legendre. De manera que se escriben

Gr =0¢ ®O¢ + AZ) (&% E'L) (X dE* ® dI.) (3.32)

n

Gp=0¢®0¢+AZY)Y  [(B'L)* M dE ® dI] | (3.33)

i=1

donde A(Z4) es una funcién arbitraria invariante de Legendre de las coordenadas
ZA k€ Ly €%, x¢, son matrices diagonales constantes. Cabe destacar que estas ma-
trices no son tensores, sélo sirven para definir la forma de las métricas. Por ejemplo,
la eleccion £% = x4, = 0%, se ha utilizado para describir sistemas con transiciones de
fase de primer orden, mientras que para sistemas con transiciones de fase de segundo
orden se ha utilizado £% = §% y x%, = n% con n% = diag[—1,1, ..., 1]. A estas métricas
se les conocen como Gy y Gy, respectivamente (haciendo alusién a las transiciones

de fase de primer y segundo orden).

Por su parte, la familia de métricas (3.33]) se le conoce como Gyr;. Un caso
particular de G es la conocida como métrica natural G, la cual también es invariante

ante cambios de representacién y se define como

G = @G®@G+Z{
J#i

donde se excluye al i-ésimo par de coordenadas por ser las que se intercambian con

®dl, ] (3.34)

el potencial termodinamico ® cuando pasamos de una representacion a otra. Las

representaciones mas comunes son la energia interna y la entropia.

De esta forma, el espacio fase termodindmico (7, [O]), se convierte en una varie-

dad de contacto Riemanniana (7, [©], G), llamada variedad fase termodindmica.
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La métrica inducida en el espacio de estados de equilibrio estd dada por

1 9

gt = Z (Ej ggj) agb(;bEa dE* © dE". (3.35)
JF#i

Ya que se tienen todos los componentes de la GTD, es natural preguntarse ;Para

qué sirve? La motivacién principal de la GTD es que la curvatura asociada a la ecua-

cion contiene toda la informacién referente a la interaccion termodindmica del

sistema determinado por la ecuacién fundamental ®(E*). Ademas las singularidades

de curvatura se interpretan como transiciones de fase que sufre dicho sistema.

3.5. Geodésicas en GTD

De geometria diferencial, sabemos que, las geodésicas son curvas de longitud

extremal z%(7), las cuales satisfacen las siguientes ecuaciones diferenciales:

2.0 b c
d°x ra dz’ dx 0 (3.36)

A e dr dr

donde 7 es un pardametro afin a lo largo de las geodésicas.

En el espacio de estados de equilibrio, cualquier curva representa un proceso cua-
siestatico. Se define una geodésica termodindmica como las soluciones a las ecuaciones
geodésicas , que cumplen con las leyes de la Termodinamica. Es importante
tener claro que no todo proceso cuasiestatico es una geodésica y no toda geodésica

es un proceso cuasiestatico.

3.6. Gas Ideal

Empecemos el analisis con un gas ideal monoatémico. La ecuacion fundamental

EEE ] e

donde S es la entropia, U la energia interna, V' el volumen, N el niimero de particulas

de un gas ideal es

S(U,V,N) = Nso+ NRIn

del gas y so es una constante.
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Fundamentos de Geometrotermodinamica.

Para simplificar los calculos y teniendo en cuenta que esta ecuacién es homogénea

de grado 1, podemos hacer el andlisis con la representacién de la entropia molar.

3.6.1. Gas Ideal Molar

La ecuacién fundamental en la representacion de la entropia molar es (citar Ca-

llen)

s(u,v) = sg+ Nakgey In(u) + Narg In(v), (3.38)

donde Nykp = 8,3144W‘]m, ¢, €s una constante y s, u,v son la entropia, la energia

interna y el volumen molar, respectivamente.

La 1-forma de Gibbs en la representacién de la entropia tiene la forma

1 P
O, =ds — Tdu — Tdv, (3.39)

donde T es la temperatura y P la presién. Por lo que, las coordenadas del espacio

fase T son (s,u,v,1/T, P/T) y la métrica natural de este espacio es

1 P \* T 1 T P
B _ 1, F + r
G: (ds Tdu Tdv) + UPdUd (T) + Updvd (T) . (3.40)

Entonces, la métrica natural en el espacio de estados de equilibrio de la GTD

para el gas ideal nos da

ds\ ' 9%s ds\ ' 9%s
i = —_ —_— —_— —_—
gz (1}81)) 902 du ® du + (v(%> dv ® dv. (3.41)

De la ecuacion (3.38)) tenemos que

ds _ Nkpge, 9’s  Nkpc,

ou  u ou? u?

0s Nkp 9%s Nkpg

ov v Ov? v2 (3-42)

Sustituyendo la ecuacién (3.42)) en la ecuacién (4.1]), donde ¢, = % por ser un gas
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monoatomico y haciendo Nykp = 1, se tiene que

= (3.43)

Recordemos que el tensor de curvatura estd dado por

Ra aFICJLd 8F§c

bed = Pre T Py + Il — Teal'bes (3.44)

e

donde I'j, son los simbolos de Christoffel o componentes de la conexién y se

definen como

1 wa (094 | 09ea  Ogne
b= —g" — . 3.45
be = 59 <8x° * oxb  Oxd (345)
Para la métrica (4.1)) tenemos que
3 2
Guu = 2U2 ) g - 3
1 vV 2
Guv = _ﬁ§ g =V
Guw = 0; g™ =0. (3.46)

Por lo que los simbolos de Christoffel son

1 1
I, ==9" mu,u um,u — Yuum| — T "= uw,v =0
wu = 59" [Imuu + Juma = Guun] = 59° 1= Guuo]
1
Lo =29" mu,u umop — Yuum] — F v v, =0
v = 59" Imou + Gumo = Goum] = 59" (9v0]
1 1
ry,==9"" mu,v vmau — Yuoom] — F v VU, =0
w = 597" [gmuw + Gomu = Guon] = 597 [9v0.]
1 1 1
Iy ==9" mu,v vm,o — Yoom| = 5 ve vow] — T
o = 59" gmow + Jome = Goom] = 59" [gov0] = =
Fm;:gg [gmv,v+gvm,v_gvv,m]:§g [_gvv,u]zo
T | = 59" ] = 0
uv 29 gmu,v gvm,u guv,m - 29 guu,v -
A | = 59" 9] =0
vu 29 gmv,u gum,v gvu,m - 29 guu,v -
1
I, ==9"" mu,u um,u — Yuum| — 5 w wu,u] — T -
we = 59" Gmu + Gumi = Guum] = 59" (Guul = =
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Como la dimension de la variedad es 2, entonces el tensor de curvatura Ry, tiene
una sola componente independiente, la cual hay que calcular. De la definicion del ten-
sor de curvatura y sustituyendo los correspondientes simbolos de Christoffel,
se tiene que

ore,  ore
RY, = tu_ Zwwpu pm_ T pmo_ () (3.47)

VUV o oxrv mu- vv muv— vy

Al ver los calculos, se tiene que todas las componentes del tensor de curvatura
son cero; mientras que, existen simbolos de Christoffel que no son cero. El hecho de
que la curvatura del espacio de estados de equilibrio (que es donde se lleva a cabo la
termodindmica) sea cero, se interpreta como la ausencia de interaccién termodindmi-

ca; la cual es una caracteristica del gas ideal.

Por otro lado, la métrica natural del espacio fase ([3.40|) es invariante ante transfor-
maciones de Legendre y ante cambios de representacion, por lo que, la termodindmica

es la misma aun cuando cambiemos de potencial o de representacién.

3.6.2. Gas ideal en densidad volumétrica

Otra forma de expresar la ecuacién fundamental del gas ideal es en densidad

volumétrica y se expresa de la siguiente manera

U N N N U N N
S(v, V) = VSO + VNAK’BCU ln(v) — (CU -+ 1)VNA/£B ln(v)
= nsg 4 nln(u)® + nln(n) =D, (3.48)

Haciendo el mismo analisis tenemos que la métrica natural del espacio de estados

de equilibrio es:
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—1 a2 -1 2 -1 2
ggz(n@> ﬁdu@du—l—( 63) s du®dn+< 88) s dn & du

on ou? nﬁ_n ondu nf)_n ouon
s\ ! 9%s
(3.49)

Al hacer los calculos se obtuvo que el denominador del escalar de curvtura es

RSgen = 2n*2u*c? (¢, In(n) — ¢, In(u) + ¢, +In(n) —so + 1) . (3.50)

Entonces, el escalar de curvatura diverge en funcién de ¢, cuando

n=exp [(c, In(u) — ¢, + 5o — 1)/(c, + 1)] . (3.51)

La figura 3.2 muestra cémo varia el escalar de curvatura con respecto al nimero

de particulas.

Figura 3.2: Escalar de curvatura Rg como funcién del niimero de particulas n cuando
¢y = 3/2.

En la figura se observa que existe una singularidad de la curvatura expresada

por la ecuacién (3.51]). Ademds, se observa que la curvatura tiende a cero cuando el
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nimero de particulas tiende a infinito, lo cual nos habla de un limite termodinamico.

La figura [3.3] muestra al escalar Rg como funcién de u y n.

Figura 3.3: Escalar de curvatura Rg como funcién de la energia u y el nimero de
particulas n, cuando ¢, = 3/2.

3.7. Referencias

Este capitulo es un recuento de todo lo que se ha investigado acerca de la GTD y
c6mo la entendemos. ESté basado en los articulos [4], [6], [7]. Ademéds, para explicar

las transformaciones de Legendre se estudiaron [1] y [§].
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4

Tercera Ley y topologia en GTD

En este capitulo se encontraran las propiedades topolégicas como consecuencia
de la tercera ley de la termodinamica para un gas ideal y para una mezcla no inter-

actuante de un nimero finito de gases ideales clasicos.

4.1. Tercera Ley de la Termodinamica

[13

La tercera ley de la termodinamica o postulado de Nernst establece que “es
imposible alcanzar la entropia minima mediante un numero finito de procesos cua-

siestdticos” .

Esta ley proporciona un punto de referencia absoluto para la determinacion de

la entropia.

4.2. Topologia del gas ideal en GTD

En el capitulo 3 se analizo el gas ideal. Se obtuvo que la métrica natural para

este sistema es

G-t - (1)

y la curvatura del espacio de estados de equilibrio es cero.
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4.2.1. Geodésicas en el espacio de estados de equilibrio del gas ideal

Como la curvatura de la métrica (4.1]) es cero, entonces existen coordenadas donde

la métrica toma una forma simple, a saber,

gs = —d&* —dn? donde & =InuV3¥?4¢&, n=1Inv+n, (4.2)

donde &, y 71y son constantes tales que £ y n son positivos o igual a cero. De esta
manera, el espacio de estados de equilibrio se puede ver como el cuadrante positivo
de R2. Adem4s, cualquier sistema termodindmico tiene una energfa y un volumen

maximo, por lo que existiran valores maximos para estas nuevas variables £ y 7).

Esta forma de presentar la métrica es conveniente para el estudio de las geodési-
cas, las cuales representan curvas con longitud extremal. En el capitulo dos se dio a
conocer las ecuaciones de las geodésicas , las cuales son

2,.a b J.c
Er 0 us
Para la métrica , todos los componentes de la conexién son cero, pues los

componentes de la métrica son constantes y al derivarlos, se obtiene como resultado

cero. Por lo que, las ecuaciones geodésicas son

d*¢
a2~V
d*n

Resolviendo las ecuaciones diferenciales tenemos que las soluciones son

§=&T+&
n =127 + N, (4.5)

donde &5,&1,7m2 y m1 son constantes. Entonces, las geodésicas se pueden representar

por las rectas
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§=com+ci (4.6)

Es posible elegir el pardmetro afin 7 de manera que se incremente la entropia del

proceso cuasiestatico, por lo que se puede hablar de una “flecha de tiempo”.

La ecuacién implica que para cualquier estado inicial, siempre existira una
recta que conecte ese estado con cualquier otro en el plano £n. No obstante, no todas
las soluciones a las ecuaciones geodésicas son procesos fisicos, ya que podrian existir
lineas que conecten estados de equilibrio que no son compatibles con las leyes de la

Termodinamica.

Por ejemplo, la segunda ley de la Termodinamica establece que para cualquier

proceso, el cambio en la entropia debe aumentar o anularse. De acuerdo con la

ecuacion ((C.6) la cual es

AS >0, (4.7)

y de la ecuacién (4.12) se tiene que

As = A&+ An > 0. (4.8)

Al igualar la ecuacién (4.8]) se obtendran procesos adiabaticos, entonces

As=¢& —&+np—mn=0. (4.9)

Al despejar &5 y ny y dividir entre lo que queda del otro lado de la igualdad se

obtiene

£r nf
+ = 1. 4.10
S+n &t ( )

La ecuacion (4.10]) es una recta cuya pendiente es
tan o = —(&tm) =—1. (4.11)
&+ mi
Esta recta divide al espacio de estados de equilibrio en dos regiones. La prime-

ra llamada region de conectividad, donde las geodésicas son procesos cuasiestaticos
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que cumplen las leyes de la termodinamica, por lo que son mejor conocidas como
geodésicas termodinamicas. La segunda region se conoce como region de no conec-
tividad y se caracteriza porque las geodésicas en esta region no tienen significado
fisico, ya que violan la segunda ley de la Termodinamica. La figura muestra el
espacio de estados de equilibrio con las regiones de conectividad y no conectividad

determinadas por la segunda ley de la Termodinamica.

T]max

1.

= =
el 5

Figura 4.1: Segunda ley de la Termodinamica en el espacio de estados de equilibrio

del gas ideal.

Por otro lado, la entropia minima no se puede alcanzar por ningin proceso cua-
siestatico (como lo establece la tercera ley de la Termodinamica). Entonces se tiene
que eliminar un punto (el punto de minima entropia) del espacio de estados de equi-

librio.
En este sistema coordenado, la ecuacion ([3.38)) se ve como

S:So—i‘f‘i‘n—&)—ﬁo. (412)
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De la ecuaciéon se puede inferir que la entropia minima se obtiene cuando
& =& yn=mn Porlo que el punto de minima entropia es (£, 7). En la figura
[4.2) se aprecia el punto de minima entropia que se elimina del espacio de estados de
equilibrio. Como se observa en la figura, este espacio es el cuadrante positivo de R?
pues £ >0y n>0.

r‘I]max ____________ i |

v
=]
~ =
&
e

g \*\
N
LY
o
e [
o =
"5!,] 7 Tmax
o

Figura 4.2: Tercera ley de la Termodinamica en el espacio de estados de equilibrio
del gas ideal.

La recta que se observa en la figura[£.2] determina los puntos iniciales admisibles
para cualquier proceso cuasiestatico. Por debajo de esta recta con pendiente —1 y
que tocaria el punto de minima entropia (si éste se encontrara en el espacio), ningin
proceso cuasiestatico puede iniciar. Esta recta se obtiene porque los puntos iniciales
admisibles son s(£,n) > sg. Entonces, para el punto s(0,7 + €), la ecuacién

nos da
s =80+ (1m0 +¢) =& — Mo > So, (4.13)
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lo que implica que € > &;. Este resultado es andlogo al punto s(y+¢,0) dando como

resultado una recta con pendiente —1.

La figura muestra todas las regiones para un gas ideal determinadas por la

segunda y tercera ley de la Termodinamica, con sq(&p,70) y un punto inicial (&;, ;).

T] max

n

1,

it
1

max

Figura 4.3: El espacio de estados de equilibrio del gas ideal con todas sus regiones
definidas por las rectas de no conectividad y de no admisibilidad, definidas por la
segunda y tercera ley de la Termodinamica, respectivamente.

4.2.2. Defectos topologicos en el espacio de estados de equilibrio del gas

ideal

El hecho de quitar un punto en el espacio de estados de equilibrio hace que la
topologia de esta variedad cambie. Como vimos en la seccién anterior, el espacio de

estados de equilibrio es el cuadrante positivo de R? (el cual es cerrado y acotado por
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los valores &naz V Mmae) MENOS un punto so.

El teorema de Heine-Borel dice que si un subconjunto de R" es cerrado y acotado
entonces también es compacto. Entonces el espacio de estados de equilibrio es una

variedad compacta, por lo que se pueden utilizar todas las ideas del primer capitulo.

Ademas, como el espacio de estados de equilibrio es un subconjunto compacto de
un espacio topolégico (R?), entonces con la topologia inducida (la cual es la misma)
es en si un espacio topologico compacto. Por lo que, al tener la misma topologia que

R2, se puede analizar al espacio de estados de equilibrio como tal.

En el capitulo dos se introdujo el concepto de retracto por deformacion y se dio de
ejemplo la (n — 1)-esfera como retracto por deformacién del disco unitario D" —{0}.
En particular, para n = 2, el retracto por deformacién del disco unitario menos el

origen es el circulo unitario S*.

Se puede demostrar que para cualquier punto zy € R?, existe un circulo C en R?
que es el retracto por deformacion de R* — {x¢}. Ademds, el circulo C tiene el mismo

tipo de homotopia que el circulo unitario S*.

Entonces se puede inferir que el retracto por deformacién del espacio de estados
de equilibrio menos el punto de minima entropia & — {sg}, es un circulo C. Al ser

homeomorfo al circulo unitario S entonces su grupo fundamental es

m(€) = m(C) = m(Sh) = Z. (4.14)

Asi mismo para los grupos de homologia del espacio de estados de equilibrio

tenemos que

Hy(€) = Ho(C) = Hy(S") = Z,
H\(€) = H,\(C) = Hi(5") = Z,
H,(&) = H,(C) = H,(S") = {0}, (4.15)
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para n = 2.

Como 71(€) no es trivial, significa que existe un defecto topoldgico de punto en
el espacio de estados de equilibrio, pues de la ecuacién [2.136

n=d—m-—1, (4.16)

donde n es el orden del grupo de homotopia, d es la dimensién del medio y m es la
dimension del defecto topologico. En nuestro caso, n =1y d = 2 pues la dimensién
del espacio de estados de equilibrio es 2, lo que significa que m = 0 y el espacio tiene

un defecto de punto.

Por otro lado, recordemos que el p-ésimo nimero de Betti de un espacio es el
rango del p-ésimo grupo de homologia. Entonces, by =1, b =1y b, = 0 paran > 2,
por lo que, el espacio de estados de equilibrio tiene una componente conectada y un

agujero de dimension 2.

Por lo que, la tercera ley de la Termodindmica define la topologia del espacio de

estados de equilibrio del gas ideal.

4.3. Mezcla de un nuimero finito de gases ideales

Ya logramos saber qué hace la tercera ley de la termodindmica en un sistema
particular como lo es un gas ideal. Esta ley cambia las propiedades topoldgicas del
espacio de estados de equilibrio. Ahora consideremos otro sistema termodindmico.
.,Cémo afectaria la tercera ley de la termodinamica a la topologia del espacio de

estados de equilibrio de dicho sistema?

Consideremos una mezcla no interactuante de un nimero finito de gases ideales.

Para un sistema compuesto por dos o mas subsistemas se tiene el siguiente postulado
21,

Postulado 1. La entropia de un sistema compuesto es aditiva sobre los subsistemas.
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La entropia es una funcion continua, diferenciable y mondtonamente creciente de la

energia.

Por lo que, la ecuacion fundamental para este sistema es:

S=8M 4@ ... 4 g (4.17)

La entropia de cada subsistema es una funciéon de las variables extensivas que

conforman ese subsistema, es decir,
S@ = g y@ N@)y con a=1,---,n. (4.18)

4.3.1. El espacio de estados de equilibrio para n gases ideales y sus de-

fectos topolégicos

En el articulo presentado por [6] se obtiene un resultado muy 1til para el analisis
del espacio de estados de equilibrio de una familia de sistemas termodinamicos no
interactuante, en particular se puede utilizar para una mezcla no interactuante de

gases ideales.

El resultado consiste en considerar un sistema con n grados de libertad, el cual

tiene una ecuacién fundamental separable, es decir, de la forma

S(E', -+ (E") = Si(E') + -+ Su(E"), (4.19)
donde Sy, -+ -, S, son funciones suaves. De la ecuacion (3.35)), se obtiene una métrica
diagonal

9= gu(E)(dE)? + - + gua(E")(dE")?. (4.20)

La curvatura de esta métrica es cero, lo cual se puede ver a simple vista si hacemos

un cambio de coordenadas g,,(E*)dE® = dX*. La métrica se convierte en

g = apdX dX". (4.21)

Notemos que este procedimiento lo hicimos en la seccién anterior para un gas
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ideal con dos grados de libertad. Para una mezcla no interactuante de n gases idea-
les, la ecuacion (4.17)) y el resultado anterior nos dice que el espacio de estados de

equilibrio es plano.

Si cada gas ideal tiene tres grados de libertad, entonces el sistema completo tiene
3n grados de libertad, por lo que, el espacio de estados de equilibrio es homeomorfo

a R3". Por ejemplo, para dos gases ideales, la variedad £ es homeomorfo a RS.

Por otro lado, en el articulo [23] tiene como resultado que: “para una reaccion
quimica arbitraria con un niumero finito de elementos en un sistema cerrado, su
correspondiente variedad de estados de equilibrio es de dimension 2.7 Esto se de-

muestra de la siguiente manera.
Consideremos una reaccién quimica arbitraria

a1A1 + CLQAQ + -+ CLnAn = an+1An+1 + CLn+2An+2 + - s (422)

donde aq, as, ... son constantes y Ay, As, ... compuestos. De manera mas general, una

reaccién quimica se escribe como

n+...
_
g vjA; =0, (4.23)
j=1
donde vy = a1, V3 = ag, -+, Vpp1 = —Gp41, -+ . LOs v; son conocidos como nimeros

estequiométricos, los cuales calculan las relaciones cuantitativas entre los reactivos y

los productos en una reaccion quimica.

Cuando la reacciéon quimica estd en equilibrio quimico; es decir, cuando la entropia

es maxima, entonces la ecuacion de la reaccion quimica es

n+...
> A =0, (4.24)
j=1

Por ejemplo, para un sistema cerrado compuesto por dos subsistemas separados
por una pared con un estado inicial S; = S1(Uy, Vi, N1) y So = S(Us, Vo, N3), y un
estado final sin pared, la entropia total es St (S; + S2).

75



4.3. Mezcla de un nimero finito de gases ideales Tercera Ley y topologia en GTD

Recordemos que en un sistema cerrado la energia interna total Ur, el volumen

total V y el nimero de moles total Ny son constantes. Ademas, el equilibrio quimico

se alcanza cuando la entropia es maxima. Es decir,

dS=0 vy d*S<0.

Entonces

1 P 1
dSszUJerV—?Zudej:O
J

Ademas, dU =0 = dV ya que U y V son constantes. Entonces
1
J
Notemos que

N;(§) = N;(0) + v;€

con N;(0) =ctey € € [0, 1]. Entonces

Por lo que,

1 d
T Zudej = TS Zuj’/y‘ = 0.
J J

Por lo tanto

J

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

Este cambio de variables, en GTD se traduce en una reduccion de la dimension.
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Si se tiene un sistema cerrado compuesto por n subsistemas, la ecuacién fundamental

es

i=1
La dimensién del espacio fase es dim(7gs,) = 6n + 1 y la del espacio de estados

de equilibrio es dim(€g,.) = 3n. Si definimos las siguientes funciones

Ui(n) = Ui(0) + A, (4.34)

entonces la entropia total se ve de la forma

Sr=Y_Si(n,6,¢). (4.35)

Al reducir el ntimero de grados de libertad de la ecuacién (4.33)) y asi obtener
la ecuacion (@.35)), la dimension de este nuevo espacio es dim(Eg ) = 3. En otras
palabras, se define un encaje x : & — &g, tal que se cumple (4.34)). Ademas, la

métrica g’ de £ es inducida por la métrica g de Es,., es decir,

9 =x"(9)- (4.36)
Para gases ideales se tiene que
entonces
Ur =Y Ui=cRTY (N;(0) + i) (4.38)
por lo que
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Ur
> (Ni(0) + vi€)

Se observa que U; = U;(€), N; = N;(§) v Vi = V;i(0), por lo que la entropia total

se convierte en

(NA(0) + 1i6) = L (N(0) + 1) = UE). (4.39)

Ui: = —
Nr

St = Sp(U;, Vi, N;) = Sr(€,0). (4.40)

Al reducir el nimero de grados de libertad, la dimensién de la variedad de esta-
dos de equilibrio & _ es 2, por lo que ahora podemos trabajar en un espacio de dos

dimensiones.

Para dos gases ideales se tenia que el espacio de estados de equilibrio era de
dimensién 6, pero el resultado anterior nos dice que £’ es en realidad de dos dimen-
siones y homeomorfo a R?, por ser una variedad con curvatura nula. Entonces el

resultado es el mismo que para un gas ideal.

Analogamente para n gases ideales, se puede reducir la dimensién de 3n a 2 y el
espacio de estados de equilibrio es homeomorfo a R?, por lo que, se tiene el mismo

resultado que para un gas ideal.

El hecho de reducir la dimensién del espacio de estados de equilibrio de 3n a 2
y que esto sea posible en todos los sistemas termodindmicos o reacciones quimicas
hace que la tercera ley si defina la topologia del espacio, por lo que, este analisis no

solo es valido para un gas ideal o una mezcla finita de gases ideales.

4.4. Referencias

En este capitulo, lo concerniente a la Termodinamica clasica se obtuvo a partir

de [2]. Para explicar el gas ideal nos basamos en los resultados del articulo [7].

Por otro lado, para la seccion sobre una mezcla finita de gases ideales nos basamos
en [6] y [23].
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5

Conclusiones y futura investigacion

5.1. Conclusiones de esta tesis

Esta tesis se centrd en los defectos topoldgicos que se presentan al introducir la

tercera ley de la Termodinamica al formalismo de la GTD.

Primero se estudiaron las herramientas matemaéticas para clasificar estos defectos,
es decir, la topologia algebraica. En particular, se estudiaron los grupos de homo-

topia, homologia y cohomologia.

Ademas, se explico el formalismo de la GTD, la cual relaciona la geometria y la
termodinamica y como ejemplo se analizé el gas ideal en la GTD. De este andlisis se
encontré un resultado interesante; al hacer el analisis en densidades se encontrd que
la curvatura diverge en un cierto nimero de particulas y tiende a cero cuando el
nimero de particulas tiende a infinito. Lo anterior nos habla de un limite termo-

dindmico.

Al observar la topologia del espacio de estados de equilibrio del gas ideal, se

encontro que el grupo fundamental de esta variedad es

m(€) = Z, (5.1)

y los grupos de homologia son
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Ho(&) =%
Hi(&) =7
H,(&)=7Z; p>1. (5.2)

Esto significa que sus nimeros de Betti son by = 1 y by = 1, es decir, tiene
una componente conectada y un hoyo de dimension dos. Entonces la tercera ley de

la termodindmica define la topologia del espacio de estados de equilibrio del gas ideal.

También se vié que para una mezcla finita no interactuante de gases ideales, el
espacio de estados de equilibrio sufre una reduccion en la dimesiéon de manera que
se obtiene un espacio de estados de equilibrio de dimensién 2. Por lo que, los defec-
tos topologicos de este espacio son los mismos que para el gas ideal; es decir, es un

defecto de punto, el punto de minima entropia.

El hecho de reducir la dimension del espacio de estados de equilibrio hace que,
al quitar un punto de la variedad, el grupo fundamental no sea trivial. Lo anterior
sucede porque al quitar un punto de una variedad con dimensién mayor a 2, la varie-

dad sigue siendo simplemente conexa y por lo tanto su grupo fundamental es trivial.

En conclusion, la topologia del espacio de estados de equilibrio da informacion
termodinamica del sistema estudiado. Todos los espacios de equilibrio tienen al me-

nos un agujero definido por el punto de minima entropia.

La relacion que se encontré entre la tercera ley de la Termodinamica y la topo-
logia del espacio de estados de equilibrio, es que la tercera ley hace que la topologia

del espacio no sea trivial.

Existen sistemas termodinamicos que presentan transiciones de fase. En GTD,
las transiciones de fase son singularidades en el espacio de estados de equilibrio. Para
cualquier sistema termodinamico podemos deducir si éste cuenta con transiciones de

fase a partir del estudio de su topologia y teniendo en cuenta la tercera ley.
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5.2. Futura investigacién

Es importante notar que en este trabajo el punto de minima entropia se quité “a
mano” con ayuda de la segunda ley, pues ésta tltima no permite procesos donde
la entropia disminuya en un sistema aislado. Un paso a seguir seria estudiar este
mismo problema sélo con herramientas geométricas, como la incompletez geodésica,
de manera que el punto de minima entropia sea encontrado y removido del espacio

a partir de la matematica.

El saber que la topologia del espacio de estados de equilibrio esta definida por la
Termodinamica, nos hace pensar en otros fenémenos fisicos que podrian cambiar la

topologia de dicho espacio. Por ejemplo, las transiciones de fase.

Las transiciones de fase en el formalismo de la GTD son singularidades de cur-
vatura del espacio de estados de equilibrio. Estas singularidades forman defectos

topologicos en dicha variedad, las cuales pueden ser de punto o linea.

Con las herramientas matematicas estudiadas en esta tesis, seria posible clasificar
sistemas termodindmicos a partir de los defectos topologicos del espacio de estados
de equilibrio. Es decir, sélo con la topologia del espacio podria ser posible saber si

un sistema tiene una transicion de fase.

Por otro lado, podria ser posible comenzar el estudio de termodinamica fuera del
equilibrio ya que el teorema de Kolmogérov-Arnold-Moser (KAM) nos dice que a

pequenas perturbaciones, la topologia del espacio no sufre alteraciones.

5.3. Referencias

Para una mayor informacién sobre las transiciones de fase en GTD es posible

consultar el articulo [5]. Para el teorema de KAM sugiero ver el libro [13].
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A

Introducciéon a Teoria de Grupos.

La teoria de grupos, como su nombre lo indica, estudia las estructuras algebraicas
conocidas como grupos. Un grupo tiene menos estructura que un campo o un espacio
vectorial pero son parte de la estructura de éstos, es decir, un campo y un espacio

vectorial son a su vez grupos.

En Fisica, la teoria de grupos se aplica en varias situaciones. Por ejemplo, en Re-
latividad, las transformaciones de Lorentz forman un grupo, asi como las rotaciones

espaciales también forman un grupo.

Este apéndice pretende dar una breve introduccién a la teoria de grupos, pues
para comprender las nociones matematicas expuestas en este trabajo, es necesario

saber y comprender los conceptos expuestos aqui.

Definicién 23. Un grupo (G,x*) es un conjunto G, cerrado bajo una operacion bi-

naria *, tal que los siguientes ariomas se cumplen:
1. Ya,b,c € G se tiene, (a*b) x c = ax (bxc) asociativo
2. de € G tal queVr € G, exx = x % e = x neutro
3. YaeG,dd e Gtal queaxad =d xa=ce

Ademas, se conoce como grupo Abeliano a los grupos cuya operacién cumple

con la propiedad conmutativa. En este apéndice, se consideraran iinicamente grupos
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Abelianos.

Es comun encontrar grupos contenidos en grupos mas grandes, los cuales reciben
el nombre de subgrupos. Para que un subconjunto de un grupo sea un subgrupo tiene
que cumplir dos cosas; la primera es que tenga estructura de grupo, es decir, que
cumpla con la definicién de grupo y la segunda es que la operacién en este subcon-

junto sea la operacion inducida del grupo.

Ejemplo 10. Sea x un elemento de un grupo G y n € Z tal que nx denota a

r+--+x, sin>0
———

n

E_x)_|_---+(—x), sin < 0. (A1)

/

~
In|

Sin =0 entonces Ox = 0. Si tomamos r elementos x1,--- ,x,. € G, entonces los

elementos de G de la forma

mri+---+nx,, n €, 1<i<r, (A.2)

forman un subgrupo de G, al que denotaremos como H. Notemos que la operacion

de H es la operacion inducida del grupo G.

Sea H un subgrupo de G, se dice que a, b € G son equivalentes si

a—beH, (A.3)

y se escribe a ~ b, lo cual es una relacién de equivalencia. Sabemos que las relaciones
de equivalencia crean clases de equivalencia que se denotan por corchetes, de manera

que, [z] denota la clase de equivalencia donde pertenece z.

Consideremos dos relaciones de equivalencia ~, ~g en G las cuales parten al

grupo en dos. La relacion de equivalencia ~, se define como

a~pb<=a+h=>b, a, beGyheH, (A.4)
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mientras que la relacén ~p se define,
a~pb<=h+a=0b, a, beGyheH. (A.5)

Definicién 24. A la clase de equivalencia creada a partir de la relacion de equi-
valencia se le llama clase lateral izquierda (coset izquierdo) de H y se define
como

a+H={a+h|heH} (A.6)

Andlogamente, a la clase de equivalencia creada por [A.3 se les llama clase lateral

derecha (coset derecho) de H, la cual estd definida por
H+a={h+a|heH} (A7)

Cabe destacar que si G es grupo Abeliano, entonces la particién de G en clase

lateral izquierda y derecha de H es la misma.

Definicién 25. Se dice que un subgrupo H de un grupo G es normal si sus clases

laterales izquierda y derecha coinciden, es decir
g+H=H+gqg, Vged. (A.8)

Notemos que todos los subgrupos de grupos Abelianos son normales.

Definicién 26. Sea H un subgrupo normal. Las clases laterales de H forman un

grupo G/H con la operacion binaria
(a+H)+ (b+H)=(a+b)+ H, (A.9)

llamado el grupo cociente.

Intuitivamente, el grupo cociente, colapsa al subgrupo H al elemento neutro. Asi,
si H = G entonces G/G tiene sélo un elemento {0} y si H = {0} entonces G/H es

simplemente G.

Regresando al ejemplo [10] H es el subgrupo de G generado por los generadores

Z1,+ - ,x.. 91 G es generado por un nimero finito de elementos x4, - - - , x,, entonces
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G se dice que es finitamente generado. Ademas, si nyx1+---4+n,x, =0yn, =--- =
n, = 0, entonces xy, - - -, x, son linealmente independientes. Con lo anterior tenemos

que,

Definicién 27. Si G es un grupo finitamente generado por r elementos linealmente

independientes, entonces G es un grupo Abeliano libre de rango r.

La teoria de grupos busca obtener informacién de los grupos estudiados. Para
lograrlo, uno encuentra mapeos entre un grupo conocido y el que se esta estudiando.

Estos mapeos son los famosos homomorfismos de grupos.

Definicién 28. Sean G, y Gy grupos Abelianos. El mapeo f : G — Ga es un

homomorfismo si

flx+y) = f(x)+ fly), =y€Gh (A.10)

Si ademds f es biyectiva, entonces se le llama isomorfismo y se dice que G; es
isomorfo a (G5 o simplemente G ~ (5.
Sea f : G7 — G5 un homomorfismo, entonces definimos el kernel y la imagen de

f como

Ker f={z |2z € Gy, f(x)=0}
Im f={z]|z e f(G)) C Ga}. (A.11)

Se puede demostrar que el kernel es un subgrupo de GG; y la imagen es un subgru-
po de G5. El hecho de que estos dos conjuntos formen subgrupos y estén relacionados
por un homomorfismo, nos da la oportunidad de obtener informacién sobre ellos. El

siguiente teorema nos dice como se relacionan.

Teorema 19. (Teorema fundamental del homomorfismo) Sea f : Gy — Gy

un homomorfismo, entonces
G1/Ker f ~ Im f. (A.12)

Un 1ltimo concepto que es necesario introducir es el de los grupos ciclicos. Si G

es generado por un elemento x, es decir, G = {0, £z, £2x, - - - } entonces es un grupo
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ciclico. Si nz # 0 para cualquier n € Z — {0}, entonces es un grupo ciclico infini-

to, mientras que, si nx = 0 para algiin n € Z—{0} entonces es un grupo ciclico finito.

Sea G un grupo ciclico generado por un elemento z y sea f : Z — G un ho-
momorfismo definido por f(n) = nz, donde f no necesariamente es uno a uno. Del

teorema [I9] tenemos que

G=1Im f~Z/Ker f. (A.13)

Sea N el entero positivo mas pequeno tal que Nx = 0, entonces

Ker f = {0,+N,+2N,---} = NZ, (A.14)

entonces de la ecuacién (A.13) tenemos que

G ~1Z/NZ (A.15)

Se puede probar que Z/NZ ~ Zy, por lo que

G ~7/NZ ~ Ly (A.16)

Podemos ver de la ecuacién (A.16]) que si G es un grupo ciclico infinito, entonces
Kerf = {0} y G ~ Z. Por lo que, cualquier grupo ciclico infinito es isomorfo a Z y

cualquier grupo ciclico finito es isomorfo a algin Zy.

Con el proximo teorema terminamos esta introduccion a la teoria de grupos.
Este teorema nos dice como es que cualquier grupo Abeliano finitamente generado

se puede escribir en términos de grupos ciclicos.

Teorema 20. (Teorema fundamental de los grupos Abelianos finitamen-
te generados) Sea G un grupo Abeliano finitamente generado (no necesariamente

libre) con m generadores, entonces G es isomorfo a la suma directa de grupos ciclicos

GoL®- - DLDLy, @ - D Ly, (A.17)
N———’

T

donde m = r + p. El numero r es el rango de G
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A.1. Referencias

La importancia de la teoria de grupos en esta tesis, radica en que los conceptos y
resultados expuestos aqui, se aplican a los grupos de homotopia, homologia y coho-

mologia.

Se utilizé como base el libro [20], con el fin de saber cuéles son los conceptos
principales que uno, como estudiante de fisica, debe saber de la teoria de grupos.
Ademas, para profundizar en el tema y con el fin de explicar mejor los conceptos, se

utiliz6 el libro [9).
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B

Topologia y Geometria Diferencial.

El formalismo matematico de la GTD es bastante amplio y abarca distintas ra-
mas de la matemaética como la topologia diferencial, la geometria diferencial y la
geometria Riemanniana. Este apéndice estd escrito con el objetivo de presentar los

conceptos basicos que conforman la GTD.

B.1. La variedad diferenciable y sus componentes

El principal objeto matematico sobre el que estd basado la GTD es una variedad
diferenciable. Para definir este objeto primero hay que saber lo que es un espacio

topoldgico.

Definicién 29. Sean X un conjunto y 7 C 2~ una coleccion de subconjuntos de X .

Entonces (X, T) se llama espacio topoldgico si y solo si

1. El vacio y todo el conjunto se encuentran en la coleccion de subconjuntos, es

decir, ety X er

2. La interseccion finita de elementos de T estd en 7, es decir, Uy,...,U, € T,

entonces (" U; € T

3. La unidon infinita de elementos en T estd en 7, es decir, {Uy}aca C T, entonces

Uaeca Ua € T donde A es una coleccion de indices.
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A la coleccion T se le llama topologia en X, a U € 7 se le llama abierto en X.
Ademds, si v € U C 7 entonces U se le conoce como vecindad de x. Si 7 = 2M

entonces T se llama topologia discreta de M.

Si (X, 1)y (Y, 72) son dos espacios topoldgicos, y existe una funcién f de X aY,
entonces f es un homeomorfismo si es biyectiva, continua y su inversa es continua.

Ademads, X y Y se les conoce como espacios homeomorfos.

Definicién 30. Sea M un espacio topoldgico. Decimos que M es una variedad to-

pologica de dimension n si cumple con:

1. M es Housdorff: Para todo par de puntos p,q € M existen subconjuntos abier-
tos y disjuntos U,V C M tal quep e U yq eV

2. M es seqgundo numerable: Fxiste una base numerable para su topologia

3. M es localmente Fuclideo: Todo punto de M tiene una vecindad homeomorfa

a un subconjunto abierto de R™

La variedad topoldgica sirve para estudiar propiedades topoldgicas de la varie-
dad como conexidad o compacidad. Sin embargo, en toda la teoria de las variedades

topoldgicas no se menciona el Calculo Diferencial.

Para poder hablar de derivadas de funciones de variable real, curvas en la variedad
y mapeos entre variedades, se necesita introducir un nuevo tipo de variedad llamada
variedad diferenciable. Las variedades diferenciables son variedades topoldgicas con

una estructura extra.

Definicién 31. Elpar (M, P) es una variedad diferenciable de clase C* y dimension
n si y solo si M es una variedad topoldgica y @ es una coleccion de funciones que

cumple
1. {Dom ¢ | p € @} es una cubierta abierta de M

2. Para toda ¢ € D, ¢ es un homeomorfismo a un abierto de R"
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3. Para toda o, € & con Dom @ N Dom v # (),
Popt:ip(Dom N Dom ) CR* — R™ es un difeomorfismo.

A @ se le llama atlas y sus elementos son conocidos como cartas.

Recordemos que un difeomorfismo es un homeomorfismo diferenciable con inversa

también diferenciable.

Una de las herramientas mas importantes de las variedades diferenciables es la
idea de la aproximacion lineal. Lo anterior suena familiar del Célculo, donde una
funcion real de una variable se puede aproximar por una linea tangente, asi como
una curva parametrizada en R™ puede aproximarse por su vector tangente. Para
poder definir las aproximaciones lineales en una variedad diferenciable es necesario

conocer el concepto de espacio tangente a la variedad en un punto.

Se define una curva en M como un mapeo continuo 7 : (a,b) € R — M. Si v es
una curva suave y f : M — R un mapeo continuo, entonces el vector tangente a la

curva 7y en el punto p € (a,b) se define como

)= G0 (B.1)

En otras palabras, v '(p) es la diferencial en «(p) que se obtiene al derivar una
funcion a lo largo de 7, es decir, la derivada direccional. Al conjunto de todos los
vectores tangentes a M en un punto p se le llama espacio tangente a M en p y se le
denota por T, M.

Se puede demostrar que si M es una variedad diferenciable de dimensién n, en-
tonces para cualquier p € M, el espacio tangente T,M es un espacio vectorial de

dimensién n. Si (p, (z')) es una carta con coordenadas z' que contiene a p, entonces
f)

los vectores coordenados (32r |p, ..., 5o |) forman una base para T,M.

La unién de todos los espacios tangentes a cada punto de la variedad M se le

conoce como haz tangente, es decir

T™ = | J T,M. (B.2)

peEM
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B.2. Mapeos entre variedades Topologia y Geometria Diferencial.

Al ser T,,M un espacio vectorial entonces existe su espacio dual. El espacio dual
Ty M de T,M, es el espacio de funciones lineales w : T)M — R. A los elementos de
T M se les llama covectores o 1-formas y al espacio dual se le conoce como espacio
cotangente. De igual manera, a la union de todos los espacios cotangentes se le conoce

como haz cotangente.

Sean f : M — R una funcién arbitraria y v, € T, M un vector tangente arbitrario
en el punto p € M. Se define la diferencial de f, df : T,M — R como

df (vp) = vp(f)- (B.3)
Al vector tangente lo hemos escrito utilizando las coordenadas (x!,...,2") y de-
finiendo los vectores coordenados 6‘;. La dualidad que existe entre los espacios tan-

gente y cotangente nos permite definir una base dual para Ty M a partir de la base

coordenada z°. Esta base se escribe en forma de diferencial y cumple que

) 0 )

Al utilizar esta base para T;M podemos escribir para cualquier funcién que va

de la variedad a los reales como

df = (ai‘) (f)da', (B.5)

Lo anterior permite escribir los vectores y covectores asociados a los espacios T, M
y T,y M conociendo algiin sistema de coordenadas. Ahora que sabemos lo que es una
variedad diferenciable y los elementos que la conforman, podemos estudiar mapeos

que relacionan a dos variedades distintas.

B.2. Mapeos entre variedades

Si tenemos dos variedades diferenciables distintas M y N, se dicen que son di-
feomorfas si existe un difeomorfismo ¢ : M — N entre ellas. Dado un punto p € M,

se define la diferencial o pushforward de ¢ al mapeo ¢, : T, M — T4,y N como

(¢*(U>>¢(p) (f) = U(f ° ¢)7 (B6)
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dondev € T,My f : N = R. Coloquialmente, se utiliza el término “pushforward” ya
que este mapeo “‘empuja’ los vectores tangentes en M “hacia” los vectores tangentes

en N. El pushforward es un mapeo lineal ya que:

[0+ (v + w)](f) = (6:(v))(f) + (&2 (w)) (f) (B.7)

[0:(a)](f) = c(@.(f))- (B.8)

Por otro lado, el mapeo dual de la diferencial ¢, es aquel que actia sobre co-
vectores y se le conoce como pullback. El pullback es el mapeo ¢* : T;(p)N = 1;M

definido como

¢"(W)(v) = w(¢«(v)), (B.9)

para w € Ty N y v € T,M. A diferencia de ¢., el “pullback” transporta covectores
en el sentido inverso al que tiene el difeomorfismo ¢, es decir, el pullback “jala” las

1-formas “de vuelta” al espacio cotangente de la variedad M.

Con estos mapeos entre variedades se pueden realizar calculos explicitos al selec-
cionar una carta coordenada en cada variedad. En general, los mapeos entre varie-

dades se comportan de manera similar a los mapeos entre espacios Euclideanos.

B.3. Inmersiones, encajes y subvariedades

El pushforward, visto en la seccién anterior, es la mejor aproximacion lineal de
un mapeo ¢ cerca de un punto dado p. Se puede conocer bastante del mapeo ¢ es-
tudiando las propiedades algebraicas de su pushforward en cada punto. Una de ellas

y quizé la més importante es su rango, es decir, la dimensién de su imagen.

Los mapeos cuyos pushforwards dan buena informacion local son aquellos cuyos
pushforwards tienen rango constante. Existen tres tipos especiales de estos mapeos:
las inmersiones (mapeos cuyos pushforwards son inyectivos), las sumersiones (ma-

peos cuyos pushforwards son suprayectivos) y los encajes (inmersiones inyectivas que
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también son homeomorfismos).

Para el estudio de estos conceptos hay que utilizar el teorema de la funcién in-
versa y sus corolarios: el teorema del rango y el de la funcién implicita. Estos tres
enunciados muestran que bajo las hipétesis adecuadas del rango, un mapeo se puede

comportar localmente como su pushforward.

Teorema 21. Teorema de la funcion inversa Sean M y N variedades diferen-
ciables y ¢ : M — N un mapeo entre ellas. Sea p € M tal que ¢, : T,M — Typ)n
es biyectivo. Entonces existen vecindades conexas Uy de p y Vo de ¢(p) tal que

¢ lu,: Uy — Vi es un difeomorfismo.

Teorema 22. Teorema del rango Sean M y N variedades diferenciables de di-
mension m y n, respectivamente. Sea ¢ : M — N un mapeo suave de rango k. Para

cada p € M existen coordenadas (z',...,2™) centradas en p y (y',...,y") centradas

en ¢(p) tal que
(.. 2% "™ = (2t ., 280,...,0). (B.10)

B.3.1. Las inmersiones y las subvariedades inmersas
Sean M y N dos variedades diferenciables tal que dimM < dimN y ¢ : M — N
un mapeo suave entre las variedades. Se dice que ¢ es una inmersion si su diferencial
Oy TpM — T¢(p)N (B.ll)
es inyectiva en cada punto de M. Una forma equivalente de ver que es una inmersién

es por el rango de ¢, si rango(¢) = dim(M), entonces ¢ es una inmersion.

Una subvariedad inmersa es la imagen de una inmersién ¢ : M — N que es
ademas inyectiva. Es decir, la diferencial del mapeo y el mismo mapeo ¢ deben ser

inyectivos.
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B.3.2. Los encajes y las subvariedades encajadas

Un encaje es una inmersion, ¢ : M — N, el cual es un homeomorfismo entre M
y ¢(M) C N.

La imagen del encaje, ¢(M) C N, se le conoce como subvariedad encajada
y se denota con el par (¢, M). Si M es una subvariedad encajada, la diferencia
dim(N) — dim(M) es la llamada codimension de M en N. Una hipersuperficie enca-

jada es una subvariedad encajada de codimension 1.

B.3.3. Las sumersiones

Un mapeo ¢ : M — N es una sumersion si ¢, es un mapeo suprayectivo en cada

punto p € M, o lo que es lo mismo, si rango(¢) = dim(V).

Con las definiciones anteriores se puede probar que si ¢ es suprayectiva, enton-
ces se trata de una sumersién; si ¢ es inyectiva, entonces es una inmersién; y si es

biyectiva entonces se trata de un difeomorfismo.

B.4. Tensores

La teoria de variedades diferenciables nos permite utilizar conceptos de Algebra
Lineal aplicados a este tipo de objetos matematicos. El Calculo nos explica como
aproximar objetos diferenciables a objetos lineales. Esto es posible hacerlo en el len-
guaje de variedades diferenciables, generalizando el concepto de objeto lineal a objeto

multilineal. Los objetos matematicos multilineales se conocen como tensores.

B.4.1. Algebra Tensorial

Sean Vi, ..., Vi v W espacios vectoriales. El mapeo F' : V| x --- x V,, — W es

multilineal, si éste es lineal como funcién de cada variable por separado, es decir,
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F(v1,...,av;, oy, .y vg) = aF (1, .oy U4y oy V) + BF (01, oy U1, oo, U ). (B.12)

El producto punto en R" y el producto cruz en R? son ejemplos de funciones bi-

lineales, mientras que el determinante es una funcién multilineal de n vectores en R".

Para hablar de funciones multilineales es necesario conocer el lenguaje de los ten-
sores. Entonces hay que definir primero lo que es un tensor y los tipos de tensores

que existen. Un tensor es una generalizacién de vectores y vectores duales.

Sean V' un espacio vectorial de dimensién finita, V* su espacio dual y k, [ € N.

Se define un tensor de rango (k,l) como la funcién multilineal:

T:V"x---xV*xVx.-..xV =R, (B.13)

TV NV
k veces | veces

El simbolo x denota al producto Cartesiano. Por convencion, un 0-tensor es un

nimero real, un vector es un tensor de rango (1,0) y un covector es un tensor (0, 1).

El conjunto de todos los tensores (k,[) forman un espacio vectorial bajo las ope-
raciones usuales de suma y multiplicacién por escalar. Para definir una base para este
espacio, se define una operacién entre tensores conocida como producto tensorial. Si
T es un tensor de rango (k,l) y S otro tensor de rango (m,n), se define el tensor

T ® S de rango (k+ m,l+ n) como

TS:Vix- .. xV'xVx-.-xV =R, (B.14)
k—l—m\rveces l+n‘geces
tal que
T®Swb,. .. LB ) D O o)) =
T(wW, . . w® O yO)§tD o lktm) D ), (B.15)
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La notacién de los parentésis es para hacer evidente que w® y v son vectores y
1-formas diferentes y no componentes de ellos. Ahora si podemos construir una base
para el espacio de todos los tensores de rango (k,[) haciendo productos tensoriales
de vectores base y 1-formas de manera que un tensor arbitrario 1" se puede escribir

Ccomo

T=TH e @ @ @0 @ 0., (B.16)

|2z

B.5. Formas diferenciales

Un tipo muy especial de tensores son las formas diferenciales o simplemente for-
mas. Una k-forma es un tensor de rango (0, k) completamente antsimétrico. Asi las
0-formas son escalares, las 1-formas son los covectores y las k-formas se pueden cons-

truir a partir de las 1-formas con ayuda del producto exterior o producto cuna.

El producto cuna entre dos 1-formas es un mapeo de la forma

aANB:T,M xT,M— R, (B.17)

donde T, M es el espacio tangente al punto p de la variedad M y oA es una 2-forma

tal que
a B =a3;,09 AoV
= a;3; (0% @ 09 — V) @ 99)) | (B.18)

y tiene las siguientes propiedades

aANf=—-0ANa
aNa=0. (B.19)

Se puede definir un algebra con el producto cuna llamada A/lgebm exterior o
Algebra de Grassmann A(M), tal que todo en A(M) son combinaciones lineales de

productos cuna. Entonces el dlgebra de Grassmann se define como
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=P rF), (B.20)

donde A*(M) es el conjunto de las k-formas de M.

B.6. Derivadas

En las variedades diferenciables existen distintos tipos de derivadas que se pre-

sentaran en esta seccion.

B.6.1. Derivada exterior

La derivada exterior es la extension de la diferencial de una 0-forma a k-formas.

La derivada exterior es el conjunto de mapeos

d: AF(M) — AFTH(M), (B.21)

tal que se cumplen las siguientes propiedades

d(w~+ p) = dw+dp

d(cw) = cdw (B.22)
(w/\u)—dw/\,u—i—( DfwAdy Vo e A¥(M), e A(M)

d(dw) =

Es importante notar que en R3 la derivada exterior para 0-formas es el gradiente,

para 1-formas es el rotacional y para 2-formas es la divergencia.

B.6.2. Derivada de Lie

La derivada de Lie es una construccién matematica que relaciona campos vecto-
riales sobre una variedad. La derivada de Lie es un método para computar la derivada

direccional. Al definir la diferencial df, para una funcién f con un vector tangente
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v, € T, M, para obtener una derivada direccional de la funcién en el punto p € M.

Ahora, generalizar la derivada direccional a un campo vectorial X sobre una
variedad diferenciable M es un trabajo mas complejo, ya que los valores de X en
distintos puntos de la variedad estan en diferentes planos tangentes. Este problema se
puede resolver si se reemplaza el vector v, con un campo vectorial, de manera que se
utiliza el flujo del campo vectorial para empujar los valores de X hacia p y luego de-

rivar. Este resultado es la derivada de Lie de X con respecto al campo vectorial dado.

Para definir la derivada de Lie de manera formal, primero hay que tener en cuen-
ta varios conceptos. Sea X un campo vectorial sobre M y sea v : I C R — M una
dy

curva en M tal que para todo punto p € Im(v) se tiene que ¥ = (E)p’ entonces y

se le llama curva integral de X.

Es importante saber que todo campo vectorial en M define una tnica curva in-
tegral v por cada punto p € M tal que v(0) = p. Ademads, una curva integral y(t) es

completa si esta definida para toda t.

Por otro lado, un campo vectorial X define una familia de transformaciones de

I-pardmetro {hs}ser talque para todo s

he: M — M, (B.23)

tal que para cada p, hs(p) es el punto sobre la curva integral de X que pasa por p a
una distancia del parametro s. Es decir, si y() es la curva tal que v(ty) = p entonces

hs(p) = v(to + s). Notemos que

hrJrs = hr o hs = herr
ho = id (B.24)

Esta familia de transformaciones inducida por X nos permite arrastrar funciones,

vectores, 1-formas y, en general, campos tensoriales. Entonces, la derivada de Lie de
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un campo vectorial X con respecto a otro campo vectorial Y es

(LyX), = lim <<h"*)*X’“<”’ — Xp) (B.25)

t—0 t

La derivada de Lie existe para todo p y la asignacién p — Ly (X)(p) es un campo
vectorial. Notemos que esta definicién no es muy util para hacer calculos, pero se

puede demostrar que
(Ly X)p = [V, X]p. (B.26)

B.6.3. Derivada covariante

La derivada de Lie es muy t1til en algunas ocasiones, pero no nos permite hacer
transportes paralelos. En espacios curvos, los vectores tangentes a lo largo de una
curva dependen de la curva y puede suceder que al cerrar la curva los vectores tan-
gentes ya no sean paralelos. Intuitivamente, un transporte paralelo es aquel donde

los vectores son paralelos a lo largo de toda la curva.

Definicién 32. Sean X,Y,Z campos vectoriales sobre M, f: M — R ya € R. Un

operador

V:TM xTM —TM
(X,Y) = VY, (B.27)

que satisface

1. VX((LY+Z) = aVXY+VXZ
2. Vx(JY) = [VxY+ X(f)Y

3. va+aYZ = vaZ + aVyZ

se llama conexién lineal en M y V(X,Y) = VxY se llama derivada covariante de

Y respecto a X.
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Cuando VxY = 0 se dice que Y esta transportado paralelamente a lo largo de X.
Ademés, sea {e,} una base para TM. Como V. e, € TM entonces existe '), € R

J— C C y .Y
tal que V. e, = 1'%, e.. Los escalares I'“,, se llaman coeficientes de la conexion.

Con esta definicién podemos ver que

VxY = Vxae, (Ye)
= X"V, (Y’e) (B.28)
= X%, (Y")ep + X*(V,,e,)Y?
= (X(Y°) +I%XY") e,

por lo que, la derivada covariante queda completamente especificada por los coefi-

cientes de la conexion.

Geodésicas

Con la nocién de derivada covariante llega el concepto de geodésica. Las geodési-

cas son generalizaciones de rectas, curvas de longitud extremal.

Definicién 33. Sea X un campo vectorial. Las curvas integrales de X se llaman
geodésicas si y solo si
VxX =0 (B.29)

En componentes, la ecuacién general de una geodésica es

d?z® dx? dz¢
— + 1% ———=0, (B.30)
dr? dr dr

donde T se le conoce como el parametro afin, es decir, que al transformar el pardme-

tro t — s(t) la ecuacién (B.30]) se preserva.
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B.7. Variedad Riemanniana

Una variedad Riemanniana es una variedad diferenciable equipada con una métri-
ca, la cual nos da nociones de longitud de curvas, areas, curvatura y cualquier otro

concepto métrico basado en distancias.

Definicién 34. Una métrica Riemanniana sobre una variedad diferenciable M es
un dos tensor g : TM x TM — R tal queda

1. Es simétrica, es decir, g(X,Y) = g(Y, X)
2. Es positiva definida, es decir, g(X,X) >0 si X #0
Una métrica Riemanniana determina un producto interno en cada espacio tan-
gente T,M, lo cual se escribe g(X,Y) := (X,Y) para X,Y € T,M. Si tenemos una
base coordenada entonces g toma la forma
g = gidr’ @ da? (B.31)
donde los g;; son conocidos como las componentes de la métrica.

Es posible demostrar que si uno tiene una variedad con métrica (M, g), entonces

existe una tunica conexion tal que
Vg =0. (B.32)

En una base coordenada, los coeficientes de la conexién, toman la forma

1 0 ag.. OGpe
. ad(gdb+ Ged gb)

bC_2g

Jz¢  Oxb  Qxd
A esta conexién se le llama conexion métrica y a sus coeficientes I'f, se les llama
simbolos de Christoffel.

1
= §gad [Gav.c + Geap — Ge,a)- (B.33)

B.7.1. Curvatura

Una caracteristica de las variedades Riemannianas es el poder medir la curvatura
de dicha variedad. Si se tiene una conexién métrica, entonces el tensor de curvatura

o tensor de Riemannian se define como
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wlR(X,Y)Z]| =w[VxVyZ —VyVxZ — V[ij]Z]. (B.34)
En una base coordenada el tensor de Riemannian se escribe como

a ara arac a m a m
bed — axbcd - 8_;1 + el ba — Dinal e- (B.35)

B.8. Referencias

Para la primera parte de este apéndice se utilizé el libro [19], mientras que para

la parte de Geometria Diferencial se utilizé [15] y para estudiar Geometria Rieman-
niana, se utiliz6 [14].
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C

Termodinamica clasica.

La termodindmica clésica es una teoria fenomenolégica que describe propiedades
de la materia a nivel macroscépico. Su objetivo es obtener relaciones entre propie-

dades macroscépicas de la materia, cuando ésta se somete a una variedad de procesos.

Esta teoria se desarrollé como una tecnologia antes de convertirse en ciencia. Una
de las motivaciones mas grandes era poder calcular la cantidad de trabajo que se

puede obtener al quemar cierta cantidad de combustible.

C.1. Sistema termodinamico

Un sistema termodinamico es cualquier sistema macroscépico, al cual le asocia-
mos parametros termodindamicos. El sistema temodindmico y sus fronteras estan
determinados por el observador. La parte del universo que interactia con el sistema
se le conoce como alrededores. La interaccion entre el sistema y sus alrededores se
caracteriza por los intercambios mutuos de masa y energia. Dependiendo de esta

interaccion se caracteriza el sistema termodindmico como:

1. Sistema cerrado: Es aquel que puede intercambiar energia pero no puede in-

tercambiar materia con sus alrededores.

2. Sistema abierto: Este sistema puede intercambiar materia y energia con sus

alrededores.
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3. Sistema aislado: No existe ningun tipo de interaccion con sus alrededores.

Cuando los parametros de un sistema termodinamico no varian con el tiempo se
dice que el sistema esta en equilibrio termodinamico. El asignar valores a los pardme-
tros de un sistema nos define el estado de ese sistema. La termodinamica clasica sélo

trata con sistemas que estan en estado de equilibrio.

Ademas, los pardmetros de un sistema termodinamico se clasifican en variables
extensivas e intensivas. Las variables extensivas son aquellas que tienen la propiedad
de ser aditivas, es decir, si un sistema se divide en varios subsistemas, entonces el
valor total de la variable extensiva es la suma de los valores de dicho parametro en
cada uno de los subsistemas. Por su parte, las variables intensivas son aquellas que

en cualquier subdivisién del sistema se tendran los mismos valores.

Para un sistema en equilibrio termodinamico, la ecuaciéon que relaciona las varia-
bles de estado que lo describen recibe el nombre de ecuacion de estado. Esta ecuacion
es una relacién funcional entre las variables termodinamicas del sistema. Si se de-
finen I, y E* como las variables intensivas y extensivas respectivamente, entonces
la ecuacion de estado es una expresion donde una variable intensiva se muestra en

términos de variables extensivas independientes, de esta forma:

Ly = I (E?). (C.1)

La ecuacién de estado define las caracteristicas del sistema en un estado de equili-
brio, pero el objetivo principal de la termodinamica es poder interpretar los cambios
que experimenta un sistema. El cambio de un estado a otro se le conoce como proce-
so termodindamico. Si el estado inicial es un estado de equilibrio, entonces el proceso
termodinamico se produce a partir de alteraciones en las condiciones externas del
sistema. Un proceso es cuasi-estdtico si las condiciones externas cambian lentamente,
de manera que el sistema estd aproximadamente en equilibrio a cada instante. Por

lo que, un proceso cuasi-estatico es una sucesion densa de estados de equilibrio.

Un proceso es reversible si éste puede hacer que el sistema regrese a su estado
original. Todo proceso reversible es cuasi-estatico, pero el converso no siempre se

cumple.
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C.2. Leyes de la Termodinamica

Las leyes de la Termodinamica son principios que se obtuvieron empiricamente
los cuales conforman un modelo matematico. Estas leyes caracterizan las ecuaciénes

de estado de los distintos sistemas termodinamicos.

C.2.1. Ley cero de la termodinamica

La ley cero de la termodinamica establece que: “Dos sistemas en equilibrio térmi-

co con un tercero, estan en equilibrio entre si”.

La importancia de esta ley radica en que senala a la temperatura como una va-
riable de estado e impone como condicién de equilibrio la igualdad de temperaturas

de los sistemas.

C.2.2. Primera ley de la Termodinamica

La primera ley de la termodinamica es también conocida como el principio de
conservacion de la energia. Para poder enunciar este principio, es necesario definir
lo que es trabajo y calor. Si tenemos un sistema con parametros P,V y T, el trabajo

hecho en un proceso infinitesimal donde el volumen se incrementa dV estd dado por:

dW = PdV. (C.2)

Por su parte, el calor (@) es un tipo de energia que absorbe un sistema si su
temperatura incrementa, mientras que no se hace trabajo sobre el sistema; es decir,
si una cantidad AQ de calor es absorbida por el sistema, entonces la temperatura

también se incrementa de la siguiente manera

AQ = CAT. (C.3)

La constante C' que se observa en la ecuacién ((C.3)) se le conoce como la capacidad

calorifica y depende del sistema asi como del proceso termodinamico llevado a cabo.
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Por ejemplo, las capacidades calorificas C'y y C'p son muy comunes y estan asociados
a procesos termodinamicos de calentamiento con volumen y presién constante, res-
pectivamente. La capacidad calorifica por mol en una substancia es conocida como

calor especifico.

Al ser el calor una forma de energia, se debe incluir en el principio de conser-
vacion de la energia. Por lo que, la primera ley establece que para todo proceso
termodindmico que comienza en un estado inicial (7) y termina en un estado final

(f), el incremento en la energia interna del sistema es siempre el mismo; es decir

dU = d@Q — dW. (C4)

Es importante mencionar que dU es una diferencial exacta, es decir, que existe
una funcién U cuya diferencial es precisamente dU y que la integral [ dU es indepen-
diente del camino de integracién (solamente depende de los limites de integracién de

dicha integral).

La primera ley de la Termodinamica ((C.4]) contiene varias ideas importantes:

1. La existencia de una energia interna, intrinseca al sistema tratado. Puede ser
que el sistema no se esté moviendo entonces su energia cinética es cero y su
energia potencial permanece constante, sin embargo mediante un proceso ter-

modinamico el sistema puede modificar su energia.
2. La definicién de calor como un tipo de energia en transito.

3. La conservacién de la energia.

C.2.3. Segunda ley de la Termodinamica

La primera ley establece que todo proceso termodinamico debe satisfacer el prin-
cipio de conservacién de la energia, mas no restringe a ningin proceso termodinamico.
Si sélo existiera este principio, se podria transformar calor en trabajo y vicecersa.
Sin embargo, por experiencia se sabe que existen procesos que no son viables en la

naturaleza, como un gas que se expande y luego se comprime.
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El propdsito de la segunda ley es incorporar estas observaciones a la teoria de
la Termodindmica. Para poder enunciar esta ley, primero es necesario presentar los

tipos de procesos termodinamicos:

1. Proceso isobdrico: es aquel que ocurre a presion constante. En este tipo de
procesos, tanto el calor transferido como el trabajo realizado son diferentes de

Ccero.

2. Proceso isométrico: es aquel proceso que ocurre a volumen constante. De esta
manera, la primera ley queda como dU = d(@), lo cual significa que si se agrega
calor manteniendo el volumen constante, entonces el calor absorbido sélo hace

que la energia interna aumente.

3. Proceso isocorico: en este proceso el trabajo realizado a lo largo de él se anula

dW = 0.
4. Proceso isotérmico: este proceso ocurre a temperatura constante.

5. Proceso adiabdtico: es aquel proceso donde el sistema no absorbe ni cede calor,
es decir, d@) = 0. Cuando el proceso es reversible entonces también es un

proceso isoentropico.

Existen dos enunciados equivalentes para la segunda ley termodinamica:

1. Enunciado de Clausius “Es imposible construir una maquina que operando
en ciclos no haga otra cosa que extraer una cierta cantidad de calor y llevarlo

de un cuerpo frio a otro mas caliente.”

2. Enunciado de Kelvin “Es imposible construir una maquina que operando
en ciclos no haga otra cosa mas que extraer calor de un cuerpo y convertirlo

integramente en trabajo.”

Con estos dos enunciados se puede senalar la direccién en la que se llevan a cabo
los procesos termodindmicos, ya que esta ley prohibe la existencia de maquinas cien

por ciento eficientes.

La segunda ley de la termodinamica introduce una nueva funciéon termodinamica:

la entropia. Esta funcién es de los parametros extensivos, donde el cambio en la
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entropia para cualquier proceso es mayor que el flujo de calor dividido entre la
temperatura de equilibrio del sistema,

dQ
as = ==, (C.5)

Cuando la ecuacién (C.5)) es una igualdad entonces el proceso termodindmico es
reversible. Ademaés, cuando se alcanza el maximo de la entropia, entonces el sistema

alcanza el equilibrio.

Existe un enunciado equivalente de la segunda ley que dice “En un sistema ais-
lado, es itmposible que ocurra un proceso si a éste se le asocia una disminucion de la

entropia total del sistema”. Matematicamente, este principio se expresa asi

AS >0, (C.6)

Cuando se cumple la igualdad entonces el proceso que se observa es reversible e

isoentropico, es decir, es un proceso adiabatico.

C.2.4. Tercera ley de la Termodinamica

114

La tercera ley de la Termodinamica o postulado de Nernst establece que “es
imposible alcanzar la temperatura del cero aboluto mediante un niumero finito de
procesos termodindmicos.” Existen varios enunciados equivalentes al anterior, por

ejemplo:

1. “El proceso isotermo a 1" = 0 es también isoentrépico y coincide con un valor

minimo y constante de la entropia.”

2. “Es imposible alcanzar la entropia minima mediante un nimero finito de pro-

cesos termodinamicos.”

La importancia de la tercera ley radica en que proporciona un punto de referencia

absoluto para la determinacion de la entropia.
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C.3. Ecuacion fundamental

La ecuacion muestra la forma de una ecuacién de estado (la iésima variable
intensiva). El conocer s6lo una ecuacién de estado no es suficiente para conocer todas
las propiedades termodinamicas del sistema. De hecho, para conocer completamente
al sistema, es necesario conocer todas las ecuaciones de estado, lo cual es equivalente

a conocer la ecuacion fundamental.

La ecuacién fundamental es una relacion funcional de la formas:
o = P(EY). (C.7)

Observemos que la ecuacion fundamental es una funcién que depende tnicamen-
te de las variables extensivas. Recordemos que las variables extensivas pueden ser el
volumen, la entropia y el niimero de moles, pero dependiendo del sistema se pueden

encontrar otros parametros extensivos.

La forma diferencial de la ecuacion fundamental es

0o
oF“

donde las variables intensivas se definen como

dd = —dE°, (C.8)

0P
- OFE°’

Por ejemplo si la ecuacién fundamental tuviera como variable dependiente a la

Iq

(C.9)

energia interna, entonces ésta seria de la forma

U=U(S E'E* ... E™), (C.10)

y se le llama la representacion de la energia. Si por el contrario se utilizara como

variable dependiente a la entropia, entonces la ecuaciéon tomaria la forma

S=SUEE* .. E™). (C.11)

En las ecuaciones ((C.10]) y (C.11)) al conjunto de variables independientes se le co-

noce como parametros extensivos energéticos y entrépicos, respectivamente. Ademas,
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las variables intensivas de ambas representaciones se obtienen al aplicar la ecuacién

9.

C.3.1. Potenciales termodinamicos

Las transformaciones de Legendre vistas en el capitulo dos, se conocen como po-

tenciales termodindmicos. A continuacion se definen los potenciales mas comunes.

El potencial de Helmholtz o energia libre de Helmholtz es la transformada parcial
de Legendre de U, la cual reemplaza a la entropia por la temperatura. De esta
manera, el potencial de Helmholtz depende de las variables T, V, Ny, Ns, ..., y se

define como
F=U-TS. (C.12)

La entalpia es la transformada parcial de Legendre de U que sustituye el volumen

por la presiéon como variable independiente y se define como

H=U+PV. (C.13)

La tercera transformacion de Legendre de la energia interna U es el potencial de
Gibbs o energia libre de Gibbs. Este potencial es la transformada de Legendre que
reemplaza la entropia por temperatura y el volumen por presiéon al mismo tiempo,

de manera que esta funcién se define como

G=F+PV=U-TS+PV. (C.14)

Estos potenciales termodinamicos permiten expresar la ecuacion fundamental de
distintas maneras. Dependiendo del problema fisico que se quiera resolver se puede

escoger un potencial en particular.

La energia libre de Helmholtz se utiliza en procesos isotérmicos, donde el cambio
en este potencial es una medida del trabajo hecho por el sistema. Se puede demos-
trar que para un sistema cerrado a temperatura constante, el estado de equilibrio se
obtiene en un minimo de F. Asi mismo para la entalpia se establece que un sistema

con una presién dada alcanzara el estado de equilibrio cuando la entalpia (H) sea la
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minima.

Por su parte, el potencial de Gibbs se utiliza en sistemas que se encuentran a
presién y temperatura constante. Al igual que con los potenciales F'y H el estado

de equilibrio es un minimo de este potencial.

C.3.2. Ecuacién de Euler y ecuaciéon de Gibbs-Duhem

Una de las caracteristicas de la ecuacién fundamental es que es homogenea de
primer orden y esta propiedad permite escribirla de una manera muy conveniente
conocida como la ecuacion de Euler. En la representacion de la entropia, la ecuacién

de Euler es de la forma

S=> LE. (C.15)
j=0

Por otro lado, la ecuacion de Gibbs-Duhem presenta una relacién entre las varia-

bles intensivas de un sistema de manera diferencial, la cual esta definida como

> Edl; =0. (C.16)
§=0

La importancia de la ecuaciéon de Gibbs-Duhem es que si conocemos dos ecua-
ciones de estado de un sistema con tres ecuaciones, es posible integrar la ecuacién

de Gibbs-Duhem para obtener la tercer ecuacion de estado.

C.4. El gas ideal

El gas ideal es un sistema termodindmico tedrico, pero los gases reales se aproxi-
man bastante a éste segin las condiciones de presion y temperatura que tengan. El
gas ideal esta formado por particulas muy alejadas entre si y se pueden considerar

independientes unas de otras, de manera que no interactian entre si.
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Un gas ideal esta caracterizado por dos ecuaciones

PV = NRT
U = cNRT, (C.17)

donde ¢ es una constante y R es la constante universal de los gases (R = Nakp =

3
5

8,3144 J/mol K). En gases monoatémicos ¢ =
Las ecuaciones ((C.17)) permiten determinar la ecuacién fundamental. El hecho
de que una de las ecuaciones de estado contenga la energia nos permite utilizar la

representacion de la entropia. Reescribiendo estas ecuaciones, se tiene

P N _ R
T TV oV
1 N cR

donde u y v son las densidades de energia y volumen, respectivamente. De estas dos

ecuaciones, se puede encontrar la tercer ecuacion de estado (4 como funcién de u,v)

al integrar la ecuacién de Gibbs-Duhem
7 1 P
Ly — — 1. 1
d(T) ud<T>+vd<T) (C.19)
De manera que
d d
d (ﬂ) =u (—ﬁ) du + v <—E> dv =R — R—v, (C.20)

y al integrar se tiene

B (5 = enm (_) R (_) (C.21)

donde uy y vy son pardmetros de un estado termodinamico y (’%)0 es una constante

de integracion.
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Ahora, sustituyendo las tres ecuaciones de estado en la ecuacion de Euler

S = (%) U+ (;) V- (%) N, (C.22)

se tiene la ecuacién fundamental en la representacion de la entropia
UNC/V N —(c+1)
— — | | = , (C.23)
Uo Vo) \No

so=(c+1)R— (%)O. (C.24)

Si sg se conoce entonces la ecuacion (C.23)) tendria toda la informacién termo-

S=Nsyg+ NRIn

donde

dindamica de un gas ideal en particular.

Existe otra forma de obtener la ecuacién fundamental. Integrando la ecuacion

dom (D (D)o (FYaus (Da o

s = s+ cRIn (3) + Rln <3> . (C.26)

molar

se tiene que

Ug Vo

Las ecuaciones ((C.23)) y (C.26)) son equivalentes. Al conocer la constante de inte-

gracion sy se obtendra toda la informacion termodinamica del gas ideal estudiado.

C.5. Referencias

Este capitulo se basé en el libro [2].
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