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Introduccion

En la época posterior a Newton se pensaba que una vez que se encontraran las
leyes generales que regian cualquier fenémeno, como la ley de gravitaciéon universal,
y se conocia un estado, entonces podia conocerse cualquier estado en cualquier tiem-
po, ya sea pasado, presente o futuro. Esto es lo que se conoce como determinismo,
Laplace lo explica muy bien en una frase que hizo que esta idea se conociera como
determinismo laplaciano:

“Al tiempo que se conocen las leyes que gobiernan los fenémenos estudiados,
podemos predecir el futuro del sistema estudiado con certeza”.

Esta afirmacién fue un modelo de pensamiento durante mas de 100 anos desde
su surgimiento en el siglo XVIII y llevé al determinismo laplaciano a ser el esquema
dominante y casi exclusivo en la ciencias. Pero a finales del siglo XIX comenzé el
descubrimiento de sistemas en los que resultaba imposible predecir con exactitud un
comportamiento (cualquier sistema no lineal), como las ecuaciones de Newton para
la interaccion de tres o mas particulas.

Es por eso que hoy en dia el determinismo no lo es todo. El azar se opone al
determinismo; mientras la informacién completa sobre un sistema determinista se
reduce a las condiciones iniciales y a una serie de ecuaciones que definen su evolucion,
un proceso estocastico es una sucesion de variables aleatorias, determinadas por el
azar, que evolucionan en funcién de sus variables. Por otro lado, los sistemas cadticos
no permiten la prediccién aunque sean deterministas, ya que trayectorias que estan
préximas en el inicio se separan muy rapido y llegan a destinos muy distintos. En
estos casos se diferencia el determinismo de la predictibilidad, pues pequenos cambios
iniciales en los sistemas cadticos se amplifican con el tiempo y dan lugar a diferencias
macroscépicas. Este comportamiento es conocido como efecto mariposa.



2 INTRODUCCION

Los fenémenos en la naturaleza pueden ser modelados por sistemas dinamicos,
que son estructuras matematicas cuyo estado viene definido por una serie de variables
de estado que dependen del tiempo, asi como por una serie de leyes que expresan
las variaciones de las variables de estado a lo largo del tiempo y que, en en casos
particulares, suelen ser un sistema de ecuaciones diferenciales.

Los sistemas dinamicos son representados geométricamente en el espacio fase que
pueden tener conjuntos de puntos que atraigan las trayectorias del sistema, a estos
conjuntos se les conoce como atractores y se clasifican segiin su comportamiento. En
particular, los llamados atractores extranos, son producto de autoscilaciones que dan
lugar a inestabilidades locales. De todo esto se habla en el capitulo 1.

Maés que una simple oposicién, orden y caos establecen entre si un juego complejo.
El caos surge del orden, y un cierto orden puede surgir del caos en circunstancias
especiales. Se puede hablar de un borde del caos ya que el mismo puede ocurrir con la
complejidad de un sistema (no linealidad, dimensién mayor o igual a tres, etcétera).
Para saber si un sistema se encuentra en ese “borde” se utilizan herramientas tanto
analiticas como geométricas, mismas de las que se habla en el capitulo 2.

Del orden se puede pasar al caos (en sistemas no lineales de al menos tres va-
riables), a través de tres caminos principales que suponen la desestabilizacién de
atractores de regimenes periédicos por perturbaciones, que en lugar de amortiguarse
y desaparecer, se amplifican. Estos tres caminos son duplicacion de periodo, tam-
bién conocida como la transicién al caos de Feigenbaum y de la que se habla en el
capitulo 3; cuasiperiodicidad o escenario de Ruelle-Takens-Newhouse y que se es-
tudia en el capitulo 4 e intermitencia, a la que también se le llama escenario de
Pomeau-Manneville y que se ve en el capitulo 5.

Este trabajo no pretende indagar con profundidad en el estudio de las transicio-
nes al caos, sino dar una introduccién y los conocimientos previos necesarios para
entenderla, intentando hacer poco uso de teoremas y conceptos avanzados y, en su
lugar, utilizar ejemplos y esquemas.



Capitulo 1

Sistemas dinamicos

Los sistemas dindmicos se denominan asi porque estan descritos por un conjunto
de ecuaciones (sistema) cuyos pardmetros varfan respecto a alguna variable (dindmi-
co), que usualmente es el tiempo. Los pardmetros internos de un sistema dindmico
siguen una sucesion de reglas temporales.

Los sistemas dinamicos se pueden clasificar de acuerdo a varios criterios; pueden
ser discretos o continuos, lineales o no lineales, entre muchas otras maneras, que
definen la forma en la que esta formulado el sistema, ya sea por una ecuacion dife-
rencial o una ecuacién en diferencias, por sistemas lineales o no, si incluye estimulos
externos o dependientes del tiempo. Si el sistema esta modelado por una ecuacién
diferencial o de cualquiera de los tipos anteriores se dice que es determinista, pues
permite conocer el estado del sistema para cualquier tiempo futuro (o pasado).

En los sistemas dindmicos continuos el tiempo puede tomar un valor cualquiera
dentro de un rango predeterminado, es decir, varia continuamente y se expresan con
ecuaciones diferenciales, las cuales pueden ser ordinarias (EDOs), parciales (EDPs)
o ecuaciones diferenciales con retraso (EDRs). Para estos sistemas el caos se puede
presentar con n grados de libertad (sistema de n ecuaciones), siempre y cuando n > 3
para EDOs y EDPs.

En cambio, en los sistemas dindmicos discretos el tiempo sélo puede tomar valo-
res dentro de un conjunto numerable (varia discretamente) y se describen por medio
de ecuaciones de diferencias (EDs), las cuales son expresiones que relacionan dis-
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tintas sucesiones, siendo una de ellas desconocida, son parecidas a las ecuaciones
diferenciales, pero en vez de funciones hay sucesiones. A estas ecuaciones se les co-
noce también como mapeos iterados. A diferencia de los sistemas continuos, en los
sistemas discretos, el caos se puede presentar con un grado de libertad, es decir, se
rige por una unica ecuacién de diferencias.

Como ejemplo se encuentran los autématas celulares (A.C.) que son sistemas
dindmicos donde el espacio y el tiempo varian discretamente; son muy ttiles, por
ejemplo, en fisica es una de las técnicas para simular ciertos fenémenos de dindmica
de fluidos; en biologia son utilizados para estudios de reproduccién, auto-organizacion
y evolucién, entre otros; en quimica para el estudio cinético de las reacciones y en
la simulacion del crecimiento de los cristales y en ciencias de la computacion, donde
los autématas celulares han sido de gran ayuda en la construcciéon de modelos que
sirven para estudiar facilmente el procesamiento de informacién en paralelos y para
el diseno de computadoras.

Un automata celular tiene las siguientes caracteristicas y elementos:

1. El espacio estd formado por un conjunto finito de celdas distribuidas en una
rejilla regular n-dimensional y cada division homogénea de arreglo es llamada
célula.

2. Cada celda puede estar en un unico estado en determinado instante de tiempo,
el cual debe estar definido en un conjunto de estado asociado al espacio del
autémata. El conjunto de estados es finito, se le llama alfabeto y puede ser
expresado en valores o colores.

3. La vecindad de una celda estda formada por las celdas adyacentes y define el
conjunto contiguo de células y su posiciéon respecto a cada una de ellas. A cada
vecindad diferente le corresponde un elemento del conjunto de estados.

4. Para la configuracion inicial se asigna un estado a cada una de las células del
espacio de evolucion inicial del sistema; el estado de las celdas estd determinado
por un conjunto de reglas de evoluciéon comunes a todas las celdas.

5. Estas reglas de evolucion determinan el comportamiento del autémata celular.

A esta regla se le llama funcion de transicion.

Por otro lado, un sistema dinamico es lineal sila funcién que lo representa cumple
con que la suma y el producto de soluciones es solucion, en otras palabras, si se
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conocen dos soluciones para un sistema lineal, la suma o el producto de ellas también
resuelve el sistema.

Es por ésto que los sistemas lineales son sencillos de analizar y trabajar, ya que
la solucion del sistema se puede lograr simplificando el problema a la suma de las
soluciones con condiciones méas sencillas.

Para sistemas dinamicos lineales, tanto continuos como discretos, existen métodos
que transforman las ecuaciones diferenciales o de diferencias en ecuaciones algebrai-
cas.

Los sistemas no lineales representan comportamientos que no estan sujetos al
principio de superposicién. Es por esto que son dificiles, a veces imposibles, de resolver
y es muy complicado predecir sus comportamientos respecto a sus variables de estado;
algunos sistemas no lineales tienen soluciones exactas o integrables, mientras que
otros presentan comportamientos impredecibles, que sera lo que entenderemos como
caos.

Por dltimo cabe mencionar que si un sistema conserva el volumen en el espacio
fase se le llama sistema conservativo y si no lo hace es un sistema disipativo, el cual
suele contar con conjuntos en el espacio fase que “atraen” las trayectorias préximas,
contrayendo las dreas entre ellas haciéndolas converger. Estos conjuntos se llaman
atractores y representan el comportamiento asintético del sistema, es decir, la forma
de comportarse a largo plazo.

1.1. Estabilidad de los sistemas dinamicos

Puede ser dificil, o hasta imposible, encontrar la soluciéon explicita de un sistema
dinamico, en especial cuando es no lineal. A veces, lo Unico que interesa saber es
el comportamiento cualitativo de las soluciones como la periodicidad o si existe el
limite cuando el tiempo tiende a infinito, por lo que es mejor recurrir a la informacién
cualitativa del sistema, evitando la previa resolucién del mismo.

Las propiedades cualitativas son estudiadas geométricamente con el fin de visua-
lizar el comportamiento de las soluciones y deducir caracteristicas importantes de
éstas sin necesidad de acudir a desarrollos analiticos. Una de las formas de visualizar
el comportamiento de las variables de estado de un sistema dinamico es con las series
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de tiempo cuyas graficas son de una variable de estado x contra tiempo ¢, para un
sistema dindmico ™ = f(2"V ... 2’ 2,t).

Otro de los principales métodos de andlisis cualitativo es el retrato fase que es una
representacién geométrica de todas las trayectorias de un sistema dindmico. Cada
variable se representa como un eje de un espacio multidimensional y cada punto del
espacio representa el posible estado de las variables del sistema. Esta descrito por
un campo vectorial que rige el recorrido de las variables del sistema en el tiempo
(trayectoria o flujo). El espacio donde se encuentra el retrato fase se llama espacio
fase y se utiliza para obtener directamente de la ecuacion diferencial propiedades
como la estabilidad o la periodicidad. [12] [2]

El sistema 1.1 es el sistema derivado de la ecuacién del péndulo & + w?sinz = 0
y la figura 1.1a) muestra su retrato fase. La figura 1.1b) y 1.1c) muestra su serie de
tiempo respecto a la variable x y y respectivamente.

dx
_ = y
% (1.1)
2 .

—= = —w’sinx
dt

Los espacios fase pueden contener subconjuntos de puntos, ciclos o ambos -
llamados singularidades- que atraen o repelen a las trayectorias que pasan cerca
de éstos. Son lo que maés interesa determinar del sistema, pues su comportamiento
define la estabilidad del sistema.

1.1.1. Puntos fijos

Los puntos fijos o criticos, que representaremos como x,, son singularidades del
campo vectorial para las que se cumple

s =10

lo que significa que el campo vectorial que determina la direccion de las trayecto-
rias en el espacio fase es nulo en estos puntos y los eigenvalores A del polinomio
caracteristico asociado al sistema determinan la forma en la que interactiian las tra-
yectorias con el punto fijo.
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(a) Retrato fase (b) Serie de tiempo de la varia-
ble z

(c) Serie de tiempo de la varia-
ble y

Figura 1.1: Retrato fase y series de tiempo del péndulo simple

Si una trayectoria comienza cerca de una singularidad y se aproxima a ésta,
entonces la singularidad se dice que es estable, un sumidero o un atractor. Si dicha
region atrae a todas las trayectorias del espacio fase se dice que es un atractor global.

En cambio, una singularidad es inestable, repulsor o fuente cuando no es estable,
es decir, las trayectorias que inician cercanas a ella divergen conforme pasa el tiempo.

La estabilidad de las singularidades determina la estabilidad del sistema. En
sistemas lineales las singularidades solo son puntos llamados puntos fijos. El analisis
de estos puntos es sencillo; basta con calcular los eigenvalores a partir de la ecuacién
caracteristica del sistema y analizar la relaciéon que hay entre ellos.
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Por otro lado, en los sistemas no lineales, las singularidades no sélo pueden ser
puntos fijos, sino también ciclos limite o regiones llamadasatractores extranos, los
cuales estan ligados al movimiento cadtico y estan presentes tanto en los sistemas
dindmicos continuos (tales como el sistema de Lorenz) como en algunos sistemas
discretos (por ejemplo el mapeo de Hénon). Més adelante en la seccién 1.1.3, se
hablard con mas detalle de este tipo de atractores. A diferencia de los sistemas
lineales, el andlisis de los puntos fijos es un poco méas complicado, se puede hacer
linealizando el sistema alrededor de cada una de las singularidades y analizando
cada sistema linealizado por separado, pero se puede simplificar estudiando la matriz
jacobiana.

dy1 Oys Iy
0 0h  0h
JY)=] On Oy Yn (1.2)
Ofy Of Ok
Oy1 Oya OYn

del sistema

yl = fl(ylvaa"'7yn)

Y/ = F(Y) = ';IjQZfQ(ylay2a'-~>yn) (1.3)

yn = fn(y17y27 cee 7yn)

evaluada en cada punto fijo Yy = (y1s, Y2s, - - - , Yns. La matriz resultante se analiza
como si fuera la matriz asociada de un sistema lineal. Por lo que los resultados
obtenidos para los sistemas lineales también son de gran utilidad para los no lineales
que se aproximan a uno lineal de forma local.

Los puntos fijos estan determinados por el comportamiento de las trayectorias
alrededor de éstos, ya sea que el sistema sea lineal o no, y estan intimamente relacio-
nados con los valores propios A de la matriz asociada al sistema. Dentro del estudio
cualitativo de los sistemas de ecuaciones diferenciales, la caracterizacion de los pun-
tos de equilibrio de los sistemas de dos ecuaciones X = AX, donde A es una matriz
de 2x2 y X es un vector columna de 2x1, son la base para determinar la estabilidad
de sistemas de dos o més ecuaciones.
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Los puntos de equilibrio pueden ser:

Nodo estable: Todas las érbitas se dirigen al punto y tienden a él. Los eigenvalores
son reales, negativos y distintos entre si. Figura 1.2

YA

Figura 1.2: Nodo estable

Nodo inestable: Las trayectorias salen del punto y divergen. Los eigenvalores son
reales, positivos y diferentes entre ellos. Figura 1.3

¥

Figura 1.3: Nodo inestable

Nodo estrella estable: Las trayectorias convergen al punto con la misma tasa de
rapidez. Los eigenvalores son reales iguales y negativos. Figura 1.4

Figura 1.4: Nodo estrella estable
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Nodo estrella inestable: Las trayectorias divergen al punto con la misma tasa de
rapidez. Los eigenvalores son reales iguales y positivos. Figura 1.5

Figura 1.5: Nodo estrella inestable

Foco estable: Todas las dérbitas tienden a él en espiral. Los eigenvalores son com-
plejos conjugados con parte real negativa. Figura 1.6

y

Figura 1.6: Foco estable
Foco inestable: Las orbitas se alejan de él en espiral. Los eigenvalores son com-
plejos conjugados con parte real positiva. Figura 1.7

y

Figura 1.7: Foco inestable
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Centro: Todas las orbitas proximas al punto son cerradas, ninguna entra ni sale.
Este punto es neutralmente estable. Los eigenvalores del sistema son imaginarios
puros. Figura 1.8

Figura 1.8: Centro

Punto silla: Inicialmente las trayectorias tienden al punto, pero después divergen.
Es un punto inestable. Los eigenvalores son reales de signo opuesto. Figura 1.9

YA

Y3
Z

Figura 1.9: Punto silla

Otra forma de saber qué tipo de punto fijo se tiene, es estudiando la relacién
entre la traza y el determinante de la matriz asociada al sistema. Sea A la matriz
asociada al sistema X = AX, tal que

A:(z 2) (1.4)

det(A — X)) = \? — (a + d)X\ — (ad — bc)

entonces
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de donde

(a+d) £ /(a+ d)? — 4(ad — bc)
2

A =

Ahora, sean

p=Tr(A)=a+d
q = det(A) = ad — be

A = (a+d)? —4(ad — bc) = p* — 4q

Observemos que p? — 4q es una parabola en el plano p contra ¢ y que segin sea
el signo de p, g y A, sera el signo de la parte real de los valores propios. La tabla 1.1
y la figura 1.10 resumen e ilustran la relacion entre los signos de p, ¢ y A y los tipos
de puntos criticos.

Puntos criticos
q P \ A \ Tipo de punto
A>0 Nodo inestable
p>0 A =0 | Nodo estrella inestable
A<O0 Foco inestable
qg>0 p=0 A<O0 Centro, estable
A>0 Nodo estable
p <0 A =0 | Nodo estrella estable
A<O0 Foco estable
g<0|p<0,p=0,p>0| A>0]| Punto silla, inestable

Cuadro 1.1: Caracterizacion de los puntos criticos

En general, el atractor es un conjunto de puntos, al que el sistema evoluciona
después de un tiempo suficientemente largo. A la vecindad del atractor a la que
converge cualquier sistema abierto que lo contenga se llama cuenca de atraccion
y sus propiedades geométricas pueden ser bastante complicadas; en algunos casos
las fronteras son muy irregulares, formando lo que es llamado limites de cuencas
fractales; en otros casos, las cuencas de atraccion se cruzan, como si estuvieran
entrelazadas, haciendo que cualquier punto en una cuenca sea cercano a otro punto
en otra cuenca de atraccion, a esto se le llama cuenca de atraccion perforada.
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3 L

—._h\\ﬂl § 4
" |

Foco inestable

A=p?-4q=0

W\ /
SR Foco estable

A=p?-4g<0

A=p*-4q=0 Punto silla

Figura 1.10: Caracterizacion de los puntos criticos

Si todos los autovalores de la matriz A asociada al sistema tienen parte real
distinta a cero, se dice que el sistema es hiperbolico y al nimero de valores propios

con parte real negativa se llama indice de estabilidad.

Ejemplo 1. Sea el sistema

2 =y(13 — 22 — y?)
{ Yy =12 — 2(13 — 22 — y?) (1.5)
Los puntos fijos se obtienen resolviendo
7 = y(13—-22-y*) =0 (1.6
(1.7

y = 12—2(13—-2°—9*) =0

De 1.6 se tiene que o y = 0 0 13 — 22 — y? = 0, pero si 13 — 22 — y% = 0, entonces

la ecuacién 1.7 es igual a 12, por lo que y solo puede ser cero.
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Sustituyendo y en 1.6, queda que

12—-2(13—2%) = 2° 132+ 12
(x —1)(x —3)(z+4)
=0

Entonces los puntos fijos son P, = (—4,0), P, = (1,0) y P3 = (3,0)

La traza de la matriz jacobiana asociada al sistema es cero para cualquier punto,
por lo que s6lo queda evaluar el determinante en cada punto P;, con i = 1,2, 3:

ox' oy
det(Jp,) = ————|p,
= —(13-2" = 3y")(=13+ 32" + 7)|p,
Para P, = (—4,0)
det(Jp) = —(13—2” = 3y*) (=134 32”4+ v°)|p,
= 105>0
El punto (—4,0) es centro.
Para P, = (1,0)
Jp, = —(13— 2% = 3y*) (=13 + 327 + 1) |p,
120 > 0

El punto (1,0) es centro.
Para Py = (3,0)

JPs = <_13 - x2 - 3y2)(_13 + 3372 + y2)|P3
= —-56<0

El punto (3,0) es punto silla.
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Figura 1.11: Diagrama fase del sistema 1.5
1.1.2. Ciclos limite

Los sistemas no lineales de dos o mas ecuaciones pueden tener soluciones periodi-
cas, que en el espacio fase son curvas cerradas alrededor de un punto centro. Cuando
trayectorias no cerradas se acercan o se alejan en espiral hacia esa solucién periddica
y convergen a ésta cuando t — 00, se tiene un ciclo limite.

Se dice que es un ciclo estable (figura 1.12a) si todas las trayectorias vecinas se
acercan a ¢l y si todas se alejan entonces es un ciclo inestable (figura 1.12b); hay
otros casos donde algunas trayectorias se alejan y otras se acercan, cuando esto pasa
se dice que es un ciclo semiestable (figura 1.12c,d). Cuando las trayectoria no se
acercan ni se alejan, el ciclo limite es neutralmente estable. La estabilidad de ciclos
limite se le conoce como estabilidad orbital, pues la trayectoria limite es una orbita
periddica. En la seccién 2.2.3 veremos cémo determinar la estabilidad de un ciclo
limite.

Los ciclos limite s6lo pueden ocurrir en sistemas no lineales de dos o mas di-
mensiones, ya que si un sistema lineal tiene orbitas cerradas, éstas corresponden a
la dindmica provocada por un punto fijo centro, por lo tanto no son aisladas y no
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pueden tener ciclos limite.

@& @

(a) Ciclo limite esta- (b) Ciclo limite ines- ) Ciclos limite semiestables
ble table

Figura 1.12: Ciclos limite

Para saber si un sistema tiene ciclos limite se recurre a los teoremas y técnicas

respectivos, aqui dispondremos de dos teoremas muy ttiles y conocidos, uno debido
a Poincaré-Bendixon y el otro a Liénard:

Teorema 1. Poincaré-Bendixson
Sea

= R un subconjunto cerrado y acotado del plano que no contiene puntos fijos;

- = f(z) un campo vectorial continuamente diferenciable en un conjunto
abierto contenido en R;

= (' una trayectoria confinada en R

Entonces C' es una orbita cerrada, o gira en espiral hacia una érbita cerrada o a un
punto fijo cuando ¢ — oo. En cualquier caso, R contiene una 6rbita cerrada. [2]

Teorema 2. Liénard
Sea & + f(z)x + g(x) =0 Si f(z) y g(x) satisfacen:

1) f(z)y g(z) son continuamente diferenciables para todo x

11) g(x) es una funcién impar. i.e. g(—z) = —g(x) para todo x
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11) g(z) > 0 para todo z > 0
1v) f(x) es una funcién par. i.e. f(z) = f(—=z) para todo x
V) la funcién impar F(z) = [ f(u)du:

a
b

) Tiene exactamente una raiz positiva en z = a
c) Es positiva y no decreciente para = > a

Es negativa para 0 < x < a

d) F(z) — oo cuando t — o0

Entonces el sistema tiene un tunico ciclo limite estable en torno al origen del plano
fase. [4]

Ejemplo 2. La ecuacion de Van der Pol
Consideremos la ecuacion
" — (1l — 2?2’ +2=0 (1.8)
donde el parametro p > 0.

Convertimos la ecuacion a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden mediante el cambio de variable y = 2’

d o= y=fla,y) (1.9)
y = p(l—a*)y—az=g(x,y) (1.10)

El tinico punto fijo del sistema asociado a la ecuacién 1.8 es el punto (x,y) = (0,0),
lo cual corresponde a la condicién de no oscilacién. Para saber si el punto es estable o
inestable es necesario obtener el determinante de la matriz jacobiana del sistema dado
por las ecuaciones 1.9 y 1.10 evaluado en el punto (z,y) = (0,0), que corresponde al
sistema lineal cerca del origen:

af of

Joo=| % = ¥ :
0= 1| 99 dy —2zpy — 1 p(l—a?)
ox 83/ (0,0)
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0 1
J = :1
0.0 ‘( 1 )‘

Como TrJ = pu, detJ =1 > 0y pu es positivo entonces el punto es inestable.
Ahora, el punto es un foco cuando pu < 2, pues A = u? —4 < 0 figura 1.13a, y es un
nodo cuando u > 2 ya que para esos valores A = p? — 4 > 0 (figura 1.13b). Por lo
tanto, cuando = es pequena el sistema es inestable alrededor del origen.

Su determinante es

y su traza es 0 4+ p = p.

(a) p=05<2 (b) p=2.02>2

Figura 1.13: Diagramas de fase del sistema lineal asociado a la ecuacién de Van der
Pol para =05 <2y p=2.02>2

Cuando z es grande, el término 2?2 de la ecuacién 1.8 es el dominante. Si conside-
ramos a f(z) = —p(l—z?) y a g(z) = z entonces la ecuacién de Van der Pol cumple
con el teorema de Liénard (Teo.2) pues

1) f(z)y g(z) y sus derivadas son continuas para todo x
11) f(x) es una funcién par, g(z) es una funcién impar para todo x g(z) > 0.
1) la funcién impar F(z) = [ f(u)du:
a) Tiene exactamente una raiz positiva en z = V3

b) Es negativa para 0 < z < V3
c¢) Es positiva y no decreciente para x > V3



1.1. ESTABILIDAD DE LOS SISTEMAS DINAMICOS 19
d) F(x) — oo cuando t — o0

Entonces el sistema tiene un tnico ciclo limite estable en torno al origen. Figura
1.14

RN ¥ YiEa
25 \ - 1 Ir
Vi \‘ i ik j
: Py |
AN |
s A ¥
] Ik
o woafle s T
{ I | I

Yo 1 S = ' o . 1
s ‘....;,. o 3 T 4

i 2 ' B T
o+ peakak) g o
A \ t

g ‘ .{; S _: e
A% A ; | Y0 L |
. C 5 : ] & 1' M
sef - e o T W -, + ot
& TR RAWAES L I e e s BT S 11

a2 2E £ 4 @5 @ 05 1 1& 3 28 2 !
(a) p=05<2 (b) pu=2.02 > 2

Figura 1.14: Diagramas fase de la ecuacién de Van der Pol para p = 0.5 < 2 y
pw=2.02>2

5 2
0 s
I
1 * os
_ =15
= 2
o | 10 | 20. | 2. 0 | 10 | 20 | n
(a) p=05<2 (b) o =2.02> 2

Figura 1.15: Series de tiempo de la ecuacion de Van der Pol para u = 0.5 < 2y
pw=2.02>2
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La clasificacion de los puntos de equilibrio y ciclos limite se estudia en casi todos
los libros sobre ecuaciones diferenciales ordinarias, en particular en los libros [1], [2]

y [3].

1.1.3. Atractores extranos

Un sistema puede tener varios atractores, y segin sean las condiciones iniciales,
serd el atractor correspondiente a determinada dinamica. El conjunto de todas las
condiciones iniciales que convergen en un atractor dado es lo que se llama cuenca de
atraccion, la cual puede llegar a tener una geometria muy complicada. Si un punto
pertenece a un atractor A, la evolucién de ese punto también pertenece a A, eso es
que el atractor es invariante bajo la dindmica del sistema, ademas los puntos en una
cuenca de atraccién dada se mueven hacia el atractor A de forma asintética. Asi, un
atractor A es el conjunto invariante més pequeno que no se puede separar en dos o
mas subconjuntos con distintas cuencas de atraccion.

El término atractor extrano sirve para especificar las peculiaridades que puede
llegar a tener una cuenca de atraccion. Estos atractores si son “raros” si se comparan
con puntos fijos o con ciclos limite, pues estan caracterizados por una geometria
fractal (cuya estructura bésica, fragmentada o irregular, se repite a diferentes escalas)
[7] v pueden ser cadticos, aunque no necesariamente.

La complicada geometria que rige a los atractores extranos hace que sus érbitas
cercanas tengan un movimiento aperiodico y sensible a las condiciones iniciales. En
ocasiones surge un atractor extrano porque la trayectoria viaja de repulsor a repul-
sor sin tender a infinito, haciendo una érbita aperiédica, debido a la presencia de
diferentes ciclos limite y puntos fijos tipo silla, como es el caso del sistema de Lorenz.
Ejemplo 3.

Por otro lado, casi todos los atractores extranos se generan con un proceso de
estiramiento y plegado, cuya iteracion causa que el sistema sea cadtico. En una
direccién, los atractores mantienen su tamano, mientras que en la otra se encogen
hasta ser un “hilo” muy delgado y de longitud casi constante. Cuando el sistema
es cadtico, la dindamica se estira continuamente y se pliega en un pequeno volumen
inicial, transformando al atractor en una “hebra” cada vez mas delgada cuya longitud
crece exponencialmete. Este es el proceso de estirado y plegado, el cual es mas evidente
en sistemas discretos como el mapeo de Hénon. Ejemplo 4. El estirado hace que las
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condiciones iniciales se separen exponencialmente rapido, mientras que el plegado
causa mezclas en el espacio fase. La figura 1.16 muestra un esquema de este proceso.
[3] [13]

Figura 1.16: Esquema del proceso de estirado y plegado

Para dejar més claro lo anterior, se muestran dos ejemplos (ejemplo 3 y ejemplo
4). El primero es el sistema continuo del que se obtiene el famosos atractor de Lorenz
y el segundo un sistema discreto conocido como mapeo de Hénon.

Ejemplo 3. Sistema de Lorenz
Sea el sistema

T=o0(—z+y)
y=rr—y—xz (1.11)
z=—-bz+ 2y

donde los parametros o, r y b son reales positivos.

Localizando los puntos fijos:

o(—z+y) = 0 (1.12)
re—y—axz = 0 (1.13)
—bz+axy = 0 (1.14)
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de 1.12 se tiene que x = y; sustituyendo y en 1.13 y 1.14 se obtiene

z(r—1—2) = 0 (1.15)
2> —bz = 0 (1.16)

por lo que, de 1.15, x =00r—1—2=0:

= Si z =0, entonces, de 1.16, z = 0.

» Sir—1—2 = 0, entonces z = r — 1. Sustituyendo z en 1.16 se obtiene

x = £4/b(r —1) y como x = y, entonces y = ++/b(r — 1). Por lo que =z y y
son reales sélo cuando r > 1.

Cuando r > 1 hay tres puntos criticos: P; = (0,0, 0), \/b (r—1) \/b (r—1),r—
1)y Py = (—/b(r—1),—\/b(r —1),r — 1), los cuales commden cuando r=1Y
cuando r < 1 el punto Pl (0,0, O) es la unica singularidad.

De lo anterior se hace evidente que a medida que r crece, pasando por el valor
uno, el punto critico P; en el origen se ramifica y aparecen los puntos P, y Ps.

Sigue determinar el comportamiento local de las soluciones. Para simplificar el
trabajo, se tomaran valores fijos de los parametros o y b, pues es r el que modifica
el comportamiento del sistema al ser variado. Sea o = 10 y b = 3.

El sistema lineal cerca de los puntos criticos P; donde i = 1,2, 3, es

—-10 10 O
Jp=| r—z -1 —=z (1.17)
Y r -3 P

Cerca de P; (el origen), la matriz asociada al sistema lineal es:

—10 10 O —-10 10 0
J0,0,0) = r—z —1 —ux = r —1 0
Y r -3 0.0,0) 0 0 -3
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Sus valores propios estan determinados por

(104 10 0
r—z  —(1+X) —x = —[ A+ 3][\ + 11X — 10(r — 1)]
y x —(34+X)

de donde
1 1
A =3, A= 5(—\/401” +81 —11), A3 = 5(\/407” + 81 —11)

Cuando r < 1 los tres eigenvalores son negativos, por lo que el origen es asintéti-
camente estable para la aproximacién lineal y para el sistema original 1.11. Cuando
r =1, A3 =0y cuando r > 1, A3 es positivo. Entonces todas las soluciones que se
inician cerca del origen tienden a crecer, salvo las que se encuentran en el plano A;\s.

Ahora veamos qué pasa alrededor P, = (1/3(r — 1), /3(r — 1),7 — 1). La matriz
asociada al sistema lineal es:

—10 10 0
JIp, = 1 —1 - 3(7‘ — 1)
V3(r—1) /3(r—1) -3

Sus valores propios estan determinados por
—(10 4+ \) 10 0

1 —(1+X) —/3(r—1) | = =A—14\2=3X(10—7)—60(r—1) (1.18)
V3(r—1) /3(r—1) —(3+\)

Cuyas soluciones son dependientes de r de la siguiente manera:

» Para 1 <r <r; = 1.2228 se tienen tres eigenvalores reales negativos.

= Parar; <r <ry = 4.7057 se tiene un eigenvalor real negativo y dos eigenvalores
complejos con parte real negativa.

= Para ry < r se tiene un eigenvalor real negativo y dos eigenvalores complejos
con parte real positiva.
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Para el punto critico P53 se obtienen los mismos resultados.

Entonces:

Cuando 0 < r < 1, el Uunico punto critico es Pj, el cual es asintéticamente
estable.

Cuando 1 < r < ry, P; es inestable y P, y P3 son nodos estables.

Cuando r; < r < ry, P es inestable y P, y P3 son focos estables.

Cuando 1 < r Todos los puntos son inestables.

Ahora, consideremos soluciones para r > ry, entonces P; tiene un eigenvalor po-
sitivo y tanto P, como Pj tienen eigenvalores complejos con parte real positiva, es
decir, son focos inestables. Ya que ningin punto critico es estable, cualquier trayec-
toria que se aproxime a uno de estos puntos sera sobre un camino muy restringido,
pues una minima desviacion provoca que la trayectoria se aleje, es decir, cualesquiera
dos puntos cercanos en el espacio fase se separan exponencialmente y sus trayecto-
rias acaban perdiendo toda correlaciéon la una con la otra, de manera que existe la
propiedad de sensibilidad a las condiciones iniciales. Por lo mismo, se podria esperar
que la mayoria de las trayectorias diverja cuando t tiende a infinito, pero, por el
contrario, todas las soluciones estan acotadas, ain cuando ¢ — oo y esto es cierto
para todos los valores positivos de r. El conjunto que atrae todas las trayectorias es
el atractor extrano del sistema de Lorenz. Se puede visualizar como una érbita que
da algunas vueltas alrededor de P, seguidas de algunas vueltas alrededor de P3 y asi
sucesivamente. Figura 1.17

Figura 1.17: Diagrama fase del atractor de Lorenz para ¢ =10, b =3 y r = 30
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Ejemplo 4. Mapeo de Hénon

El mapeo de Hénon es en realidad una composiciéon de tres mapeos. Primero, se
curva la elipse de tal forma que preserve el area, luego se contrae en la direccion = y
por ultimo, se refleja respecto a la diagonal. Figura 1.18.
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Figura 1.18: Diagrama del mapeo de Hénon

La composicion de los tres mapeos es el mapeo de Hénon y estd dado por el
sistema:

T =1 —azxi+y = f(2,y0)

1.19
Y1 = by = g<xt7 yt) ( )

Donde a controla el término no lineal y b controla la disipacién del sistema.

Calculemos la disipacién del sistema mediante el determinante Jacobiano:

—2azx; 1

J:‘bo

=

Esto significa que, en cada iteracién, las dreas se multiplican por |b|. Después de n
iteraciones del mapeo, un area inicial Ay se convierte en un area A, = Ay|b|".
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El comportamiento del sistema cambiara segin sean los parametros a y b, pues si
a es muy grande o pequeno las trayectorias iran al infinito (estirado) y la velocidad de
contraccion de areas estd definida por b (plegado). Al igual que Hénon, escogeremos
a =14y b= 0.3 porque la iteraciéon del mapeo para estos valores genera la existencia
de un atractor extrano. Figura 1.19.

Figura 1.19: Atractor de Hénon para a = 1.4y b= 0.3

El objeto que describe la érbita asintética de este mapeo no depende de las
condiciones iniciales. Es una figura similar al conjunto de Cantor, el cual presenta
geometria fractal, que, para ciertos valores de los parametros, tiene una region de
confinamiento estable, es decir es un atractor y es conocida como el atractor de
Hénon. En la figura 1.20 se puede apreciar la similitud con el conjunto de Cantor.

8]

Figura 1.20: Ampliacién del atractor de Hénon



Capitulo 2

Caos determinista

La palabra caos viene del latin chaos y ésta del griego yaoo. En la Grecia anti-
gua era considerado como el estado amorfo e indefinido anterior a la ordenacién del
cosmos, aquello que existié antes que el resto de los dioses y fuerzas elementales. Ac-
tualmente, esta palabra es utilizada para denotar un estado de desorden, confusion
e, incluso, irregularidad. Sin embargo, en matematicas se utiliza como el comporta-
miento supuestamente erratico e impredecible de algunos sistemas dindmicos.

Por otro lado, la palabra “determinista” del latin determiare se refiere a sistemas
cuyo estado inicial precisa el estado futuro, es decir, sistemas que estan definidos por
la cadena causa - consecuencia. éstos pertenecen determinismo, el cual postula que
el desarrollo de los fendmenos naturales esta definido del todo por las condiciones
iniciales. Para los sistemas deterministas existen algoritmos que sirven para calcular
el comportamiento futuro segin las condiciones iniciales que se tengan.

Se podria suponer que estos sistemas son regulares pues sus estados evolucionan
continuamente uno del otro. Pero, a finales del siglo XIX, el matematico francés
Henri Poincaré descubrié que los sistemas mecanicos hamiltonianos pueden conducir
a comportamientos cadticos, llegando a postular que “el azar no es mas que la medida
de la ignorancia del hombre”.

El descubrimiento de Poincaré fue considerado por muchos anos como una pe-
culiaridad; fue hasta siete décadas después, en 1963, que el meteorélogo Edward
Lorenz encontré para su maquina del clima un sistema auténomo formado por tres

27
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ecuaciones diferenciales no lineales, con tres parametros. Para determinados valores
de los parametros observé que las trayectorias son impredecibles, pues cambios muy
pequenos en las condiciones iniciales podian producir trayectorias muy dispares, co-
mo se vio en el ejemplo de atractores extranos 3. Asi describié fenémenos utilizando
la palabra caos para describir modelos de sistemas fisicos que aparentan un com-
portamiento aleatorio aun habiendo suprimido la aleatoriedad. En las ecuaciones de
Lorenz, lo importante es la no linealidad, la cual es una condicién necesaria, pero no
suficiente, para la presencia de caos determinista.

Entonces el caos determinista alude a movimientos irregulares producidos por
sistemas no lineales cuya evolucion en el tiempo estd determinada en forma tnica a
partir del conocimiento de su historia anterior, en términos generales, el caos determi-
nista da lugar a trayectorias irregulares aparentemente aleatorias que, sin embargo,
son deterministas.

Los sistemas cadticos tienen la propiedad de que las trayectorias se separan ex-
ponencialmente rapido en una region limitada del espacio fase que inicialmente era
cerrada. Si se trata de resolver dichos sistemas, el resultado dependera de la amplitud
del tiempo y de la cantidad de digitos decimales de los niimeros irracionales, los cua-
les se distribuyen de forma irregular llevando a una trayectoria cadtica. Lorenz llamé
efecto mariposa a esta dependencia a las condiciones iniciales, porque el resultado
de sus ecuaciones (que describen el flujo de aire en la atmésfera de la tierra) podria
ser cambiado por el batir de alas de una mariposa.

Cabe recalcar que el caos determinista tiene grandes consecuencias en muchas
ramas de la ciencia, algunos sistemas que presentan caos deterministas son el péndulo
forzado, los fluidos cerca de una turbulencia, algunas reacciones quimicas, el problema
de los tres cuerpos, dindmica de poblaciones bioldgicas, etcétera, y es por eso que
uno de los temas mas importantes que trata esta teoria es el determinar los caminos
especificos por los cuales los sistemas no lineales llegan a tener conjuntos cadticos en
su evolucion. Por ejemplo, en el sistema de Lorenz, el caos aparece con una serie de
bifurcaciones; en cambio, en el mapeo de Hénon, el cambio del parametro de control
no genera una transicién hacia el caos. Las herramientas necesarias para determinar
si un sistema presentara caos o no es la materia de la que trata este capitulo.
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2.1. Exponentes de Liapunov

Los exponentes de Liapunov miden el grado de caoticidad de un sistema, ya que
actian como cuantificador del comportamiento caético. [§]

Un atractor es cadtico si las trayectorias en él muestran divergencia exponencial
de trayectorias cercanas, es decir, si dos trayectorias cercanas a un atractor cadtico
comienzan con separacion dy en el tiempo ¢ = 0 entonces las trayectorias divergen
de modo que su separacién al tiempo ¢, denotado por d(t), satisface la expresién

d(t) = doe™

Donde el parametro A es el exponente de Liapunov para las trayectorias. Si A > 0,
se tiene comportamiento cadtico.

Veamos como, para un espacio de estado de una dimension, la distancia entre
dos trayectorias se expande o se contrae exponencialmente en el tiempo. Sea xg un
punto inicial; zo(t) la trayectoria que surge del mismo; z un punto cercano al punto
inicial; x(t) la trayectoria que surge de x y sea s = x(t) — xo(t) la distancia entre las
dos trayectorias.

La ecuacion de desarrollo del tiempo es

La cual se puede expandir en series de Taylor, ya que estamos suponiendo que = es
cercano a xy. La expansion es

df (x)

fla) = flaw) + LF

(x —xp) + ...

Zo

El cambio de la distancia entre las dos trayectorias estd dado por

— f(a)— fw0)
= T o) (2.1)

Que es el primer término derivado de la expansion en series de Taylor de f(z).
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La distancia s cambia exponencialmente en el tiempo, es decir,
s(t) = s(0)eM (2.2)
el nimero A que satisface la ecuacién 2.2 es el exponente de Liapunov [8].

Al derivar la ecuacion 2.2 respecto a t tenemos que

§ = Ms(0)eM]
= As (2.3)

Igualando las ecuaciones 2.3 y 2.1 se tiene que

_ df(a)

A
dz

(2.4)

o

Por lo que si A > 0, las trayectorias divergen y si A < 0 convergen.

Cuando se tienen espacios de estado con dos o mas dimensiones, se asocia un
exponente de Liapunov por cada una de las direcciones en el espacio de estado que
dan la tasa de expansiéon o contraccion de las trayectorias. En particular, para n di-
mensiones, se deben definir n exponentes de Liapunov, los cuales son los eigenvalores
de la matriz jacobiana evaluada en el punto del espacio de estado en cuestion.

En el caso especial para el cual la matriz jacobiana es diagonal, los tres eigenva-
lores y por ende los tres exponentes de Liapunov locales estdan dados por

_Of

h=g (2.5)
~0f

ho = (2.6)
_0fs

Y=g (2.7)

donde las derivadas parciales son evaluadas en el punto en cuestion del espacio de
estado.

La funcién de evolucion de tiempo f(t) generalmente varia conforme x lo hace; es
por esto que queremos que el valor de A que se toma es un promedio que se toma sobre
los distintos A de la historia de la trayectoria. Si se conoce explicitamente la funcién
de evolucién de tiempo f(t) sélo se evalia la derivada a lo largo de su trayectoria
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y se encuentra el valor promedio. El conjunto de promedios de los exponentes de
Liapunov para un sistema es llamado espectro de los exponentes de Liapunov.

Los sistemas cadticos tienen la caracteristica de que al menos uno los promedios
de los exponentes de Liapunov locales es positivo. La tabla 2.1 resume la relacién
entre el espectro de exponentes de Liapunov y atractores asociados en el espacio de
estado de tres dimensiones.

] Signos de \'s \ Tipo de atractor ‘

(= —,—) Punto fijo
(0,—,—) Ciclo limite
(0,0, —) Toro cuasiperiédico
(+,0,—) Cadtico

Cuadro 2.1: Espectro de exponentes de Liapunov y atractores asociados en un espacio
estado de tres dimensiones

Una propiedad del comportamiento cadtico es la divergencia de trayectorias cer-
canas, misma que es exponencial en la variable de tiempo para sistemas continuos,
por lo que se puede concluir que la propiedad de ser cadtico es una caracteristica
de un grupo de trayectorias. Para sistemas discretos, esta divergencia es exponencial
como funcién del nimero de iteraciones para mapeos iterados. Sin embargo, una
trayectoria cercana a un atractor cadtico para un sistema cerrado regresa, con proxi-
midad infinitesimal, a cualquier punto previo en la trayectoria en infinitas ocasiones.
La divergencia de estos puntos con proximidad infinitesimal en una sola trayectoria
corresponde a tiempos muy diferentes.

Formalmente, sea zy un punto atractor y o + € un punto en la vecindad de x.
Aplicando el mapeo iterado n veces a cada valor y consideremos el valor absoluto de
la diferencia entre los dos resultados, i.e.

dp = [[" (w0 + ) = [ (x0)|
Si el comportamiento es cadtico, d,, crecera exponencialmente con n, entonces

% _ ’f(n)(330+5) - f(n)(%)’ — 0
€ €

(n) — fn)
/\:lln|f (zo + ) = f™ (29)]
n 5

(2.8)
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Definiendo asi el exponente de Liapunov para una trayectoria.

El exponente de Liapunov se puede ver geométricamente en una grafica de A
en funcion del parametro del sistema. En la figura 2.1 se muestra la grafica de los

exponentes de Liapunov en funcién del pardmetro a del mapeo de Hénon (sistema
1.19)

05

05 \ t || | l

Figura 2.1: Exponentes de Liapunov del mapeo de Hénon para b = 0.3

2.2. Secciones de Poincaré

La aplicacién de Poincaré permite que un espacio de fase de dimension n sea
reducido a una representacién de dimensiéon n — 1, la cual permite identificar la
periodicidad de una trayectoria incluso cuando el comportamiento del espacio fase
completo sea muy complicado. Estas aplicaciones también son valiosas para analisis
mas refinados que los que ofrece la simple visualizacion, porque preserva las pro-
piedades de estabilidad de puntos y curvas. Por ejemplo, visualizar trayectorias de
dimensién mayor a tres es imposible, pero al recurrir a la técnica de la seccion o apli-
cacion de Poincaré se puede obtener una representacion grafica y de gran utilidad de
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la trayectoria. [11]

2.2.1. Construccion de las secciones de Poincaré

Sea [ una funcién de dimensién 3. En lugar de estudiar directamente esa funcién,
consideremos su interseccién con el plano z = h que llamaremos S y observemos lo
siguiente:

» Los puntos de interseccién corresponden a 2 < 0 en I' (en este caso).

= La altura h del plano S se escoge de forma que I' cruza a S continuamente.

» Los puntos de interseccién de I" con S (Fy, Py, P,), forman la seccién de Poin-
caré de dimension 2. Figura 2.2

Figura 2.2: Seccién de Poincaré de una funciéon I' de dimension tres

La seccién de Poincaré reduce una funcién continua a una funcién discreta (aun-
que el intervalo entre punto y punto no es necesariamente constante). Es una funcién
continua 7" del plano S en si mismo:

Pop1 =T(P) =T[T(Pp1)] = T*(Pe_1) = ...
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y dado a que la funcion es determinista, Fy determina Py, P; determina P, etcétera.
Esencialmente, provee un medio para visualizar un atractor que de otra manera
podria ser desordenado y posiblemente aperiédico. Las propiedades geométricas que
tienen en comun la funcién y su secciéon de Poincaré son:

= Disipacion, las dreas deben de contraerse en la secciéon de Poincaré.

= Si la funcién tiene un atractor, se debe advertir en la seccién de Poincaré

2.2.2. Tipos de secciones de Poincaré

En general, las funciones continuas se pueden clasificar en tres tipos:

1. Periddicas: Si los valores de una funcién f(x) se repiten conforme al anadir a
la variable independiente z un determinado periodo P, o sea: f(z) = f(z + P)

2. Cuasiperiddicas: Cuando una funcién f(x) se puede expresar como una suma
finita de funciones f,(x), tales que los periodos de estas funciones sean todos
inconmensurables entre si. Por ejemplo, para a irracional, f(z) = sin(ax) +
cos(z) es cuasiperiddica.

3. Aperiddicas: Cuando no son periddicas ni cuasiperiddicas.
Funciones periédicas

Sea Py un punto fijo en el mapeo de Poincaré, i.e. :

Py=T(P) =T*P) = ...
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Figura 2.3: Seccion de Poincaré de alguna funcién periddica

Veamos la estabilidad del F,.

Para primer orden, el mapeo de Poincaré T' es descrito por la matriz M, llamada
matriz de Floquet, definida en la vecindad de Fy:

oT;

ij =
I 8x1

x0)

M describe como un punto P+ ¢ se mueve después de una interseccion del mapeo
de Poincaré. Aplicando la expansion de Taylor alrededor de este punto se tiene que:

oT;
T,(Py+06) ~T;(P, —
(Po+6) (0)+8x1

oT;
tp0(51 + — (52, Z - 1,2
al’g Py

Como T'(Py) = P,

Luego
T(T(Py+6)) ~ Py+ M?§

Después de n iteraciones del mapeo queda:

T™(Py + 8) — Py = M"§
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Siempre habrd una proyeccion sobre un vector propio, supongamos que ¢ es un

eigenvector de M. Entonces
M"™5 = \"6

donde X es el eigenvalor correspondiente.

Asi,

Si |A\| < 1 = es linealmente estable.

Si |A| > 1 = es linealmente inestable.

Se puede concluir que si se tiene que un mapeo periédico es inestable si uno de los
eigenvalores de la matriz de Floquet cruza el circulo unitario en el plano complejo.

Ahora consideremos un flujo de dimensién 3 con dos frecuencias fundamentales
f1 v fo. El flujo se puede representar en un toroide 172. Figura 2.4

Figura 2.4: Dos frecuencias en un toroide

La seccién de Poincaré del flujo para el plano S es la curva cerrada C, cuya
forma depende de si % es racional o irracional. A % se le llama pardmetro de razon

de frecuencia y es denotado por (2.

Si 2 es racional, entonces:
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— f1 v fa2 son frecuencias cerradas.
— Hay un numero finito de puntos a lo largo de la curva C.

— La trayectoria se repite después de n revoluciones y m rotaciones. n,m € N.

La seccién de Poincaré es periddica con periodo P = —

i f

— La seccién de Poincaré contiene sélo n puntos. Entonces P; = T"(FP;)

— Ejemplo, n =8

; :
; .
i o
L] r
L] ¥

Figura 2.5: Diagrama de la secciéon de Poincaré de alguna funcién periddica

Funciones cuasiperiodicas

Este caso se da cuando el flujo de dimensién 3 con dos frecuencias fundamentales
f1y fe cuya relacién Q = % es irracional. Aqui las frecuencias son llamadas incon-
mensurables; la trayectoria en el toroide 7 nunca se repite exactamente; la curva C'
es continua y no gira interminablemente sino més bien 7'(C') es una curva finita a lo

largo de C. Figura 2.6 [12]
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Figura 2.6: Diagrama de la secciéon de Poincaré de alguna funcién cuasiperiédica

Funciones aperiédicas

Las funciones aperidédicas pueden no tener curvas como secciones de Poincaré
razonablemente simples. En casos extremos, se puede tener una nube de puntos.
Figura 2.7

Figura 2.7: Diagrama de la seccion de Poincaré de alguna funcion aperiodica

Sin embargo, los sistemas deterministas aperiédicos con frecuencia muestra mas
orden. En algunos casos muestran desviaciones leves de curvas simples.

Tales situaciones surgen de fuertes disipaciones y la contracciéon resultante de
areas en el espacio fase. Para estos casos es 1util definir una coordenada x que caiga
mas o menos en la curva, y estudiar las iteraciones de x. Esto se llama mapeo de
primer regreso.

Los mapeos de primer regreso son reducciones a una dimensiéon del tipo de mapeos
de Poincaré de dos dimensiones que hemos estado considerando. Tales mapeos son
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de la forma
Tpy1 = f(or)

Un ejemplo de este tipo de mapeos es el mapeo logistico, el cual estudiaremos
en la seccion 3.2 del capitulo 3

2.2.3. Estabilidad de ciclos limite

Estudiar la estabilidad de los ciclos limite puede ser un tanto tedioso si se hace
calculando los valores caracteristicos; serfa mucho mas facil estudiar el comporta-
miento de puntos fijos en una recta que nos diera la informacién de estabilidad que
se necesita y la seccion de Poincaré es justamente éso, pues revela si una funcion tiene
atractores o repulsores y disminuye el estudio a un espacio de dimensién menor. Es
por esto que el llamado mapeo de Poincaré sera el método que estudiaremos para
verificar la estabilidad de los ciclos limite.

Consideremos un ciclo limite C' de dimension 2, su seccion de Poincaré se cons-
truye dibujando un segmento de linea S que atraviese el ciclo limite. Sea P el punto
donde el ciclo limite cruza el segmento de linea (que va de izquierda a derecha).
Figura 2.8

v
o x

Mg

Figura 2.8: Construccién de la Seccién de Poincaré de un ciclo limite



40 CAPITULO 2. CAOS DETERMINISTA

Si ahora empezamos una trayectoria en el espacio fase en un punto cercano al ciclo
limite, entonces la trayectoria cruzard el segmento de linea de la seccién de Poincaré
en puntos distintos a P. Sea P; el primer punto de cruce. Conforme la trayectoria
evoluciona, cruzara el segmento de linea de Poincaré otra vez en los puntos P, Ps,
Py, etcétera. En principio, al encontrar P, se puede determinar el siguiente punto
de cruce P, integrando las ecuaciones que describen el sistema y encontrando una
funcién F' que relaciona a Py con Py: Py = F(P;) (es claro que encontrar F' equivale
a resolver el sistema original de ecuaciones). En general F' relaciona a P,.; con P,
siendo la relacién

Pn+1:F<Pn>

Cabe aclarar que la funcién F' depende tanto de las ecuaciones originales que
describen el sistema como de la eleccién del segmento de linea de Poincaré y es un
mapeo iterado conocido como el mapeo de Poincaré

Para conocer la naturaleza del ciclo limite, se analiza la funcion F'y sus derivadas.

Recordemos que

1. La seccién de Poincaré reduce al problema original de dos dimensiones a un
problema de una dimension.

2. El mapeo de Poincaré F' establece un relacién iterativa (paso del tiempo en
intervalos finitos) en lugar de una relacién diferencial (paso del tiempo en forma
infinitesimal).

F da a P, en términos de P, y el intervalo de tiempo entre estos dos puntos es
aproximadamente el tiempo que tarda el ciclo limite en dar una vuelta.

Como el punto P en el ciclo limite es un punto fijo, satisface P = F(P), esto
quiere decir que si una trayectoria cruza el segmento de linea exactamente en P,
regresard a P en cada vuelta. ;Qué pasa la distancia entre P, y P conforme el
sistema evoluciona?. Para contestar a esta pregunta usamos la expansion en series
de Taylor alrededor del punto P de la ecuacién P, — P = F(P,) — F(P):

PQ—P:F(P)+% (PL—P+...— F(P))
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Sea d; = (P, — P), entonces

dF
dy = —| d 2.
S (2.9)
y sea
dF
M= " 2.1
ap|, (2.10)

M es el multiplicador caracteristico para el mapeo de Poincaré, también llamado
multiplicador de Floquet o multiplicador de Liapunov.

En términos de M, la ecuacion 2.9 queda como
dy = Md,

En general
Aoy = M"d,

Entonces se tiene un:

= Ciclo limite atractor o estable, si M < 1 pues dy < dy, d3 < ds, etcétera.
Los puntos de intersecciéon se aproximan al punto fijo P, es decir si la secuencia
de puntos se acerca a P conforme avanza el tiempo desde cualquier punto de
inicio en la vecindad del ciclo limite. Figura 2.9

—00 001 00 00—
P, P, P, P, P P, P; P, P,

Figura 2.9: Seccién de Poincaré de un ciclo limite estable

= Ciclo limite repulsor o inestable, Si M > 1 entonces las distancias crecen
con el paso del tiempo, o sea si la secuencia de puntos se aleja de P. Figura2.10

—0—000 10000
P4P3P2PJ[D ij:)2[)3p4

Figura 2.10: Secciéon de Poincaré de un ciclo limite inestable
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= Ciclo limite silla o semiestable, si M = 1, pero la derivada del mapeo es
mayor a 1 de un lado del ciclo y menor a 1 en el otro lado, i.e. si la secuencia
de puntos se acerca a P por un lado y se aleja por otro. Figura 2.11

—0—0 001l 00 00—
Py Py Py P PP’y P3P, P

—00 0010000
p;PL P3Py P P, Py P Py

Figura 2.11: Secciones de Poincaré de ciclos limite semiestables

Para sistemas de tres o mas dimensiones cada punto fijo en la seccién de Poin-
caré correspondera a un ciclo limite. Se puede caracterizar la estabilidad de estos
puntos fijos encontrando los valores caracteristicos asociados a la matriz jacobiana

de derivadas, también conocida como la matriz de Floquet y que denotaremos como
JM.

Para un sistema de la forma

Tp+1 = Fl(l'na yn)
Yn+1 = FQ(xm yn)

JM es de la forma

or, o
_ Jor 0
Gl (R
or 0Oy

donde la matriz es evaluada en los puntos fijos del mapeo de Poincaré.

Una matriz de 2x2 tiene dos valores caracteristicos M, M,. En general, los va-
lores caracteristicos de JM My, Ms, ..., M, son los multiplicadores caracteristicos
o multiplicadores de Floquet y al igual que en los sistemas de dos dimensiones, el
punto fijo es estable si el valor absoluto o la norma (pueden ser complejos) de cada
multiplicador es menor que uno, inestable si todos los multiplicadores tienen valor
absoluto mayor que uno o silla si son igual a uno.
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Gréaficamente, los multiplicadores complejos rotan alrededor del punto de inter-
seccion del ciclo limite. En el plano complejo, los valores caracteristicos de un ciclo
limite estaran dentro del circulo unitario, y éstos cambian conforme el parametro de
control varfa. Si al menos uno de los multiplicadores cruza el circulo unitario hacia
fuera del mismo, ocurre una bifurcacién.

2.3. Bifurcaciones

La teoria de bifurcaciones estudia como cambian las soluciones de un sistema
dindamico al cambiar los valores de un parametro. Puede pasar que un pequeno cam-
bio en los valores de los parametros de un sistema dindmico tenga un gran impacto en
la solucion de un sistema dinamico. En general, una bifurcacién ocurre cuando un sis-
tema dinamico modifica cualitativamente su comportamiento al variar el parametro
control.

Las bifurcaciones ocurren para ciertos valores del parametro. Los valores de bifur-
cacton son los valores de los parametros en los que las bifurcaciones pueden ocurrir
y el pardmetro variado se conoce como pardmetro de bifurcacion

En esta seccion discutiremos tres tipos de bifurcacion; tangente, de horquilla y
la bifurcaciéon de Hopf. Las primeras des pueden ocurrir tanto en sistemas unidi-
mensionales como bidimiensionales, en cambio, la bifurcacién de Hopf sélo ocurre en
sistemas bidimensionales.

Por lo general, en una bifurcacion, las propiedades locales de estabilidad de los
puntos fijos, orbitas periédicas u otros conjuntos invariantes cambian.

Como herramienta para el estudio de bifurcaciones se utilizan los diagramas de
bifurcacion que son grficas que dan la posicién de los puntos fijos en funcién del
parametro.

2.3.1. Diagramas de bifurcacién

Los retratos fase de un sistema dinamico representan todas las trayectorias del
mismo, asociando un eje a cada una y donde cada punto del espacio representa el
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posible estado de las variables del sistema, hay un espacio fase para cada valor fijo
del parametro de control. La recopilacién de todos los retratos fase se representa en
el diagrama de bifurcacion, el cual representa a los puntos fijos y su estabilidad como
funcion del parametro. Es una manera de obtener una visiéon global del comporta-
miento de la dinamica de un sistema.

Para obtener estos diagramas de una funcién f(z,a), donde a el pardmetro a
variar y x la variable, se toman los puntos fijos x; de la funcion f y se grafican en
funcién de a. Por ejemplo, para el mapeo de Hénon

2
iy = 1 —azy + bxryy

con b fijo en 0.3 se registra la estabilidad de los puntos fijos y sus bifurcaciones como
funcion del parametro a, el cual varia a lo largo del eje horizontal. Figura 2.12

Hay una relacién muy estrecha entre los diagramas de bifurcacién y las gréaficas de
los exponentes de Liapunov, pues ambos representan el comportamiento del sistema.
La figura 2.12 muestra tanto el diagrama de bifurcacion como la gréfica de exponente
de Liapunov con su respectiva relacién en el mapeo de Hénon

Figura 2.12: Diagrama de bifurcacién y exponentes de Liapunov del mapeo de Hénon
Typ1 =1— ax? + bx;_1 y su relacién entre ellos
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2.3.2. Bifurcacién tangente
Sistemas de una dimensién

Esta bifurcacién ocurre cuando dos puntos fijos aparecen o son destruidos. Confor-
me un parametro varia, dos puntos fijos se mueven hacia el otro hasta que colisionan
y se eliminan mutuamente.

Para tener una bifurcacién tangente es necesario dos cosas:

1. Un punto fijo, f(x) =0

2. El punto fijo sea semiestable, f'(0) =0

En general las dos ecuaciones, f(x) =0y f'(z) = 0, dan dos condiciones que se
satisfacen en el punto de bifurcacién (a., z.).

Ejemplo 5. Sea el sistema
=2+ ol

donde p € R.

Los puntos fijos del sistema cumplen la ecuacién
24+ pu=0

por lo que
i =—u

El parametro de bifurcacion es u, entonces,

» Sip <0, —p > 0,estoimplica que la raiz cuadrada es un niimero real. Entonces
hay dos puntos fijos, los cuales son x5 = ++v/—u y x5 = —y/—p. Para este
caso los retratos fase no cambian cualitativamente conforme ;1 cambia dentro
de este rango. El punto fijo x4 siempre es estable y el punto fijo x4 siempre
es inestable. Figura 2.13(a)

» Si = 0 s6lo hay un punto fijo, zs = 0. La derivada de la ecuacion es 2z,
entonces f'(xs) = 0, por lo que este punto es semiestable. Figura 2.13(b)
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= Si > 0 no hay puntos fijos, pues y/—p no es un nimero real. Figura 2.13(c)

Ts—yx - 3 M - . 3 X

(a) p<0 (b) p=0 () p>0

Figura 2.13: Comportamiento de un punto critico en una bifurcacién tangente

Conforme varia el parametro p de negativo a positivo, dos punto fijos se convierten
en uno s6lo en pu = 0, el cual es un punto semiestable, para luego desaparecer. Este
punto, en el que cambia el nimero de puntos fijos es el valor de bifurcacion.

Ejemplo 6. Consideremos el sistema

¥ =p—a - = f()

donde p es el parametro de bifurcacion.

Sabemos que los puntos fijos satisfacen

p—x—e* =0
y como queremos que sean semiestables, se tienen también que
—14+e"=0
Como
f(x)==1+e"=0
entonces

substituyendo este valor en la ecuacién f(x) = p— x — e” se tiene que p—1 =10,
por lo que

p=1

Asi, la bifurcacién tangente para este caso se da en el punto (i, z5.) = (1,0)
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Sistemas de dos dimensiones

Explicaremos este caso con un ejemplo que puede ser la base de una generaliza-
cién: Consideremos el siguiente sistema:

=y — ux
o2 (2.11)

:1+$2_y

/

Y

donde p es el pardametro, elegido positivo.

Al igual que en los sistemas de una dimensién, comenzamos por buscar los puntos
fijos. Necesitamos que

luego

x? x

— :0 g
1+a2 0 O T I

p =

La condicién z = 0 da lugar al primer punto fijo P;; = (0,0), para todos los
valores de pu.

Para p = tenemos

l—lic;rQ’
14+ +/1—4p?
MIQ—x—i—u:Oéx:—u

24

lo que genera otros dos puntos fijos:

b <1+~/1—4u2 1+~/1—4u2> b (1— 1— 42 1—~/1—4u2)
52 — ) y 783 =
20 2

21 ’ 2

Estos puntos fijos estdn definidos y son distintos sélo cuando 1 — 4u? > 0, para
lo cual es necesario que p < %

Segun sea el valor de p es el nimero de puntos fijos que tiene el sistema:
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m Sip< % hay tres puntos fijos Py, Pso v Pss.

» Sip= % hay dos puntos fijos, Ps; y Ps = Pss.

=

= Si p > 5 so6lo hay un punto fijo, Py.

Conforme g crece, se pasa de tres puntos fijos a uno, es decir, desaparecen dos
puntos fijos.

Veamos ahora la estabilidad de los puntos fijos. Calculamos el Jacobiano:

— 1
Jry)=| _2v | (2.12)
(1 +22)

Evaluamos el Jacobiano en los distintos puntos fijos.

Para P,
J(0,0) = < _0“ _11 ) (2.13)

que tiene dos eigenvalores Ay = —p y Ay = —1. Ambos son estrictamente negativos
para p > 0, entonces Py es un punto estable.

Para Py
—1 1
) = ( p(l—/T—4p%) —1 ) 240

Los eigenvalores asociados a esta matriz son

e+ Dy (a1 4/ T 52

2

Ao =

Para p < % ambos son negativos, entonces el punto fijo Pss es un nodo estable.

Cuando p = %, uno de los eigenvalores es cero y el punto fijo se degenera.

Para Py

— 4 1
1= (s A=gm 1) 219
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Los eigenvalores de la matriz son

(1) (e 12+ /T A2

2

Ao =

Para p < % uno de los eigenvalores es negativo y el otro positivo, entonces el punto
fijo Ps3 es un punto silla. Al igual que P, cuando y = %, uno de los eigenvalores es
cero y el punto fijo P,3 se degenera.

Resumiendo, para p < % se tienen dos puntos fijos, P v Ps3. Uno de estos es
punto silla (inestable), el otro es un punto estable. En p = % estos puntos se unen.
Para p > %, ambos puntos desaparecen. Hay otro punto fijo Ps; que aparentemente

no se ve afectado directamente por los valores de p.

2.3.3. Bifurcacién horquilla
Sistemas de una dimension

La bifurcacion de horquilla consiste en que un tnico punto fijo se separa en
tres, de los cuales, dos tienen la misma estabilidad que el punto fijo original y el
otro estabilidad contraria. Es una bifurcacion simétrica y, por ende, se encuentra en
muchos sistemas que presentan simetria entre una parte positiva y otra negativa.

Las bifurcaciones horquilla se clasifican en dos importantes grupos:
1. Subcriticas. Cuando un punto fijo inestable bifurca en dos puntos fijos inesta-
bles y uno estable. Figura 2.14(a)

2. Supercriticas. Cuando un punto fijo estable bifurca en dos puntos fijos estables
y uno inestable. Figura 2.14(b)
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H W

(a) Bifurcacién horquilla suberitica (b) Bifurcacién horquilla supercritica

Figura 2.14: La curva continua representa comportamiento estable y la punteada
comportamiento inestable

Ejemplo 7. Sea el sistema

t = px —a®

Los puntos fijos estdan dados por

1 =0, T2 = +\/ﬁ Y Ts3 = _\//7
Donde x4 y x43 estan definidos sélo si p > 0.

1. Si g < 0 s6lo hay un punto fijo x5 = 0. Es estable.

2. S1pu=0z4q =z =z, =0, por lo que hay un punto fijo con multiplicidad
tres y también es estable.

3. Si g > 0 hay tres puntos fijos, 25 = 0, 2y = + /1L Y Te3 = —\/[h. T51 ya DO €8

estable, pero x4 v 43 si lo son.

Esta es una bifurcacion horquilla supercritca porque la familia no trivial de puntos
fijos ocurre para valores del parametro mas grandes que el valor de bifurcacion.
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Sistemas de dos dimensiones

Consideremos el sistema

' =pr+y+sinz
y=x—y

donde p es el parametro de bifurcacion.

Es claro que Py = (0,0) es un punto fijo para cualquier valor de p y la matriz
jacobiana para este punto es
e+l 1
o= (411 1)

cuyo eigenvector es A2 — uX\ — (u+2) = 0 y los eigenvalores A; y Ay son

pE N/ +4(p+2)
2

w12+ 4p+8)
2

pE/(p+2)2+4
2

)\12 =

los cuales son siempre nimeros reales sin importar el valor de pu.

Cuando p = -2,
A/ (n+2)2 + 4
2
por lo que uno de los eigenvalores es cero. Este valor de p es candidato a ser el valor
de bifurcacion.

=0

Para p = —2, el punto fijo P;; tiene un eigenvalor en el eje imaginario, a saber el
cero, entonces sus propiedades de estabilidad pueden cambiar bajo pequenas pertur-
baciones. Este es el caso para u < —2, el punto fijo Ps; es un nodo estable, mientras
que para p > —2, Py es un punto silla. Luego u = —2 es un valor de bifurcacién.

Para saber qué tipo de bifurcacién es, veamos qué pasa para valores de y cerca-
nos al valor de bifurcacién, y para puntos (x,y) cercanos a Py = (0,0). Para esto
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utilizaremos la aproximacion de Taylor en la funcién seno.

3
:E':,um+y+a:—x—+7€(x5)

6
y=x—y
Una vez mas, empezamos buscando los puntos fijos. Cerca de P, se puede ignorar

los términos de R(z”), entonces, utilizando de la segunda ecuacién del sistema que
y = z, la condicién de los puntos fijos es

3
ux+:1c—|—a:—€ = 0
z[6(p+2) -2 = 0

=2=0 0 2° = 6(u+2)

Si x =0y y = x entonces se tiene el punto Py = (0,0), por lo que

r=4+/6(n+2)
Se han encontrado dos ramas aproximadas de puntos fijos para u > —2:
Toz = /61 +2), Y23 = £/6(1 +2),

Asi Py = (29,y2) y Ps3 = (3, y3) son puntos fijos para u > —2, cercanos al valor
de bifurcacion. Esto es una bifurcacion de horquilla supercritica en el origen para
p = —2. Para p < —2 hay un unico punto fijo cerca del origen. Para u = —2 este
punto es degenerado y para g > —2 hay dos puntos fijos adicionales que se originan
a partir de Py;. Se puede verificar que P,y v P,z invierten la estabilidad de P,; y se
ha convertido en inestable.

2.3.4. Bifurcacion de Hopf

Algunas bifurcaciones generan ciclos limite u otras soluciones periddicas. La bi-
furcacion de Hopf es una de las mas habituales en sistemas no lineales y provoca la
aparicion o desaparicion de un ciclo limite. Dado que se pueden utilizar las secciones
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de Poincaré para estudiar los ciclos limite y, para espacios de dos dimensiones, éstas
son s6lo segmentos de lineas, las bifurcaciones de ciclos limite se pueden estudiar por
los mismos métodos utilizados para las bifurcaciones de sistemas dindmicos de una
dimension.

Consideremos el sistema

&= —y+alp— (2" +y°)
y=z+ylp— (2" + )

El sistema tiene un punto de equilibrio en el origen; para que las trayectorias sean

més claras, transformamos a coordenadas polares (r,#) mediante r = (/22 4+ 3% y
0 = tan~'(¥). El sistema queda:

7 =r(u—1r?) = h(r) (2.16)

0=1 (2.17)

La solucion a la ecuacién 2.17 es
0(t) = by +t

lo que significa que el angulo crece con el tiempo, mientras las trayectoria gira alre-
dedor del origen.

Para la ecuacién 2.16, cuando g < 0, hay un tnico punto fijo, el cual es r = 0.
Ahora, h'(0) = pu < 0, por lo tanto el punto fijo es estable ya que la derivada es
negativa. De hecho es un foco estable, por lo que las soluciones son una espiral en el
sentido de las agujas del reloj que confluyen en el origen a medida que aumenta t.
Figura 2.15(a)

Cuando g > 0 el punto fijo en el origen se vuelve inestable, pero ahora hay
otro punto fijo en 7 = /i, el cual corresponde a un ciclo limite con periodo 2w
y aparece una orbita periddica de radio r = ,/u, de manera que todas las drbitas
evolucionan hasta ella cuando ¢ aumenta. Figura 2.15(c) Esto es una bifurcacién de
Hopf supercritica, cundo el equilibrio original para pu < 0 se vuelve inestable al llegar
al pardmetro de bifurcacién u = 0 y nace el ciclo limite. Figura 2.15(b)

Por el contrario, una bifurcacién de Hopf es subcritica si el sistema tiene un
equilibrio inestable para valores de p > 0, y para valores de 1 < 0, aparece un ciclo
limite inestable, que rodea a un equilibrio estable.
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(a) p<0 (b) p=0 (c) p>0

Figura 2.15: Comportamiento de un ciclo limite en una bifurcacion de Hopf



Capitulo 3

Feigenbaum

Ya se han comentado algunas de las propiedades mas significativas del caos,
como la sensibilidad a las condiciones iniciales (un pequenio cambio en estas y el
comportamiento a largo plazo es totalmente diferente) que Lorenz llamé “efecto
mariposa”, caracteristica que impide predecir con precision el comportamiento que
tendra el sistema a largo plazo.

También se hablé de la presencia del caos en un gran ntmero de sistemas de
diversas procedencias, cosa que no fue suficiente para que el caos determinista haya
sido descubierto; esto se debe a la gran importancia que tienen las computadoras en
el andlisis de este tipo de sistemas, ya que los calculos respectivos se requieren por
millones y no es facil distinguir el comportamiento cadtico del que es tinicamente
aleatorio; las computadoras son para la teoria del caos como los microscopios para la
biologia, pues sin éstas no se puede explorar detalladamente a los sistemas cadticos.

Otra propiedad importante es la existencia de caminos universales hacia el caos,
la manifestacién del comportamiento cadtico responde a pautas comunes. Este “or-
den interno” fue demostrado por Mitchell Feigenbaum en 1978 con la descripcion
de una ruta universal hacia el caos, que consiste en un incremento exponencial de
la complejidad de la respuesta dinamica del sistema a medida que se varia alguno
de los parametros del mismo. Dicha respuesta pasa sucesivamente por fases de com-
portamiento periddico oscilatorio en las que el periodo de oscilacién se incrementa
exponencialmente hasta llegar a la situacién de periodo infinito, es decir, caos. Esta
ruta es conocida como el escenario de Feigenbaum o ruta al caos por doblamiento de

55
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periodo.

Para explicar el comportamiento de esta ruta se expondran dos ejemplos, uno
continuo y otro discreto. El primero corresponde al oscilador de Duffing y el segundo
al sistema es el mapeo Logistico que es el sistema de diferencias mas simple que
presenta doblamiento de periodo.

3.1. Oscilador de Duffing

La transicién al caos por doblamiento de periodo se puede encontrar en sistemas
continuos generados por tres o mas ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales,
ya que es en los tnicos sistemas en los que el caos se hace presente. Sin embargo,
hay sistemas en el plano que se pueden forzar para que muestren respuestas cadticas,
como lo es el oscilador de Duffing, el cual puede ser visto como un sistema de tercer
orden simplemente por la introduccién de una nueva variable z. Asi es como el sistema
forzado

&= X(v,y,t), y=Y(z,9,1)

se puede reemplazar por un sistema auténomo de tercer orden

t=X(z,y,2), y=Y(z,y,2), 2=1, 2(0)=0

La ecuacién de Duffing es
i+ ki—x+2° =T coswt (3.1)

donde k£ > 0 es la constante de amortiguacion, I' es resistencia forzada y w es la
frecuencia forzada. La fuerza I' coswt es una fuerza de inercia que se origina de la
oscilaciéon del sistema coordinado.

El sistema auténomo correspondiente (I' = 0) tiene sus puntos de equilibrio en
(+1,0), mismos que son espirales estables cuando 0 < k < 2v/2 y nodos estables
cuando k& > 2v/2, y en (0,0) el cual es un punto silla. Conforme I' crece desde
cero, se espera que soluciones forzadas periddicas sean estables y se desarrollen desde
x = #+1 y no desde x = 0, con esto en mente, se proponen soluciones peridédicas
desplazadas 27” radianes de la forma

x = c(t) + a(t) coswt + b(t) sin wt (3.2)
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donde a(t) y b(t) representan amplitudes que varian lentamente.

Substituyendo 3.2 en 3.1 y los coeficientes de cos wt y sin wt y el término constante
son igualados en ambos lados de 3.1 se tiene que

c+ke = —c <02 -1+ 27"2) : (3.3)

: ' 2 2, 3 9
ka+2wb = —a (—1—w +3c +Z7" ) — kwb+ T, (3.4)

: ' 2 2, 3 2
—2wa+kb = —b (—1 —w” +3c” + v ) + kwa, (3.5)

donde 7?2 = a? + b%. Si ahora hacemos
¢=d,

entonces la ecuacion 3.3 queda como

d=—c (02 -1+ ;7“2) — kd (3.6)

Los puntos de equilibrio del sistema, el cual corresponde a oscilaciones estables,
se obtienen igualando a cero el lado derecho de las ecuaciones 3.4 a 3.6. Se sigue que
d=0y

c (02 -1+ ;7‘2) = 0, (3.7)

3
a (—1 —w?+3c% + ZT2> kwb = T, (3.8)
2 2, 3 9
b(—l—w + 3¢ —{—Zr)kwa = 0, (3.9)
(3.10)

Elevando al cuadrado y sumando 3.8 y 3.9 se tiene que

=TI? (3.11)

3 \2
r? [(—1 —w? 43+ ng) + k2w?
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Hay dos conjuntos de soluciones de 3.11 a considerar:

Solucién A: ¢ =0

2
r? [(—1 —w?+ %’2) + EW?| =T (3.12)

Sea a = ag, b = by, c = 0, d = 0 un punto de equilibrio de 3.4 a 3.7. Sea a = ag+¢&,
b = by + 1. Entonces para valores pequenos de [£|, |n|, |¢|, |d|, las aproximaciones
lineales de 3.4-3.7 son

ké +2wn+ AE+Bny = 0 (3.13)
—2wE+kn+CE+Dn = 0 (3.14)
¢ = d (3.15)
d = ¢ (1 —~ 27«3) — kd (3.16)
donde 72 = a2 + b3 y
9 3
A = —1—w2+1a8+1b8,
3
B = kw—|—§a0b0,
C = —k’u)—f—gaobg,
3 9
D = —1—w2+1a%+1b3

Las ecuaciones para &, 7, ¢, d desacoplan, con &, 1 determinadas por 3.13 y 3.14,
y cy d por 3.15y 3.16.

Dado que £ > 0, 3.15 y 3.16 tienen soluciones asintdticamente estables si y sélo
si 5
re > =

3
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3.13 y 3.14 se pueden escribir en la forma
§ = P¢
donde £ = [¢,n]" ¥

B 1 —Ak +2wC —Bk+2wD
T k24402 | —Ck —2wA —Dk —2wB

Los eigenvalores de P tienen parte real negativa, lo que implica estabilidad.

2 3
Solucién B: Para 4r < \/;, 2=1- 57“2

2
r [(—1 —w?+ %7’2) + k*w?

Para encontrar la estabilidad, con ¢ = 1 — grz y un valor elegido para I' se
resuelve 3.8 vy 3.9 ag y by. Las ecuaciones 3.4-3.6 se linealizan en la vecindad de

=TI (3.17)

a = Qo
b = b
39 1o
c = ¢= 1—§(a0+b0)
d = dy=0 (3.18)

Sus perturbaciones son, respectivamente, a’, t', ¢ y d'. Después de un poco de
algebra se puede ver que satisfacen

1= Qu
donde u =[d’, ¥, , d],
q11 q12 q13 0
_ o1 22 @3 0
Q= 0 0 0 1

—30060 —3b()CO —26(2) —k
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[(—2 — w? + 1893 — 2a2) k + 3agbow]

qir =

k? 4 4w?

[(4 = k? — 2w — 208 + 3b3) w — 2agbok]
qi2 = 12 1 4?2

6co(2wby — agk)
q13 = 2 1 A2

[(—4 + k? + 202 + 18593 — 3a?) w — 2agbok]
g1 = k2 T 42

(=2 — w? 4+ 1302 — 312) & — 3aghouw]
2 = (e

6co(—2wag — bok)
Qo3 = 12 1 4?2

Tenemos que los pardmetros w, k y rg son especificados; I" se calcula de 3.17;
ag, by v co estan dadas por 3.18; por lo que los eigenvalores de () y por ende su
estabilidad, se pueden calcular. Los cambios en la estabilidad se producen cuando
dos eigenvalores tienen parte real igual a cero y dos parte real negativa. Para el
calculo de estos se escogieron k = 0.3, w = 1.2 y ro = 0.526, se tiene que

'~ 0.314, a¢g~ —0.419, by~ 0.317
y los eigenvalores de ) (todos complejos)
(—0.28 + 0.58¢, +0.53)

redondeados a dos decimales. Para I' < 0.314 al menos uno de los eigenvalores tiene
parte real positiva, lo cual indica inestabilidad.

Las soluciones restante para rg < \/; son inestables. Sin embargo, en I' ~ 0.65,

una solucién estable de amplitud ry &~ 1.79 aparece, lo que indica soluciones 27-
periddicas estables para 0 < I' < 0.314, y para I' > 0.65.

Una soluciéon calculada para I' = 0.2, £ = 0.3 y w = 1.2 se muestra en la
figura 3.1(a) juntos con su retrato fase y la seccién de Poincaré correspondiente



3.1. OSCILADOR DE DUFFING 61

para los tiempos t = 0,2m,.... Para I' = 0.28, en el intervalo inestable, existe un
subarmonico estable de periodo 47”, como se muestra en la figura 3.1(b) con su mapeo
de Poincaré. En I' = 0.29 aparece un subarmonico estable de periodo Sw—”, un periodo
con cuatro soluciones (figura 3.1(c)). Esta cascada de doblamiento de periodo es una
secuencia de bifurcaciones que para I' = 0.3, aproximadamente, ha doblado a infinito
dejando una “oscilacién” sin algiin comportamiento periédico obvio. La solucién esta
delimitada pero no es periédica. El mapeo de Poincaré se vuelve un conjunto acotado
sin repeticiones evidentes, y es otro ejemplo de atractor extrano. Una muestra de
solucién y su correspondiente plano fase se muestran en la figura 3.2.

Cabe aclarar que cuando hablamos del retrato fase, para este caso, no es el ver-
dadero, pues el sistema el estado del sistema estd dado por (z,y,t) y no sélo por
(x,y), ya que se requiere de las tres variables para calcular la evolucién del sistema,
el retrato fase que aqui se comenta es una proyeccion de dos dimensiones de una
trayectoria de tres.

Entre I' = 0.30 y 0.36 se observa una regularidad que no es obvia: La grafica de la
solucion revela oscilaciones irregulares sin ningiin patrén uniforme. Tales soluciones
muestran comportamiento cadtico. Cerca de I' = 0.37, aparecen soluciones estables
de periodo 5 (figura 3.3(a)). Otro régimen cadtico sigue entre I' = 0.37 y cerca de
0.65. La figura 3.2 muestra un segmento de la grafica de la solucién para I' = 0.5. En
una vecindad de I' = 0.65 aparecen méas 2-periodos estables. En I' &~ 0.73 se tiene
una solucion estable de periodo 2 como se muestra en la figura 3.3(c).

Se puede obtener més informacion con las secciones de Poincaré apropiadas pa-
ra el periodo que se busca: %” para la frecuencia forzada, 47“ para el doblamiento
de periodo, y asi sucesivamente. Las soluciones periédicas del periodo zw—” produce
graficas en el plano (z,y) teniendo un tunico punto fijo, el doblamiento de periodo
dos puntos fijos, etcétera. Si se aplica el mismo procedimiento cuando hay caos, por
ejemplo para I' = 0.5, nos encontramos con que después de todo si parece haber
cierta estructura subyacente. La figura 3.4 muestra una seccién de Poincaré para
este caso. La secuencia mostrada es para cuando ¢ es un multiplo entero de 2m. Los
puntos caen en un conjunto fractal que interpretamos como una seccién transversal
de un atractor extrano. No hay puntos fijos en el régimen cadtico, pero el conjunto
juega un papel similar y el sistema exhibe una dependencia sensible a las condiciones
iniciales.

En el oscilador de Duffing, conforme I' crece de cero a 0.27 (para los valores de
los parametros k = 0.3, w = 1.2), la amplitud de la respuesta aumenta, tendiendo a
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(a) Periodo 1

=28 Cat

(b) Periodo 2

s 2%

(c) Periodo 4

Figura 3.1: Series de tiempo y secciones de Poincaré del oscilador de Duffing para
k=03yw=12

llevar el punto en el plano de fase a la vecindad del ciclo limite inestable. La incursién
del ciclo limite estable en el dominio del ciclo limite inestable, destruye la estabilidad
del primero, lo cual se muestra como doblamiento de periodo. La secuencia de do-
blamiento de periodos de la solucién periédica emerge del punto de equilibrio (1,0)
conforme I' crece desde cero. En I' &~ 0.27 ocurre una bifurcaciéon horquilla resul-
tando en un 2-periodo estable mientras que el armoénico original se vuelve inestable.
Si estos doblamientos de periodo ocurren en I'y, Iy, T's, ... (figura 3.5) entonces la
progresion de la secuencia cumple con la ley universal

I, —T
lim ———*1 5 — 4.66292. ..
k—so0 [y — Ty,

La constante universal § es conocida como la constante de Feigenbaum, que se vera
con detalle un poco mas adelante en 3.2.1.
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Figura 3.2: Respuesta cadtica en el oscilador de Duffing para £k = 0.3, w = 1.2 y
=05

3.2. EIl mapeo logistico

El mapeo logistico es utilizado en biologia como modelo de poblaciéon y en ma-
tematicas es considerado como el sistema mas simple que presenta doblamiento de
periodo, este modelo y su transicién al caos fue estudiado y publicado en la revista
Nature por Robert M. May en 1976 [14], esta publicacién ha sido la base para el
modelo que se explicard a continuacion.

El sistemas ecoldgico m$ simple de estudiar es una poblacion que se reproduce en
temporadas especificas y en las que sus generaciones no se sobrepongan. Particular-
mente, estos sistemas se presentan en poblaciones de insectos de zonas templadas.
En esta situacion, los datos de observacion usualmente radican en informacién acerca
del mximo, del promedio o del total de poblaciéon de cada generacion.

Lo que se busca entender con este modelo es la relacion entre la magnitud de la
poblacién en la generacién (t41, x441) y la magnitud de la poblacién en la generacién
anterior (¢, z;). Esta relacién se puede expresar de la forma general

Tip1 = f(24) (3.19)

Donde la variable x representa a la poblacién y la funcién no lineal f(x) representa
los cambios entre generaciones.

En el contexto de poblaciones, la variable x presenta una tendencia a incrementar
de una generacion a otra cuando es pequena, y a disminuir cuando es grande. Esto
se traduce a que la funcién f(z) tiene las siguientes propiedades:
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(a) Periodo 5

(b) Periodo 2

=T

Mo

(c) Periodo 1

Figura 3.3: Series de tiempo y diagramas fase de la ecuacién de Duffing 3.1. La
secciones de Poincaré para t = 0, 27, ... son representadas por los puntos.

a) f(0) =0

b) f(x) crece de forma mondtona conforme x incrementa dentro del intervalo 0 <
r < A, donde z = A es el maximo de f(x).

¢) f(z) decrece monétonamente cuando x > A
d) f(z) tiene uno o més pardmetros que “acentiian” su comportamiento no lineal y

aumentan la pendiente de la joroba en la curva f(z).

Un ejemplo mas especifico se puede obtener de la siguiente ecuacion:

Niy1 = aN; — bN} (3.20)
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Figura 3.4: Seccién de Poincaré para t = 0, %’T, 47”, ... de la ecuacion de Duffing 3.1
para k=03, w=12y1'=0.5
,-""-{‘-.h ..-:
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Figura 3.5: Doblamientos de periodo de la ecuacion de Duffing en I'y, I'y, T's, ...

donde el parametro a representa el crecimiento natural de la poblacién y el pardmetro
b la reduccion natural que se presenta por el hacimiento y la competencia de recursos.

Cuando b = 0, la ecuacién 3.20 describe una poblacién que sélo crece por un
factor a cada ano (crecimiento exponencial), para a > 1.

Para b # 0, el término cuadratico genera una curva de crecimiento con una joroba,
en la cual la pendiente esta dada por el parametro a.

Six = %N entonces

N = %x (3.21)

Sustituyendo 3.21 en 3.20 obtenemos

a a a
Z-TtJrl = El"t(a - b(_xt))
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Asi nos queda la ecuacion

T = x4(a — axy)

Factorizando a y haciendo a = 4y llegamos a la forma
Ti41 = 4/,L.Tt(]_ - .Tt) (322)

conocida como mapeo logistico.

Puntos fijos y estabilidad del mapeo logistico
Primero notemos que es necesario que:

1. x se debe mantener en el intervalo 0 < x < 1, pues si llega a sobrepasar la
unidad, las iteraciones divergen hacia —oo, lo que se traduce en la extincién de
la poblacién.

1
2. El méximo de f(z) es p y lo alcanza cuando = = 3

3. Todas las trayectorias son atraidas a x =0 si u < T

Ahora, los puntos fijos de = de la ecuacién 3.22 son las soluciones algebraicas de
la ecuaciéon
x* =4px* (1 —x*)

Por lo que existen dos puntos fijos: z* =0y z* =1 — o Donde el segundo
1

1
punto fijo existe sélo si u > 7 esto porque z; > 0 para todo t.

Entonces, la ecuacién muestra un comportamiento dindmico no trivial sélo si

1 < i < 1; de lo contrario la poblacién se extingue.

Los puntos fijos también se pueden encontrar graficamente localizando los puntos
en donde la curva descrita por la 3.22 intersecta la linea de 45° respecto al origen,
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ahi xy,1 = x; y corresponde a la situacién crecimiento cero de la poblacién, como se
muestra en la figura 3.6.

Jix)
' i e e b sty
& |
.\'H ]
) i
Jix) = i
i |
fixy) =x; [~="7 A i
| I i
| : I
I
Lo !
| ! :
, : : 1
0 X,  X; 1-lidp) e

Figura 3.6: Primera iteracion del mapeo logistico para p = 0.7

Lo siguiente es ver la estabilidad de los puntos de equilibrio z*. Recordemos que
ésta depende de la pendiente de la curva f(z) en z*, es decir de la derivada de la
funcién f(z) evaluada en el punto fijo.

Cuando |f'(x*)] = [4p(1 — 22*)] < 1, el punto de equilibrio z* serd estable,
atrayendo todas las trayectorias a su vecindad.

Entonces, para * =0

£1(0) = 4pal(1 = 2(0)) = 4pa]
como z; < 1 entonces 4 < 1 por lo que la condicién de estabilidad es

1
=7

1
De igual forma, para z* =1 — —

4p

/ 1 . / 1
f(a- @) = dpry(1 —2(1 - @))
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como z; < 1 entonces —1 < 4p — 2 < 1 por lo que la condicién de estabilidad es

L3
1P

Por lo tanto, el punto de equilibrio no trivial es estable y atrae todas las trayec-

torias originadas en el intervalo 0 < x < 1, siempre y cuando 1 < p< T Figura
3.7

x=1-1/4p)

0 14 34 1l

A~ w

Figura 3.7: Diagrama de bifurcaciéon del mapeo logistico para 0 < p <

Doblamiento de periodo del mapeo logistico

Para explicar el doblamiento de periodo, primero veamos algunas cosas impor-
tantes de las iteraciones.

La segunda iteracion del mapeo 3.19 relaciona x5 con x; y se puede expresar de
la forma:

Trro = ff(2)]
o, utilizando la notacién mas comun
Teo = [P (20) (3.23)

En general, la enésima iteracion relaciona ., = f™(z;) con ;.

El doblamiento de periodo depende de la relacién de la pendiente de £ (2*) con
la pendiente de f(z*):
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Por definicién, x1 = f(xg) y 2 = f(z1) entonces

29 = [P (z0)

Utilizando la regla de al cadena

1) = 2 f)
f,(xo)f/(f@o))
= f'(x0) ['(z1)
En general, ,
FO (o) = f(wo) f(x1) .- f'(wnr) (3.24)

Ahora, supongamos que ro = z*, un punto fijo de f. Entonces

T =29 =2"

Entonces, jqué pasa con f(x) y f(z) en el mapeo logistico?

Justo antes de la transicion, en p < % :

1. f@(z) es simétrica cerca de z = 1, al igual que f(x).

2. Los puntos fijos de f(z) también son puntos fijos f®(x) y si en f(z) son
estables, también lo seran en f?)(x) Figura 3.8.

Exactamente en la transicién, donde pu = %,
fa) = 1= /) =1

por lo que f®)(z*) es tangente al linea de 45°.
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Figura 3.8: Primera y segunda iteraciéon del mapeo logistico para u = 0.7

|
LTS

Figura 3.9: Mapeo logistico = 0.75

Después de la transicion, donde p > %, los picos de f® incrementan, los minimos
decrecen, y

fla)>1= f¥'@@) >1
f® crea dos nuevos puntos fijos (bifurcacién horquilla), 2% y x5, tales que

vy = fla3), x5 = f(x7)

Por lo tanto nos encontramos con un ciclo de periodo 2. El ciclo es estable porque

[fP ) <1y [fP () < 1
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De la ecuacién 3.24 se obtiene que las pendientes en los puntos fijos de ) son
iguales:
F(a7) = f@ (23)
ya que las oscilaciones de periodo 2 dan

7 @) = O @ @) = 1

’

(a3) f P (27) = f@'(3)

Figura 3.10: Mapeo logistico con p = 0.785

En general, si 27, x5, ..., =), es un ciclo de periodo n, tal que
vy, = flxf),t=12,...,n—1
y op = f(ay)
entonces cada x} es punto fijo de f:

o= fMEH,t=1,2,...,n
La igualdad de las pendientes es un comportamiento crucial:

» Asi como el tnico punto fijo no trivial z* de f(z) da lugar a dos puntos fijos
estables 27 y 23 de f(z) cuando y incrementa mds alld de 2, tanto z7 co-

mo 3 dan lugar a dos puntos fijos estables fW(z) = f® (f®(z)) cuando p
incrementa mas aun.
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= La bifurcacién de doblamiento de periodo o bifurcacion horquilla se deriva de
la igualdad de los puntos fijos, porque cada punto fijo se vuelve inestable para
el mismo valor del parametro.

Por lo tanto se distingue una secuencia de bifurcaciones al incrementar los valores
de p. En p =y = ;?i, hay una transicién a un ciclo de periodo 2*.

Eventualmente, u = ji;, donde el ciclo de periodo 2! es superestable, es decir,

F&(a)) = 1P (23) =0

En g = po, el ciclo de periodo 2 bifurca a un ciclo de periodo 22 = 4, y es
superestable en p = [is

Asi se describe la secuencia

pr < pln < pg < g < p3 < ...

donde

= /1, es el valor de p en la transicién a un ciclo de periodo 2"

= /i, es el valor de p donde los ciclos de periodo 2" es superestabe.
Uno de los puntos fijos superestables es siempre z = %
Notemos que en el caso p = fio, la funcién fundamental es f® y su duplicacién
es fW = fA) (). En general, nos enfocamos en las composiciones

f(2"+1) _ f(2")<f(2”))

De la inestabilidad de los puntos fijos de ciclos de periodo 2" siempre nacen
ciclos de periodo 2"™!. Este fenémeno de bifurcacién se ilustra en la figura 3.11
ejemplificando la ecuacién 3.22. Los puntos fijos de varios periodos pueden surgir
por procesos de bifurcacién. A la izquierda, el punto basico estable se convierte en
inestable y da lugar a una sucesion de bifurcaciones en forma de horquilla, para
estabilizar los armonicos del periodo 2™; ninguno de estos ciclos es estable més alla
de p = 0.8925.
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oay

0&k

Figura 3.11: Diagrama de bifurcacion del mapeo logistico

El proceso doblamiento de periodo ocurre ad infinitum, la “ventana” de valores
de los parametros de cualquier ciclo es estable disminuyendo progresivamente, por
lo tanto, todo el proceso es convergente y se encuentra acotado superiormente por
algiun valor critico del parametro. Este valor critico es un punto de acumulacién de
los ciclos de periodo 2™,

Por encima del punto de acumulacion, existe un ntimero infinito de puntos fijos
con distintos periodos y de diferentes ciclos periddicos. De igual forma hay un incon-
table nimero de puntos iniciales x5 que producen trayectorias del todo aperiédicas;
no importa cudnto tiempo se utilice en las series generadas por f(z), el patrén nunca
se repite, es decir, caos.

3.2.1. Universalidad y renormalizacion

Los mapeos unimodales, como lo es el mapeo logistico, comparten varias carac-
teristicas cuantitativas que los hacen obedecer a leyes escalares, las mas famosas son
las determinadas por los nimeros Feigenbaum a y §. [§]

Sea f(x,p) un mapeo unimodal que presenta doblamiento de periodo como ruta
al caos conforme u crece, y supéngase que z,, es el maximo de f. Sea u, el valor
de p en el cual nace el ciclo de periodo 2" y sea [i, el valor al cual el 2"-ciclo es
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superestable.

Cada incremento que p tiene de un doblamiento al préximo, se reduce en tamano

por un factor de %, es decir, si A, = u, — p,_1 es la distancia entre valores de

bifurcacién consecutivos entonces

’ n , Hn+1 — Hn
hm = hm —_— = 5

es decir, las u,’s convergen geométricamente, con la distancia entre transiciones su-
cesivas encogiéndose por un factor constante y universal de 6 = 4.669... Figura
3.12

De igual forma, existe una ley universal escalar en direccion vertical. Sea d,, la
distancia desde x,, al punto mas cercano que esté en un ciclo de periodo 2". Entonces

ddil tiende a un limite universal conforme n — oo:
mn

la razén

=a=—2.5029...

El signo negativo indica que el punto mas cercano en el 2" — ciclo se encuentra
alternadamente por encima y por debajo de x,, como se muestra en la figura 3.12.
[10]

o aod opronpay

A, Y
Reducido por &

Figura 3.12: Esquema de las constantes de Feigenbaum 0 y «
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Feigenbaum explicé el porqué a y 0 son universales con lo que ahora se conoce
como teoria de renormalizacién, misma que se basa en la autosimilitud de la dinamica,
es decir, en la repeticién del mismo proceso una y otra vez (nace un ciclo de periodo
2" se vuelve superestable y luego pierde estabilidad en la bifurcacion de doblamiento
de periodo).

Para comprender los fundamentos de este comportamiento universal recordemos
que un ciclo superestable de un mapeo unimodal siempre tiene a x,, (el maximo de
f) como uno de sus puntos, lo que hace que encontrar a u,, graficamente sea sencillo,
basta con trazar una linea horizontal en el plano donde se encuentra el diagrama de
bifurcacién a la altura de z,, y localizar sus intersecciones con el mismo, como se
muestra en la figura 3.13.

|4

T A

F';' [TH
Figura 3.13: Método grafico para localizar los puntos de ciclos superestables

Cualitativamente, la renormalizacion sigue el siguiente proceso; primero se com-
para f con su segunda iteracién f? en los valores correspondientes de u y luego se
homogeneiza un mapeo dentro del otro cambiando la escala e revirtiendo ambos ejes.
Figura 3.14

Por simplicidad, para describirlo cuantitativamente, traslademos el eje z a z,,, de
esta forma quitamos x,, de f, luego reescalamos por un factor |a| > 1 e invertimos
el mapeo reemplazando (x,y) por (—z, —y). Las ultimas dos operaciones se pueden
llevar a cabo en un paso al definir @ < 0. Reescalar por « equivale a reemplazar
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f?(x, fiy) por af? (ﬁ, ﬂl). Finalmente, la transformacién es

fla.fio) = of* (5. 7u)

De esta forma f ha sido renormalizada al tomar su segunda iteraciéon, reescalando
x a £ y cambiando p al siguiente valor superestable.
(64

De la misma manera se puede renormalizar f? para generar f*; también tiene un
punto fijo superestable si cambiamos p por fis. Un razonamiento andlogo al anterior

lleva a . .
f? <—,ﬂ1> =a’f! (_27ﬂ2>
« «
Expresado en términos del mapeo original f(x, fig) la ecuacién queda
_ r _
f($7ﬂ0) = Oé2f4 <§a M?)
Después de renormalizar n veces se tiene que

Fla.io) = " ()

Feigenbaum encontré numéricamente que

lim_a"f* (= jin) = gol) (3.25)
n—-»00 am
donde el limite sélo existe si o = —2.5029.. .. [12].

go(z) es una funcion universal en un punto fijo superestable, lo que se refiere
a que go solo depende de f cerca de x = 0, ya que el reescalamiento del eje x
muestra explicitamente que sélo el comportamiento de f2"(x, fin41) cerca de z = 0
es importante pues es lo unico que se mantiene en el argumento —% conforme n tiende
a 0o.
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f(x,p)

Iteracion

Figura 3.14: Renormalizacién de un mapeo unimodal

1
Reescalar por |
n

L}
Q=-2.3029.. |
L}
mw

7







Capitulo 4

Cuasiperiodicidad

La ruta al caos por cuasiperiodicidad se presenta con el movimiento que describe
la interaccién de varias frecuencias y el acoplamiento no lineal de dos o més osci-
ladores periédicos que transcurre sobre la superficie de un toroide. Esencialmente,
consiste en un movimiento cuasiperidédico que pierde su estabilidad por una pertur-
bacién periédica no lineal convirtiendo un toro 72 en un atractor extraio.

A esta ruta también se le conoce como el escenario de Ruelle-Takens-Newhouse
(RTN), pues ellos fueron los que mostraron, en 1978, que el movimiento regular se
vuelve altamente inestable a favor del movimiento en un atractor extrano después
de tres bifurcaciones de Hopf.

Un sistema puede empezar con un punto fijo atractor y conforme se va cambiando
el parametro de control puede llegar a presentarse una bifurcacion de Hopf. A medida
que cambia el pardmetro de control, puede aparecer una segunda frecuencia. Si la
segunda frecuencia fy es inconmensurable con la primera (f;), es decir si % ceR\Q
entonces la trayectoria llegara a cubrir la superficie del toro T2. Si se sigue variando
al parametro de control, puede aparecer una tercer frecuencia y asi sucesivamente
hasta que el comportamiento del sistema se vuelva aperiédico y cadtico, es decir,
la érbita da vueltas alrededor del toroide sin pasar nunca por el mismo punto y
las érbitas cercanas transcurren proximas sin diverger ni converger con el paso del
tiempo. Esto ocurre en, al menos, dos tipos de sistemas:

a) En un sistema no lineal con una frecuencia de oscilacién “natural” -que depende

79
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de la amplitud de las oscilaciones- dirigida por una frecuencia periédica externa,
compitiendo estas dos frecuencias entre si.

b) En sistemas no lineales que desarrollan oscilaciones “espontdneamente” en dos o
mas frecuencias mientras se varia algin parametro del sistema. En este caso la
competencia se da entre las diferentes frecuencias del sistema.

En resumen, la teoria de Ruelle-Takens muestra que, mientras un parametro de
control es variado, puede ocurrir los siguientes eventos:

El flujo laminar (velocidad constante) lleva a oscilaciones de frecuencia f;

» Una segunda bifurcaciéon de Hopf anade una segunda frecuencia f; inconmen-
surable con f7.

= Una tercera bifurcacion de Hopf anade una tercer frecuencia f;.

» El toroide T se puede convertir en inestable y ser reemplazado por un atractor
extrano.

Esto significa que, si un sistema presenta tres bifurcaciones de Hopf, empezando
por una solucion estacionaria, es “probable” que el sistema tenga un atractor extrano
después de la tercera bifurcacién. Si hay un atractor extrano, aparecera algin ruido
simultdneamente a la aparicién de la tercer frecuencia y el toro T puede “destruirse”
(en un atractor extrafio) inmediatamente después de que el valor del pardmetro de
control es alcanzado. Figura 4.1.

Esta claro que el caos debe ocurrir por lo menos después de dos bifurcacions de
Hopf, ya que producen movimiento sobre un toro bidimensional y en dos dimensiones
no puede ocurrir caos.
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Comportamignto
cuasiperiodico

Comportamiento
caotico

Funto fijo
Ciclo limite

L

Parametro

Figura 4.1: Esquema de la evolucion de atractores de la ruta al caos por cuasiperio-
dicidad .

4.1. Mapeo del circulo

Ya mencionamos que la conversiéon de movimiento cuasiperiédico a movimiento
cadtico en un atractor extrafo ocurre en un toro 7% cuando aparece la tercer fre-
cuencia. Sin embargo, hay ocasiones en las que esta conversion pasa, aparentemente,
desde un toro T2. Esto es cuando el toro T° es tan inestable que la tercer frecuencia
inconmensurable no se puede observar.

La transicién de un movimiento cuasiperiédico en un toro 72 hacia el movimiento
caotico también ha sido investigado en el estudio de mapeos simples, como es el caso
del mapeo del circulo, cuya variable de iteracion se interpreta como la medida de
un angulo que especifica cuando la trayectoria esta en un circulo. Su forma general
puede ser escrita como

0n+1 = f(0n>

donde la funcién f(0) es periddica.

Para entender la dinamica del mapeo del circulo es necesario aclarar que cuando
dos frecuencias f; y fo son conmensurables sobre algin rango finito de parametros
de control 2 y K, se dice son frecuencias bloqueadas. Para un estado general de fre-

cuencia bloqueo, con w = % (razén de frecuencia), el intervalo Q(K) correspondiente
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se puede calcular. Si se tiene un ciclo de periodo ¢ con elementos 67, 05, ..., 0;:

fieo(07) =p+06; (4.1)

lo cual es estable.

Al igual que en cualquier mapeo iterado, las trayectorias del mapeo del circulo
se describe como una secuencia de la variable a iterar, en este caso la secuencia es
01,65, ... Lo mas comun es medir # en unidades, tal que 8 = 1 corresponda a una
revolucién completa alrededor del circulo y definirla modulo 1.

Para el caso sencillo en el que f() es lineal, el movimiento se representa por
Opni1 = f(0,) =6, +Qmbd 1 (4.2)

El mapeo mueve la trayectoria alrededor del circulo en pazos de tamano ().

El winding number (razén de frecuencia) para dichos mapeos, esta dado por

w—= lim M

n—soo n

(4.3)

que mide el promedio del cambio de angulo € por iteracion en la ecuacién 4.3 sin
tomar el médulo 1 de 6

w y € son iguales para el mapeo lineal. Ecuacion 4.2:

., nf2+60, — 60
w= llm ——

n—oo n

=0

Por lo que si §2 es un ndmero racional (restringido al intervalo [0, 1]), w es racional
y la trayectoria es periddica, pero si €2 es irracional, la trayectoria es cuasiperiddica.

En mapeos no lineales, w y §2 son diferentes, pues para dos frecuencias f; y fa,
Q= %, pero si el movimiento no es lineal, entonces la frecuencia f, decrecera con el
paso del tiempo, por lo que surge una nueva frecuencia f, y w = ;—f

El siguiente mapeo, conocido como el mapeo del circulo, la no linealidad esta dada
por la funcién seno y describe la transicién de cuasiperiodicidad al caos sélo por el
movimiento de los dngulos 6,,.

K
Opi1 =0, +Q — oy sin(276,,) méd 1 (4.4)
7T

Donde:
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= 0, es mbdulo 1;

» K provee una medida para la no linealidad de sin(276,) (el cual debe ser
anadido para obtener una transicién al caos). Cuando K = 0 se reduce al
mapeo lineal simple de la ecuacién 4.2;

»  mide la tasa de rotacién (ecuacién 4.3);

» el uso de 27 en el denominador es una convencién ligada al uso de [0, 1] en el
rango de valores para el angulo.

Cabe recalcar que este mapeo tiene dos parametros de control: 2 y K rela-
cionandose de la siguiente forma:

» Si K < 1, hay un tnico valor de 6 para cada valor de f(#) (el mapeo es
invertible).

= Si K =0, entonces ) = w.
= Si K =1, ocurre un cambio en el comportamiento del mapeo y sus iteraciones.

= Si K > 1, algunos valores de 6,1 tienen mas de un precursor 6, es decir, no
es invertible.

= El cambio de invertibilidad esta ligado con la posibilidad de comportamiento
cadtico, pues induce el “plegado” (de estiramiento y plegado).

Ahora, los puntos fijos del mapeo del circulo satisfacen la ecuacién:
K
0=0+Q— %sin(%r@)

0, equivalentemente, la ecuacién

27Q)
% = sin(276)

Entonces, si
K > 27} (4.5)
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debe haber al menos un punto fijo para el mapeo del circulo, pero ocurre sélo para
ciertas combinaciones de K y ).

La estabilidad de los puntos fijos, en caso de que haya, se calculan con la derivada
del mapeo evaluada en esos puntos.

df
i 1 — K cos(270)

Para que un punto fijo 0* sea estable es necesario que 0 < K cos(2m0*) < 2, de
lo contrario, sera inestable, pues para K muy grande, la magnitud de la derivada es
mayor a uno.

Entonces, para K < 1, el mapeo del circulo conduce a un comportamiento pe-
ridédico (w racional, frecuencia de bloqueo) o por un comportamiento cuasiperiédico
(w irracional). Conforme K se acerca a cero, la fraccién del eje €2, en un espacio K2,
que ocupa la frecuencia de bloqueo se acerca a cero y casi todos los valores de ()
conducen a un comportamiento cuasiperiodico.

Conforme K se aproxima a uno, la longitud la frecuencia de bloque aumenta y, en
K =1, la frecuencia de bloqueo ocupa, practicamente, todo el eje 2 y las trayectorias
cuasiperiédicas ocurren para una fraccién extremadamente pequena del eje, haciendo
que el comportamiento cadtico se vuelva posible. De igual forma, la fraccién del eje
() que se ocupa por un comportamiento cuasiperiodico se aproxima a uno cuando K
se aproxima a cero.

Para K > 1, algunos valores de ) conducen al caos y otros a la frecuencia de
bloqueo. En los caso que llevan al caos, w no existe porque el limite que lo define no
existe (ecuacién 4.3). Si  produce frecuencia de bloqueo en K = 1, entonces el com-
portamiento general permanece periddico para K > 1 con secuencias de doblamiento
de periodo que conducen al comportamiento cadtico conforme K crece.

En la diagrama de bifurcacion del mapeo del circulo para €2 = 0.5, se aprecia
que el comportamiento cadtico ocurre hasta el valor critico K = 1. Figura 4.2. De
igual forma, en la grafica del exponente de Liapunov en funcién de K para el mapeo
del circulo en © = 0.60661, se ve que el exponente de Liapunov es cero para el
comportamiento cuasiperiédico y positivo para el comportamiento cadtico. Figura

4.3.
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Figura 4.2: Diagrama de bifurcacion del mapeo del circulo para 2 = 0.5
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Figura 4.3: Grafica del exponente de Liapunov como funcién de K para €2 = 0.606661
en el mapeo del circulo






Capitulo 5

Intermitencia

Los escenarios de doblamiento de periodo y cuasiperiodicidad presentan com-
portamientos del todo periddicos o del todo cadticos, en cambio, la transicion al
caos por intermitencia, también conocida como el escenario de Pomeau-Manneville,
se caracteriza por tener comportamientos completamente peridédicos para algunos
parametros criticos. Ocurre cuando periodos de comportamiento regular del sistema
se ven interrumpidos por “explosiones” cadticas que aparecen a intervalos de tiempo
de duracién aleatoria.

Este comportamiento se genera cuando un punto fijo estable y uno inestable
chocan entre si anuldndose mutuamente. En otras palabras, los puntos fijos “desapa-
recen” conforme el parametro de control va cambiando. Asi, el movimiento regular
se va convirtiendo en movimiento irregular (de hecho caético).

Este ““‘choque” es en realidad una bifurcacién y puede ocurrir en distintos escena-
rios; es por esto que se distinguen tres principales tipos de intermitencia determinados
por la forma en la que los ciclos limite se vuelven inestables:

= Intermitencia tipo I: Bifurcacion tangente.
» Intermitencia tipo II: Bifurcacién de Hopf
» Intermitencia tipo III: Bifurcacién de doblamiento de periodo (inversa).

Las tres transiciones se ilustran esquematicamente en la figura 5.6. Cada tipo de
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transicién muestra distintas caracteristicas en su comportamiento cerca del parame-
tro control. Por ejemplo, la escala del promedio de tiempo entre expansiones es de
(r —r.)~! para el tipo I y tipo III, donde r es el pardmetro a variar y r,. el valor del
parametro donde bifurca el sistema, y de (r — rc)_% para el tipo I. [16]

Tipo 1 [/
7
Orbita
cuasiperiédica
Tipo 2
Tipo 3

Figura 5.1: Esquema de los tres tipos de transiciones al caos por intermitencia

También puede pasar que el evento de bifurcacién se dé por colisiones entre un
atractor cadtico y un punto fijo inestable o una érbita periddica. Tales colisiones
llevan a cambios repentinos en el atractor cadtico provocando su desaparicién o un
cambio brusco de tamano. A este comportamiento se le conoce como crists. Al igual
que la intermitencia, hay tres tipos de crisis:

» Crisis limite: Un atractor cadtico se destruye repentinamente cuando el atrac-
tor colisiona con una érbita periddica en su cuenca limite, es decir, conforme el
parametro sobrepasa el valor critico. Seguido de una crisis limite se tiene caos
transitorio.
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» Crisis interior: El tamano del atractor en el espacio fase aumenta de repente
cuando la érbita periddica con la cual el atractor cadtico colisiona estd en el
interior de su cuenca limite.

= (C'risis de fusion de atractor: Dos o més atractores cadticos colisionan simultanea-
mente con una 6rbita periédica en la cuenca limite que los separa formando un
Unico atractor caotico.

A diferencia de la crisis limite, después de una crisis interior o de una crisis de
fusion de atractor, se tienen comportamientos que se pueden caracterizar como
intermitencia inducida por crisis.

Una mayor profundizacién en los escenarios de crisis se da en [8], [?], [11], [16]

En la intermitencia, conforme va cambiando el parametro de control, las explosio-
nes ocurren con mayor frecuencia y la duracion de las oscilaciones regulares decrece,
hasta que el comportamiento es completamente cadtico.

Las caracteristicas generales de la intermitencia son las siguientes: Sea r el parame-
tro control y r; el valor de bifurcacién

Para r < r;, el sistema exhibe oscilaciones estables (ciclos limite).

Para r > r; (r — r; pequeno), el sistema entra en el régimen intermitente:
Oscilaciones estables son interrumpidas por fluctuaciones.

Conforme r — r; desde arriba, las fluctuaciones se vuelven cada vez mas raras,
y desaparecen para r < r;.

La amplitud o duracién de los intervalos entre fluctuaciones no varia, sélo su
tiempo promedio.

Esta ruta fue encontrada por Pomeau y Manneville en 1979 al estudiar el sistema
de Lorenz. Sin embargo, aunque haya sido descubierta en un sistema continuo, la in-
termitencia también esta presente en sistemas discretos, como lo es el mapeo logistico,
el cual tomaremos como ejemplo para una mejor explicacién del comportamiento de
esta transicién al caos, ademas de presentar crisis.
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5.1. Intermitencia en el sistema de Lorenz

Las ecuaciones de Lorenz que si bien no tienen un significado fisico muy relevan-
te, se han convertido en uno de los paradigmas del caos. Dicho sistema posee una
simetria por reflexién (z,vy,2) — (—x,—y, —z), el eje z es invariante y contiene tres
pardmetros positivos (o, r,b) y dos términos no lineales:

T=o(—z+y)
y=rr—y—xz (5.1)
z=—-bz+2xy

La localizacién de los equilibrios y el analisis de su estabilidad ya se hizo en el
ejemplo 3 de la seccion 1.1.3, asi qué resumiremos los resultados.

Este sistema tiene tres estados estables posibles (soluciones con & =y = 2 = 0).
Uno es x = y = z = 0 que denotaremos como P; y otros dos, que denotamos como
P, y P3, los cuales existen para r > 1 y estan dados por

Py = (\/b(r —1),4/b(r —1),r — 1)
Py = (—\/b<7’ - 1), —\/b(T —1),r=1)

En el ejemplo hecho anteriormente, se fijaron ¢ = 10 y b = 3. Sin embargo, para el
estudio que se hara en esta seccién usaremos, al igual que Lorenz, 0 =10y b = %.

Cuando 0 < r < 1 el unico punto fijo es P; y es estable por lo que es el tnico
atractor del sistema (figura 5.2(a). Conforme r pasa a través de 1, uno de los eigen-
valores de P, se vuelve positivo y los otros dos se mantienen negativos, por lo que
en r = 1, P; tiene una bifurcacién horquilla dando lugar a P, y P3 que son simétri-
cas respecto al eje z. P, y P3 son estables en su nacimiento con tres eigenvalores
reales. Luego, cuando r >, P, y Pj se vuelven atractores del sistema. La figura 5.2(b)
muestra la situacién para r ligeramente mas grande que 1. Conforme r va creciendo
mas, dos de los eigenvalores reales estables (negativos) de P, se vuelven eigenvalores
complejos conjugados con partes reales negativas, para r = r;. Lo mismo pasa para
P, por simetria. En este intervalo (r; < r), las érbitas se aproximan en espiral a P;
y Ps, como se muestra en la figura 5.2(c). Hasta aqui, no hay dindmica cadtica, ni
siquiera hay atractores cadticos.
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Z
: LB
Ps P, X
(a) 0<r<1 b)yl<r<mrm (c) i <r<mg
z Z

@QVY©® 1\

X X
(d) T =179 (e)r>r2

Figura 5.2: Evolucion de los puntos fijos del sistema de Lorenz

Para ver que que el caos surja se tiene que seguir aumentando r. Conforme esto
pasa, la espiral inicial del conjunto inestable de P; alrededor de P, y P; aumenta de
tamano hasta que en algun valor critico r = ro, se obtiene 6rbita homoclinica de P,
(puntos en la érbita que se aproximan a P; cuando t — +00), como se ve en la figura
5.2(d). Cuando r aumenta mas alld de 7y se tiene un eigenvalor real negativo y dos
complejos con parte real positiva para P, y P, asi es como surge caos transitorio,
pues al pasar ry, P, y Py contintian siendo los tnicos atractores. [15]. Conforme r
aumenta aun, el caos transitorio se convierte en un atractor cadtico por crisis en
r =r3 = 24.06. Aumentando mas a r, los estados estables de P, y P; presentan una
bifurcacién de Hoph subcritica en

o(c+b+3)

A c—b—1

donde las partes reales de sus eigenvalores complejos conjugados pasan de negativo
a positivo y para r > 14, P» y P3 se vuelven inestables (siempre y cuando o > b+ 1).
Para el rango r3 < r < ry, hay tres posibles atractores (P,, P53 y un atractor caético),



92 CAPITULO 5. INTERMITENCIA

mientras que para r > r4 sélo estd el atractor cadtico de las ecuaciones de Lorenz
(figura 1.17) [12] [15] [16].

En resumen:

0 < r < 1: El inico punto critico es Py, el cual es estable.

r = 1: Py presenta una bifurcacién horquilla, perdiendo estabilidad (que nunca
recupera) y dando lugar a P y Ps

» 1 <r<ry: P,y P3son estables.

= 7 = ry: Aparece una érbita homoclinica de P;

m 9 <1 <73: P,y P3son focos estables y hay caos transitorio.

m 3 <1 <ry P, P3yun atractor cadtico por crisis son los posibles atractores
= r =1y Py y P sufre una bifurcacion de Hopf subcritica.

= 1y < 71: Py, P3son inestables y sélo queda un atractor caotico.

Para ver que el atractor del sistema no es periddico, Lorenz examiné el com-
portamiento de los mdzximos sucesivos de las trayectorias en direccion z, derivando
un mapeo caotico unidimensional llamado mapeo de retorno, que es una manera de
reducir la dinamica continua y tridimensional del sistema completo a la de un mapeo
unidimensional, de manera similar a lo que se hace con el mapeo de Poincaré. La
dindmica no trivial del sistema se mueve en conjunto con el maximo local de z y
se puede visualizar graficando estos maximos de manera recurrente, es decir zpiq
contra zi, donde se puede apreciar la contraccién del volumen que sufre el sistema de
Lorenz (es disipativo) por lo que cualquier 6rbita periddica debe ser inestable (figura
5.3). A cada tiempo t,, z alcanza su méaximo local, es decir, z,, = 2(t,). Hay que
observar que los puntos no estan aleatoriamente dispersos, sino organizados en una
curva suave unidimensional y la pendiente de la tangente del mapeo es mayor que
uno en todos lados, por lo que no puede haber puntos fijos. Ademas, la curva no es
invertible, por lo que el caos es posible [11].
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Figura 5.3: Mapeo de retorno de Lorenz

5.2. Intermitencia en el mapeo logistico

En la seccion 3.2, se vio cémo n + 1 iteraciones del mapeo logistico generaban
orbitas de periodo 2™ y que conducian al caos por doblamiento de periodo. Sin embar-
go, en este mapeo se pueden originar nuevos ciclos de periodo |k|, no necesariamente
par.

La tercera iteracién del mapeo es la clave para entender el nacimiento de un ciclo
de periodo tres. Extendiendo la notacién para la ecuacién 3.23, las poblaciones de
tres generaciones de separacion estan relacionadas por:

Ters = [ () (5.2)

El proceso general para obtener ciclos de periodo |k| es como sigue:

= La triple iteracién de f(z) producird una funcién f®(z) con 4 jorobas, siempre
y cuando f(z) tenga una joroba lo suficientemente empinada.
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Al principio la linea de 45° intersecta a esta curva solamente en el punto z* y
en z = (0, como se aprecia en la figura 5.4(a)

Conforme la joroba de f(z) se hace cada vez mds empinada, las colinas y
los valles en f®)(z) se pronuncian més, hasta que, simultdneamente, los dos
primeros valles se hundan y la tltima colina alcance a tocar la linea de 45°,
para luego interceptarla en seis nuevos puntos. Figura 5.4(b). Recordemos que
la interseccion de la gréfica con la linea de 45° corresponden a las soluciones
de f3(z) = .

Estos seis nuevos puntos se dividen en dos distintos ciclos de tres puntos.

Se puede ver que la pendiente que determina la estabilidad de f®)(z) en 3 de
estos puntos tienen un valor comin en el origen, el cual es f®" =1 y después
crece mas alla de 1. Este ciclo de periodo tres nunca es estable.

La pendiente de f©®) (x) en los otros tres puntos empieza en f@®" =1y luego
disminuye hacia cero, produciendo un ciclo estable de periodo tres.

(a) p=10.95 (b) p=0.975

Figura 5.4: Tercera iteracion de la ecuacién 3.22

Ahora, para el valor de p = 0.95 la gréfica intersecta a la diagonal sélo en dos

puntos, mientras que para /mu = 0.975 ya la intersecta en seis puntos més, entonces

debe haber un valor de p intermedio (

1+v8

27), que llamaremos fi., para el cual la

grafica de f)(x) sea tangente a la linea de 45°. Figura 5.5. Ahi, los ciclos estables
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Figura 5.5: Grafica de f®(z) tangente a la diagonal

e inestables de periodo tres se separan y aparecen en una bifurcacion tangente. Esta
transicién define el comienzo de la ventana periddica.

Para p < p., con p. — p pequeno, el sistema se comporta de forma cadtica.
Conforme p se acerca a ji., las fluctuaciones se vuelven cada vez més extranas, se ve
un fantasma del ciclo de periodo tres, pero este extrano comportamiento desaparece
y el sistema regresa al ciclo de periodo tres. Figura 5.6. Esta actividad pasa una y
otra vez y el tiempo que hay entre los comportamientos extranos es cada vez mas
menos, hasta que el comportamiento es completamente cadtico.

Este proceso, en el cual hay momentos de estabilidad interrumpidos por momentos
cadticos, es la ruta al caos por intermitencia, particularmente intermitencia tipo I
En el diagrama de bifurcacién de este mapeo, fig. 3.11, se aprecian las zonas cadticas
que son las que estan llenas de puntos que se alternan con franjas blancas, sin puntos
y unas cuantas lineas que son las regiones no cadticas. También se ve que dentro de
estas franjas hay pequenos espacios cadticos, esto se debe a que el sistema presenta
crisis, 1o que provoca que cuando los puntos fijos inestables entran en las regiones
caoticas repelen las trayectorias hacia las franjas. Figura 5.7. La gréfica 5.8 muestra
el valor del exponente de Liapunov como funcién del parametro p, se puede ver que el
exponente de Liapunov cambia intermitentemente entre valores positivos (caéticos)
y negativos (no cadticos).
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Figura 5.6: Serie de tiempo del mapeo logistico para u = 0.9570

Figura 5.7: Detalle del diagrama de bifurcacién del mapeo logistico
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Figura 5.8: Grafica de los exponentes de Liapunov para el mapeo logistico como
funcion de p



Capitulo 6

Conclusiones

El principal objetivo de este libro es ofrecer una introduccién a las tres principales
transiciones al caos determinista, para lograrlo se define desde lo que es un sistema
dindamico y sus clasificaciones hasta las transiciones al caos en si. Se da, de una
forma no tan profunda pero si explicativa, las bases necesarias para entender como
funcionan, se estudian y encuentran las rutas al caos, ya sea en un sistema dinamico
discreto o continuo.

En el primer capitulo se da la definiciéon de lo que es un sistema dindmico, deno-
minado como un conjunto de ecuaciones cuyos parametros cambian respecto a alguna
variable, que regularmente es el tiempo. Dichos parametros siguen una sucesién de
reglas temporales y éstos pueden ser discretos o continuos, lineales o no lineales,
conservativos o disipativos, etcétera.

En los sistemas discretos el tiempo varia dentro de un conjunto numerable, mien-
tras que en los continuos varia, valga la redundancia, continuamente. Los sistemas
lineales presentan el principio de superposicion y son realmente sencillos de analizar
y trabajar, en cambio, los no lineales no estan sujetos a este y regularmente presentan
un comportamiento impredecible, que es lo que se entiende como caos. Por otro lado,
los sistemas conservativos son aquellos que conservan el volumen en el espacio fase,
mientras que los disipativos no lo hacen y la tasa de disipacion puede ser calculada
a través de la matriz jacobiana del sistema.

Algo muy importante dentro del estudio de los sistemas dindmicos es el saber la
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estabilidad de las singularidades del sistema. En los sistemas lineales, éstas son solo
puntos fijos y su andlisis se basa en el calculo de los eigenvalores de la matriz asociada
al sistema y en la relacién entre ellos. En los no lineales, ademas de los puntos fijos,
las singularidades pueden ser ciclos limite, que es cuando trayectorias no cerradas
se acercan o se alejan en espiral a soluciones periédicas, o atractores extranos, que
son un conjunto de orbitas y puntos con geometria fractal que y estan ligados al
movimiento cadtico.

La mayoria de los atractores extranos se generan con un proceso de estiramiento y
plegado, cuya iteracién causa un sistema cadtico. Un ejemplo muy famoso de atractor
extrano en un sistema continuo es el atractor de Lorenz y de uno discreto el atractor
de Hénon.

El caos determinista se refiere a movimientos irregulares producidos por sistemas
no lineales que dan lugar a trayectorias que se separan exponencialmente rapido. La
separacién que existe entre dos trayectorias conforme a lo largo de la dinamica del
sistema es medida por los exponentes de Liapunov y segin sea la relacion entre los
exponentes obtenidos por cada trayectoria se tendra un punto fijo, un ciclo limite,
un toro cuasiperiédico o el sistema sera caotico. También se tienen las secciones
de Poincaré, que ayudan a la identificacion de la periodicidad de una trayectoria
con la reduccion de una funcién continua a una funcién discreta, preservando las
propiedades de estabilidad de puntos y curvas.

Otra util forma de estudiar geométricamente el comportamiento de un sistema
dinamico es mediante los diagramas de bifurcacién. Las bifurcaciones estudian cémo
cambian las soluciones de un sistema dinamico al cambiar los valores de un parametro
control. Hay tres principales tipos de bifurcaciones, las cuales son horquilla, tangente
y de Hopf. La primera se caracteriza por la separacién de un punto fijo estable en
dos estables y uno inestable, o de un inestable en uno estable y dos inestables, esta
bifurcacién se hace presente en el escenario de Feigenbaum para el caos o intermi-
tencia tipo III. La segunda se identifica por la aparicion o destruccién de dos puntos
fijos y puede llevar al caos por intermitencia tipo I. La bifurcacién de Hopf se da en
sistemas de dos o més dimensiones y genera ciclos limites, la repeticion de esta bifur-
cacion, en un sistema de dos o mas frecuencias produce caos por cuasiperiodicidad o
intermitencia tipo II.

En el capitulo 3 se hablé sobre la ruta al caos por doblamiento de periodo me-
diante el mapeo logistico, que es un modelo discreto de gran relevancia para la teoria
del caos, pues segin sea la érbita que se estudie serd el escenario de bifurcacién que
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se encontrara; por otro lado, el sistema de Duffing también presenta doblamiento
de periodo a pesar de ser un sistema de dos dimensiones, pues se forza, mediante
la introduccién de otra variable, a que sea de tres dimensiones para que se pueda
presentar el caos.

La ruta al caos por cuasiperiodicidad se estudia en el capitulo 4, donde se explica
que este escenario se da con la iteracion de varias frecuencias y la acoplacién no lineal
de dos o mas osciladores peridédicos. Esta ruta fue encontrada por Ruelle, Takens y
Newhouse en 1978 al mostrar que el movimiento regular se vuelve altamente inestable
después de que el sistema presenta tres bifurcaciones de Hopf. Como ejemplo se trata
el mapeo del circulo, mismo que tiene dos parametros de control, y se muestra que al
fijar uno y variar el otro se presenta una bifurcacién que cambia el comportamiento
del sistema de cuasiperiédico a caotico.

El capitulo 5 habla de las condiciones necesarias para que un sistema presente la
ruta al caos por intermitencia. De manera mas especifica, se comenta que existen tres
tipos principales de intermitencia, cada uno definido por el escenario de bifurcacion
que presenta, ademas de lo que se conoce como crisis, lo cual es en si un escenario
de bifurcaciéon que provoca cambios repentinos en un atractor cadtico. Si bien no se
mostraron ejemplos de todo lo relacionado a este escenario, si se muestran dos de los
sistemas mas representativos del caos: El sistema de Lorenz y el mapeo logistico.

Por tltimo cabe mencionar que en las transiciones al caos no sélo estan descritas
en sistemas matematicos sino que también es posible que se encuentren en sistemas
fisicos, sélo por mencionar algunos ejemplos, en el escenario de Feigenbaum se puede
encontrar en laseres, plasmas o en algunas reacciones quimicas; el de Ruelle-Takens
se observa en la convencién de Rayleigh-B “enard para fluidos con alto ntimero de
Prandtl (este nimero mide la razén entre la viscosidad y la difusién térmica del
fluido), mientras que en el escenario de Pomeau-Manneville también se observa en el
sistema Rayleigh-B “enard bajo condiciones particulares y en semiconductores accio-
nados no lineales. [8]
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Programas de computadora utilizados:

1. Wolfram Mathemathica 8: Para planos fase de tres dimensiones.

2. Pplane 2005.10: Para plano fase de sistemas de dos ecuaciones.

3. Chaos for Java: Para series de tiempo, mepeos de retorno y diagramas de
bifurcacion.
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