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Resumen

En el estudio de las digraficas ha sido de interés encontrar condiciones para
asegurar la existencia de ciclos hamiltonianos. En esta tesis trabajaremos con
sumas generalizadas de digraficas, que son aquellas que se obtienen a partir
de una familia de digraficas mutuamente ajenas poniendo exactamente una
flecha entre cualesquiera dos vértices de sumandos distintos, probaremos que
si una suma es fuertemente conexa y tiene un factor de dos ciclos adecuados
entonces es hamiltoniana.
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Introduccion

En las ultimas décadas se han estudiado algunas generalizaciones de torneos y
digraficas semicompletas, que son las clases de digraficas mejor conocidas, con
el objetivo de comprobar cuéles de los resultados conocidos se pueden exten-
der a dichas generalizaciones. En [1] y [2], Bang-Jensen encontré condiciones
para asegurar la existencia de ciclos hamiltonianos en digréaficas localmente
semicompletas y localmente semicompletas en flechas, donde las localmente
semicompletas en flechas son aquellas en las que para cada vértice las digra-
fica inducidas por sus invecinos y por sus exvecinos son semicompletas y las
localmente torneos en flechas son en las que para dos vértices adyacentes, x
y ¥y, todo invecino (exvecino) de x es adyacente a todo invecino (exvecino)
de y. Para el caso de las digraficas localmente torneos en flechas probd que
si son fuertemente conexas y tienen un factor de ciclos, es decir una sub-
digrafica generadora que consiste de ciclos mutuamente ajenos, entonces se
tiene la hamiltonicidad. Estas dos condiciones son suficientes para asegurar
la existencia de un ciclo hamiltoniano, no sélo en los localmente torneos en
flechas sino en algunas otras digraficas que mencionaremos mas tarde, en
este trabajo veremos que no son suficientes para afirmar la hamiltonicidad
en una suma generalizada, sin embargo buscaremos requisitos extra que nos
la proporcionen.

En [6], Bang-Jensen, Gutin y Huang probaron un resultado similar para
las digraficas multipartitas semicompletas, es decir, para las digraficas que
se obtienen a partir de una grafica k-partita donde k& > 2 sustituyendo cada
arista por una flecha o por un par de flechas simétricas. La diferencia es que le
pidieron una caracteristica extra al factor para demostrar que si una digrafica
multipartita semicompleta es fuertemente conexa y tiene un buen factor de
ciclos entonces es hamiltoniana. Como consecuencia de este resultado se
tienen el teorema de Gutin por un lado y Haggkvist y Manoussakis por otro,
donde afirman que una digrafica bipartita semicompleta es hamiltoniana si

X



X Introduccién

Hl Hg H3 H4

Figura 1: Las digraficas H; tienen las tres flechas marcadas y no tienen
niguna flecha en la linea punteada. Sin embargo cualquier otra flecha esta
permitida.

y s6lo si es fuerte y tiene un factor de ciclos, y el teorema de Gutin donde
dice que una digrafica multipartita semicompleta ordinaria es hamiltoniana
si y solo si es fuerte y tiene un factor.

Mas tarde Bang-Jensen y Gutin en la compilacion de generalizaciones de
torneos [5], citan algunos resultados de hamiltonicidad para digraficas local-
mente in-semicompletas, digraficas localmente semicompletas extendidas y
multipartitas semicompletas dirregulares, donde los factores de ciclos y los
quasi factores, que son subdigraficas generadoras que consisten de ciclos y
una trayectoria ajenos dos a dos, vuelven a tener un papel importante.

Luego en [3] Bang-Jensen hizo un estudio de las digrificas localmente
semicompletas en flechas fuertemente conexas que son una generalizacion
no muy amplia de las digraficas semicompletas y bipartitas semicompletas,
concluyo que toda digrafica localmente semicompleta en flechas fuerte es una
semicompleta, una bipartita semicompleta o una extensiéon de un ciclo. Sin
embargo, Galeana y Goldfeder por un lado [9] y Wang y Wang por otro
[13] probaron que esta clasificacién no abarcaba todas las posibilidades y
la completaron, finalmente en [9] Galeana y Goldfeder proporcionaron una
clasificacion completa de la digraficas localmente semicompletas en flechas.

Fue también en [3] que Bang-Jensen utilizé las digraficas H; para carac-
terizar algunas generalizaciones de las digraficas semicompletas y bipartitas
semicompletas, donde ¢ = 1,2, 3,4. Las H,; son las cuatro orientaciones posi-
bles de una semitrayectoria de longitud 3, en las que los vértices extremos
son necesariamente no adyacentes. Véase la figura 1.

Bang-Jensen estudi6 las digraficas localmente semicompletas en flechas
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que resultaron ser las {H1, Hz}-libres, ademds conjetur6 que las digraficas
‘H;-libres fuertemente conexas y que poseen un factor de ciclos son hamilto-
nianas para ¢ = 1,2,3,4. Las pruebas de dicha conjetura para ¢+ = 1,2 la
hicieron Wang y Wang en [13] cuando estudiaron las digréficas localmente
in-semicompletas en flechas y las localmente ex-semicompletas en flechas,
que son las Hi-libres y las Ho-libres, respectivamente; la prueba para ¢ = 3
la hicieron Galeana, Goldfeder y Urrutia cuando estudiaron las digraficas
3-quasi-transitivas fuertes que son las Hs-libres [11] y, finalmente, para i = 4
lo demostraron Galeana y Goldfeder en su trabajo [10].

Para terminar, Galeana trabajé con la suma de digraficas nicleo perfec-
tas para dar una nueva caracterizacién de las graficas perfectas [8], dicha
publicacion es el tnico antecedente de sumas como las que estudiaremos en
este trabajo.






Capitulo 1

Preliminares

Definicién 1. Una digrafica D consiste de un conjunto finito y no vacio
V(D) de objetos llamados vértices y un conjunto finito F'(D) de parejas
ordenadas de vértices distintos a las que llamaremos flechas. Llamaremos
conjunto de vértices a V(D) y conjunto de flechas a F(D). Llamamos
orden de D al nimero de vértices de D y tamano de D al nimero de flechas
en D. Si el conjunto de flechas de D es vacio diremos que D es vacia.

Si f = (u,v) € F(D) diremos que f incide desde u y que f incide
hacia v. Ademaés diremos que u es invecino de v y v es exvecino de u, o
bien, que u y v son adyacentes. A u y v los llamaremos los extremos de

f
Definicién 2. Sean D una digrafica y u € V(D).
El ingrado de u en D, denotado por 65, (u), es

dp(u) = [{w € V(D)|w incide hacia u}|.
El exgrado de u en D, denotado por 63 (u), es

65 (u) = {w € V(D)|w incide desde u}|.
El grado de u en D, es dp(u) = dp(u) + 65 (u).

Definicién 3. Diremos que H es subdigrafica de D si H yD son digraficas
tales que V(H) C V(D) y F(H) C F(D). Si V(H) = V(D), diremos que H
es subdigréafica generadora (o factor) de D.

Definicién 4. Sea D una digrafica y S un subconjunto de V' (D), la subdi-
grafica de D inducida por S, denotada por D[S], esta definida como:
V(DI[S]) =Sy (u,v) € F(DI[S]) siy sélosi u,ve Sy (u,v) € F(D).

1



2 Preliminares

Definicién 5. Sea D una digrafica. Un xy-semicamino en D es una suce-
sion de vértices W = (x = g, 21,22, ..., 2, = y) tal que (z;,2,41) € F(D)
0 (®it1,2;) € F(D) donde 0 < i < n — 1. La longitud de C, denotada
por [(C), es n, es decir [(C') = n. Un zy-camino en D es una sucesién de
vértices W = (z = o, x1,22,...,2, = ¥y) tal que (x;,2,41) € F(D) para
cada 7, 0 < i < n — 1. Una semitrayectoria (trayectoria) es un semi-
camino (camino) en el que no se repiten vértices. Un semicamino cerrado
(camino cerrado) empieza y termina en el mismo vértice. Un semiciclo
es un semicamino cerrado de longitud mayor o igual que 2, en el que no se
repiten vértices, salvo el primer y el ultimo vértice, y en el que no se repiten
flechas. Un ciclo es un camino cerrado de longitud mayor o igual que 2, en
el que no se repiten vértices salvo el primer y el ultimo vértice.

Definicién 6. Una trayectoria (ciclo) W en una digréfica D es hamilto-
niana (hamiltoniano) si V(W) = V(D). Una digrafica D es hamilto-
niana si tiene un ciclo hamiltoniano.

Definicién 7. Sean P = (xo,z1,%,...,2,) Y Q@ = (Yo, Y1,Y2, - - -, Ym) dOs
caminos en una digrafica D. Diremos que Py @) son ajenossi V(P)NV(Q) =
0 y que son ajenos en flechas si F(P)N F(Q) = 0.

En una trayectoria o un ciclo P = (zg, 1, z2,...,2,) (donde ¢y = z, si
P es un ciclo), usaremos la notacion siguiente:

(bea xj) = (miaxi+17xi+27 B axj) para 1 S 1 S] S n.

Notemos que si x; # x;, (x;, P,x;) es una trayectoria, pues tendremos que
Ty # xp 81 s # rparai < s,r < j. En este caso diremos que (z;, P, z;) es
subtrayectoria de P.

Definicién 8. Sea D una digrafica con el conjunto de vértices {vy, va,. .., v, },
y sean G, Gs,. .., G, digraficas cuyos conjuntos de vértices son ajenos dos a
dos. La composicién D[Gy,Gs, ..., G,] es la digrafica L con el conjunto de
vértices V(G1) UV (G2) UV (G,,) y conjunto de flechas (U, F(G;))U{(gi, 9;)
| 9i € V(Gi),9; € V(G)) vy (vi,v5) € F(D)}.

Definicién 9. Sea D una digrafica. Diremos que D tiene un factor de
ciclos si existen ciclos C1,Cs,...,Cy en D tales que V(D) = UX, V(C)) v
V(C)NV(C) =Dsii#j 1<ij<k



Definicién 10. Una digrafica D es conexa si y sélo si para cualesquiera dos
vértices u y v en D existe algiin uv-semicamino (uv-semitrayectoria).

Una digrafica D es fuertemente conexa si para cualesquiera u,v €
V(D) existe un uv-camino (trayectoria).

Definicién 11. Sea D una digréfica, un conjunto I C V(D) es independi-
ente si no hay flechas con ambos extremos en I.

Definicién 12. Una digrafica D es bipartita si existe una particion de
V(D) en dos conjuntos independientes Vi y V5.

Definicién 13. Una digrifica D es semicompleta si para cualesquiera u,
v € V(D) al menos una se cumple (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D).

Definicién 14. Una digrafica D es bipartita semicompleta si existe una
particion de V(D) en dos conjuntos independientes V; y V5 tales que para
todo u € V; y v € V5 se tiene que u y v son adyacentes.

Definicién 15. Sea D una digrafica. Si X y Y son subconjuntos ajenos del
conjunto V (D), diremos que X domina a Y y que Y es dominado por X
si para cada w en X y v en Y se tiene que (u,v) € F(D) y no existe ninguna
flecha de Y a X. Si dos subdigraficas ajenas G y H de D son tales que V(G)
domina a V' (H) diremos que G domina a H.

Definicién 16. Sea D una digrafica. La digrafica reciproca de D, denotada
D=, es aquella que tiene el conjunto de vértices V(D~) = V(D) y el conjunto
de flechas F(D~) = {(u,v) | la flecha (v,u) estd en F(D)}.

Definicién 17. Sea D una digrafica y sean C; = (xg,Z1,...,Zn_1,%0) ¥
Cy = (Yo, Y1, - - Ym—1,Y0) dos ciclos ajenos en vértices de D. Diremos que
existe un par bueno de flechas en D, si para algunos ¢ y j se tiene que
(@i, i), (Yj—1,zis1) son flechas de D, con 0 <i<n—-1y0<j<m,i+1
mod ny 7 —1 mod m.

Definicién 18. Sea P = (x¢,x1, ..., ;) una trayectoria en una digréfica D
y sea @ = (Yo, Y1,---,Y;) una trayectoria en D — V(P). Diremos que P se
puede insertar en () si existe un subindice ¢ € {0,...,t—1} tal que (y;, o)
y (Zs,yi+1) son elementos en F'(D). De hecho, @) se puede extender a una
nueva; yoyr-trayectoria Q' = (yo, Q, ¥:)U(yi, x0)U(xo, P, x4)U(2s, Yir1)U(Yis1,
@, Yt).



4 Preliminares

Se puede hacer una insercién miltiple de P en (@) si existen enteros

1 =1<1 < - <i, =s+1 tales que, para cada k = 2, 3, ..., m, la
trayectoria P, = (z;,_,, P, x;,—1) se puede insertar en (). La sucesion de
trayectorias Py, k = 2, 3, ..., m, es una particion de insercién miltiple

de P. Se definen de manera similar la insercion y la insercién multiple para
los casos en que () es un ciclo.

Definicién 19. Sean D; y D, dos digraficas ajenas en vértices. Si una
digrafica D es tal que:

e V(D) =V(Dy)UV(Dy),

e las subdigraficas incucidas por los conjuntos V(D) y V(D3) son Dy y
D, respectivamente y

e entre cualesquiera dos vértices, uno en V(D;) y otro en V(D) existe
exactamente una flecha en D

entonces diremos que D es una suma generalizada de D, y D,. Llamare-
mos flechas interiores a los elementos del conjunto F'(D;)UF(D,) y flechas
exteriores a los de F'(D) \ (F(D1) U F(Dy)).

Al conjunto de todas las digraficas que son una suma generalizada de D
y D lo llamaremos la suma generalizada, o simplemente la suma, de Dy y
Dy v lo denotaremos por Dy & Ds.

Observemos que la tercera condicién de la definicion nos dice que si D
es una digrafica en D; @ D, entonces la subdigrafica generadora de D que
tiene el conjunto de flechas F(D) \ (F(D1) U F(D,)) es una orientacion de
una grafica bipartita completa. Asi, dadas dos digraficas puede haber mas
de una suma generalizada .



Capitulo 2

Resultados

2.1 Resultados previos y auxiliares

Teorema 19.1. Sea D una digrifica y sean C; = (xg,Z1,...,Tn_1,%0) Y
Cy = (o,Y15- -+, Ym—1,%) dos ciclos ajenos en vértices de D para los que
existe un par bueno de flechas. Entonces D tiene un ciclo cuyo conjunto de
vértices es V(Cy) U V(Cy).

Demostracion. Como existe un par bueno de flechas en D, para algunos i y
jen{0,1,2,...,n—1} vy {0, 1,2, ..., m—1}, respectivamente, se tiene que
(i, ), (Yyj—1,2i11) € F(D) de donde el ciclo C = (z;,y;) U (yj,C2,y;-1) U
(Yj—1, Tit1)U(xit1, C1, ;) esun ciclo en D tal que V(C) = V(C)UV (Cy). O

Proposiciéon 20. Sea D una digrifica fuertemente conexa de orden mayor
o igual que dos. Dada cualquier particion de V(D) en dos conjuntos, V; y
Vi, existen al menos una V1 Va-flecha y al menos una VoVi-flecha en D.

Demostracion. Sea D una digrafica fuertemente conexa con al menos dos
vértices y sean Vi y V5 dos subconjuntos de V(D) que formen una particion.

Tomemos v un vértice en Vi y v un vértice en V5. Como D es fuertemente
conexa sabemos que existe un uv-camino, llamémosle 7, de la forma v = (u =
xg, L1, --., Tp =v) donde xg € V1 y x,, € V5.

Sea s = min{i | x; € V4}. Por la manera en que elegimos s se tiene que
i1 € Vi yz; € Vs, de donde (x;_1,z;) es una V;Va-flecha en D.

De manera analoga se prueba que existe una V5 V;-flecha. O

Proposicion 21. Sean D, y Dy dos digrificas fuertemente conexas y sean
T1,To Y Y1,Y2 dos parejas de vértices no necesariamente distintos en Dy y



6 Resultados

Dy, respectivamente.  La digrifica D con el conjunto de vértices V(D) =
V(D1) UV (Ds) y el conjunto de flechas F(D) = F(Dy) U F(D2) U {(x1,y1),

(y2,2)} es fuertemente coneza.

Demostracion. Sean u, v € V(D). Veamos que existen un uv-camino y un
vu-camino en D.

Caso 1. Los vértices u y v estan en V(D).

Como D; es fuertemente conexa, sabemos que en D; existen un wuv-
camino, llamémosle P;, y un vu-camino, llamémosle P,. Como V(D;) C
V(D) y F(Dy) C F(D), se sigue que P, y P5 son caminos también en D.

Caso 2. Los vértices u y v estan en V(D).
Es similar al caso anterior.

Caso 3. El vértice u estd en V(D) y el vértice v esta en V(D).

Como u, x; € V(D) y D es fuerte, sabemos que existe algin uz;-camino
en Dq, llamémosle P;, que es también un camino en D y como v, y; € V(Ds)
y Dy es fuerte, existe algin y,v-camino, nombrémosle P, en Dy y por lo
tanto en D.

Entonces P = P, U (x1,41) U Py es un uv-camino en D.

Similarmente, existen un rou-camino, nombrémosle Ps, y un vys-camino,

llamémosle Py, en D. De donde, P = P, U (y2,x5) U P3 es un vu-camino en
D.

De los tres casos podemos concluir que D es fuertemente conexa. O

Proposicién 22. (Camion [7]) Si D es una digrifica semicompleta y fuerte-
mente conexa entonces es hamiltoniana.

Demostracion. Sea D una digrafica como en la hipotesis. Supongamos que
el orden de D es un nimero p mayor o igual que 2, ya que si el orden de D
es uno, la digrafica es trivial y por tanto no tiene ciclos hamiltonianos.

Notemos que en D hay al menos un ciclo, ya que para dos vértices distintos
xy y en V(D) se tiene que, como D es fuertemente conexa, existen una
xy-trayectoria 1) y una yx-trayectoria T,. De donde, el camino cerrado
W =Ty, UT; contiene como subsucesion un ciclo de longitud mayor o igual
que 2.

Ahora, sea t = max{l(y) | v es un ciclo en D} y sea C = (xg, 1, ...,
x;_1, o) un ciclo en D tal que {(C) = t. Entonces t = p.

Supongamos por contradiccion que t < p.
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Como t < p hay al menos un vértice w en el conjunto V(D) \ V(C).
Ademas, como D es semicompleta, w es adyacente a todos los vértices de C.

Caso 1. Existen una wC-flecha y una Cw-flecha en F(D).

Como hay una Cw-flecha se tiene que (x,,w) € F(D) para algin r,
0 <r <t—1. Tomemos s = min{i | (w,z,4;) € F(D), ¢ > 0} donde
r 4+ ¢ moédulo ¢, asi tanto (z,4s-1,w) como (w,z,+s) son flechas en D y
C" = (Tpys—1, W)U (W, Tpys) U (Tpys, C, Tpys-1) s un ciclo en D cuya longitud
es [(C') = t + 1 que es estrictamente mayor que la de C, lo cual es una
contradiccion.

Caso 2. No existen wC-flechas.

Entonces (x;,w) € F(D) para todo i, 0 <i <t —1y como D es fuerte-
mente conexa existe una wxg-trayectoria T, donde 7' = (w = v, vy, ...,
vy, = Zp). Sea s = min{j | v; € V(C)}, observemos que vy, vy, ..., Vs_1 son
vértices en el conjunto V(D)\V(C) y que vs = x, paraalginr, 0 <r < ¢t—1.
Ademas, el par (z,_1,w) = (,-1,v0) ¥ (vs_1,vs) = (vs_1, ) son flechas de
D.

Por lo tanto C" = (z,_1,v9) U (vo, T, vs-1) U (vs—1, ;) U (2, C, x,_1) €8
un ciclo en D cuya longitud es mayor que la de C', lo cual es imposible.

Caso 3. No existen C'w-flechas.

Anélogamente, se tiene que (w,z;) € F(D) para todo i, 0 < i <t —1
y como D es fuertemente conexa existe una ugw-trayectoria 17" = (xy = uo,

U, ..., U, = w). Sea b = max{j | u; € V(C)}, asi se sigue que up41,
Up+2, - .-, Uy sON Vértices en el conjunto V(D) \ V(C) y que u, = x, para
algin a, 0 < a < t — 1. Ademas, tenemos que (w,Zq11) = (Un,Tar1) ¥

(up, upt1) = (x4, ups1) son flechas de D.
Por lo tanto C" = (up, Ta11) U (Tat1, C, Ta) U (e, upr1) U (upyr, T, wp)
es un ciclo en D cuya longitud es mayor que la de C, lo cual es imposible.

De lo anterior tenemos que si un ciclo es de longitud maxima en D en-
tonces es un ciclo hamiltoniano. Ademaés dichos ciclos siempre existen pues
la digrafica es finita y ya vimos que siempre tiene al menos un ciclo. Podemos
concluir asi que D es hamiltoniana.

O

Teorema 22.1. (Gutin [12], Haiggkvist y Manoussakis [6]) Si D es una di-
grdfica bipartita semicompleta fuertemente conexa y que posee un factor de
dos ciclos, entonces D es hamiltoniana.
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Ti—2  Ty—1 Ty x4+ 1

Cl cos —>0——>0-- >@———>0—>

> HOA‘%

Yom—-1 Yo Y1 Y2 Ys

C2 9./;>O

Figura 2.1: Un ciclo que recorre los vértices de C; y Cs.

Demostracion. Sea D una digrafica como en la hipdtesis y sean C; = (zg,
T1, To, ..y Top_1, To) ¥ Co = (Yo, Y1, Y2, -+, Yam—1, To) los ciclos de un
factor, estos tienen longitud par pues D es bipartita. Llamemos Vi y V5 a
los conjuntos de la biparticion.

Notemos que como Cj y Cy forman un factor, se tiene que V(Ci) U
V(Cy) = V(D). Entonces para ver si D es hamiltoniana, buscamos un ciclo
C tal que V(C) = V(Cy) UV (Cy) y recordemos que, al ser D fuertemente
conexa, existen una CCs-flecha y una CyC'-flecha.

Caso 1. Existe x € V(C}) tal que para todo y € V(Cy), (y,z) ¢ F(D).

Supongamos sin perder generalidad que z( es un vértice al que no llegan
flechas desde (5. Dado que existe alguna CyC;-flecha, podemos encontrar
un z; € V(C) tal que existe Cyx;-flecha.

Sea t = min{i | existe una Coz;-flecha en F(D), 1 <i < 2n —1}. Por ser
D bipartita, cualesquiera dos vértices adyacentes pertenecen a distintos ele-
mentos de la particién. Supongamos sin perder generalidad que x; € Vi, por
lo tanto z;_; € V5. Ademas, por ser D bipartita semicompleta, cualesquiera
dos vértices en distintos elementos de la particiéon son adyacentes, en parti-
cular z;_1 lo es a todos los vértices de Cy que estan en V. Por la eleccion
de t, sabemos que existe y € V(Cy) tal que (y,z;) € F(D), supongamos sin
pérdida de generalidad que (yo, z¢) € F(D) y por lo tanto yy € V2. Dado que
Yo vV y1 son adyacentes, y; € Vi, y como x;_1 es adyacente a todos lo vértices
de C5 que estan en Vi, lo es a y;. Pero, por la manera en que elegimos ¢, se
tiene que (y1,x1—1) ¢ F (D), asi (z;-1,y1) € F(D).

Por lo tanto C' = (yo, x;) U (x4, C1, 24—1) U (24-1,91) U (y1, Ca, yo), €s un
ciclo tal que V(C) = V(C}) U V(Cy). Entonces V(C) = V(D). Véase la
figura 2.1.

Caso 2. Existe x € V(CY) tal que para todo y € V(C5) no existe (z,y) €
F(D).
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Ts—1 T Ts41 Ts42

Ol cee —>@0——>0 >@—>0—>
Ax.

02 ees —>0 > 4>04>.4‘.'>'O—>

Yom—1 Yo hn Y2 Y3

Figura 2.2: Un ciclo que recorre los vértices de C; y (5.

Supongamos sin perder generalidad que x5, 1 es un vértice del que no
salen flechas hacia Cy. Dado que existe alguna CCs-flecha, podemos encon-
trar un x; € V(C}) tal que existe una z;Cs-flecha.

Sea s = méax{i | existe una x;Cy-flecha en F(D), 0 < ¢ < 2n — 2}.
Tenemos entonces que existe y € V(Cs) tal que (xg,y) € F(D). Supongamos
sin perder generalidad que (zs,y0) € F(D) y que zs € V5. Como Zsi1 ¥ %o
son adyacentes a xg, se sigue que xsy1 y 4o pertenecen a Vi. De donde, x4,
es adyacente a todos los vértices de Cy que estan en V5, en particular, lo es a
Yom—1, pues éste pertenece a V5 al ser vecino de yy. Pero, por la eleccion de
s, tenemos que (Tsy1,Yom—1) ¢ F (D), de donde (y2m—1,7s11) € F(D).

Por lo tanto C' = (s, o) U (Yo, Ca, Y2m—1) U (Yom—1, Ts+1) U (Ts41, C1, T5),
es un ciclo con V(C) = V(Cy) U V(Cy). Entonces V(C) = V(D). Véase la
figura 2.2.

Caso 3. Para todo x € V(C}) existen una xCs-flecha y una Cyz-flecha.

Si hubiera algin y € V/(C3) tal que para todo = € V(C}) no existe
(x,y) € F(D) o bien, algin y € V(Cy) tal que para todo x € V(C}) no
existe (y,z) € F(D) la construcciéon de un ciclo que incluya a todos los
vértices de D es analoga a la que se hizo en los casos 1 y 2, respectivamente.
Entonces podemos suponer que para todo y € V(C3) también existen una
yCi-flecha y una Cyy-flecha.

Supongamos sin perder generalidad que n > m.

Caso 3.1. Existe un par bueno de flechas.

Por lo tanto existen vértices z; € V(Cy) y y; € V(Cy) tales que (z;,y;) €
F(D) y (yj-1,%i11) € F(D), ast C' = (i, ;) U (95, Co, yj-1) U (Yj-1, Tiy1) U
(zi+1, C1, x;) es un ciclo en D tal que V(C) = V(C;) U V(Cy). Entonces
V(C) = V(D). Véase la figura 2.3.

Caso 3.2. No existen pares buenos de flechas.
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Ti—1 Z; Tit1 Tit2

Ol —>O0— > >0————>0——>

02 fes <—@<—O< <~ O<—— - - -
Yj+1 Yj Yi—1 Yj—2

Figura 2.3: Un ciclo construido por medio de un par bueno de flechas.

Observacion 1. Para cualquier niimero entero k, tenemos que existen alguna
i€{0,1,2,....,2n—1} yalguna j € {0, 1, 2, ..., 2m — 1} tales que k =i
moéd 2n y k = j méd2m. Asi que x = 2; y yr = Y-

Observacion 2. Si (x;,y;) € F(D) se tiene que x;1;, ¥ yj—n son adyacentes
para cualquier h entera, con i+h modulo 2n y j —h moédulo 2m. Supongamos
sin perder generalidad que z; € Vi, de ahi que x;_1, x;11 € V5, como x;_o es
adyacente a x; 1 y ;12 lo es a x;,1, se sigue que x;_o, x;15 € V;. Siguiendo
asi obtendremos que x;19r € Vi v Ziji0r_1 € Vo para cualquier £ entera.
Ademads y; también es adyacente a z;, entonces y; € V5. De aqui que y;_1,
yj+1 € V1. Por ser y;_o adyacente a y;_1 ¥ y;+2 adyacente a y;41 se tiene que
Yj—2, Yj+2 € Vo. De manera recursiva se ve que yj_or € Vo y Yj—2k—1) € V2
para todo entero k.

De lo anterior y del hecho de que D es bipartita semicompleta, podemos
afirmar que, para cualquier k entera, se tiene que cada w;,0. es adyacente
a todo y;_o; pues estan en distintos elementos de la particién y que cada
Tiyop—1 €s adyacente a todo y;_(ax—1) por la misma razon. Por lo tanto, para
cualquier h entera, como h = 2k o h = 2k — 1 para algun entero k, tenemos
que Ty ¥ Yj—n con adyacentes.

Observacion 3. Nétese que i+mem(2n,2m) = i mod 2n y j+mem(2n, 2m) =
j méd 2m. Asi que, cuando hablamos de las flechas (244, Yj—n) ¥ (Yj+hn, Tizn),
consideramos que 0 < h < mecm(2n,2m), pues para k un nimero entero
tenemos, por el algoritmo de la divisién, que existen h € {0, 1, 2, ...,
mem(2n,2m) — 1} y r un entero tales que k = r mem(2n,2m) + h de donde
i+k=i+rmem(2n,2m)+h=i+hméd2ny j—k = j— (rmem(2n,2m)+
h) =i — h mbd2m.

Observacion 4. Como no hay pares buenos de flechas, si (z;,y;) € F(D)
entonces (Zin,Yj—n) € F(D) para cualquier 1 < h < mem(2n,2m), donde
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1+ h médulo 2n y 5 — h médulo 2m.

Supongamos por contradiccién que existe algin A € {1, 2, ...,
mem(2n,2m) — 1} tal que (xi1n,y;—n) ¢ F(D), tomando ¢ = min{h |
(Titn,yj—n) ¢ F(D), 1 < h < mem(2n,2m)} se tiene, por la elecciéon de
t que (Tip-1),Yj—@-1)) € F(D) y (@iye,yj—¢) ¢ F(D) pero, por la obser-
vacién 2, tenemos que (yj_s, Titr) € F(D) pues z;44 y y;—¢ son adyacentes.
Entonces (it (t-1), ¥j—(t-1)) ¥ (Yj—t, Tit+) €s un par bueno de flechas, lo cual
es una contradiccién con nuestra hipétesis. Por lo tanto (z;4n,yj—n) € F(D)
para cualquier 1 < h < mem(2n,2m), i + h médulo 2n y j — h médulo 2m.
Véase la figura 2.4.

Li—2 Ti-1 Z; Tit1 Li+2

C;, - —>e—50

o——— - - -

Ch 5 . 5 ¢ g

Yj42 Yj+1 Yj Yj—1 Yj—2

Figura 2.4: No hay pares buenos de flechas.

Observacion 5. Como no hay pares buenos de flechas, si (y;,z;) € F(D)
entonces (Y;tn, Ti—p) € F(D) para cualquier 1 < h < mem(2n,2m), donde
i + h médulo 2n y 5 — h moédulo 2m.

Supongamos por contradiccién que existe algin A € {1, 2, ...,
mem(2n,2m) — 1} tal que (yjqn,zion) ¢ F(D) y sea s = min{h |
(Yjtn, xien) ¢ F(D), 1 < h < mem(2n,2m)} se tiene, por la eleccion de
s que (Yji(s—1): Tim(s—1)) € F(D) ¥ (Yjts, Ti—s) ¢ F(D) pero, por la obser-
vaciéon 2, podemos asegurar que z;—s y Y;+s son adyacentes, por lo tanto
(wi—s,Yj4s) € F(D). Entonces (yjt(s—1), Ti—(s—1)) ¥ (Ti—s,Yj4s) €5 Un par
bueno de flechas, lo cual es una contradiccion con nuestra hipdtesis. Por
lo tanto (yj4n, xi—p) € F(D) para cualquier 1 < h < mem(2n,2m), i + h
modulo 2n y 7 — h modulo 2m.

Notemos que la observaciéon 4 nos asegura la existencia de flechas a la
derecha de (z;,y;), mientras que la observacién 5 lo hace para flechas a la
izquierda de (y;,x;), sin embargo es indiferente afirmar que hay flechas a la
derecha de (y;,z;) por la siguiente propiedad: Si ¢ = mem(2n,2m), como
j+gq—h=j—hméd2nei—(¢—h) =i+ h méd2m, yjrq-n = Yj—n ¥
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Ti—(g—h) = Titn Para cualquier 0 < h < mem(2n,2m), entonces si (y;, ;) €
F(D) se tiene que (y;_p, Ti+n) € F(D) para cualquier 1 < h < mem(2n,2m).
Véase la figura 2.5.

Ti—2 Ti—1 Z; Ti+1 Li+2
cer —>@0——>0 L ] o> - .-
Cy A X A X A

CQ c. o PY o PY S
Yj+2 Yj+1 Yj Yj—1 Yj—2

Figura 2.5: No hay pares buenos de flechas.

Continuemos con la prueba.

Por hipétesis tenemos que, para cualquier x € V(C}), existen una xCs-
flecha y una Cyz-flecha. En particular esto ocurre para xy, supongamos sin
perder generalidad que (yo—1, 7o) € F(D), entonces z es adyacente a todos
los vértices en Cy con subindice impar y no lo es a los de subindice par.
Ademas, como hay alguna x,Cs-flecha, existe un 7, 1 < 7 < m — 1, tal que
(%0, y2j-1) € F(D).

Notemos que j no puede ser igual a m, porque si j = m, como (Yom—1, o) €
F(D), por la observacion 5, (yam—2,21) € F(D) y ésta con (xg,y2j—1) =
(20, Yom—1) forman un par bueno de flechas, lo cual es imposible para este
caso.

Sea t = max{j | (xo,¥y2j—1) € F(D), 1 < j < m — 1} se tiene entonces
que, por la eleccién de t, (zo,yxu—1) € F(D) vy (xo, You+1)-1) ¢ F (D), pero
como x es adyacente a todos los vértices en Cy con subindice impar, lo es a
Ya(e+1)-1, de donde (ya(11)-1, 7o) € F(D).

Dado que (zg,y2—1) € F(D), por la observacién 4, tenemos que
(Th,Y2u—1-n) € F(D) para todo 1 < h < mem(2n,2m) y, como
(Y2(t4+1)-1, To) € F(D), por la observacién 5, se tiene que (Ya(t+1)—1-h, Th) €
F(D) para todo 1 < h < mem(2n,2m), por comodidad escribamos
(Y2(t+1)—1-h> Tn) = (Y2t—(h—1), Tp). Véase la figura 2.6.

Entonces C' = (xo, Yat—1, Yot, L1, T2, Y2t—3, Y2t—2, L3, - - -, L2m—2, Y2t—2m+1,
Yot—om+25 Tam—1) U (Tam—1, C1, Zo).

Donde yo¢_om_n = yor_p para cualquier h entera, pues 2t — 2m — h =
2t — h m6d 2m. De aqui que C' = (350, Yot—1, Yo2t, T1, T2, Y2¢—-3, Y2t—2, T3,



2.1. Resultados previos y auxiliares 13

Lon—2 Ton—1 Zo T T2
. PY o) o
& e =0 > >
02 s < O? A0< o = AO<
Yat+2 Yot+1 Yot Yat—1 Yot—2

Figura 2.6: Las flechas obligatorias si (2o, ¥2—1) ¥ (Y2(t+1)-1, Zo) son flechas
en D.

vy Tom—2, Yori1, Your2, Tom—1) U (Tam—1, C1, o) es un ciclo en D tal que
V(C) =V (Cy)UV(Cy). Entonces V(C) = V(D). Véase la figura 2.7.

Lon—2 Ton—1 Zo T X2 xs
Cl ... — >0 >0—— >0 >0—— >0 >~0—>
02 e < O<————"—0< O<———0< O<—0<
Yat+2 Y2t+1 Yot Yat—1 Yat—2 Yat—3

Figura 2.7: Un ciclo cuando no hay pares buenos de flechas.

De todos los casos podemos concluir que existe un ciclo hamiltoniano en
D, como se queria demostrar. ]

A continuacion probaremos una propiedad de la digrafica reciproca de
una suma que nos sera de utilidad mas adelante.

Proposicion 23. Sean D, y D, dos digrdficas. Si D € Dy @& Dy entonces
D= e Dy &D,.

Demostracion. Sea D un elemento en D@ Dy v sea D~ la digrafica reciproca
de D. Entonces tenemos por un lado que V(D) = V(D) U V(D3) y por
otro que V(D) = V(D~), de donde V(D~) = V(D;) UV(D;). Ademas se
tiene que V(D; ) = V(D;) para i = 1,2 y de aqui se sigue que V(D~) =
V(Dy)uV(Dy).

Ahora consideremos la subdigrafica D~ [V (D; )] y mostremos que es Dy .
Ambas tienen el mismo conjunto de vértices, entonces basta ver que tienen
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el mismo conjunto de flechas. Sea (u,v) € D~[V (D7 )] esto ocurre si y sélo
si (u,v) es una flecha en D~ que tiene ambos extremos en V (D7), lo cual es
cierto si y solamente si (v, u) es una flecha en D con ambos extremos en V(D)
y esto ultimo si y sélo si (u,v) € F(D7). Por lo tanto D~[V(D7)] = Dy .
De manera andloga se prueba que D[V (D3 )] = D5 .

Para terminar veamos que entre cualesquiera dos vértices uno en v y otro
en V(D) existe exactamente una flecha. Sean u € V(D7) y v € V(Dy),
estos vértices seran adyacentes en D~ si los son en D por la definicién de D~
Como sabemos que V(D;) = V(D;) para i = 1,2 se tiene que u € V(D;) y
v € V(Ds) y dado que D € Dy & Dy se sigue que u y v son adjacentes y que
entre ellos existe exactamente una flecha en D, asi concluimos que entre u y
v existe eactamente una flecha en D~.

Por lo tanto D~ € Dy & D5, como se queria demostrar. O]

2.2 Resultados principales

Proposicién 24. Sea C' un ciclo de longitud n y sean Dy, Do, ..., D, digrd-
ficas que tienen una trayectoria hamiltoniana, entonces C[Dy, Do, ...,D,]
posee un ciclo hamiltoniano.

Demostracion. Como C' es un ciclo de longitud n se puede ver como C' = (y;,

Y2, -+, Yn, y1). Consideremos la digrafica D = C[Dy, Ds, ...,D,] en la que
asociamos y; con D; para cada i, 1 < i < n. Sean T} = (xq,, T1,, T2y, -- -,
T, )y To = (Toy, T1yy Toyy oovy Thy)y ---y In = (x0,, T1,, Ta,, -+, Tg,) las
trayectorias hamiltonianas de Dy, Ds, ..., D,, respectivamente.

En D tenemos que desde cada vértice de D; salen flechas a todos los
vértices de D;yq pues (y;,yir1) € F(C), para i = 1,2,...,n, donde D, 1 =
Dy, de aqui que (x,,%,,,) € F(D) para cada ¢ = 1,2,...,n. Entonces
C" = (Toy, T1yy -+ Thyy T0gy Llgy « -5 Thyy T0gs Tlgs - -y Thy 1y LOps L1y - -
Tk, , To,) es un ciclo en D tal que V(C') = V(D) UV (D) U---U V(D).

Como V(Dy)UV(Dy)U---UV(D,) = V(D) se tiene que V(C") = V (D),
por lo tanto C” es hamiltoniano. O]

A continuaciéon probaremos algunas propiedades de la suma generalizada
de digraficas que nos permitiran definir una suma de mas de dos digraficas.

Lema 24.1. Sean Dy, D, y D3 tres digraficas mutuamente ajenas. Si D' €
Do®DsyD e D ®D', entonces D € Dy@® D" y D € D3& D" para algunas
digrdficas D" € Dy & D3 y D" € Dy & Ds.
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Demostracion. Sean D' € Dy @ D3y D € Dy & D’. Por definicién, tenemos
que V(D'") = V(Dy) UV (D3) y que V(D) = V(D;) UV(D"), por lo tanto
V(D) =V (D) UV (Dy) UV(D3).

Consideremos primero la subdigrafica de D, D" = D[V (Dy) U V(Ds)],
y veamos que es una suma generalizada de D; y Dj3. Sabemos que D; y
D3 son ajenas en vértices y que V(D") = V(D) U V(D3). Veamos que las
subdigraficas inducidas por los conjuntos V(D;) y V(D3) en D” son D y
Ds, respectivamente. Sean D' = D"[V(D,)] y D? = D"[V(Ds)], asi se tiene
que V(D') = V(D) y que V(D?) = V(Ds), ahora veamos que sus conjuntos
de flechas son iguales.

Puesto que D € D; & D’ y que todas las flechas de D que tienen ambos
extremos en el conjunto V(D) son flechas de Dy, tenemos que f € F(D;) si
y s6lo si f € F(D) y f tiene ambos extremos en el conjunto V(D;), y esto
ocurre si y solamente si f € F(D'). De donde F/(D') = F(Dy). Por lo tanto
D' = D;.

Ahora, como D' € Dy @® Dj se tiene que f € F(D3) siy sélosi f € F(D')
y ambos extremos de f son vértices de D3, dado que D € D & D’ se sigue
que f € F(D') si y solamente si f € F(D) y los dos extremos de f son
vértices de D', de donde f € F(Ds) siy solamente si f € F(D)y f incide en
dos vértices de Dj3, lo ultimo ocurre si y sélo si f € F(D?). De aqui tenemos
que F(D?3) = F(Dj3). Por lo tanto D? = Ds.

Tomemos un vértice en V(D;) y uno en V(D3) y probemos que entre
ellos existe una tnica flecha en D”. Sean uw € V(D) y v € V(Dj3), por
definicién de D" se tiene que u y v seran adyacentes en D” si lo son en D,
como v € V(D3) y V(D3) C V(D'), se sigue que v € V(D'), y como D es
una suma generalizada de D; y D', existe exactamente una flecha entre u y
v en D, entonces en D” hay una tnica flecha entre u y v. De todo lo anterior
tenemos que D" € D; & Ds.

Falta ver que D es una suma generalizada de Dy y D”. Son ajenas en
vértices pues Dy, Dy y D3 lo son por pares y V(D") = V(Dy) U V(Ds).
Como V(D) = V(D;)UV(D9) UV (Ds) se tiene que V(D) = V(Do) UV (D").
Sabemos que D" es la subdigrafica de D inducida por su conjunto de vértices,
demostremos que la subdigréfica inducida por el conjunto V(Ds) en D es Ds.
Sea D? = D[V (Dy)], de donde V(D?) = V(D,). Puesto que D' € Dy® D3 se
tiene que f € F(Ds) siy sblosi f € F(D') y ambos extremos de f pertenecen
al conjunto V (D), dado que D € D; & D' se tiene que f € F(D') siy
solamente si f € F(D) y f incide en dos vétices de D’ entonces f € F(Ds)
si y solamente si f € F(D) y los extremos de f son vértices de Dy, lo anterior
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ocurre si y sélo si f € F(D?). Asi, F(D?) = F(D,) y por lo tanto D?* = D,.

Veamos que entre cualesquiera dos vértices, uno en V(Dy) y otro en V(D")
existe exactamente una flecha en D. Sean u € V(Dy) y v € V(D"), dado
que V(D") = V(Dy) UV (Ds) se tienen dos casos, uno cuando v € V(Dy) y
otro cuando v € V(Ds).

Caso 1. El vértice v estd en V(Dy).

Como u € V(Dy) y V(D2) C V(D') tenemos que u € V(D) y dado
que D es una suma generalizada de Dy y D’ se sigue que entre u y v hay
exactamente una flecha en D.

Caso 2. El vértice v esta en V(Ds).

Como D es una suma generalizada de Dy y D', tenemos que D’ es la
subdigrafica inducida por V(D’) en D, lo cual nos asegura que todas las
flechas de D entre dos vértices del conjunto V' (D') son flechas de D’. Ahora,
como D' es una suma generalizada de Dy y D3, u € V(Dy) y v € V(D3)
podemos afirmar que entre u y v existe una tnica flecha en D’ y de aqui se
sigue que entre u y v hay exactamente una flecha en D.

Lo anterior garantiza que entre cualesquiera dos vértices, uno en V' (Ds)
y otro en V(D"), existe exactamente una flecha en D.
Por lo tanto D € Dy & D", como se queria demostrar.

Anélogamente se puede demostrar que D es una suma generalizada de
D3 y una digrafica D" € Dy @& Dy, tomando la subdigrafica de D, D" =
D[V (Dy) UV (D5)]. O

El lema 24.1 nos proporciona condiciones para hablar de sumas generali-
zadas de mas de dos digréficas, pues nos dice que podemos llegar a la misma
digrafica sumando por pares tres digraficas. Si fuesen mas de tres digraficas
el analisis seria similar, lo cual nos conduce a la siguiente definicion.

Definicién 25. Sean Dy, Do, ..., D, digraficas ajenas en vértices dos a dos.
Si una digrafica D es tal que:

o V(D)=V(D)UV(Dy)U---UV(D,),

e la subdigréfica inducida por el conjunto V(D;) en D es D; para cada
i,1<i<n,y

e entre cualesquiera dos vértices, uno en V(D;) y otro en V(D,), donde
1 # j, existe exactamente una flecha en D
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entonces diremos que D es una suma generalizada de Dy, Ds, ..., D,.
Llamaremos flechas interiores a los elementos del conjunto F'(D;)UF(Dg)U
-+ U F(D,) y flechas exteriores a los de F(D)\ (F(Dy)U F(Dy)U---U
F(Dy)).

Al conjunto de todas las digraficas que son una suma generalizada de D,
Dy, ..., D, lo llamaremos la suma generalizada, o simplemente la suma, de
Dy, Dy, ..., D,y lo denotaremos por D1 & Dy & --- @D D,,.

A continuacién veremos tres propiedades de la suma generalizada de di-
graficas que garantizan que esta bien definida.

Lema 25.1. Sean Dy, D», ..., D, digrificas mutuamente ajenas y sea D €
Dy ® Dy & ---® D,. Para cualquier subconjunto {D;,, D;,, ..., D; } del
conjunto {Dy, Ds, ..., D,} que tenga al menos dos elementos, la subdigrifica

de D inducida por el conjunto V(D) UV (D;,)U---UV(D;, ) pertenece a la
suma D;, ©@ D;, ©---® D, .

Demostracion. Sea {D;,, D;,, ..., D; } un subconjunto de {D;, D, ...,
D,} donde k > 2 y sea D' = D[V(D;,) UV (Dy,)U---UV(D;,)]. Veamos
que D" estaen D;, ® D;, &--- @ D;,.

Sabemos que D;,, D;,, ..., D; son ajenas en vértices dos a dos, ya
que Dy, Dy, ..., D, lo son. Por la definicién de D’ se tiene que V(D') =
V(D;,) UV (Dy,)U---UV(D;,).

Probemos que la subdigrafica de D’ inducida por el conjunto V(D) es
D;, para cada j, donde 1 < j < k. Sea D% = D'[V(D;,)], asi tenemos
que V(D%) = V(D;,). Mostremos que sus conjuntos de flechas son iguales,
como D € D& Dy & --- & D, dada una flecha f se tiene en particular que
f € F(Dy;) siy solamente si f € F'(D) y sus extremos son vértices de D;,
esto 1ltimo ocurre si y sélo si f € F(D%), de aqui que F(D%) = F(D;).
Entonces D% = Dij para cada j, 1 < 5 < k.

Ahora, tomemos v € V(D;,) y v € V(D;,), donde i; # 5, veamos que
existe exactamente una flecha entre ellos en D’. Como D’ es una subdigrafica
inducida de D, todas las flechas de D entre los vértices del conjunto V(D')
son flechas de D', por ello basta demostrar que en D existe exactamente una
flecha entre u y v. Puesto que D es una suma generalizada de Dy, Do, ...,
D,,, tenemos que como u € V(D;,), v € V(D;,) e i; # iy, entonces en D
existe exactamente una flecha entre ellos.

De lo anterior se sigue que D’ es una suma generalizada de D;,, D;,, ...,

D;, , es decir D' € D;, & D;, & --- ® D;,, como se queria demostrar. ]

() ()
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Proposiciéon 26. Sean Dy, D-, ..., D, digrificas mutuamente ajenas y sea
DeD &Dy®---®D,. Silos conjuntos By = {D;,, Di,, ..., D; } y
By = {Dj,, Dj,, ..., D, } forman una particion del conjunto {Di, Dy,

..., Dp}, entonces D estd en la suma D[V (D; ) UV (Dy,)U---UV(D; )] &
D @D, @---®Dj, .

Demostracion. Sean By = {D;,, Di,, ..., Dy} y Bs = {Dj,, Dj,, ...,
Dj(nfk)} dos conjuntos que forman una particién del conjunto {Dy, Ds, ...,
D,} ysea D' = D[V (D;,)UV(D;,)U---UV(D;,)]. Dado que By y B, forman
una particién de {D1, Do, ..., D,}, se sigue que D', D;,, D,,, ..., D;
son ajenas en vértices dos a dos.

Si la cardinalidad de Bj es uno, entonces By = {D;, } v por tanto D' =
D[V (D;,)] = D;,, vy si la cardinalidad de B; es mayor o igual que dos, por
el lema 25.1 se tiene que D’ es un elemento en D;, & D;, & --- & D;,. En
cualquier caso, se tiene que V(D') = V(D;,) UV (D;,) U---UV(D;,) y que
D’ es la subdigrafica de D inducida por su conjunto de vértices. Ademaés,
como D € Dy & Dy & --- & D, se tiene que D[V (D;,)] = D;, para cada h,
1<h<n-—k.

Sabemos que entre cualesquiera dos vértices, uno en V(D;,) y otro en
V(Dj,), donde jj, # ji, existe exactamente una flecha en D, entonces basta
con ver que entre cualesquiera dos vértices, uno en V(D) y otro en V(D;, ),
existe exactamente una flecha en D para cada h, 1 < h <n — k. Sean u un
vértice de D' y v un vértice de Dj, , como V(D') = V(D;,) UV (D;,) U--- U
V(D;, ) tenemos que u € V(D;,) algin r, donde 1 < r < k. Por lo tanto en D
existe exactamente una flecha entre u y v puesto que pertenecen a distintos
sumandos.

De lo anterior se tiene que D € D' & D, @ Dj, & --- @& D;_ _,, como se
queria demostrar. O

(n—k)

La proposicion 26 nos da una generalizacién del lema 24.1.

Corolario 26.1. Sean Dy, D», ..., D, digrificas mutuamente ajenas y sea
DeD &Dy®---®D,. Silos conjuntos By = {D;,, Di,, ..., D; } y
By = {Dj,, Dj,, ..., Dj,_,,} forman una particion del conjunto {Di, Ds,

..., Dp}, entonces D estd en la suma D[V (D;,) UV (Dy,)U---UV(D; )] &
D[V(Dh) U V(Djz) u---uU V(Dj(nfk))]'

Demostracion. Sean By = {D;,, Di,, ..., Dy} y Bs = {Dj,, Dj,, ...,
Dj(nfk)} dos conjuntos que forman una particién del conjunto {Dy, Ds, ...,
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D,} ysea D' = D[V (D;,)U ( i) U---UV (D, )], dado que By y By forman
una particién de {Dy, Do, ..., D,}, se sigue que D € D'@ D; @ D;, ®--- @
D;, . por la proposicion 26

Ahora, las digraficas D', D;,, D;,, ..., Dj, ., son ajenas en vértices dos
a dos y los conjuntos By = {D'} y By = {Dj,, Dj,, ..., Dj,_,,} forman
una particion del conjunto {D', Dj,, Dj,, ..., Dj, _, }, de donde, por la
proposicién 26, se tiene que D € D’ @ D" como se queria demostrar. ]

Teorema 26.1. Sean D, y Dy dos digrdficas hamiltonianas. Si D € D@ Do
y D es fuertemente conexa entonces D es hamiltoniana.

Demostracion. Sea D € Dy @ Dy tal que D es fuertemente conexa. Como
Dy y D5 son dos digréficas hamiltonianas existen dos ciclos C; = (g, =1, T,
s Tn1, 20) Y Co = (Yo, Y1, Y2, - -+, Ym—1, Yo) €n D1 y Do, respectivamente,
tales que V(Cy) = V(Dy) y V(Cy) = V(Da).
Ademas, como D es fuertemente conexa existen alguna C)Cs-flecha y
alguna CyC'-flecha.

Caso 1. Existe algun z; € V(C4) tal que no existe ninguna Cyz;-flecha.

Supongamos sin perder generalidad que no existe ninguna Chz-flecha,
es decir, (y;,x0) ¢ F(D) para todo 0 < j < m — 1. Como D es la suma
generalizada de Dy y Dy, cualquier vértice de Dy, que son los mismos que los
de (1, es adyacente a todos los de D, que son los mismos que los de Cs, y
viceversa. En particular se tiene que x( es adyacente todos los vértices de Dy
y como (y;, o) ¢ F (D) paratodo 0 < j < m—1, se sigue que (z,y;) € F(D)
para todo 0 < 7 <m — 1.

Dado que existe alguna CyC-flecha, podemos encontrar algin x; € V(C})
tal que existe una Csx;-flecha.

Sea t = min{i | existe una Cyx;-flecha en F(D), 1 <i <n —1}. Supon-
gamos sin perder generalidad que (yo,x;) € F (D). Por la eleccion de t se
tiene que (x;_1,91) € F(D), asi el camino C' = (yo, ;) U(x¢, C, x4—1)U (241,
Y1) U (y1, Ca, yo) es un ciclo en D tal que V(C) = V(D). Véase la figura 2.8.

Caso 2. Existe algun z; € V(C) tal que no existe ninguna z;Cy-flecha.

Supongamos sin perder generalidad que no existe ninguna z,_;Cs-flecha,
pero como habiamos senalado, cada vértice en ' es adyacente a todos los
vértices de Cy, de donde (y;,z,—1) € F(D) para cada 1 <j <m — 1.

Dado que existe al menos una C;Cs-flecha, podemos elegir s = max{i |
existe una x;Cy-flecha, 0 < ¢ < n—2}, supongamos sin pérdida de generalidad
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Figura 2.8: Un ciclo que recorre los vértices de C; y Cs.

Ts—1 T Ts41 Ts42
*>.—>¢'/;X§—>o*>
—e >}‘4>04>04>0—>
Yam—1 Yo Y1 Y2 Ys

Figura 2.9: Un ciclo que recorre los vértices de C; y Cs.

que (zs,y0) € F(D), por la eleccién de s, sabemos que (Y,—1,Zs41) € F(D)
entonces el camino C' = (xg, ¥o) U (Y0, C2, Ym-1) U Um—1, Ts11) U (2541, C1,
zs) es un ciclo en D tal que V(C) = V(D). Véase la figura 2.9.

Caso 3. Para cada x; € V(C) existen una x;Cy-flecha y una Coz;-flecha.

Caso 3.1. Existe un y; € V(C3) tal que no existe ninguna C;y;-flecha.
La prueba es andloga a la del caso 1.

Caso 3.2. Existe un y; € V(C3) tal que no existe ninguna y;C;-flecha.
La prueba es andloga a la del caso 2.

Caso 3.3. Para cada y; € V(C5) existen una y;C;-flecha y una Ciy;-

flecha.

Caso 3.3.1. Existe un par bueno de flechas.

Entonces existen un z; € V(Cy) y un y; € V(Cy) tales que (x;,y;) v
(yj—1,Tiy1) son flechas de D. De donde C' = (z;, y;) U (y;, C2, yj—1) U (yj-1,
Tit1) U (41, C1, x;) es un ciclo en D tal que V(C) = V(D). Véase la figura

2.10.

Caso 3.3.2. No existe ningtin par bueno de flechas.
Observacion 1. Como no hay pares buenos de flechas, si (z;,y;) € F(D)
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Ti—1 T; Tit1 Tit2
Cl ces ——>0——>0 ~————————>@——> - - -
02 ... <—Q<—}‘< o<— —@<—- - .-
Yi+1 Y Yj—1 Yj—2

Figura 2.10: Un ciclo construido a partir de un par bueno de flechas.

entonces (x;tpn,y;—n) € F(D) para cualquier 1 < h < mecm(n,m), donde
1+ h médulo n y 7 — h mdédulo m.

Supongamos por contradiccién que existe algun h € {1,2,..., mem(n, m)}
tal que (zi4n,yj—n) ¢ F(D), tomando ¢t = min{h | (zi4n,yj-n) ¢ F(D), 1 <
h < mcm(n,m)} se tiene, por la elecciéon de ¢ que (@41, Yj—@—1)) € F(D)
Y que (Tie,yj—) ¢ F(D).

Ahora, como z;1, € V(C1) y yj—+ € V(Cy) sabemos que ;44 y yj_¢ son ve-
cinos, entonces (y;_¢, Ti4+) € F'(D). Sin embargo, las flechas (24 —1), Yj—@—1))
V (Yj—t, Tiy¢) forman un par bueno, lo cual es imposible.

Por lo tanto (zi4h,y;—n) € F(D) para cualquier 1 < h < mem(n,m),
donde i + h médulo n y 7 — h médulo m. Véase la figura 2.11.

Ti—2 Ti1 Z; Tit1 Tit2
Cl e —>0——>0———————>0————————>0——————————>0———> . .-
Yj42 Yj+1 Yj Yj—1 Yj—2

Figura 2.11: No hay pares buenos de flechas.

Observacion 2. Como no hay pares buenos de flechas, si (y;,x;) € F(D) se
tiene que (Yjin,xi—n) € F(D) para cualquier 1 < h < mcm(n,m), donde
t — h médulo n y j + h moédulo m.

Supongamos por contradiccién que existe algun b € {1,2,..., mem(n, m)}
tal que (Yjin, Tiop) ¢ F(D) y sea s = min{h | (yjn, xi—n) ¢ F(D), 1 <h <
mcm(n,m)} se tiene, por la eleccion de s que (Yjq(s—1), Ti—(s—1)) € F(D) y
que (Yj+s, Tis) ¢ F(D).
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Como z;_s € V(C4) y yj+s € V(Cs) son vecinos, se sigue que (;_s, Yjts) €
F(D).

De donde, las flechas (z;—s,¥j4s) ¥ (Yj+(s—1), Ti—(s—1)) forman un par
bueno, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto (y;+n,xi—n) € F(D) para cualquier 1 < h < mem(n,m),
donde ¢ — h médulo n y j + h médulo m.

Notemos que la observacion 1 nos asegura la existencia de flechas a la
derecha de (x;,y;), mientras que la observacion 2 nos asegura la existencia
de flechas a la izquierda de (y;,;), sin embargo, por las propiedades de
modularidad de los enteros es indiferente afirmar que hay flechas a la derecha
de (y;, z;) como veremos ahora.

Si ¢ = mcm(n,m), se tiene que j+gq—h =j—hmédnei—(qg—h) =i+h
modm, de donde Y q—n = Yj—n ¥ Ti—(q—h) = Titn para cualquier 1 < h <
mcm(n, m), entonces si (y;,z;) € F(D) se tiene que (y;_p, Tirn) € F(D) para
cualquier 1 < h < mem(n, m). Véase la figura 2.12.

Ti—2 Ti—1 X Li41 Tit2

Cl . *)X—>.

A

P 0————0——> - -
A A A

02 e <O <—————————O<—————————O0<————————O<— . .

Yj+2 Yj+1 Yj Yj—1 Yj—2

Figura 2.12: No hay pares buenos de flechas.

Observacion 3. Si mem(n, m) = nm entonces existen pares buenos de flechas.

Supongamos por contradiccién que no existen pares buenos de flechas.
Como existe al menos una CCy-flecha, (x4, ys) € F(D) para algunos 1 <t <
n—1y1<s <m—1. Por la observacién 1, tenemos que (z;4n,yj—n) € F(D)
para cualquier 1 < h < mem(n,m) = nm, donde i — h médulo n y j+ h
modulo m, lo cual nos da un total de nm CCs-flechas distintas. Ademas
sabemos que entre cuaquier par de vértices, uno de C y otro de (s, existe
una y so6lo una flecha en D, por lo que el total de C'Cs-flechas y CyC-flechas
es exactamente nm. Asi, todas las flechas entre C y C5 son C7Cs-flechas. Lo
cual es una contradicciéon pues al ser D fuertemente conexa existe al menos
una CyC'-flecha.

Por lo tanto, si mem(n, m) = nm entonces existen pares buenos de flechas.
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Continuemos con la prueba. Supongamos sin pérdida de generalidad que
n > m. Por hipdtesis, para cada x; € V(C}) existen una z;Cs-flecha y una
Csx;-flecha. En particular para xg existen una xyCs-flecha y una Cyxg-flecha,
supongamos sin perder generalidad que (Ym-1,%0) € F(D) y sea t = max{j
| (yj,20) ¢ F(D), 1 < j < m — 2}, asi, por la eleccion de t, se sigue
que (yg, xo) & F(D) y (y441,20) € F(D). Pero como xg y y;, son vecinos,
necesariamente (xg,v;) € F(D).

Por la observacion 1 sabemos que (25, y:—1) € F(D) para cualquier 1 <
h < mcm(n,m), por la observacién 2 también sabemos que (Y;11-p,Tn) €
F (D) para cualquier 1 < h < mem(n, m) y por la observaciéon 3 se tiene que
mem(n, m) < nm. Véase la figura 2.13.

Tn—2 Tn—1 Zo T Ty
4 e >®  ,_>/0 >  /_>/0  /_>/0 > e
Cy e <ol i < o= o~

Ytt+2 Yi+1 Yt Yi—1 Yi—2

Figura 2.13: Flechas obligatorias si (xg,y:) y (Y441, o) son flechas en D.

Consideremos el ciclo C' = (xo, Y, T1, Yi—1, T2y Yt—2, -« -y Tm-2, Yt—mi2,
Tin—1s Yt—msl, Tm) U (Tm, C1, o), donde yy_min = yirn para cualquier h
entera pues t —m + h =t + h médm, de aqui que C' = (xq, ¥, T1, Yi—1, T2,
Yt-2y oy T2y Yi+2s L1, Yei1, Tm) U (T, C1, o) es un ciclo en D tal que
V(C) = V(D). Véase la figura 2.14.

Tm—2 Tm—1 T Tn—1 Zo x X2
Cl "'/>./>0/>0‘>~-‘>0—~—>0/0/>0 > e
02 e < << < o< < < </ )
Yt4-2 Yt+1 Ut Yt—1 Yt—2 Yt—3

Figura 2.14: Ciclo cuando no hay pares buenos de flechas.

De todos los casos podemos concluir que existe un ciclo hamiltoniano en
D, como se queria demostrar. O
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En el teorema 26.1 se demostré que si la suma generalizada de dos di-
graficas hamiltonianas es fuertemente conexa, entonces dicha suma es hamil-
toniana. Dicho teorema se puede generalizar para la suma de n digraficas
hamiltonianas, como veremos a continuacién.

Teorema 26.2. Sean Dy, D-, ..., D, digrdificas hamiltonianas mutuamente
ajenas. Si D € D1 ® Dy ®---@® D,, y D es fuertemente conexa entonces D
es hamiltoniana.

Demostracion. Probemos por induccion sobre n.

1) Caso base:

Sin = 2 el teorema 26.1 nos asegura la hamiltonicidad. Pues lo que se
tiene es una suma generalizada fuertemente conexa de dos digraficas hamil-
tonianas ajenas en vértices.

2) Hipétesis de induccion:

Supongamos que si Dy, Dy, ..., D; son digraficas hamiltonianas mutua-
mente ajenas entonces toda digrafica en la suma Dy @ Dy @ - - - & Dy, que sea
fuertemente conexa serd hamiltoniana, donde 2 < k < n.

3) Paso inductivo:

Sean Dy, Ds, ..., D, digraficas hamiltonianas y sea D en D1 ® Dy @®---®
D,, tal que D es fuertemente conexa. Veamos que D es hamiltoniana.

1_ (o1 1 o1 11 2 _ (2 .2 2 2 .2

Sean C' = (xg, 1, Ty, ..., Ty, 7g), C° = (xg, o1, 23, ..., TF,, TF), - - -,
C" = (a3, %, @5, ..., ), xf) los ciclos hamiltonianos de Dy, Dy, ..., Dy,
respectivamente. Notemos que C1, C?, ..., C™ son ciclos en D ajenos dos a
dos.

Caso 1. Existen dos ciclos C* y C?, donde i # j, tales que en D hay
alguna C'CY-flecha y alguna C7C'-flecha, que es lo mismo que tener una
D;Dj-flecha y alguna D,;D;-flecha.

Supongamos sin perder generalidad que en D existen una D,,_1 D,,-flecha y
una D,,D,,_;-flecha y consideremos la subdigrafica inducida D’ = D[V (D,,_;)U
V(D)) que pertenece a D,,_; & D,, por el lema 24.1, obsérvese que D,,_1 y D,
son hamiltonianas y que D’ es fuertemente conexa pues existen una D,,_1D,,-
flecha y una D,,D,,_;-flecha, de donde D’ es hamiltoniana.

Notemos que D € Di ® Dy @ --- ® D,_o & D’ por la proposicién 26.1
y que Dy, Dy, ..., D,_5, D" son n — 1 digraficas hamiltonianas, dado que
D es fuertemente conexa, por la hipotesis de induccion, se tiene que D es
hamiltoniana.

Caso 2. Para cualesquiera dos ciclos C* y C7, donde i # j, C* domina a
7 o C7 domina a C".
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Notemos que si para algunos i y j, donde i # j, hay una C*C’-flecha,
entonces para cualesquiera dos vértices u € V(C?) y v € V(C7) se tiene que
(u,v) € F(D) pues sabemos que estos dos vértices son adyacentes y que no
hay ninguna C’C"-flecha.

Para este caso tomaremos la siguiente notacién. Si C* domina a C? nom-
braremos f(i,7) a la flecha (zj,, }). Ademés llamaremos T" a la trayectoria
(xf, o, b, ..., x},) para cada i, 1 <7 < n.

Definamos una nueva digrafica G' con el conjunto de vértices {y1, ya, ...,
Yn} v cuyo conjunto de flechas cumple que (y;,y;) € F(G) si C* domina a
CY.

Observemos que G es semicompleta pues para cualesquiera dos vértices
y; y y;j sabemos que C* domina a €V o ¢V domina a C".

Probemos que G es fuertemente conexa. Sean y; y y; dos vértices en
V(G), veamos que existe un y,;y;-camino en G. Para ello tomemos u un
vértice en C* y v un vértice en €7, como D es fuertemente conexa existe

una wuv-trayectoria 7' en D, donde T' = (u = wug, Uy, ..., Uy = V) que es
una sucesién de vértices en los ciclos C, C?, ..., C™. Ahora, tomemos una
sucesion de ciclos Q = (C, C™, ..., C™) donde u; € V(C™) para cada

[,0<1<b comou=uyyu, =v se tiene que Ch = C* y O = (7,
En @ puede haber elementos consecutivos que sean iguales, pero si tomamos
Q = (C%, C9, ... (%) ]lasubsucesion de @) en la que tinicamente quitamos
las repeticiones que son consecutivas en (), lo que obtenemos es la sucesién
de ciclos de D que visita la trayectoria T' para llegar de v a v, que empieza
en C, termina en C7 y tal que C% domina a C9+! para todo [, 0 <[ < a—1.
De aqui que (yg,,Yg,,,) € F(G) paral, 0 <1 <a—1. Asi, P = (Y49, Yg1» - - - 5
Yg,) €S Un y;y;-camino en G. Intercambiando los papeles de y; y y; podemos
encontrar un y;y;-camino en G. Por lo tanto G es fuertemente conexa.

Dado que G es semicompleta y fuertemente conexa, tenemos por la proposi-
ciéon 27 que G es hamiltoniana. Entonces existe un ciclo v = (yjo, y;1, ...,
yjn-1, yp) en G tal que V(y) = V(G), este ciclo nos garantiza la existencia
de las flechas f(j°,7°™') en D.

Por lo tanto C' = T9° U f(;°, /) U T U f(j1, ;) UT¥ U---UTI" U
f(3"1, 4% es un ciclo en D tal que V(C) = UL, V(T") = U, V(D;) =
V(D). Es decir, C' es hamiltoniano en D.

De ambos casos se sigue que D es hamiltoniana, como queriamos de-

mostrar.

]
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Zo X1 X2 Tn—2 Tn-1 Ln,
T ) o ————>0——> ce. ———>0———————>0
c --- — 00— 0 >0 >0——
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Figura 2.15: Un ciclo que recorre los vértices de Ty C.

Teorema 26.3. Sean D; una trayectoria dirigida y Dy una digrdfica ha-
miltoniana. Si D € Dy ® Dy y D es fuertemente conexa entonces D es
hamiltoniana.

Demostracion. Como Dy es una trayectoria dirigida, es de la forma 7" = (o,
x1, ..., Tp) y dado que Dy es hamiltoniana existe un ciclo C' = (yo, v,
oy Ym—1, Yo) tal que V(C) = V(D). Buscamos un ciclo v en D tal que
V(y)=V(T)uV(C).

Notemos que, al ser D fuertemente conexa, necesariamente existen alguna
Cz(-flecha y alguna x,C-flecha. Supongamos sin perder generalidad que
(Yo, o) ¥ (Zn,ys) son flechas en D, donde b € {0,1,...,m — 1}.

Sib=1,7 = (yo,z0) U (xo, T, x,) U (xn,y1) U (y1, C, yo) es un ciclo en
D tal que V(y) = V(T) UV (C). Véase la figura 2.15.

Supongamos entonces que b # 1.

Observacion 1. Si existe un z; € V(T) tal que (x;,y,.) € F(D) para todo
re€{0,1,..., m—1}, hay un ciclo @ en D tal que V(o) = V(T") UV (C)
donde T" = (xg, T, x;). Es decir, la subtrayectoria 7" se puede insertar en
C.

Como (z;,y1) v (yo,zo) son flechas en D, se sigue que oo = (yo, xo) U (o,
T', x;) U (2, y1) U (y1, C, yo) es un ciclo en D tal que V(a) = V(T") UV (C).
Véase la figura 2.16.

Observacion 2. Si existe un x; € V(T) tal que (y.,x;) € F(D) para todo
r € {0, 1, ..., m—1}, hay un ciclo @ en D tal que V(a) = V(T") UV (C)
donde T" = (z;, T, z,,). Es decir, la subtrayectoria T" se puede insertar en
C.

Como (Y41, ;) ¥ (Tn, y¢) son flechas en D, se tiene que o = (y4—1, x;)U(x;,
T", ) U (0, y:)U(ys, C, yi—1) es un ciclo en D tal que V(a) = V(T")UV(C).
Véase la figura 2.17.
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Z; Tn—1 Tn
T D> >@ >0
C S
Y1 Y2
Figura 2.16: Un ciclo que recorre los vértices de T" = (o, T, x;) y C.
Zo il To ZT; Tit1 Tn—1 Tn
T ) >0 @ > cee %"\V—>.‘> ce — 0
C S et e 5

Ym—2 Ym—1 Yo U1 Yo

Figura 2.17: Un ciclo que recorre los vértices de 7" = (z;, T, x,) y C.

Observacion 3. Si para cada x; € V(T') hay una Cz;-flecha y una x;C-flecha,
entonces existe un ciclo a; en D tal que V(a;) = {z;} UV(C). Es decir, cada
x; se puede insertar en C' donde 7, 0 < i < n.

Como z; es adyacente a todos los vértices de C, existe un r € {0, 1, ...,
m — 1} tal que (y,,2;) v (%, yr41) son flechas en D con r + 1 mddulo m.
De donde o = (y,, z;) U (24, Yr11) U (Y41, C, y,-) es un ciclo en D tal que
V() = {x;} UV(C). Véase la figura 2.18.

Continuemos con la prueba.

Caso 1. Para cada z; € V(T') existen una x;C-flecha y una Cz;-flecha en
D.

Por la observacién 3, se tiene que para cada x; € V(T') existe un r; € {0,
1, ..., m—1} tal que (y,,, ;) y (zi, Yr,41) son flechas en Dy o; = (y,,, ;) U
(@i Yri41) U (Yri415 C, yr;) €s un ciclo en D tal que V(o) = {z;} UV(C) con
1=0,1,...,n.

Ahora, buscamos construir un ciclo v que incluya a los vértices de C' y a
cada x; donde i =0, 1, ..., n. Lo haremos usando la misma técnica.
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o I T z; Li+1 Tn—1 Inp
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Figura 2.18: Un ciclo que recorre z; y los vértices de C'.

Caso 1.1. r; # r; para todo @ # j.

En este caso podemos ordenar el conjunto {rg, 71, ..., 7,} de manera
estrictamente ascendente, digamos r;, < r;; < --- < r;, y tendremos que
T = (yn‘o J -'171'0) U (xioa ynOJrl) U (yn0+17 c, Yriy ) U (ynl ) xh)U ('rh » Yriy +1) U (ym1+17
Cy Yr, ) U U (Y i) U (@i Y, +1) U (Y, 11, C, Yy, ) €8 un ciclo en D tal
que V(y) =V(T)uV(C).

Caso 1.2. Existen algunos r; y r; tales que r; =r;j e i # j.

Sean so = min{i | r; = r; para algin j # ¢, donde 0 <i <ny0<j<n}
y to =max{j | r; = ry,, donde sy < j < n} y definamos de manera recursiva
sg=min{i | 7, =r;, donde t, + 1 <i<nyt,+1<i<n}yt,=mix{j |
r; =T, donde sp < j < n}.

Notemos que:

e s5g v to son distintos por hipétesis.

e s v t; no necesariamente son distintos para k # 0.

® s, < Spy1 para cualquier k.

e Existe k, tal que ¢y, = n pues la trayectoria es finita.

® 1y, #7g, sig# h porlamanera en que los elegimos.

e 5i 0 <1 < sg, se tiene que r; # r; para todo j # ¢ donde 0 < j < mn.

e Dado que (y,,, x;) y (2, yr,+1) son dos flechas en D para todo i, 0 < i <
ny que ry, =1y, por definicién, tenemos que (v, ,Zs,) ¥ (Tt Yr,, +1)
son dos flechas en Dy, por otro lado, (74, , %, ,,) es una flecha en 7', es
decir zy, y wg,,, son vértices consecutivos en T
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Ademds, el conjunto {ro, 71, ..., Tsy—1, Tsoy Tsys ---, Ts,, } cOnsiste de
subindices distintos, entonces se puede ordenar de manera estrictamente as-
cendente.

Asi, las subtrayectorias Py = (z9), PA = (1), ..., Psyy—1 = (Tso-1),
Py, = (250, T, 24y), Poy = (26, T, 24,), ..., Py, = (x5, , T, 7y, ), son una

particién de insercion multiple de T" en C' y por lo tanto existe un ciclo v en
D tal que V(y) = V(T)u V(C).

Caso 2. Hay algin x; € V(T') tal que no existe ninguna C'z;-flecha en D.
Sea t = max{i | (y;,x;) ¢ F(D) para todo 0 < j <m—1,0 <i <n},
asi, x; es un vértice en 1" al que no llegan flechas desde C'. Sin embargo, z; es
adyacente a todos los vértices de C, por lo que necesariamente (x,y;) € F(D)
para todo 7, 0 < 5 < m — 1. Entonces, por la observacion 1, tenemos que la
subtrayectoria T} = (zo, T, x;) se puede insertar en C' con las flechas (yo, zo)

y (‘rh yl)
Analicemos los vértices de la subtrayectoria To = (z441, T, x,,).

Caso 2.1. Para cada x; € V(T3) existen una x;C-flecha y una Cz;-flecha
en D.

Por la observacién 3, para cada z; € V(T3), existe un r; € {0, 1, ...,
m — 1} tal que (y,,,z;) v (2, yr,+1) son flechas en D para i, t +1 < i < n.
Es decir, el vértice x; se puede insertar en C' para todo ¢, t +1 <17 < n.

Definamos r; = 0 pues la manera de insertar x; en C' es a través de T}
con las flechas que ya habiamos mencionado. Es decir, con una flecha desde
Yo hacia el vértice inicial de 7.

Caso 2.1.1. r; # rj para todo ¢ # j donde 4,5 € {t,t +1,...,n}.
En este caso, podemos ordenar los r; de manera estrictamente ascendente,
y las subtrayectorias P, = (zo, T, 2¢), Pir1 = (%441),..., P, = (x,) son una
particién de insercién multiple de T" en C'. Entonces existe un ciclo v en D
tal que V(y) =V(T)UV(C).

Caso 2.1.2. Existen r; = r; con i # j para algunos i, j € {t, t+ 1, ...,

Definamos como en el caso 1.2, sg = min{i | r; = r; para algin j # ¢,
dondet <i<nyt<j<n}yty=mix{j|r; =rs, donde 5o < j < n},
ademds definamos de manera recursiva s, = min{i | r; = r;, donde t; + 1 <
i<nyt,+1<j<n}yty=max{j|r; =rs, donde sy <j <n}.

Dichos niimeros cumplen las mismas caracteristicas que en el caso 1.2, en
particular:
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e Lixiste k, tal que ¢y, = n pues la trayectoria es finita.
o 1, #1,, sig# h porlamanera en que los elegimos.
e 5i 0 <1 < sp, se tiene que 1; # 1; para todo j # ¢, 0 < j < n.

e Dado que (y,,, x;) ¥ (i, Yr,+1) son dos flechas de D para todo 0 < i <n
y que rs, = 7y, por definicién tenemos que (yr, , Ts,) ¥ (Tt Yr,, +1) SO
dos flechas en Dy, por otro lado, (zy,,,,,,) es una flecha en T', es
decir xy, y x5,,, son vértices consecutivos en 7',

Entonces en el conjunto de subindces {ry, riy1, ..., Too—1, Tsgy -5 Tsy, }
son todos distintos y por ello podemos ordenarlos de manera estrictamente
ascendente.

De donde las subtrayectorias P, = (xg, T, @), Pv1 = (T441)s -+, Psg—1 =
($30,1>, Pso = (1:807 T> xt0)7 PSl = (ISN T? 'Ttl)a Tt Pskn = (xskn7 T> xtkn)7
son una particién de insercién multiple de T en C. Entonces existe un ciclo

~ven D tal que V(y) =V(T)uV(C).
Nota 1. Si sg =t, P, = Py, = (x0, T, x,).

Caso 2.2. Hay algin z; € V(T5) tal que no existe ninguna z;C-flecha en
D.

Sea f =min{i | (z;,y;) ¢ F(D)paratodoj,0<j <m—1,t+1<i<n},
asi xy es un vértice en T del que no salen flechas hacia C. Como zy es
adyacente a todos los vértices de C, necesariamente (y;,zy) € F(D) para
todo j, 0 < j < m—1. Entonces, por la observacién 2, tenemos que T3 = (zy,
T, x,) se puede insertar en C' con las flechas (yp—1,2¢) ¥ (Tn, ).

Ahora fijémonos en los vértices de Ty = (441, T, £y_1), por la eleccion
de t y f, sabemos que para cada = € V(T}) existen una xC-flecha y una
Cz-flecha en D.

Entonces por la observacién 3, para cada x; € V(T}) existe un r; € {0,
1, ..., m—1} tal que (y,,,x;) y (zi,yr4+1) son flechas en D donde i, t + 1 <
i < f — 1. Es decir, z; se puede insertar en C' para todo i, t +1 <7 < n.

Igual que antes, definamos r; = 0y ry = b — 1 por ser los subindices de
los elementos en {yo, Y1, - - -, Ym—_1} que son exvecinos de los vértices iniciales
de T} y Tj, respectivamente. Recordemos que T} y T3 son las subtrayectorias
que incluyen a x; y xy, respectivamente.

Con el conjunto de subindices {ry, ri41, ..., ry_1, 7y} podemos hacer el
mismo analisis que en los casos 2.1.1 y 2.1.2 para encontrar una particion de
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insercion multiple de T" en C' y asi garantizar la existencia de un ciclo v cuyo
conjunto de vértices sea igual a V(T') U V(C).

Caso 3. Hay algtn z; € V(T') tal que no existe ninguna z;C-flecha en D.

En este caso el analisis es andlogo al del caso 2.

Primero definiremos f = min{i | (x;,y;) ¢ F(D) para todo j, 0 < j <
m — 1,0 < i <n}. Para garantizar, por la observacién 2, que (zf, T, x,,) se
puede insertar en C'y hacer el andlisis de los vértices en 75 = (zo, T, x5-1), ¥
si para todo = € V(T5) existen una xC-flecha y una Cz-flecha o si hay algin
vértice en V(T5) al que no llegan flechas desde C, construiremos de manera
similar una particiéon de inserciéon multiple de 7" en C'.

De todo lo anterior podemos concluir que D es hamiltoniana. O

Afirmacion 26.1. S7 una suma generalizada de una digrifica hamiltoniana
y otra que tiene un factor de dos ciclos es fuertemente conexa, dicha suma
no necesariamente es hamiltonia.

Afirmacion 26.2. S7 una suma generalizada de una digrafica hamiltoniana
y otra que tiene una trayectoria hamiltoniana es fuertemente conexa, dicha
suma no necesariamente es hamiltonia.

Para mostrar la veracidad de las dos afirmaciones anteriores, construya-
mos un ejemplo que ilustre ambas situaciones.

Ejemplo 26.1. Tomemos Dy = (xg, x1, T2, 3, T0), C1 = (Y3, Y1, Y2, Y3, Yo) ¥
Co = (Y2, v, y3, y2, y2) tres ciclos de longitud 4 mutuamente ajenos y sea Dy
la digrifica con el conjunto de vértices V(Dy) = V(C1)UV(Cy) y el conjunto
de flechas F(Dy) = F(C1) U F(C2) U{(y2, 7). (3. 91)}. SiD € D& Dy y

D es fuertemente conexa, no necesariamente es hamiltoniana.

Demostracion. Por la proposicion 21 tenemos que Dy es fuerte. Ademas, Do
tiene un factor de cardinalidad minima con dos ciclos, C; y Cy, y tiene una
trayectoria hamiltoniana T', donde T' = (yi, C1, y3) U (ya,y3) U (y3, Ca, y2).

Construyamos una digrafica D que pertenezca a la suma Dy & Dy que
resulte fuertemente conexa, pero no hamiltoniana.

Para que D sea una suma generalizada de Dy y Dy, D debe tener el
conjunto de vértices V(D) = V(D;) U V(D). Ademas, las digraficas in-
ducidas por V(D;) y V(Ds) deben ser D; y Ds, respectivamente y entre
cualesquiera dos vértices, uno de D; y uno de D, debe haber una y soélo
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Figura 2.19: Las flechas obligadas en caso de existir un ciclo hamiltoniano.

una flecha. Definamos el conjunto de flechas de D como sigue: F(D) =
F(D1)UF(D2)U{(wo,50) }U{{(u,v) [ u € V(D2) y v € V(D1)}\{(y5, 70)}}-
Con el conjunto de flechas de D asi definido D cumple las condiciones
para estar en Dy & Ds.
Supongamos por contradiccion que existe C' un ciclo hamiltoniano en D.
Por la manera como definimos las flechas de D, se sigue que §5(x;) =
1 para i = 1,2,3, que dp(y;) = 1 para j = 2,3 y que d5(y;) = 1 para
k =0,2,3. De donde las flechas (1, x2), (o, 13), (23, 70), (Y1, v3), (Y3, v3),
(ya,u8)s (W2, 93), (v3,43) v (y3,y2) necesariamente son flechas de C'.
Ademds, tenemos que d5(y?) = 2, de aqui que el predecesor de y? en C
debe ser alguno de sus dos invecinos y; o y2. Pero como (y4,y3) es una flecha
obligatoria en C, y3 no puede ser el predecesor de 37 en C, por lo tanto y2
debe serlo y (y2,v3) es una flecha en C, como en la figura 2.19, lo cual es una
contradiccion, pues C" = (y2,y?, y3,y3,y2) es una subsucesion de vértices en
C que forma un ciclo de longitud 4 y por tanto no abarca todos los vértices
de D, pues |V(D)| = 12. O

Sin embargo, D si tiene un factor de dos ciclos C' = (y2, 4%, y3, v, y2)
y C" = (yb, Cryd) U (i, 21) U (21, Dy, 20) U (m0,%3) como se muestra en la
figura 2.20.

Teorema 26.4. Sean Dy una digrifica hamiltoniana y Dy una digrafica con
un factor de cardinalidad minima de k ciclos, tales que Dy y Do son ajenas
en vértices. Si D € Dy ® Dy y D es fuertemente conexa entonces D posee
un factor de ciclos de cardinalidad menor o igual que k.
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D, Zo T 1) T3

Figura 2.20: Un factor de dos ciclos en D.

Demostracion. Sea D € Dy @ Dy tal que D es fuertemente conexa y sean
C = (xo, T1, - - -, Tn_1, To) un ciclo hamiltoniano en Dy y C3 = (v, v1, ...,
Yma 1> U0)> CF = (U3, ULy -+ Upp—15 U8)» --» C8 = (U6, YYs -+ Yy —1> U6)
los ciclos de un factor de Dy de cardinalidad k. Notemos que todos ellos son
ciclos también en D.

Como D es fuertemente conexa, deben existir al menos una D Dy-flecha
y al menos una D, D;-flecha.

~Caso 1. Para alguna j € {1,2,...,k}, existen una chg-ﬂecha y una
C3 Dy-flecha en D.

En este caso la subdigréfica inducida por V(D) U V(C3), D[V (D;) U
V(C3)] € Dy @ C3, donde Dy y C} son hamiltonianas, y dicha suma gene-
ralizada es fuertemente conexa. Entonces por el teorema 26.1 tenemos que
existe un ciclo C" en D[V (D) U V(C3)] tal que V(C") = V(D) U V(C3),
C' es también un ciclo en D con el mismo conjunto de vértices, de donde
{c',Ch,...,0)7 1 C3th, ., CE} es un factor de k ciclos de D.

Caso 2. Para cada i € {1,2,...,k}, se tiene que D; domina a C’% 0 que
Cj domina a D;.

Para este caso tomaremos la siguiente notaciéon. Al vértice inicial de Cy,
yo, lo denotaremos por i(j) y al vértice final de C’%, ym _1, lo denotaremos

por f(j).

Nota 1. Recordemos que entre cualesquiera dos vértices, uno de Dy y otro
de €}, existe exactamente una flecha, as si existe una D;C3-flecha se sigue
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que Dy domina a C’% o si por el contrario existe una Cg D;-flechas tendremos
que CJ domina a D;.

Sabemos que en D hay al menos una D; Ds-flecha y al menos una Dy D1-
flecha. Entonces para algunos s,t € {1,2,...,k} se tiene que D; domina a

5y C4 domina a D;. Notemos que s y ¢ son distintos.

Consideremos los vértices i(s) e i(t), son distintos pues i(s) € V(C%)
y i(t) € V(C:. Por ser D fuertemente conexa, existe alguna i(s)i(t)-
trayectoria, llamémosla T', donde T' = (i(s) = ug, uq, uz, . .., u; = i(t)).

Sea r = min{i | existe u;D;-flecha, 1 < i < [}. Como u; = i(t) y existe
i(t)D;-flecha en D, el conjunto {i | existe u; Dq-flecha, 1 <1 <[} # ().

Nota 2. Para cada j € {1,2,...,7}, el vértice u; pertenece a V(C3)
para algin i; € {1,2,...,k} ya que, de no ser asi, u; € V(D;), de donde
T" = (i(s) = wuo,u,us,...,u;) es una trayectoria que inicia en un vértice
de D, y termina en uno de D;. Entonces hay alguna D,D;-flecha en 77, es
decir, para algin ¢ € {0,1,...,7 — 1}, u; € V(D3) y w41 € V(Dy), por lo
tanto en D hay una u; D;-flecha, lo cual es imposible por la eleccion de r.

Por la manera en que definimos r, sabemos que:

e Por lanota 2 tenemos que u,_; € V(Cy~") paraalgin j,_; € {1,2,...,k}
y como no existe una u,_; D;-flecha en D, debe existir alguna Dy u,_:-
flecha, asi se tiene que D; domina a C3"~" por la nota 1.

e Como u,_; € V(Cgr’l), supongamos sin perder generalidad que u,_; =

f(jr71>'

e Existe una wu,D;-flecha en D entonces, por la nota 2, tenemos que
u, € V(Cy") para algin j, € {1,2,...,k} y por la nota 1 se sigue que
Cy" domina a Dj.

e Como u, € V(CJ), supongamos sin perder generalidad que u, = i(j,).
® jr1 % Jr
o (ur—1,ur) = (f(Jr-1),7(jr))-

De donde, ¢ = (f(jrfl)v Z(JT))U(Z(jT)a Céra f(jT))U(f(.]T>7 xo)U(ﬂ?O, C, 'rnfl)u
(s il1) U (i 1), Gy, Fe1)) €5 1n ciclo en D tal que V(C") =
V(Cy ) UV(Cy)uV(O). .

Asi, el conjunto {C”,C3,C2, ..., Cs}\ {Cy~",Cy} es un factor de k — 1
ciclos de D.
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De ambos casos podemos concluir que D tiene un factor de ciclos F' tal
que |F| < k, como se queria demostrar. ]

Es importante senialar que la cota no se puede mejorar. En el ejemplo
26.1 Dy es hamiltoniana y Dy tiene un factor de cardinalidad minima con
dos ciclos y se probd, para un caso particular D € D; @ D, que D tiene un
factor de dos ciclos, pero no tiene un factor de un ciclo.

Teorema 26.5. Sean Dy y Dy dos digrificas mutuamente ajenas, cada una
con un factor de ciclos de cardinalidad minima, de ki y ko ciclos, respecti-
vamente. St D € D1 & Dy y D es fuertemente conexa entonces D posee un
factor de ciclos de cardinalidad menor o igual que ki + ko — 1.

Para hacer la prueba de este teorema estaremos tentados a utilizar los
resutados anteriores, pero esto no serd posible ya que no podemos garantizar
que las subdigraficas inducidas por la uniéon de los conjuntos de vértices de
varios ciclos sean fuertemente conexas, en particular tomando un ciclo del
factor de D; y todos los del factor de Ds, la subdigrafica inducida por los
conjuntos de vértices de dichos ciclos, serda una suma generalizada de un
ciclo, que es una digrafica hamiltoniana, y otra con un factor de ks ciclos, sin
embargo dicha suma puede que no sea fuertemente conexa.

Demostracion. Sea D € Dy @ Dy tal que D es fuertemente conexa y sean

1 (1 1 1 1 2 (.2 .2 2 2 ki _ (k1
Cl = (zg, oy, ..., Ty, _y, xg), CF = (0§, o7, ..., 27,1, ), .., O = (20",
o :z:f;}g iy xlgl) los ciclos de un factor de cardinalidad minima en Dy y

-

1 _ (o1 o1 1 1 2 _ (02 .2 2 2 ka __ () k2

02 - (y07 Yir -+ ym1—17 yo)v 02 - (y07 Yis -+ ym2—17 yo)a Tt 02 - (yO )

Yo yﬁfk2_1, yé”) los ciclos de un factor de cardinalidad minima en Ds.

Caso 1. Existe un par de ciclos, C7 y C%, tales que hay al menos una
C7Cs-flecha y al menos una C5C7-flecha.

Consideremos la subdigrafica inducida por el conjunto V(C7) U V(C%),
DIV (CTYUV(Cs)| € DIV(CY)] @ D[V (Cs)], esta digrafica es una suma gene-
ralizada de C] y C5. Ademaés es fuertemente conexa, de donde, por el teorema
26.1, se tiene que D[V (CT)UV (C35)] es hamiltoniana, es decir, existe un ciclo
C" en D[V (CT)UV(C3)] tal que V(C") = V(CT) UV (C5) que es también un
ciclo en D. Por lo tanto F = {C"YU{Ci |i=1,2,..., k}U{C)|j=1,2,
ooy ko }\{CT,Cs} es un factor de ciclos en D de cardinalidad ky + ko — 1.

Caso 2. Dados dos ciclos distintos, C7 y C5, C7 domina a C5 o C} domina
a CJ.
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Caso 2.1. Existe un ciclo C} en D, al que no le llegan flechas desde D;.

Supongamos sin perder generalidad que Cj es un ciclo al que no llegan
flechas desde D;. Como D es la suma generalizada de Dy y D,, se tiene
que C3 domina a D;. En particular, si # € V(D,), se tiene que T = (y3, 2)
es una yji-trayectoria y, dado que D es fuertemente conexa, hay una Zyg-
trayectoria.

Sea T" = (% = ug, U, ug, - - ., u; = yg) una 2yj-trayectoria, como 7" es una
Dy Dy-trayectoria alguna flecha en algtin momento se llega a Dy desde Dy,
entonces tomemos ¢ = max{: | existe x € V(D;) tal que x es invecino de u;
en D}.

Por la manera en que elegimos ¢, se sigue que u; y u; 1 son dos vértices
de D,.

Ademas, sabemos que u; € V(C%) para algin r € {1,2,... ko} y como
u; tiene un invecino, x, en uno de los ciclos del factor de D;, se tiene que x
domina a CJ y por la definicién de ¢ sabemos que ;41 no tiene invecinos en
D1, en particular x no lo es, pero como si son adyacentes podemos afirmar
que uzy1 domina a x. Por lo tanto w1 ¢ V(C5) y de aqui se sigue que existe
un s distinto de r en {1,2,...,ky} tal que w1y € V(C5) y que C§ domina a
x.

Supongamos sin perder generalidad que x € V(C}]). Entonces, por lo
anterior, se tiene que C] domina a C4 y que C§ domina a Cf.

Tomemos la siguiente notacion para facilitar la comprensién, llamaremos
i1(7) v f1(j) a los vértices a7, y xfbj_l, respectivamente, del ciclo C en Dy e
i2(5) v f2(j) a los vértices 1 y yfnj_l del ciclo C en Ds.

Reetiquetemos los vértices de manera que u; = f(r) v w1 = i(s) y
construyamos el ciclo C" = (f(1),i(r)) U (i(r), C%, f(r))U(f(r),i(s)) U (i(s),

5, F(8)U(f(s),i(1)) U (i(1), C}, f(1)) que es un ciclo en D cuyo conjunto
de vértices es V(C") = V(CLH) UV(CE) UV (Cs).

Asi F = {C',C2,C3,...,CPYU{{C) | j = 1,2,... ko} — {C5,C5}} es
un factor de ciclos de D de cardinalidad ki + ko — 2.

Caso 2.2. Existe un ciclo C en D, del que no salen flechas hacia D;.

Para demostrar este caso, utilizaremos la propiedades de la digrafica re-
ciproca.

Consideremos la digrafica D~. Tenemos por la proposicion 23 que D~ €
Dy @ D3 y notemos que el ciclo C} de Dy del que no salen flechas hacia D,
en D, nos proporciona un ciclo C3~ en Dj al que no le llegan flechas desde
D7 en D~. Dicha situacion es igual a la del caso 2.1 y por lo tanto podemos
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3

Figura 2.21: El ciclo C’ construido a partir de los ciclos Cf, C% y Cs.

37
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encontrar un factor de ciclos de D~ de cardinalidad k£ 4+ ko — 2, este tltimo
asegura la existencia de otro factor de ciclos en D de la misma cardinalidad.

Caso 2.3. Para cada ciclo Cg en Dy existen al menos una flecha que llega
desde D, y al menos una flecha que sale hacia D;.

Los casos en que hay un ciclo C% en D; al que no entran flechas desde
Dy o del que no salen flechas hacia Dy, se prueban de manera analoga a los
casos 2.1 y 2.2, respectivamente, entonces supondremos que también para
cada ciclo C¢ en D; hay al menos una flecha que llega desde D, y hay al
menos una flecha que sale hacia D,.

Observemos que para cada ciclo C? en D; existen dos ciclos diferentes Y
y CF en D, tales que C? domina a C§ y que C? domina a C! y para cada
ciclo C§ en D, existen dos ciclos C? y C? en Dy tales que Cj domina a C? y
que C? domina a Cj.

Construyamos una nueva digrafica G con el conjunto de vértices {ug, us,
Cey Uky, V1, V2, ..., Ukt y tal que la flecha (u;,v;) € F(G) si Cf domina a
Cg o bien (v;,u;) € F(G) si Cg domina a C{ donde 1 <i < k;y1<j < k.

Por la manera en la que definimos a G sabemos que es una digrafica
bipartita en la que cada vértice tiene ingrado al menos uno y exgrado al
menos uno. Entonces podemos asegurar que existe un ciclo en G, llamémosle
v, que tiene longitud par de al menos 4 y que tiene alternadamente un vértice
u; y uno v, asi tenemos que el ciclo 7 se puede escribir como v = (up,, Vp,,
Upgy -+ -y Uny,y uhl).

Como cada vértice de v tiene asociado un ciclo en D y sus flechas nos dan

. . . . h

la relaciéon de dominancia, tenemos que la sucesion (C’lhl, Ch2 chs . Ch

C’{”) cumple que cada ciclo domina a su sucesor. Llamemos R al conjunto
h .

{Ci, Ch2 s, ..., CF'Y que tiene al menos cuatro elementos.

Volvamos a tomar la notacién de antes en la que llamabamos i1(j) y f1(J)
a los vértices x y x;, _;, respectivamente, del ciclo C{ en Dy e dy(j) y f2(j)

a los vértices yg y yfnj,l del ciclo CJ en Ds.

Entonces el ciclo C" = (il(hl), C{Ll, fl(hl)) U (f1<h1), Zz(hg)) U (ig(hz),
Cy2, folha)) U (fa(ha), ir(ha)) U--- U (i), C3', fo(hu)) U (fo(ha), ir(hn))
tiene como conjunto de vértices al conjunto Uqccr{V(C)}, asi el conjunto
F={C CLC2 .. .,C0n ChC2 ...,C8)\ R es un factor de ciclos de D de
cardinalidad ki + ko + 1 — |R|, donde |R| > 4, de aqui que F tiene a lo mas
k1 + ko — 1 elementos.
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De todos los casos podemos concluir que D posee un factor de ciclos de
cardinalidad menor o igual que k; + k; — 1, como se queria demostrar. [

El teorema 26.5 nos da una cota para la cardinalidad de un factor de ciclos
de una suma generalizada que quiza no sea muy buena, pero si pedimos una
condicién adicional, dicha cota puede mejorar, como veremos en el siguiente
corolario.

Corolario 26.2. Sean Dy y Dy dos digrdficas ajenas en vértices y sean
o= {C},C%,...,CP"Y y Fy, = {C3,C3,...,05} dos factores de ciclos
de cardinalidad minima de Dy y D, respectivamente, donde ki < kg. St
D e D& Dy yD cumple que:

e Para cada ciclo Ci en Fy existe un ciclo CY en Fy tal que existen alguna
CiCY -flecha y alguna Cy Ct-flecha.

o CJ £ CJ" sii# h.
Entonces D tiene un factor de ciclos con ky elementos.

Demostracion. Sea D € Dy & Dy como en la hipdtesis. Consideremos para
cada i € {1,2,...,ki} la subdigréfica inducida por el conjunto V(C}) U
V(C), Gi = DIV(CHUV(CE).

Dado que en D cada vértice de C] es adyacente a todos los vértices de
C’g’ y viceversa, en G; también tenemos que entre cualesquiera dos vértices,
uno de C! y uno de C¥', hay exactamente una flecha, de donde G; es un
caso particular de la suma generalizada de CY y CJ. Ademés, los ciclos Ly
CJ son subdigraficas de D fuertemente conexas y por hipdtesis sabemos que
existen una C?Cj-flecha y una Cy' Ci-flecha en D y por ende en G;. Asi, por
la proposicién 21 tenemos que G; es fuertemente conexa.

Resumiendo, tenemos que G; es un caso particular de la suma generali-
zada de dos digraficas hamiltonianas C? y CJ v G; es fuertemenete conexa.
Entonces por el teorema 26.1 se sigue que G; es hamiltoniana, es decir, existe
un ciclo 4; en G; cuyo conjunto de vértices es V(G;) = V(CH) UV (CF). Note-
mos que al ser G; una subdigrafica de D, el ciclo 7; es también un ciclo en
D.

Por otro lado, como CJ' # CJ* sii # hy dado que Fy y Fj son factores,
se tiene que V(CH) NV (CP) = 0 y que V(C3) NV (C) = 0, de aqui que
V()N V() =0sii#h.
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Por lo tanto el conjunto de ciclos F' = F'UF", donde F' = {v1,72, ..., V&, }
yF"=F,— {C’gl, CP, ....CH }, es un factor de ciclos de D de cardinalidad
ki + (ko — k1) = ko, como se queria demostrar. O

La cota propuesta en el teorema 26.5 es la mejor que se puede encontrar.
Para mostrarlo construiremos un ejemplo en el que se alcanza dicha cota.

Ejemplo 26.2. Tomemos C} = (z}, z}, i, xi, xo) C? = (22, 23, 22,

23, 23), C3 = (yb, vi, v, v3, w) v Cs3 = (W3, vi. v3, v3. y3) cuatro ci-

clos de longitud 4 mutuamente ajenos y sean D la digrafica con el con-
junto de vértices V(Dy) = V(C1) UV (C?) y el conjunto de flechas F(D) =
F(CHUF(CHU{(x,23), (2, 23)} y Dy la digrdfica con el conjunto de vér-
tices V(Dq) = V(C3) UV (C3) y el conjunto de flechas F(Dy) = F(C3) U
F(C U{(ya,vy1), (y3,91)}. Si D€ D1 ® Dy y D es fuertemente conexa, no
necesariamente es hamiltoniana.

Demostracion. Por la proposicién 21 tenemos que tanto D; como Ds son
fuertemente conexas y cada una tiene un factor de minima cardinalidad de
dos ciclos, C1 y C? en Dy y C3 y C% en Ds.

Construyamos una digrafica D que esté en D; @ Ds, que sea fuertemente
conexa y tenga un factor de ciclos de cardinalidad 242 — 1 = 3.

Definamos el conjunto de flechas de D como sigue: F(D) = F(D;) U
F(Ds) U{(21,90)} U{{(u,0) | u € V(D2) y v € V(D1)} \ {(yg,21)}}. Con
F(D) asi definido podemos asegurar que D € Dy @ Do

Supongamos por contradiccion que podemos encontrar un factor de ciclos
en D de cardinalidad estrictamente menor que tres.

Por la manera en que definimos las flechas de D, se sigue que 63 (z}) =1
para i = 2,3, que 65 (z7) = 1 para i = 1,2,3, que 0, (y;) = 1 para j = 2,3 y
que 65 (y2) = 1 para k = 0,2, 3.

De donde las flechas (sz,l’é) (xilivx(l])ﬂ (xf,x%), (x%,x%), (‘Ig?xo) (y17y2)
(va,u3), (3, u3), (v3,y3) v (y3,y3) necesariamente son flechas de los ciclos del
factor de cardinalidad menor.

Ademés, tenemos que dp(y3) = 2, como y? pertenece a uno de los ciclos
del factor, su predecesor en dicho ciclo debe ser alguno de sus dos invecinos
ya o ya. Pero como (yi,4}) es una flecha que debe usarse en la construccién
de los ciclos del factor, a y? no se puede llegar desde 3, por lo tanto la
flecha (y2,y7) debe estar en el ciclo que pasa por y7. Asi, el ciclo C% resulta
obligatorio en el nuevo factor pues todas sus flechas deben usarse.
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Figura 2.22: Las flechas obligadas en un factor de ciclos de cardinalidad
minima.

Por otro lado, §5(22) = 2 y como 23 también pertenece a uno de los ciclos
del factor, su sucesor en el ciclo debe ser uno de sus dos exvecinos zi o z?.
Sin embargo, la fecha (x3, r3) necesariamente pertenece a alguno de los ciclos
del factor, entonces x} no puede estar en el ciclo al que pertenece x3, de aqui
que la flecha (23, 2%) sea una de las del ciclo que pasa por z2. Esto implica
que el ciclo C? es uno de los ciclos que componen el factor supuesto ya que
todas sus flechas son necesarias en la construcciéon del mismo.

Como hay vértices de D que no estdn incluidos en C? ni en C%, el factor
no puede ser de cardinalidad dos. Véase la figura 2.22. [

Afirmacion 26.3. Si la suma generalizada de dos digrdficas es fuertemente
conexa y tiene un factor de dos ciclos, dicha suma no necesariamente es
hamiltoniana.

La afirmacion anterior tiene varios escenarios posibles. Ya sea que cada
ciclo del factor esté totalmente contenido en una de las digraficas de la suma,
que uno esté contenido en una de las digraficas y el otro tenga vértices en
ambas, o bien, que ambos ciclos tengan vértices en las dos digréficas.

Si recordamos el teorema 26.1, podemos ver que el caso en el que cada uno
de los ciclos del factor esta contenido en una de las digraficas de la suma es
exactamente la situacion de dicho teorema. Pues éste afirma que si la suma
generalizada de dos digréficas hamiltonianas es fuertemente conexa, entonces
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la suma es hamiltoniana. Pero que cada uno de los ciclos esté contenido en
una de las digraficas y que los ciclos formen un factor, significa que cada uno
de ellos pasa por todos los vértices de la digrafica que los contiene, es decir,
ambas digraficas son hamiltonianas y por ello podemos afirmar que en este
caso la suma es hamiltoniana.

Recordemos también el teorema 22.1, en él se afirma que si una digra-
fica bipartita semicompleta es fuertemente conexa y posee un factor de dos
ciclos, entonces es hamiltoniana. Notemos que la suma generalizada de dos
digraficas vacias es bipartita semicompleta, si ademds la suma es fuertemente
conexa y tiene un factor de dos ciclos, el teorema 22.1 nos asegura la exis-
tencia de un ciclo hamiltoniano.

Estos dos casos, que son en cierto sentido extremos, nos llevan a pre-
guntarnos si en general una suma generalizada de dos digraficas que resulte
fuertemente conexa y que posea un factor de dos ciclos deba ser hamiltoniana.
Sin embargo, podemos encontrar ejemplos en los que no hay hamiltonicidad,
de ahi la afirmacion.

Recordemos el ejemplo 26.1, en él costruimos una suma generalizada de
dos digréaficas fuertemente conexas que resultaba fuertemente conexa y que
tenia un factor de dos ciclos pero que no era hamiltoniana, en ese ejemplo uno
de los ciclos del factor estaba totalmente contenido en una de las digraficas y
el otro tenia vértices en ambas digraficas. De donde, en el caso en el que uno
de los ciclos del factor esta contenido en una de las digraficas, ain cuando
estas sean fuertemente conexas, no podemos asegurar la hamiltonicidad.

Lo anterior nos lleva a preguntarnos si teniendo dos ciclos del mismo tipo
podria encontrarse un ciclo hamiltoniano, pues cuando uno de los ciclos esta
contenido en una digrafica y el otro viaja de una digréifica a otra, ya vimos
que no necesariamente se tiene la suma hamiltoniana. Pero cuando ambos
ciclos tienen vértices en las dos digraficas se podria pensar que si se tiene la
hamiltonicidad. Veremos que no siempre es asi, pero daremos condiciones
para poder encontrar un ciclo hamiltoniano.

Proposiciéon 27. Sean Dy y Dy dos digrdificas ajenas en vértices. Si una
suma generalizada D de Dy y Dy es fuertemente conexa y tiene un factor de
dos ciclos Cy y Cy tales que sus conjuntos de flechas, F(Cy) y F(Csy), consis-
ten de flechas exteriores de D y cumplen alguna de las siguientes propiedades:

1. existen una C1Cs-flecha y una CoC1-flecha en las flechas exteriores de
D o
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2. todas las flechas exteriores de D son C1Csy-flechas y existen una CyC1-
flecha en F(Dy) y una CoCy-flecha en F(D3)

entonces D es hamiltoniana.

Demostracion. Notemos que en cualquiera de las dos situaciones una suma
generalizada, D € D1 & D,, es fuertemente conexa ya que los ciclos C; y Cy
son subdigraficas fuertemente conexas que abarcan todos los vértices de D
pues forman un factor y como en ambos casos existen una C;Csy-flecha y una
CyC4-flecha, podemos afirmar por la proposicién 21 que D es fuertemente
conexa.

1. Supongamos que existen dos flechas exteriores de D que son una C;Cs-
flecha y una C5C-flecha, respectivamente.

Consideremos la subdigrafica H de D que tiene el conjunto de vértices

V(H) = V(D) y el conjunto de flechas F(H) = F(D)\(F(D,)UF(Ds)).

Observemos que podemos hacer una particion de los vértices de H en
dos conjuntos independientes V(D;) y V(Ds), pues por la manera en
que definimos las flechas de H no hay flechas con ambos extremos en
V(D;) o con ambos extremos en V(D,). Ademds, entre cualesquiera
dos vértices, uno de V(D;) y uno de V(D,), existe exactamente una
flecha pues las flechas de H son las flechas exteriores de D. De lo
anterior, se sigue que H es una digrafica bipartita semicompleta.

Ahora, por hipotesis sabemos que los conjuntos de flechas de Cy y
Cy, F(Cy) y F(Cy), respectivamente, son dos subconjuntos de F'(D) \
(F(D1)UF(Dg)) = F(H), de donde C} y C son ciclos también en H.
Ademas tenemos que existen una C7C5-flecha y una CyCi-flecha en las
flechas exteriores de D y por lo tanto en las flechas de H, asi, por la
proposicion 21 se tiene que H es fuertemente conexa.

Por lo tanto H es una digrafica bipartita semicompleta fuertemente
conexa y que posee un factor de dos ciclos entonces, por el teorema
22.1, se tiene que H es hamiltoniana. Es decir, existe un ciclo C' en H
tal que V(C) = V(H), pero V(H) = V(D) y como H es subdigréfica
de D, tenemos que C' es un ciclo en D que resulta hamiltoniano.

2. Supongamos que todas las flechas exteriores de D son CC5 -flechas y
que existen una CoCi-flecha en F(D;) y una CyCi-flecha en F/(Ds).
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Sean () = (-7307 L1y -5 Tn-1, xO) y Cy = <y07 Y, -5 Ym—1, yO) los
ciclos del factor. Dado que C; y Cy no tienen flechas interiores de D,
necesariamente sus vértices pertenecen alternadamente a V(D;) y a
V(D,), de aqui que C} y Cs tengan longitud par, es decir tanto n como
m son numeros pares y que tengan el mismo niimero de vértices en D,
que en Ds.

Supongamos sin perder generalidad que x; y y; son vértices de Dy, de
donde {z1, z3, ..., Tpn_1, Y1, Y3, -+, Ym—1} = V(D1) y {z0, 2, ...,
Tn—2, Yo, Y2, -- -, ym—Q} - V(D2>

Como existen una CyCi-flecha en F(D;) y una CyCi-flecha en F(Ds)
se tiene que (Y2a—1,%2w-1) ¥ (Yar, T2s) son flechas en D para algunos
Y2a—1 Y Top—1 en V(D1) y algunos yo, y o2, en V(Dy).

Notemos que g, es un vértice de Cy que pertenece a V' (Ds) y que
Tos_1 es un vértice de Cy que pertenece a V(D;), mientras que o, €s
un vértice de Cy que pertenece a V' (Ds) y yo,41 €s un vértice de Cy que
pertenece a V' (D,), de aqui que (zap_2,Y2r+1) Y (T2s—1, Y24) Sean flechas
de D.

Por lo tanto C' = (Y2q—1, T2p—1) U (2p—1, C1, Tas—1) U (T25-1, Y24) U (Y24,
Co, Yor) U (Yar, Tas) U (xas, C1, Tap—2) U (Tap—2, Yor+1) U (Y2r+1, C2, Y2a—1)
es un ciclo que tiene el conjunto de vértices V(D) U V(Ds), es decir,
C' es hamiltoniano.

Por lo tanto D € Dy & Dy es hamiltoniana.
O

Nota 2. En la proposicién 27 si Dy y Dy son digraficas vacias cualquier
elemento en D; @ D, es un torneo bipartito, asi si D es una digrafica en
Dy & Dy que cumple las hipotesis de la proposicion tenemos el resultado ya
conocido en el que se afirma que si un torneo bipartito es fuertemente conexo
y tiene un factor de ciclos entonces es hamiltoniano. Es decir, la proposicion
27 es una pequena generalizacion de dicho resultado.

En seguida construiremos un ejemplo en el que se ilustra la necesidad de
alguna de las condiciones de la proposicién 27.

Ejemplo 27.1. Sea D la digrdfica con el conjunto de vértices V(D) = {xo,
x1, Ta, T3} y el conjunto de flechas F(Dy) = {(x2, 1), (z3,20)} y sea Dy la
digrafica con el conjunto de vértices V(Ds) = {yo, y1, y2, Y3} y el conjunto
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de flechas F (D) = {(y1,y2)}. Aunque una suma generealizada de Dy y Do
sea fuertemente conexa y tenga un factor de dos ciclos Cy y Cy tales que
sus conjuntos de flechas, F(Cy) y F'(Cy), estan contenidos en el conjunto de
flechas exteriores de D, dicha suma no necesariamente es hamiltoniana.

Demostracion. Construyamos una suma generalizada de D que sea fuerte-
mente conexa y que tenga un factor de dos ciclos como en la hipdtesis.

Si D es una suma generalizada de Dy y Ds, su conjunto de vértices es
V(D) = V(Dy) UV (Ds) y las subdigréficas inducidas por V(D;) y V(D)
deben ser D; y Dy, respectivamente, de donde los elementos en F(D;) y
F(Dy) son flechas de D y no existen mas flechas con ambos extremos en
V(D) ni con ambos extremos en V(D). Ademads entre cualersquiera dos
vértices uno de Dy y uno de Dy debe haber una y sélo una flecha. Definamos
el conjunto de flechas de D como sigue: F(D) = F(D;)U F(D2) U {(z0,%0),
(0, Y2), (z0,¥3), (z1,91), (21,92), (21, ¥3), (T2, 92), (%3, ¥3), (Y0, 21), (Yo, T2),
(Yo, x3), (Y1, 0), (Y1, 22), (y1,23), (Y2, 23), (y3,22)}. Con D asi definida sabe-
mos que pertenece a Dy & Dy, que tiene dos ciclos, Cy = (x¢, Yo, 1, Y1, To) ¥
Cy = (22, Y2, T3, Y3, T2), que forman un factor y cuyas flechas son flechas ex-
teriores de D. Dado que existen una CC5-flecha y una CyC-flecha podemos
afirmar que D es fuertemente conexa.

Supongamos por contradiccion que existe un ciclo hamiltoniano C' en D.

Por la forma en que definimos las flechas de D, se tiene que d~ (yo) = 1,
que 0~ (y1) = 1, que 6% (y2) = 1y que 67 (y3) = 1, entonces las flechas (g, yo),
(x1,y1), (Y2,23) y (ys, z2) necesariamente son flechas de C'. Ademads, como
0" (yo) = 3 y sus tres exvecinos son x1, Ty y x3, se tiene que (yo, 1) €s una
flecha de C, pues los antecesores de x5 y 23 en C' son y3 y 42, respectivamente.
Ahora bien, 6" (x2) = 2 donde x; y y2 son sus exvecinos, asi, (2, y2) es una
flecha de C' pues x; es sucesor de yg en C. Dado que " (y;) = 3 y que dos
de sus exvecinos, ¥, y 3, ya tienen asignado un antecesor en C| se sigue que
(y1, o) debe ser una flecha en ', lo cual es una contradiccion pues C’ = (zo,
Yo, T1, Y1, To) es un ciclo en D que estd contenido en C. Véase la figura 2.24.

0

De la proposicion 27 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 27.1. Sean Dy y Dy dos digraficas fuertemente coneras. Si una
suma generalizada de Dy y Doy es fuertemente conexa y tiene un factor de
dos ciclos, Cy y Cy, tales que sus conjuntos de flechas, F(Cy) y F(Cs), estdn
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D, o~ o v
D, o
Yo Yy Y2 Ys

Figura 2.23: Los ciclos del factor en D.

D,

Resultados

Figura 2.24: Las flechas obligadas en caso de existir un ciclo hamiltoniano

en D.
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contenidos en el conjunto de flechas exteriores de D, entonces dicha suma es
hamiltoniana.

Demostracion. Sea D € Dy & Dy como en la hipotesis.

Como los ciclos ' y C5 forman un factor y no tienen flechas en Dy ni en
Dy, tantdo Cy como C tienen al menos un vértice en V(D;) y al menos un
vértice en V(Ds). Ademads, como Dy y Dy son fuertemente conexas, existen
al menos una CyC-flecha en F(D;) y al menos una CyCi-flecha en F(D,).

Ahora, como D es fuertemente conexa también sabemos que existen una
C1C5- flecha y una CyC'-flecha.

Asi, si en el conjunto de flechas exteriores de D hay al menos una C;Cs-
flecha y al menos una CyC4- flecha, tenemos por la proposicién 27 que D
es hamiltoniana. Si no es asi, podemos suponer sin perder generalidad que
todas las flechas exteriores de D son CCs-flechas y como ya sabemos que
existen una CyCi-flecha en F'(D;) y una CyCi-flecha en F(Ds) se sigue, por
la proposicién 27, que D es hamiltoniana.

En cualquier caso D es hamiltoniana, como se queria demostrar. O

Los resultados anteriores se deben a la caracteristica que cumplen los
ciclos del factor, esto es, que ninguno de los ciclos tiene flechas de las digra-
ficas de la suma. Sin embargo cuando los ciclos no cumplen esta condicion,
aun si los sumandos son fuertemente conexos, la suma puede que no sea
hamiltoniana, de aqui la siguiente afirmacién.

Afirmacion 27.1. Si una suma generalizada de dos digrificas fuertemente
conexas es fuertemente conexa y tiene un factor de dos ciclos cuyos conjuntos
de flechas tienen tanto flechas interiores como exteriores, dicha suma no
necesariamente es hamiltoniana.

En el ejemplo siguiente se ilustrard la afirmacion anterior.

Ejemplo 27.2. Sea D la digrdfica con el conjunto de vértices V(D) = {xo,
Ty, X9, T3, T4, Tz} Yy el conjunto de flechas F(Dy) = {(xo,21), (z0,5),
(x1,22), (x2,20), (x3,22), (x3,24), (x4,25), (x5,23)} y sea Dy la digrifica
con el conjunto de vértices V(Ds) = {yo, y1, Y2} y el conjunto de flechas
F(Ds3) = {(yo,v1), (y1,92), (y2,%0)}, aunque la suma generalizada de D
y Do tenga un factor de dos ciclos que tienen alguna flecha en uno de los
sumandos, no necesariamente es hamiltoniana.
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Figura 2.25: Las flechas obligadas en caso de existir un ciclo hamiltoniano
en D.

Demostracion. Construyamos una digrafica D € Dy @ D, que sea fuerte-
mente conexa y que tenga un factor de ciclos con al menos un flecha en
las flechas inteiores de D. Si D € D; & D, tiene el conjunto de vértices
V(Dy) UV(Dy) y las digréificas inducidas por V(D) y V(Ds) serdn Dy y
D, respectivamente, de donde las flechas en F'(D;) y en F(Ds) seran flechas
también en D y cualquier otra flecha de D tendra un extremo en V(D;) y
otro en V(Ds). Ademas, entre cada par de vértices, uno de D; y otro de Do
habra exactamente una flecha, para ello definiremos el conjunto de flechas de
D como sigue F(D) = F(Dy)UF(D2)U{(x0,y0), (z2,11), (x5,y0)} U{{(u,v)
| ueVI(Dy) yveV(D)}I\{(zo,50), (x2,51), (x5,50)}}-

Los ciclos Cy = (zo, 1, T2, Y1, Y2, To) y Co = (x3, x4, x5, Yo, x3) forman
un factor de D en el que ambos ciclos tienen flechas interiores de D, sin
embargo D no es hamiltoniana.

Supongamos por contradicciéon que D tiene un ciclo hamiltoniano C.
Como 6 (y2) = 1, 07(z1) = 1y 0T (xy) = 1, las flechas (y1,v2), (1, 22)
y (x4, x5) deben ser flechas de C'. Por otro lado " (x3) = 2, entonces el suce-
sor de x3 en D debe ser uno de sus dos exvecinos, o 0 T4, pero como s es
sucesor de x1, tendremos que x4 es el sucesor de x3 en C'. Ademds 6" (x;5) = 2
y Sus exvecinos son T3 y Yo, por lo que (x5,%0) es una flecha de C', ya que
de no ser asi C' tendria como subsucesién el ciclo (z3, x4, x5, x3) lo cual es
imposible. Ahora, 7 (xy) = 3 y sus tres exvecinos son 1, x5 y Yo, por lo que
su sucesor en C' es alguno de ellos, sin embargo, los antecesores de x5 y 1o en
C' son x4 y x5, respectivamente, de donde (zg, 1) es una flecha de C. Luego,
0% (z9) = 2 donde sus exvecinos son g y y1, por lo que (z3,y;) debe ser una
flecha de O, pues si (x2,29) lo fuera, C' contendria al ciclo (zg, z1, T2, To)
lo cual es imposible. Por ltimo, §~(z9) = 3 y sus invecinos son s, y; y Y2,
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pero si cualquiera de ellos fuese su antecesor en (', este tiltimo contendria un
ciclo mas pequeno, lo cual es una contradiccion. Véase la figura 2.25.
Por lo tanto D no es hamiltoniana, como se queria demostrar. O






Capitulo 3

Comentarios finales

Este trabajo deja algunos problemas abiertos. En el ejemplo 27.2 vimos que
si dos ciclos que tienen flechas interiores forman un factor en una suma ge-
neralizada de dos digraficas que sea fuertemente conexa, no necesariamente
existe un ciclo hamiltoniano, sin embrago uno de lo ciclos que utilizamos para
ilustrar la situacion no tiene flechas en uno de los sumandos, por lo que cabe
preguntarse si en el caso en el que cada un de los ciclos del factor tiene al
menos una flecha en cada una de las digraficas de la suma necesariamente
exista un ciclo hamiltoniano. Si fuese asi nos preguntaremos si el resultado
se puede extender para un factor con mas ciclos o bien si se puede adap-
tar a una suma de méas digraficas. Por otra parte en la proposicion 27 se
probo6 que si las flechas de los dos ciclos del factor son exteriores y existen
dos flechas adecuadas entonces podemos hacer un nuevo ciclo por todos los
vértices del factor, en este caso nos preguntamos si podriamos hacer lo mismo
con un factor que tenga un mayor nimero de ciclos y obtener asi la genera-
lizacion completa para el resultado de torneos bipartitos que mencionamos
antes. Dicho resultado no es inmediato ya que las flechas del ciclo nuevo no
necesariamente estan contenidas en las flechas exteriores de la suma.

o1
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