
Universidad Nacional Autónoma de México
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Introducción

Este trabajo trata sobre un problema abierto en teoŕıa de conjuntos y
topoloǵıa. Para abordar este problema, denotemos por ω al cardinal de los
números naturales y por ω1 al menor cardinal mayor que ω. Consideremos
los órdenes parciales 〈P(ω),⊆〉 y 〈P(ω1),⊆〉, donde P(ω) y P(ω1) son los
conjuntos potencia de ω y ω1, respectivamente. Un resultado elemental, es
que los órdenes parciales anteriores no pueden ser isomorfos, pues cualquier
isomorfismo entre ellos tendŕıa que mandar un sucesor inmediato del conjunto
vaćıo en un sucesor inmediato de ∅. Sin embargo, esto último es imposible, pues
P(ω) posee una cantidad numerable de sucesores inmediatos de ∅, a saber,
todos los subconjuntos unipuntuales de ω, mientras que P(ω1) contiene una
cantidad más que numerable de dichos conjuntos.

Pensando en lo dicho en el párrafo anterior, definamos una relación de
equivalencia en P(ω), de tal modo que cada clase de equivalencia agrupe
a aquellos subconjuntos de ω que sólo difieran entre śı por una cantidad
finita de elementos; en otras palabras, convengamos en identificar a todos
los subconjuntos de ω que sólo difieren en una cantidad finita de elementos.
Aśı, todos los subconjuntos finitos de ω quedarán agrupados en la clase de
equivalencia del conjunto vaćıo, en particular, los conjuntos unipuntuales de
P(ω) estarán en esta clase de equivalencia. Denotemos por P(ω)/fin a la
familia de las clases de equivalencia dada por la relación anterior.

Si elegimos un representante para cada clase de equivalencia de P(ω)/fin,
podemos definir un orden parcial en P(ω)/fin de tal modo que una clase de
equivalencia sea menor que otra siempre que el representante de la primera
esté contenido en el representante de la segunda, salvo por una cantidad finita
de elementos. Además, este orden parcial siempre será el mismo sin importar
a quien elijamos como los representantes de las clases de equivalencia. En
particular, tendremos que la clase de equivalencia del conjuntos vaćıo será el
elemento mı́nimo en este orden parcial.

Análogamente, podemos definir la misma relación de equivalencia sobre
P(ω1) para obtener el conjunto P(ω1)/fin y definir un orden parcial en él,
de la misma forma que lo hicimos con P(ω)/fin. La pregunta natural es la
siguiente:

vii



viii INTRODUCCIÓN

¿Son isomorfos los órdenes parciales P(ω)/fin y P(ω1)/fin?

Un resultado sobre P(ω)/fin y P(ω1)/fin hace referencia a que estos
conjuntos tienen cardinalidad 2ω y 2ω1 , respectivamente. Si suponemos que
P(ω)/fin y P(ω1)/fin son isomorfos, una consecuencia seŕıa la igualdad
2ω = 2ω1 . Por esta razón, la respuesta a la pregunta anterior es negativa en
presencia de la Hipótesis del Continuo. Sin embargo, existen modelos de ZFC
en los que se satisface la igualdad 2ω = 2ω1 . Aśı, podemos preguntarnos lo
siguiente:

¿Es consistente con ZFC que los órdenes parciales P(ω)/fin
y P(ω1)/fin sean isomorfos?

La respuesta a la pregunta anterior es desconocida. Al problema anterior
se le conoce como El problema de Katowice, nombre que recibió porque fue
planteado y discutido en un seminario de topoloǵıa que se llevó acabo en la
Universidad de Silecia, en la ciudad de Katowice, Polonia, durante la década
de los 70’s. Hay autores que le atribuyen esta pregunta a Marian Turzanski.

Este problema también tiene una versión topológica equivalente. Para es-
to, pensemos en ω como un espacio topológico discreto y denotemos por βω a
la compactación de Stone-Čech de ω. Denotemos por ω∗ al conjunto βω \ ω.
Consideremos a ω∗ con la topoloǵıa heredada por βω. Análogamente, podemos
obtener al espacio topológico ω∗1 . El problema de Katowice resulta ser equiva-
lente a responder la siguiente pregunta:

¿Es consistente con ZFC que los espacios topológicos ω∗ y ω∗1
sean homeomorfos?

El problema de Katowice puede generalizarse para el caso de dos cardinales
arbitrarios κ y λ. Sin embargo, en 1978, B. Balcar y R. Frankiewicz demostraron
que de existir cardinales κ y λ tales que P(κ)/fin y P(λ)/fin sean isomorfos,
nesesariamente κ, λ ∈ {ω, ω1}.

Aunque este problema sigue sin tener una solución, hay considerables avances
en su posible solución. En particular, se ha estudiado cuáles son las consecuencias
de suponer que el problema tenga una respuesta afirmativa. Algunas de estas
consecuencias son las siguientes:

1. La igualdad 2ω = 2ω1 .

2. La existencia de ciertos subconjuntos del orden parcial P(ω)/fin llamados
Q-sucesiones fuertes y cuya cardinalidad sea ω1.

3. La existencia de una familia dominante de funciones en ωω que tenga
cardinalidad ω1.
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Uno de los modelos más conocidos en el que se satisface la primera
condición, es el modelo ZFC+MA(ω1), donde MA(ω1) se refiere al axioma de
Martin para ω1. Es natural preguntarse cómo se relaciona este axioma con el
problema de Katowice. Sin embargo, una consecuencia de MA(ω1) es que toda
familia dominante de funciones de ωω tiene cardinalidad mayor que ω1. Por lo
tanto, la tercera condición es falsa en este modelo.

Por otra parte, en 1985, Juris Steprans demostró que bajo MA(ω1), no
existen Q-sucesiones fuertes con cardinalidad ω1 (véase [8]). Sin embargo, él
y Shelah demostraron de forma independiente que es consistente con ZFC la
existencia de una Q-sucesión fuerte con cardinalidad ω1.

Uno de los resultados más destacados sobre la posible solución del problema
de Katowice, fue el que David Chodounský publicó en su art́ıculo “Strong
Q-sequences and small d” (véase [1]). En él, demostró la existencia de un
modelo de ZFC en el cual existe una Q-sucesión fuerte con cardinalidad ω1 y
una familia dominante de funciones con cardinalidad ω1.

En el presente trabajo, estudiaremos algunas de las consecuencias del
problema de Katowice en los modelos ZFC y ZFC+MA(ω1).

En el primer caṕıtulo, desarrollaremos la teoŕıa previa necesaria para poder
plantear a detalle el problema de Katowice en sus dos versiones. En particular,
a partir de un conjunto arbitrario X, construiremos el orden parcial P(X)/fin
y el espacio topológico X∗.

En el segundo caṕıtulo estudiaremos las implicaciones que tiene el problema
de Katowice en ZFC. Probaremos la equivalencia entre las dos versiones del
problema de Katowice y veremos que las condiciones 1, 2 y 3 son consecuencia
de suponer que tiene una respuesta afirmativa. Por último, demostraremos que
si κ y λ son cardinales tales que κ < λ y P(κ)/fin es isomorfo a P(λ)/fin,
entonces κ = ω y λ = ω1.

En el tercer caṕıtulo demostraremos que el Problema de Katowice tiene una
respuesta negativa en el modelo ZFC+MA(ω1). Demostraremos que en este
modelo, se satisface la condición 1, pero fallan las condiciones 2 y 3.

Es importante mencionar que para la lectura de este trabajo, se recomienda
haber cursado los dos primeros cursos de Teoŕıa de conjuntos y los dos primeros
cursos de Topoloǵıa, conforme a los programas de estudio establecidos por la
Facultad de Ciencias de la UNAM.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Introducción

Este caṕıtulo tiene como principal finalidad presentar los resultados básicos
que nos permitirán formular el Problema de Katowice de manera precisa en
el caṕıtulo siguiente. También será conveniente desarrollar el material sobre
filtros y ultrafiltros que no necesariamente se cubre en los cursos de licenciatura
de la facultad. Esto será con el propósito de emplear los ultrafiltros sobre un
conjunto X para construir la compactación de Stone-Čech del espacio topológico
que resulta de equipar a X con la topoloǵıa discreta, pues esta construcción nos
servirá para establecer un equivalente topológico del Problema de Katowice.

1.2. Notaciones y definiciones

Para nuestro objetivo, tomaremos como base los siguientes textos [5] y [3].
Seguiremos la notación y las definiciones de los textos anteriores salvo por los
siguientes casos:

1. Dada una función entre conjuntos f : X −→ Y , si a ⊆ X, entonces
f [a] = {f(x) : x ∈ a}. Por ejemplo, si f : {0, {0}} −→ {1, 2} es la función
f = {(0, 1), ({0}, 2)}, entonces f({0}) = 2 y f [{0}] = {f(0)} = {1}.

2. Dado un conjunto X y un cardinal κ, denotaremos por [X]κ a la familia
de todos los subconjuntos de X con cardinalidad κ. Por otra parte, [X]<κ

denotará a la familia de todos los subconjuntos de X con cardinalidad
menor que κ.

3. Dados dos conjuntos X y Y , el śımbolo XY representará a la familia de
funciones de Y en X.

4. Dado un espacio topológico X y a ⊆ X, denotaremos la cerradura de a
como a−.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

5. Denotaremos por ω al conjunto de los números naturales: {0, 1, 2, 3, ...}.
Por otra parte, ω1 denotará al menor ordinal cuya cardinalidad es mayor
que la cardinalidad de ω.

6. La Hipótesis del continuo, CH, es la igualdad c = ω1 (donde c denota a
la cardinalidad de los números reales). Gracias a los trabajos de Gödel y
Cohen se sabe que CH es independiente de ZFC, la axiomática usual de
la teoŕıa de conjuntos.

1.3. Órdenes parciales y el Lema de Zorn

En esta sección presentaremos el material necesario sobre órdenes parciales
para entender el contenido del resto de la tesis.

Definición 1.3.1. Sean X un conjunto y ≤ una relación en X, decimos que
〈X,≤〉 es un orden parcial si:

1. Para cada x ∈ X, x ≤ x (reflexividad).

2. Si x, y ∈ X son tales que x ≤ y y x ≤ y, entonces x = y (antisimetŕıa).

3. Si x, y, z ∈ X son tales que x ≤ y y y ≤ z, entonces x ≤ z (transitividad).

Definición 1.3.2. Sea 〈X,≤〉 un orden parcial.

1. x ∈ X es una cota superior de a ⊆ X si para cada y ∈ a se tiene que
y ≤ x.

2. x ∈ X es una cota inferior de a ⊆ X si para cada y ∈ a se tiene que
x ≤ y.

3. x ∈ X es el supremo de a ⊆ X (y lo denotamos por sup(a)), si es una cota
superior de a y para cada y ∈ X, cota superior de a, se tiene que x ≤ y.

4. x ∈ X es el ı́nfimo de a ⊆ X (y lo denotamos por ı́nf(a)), si es una cota
inferior de a y para cada y ∈ X, cota inferior de a, se tiene que y ≤ x.

Definición 1.3.3. Sean 〈X,≤X〉 y 〈Y,≤Y 〉 órdenes parciales. Diremos que una
función f : X −→ Y es un homomorfismo si: para cualesquiera x, y ∈ X se
tiene f(x) ≤Y f(y), siempre que x ≤X y.

Definición 1.3.4. Sean 〈X,≤X〉 y 〈Y,≤Y 〉 órdenes parciales. Un isomorfismo
entre X y Y es una función biyectiva f : X −→ Y tal que:

1. Para cualesquiera x, y ∈ X, si x ≤X y entonces f(x) ≤Y f(y).

2. Para cualesquiera x, y ∈ Y , si x ≤Y y entonces f−1(x) ≤X f−1(y).

Si existe un isomorfismo entre X y Y , decimos que son isomorfos.
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El siguiente resultado se puede resumir diciendo que “un isomorfismo manda
supremos en supremos e ı́nfimos en ı́nfimos”.

Proposición 1.3.5. Sean 〈X,≤X〉 y 〈Y,≤Y 〉 ordenes parciales. Si f : X −→ Y
es un isomorfismo y a ⊆ X, entonces:

1. f(sup a) = sup(f [a]), siempre que sup(a) exista.

2. f (́ınf a) = ı́nf(f [a]), siempre que ı́nf(a) exista.

Demostración:

Inciso 1. Sea x = sup(a), entonces y ≤X x, para cada y ∈ a. Dado que
f es un isomorfismo, tenemos que f(y) ≤Y f(x), para cada y ∈ a. Aśı, f(x)
es una cota superior de f [a]. Ahora bien, supongamos que z ∈ Y es una cota
superior de f [a] tal que z ≤Y f(x). Como f es un isomorfismo, se sigue que
f−1(z) ≤X x. Además, como z es cota superior de f [a] y f es isomorfismo,
tenemos que y ≤X f−1(z), para cada y ∈ a. Por esto último, f−1(z) = x y
f(x) = z. Por lo tanto, f(x) = sup(a).

Inciso 2. La prueba es semejante a la del inciso anterior y por esta razón la
omitimos.

Definición 1.3.6. Sea 〈X,≤〉 un orden parcial.

1. x, y ∈ X son comparables si x ≤ y o y ≤ x.

2. C ⊆ X es una cadena si para cualesquiera dos de sus elementos se tiene
que son comparables.

3. x ∈ X es maximal si para cada y ∈ X: x ≤ y implica que x = y.

La siguiente proposición fue presentada por Max August Zorn en su art́ıculo
“A Remark on Method in Transfinite Algebra” (véase [11]) y es un enunciado
equivalente al Axioma de Elección.

Proposición 1.3.7 (Lema de Zorn). Si 〈X,≤〉 es un orden parcial tal que
X 6= ∅ y toda cadena no vaćıa tiene una cota superior, entonces X tiene un
elemento maximal.

1.4. Filtros y ultrafiltros

Como se mencionó en la introducción, el fin de esta sección es exponer a
detalle el material sobre filtros que necesitaremos más adelante.

Definición 1.4.1. Sea A 6= ∅ una familia de conjuntos no vaćıos. Decimos que
A tiene la propiedad de la intersección finita si para cualquier B ⊆ A, finito y
no vaćıo, se obtiene que

⋂
B 6= ∅.
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Definición 1.4.2. Sea A 6= ∅ una familia de conjuntos. Decimos que A es
cerrado bajo intersecciones finitas si para cualquier B ⊆ A, finito y no vaćıo, se
obtiene que

⋂
B ∈ A.

Definición 1.4.3. Sea X un conjunto y F una familia no vaćıa de subconjuntos
de X. Decimos que F es un filtro de X si:

1. ∅ /∈ F .

2. Para cualesquiera a, b ∈ F se tiene que a ∩ b ∈ F .

3. Si a ∈ F y a ⊆ b ⊆ X, entonces b ∈ F .

Es inmediato de la definición anterior que todo filtro tiene la propiedad de
la intersección finita. Lo que no es tan obvio es que toda familia que tenga la
propiedad de la intersección finita puede ser extendida a un filtro. Para probar
esto requerimos de un lema.

Lema 1.4.4. Sea A una familia no vaćıa de conjuntos no vaćıos. Si A tiene la
propiedad de la intersección finita, entonces

S = {
⋂
B : ∅ 6= B ⊆ A y B es finito}

es una familia de conjuntos no vaćıos, cerrada bajo intersecciones finitas y tal
que A ⊆ S.

Demostración: Como A tiene la propiedad de la intersección finita, se sigue
que los elementos de S son no vaćıos. Por otra parte, observamos que si A ∈ A,
entonces A =

⋂
{A} ∈ S, aśı: A ⊆ S. Además, la intersección finita de elementos

de S, es una intersección finita de elementos de A; esto implica que S es cerrado
bajo intersecciones finitas. De este modo, el lema se sigue.

Proposición 1.4.5. Sean X un conjunto y A una familia no vaćıa de subcon-
juntos no vaćıos de X. Si A tiene la propiedad de la intersección finita, entonces
existe un filtro F en X tal que A ⊆ F .

Demostración: Dado que A tiene la propiedad de la intersección finita, por
el lema 1.4.4 sabemos que existe S, una familia de conjuntos no vaćıos, cerrada
bajo intersecciones finitas y tal que A ⊆ S. Aśı, probaremos que el conjunto

F = {a ⊆ X : ∃ c ∈ S(c ⊆ a)}

es un filtro que contiene a A. Comencemos por observar que F es una familia de
conjuntos no vaćıos, porque cada elemento de F contiene un elemento de S. Si
a, b ∈ F , existen c, d ∈ S tales que c ⊆ a y d ⊆ b, pero c ∩ d ∈ S y c ∩ d ⊆ a ∩ b,
aśı a∩b ∈ F . Además, si a ∈ F y b ⊆ X es tal que a ⊆ b, entonces existe c ∈ S tal
que c ⊆ a ⊆ b y por ende, b ∈ F . De esta forma, F es un filtro y A ⊆ S ⊆ F .

Ahora centraremos nuestro estudio en una clase particular de filtro:
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Definición 1.4.6. Sea X un conjunto y U un filtro de X. Decimos que U es
un ultrafiltro en X si ningún filtro de X lo contiene propiamente, es decir, no
existe F , filtro en X, tal que U ⊆ F y U 6= F .

Una consecuencia del Axioma de Elección es que cada filtro puede ser exten-
dido a un ultrafiltro, tal y como lo muestra la prueba del resultado siguiente.

Proposición 1.4.7. Si F es un filtro en el conjunto X, entonces existe U , un
ultrafiltro en X, tal que F ⊆ U .

Demostración: Consideremos la siguiente familia de filtros en X:

FX = {G ⊆ X : G es un filtro en X y F ⊆ G}

Tenemos que 〈FX ,⊆〉 es un orden parcial. Por otra parte, observamos que
si existe U ∈ FX , ⊆-maximal en 〈FX ,⊆〉, entonces para cada filtro G en X
tal que U ⊆ G, se tiene que F ⊆ U ⊆ G y por ende, G ∈ FX . De esta forma,
la maximalidad de U implica que G = U , de lo que se seguirá que U es un
ultrafiltro. Aśı, por el Lema de Zorn (véase el teorema 1.3.7), bastará con
probar que toda cadena no vaćıa de FX esta acotada superiormente en FX .

Sea C una cadena no vaćıa de FX . Veamos que
⋃
C ∈ FX . Para esto, ob-

servamos que los elementos de
⋃
C son no vaćıos, porque cada elemento de C

es un filtro. Ahora bien, para a, b ∈
⋃
C, existen G,H ∈ C tales que a ∈ G

y b ∈ H, pero como C es una cadena, tenemos que G y H son comparables.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que G ⊆ H. Entonces a, b ∈ H y por
ende, a ∩ b ∈ H ⊆

⋃
C. Por otra parte, si a ∈

⋃
C y b ⊆ X es tal que a ⊆ b,

existe algún filtro G ∈ C tal que a ∈ G, de lo que se concluye que b ∈ G ⊆
⋃
C.

Además, como C es no vaćıa, existe G ∈ C ⊆ FX , de donde F ⊆ G ⊆
⋃
C. Por

lo tanto,
⋃
C ∈ FX .

Lema 1.4.8. Sea U un ultrafiltro en el conjunto X. Si a ⊆ X es tal que a∩b 6= ∅
para cada b ∈ U , entonces a ∈ U .

Demostración: Dado que a intersecta a cada elemento de U , tenemos que
U ∪{a} tiene la propiedad de la intersección finita. Aśı, por el lema 1.4.5 existe
un filtro F tal que U ⊆ U ∪ {a} ⊆ F . Como U es un ultrafiltro, se sigue que
a ∈ F = U .

Presentamos ahora una caracterización de los ultrafiltros.

Proposición 1.4.9. Si U es un filtro en el conjunto X, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. U es un ultrafiltro en X

2. Para cada a ⊆ X: a ∈ U o X \ a ∈ U .



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Demostración: Veamos que el inciso 1 implica al inciso 2. Tomemos a ⊆ X
arbitrario y supongamos que a /∈ U . Por lo anterior y dado que U es un
ultrafiltro, ningún elemento de U esta contenido en a, pues si existiera b ∈ U
tal que b ⊆ a, se seguiŕıa que a ∈ U . Pero esto significa que si b ∈ U , entonces
(X \ a) ∩ b 6= ∅. Aśı, X \ a es un conjunto que intersecta a cada elemento de U
y por el lema 1.4.8 concluimos que X \ a ∈ U .

Ahora veamos que el inciso 2 implica al insiso 1. Supongamos que U es un
filtro que satisface 2. Sea F un filtro tal que U ⊆ F y fijemos a ∈ F . Sabemos
que a ∈ U o X \ a ∈ U . Dado que F es un filtro y a ∩ (X \ a) = ∅, no puede
ocurrir que X \ a ∈ U ⊆ F . Aśı, necesariamente a ∈ U , de lo que concluimos
que F ⊆ U y U es un ultrafiltro.

Una forma fácil de obtener ultrafiltros es como sigue.

Definición 1.4.10. Sean X un conjunto y x ∈ X. Definimos:

x? = {a ⊆ X : x ∈ a}

Proposición 1.4.11. Sea X un conjunto. Entonces para cada x ∈ X, x? es un
ultrafiltro de X.

Demostración: Sea x ∈ X, por la proposición 1.4.9 bastará con probar que
cada a ⊆ X satisface a ∈ x? o X \ a ∈ x?. Para esto consideremos a ⊆ X
arbitrario. En el caso en que x ∈ a se tiene que a ∈ x?. Por otra parte si x /∈ a,
necesariamente x ∈ X \ a y X \ a ∈ x?.

Definición 1.4.12. Sea U un ultrafiltro en el conjunto X. Decimos que U es
un ultrafiltro principal en X si U = x?, para alguna x ∈ X.

Proposición 1.4.13. Sea U un ultrafiltro en el conjunto X. Entonces U es un
ultrafiltro principal en X si y sólo si U contiene algún elemento finito.

Demostración: Si U es un ultrafiltro y existe a ∈ U finito, sea {xi : i ≤ n}
una enumeración de los elementos de a. Bastará con probar que x?i ⊆ U para
alguna i, pues x?i es un ultrafiltro y lo anterior implica que x?i = U . Por
reducción al absurdo, supongamos que x?i \ U 6= ∅ para cada i, entonces existe
ai ∈ x?i tal que ai /∈ U . Por la proposición 1.4.9, X \ ai ∈ U y xi /∈ X \ ai. Aśı,
∅ = a ∩ (

⋂
i≤nX \ ai) ∈ U y esto último contradice que U es un ultrafiltro. Por

lo tanto, U = xi para alguna i.

Ahora bien, si U es un ultrafiltro principal en X, por definición existe x ∈ X
tal que U = x?. De esta forma, {x} ∈ U y {x} es finito.

Una pregunta natural es, ¿existen ultrafiltros que no sean principales? En
presencia del Axioma de Elección la respuesta es afirmativa:
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Proposición 1.4.14. Para cualquier subconjunto infinito a del conjunto X
existe U , un ultrafiltro en X, tal que a ∈ U y U no es un ultrafiltro principal.

Demostración: Sea a ⊆ X infinito, entonces existe {xn : n ∈ ω} ⊆ a tal que
xn 6= xm si n 6= m. Para cada n ∈ ω definamos an = {xm : m ≥ n}. Observamos
que {a} ∪ {an : n ∈ ω} tiene la propiedad de la intersección finita y por las
proposiciones 1.4.5 y 1.4.7 existe un ultrafiltro U tal que {a}∪{an : n ∈ ω} ⊂ U .
Dado que a0 ∈ U , basta con verificar que U 6= x?i para cada i ∈ ω, pues si
x ∈ X \ a0, entonces x /∈ a0 ∈ U y U 6= x?. Pero para cada i ∈ ω, xi /∈ ai+1 ∈ U
y U 6= x?i .

1.5. La compactación de Stone-Čech de un
espacio topológico

En esta sección, damos un recuento rápido de las nociones básicas que son
parte del contenido de los cursos de Topoloǵıa I y II.

Definición 1.5.1. Sea X un espacio topológico.

1. X es Hausdorff si para cualesquiera x, y ∈ X existen u, v ⊆ X, abiertos,
tales que x ∈ u, y ∈ v y u ∩ v = ∅.

2. X es regular si es Hausdorff y para cualesquiera c ⊆ X, cerrado, y x ∈ X\c
existen u, v ⊆ X, abiertos, tales que x ∈ u, c ⊆ v y u ∩ v = ∅.

3. X es completamente regular si es Hausdorff y para cualesquiera c ⊆ X,
cerrado, y x ∈ X \ c existe una función continua f : X −→ [0, 1] tal que
f(x) = 0 y f(y) = 1, para cada y ∈ c.

4. X es normal si es Hausdorff y para cualesquiera c, d ⊆ X, cerrados, existen
u, v ⊆ X, abiertos, tales que c ⊆ u, d ⊆ v y u ∩ v = ∅.

A las propiedades expuestas en la definición anterior se les conoce como
Axiomas de Separación. En [3, Chap. VII] se estudian detalladamente estas
propiedades. En particular, se satisface la siguiente secuencia de implicaciones:

Normal⇒ Completamente regular⇒ Regular⇒ Hausdorff

Definición 1.5.2. Sean X un espacio topológico. Un conjunto D es denso en
X si para cada u ⊆ X, abierto, se tiene que D ∩ u 6= ∅. Diremos que X es
separable si posee un subconjunto denso y numerable.

Definición 1.5.3. Sea X un espacio topológico. Una cubierta abierta de X es
una familia B, de abiertos de X, tal que X =

⋃
B. Diremos que X es compacto

si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Definición 1.5.4. Sean X y Y espacios topológicos. Un encaje de X en Y es
un homeomorfismo entre X y un subespacio topológico de Y .
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Definición 1.5.5. Sea X un espacio topológico. Una compactación de X es
una pareja ordenada 〈Y, hY 〉 tal que:

1. Y es un espacio topológico Hausdorff y compacto.

2. hY es un encaje de X en Y tal que hY [X] es denso en Y .

Definición 1.5.6. Sea X un espacio topológico. Dos compactaciones 〈Y, hY 〉 y
〈Z, hZ〉 de X, son equivalentes si existe un homeomorfismo f : Y −→ Z tal que
f ◦ hY (x) = hZ(x), para cada x ∈ X.

X
hZ //

hY
��

Z

Y

f

>>

Lema 1.5.7. Sean X y Y espacios topológicos, con Y Hausdorff. Si D ⊆ X es
denso en X y f, g : X −→ Y son funciones continuas tales que f � D = g � D,
entonces f = g.

Demostración: Bastará con verificar que si x ∈ X \D, entonces f(x) = g(x).
Por reducción al absurdo, supongamos que f(x) 6= g(x). Como Y es Hausdorff,
existen abiertos u y v tales que f(x) ∈ u, g(x) ∈ v y u ∩ v = ∅. Dado que f
y g son continuas, f−1[u] y g−1[v] son abiertos en X. Aśı, f−1[u] ∩ g−1[v] es
un abierto en X y es no vaćıo, pues x ∈ f−1[u] ∩ g−1[v]. Además, sabemos
que D es denso. Por lo anterior, D ∩ (f−1[u] ∩ g−1[v]) 6= ∅. Entonces existe
y ∈ D ∩ (f−1[u] ∩ g−1[v]). Por esto último, f(y) ∈ u, g(y) ∈ v y f(y) = g(y),
contradiciendo que u ∩ v = ∅.

El siguiente teorema garantiza que todo espacio completamente regular posee
una compactación de Stone-Čech. La prueba de este resultado no aparece en este
trabajo. Sin embargo, en la sección 1.7 construiremos, empleando ultrafiltros,
la compactación de Stone-Čech de un espacio discreto.

Proposición 1.5.8 (Stone-Čech). Sea X un espacio topológico completamen-
te regular. Entonces existe una compactación 〈βX, hβX〉 de X que cumple lo
siguiente:

1. Para cada espacio topológico Y , compacto y Hausdorff, si f : X −→ Y es
una función continua, entonces existe una función continua g : βX −→ Y
tal que f = g ◦ hβX .

X

hβX

��

f // Y

βX

g

>>

2. Cualquier otra compactación que cumpla la propiedad anterior es equiva-
lente a βX.
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Demostración: La prueba del inciso 1 puede ser consultada en [3, Chap. XI
Theorem 8.2], por lo que sólo demostraremos el inciso 2. Para esto, sea 〈Y, hY 〉
una compactación de X, que cumpla la propiedad del inciso 1. Como Y es
compacto, Hausdorff y hY : X −→ Y es continua, existe una función continua
f : βX −→ Y , tal que hY = f ◦hβX . Por otra parte, dado que βX es compacto,
Hausdorff y hβX : X −→ βX es continua, se tiene que existe una función
continua g : Y −→ βX tal que hβX = g ◦ hY .

X
hY //

hβX

��

Y

βX

f

>> X
hβX //

hY
��

βX

Y

g

==

Probaremos que g = f−1, de esto se seguirá que f es un homeomorfismo.
Veamos que g ◦ f = IdβX . Como hβX [X] es denso en βX, bastará con
probar que g ◦ f(x) = x, para cada x ∈ hβX [X] (véase el lema 1.5.7). Aśı,
tomemos x ∈ hβX [X]. Entonces existe y ∈ X tal que hβX(y) = x. Por esto
último, g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(f(hβX(y))) = g(hY (y)) = hβX(y) = x. De for-
ma análoga se prueba que f◦g = IdY y por esta razón lo omitimos. Aśı, g = f−1.

Además, sabemos que f ◦ hβX = hY . Por lo tanto 〈βX, hβX〉 y 〈Y, hY 〉 son
compactaciones equivalentes.

1.6. El orden parcial P(X)/fin

En esta sección, X denotará un conjunto arbitrario.

Definición 1.6.1. Sean a, b ⊆ X. Diremos que a esta casi contenido en b (y lo
escribimos como a ⊆∗ b) si a \ b es finito. Diremos que a y b son casi iguales (y
lo escribimos como a =∗ b) si a ⊆∗ b y b ⊆∗ a.

Observamos que si a y b son conjuntos tales que a ⊆ b, entonces a \ b = ∅
y a ⊆∗ b. Aśı, la contención de conjutos implica a la casi contención. Por esto
último, si dos conjuntos son iguales, entonces también son casi iguales. Además,
para a y b conjuntos cualesquiera, a ⊆∗ b siempre que a sea finito.

Proposición 1.6.2. Sean a, b, c ⊆ X cualesquiera, entonces:

1. a ⊆∗ a (reflexividad de ⊆∗).

2. Si a ⊆∗ b y b ⊆∗ c, entonces a ⊆∗ c (transitividad de ⊆∗).

3. a =∗ a (reflexividad de =∗).

4. Si a =∗ b, entonces b =∗ a (simetŕıa de =∗).

5. Si a =∗ b y b =∗ c, se sigue que a =∗ c (transitividad de =∗).
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Demostración:

Inciso 1. La reflexividad de ⊆∗ se sigue porque a ⊆ a.

Inciso 2. Supongamos que a ⊆∗ b y b ⊆∗ c. Entonces a \ b y b \ c son
conjuntos finitos. Por otra parte, se tiene que a \ c ⊆ (a \ b)∪ (b \ c) y por ende,
a \ c es un conjunto finito.

Inciso 3. La reflexividad de =∗ es una consecuencia directa del inciso 1.

Inciso 4. La simetŕıa de =∗ es una consecuencia directa de la definición de =∗.

Inciso 5. Supongamos que a, b y c son conjuntos tales que a =∗ b y b =∗ c,
entonces a ⊆∗ b ⊆∗ c y c ⊆∗ b ⊆∗ a. Aśı, por la transitividad de ⊆∗, a ⊆∗ c y
c ⊆∗ a. Por lo tanto, a =∗ c.

Por la proposición anterior, se tiene que =∗ define una relación de equiva-
lencia en P(X). Para cada a ∈ P(X), consideremos su clase de equivalencia

[a] = {b ∈ P(X) : b =∗ a}

Definamos a la familia de clases de equivalencia:

P(X)/fin = {[a] : a ∈ P(X)}

Como =∗ es una relación de equivalencia en P(X), tenemos que P(X)/fin
es una partición de P(X).

Lema 1.6.3. Sean a, b ⊆ X, entonces: a ⊆∗ b si y sólo si para cualesquiera
c ∈ [a] y d ∈ [b], se tiene que c ⊆∗ d.

Demostración: Supongamos que a ⊆∗ b. Sean c ∈ [a] y d ∈ [b] cualesquiera.
Entonces c =∗ a y d =∗ b, en particular c ⊆∗ a y b ⊆∗ d. Como a ⊆∗ b, tenemos
que c ⊆∗ a ⊆∗ b ⊆∗ d. Aśı, por la transitividad de ⊆∗, concluimos que c ⊆∗ d.

Ahora bien, si para cualesquiera c ∈ [a] y d ∈ [b] se tiene que c ⊆∗ d, entonces
a ⊆∗ b, pues a ∈ [a] y b ∈ [b].

Definición 1.6.4. Dados [a], [b] ∈ P(X)/fin, [a] ≤∗ [b] siempre que a ⊆∗ b.

Por el lema anterior, observamos que ≤∗ esta bien definido, debido a que no
depende de los representantes que tomemos para las clases de equivalencia.

Proposición 1.6.5. 〈P(X)/fin,≤∗〉 es un orden parcial.

Demostración: Si [a], [b] ∈ P(X) son tales que [a] ≤∗ [b] y [b] ≤∗ [a],
entonces a ⊆∗ b y b ⊆∗ a; de esto se sigue que a =∗ b y [a] = [b]. Además, por
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la reflexividad y transitividad de ⊆∗, se tiene que ≤∗ es reflexiva y transitiva.

Observemos que [∅] = ı́nf(P(X)/fin) y [X] = sup(P(X)/fin). Esto se sigue
porque [∅] ≤∗ [a] ≤∗ [X], para cada a ⊆ X. Aśı, para [b] y [c] cotas inferior
y superior de P(X)/fin, respectivamente, tenemos que [b] ≤∗ [∅] y [X] ≤∗ [c].
Por lo anterior, [∅] = [b] y [X] = [c].

Proposición 1.6.6. Para cualesquiera a, b ⊆ X:

1. [a ∩ b] = ı́nf({[a], [b]}).

2. [a ∪ b] = sup({[a], [b]}).

3. [∅] = [a] si y sólo si a es finito.

4. Si [∅] = [a ∩ b] y [X] = [a ∪ b], entonces [b] = [X \ a].

Demostración:

Inciso 1. Como a ∩ b ⊆ a y a ∩ b ⊆ b, se sigue que [a ∩ b] es cota inferior de
{[a], [b]}. Ahora bien, si [c] es una cota inferior de {[a], [b]}, tenemos que c ⊆∗ a
y c ⊆∗ b. Por esto último, c \a y c \ b son finitos. Aśı, c \ (a∩ b) = (c \a)∪ (c \ b)
es finito y [c] ≤∗ [a ∩ b].

Inciso 2. Como a ⊆ a ∪ b y b ⊆ a ∪ b, se sigue que [a ∪ b] es cota superior de
{[a], [b]}. Ahora bien, si [c] es una cota superior de {[a], [b]}, tenemos que a ⊆∗ c
y b ⊆∗ c. Por esto último, a \ c y b \ c son finitos. Aśı, (a∪ b) \ c = (a \ c)∪ (b \ c)
es finito y [a ∪ b] ≤∗ [c].

Inciso 3. Si a es finito, entonces a ⊆∗ ∅. De esta forma, a =∗ ∅ y [a] = [∅].
Ahora bien, si [a] = [∅], entonces a ⊆∗ ∅ y a \ ∅ = a es finito.

Inciso 4. Supongamos que [∅] = [a ∩ b] y [X] = [a ∪ b]. Demostraremos
que b ⊆∗ X \ a y X \ a ⊆∗ b. Observamos que se satisfacen las igualdades
b \ (X \ a) = a ∩ b y (X \ a) \ b = X \ (a ∪ b). Aśı, bastará con probar que a ∩ b
y X \ (a ∪ b) son finitos. Dado que [a ∩ b] = [∅], del inciso anterior se sigue que
a∩ b es finito. Además, como [a∪ b] = [X], tenemos que X ⊆∗ a∪ b y X \ (a∪ b)
es finito.

En lo que se refiere a isomorfismos tenemos el siguente resultado.

Proposición 1.6.7. Sea f : P(X)/fin −→ P(Y )/fin un isomorfismo. Si
a, b ⊆ X y c, d ⊆ Y son tales que f([a]) = [c] y f([b]) = [d], entonces:

1. f([∅]) = [∅] y f([X]) = [Y ].

2. a es finito si y solo si c es finito.

3. a ⊆∗ b si y solo si c ⊆∗ d.
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4. f([a ∩ b]) = [c ∩ d] y f([a ∪ b]) = [c ∪ d].

5. f([X \ a]) = [Y \ c].

Demostración:

Inciso 1. Como [∅] = ı́nf(P(X)/fin) y f es un isomorfismo, la proposición
1.3.5 implica que f([∅]) = ı́nf(f [P(X)/fin]) = ı́nf(P(Y )/fin) = [∅]. Además,
[X] = sup(P(X)/fin). Por esto último:

f([X]) = sup(f [P(X)/fin]) = sup(P(Y )/fin) = [Y ]

Inciso 2. Si a es finito, entonces [a] = [∅]. Como f es un isomorfismo,
[c] = f([a]) = f([∅]) = [∅] y c es finito. Ahora bien, si c es finito, entonces
[c] = [∅]. Dado que f es un isomorfismo, [a] = f−1([c]) = f−1([∅]) = [∅].

Inciso 3. Si a ⊆∗ b, entonces [a] ≤∗ [c] y [c] = f([a]) ≤∗ f([b]) = [d].
Por esto último, c ⊆∗ d. Ahora bien, si c ⊆∗ d, entonces [c] ≤∗ [d]. Aśı,
[a] = f−1([c]) ≤∗ f−1([d]) = [b] y a ⊆∗ b.

Inciso 4. Por la proposición 1.6.6, sabemos que [a ∩ b] = ı́nf({[a], [b]}) y
[c ∩ d] = ı́nf({[c], [d]}) = ı́nf({f([a]), f([b])}). Aśı, la proposición 1.3.5 implica
que f([a ∩ b]) = [c ∩ d]. Análogamente se prueba que f([a ∪ b]) = [c ∪ d], por
esta razón omitimos la prueba.

Inciso 5. Por los incisos 1, 2 y 4 de la proposición 1.6.6, bastará con verificar
las igualdades ı́nf({f([X \ a]), [c]}) = [∅] y sup({f([X \ a]), [c]}) = [Y ]. Como
[∅] = ı́nf({[X \ a], [a]}) y [X] = sup({[X \ a], [a]}), se tiene que:

[∅] = f([∅]) = f (́ınf{[X \ a], [a]}) = ı́nf({f([X \ a], [c]})

[Y ] = f([X]) = f(sup{[X \ a], [a]}) = sup({f([X \ a]), [c]})

1.7. La compactación de Stone-Čech de un
espacio discreto

En esta sección, X denotará un espacio topológico discreto. Denotemos
como βX al conjunto de todos los ultrafiltros en X. Nuestro objetivo en esta
sección, será definir una topoloǵıa para βX y un encaje hβX : X −→ βX, de
modo que 〈βX, hβX〉 resulte ser la compactación de Stone-Čech de X.

Para cada a ⊆ βX, definamos:

a◦ = {U ∈ βX : a ∈ U}
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Los siguientes resultados nos servirán para definir en βX la topoloǵıa que
deseamos.

Lema 1.7.1. Para cualesquiera a, b ⊆ X y x ∈ X:

1. {x}◦ = {x?}.

2. a◦ ∩ b◦ = (a ∩ b)◦.

3. βX = a◦ ∪ (X \ a)◦.

Demostración:

Inciso 1. Si U ∈ {x}◦, entonces {x} ∩ c 6= ∅, para cada c ∈ U . Por esto
último, U ⊆ x?. Como U es un ultrafiltro, tenemos que U = x?. Por otra parte,
es claro que {x?} ⊆ {x}◦, pues {x} ∈ x?.

Inciso 2. Observemos que para cada U ∈ βX, a, b ∈ U si y sólo si a ∩ b ∈ U .
Por esto último, U ∈ a◦ ∩ b◦ si y sólo si U ∈ (a ∩ b)◦.

Inciso 3. Claramente a◦ ∪ (X \ a)◦ ⊆ βX. Ahora bien, si U ∈ βX, por la
proposición 1.4.9, tenemos que a ∈ U o X \ a ∈ U . Aśı, U ∈ a◦ ∪ (X \ a)◦.

Lema 1.7.2. Sea A 6= ∅ una familia finita de subconjuntos de X. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

1.
⋂
A = ∅

2. βX =
⋃
a∈A(X \ a)◦.

Demostración: Veamos que el inciso 1 implica al inciso 2. Supongamos que⋂
A = ∅ y fijemos U ∈ βX. Como

⋂
A = ∅ /∈ U y A es finito, no puede

ocurrir que a ∈ U para cada a ∈ A. De esta forma, existe a ∈ A tal que
a /∈ U , es decir, U /∈ a◦. Pero sabemos que U ∈ βX = a◦ ∪ (X \ a)◦; entonces
U ∈ (X \ a)◦ ⊆

⋃
a∈A(X \ a)◦.

Ahora veamos que el inciso 2 implica al inciso 1. Supongamos que
βX =

⋃
a∈A(X \ a)◦. Por lo anterior, para cada U ∈ βX, existe a ∈ A tal

que U ∈ (X \ a)◦. Aśı, a /∈ U y por ende,
⋂
A /∈ U . Como elegimos U ∈ βX

arbitrario, si existiera x ∈
⋂
A, tendŕıamos que

⋂
A ∈ x? ∈ βX, por lo que⋂

A = ∅.

Recordemos que B, una familia de subconjuntos de βX, es base para una
topoloǵıa en βX si se cumple lo siguiente:

1.
⋃
B = βX
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2. Para cualesquiera conjuntos A,B ∈ B y U ∈ A ∩ B, existe C ∈ B tal que
U ∈ C ⊆ A ∩B.

La prueba de esto puede consultarse en [3, III Theorem 3.2].

Proposición 1.7.3. La familia BβX = {a◦ : a ⊆ X} es base para una topoloǵıa
en βX. Además, βX con esta topoloǵıa es un espacio Hausdorff y compacto.

Demostración: Observemos que para cualesquiera a◦, b◦ ∈ BβX , se tiene que
a◦ ∩ b◦ = (a∩ b)◦ ∈ BβX . Por otra parte, para cada U ∈ βX, existe a ∈ U y por
ende, U ∈ a◦. Lo anterior implica que BβX es la base de una topoloǵıa en βX.

Ahora consideremos la topoloǵıa generada por BβX . Dados U, V ∈ βX
distintos, supongamos sin pérdida de generalidad que existe a ∈ U \ V . De esta
forma, U ∈ a◦ y V /∈ a◦. Por el inciso 3 del lema 1.7.1, V ∈ (X \ a)◦. Además,
a◦ y (X \ a)◦ son abiertos ajenos que contienen a U y a V , respectivamente,
pues por el inciso 2 del lema 1.7.1, tenemos que a◦ ∩ (X \ a)◦ = ∅◦ = ∅. Por lo
tanto, βX es Hausdorff.

Por último veamos que βX es compacto. Bastará con probar que toda cu-
bierta de abiertos básicos tiene una subcubierta finita. Por reducción al absurdo,
supongamos que existe I ⊆ P(X) tal que A = {a◦ : a ∈ I} es una cubierta de
βX, sin subcubiertas finitas. Definamos B = {X \ a : a ∈ I}. Como la unión
finita de elementos de A no es βX, por el lema 1.7.2, la intersección finita de
elementos de B es no vaćıa, es decir, B tiene la propiedad de la intersección
finita. Por las proposiciones 1.4.5 y 1.4.7, B puede ser extendido a un ultrafiltro
U en X. Aśı, U ∈ βX =

⋃
a∈I a

◦ y por ende U ∈ a◦, para alguna a ∈ I. Por lo
anterior, a ∈ U . Pero X \a ∈ B ⊆ U , entonces a,X \a ∈ U y ∅ = a∩(X \a) ∈ U ,
contradiciendo que U es un ultrafiltro.

Proposición 1.7.4. Sea hβX : X −→ βX, dada por hβX(x) = x?. Entonces
〈βX, hβX〉 es una compactación de X.

Demostración: Por la proposición 1.7.3, bastará con probar que hβX es un
encaje y hβX [X] es denso en βX. Comencemos probando que hβX es un encaje.
Si x, y ∈ X son tales que x 6= y, entonces {y} /∈ x? y por ende, x? 6= y?. Por lo
anterior, hβX es inyectiva. Como X es un espacio discreto, la imagen inversa
de cualquier abierto de hβX [X] es abierto en X. Aśı, hβX es continua. Ahora
bien, para cada a ⊆ X, tenemos que hβX [a] = {x? : x ∈ a} =

⋃
x∈a{x?}. Por

el inciso 1 del lema 1.7.1, hβX [a] =
⋃
x∈a{x}◦ y por ende, hβX [a] es abierto.

De esta forma, hβX es una función abierta en βX, en particular, es abierta en
hβX [X]. Por lo tanto, hβX es un encaje.

Falta probar que hβX [X] es denso en βX. Para esto, bastará con probar
que cada abierto básico de βX intersecta a hβX [X]. Aśı, tomemos a ⊆ X, no
vaćıo. Como a 6= ∅, existe x ∈ a. De esta forma, a ∈ x? y por ende x? ∈ a◦. Por
lo tanto, x? ∈ hβX [X] ∩ a◦.
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Ahora sólo nos falta probar que nuestro βX tiene la propiedad universal, es
decir, que satisface el inciso 1 de la proposición 1.5.8. Con esta idea en mente,
convengamos en que, por el resto de la sección, Y será un espacio topológico
compacto y Hausdorff.

Definición 1.7.5. Sean U ∈ βX y f : X −→ Y una función. Decimos que
ĺımx→U f(x) = y si para cada u ⊆ Y , abierto para el cual y ∈ u, se tiene que
f−1[u] ∈ U .

Lema 1.7.6. Sean U ∈ βX y f : X −→ Y una función. Entonces existe un
único y ∈ Y tal que y = ĺımx→U f(x). Además:

{y} =
⋂
a∈U

f [a]−

Demostración: Primero probaremos la existencia. Como U es un ultrafiltro,
para cualesquiera a, b ∈ U tenemos que a ∩ b 6= ∅. De esta forma, la familia
{f [a] : a ∈ U} tiene la propiedad de la intersección finita. Definamos:

S =
⋂
a∈U

f [a]−

Como Y es compacto, se sigue que cualquier familia de subconjuntos
cerrados de Y con la propiedad de la intersección finita, tiene una interseción
no vaćıa (véase [3, XI Theorem 3.1]). Por esto último, S 6= ∅. Elijamos y ∈ S.
Demostraremos que ĺımx→U f(x) = y. Para esto, sea u ⊆ Y , abierto tal que
y ∈ u. Por el lema 1.4.8, bastará con verificar que f−1[u] ∩ a 6= ∅, para cada
a ∈ U , pues de esto se siguirá que f−1[u] ∈ U . Fijemos a ∈ U . Como y ∈ S,
tenemos que y ∈ f [a]−. Por esto último, u ∩ f [a] 6= ∅. Aśı, existe x ∈ a tal que
f(x) ∈ u. Por lo tanto, x ∈ f−1[u] ∩ a 6= ∅.

Ahora probaremos la unicidad. Para esto, tomemos z ∈ Y tal que z 6= y.
Bastará con probar que existe v ⊆ Y , abierto para el cual z ∈ v y f−1[v] /∈ U .
Como Y es Hausdorff y y 6= z, existen u y v, abiertos tales que y ∈ u, z ∈ v y
u ∩ v = ∅. De la igualdad y = ĺımx→U f(x), se sigue que f−1[u] ∈ U . Además,
observemos que f−1[u] ∩ f−1[v] = ∅, pues u ∩ v = ∅. Aśı, f−1[v] /∈ U .

Consideremos h : X −→ Y , una función continua. Definamos f : βX −→ Y ,
mediante f(U) = ĺımx→U h(x), para cada U ∈ βX. Notemos que el lema anterior
garantiza que f está bien definida.

Proposición 1.7.7. La función f definida anteriormente es continua y satis-
face que h = f ◦ hβX .

X
h
//

hβX

��

Y

βX

f

>>
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Demostración: Comencemos probando la continuidad de f . Para esto,
tomemos U ∈ βX y u ⊆ Y tales que f(U) ∈ u y u es un abierto. Como
f(U) = ĺımx→U h(x), por el lema 1.7.6,

⋂
a∈U h[a]− = {f(U)} ⊆ u. Entonces

Y \ u ⊆ Y \
⋂
a∈U h[a]− =

⋃
a∈U Y \ h[a]−. Por otra parte, Y \ u es un

subconjunto cerrado del espacio compacto Y y por ende, Y \ u es compacto.
Aśı, existe A ⊆ U , finito, para el cual Y \ u ⊆

⋃
a∈A Y \ h[a]−. Notemos que la

contención anterior es equivalente a que
⋂
a∈A h[a]− ⊆ u. Además,

⋂
A ∈ U ,

pues A es finito y U es filtro. Por esto último, (
⋂
A)◦ es un abierto en βX tal

que U ∈ (
⋂
A)◦. Veamos que f [(

⋂
A)◦] ⊆ u. Para esto, fijemos V ∈ (

⋂
A)◦.

Observemos que A ⊆ V , pues V es un ultrafiltro y
⋂
A ⊆ a, para cada a ∈ A.

Además, f(V ) = ĺımx→V h[x] y por el lema 1.7.6, {f(V )} =
⋂
a∈V h[a]−. Aśı,

{f(V )} =
⋂
a∈V h[a]− ⊆

⋂
a∈A h[a]− ⊆ u. Por lo tanto, f [(

⋂
A)◦] ⊆ u.

Ahora veamos que h = f ◦ hβX . Tomemos x ∈ X arbitrario. Basta probar
que para cada abierto u de Y tal que h(x) ∈ u, se tiene que h−1[u] ∈ x?,
pues de esto se seguirá que h(x) = f(x?). En efecto, si u es un abierto tal que
h(x) ∈ u, entonces x ∈ h−1[u] ∈ x?. Por lo tanto, h(x) = f(x?).

Tema de Tesis: El Problema de Katowice. Autor de la Tesis: Alberto Santana
Cruz. Asesor de Tesis: Roberto Pichardo Mendoza. Facultad de Ciencias UNAM



Caṕıtulo 2

El problema de Katowice en
ZFC

2.1. Introducción

Consideremos los cardinales ω y ω1. Es consistente con ZFC que
|P(ω)| = |P(ω1)| (véase el caṕıtulo 3). Aśı, podemos plantear la siguien-
te pregunta: ¿es consistente con ZFC que 〈P(ω),⊆〉 y 〈P(ω1),⊆〉 sean
isomorfos? La respuesta es negativa.

Para probar lo anterior, por reducción al absurdo, supongamos que existe
f : P(ω1) −→ P(ω), un isomorfismo. Demostraremos que para cada α ∈ ω1

existe n ∈ ω tal que f({α}) = {n}. Como f es inyectiva, lo anterior implicaŕıa
que existe una correspondencia uno a uno entre ω1 y un subconjunto de ω,
pero esto contradiŕıa que ω < ω1. Para esto, fijemos α ∈ ω1. Como f es un
isomorfismo, si a ∈ P(ω1) es tal que a ⊆ f({α}) y a 6= f({α}), entonces
∅ ⊆ f−1(a) ⊆ {α} y f−1(a) 6= {α}. Por lo anterior, necesariamente f−1(a) = ∅
y por ende, a = ∅. Hemos probado que el único subconjunto propio de f({α})
es el vaćıo. Por esto último, debe existir n ∈ ω tal que f({α}) = {n}.

Llamaremos átomos a los conjuntos que constan de un único elemento. De
la prueba anterior, observamos que la causa por la cual P(ω) y P(ω1) no son
isomorfos, es que P(ω) tiene sólo una cantidad numerable de átomos, mientras
que P(ω1) tiene una cantidad más que numerable de átomos. Podemos plan-
tear la siguiente pregunta: ¿es consistente con ZFC que los órdenes parciales
〈P(ω)/fin,≤∗〉 y 〈P(ω1)/fin,≤∗〉 sean isomorfos? Observamos que P(ω)/fin
y P(ω1)/fin agrupan a todos los átomos en la clase del conjunto vaćıo (véase
la proposición 1.6.6). La respuesta a esta última pregunta es desconocida y se le
llama El problema de Katowice. Esta pregunta fue formulada y discutida en un
seminario de topoloǵıa que se realizó en la Universidad de Silesia, en la ciudad
de Katowice, Polonia, durante la década de los 70’s.

17
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2.2. El problema de Katowice y CH

En este caṕıtulo, κ y λ serán dos cardinales infinitos. Denotaremos por
K(κ, λ) al enunciado: “P(κ)/fin y P(λ)/fin son isomorfos”. Por otra parte,
K(κ, λ, f) denotará al enunciado: “f : P(κ)/fin −→ P(λ)/fin es un isomor-
fismo”. Esta notación será para facilitar y sintetizar la redacción de varios
resultados que probaremos en lo posterior.

De ahora en adelante, cuando escribamos [a] ∈ P(κ)/fin daremos por hecho
que a ⊆ κ.

Proposición 2.2.1. Sea κ un cardinal arbitrario. Entonces |[a]| = κ, para cada
[a] ∈ P(κ)/fin.

Demostración: Dado que κ tiene exactamente κ subconjuntos finitos (véase
[5, Ch. 1 Corollary 10.13]), bastará con probar que se satisface la siguiente
igualdad:

[a] = {(a \ b) ∪ c : (b, c) ∈ [κ]<ω × [κ]<ω}

Tomemos d ∈ [a] arbitrario. Entonces d ⊆∗ a y a ⊆∗ d. Definamos b = a \ d
y c = d \ a. Aśı, b y c son finitos. Además, (a \ b) ∪ c = (a ∩ d) ∪ (d \ a) = d.

Ahora bien, tomemos b, c ⊆ κ, finitos. Entonces a ⊆∗ a \ b ⊆∗ (a \ b) ∪ c y
(a \ b) ∪ c ⊆∗ a \ b ⊆∗ a. Por lo tanto, a =∗ (a \ b) ∪ c.

La siguiente proposición prueba que K(ω, ω1) no se satisface cuando supo-
nemos que CH es verdadera. Por lo tanto, es consistente que K(ω, ω1) sea falsa.

Proposición 2.2.2. K(ω, ω1) implica que c = 2ω1 .

Demostración: Observemos que P(ω) =
⋃

(P(ω)/fin). Por la proposición
2.2.1, c = |P(ω)| = |

⋃
[a]∈P(ω)/fin[a]| = |P(ω)/fin| · ω. Aśı, necesariamente

|P(ω)/fin| = c. Por un argumento análogo, se sigue que 2ω1 = |P(ω1)/fin|. Si
suponemos K(ω, ω1), entonces existe una función biyectiva entre P(ω)/fin y
P(ω1)/fin. Por lo tanto, c = |P(ω)/fin| = |P(ω1)/fin| = 2ω1 .

El resultado anterior puede generalizarse para cardinales arbitrarios κ y λ,
es decir, K(κ, λ) implica que 2κ = 2λ. Sin embargo, en la proposición 2.5.12
probaremos que si κ y λ satisfacen K(κ, λ), entonces κ, λ ∈ {ω, ω1}.

2.3. Una equivalencia del problema de Katowice

Tomemos βκ y βλ, las compactaciones de Stone-Čech de κ y λ tal y como
fueron descritas en la sección 1.7.

Definición 2.3.1. Para cada a ⊆ κ, definamos a∗ = a◦ \ {α? : α ∈ κ}.
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Como todo ultrafiltro de κ tiene a κ como elemento, observemos que βκ = κ◦

(véase sección 1.7). Por lo anterior, κ∗ = βκ \ {α? : α ∈ κ}. Consideremos κ∗

con la topoloǵıa heredada por βκ.

Definición 2.3.2. κ∗ es el residuo de la compactación de Stone-Čech de κ.

Nuestro objetivo en esta sección será demostrar que el enunciado K(κ, λ)
es equivalente a que κ∗ y λ∗ son homeomorfos. En particular, el problema de
Katowice es equivalente a la pregunta: ¿es consistente con ZFC que ω∗ y ω∗1
sean homeomorfos?

Lo que haremos ahora será desarrollar algunas propiedades topológicas del
residuo κ∗ con la intención de usar éstas para probar la equivalencia enunciada
arriba.

Proposición 2.3.3. Para cualesquiera a, b ⊆ κ, a ⊆∗ b si y sólo si a∗ ⊆ b∗. En
particular, a =∗ b es equivalente a la igualdad a∗ = b∗.

Demostración: Supongamos que a ⊆∗ b y tomemos U ∈ a∗. Entonces a ∈ U
y U 6= α?, para cada α ∈ κ. Para probar que U ∈ b∗, por el lema 1.4.8,
bastará con verificar que b ∩ c 6= ∅, para cada c ∈ U . Aśı, fijemos c ∈ U .
Observemos que por el lema 1.4.13, U no tiene elementos finitos. En particular,
a ∩ c ∈ U es infinito. Como a ⊆∗ b, tenemos que a ∩ c ⊆∗ a ⊆∗ b. Pero como
a ∩ c es infinito, necesariamente (a ∩ c) ∩ b es infinito, pues (a ∩ c) \ b es finito.
Por lo tanto, c ∩ b 6= ∅, y por ende, b ∈ U .

Ahora supongamos que a \ b es infinito. Demostraremos que a∗ \ b∗ 6= ∅. Por
la proposición 1.4.14, existe U , ultrafiltro tal que a \ b ∈ U y U 6= α?, para cada
α ∈ κ. Por lo anterior, U ∈ a∗ \ b∗.

Proposición 2.3.4. Para cualesquiera U ∈ κ∗ y a ∈ U , tenemos que [a] ⊆ U .

Demostración: Tomemos c ∈ [a]. Como c =∗ a, la proposición 2.3.3 nos
garantiza que U ∈ a∗ = c∗. Por lo tanto, c ∈ U .

Proposición 2.3.5. Si F ⊆ P(κ) es finito, entonces (
⋃
F )∗ =

⋃
{a∗ : a ∈ F}.

Demostración: Sea U ∈ (
⋃
F )∗. Por reducción al absurdo, supongamos que

U /∈ a∗, para cada a ∈ F . Si a ∈ F , como U es un ultrafiltro y a /∈ U , se tiene
que κ \ a ∈ U (véase la proposición 1.4.9). Dado que F es finito y U es filtro, se
sigue que

⋂
a∈F (κ \ a) ∈ U . Aśı, ∅ = (

⋃
F )∩ (

⋂
a∈F (κ \ a)) ∈ U , contradiciendo

que U es un ultrafiltro.

Ahora bien, sea U ∈ βκ tal que U ∈ a∗, para alguna a ∈ F . Como a ⊆
⋃
F ,

se tiene que
⋃
F ∈ U , pues U es un filtro. Por lo tanto, U ∈ (

⋃
F )∗.

Lema 2.3.6. Si a ⊆ κ, entonces a◦ = {α? : α ∈ a}−, donde la cerradura se
está tomando en βκ. En particular, a◦ es abierto y cerrado en βκ.
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Demostración: Sea S = {α? : α ∈ a}. Veamos que a◦ ⊆ S−. Para esto,
tomemos U ∈ a◦. Bastará con probar que para cada u, abierto en βκ tal que
U ∈ u, se tiene que u ∩ S 6= ∅ (véase [3, Chap. III Definition 4.3]). Fijemos u,
abierto tal que U ∈ u. Entonces existe b ⊆ κ tal que U ∈ b◦ ⊆ u, pues todo
abierto es unión de básicos. Aśı, U ∈ a◦ ∩ b◦ = (a∩ b)◦ (véase el lema 1.7.1). En
particular, a ∩ b 6= ∅. Sea γ ∈ a ∩ b. Entonces b ∈ γ? y por ende, γ? ∈ b◦ ⊆ u.
Como γ ∈ a, concluimos que γ? ∈ u ∩ S.

Ahora probaremos que S− ⊆ a◦. Para esto, tomemos U ∈ S−. Por el lema
1.4.8, basta probar que a ∩ b 6= ∅, para cada b ∈ U , pues aśı obtendremos que
U ∈ a◦. Fijemos b ∈ U . Entonces U ∈ b◦ y b◦ es abierto. Como U ∈ S−, se tiene
que b◦ ∩ S 6= ∅. Luego existe γ ∈ a tal que γ? ∈ b◦. Por lo anterior, b ∈ γ?, y
por ende, γ ∈ b ∩ a.

Lema 2.3.7. Sean α ∈ κ y a ⊆ κ. Entonces:

1. {α?} es abierto y cerrado en βκ.

2. a∗ = a◦ ∩ κ∗.

3. a∗ es compacto en βκ.

Demostración:

Inciso 1. Por el inciso 1 del lema 1.7.1, {α?} = {α}◦. Aśı, por el lema 2.3.6,
{α?} es abierto y cerrado.

Inciso 2. Observemos que se satisface los siguiente:

a∗ = a◦ \ {γ? : γ ∈ κ} = a◦ ∩ (βκ \ {γ? : γ ∈ κ}) = a◦ ∩ κ∗

Inciso 3. Por el lema 2.3.6, a◦ es cerrado. Además, {γ? : γ ∈ κ} =
⋃
γ∈κ{γ?}

y por el inciso 1, {γ? : γ ∈ κ} es abierto. De esta forma, κ∗ = βκ \ {γ? : γ ∈ κ}
es cerrado. Además, por el inciso 2, a∗ = a◦ ∩ κ∗. Entonces a∗ es cerrado. Aśı,
como a∗ es un subconjunto cerrado del compacto βκ, concluimos que a∗ también
es compacto.

Proposición 2.3.8. La familia Bκ∗ = {a∗ : a ⊆ κ} es base para la topoloǵıa de
κ∗. Además, los elementos de Bκ∗ son subconjuntos compactos de κ∗.

Demostración: Como {a◦ : a ⊆ κ} es base de βκ, {a◦ ∩ κ∗ : a ⊆ κ} es base
para la topoloǵıa de κ∗ (véase [3, Chap. III Theorem 7.2]). Tomemos a ⊆ κ.
Por el inciso 2 del lema 2.3.7, a∗ = a◦ ∩ κ∗. Además, por el inciso 3 del lema
2.3.7, sabemos que a∗ es compacto en βκ. Aśı, como a∗ ⊆ κ∗ ⊆ βκ, concluimos
que a∗ es un subconjunto compacto de κ∗.

Para nuestro objetivo, nos interesa demostrar la siguiente proposición:

Proposición 2.3.9. K(κ, λ) implica que κ∗ y λ∗ son homeomorfos.
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Dividiremos la prueba de la proposición anterior en tres lemas: 2.3.10, 2.3.11
y 2.3.12. En ellos, supondremos que K(κ, λ, f) y tomaremos h : κ∗ −→ λ∗ tal
que para cada U ∈ κ∗:

h(U) = {b ⊆ λ : ∃a ∈ U(f([a] = [b])}

Lema 2.3.10. h esta bien definida.

Demostración: Fijemos U ∈ κ∗. Probaremos, en primer lugar que h(U) no
contiene subconjuntos finitos de λ. Por la proposición 1.4.13, tenemos que
todos los elementos de U son infinitos. Sea c ∈ h(U). Por lo anterior, existe
a ∈ U , conjunto infinito, tal que f([a]) = [c] y por ende, [a] 6= [∅] (véase la
proposición 1.6.6). Como f es un isomorfismo, por la proposción 1.6.7, tenemos
que [c] 6= [∅]. Por lo tanto, cada elemento de h(U) es infinito y en particular,
∅ /∈ h(U).

Ahora probaremos que h(U) es un filtro. Si c, d ∈ h(U), existen a, b ∈ U
tales que f([a]) = [c] y f([b]) = [d]. Como U es filtro, se sigue que a∩ b ∈ U . De
esta forma, por la proposición 1.6.7, f([a∩ b]) = [c∩d] y por ende, c∩d ∈ h(U).
Finalmente, si c ∈ h(U) y d ⊆ λ satisfacen c ⊆ d, entonces existen a, b ∈ U de
tal modo que f([a]) = [c], f([b]) = [d] y además, [c] ≤∗ [d]. Como U es un filtro
y a ⊆ a∪ b, tenemos que a∪ b ∈ U . Por la proposición 1.6.7, f([a∪ b]) = [c∪ d].
Por lo tanto, d = c ∪ d ∈ h(U).

Para probar que h(U) es un ultrafiltro, demostraremos que c ∈ h(U) o
λ \ c ∈ h(U), para cada c ⊆ λ (véase la proposición 1.4.9). Para esto, fijemos
c ⊆ λ. Como f es un isomorfismo, existe a ⊆ κ tal que f([a]) = [c]. Si c /∈ h(U),
entonces a /∈ U . Dado que U es un ultrafiltro, de la proposición 1.4.9 tenemos
que κ \ a ∈ U . Además, por la proposición 1.6.7, f([κ \ a]) = [λ \ c] y por ende,
λ \ c ∈ h(U).

Hemos demostrado que h(U) es un ultrafiltro en λ tal que todo elemento de
h(U) es infinito. Aśı, por la proposición 1.4.13, h(U) 6= α?, para cada α ∈ λ.
Por lo tanto, h(U) ∈ λ∗.

Lema 2.3.11. h es continua.

Demostración: Basta probar que para cualesquiera U ∈ κ∗ y u, abierto de λ∗

tal que h(U) ∈ u, existe v, abierto de κ∗ tal que U ∈ v y h[v] ⊆ u. Para esto,
fijemos U ∈ κ∗ y u, abierto de λ∗ tal que h(U) ∈ u. Entonces existe b ⊆ λ para
el cual h(U) ∈ b∗ ⊆ u y por ende, b ∈ h(U). Aśı, existe a ∈ U que satisface
f([a]) = [b]. Por esto último, U ∈ a∗. Veamos que h[a∗] ⊆ b∗. Fijemos V ∈ a∗.
Como a ∈ V y f([a]) = [b], se tiene que b ∈ h(V ) y por ende, h(V ) ∈ b∗. De
esta forma, v = a∗ es un abierto de κ∗ tal que U ∈ v y h[v] ⊆ b∗ ⊆ u. Por lo
tanto, h es continua.

Lema 2.3.12. h es un homeomorfismo.
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Demostración: Por la proposición 2.3.11, sabemos que h es continua. Defina-
mos g : λ∗ −→ κ∗ tal que para cada V ∈ λ∗:

g(V ) = {a ⊆ κ : ∃b ∈ V (f−1([b]) = [a])}

Como f−1 también es un isomorfismo, se tiene que g está bien definida y es
continua, pues g resulta de cambiar K(κ, λ, f) por K(λ, κ, f−1) y h por g en las
proposiciones 2.3.10 y 2.3.11.

Demostraremos que g = h−1. Para esto, veamos que g ◦ h = Idκ∗ . Sea
U ∈ κ∗; probaremos que g(h(U)) = U . Si a ∈ g(h(U)), por definición, existe
b ∈ h(U) tal que f−1([b]) = [a]. Como b ∈ h(U), existe c ∈ U tal que f([c]) = [b].
Dado que f es un isomorfismo, se sigue que [c] = [a] y por la proposición 2.3.4,
a ∈ [c] ⊆ U . Aśı, g(h(U)) ⊆ U y además, g(h(U)) es un ultrafiltro. Por la
maximalidad de los ultrafiltros, concluimos que g(h(U)) = U . Análogamente se
prueba que h ◦ g = Idλ∗ y de esta forma, g = h−1.

Para probar que K(κ, λ) es equivalente a que κ∗ y λ∗ sean homeomorfos, nos
resta probar el rećıproco de la proposición 2.3.9:

Proposición 2.3.13. Si κ∗ y λ∗ son homeomorfos, entonces K(κ, λ)

Dividiremos la prueba de la proposición anterior en cuatro lemas: 2.3.14,
2.3.15, 2.3.16 y 2.3.17. En ellos, supondremos que h : κ∗ −→ λ∗ es un homeo-
morfismo.

Lema 2.3.14. Para cada a ⊆ κ existe b ⊆ λ tal que h[a∗] = b∗.

Demostración: Sea a ⊆ κ. Por la proposición 2.3.8, a∗ es un abierto compacto
en κ∗. Como h es un homeomorfismo, h[a∗] es un abierto compacto en λ∗. Aśı,
existe S ⊆ P(λ) tal que h[a∗] =

⋃
c∈S c

∗ (véase la proposición 2.3.8). Dado
que h[a∗] es compacto, existe F ⊆ S, finito, tal que h[a∗] =

⋃
c∈F c

∗. Por la
proposición 2.3.5, h[a∗] =

⋃
c∈F c

∗ = (
⋃
F )∗. Tomando b =

⋃
F , concluimos

que h[a∗] = b∗.

Para cada a ⊆ κ, fijemos q(a) ⊆ λ tal que h[a∗] = q(a)∗.

Lema 2.3.15. Sean a, b ⊆ κ. Si a =∗ b, entonces q(a) =∗ q(b).

Demostración: Como a =∗ b, por la proposición 2.3.3, a∗ = b∗ y por ende,
h[a∗] = h[b∗]. Entonces q(a)∗ = q(b)∗ y nuevamente por la proposición 2.3.3,
concluimos que q(a) =∗ q(b).

Definamos f : P(κ)/fin −→ P(λ)/fin de la siguiente forma: f([a]) = [q(a)],
para cada a ⊆ κ.

Lema 2.3.16. f está bien definida y es un homomorfismo.
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Demostración: Sean a, b ⊆ κ tales que [a] = [b]. Como a =∗ b, por el lema
anterior, q(a) =∗ q(b). Aśı, f([a]) = [q(a)] = [q(b)] = f([b]). Por esto último, f
está bien definida.

Ahora bien, para a, b ⊆ κ con [a] ≤∗ [b], tenemos que a ⊆∗ b. Por
la proposición 2.3.3, a∗ ⊆ b∗ y por ende, h[a∗] ⊆ h[b∗]. De esta forma,
q(a)∗ = h[a∗] ⊆ h[b∗] = q(b)∗. Aśı, por la proposicón 2.3.3, q(a) ⊆∗ q(b). De
esta forma, f([a]) = [q(a)] ≤∗ [q(b)] = f([b]), de lo que se concluye que f es un
homomorfismo.

Lema 2.3.17. f es un isomorfismo.

Demostracón: Por la proposicón anterior, f es un homomorfismo. Dado que
h−1 : λ∗ −→ κ∗ es un homeomorfismo, para cada a ⊆ λ existe r(a) ⊆ κ tal que
h−1[a∗] = r(a)∗. Definamos g : P(λ)/fin −→ P(κ)/fin como g([a]) = [r(a)],
para cada a ⊆ λ. Los argumentos empleados anteriormente garantizan que g
está bien definida y es un homomorfismo.

Demostraremos que g = f−1. Veamos que g ◦ f = IdP(κ)/fin. Para esto,
fijemos a ⊆ κ. Como f([a]) = [q(a)], se tiene que g(f([a])) = [r(q(a))]. Por otra
parte, h[a∗] = q(a)∗ y por ende, a∗ = h−1[h[a∗]] = h−1[q(a)∗] = r(q(a))∗. De
esta forma, a∗ = r(q(a))∗ y por la proposición 2.3.3, a =∗ r(q(a)). Por lo tanto,
[a] = [r(q(a))] = g(f([a])). Análogamente se prueba que f ◦ g = IdP(λ)/fin.

2.4. Q-sucesiones fuertes

Naturalmente, una forma de acercarnos a una respuesta negativa del
problema de Katowice es investigar qué consecuencias tiene el suponer que
K(ω, ω1) es cierto y ver si alguna de éstas es contradictoria. Esta sección expone
resultados que van en esta dirección.

Sean [a], [b] ∈ P(κ)/fin arbitrarios. Denotaremos por [a] ∧ [b] al ı́nfimo de
{[a], [b]}. Además, [a] <∗ [b] significará que [a] ≤∗ [b] y [a] 6= [b].

Recordemos que para cualesquiera [a], [b] ∈ P(κ)/fin, por la proposición
1.6.6, [a]∧[b] = [a∩b]. Además, si K(κ, λ, f), entonces existen [c], [d] ∈ P(λ)/fin
tales que f([a]) = [c] y f([b]) = [d]. Como f es un isomorfismo, del inciso 4 de
la proposición 1.6.7 se sigue que f([a] ∧ [b]) = [c] ∧ [d] = f([a]) ∧ f([b]).

Lema 2.4.1. κ tiene una partición {aα : α ∈ κ} ⊆ [κ]κ.

Demostración: Como κ · κ = κ, existe una función biyectiva f : κ× κ −→ κ.
Definamos aα = f [{α} × κ], para cada α ∈ κ. Fijemos α, β ∈ κ. Como f es
inyectiva, aα ∩ aβ = ∅, siempre que α 6= β, pues ({α} × κ) ∩ ({β} × κ) = ∅.
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Por otra parte, la suprayectividad de f implica que:

κ = f [κ× κ] = f [
⋃
α∈κ

({α} × κ)] =
⋃
α∈κ

f [{α} × κ] =
⋃
α∈κ

aα

Dado que |aα| = |{α} × κ|, concluimos que {aα : α ∈ κ} ⊆ [κ]κ es una
partición de κ.

Del lema anterior, observemos que si elegimos bα ⊆ aα, para cada α ∈ κ,
entonces b =

⋃
α∈κ bα satisface que b ∩ aα = bα, para cada α ∈ κ. Nuestro

objetivo en esta sección será estudiar las consecuencias de esta propiedad cuando
suponemos K(κ, λ), especialmente cuando K(ω, ω1).

Definición 2.4.2. Sea S ⊆ P(κ)/fin. Decimos que S es una Q-sucesión fuerte
si satisface lo siguiente: para cada función e : S −→ P(κ)/fin tal que

∀[a] ∈ S(e([a]) ≤∗ [a])

existe [b] ∈ P(κ)/fin de tal modo que e([a]) = [a] ∧ [b], para cada [a] ∈ S.

La función e mencionada en la definición anterior puede verse como una
función que elige un subconjunto de a, para cada [a] ∈ S, tal y como puede
deducirse del lema siguiente.

Lema 2.4.3. Si [a], [b] ∈ P(κ)/fin son tales que [a] ≤∗ [b], entonces existe
c ⊆ b tal que [a] = [c].

Demostración: Dado que [a] ≤∗ [b], tenemos que a ⊆∗ b y por ende, a \ b es
un conjunto finito. Consideremos c = a ∩ b. Observamos que c ⊆∗ a. Por otra
parte, a \ c = a \ b es finito, en otras palabras, a ⊆∗ c. Aśı, c =∗ a. Por lo tanto,
[a] = [c] y c ⊆ b.

La noción de Q-sucesión fuerte tiene como idea central la de “uniformizar”.
Expliquemos esta frase. En primer lugar, el lema previo nos dice que la función
e de la definición 2.4.2, esencialmente, elige un pedazo de a, para cada a que
satisfaga [a] ∈ S. De este modo, lo que hace el conjunto b del que habla la
definición antes mencionada es uniformizar la selección hecha por e, es decir,
pegar adecuadamente todos los pedazos que e eligió.

Proposición 2.4.4. P(κ)/fin tiene una Q-sucesión fuerte de cardinalidad κ.

Demostración: Por el lema 2.4.1, κ tiene una partición {aα : α ∈ κ} ⊆ [κ]κ.
Definamos S = {[aα] : α ∈ κ}. Sean α, β ∈ κ tales que α 6= β, entonces
aα ∩ aβ = ∅. De esta forma, [aα] 6= [aβ ], pues aα, aβ ∈ [κ]κ. Aśı, |S| = κ.

Ahora probaremos que S es una Q-sucesión fuerte. Para esto, fijemos
e : S −→ P(κ)/fin, una función tal que e([aα]) ≤∗ [aα], para cada α ∈ κ. To-
memos α ∈ κ arbitraria. Por el lema 2.4.3, existe bα ⊆ aα tal que e([aα]) = [bα].
Aśı, definamos b =

⋃
α∈κ bα. Veamos que e([aα]) = [aα ∩ b], para cada α ∈ κ.
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En efecto, si α ∈ κ, entonces aα ∩ bβ = ∅, para cada β ∈ κ \ {α}, pues bβ ⊆ aβ .
De esta forma, aα ∩ b = aα ∩ bα = bα. Por lo tanto, e([aα]) = [bα] = [aα ∩ b].

Expresado en forma coloquial, el resultado siguiente dice que las Q-sucesiones
fuertes son “ajenas por pares”.

Proposición 2.4.5. Sea S ⊆ P(κ)/fin una Q-sucesión fuerte. Si [a], [b] ∈ S
son tales que [a] 6= [b], entonces [a] ∧ [b] = [∅].

Demostración: Por reducción al absurdo, supongamos que existen [a], [b] ∈ S
tales que [a] 6= [b] y [a] ∧ [b] 6= [∅]. De esta forma, [a ∩ b] 6= [∅] y por ende, a ∩ b
es infinito. Por lo anterior, existen c, d ⊆ a ∩ b, conjuntos infinitos tales que
c∩d = ∅. Observamos que [c] <∗ [a∩b], pues c ⊆∗ a∩b y d ⊆ (a∩b)\c es infinito.
Análogamente, [d] <∗ [a ∩ b]. Definamos e : S −→ P(κ)/fin de la siguiente
forma: e([a]) = [c], e([b]) = [d] y e([k]) = [k], para cada [k] ∈ S \ {[a], [b]}.
Como S es una Q-sucesión fuerte, existe [l] ∈ P(κ)/fin tal que e([k]) = [k]∧ [l],
para cada [k] ∈ S. En particular, [c] = [a] ∧ [l] y [d] = [b] ∧ [l]. Aśı, c =∗ a ∩ l
y d =∗ b ∩ l. Veamos que d ⊆∗ a ∩ l ⊆∗ c. Como d ⊆ a ∩ b, tenemos que
d \ (a ∩ l) = d \ l = d \ (b ∩ l) y por ende, d \ (a ∩ l) es finito, pues d ⊆∗ b ∩ l.
De esta forma, d ⊆∗ a ∩ l. Además, a ∩ l ⊆∗ c, pues c =∗ a ∩ l. Por lo tanto,
d ⊆∗ a ∩ l ⊆∗ c, pero esto último contradice que d es un conjunto infinito tal
que d ∩ c = ∅.

Observemos que si [a] ∧ [b] = [∅], entonces a y b son casi ajenos, es decir,
a ∩ b es un conjunto finito.

Los dos resultados siguientes nos muestran cómo, a partir de una Q-sucesión
fuerte, se puede obtener otras Q-sucesiones fuertes.

Proposición 2.4.6. Sea S una Q-sucesión fuerte de P(κ)/fin. Si R ⊆ S,
entonces R es una Q-sucesión fuerte de P(κ)/fin.

Demostración: Sea e : R −→ P(κ)/fin, una función tal que e([a]) ≤∗ [a],
para cada [a] ∈ R. Definamos g : S −→ P(κ)/fin de tal modo que g � R = e
y g([a]) = [a], para cada [a] ∈ S \ R. Como S es una Q-sucesión fuerte, existe
[b] ∈ P(κ)/fin tal que g([a]) = [a] ∧ [b], para cada [a] ∈ S. En particular,
e([a]) = g([a]) = [a] ∧ [b], para cada [a] ∈ R.

Proposición 2.4.7. Sean S una Q-sucesión fuerte de P(κ)/fin y b ⊆ κ. En-
tonces R = {[a] ∧ [b] : [a] ∈ S} es una Q-sucesión fuerte de P(κ)/fin.

Demostración: Tomemos e : R −→ P(κ)/fin, una función arbitraria tal
que e([a] ∧ [b]) ≤∗ [a] ∧ [b], para cada [a] ∈ S. Definamos g : S −→ P(κ)/fin
como g([a]) = e([a] ∧ [b]), para cada [a] ∈ S. Dado [a] ∈ S, observamos que
g([a]) = e([a] ∧ [b]) ≤∗ [a] ∧ [b] ≤∗ [a]. Como S es una Q-sucesión fuerte, lo
anterior implica que existe [c] ∈ P(κ)/fin tal que g([a]) = [a] ∧ [c], para cada
[a] ∈ S. Fijemos [a] ∈ S. Entonces, e([a] ∧ [b]) = g([a]) = [a] ∧ [c]. Además,
e([a] ∧ [b]) ∧ [b] = e([a] ∧ [b]), pues e([a] ∧ [b]) ≤∗ [a] ∧ [b] ≤∗ [b]. Por lo tanto,
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e([a] ∧ [b]) = ([a] ∧ [c]) ∧ [b] = ([a] ∧ [b]) ∧ [c], para cada [a] ∈ S.

Como mencionamos al principio de la sección: la existencia de ciertas Q-
sucesiones fuertes es una consecuencia de suponer que K(ω, ω1) es cierto. De
manera precisa, tenemos:

Proposición 2.4.8. K(ω1, ω) implica que P(ω)/fin tiene una Q-sucesión fuer-
te de cardinalidad ω1.

Demostración: Sea f : P(ω1)/fin −→ P(ω)/fin un isomorfismo. Por la
proposición 2.4.4, existe S, una Q-sucesión fuerte en P(ω1)/fin de cardinalidad
ω1. Demostraremos que f [S] es una Q-sucesion fuerte en P(ω)/fin. Para esto,
sea e : f [S] −→ P(ω)/fin una función tal que e(f([a])) ≤∗ f([a]), para cada
[a] ∈ S.

S

f−1◦e◦f
��

f�S // f [S]

e

��
f−1 ◦ e ◦ f [S] e ◦ f [S]

f−1

oo

Como f−1 también es un isomorfismo, tenemos que f−1 ◦ e ◦ f([a]) ≤∗ [a],
para cada [a] ∈ S, pues e(f([a])) ≤∗ f([a]). Entonces existe [b] ∈ P(ω)/fin tal
que f−1 ◦ e ◦ f([a]) = [a] ∧ [b], para cada [a] ∈ S. Fijemos [a] ∈ S y veamos que
e ◦ f([a]) = f([a]) ∧ f([b]). En efecto, f([a] ∧ [b]) = f([a]) ∧ f([b]) y por ende,
e ◦ f([a]) = f([a]) ∧ f([b]), pues f−1 ◦ e ◦ f([a]) = [a] ∧ [b]. Por lo tanto, f [S] es
una Q-sucesión fuerte de P(ω)/fin.

En vista de la proposición 2.4.4, es natural preguntarse si la existencia de
Q-sucesiones fuertes como las mencionadas en la proposición anterior puede
deducirse de ZFC. Nuestro siguiente resultado nos muestra que la respuesta es
negativa.

Proposición 2.4.9. Si P(ω)/fin tiene una Q-sucesión fuerte S de cardinalidad
ω1, entonces c = 2ω1 .

Divideremos la prueba de la proposición anterior en los siguientes lemas:
2.4.10, 2.4.11 y 2.4.12. En ellos, supondremos que S es una Q-sucesión fuerte
tal que |S| = ω1 y [∅] /∈ S. También definamos:

E = {e ∈ (P(κ)/fin)S : ∀[a] ∈ S(e([a]) ∈ {[∅], [a]}}

donde (P(κ)/fin)S denota a la familia de funciones de S en P(κ)/fin.

Lema 2.4.10. |E| = 2ω1

Demostración: Como |S| = ω1, bastará con probar que |E| = |2S |. Para cada
e ∈ E, definamos fe : S −→ 2 de la siguiente forma:
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fe([a]) =

 0 si e([a]) = [∅]

1 si e([a]) = [a]

Observamos que fe está bien definida porque [a] 6= [∅], para cada [a] ∈ S.
Veamos que F : E −→ 2S definida como F (e) = fe es una función biyectiva.

Sean e1, e2 ∈ E funciones tales que e1 6= e2. Entonces existe [a] ∈ S
tal que e1([a]) 6= e2([a]). Dado que e1([a]), e2([a]) ∈ {[∅], [a]}, supongamos,
sin pérdida de generalidad, que e1([a]) = [∅] y e2([a]) = [a]. De esta forma,
fe1([a]) = 0 6= 1 = fe2([a]), pues [a] 6= [∅]. Aśı, F es inyectiva.

Ahora bien, sea f ∈ 2S . Consideremos e ∈ E, la siguiente función:

e([a]) =

 [∅] si f([a]) = 0

[a] si f([a]) = 1

Observemos que F (e) = f . Por lo tanto F es suprayectiva.

Lema 2.4.11. Si e ∈ E, existe [be] ∈ P(ω)/fin tal que e([a]) = [a] ∧ [be], para
cada [a] ∈ S.

Demostración: Observamos que e([a]) ≤∗ [a], para cada [a] ∈ S. Como S es
una Q-sucesión fuerte, existe [be] ∈ P(ω)/fin tal que e([a]) = [a] ∧ [be], para
cada [a] ∈ S.

Lema 2.4.12. Sea f : E −→ P(ω)/fin, dada por f(e) = [be]. Entonces f es
inyectiva.

Demostración: Sean e1, e2 ∈ E con e1 6= e2. Entonces existe [a] ∈ S tal que
e1([a]) 6= e2([a]). Sin pérdida de generalidad, supongamos que e1([a]) = [∅] y
e2([a]) = [a]. De esta forma, [a]∧ [be1 ] = e1([a]) = [∅] y [a]∧ [be2 ] = e2([a]) = [a].
Aśı, necesariamente [be1 ] 6= [be2 ].

Observamos que 2ω1 ≤ c se sigue de los lemas anteriores. Esto es porque
f : E −→ P(ω)/fin es una función inyectiva donde |E| = 2ω1 y |P(ω)/fin| = c
(véase la prueba de la proposición 2.2.2). Además, como ω < ω1, tenemos que
c = 2ω ≤ 2ω1 . Por lo tanto, la proposición 2.4.9 se sigue.

Las Q-sucesiones fuertes también están relacionadas con el problema de
metrización de Moore. Para esto, recordemos que un refinamiento de un espacio
topológico X es una familia F = {An : n ∈ ω}, de cubiertas abiertas del
espacio X tales que para cualquier punto p ∈ X y cualquier cerrado c ⊆ X que
satisfagan p /∈ c, existe n ∈ ω tal que si u ∈ An y p ∈ u, entonces u ∩ c = ∅. Si
además An+1 ⊆ An, entonces diremos que F es un refinamiento anidado. Aśı,
diremos que un espacio topológico es un espacio de Moore si es regular y tiene
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un refinamiento anidado.

Un resultado referente a los espacios de Moore es que todo espacio métrico
es un espacio de Moore. Sin embargo, no todo espacio de Moore es un espacio
métrico. La pregunta natural es la siguiente: ¿bajo qué condiciones un espacio
de Moore es metrizable? En particular, el problema de metrización de Moore
plantea la siguiente pregunta: ¿todo espacio de Moore y normal es metrizable?.
En [4, Theorem 5], se prueba que una consecuencia de CH es que todo espacio
de Moore que satisface ser normal y separable, también es metrizable.

La siguiente definición es necesaria para comprender la relación entre los
espacios de Moore y las Q-sucesiones fuertes.

Definición 2.4.13. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un Q-
conjunto si para cualquier M ⊆ X se tiene que M puede expresarse como la
intersección de una familia numerable de abiertos de X.

Recordemos que un espacio X es localmente compacto si es Hausdorff y para
cada p ∈ X existe un abierto u tal que p ∈ u y u− es compacto. El siguiente
resultado es una versión del teorema de la categoŕıa de Baire:

Proposición 2.4.14 (Baire). En un espacio topológico localmente compacto X,
la intersección contable de abiertos densos de X es denso en X.

La prueba de la proposición anterior puede ser consultada en [3, Chap. XI
Theorem 10.1].

Proposición 2.4.15. Consideremos a R, la recta real con la topoloǵıa usual y
Q ⊆ R, el conjunto de los números racionales con la topoloǵıa heredada por R.

1. Q no puede expresarse como la intersección de una familia contable de
abiertos de R. En particular, R no es un Q-conjunto.

2. Si X ⊆ R es contable, entonces X es un Q-conjunto.

Demostración:

Inciso 1. Por reducción al absurdo, supongamos que existe una familia conta-
ble de abiertos A tal que Q =

⋂
A. Dado que A es contable, existe una biyección

entre los elementos de A y Q. Aśı, A = {ur : r ∈ Q}. También observemos que
Q ⊆ ur, para cada r ∈ Q, pues Q =

⋂
A. Definamos B = {ur \ {r} : r ∈ Q}

y veamos que los elementos de B son abiertos densos en R. Para esto, fijemos
r ∈ Q. Como R \ {r} es abierto en R, se sigue que ur \ {r} = ur ∩ (R \ {r}) es
abierto. Si v es un abierto de R, entonces v contiene una cantidad infinita de
números racionales y por ende, existe algún q ∈ Q tal que q 6= r y q ∈ v. Por
lo anterior, q ∈ v ∩ (ur \ {r}), pues Q ⊆ ur. Aśı, B es una familia de abiertos
densos de R. Dado que

⋂
A = Q, se sigue que:⋂

B =
⋂
r∈Q

(ur \ {r}) = (
⋂
r∈Q

ur) \Q = ∅
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Pero lo anterior contradice la proposición 2.4.14, pues llegamos a que ∅ es
una intersección contable de abiertos densos en R.

Inciso 2. Fijemos A ⊆ X y veamos que A puede expresarse como la
intersección de una familia contable de abiertos de X. Dado que R \ {x} es
un abierto de R, para cada x ∈ X \ A, se tiene que X \ {x} = X ∩ (R \ {x})
es un abierto de X. Como X es contable, el resultado se sigue de la igualdad
A =

⋂
{X \ {x} : x ∈ X \A}.

Nuestro siguente resultado contiene una relación interesante entre el proble-
ma de Katowice y la conjetura de Moore.

Proposición 2.4.16. K(ω, ω1) implica la existencia de un espacio de Moore
normal y separable que no es metrizable.

Demostración: Supongamos que K(ω, ω1) es cierto y fijemos S, una Q-
sucesión fuerte de cardinalidad ω1 en P(ω)/fin. En [1, Fact. 2.3], se explica
cómo usar S para obtener un subespacio X del conjunto ternario de Cantor
que es un Q-conjunto y satisface |X| = ω1. Ahora, según [9, Example F] se
puede emplear a X para construir un espacio de Moore normal y separable que
no es metrizable.

En la proposición 3.5.9 se probará que hay un modelo de ZFC en el que no
existen Q-sucesiones fuertes y en la proposición 3.6.1 se argumentará que en ese
mismo modelo de ZFC la recta real tiene un Q-conjunto de cardinalidad ω1.

2.5. Una reducción fundamental

Nuestro objetivo en esta sección será demostrar que si κ y λ son cardinales
tales que K(κ, λ), entonces κ, λ ∈ {ω, ω1}. Para alcanzar este objetivo requeri-
remos de algunas definiciones y resultados.

Definición 2.5.1. Sean f, g ∈ ωω. Diremos que f domina a g (y lo escribimos
como g ≤∗ f) si existe algún n ∈ ω tal que g(i) ≤ f(i), para cada i ∈ ω con
n ≤ i. Diremos que f domina a g de forma estricta (y lo escribimos como
g <∗ f) si existe algún n ∈ ω tal que g(i) < f(i), para cada i ∈ ω con n ≤ i.

Aunque utilizamos el simbolo ≤∗ para denotar dos órdenes distintos (uno
en P(X)/fin y otro en ωω), podemos diferenciar cada caso por el contexto.

Sean f, g, h ∈ ωω cualesquiera. Si f <∗ g <∗ h, entonces existen n,m ∈ ω
tales que f(i) < g(i) y g(j) < h(j), siempre que i, j ∈ ω, con n < i y
m < j. En particular, tenemos que f(i) < g(i) < h(i), para cada i ∈ ω que
satisface máx{n,m} < i. Por lo anterior, <∗ es transitiva. Análogamente, ≤∗
es transitiva. Además, si ocurre que f <∗ g ≤∗ h ó f ≤∗ g <∗ h, entonces
tendremos que f <∗ h.
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Observemos que ≤∗ no satisface ser antisimétrica. Para ver esto, definimos
las funciones f, g ∈ ωω como f(0) = 0, g(0) = 1 y 1 = f(x) = g(x), para cada
x ∈ ω \ {0}. De esta forma, f ≤∗ g y g ≤∗ f , pero f 6= g. Además, ≤∗ es
reflexiva y <∗ es antirreflexiva, es decir, para cada f ∈ ωω se tiene que f ≤∗ f ,
pero no ocurre f <∗ f .

Recordemos que si δ es un ordinal, entonces la pertenencia, ∈, define una
relación binaria en δ que es transitiva y falla en ser reflexiva y antisimétrica.
De este modo, dado un conjunto S ⊆ ωω, diremos que el tipo de orden de S es
el ordinal δ si existe una función biyectiva φ : δ −→ S de tal modo que para
cualesquiera α, β ∈ δ se satisface que φ(α) <∗ φ(β) siempre y cuando α ∈ β.

Definición 2.5.2. Decimos que un conjunto S ⊆ ωω es dominante si para cada
g ∈ ωω existe f ∈ S tal que g ≤∗ f . Si además, S es bien ordenado por <∗ y
tiene tipo de orden δ, entonces diremos que S es una δ-escala.

Si S es una δ-escala, por definición existe una función biyectiva φ : δ −→ S
con las caracteŕısticas mencionadas en el párrafo que precede a la definición
2.5.2. Si hacemos fα = φ(α), para cada α < δ, entonces S = {fα : α < κ} y
además, para cualesquiera α, β < δ se tiene que fα <∗ fβ si y sólo si α < β.
De este modo, cada vez que escribamos “S = {fα : α < δ} es una δ-escala”
entenderemos que la bicondicional anterior se verifica.

Proposición 2.5.3. A lo más existe un cardinal regular κ tal que para dicho κ
existe una κ-escala.

Demostración: Por reducción al absurdo, supongamos que hay dos cardinales
regulares κ y λ con κ < λ para los cuales existen Sκ = {fα : α < κ}, una
κ-escala, y Sλ = {gα : α < λ}, una λ-escala. Para cada α < κ existe β(α) < λ
tal que fα ≤∗ gβ(α), pues Sλ es dominante. Como κ < λ y {β(α) : α < κ} es
una sucesión de ordinales menores que λ, por la regularidad de λ, se sigue que
existe un ordinal β < λ tal que β(α) < β, para cada α < κ. Dado que Sκ es
dominante, existe γ < κ para el cual gβ ≤∗ fγ . Aśı, gβ ≤∗ fγ ≤∗ gβ(γ). Pero
como Sλ es una λ-escala, entonces gβ(γ) <

∗ gβ . De este modo, tenemos que
gβ ≤∗ gβ(γ) <∗ gβ , lo cual es una contradicción.

Lema 2.5.4. Sean κ un cardinal regular y T = {fα : α < κ} ⊆ ωω una familia
dominante tal que fα ≤∗ fβ, siempre que α < β < κ. Entonces T contiene una
κ-escala.

Demostración: Definiremos una familia de funciones {gα : α < κ} ⊆ T que
resultará ser una κ-escala. Tomemos g0 = f0. Por inducción, supongamos que
para algún ordinal α < κ hemos definido {gβ : β < α} ⊆ T , de tal modo que
gγ <

∗ gβ cuando γ < β < α y tal que fβ ≤∗ gβ , para cada β < α. Deseamos
encontrar una función gα tal que gβ <

∗ gα, para cada β < α. Dado que T es
dominante, para cualquier β < α existe un ordinal γ(β) < κ tal que gβ ≤∗ fγ(β).
Como κ es un cardinal regular y {γ(β) : β < α} es una succesión de ordinales
en κ, existe un ordinal δ < κ para el cual γ(β) < δ, siempre que β < α. De esta
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forma, gβ ≤∗ fγ(β) ≤∗ fδ, para cada β < α. Dado que T es dominante, existe
una función f ∈ T tal que fδ + fα + 1 ≤∗ f . Definamos gα = f . Aśı, fα ≤∗ gα
y gβ ≤∗ fδ <∗ gα, para cada β < α.

Definamos S = {gα : α < κ}. Sólo nos resta demostrar que S es dominante.
En efecto, sea g ∈ ωω. Como T es dominante, existe α ∈ κ tal que g ≤∗ fα.
Dado que fα ≤∗ gα, concluimos que gα domina a g.

Lema 2.5.5. Sea f : X −→ Y una función biyectiva. Entonces la función
h : P(X)/fin −→ P(Y )/fin definida como h([a]) = [f [a]], para cada a ⊆ X, es
un isomorfismo.

Demostración: Veamos que h está bien definida. Para esto, tomemos
a, b ∈ P(X) tales que [a] = [b]. Entonces a =∗ b, de lo que se sigue f [a] =∗ f [b].
De esta forma, [f [a]] = [f [b]], es decir, h([a]) = h([b]).

Para ver que h es biyectiva, definamos g : P(Y )/fin −→ P(X)/fin dada por
g([a]) = [f−1[a]], para cada a ⊆ Y . Demostraremos que g = h−1. Bastará con
probar que g ◦h = IdP(X)/fin y h ◦ g = IdP(Y )/fin. Tomemos a ⊆ X arbitrario.
Veamos que g ◦ h([a]) = [a]. En efecto:

g ◦ h([a]) = g(h([a]) = g([f [a]]) = [f−1[f [a]]] = [a]

Por lo tanto, g ◦ h = IdP(X)/fin. De forma análoga se sigue que
h ◦ g = IdP(X)/fin, con lo que concluimos que h es biyectiva y g = h−1.

Ahora bien, sean [a], [b] ∈ P(X)/fin tales que [a] ≤∗ [b]. Veamos que
h([a]) ≤∗ h([b]). Dado que [a] ≤∗ [b], se sigue que a ⊆∗ b y por ende,
f [a] ⊆∗ f [b]. De lo anterior concluimos que h([a]) = [f [a]] ≤∗ [f [b]] = h([b]).
Análogamente se prueba que g([a]) ≤∗ g([b]), es decir, que h−1([a]) ≤∗ h−1([b]).
Por lo tanto, h es un isomorfismo.

Una conexión interesante entre el problema de Katowice y la existencia de
escalas es como sigue.

Proposición 2.5.6. Si κ es un cardinal regular no numerable tal que K(ω, κ),
entonces existe una κ-escala.

Demostración: Como |ω| = |ω × ω| y |κ| = |ω × κ|, de K(ω, κ) podemos
suponer que existe un isomorfismo φ : P(ω × κ)/fin −→ P(ω × ω)/fin. Para
cada n ∈ ω, definamos Wn = {n} × κ y wn = {n} × ω. Veamos que existe un
isomorfismo h : P(ω × κ)/fin −→ P(ω × ω)/fin tal que h([Wn]) = [wn].

Para esto, elijamos un ⊆ ω×ω, tal que φ([Wn]) = [un]. Como Wn es infinito,
por las proposiciones 1.6.6(3) y 1.6.7(1), un es un conjunto infinito. Notemos que
si n 6= m, entonces [un∩um] = φ([Wn∩Wm]) = φ([∅]) = [∅] (véase la proposición
1.6.7). Aśı, un∩um =∗ ∅. De este modo, la familia {un : n ∈ ω} es casi ajena. Por
otra parte, (ω × ω) \ (

⋃
n∈ω un) es a lo más numerable. Si (ω × ω) \ (

⋃
n∈ω un)
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es infinito, sea {xn : n ∈ ω} una enumeración de sus elementos y definamos
vn = (un \

⋃
i<n ui) ∪ {xn}. Si (ω × ω) \ (

⋃
n∈ω un) es finito, sea {xn : n < m}

una enumeración de sus elementos y definamos vn = (un \
⋃
i<n ui)∪{xn}, para

cada n < m, y vn = un \
⋃
i<n un cuando m ≤ n. En cualquiera de los casos

anteriores, dado que ui ∩un =∗ ∅, para cada i < n, tenemos que [un] = [vn]. De
esta forma, la familia {vn : n ∈ ω} es una partición de ω×ω cuyos elementos son
infinitos. Por lo anterior, existe una función biyectiva e : ω×ω −→ ω×ω tal que
e[vn] = wn. Definamos g : P(ω× ω)/fin −→ P(ω× ω)/fin como g([a]) = [e[a]]
para cada a ⊆ ω× ω. Del lema 2.5.5 tenemos que g es un isomorfismo. Sea h la
función g ◦ φ, entonces h es un isomorfismo tal que:

h([Wn]) = g(φ([Wn])) = g([un]) = g([vn]) = [e[vn]] = [wn]

Ahora bien, para cada α ∈ κ definamos Aα = ω × [α, κ). Seleccionemos
aα ⊆ ω × ω tal que h([Aα]) = [aα] y sea fα : ω −→ ω definida como
fα(n) = mı́n{i ∈ ω : (n, i) ∈ aα}, para cada n ∈ ω. Veamos que fα esta bien
definida. Sea n ∈ ω. Bastará con verificar que wn ∩ aα es no vaćıo. Como
Wn∩Aα es infinito, tenemos que [Wn∩Aα] 6= [∅] (véase la proposición 1.6.6(3)).
De esta forma, [wn ∩ aα] = h([Wn ∩Aα]) 6= [∅] (véase las proposiciones 1.6.6(3)
y 1.6.7(4)). Por esto último, wn ∩ aα es infinito.

Demostraremos que {fα : α ∈ κ} contiene una κ-escala. Para esto, bas-
tará con probar que la familia de funciones anterior satisface las condiciones
del lema 2.5.4.

Sean α < β < κ. Veamos que fα ≤∗ fβ . Claramente Aβ ⊆ Aα y por ende,
[Aβ ] ≤∗ [Aα]. Luego, [aβ ] = h([Aβ ]) ≤∗ h([Aα]) = [aα]. Aśı, aβ ⊆∗ aα y esto sig-
nifica que aβ \aα es finito. Definamos m = máx{i ∈ ω : ∃j ∈ ω((i, j) ∈ aβ \aα)}.
Aśı, si n ∈ ω satisface que m + 1 ≤ n, entonces (n, fβ(n)) ∈ aβ y por ende,
(n, fβ(n)) ∈ aα, pues no existe j ∈ ω tal que (n, j) ∈ aβ \ aα. De esta forma,
fα(n) ≤ fβ(n). Por lo tanto, fα ≤∗ fβ .

Resta demostrar que {fα : α < κ} es dominante. Para esto, tomemos f ∈ ωω
arbitraria. Definamos bf = {(n, i) : i ≤ f(n)} y seleccionemos un conjunto
Bf ⊆ ω × κ tal que h([Bf ]) = [bf ]. Para cada n ∈ ω tenemos que wn ∩ bf es
finito. De esta forma:

[Wn ∩Bf ] = h−1([wn ∩ bf ]) = h−1([∅]) = [∅]

De lo anterior se tiene que Wn∩Bf es finito. Dado que Bf =
⋃
n∈ωWn∩Bf ,

se sigue que Bf es numerable. Consideremos el conjunto:

S = {γ < κ : ∃i ∈ ω((i, γ) ∈ Bf )}

Observamos que S es un subconjunto numerable de κ, pues Bf es una fami-
lia numerable de parejas ordenadas y S es el conjunto formado por las segundas
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coordenadas de los elementos de Bf . Como κ es un cardinal regular no nume-
rable, existe un ordinal δ < κ tal que γ < δ, para cada γ ∈ S. De esta forma,
Aδ ∩Bf = ∅. Entonces:

[aδ ∩ bf ] = h([Aδ ∩Bf ]) = h([∅]) = [∅]

De lo anterior se sigue que aδ ∩ bf es finito. Por esto último, existe algún
m ∈ ω tal que para cada n ∈ ω que satisface m ≤ n se tiene wn ∩ (aδ ∩ bf ) = ∅.
Veamos que f <∗ fδ. En efecto, para cada n ∈ ω, con m ≤ n, tenemos que
(n, fδ(n)) ∈ wn ∩ aδ. Luego, (n, fδ(n)) /∈ bf y por ende, f(n) < fδ(n). Por lo
tanto, {fα : α < κ} es dominante.

En resultados posteriores será importante deducir la existencia de isomor-
fismos a partir de hipótesis del tipo K(κ, λ). Por esta razón incluimos el lema
siguiente.

Lema 2.5.7. Sea f : P(κ)/fin −→ P(λ)/fin un isomorfismo. Si X ⊆ κ y
Y ⊆ λ son conjuntos tales que f([X]) = [Y ], entonces los conjuntos P(X)/fin
y P(Y )/fin son isomorfos.

Demostración: Dado un conjunto a ⊆ X, denotaremos por [a]X a su clase de
equivalencia en P(X)/fin, mientras que [a]κ denotará su clase de equivalencia
en P(κ)/fin. Similarmente, para b ⊆ Y usaremos [b]Y y [b]λ para denotar a las
clases de b en P(Y )/fin y P(λ)/fin, respectivamente.

Definamos g : P(X)/fin −→ P(Y )/fin como sigue: para cada a ⊆ X sea
g([a]X) = f([a]κ) ∩ P(Y ). Veamos que g está bien definida. Para cualesquiera
a y b subconjuntos de X tales que [a]X = [b]X se sigue que a =∗ b y por ende,
[a]κ = [b]κ. Aśı:

g([a]X) = f([a]κ) ∩ P(Y ) = f([b]κ) ∩ P(Y ) = g([b]X)

Por lo anterior, g no depende del representante de la clase de equivalencia.
Ahora bien, afirmamos que si a ⊆ X, existe a ⊆ Y tal que g([a]X) = [a]Y . En
efecto, si s ⊆ κ es tal que f([a]κ) = [s]λ, entonces:

f([a]κ) = f([a]κ ∧ [X]κ) = [s]λ ∧ [Y ]λ = [s ∩ Y ]λ (2.1)

Aśı, tomemos a = s ∩ Y . De esta forma, g([a]X) = [a]λ ∩ P(Y ) = [a]Y .

Ahora veamos que g es una función biyectiva. Para esto, definamos una
función h : P(Y )/fin −→ P(X)/fin de la siguiente forma: para cada b ⊆ Y sea
h([b]Y ) = f−1([b]λ) ∩ P(X). Por un argumento análogo al del párrafo anterior
tenemos que h está bien definida.

Probaremos que h = g−1. Veamos que h◦g = IdP(X)/fin. Si a ⊆ X, entonces
existe a ⊆ Y tal que g([a]X) = [a]Y . Bastará con verificar que f([a]κ) = [a]λ,
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pues de esto se seguirá que:

h(g([a]X)) = h([a]Y ) = f−1([a]λ) ∩ P(X) = [a]κ ∩ P(X) = [a]X

Elijamos b ⊆ λ tal que f([a]κ) = [b]λ. Observemos que:

[a]Y = g([a]X) = f([a]κ) ∩ P(Y ) = [b]λ ∩ P(Y )

Dado que a ∈ [a]Y , se tiene que a ∈ [b]λ ∩ P(Y ) y por ende, a =∗ b, pues
a ∈ [b]λ. De lo anterior se sigue que [a]λ = [b]λ = f([a]κ). De esta forma,
h ◦ g = IdP(X)/fin. Análogamente, se verifica que g ◦ h = IdP(Y )/fin. Por lo
tanto, g es biyectiva.

Ahora bien, sean a y b subconjuntos de X tales que [a]X ≤∗ [b]X . Probare-
mos que g([a]X) ≤∗ g([b]X). Como a ⊆∗ b, entonces [a]κ ≤∗ [b]κ. De esta forma,
f([a]κ) ≤∗ f([b]κ). Sean s, t ⊆ λ tales que f([a]κ) = [s]λ y f([b]κ) = [t]λ. Aśı,
s ⊆∗ t, de lo que se sigue a = s ∩ Y ⊆∗ t ∩ Y = b (véase la igualdad 2.1). De
lo anterior concluimos que g([a]X) = [a]Y ≤∗ [b]Y = g([b]X). Por lo tanto, g
preserva orden. De modo semejante se verifica que h también preserva ≤∗ y
por ende, g es un isomorfismo.

El resultado siguiente es una consecuencia del lema 2.5.5.

Lema 2.5.8. Si P(X)/fin y P(Y )/fin son isomorfos con |X| = κ y |Y | = λ,
entonces K(κ, λ).

Demostración: Sea f : P(X)/fin −→ P(Y )/fin un isomorfismo. Como
|X| = κ, por el lema 2.5.5, existe un isomorfismo g : P(κ)/fin −→ P(X)/fin.
Por otra parte, dado que |Y | = λ, nuevamente por el lema 2.5.5, tenemos que
existe un isomorfismo h : P(Y )/fin −→ P(λ)/fin. Por lo tanto, h ◦ f ◦ g es un
isomorfismo entre P(κ)/fin y P(λ)/fin.

Recordemos cómo se define el orden lexicográfico. Tal vez convenga usar
un poco de lenguaje coloquial antes de dar la definición formal: podemos pen-
sar a las ternas de ordinales como palabras de tres letras y para colocar or-
denadamente a estas palabras en el diccionario tendŕıamos que ir “letra por
letra”. De manera formal el orden lexicográfico se define de la siguiente mane-
ra: para cualesquiera (α, β, γ) y (α, β, γ), ternas de ordinales, tendremos que
(α, β, γ) ≺ (α, β, γ) cuando ocurre alguna de las siguientes condiciones:

1. α < α

2. α = α y β < β

3. α = α, β = β y γ < γ

Además, para cualquier clase no vaćıa de ternas de ordinales (que no nece-
sariamente sea conjunto), es posible encontrar una terna que satisface ser un
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elemento ≺-mı́nimo de esta clase. Para verificar esto último, comencemos por
observar que si A es una clase de ordinales y α ∈ A, entonces (α + 1) ∩ A es
un conjunto no vaćıo. De hecho, mı́n((α + 1) ∩ A) es el primer elemento de la
clase A. Ahora bien, si A es una clase de ternas de ordinales y (α, β, γ) ∈ A,
entonces ((α+ 1)× (β + 1)× (γ + 1)) ∩ A es un conjunto. Denotemos por S al
conjunto anterior. Si tomamos mı́nS, entonces también es el primer elemento de
la clase A. Observemos que si α es el mı́nimo ordinal que aparece en la primera
coordenada de alguna de las ternas de S, β es el mı́nimo ordinal que aparece
en la segunda coordenada de alguna de las ternas de S que tienen por primera
coordenada a α, y γ es el mı́nimo ordinal que aparece en la tercera coordenada
de alguna de las ternas de S con α como primera coordenada y β como segunda
coordenada, entonces mı́nS = (α, β, γ).

Lema 2.5.9. Si κ, λ y µ son cardinales tales que κ < λ < µ y K(κ, µ), entonces
K(κ, λ).

Demostración: Por reducción al absurdo, supongamos que existe una terna
de cardinales que no cumple lo anterior. Entonces existe una terna de cardinales
(κ, λ, µ) la cual es <-mı́nima con respecto a que satisface κ < λ < µ y K(κ, µ),
pero no satisface K(κ, λ).

Sea h : P(µ)/fin −→ P(κ)/fin un isomorfismo. Como λ ⊆ µ, existe un
conjunto a ⊆ κ tal que h([λ]) = [a], y por el lema 2.5.7, tenemos que P(λ)/fin
y P(a)/fin son isomorfos. Sea θ = |a|, por el lema 2.5.8, se sigue que K(λ, θ).
Observamos que θ ≤ κ, pues a ⊆ κ. Probaremos que θ < κ. Si ocurriera que
θ = κ, entonces K(λ, κ), lo cual contradice nuestra suposición original. Además,
no puede ocurrir que K(θ, κ), porque K(θ, λ) y no ocurre que K(λ, κ). De esta
forma, (θ, κ, λ) es una terna de cardinales tal que θ < κ < λ y K(θ, λ), pero no
ocurre K(θ, κ).

El siguiente resultado será empleado varias veces en el resto de esta sección.

Proposición 2.5.10. Si κ es un cardinal infinito tal que K(κ, κ+), entonces
K(κ, ω).

Demostración: Sea λ el menor cardinal tal que K(κ, λ), entonces λ ≤ κ, pues
K(κ, κ). Veamos que K(λ, λ+). Si λ = κ o κ = λ+, lo anterior se sigue porque
K(κ, κ+) y K(λ, κ). Por otra parte, si λ < λ+ < κ, del lema 2.5.9 se sigue que
K(λ, λ+).

Aśı, sea h : P(λ)/fin −→ P(λ+)/fin un isomorfismo. Fijemos α ∈ λ y
seleccionemos aα ⊆ λ+ tal que h([α]) = [aα]. Por los lemas 2.5.7 y 2.5.8,
se sigue que K(|α|, |aα|). Como aα ⊆ λ+, tenemos que |aα| ≤ λ+. Veamos
que |aα| < λ. Supongamos que |aα| ∈ {λ, λ+}. En cualquier caso inferimos
K(|α|, λ), pues K(|α|, |aα|) y K(λ, λ+). Por esto último, K(λ, κ) implica que
K(|α|, κ), con |α| < λ, pues α ∈ λ. Sin embargo, lo anterior contradice que λ es
el menor cardinal que satisface K(λ, κ).
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Definamos a = λ+ \ (
⋃
α∈λ aα) y elijamos b ⊆ λ tal que h([b]) = [a]. Obser-

vamos que |a| = λ+, pues
⋃
α∈λ aα es la unión de λ conjuntos de cardinalidad

menor a λ. Por otra parte, para cada α ∈ λ se tiene que a ∩ aα = ∅. De esta
forma:

h([b ∩ α]) = h([b] ∧ [α]) = [a] ∧ [aα] = [a ∩ aα] = [∅]

De lo anterior se sigue que b ∩ α es finito. Además, b =
⋃
α∈λ b ∩ α. Aśı, b

es una unión creciente de conjuntos finitos y por ende, b es a lo más numerable.
Sin embargo, b no puede ser finito, pues a es infinito y h([b]) = [a] 6= [∅]. Por
esto último, b es numerable. Dado que h([b]) = [a] con |b| = ω y |a| = λ+, por
los lemas 2.5.7 y 2.5.8, tenemos que K(ω, λ+). De esto se infiere que K(ω, λ),
pues si ω < λ, por el lema 2.5.9, se tiene que K(ω, λ). Por otra parte, si ω = λ,
entonces K(ω, λ). Aśı, K(ω, λ) y como K(λ, κ), concluimos que K(ω, κ).

Lema 2.5.11. K(ω1, ω2) es falso.

Demostración: Por reducción al absurdo, supongamos que K(ω1, ω2). Por
la proposición 2.5.10, K(ω, ω1), pues ω2 = ω+

1 . Por lo anterior, y dado que
K(ω1, ω2), se tiene que K(ω, ω2). Como K(ω, ω1) y K(ω, ω2), por la proposición
2.5.6, existen una ω1-escala y una ω2-escala, lo cual contradice la proposición
2.5.3.

Estamos listos para probar el resultado central de esta sección.

Proposición 2.5.12. Si κ y λ son cardinales distintos tales que K(κ, λ), en-
tonces κ, λ ∈ {ω, ω1}.

Demostración: Supongamos, sin perdida de generalidad, que κ < λ. De esta
forma, κ+ ≤ λ. Si κ+ = λ, entonces K(κ, κ+). Por otro lado, si κ+ < λ, el
lema 2.5.9 y la hipótesis K(κ, λ) implican que K(κ, κ+). Aśı, K(κ, κ+) y por la
proposición 2.5.10, se sigue que K(ω, κ).

Veamos que κ = ω. Si no ocurre lo anterior, tendŕıamos que ω < ω1 ≤ κ. Si
ω1 = κ, se infiere que K(ω1, ω2), pues K(κ, κ+), contradiciendo el lema 2.5.11.
Por otra parte, si ω1 < κ, por el lema 2.5.9 se sigue que K(ω, ω1), pues K(ω, κ).
Pero en este caso, ω1 < ω2 ≤ κ. Si ω2 = κ, tenemos que K(ω, ω2), pues K(ω, κ).
Por otro lado, si ω2 < κ, entonces por el lema 2.5.9 también se sigue que
K(ω, ω2). En cualquier caso se concluye que K(ω, ω1) y K(ω, ω2) y por ende,
K(ω1, ω2); contradiciendo el lema 2.5.11. Por lo tanto, κ = ω.

Nos resta probar que λ = ω1. Como ω = κ < λ, tenemos que ω1 ≤ λ.
Si ocurriera que ω1 < λ, entonces tendŕıamos que ω1 < ω2 ≤ λ. Dado que
K(κ, λ) y κ = ω, se tiene que K(ω, λ). Por un argumento análogo al del parrafo
anterior, concluimos que K(ω, ω1) y K(ω, ω2). Por esto último, K(ω1, ω2), lo
cual contradice el lema 2.5.11. Aśı, λ = ω1.

Tema de Tesis: El Problema de Katowice. Autor de la Tesis: Alberto Santana
Cruz. Asesor de Tesis: Roberto Pichardo Mendoza. Facultad de Ciencias UNAM



Caṕıtulo 3

El problema de Katowice y
MA(ω1)

3.1. Introducción

Como vimos en el caṕıtulo anterior, algunas de las consecuencias de suponer
que K(ω, ω1) es cierto son las siguientes:

1. 2ω1 = c (proposición 2.2.2).

2. Existe una Q-sucesión fuerte de cardinalidad ω1 (proposición 2.4.8).

3. Hay una ω1-escala (proposición 2.5.6).

Uno de los modelos más populares donde se se satisface la igualdad 2ω1 = c,
es el modelo ZFC+MA(ω1), donde MA(ω1) se refiere al Axioma de Martin
para el cardinal ω1. La pregunta natural es la siguente: ¿es consistente con
ZFC+MA(ω1) que K(ω, ω1)? En este caṕıtulo veremos que la respuesta a la
pregunta anterior es negativa. En general, demostraremos que los incisos 2 y 3
fallan en ZFC+MA(ω1).

3.2. El Axioma de Martin

Esta sección es una brev́ısima introducción a MA. Para simplificar la redac-
ción, convengamos en que 〈P,≤〉 denotará un orden parcial.

Definición 3.2.1.

1. Decimos que p, q ∈ P son compatibles si existe r ∈ P tal que r ≤ p y r ≤ q.

2. Dos elementos de P son incompatibles si no son compatibles.

3. Una anticadena de P es un conjunto A ⊆ P donde cualesquiera dos ele-
mentos diferentes de A son incompatibles.

37
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4. Diremos que P satisface la condición de la cadena contable (o que P es
ccc) si toda anticadena de P es contable.

Definición 3.2.2. Decimos que G ⊆ P es un filtro de P si satisface lo siguiente:

1. Para cualesquiera p, q ∈ G existe r ∈ G tal que r ≤ p y r ≤ q.

2. Para cualesquiera p ∈ G y q ∈ P que satisfagan p ≤ q, se sigue que q ∈ G.

Definición 3.2.3. Un conjunto D ⊆ P es denso en P si para cualquier p ∈ P
existe q ∈ D tal que q ≤ p. Si D es una familia de conjuntos densos en P y G
es un filtro en P que intersecta a cada D ∈ D, diremos que G es D-genérico.

Definición 3.2.4. Sea κ un cardinal. MA(κ) denotará al siguiente enunciado:
para cualquier 〈P,≤〉, orden parcial con la ccc, y D, una familia de a lo más κ
subconjuntos densos de P, existe un filtro G de P tal que G es D-genérico.

A MA(κ) se le conoce como el Axioma de Martin para κ.

En [5, III Lema 2.6] puede encontrarse una prueba en ZFC de que MA(κ) es
verdadero cuando κ ≤ ω y falso cuando c ≤ κ. La consistencia de ZFC implica
que ZFC+MA(κ) es consistente para cada cardinal κ con ω ≤ κ < c. Una prueba
de esto aparece en [5, VII Theorem 6.3]. Denotaremos como MA al enunciado:
para cada κ < c se sigue MA(κ). Al enunciado MA se le conoce como Axioma
de Martin.

3.3. MA(ω1) y la igualdad c = 2ω1

Nuestro objetivo en esta sección será demostrar que en ZFC+MA(ω1) se
satisface la igualdad 2ω1 = c.

Definición 3.3.1. Una familia de conjuntos A es casi ajena si para cualesquiera
a, b ∈ A, distintos, se tiene que a ∩ b es finito.

Recordemos que [ω]<ω denota a la familia de todos los subconjuntos finitos
de ω, mientras que [ω]ω denota a la familia de todos los subconjuntos infinitos
de ω. Por otra parte, 2<ω denotará a la familia de funciones cuyo dominio es un
número natural y tal que su imagen está contenida en {0, 1}, mientras que 2ω

denotará a la familia de todas las funciones con dominio ω e imagen contenida
en {0, 1}. Comparando las cardinalidades de los conjuntos anteriores tenemos
que |[ω]<ω| = |2<ω| = ω y |[ω]ω| = |2ω| = c.

Lema 3.3.2. [ω]ω contiene una familia casi ajena de cardinalidad ω1.

Demostración: Para cada f ∈ 2ω definamos af = {f � n : n ∈ ω}. Fijemos
f, g ∈ 2ω. Claramente |af | = ω. Además, si f 6= g, entonces existe n ∈ ω tal
que f(n) 6= g(n). De esta forma, af ∩ ag ⊆ {f � m : m ≤ n} ∪ {g � m : m ≤ n}.
Por esto último, af ∩ ag es finito. Aśı, {af : f ∈ 2ω} es una familia casi ajena
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de subconjuntos infinitos de 2<ω.

Dado que |2<ω| = ω existe una función biyectiva h : 2<ω −→ ω. Por lo
anterior, {h[af ] : f ∈ 2ω} ⊆ [ω]ω y es una familia casi ajena. Por lo tanto, [ω]ω

contiene una familia casi ajena de cardinalidad ω1, pues |2ω| = c y ω1 ≤ c.

Por el resto de este caṕıtulo escribiremos MA(ω1) en aquellos resultados
donde haremos uso de este axioma.

Proposición 3.3.3 (MA(ω1)). 2ω1 = c.

Demostración: Sea {bα : α ∈ ω1} la familia obtenida por el lema anterior.
Fijemos X ⊆ ω1 y definamos PX como la familia de todas las funciones p tales
que:

1. p ⊆ ω × {0, 1}.

2. bα ∩ dom(p) es finito, para cada α ∈ X.

3. p−1[{1}] es finito.

Ahora definamos un orden ≤X de la siguiente forma: para cualesquiera
p, q ∈ PX , p ≤X q si q ⊆ p. Aplicaremos MA(ω1) al orden parcial 〈PX ,≤X〉.

Comencemos por verificar que PX es ccc. Para esto, veamos cómo se
comportan dos elementos p, q ∈ PX que son incompatibles. Dado que no existe
r ∈ PX tal que r ≤X p y r ≤X q, no existe r ∈ PX tal que p ⊆ r y q ⊆ r.
Claramente p ∪ q satisface los incisos 1, 2 y 3. Por esta razón no puede ocurrir
que p ∪ q sea una función, pues p ∪ q seŕıa un elemento de P que contiene a
p y q. Aśı, existe n ∈ dom(p) ∩ dom(q) tal que p(n) 6= q(n). De esta forma,
{p(n), q(n)} = {0, 1}, de lo que se sigue que p−1[{1}] 6= q−1[{1}]. Por lo anterior,
si existiera A, una anticadena no numerable de PX , entonces tendŕıamos que
{p−1[{1}] : p ∈ A} seŕıa una familia no numerable de subconjuntos finitos de ω,
contradiciendo que |[ω]<ω| = ω.

Para cada α ∈ ω1 \ X definamos Dα = {p ∈ PX : bα ⊆ dom(p)}.
Veamos que {Dα : α ∈ ω1 \ X} es una familia de densos en PX . Para esto,
fijemos α ∈ ω1 \ X y q ∈ PX . Tomemos p = q ∪ {(n, 0) : n ∈ bα \ dom(q)}.
Claramente p ⊆ ω × {0, 1} es una función y p−1[{1}] = q−1[{1}]; por lo tanto,
p−1[{1}] es finito. Además, bβ ∩ bα es finito, para cada β ∈ X. Dado que
bβ ∩ dom(p) = (bβ ∩ dom(q))∪ (bβ ∩ bα), tenemos que bβ ∩ dom(p) es finito. Por
lo tanto, p ∈ Dα y p ≤X q.

Ahora bien, para cualesquiera α ∈ X y n ∈ ω definamos:

Dα,n = {p ∈ PX : |p−1[{1}] ∩ bα| > n}

Veamos que {Dα,n : (α, n) ∈ X × ω} es una familia de conjuntos densos
en PX . Para esto, fijemos α ∈ X, n ∈ ω y q ∈ PX . Dado que |bα| = ω y



40 CAPÍTULO 3. EL PROBLEMA DE KATOWICE Y MA(ω1)

bα ∩ dom(q) es finito (véase el inciso 2), podemos elegir a ⊆ bα \ dom(q) de
tal modo que |a| = n + 1. Tomemos p = q ∪ {(m, 1) : m ∈ a}. Claramente,
bβ ∩ dom(p) = (bβ ∩ dom(q)) ∪ (bβ ∩ a) es finito para cada β ∈ X. Además,
p−1[{1}] = q−1[{1}] ∪ a es finito y n + 1 < |a| ≤ |p−1[{1}]|. Por lo tanto,
p ∈ Dα,n y p ≤X q.

Definamos:

D = {Dα : α ∈ ω1 \X} ∪ {Dα,n : (α, n) ∈ X × ω}

Es claro que |D| = ω1. Por MA(ω1) tenemos que existe un filtro D-genérico.
Sea GX este filtro y tomemos gX =

⋃
GX . Veamos que gX es una función

cuyo dominio es un subconjunto de ω tal que X = {α ∈ ω1 : |bα∩g−1X [{1}]| = ω}.

Si (n, i), (n, j) ∈ gX , entonces existen p, q ∈ GX tales que (n, i) ∈ p y
(n, j) ∈ q. Dado que GX es un filtro, existe r ∈ GX tal que r ≤X p y r ≤X q.
De esta forma, (n, i), (n, j) ∈ r. Como r es una función, i = j. Por lo tanto, gX
es una función y dom(gX) =

⋃
{dom(p) : p ∈ GX} ⊆ ω.

Veamos que se satisface la siguiente igualdad:

X = {α ∈ ω1 : |bα ∩ g−1X [{1}]| = ω} (3.1)

Para esto, tomemos α ∈ X. Fijemos n ∈ ω. Dado que GX es un filtro D-
genérico, existe pn ∈ GX ∩Dα,n, y de esto se infiere que n < |bα ∩ p−1n [{1}]| ≤
|bα ∩ g−1X [{1}]|, pues pn ⊆ gX . Como elegimos n ∈ ω arbitrario, concluimos que
|bα ∩ g−1X [{1}]| = ω. Aśı, se satisface que:

X ⊆ {α ∈ ω1 : |bα ∩ g−1X [{1}]| = ω}

Para verificar la contención inversa, probaremos que para cada α ∈ ω1 \X
se tiene que |bα ∩ g−1X [{1}]| < ω. Tomemos α ∈ ω1 \X. Aśı, existe p ∈ GX ∩Dα,
pues GX es D-genérico. De esto se infiere que bα ⊆ dom(p) ⊆ dom(gX) y que
p−1[{1}] es finito. Por esto último, bα ∩ g−1X [{1}] = bα ∩ p−1[{1}] es finito, pues
p ⊆ gX .

Ahora definamos h : P(ω1) −→ P(ω) de la siguiente forma: para cada
conjunto X ⊆ ω1 hagamos h(X) = g−1X [{1}]. Probaremos que h es inyec-
tiva, pues de esto se seguirá que 2ω1 = |P(ω1)| ≤ |P(ω)| = c. Para esto,
fijemos X,Y ⊆ ω1 tales que X 6= Y . Supongamos, sin pérdida de generali-
dad, que existe α ∈ X \ Y . Como α ∈ X, de la igualdad 3.1 se sigue que
|bα ∩ g−1X [{1}]| = ω. Dado que α ∈ ω1 \ Y , tenemos que |bα ∩ g−1Y [{1}]| < ω. De
esta forma, |bα ∩ h(Y )| < ω = |bα ∩ h(X)|. Por lo tanto, h(X) 6= h(Y ).
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3.4. MA(ω1) y ω1-escalas

Nuestro objetivo en esta sección será demostrar que K(ω, ω1) falla cuando
suponemos MA(ω1). Para esto, demostraremos que MA(ω1) implica que no
existe una familia dominante con cardinalidad ω1. En particular, MA(ω1)
implica que no existen ω1-escalas. Por la proposición 2.5.6, concluiremos que
K(ω, ω1) es falso bajo MA(ω1).

Denotemos por ω<ω a la familia de funciones cuyo dominio es un número
natural y cuya imagen es un subconjunto de ω. Tenemos que |ω<ω| = ω.

Proposición 3.4.1 (MA(ω1)). Si A es una familia de funciones en ωω tal que
|A| ≤ ω1, entonces existe una función fA ∈ ωω tal que f <∗ fA, para cada
f ∈ A. En particular, A no es dominante.

Demostración: Sea A ⊆ ωω tal que |A| ≤ ω1. Denotemos por P a la familia
de las parejas p = (fp, Fp) tales que fp ∈ ω<ω y Fp es un subconjunto finito deA.

Para cualesquiera p, q ∈ P definamos p ≤P q si se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. fq ⊆ fp

2. Fq ⊆ Fp

3. f(n) < fp(n) siempre que f ∈ Fq y n ∈ dom(fp) \ dom(fq).

Comencemos por verificar que P es ccc con el orden anterior. Supongamos
que p, q ∈ P son tales que fp = fq. Si definimos r = (fp, Fp ∪ Fq), entonces
r satisface que r ≤P p y r ≤P q (la condición 3 se cumple por vacuidad).
Por lo anterior, cualesquiera dos elementos de P que coinciden en su primera
coordenada son compatibles. Ahora bien, sea A un subconjunto no numerable
de P. Entonces existe B ⊆ A, no numerable, tal que fp = fq, para cualesquiera
p, q ∈ B, pues |ω<ω| = ω. En particular, A tiene dos elementos compatibles.
Por lo anterior, toda anticadena de P es numerable.

Para cada f ∈ A definamos:

Df = {p ∈ P : f ∈ Fp}

Veamos que Df es denso en P. Para esto, fijemos q ∈ P. Si elegimos
p = (fq, Fq ∪ {f}), entonces p ≤P q y p ∈ Df .

Ahora bien, para cada n ∈ ω definamos:

Dn = {p ∈ P : n ∈ dom(fp)}

Fijemos q ∈ P para probar que Dn es denso en P. Si n ∈ dom(fq), entonces
q ≤P q y q ∈ Dn. Por otra parte, si n /∈ dom(fq), definamos g : n + 1 −→ ω de
la siguiente forma:



42 CAPÍTULO 3. EL PROBLEMA DE KATOWICE Y MA(ω1)

g(i) =


fq(i) si i ∈ dom(fq)

1 +
∑
f∈Fq f(i) si i ∈ (n+ 1) \ dom(fq)

Por lo anterior, fq ⊆ g. Además, f(i) < g(i) para cualesquiera f ∈ Fq y
i ∈ (n+ 1) \ dom(fq). Tomemos p = (g, Fq). Entonces p ≤P q y p ∈ Dn.

Definamos:
D = {Df : f ∈ A} ∪ {Dn : n ∈ ω}

Observamos que D es una familia de ω1 conjuntos densos en P. Por MA(ω1),
existe un filtro D-genérico. Sea G este filtro y tomemos fA =

⋃
p∈G fp. Por un

razonamiento análogo al que se utilizó en la proposición 3.3.3, tenemos que
fA ⊆ ω×ω es una función. Como G es D-genérico, existe p ∈ Dn∩G, para cada
n ∈ ω. Aśı, n ∈ dom(fp) ⊆ dom(fA), pues fp ⊆ fA. Por lo anterior, dom(f) = ω.

Resta verificar que f <∗ fA, para cada f ∈ A. Para esto, fijemos f ∈ A.
Como G es D-genérico, existe p ∈ Df∩G. Sea n = dom(fp). Demostraremos que
f(i) < fA(i), para cada i ∈ ω \ n. Fijemos i ∈ ω \ n. Dado que G es D-genérico,
existe q ∈ Di ∩ G. Entonces existe r ∈ G tal que r ≤P q y r ≤P p, pues G es
un filtro. De esta forma, fq ⊆ fr ⊆ fA. Además, i ∈ dom(fq) ⊆ dom(fr). Aśı,
i ∈ dom(fr)\n. Por esto último, f(i) < fr(i) = fA(i), pues r ≤P p y f ∈ Fp.

3.5. MA(ω1) y Q-sucesiones fuertes

Como mencionamos al inicio de este caṕıtulo, otra de las razones por la
cual K(ω, ω1) falla bajo MA(ω1) es que este axioma implica que en P(ω)/fin
no existen Q-sucesiones fuertes de cardinalidad ω1. En esta sección probaremos
este último resultado. Antes de esto, es conveniente hablar sobre árboles en ω
y probar algunas de sus propiedades básicas.

Definición 3.5.1. Sean T ⊆ ω y ≤T⊆ T ×T . Diremos que 〈T,≤T 〉 es un árbol
si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. 〈T,≤T 〉 es un orden parcial.

2. Para cada x ∈ T el conjunto {y ∈ T : y ≤T x} es finito y ≤T induce un
orden total en él.

3. Existe z ∈ T tal que z ≤T x, para cada x ∈ T . A este elemento lo llama-
remos la ráız de T .

La noción de árbol anterior es un caso particular de una definición más
general que puede ser consultada en [5, II Definition 5.1], pero para los fines de
la presente sección, este tipo de árboles nos serán suficientes.

Definición 3.5.2. Sean 〈T,≤T 〉 un árbol y x ∈ T .



ALBERTO SANTANA CRUZ 43

1. Denotaremos por T (x) al conjunto {y ∈ T : y ≤T x}.

2. La altura de x es la cardinalidad de T (x) y la denotamos por ht(x, T )
(usaremos ht(x) cuando no haya riesgo de ambigüedad con respecto al
árbol del que estemos hablando).

3. El n-esimo nivel de T es el conjunto {x ∈ T : ht(x, T ) = n} y lo denotamos
por Lev(n, T ) (usaremos Lev(n) cuando no haya riesgo de ambigüedad con
respecto al árbol del que estemos hablando).

4. La altura de T es el supremo del conjunto {n ∈ ω : Lev(n, T ) 6= ∅} y la
denotamos por ht(T ).

5. Un sucesor inmediato de x es un elemento y ∈ T tal que x 6= y, x ≤T y,
pero no existe z ∈ T \ {x, y} tal que x ≤T z ≤T y.

6. Una rama de T es un conjunto R ⊆ T tal que ≤T induce un buen orden
en R, pero ≤T no induce un buen orden en R∪ {x}, para cada x ∈ T \R.

7. Una rama de T es cofinal si tiene cardinalidad ht(T ).

El concepto de altura que dimos en la definición anterior difiere del que
encontramos en [5], sin embargo esta forma de definir la altura funciona mejor
para la presente sección.

Definición 3.5.3. Sea 〈T,≤T 〉 un árbol.

1. T es de ramificación finita si cada uno de sus elementos tiene a lo más
una cantidad finita de sucesores inmediatos.

2. T es binario si cada uno de sus elementos tiene a lo más dos sucesores
inmediatos.

3. T es bien podado si cada uno de sus elementos tiene al menos un sucesor
inmediato.

En la siguiente proposición veremos algunas propiedades básicas de los árbo-
les.

Proposición 3.5.4. Sea 〈T,≤T 〉 un árbol.

1. Para cualesquiera x, y ∈ T , x ≤T y si y sólo si T (x) ⊆ T (y).

2. Sean x, y ∈ T tales que ht(x) = ht(y). Si x y y son ≤T -comparables,
entonces x = y.

3. Para cualesquiera x, y ∈ T existe z ∈ T tal que T (x) ∩ T (y) = T (z).

4. Si x, y ∈ T son elementos distintos tales que x ≤T y, entonces T (y)
contiene un sucesor inmediato de x.
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5. Si x ∈ T y n ∈ ω son tales que 0 < n ≤ ht(x), entonces T (x)∩Lev(n) = 1.

6. Si R es una rama de T y x ∈ R, entonces T (x) ⊆ R.

7. Si R es una rama de T y x, y ∈ R son tales que ht(x) ≤ ht(y), entonces
x ≤T y.

8. Si R es una rama de T y x ∈ R es tal que ht(x) < |R|, entonces R contiene
un sucesor inmediato de x.

9. Si R es una rama de T y |R| < ω, entonces existe x ∈ T tal que R = T (x).

10. Si R es una rama cofinal de T y ht(T ) = ω, entonces |Lev(n) ∩ R| = 1,
para cada n ∈ ω \ {0}.

11. Si T es bien podado, entonces ht(T ) = ω y todas sus ramas son cofinales.

Demostración:

Inciso 1. Sean x, y ∈ T tales que x ≤T y. Para cada z ∈ T (x), tenemos
que z ≤T x ≤T y. Aśı, z ∈ T (y). Por lo tanto, T (x) ⊆ T (y). Ahora bien, si
T (x) ⊆ T (y), entonces x ∈ T (x) ⊆ T (y), de lo que concluimos que x ≤T y.

Inciso 2. Sean x, y ∈ T , elementos ≤T comparables tales que ht(x) = ht(y).
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que x ≤T y. Por el inciso 1,
T (x) ⊆ T (y). Pero T (x) y T (y) son finitos y tienen la misma cardinalidad,
pues ht(x) = ht(y). Aśı, necesariamente T (x) = T (y). Por el inciso 1, x ≤T y y
y ≤T x. Por lo tanto, x = y.

Inciso 3. Sean x, y ∈ T . Del inciso 3 de la definición 3.5.1 se infiere
que T (x) ∩ T (y) 6= ∅. Dado que T (x) es finito y totalmente ordenado,
entonces T (x) ∩ T (y) también es finito y totalmente ordenado. Aśı, existe
z ∈ T (x)∩ T (y), un elemento ≤T -máximo de T (x)∩ T (y). Por lo anterior, para
cada r ∈ T (x) ∩ T (y) tenemos que r ≤T z. De esta forma, T (x) ∩ T (y) ⊆ T (z).
Ahora bien, para cada r ∈ T (z) se sigue que r ≤T z ≤T x y r ≤T z ≤T y,
por ende, r ∈ T (x) ∩ T (y). Entonces, T (z) ⊆ T (x) ∩ T (y). Por lo tanto,
T (z) = T (x) ∩ T (y).

Inciso 4. Sean x, y ∈ T elementos distintos tales que x ≤T y. Aśı, por
el inciso 1, T (x) ⊆ T (y). Como T (y) es finito y bien ordenado, existe un
natural n ∈ ω tal que n + 1 y T (y) son isomorfos. Sea f : n + 1 −→ T (y) un
isomorfismo y tomemos m ∈ n + 1 tal que f(m) = x. Como f es un isomor-
fismo, claramente f(n) = y y m < n, pues x ≤T y y x 6= y. De esta forma,
f(m+ 1) ∈ T (y), pues m+ 1 ∈ n+ 1. Por lo anterior, x = f(m) ≤T f(m+ 1).
Veamos que f(m + 1) es un sucesor inmediato de x. Si no lo fuera, existiŕıa
z ∈ T \ {x, f(m + 1)} tal que x ≤T z ≤T f(m + 1) ≤T y. Aśı, z ∈ T (y).
Dado que f es un isomorfismo, se sigue que m < f−1(z) < m + 1, lo cual
es una contradicción. Por lo tanto, f(m+1) ∈ T (y) es un sucesor inmediato de x.
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Inciso 5. Fijemos n ∈ ω tal que 0 < n ≤ ht(x). Como T (x) es fi-
nito y linealmente ordenado por ≤T , existe un isomorfismo de orden
f : 〈T (x),≤T 〉 −→ 〈ht(x),∈〉. De esta forma, podemos enumerar los elementos
de T (x) como {zi : i < ht(x)}, de tal modo que zi < zi+1, para cada
i + 1 < ht(x). Hagamos y = zn−1 y veamos que T (x) ∩ Lev(n) = {y}. Por el
inciso 1, T (y) ⊆ T (x). Aśı, T (y) = {zi : i < n} y por ende, y ∈ Lev(n). De
esta forma, y ∈ T (x) ∩ Lev(n). Falta verificar que T (x) ∩ Lev(n) ⊆ {y}. En
efecto, si t ∈ T (x) ∩ Lev(n), entonces x y y son ≤T comparables, pues T (x) es
totalmente ordenado. Por el inciso 2 concluimos que t = y.

Inciso 6. Sean R una rama de T y x ∈ R. Veamos que T (x) ⊆ R. Fijemos
y ∈ T (x) \ {x}. Bastará con probar que R ∪ {y} es bien ordenado, pues de la
definición de rama se seguirá que y ∈ R. Para esto, sea a ⊆ R, no vaćıo. Si
y /∈ a, entonces a ⊆ R tiene un elemento ≤T -mı́nimo, pues R es bien ordenado.
Si y ∈ a, entonces (a \ {y}) ∪ {x} ⊆ R y es no vaćıo. Por lo anterior, existe
z ∈ (a \ {y}) ∪ {x}, ≤T -mı́nimo en este conjunto. De esta forma, z ≤T x, de lo
que inferimos que z ∈ T (x). Como T (x) es bien ordenado por ≤T , el conjunto
{y, z} tiene un elemento ≤T -mı́nimo. Sea r este elemento y observemos que
r 6= x, pues y ≤T x y y 6= x. Veamos que r es el elemento ≤T -mı́nimo de a. Si
s ∈ a \ {y}, entonces r ≤T z ≤T s, pues z es el ≤T -mı́nimo de (a \ {y}) ∪ {x}.
Por otra parte, r ≤T y, con lo que concluimos que r es el elemento ≤T -mı́nimo
de a. Por lo tanto, R ∪ {y} es bien ordenado.

Inciso 7. Sean R una rama de T y x, y ∈ R tales que ht(x) ≤ ht(y). Como
R es bien ordenado, se sigue que x ≤T y o y ≤T x. Bastará con probar que el
caso y ≤T x implica que x = y. En efecto, si y ≤T x, por el inciso 1 tenemos
que T (y) ⊆ T (x) y por ende, ht(y) ≤ ht(x). Dado que ht(x) ≤ ht(y) ≤ ht(x),
tenemos que T (x) y T (y) tienen la misma cardinalidad. Como T (y) ⊆ T (x), se
sigue que T (x) = T (y). Por el inciso 1, concluimos que x = y.

Inciso 8. Sea R una rama de T y sea x ∈ R de tal modo que ht(x) < |R|.
Entonces existe y ∈ R \ T (x). Como ≤T bien-ordena a R y y /∈ T (x), tenemos
que x ≤T y y x 6= y. Aśı, por el inciso 4, existe z ∈ T (y) tal que z es un sucesor
inmediato de x. Por el inciso 6, concluimos que z ∈ T (y) ⊆ R.

Inciso 9. Como R es finito y bien ordenado, existe x ∈ R tal que x es el
elemento ≤T -máximo de R. Veamos que R = T (x). Por el inciso 6, T (x) ⊆ R.
Si y ∈ R, entonces y ≤T x y por ende, y ∈ T (x). Por lo tanto, R = T (x).

Inciso 10. Sea R una rama cofinal de T . Veamos que |R ∩ Lev(n)| ≤ 1,
para cada n ∈ ω \ {0}. Para esto, fijemos n ∈ ω \ {0}. Si x, y ∈ R ∩ Lev(n),
entonces T (x) y T (y) tienen cardinalidad n, pues x, y ∈ Lev(n). Además,
x y y son ≤T -comparables, pues R está linealmente ordenado y x, y ∈ R.
Pero por el inciso 2, lo anterior sólo puede ocurrir si x = y. Aśı, |R∩Lev(n)| ≤ 1.

Ahora veamos que R ∩ Lev(n) 6= ∅, para cada n ∈ ω \ {0}. Como R es
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infinito y bien ordenado, existe un ordinal α tal que R tiene tipo de orden α.
De esta forma, n ∈ ω ≤ α y esto implica que existe x ∈ R tal que T (x) tiene
tipo de orden n. Aśı, |T (x)| = n, de lo que inferimos que x ∈ Lev(n). Por lo
tanto, R ∩ Lev(n) 6= ∅.

Inciso 11. Supongamos que T es bien podado. Veamos que Lev(n) 6= ∅, para
cada n ∈ ω \ {0}. Probémoslo por inducción. Sea x ∈ T la ráız de T . Entonces
T (x) = {x} y de esta forma, x ∈ Lev(1). Ahora supongamos que y ∈ Lev(n).
Como T es bien podado, existe z ∈ T tal que z es un sucesor inmediato de y.
Aśı, T (z) = T (y) ∪ {z} y por ende, y ∈ Lev(n+ 1).

Ahora veamos que todas las ramas de T son cofinales. Para esto, probaremos
que si R ⊆ T es finito, entonces R no es una rama de T . Como R es bien
ordenado, existe n ∈ ω tal que R y n+1 son isomorfos. Sea f : (n+1) −→ R un
isomorfismo. Dado que T es bien podado, todos sus elementos tienen un sucesor
inmediato. En particular, existe x ∈ T , un sucesor inmediato de f(n) ∈ R. Por
lo anterior, f(n) ≤T x y f(n) 6= x. Entonces no puede ocurrir que x ∈ R, pues
f(n) es el ≤T -máximo de R. Por esto último, R∪{x} es bien ordenado. Aśı que
R no es una rama.

Recordemos que la diferencia simétrica de dos conjuntos a y b es el conjunto

a∆b = (a \ b) ∪ (b \ a) = (a ∪ b) \ (a ∩ b)

Un punto importante a resaltar es que a∆b = ∅ si y sólo si a = b. También
observemos que a =∗ b si y sólo si a∆b es finito.

Para probar que MA(ω1) implica que no existen Q-sucesiones fuertes de
cardinalidad ω1, nuestro primer paso será demostrar la siguiente proposición.

Proposición 3.5.5. Sea 〈T,≤T 〉 un árbol binario, bien podado y de altura ω.
Si A es una colección no contable de ramas cofinales de T , entonces la familia
{[a] : a ∈ A} no es una Q-sucesión fuerte de P(ω)/fin.

Demostración: Como T es bien podado, todos los elementos de T tienen algún
sucesor inmediato. De esta forma, para cada x ∈ T fijemos t(x) ∈ T , un sucesor
inmediato de x. Para cada a ∈ A definamos:

R(a) = {x ∈ a : t(x) ∈ a}

Sea f : A −→ P(ω)/fin la función dada por f([a]) = [R(a)]. De esta
forma, f([a]) ≤∗ [a], pues R(a) ⊆ a. Por reducción al absurdo, supongamos
que {[a] : a ∈ A} es una Q-sucesión fuerte. Aśı, existe A ⊆ ω tal que
[R(a)] = [a] ∧ [A], para cada a ∈ A.

Fijemos a ∈ A y hagamos algunas observaciones. Como [R(a)] = [a] ∧ [A],
tenemos que R(a) =∗ a∩A, es decir, (a∩A)∆R(a) es un subconjunto finito de
a. Veamos que existe xa ∈ a para el cual se satisface la siguiente igualdad:
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{x ∈ a ∩A : xa ≤T x} = {x ∈ R(a) : xa ≤T x} (3.2)

Comencemos viendo el caso en que (a ∩A)∆R(a) 6= ∅. Como (a ∩A)∆R(a)
es un subconjunto finito de a y a es una rama en T , existe y ∈ (a ∩ A)∆R(a)
un elemento ≤T -máximo de este conjunto. Definamos xa ∈ a como el sucesor
inmediato de y en a (véase el inciso 8 de la proposición 3.5.4). Veamos que xa
verifica la igualdad 3.2. Para esto, fijemos x ∈ T tal que xa ≤T x. Probaremos
que x ∈ a ∩ A si y sólo si x ∈ R(a). En efecto, como y es el ≤T -máximo de
(a ∩ A)∆R(a), tenemos que x /∈ (a ∩ A)∆R(a), pues y ≤T xa ≤T x y y 6= xa.
Pero si x ∈ a ∩ A o x ∈ R(a), se sigue que x ∈ (a ∩ A) ∪ R(a), de lo que
se concluye que x ∈ a ∩ A ∩ R(a), pues x /∈ (a ∩ A)∆R(a). Por lo anterior,
x ∈ a ∩A si y sólo si x ∈ R(a).

Ahora bien, supongamos que (a ∩ A)∆R(a) = ∅. Esto último significa que
a ∩ A = R(a). Para cada x ∈ a tenemos que: x ∈ a ∩ A si y sólo si x ∈ R(a).
Observemos que los elementos de A son infinitos por ser ramas cofinales de un
árbol de altura ω. De esta forma, podemos elegir xa ∈ a arbitrario. Aśı, xa
satisface la igualdad (3.2).

Como T ⊆ ω, la familia {xa : a ∈ A} es numerable. Dado que A no es
contable, existen a, b ∈ A tales que a 6= b y xa = xb. Por la proposición 2.4.5,
[a∩ b] = [∅], de lo que se infiere que a∩ b es un subconjunto finito de a. Además,
xa = xb ∈ a ∩ b 6= ∅. Aśı, existe y ∈ a ∩ b, un elemento ≤T -máximo de a ∩ b.
Como a y b son ramas cofinales de T , tenemos que a y b contienen un sucesor
inmediato de y. Dado que T es binario, t(y) ∈ a \ b o t(y) ∈ b \ a, pues y es el
≤T -máximo de a∩ b. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que t(y) ∈ a \ b.
De lo anterior tenemos que t(y) ∈ a y por ende, y ∈ R(a). Además, xa ≤T y,
porque xa ∈ a ∩ b y y es el ≤T -máximo de a ∩ b. De esta forma, la igualdad
(3.2) implica que y ∈ a∩A. Por otro lado, como t(y) /∈ b, se sigue que y /∈ R(b).
Aśı, por la igualdad (3.2), se sigue que y /∈ b∩A, pues xb = xa ≤T y. Dado que
y ∈ b, concluimos que y /∈ A, lo cual contradice que y ∈ a ∩A.

Para demostrar que MA(ω1) implica que no existen Q-sucesiones fuertes de
cardinalidad ω1, nuestro plan será demostrar que, bajo MA(ω1), la existencia
de una Q-sucesión fuerte no numerable contradice la proposición 3.5.5.

Lema 3.5.6. Sean T , un árbol de altura ω, y R ⊆ T tales que:

1. |Lev(n) ∩R| = 1 para cada n ∈ ω \ {0}.

2. Para cada x ∈ R se tiene que T (x) ⊆ R.

Entonces R es una rama cofinal de T .

Demostración: Comencemos verificando que R es bien ordenado. Fijemos
a ⊆ R, no vaćıo. Sea m = mı́n{ht(x) : x ∈ a}. Por el inciso 1, existe un único
y ∈ a tal que ht(y) = m. Veamos que y es el elemento ≤T -mı́nimo de a. Si
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x ∈ a \ {y}, entonces ht(y) < ht(x). Bastará con verificar que y ∈ T (x). Como
m < ht(x), existe z ∈ Lev(m) ∩ T (x) (véase el inciso 5 de la proposición 3.5.4).
Por el inciso 2, z ∈ T (x) ⊆ R y por ende, z, y ∈ Lev(m) ∩R. Por el inciso 1, se
concluye que z = y y y ∈ T (x).

Ahora veamos que R ∪ {x} no está bien ordenado por ≤T , para cada
x ∈ T \ R. Para esto, fijemos x ∈ T \ R. Sea n = ht(x). Por el inciso 1, existe
y ∈ Lev(n) ∩ R. Dado que x ∈ T \ R, tenemos que x 6= y y por el inciso
2 de la proposición 3.5.4, se infiere que x y y no son ≤T -comparables, pues
ht(x) = ht(y). Como y ∈ R, concluimos que R ∪ {x} no es bien ordenado. Aśı,
R es una rama de T . Por el inciso 1, |R| = ω y por ende, R es una rama cofinal
de T .

Como es de esperarse, nuestra prueba de que no hay Q-sucesiones fuertes de
tamaño ω1 bajo MA(ω1) empleará un orden parcial. Por esta razón empleamos
el siguiente concepto.

Definición 3.5.7. Sean 〈T1,≤1〉 y 〈T2,≤2〉 árboles. Decimos que 〈T2,≤2〉 es
una extensión de 〈T1,≤1〉 si T1 ⊆ T2, ≤1⊆≤2 y T1(x) = T2(x), para cada
x ∈ T1.

De la definición anterior observemos que si 〈T2,≤2〉 es una extensión de
〈T1,≤1〉, entonces Lev(n, T1) ⊆ Lev(n, T2), para cada n ∈ ω \ {0}.

Sea A ⊆ [ω]ω una familia casi ajena. Observemos que si a, b ∈ A son tales
que a 6= b, inferimos que exite k ∈ ω tal que (a \ k) ∩ (b \ k) = ∅, pues a ∩ b es
finito. En general, si A es una familia casi ajena finita, entonces existe k ∈ ω tal
que para cualesquiera a, b ∈ A, distintos, se tiene que (a \ k) ∩ (b \ k) = ∅.

Proposición 3.5.8 (MA(ω1)). Sea A ⊆ [ω]ω una familia casi ajena tal que
|A| = ω1. Entonces existen 〈T,≤T 〉, un árbol binario bien podado de altura ω y
B ⊆ A, un conjunto no contable, tales que para cada a ∈ B, T ∩ a es una rama
cofinal de T .

Demostración: Definamos a P como la familia de todas las ternas de la forma
p = (Tp,≤p, Ap) tales que:

1. Ap es un subconjunto finito de A.

2. Tp es un subconjunto finito de
⋃
Ap.

3. 〈Tp,≤p〉 es un árbol binario.

4. Todas las ramas de Tp tienen la misma cardinalidad.

5. Tp ∩ a es una rama de T , para cada a ∈ Ap.

6. Si a, b ∈ Ap y a 6= b, entonces a ∩ Tp 6= b ∩ Tp.
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Afirmación 1: Si p ∈ P y R es una rama de Tp, entonces existen x ∈ Tp y
a ∈ Ap tales que R = Tp(x) = Tp ∩ a.

Fijemos p ∈ P y R, una rama de Tp. Como R es finita, por el inciso 9 de la
proposición 3.5.4, existe x ∈ Tp tal que R = Tp(x). Dado que x ∈ Tp ⊆

⋃
Ap,

existe a ∈ Ap tal que x ∈ Tp ∩ a. Veamos que R = Tp ∩ a. Como Tp ∩ a es una
rama de Tp y x ∈ Tp ∩ a, tenemos que Tp(x) ⊆ Tp ∩ a (véase el inciso 6 de la
proposición 3.5.4). Para verificar la otra contención, sea y ∈ Tp ∩ a. De esta
forma, x y y son ≤p comparables. Si y ≤p x, entonces y ∈ Tp(x) = R. En el
caso en que x ≤p y, se sigue que Tp(x) ∪ {y} es bien ordenado por ≤p. Dado
que R = Tp(x) es una rama de Tp, concluimos que R ∪ {y} = R = Tp(x). Aśı,
necesariamente y = x ∈ R.

El conjunto que vamos a usar para obtener a T no es P , sino un subconjunto
de P que será definido más adelante.

Si p ∈ P , entonces Tp es un árbol finito. De esta forma, Tp ∈ [ω]<ω y
≤p∈ [ω×ω]<ω. Por lo anterior, |{〈Tp,≤p〉 : p ∈ P}| ≤ ω. Ahora bien, para cada
p ∈ P definamos:

B(p) = {a ∈ A : a ∩ Tp es una rama de Tp}

Observemos que para cada p ∈ P , se tiene que B(p) ⊆ A y por ende,
|B(p)| ≤ |A| = ω1.

Definamos:
S =

⋃
{B(p) : p ∈ P y |B(p)| ≤ ω}

Dado que B(p) está definido en términos de 〈Tp,≤p〉, sólo hay una cantidad
contable de B(p)’s. Por lo anterior, |S| ≤ ω. Definamos J = A \ S. Como
|A| = ω1, inferimos que |J | = ω1.

Ahora definamos:
P = {p ∈ P : ∅ 6= Ap ⊆ J}

Fijemos p ∈ P y hagamos algunas observaciones: |B(p)| ≤ ω implica que
B(p) ⊆ S y por lo tanto, J ⊆ A\B(p). Por la condición 5 de la definición de P ,
Ap ⊆ B(p). De esta forma, Ap ∩J = ∅ y por ende, p /∈ P. Por lo anterior, p ∈ P
implica que |B(p)| = ω1. También observemos que si |B(p)| = ω1, entonces
|B(p)∩J | = ω1, pues B(p)\S ⊆ A\S = J y |S| ≤ ω. Con esto queda probada
la siguiente afirmación:

Afirmación 2: Para cada p ∈ P, |J ∩B(p)| = ω1.

Para cualesquiera p, q ∈ P hagamos p ≤P q si 〈Tp,≤p〉 es una extensión de
〈Tq,≤q〉 y Aq ⊆ Ap (véase la definición 3.5.7).
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Afirmación 3: P es ccc con el orden anterior.

Para probar la afirmación anterior, tomemos C, un subconjunto no contable
de P. Como |{〈Tp,≤p〉 : p ∈ P}| ≤ ω, existen p, q ∈ C tales que p 6= q y
〈Tp,≤p〉 = 〈Tq,≤q〉. Verificaremos que p y q son compatibles en P.

Afirmamos que no pueden existir a, b, c ∈ Ap ∪ Aq, distintos entre śı, tales
que a ∩ Tp = b ∩ Tp = c ∩ Tp. En efecto, si pasara lo anterior, entonces Ap o Aq
contendŕıa al menos dos de los conjuntos a, b y c, pero esto contradice que p y
q satisfacen la propiedad 6 de la definición de P .

Ahora bien, como Ap∪Aq ⊆ A, tenemos que Ap∪Aq es casi ajena y es finita.
De esta forma, existe k ∈ ω tal que Tp ⊆ k y para cualesquiera a, b ∈ Ap ∪ Aq,
distintos, se tiene que (a \ k) ∩ (b \ k) = ∅. Para cada a ∈ Ap ∪ Aq elijamos
xa ∈ a \ k. La elección de xa nos garantiza que si b ∈ Ap ∪Aq es tal que a 6= b,
entonces xa 6= xb. Definamos:

Tr = Tp ∪ {xa : a ∈ Ap ∪Aq}

También definamos el orden:

≤r=≤p ∪{(t, xa) : a ∈ Ap ∪Aq ∧ t ∈ (a ∩ Tp) ∪ {xa}}

Observamos que ≤r es una extensión de ≤p tal que xa es el elemento
≤r-máximo de (a ∩ Tp) ∪ {xa}, para cada a ∈ Ap ∪Aq.

Veamos que 〈Tr,≤r〉 es un árbol. Para esto, sea x ∈ Tr. Si x ∈ Tp, entonces
Tr(x) = Tp(x) es finito y totalmente ordenado por ≤r. En el caso en que
x ∈ Tr \ Tp, tenemos que x = xa, para alguna a ∈ Ap ∪ Aq. De esta forma,
Tr(xa) = (a∩ T )∪ {xa} es finito y totalmente ordenado por ≤r. Resta verificar
que la ráız de Tp es la ráız de Tr. Para esto, sea y la ráız de Tp y fijemos x ∈ Tr.
Si x ∈ Tp, entonces y ≤r x, porque ≤r es una extensión de ≤p y y ≤p x. Si
x ∈ Tr \ Tp, entonces existe a ∈ Ap ∪ Aq tal que x = xa. Dado que a ∩ Tp es
una rama de Tp, inferimos que y ∈ a∩Tp y por ende, y ≤r xa. Aśı, Tr es un árbol.

Ahora veamos que Tr es binario. Como Tp es binario, bastará con ver que no
existen x ∈ Tp y a, b, c ∈ Ap ∪Aq, distintos, tales que xa, xb y xc sean sucesores
inmediatos de x. Supongamos que śı existen. De esto se infiere que

Tp(x) = Tr(xa) \ {xa} = Tr(xb) \ {xb} = Tr(xc) \ {xc}

Lo anterior implica que a∩Tp = b∩Tp = c∩Tp. Pero esto último contradice
la afirmación hecha anteriormente. Aśı, Tr es un árbol binario.

Tomemos r = (Tr,≤r, Ap ∪Aq). De esta forma Tr es un árbol tal que todas
sus ramas provienen de una rama de Tp más un elemento. Dado que todas las
ramas de Tp tienen la misma cardinalidad, inferimos que r ∈ P. Además, r ≤P p
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y r ≤P q. Entonces, C no es anticadena. Por lo tanto, todas las anticadenas de
P son numerables.

Sea {aα : α ∈ ω1} una enumeración de los elementos de J . Para cada α ∈ ω1

definamos:

Dα = {p ∈ P : ∃β ∈ ω1 \ α(aβ ∈ Ap)}

Afirmación 4: Dα es denso en P

Para probar la afirmación anterior, fijemos p ∈ P. Entonces |B(p)| = ω1

y por ende, |J ∩ B(p)| = ω1 (véase la afirmación 2). Por esto último, existe
β ∈ ω1 \ α tal que aβ ∈ J ∩B(p). Aśı, aβ ∩ Tp es una rama de Tp. Ahora bien,
como Ap ∪ {aβ} ⊆ A, entonces Ap ∪ {aβ} es casi ajena. De esta forma, existe
k ∈ ω tal que Tp ⊆ k y para cualesquiera a, b ∈ Ap ∪ {aβ}, distintos, se tiene
que (a\k)∩ (b\k) = ∅. Para cada a ∈ Ap∪{aβ} elijamos xa ∈ a\k. Definamos:

Tq = Tp ∪ {xa : a ∈ Ap ∪ {aβ}}

También definamos el orden:

≤q=≤p ∪{(t, xa) : a ∈ Ap ∪ {aβ} ∧ t ∈ Tp ∩ a}

Observamos que ≤q es una extención de ≤p tal que x ≤q xa, siempre
que a ∈ Ap ∩ {aβ} y x ∈ a ∩ Tp. Usando un argumento equivalente al
que empleamos en la prueba de la afirmación 3, se verifica que Tq es un
árbol. Veamos que Tq es binario. Como Tp es binario, bastará con verificar
que no existen x ∈ Tp y a, b, c ∈ Ap ∪ {aβ}, distintos, tales que xa, xb
y xc sean sucesores inmediatos de x. Supongamos que śı existen. Como
a, b, c ∈ Ap ∪ {aβ}, se tiene que Ap contiene al menos dos de estos conjuntos.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a, b ∈ Ap. De esto se infiere
que Tp(x) = Tq(xa) \ {xa} = Tq(xb) \ {xb} y por ende, a ∩ Tp = b ∩ Tp.
Pero esto último contradice que Tp cumple la propiedead 6. Aśı, Tq es un
árbol binario. Tomemos q = (Tq,≤q, Ap ∪ {aβ}). Como Ap ∪ {aβ} ⊆ J , se
sigue que q ∈ P. De esta forma, q ∈ Dα y q ≤P p. Por lo tanto, Dα es denso en P.

Para cada n ∈ ω \ {0} definamos:

En = {p ∈ P : n ≤ ht(Tp)}

Afirmación 5: En es denso en P

Para probar la afirmación anterior, fijemos p ∈ P. Como Ap ⊆ A, se tiene que
Ap es casi ajena. De esta forma, existe k ∈ ω tal que Tp ⊆ k y para cualesquiera
a, b ∈ Ap: si a 6= b, entonces (a \ k) ∩ (b \ k) = ∅. Para cada a ∈ Ap elijamos
x1a, x

2
a, ..., x

n
a ∈ a \ k, distintos entre śı. Definamos:

Tq = Tp ∪ {xia : a ∈ Ap, 0 < i ≤ n}
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También definamos ≤q, el orden que se obtiene por extender a ≤p, de tal
modo que para cualesquiera a ∈ Ap y x ∈ a ∩ Tp, se tenga que:

x ≤q x1a ≤q x2a ≤q ... ≤q xna

Por lo anterior, Tq es un árbol tal que para cada a ∈ Ap se tiene que:

Tq(x
n
a) = (a ∩ Tp) ∪ {x1a, x2a, ..., xna}

Observamos que Tq(x
n
a) tiene cardinalidad ht(T ) + n, para cada a ∈ Ap,

pues del inciso 4 de la definición de P sabemos que a ∩ Tp tiene cardinalidad
ht(T ). Además, si R es una rama de Tp, necesariamente R = Tq(x

n
a) para

alguna a ∈ Ap. Por esto último, todas las ramas de Tq tienen cardinalidad
ht(Tp) + n. Tomemos q = (Tq,≤q, Ap). Como Ap ⊆ J es no vaćıo, q ∈ P. Aśı,
q ∈ En y q ≤P p. Por lo tanto, En es denso en P.

Ahora definamos:

D = {Dα : α ∈ ω1} ∪ {En : n ∈ ω \ {0}}

Como D es una familia de densos en P tal que |D| = ω1, entonces por MA(ω1)
existe un filtro G ⊆ P que intersecta a cada denso de la familia D. Definamos:

T =
⋃
p∈G

Tp

También definamos
≤T=

⋃
p∈G
≤p

Afirmación 6: 〈T,≤T 〉 es un árbol que extiende a 〈Tp,≤p〉, para cada p ∈ G.

Comencemos probando que 〈T,≤T 〉 es un orden parcial. Si x ∈ T , entonces
existe p ∈ G tal que x ∈ Tp. Aśı, (x, x) ∈≤p⊆≤T . Ahora bien, si x, y ∈ T son
tales que x ≤T y y y ≤T x, existen p, q ∈ G tales que (x, y) ∈≤p y (y, x) ∈≤q.
Dado que G es filtro, existe r ∈ G tal que r ≤P p y r ≤P q. De esta forma,
(x, y), (y, x) ∈≤r. Como 〈Tr,≤r〉 es parcialmente ordenado, concluimos que
x = y. Sean x, y, z ∈ T tales que x ≤T y ≤T z. Existen p, q ∈ G tales que
(x, y) ∈≤p y (y, z) ∈≤q. Dado que G es un filtro, existe r ∈ G tal que r ≤P p y
r ≤P q. Aśı, (x, y), (y, z) ∈≤r y por ende, (x, z) ∈≤r⊆≤T . Por lo tanto, 〈T,≤T 〉
es un orden parcial.

Fijemos x ∈ T y p ∈ G tales que x ∈ Tp. Veamos que T (x) = Tp(x). Como
≤p⊆≤T , se tiene que Tp(x) ⊆ T (x). Resta verificar que T (x) ⊆ Tp(x). Para
esto, sea y ∈ T (x). Entonces existe q ∈ G tal que (y, x) ∈≤q. Dado que G es
un filtro, existe r ∈ G tal que r ≤P p y r ≤P q. De esta forma, 〈Tr,≤r〉 es una
extensión de los árboles 〈Tp,≤p〉 y 〈Tq,≤q〉. Aśı, (y, x) ∈≤q⊆≤r y por ende,
y ∈ Tr(x) = Tp(x). De esto concluimos que T (x) = Tp(x).
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Por lo probado en el párrafo anterior observamos que, si x ∈ T , entonces
existe p ∈ G tal que T (x) = Tp(x). De esta forma, T (x) es finito y totalmente
ordenado por ≤T , pues ≤p⊆≤T .

Sea y la ráız de Tp. Veamos que y también es la ráız de T . Para esto, sea
z ∈ T . Aśı, existe q ∈ G tal que z ∈ Tq. Dado que G es un filtro, existe r ∈ G
tal que r ≤P p y r ≤P q. Por lo anterior, y, z ∈ Tr y Tr(y) = Tp(y) = {y}.
Sea t la ráız de Tr. Veamos que t = y. En efecto, como t ≤r y, tenemos que
t ∈ Tr(y) = {y}. Entonces (y, z) ∈≤r⊆≤T , pues y = t es la ráız de Tr. Por lo
tanto, y ≤T z. Con esto concluimos que T es un árbol. Además, T extiende a
Tp, para cada p ∈ G.

Afirmación 7: T es un árbol binario, bien podado y de altura ω.

Comencemos probando que T es bien podado y de altura ω. Si x ∈ T ,
entonces hay algún p ∈ G tal que x ∈ Tp. Sea n = ht(x, Tp) + 1. Como G es
D-genérico, existe q ∈ En ∩ G. De esta forma, podemos encontrar r ∈ G tal
que r ≤P p y r ≤P q, pues G es un filtro. Aśı, x ∈ Tp ⊆ Tr. Dado que q ∈ En,
de esto se infiere que todas las ramas de Tq tienen cardinalidad al menos n
(véase el inciso 4 de la definición de P ). De esta forma, Tr también es un árbol
tal que todas sus ramas son de altura al menos n, pues Tr es una extensión
de Tq. Además, ht(x, Tr) = ht(x, Tp) < n, porque Tr es una extensión de Tp.
Aśı, Tr(x) no puede ser una rama de Tr. Por lo anterior, existe y ∈ Tr tal
que x ≤r y y x 6= y. Por otra parte sabemos que T es una extensión de Tr.
De lo anterior se infiere que x ∈ Tr(y) = T (y). Entonces por el inciso 4 de la
proposición 3.5.4, existe z ∈ T (y), un sucesor inmediato de x. Por lo tanto, T
es bien podado. Además, por el inciso 11 de la proposición 3.5.4, T es de altura ω.

Mostremos que T es binario. Si no lo fuera, existiŕıan x ∈ T y x1, x2, x3 ∈ T ,
distintos, tales que x1, x2 y x3 son sucesores inmediatos de x. Aśı, existen
p, p1, p2, p3 ∈ G tales que x ∈ Tp y xi ∈ Tpi , para cada i ∈ {1, 2, 3}. Como
G es un filtro, existe q ∈ G tal que q ≤P p y q ≤P pi, para cada i ∈ {1, 2, 3}.
De esta forma, 〈Tq,≤q〉 es una extensión de 〈Tp,≤p〉 y de 〈Tpi ,≤pi〉, para
cada i ∈ {1, 2, 3}. Por esto último, x, x1, x2, x3 ∈ Tq y por ende, x1, x2 y
x3 son sucesores inmediatos de x en Tq. Aśı, Tq no es un árbol binario, lo
cual contradice que q satisface la condición 3. Por lo tanto, T es un árbol binario.

Ahora definamos:

B =
⋃
p∈G

Ap

Afirmación 8: B es una familia no contable tal que a ∩ T es una rama cofinal
de T , para cada a ∈ B.

Veamos que B no es contable. Dado que Ap ⊆ J , para cada p ∈ P, tenemos
que B ⊆ J = {aα : α < ω1}. Bastará con probar que para cada α < ω1,
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existe β ∈ ω1 tal que α ≤ β y aβ ∈ B. Fijemos α < ω1. Como G es D-genéri-
co, existe q ∈ G∩Dα. De esta forma, existe β ∈ ω1 tal que α ≤ β y aβ ∈ Aq ⊆ B.

Veamos que a∩T es una rama cofinal de T , para cada a ∈ B. Fijemos a ∈ B.
Probaremos que a ∩ T satisface las hipótesis del lema 3.5.6. Para esto, fijemos
n ∈ ω \ {0} y veamos que Lev(n, T )∩ a 6= ∅. Como a ∈ B, entonces existe p ∈ G
tal que a ∈ Ap y a ∩ Tp es una rama de Tp. Dado que G es D-genérico, existe
q ∈ G ∩ En. De esta forma, n ≤ ht(Tq). Aśı, existe r ∈ G tal que r ≤P p y
r ≤P q, porque G es un filtro. Por lo anterior, 〈Tr,≤r〉 es una extensión de los
árboles 〈Tp,≤p〉 y 〈Tq,≤q〉. Además, a ∈ Ap ⊆ Ar y por ende, a ∩ Tr es una
rama de Tr. Aśı, |Lev(n, Tr) ∩ a| = 1 (véase el inciso 5 de la proposición 3.5.4).
Dado que 〈T,≤T 〉 es una extensión de 〈Tr,≤r〉, se sigue que Lev(n, T ) ∩ a 6= ∅,
pues Lev(n, Tr) ⊆ Lev(n, T ).

Ahora veamos que para cada n ∈ ω \ {0} no puede ocurrir que
1 < |Lev(n, T ) ∩ a|. Fijemos n ∈ ω \ {0} y sean x, y ∈ Lev(n, T ) ∩ a.
Entonces existen p, q, r ∈ G tales que a ∈ Ap, x ∈ Tq y y ∈ Tr. Como G
es un filtro, existe s ∈ G tal que s ≤P p, s ≤P q y s ≤P r. Por lo anterior,
a ∈ Ap ⊆ As y 〈Ts,≤s〉 es una extensión de los árboles 〈Tq,≤q〉 y 〈Tr,≤r〉.
Aśı, a ∩ Ts es una rama de Ts y x, y ∈ Ts. De esta forma x, y ∈ a ∩ Ts. Por
otra parte, ht(x, Ts) = ht(y, Ts) = n, pues ht(x, T ) = ht(y, T ) = n y 〈T,≤T 〉 es
una extensión de 〈Ts,≤s〉. Entonces x, y ∈ Lev(n, Ts). Como a ∩ Ts es una ra-
ma de Ts y x, y ∈ a∩Ts, del inciso 5 de la proposición 3.5.4 concluimos que x = y.

Por último, veamos que a ∩ T satisface la condición 2 del lema 3.5.6. Para
esto, fijemos x ∈ a ∩ T . Aśı, existen p, q ∈ G tales que a ∈ Ap y x ∈ Tq. Como
G es un filtro, existe r ∈ G tal que r ≤P p y r ≤P q. De esta forma, x ∈ Tq ⊆ Tr
y a ∈ Ap ⊆ Ar. Además, a ∩ Tr es una rama de Tr. Aśı, por el inciso 5 de
la proposición 3.5.4, se sigue que Tr(x) ⊆ a ∩ Tr. Dado que 〈T,≤T 〉 es una
extensión de 〈Tr,≤r〉, concluimos que T (x) = Tr(x) ⊆ a∩T . Por lo tanto, a∩T
es una rama cofinal de T .

Finalmente estamos en posibilidades de probar el resultado principal de esta
sección.

Proposición 3.5.9. MA(ω1) implica que no existen Q-sucesiones fuertes de
cardinalidad ω1 en P(ω)/fin.

Demostración: Por reducción al absurdo, supongamos que en P(ω)/fin existe
S, una Q-sucesión fuerte de cardinalidad ω1. Entonces S \ {[∅]} también es una
Q-sucesión fuerte de cardinalidad ω1 (véase la proposición 2.4.6). Sea A un
sistema completo de representantes para S \ {∅}, es decir, A ⊆ [ω]ω es tal que
{[a] : a ∈ A} = S \ {[∅]} y para cualesquiera a, b ∈ A se tiene que a 6= b implica
[a] 6= [b]. Aśı, por la proposición 2.4.5, A es una familia casi ajena. De esta
forma, por la proposición 3.5.8, existen un árbol 〈T,≤T 〉 y B ⊆ A tales que:

1. 〈T,≤T 〉 es binario, bien podado y de altura ω.
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2. |B| = ω1.

3. a ∩ T es una rama cofinal de T , para cada a ∈ B.

Como B ⊆ A, se tiene que{[a] : a ∈ B} es una Q-sucesión fuerte de cardi-
nalidad ω1 en P(ω)/fin (véase la proposición 2.4.6). Aśı, por la proposición
2.4.7, {[a ∩ T ] : a ∈ B} es una Q-sucesión fuerte. Además, [a ∩ T ] 6= [∅]
para cada a ∈ B, pues a ∩ T es una rama cofinal de T y ht(T ) = ω. De esta
forma, para cualesquiera a, b ∈ B tales que a 6= b, tenemos que a ∩ b es finito,
porque B ⊆ A y A es casi ajena. Por lo anterior, (a ∩ T ) ∩ (b ∩ T ) es finito.
Dado que |a ∩ T | = |b ∩ T | = ω, concluimos que [a ∩ T ] 6= [b ∩ T ]. Por lo
tanto, {[a ∩ T ] : a ∈ B} tiene cardinalidad ω1. Pero esto último contradice la
proposición 3.5.5.

En el 2012, David Chodounský obtuvo un modelo de ZFC en donde existe
una Q-sucesión fuerte de cardinalidad ω1 y en el cual existe una familia domi-
nante de funciones cuya cardinalidad es ω1 (véase [1]).

3.6. MA y Q-conjuntos

En la sección 2.4 mencionamos algunas conexiones existentes entre los
espacios de Moore y el problema de Katowice. De forma particular, hablamos
de Q-conjuntos (véase definición 2.4.13). Para complementar dicha exposición
hemos incluido esta sección.

En la siguiente proposición κ denotará un cardinal infinito.

Proposición 3.6.1 (MA(κ)). Todo espacio segundo numerable de Hausdorff
cuya cardinalidad es a lo más κ es un Q-conjunto.

Demostración: Sea X un espacio segundo numerable de Hausdorff tal que
|X| ≤ κ. Fijemos M ⊆ X. Probaremos que M puede expresarse como la in-
tersección de una familia contable de abiertos de X. Para esto, sea B una base
numerable de X. Definamos P como la familia de parejas p = (Fp, Bp) tales que:

1. Fp es un subconjunto finito de (X \M)× ω.

2. Bp es un subconjunto finito de B × ω.

3. Si (x, n) ∈ Fp y (U, n) ∈ Bp, entonces x /∈ U .

Para cualesquiera p, q ∈ P hagamos p ≤P q si Fq ⊆ Fp y Bq ⊆ Bp. Veamos
que P con el orden anterior es ccc. Para esto, sea A ⊆ P, no numerable.
Probaremos que A no es una anticadena. Como |B × ω| = ω y A es no
numerable, necesariamente existen elementos distintos p, q ∈ A tales que
Bp = Bq. Definamos r = (Fp ∪ Fq, Bp). Claramente r ∈ P y es tal que r ≤P p y
r ≤P q.
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Para cada x ∈ X \M definamos:

Dx = {p ∈ P : ∃n ∈ ω((x, n) ∈ Fp)}

Veamos que Dx es denso en P. Para esto, fijemos q ∈ P. Como Fq y Bq son
conjuntos finitos, existe algún n ∈ ω tal que ningún elemento de Fq ∪ Bq tiene
como segunda coordenada a n. Elijamos p = (Fq ∪{(x, n)}, Bq). Aśı, p satisface
las condiciones 1, 2 y 3 (la condición 3 se sigue porque ningún elemento de Bq
tiene a n como segunda coordenada). De esta forma, p ∈ Dx y p ≤P q.

Ahora bien, para cualesquiera x ∈M y n ∈ ω definamos:

Enx = {p ∈ P : ∃U ∈ B((U, n) ∈ Bp ∧ x ∈ U)}

Veamos que Enx es denso en P. Para esto, fijemos q ∈ P. Como X es
Hausdorff, para cada y ∈ dom(Fq) (estamos pensando a Fq como una relación
y dom(Fq) es la familia de las primeras coordenadas de los elementos de Fq),
existe Vy, abierto de X tal que x ∈ Vy y y /∈ Vy (la condición 1 nos garantiza
que x /∈ dom(Fq)). Sea U =

⋂
y∈dom(Fq)

Vy. Como dom(Fq) es finito, se

tiene que U es un abierto. Además, dom(Fq) ∩ U = ∅ y x ∈ U . Hagamos
p = (Fq, Bq ∪ {(U, n)}). Dado que dom(Fq) ∩ U = ∅, se sigue que p satisface la
condición 3. Aśı, p ∈ Enx y p ≤P q.

Definamos:

D = {Dx : x ∈ X \M} ∪ {Enx : x ∈M ∧ n ∈ ω}

Como |X| ≤ κ, tenemos que D es una familia de a lo más κ conjuntos densos
en P. Por MA(κ) existe G, un filtro D-genérico. Para cada n ∈ ω definamos

Un =
⋃
{U : ∃p ∈ G[(U, n) ∈ Bp]}

Veamos que M =
⋂
n∈ω Un. Comencemos verificando que M ⊆

⋂
n∈ω Un.

Para esto, fijemos x ∈M . Probaremos que x ∈ Un, para cada n ∈ ω. Sea n ∈ ω
arbitrario. Como G es D-genérico, existe p ∈ G ∩ Enx . De esta forma, existe
(U, n) ∈ Bp tal que x ∈ U , porque p ∈ Enx . Por lo anterior, x ∈ U ⊆ Un, pues
p ∈ G y (U, n) ∈ Bp.

Resta verificar que
⋂
n∈ω Un ⊆M . Probaremos que X \M ⊆ X \(

⋂
n∈ω Un).

Para esto, fijemos x ∈ X \M . Dado que G es D-genérico, existe p ∈ G ∩ Dx.
Entonces existe m ∈ ω tal que (x,m) ∈ Fp. Veamos que x /∈ Um. Sea U ∈ B
tal que existe q ∈ G para el cual (U,m) ∈ Bq. Como G es un filtro, existe
r ∈ G tal que r ≤P p y r ≤P q. Aśı, (x,m) ∈ Fp ⊆ Fr y (U,m) ∈ Bq ⊆ Br. Por
el inciso 3, x /∈ U . Lo anterior implica que x /∈ Um y por ende, x /∈

⋂
n∈ω Un.
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60 ÍNDICE ALFABÉTICO
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