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Introduccion

Este trabajo trata sobre un problema abierto en teoria de conjuntos y
topologia. Para abordar este problema, denotemos por w al cardinal de los
numeros naturales y por w; al menor cardinal mayor que w. Consideremos
los érdenes parciales (P(w),C) y (P(w1),<), donde P(w) y P(wy) son los
conjuntos potencia de w y wj, respectivamente. Un resultado elemental, es
que los érdenes parciales anteriores no pueden ser isomorfos, pues cualquier
isomorfismo entre ellos tendria que mandar un sucesor inmediato del conjunto
vacio en un sucesor inmediato de (). Sin embargo, esto tiltimo es imposible, pues
P(w) posee una cantidad numerable de sucesores inmediatos de @), a saber,
todos los subconjuntos unipuntuales de w, mientras que P(w;) contiene una
cantidad mas que numerable de dichos conjuntos.

Pensando en lo dicho en el parrafo anterior, definamos una relacién de
equivalencia en P(w), de tal modo que cada clase de equivalencia agrupe
a aquellos subconjuntos de w que sélo difieran entre si por una cantidad
finita de elementos; en otras palabras, convengamos en identificar a todos
los subconjuntos de w que sélo difieren en una cantidad finita de elementos.
Asi, todos los subconjuntos finitos de w quedaran agrupados en la clase de
equivalencia del conjunto vacio, en particular, los conjuntos unipuntuales de
P(w) estardn en esta clase de equivalencia. Denotemos por P(w)/fin a la
familia de las clases de equivalencia dada por la relacién anterior.

Si elegimos un representante para cada clase de equivalencia de P(w)/ fin,
podemos definir un orden parcial en P(w)/fin de tal modo que una clase de
equivalencia sea menor que otra siempre que el representante de la primera
esté contenido en el representante de la segunda, salvo por una cantidad finita
de elementos. Ademads, este orden parcial siempre serd el mismo sin importar
a quien elijamos como los representantes de las clases de equivalencia. En
particular, tendremos que la clase de equivalencia del conjuntos vacio sera el
elemento minimo en este orden parcial.

Andlogamente, podemos definir la misma relacién de equivalencia sobre
P(w1) para obtener el conjunto P(wi)/fin y definir un orden parcial en él,
de la misma forma que lo hicimos con P(w)/fin. La pregunta natural es la
siguiente:

VII



VI INTRODUCCION

éSon isomorfos los drdenes parciales P(w)/fin y P(w1)/fin?

Un resultado sobre P(w)/fin y P(wy)/fin hace referencia a que estos
conjuntos tienen cardinalidad 2“ y 2“1, respectivamente. Si suponemos que
P(w)/fin y P(wi)/fin son isomorfos, una consecuencia seria la igualdad
2¢ = 2“1, Por esta razoén, la respuesta a la pregunta anterior es negativa en
presencia de la Hipétesis del Continuo. Sin embargo, existen modelos de ZFC
en los que se satisface la igualdad 2¥ = 2¥1. Asi, podemos preguntarnos lo
siguiente:

¢Es consistente con ZFC que los drdenes parciales P(w)/ fin
y P(w1)/ fin sean isomorfos?

La respuesta a la pregunta anterior es desconocida. Al problema anterior
se le conoce como FEl problema de Katowice, nombre que recibié porque fue
planteado y discutido en un seminario de topologia que se llevé acabo en la
Universidad de Silecia, en la ciudad de Katowice, Polonia, durante la década
de los 70’s. Hay autores que le atribuyen esta pregunta a Marian Turzanski.

Este problema también tiene una version topolégica equivalente. Para es-
to, pensemos en w como un espacio topoldgico discreto y denotemos por Sw a
la compactacién de Stone-Cech de w. Denotemos por w* al conjunto Sw \ w.
Consideremos a w* con la topologia heredada por Sw. Anédlogamente, podemos
obtener al espacio topolégico wi. El problema de Katowice resulta ser equiva-
lente a responder la siguiente pregunta:

¢Es consistente con ZFC' que los espacios topologicos w* y wi
sean homeomorfos?

El problema de Katowice puede generalizarse para el caso de dos cardinales
arbitrarios k y A. Sin embargo, en 1978, B. Balcar y R. Frankiewicz demostraron
que de existir cardinales x y A tales que P(k)/fin y P(N\)/fin sean isomorfos,
nesesariamente x, A € {w, w; }.

Aunque este problema sigue sin tener una solucién, hay considerables avances
en su posible solucién. En particular, se ha estudiado cuales son las consecuencias
de suponer que el problema tenga una respuesta afirmativa. Algunas de estas
consecuencias son las siguientes:

1. La igualdad 2% = 2“1,

2. La existencia de ciertos subconjuntos del orden parcial P(w)/ fin llamados
Q-sucesiones fuertes y cuya cardinalidad sea w; .

3. La existencia de una familia dominante de funciones en w“ que tenga
cardinalidad w1.
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Uno de los modelos méas conocidos en el que se satisface la primera
condicién, es el modelo ZFC+MA (w;), donde MA(w;) se refiere al axioma de
Martin para w;. Es natural preguntarse como se relaciona este axioma con el
problema de Katowice. Sin embargo, una consecuencia de MA (w;) es que toda
familia dominante de funciones de w®“ tiene cardinalidad mayor que w;. Por lo
tanto, la tercera condicion es falsa en este modelo.

Por otra parte, en 1985, Juris Steprans demostré que bajo MA(w;), no
existen QQ-sucesiones fuertes con cardinalidad w; (véase [8]). Sin embargo, él
y Shelah demostraron de forma independiente que es comnsistente con ZFC la
existencia de una Q-sucesién fuerte con cardinalidad wi.

Uno de los resultados més destacados sobre la posible solucién del problema
de Katowice, fue el que David Chodounsky publicé en su articulo “Strong
Q-sequences and small 9”7 (véase [1]). En él, demostrd la existencia de un
modelo de ZFC en el cual existe una Q-sucesiéon fuerte con cardinalidad w; y
una familia dominante de funciones con cardinalidad ws.

En el presente trabajo, estudiaremos algunas de las consecuencias del
problema de Katowice en los modelos ZFC y ZFC+MA (wy).

En el primer capitulo, desarrollaremos la teoria previa necesaria para poder
plantear a detalle el problema de Katowice en sus dos versiones. En particular,
a partir de un conjunto arbitrario X, construiremos el orden parcial P(X)/fin
y el espacio topolégico X*.

En el segundo capitulo estudiaremos las implicaciones que tiene el problema
de Katowice en ZFC. Probaremos la equivalencia entre las dos versiones del
problema de Katowice y veremos que las condiciones 1, 2 y 3 son consecuencia
de suponer que tiene una respuesta afirmativa. Por ultimo, demostraremos que
si Kk y A son cardinales tales que k < A\ y P(k)/fin es isomorfo a P(X)/fin,
entonces K =wy A = wi.

En el tercer capitulo demostraremos que el Problema de Katowice tiene una
respuesta negativa en el modelo ZFC+MA (w;). Demostraremos que en este
modelo, se satisface la condicién 1, pero fallan las condiciones 2 y 3.

Es importante mencionar que para la lectura de este trabajo, se recomienda
haber cursado los dos primeros cursos de Teoria de conjuntos y los dos primeros
cursos de Topologia, conforme a los programas de estudio establecidos por la
Facultad de Ciencias de la UNAM.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccidon

Este capitulo tiene como principal finalidad presentar los resultados bésicos
que nos permitiran formular el Problema de Katowice de manera precisa en
el capitulo siguiente. También serd conveniente desarrollar el material sobre
filtros y ultrafiltros que no necesariamente se cubre en los cursos de licenciatura
de la facultad. Esto serd con el proposito de emplear los ultrafiltros sobre un
conjunto X para construir la compactacién de Stone-Cech del espacio topoldgico
que resulta de equipar a X con la topologia discreta, pues esta construcciéon nos
servird para establecer un equivalente topoldgico del Problema de Katowice.

1.2. Notaciones y definiciones

Para nuestro objetivo, tomaremos como base los siguientes textos [5] y [3].
Seguiremos la notaciéon y las definiciones de los textos anteriores salvo por los
siguientes casos:

1. Dada una funcién entre conjuntos f : X — Y, si a C X, entonces
fla] ={f(z) : x € a}. Por ejemplo, si f: {0,{0}} — {1,2} es la funcién
f=A(0,1),({0},2)}, entonces f({0}) =2y f{0}] ={f(0)} = {1}.

2. Dado un conjunto X y un cardinal x, denotaremos por [X]" a la familia
de todos los subconjuntos de X con cardinalidad «. Por otra parte, [X]<"
denotard a la familia de todos los subconjuntos de X con cardinalidad
menor que K.

3. Dados dos conjuntos X y Y, el simbolo XY representars a la familia de
funciones de Y en X.

4. Dado un espacio topolégico X y a C X, denotaremos la cerradura de a
como a~ .
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5. Denotaremos por w al conjunto de los nimeros naturales: {0,1,2,3,...}.
Por otra parte, w; denotard al menor ordinal cuya cardinalidad es mayor
que la cardinalidad de w.

6. La Hip6tesis del continuo, CH, es la igualdad ¢ = w; (donde ¢ denota a
la cardinalidad de los ntimeros reales). Gracias a los trabajos de Godel y
Cohen se sabe que CH es independiente de ZFC, la axiomatica usual de
la teoria de conjuntos.

1.3. Ordenes parciales y el Lema de Zorn

En esta seccién presentaremos el material necesario sobre 6rdenes parciales
para entender el contenido del resto de la tesis.

Definicién 1.3.1. Sean X un conjunto y < una relacion en X, decimos que
(X, <) es un orden parcial si:

1. Para cada x € X, x < x (reflexividad).

2. Sixz,y € X son tales que x <y y x <y, entonces x =y (antisimetria).

3. Six,y,z € X son tales que x <y yy < z, entonces x < z (transitividad).
Definicién 1.3.2. Sea (X, <) un orden parcial.

1. x € X es una cota superior de a C X si para cada y € a se tiene que
y<uw

2. x € X es una cota inferior de a C X si para cada y € a se tiene que
Tz < y.

3. x € X es el supremo de a C X (y lo denotamos por sup(a)), si es una cota
superior de a y para cada y € X, cota superior de a, se tiene que T < y.

4. x € X es el infimo de a C X (y lo denotamos por inf(a)), si es una cota
inferior de a y para cada y € X, cota inferior de a, se tiene que y < x.

Definicién 1.3.3. Sean (X, <x) y (Y, <y) drdenes parciales. Diremos que una
funcion f : X — Y es un homomorfismo si: para cualesquiera z,y € X se
tiene f(x) <y f(y), siempre que x <x y.

Definicién 1.3.4. Sean (X, <x) y (Y, <y) drdenes parciales. Un isomorfismo
entre X yY es una funcion biyectiva f : X — Y tal que:

1. Para cualesquiera x,y € X, si x <x y entonces f(x) <y f(y).
2. Para cualesquiera v,y €Y, si v <y y entonces f~1(z) <x f~1(y).

Si existe un isomorfismo entre X y Y, decimos que son isomorfos.
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El siguiente resultado se puede resumir diciendo que “un isomorfismo manda
supremos en supremos e infimos en infimos”.

Proposicién 1.3.5. Sean (X, <x) y (Y, <y) ordenes parciales. Si f : X — Y
es un isomorfismo y a C X, entonces:

1. f(supa) = sup(fla]), siempre que sup(a) ezista.
2. f(infa) = inf(fla]), siempre que inf(a) exista.

DEMOSTRACION:

Inciso 1. Sea x = sup(a), entonces y <x x, para cada y € a. Dado que
f es un isomorfismo, tenemos que f(y) <y f(z), para cada y € a. Asi, f(x)
es una cota superior de fla]. Ahora bien, supongamos que z € Y es una cota
superior de f[a] tal que z <y f(z). Como f es un isomorfismo, se sigue que
f~Y2) <x x. Ademds, como z es cota superior de fla] y f es isomorfismo,
tenemos que y <x f~1(2), para cada y € a. Por esto ultimo, f~1(2) = x y
f(z) = z. Por lo tanto, f(x) = sup(a).

Inciso 2. La prueba es semejante a la del inciso anterior y por esta razén la
omitimos. O

Definicién 1.3.6. Sea (X, <) un orden parcial.
1. z,y € X son comparables st x <y oy < x.

2. C C X es una cadena si para cualesquiera dos de sus elementos se tiene
que son comparables.

3. x € X es maximal si para cada y € X: x <y implica que x = y.

La siguiente proposicién fue presentada por Max August Zorn en su articulo
“A Remark on Method in Transfinite Algebra” (véase [11]) y es un enunciado
equivalente al Axioma de Eleccidn.

Proposicién 1.3.7 (Lema de Zorn). Si (X, <) es un orden parcial tal que
X # 0 y toda cadena no vacia tiene una cota superior, entonces X tiene un
elemento mazimal.

1.4. Filtros y ultrafiltros

Como se mencioné en la introduccion, el fin de esta seccién es exponer a
detalle el material sobre filtros que necesitaremos mas adelante.

Definicién 1.4.1. Sea A # 0 una familia de conjuntos no vacios. Decimos que
A tiene la propiedad de la interseccion finita si para cualquier B C A, finito y
no vacio, se obtiene que (B # 0.
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Definiciéon 1.4.2. Sea A # () una familia de conjuntos. Decimos que A es
cerrado bajo intersecciones finitas si para cualquier B C A, finito y no vacio, se
obtiene que (B € A.

Definicién 1.4.3. Sea X un conjunto y F' una familia no vacia de subconjuntos
de X. Decimos que F' es un filtro de X si:

1. 0¢F.

2. Para cualesquiera a,b € F se tiene que aNb € F.

3. SiaeFyaCbC X, entoncesb e F.

Es inmediato de la definicién anterior que todo filtro tiene la propiedad de
la interseccién finita. Lo que no es tan obvio es que toda familia que tenga la
propiedad de la interseccion finita puede ser extendida a un filtro. Para probar
esto requerimos de un lema.

Lema 1.4.4. Sea A una familia no vacia de conjuntos no vacios. Si A tiene la
propiedad de la interseccion finita, entonces

S:{ﬂB:@#BQAyBesﬁnito}

es una familia de conjuntos no vacios, cerrada bajo intersecciones finitas y tal
que AC S.

DEMOSTRACION: Como A tiene la propiedad de la interseccién finita, se sigue
que los elementos de S son no vacios. Por otra parte, observamos que si A € A,
entonces A = ({A} € S, asi: A C S. Ademds, la interseccién finita de elementos
de S, es una interseccién finita de elementos de A; esto implica que S es cerrado
bajo intersecciones finitas. De este modo, el lema se sigue. O

Proposicién 1.4.5. Sean X un conjunto y A una familia no vacia de subcon-
juntos no vacios de X . Si A tiene la propiedad de la interseccidn finita, entonces
existe un filtro F en X tal que A C F.

DEMOSTRACION: Dado que A tiene la propiedad de la interseccién finita, por
el lema 1.4.4 sabemos que existe S, una familia de conjuntos no vacios, cerrada
bajo intersecciones finitas y tal que A C S. Asi, probaremos que el conjunto

F={aCX:3ceS(cCa)}

es un filtro que contiene a A. Comencemos por observar que F es una familia de
conjuntos no vacios, porque cada elemento de F' contiene un elemento de S. Si
a,b e F, existen c,d € S talesquecCaydCb perocnNdeSycnNdCanb,
asiaNb € F. Ademds,sia € F yb C X estal que a C b, entonces existe ¢ € S tal
que ¢ Ca C by porende, b e F. Deesta forma, Fesun filtroy ACSC F. O

Ahora centraremos nuestro estudio en una clase particular de filtro:
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Definicién 1.4.6. Sea X un conjunto y U un filtro de X. Decimos que U es
un ultrafiltro en X si ningun filtro de X lo contiene propiamente, es decir, no
existe F', filtro en X, tal que U C F yU # F.

Una consecuencia del Axioma de Eleccién es que cada filtro puede ser exten-
dido a un ultrafiltro, tal y como lo muestra la prueba del resultado siguiente.

Proposicion 1.4.7. Si F' es un filtro en el conjunto X, entonces existe U, un
ultrafiltro en X, tal que FF C U.

DEMOSTRACION: Consideremos la siguiente familia de filtros en X:

Fx={GCX:Gesunfiltroen X y FF C G}

Tenemos que (Fx,C) es un orden parcial. Por otra parte, observamos que
si existe U € Fx, C-maximal en (Fx,C), entonces para cada filtro G en X
tal que U C G, se tiene que F' C U C G y por ende, G € Fx. De esta forma,
la maximalidad de U implica que G = U, de lo que se seguird que U es un
ultrafiltro. Asi, por el Lema de Zorn (véase el teorema 1.3.7), bastard con
probar que toda cadena no vacia de Fx esta acotada superiormente en Fx.

Sea C una cadena no vacia de Fx. Veamos que |JC € Fx. Para esto, ob-
servamos que los elementos de | JC son no vacios, porque cada elemento de C
es un filtro. Ahora bien, para a,b € [JC, existen G, H € C tales que a € G
y b € H, pero como C es una cadena, tenemos que G y H son comparables.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que G C H. Entonces a,b € H y por
ende, anNb € H C |JC. Por otra parte, si a € |JC y b C X es tal que a C b,
existe algin filtro G € C tal que a € G, de lo que se concluye que b € G C | JC.
Ademds, como C es no vacia, existe G € C C Fx, de donde FF' C G C |JC. Por
lo tanto, |JC € Fx. O

Lema 1.4.8. Sea U un ultrafiltro en el conjunto X. Sia C X es tal que anNb # ()
para cada b € U, entonces a € U.

DEMOSTRACION: Dado que a intersecta a cada elemento de U, tenemos que
U U {a} tiene la propiedad de la interseccién finita. Asi, por el lema 1.4.5 existe
un filtro F' tal que U C U U {a} C F. Como U es un ultrafiltro, se sigue que
aeF=U. O

Presentamos ahora una caracterizacién de los ultrafiltros.

Proposicion 1.4.9. Si U es un filtro en el conjunto X, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. U es un ultrafiltro en X

2. Para cadaa C X:ae€U o X\acU.
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DEMOSTRACION: Veamos que el inciso 1 implica al inciso 2. Tomemos a C X
arbitrario y supongamos que a ¢ U. Por lo anterior y dado que U es un
ultrafiltro, ningin elemento de U esta contenido en a, pues si existiera b € U
tal que b C a, se seguiria que a € U. Pero esto significa que si b € U, entonces
(X\a)Nnb#0. Asi, X \ a es un conjunto que intersecta a cada elemento de U
y por el lema 1.4.8 concluimos que X \ a € U.

Ahora veamos que el inciso 2 implica al insiso 1. Supongamos que U es un
filtro que satisface 2. Sea F' un filtro tal que U C F y fijemos a € F. Sabemos
que a € U o X\ a € U. Dado que F es un filtro y a N (X \ a) = 0, no puede
ocurrir que X \ a € U C F. Asi, necesariamente a € U, de lo que concluimos
que F C U y U es un ultrafiltro. O

Una forma facil de obtener ultrafiltros es como sigue.

Definicién 1.4.10. Sean X un conjunto y x € X. Definimos:

*={aCX:z€a}

Proposicién 1.4.11. Sea X un conjunto. Entonces para cada x € X, x* es un
ultrafiltro de X .

DEMOSTRACION: Sea x € X, por la proposicién 1.4.9 bastard con probar que
cada a C X satisface a € * 0 X \ a € z*. Para esto consideremos a C X
arbitrario. En el caso en que x € a se tiene que a € z*. Por otra parte si z ¢ a,
necesariamente x € X \ay X \ a € z*. O

Definicién 1.4.12. Sea U un ultrafiltro en el conjunto X. Decimos que U es
un ultrafiltro principal en X si U = x*, para alguna x € X.

Proposicion 1.4.13. Sea U un ultrafiltro en el conjunto X . Entonces U es un
ultrafiltro principal en X si y solo si U contiene algun elemento finito.

DEMOSTRACION: Si U es un ultrafiltro y existe a € U finito, sea {z; : i < n}
una enumeracién de los elementos de a. Bastard con probar que z; C U para
alguna ¢, pues z; es un ultrafiltro y lo anterior implica que z; = U. Por
reduccién al absurdo, supongamos que z;} \ U # ) para cada ¢, entonces existe
a; € z} tal que a; ¢ U. Por la proposicién 1.4.9, X \a; €e U y x; ¢ X \ a;. Asi,
0=an(N;<, X \a;) €Uy esto ultimo contradice que U es un ultrafiltro. Por
lo tanto, U = z; para alguna i.

Ahora bien, si U es un ultrafiltro principal en X, por definicién existe z € X
tal que U = z*. De esta forma, {x} € U y {z} es finito. O

Una pregunta natural es, jexisten ultrafiltros que no sean principales? En
presencia del Axioma de Eleccion la respuesta es afirmativa:
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Proposicion 1.4.14. Para cualquier subconjunto infinito a del conjunto X
existe U, un ultrafiltro en X, tal que a € U y U no es un ultrafiltro principal.

DEMOSTRACION: Sea a C X infinito, entonces existe {z,, : n € w} C a tal que
Ty # Ty sin # m. Para cada n € w definamos a,, = {2, : m > n}. Observamos
que {a} U {a, : n € w} tiene la propiedad de la interseccién finita y por las
proposiciones 1.4.5 y 1.4.7 existe un ultrafiltro U tal que {a}U{a, : n € w} C U.
Dado que ag € U, basta con verificar que U # z} para cada i € w, pues si
x € X\ ag, entonces x ¢ ag € U y U # x*. Pero para cada i € w, x; ¢ a;41 € U
y U # x}. O

1.5. La compactacién de Stone-Cech de un
espacio topolégico

En esta seccién, damos un recuento rapido de las nociones béasicas que son
parte del contenido de los cursos de Topologia I y II.

Definicién 1.5.1. Sea X un espacio topoldgico.

1. X es Hausdorff si para cualesquiera x,y € X existen u,v C X, abiertos,
tales que x € u, y € v yuNov = 0.

2. X es reqular si es Hausdorff y para cualesquiera ¢ C X, cerrado, yx € X\c
existen u,v C X, abiertos, tales que x € u, c Cv yunNov = .

8. X es completamente reqular si es Hausdorff y para cualesquiera ¢ C X,
cerrado, y © € X \ ¢ existe una funcion continua f: X — [0,1] tal que
f@)=0y f(y) =1, para cada y € c.

4. X es normal si es Hausdorff y para cualesquiera c,d C X, cerrados, existen
u,v C X, abiertos, tales que c Cu, d Cv yunov=_0.

A las propiedades expuestas en la definicién anterior se les conoce como
Axiomas de Separacién. En [3, Chap. VII] se estudian detalladamente estas
propiedades. En particular, se satisface la siguiente secuencia de implicaciones:

Normal = Completamente regular = Regular = Hausdorff

Definicién 1.5.2. Sean X un espacio topoldgico. Un conjunto D es denso en
X si para cada v C X, abierto, se tiene que D Nu # (. Diremos que X es
separable si posee un subconjunto denso y numerable.

Definicién 1.5.3. Sea X un espacio topolégico. Una cubierta abierta de X es
una familia B, de abiertos de X, tal que X = |JB. Diremos que X es compacto
si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Definicién 1.5.4. Sean X y Y espacios topoldgicos. Un encaje de X en'Y es
un homeomorfismo entre X y un subespacio topoldgico de Y .
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Definicién 1.5.5. Sea X wun espacio topoldgico. Una compactacion de X es
una pareja ordenada (Y, hy) tal que:

1. 'Y es un espacio topoldgico Hausdorff y compacto.
2. hy es un encaje de X en'Y tal que hy[X] es denso en'Y.

Definicién 1.5.6. Sea X un espacio topoldgico. Dos compactaciones (Y, hy) y
(Z,hz) de X, son equivalentes si existe un homeomorfismo f:Y — Z tal que
fohy(x)=hz(x), para cada x € X.

x- 7.z

Y

Lema 1.5.7. Sean X y Y espacios topologicos, con'Y Hausdorff. Si D C X es
densoen X y f,g: X — Y son funciones continuas tales que f | D =g | D,
entonces f = g.

DEMOSTRACION: Bastard con verificar que si € X \ D, entonces f(z) = g(x).
Por reduccién al absurdo, supongamos que f(z) # g(z). Como Y es Hausdorff,
existen abiertos u y v tales que f(z) € u, g(x) € v y unNv = (). Dado que f
y g son continuas, f~![u] y g~ ![v] son abiertos en X. Asf, f~u] Ng~t[v] es
un abierto en X y es no vacio, pues z € f~![u] N g~![v]. Ademds, sabemos
que D es denso. Por lo anterior, D N (f~[u] N g~ 1[v]) # 0. Entonces existe

y € DN (f~u] N g~ [v]). Por esto dltimo, f(y) € u, g(y) € vy f(y) = 9(y),
contradiciendo que u N v = 0. O

El siguiente teorema garantiza que todo espacio completamente regular posee
una compactacién de Stone-Cech. La prueba de este resultado no aparece en este
trabajo. Sin embargo, en la seccién 1.7 construiremos, empleando ultrafiltros,
la compactacién de Stone-Cech de un espacio discreto.

Proposicion 1.5.8 (Stone—éech). Sea X un espacio topoldgico completamen-
te regular. Entonces existe una compactacion (BX,hgx) de X que cumple lo
stquiente:

1. Para cada espacio topoldgico Y, compacto y Hausdorff, si f : X — Y es
una funcion continua, entonces existe una funcion continua g : X — Y

tal que f =gohgx.
X*f>Y

%

BX

2. Cualquier otra compactacion que cumpla la propiedad anterior es equiva-
lente a BX.
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DEMOSTRACION: La prueba del inciso 1 puede ser consultada en [3, Chap. XI
Theorem 8.2], por lo que sélo demostraremos el inciso 2. Para esto, sea (Y, hy)
una compactacién de X, que cumpla la propiedad del inciso 1. Como Y es
compacto, Hausdorff y hy : X — Y es continua, existe una funcién continua
f:BX — Y, tal que hy = fohgx. Por otra parte, dado que X es compacto,
Hausdorff y hgx : X — BX es continua, se tiene que existe una funcién
continua g : Y — X tal que hgx = go hy.

hﬁx

X"y X % gx
o e A
8X Y

Probaremos que g = f~!, de esto se seguird que f es un homeomorfismo.
Veamos que g o f = Idgx. Como hgx[X] es denso en X, bastard con
probar que g o f(z) = x, para cada z € hgx[X] (véase el lema 1.5.7). Asi,
tomemos = € hgx[X]. Entonces existe y € X tal que hgx(y) = z. Por esto
iltimo, g o f(z) = g(f(x)) = g(f (hsx () = glhy(y)) = hsx(y) = =. De for-
ma andloga se prueba que fog = Idy y por esta razén lo omitimos. Asf, g = f~ 1.

Ademés, sabemos que f o hgx = hy. Por lo tanto (X, hgx) y (Y, hy) son
compactaciones equivalentes. O

1.6. El orden parcial P(X)/fin

En esta seccién, X denotard un conjunto arbitrario.

Definicién 1.6.1. Sean a,b C X. Diremos que a esta casi contenido en b (y lo
escribimos como a C* b) si a\ b es finito. Diremos que a y b son casi iguales (y
lo escribimos como a =*b) sia C* b y b C* a.

Observamos que si a y b son conjuntos tales que a C b, entonces a \ b = {)
y a C* b. Asi, la contencién de conjutos implica a la casi contencién. Por esto
ultimo, si dos conjuntos son iguales, entonces también son casi iguales. Ademas,
para a y b conjuntos cualesquiera, a C* b siempre que a sea finito.

Proposicion 1.6.2. Sean a,b,c C X cualesquiera, entonces:

~

a C* a (reflexzividad de C*).
. SiaC*bybC* e entonces a C* ¢ (transitividad de C*).
a =" a (reflexividad de =*).

. Sia=*b, entonces b =" a (simetria de =*).

T RS

. Sia="byb="c¢, se sigue que a =* ¢ (transitividad de =*).
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DEMOSTRACION:
Inciso 1. La reflexividad de C* se sigue porque a C a.

Inciso 2. Supongamos que a C* by b C* ¢. Entonces a \ by b\ ¢ son
conjuntos finitos. Por otra parte, se tiene que a\ ¢ C (a\b) U (b\ ¢) y por ende,
a '\ ¢ es un conjunto finito.

*

Inciso 3. La reflexividad de =* es una consecuencia directa del inciso 1.

Inciso 4. La simetria de =* es una consecuencia directa de la definicién de =*.

Inciso 5. Supongamos que a, b y ¢ son conjuntos tales que a =* by b =" ¢,
entonces a C* b C* ¢y ¢ C* b C* a. Asi, por la transitividad de C*, a C* c 'y
¢ C* a. Por lo tanto, a =" c. O

Por la proposiciéon anterior, se tiene que =* define una relaciéon de equiva-
lencia en P(X). Para cada a € P(X), consideremos su clase de equivalencia

o] = {be P(X):b="al}

Definamos a la familia de clases de equivalencia:
P(X)/fin={[a] :a € P(X)}

Como =* es una relacién de equivalencia en P(X), tenemos que P(X)/ fin

es una particién de P(X).

Lema 1.6.3. Sean a,b C X, entonces: a C* b si y sdlo si para cualesquiera
c€la] yde b, setiene que ¢ C* d.

DEMOSTRACION: Supongamos que a C* b. Sean ¢ € [a] y d € [b] cualesquiera.
Entonces ¢ =* a y d =" b, en particular ¢ C* a y b C* d. Como a C* b, tenemos
que ¢ C* a C* b C* d. Asi, por la transitividad de C*, concluimos que ¢ C* d.

Ahora bien, si para cualesquiera ¢ € [a] y d € [b] se tiene que ¢ C* d, entonces
a C*b,pues a € [a] y b € [b]. O

Definicién 1.6.4. Dados [a],[b] € P(X)/fin, [a] <* [b] siempre que a C* b.

Por el lema anterior, observamos que <* esta bien definido, debido a que no
depende de los representantes que tomemos para las clases de equivalencia.

Proposicién 1.6.5. (P(X)/fin,<*) es un orden parcial.

DEMOSTRACION: Si [a],[b] € P(X) son tales que [a] <* [b] ¥y [b] <* Ia],
entonces a C* by b C* a; de esto se sigue que a =* b y [a] = [b]. Ademds, por
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la reflexividad y transitividad de C*, se tiene que <* es reflexiva y transitiva. [

Observemos que [(] = inf(P(X)/fin) y [X] = sup(P(X)/ fin). Esto se sigue
porque [(] <* [a] <* [X], para cada a C X. Asi, para [b] y [¢] cotas inferior
y superior de P(X)/ fin, respectivamente, tenemos que [b] <* [0] y [X] <* [].
Por lo anterior, [#] = [b] y [X] = [¢].

Proposicién 1.6.6. Para cualesquiera a,b C X :
1. [anb] = inf({[a], [}]}).
2. [aub] = sup({[a], [b]}).
3. [0] = [a] siy sdlo sia es finito.
4. Si[0]=lanb] y[X]=[aUb], entonces [b] = [X \ a].

DEMOSTRACION:

Inciso 1. Como aNbCay anb C b, se sigue que [a N b] es cota inferior de
{[al, [b]}. Ahora bien, si [c] es una cota inferior de {[a], [b]}, tenemos que ¢ C* a
y ¢ C* b. Por esto dltimo, ¢\ a y ¢\ b son finitos. Asi, ¢\ (aNb) = (c\a)U(c\b)
es finito y [c] <* [a N b].

Inciso 2. Como a CaUby b C aUb, se sigue que [a U b] es cota superior de
{[a], [b]}. Ahora bien, si [c] es una cota superior de {[a], [b]}, tenemos que a C* ¢
y b C* c. Por esto ultimo, a\ ¢y b\ ¢ son finitos. Asi, (aUb)\c= (a\c)U(b\c)
es finito y [a U b] <* [¢].

Inciso 3. Si a es finito, entonces a C* ). De esta forma, a =* § y [a] = [0].
Ahora bien, si [a] = [0], entonces a C* @ y a \ ) = a es finito.
Inciso 4. Supongamos que [}] = [a Nb] y [X] = [a U b]. Demostraremos

que b C* X \ay X \ a C* b. Observamos que se satisfacen las igualdades
b\ (X\a)=anby (X\a)\b= X\ (aUb). Asi, bastard con probar que a Nb
y X \ (aU ) son finitos. Dado que [a N b] = [(}], del inciso anterior se sigue que
anb es finito. Ademds, como [a Ub] = [X], tenemos que X C* aUby X\ (aUD)
es finito. O

En lo que se refiere a isomorfismos tenemos el siguente resultado.

Proposicién 1.6.7. Sea f : P(X)/fin — P)/fin un isomorfismo. Si
a,bC X yc,dCY son tales que f([a]) = [c] y f([b]) = [d], entonces:

1. f([0]) = [0] y f([X]) = [Y].
2. a es finito si y solo si ¢ es finito.

8. aC*"bsiy solo sicC*d.
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4. f([and])=[cnd] y f(laUb]) =[cUd].
5. f(IX \a]) =Y \ .
DEMOSTRACION:
Inciso 1. Como [@] = inf(P(X)/fin) y f es un isomorfismo, la proposicién

1.3.5 implica que f([@])_: inf(f[P(X)/fin]) = inf(P(Y)/fin) = [0]. Ademas,
[X] = sup(P(X)/fin). Por esto dltimo:

F(IX]) = sup(f[P(X)/ fin]) = sup(P(Y)/ fin) = [Y]

Inciso 2. Si a es finito, entonces [a] = [@#]. Como f es un isomorfismo,
[l = f([a]) = f([0]) = [0] y ¢ es finito. Ahora bien, si ¢ es finito, entonces
[c] = [0]. Dado que f es un isomorfismo, [a] = f~1([c]) = f~1([0]) = [0].

Inciso 3. Si a C* b, entonces [a] <* [c] y [c] = f([a]) <* f([b]) = [d].
Por esto iltimo, ¢ C* d. Ahora bien, si ¢ C* d, entonces [¢] <* [d]. Asf,

[a] = f7H([e) < f7H([d) = ] y a €* .

Inciso 4. Por la proposicién 1.6.6, sabemos que [a N b] = inf({[a],[0]}) ¥
[end] = inf({[c], [d]}) = Wmf({f([a]), f([B])}). Asi, la proposicién 1.3.5 implica
que f([aNb]) = [eNd]. Andlogamente se prueba que f([a Ub]) = [cUd], por
esta razén omitimos la prueba.

Inciso 5. Por los incisos 1, 2 y 4 de la proposicién 1.6.6, bastara con verificar
las igualdades inf({£([X \ ), [d}) = [0] y sup({([X \ ]}, []}) = [¥]. Como
[0] = inf({[X \ ], [a]}) y [X] = sup({[X \ a], [a]}), se tiene que:

[0) = f(0]) = f(inf{[X \ a], [a]}) = mf({f([X \ d], [c]})
Y] = f([X]) = f(sup{[X \ a], [a]}) = sup({/([X \ @]}, [c]})

1.7. La compactacién de Stone-Cech de un
espacio discreto

En esta seccién, X denotard un espacio topoldgico discreto. Denotemos
como X al conjunto de todos los ultrafiltros en X. Nuestro objetivo en esta
seccion, serd definir una topologia para X y un encaje hgx : X — BX, de
modo que (58X, hgx) resulte ser la compactacién de Stone-Cech de X.

Para cada a C X, definamos:

a®={U€epX:acU}
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Los siguientes resultados nos serviran para definir en X la topologia que
deseamos.

Lema 1.7.1. Para cualesquiera a,b C X yx € X:
1. {z}° = {a*}.
2. a°Nb° = (anb)°.
3. BX =a°U(X\ a)°.

DEMOSTRACION:

Inciso 1. Si U € {z}°, entonces {z} N ¢ # 0, para cada ¢ € U. Por esto
ultimo, U C z*. Como U es un ultrafiltro, tenemos que U = x*. Por otra parte,
es claro que {z*} C {z}°, pues {z} € z*.

Inciso 2. Observemos que para cada U € X, a,be Usiysélosianbe U.
Por esto dltimo, U € a®° Nb° siy s6lo si U € (aNb)°.

Inciso 3. Claramente a®° U (X \ a)° C SX. Ahora bien, si U € X, por la
proposicién 1.4.9, tenemos que a € U 0 X \a € U. Asi, U € a® U(X \ a)°. O

Lema 1.7.2. Sea A # ) una familia finita de subconjuntos de X. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. V1A=0

2. BX = U,ea(X \ a)°.

DEMOSTRACION: Veamos que el inciso 1 implica al inciso 2. Supongamos que
NA =0y fijemos U € BX. Como (YA =0 ¢ U y A es finito, no puede
ocurrir que a € U para cada a € A. De esta forma, existe a € A tal que
a ¢ U, es decir, U ¢ a°. Pero sabemos que U € X = a° U (X \ a)°; entonces
Ue(X\a)® CUzeaX \a)e.

Ahora veamos que el inciso 2 implica al inciso 1. Supongamos que
BX = Uuea(X \ a)°. Por lo anterior, para cada U € SX, existe a € A tal
que U € (X \ a)°. Asi, a ¢ U y por ende, [ A ¢ U. Como elegimos U € X
arbitrario, si existiera x € (A, tendriamos que [ A € z* € X, por lo que
NA=0. O

Recordemos que B, una familia de subconjuntos de 5X, es base para una
topologia en BX si se cumple lo siguiente:

1. UB=BX
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2. Para cualesquiera conjuntos A, B € By U € AN B, existe C € B tal que
UeCCANB.

La prueba de esto puede consultarse en [3, III Theorem 3.2].

Proposicién 1.7.3. La familia Bgx = {a® : a C X'} es base para una topologia
en BX. Ademds, BX con esta topologia es un espacio Hausdorff y compacto.

DEMOSTRACION: Observemos que para cualesquiera a°,b° € Bgx, se tiene que
a®Nb° = (aNb)® € Bgx. Por otra parte, para cada U € X, existe a € U y por
ende, U € a°. Lo anterior implica que Bgx es la base de una topologia en 5X.

Ahora consideremos la topologia generada por Bgx. Dados U,V € BX
distintos, supongamos sin pérdida de generalidad que existe a € U \ V. De esta
forma, U € a® y V ¢ a°. Por el inciso 3 del lema 1.7.1, V € (X \ a)°. Ademds,
a® y (X \ a)° son abiertos ajenos que contienen a U y a V, respectivamente,
pues por el inciso 2 del lema 1.7.1, tenemos que a® N (X \ a)° = (° = (. Por lo
tanto, 8X es Hausdorff.

Por tdltimo veamos que X es compacto. Bastard con probar que toda cu-
bierta de abiertos béasicos tiene una subcubierta finita. Por reduccién al absurdo,
supongamos que existe I C P(X) tal que A = {a°® : a € I} es una cubierta de
BX, sin subcubiertas finitas. Definamos B = {X \ a : a € I'}. Como la unién
finita de elementos de A no es X, por el lema 1.7.2; la interseccién finita de
elementos de B es no vacia, es decir, B tiene la propiedad de la interseccion
finita. Por las proposiciones 1.4.5 y 1.4.7, B puede ser extendido a un ultrafiltro
Uen X. Asi, U € fX = J,c;a° y por ende U € a°, para alguna a € I. Por lo
anterior, a € U. Pero X\a € B C U, entonces a, X\a € Uy 0 =an(X\a) € U,
contradiciendo que U es un ultrafiltro. O

Proposicién 1.7.4. Sea hgx : X — X, dada por hgx(x) = z*. Entonces
(BX, hgx) es una compactacion de X.

DEMOSTRACION: Por la proposicién 1.7.3, bastara con probar que hgx es un
encaje y hgx[X] es denso en SX. Comencemos probando que hgx es un encaje.
Si 2,y € X son tales que x # y, entonces {y} ¢ z* y por ende, 2* # y*. Por lo
anterior, hgx es inyectiva. Como X es un espacio discreto, la imagen inversa
de cualquier abierto de hgx[X] es abierto en X. Asi, hgx es continua. Ahora
bien, para cada a C X, tenemos que hgx[a] = {z* : v € a} = [J,, {z*}. Por
el inciso 1 del lema 1.7.1, hgx[a] = U, {z}° ¥ por ende, hgx[a] es abierto.
De esta forma, hgx es una funcién abierta en SX, en particular, es abierta en
hgx[X]. Por lo tanto, hgx es un encaje.

Falta probar que hgx[X] es denso en SX. Para esto, bastard con probar
que cada abierto basico de X intersecta a hgx[X]. Asi, tomemos ¢ C X, no
vacio. Como a # (), existe x € a. De esta forma, a € x* y por ende z* € a°. Por
lo tanto, z* € hgx[X] N a°. O
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Ahora s6lo nos falta probar que nuestro X tiene la propiedad universal, es
decir, que satisface el inciso 1 de la proposicion 1.5.8. Con esta idea en mente,
convengamos en que, por el resto de la seccién, Y serda un espacio topolégico
compacto y Hausdorff.

Definicién 1.7.5. Sean U € X y f : X — Y wuna funcion. Decimos que
lim, .,y f(x) =y si para cada uw CY, abierto para el cual y € u, se tiene que

f ] eU.

Lema 1.7.6. Sean U € X y f : X — Y wuna funcion. Entonces existe un
tnico y € Y tal que y = lim,_,u f(x). Ademds:

{y} =) fla”

acU

DEMOSTRACION: Primero probaremos la existencia. Como U es un ultrafiltro,
para cualesquiera a,b € U tenemos que a Nb # ). De esta forma, la familia
{fla] : a € U} tiene la propiedad de la interseccién finita. Definamos:

S= fla”

acU

Como Y es compacto, se sigue que cualquier familia de subconjuntos
cerrados de Y con la propiedad de la interseccion finita, tiene una intersecion
no vacfa (véase [3, XI Theorem 3.1]). Por esto dltimo, S # (). Elijamos y € S.
Demostraremos que lim, . f(z) = y. Para esto, sea u C Y, abierto tal que
y € u. Por el lema 1.4.8, bastard con verificar que f~'[u] Na # (), para cada
a € U, pues de esto se siguird que f~'[u] € U. Fijemos a € U. Como y € S,
tenemos que y € fla]”. Por esto tltimo, u N fla] # 0. Asi, existe z € a tal que
f(x) € u. Por lo tanto, z € f~1[u] Na # 0.

Ahora probaremos la unicidad. Para esto, tomemos z € Y tal que z # y.
Bastard con probar que existe v C Y, abierto para el cual z € vy f~1[v] ¢ U.
Como Y es Hausdorff y y # z, existen u y v, abiertos tales que y € u, z € v 'y
uNv = (. De la igualdad y = lim,_,¢y f(x), se sigue que f~'[u] € U. Ademss,
observemos que f~1u] N f~1v] =0, pues unov = 0. Asf, f~1[v] ¢ U. O

Consideremos h : X — Y, una funcién continua. Definamos f : X — Y,
mediante f(U) = lim,_,y h(z), para cada U € X. Notemos que el lema anterior
garantiza que f estd bien definida.

Proposicion 1.7.7. La funcion f definida anteriormente es continua y satis-
face que h = fohgx.
X——Y

| A

BX
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DEMOSTRACION: Comencemos probando la continuidad de f. Para esto,
tomemos U € X y u C Y tales que f(U) € u y u es un abierto. Como
f(U) = lim,,p h(x), por el lema 1.7.6, (,cy hla]™ = {f(U)} € u. Entonces
Y\Nu €Y \Newhla]™ = User Y \ hla]”. Por otra parte, ¥ \ u es un
subconjunto cerrado del espacio compacto Y y por ende, Y \ u es compacto.
Asi, existe A C U, finito, para el cual Y \ u C (J,c 4 Y \ h[a]~. Notemos que la
contencién anterior es equivalente a que (,. 4 hla]” C u. Ademids, (A € U,
pues A es finito y U es filtro. Por esto dltimo, ([).4)° es un abierto en X tal
que U € (NA)°. Veamos que f[([].A)°] C u. Para esto, fijemos V € ([1.A4)°.
Observemos que A C V', pues V es un ultrafiltro y (). A C a, para cada a € A.
Ademds, f(V) = lim, v hlz] y por el lema 1.7.6, {f(V)} = ey hla] ™. Asi,
{f(V)} = Naev hla]™ € Nyea hla]™ C u. Por lo tanto, f[(().A)°] C w.

Ahora veamos que h = f o hgx. Tomemos x € X arbitrario. Basta probar
que para cada abierto u de Y tal que h(z) € u, se tiene que h~'[u] € z*,
pues de esto se seguird que h(z) = f(z*). En efecto, si u es un abierto tal que
h(z) € u, entonces = € h~'[u] € z*. Por lo tanto, h(z) = f(a*). O



Capitulo 2

El problema de Katowice en
ZFC

2.1. Introduccion

Consideremos los cardinales w y w;. Es consistente con ZFC que
[P(w)] = |P(w1)| (véase el capitulo 3). Asi, podemos plantear la siguien-
te pregunta: jes consistente con ZFC que (P(w),C) y (P(w1),C) sean
isomorfos? La respuesta es negativa.

Para probar lo anterior, por reduccién al absurdo, supongamos que existe
f: Plw) — P(w), un isomorfismo. Demostraremos que para cada o € w;
existe n € w tal que f({a}) = {n}. Como f es inyectiva, lo anterior implicarfa
que existe una correspondencia uno a uno entre w; y un subconjunto de w,
pero esto contradiria que w < w;. Para esto, fijemos a € w;. Como f es un
isomorfismo, si @ € P(w;y) es tal que a C f({a}) vy a # f({a}), entonces
0 C f~Ya) C{a}y f'(a) # {a}. Por lo anterior, necesariamente f~1(a) = ()
y por ende, a = (). Hemos probado que el tinico subconjunto propio de f({«a})
es el vacio. Por esto ultimo, debe existir n € w tal que f({a}) = {n}.

Llamaremos atomos a los conjuntos que constan de un tnico elemento. De
la prueba anterior, observamos que la causa por la cual P(w) y P(w;) no son
isomorfos, es que P(w) tiene sélo una cantidad numerable de dtomos, mientras
que P(w1) tiene una cantidad mds que numerable de dtomos. Podemos plan-
tear la siguiente pregunta: jes consistente con ZFC que los érdenes parciales
(P(w)/fin,<*) y (P(w1)/fin,<*) sean isomorfos? Observamos que P(w)/fin
y P(w1)/fin agrupan a todos los dtomos en la clase del conjunto vacio (véase
la proposicién 1.6.6). La respuesta a esta dltima pregunta es desconocida y se le
llama FEl problema de Katowice. Esta pregunta fue formulada y discutida en un
seminario de topologia que se realizé en la Universidad de Silesia, en la ciudad
de Katowice, Polonia, durante la década de los 70’s.

17
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2.2. El problema de Katowice y CH

En este capitulo, K y A serdn dos cardinales infinitos. Denotaremos por
K(k,A) al enunciado: “P(k)/fin y P(N)/fin son isomorfos”. Por otra parte,
K(k, A, f) denotara al enunciado: “f : P(k)/fin — P(N)/fin es un isomor-
fismo”. Esta notacién serd para facilitar y sintetizar la redaccién de varios
resultados que probaremos en lo posterior.

De ahora en adelante, cuando escribamos [a] € P(k)/ fin daremos por hecho
que a C K.

Proposicién 2.2.1. Sea £ un cardinal arbitrario. Entonces |[a]| = k, para cada

[a] € P(k)/fin.

DEMOSTRACION: Dado que « tiene exactamente k subconjuntos finitos (véase
[5, Ch. 1 Corollary 10.13]), bastard con probar que se satisface la siguiente
igualdad:

la] ={(a\b)Uc: (b,c) € [£]= x [s]=}

Tomemos d € [a] arbitrario. Entonces d C* a y a C* d. Definamos b =a \ d
ye=d\ a. Asi, by ¢ son finitos. Ademds, (a \b)Uc=(aNd)U(d\ a) =d.

Ahora bien, tomemos b, ¢ C k, finitos. Entonces a C* a\ b C* (a\b)Ucy
(a\b)Uc C* a\bC*a. Porlo tanto, a =* (a\ b) Uc. O

La siguiente proposicién prueba que K(w,w;) no se satisface cuando supo-
nemos que CH es verdadera. Por lo tanto, es consistente que K(w,w) sea falsa.

Proposicién 2.2.2. K(w,w;) implica que ¢ = 2“1.

DEMOSTRACION: Observemos que P(w) = |J(P(w)/fin). Por la proposicién
221, ¢ = [P(W)| = |Ujgepw)/pinlall = [P(w)/fin| - w. Asi, necesariamente
|P(w)/fin| = ¢. Por un argumento andlogo, se sigue que 2 = |P(w)/ finl. Si
suponemos K(w,w1), entonces existe una funcién biyectiva entre P(w)/fin y
P(w1)/ fin. Por lo tanto, ¢ = [P(w)/fin| = [P(w1)/fin| = 2. O

El resultado anterior puede generalizarse para cardinales arbitrarios k y A,

es decir, K(x,\) implica que 2 = 2*. Sin embargo, en la proposicién 2.5.12
probaremos que si k y A satisfacen K(k, \), entonces k, A € {w, w1 }.

2.3. Una equivalencia del problema de Katowice

Tomemos Bk y B\, las compactaciones de Stone-Cech de x y A tal y como
fueron descritas en la seccién 1.7.

Definicién 2.3.1. Para cada a C K, definamos a* = a® \ {a* : a € k}.
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Como todo ultrafiltro de & tiene a kK como elemento, observemos que fx = k°
(véase seccién 1.7). Por lo anterior, k* = Bk \ {a* : a € k}. Consideremos k*
con la topologia heredada por (k.

Definicién 2.3.2. * es el residuo de la compactacion de Stone-Cech de k.

Nuestro objetivo en esta seccién serd demostrar que el enunciado K(k, A)
es equivalente a que k* y A* son homeomorfos. En particular, el problema de
Katowice es equivalente a la pregunta: jes consistente con ZFC que w* y wj
sean homeomorfos?

Lo que haremos ahora serd desarrollar algunas propiedades topoldgicas del
residuo k* con la intencién de usar éstas para probar la equivalencia enunciada
arriba.

Proposicion 2.3.3. Para cualesquiera a,b C k, a C* b si y sdlo si a* C b*. En
particular, a =" b es equivalente a la igualdad a* = b*.

DEMOSTRACION: Supongamos que a C* b y tomemos U € a*. Entonces a € U
y U # a*, para cada o € k. Para probar que U € b*, por el lema 1.4.8,
bastars con verificar que b N ¢ # (), para cada ¢ € U. Asi, fijemos ¢ € U.
Observemos que por el lema 1.4.13, U no tiene elementos finitos. En particular,
aNc € U es infinito. Como a C* b, tenemos que a N¢c C* a C* b. Pero como
a N ¢ es infinito, necesariamente (a N ¢) Nb es infinito, pues (a Nc) \ b es finito.
Por lo tanto, cNb # 0, y por ende, b € U.

Ahora supongamos que a \ b es infinito. Demostraremos que a* \ b* # ). Por
la proposicién 1.4.14, existe U, ultrafiltro tal que a\b € U y U # o*, para cada
a € k. Por lo anterior, U € a* \ b*. O

Proposicién 2.3.4. Para cualesquiera U € k* y a € U, tenemos que [a] C U.

DEMOSTRACION: Tomemos ¢ € [a]. Como ¢ =* a, la proposicién 2.3.3 nos
garantiza que U € a* = ¢*. Por lo tanto, c € U. O

Proposicién 2.3.5. Si F C P(k) es finito, entonces (JF)* = J{a* :a € F}.

DEMOSTRACION: Sea U € (| F)*. Por reduccién al absurdo, supongamos que
U ¢ a*, para cada a € F. Sia € F, como U es un ultrafiltro y a ¢ U, se tiene
que K\ a € U (véase la proposicién 1.4.9). Dado que F es finito y U es filtro, se
sigue que (,cp(k\a) € U. Asi, 0 = (UF) N (N,ep(k\ a)) € U, contradiciendo
que U es un ultrafiltro.

Ahora bien, sea U € Sk tal que U € a*, para alguna a € F. Como a C |J F,
se tiene que | F € U, pues U es un filtro. Por lo tanto, U € (| F)*. O

Lema 2.3.6. Si a C k, entonces a®° = {a* : @ € a}~, donde la cerradura se
estd tomando en Bk. En particular, a® es abierto y cerrado en Bk.
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DEMOSTRACION: Sea S = {a* : @ € a}. Veamos que a®° C S~. Para esto,
tomemos U € a°. Bastard con probar que para cada u, abierto en Sk tal que
U € u, se tiene que uN S # O (véase [3, Chap. III Definition 4.3]). Fijemos u,
abierto tal que U € u. Entonces existe b C k tal que U € b° C u, pues todo
abierto es unién de bésicos. Asi, U € a®°Nb° = (aNb)° (véase el lema 1.7.1). En
particular, a Vb # (. Sea v € a N b. Entonces b € v* y por ende, v* € b° C u.
Como v € a, concluimos que v* € uN S.

Ahora probaremos que S~ C a°. Para esto, tomemos U € S~. Por el lema
1.4.8, basta probar que a N'b # @, para cada b € U, pues asi obtendremos que
U € a°. Fijemos b € U. Entonces U € b° y b° es abierto. Como U € S, se tiene
que b° N S # (). Luego existe v € a tal que v* € b°. Por lo anterior, b € v*, y
por ende, v € bNa. O

Lema 2.3.7. Sean o € k y a C k. Entonces:
1. {a*} es abierto y cerrado en Bk.
2. a* =a°NK".
8. a* es compacto en Bk.

DEMOSTRACION:

Inciso 1. Por el inciso 1 del lema 1.7.1, {a*} = {a}°. Asi, por el lema 2.3.6,
{a*} es abierto y cerrado.

Inciso 2. Observemos que se satisface los siguiente:
0" =a°\ {7 17 € K} =N (Br\ {7" 17 € k}) = a° K"

Inciso 3. Por el lema 2.3.6, a® es cerrado. Ademds, {y* : v € k} = U, ¢, {7*}
y por el inciso 1, {y* : v € k} es abierto. De esta forma, k* = Br \ {7* : v € K}
es cerrado. Ademads, por el inciso 2, a* = a® N k*. Entonces a* es cerrado. Asi,
como a* es un subconjunto cerrado del compacto S, concluimos que a* también
es compacto. O

Proposicién 2.3.8. La familia B« = {a* : a C Kk} es base para la topologia de
k*. Ademds, los elementos de By~ son subconjuntos compactos de k*.

DEMOSTRACION: Como {a° : a C k} es base de 8k, {a° Nk* : a C K} es base
para la topologia de k* (véase [3, Chap. III Theorem 7.2]). Tomemos a C .
Por el inciso 2 del lema 2.3.7, a* = a® N k*. Ademas, por el inciso 3 del lema
2.3.7, sabemos que a* es compacto en Sk. Asi, como a* C k* C Sk, concluimos
que a* es un subconjunto compacto de k*. O

Para nuestro objetivo, nos interesa demostrar la siguiente proposicion:

Proposicién 2.3.9. K(k, ) implica que k* y \* son homeomorfos.
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Dividiremos la prueba de la proposicién anterior en tres lemas: 2.3.10, 2.3.11
y 2.3.12. En ellos, supondremos que K(k, A, f) y tomaremos h : k* — \* tal
que para cada U € k*:

hU) ={bC A:3a e U(f([a] = [0])}
Lema 2.3.10. & esta bien definida.

DEMOSTRACION: Fijemos U € x*. Probaremos, en primer lugar que A(U) no
contiene subconjuntos finitos de A. Por la proposicién 1.4.13, tenemos que
todos los elementos de U son infinitos. Sea ¢ € h(U). Por lo anterior, existe
a € U, conjunto infinito, tal que f([a]) = [¢] y por ende, [a] # [0] (véase la
proposicién 1.6.6). Como f es un isomorfismo, por la proposcién 1.6.7, tenemos
que [c] # [@]. Por lo tanto, cada elemento de h(U) es infinito y en particular,

0 ¢ nU).

Ahora probaremos que h(U) es un filtro. Si ¢,d € h(U), existen a,b € U
tales que f([a]) = [c] y f([b]) = [d]. Como U es filtro, se sigue que aNb € U. De
esta forma, por la proposicién 1.6.7, f([aNd]) = [eNd] y por ende, cNd € h(U).
Finalmente, si ¢ € h(U) y d C X satisfacen ¢ C d, entonces existen a,b € U de
tal modo que f([a]) =[], f([b]) = [d] y ademds, [¢] <* [d]. Como U es un filtro
y a CaUb, tenemos que aUb € U. Por la proposicién 1.6.7, f([aUb]) = [cUd].
Por lo tanto, d = cUd € h(U).

Para probar que h(U) es un ultrafiltro, demostraremos que ¢ € h(U) o
A\ ¢ € h(U), para cada ¢ C A (véase la proposicién 1.4.9). Para esto, fijemos
¢ C A. Como f es un isomorfismo, existe a C  tal que f([a]) = [c]. Si ¢ & h(U),
entonces a ¢ U. Dado que U es un ultrafiltro, de la proposicién 1.4.9 tenemos
que k \ a € U. Ademsds, por la proposicién 1.6.7, f([k\ a]) = [A\ ¢] y por ende,
A\ ce h(U).

Hemos demostrado que h(U) es un ultrafiltro en A tal que todo elemento de
h(U) es infinito. Asi, por la proposicién 1.4.13, h(U) # «o*, para cada a € A.
Por lo tanto, h(U) € \*. O

Lema 2.3.11. h es continua.

DEMOSTRACION: Basta probar que para cualesquiera U € k* y u, abierto de A*
tal que h(U) € u, existe v, abierto de x* tal que U € v y hlv] C u. Para esto,
fijemos U € k* y u, abierto de A* tal que h(U) € u. Entonces existe b C A para
el cual h(U) € b* C u y por ende, b € h(U). Asi, existe a € U que satisface
f([a]) = [b]. Por esto tdltimo, U € a*. Veamos que h[a*] C b*. Fijemos V € a*.
Como a € V' y f([a]) = [b], se tiene que b € h(V) y por ende, h(V) € b*. De
esta forma, v = a* es un abierto de x* tal que U € v y hjv] C b* C u. Por lo
tanto, h es continua. O

Lema 2.3.12. h es un homeomorfismo.
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DEMOSTRACION: Por la proposicién 2.3.11, sabemos que h es continua. Defina-
mos g : A* — k¥ tal que para cada V € \*:

g(V)={aCr:3beV(F([b]) = [a)}

Como f~! también es un isomorfismo, se tiene que g estd bien definida y es
continua, pues g resulta de cambiar K(k, A, f) por K(\, &, f~1) y h por g en las
proposiciones 2.3.10 y 2.3.11.

Demostraremos que g = h~!. Para esto, veamos que g o h = Id,-. Sea
U € k*; probaremos que g(h(U)) = U. Si a € g(h(U)), por definicidn, existe
b€ h(U) tal que f~1([b]) = [a]. Como b € h(U), existe ¢ € U tal que f([c]) = [b].
Dado que f es un isomorfismo, se sigue que [c¢] = [a] y por la proposicién 2.3.4,
a € [c] CU. Asi, g(h(U)) C U y ademds, g(h(U)) es un ultrafiltro. Por la
maximalidad de los ultrafiltros, concluimos que g(h(U)) = U. Andlogamente se
prueba que ho g = Idy« y de esta forma, g = h™'. O

Para probar que K(x, A) es equivalente a que £* y A* sean homeomorfos, nos
resta probar el reciproco de la proposicién 2.3.9:

Proposicién 2.3.13. Si k* y \* son homeomorfos, entonces K(k, \)

Dividiremos la prueba de la proposicién anterior en cuatro lemas: 2.3.14,
2.3.15, 2.3.16 y 2.3.17. En ellos, supondremos que h : k* — A* es un homeo-
morfismo.

Lema 2.3.14. Para cada a C & existe b C \ tal que hla*] = b*.

DEMOSTRACION: Sea a C k. Por la proposicién 2.3.8, a* es un abierto compacto
en k*. Como h es un homeomorfismo, h[a*] es un abierto compacto en A*. Asi,
existe S C P(A) tal que hla*] = ,cq¢* (véase la proposicién 2.3.8). Dado

que h[a*] es compacto, existe F' C S, finito, tal que hla*] = U cpc*. Por la
proposicién 2.3.5, hla*] = U,cpc® = (UF)*. Tomando b = (JF', concluimos
que hl[a*] = b*. O

*

Para cada a C k, fijemos ¢g(a) C X tal que hla*] = g(a)*.
Lema 2.3.15. Sean a,b C k. Si a =* b, entonces q(a) =" q(b).
DEMOSTRACION: Como a =* b, por la proposicién 2.3.3, a* = b* y por ende,

hla*] = h[b*]. Entonces g(a)* = ¢(b)* y nuevamente por la proposicién 2.3.3,
concluimos que g(a) =* q(b). O

Definamos f : P(k)/fin — P(N)/ fin de la siguiente forma: f([a]) = [¢(a)],
para cada a C K.

Lema 2.3.16. f estd bien definida y es un homomorfismo.
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DEMOSTRACION: Sean a,b C & tales que [a] = [b]. Como a =* b, por el lema

anterior, ¢(a) =* q(b). Asi, f([a]) = [g(a)] = [¢(b)] = f([b]). Por esto dltimo, f
estd bien definida.

Ahora bien, para a,b C k con [a] <* [b], tenemos que a C* b. Por
la proposicién 2.3.3, a* C b* y por ende, hla*] C h[b*]. De esta forma,
g(a)* = hla*] C h[b*] = q(b)*. Asi, por la proposicén 2.3.3, g(a) C* ¢(b). De
esta forma, f([a]) = [¢(a)] <* [¢(b)] = f([b]), de lo que se concluye que f es un
homomorfismo. O

Lema 2.3.17. f es un isomorfismo.

DEMOSTRACON: Por la proposicén anterior, f es un homomorfismo. Dado que
h=1: \* — Kk* es un homeomorfismo, para cada a C \ existe r(a) C & tal que
h~'[a*] = r(a)*. Definamos g : P(\)/fin — P(x)/fin como ¢([a]) = [r(a)],
para cada a C A. Los argumentos empleados anteriormente garantizan que g
esta bien definida y es un homomorfismo.

Demostraremos que g = f~!. Veamos que go f = Idp(y)/pin- Para esto,
fijemos a C k. Como f([a]) = [g(a)], se tiene que g(f([a])) = [r(¢(a))]. Por otra
parte, hla”] = q(a)* ¥ por ende, a* = h~"[la*]] = h~[q(a)*] = r(g(a))". De
esta forma, a* = r(¢(a))* y por la proposicién 2.3.3, a =* r(g(a)). Por lo tanto,
(a] = [r(g())] = 9(/([a])). Andlogamente se prucba que f o g — Ldpxy/fin: O

2.4. Q-sucesiones fuertes

Naturalmente, una forma de acercarnos a una respuesta negativa del
problema de Katowice es investigar qué consecuencias tiene el suponer que
K(w,w1) es cierto y ver si alguna de éstas es contradictoria. Esta seccién expone
resultados que van en esta direccién.

Sean [al, [b] € P(k)/fin arbitrarios. Denotaremos por [a] A [b] al infimo de
{lal, [b]}. Ademéds, [a] <* [b] significard que [a] <* [b] v [a] # [b].

Recordemos que para cualesquiera [a],[b] € P(k)/fin, por la proposicién
1.6.6, [a] A[b] = [aNb]. Ademas, si K(k, A, f), entonces existen [c], [d] € P(X)/fin
tales que f([a]) = [¢] v f([b]) = [d]. Como f es un isomorfismo, del inciso 4 de
la proposicién 1.6.7 se sigue que f([a] A [b]) = [c] A [d] = f([a]) A f([D])-

Lema 2.4.1. k tiene una particion {as : o € K} C [K]".

DEMOSTRACION: Como k- K = K, existe una funcién biyectiva f : kK X K — k.
Definamos a, = f[{a} X k], para cada a € k. Fijemos «a, 8 € k. Como [ es
inyectiva, a, Nag = 0, siempre que o # 3, pues ({a} x k) N ({8} x k) = 0.
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Por otra parte, la suprayectividad de f implica que:

r=flox ] = fI{JHa} xw)] = | fi{a} x#] = | aa

aEk aER aER

Dado que |aq| = [{a} X k|, concluimos que {a, : & € k} C [k]" es una
particién de k. O

Del lema anterior, observemos que si elegimos b, C a,, para cada a € &,
entonces b = J,, b satisface que b Na, = by, para cada o € x. Nuestro
objetivo en esta seccion serd estudiar las consecuencias de esta propiedad cuando
suponemos K(k, A), especialmente cuando K(w, w1 ).

Definicién 2.4.2. Sea S C P(k)/fin. Decimos que S es una Q-sucesion fuerte
st satisface lo siguiente: para cada funcién e : S — P(k)/fin tal que

Vla] € S(e([a]) <* [a])
existe [b] € P(k)/fin de tal modo que e([a]) = [a] A [b], para cada [a] € S.

La funcién e mencionada en la definicién anterior puede verse como una
funcién que elige un subconjunto de a, para cada [a] € S, tal y como puede
deducirse del lema siguiente.

Lema 2.4.3. Si [a],[b] € P(k)/fin son tales que [a] <* [b], entonces existe
¢ C b tal que [a] = [].

DEMOSTRACION: Dado que [a] <* [b], tenemos que a C* b y por ende, a \ b es
un conjunto finito. Consideremos ¢ = a N b. Observamos que ¢ C* a. Por otra
parte, a \ ¢ = a\ b es finito, en otras palabras, a C* ¢. Asi, ¢ =* a. Por lo tanto,
[a] =[c] y ¢ Cb. O

La nocién de Q-sucesion fuerte tiene como idea central la de “uniformizar”.
Expliquemos esta frase. En primer lugar, el lema previo nos dice que la funcién
e de la definicién 2.4.2, esencialmente, elige un pedazo de a, para cada a que
satisfaga [a] € S. De este modo, lo que hace el conjunto b del que habla la
definicién antes mencionada es uniformizar la seleccién hecha por e, es decir,
pegar adecuadamente todos los pedazos que e eligié.

Proposicién 2.4.4. P(k)/fin tiene una Q-sucesion fuerte de cardinalidad k.

DEMOSTRACION: Por el lema 2.4.1, s tiene una particién {a, : a € K} C [s]".
Definamos S = {[as] : @ € k}. Sean a, € k tales que o # [, entonces
ao Nag = 0. De esta forma, [a,] # [ag], pues aq,ag € [k]". Asi, |S| = k.

Ahora probaremos que S es una Q-sucesién fuerte. Para esto, fijemos
e : S — P(k)/fin, una funcién tal que e([as]) <* [aa], para cada « € k. To-
memos « € k arbitraria. Por el lema 2.4.3, existe b, C a, tal que e([aq]) = [ba].

Asi, definamos b = (J,¢,. ba- Veamos que e([aq]) = [an Nb], para cada o € k.
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En efecto, si a € k, entonces a, Nbg = 0, para cada 8 € « \ {a}, pues bg C ag.
De esta forma, a, Nb = aq Nby = by. Por lo tanto, e([ay]) = [ba] = [aaNb]. O

Expresado en forma coloquial, el resultado siguiente dice que las Q-sucesiones
fuertes son “ajenas por pares”.

Proposicién 2.4.5. Sea S C P(k)/fin una Q-sucesion fuerte. Si [a],[b] € S
son tales que [a] # [b], entonces [a] A [b] = [0)].

DEMOSTRACION: Por reduccién al absurdo, supongamos que existen [a], [b] € S
tales que [a] # [b] v [a] A [b] # [0]. De esta forma, [a N b] # [B] y por ende, aNd
es infinito. Por lo anterior, existen ¢,d C a N b, conjuntos infinitos tales que
cnNd = . Observamos que [¢] <* [aNb], pues ¢ C* aNby d C (aNb)\c es infinito.
Andlogamente, [d] <* [a N b]. Definamos e : S — P(k)/fin de la siguiente
forma: e([a]) = [c}, (b)) = [d] y e([k]) = [K], para cada [k] € S\ {[a], [}
Como S es una Q-sucesién fuerte, existe [I] € P(k)/fin tal que e([k]) = [k] A [1],
para cada [k] € S. En particular, [¢] = [a] A[l] y [d] = [b] A [I]. Asi, ¢ =* anl
yd=""bnNl Veamos que d C* anNl C* ¢. Como d C a N b, tenemos que
d\ (anl)y=d\l=d\ (bNl)y por ende, d\ (aNl) es finito, pues d C* bN .
De esta forma, d C* a Nl. Ademés, anNl C* ¢, pues ¢ =* a Nl. Por lo tanto,
d C* anl C* ¢, pero esto ultimo contradice que d es un conjunto infinito tal
que dNc=10. O

Observemos que si [a] A [b] = [0], entonces a y b son casi ajenos, es decir,
a MNb es un conjunto finito.

Los dos resultados siguientes nos muestran cémo, a partir de una Q-sucesiéon
fuerte, se puede obtener otras Q-sucesiones fuertes.

Proposicién 2.4.6. Sea S una Q-sucesién fuerte de P(k)/fin. Si R C S,
entonces R es una Q-sucesion fuerte de P(k)/ fin.

DEMOSTRACION: Sea e : R — P(k)/fin, una funcién tal que e([a]) <* [a],
para cada [a] € R. Definamos g : S — P(k)/fin de tal modo que g [ R = e
y g([a]) = [a], para cada [a] € S\ R. Como S es una Q-sucesién fuerte, existe
[b] € P(r)/fin tal que g([a]) = [a] A [b], para cada [a] € S. En particular,
e([a)) = g([a]) = [a] A [D], para cada [a] € R. O

Proposicién 2.4.7. Sean S una Q-sucesion fuerte de P(k)/fin y b C k. En-
tonces R = {[a] A [b] : [a] € S} es una Q-sucesion fuerte de P(k)/fin.

DEMOSTRACION: Tomemos e : R — P(k)/fin, una funcién arbitraria tal
que e([a] A [b]) <* [a] A [b], para cada [a] € S. Definamos g : S — P(k)/fin
como ¢([a]) = e([a] A [b]), para cada [a] € S. Dado [a] € S, observamos que
g([a]) = e([a] A [B]) <* [a] A [B] <* [a]. Como S es una Q-sucesién fuerte, lo
anterior implica que existe [¢] € P(k)/fin tal que g([a]) = [a] A [¢], para cada
[a] € S. Fijemos [a] € S. Entonces, e([a] A [B]) = g([a]) = [a] A [¢]. Ademds,
e([a] A b)) A [B] = e([a] A [b]), pues e([a] A [B]) <* [a] A [b] <* [b]. Por lo tanto,
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e([a] A B]) = ([a] Ae]) A[b] = ([a] A [b]) A [e], para cada [a] € S. O

Como mencionamos al principio de la seccién: la existencia de ciertas Q-
sucesiones fuertes es una consecuencia de suponer que K(w,ws) es cierto. De
manera precisa, tenemos:

Proposicién 2.4.8. K(wy,w) implica que P(w)/ fin tiene una Q-sucesidon fuer-
te de cardinalidad wq.

DEMOSTRACION: Sea f : P(w1)/fin — P(w)/fin un isomorfismo. Por la
proposicién 2.4.4, existe S, una Q-sucesion fuerte en P(wq)/ fin de cardinalidad
w1. Demostraremos que f[S] es una Q-sucesion fuerte en P(w)/ fin. Para esto,
sea e : f[S] — P(w)/fin una funcién tal que e(f([a])) <* f([a]), para cada
[a] € S.

I8

S ————— f[9]

f_loeofl le

Ftoco fIS] =—eo Is]

Como f~! también es un isomorfismo, tenemos que f~!oeo f([a]) <* [a],
para cada [a] € S, pues e(f([a])) <* f([a]). Entonces existe [b] € P(w)/fin tal
que f~toeo f([a]) = [a] A [b], para cada [a] € S. Fijemos [a] € S y veamos que
eo f(lal) = F(la]) A (). Bn efecto, f(a] A (b)) = £([a]) A F(b]) ¥ por ende,
eo f(la]) = f([a]) A f([b]), pues f~" oeo f([a]) = [a] A [B]. Por lo tanto, f[S] es

una Q-sucesién fuerte de P(w)/ fin. O

En vista de la proposicion 2.4.4, es natural preguntarse si la existencia de
Q-sucesiones fuertes como las mencionadas en la proposicién anterior puede
deducirse de ZFC. Nuestro siguiente resultado nos muestra que la respuesta es
negativa.

Proposicién 2.4.9. SiP(w)/ fin tiene una Q-sucesion fuerte S de cardinalidad
w1, entonces ¢ = 2“1,

Divideremos la prueba de la proposiciéon anterior en los siguientes lemas:
2.4.10, 2.4.11 y 2.4.12. En ellos, supondremos que S es una Q-sucesién fuerte
tal que |S| = wy y [0] ¢ S. También definamos:

E = {e e (P(x)/fin)* : ¥[a] € S(e(la]) € {[0],[a]}}
donde (P(x)/fin)° denota a la familia de funciones de S en P(k)/fin.
Lema 2.4.10. |E| = 2“1

DEMOSTRACION: Como |S| = wy, bastara con probar que |E| = [2°]|. Para cada
e € F, definamos f. : S — 2 de la siguiente forma:
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0 sie(la]) = [0
Jella)) =
1 sie([a]) = [d]

Observamos que f, estd bien definida porque [a] # [], para cada [a] € S.
Veamos que F : E — 29 definida como F(e) = f. es una funcién biyectiva.

Sean ej,es € E funciones tales que e; # ey. Entonces existe [a] € S
tal que ei([a]) # ea([a]). Dado que e;([a]),ea([a]) € {[0],]a]}, supongamos,
sin pérdida de generalidad, que e1([a]) = [0] y e2([a]) = [a]. De esta forma,
fer([a]) =0 # 1 = fe,([a]), pues [a] # [0]. Asi, F es inyectiva.

Ahora bien, sea f € 2°. Consideremos e € F, la siguiente funcién:
0] sif([a]) =0
[a] sif([a]) =1

Observemos que F'(e) = f. Por lo tanto F es suprayectiva. O

Lema 2.4.11. Sie € E, existe [b.] € P(w)/fin tal que e([a]) = [a] A [be], para
cada [a] € S.

DEMOSTRACION: Observamos que e([a]) <* [a], para cada [a] € S. Como S es
una Q-sucesion fuerte, existe [be] € P(w)/fin tal que e([a]) = [a] A [b.], para
cada [a] € S. O

Lema 2.4.12. Sea f : E — P(w)/fin, dada por f(e) = [b.]. Entonces f es
myectiva.

DEMOSTRACION: Sean e1,e3 € E con e; # es. Entonces existe [a] € S tal que
e1([a]) # ea([a]). Sin pérdida de generalidad, supongamos que e;([a]) = [0] y
es([a]) = [a]. De esta forma, [a] A [be,] = e1([al) = [0] y [a] A [be,] = e2([a]) = [a]-
Asi, necesariamente [be, ] # [be,]- O

Observamos que 2“! < ¢ se sigue de los lemas anteriores. Esto es porque
f: E — P(w)/fin es una funcién inyectiva donde |E| = 2t y |P(w)/fin| = ¢
(véase la prueba de la proposicién 2.2.2). Ademds, como w < wy, tenemos que
¢ = 2% < 2%, Por lo tanto, la proposicién 2.4.9 se sigue.

Las Q-sucesiones fuertes también estan relacionadas con el problema de
metrizacién de Moore. Para esto, recordemos que un refinamiento de un espacio
topolégico X es una familia F = {4, : n € w}, de cubiertas abiertas del
espacio X tales que para cualquier punto p € X y cualquier cerrado ¢ C X que
satisfagan p ¢ ¢, existe n € w tal que si u € A, y p € u, entonces uNec = . Si
ademés A,11 C A,, entonces diremos que F es un refinamiento anidado. Asf,
diremos que un espacio topolégico es un espacio de Moore si es regular y tiene
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un refinamiento anidado.

Un resultado referente a los espacios de Moore es que todo espacio métrico
es un espacio de Moore. Sin embargo, no todo espacio de Moore es un espacio
métrico. La pregunta natural es la siguiente: ;bajo qué condiciones un espacio
de Moore es metrizable? En particular, el problema de metrizacién de Moore
plantea la siguiente pregunta: ;todo espacio de Moore y normal es metrizable?.
En [4, Theorem 5], se prueba que una consecuencia de CH es que todo espacio
de Moore que satisface ser normal y separable, también es metrizable.

La siguiente definicién es necesaria para comprender la relacién entre los
espacios de Moore y las Q-sucesiones fuertes.

Definicién 2.4.13. Sea X wun espacio topoldgico. Decimos que X es un Q-
conjunto si para cualquier M C X se tiene que M puede expresarse como la
interseccion de una familia numerable de abiertos de X.

Recordemos que un espacio X es localmente compacto si es Hausdorff y para
cada p € X existe un abierto u tal que p € u y u~ es compacto. El siguiente
resultado es una versién del teorema de la categoria de Baire:

Proposicién 2.4.14 (Baire). En un espacio topoldgico localmente compacto X,
la interseccion contable de abiertos densos de X es denso en X.

La prueba de la proposicién anterior puede ser consultada en [3, Chap. XI
Theorem 10.1].

Proposicion 2.4.15. Consideremos a R, la recta real con la topologia usual y
Q C R, el conjunto de los nimeros racionales con la topologia heredada por R.

1. Q no puede expresarse como la interseccion de una familia contable de
abiertos de R. En particular, R no es un Q-conjunto.

2. Si X CR es contable, entonces X es un Q-conjunto.

DEMOSTRACION:

Inciso 1. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe una familia conta-
ble de abiertos A tal que Q = [].A. Dado que A es contable, existe una biyeccién
entre los elementos de A y Q. Asi, A = {u, : » € Q}. También observemos que
Q C u,, para cada r € Q, pues Q = (). A. Definamos B = {u, \ {r} : r € Q}
y veamos que los elementos de B son abiertos densos en R. Para esto, fijemos
r € Q. Como R\ {r} es abierto en R, se sigue que u, \ {r} = u, N (R\ {r}) es
abierto. Si v es un abierto de R, entonces v contiene una cantidad infinita de
numeros racionales y por ende, existe algin ¢ € Q tal que g # r y ¢ € v. Por
lo anterior, ¢ € v N (u, \ {r}), pues Q C u,. Asi, B es una familia de abiertos
densos de R. Dado que (). A = Q, se sigue que:

NB= N\ {h=(u)\Q=0

reQ reQ
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Pero lo anterior contradice la proposicién 2.4.14, pues llegamos a que ) es
una interseccién contable de abiertos densos en R.

Inciso 2. Fijemos A C X y veamos que A puede expresarse como la
interseccién de una familia contable de abiertos de X. Dado que R\ {z} es
un abierto de R, para cada = € X \ A, se tiene que X \ {z} = X N (R\ {z})
es un abierto de X. Como X es contable, el resultado se sigue de la igualdad
A=N{X\{z}:z e X\ A}. O

Nuestro siguente resultado contiene una relacién interesante entre el proble-
ma de Katowice y la conjetura de Moore.

Proposicién 2.4.16. K(w,w) implica la existencia de un espacio de Moore
normal y separable que no es metrizable.

DEMOSTRACION: Supongamos que K(w,w;) es cierto y fijemos S, una Q-
sucesién fuerte de cardinalidad wy en P(w)/fin. En [1, Fact. 2.3], se explica
cémo usar S para obtener un subespacio X del conjunto ternario de Cantor

que es un Q-conjunto y satisface |X| = w;. Ahora, segin [9, Example F] se
puede emplear a X para construir un espacio de Moore normal y separable que
no es metrizable. O

En la proposicién 3.5.9 se probarda que hay un modelo de ZFC en el que no
existen Q-sucesiones fuertes y en la proposicién 3.6.1 se argumentara que en ese
mismo modelo de ZFC la recta real tiene un Q-conjunto de cardinalidad w; .

2.5. Una reduccion fundamental

Nuestro objetivo en esta seccién serd demostrar que si k y A son cardinales
tales que K(k, \), entonces k, A € {w,w; }. Para alcanzar este objetivo requeri-
remos de algunas definiciones y resultados.

Definicién 2.5.1. Sean f,g € w*. Diremos que f domina a g (y lo escribimos
como g <* f) si existe algin n € w tal que g(i) < f(i), para cada i € w con
n < i. Diremos que [ domina a g de forma estricta (y lo escribimos como
g <* f) si existe algin n € w tal que g(i) < f(i), para cada i € w con n < 1.

Aunque utilizamos el simbolo <* para denotar dos érdenes distintos (uno
en P(X)/fin y otro en w*), podemos diferenciar cada caso por el contexto.

Sean f,g,h € w¥ cualesquiera. Si f <* g <* h, entonces existen n,m € w
tales que f(i) < g(i) y g(j) < h(j), siempre que i,j € w, con n < iy
m < j. En particular, tenemos que f(i) < g(i) < h(i), para cada i € w que
satisface max{n, m} < i. Por lo anterior, <* es transitiva. Andlogamente, <*
es transitiva. Ademads, si ocurre que f <* g <* h 6 f <* g <* h, entonces
tendremos que f <* h.
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Observemos que <* no satisface ser antisimétrica. Para ver esto, definimos
las funciones f,g € w* como f(0) =0, g(0) =1y 1 = f(x) = g(z), para cada
x € w\ {0}. De esta forma, f <* gy g <* f, pero f # g. Ademds, <* es
reflexiva y <* es antirreflexiva, es decir, para cada f € w* se tiene que f <* f,
pero no ocurre f <* f.

Recordemos que si 6 es un ordinal, entonces la pertenencia, €, define una
relaciéon binaria en § que es transitiva y falla en ser reflexiva y antisimétrica.
De este modo, dado un conjunto S C w*, diremos que el tipo de orden de S es
el ordinal § si existe una funcién biyectiva ¢ : § — S de tal modo que para
cualesquiera «, 8 € ¢ se satisface que ¢(a) <* ¢(f) siempre y cuando « € 3.

Definicién 2.5.2. Decimos que un conjunto S C w* es dominante si para cada
g € w¥ existe f € S tal que g <* f. Si ademds, S es bien ordenado por <* y
tiene tipo de orden &, entonces diremos que S es una J-escala.

Si S es una J-escala, por definicion existe una funcién biyectiva ¢ : § — S
con las caracteristicas mencionadas en el parrafo que precede a la definicion
2.5.2. Si hacemos f, = ¢(«a), para cada o < d, entonces S = {f, : & < K} y
ademds, para cualesquiera «, 5 < § se tiene que f, <* fg siy sélo si a < .
De este modo, cada vez que escribamos “S = {fy : a < 0} es una d-escala”
entenderemos que la bicondicional anterior se verifica.

Proposicion 2.5.3. A lo mds existe un cardinal reqular s tal que para dicho k
eriste una k-escala.

DEMOSTRACION: Por reduccién al absurdo, supongamos que hay dos cardinales
regulares £ y A con kK < A para los cuales existen S, = {f, : @ < K}, una
k-escala, y Sy = {gq : @ < A}, una A-escala. Para cada o < k existe B(a) < A
tal que fo <* gg(a), Pues Sy es dominante. Como £ < Ay {f(a) : @ < K} es
una sucesién de ordinales menores que A, por la regularidad de A, se sigue que
existe un ordinal 8 < A tal que B(a) < f, para cada a < k. Dado que Sy es
dominante, existe v < x para el cual gg <* f,. Asi, gg <* f, <" gp(4). Pero
como Sy es una A-escala, entonces gg(,y <* gs. De este modo, tenemos que
95 <" ga(y) <" gp, lo cual es una contradiccion. O

Lema 2.5.4. Sean k un cardinal reqular y T = {fo : @ < k} C w* una familia
dominante tal que fo <* fg, siempre que o < f < k. Entonces ' contiene una
k-escala.

DEMOSTRACION: Definiremos una familia de funciones {g, : @ < K} C T que
resultard ser una k-escala. Tomemos gyg = fp. Por induccién, supongamos que
para algin ordinal o < s hemos definido {gs : 8 < a} C T, de tal modo que
gy <* gg cuando v < B < ac y tal que fg <* gg, para cada 8 < . Deseamos
encontrar una funcién g, tal que gz <* gq, para cada § < a. Dado que T es
dominante, para cualquier 8 < « existe un ordinal () < & tal que gg <* fy(g)-
Como & es un cardinal regular y {v(8) : 8 < a} es una succesién de ordinales
en k, existe un ordinal § < x para el cual v(8) < d, siempre que 5 < a. De esta
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forma, gs <* f,(3) <* fs, para cada 8 < a. Dado que T es dominante, existe
una funcién f € T tal que fs + fo + 1 <* f. Definamos g, = f. Asi, fo <" g4
v 98 < f5 <* ga, para cada 8 < a.

Definamos S = {go : @ < £}. S6lo nos resta demostrar que S es dominante.
En efecto, sea g € w”. Como T es dominante, existe a € k tal que g <* f,.
Dado que f, <* gq, concluimos que g, domina a g. O

Lema 2.5.5. Sea f : X — Y wuna funcion biyectiva. Entonces la funcion
h:P(X)/fin — P(Y)/ fin definida como h([a]) = [fla]], para cada a C X, es
un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Veamos que h estd bien definida. Para esto, tomemos
a,b € P(X) tales que [a] = [b]. Entonces a =* b, de lo que se sigue fla] =* f[b].
De esta forma, [f[a]] = [f[b]], es decir, h([a]) = h([D]).

Para ver que h es biyectiva, definamos g : P(Y')/fin — P(X)/ fin dada por
g(la]) = [f~![a]], para cada a C Y. Demostraremos que g = h~!. Bastard con
probar que goh = Idp(x)/fin y hog = Idp(y))tin- Tomemos a C X arbitrario.
Veamos que g o h([a]) = [a]. En efecto:

goh([a]) = g(h([a]) = g([f[al]) = [f " [flal]] = [a]

Por lo tanto, g o h = Idp(x)/fin- De forma andloga se sigue que
hog=Idp(x)/fin, con lo que concluimos que h es biyectiva y g = ht.

Ahora bien, sean [a],[b] € P(X)/fin tales que [a] <* [b]. Veamos que
h([a]) <* h([b]). Dado que [a] <* [b], se sigue que a C* b y por ende,
fla] €* f[b]. De lo anterior concluimos que h([a]) = [f[a]] <* [f[b]] = h([b]).
Anélogamente se prueba que g([a]) <* g([b]), es decir, que h=1([a]) <* h=L([b]).
Por lo tanto, h es un isomorfismo. O

Una conexién interesante entre el problema de Katowice y la existencia de
escalas es como sigue.

Proposicién 2.5.6. Si k es un cardinal regular no numerable tal que K(w, k),
entonces eriste una k-escala.

DEMOSTRACION: Como |w| = |w X w| y || = |w x k|, de K(w,k) podemos
suponer que existe un isomorfismo ¢ : P(w x k)/fin — P(w X w)/fin. Para
cada n € w, definamos W,, = {n} X kK y w, = {n} x w. Veamos que existe un
isomorfismo h : P(w X k)/fin — P(w x w)/ fin tal que h([W,,]) = [wy].

Para esto, elijamos u,, C w X w, tal que ¢([W,]) = [u,]. Como W, es infinito,
por las proposiciones 1.6.6(3) y 1.6.7(1), u,, es un conjunto infinito. Notemos que
sin # m, entonces [u,Nuy,] = ¢([W,NW,,]) = ¢([0]) = [0] (véase la proposicién
1.6.7). Asi, upNuy, =* 0. De este modo, la familia {u, : n € w} es casi ajena. Por
otra parte, (w x w) \ (U, c,, Un) es a lo mds numerable. Si (w x w) \ (U, ., Un)
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es infinito, sea {z, : n € w} una enumeracién de sus elementos y definamos
Vn = (tn \ Ujcp wi) U{zn}. Si(wxw)\ (Upey, un) es finito, sea {z,, : n < m}
una enumeracién de sus elementos y definamos v, = (un \ U, ., ui) U{xn}, para
cada n < m, y v, = upn \ U, un cuando m < n. En cualquiera de los casos
anteriores, dado que u; Nu, =* (), para cada i < n, tenemos que [u,] = [v,]. De
esta forma, la familia {v, : n € w} es una particién de w x w cuyos elementos son
infinitos. Por lo anterior, existe una funcién biyectiva e : w X w — w X w tal que
e[vn] = wy. Definamos g : P(w X w)/fin — P(w x w)/ fin como g([a]) = [e[a]]
para cada a C w X w. Del lema 2.5.5 tenemos que g es un isomorfismo. Sea h la
funcién g o ¢, entonces h es un isomorfismo tal que:

h(Wn]) = g(6([Wal)) = g([un]) = g([vn]) = [e[vn]] = [wn]

Ahora bien, para cada @ € k definamos A, = w X [, k). Seleccionemos
ao C w x w tal que h([4s]) = [aa] ¥y sea fo 1 w — w definida como
fa(n) = min{i € w: (n,i) € an}, para cada n € w. Veamos que f, esta bien
definida. Sea n € w. Bastara con verificar que w, N a, es no vacio. Como
W, NA, es infinito, tenemos que [W,,NA,] # [0] (véase la proposicién 1.6.6(3)).
De esta forma, [w, Nas] = h([W, N A,]) # [0] (véase las proposiciones 1.6.6(3)
y 1.6.7(4)). Por esto dltimo, w, N a, es infinito.

Demostraremos que {f, : @ € k} contiene una k-escala. Para esto, bas-
tard con probar que la familia de funciones anterior satisface las condiciones
del lema 2.5.4.

Sean o < B < k. Veamos que f, <* fg. Claramente Ag C A, y por ende,
[Ag] <* [Aa]. Luego, [ag] = h([Ag]) <* h([Ad]) = [aa]. Asi, ag CF a, y esto sig-
nifica que ag\ aq es finito. Definamos m = max{i € w: 35 € w((4,7) € ag\aq)}-
Asi, si n € w satisface que m + 1 < n, entonces (n, fg(n)) € ag y por ende,
(n, fg(n)) € aq, pues no existe j € w tal que (n,j) € ag \ aq. De esta forma,
fa(n) < fg(n). Por lo tanto, fo <* f3.

Resta demostrar que {f, : @ < k} es dominante. Para esto, tomemos f € w*
arbitraria. Definamos by = {(n,%) : ¢ < f(n)} y seleccionemos un conjunto
By C w x & tal que h([Byf]) = [by]. Para cada n € w tenemos que w, N by es
finito. De esta forma:

(W 0 By) = b= ([wn Nby]) = R ([0]) = 0]

De lo anterior se tiene que W, N By es finito. Dado que By = J
se sigue que By es numerable. Consideremos el conjunto:

W, N By,

new

S={y<k:Jiew((i,v) € By}

Observamos que S es un subconjunto numerable de , pues By es una fami-
lia numerable de parejas ordenadas y S es el conjunto formado por las segundas
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coordenadas de los elementos de By. Como & es un cardinal regular no nume-
rable, existe un ordinal § < k tal que v < 4, para cada v € S. De esta forma,
As N By = (). Entonces:

[as N bs] = h([As N By]) = h([0]) = [0]

De lo anterior se sigue que as N by es finito. Por esto dltimo, existe algin
m € w tal que para cada n € w que satisface m < n se tiene w, N (as Nby) = 0.
Veamos que f <* fs5. En efecto, para cada n € w, con m < n, tenemos que
(n, fs(n)) € w, Nas. Luego, (n, f5(n)) ¢ by y por ende, f(n) < f5(n). Por lo
tanto, {f, : @ < Kk} es dominante. O

En resultados posteriores serd importante deducir la existencia de isomor-
fismos a partir de hipétesis del tipo K(k, A). Por esta razén incluimos el lema
siguiente.

Lema 2.5.7. Sea f : P(k)/fin — P(N)/fin un isomorfismo. Si X C Kk y
Y C X\ son conjuntos tales que f([X]) = [Y], entonces los conjuntos P(X)/fin
y P(Y)/fin son isomorfos.

DEMOSTRACION: Dado un conjunto a C X, denotaremos por [a]x a su clase de
equivalencia en P(X)/ fin, mientras que [a],; denotard su clase de equivalencia
en P(k)/fin. Similarmente, para b C Y usaremos [bly y [b]x para denotar a las
clases de b en P(Y)/fin y P(N)/ fin, respectivamente.

Definamos ¢ : P(X)/fin — P(Y)/fin como sigue: para cada a C X sea
9(la]lx) = f([a],) NP(Y). Veamos que g estd bien definida. Para cualesquiera
a y b subconjuntos de X tales que [a]x = [b]x se sigue que a =* b y por ende,
[a], = [b]x. Asi:

g(la]x) = f(lalx) NP(Y) = F([bl) N P(Y) = g([blx)

Por lo anterior, g no depende del representante de la clase de equivalencia.
Ahora bien, afirmamos que si a C X, existe @ C Y tal que g([a]x) = [a]y. En
efecto, si s C & es tal que f([al,) = [s]a, entonces:

Asi, tomemos @ = s NY. De esta forma, g([a]x) = [@]x NP(Y) = [a]y.

Ahora veamos que g es una funcién biyectiva. Para esto, definamos una
funcién h : P(Y)/ fin — P(X)/ fin de la siguiente forma: para cada b C Y sea
h([b]y) = f~1([b]x) N P(X). Por un argumento andlogo al del parrafo anterior
tenemos que h estd bien definida.

Probaremos que h = ¢~ !'. Veamos que hog = Idp(x)/fin- Sia C X, entonces
existe @ C Y tal que g([a]x) = [a]y. Bastard con verificar que f([a].) = [a]a,
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pues de esto se seguird que:
h(g([alx)) = M([aly) = " ([ax) NP(X) = [a] N P(X) = [a]x
Elijamos b C A tal que f([a],) = [b]». Observemos que:
@y = g(lalx) = f([als) NP(Y) = [B]x N P(Y)

Dado que @ € [a]y, se tiene que @ € [b]y N P(Y) y por ende, @ =* b, pues
@ € [b]a. De lo anterior se sigue que [@]y = [b]x = f([a]x). De esta forma,
hog = Idp(x)/tin- Andlogamente, se verifica que g o h = Idp(y),sin- Por lo
tanto, g es biyectiva.

Ahora bien, sean a y b subconjuntos de X tales que [a]x <* [b]x. Probare-
mos que g([a]x) <* g([b]x). Como a C* b, entonces [a], <* [b],. De esta forma,

f([a]s) <* f([b]x). Sean s,t C A tales que f([a},{l: [s]a ¥ f([blx) = [t]x. Asi,
s C*t,delo quesesiguea=sNY C*tNY = b (véase la igualdad 2.1). De

lo anterior concluimos que ¢([alx) = [a]ly <* [b]y = ¢([b]x). Por lo tanto, g
preserva orden. De modo semejante se verifica que h también preserva <* y
por ende, g es un isomorfismo. O

FEl resultado siguiente es una consecuencia del lema 2.5.5.

Lema 2.5.8. Si P(X)/fin y P(Y)/fin son isomorfos con | X| =k y |Y]| = A,
entonces K(k, ).

DEMOSTRACION: Sea f : P(X)/fin — P(Y)/fin un isomorfismo. Como
|X| = &, por el lema 2.5.5, existe un isomorfismo g : P(x)/fin — P(X)/ fin.
Por otra parte, dado que |Y| = A, nuevamente por el lema 2.5.5, tenemos que
existe un isomorfismo h : P(Y)/fin — P(N)/fin. Por lo tanto, ho f o g es un
isomorfismo entre P(k)/fin y P(\)/ fin. O

Recordemos como se define el orden lexicografico. Tal vez convenga usar
un poco de lenguaje coloquial antes de dar la definicién formal: podemos pen-
sar a las ternas de ordinales como palabras de tres letras y para colocar or-
denadamente a estas palabras en el diccionario tendriamos que ir “letra por
letra”. De manera formal el orden lexicografico se define de la siguiente mane-
ra: para cualesquiera (a, (8,7) v (@, B, %), ternas de ordinales, tendremos que
(a, B,7) < (@, 3,7) cuando ocurre alguna de las siguientes condiciones:

l.a<a
2.a=ayp<p
3.a=a,=Byy<7

Ademds, para cualquier clase no vacia de ternas de ordinales (que no nece-
sariamente sea conjunto), es posible encontrar una terna que satisface ser un
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elemento <-minimo de esta clase. Para verificar esto ultimo, comencemos por
observar que si A es una clase de ordinales y a € A, entonces (o + 1) N A es
un conjunto no vacio. De hecho, min((a + 1) N A) es el primer elemento de la
clase A. Ahora bien, si A es una clase de ternas de ordinales y (a, 8,7) € A,
entonces ((aw+ 1) x (f+1) x (y+ 1)) N A es un conjunto. Denotemos por S al
conjunto anterior. Si tomamos min .S, entonces también es el primer elemento de
la clase A. Observemos que si @ es el minimo ordinal que aparece en la primera
coordenada de alguna de las ternas de S, 3 es el minimo ordinal que aparece
en la segunda coordenada de alguna de las ternas de S que tienen por primera
coordenada a @, y 77 es el minimo ordinal que aparece en la tercera coordenada
de alguna de las ternas de S con @ como primera coordenada y 3 como segunda
coordenada, entonces min S = (@, 3, 7).

Lema 2.5.9. Sik, A y i son cardinales tales que K < A < p y K(k, p), entonces
K(k,N).

DEMOSTRACION: Por reduccién al absurdo, supongamos que existe una terna
de cardinales que no cumple lo anterior. Entonces existe una terna de cardinales
(k, A, 1) la cual es <-minima con respecto a que satisface kK < A < py K(k, p),
pero no satisface IC(k, A).

Sea h : P(u)/fin — P(k)/fin un isomorfismo. Como A C p, existe un
conjunto a C k tal que h([A]) = [a], y por el lema 2.5.7, tenemos que P(\)/ fin
y P(a)/fin son isomorfos. Sea 6 = |a|, por el lema 2.5.8, se sigue que (A, 6).
Observamos que 0 < k, pues a C k. Probaremos que 6 < k. Si ocurriera que
0 = k, entonces K(\, k), lo cual contradice nuestra suposicién original. Ademés,
no puede ocurrir que K(6, k), porque K(6,A) y no ocurre que (), k). De esta
forma, (0, k, A) es una terna de cardinales tal que 6 < k < Ay (0, \), pero no
ocurre K(6, k). O

El siguiente resultado serda empleado varias veces en el resto de esta seccion.

Proposicién 2.5.10. Si s es un cardinal infinito tal que K(x, k™), entonces

K(k,w).

DEMOSTRACION: Sea A el menor cardinal tal que K(x, A), entonces A < &, pues
K(k, k). Veamos que K(A\,A1). Si A = k 0 k = AT, lo anterior se sigue porque
K(r,5T) vy K(\ k). Por otra parte, si A < AT < &, del lema 2.5.9 se sigue que
KA.

Asi, sea h : P(N\)/fin — P(AT)/fin un isomorfismo. Fijemos @ € Ay
seleccionemos a, C AT tal que h([a]) = [aq]. Por los lemas 2.5.7 y 2.5.8,
se sigue que K(|al,|as]). Como a, C AT, tenemos que |an| < AT. Veamos
que |as| < A. Supongamos que |as| € {\AT}. En cualquier caso inferimos
K(lal, ), pues K(|al,aa]) ¥ KA, AT). Por esto tltimo, K(\, k) implica que
K(|al, &), con |a] < A, pues o € A. Sin embargo, lo anterior contradice que X es
el menor cardinal que satisface IC(\, k).
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Definamos a = At \ (U,en @a) ¥ elijamos b C X tal que h([b]) = [a]. Obser-
vamos que |a| = AT, pues [J, ¢, @a s la unién de A conjuntos de cardinalidad
menor a A. Por otra parte, para cada a € ) se tiene que a Na, = (). De esta
forma:

h([b N al) = h((E] A fa]) = [a] A laa] = [aNaq] = 0]

De lo anterior se sigue que b N « es finito. Ademds, b = |J,c, 0N a. Asi, b
es una union creciente de conjuntos finitos y por ende, b es a lo mas numerable.
Sin embargo, b no puede ser finito, pues a es infinito y h([b]) = [a] # [0]. Por
esto 1ltimo, b es numerable. Dado que A([b]) = [a] con |b] = w y |a] = AT, por
los lemas 2.5.7 y 2.5.8, tenemos que K(w,A"). De esto se infiere que K(w, \),
pues si w < A, por el lema 2.5.9, se tiene que K(w, A). Por otra parte, si w = A,
entonces K(w, A). Asi, K(w, ) y como K(A, k), concluimos que K(w, k). O

Lema 2.5.11. K(wy,ws) es falso.

DEMOSTRACION: Por reduccién al absurdo, supongamos que K(wi,ws). Por
la proposicién 2.5.10, K(w,w1), pues ws = wfr. Por lo anterior, y dado que
K(wi,w2), se tiene que K(w,ws). Como K(w,w;1) y K(w,ws), por la proposicién
2.5.6, existen una wi-escala y una ws-escala, lo cual contradice la proposiciéon
2.5.3. O

Estamos listos para probar el resultado central de esta seccion.

Proposicién 2.5.12. Si k y A\ son cardinales distintos tales que K(k,\), en-
tonces k, A € {w,ws }.

DEMOSTRACION: Supongamos, sin perdida de generalidad, que & < X. De esta
forma, k¥ < A. Si kT = A, entonces K(k, k™). Por otro lado, si kT < A, el
lema 2.5.9 y la hipétesis K(x, A) implican que K(x,xT). Asi, K(k,x") y por la
proposicién 2.5.10, se sigue que K(w, k).

Veamos que k = w. Si no ocurre lo anterior, tendriamos que w < w; < k. Si
w1 = K, se infiere que K(w1,ws), pues K(x,xT), contradiciendo el lema 2.5.11.
Por otra parte, si w; < &, por el lema 2.5.9 se sigue que K(w,w1), pues K(w, k).
Pero en este caso, w1 < wy < k. Si wy = K, tenemos que K(w,ws), pues K(w, k).
Por otro lado, si ws < kK, entonces por el lema 2.5.9 también se sigue que
K(w,ws2). En cualquier caso se concluye que K(w,wi) vy K(w,ws) y por ende,
K (w1, ws); contradiciendo el lema 2.5.11. Por lo tanto, k = w.

Nos resta probar que A = w;. Como w = k < A, tenemos que w; < A
Si ocurriera que wi; < A, entonces tendriamos que w; < ws < A. Dado que
K(k,A\) v k = w, se tiene que K(w, \). Por un argumento andlogo al del parrafo
anterior, concluimos que K(w,w1) y K(w,wsz). Por esto dltimo, K(wy,ws), lo
cual contradice el lema 2.5.11. Asi, A = w;. O



Capitulo 3

El problema de Katowice y
MA (w1)

3.1. Introduccion

Como vimos en el capitulo anterior, algunas de las consecuencias de suponer
que K(w,wr) es cierto son las siguientes:

1. 2%t = ¢ (proposicién 2.2.2).
2. Existe una Q-sucesion fuerte de cardinalidad wy (proposicién 2.4.8).
3. Hay una wy-escala (proposicién 2.5.6).

Uno de los modelos méas populares donde se se satisface la igualdad 24 = ¢,
es el modelo ZFC+MA (w;), donde MA(w) se refiere al Axioma de Martin
para el cardinal w;. La pregunta natural es la siguente: ;es consistente con
ZFC4+MA (w;1) que K(w,w1)? En este capitulo veremos que la respuesta a la
pregunta anterior es negativa. En general, demostraremos que los incisos 2 y 3
fallan en ZEC+MA (wy).

3.2. El Axioma de Martin

Esta seccién es una brevisima introduccién a MA. Para simplificar la redac-
cién, convengamos en que ([P, <) denotard un orden parcial.

Definicién 3.2.1.
1. Decimos que p,q € P son compatibles si existe r € P tal quer < p yr < q.
2. Dos elementos de P son incompatibles si no son compatibles.

8. Una anticadena de P es un conjunto A C P donde cualesquiera dos ele-
mentos diferentes de A son incompatibles.

37
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4. Diremos que P satisface la condicién de la cadena contable (o que P es
cee) si toda anticadena de P es contable.

Definicién 3.2.2. Decimos que G C P es un filtro de P si satisface lo siguiente:
1. Para cualesquiera p,q € G existe r € G tal quer <p yr <gq.
2. Para cualesquiera p € G y q € P que satisfagan p < q, se sigue que q € G.

Definicién 3.2.3. Un conjunto D C P es denso en P si para cualquier p € P
exriste ¢ € D tal que ¢ < p. Si D es una familia de conjuntos densos en P y G
es un filtro en P que intersecta a cada D € D, diremos que G es D-genérico.

Definicién 3.2.4. Sea k un cardinal. MA(k) denotard al siguiente enunciado:
para cualquier (P, <), orden parcial con la ccc, y D, una familia de a lo mds k
subconjuntos densos de P, existe un filtro G de P tal que G es D-genérico.

A MA(k) se le conoce como el Axioma de Martin para &.

En [5, III Lema 2.6] puede encontrarse una prueba en ZFC de que MA(k) es
verdadero cuando k < w y falso cuando ¢ < k. La consistencia de ZFC implica
que ZFC+MA (k) es consistente para cada cardinal x con w < k < ¢. Una prueba
de esto aparece en [5, VII Theorem 6.3]. Denotaremos como MA al enunciado:
para cada x < ¢ se sigue MA(k). Al enunciado MA se le conoce como Axioma
de Martin.

3.3. MA(w) y la igualdad ¢ = 2“1

Nuestro objetivo en esta seccién serd demostrar que en ZFC+MA (wq) se
satisface la igualdad 2“1 = ¢.

Definicion 3.3.1. Una familia de conjuntos A es casi ajena si para cualesquiera
a,b € A, distintos, se tiene que aNb es finito.

Recordemos que [w]<“ denota a la familia de todos los subconjuntos finitos
de w, mientras que [w]¥ denota a la familia de todos los subconjuntos infinitos
de w. Por otra parte, 2<% denotar4 a la familia de funciones cuyo dominio es un
nimero natural y tal que su imagen estd contenida en {0, 1}, mientras que 2¢
denotard a la familia de todas las funciones con dominio w e imagen contenida
en {0,1}. Comparando las cardinalidades de los conjuntos anteriores tenemos
que [[w]¢] = [25¢| =w y [[w]“] = 2¢] = <.

Lema 3.3.2. [w]¥ contiene una familia casi ajena de cardinalidad wy.

DEMOSTRACION: Para cada f € 2 definamos ay = {f [ n : n € w}. Fijemos
f,g9 € 2¢. Claramente |af| = w. Ademds, si f # g, entonces existe n € w tal
que f(n) # g(n). De esta forma, af Nayg C {f [m:m <n}U{g [ m:m < n}.
Por esto ultimo, ay Na, es finito. Asi, {as : f € 2} es una familia casi ajena
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de subconjuntos infinitos de 2<%.

Dado que |2<%¥| = w existe una funcién biyectiva h : 2<% — w. Por lo
anterior, {hlay] : f € 2¥} C [w]* y es una familia casi ajena. Por lo tanto, [w]*
contiene una familia casi ajena de cardinalidad wq, pues [2¥| =cy w; <c¢. O

Por el resto de este capitulo escribiremos MA(w;) en aquellos resultados
donde haremos uso de este axioma.

Proposicién 3.3.3 (MA(wy)). 2t =c.

DEMOSTRACION: Sea {b, : a € w;} la familia obtenida por el lema anterior.
Fijemos X C w; y definamos Px como la familia de todas las funciones p tales
que:

1. pCwx{0,1}.
2. by, Ndom(p) es finito, para cada o € X.
3. p~1[{1}] es finito.

Ahora definamos un orden <yx de la siguiente forma: para cualesquiera
p,q € Px, p <x ¢siqC p. Aplicaremos MA (w;) al orden parcial (Px, <x).

Comencemos por verificar que Px es ccc. Para esto, veamos cémo se
comportan dos elementos p, g € Px que son incompatibles. Dado que no existe
r € Px talquer <x pyr <x ¢, no existe r € Px tal que p Cryq C r.
Claramente p U ¢ satisface los incisos 1, 2 y 3. Por esta razén no puede ocurrir
que p U g sea una funcién, pues p U g seria un elemento de P que contiene a
py q. Asi, existe n € dom(p) N dom(q) tal que p(n) # g(n). De esta forma,
{p(n),q(n)} = {0,1}, de lo que se sigue que p~[{1}] # ¢~ ![{1}]. Por lo anterior,
si existiera A, una anticadena no numerable de Px, entonces tendriamos que
{p~[{1}] : p € A} serfa una familia no numerable de subconjuntos finitos de w,
contradiciendo que |[w]<¥| = w.

Para cada a € w; \ X definamos D, = {p € Px : b, C dom(p)}.
Veamos que {D, : @ € wy \ X} es una familia de densos en Py. Para esto,
fijemos @ € w1 \ X y ¢ € Px. Tomemos p = qU {(n,0) : n € b, \ dom(q)}.
Claramente p C w x {0,1} es una funcién y p~*[{1}] = ¢~ 1[{1}]; por lo tanto,
p~t[{1}] es finito. Ademds, bg N b, es finito, para cada B € X. Dado que
bg Ndom(p) = (bg Ndom(q)) U (bg N by ), tenemos que bg Ndom(p) es finito. Por
lo tanto, p€ D, v p <x q.

Ahora bien, para cualesquiera o € X y n € w definamos:
Dan={pePx:|p  [{1}]Nba| >n}

Veamos que {Dy,p, : (a,n) € X X w} es una familia de conjuntos densos
en Px. Para esto, fijemos @ € X, n € wy q € Px. Dado que |by] = w y
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b N dom(q) es finito (véase el inciso 2), podemos elegir a C b, \ dom(q) de
tal modo que |a| = n 4+ 1. Tomemos p = qU {(m,1) : m € a}. Claramente,
bg Ndom(p) = (bg N dom(q)) U (bg N a) es finito para cada § € X. Ademds,
p {1} = ¢ {1} Ua es finito y n + 1 < |a| < |[p~t[{1}]|. Por lo tanto,
PEDanyp<xgq

Definamos:

D={Dy:a€cwi \X}U{Dgyn:(a,n) € X xw}

Es claro que |D| = wy. Por MA(w;) tenemos que existe un filtro D-genérico.
Sea Gx este filtro y tomemos gx = |JGx. Veamos que gx es una funcién
cuyo dominio es un subconjunto de w tal que X = {a € wy : |baNgx' [{1}]| = w}.

Si (n,i),(n,j) € gx, entonces existen p,q € Gx tales que (n,i) € py
(n,7) € q. Dado que Gx es un filtro, existe r € Gx tal que r <x py r <x q.
De esta forma, (n,1), (n,j) € r. Como r es una funcién, ¢ = j. Por lo tanto, gx
es una funcién y dom(gx) = J{dom(p) : p € Gx} Cw.

Veamos que se satisface la siguiente igualdad:

X ={acw :|baNgx' [{1}]] = w} (3.1)

Para esto, tomemos « € X. Fijemos n € w. Dado que Gx es un filtro D-
genérico, existe p, € Gx N Dy n, y de esto se infiere que n < |b, N p, H{1}]]| <
lba N g% [{1}]], pues p, C gx. Como elegimos n € w arbitrario, concluimos que
lba N gx [{1}]| = w. Asi, se satisface que:

X C{a€cw :|baNgy' [{1}]] = w}

Para verificar la contencién inversa, probaremos que para cada o € wy \ X
se tiene que by Ngx' [{1}]| < w. Tomemos a € w; \ X. Asi, existe p € Gx N D,
pues Gx es D-genérico. De esto se infiere que b, C dom(p) C dom(gx) y que
p1[{1}] es finito. Por esto tltimo, b, N g5 [{1}] = ba Np~![{1}] es finito, pues
pCgx.

Ahora definamos h : P(w;) — P(w) de la siguiente forma: para cada
conjunto X C w; hagamos h(X) = gx'[{1}]. Probaremos que h es inyec-
tiva, pues de esto se seguird que 2! = |P(w1)| < |P(w)| = c¢. Para esto,
fijemos X,Y C w; tales que X # Y. Supongamos, sin pérdida de generali-
dad, que existe « € X \'Y. Como a € X, de la igualdad 3.1 se sigue que
lba N g% [{1}]| = w. Dado que a € w; \ Y, tenemos que |b, N gy [{1}]| < w. De
esta forma, |b, NA(Y)| < w = |by, N A(X)|. Por lo tanto, h(X) # h(Y). O
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3.4. MA(wy) y wi-escalas

Nuestro objetivo en esta seccién serd demostrar que K(w,w;) falla cuando
suponemos MA(w;). Para esto, demostraremos que MA(w;) implica que no
existe una familia dominante con cardinalidad w;. En particular, MA (w)
implica que no existen wi-escalas. Por la proposiciéon 2.5.6, concluiremos que
K(w,w1) es falso bajo MA (wq).

Denotemos por w<% a la familia de funciones cuyo dominio es un nimero
natural y cuya imagen es un subconjunto de w. Tenemos que |w<*| = w.

Proposicién 3.4.1 (MA(wy)). Si A es una familia de funciones en w* tal que
|A| < wq, entonces existe una funcién fq € w* tal que f <* fa, para cada
f € A. En particular, A no es dominante.

DEMOSTRACION: Sea A C w* tal que |A| < wy. Denotemos por P a la familia
de las parejas p = (f,, F}p) tales que f, € w<“y F, es un subconjunto finito de A.

Para cualesquiera p,q € P definamos p <p ¢ si se satisfacen las siguientes
condiciones:

L fa S/
2. F,CF,

3. f(n) < fp(n) siempre que f € F, y n € dom(f,) \ dom(f,).

Comencemos por verificar que P es ccc con el orden anterior. Supongamos
que p,q € P son tales que f, = f,. Si definimos r = (f,, F, U F,), entonces
r satisface que r <p p y r <p ¢ (la condicién 3 se cumple por vacuidad).
Por lo anterior, cualesquiera dos elementos de IP que coinciden en su primera
coordenada son compatibles. Ahora bien, sea A un subconjunto no numerable
de P. Entonces existe B C A, no numerable, tal que f, = f,, para cualesquiera
p,q € B, pues |w<¥| = w. En particular, A tiene dos elementos compatibles.
Por lo anterior, toda anticadena de P es numerable.

Para cada f € A definamos:
Dy={peP:feF,}

Veamos que Dy es denso en PP. Para esto, fijemos ¢ € P. Si elegimos
p=(fg FqU{f}), entonces p <p gy p € Dy.

Ahora bien, para cada n € w definamos:
D, ={peP:nedom(f,)}

Fijemos ¢ € P para probar que D,, es denso en P. Si n € dom(f;), entonces
q <pqyq€ D,. Por otra parte, si n ¢ dom(f,), definamos g : n+1 — w de
la siguiente forma:
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fq(9) si i € dom(fq)

L+ > tep, f(i) sii€(n+1)\dom(fy)

Por lo anterior, f, C g. Ademds, f(i) < g(i) para cualesquiera f € F, y
i€ (n+1)\ dom(f,). Tomemos p = (g, F,). Entonces p <p gy p € D,,.

g9(i) =

Definamos:
D={Dy:feAlU{D,:ncw}

Observamos que D es una familia de wy conjuntos densos en P. Por MA (wy),
existe un filtro D-genérico. Sea G este filtro y tomemos fyq = UpeG fp. Por un
razonamiento andlogo al que se utilizé en la proposicién 3.3.3, tenemos que
fa € wXxw es una funciéon. Como G es D-genérico, existe p € D,, NG, para cada
n € w. Asi, n € dom(f,) C dom(fa), pues f, C fa. Por lo anterior, dom(f) = w.

Resta verificar que f <* f4, para cada f € A. Para esto, fijemos f € A.
Como G es D-genérico, existe p € DyNG. Sea n = dom(f,,). Demostraremos que
f(@) < fa(i), para cada i € w\ n. Fijemos i € w\ n. Dado que G es D-genérico,
existe ¢ € D; N G. Entonces existe r € G tal que r <p q y r <p p, pues G es
un filtro. De esta forma, f; C f, C f4. Ademas, ¢ € dom(f,) C dom(f,). Asi,
i € dom(f,)\n. Por esto dltimo, f(i) < f(i) = fa(i),puesr <ppy f € F,. O

3.5. MA(w1) y Q-sucesiones fuertes

Como mencionamos al inicio de este capitulo, otra de las razones por la
cual K(w,wr) falla bajo MA(w;) es que este axioma implica que en P(w)/fin
no existen Q-sucesiones fuertes de cardinalidad w;. En esta seccién probaremos
este ultimo resultado. Antes de esto, es conveniente hablar sobre drboles en w
y probar algunas de sus propiedades bésicas.

Definicién 3.5.1. Sean T Cw y <pC T x T. Diremos que (T, <r) es un drbol
si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. (T, <r) es un orden parcial.

2. Para cada x € T el conjunto {y € T : y <p x} es finito y <7 induce un
orden total en él.

3. Eziste z € T tal que z <7 x, para cada v € T. A este elemento lo llama-
remos la raiz de T.

La nocién de arbol anterior es un caso particular de una definicién mas
general que puede ser consultada en [5, II Definition 5.1], pero para los fines de
la presente seccidn, este tipo de drboles nos seran suficientes.

Definicién 3.5.2. Sean (T,<r) un drbol y x € T.
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1. Denotaremos por T'(x) al conjunto {y € T : y <p z}.

2. La altura de © es la cardinalidad de T'(z) y la denotamos por ht(x,T)
(usaremos ht(x) cuando no haya riesgo de ambigiiedad con respecto al
darbol del que estemos hablando).

3. Eln-esimo nivel de T es el conjunto {x € T : ht(x,T) = n} y lo denotamos
por Lev(n,T) (usaremos Lev(n) cuando no haya riesgo de ambigiiedad con
respecto al drbol del que estemos hablando).

4. La altura de T es el supremo del conjunto {n € w : Lev(n,T) # 0} y la
denotamos por ht(T).

5. Un sucesor inmediato de x es un elemento y € T tal que x # y, x <t vy,
pero no existe z € T\ {z,y} tal que x <7 z <t y.

6. Una rama de T es un conjunto R C T tal que <7 induce un buen orden
en R, pero <t no induce un buen orden en RU{x}, para cada x € T\ R.

7. Una rama de T es cofinal si tiene cardinalidad ht(T).

El concepto de altura que dimos en la definicién anterior difiere del que
encontramos en [5], sin embargo esta forma de definir la altura funciona mejor
para la presente seccién.

Definicién 3.5.3. Sea (T, <7) un drbol.

1. T es de ramificacion finita si cada uno de sus elementos tiene a lo mds
una cantidad finita de sucesores inmediatos.

2. T es binario si cada uno de sus elementos tiene a lo mds dos sucesores
mmediatos.

3. T es bien podado si cada uno de sus elementos tiene al menos un sucesor
inmediato.

En la siguiente proposicion veremos algunas propiedades basicas de los arbo-
les.

Proposicién 3.5.4. Sea (T, <r) un drbol.
1. Para cualesquiera v,y € T, x <7y si y sélo si T(x) C T(y).

2. Sean x,y € T tales que ht(z) = ht(y). Si x y y son <rp-comparables,
entonces T = y.

3. Para cualesquiera x,y € T existe z € T tal que T(x) NT(y) = T(z).

4. St z,y € T son elementos distintos tales que x <r y, entonces T(y)
contiene un sucesor inmediato de x.
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5. SixeT yn € w son tales que 0 < n < hi(z), entonces T'(x)NLev(n) = 1.
6. Si R es una rama de T y x € R, entonces T(x) C R.

7. Si R es una rama de T y x,y € R son tales que ht(z) < ht(y), entonces
X ST Y.

8. SiR esunaramadeT yx € R es tal que ht(x) < |R|, entonces R contiene
un sucesor inmediato de x.

9. Si R es una rama de T y |R| < w, entonces existe x € T tal que R =T (z).

10. Si R es una rama cofinal de T y ht(T') = w, entonces |Lev(n) N R| = 1,
para cada n € w\ {0}.

11. Si T es bien podado, entonces ht(T) = w y todas sus ramas son cofinales.

DEMOSTRACION:

Inciso 1. Sean z,y € T tales que x <p y. Para cada z € T'(x), tenemos
que z <7 x <7 y. Asi, z € T(y). Por lo tanto, T(x) C T(y). Ahora bien, si
T(x) C T(y), entonces z € T'(x) C T(y), de lo que concluimos que = <r y.

Inciso 2. Sean z,y € T, elementos <p comparables tales que ht(z) = ht(y).
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que = <p y. Por el inciso 1,
T(x) C T(y). Pero T(z) y T(y) son finitos y tienen la misma cardinalidad,
pues ht(z) = ht(y). Asi, necesariamente T'(x) = T'(y). Por el inciso 1,  <r y y
y <7 x. Por lo tanto, z = y.

Inciso 3. Sean z,y € T. Del inciso 3 de la definicién 3.5.1 se infiere
que T(z) N T(y) # 0. Dado que T(z) es finito y totalmente ordenado,
entonces T'(z) N T'(y) también es finito y totalmente ordenado. Asi, existe
z € T(x)NT(y), un elemento <p-méximo de T(x) NT(y). Por lo anterior, para
cada r € T(z) NT(y) tenemos que r <p z. De esta forma, T(x) N T(y) C T(2).
Ahora bien, para cada r € T(z) se sigue que r <y z <p zy r <p z <p g,
por ende, r € T(z) N T(y). Entonces, T(z) C T(z) N T(y). Por lo tanto,
T(z) =T(x) NT(y).

Inciso 4. Sean x,y € T elementos distintos tales que x <7 y. Asi, por
el inciso 1, T(x) C T(y). Como T(y) es finito y bien ordenado, existe un
natural n € w tal que n + 1 y T'(y) son isomorfos. Sea f : n+1 — T(y) un
isomorfismo y tomemos m € n + 1 tal que f(m) = z. Como f es un isomor-
fismo, claramente f(n) = y y m < n, pues x <r y y & # y. De esta forma,
f(m+1) € T(y), pues m+ 1 € n+ 1. Por lo anterior, z = f(m) <r f(m+1).
Veamos que f(m + 1) es un sucesor inmediato de z. Si no lo fuera, existiria
z € T\{xaf(m+1)} tal que T <r z <r f(m+1) <r Y. ASl,a z € T(y)
Dado que f es un isomorfismo, se sigue que m < f~(z) < m + 1, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, f(m+1) € T(y) es un sucesor inmediato de x.



ALBERTO SANTANA CRUZ 45

Inciso 5. Fijemos n € w tal que 0 < n < ht(z). Como T(x) es fi-
nito y linealmente ordenado por <p, existe un isomorfismo de orden
f i (T(x),<r) — (ht(x), €). De esta forma, podemos enumerar los elementos
de T(z) como {z; : ¢ < ht(z)}, de tal modo que z; < z;y1, para cada
i+ 1 < ht(z). Hagamos y = z,_1 y veamos que T(x) N Lev(n) = {y}. Por el
inciso 1, T'(y) C T(z). Asi, T(y) = {7 : i < n} y por ende, y € Lev(n). De
esta forma, y € T(x) N Lev(n). Falta verificar que T'(z) N Lev(n) C {y}. En
efecto, si t € T'(x) N Lev(n), entonces z y y son <y comparables, pues T'(z) es
totalmente ordenado. Por el inciso 2 concluimos que t = y.

Inciso 6. Sean R una rama de T'y = € R. Veamos que T'(z) C R. Fijemos
y € T(z) \ {z}. Bastard con probar que R U {y} es bien ordenado, pues de la
definicién de rama se seguird que y € R. Para esto, sea a C R, no vacio. Si
y ¢ a, entonces a C R tiene un elemento <p-minimo, pues R es bien ordenado.
Siy € a, entonces (a \ {y}) U{z} C R y es no vacio. Por lo anterior, existe
z € (a\ {y}) U{z}, <p-minimo en este conjunto. De esta forma, z <r z, de lo
que inferimos que z € T'(x). Como T'(x) es bien ordenado por <r, el conjunto
{y, 2} tiene un elemento <r-minimo. Sea r este elemento y observemos que
r#x, pues y <r xyyFx. Veamos que r es el elemento <p-minimo de a. Si
s € a\ {y}, entonces r <p z <r s, pues z es el <p-minimo de (a \ {y}) U {z}.
Por otra parte, r <7 y, con lo que concluimos que r es el elemento <,-minimo
de a. Por lo tanto, R U {y} es bien ordenado.

Inciso 7. Sean R una rama de T'y x,y € R tales que ht(z) < ht(y). Como
R es bien ordenado, se sigue que z <7 y o y <7 x. Bastard con probar que el
caso y <p zx implica que z = y. En efecto, si y <p x, por el inciso 1 tenemos
que T'(y) C T(x) y por ende, ht(y) < ht(z). Dado que ht(z) < ht(y) < ht(x),
tenemos que T'(z) y T(y) tienen la misma cardinalidad. Como T'(y) C T'(z), se
sigue que T'(z) = T(y). Por el inciso 1, concluimos que x = y.

Inciso 8. Sea R una rama de T y sea x € R de tal modo que ht(z) < |R].
Entonces existe y € R\ T'(z). Como < bien-ordena a Ry y ¢ T(z), tenemos
que z <pyyx #y. Asi, por el inciso 4, existe z € T'(y) tal que z es un sucesor
inmediato de z. Por el inciso 6, concluimos que z € T'(y) C R.

Inciso 9. Como R es finito y bien ordenado, existe x € R tal que x es el
elemento <p-mdximo de R. Veamos que R = T(z). Por el inciso 6, T'(z) C R.
Siy € R, entonces y < x y por ende, y € T'(x). Por lo tanto, R = T'(z).

Inciso 10. Sea R una rama cofinal de T. Veamos que |R N Lev(n)| < 1,
para cada n € w \ {0}. Para esto, fijemos n € w \ {0}. Si z,y € RN Lev(n),
entonces T'(z) y T(y) tienen cardinalidad n, pues z,y € Lev(n). Ademds,
z y y son <p-comparables, pues R estd linealmente ordenado y z,y € R.
Pero por el inciso 2, lo anterior sélo puede ocurrir si z = y. Asi, |[RNLev(n)| < 1.

Ahora veamos que R N Lev(n) # 0, para cada n € w \ {0}. Como R es
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infinito y bien ordenado, existe un ordinal « tal que R tiene tipo de orden .
De esta forma, n € w < a y esto implica que existe € R tal que T'(z) tiene
tipo de orden n. Asi, |T'(z)| = n, de lo que inferimos que x € Lev(n). Por lo
tanto, R N Lev(n) # (.

Inciso 11. Supongamos que T es bien podado. Veamos que Lev(n) # (), para
cada n € w\ {0}. Probémoslo por induccién. Sea x € T la raiz de T. Entonces
T(x) = {z} y de esta forma, z € Lev(1l). Ahora supongamos que y € Lev(n).
Como T es bien podado, existe z € T tal que z es un sucesor inmediato de y.
Asi, T(z) = T(y) U {z} y por ende, y € Lev(n + 1).

Ahora veamos que todas las ramas de T son cofinales. Para esto, probaremos
que si R C T es finito, entonces R no es una rama de 7. Como R es bien
ordenado, existe n € w tal que Ry n+1 son isomorfos. Sea f : (n+1) — R un
isomorfismo. Dado que T es bien podado, todos sus elementos tienen un sucesor
inmediato. En particular, existe € T, un sucesor inmediato de f(n) € R. Por
lo anterior, f(n) <r x y f(n) # =. Entonces no puede ocurrir que x € R, pues
f(n) es el <p-méximo de R. Por esto tdltimo, RU{z} es bien ordenado. As{ que
R no es una rama. O

Recordemos que la diferencia simétrica de dos conjuntos a y b es el conjunto
aAb=(a\b)U((b\a)=(aUb)\ (aNb)

Un punto importante a resaltar es que aAb = () si y sélo si a = b. También
observemos que a =* b si y sélo si aAb es finito.

Para probar que MA(w;) implica que no existen Q-sucesiones fuertes de
cardinalidad wy, nuestro primer paso serda demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5.5. Sea (T, <r) un drbol binario, bien podado y de altura w.
Si A es una coleccion no contable de ramas cofinales de T', entonces la familia
{la] : a € A} no es una Q-sucesion fuerte de P(w)/fin.

DEMOSTRACION: Como T es bien podado, todos los elementos de T tienen algin
sucesor inmediato. De esta forma, para cada « € T fijemos t(x) € T, un sucesor
inmediato de x. Para cada a € A definamos:

R(a)={x €a:t(z) € a}

Sea f : A — P(w)/fin la funcién dada por f([a]) = [R(a)]. De esta
forma, f([a]) <* [a], pues R(a) C a. Por reduccién al absurdo, supongamos
que {[a] : a € A} es una Q-sucesién fuerte. Asi, existe A C w tal que
[R(a)] = [a] A [4], para cada a € A.

Fijemos a € A y hagamos algunas observaciones. Como [R(a)] = [a] A [4],
tenemos que R(a) =* aN A, es decir, (a N A)AR(a) es un subconjunto finito de
a. Veamos que existe x, € a para el cual se satisface la siguiente igualdad:
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{reanA:z, <pz}={z€R():zq <pz} (3.2)

Comencemos viendo el caso en que (a N A)AR(a) # §. Como (a N A)AR(a)
es un subconjunto finito de a y a es una rama en T, existe y € (a N A)AR(a)
un elemento <p-méximo de este conjunto. Definamos z, € a como el sucesor
inmediato de y en a (véase el inciso 8 de la proposicién 3.5.4). Veamos que z,
verifica la igualdad 3.2. Para esto, fijemos = € T tal que z, <7 x. Probaremos
que © € aN A siy sélo si z € R(a). En efecto, como y es el <r-méximo de
(a N A)AR(a), tenemos que = ¢ (a N A)AR(a), pues y <t xq <7 Ty Yy # Zq.
Pero si x € anN A o x € R(a), se sigue que € (a N A) U R(a), de lo que
se concluye que z € a N AN R(a), pues z ¢ (a N A)AR(a). Por lo anterior,
r€anAsiysélosize R(a).

Ahora bien, supongamos que (a N A)AR(a) = ). Esto tltimo significa que
anNA = R(a). Para cada = € a tenemos que: x € a N A siy sélo si x € R(a).
Observemos que los elementos de A son infinitos por ser ramas cofinales de un
arbol de altura w. De esta forma, podemos elegir x, € a arbitrario. Asi, z,
satisface la igualdad (3.2).

Como T C w, la familia {z, : @ € A} es numerable. Dado que A no es
contable, existen a,b € A tales que a # by x, = xp. Por la proposicién 2.4.5,
[anb] = [0], de 1o que se infiere que aNb es un subconjunto finito de a. Ademas,
Tg = xp € aNb# (. Asi, existe y € aNb, un elemento <r-méximo de a N b.
Como a y b son ramas cofinales de T', tenemos que a y b contienen un sucesor
inmediato de y. Dado que T es binario, t(y) € a\ b o t(y) € b\ a, pues y es el
<p-méximo de a Nb. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que t(y) € a \ b.
De lo anterior tenemos que t(y) € a y por ende, y € R(a). Ademds, z, <r y,
porque x, € aNby y es el <p-méximo de a Nb. De esta forma, la igualdad
(3.2) implica que y € aN A. Por otro lado, como t(y) ¢ b, se sigue que y ¢ R(b).
Asi, por la igualdad (3.2), se sigue que y ¢ bN A, pues x, = z, <7 y. Dado que
y € b, concluimos que y ¢ A, lo cual contradice que y € aN A. O

Para demostrar que MA(w) implica que no existen Q-sucesiones fuertes de
cardinalidad wy, nuestro plan serd demostrar que, bajo MA(w;), la existencia
de una Q-sucesién fuerte no numerable contradice la proposicion 3.5.5.

Lema 3.5.6. Sean T, un drbol de altura w, y R C T tales que:
1. |Lev(n) N R| =1 para cada n € w\ {0}.
2. Para cada x € R se tiene que T(z) C R.

Entonces R es una rama cofinal de T.

DEMOSTRACION: Comencemos verificando que R es bien ordenado. Fijemos
a C R, no vacio. Sea m = min{ht(z) : € a}. Por el inciso 1, existe un tnico
y € a tal que ht(y) = m. Veamos que y es el elemento <p-minimo de a. Si
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z € a\ {y}, entonces ht(y) < ht(z). Bastard con verificar que y € T'(z). Como
m < ht(z), existe z € Lev(m) NT'(x) (véase el inciso 5 de la proposicién 3.5.4).
Por el inciso 2, z € T(z) C R y por ende, z,y € Lev(m) N R. Por el inciso 1, se
concluye que z =y y y € T(z).

Ahora veamos que R U {z} no estd bien ordenado por <r, para cada
x € T\ R. Para esto, fijemos © € T'\ R. Sea n = ht(z). Por el inciso 1, existe
y € Lev(n) N R. Dado que z € T \ R, tenemos que x # y y por el inciso
2 de la proposicién 3.5.4, se infiere que xz y y no son <p-comparables, pues
ht(z) = ht(y). Como y € R, concluimos que R U {z} no es bien ordenado. Asi,
R es una rama de T. Por el inciso 1, |R| = w y por ende, R es una rama cofinal
de T. O

Como es de esperarse, nuestra prueba de que no hay Q-sucesiones fuertes de
tamano wy bajo MA(w;) empleard un orden parcial. Por esta razén empleamos
el siguiente concepto.

Definicién 3.5.7. Sean (T1,<1) y (Tz, <o) drboles. Decimos que (Tz,<3) es

una extension de (Th,<1) si Ty C To, glggg y Ti(x) = Te(x), para cada
S Tl.

De la definicién anterior observemos que si (Tz, <5) es una extensién de
(T1,<1), entonces Lev(n,T;) C Lev(n, Tz), para cada n € w \ {0}.

Sea A C [w]¥ una familia casi ajena. Observemos que si a,b € A son tales
que a # b, inferimos que exite k € w tal que (a \ k) N (b\ k) = 0, pues a N b es
finito. En general, si A es una familia casi ajena finita, entonces existe k € w tal
que para cualesquiera a,b € A, distintos, se tiene que (a \ k) N (b\ k) = 0.

Proposicién 3.5.8 (MA(w;)). Sea A C [w] una familia casi ajena tal que
|A| = wy. Entonces existen (T, <r), un drbol binario bien podado de altura w y
B C A, un conjunto no contable, tales que para cada a € B, T Na es una rama

cofinal de T

DEMOSTRACION: Definamos a P como la familia de todas las ternas de la forma
p = (Tp, <p, Ap) tales que:

1. A, es un subconjunto finito de A.

2. T, es un subconjunto finito de |J A4,.

3. (T, <p) es un 4rbol binario.

4. Todas las ramas de T, tienen la misma cardinalidad.
5. T, Na es una rama de T, para cada a € A,.

6. Sia,be A,y a#b, entonces a N1, #bNT,.
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Afirmacién 1: Si p € Py R es una rama de T}, entonces existen x € T, y
a € Ay tales que R =T,(z) =T, Na.

Fijemos p € P y R, una rama de T,,. Como R es finita, por el inciso 9 de la
proposicién 3.5.4, existe © € T}, tal que R = T),(x). Dado que z € T, C |JA4,,
existe a € A, tal que € T, Na. Veamos que R =T, Na. Como T}, N a es una
rama de T, y « € T), N a, tenemos que T(x) C T, Na (véase el inciso 6 de la
proposicién 3.5.4). Para verificar la otra contencién, sea y € T, N a. De esta
forma, z y y son <, comparables. Si y <, z, entonces y € T,(z) = R. En el
caso en que x <, y, se sigue que T,(z) U {y} es bien ordenado por <,. Dado
que R = T,(z) es una rama de T}, concluimos que RU {y} = R = T,(z). Asi,
necesariamente y = r € R.

El conjunto que vamos a usar para obtener a T no es P, sino un subconjunto
de P que sera definido méas adelante.

Si p € P, entonces T, es un &rbol finito. De esta forma, T}, € [w]<“ y
<,€ [w x w]<¥. Por lo anterior, |[{(T},, <p,) : p € P}| <w. Ahora bien, para cada
p € P definamos:

B(p) ={a € A:anT, es una rama de T}

Observemos que para cada p € P, se tiene que B(p) C A y por ende,
B(p)] < |A| = wr.

Definamos:
S=|{Bp) :pePyI|Bp) <w}

Dado que B(p) estd definido en términos de (T}, <,), s6lo hay una cantidad
contable de B(p)’s. Por lo anterior, |S| < w. Definamos J = A\ S. Como
|A| = wi, inferimos que |J| = wy.

Ahora definamos:

P:{pGP:Q#Apgj}

Fijemos p € P y hagamos algunas observaciones: |B(p)| < w implica que
B(p) C Sy por lo tanto, J C A\ B(p). Por la condicién 5 de la definicién de P,
A, C B(p). De esta forma, A,NJ = 0 y por ende, p ¢ P. Por lo anterior, p € P
implica que |B(p)| = w;. También observemos que si |B(p)| = wi, entonces
|B(p)NJ| = w1, pues B(p)\ S C A\ S =T y |S] < w. Con esto queda probada
la siguiente afirmacién:

Afirmacién 2: Para cada p € P, |J N B(p)| = w;.

Para cualesquiera p,q € P hagamos p <p ¢ si (T,, <) es una extensién de
(Ty, <q) v Ay € A, (véase la definicién 3.5.7).
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Afirmacién 3: P es ccc con el orden anterior.

Para probar la afirmacién anterior, tomemos C, un subconjunto no contable
de P. Como |{(T,,<,) : p € P}| < w, existen p,q € C tales que p # q ¥y
(Tp, <p) = (Ty, <gq). Verificaremos que p y ¢ son compatibles en P.

Afirmamos que no pueden existir a,b,c € A, U A,, distintos entre si, tales
que aNT, =bN1T, =cNT,. En efecto, si pasara lo anterior, entonces 4, o 4,
contendria al menos dos de los conjuntos a, b y ¢, pero esto contradice que p y
q satisfacen la propiedad 6 de la definicién de P.

Ahora bien, como A,UA, C A, tenemos que A,UA, es casi ajena y es finita.
De esta forma, existe k € w tal que T}, C k y para cualesquiera a,b € A, U A,
distintos, se tiene que (a \ k) N (b\ k) = 0. Para cada a € A, U A, elijamos
zq € a\ k. La eleccién de z, nos garantiza que si b € A, U A, es tal que a # b,
entonces x, # xp. Definamos:

T, =T,U{z,:a€ A, UA,}
También definamos el orden:
=<, U{(t,zg) ta € Ap UAGAEE (anNTp) U{za}}

Observamos que <, es una extensiéon de <, tal que z, es el elemento
<,-méximo de (a NT,) U {z,}, para cada a € A, U A,.

Veamos que (T}, <,) es un arbol. Para esto, sea « € T;.. Si z € T, entonces
T.(x) = T,(x) es finito y totalmente ordenado por <,. En el caso en que
z € T, \ Tp, tenemos que = = z,, para alguna a € A, U A,;. De esta forma,
Tr(zq) = (aNT)U{xs} es finito y totalmente ordenado por <,. Resta verificar
que la raiz de T, es la raiz de T;.. Para esto, sea y la raiz de T}, y fijemos x € T
Si x € T}, entonces y <, x, porque <, es una extensién de <, y y <, z. Si
x € T, \ T}, entonces existe a € A, U A, tal que v = x,. Dado que a N7}, es
una rama de T}, inferimos que y € aNT}, y por ende, y <, z,. Asi, T;. es un arbol.

Ahora veamos que T;. es binario. Como T}, es binario, bastara con ver que no
existen x € T, y a,b,c € A, U Ay, distintos, tales que x4, Ty y . sean sucesores
inmediatos de z. Supongamos que si existen. De esto se infiere que

Tp(z) = Tr(za) \{za} = Tr(zp) \ {zp} = T () \ {zc}

Lo anterior implica que aNT, = bNT, = cNT,. Pero esto ultimo contradice
la afirmacion hecha anteriormente. Asi, T;. es un arbol binario.

Tomemos r = (T;, <, Ap U Ay). De esta forma T, es un drbol tal que todas
sus ramas provienen de una rama de 7, mas un elemento. Dado que todas las
ramas de 7T}, tienen la misma cardinalidad, inferimos que r € P. Ademaés, r <p p
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y r <p q. Entonces, C no es anticadena. Por lo tanto, todas las anticadenas de
P son numerables.

Sea {aq : @ € w1} una enumeracién de los elementos de J. Para cada o € wy
definamos:

Do ={peP:33 €w\a(as € 4}

Afirmacién 4: D, es denso en P

Para probar la afirmacién anterior, fijemos p € P. Entonces |B(p)| = w1
y por ende, |7 N B(p)| = w; (véase la afirmacién 2). Por esto tltimo, existe
B € wr\ atal que ag € J N B(p). Asi, ag NT), es una rama de T,,. Ahora bien,
como A, U{ag} C A, entonces A, U {ag} es casi ajena. De esta forma, existe
k € w tal que T), C k y para cualesquiera a,b € A, U {ag}, distintos, se tiene
que (a\ k)N (b\ k) = 0. Para cada a € A, U{ag} elijamos z, € a\ k. Definamos:

Ty=T,U{z,:a€ AyU{ag}}
También definamos el orden:
<=, U{(t,ze) ra€ Ay U{ag} At €T, Na}

Observamos que <, es una extencién de <, tal que z <; x4, siempre
que a € A, N{ag} y * € anT, Usando un argumento equivalente al
que empleamos en la prueba de la afirmacién 3, se verifica que T, es un
arbol. Veamos que Tj, es binario. Como 7, es binario, bastara con verificar
que no existen z € T, y a,b,c € A, U {ag}, distintos, tales que z,,
y x. sean sucesores inmediatos de z. Supongamos que si existen. Como
a,b,c € Ay U{ag}, se tiene que A, contiene al menos dos de estos conjuntos.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a,b € A,. De esto se infiere
que Tp(z) = Ty(zo) \ {xa} = Ty(zp) \ {z1} y por ende, aNT, = bNT,
Pero esto tltimo contradice que 7, cumple la propiedead 6. Asi, T, es un
arbol binario. Tomemos ¢ = (T, <4, Ap U {ag}). Como A, U {ag} C J, se
sigue que g € P. De esta forma, g € D, v ¢ <p p. Por lo tanto, D,, es denso en P.

Para cada n € w \ {0} definamos:
E,={peP:n<ht(T,)}
Afirmacién 5: F, es denso en P

Para probar la afirmacién anterior, fijemos p € P. Como A, C A, se tiene que
A, es casi ajena. De esta forma, existe k € w tal que T}, C k y para cualesquiera
a,b € Ay sia #b, entonces (a\ k)N (b\ k) = (. Para cada a € A, elijamos

zl 22 .. 2" € a\ k, distintos entre sf. Definamos:

T,=T,U{zl:ac A, 0<i<n}
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También definamos <, el orden que se obtiene por extender a <,, de tal
modo que para cualesquiera a € A, y © € aN T}, se tenga que:

1 2 n
z Sq Lq Sq Tq Sq Sq Tq
Por lo anterior, Tj; es un arbol tal que para cada a € A, se tiene que:

T,(z7) = (anNT,) U {zl 22, ...,2"}

a a

Observamos que T,(zf) tiene cardinalidad ht(T") + n, para cada a € A,
pues del inciso 4 de la definicién de P sabemos que a N7}, tiene cardinalidad
ht(T). Ademés, si R es una rama de T}, necesariamente R = T,(z]') para
alguna a € A,. Por esto ultimo, todas las ramas de 7T, tienen cardinalidad
ht(T,) + n. Tomemos ¢ = (T, <4, A4,). Como A, C J es no vacio, ¢ € P. Asi,
q € E, yq<pp. Por lo tanto, F,, es denso en P.

Ahora definamos:
D={Dy:acw}U{E,:necw){0}}

Como D es una familia de densos en P tal que |D| = wy, entonces por MA (wy)
existe un filtro G C P que intersecta a cada denso de la familia D. Definamos:

T=J7T,

peG

<r=J <

peG

También definamos

Afirmacién 6: (T, <r) es un édrbol que extiende a (T}, <,), para cada p € G.

Comencemos probando que (T, <7) es un orden parcial. Si x € T, entonces
existe p € G tal que = € T),. Asi, (z,z) €<,C<p. Ahora bien, si z,y € T son
tales que z <p y y y <r z, existen p,q € G tales que (z,y) €<, y (y,z) €<q.
Dado que G es filtro, existe 7 € G tal que r <p p y r <p ¢. De esta forma,
(z,9), (y,z) €<,. Como (T}, <,) es parcialmente ordenado, concluimos que
x = y. Sean x,y,z € T tales que ¢ <p y <p z. Existen p,q € G tales que
(z,y) €<,y (y,2) €<4. Dado que G es un filtro, existe r € G tal que r <p p y
r <p q. Asi, (z,9), (y,2) €<, y por ende, (z, z) €<,.C<7p. Por lo tanto, (T, <7)
es un orden parcial.

Fijemos z € T'y p € G tales que = € T,,. Veamos que T'(z) = T(x). Como
<pC<r, se tiene que Tp(z) C T'(x). Resta verificar que T'(x) C T,(x). Para
esto, sea y € T'(x). Entonces existe ¢ € G tal que (y,z) €<,. Dado que G es
un filtro, existe r € G tal que r <p p y r <p ¢. De esta forma, (T;., <,) es una
extension de los arboles (T, <,) v (T, <q). Asi, (y,2) €<,C<, y por ende,
y € T,.(z) = T,(x). De esto concluimos que T'(z) = Tp,(x).
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Por lo probado en el parrafo anterior observamos que, si € T, entonces
existe p € G tal que T'(z) = T,(z). De esta forma, T'(x) es finito y totalmente
ordenado por <7, pues <,C<r.

Sea y la rafz de T},. Veamos que y también es la raiz de T'. Para esto, sea
z € T. Asi, existe ¢ € G tal que z € T,. Dado que G es un filtro, existe r € G
tal que 7 <p p y r <p ¢. Por lo anterior, y,z € T, y T, (y) = Tp(y) = {y}
Sea t la raiz de T,.. Veamos que t = y. En efecto, como ¢t <, y, tenemos que
t € T,(y) = {y}. Entonces (y,2) €<,C<p, pues y = ¢ es la raiz de T,. Por lo
tanto, y <7 z. Con esto concluimos que T es un arbol. Ademds, T extiende a
T,, para cada p € G.

Afirmacién 7: T es un arbol binario, bien podado y de altura w.

Comencemos probando que T es bien podado y de altura w. Si z € T,
entonces hay algin p € G tal que € T),. Sea n = ht(x,T},) + 1. Como G es
D-genérico, existe ¢ € E, N G. De esta forma, podemos encontrar r € G tal
que r <ppy r <pgq, pues G es un filtro. Asi, x € T, C T;.. Dado que q € E,,
de esto se infiere que todas las ramas de 7} tienen cardinalidad al menos n
(véase el inciso 4 de la definicién de P). De esta forma, T, también es un arbol
tal que todas sus ramas son de altura al menos n, pues T, es una extensién
de T,. Ademds, ht(z,T,) = ht(z,T,) < n, porque T, es una extensién de T),.
Asi, T,.(z) no puede ser una rama de 7T,.. Por lo anterior, existe y € T, tal
que ¢ <, y y « # y. Por otra parte sabemos que T es una extensién de T..
De lo anterior se infiere que z € T,(y) = T(y). Entonces por el inciso 4 de la
proposicién 3.5.4, existe z € T'(y), un sucesor inmediato de z. Por lo tanto, T
es bien podado. Ademaés, por el inciso 11 de la proposicién 3.5.4, T es de altura w.

Mostremos que T es binario. Si no lo fuera, existirian ¢ € T'y x1,x2,x3 € T,
distintos, tales que x1, x2 y x3 son sucesores inmediatos de x. Asi, existen
p,D1,P2,p3 € G tales que x € T, y x; € T),,, para cada ¢ € {1,2,3}. Como
G es un filtro, existe ¢ € G tal que ¢ <p p 'y ¢ <p p;, para cada i € {1,2,3}.
De esta forma, (T,,<,) es una extensién de (T,,<,) y de (T},,<,,), para
cada ¢ € {1,2,3}. Por esto ultimo, x,z1,22,23 € T, y por ende, 1, T2 ¥y
x3 son sucesores inmediatos de = en T,. Asi, T; no es un arbol binario, lo
cual contradice que q satisface la condicién 3. Por lo tanto, T" es un arbol binario.

Ahora definamos:

B=|] 4,

peEG
Afirmacién 8: B es una familia no contable tal que a N T es una rama cofinal

de T', para cada a € B.

Veamos que B no es contable. Dado que A, C J, para cada p € P, tenemos
que B C J = {aq : @ < wy}. Bastard con probar que para cada a < wi,
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existe § € w; tal que a < By ag € B. Fijemos a < w;. Como G es D-genéri-
co, existe ¢ € GND,. De esta forma, existe 8 € w; talque o < By ag € A; C B.

Veamos que aNT es una rama cofinal de T, para cada a € B. Fijemos a € B.
Probaremos que a NT satisface las hipétesis del lema 3.5.6. Para esto, fijemos
n € w\ {0} y veamos que Lev(n,T)Na # (. Como a € B, entonces existe p € G
tal que a € A, y a N7}, es una rama de T,,. Dado que G es D-genérico, existe
g € GN E". De esta forma, n < ht(Ty). Asi, existe r € G tal que r <p p y
r <p ¢, porque G es un filtro. Por lo anterior, (T, <,) es una extensién de los
arboles (T, <,) v (Ty, <q). Ademds, a € A, C A, y por ende, a N T, es una
rama de T,. Asi, |[Lev(n,T,) Na|] = 1 (véase el inciso 5 de la proposicién 3.5.4).
Dado que (T, <7) es una extensién de (T}, <,), se sigue que Lev(n,T) Na # 0,
pues Lev(n,T,) C Lev(n,T).

Ahora veamos que para cada n € w \ {0} no puede ocurrir que
1 < |Lev(n,T) N al. Fijemos n € w \ {0} y sean z,y € Lev(n,T) N a.
Entonces existen p,q,m € G tales que a € Ay, v € Ty, y y € T,.. Como G
es un filtro, existe s € G tal que s <p p, s <p ¢ y s <p r. Por lo anterior,
a € A, C Ay (Ts,<s) es una extensién de los drboles (Ty, <,) v (Tr, <,).
Asi, aNTys es una rama de Ty v =,y € Ts. De esta forma x,y € a N T,. Por
otra parte, ht(z, Ts) = ht(y, Ts) = n, pues ht(x,T) = ht(y,T) =n y (T, <r) es
una extensién de (Ts, <;). Entonces z,y € Lev(n,Ts). Como a N T es una ra-
made Ty y x,y € aNTy, del inciso 5 de la proposicién 3.5.4 concluimos que z = y.

Por ultimo, veamos que a NT satisface la condicién 2 del lema 3.5.6. Para
esto, fijemos x € a N T. Asi, existen p,q € G tales que a € A, y « € T;. Como
G es un filtro, existe r € G tal que r <p p y r <p ¢. De esta forma, x € T, C T,
ya€ A, C A, Ademds, a NT, es una rama de 7;.. Asi, por el inciso 5 de
la proposicién 3.5.4, se sigue que T,.(x) € a N T,.. Dado que (T,<r) es una
extensién de (T}, <,.), concluimos que T'(z) = T,-(z) C aNT. Por lo tanto, aNT
es una rama cofinal de 7. O

Finalmente estamos en posibilidades de probar el resultado principal de esta
seccién.

Proposicién 3.5.9. MA(w;) implica que no existen Q-sucesiones fuertes de

cardinalidad wy en P(w)/ fin.

DEMOSTRACION: Por reduccién al absurdo, supongamos que en P(w)/ fin existe
S, una Q-sucesién fuerte de cardinalidad w. Entonces S\ {[#]} también es una
Q-sucesién fuerte de cardinalidad w; (véase la proposicién 2.4.6). Sea A un
sistema completo de representantes para S\ {0}, es decir, A C [w]* es tal que
{la] : a € A} = S\ {[0]} y para cualesquiera a,b € A se tiene que a # b implica
[a] # [b]. Asi, por la proposicién 2.4.5, A es una familia casi ajena. De esta
forma, por la proposicién 3.5.8, existen un arbol (T, <r) y B C A tales que:

1. (T, <r) es binario, bien podado y de altura w.
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2. |B| = W1.
3. aNT es una rama cofinal de T, para cada a € B.

Como B C A, se tiene que{[a] : a € B} es una Q-sucesién fuerte de cardi-
nalidad w; en P(w)/fin (véase la proposicién 2.4.6). Asi, por la proposicién
247, {[anT] : a € B} es una Q-sucesién fuerte. Ademas, [a N T] # [0]
para cada a € B, pues a NT es una rama cofinal de Ty ht(T") = w. De esta
forma, para cualesquiera a,b € B tales que a # b, tenemos que a N b es finito,
porque B C Ay A es casi ajena. Por lo anterior, (aN'T) N (bNT) es finito.
Dado que |[aNT| = [bNT| = w, concluimos que [a N T] # [bNT]. Por lo
tanto, {[a NT] : a € B} tiene cardinalidad wy. Pero esto tdltimo contradice la
proposicién 3.5.5. O

En el 2012, David Chodounsky obtuvo un modelo de ZFC en donde existe
una Q-sucesién fuerte de cardinalidad w; y en el cual existe una familia domi-
nante de funciones cuya cardinalidad es wy (véase [1]).

3.6. MA y Q-conjuntos

En la seccién 2.4 mencionamos algunas conexiones existentes entre los
espacios de Moore y el problema de Katowice. De forma particular, hablamos
de Q-conjuntos (véase definicién 2.4.13). Para complementar dicha exposicién
hemos incluido esta seccion.

En la siguiente proposicién x denotard un cardinal infinito.

Proposicién 3.6.1 (MA(k)). Todo espacio seqgundo numerable de Hausdorff
cuya cardinalidad es a lo mds k es un Q-conjunto.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio segundo numerable de Hausdorff tal que
|X| < k. Fijemos M C X. Probaremos que M puede expresarse como la in-
terseccion de una familia contable de abiertos de X. Para esto, sea B una base
numerable de X. Definamos P como la familia de parejas p = (F),, B,) tales que:

1. Fj, es un subconjunto finito de (X \ M) X w.
2. B, es un subconjunto finito de B x w.
3. Si(z,n) € F, y (Un) € By, entonces x ¢ U.

Para cualesquiera p,q € P hagamos p <p g si F,, C F,, y B, C B),. Veamos
que P con el orden anterior es ccc. Para esto, sea A C P, no numerable.
Probaremos que A no es una anticadena. Como |B x w| = w y A es no
numerable, necesariamente existen elementos distintos p,q € A tales que
B, = By. Definamos r = (F, U Fy, B,). Claramente r e Py estal que r <p p y
T <pgq.
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Para cada x € X \ M definamos:
D,={peP:3Incw((z,n) € F,)}

Veamos que D, es denso en PP. Para esto, fijemos ¢ € P. Como F; y B, son
conjuntos finitos, existe algin n € w tal que ningtin elemento de F, U B, tiene
como segunda coordenada a n. Elijamos p = (F, U {(z,n)}, By). Asi, p satisface
las condiciones 1, 2 y 3 (la condicién 3 se sigue porque ningtin elemento de B,
tiene a n como segunda coordenada). De esta forma, p € D, y p <p q.

Ahora bien, para cualesquiera x € M y n € w definamos:
E}={peP:3U € B(U,n) e BpAzeU)}

Veamos que EI es denso en P. Para esto, fijemos ¢ € P. Como X es
Hausdorft, para cada y € dom(F,) (estamos pensando a Fy como una relacién
y dom(Fy) es la familia de las primeras coordenadas de los elementos de F,),
existe Vj,, abierto de X tal que z € V, y y ¢ V;, (la condicién 1 nos garantiza
que z ¢ dom(F,)). Sea U = ﬂyedom(Fq) Vy. Como dom(Fy) es finito, se
tiene que U es un abierto. Ademds, dom(F,) NU = 0 y z € U. Hagamos
p = (Fy, By U{(U,n)}). Dado que dom(Fy) N U = 0, se sigue que p satisface la
condicién 3. Asi, pe EI' v p <p q.

Definamos:
D={D,:2€ X\M}U{E}:z € M An € w}

Como | X| < k, tenemos que D es una familia de a lo més « conjuntos densos

en P. Por MA(k) existe G, un filtro D-genérico. Para cada n € w definamos
U =| J{U:3p € G[(U.n) € B,J}

Veamos que M = [, ., Un. Comencemos verificando que M C (1, o, Up.
Para esto, fijemos z € M. Probaremos que z € U, para cada n € w. Sea n € w
arbitrario. Como G es D-genérico, existe p € G N E. De esta forma, existe
(U,n) € By tal que = € U, porque p € E?. Por lo anterior, x € U C U,, pues
pe Gy (Un) € By

Resta verificar que (,,c,, Un € M. Probaremos que X\ M C X\ (), c., Un)-
Para esto, fijemos € X \ M. Dado que G es D-genérico, existe p € G N D,,.
Entonces existe m € w tal que (x,m) € F,. Veamos que = ¢ Uy,. Sea U € B
tal que existe ¢ € G para el cual (U,m) € B,. Como G es un filtro, existe
reGtalquer <ppyr <pgq. Asi, (z,m) € F, CF,y (Um)¢€ B, C B,. Por
el inciso 3, x ¢ U. Lo anterior implica que = ¢ U, y por ende, x ¢ [, ., Un. O
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