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Introduccion

Comienzo con el planteamiento de dos preguntas muy importantes:

1. ;Por qué estudiar el cancer?

2. ;Cémo puede contribuir un matematico al estudio del cancer?

El cancer es una de las enfermedades mas importantes a nivel mundial, y
la tercera causa de muerte en México después de las enfermedades del corazon
y la diabetes mellitus [3] asegura el Instituto Nacional de Cancerologia. En
la figura 1 se muestran las tres principales causas de muerte por grupo de
edad del ano 2010.

De 65 anos y mas: enfermedades del corazon

y diabetes mellitus.

De 45 a 64 anos: diabetes mellitus y tumores
malignos.

De 25 a 44 afos: agresiones y accidentes.

De 15 a 24 afos: accidentes y agresiones.

De 5 a 14 anos: accidentes y tumores malignos.

De 1 a 4 afios: accidentes y malformaciones
congénitas, deformidades y anomalias cromosémicas.
Menores de 1 afo: afecciones originadas en el
periodo perinatal, asi como malformaciones
congénitas, deformidades y anomalias cromosdmicas.

Figura 1: Mortalidad. Fuente INEGI [4].



Por lo tanto, es de vital importancia tratar de entender el funcionamiento
de dicha enfermedad y asi poder controlarla, con ello reducir la incidencia,
la morbilidad y la mortalidad.

En cuanto a la segunda pregunta, pareciera que las matematicas no tie-
nen mucha relaciéon con el estudio de una enfermedad, sin embargo, muchos
de los matematicos mas destacados en la historia de la ciencia como Gauss,
Newton, Leibniz, Euler y Lagrange hicieron algunas de sus mas grandes con-
tribuciones a las matematicas en el contexto de problemas aplicados. Esto
sirve para ilustrar la complementariedad de las matematicas puras y aplica-
das. De hecho, tanto los avances fundamentales en matematicas puras como
las aplicaciones del razonamiento matematico en otras areas de la ciencias se
benefician mutuamente.

La matematica aplicada tiene importantes conexiones con otras areas de
las Ciencias en temas clasicos por ejemplo: la dindmica de fluidos, la cinética
de las reacciones quimicas, la dindAmica molecular, los circuitos electronicos,
la dinamica de poblaciones, la ingenieria y la teoria de control a temas mas
modernos como la robética, las finanzas, nanofisica, etc. El objetivo general
de esta disciplina es el desarrollo de nuevos modelos matematicos y métodos
de utilidad para todas las ciencias aplicadas.

La presente tesis se encamina en una rama de la matemética aplicada
que es la biologia matematica la cual se enfoca en matematizar los proce-
sos biologicos. Una de las herramientas mas poderosas que se utilizan para
modelar dichos procesos son las ecuaciones diferenciales ya sean ordinarias
o parciales las cuales son de gran importancia al tratar de modelar fen6me-
nos que cambian con el tiempo y el espacio. Se expondran algunos modelos
matematicos hechos primero para el crecimiento de un tumor, es decir, la
proliferacion celular del tumor y posterior para tratar de entender una parte
de las complejas interacciones entre el sistema inmune y un tumor de cancer.
Dicha interaccion se puede tratar de entender como un modelo de competen-
cia entre especies; utilizando ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales
debido a que nos interesa solo la cinética de dichas poblaciones sin considerar
una difusion de las mismas y asi evitar utilizar ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales debido a su alto grado de dificultad.

El modelar matematicamente todo el sistema inmune es una tarea muy
complicada, por lo tanto, el trabajo se enfoca en el papel que realizan tres
tipos de poblaciones celulares: células NK (Natural-Killer) que son parte del
sistema inmunitario innato, los linfocitos T-C' D8+, que son parte del sistema
inmunitario adaptativo y las células cancerosas. Bajo ciertas suposiciones
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se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. En
dichos sistemas en general no existen soluciones explicitas.

Frecuentemente solo interesa conocer el caracter general sobre su com-
portamiento, por ende se realizard un analisis cualitativo de la dinamica del
sistema. En los casos que se obtienen los puntos de equilibrio del sistema
se realizara un analisis de estabilidad obteniendo: isoclinas nulas, puntos de
equilibrio y bosquejo del plano fase.

Al obtener los puntos de equilibrio, se realizarda un anéalisis de estabili-
dad, expandiendo el campo vectorial en serie de Taylor y utilizando la parte
lineal con justificacién del Teorema de Hartman Grobman y se concluira si
los puntos son estables o inestables, una vez realizado esto se interpretaran
los resultados desde el punto de vista biolégico.

La estructura y contenido de la tesis es como sigue:

= Capitulo 1. Este capitulo presenta la biologia del cancer, es decir, se
explica qué se entiende por cancer y de que trata dicha enfermedad, los
diferentes tipos y diferentes clasificaciones que se le atribuyen, también
las principales causas y algunos tipos de tratamientos que existen ac-
tualmente para dicha afeccion. Al final un breve apartado acerca de la
prevencion.

= Capitulo 2. En este segundo capitulo se analizan varios modelos de cre-
cimiento de células principalmente los que tienen un comportamiento
del tipo sigmoide. Se destaca la importancia del andlisis cualitativo y
la adimensionalizacién de los modelos, todos los modelos se resuelven
analiticamente. También se muestra la cinética de Michaelis-Menten,
esto debido a que la reaccion citotoxica de las células inmunes contra
las células tumorales es semejante al modo en el que las enzimas actdan
sobre el sustrato en las reacciones quimicas.

= Capitulo 3. En este tercer capitulo primero se muestra un modelo de dos
ecuaciones donde las poblaciones consideradas son: células tumorales y
células NK, es decir, se incorpora una respuesta inmunitaria a un mo-
delo existente de crecimiento tumoral, se analiza el sistema buscando
isoclinas nulas, puntos de equilibrio y se hace un analisis de estabili-
dad y utilizando teoremas muy importantes en la rama de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Posteriormente el termino de reclutamiento de
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células NK se va a modificar, debido a que en ciertas ocasiones se reco-
mienda utilizar un cociente de polinomios lineales y en otras un cociente
de polinomios cuadraticos y asi saber si difieren mucho o poco en su
analisis cualitativo, se haran conclusiones con respecto a estos mode-
los. Finalmente se agrega una nueva poblacion de células del sistema
inmune los linfocitos T-C' D8+, debido a la diversidad de células con
que cuenta dicho sistema y asi poder mejorar el modelo de dos ecua-
ciones. En dicho modelo de tres ecuaciones se destaca la importancia
de utilizar métodos numéricos de integracion para su solucién, en esta
tesis se presentan los resultados obtenidos con el software MATLAB y
se obtendran conclusiones desde el punto de vista biologico.
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Capitulo 1

. Qué es el cancer?

De acuerdo con el Instituto Nacional del Cancer de Estados Unidos en su
pagina de internet www.cancer.gov define al cAncer como:

“Cancer es un término que se usa para enfermedades en las que
células anormales se dividen sin control y pueden invadir otros
tejidos. Las células cancerosas pueden diseminarse a otras partes
del cuerpo por el sistema sanguineo y por el sistema linfatico".

Todo tejido vivo esta constituido por células que es la unidad estructural,
funcional y genética de los seres vivos, todos los seres son el producto de
la division de una célula y sus descendientes. El cuerpo humano contiene
aproximadamente unos diez billones (10'3) de células y estan programadas
para realizar una serie de funciones.

Las células normales del cuerpo crecen, se dividen y mueren en una for-
ma ordenada ya sea por lesiones o envejecimiento normal. Dicho proceso de
crecimiento y division en células eucariotas (aquellas que tienen un nicleo
intracelular) es llamado el ciclo celular; este ciclo esta dividido en distintas
fases como se muestra en la figura 1.1.
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Figura 1.1: Ciclo celular.

FASES

Gy: La célula se encuentra en un estado de reposo.

G1: En esta fase la célula empieza a crecer y sintetiza proteinas. Existe un
quimico de control cuya funcién es controlar si la célula se dividira
entrando asi en la fase S o si retrasard su division o entrard en una
etapa de reposo Gy.

S: Cuando las condiciones de la célula son buenas, es decir, que la célula haya
crecido lo suficiente y que el material genético esté intacto, entonces
pasard a la fase S. En ella ocurrird una replicacion de ADN! en el
nicleo de la célula, con lo cual las futuras células tendran cada una un
conjunto completo de las instrucciones genéticas en el ADN.

G Después de la duplicaciéon de ADN, entrard a la etapa conocida como
(G5 donde continuara creciendo y se preparard para la division celular.
En esta fase se revisa que el material genético se haya duplicado com-
pletamente y que no tenga errores, asi la célula pasara a la siguiente
fase, en caso contrario esta etapa se alarga e intenta arreglar el dano

! Moléculas del interior de las células que contienen informacién genética y la transmiten
de una generacién a otra, también se llama acido desoxirribonucleico.



que pueda haber, si se consigue la célula entrara en la siguiente fase y
se dividira, en caso contrario serd eliminada mediante apoptosis?.

M (Mitosis) : La célula se divide y se crean dos células hijas de la célula
original, con la misma informacién genética.

Después de este ciclo la célula puede entrar a la fase Gg o bien pasar
directamente a la fase GG;.

Algunas células (por ejemplo las nerviosas) son aparentemente incapaces
de ulteriores divisiones una vez que se han formado durante el desarrollo
embrionario o en la infancia. Otras como las células hepaticas dificilmente
se dividen durante nuestra vida de adultos, mientras que otras como las que
forman la piel y las del torrente sanguineo tienen que dividirse continuamente
durante toda la vida.

Cuando los procesos en la fase S y G5 son exitosos la célula pasara a
la fase M, aunque no siempre sucede asi. El cancer ocurre cuando fallan
estas fases, ya que dichos procesos de multiplicaciéon y reparaciéon son pro-
pensos a cometer errores. En la fase S es el dano o deterioro del ADN lo que
aparentemente inicia la transformaciéon cancerosa de las células. Las células
cancerosas surgen como consecuencia de danos en el ADN, esta molécula se
encuentra en todas las células y dirige sus funciones. En las células cancerosas
el ADN no se repara haciendo caso omiso de la fase G5. Por lo tanto, cuando
hay cancer dicho ciclo celular ocurre desmesuradamente en una sola célula
mutada (célula fundadora) y todas la células provenientes de esa célula son
llamadas células cancerosas que siguen creciendo, dividiéndose y desplazando
a las células sanas hasta concentrarse formando neoplasias. Asi los tumores
son conglomerados de células que interfieren con el funcionamiento normal
del cuerpo al ignorar los estimulos que regulan el crecimiento celular.

La complicaciéon ocurre cuando las células se desprenden del tumor prin-
cipal (tumor primario) introduciéndose al torrente sanguineo o a los vasos
linfaticos e independizandose del tumor primario. Pueden invadir otro tejido
u érgano y asi comenzar con una nueva neoplasia, a esto se le conoce co-
mo metastasis. El tumor canceroso debe conseguir un suministro adecuado
de sangre para recibir nutrientes y oxigeno estimulando el crecimiento de
nuevos vasos sanguineos anormales (angiogénesis, véase la figura 1.2).

2Tipo de muerte celular en la que una serie de procesos moleculares en la célula con-
ducen a su muerte.
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Figura 1.2: Angiogénesis.

La capacidad de un tumor de producir metastasis constituye la gran ame-
naza del cancer, al poder formase multiples colonias de tumores que crecen
en distintas partes del organismo [13].

No todos los tumores son cancerosos, ya que existen los tumores benignos
que Nno se propagan y en muy pocas ocasiones constituyen una amenaza para
la vida, excepto cuando pueden causar compresion de un 6rgano o estructura
vascular o nerviosa.

1.1. Clasificacion

Los tipos de cancer se encuadran en tres grandes grupos:

e Carcinomas. Se originan en los epitelios, esto es, en las capas de célu-
las que recubren la superficie del cuerpo (por ejemplo: la piel, el tracto
respiratorio, intestinos) y rodean las diferentes glandulas del cuerpo (ej:
mama, pancreas, tiroides).

e Sarcomas. Se originan en las estructuras de sostén como el tejido
fibroso (células del hueso, miisculos), y los vasos sanguineos.

e Leucemias. Las leucemias, linfomas y mielomas se originan en las
células relacionadas con la produccién de células sanguineas, las células
hematopoyéticas de la médula Osea.
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Los distintos tipos de céncer se clasifican principalmente por el 6rgano
en que se han originado y por la clase de células involucradas. Determina-
dos tipos de tumores primarios cuentan con una tendencia a metastatizar
de un modo preferente en algunos 6rganos especificos, por ejemplo los car-
cinomas de mama tienden a diseminarse al cerebro y pulmones; los tumores
pulmonares desarrollan frecuentemente metéstasis al cerebro y glandulas su-
prarrenales y el carcinoma de prostata lo hace en el hueso [13].

Células que se multiplican constantemente son mucho mas propensas de
convertirse en cancerosas que otras, como los canceres de células epiteliales
que forman como se menciond los revestimientos del cuerpo, y constituyen el
90 % de todos los canceres [10].

1.2. Causas

En la actualidad se cree que el cancer es causado por mutaciones genéticas,
es decir, por una serie de cambios en la estructura del ADN algunas de las
cuales pueden ser heredadas. Los genes que producen cancer se les llama
oncogenes que son versiones alteradas de genes normales [13]. La pregunta
es : ;Qué convierte a los genes normales en oncogénicos?

Los principales canceres varfan en incidencia de un pafs a otro. Si una
poblacion se expone a un agente cancerigeno (agente causante de céancer)
pueden transcurrir muchos anos antes de que surjan las primeras manifesta-
ciones de la enfermedad; a este periodo se le llama periodo de latencia. Un
compuesto es potencialmente cancerigeno si es un agente causal de lesiones
en el ADN. Algunas de las causas provenibles de ciertos cdnceres son cono-
cidas, los factores de riesgo mas comunes asociados con el cancer de acuerdo
con el Instituto Nacional de Cancerologia de México (también llamados car-
cindgenos de naturaleza fisica, quimica y biologica) son :

= Envejecimiento (en hombres: cancer de prostata, colon, recto y pulmon;
en mujeres: cancer de mama, ovario, pulmon, colon y recto).

= Tabaco (cancer de pulmon, laringe, boca, esofago, vejiga, rifion, gar-
ganta, estdbmago, pancreas, de cuello uterino o cérvix).

» Radiacion ultravioleta por ejemplo: la luz solar, camas bronceadoras
(cancer de piel).
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» Radiacion ionizante (especialmente de leucemia y cancer de tiroides,
mama, pulmon y estoémago).

» La exposicion a ciertos productos quimicos pueden causar cancer (ex-
posicion al asbesto, benceno, bencidina, cadmio, niquel y cloruro de
vinilo).

= Algunos virus y bacterias coadyuvan a aumentar el riesgo de padecer
cancer [13]:

e Virus del papiloma humano (VPH). La infeccién por VPH
es la principal causa de cancer cervical.

e Virus de hepatitis B y hepatitis C. El cancer de higado puede
aparecer después de varios anos de infeccion con hepatitis B o C.

e Virus de la inmunodeficiencia humana (VIH). Las personas
que tienen la infeccion de VIH tienen mayor riesgo de padecer
cancer, como linfoma y un céncer llamado sarcoma de Kaposi.

e Virus de Epstein-Barr. Se asocia con el riesgo de linfoma de
Burkitt, uno de los tipos de cancer infantil mas comunes en Africa
y el carcinoma nasofaringeo.

e Helicobacter pylori. Esta bacteria puede causar cancer de es-
tomago v linfoma en el recubrimiento del estomago.

» Ciertas hormonas (algunas hormonas favorecen el crecimiento de algu-
nos tipos de células cancerosas, como las del cancer del seno y el cancer
de prostata, estrogenos y testosterona respectivamente. A este tipo de
canceres se les denomina tumores hormonodependientes).

» Antecedentes familiares (cambios en el ADN que puede ser heredados).
= Alcohol (cancer de boca, garganta, esofago, laringe, higado y mama).

» Dieta deficiente, falta de actividad fisica o tener sobrepeso (las personas
con una dieta rica en grasas tienen mayor riesgo de padecer cancer de
colon, de utero o de prostata. La falta de actividad fisica y el exceso
de peso son factores de riesgo para padecer cdncer de mama, colon,
esofago, rinon y ttero).
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Cabe senalar que estos factores aumentan el riesgo en la persona pero no
siempre causan la enfermedad. Muchas personas que tienen uno o mas fac-
tores de riesgo nunca desarrollan un cancer, mientras que otras que padecen
esta enfermedad no tienen ningin factor de riesgo conocido.

1.3. Tratamientos

Un tratamiento consiste en curar la enfermedad o prolongar considera-
blemente la supervivencia y mejorar la calidad de vida del paciente. Hasta
hoy no se dispone de una terapia general eficaz en el tratamiento de can-
cer. El tratamiento es diferente para cada paciente dependiendo de: edad del
paciente, tipo de cancer, etapa, salud del paciente, etc.

Existe actualmente una gran variedad de tratamientos, algunos de ellos
son:

= Cirugia. Consiste en extirpar el tumor quirtrgicamente y parte del
tejido que rodea al tumor para asegurar que todas las células cancerosas
han sido extirpadas.

= Quimioterapia. Se usa como tratamiento sistémico y consiste en tra-
tar el cancer con medicamentos (drogas citotoxicas, que destruyen las
células), que por lo general se administran por via intravenosa o por
via oral y viajan por todo el cuerpo en el torrente sanguineo con la
intencion de que lleguen hasta las células cancerosas que se hayan pro-
pagado. Comprender el ciclo celular (figura 1.1) es importante, ya que
muchos medicamentos quimioterapéuticos sélo ejercen su accion en cé-
lulas que se estan reproduciendo activamente (no en células de la fase
Gp). Mas atin algunos medicamentos atacan especificamente las células
en una fase particular de su ciclo (fase M o 5).

= Radioterapia. Se aplica radiacion (rayos de alta energia provocados
por materiales radioactivos) que actiia especificamente dentro de la
célula cancerosa en la fase en que se multiplica, destruyéndola o impi-
diendo que se reproduzca.

» Braquiterapia. El elemento radiactivo se coloca en un recipiente que
estard en contacto con el tumor dentro de una cavidad natural del
cuerpo.
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» Hormonoterapia. Algunas hormonas favorecen el crecimiento de al-
gunos tipos de células cancerosas, como las del cancer de mama y el
de prostata, estrogenos y testosterona, respectivamente (tumores hor-
monodependientes). La hormonoterapia consiste principalmente en la
utilizacion de farmacos dirigidos a anular la funciéon de determinadas
hormonas evitando que la célula cancerosa use la hormona que necesita
para crecer.

= Crioablaciéon o Crioterapia. Se trata de la destruccion de las célu-
las cancerosas mediante la congelacién a temperaturas por debajo de
menos de 40° centigrados, produciendo la muerte celular.

» Inmunoterapia. En este tratamiento se administran medicamentos
(modificadores de respuesta biologicos) con el objetivo de estimular el
sistema inmune del paciente, actiian sobre los globulos blancos para
que puedan reconocer y atacar mas eficazmente las células cancerosas.
Los globulos blancos pueden ser estimulados de varias maneras para
incentivar la respuesta inmune con poco o ningin efecto sobre los tejidos
sanos por ejemplo:

a) Interferones (INF): Son sustancias que pueden mejorar la respues-
ta natural del cuerpo a las infecciones y otras enfermedades, im-
piden la multiplicacion de células cancerosas y pueden retardar el
crecimiento de un tumor; también promueven la maduracién de
los linfocitos T. El cuerpo elabora naturalmente estas sustancias,
también se producen en laboratorio (ej: Interferon «, 3, 7).

b) Interleucinas: Son proteinas que aumentan el crecimiento y la ac-

tividad de las células inmunes del cuerpo, algunas presentan acti-
vidad antitumoral ej: IL-2, TL-4, TL-7.

c) Anticuerpos monoclonales: Estan disenados para atacar areas es-
pecificas en la superficie de las células conocidas como antigenos.?
Los antigenos ayudan al cuerpo a identificar células que son ex-
tranas como gérmenes o células cancerosas y desencadenan una
respuesta inmune.

d) Vacunas: Ayudan al cuerpo a reconocer células cancerosas y a
provocar su destrucciéon por el sistema inmune.

3Cualquier sustancia que provoque en el cuerpo una reaccién inmunitaria especifica.
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e) Factor de necrosis tumoral: Es una proteina elaborada por los
globulos blancos en respuesta a un antigeno o a una infeccion. Es-
timula la respuesta inmunitaria y puede provocar necrosis (muerte
celular) en algunos tipos de células tumorales.

1.4. FEl sistema inmune

Los seres humanos nos defendemos constantemente frente a agresiones
principalmente externas, ya que al no ser asi moririamos de tumores, infec-
ciones de bacterias, virus, hongos etc. Para que estos procesos de defensa
se lleven a cabo disponemos de un conjunto complejo de 6rganos y células
llamado sistema inmune o sistema inmunolégico, cuyos 6rganos son:

Amigdalas
Nodulos linfaticos
Vasos linfaticos
Timo

Bazo

Médula 6sea

Este sistema nos protege en dos tipos de respuesta:

Respuesta inmunolégica no especifica o innata. Es la primera
barrera defensiva del organismo, y es de especial importancia frente a
las infecciones y céncer. Algunas células que acttian en esta respuesta
son: neutrofilos, macrofagos y células NK (natural killer), dichas células
se caracterizan por activarse de forma inmediata siempre que cualquier
antigeno penetre en el organismo, entran en contacto con la sustancia
extrana que destruyen mediante el proceso de fagocitosis y citotoxicidad
(capacidad para interaccionar con otras células y destruirlas).

Respuesta inmunolégica especifica o adquirida. Se desarrolla
cuando los agentes infecciosos logran evadir los mecanismos innatos
de defensa. No es inmediata, aunque permite una respuesta inmune
mayor, una accién muy especifica contra antigenos asi como también
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una memoria inmunolbgica. Si un antigeno entra a un organismo mas
de una vez, estas células de memoria desencadenan una respuesta es-
pecifica para ese antigeno que han reconocido con el fin de eliminarlo
rapidamente.

Respuesta inmunolégica especifica puede ser de dos tipos:

e Celular: Estan implicados los linfocitos T, que a su vez pueden ser
linfocitos T colaboradores (Th) o linfocitos T citotoxicos (Tc).

e Humoral: Estan implicados los linfocitos B, estas células interac-
cionan con el antigeno, sintetizan y secretan anticuerpos capaces
de combinarse especificamente con el antigeno estimulante.

El sistema inmunologico juega un papel importante defendiendo al in-
dividuo frente al crecimiento de células cancerosas, aunque no siempre es
eficaz en proporcionar una respuesta adecuada, ya que las células cancero-
sas pueden utilizar inmunosupresores para evadir los mecanismos de control
inmunologico y evitar ser identificados.

Las investigaciones en la inmunoterapia del cancer se han enfocado en la
actividad antitumoral de los globulos blancos, especialmente los linfocitos T,
células NK y macrofagos.

Accion antitumoral de:

» Linfocito T: Tanto los linfocitos T-CD4 (Th) como los linfocitos T-CD8
(Tc) tienen capacidad para inducir resistencia contra el crecimiento tu-
moral. Las células CD8 ejercen un efecto antitumoral directo debido a
su capacidad citotoxica, mientras que las células CD4 producen citoci-
nas®.

= Células NK: poseen una importante capacidad de lisis de células tumo-
rales, es decir, que poseen la capacidad de romper la membrana celular
de células tumorales.

= Macrofagos: Afectan el crecimiento tumoral, inhibiendo la proliferacion
de células tumorales y también pueden atacarlas directamente.

4(Citocina o citoquina: sustancia elaborada por las células del sistema inmunitario. Al-
gunas de ellas pueden estimular o suprimir la respuesta inmunitaria, y provocar el rechazo
de tumores reclutando y estimulando a otras células contra el tumor.
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Por dicha accion antitumoral que poseen los linfocitos T-C'D8+ y las
células NK, el modelo que se presenta en el capitulo tres se enfoca en las
interacciones entre estos dos tipos de globulos blancos y las células tumorales.

1.5. Prevencion

En vista de la correlacion que se ha identificado entre ciertos factores y
la aparicién de cancer, el riesgo de contraer la mayoria de los tipos de cancer
se puede reducir mediante cambios en el estilo de vida de la persona, las
principales formas de prevencién son :

= No fumar.

= No exponerse demasiado a los rayos ultravioleta y usar bloqueador
solar.

= Hacer ejercicio.
s Llevar una dieta saludable.
s No beber alcohol en exceso.

= Acudir al médico una vez al ano para una revision.

Cabe destacar que el cumplir con estas medidas de prevenciéon no hace
que las personas estén exentas de padecer cancer, s6lo se disminuye su riesgo
de padecerlo.
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Capitulo 2

Modelos de crecimiento de células

Un buen modelo matematico de un fenémeno se caracteriza por permitir
con un minimo de complejidad reproducir de manera, al menos, cualitativa
lo observado en el fenémeno, dicha complejidad esta en funcion de nuestra
capacidad de analisis.

Para formular un modelo de la interaccion entre células tumorales y célu-
las inmunitarias necesitamos entender como son los patrones de crecimiento
y variacion de células tumorales en ausencia de células inmunes y viceversa,
es decir, como son los patrones de crecimiento y variacion de células inmunes
en ausencia de células tumorales.

Si T'(t) representa la densidad de poblacion de células al tiempo ¢, entonces
la variacion instantanea de dichas células vendra descrita por % y la ecuaciéon
més general que describe la dindmica del crecimiento de un tumor puede
escribirse como:

dT
— = F(D), (2.1)

T(0) > 0. Si el tamano de la poblacion es cero (1" = 0), entonces F'(0) = 0.
Una forma en la que se puede expresar F(T') es F(T) =T f(T), donde f(T)
es el factor que depende de la densidad en la proliferacion y muerte de células
tumorales, el cual puede ser escrito méas explicitamente como:

S(T) = p(T) — d(T), (2.2)
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donde p(T) describe la proliferacion celular y d(T") describe la muerte celular.

2.1. Modelo de Verhulst o logistico

La poblaciéon de células tumorales en sus primeras etapas tiene un creci-
miento del tipo sigmoide ([5], [10]), es decir, muestra un acelerado crecimiento
al principio y posteriormente un crecimiento desacelerado que tiende a un li-
mite (figura 2.1).

Un modelo que se ha utilizado para describir esta propiedad es el mode-
lo de crecimiento logistico, donde en la ecuacion (2.2) se tiene que f(T) =
a(l —=bT) y por lo tanto, F(t) = aT(1 — bT"). Este modelo fue propuesto por
Pierre Francois Verhulst en 1838 para describir la evolucion de una poblacion
cuyo crecimiento al principio es exponencial, pero que al cabo de un tiempo
frena su crecimiento tendiendo hacia una cota. En nuestro caso consideramos
el crecimiento del tumor del tipo logistico que normalmente se mide como
nimero de células o como un volumen ([5]).

)

Figura 2.1: Crecimiento sigmoide.

La tasa de crecimiento de este modelo tiene un término lineal que des-
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cribird el crecimiento inicial de la poblacion, y otro término negativo que
frenara el crecimiento de la poblacion. Por lo tanto, la tasa instantanea de
crecimiento se podré escribir de la siguiente forma:

ar

— =adl'(1-bT 2.3

= aT(1-T), (23)
Sujeto a una condicion inicial T'(0) = Tp. Los pardmetros que describen

un modelo de Verhulst o logistico son:

= a: es la tasa de crecimiento siempre positiva. El primer término de
la ecuacion define un crecimiento proporcional al ntimero de células
presentes en ese momento, que describe el crecimiento exponencial.

= b1 es la capacidad de carga que representa el nimero maximo de
células que puede soportar un entorno. El segundo término (abT?) de
la ecuacién es negativo, frena el crecimiento. Cuando el ntimero de

células es T = 3, con b > 0 el crecimiento se anula (4 = 0).

2.1.1. Adimensionalizacién

Al querer modelar algin fenémeno mediante sistemas de ecuaciones dife-
renciales normalmente se llega a ecuaciones con parametros. Para reducir el
nimero de parametros y expresar la ecuacion en términos de variables adi-
mensionales se hace un cambio de variables para asi poder analizar el compor-
tamiento del sistema, independientemente de las unidades fisicas utilizadas
para medir las variables. Este procedimiento se llama adimensionalizacion.

Para adimensionalizar la ecuacion (2.3) se propone el siguiente cambio
de variables t = 7 y T(t) = ay(r(t)). Entonces & = a%‘fi—; y & = %
Los parametros a y (3 se escogen de manera que simplifiquen la forma de la
ecuacion. Para la logistica tenemos:

d
%d—i acy(l — bay),
dy
i aBy(1 — bay)
-
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entonces nuestra transformacion es T(t) = 4Tt y

Sia = % y 8 = ,
2.3) se transforma en:

T = at, y la ecuacion

Q=

Yoy (2.4

Aqui no aparece ningiin paradmetro, eso la hace mas sencilla de analizar.

2.1.2. Analisis de la ecuacién logistica

Para una mayor claridad de notacién hacemos 7 = t,
— =y(l—y). (2.5)

Comenzamos por analizar los puntos de equilibrio, donde el sistema per-

manece estatico, es decir, % = 0, implica que:

N y =0,

Son soluciones constantes de la ecuacion diferencial, notamos que la ca-
pacidad de carga adimensional es y = 1.

Si graficamos de y contra i%’ podemos encontrar en qué intervalos de
valores de y la derivada es positiva y en cuales negativa y lo indicamos en el
eje horizontal con una flecha apuntando a la derecha y una flecha apuntando
a la izquierda respectivamente.
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dt

En la figura 2.2 se grafico

Figura 2.2: y vs.

dy

dt”

(1 — y) que es una parabola hacia aba-

jo. Se observa con claridad los dos puntos de equilibrio de la ecuacion (2.5).
También se aprecia que en el intervalo (0, 1) la derivada es positiva, de forma
que y es creciente, y en los intervalos (—oo, 0)U(1, 00) la derivada es negativa,
lo que indica que y es decreciente. Se observa también que hay un méximo.
Derivando la ecuacion (2.5) e igualando a cero se obtiene:

Entonces,
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dg?j 0.54
dt?

0.44
0.34
0.24

0.14

o] Y

-0.24

. . d?
Figura 2.3: y vs. 54.

En la figura 2.3 se ha graficado y vs. ‘%’ y se puede ver que en los interva-

los (0,3) U (1, 00), la funcién ‘%’ es positiva, por lo tanto la pendiente de %

es creciente (funcion convexa), en cambio en los intervalos (—oo, 0)U (3, 1) la
., d2y . . . . dy .
funcion %7 es negativa lo que significa que la pendiente de %/ es decreciente

(funcion concava). Al punto y = 1 se le llama punto de maximo crecimiento.
Cabe resaltar que se ha hecho un anélisis del comportamiento de las solucio-
nes de la ecuacion diferencial (2.5) solo teniendo la ecuacion diferencial ya
que no se han obtenido hasta ahora las soluciones analiticas de dicha ecua-
cion. Esto es lo que se hace normalmente al estudiar una ecuacion diferencial
y se llama anélisis cualitativo.

Esta ecuacién no lineal es suficientemente sencilla como para poderla re-
solver explicitamente, en general las soluciones de las ecuaciones no lineales
no se pueden obtener en forma analitica y solamente se pueden tratar en for-
ma cualitativa y numéricamente. Resolveremos la logistica usando el método
de separacion de variables [12] de la siguiente manera:

dy

Y —at,
y(1—y)
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y(0) = yo.
Resolviendo por fracciones parciales obtenemos:

_ Yo
Yo + (1 - yO)e_t7

Y

notamos que:

Yo

lim =1
t—o0 Y, + (1 — yo)e_t

?

que es la capacidad de carga adimensional, sin importar dénde se localice
yo # 0. Para el limite cuando ¢t — —oo se tiene

lfm Yo
t==00 yo + (1 = go)e

=0,

que es el segundo punto de equilibrio. El punto y = % de maximo crecimiento

1_
ocurre cuando t = In (ﬁ)

En la figura 2.4 se muestran cuatro soluciones diferentes con las siguientes
condiciones iniciales:

A) y(0) = 3,
B) y(0) = 3,
C) y(0) = 3,

O
~—
<
—~

[an)
~—

I
wlot
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y(t) y(t)
-‘/D-';'_’/////_'
054 A . B
_,_.--"‘/
i o0 05 1 1‘.5 2 25 1] 05 1 15 2 2‘5 f 3
y(t) \ y(t)
0s C 054 D

Figura 2.4: Soluciones de la ecuacion logistica.

Las soluciones para las que y(t) < 0 se omiten dado que carecen de sentido
biolégico, no hay poblaciones negativas, aunque si tienen sentido matemati-

camente, siempre tomamos ¢t > 0.

Una vez analizada y resuelta la ecuaciéon adimensionalizada cabe senalar

que podemos regresar a la ecuacion original sustituyendo en T'(t)

— )

7 = at recordando que T'(0) = Ty = yo = b1y de lo que resulta que:
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1o

T(t) = .
(®) bTy + (1 — bTp)e—a

Es el modelo que se propone para representar el crecimiento de células
tumorales en el modelo méas general que incorpora la interacciéon de las células
tumorales y las células inmunes.

2.2. Modelo de tasa de producciéon constante

Consideraremos ahora una poblacion de células, denotemos por N(t) la
poblacién de células al tiempo t. Vamos a suponer que se generan a una
tasa constante s y que cada célula tiene un tiempo de vida promedio. De
acuerdo con estas suposiciones un modelo para cuantificar el crecimiento de
estas células es el siguiente:

dN
— =s5—dN 2.6

donde s > 0 es la tasa de crecimiento constante y d > 0 es la tasa de
muerte de las células, entonces el término —dN refleja una muerte de manera
proporcional al tamano de la poblacién.

Al adimensionalizar la ecuacion (2.6) con el siguiente cambio de variables:
N(t) = %(t)), T = dt se obtiene:

dy
- —1=
dr Y

(para una mayor claridad hacemos 7 = t):

dy _

=1-
dt

Y, (2.7)

con la condicion inicial y(tg) = yo. El tinico punto de equilibrio es y = 1. De

esta ecuacion podemos observar que % > (0si —oo < y < 1, se concluye que
. . . d
las soluciones menores de la solucion y = 1 son crecientes. Dado que %/ < 0

si 1 < y < oo entonces las soluciones mayores de y = 1 son decrecientes.



22 CAPITULO 2. MODELOS DE CRECIMIENTO DE CELULAS

Nuevamente se puede construir la grafica de y contra % para poder analizar
en qué intervalo de valores de y su derivada es positiva y en cudl negativa, al
hacerlo se obtiene una recta con pendiente —1 y ordenada al origen 1 como
se puede observar en la figura 2.5.

dy\'

dt ]

0.6
0.4

0.2

-0.2 ?j

Figura 2.5: y vs. %.

Para analizar un poco mas la ecuacion (2.7) podemos obtener la segunda
derivada y ver la concavidad de las soluciones:

d*y

a Vb

Encontramos que en el intervalo (1,00) la funcion % es positiva, por lo
tanto, la pendiente de % es creciente, asi y es una funcion convexa en dicho
intervalo, sin embargo, en el intervalo (—oo, 1) la funcion % es negativa lo
que indica que la pendiente de % es decreciente, asi y es una funciéon concava
en dicho intervalo, esto se puede observar al hacer la grafica de y contra %
y se obtiene una linea recta con pendiente 1 y ordenada al origen —1 y eso

se puede observar en la figura 2.6.
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34

d’y
dt?

Y
-1
Figura 2.6: y vs. %.

Nuevamente es importante hacer la observacion de que se ha hecho un
analisis del comportamiento de las soluciones de la ecuacion diferencial (2.7)
sin resolverla, es decir, un analisis cualitativo como el que se realizé en la
seccion anterior con la ecuacion logistica. Sin embargo, estamos frente a una
ecuacion diferencial ordinaria lineal la cual se puede resolver como la suma
de la solucion de la ecuaciéon homogénea con una solucion particular,

dy

= + — 07

at Y
tiene solucion y, = e™',

d

_y _I_ y = 1’
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tiene como solucién particular y, = 1, entonces la solucién general es:
_ —t
y=ce  +1,

donde ¢; es una constante arbitraria. Al tomar el limite de estas soluciones
cuando t tiende a infinito:

lim (1 + cie) = 1.

t—o00

Desde el punto de vista biologico la solucién y = 1 es la poblacion de
equilibrio, es decir, el nimero maximo de células que se pueden tener y po-
blaciones mayores a este valor decreceran tendiendo a este valor. En cambio,
por debajo de dicha soluciéon la poblacion empezara a crecer, el niimero de
células aumentara tendiendo a la solucion y = 1. Esto se puede observar en la
figura 2.7 donde se tomaron cuatro soluciones particulares de la ecuacion di-
ferencial (2.7), (asignandole un valor numérico a la constante de integracion).
Su evolucion en el tiempo esta representada de color azul y las condiciones
iniciales son y(0) = 0, y(0) = 0.5, y(0) = 1.5 y y(0) = 2 y la solucion y = 1
de color rojo.

A)y=1+e™,

B) y=1+0.5¢"",
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y(t)

05

Figura 2.7: Tasa de producciéon constante.

Una vez resuelta la ecuacion adimensionalizada podemos regresar a la

ecuacion original sustituyendo en N(t) = %‘l(t”, 7 = dt lo que nos da:
N(t) = 2 —+ Cgeidt (28)
con c; = ¢, notando que th’m N(t) = 2, y asi s/d es la poblacién de
— 00
equilibrio.

2.3. Otros modelos de crecimiento

Como se ha mencionado anteriormente un tumor al menos en sus primeras
etapas tiene un crecimiento de tipo sigmoide, crece de manera exponencial al
inicio y después frena su crecimiento tendiendo hacia un limite. Hay varios
modelos que tienen este comportamiento entre ellos esta la logistica que es el
mas sencillo que se ha usado para modelar el crecimiento de células cancerosas
(15],16]), el de Gompertz (|17], [18]), el de Von Bertalanffy. Sélo veremos el
comportamiento cualitativo de estos modelos.
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2.3.1. Modelo de von Bertalanffy

El modelo de von Bertalanffy se considera f(T) = oT*"! — BT*! en la
ecuacion (2.2):

dT
pri oT> — BT+, (2.9)

con «, 3, A\, u constantes positivas y u > A.
En particular, tomando A\ = %, i = 1 que se utiliza para modelar
el crecimiento de tumores [10] y el siguiente cambio de variables; T'(t) =

3
(%) y(7(t)), t = 5, y haciendo ¢ = 7 la ecuacién se transforma en:

dy 2

= ys — 2.10
ik A (2.10)

ara encontrar los puntos de equilibrio hay que resolver % =

Asiyi —y=0e P =1y & y*(y — 1) = 0, cuyas soluciones son y = 0
y y = 1. Encontramos también un punto de inflexién, % =0eny = 2%.
Se puede encontrar la solucién general definiendo una nueva variable como

1 ., . [
z = y3 y resolver una ecuacion lineal, con esto la solucion general es:

y = (cre s 4+ 1)3, (2.11)

lfm (cre™5 +1)% = 1.
t—»00

Nuevamente se tiene que la capacidad de carga adimensional es uno. En
la figura 2.8 se muestra una solucion en color azul de esta ecuacion y obser-
vamos que también tiene un comportamiento del tipo sigmoide.
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254

0.5

Y

Figura 2.8: Solucion de la ecuacion de von Bertalanffy (2.8) para A = % y
=1

2.3.2. Modelo de Gompertz

El siguiente modelo fue propuesto por Gompertz también utilizado pa-
ra modelar el crecimiento de tumores, en este modelo se utiliza f(T) =
—bT In (%), esto se deriva de una ley de Gompertz de la mortalidad, don-
de establece que la tasa de mortalidad cae exponencialmente con el tamano
actual de la poblacién, con lo que la ecuacién queda de la siguiente manera:

dr T
— =—=0T'In{—|. 2.12
dt " ( k;) (2.12)
Donde b y k son constantes positivas. Haciendo T'(t) = ky(7(t)) y t =
y tomando ¢t = 7. La ecuacion adimensional es:
dy
— = —ylny. 2.13
o = ylny (2.13)

Los puntos de equilibrio son y =0y y = 1. ‘;273 =0eny = e !y dicha
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ecuacion se puede resolver haciendo el cambio de variable y = e*, con lo que
obtenemos la solucion general:

y = exp (cre™"), (2.14)

; —t\\
tli)rglo(exp( ce ) =1,

vy nuevamente se tiene que la capacidad de carga adimensional es uno. En la
figura 2.9 se muestra una solucion en color azul de esta ecuacion.

T ES S — A I A .

16

Figura 2.9: Soluciéon de la ecuacion de Gompertz.

En la figura 2.10 se muestra una comparacion entre los tres modelos de
crecimiento de células tumorales poniendo en el eje horizontal y y en el eje
vertical % para cada uno de los tres modelos.
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A d? /
054 dt

0.4+

0.34

Logistica

02
Gompertz

0.1+

von Bertalanf fy

[u] 0.1 0z 03 04 05 [N o7 o8 o9 1

Figura 2.10: Comparacién de los retratos fase de la logistica, von Bertalanffy
(con A =2y p=1) y Gompertz.

Y aqui observamos que al incio, el modelo de von Bertalanffy es el que
presenta un mayor crecimiento seguido por el de Gompertz y el logistico, sin
embargo, llega un momento en el que el crecimiento logistico los supera. Ade-
més, el crecimiento de Gompertz y de von Bertalanffy empiezan a decrecer
para valores de y para los que la logistica sigue atn creciendo. No obstante
llega un momento en el cual todas empiezan a decrecer hasta alcanzar el
punto (1,0) que es la solucion de equilibrio y = 1 para todos los modelos
adimensionalizados.

Cinética de Michaelis-Menten

La reaccion citotoxica de las células inmunes (linfocitos T, macrofagos,
células NK, etc.) contra las células tumorales es semejante al modo en el que
las enzimas actian sobre el sustrato en las reacciones quimicas donde las
enzimas transforman los sustratos de una manera continua y sin destruirse
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a si mismas (|19],[20]), para ello es importante medir la velocidad de una
reaccion quimica. También se utilizan los efectos de saturaciéon y méaxima
tasa de produccion [14].

Bajo ciertos supuestos la cinética de Michaelis-Menten mide la velocidad
de reacciones enziméticas. Si consideramos:

e |E|]= concentracion de enzima,

e |S|= concentracion de sustrato,

e |ES|= concentracion de complejo enzima-sustrato,
e |P|= concentracion de producto.

Entonces la ley cinética se escribe como:

E+S ESBELP
k_1

La enzima maés el sustrato va a formar el complejo enzima-sustrato, que a
su vez se va a disociar en enzima y producto, pero no hay posibilidad de que
el producto vuelva a formar el complejo enzima-sustrato. Suponemos que E
es una célula inmune la cual transforma a la célula tumoral S en P y asi sea
incapaz de replicarse. Suponiendo que:

1. La concentracion del complejo ES es pequena y se mantiene constante
. . d[ES
a lo largo de la reacciéon enziméatica, de manera que dEs] _ .

2. En el momento de saturacion £ — ES, es decir, la concentracion de
enzima libre es casi cero.

3. La velocidad maxima V,,4, coincide con el momento de saturacion.

Utilizando también la ley de accién de masas (que establece que la ve-
locidad de la reaccién quimica es proporcional al producto de las concen-
traciones de los reactivos), entonces la velocidad de reaccion viene dada por
% = ko[ES], v la concentracion total de la enzima [Ey] = [E] + [ES]. Te-
niendo en cuenta todo esto Leonor Michaelis y Maude Menten obtuvieron
que:

d[P]

L LIE
dt 2 Eo]

15]
km + [S]
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e FEj: concentracion total de enzima.

° % : velocidad de formacion del producto.

o ko[Ep] : velocidad méxima de formacion de producto.

d[P| |
i

K,, [S]

Figura 2.11: Velocidad de reaccion.

En la figura 2.11 podemos observar el efecto de saturacion al tomar el
limite cuando [S] tiende a infinito,
d[P]
im —— = kqo|E)p].
[S]—oo  dt 2| Fio)
Experimentalmente se ha observado que ciertos tipos de células cancerosas
tienen un comportamiento de tipo logistico ([5, 6, 7]), es por ello que en el
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modelo con interacciéon se va a utilizar la ecuaciéon logistica junto con el
término de Michaelis-Menten. Es un sistema del tipo depredador - presa,
donde la poblacion de células tumorales juega el papel de presa y las células
inmunitarias el de depredadores.



Capitulo 3

Formulacion del modelo

El microambiente tumoral incluye células del sistema inmune, fibroblastos
y otras células del tejido conectivo, células endoteliales, matriz extracelular,
moléculas de sefializacion (quimiocinas y citoquinas) y factores de crecimien-
to (citoquinas y hormonas). Las interacciones entre las células tumorales y
los componentes de su microambiente son muy complejas y cambian conti-
nuamente, el tratar de entenderlas e incluso identificarlas todas ha sido una
tarea muy complicada de bidlogos y médicos. Una herramienta para investi-
gar algunas de estas complejas interacciones son los modelos matemaéticos.

El objetivo de este capitulo es presentar tres modelos matematicos que
mediante ecuaciones diferenciales ordinarias buscan reflejar la interaccion de
un tumor canceroso con las células del sistema inmune.

3.1. Interaccion entre células cancerosas y NK

Se trabaja con un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y las va-
riables que se consideran son: poblacion de células tumorales y poblacion de
células NK. Soélo se considera un tipo de células del sistema inmune para
facilitar el andlisis. Se modelan las células NK ya que son parte del sistema
inmune innato y son la primera linea de defensa de nuestro organismo; se
estudia su comportamiento, es decir, como cambia dicha poblacién al inter-
actuar con una poblacién tumoral. Algo muy importante es que se analizan
dos términos de reclutamiento para células NK debido a que algunos autores
utilizan un cociente de polinomios lineales h; y otros un cociente de poli-

33
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nomios cuadraticos hs, esto podria poner un poco mas claro el por qué se
utilizan dichos términos y al hacer un analisis cualitativo saber si exhiben
comportamientos totalmente distintos. Al final se considera otro tipo de cé-
lulas del sistema inmune y se agrega dicha poblacion al sistema original.

Las dos variables consideradas son las siguientes:

= N(t), poblacion de células NK al tiempo t.

= T'(t), poblacion de células tumorales al tiempo .

Considerando las siguientes suposiciones:

1. La poblacion de células tumorales tiene una dinamica de tipo logistico
en ausencia de una respuesta inmunitaria, debido a que experimental-
mente se ha observado este tipo de crecimiento para dichas células [5]
y no se considera metastasis, ya que consideramos el crecimiento del
cancer en una etapa inicial.

2. Las células NK pueden eliminar (causar lisis) a las células tumorales
tras entrar en contacto con ellas.

3. Las células NK se responden por la presencia de células tumorales.

4. Las células NK normalmente estan presentes en el cuerpo, ain en la
ausencia de células tumorales ya que son parte del sistema inmune
innato.

5. Las células NK se inactivan después de un cierto nimero de interaccio-
nes con las células tumorales [14].

La interaccion entre las células NK y las células tumorales puede ser
descrito como se muestra en la figura 3.1.
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muerte de células
razén de cambio de crecimiento de tumorales por
A = | células tumorales TN
con celulas NK
) . tasa de tasa de muerte relclutamientu de muerte de células NK
razon de cambio de| _ produccion natural de + celulas NK por — | por interaccién con
células NK de células NK células NK :zr[:]r;senma del celulas tumorales

Figura 3.1: Esquema de razones de cambio.

El modelo descrito se puede representar por el siguiente sistema de ecua-
ciones:

% _ aT(1 = bT) — Fx(T, N). (3:2)

Podemos notar que en la ecuacion (3.1) aparecen los términos s — dN, los
cuales reflejan la dindmica de las células NK sin interactuar con las células
tumorales. El término h;(T) propuesto en [16] es:

pT
T = ——
M(T) g+ T’

el cual refleja la proliferacion de células NK ante una poblaciéon tumoral y
muestra el efecto de saturacion de la respuesta inmunitaria, donde p es la tasa
méaxima de proliferacién y g es la constante de saturacion media del proceso
de proliferacion; este término es muy parecido a la cinética de Michaelis-
Menten ([9], [14]) que describe la velocidad de reaccion de varias reacciones
enzimaticas que fue lo que se explico al final del capitulo anterior. El término
de inactivacion es Iy (T, N) = mNT, donde m es un parametro que se toma
de datos experimentales.
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En la ecuacion (3.2) se observa el término de crecimiento logistico y la
funciéon Fy representa la fraccion de células tumorales muertas por interac-
ciones con células NK, este término de competencia se supone proporcional
al producto de las poblaciones que compiten, es decir, Fiy = nNT donde n
es la constante de proporcionalidad.

Sustituyendo las formas funcionales el sistema queda de la siguiente ma-
nera:

dN pT

— =5s—dN+ ——=N —mNT 3.3
a * g+T ma (8:3)
dT

— = aT(1—bT) — nNT. (3.4)

Las soluciones de las ecuaciones (3.3), (3.4) con condiciones iniciales apro-
piadas pueden representarse como curvas en el plano (N, 7). Se harad un
analisis de estabilidad de las soluciones alrededor de los puntos de equilibrio
utilizando la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir,
se determinara la estabilidad utilizando la matriz de Jacobi (véase [1]). Esto
nos permitird hacer un bosquejo del plano fase utilizando los pardmetros que
aparecen en el apéndice B y asi interpretar estos resultados desde el punto
de vista biologico.

Antes de realizar el estudio cualitativo es conveniente adimensionalizar
las ecuaciones; para ello se puede realizar el siguiente cambio de variables:

= N(t) = Noz(7(t)),
n T(t) = Toy((1)),
» 7(t) = nTot,

m 0=

|~3
Q
33
[@%
QL

s o _ g _ _ _ a _
nNoT()’p_nTo’n_To’“_ - a_nToaﬁ_bTO-

Aqui Ny = Ty son las condiciones iniciales del orden de 10° células, con
lo que obtenemos el sistema:
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dx px

D I -

i o x+77+xy ury,
il (1-5y)

— =ay(l - -

dr Y ) )

Para una mayor claridad de notaciéon volvemos a escribir N, T" y ¢ en
lugar de x, y vy T respectivamente.

dN T

— =0 —0N+ ——N —uNT 3.5
dr

— =aT(1—pT) ~ NT. (3.6)

3.1.1. Puntos de equilibrio e isoclinas nulas

Sean

o
N, T)=0— 6N+ =N _ uNT,
f(NT)=0 TN T

g(N,T) = oT(1 — BT) — NT.

En los puntos de equilibrio se debe cumplir que f(N,T) = g(N,T) = 0.
Cada una de estas igualdades define implicitamente una curva en el plano
(N,T), estas curvas se llaman isoclinas nulas y sus intersecciones son los
puntos de equilibrio del sistema. Debido al tipo de problema que se esté es-
tudiando también se debe cumplir que N >0y T > 0.

Sea P, un punto de equilibrio, veremos qué sucede en puntos cercanos a
Pr.

Si f(NV,T) = 0 entonces:
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_ o(n+T)
w24 (6= p+ )T + o’

Si g(N,T) = 0 entonces:

aT(1 — BT) — NT = 0.

De g(N,T) = 0 surgen dos casos: T = 0 que es un equilibrio libre de
células tumorales o N = a1 — ST). Por lo tanto, hay que encontrar las
intersecciones de las rectas T'=0 y N = a—afT con la curva f(N,T) =0
para encontrar los puntos de equilibrio.

» Caso I Si 7" = 0 sustituyendo en la ecuacion f(N,0) = 0 obtenemos

T o
que N = ¢/§, asi un punto de equilibrio se encuentra en (—,0).

5 )
= Caso II Si N = a— afT que es una recta con pendiente negativa y se
debe cumplir que:

on+1T)
pT? + (6 — p+ pn)T + on’

N=a—afT =

se obtiene asi un polinomio de grado tres para 71"

CsT?+CT*+Ci/T+Cy=0,

Ci=2+p—pn—05+np,

Co=—p+unB+ 468 — pB,

Cs = pp.
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Por lo tanto, el problema de encontrar los puntos de equilibrio, en este
caso, es equivalente a encontrar las raices reales positivas de dicho polinomio
de grado tres. El hecho de que dichas soluciones existan va a depender de los
valores de C; i € {1,2,3}, los cuales a su vez dependen de los parametros.

Al sustituir los valores de los parametros (véase el apéndice B) el caso I
se muestra muestra en la figura 3.2.

Figura 3.2: Isoclinas nulas.

El primer punto de equilibrio es entonces P, = (%, 0) = (0.3155,0). Bio-
logicamente obtenemos un estado en el que no hay poblacion de células tu-
morales (17" = 0) el cual serfa siempre deseado por cualquier paciente, a dicho
estado le llamaremos “estado libre de tumor”.

En el caso IT al sustituir los valores de los parametros el polinomio de
grado tres a resolver es el que tiene los coeficientes:
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» Cp = —6.099635949,

C, = 0.7812115981,

Cy = —0.0044978182,
C3 = 0.00000622.

Necesitamos encontrar las raices positivas de este polinomio cuya grafica
se puede observar en la figura 3.3.
Las tres raices son:

T ~ 8.1897,
T =~ 267.7979,
T =~ 447.1342.

Polinomio de grado tres para T

P

Figura 3.3: Polinomio de grado tres.
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Y asi obtenemos los siguientes puntos de equilibrio:

1. Py ~ (1.609,8.190),
2. Py ~ (0.760, 267.798),
3. Py~ (0.173,447.1342).

En la figura 3.4 se muestran las isoclinas nulas y los cuatro puntos de
equilibrio que se obtuvieron.

500
450
400
350
300

T 250
200
150
100

50

Figura 3.4: Isoclinas nulas y puntos de equilibrio de las ecuaciones (3.5) y
(3.6).
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Una forma muy comin de entender el comportamiento dinamico de las
soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es a través del
llamado retrato fase o diagrama de fases.

Retrato fase

: _ _ (dN d
Sea F : Q C R? — R* dada por F(N,T) = (f(N,T),g(N,T)) = (4F, 4F).
Si consideramos a N = N(t) y T' = T(t), es decir, funciones de ¢ entonces
el vector (N(t),T(t)) representa una curva en el plano N vs. T, a tal curva
se le denomina trayectoria u orbita de de las ecuaciones (3.5) y (3.6) [15], es

decir, son curvas:

N = N(),
T =1T(1),

tales que el vector tangente a la curva (vector velocidad) en el punto (N, Tp)
es (f(No,To),9(No,To)) |2]. Entonces si se dibujan varios de estos vectores
tendremos un retrato aproximado de las trayectorias. Aquellas curvas que al
pasar por un punto pasen con tangente igual a la flecha que se dibujen en ese
punto seran trayectorias del sistema, y a este diagrama se le llama diagrama
de fases o retrato fase de las ecuaciones (3.5) y (3.6).

3.1.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Como se mencion6 anteriormente el comportamiento de las soluciones al-
rededor de los puntos de equilibrio es fundamental en la estructura de las
soluciones, de manera que se analizara el comportamiento de las soluciones
en una vecindad de los puntos de equilibrio.

Si (N*,T*) es un punto de equilibrio del sistema, podemos tomarlo como
origen de las coordenadas en una vecindad alrededor de este punto.

dN dx
N(t) = N* t - -
()= N*+a) = T =
dI"  dy

Tt)=T" t — =
) =T +y() = = =
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Sustituyendo en las funciones f y g obtenemos:

dx . y

T SN+ 2(t), T" + y(t)),
dy " N
Y N (1), T + (1)),

y procedemos a desarrollar las funciones f y ¢ en serie de Taylor alrededor
de los puntos de equilibrio:

dx e e OF o Of /i 2 2
W= VT T (N T ST Ty ol o7, ),
dy o/ - LN 2 92
= = IWNLT) + o (NS T)a + o (N5 Ty + 0%, 57, ay).

Pero f(N*,T*) = g(N*,T*) = 0 por ser equilibrio y como nos interesa so-
lamente la dinamica en una vecindad del equilibrio y los términos dominantes
son los lineales, entonces podemos despreciar los no lineales del desarrollo.

dy  0Og

Utilizando notacion matricial obtenemos el sistema lineal:

x or  of Vf
Finalmente tomando X = (y> y Jp = (%ng %5) = (Vg) obtenemos:

X = JpX.
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La matriz Jr es la matriz jacobiana.

Normalmente, el primer paso en el analisis de sistemas no lineales es reali-
zar una linealizacion en torno a un punto de equilibrio y analizar el comporta-
miento del modelo lineal. Existen teoremas como el de Hartman-Grobman
que establecen condiciones bajo las cuales es posible extraer conclusiones so-
bre la estabilidad! local de puntos de equilibrio del sistema no lineal a través
del analisis de estabilidad del modelo linealizado en torno a cada punto de
equilibrio.

Vamos a hacer uso de este resultado muy importante de la teoria cuali-
tativa local de ecuaciones diferenciales ordinarias, el cual se enuncia a conti-
nuacion.

Teorema de Hartman-Grobman [11] Sea f : O C R? — R? con
f e C'(Q) y consideremos el sistema no lineal x = f(x) ; supongamos que x*
es un punto de equilibrio aislado? y ademas que A(x*) = % e+ DO tiene
valores propios con parte real cero, entonces existe un homeomorfismo® h de-
finida en una vecindad U C Q de x*, h :— R?, que lleva las trayectorias del

sistema no lineal sobre las del sistema linealizado. En particular h(x*) = 0.

Esencialmente el teorema garantiza que en una vecindad suficientemen-
te pequenia de un punto de equilibrio hiperbolico* xg, el comportamiento
cualitativo de un sistema no lineal

% = £(x),

es similar al del sistema linealizado

x = Ax,

1Véase apéndice A para definicion de estabilidad.

2xg es punto de equilibrio aislado si existe una vecindad tal que en esa vecindad xq es
el tinico punto de equilibrio del sistema x = f(x).

3 Aplicacién continua y con inversa continua.

“x0 es punto de equilibrio hiperbélico si la matriz Jx(xp) no tiene valores propios nulos
o imaginarios puros.
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con A = Jp(zg) y esto permite que podamos conocer el comportamiento
cualitativo del sistema no lineal cerca del punto de equilibrio hiperbdlico.
Un resultado muy importante para sistemas en el plano es el siguiente: El
comportamiento de las trayectorias de un sistema lineal en el plano
estid completamente determinado por los valores propios de la ma-
triz de orden dos que define al sistema (apéndice A, [11], [12]).

Tomando las derivadas parciales de la funciones f y g obtenemos:

of _ s ot

=5+ -— —ur
IR EY
of __mN_ .y
ar  (n+17T)? ’
dg

g— J— J—
o == 20T = N,

con lo que se obtiene la matriz jacobiana:

T N
Jo— (0w —#T mimE AN Y
-T a—2afT — N

Al evaluar en el primer punto de equilibrio P; de la matriz jacobiana
Jrp(P)) = JF(%, 0), obtenemos la siguiente matriz:

—§ bouon
Jr(Py) = 0 a_nz
5

Por ende el sistema lineal a analizar es:

G- (0.7 6) 57

Los valores propios® de la matriz Jr(P;) por ser una matriz triangular
son los elementos de la diagonal principal entonces estos son:

5Para una matriz A de 2 x 2 dichos valores son las raices del polinomio caracteristico
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A = =0,
)\2 = — %
Desde una perspectiva médica se desearia que este punto de equilibrio
libre de tumor fuera estable, ya que al serlo, el tumor disminuiria de tamano
con el tiempo, mejorando la salud del paciente. Para que los valores propios
sean negativos se requiere que 0 < 0 y o < Z. Recordemos que a es la tasa de
crecimiento de células tumorales, d es la tasa de muerte de las células NK, n
mide la eficacia con la que las células NK eliminan a las células tumorales y
s es la concentracion inicial de células NK. Como « = a/nTy, 0 = s/nNyTy
y 0 = d/nT} y suponemos que Ny = Ty ([16]), o < § es equivalente a:

aen ().

En esta desigualdad observamos que la tasa de crecimiento de las células
tumorales a debe ser inferior a ns/d, es decir, la tasa de crecimiento del tu-
mor debe ser mas lenta que la tasa a la cual las células inmunes disponibles
eliminan a las células tumorales para que el equilibrio libre de tumor sea esta-
ble. Cabe destacar el cociente s/d es la poblacion de equilibrio de las células
NK (ec. (2.8)), multiplicado por la eficacia con que las células eliminan a las
células tumorales debe ser estrictamente mayor que a para que el estado libre
de tumor sea estable.

Dichos parametros «,c y ¢ pueden variar de persona a persona, utili-
zando los valores de la tabla 1 del apéndice B se cumple que P, = (§,0) =
(0.31552,0) y a > § contrario a lo que se desea.

Por lo tanto, tenemos un valor propio positivo y un valor propio negativo
asi, el punto de equilibrio P; es un punto silla en el sistema linealizado y
por el Teorema de Hartman-Grobman se tiene un punto silla para el sistema
no lineal (3.5),(3.6) (para esos valores particulares de los parametros) y se
concluye que el punto de equilibrio libre de tumor es inestable.

Resolviendo el sistema (3.7) obtenemos:

que estd dado por A\? — tr(A)\ + det(A).
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_ VYo
T = Xpe ot + 2 Bt

B+d 7
y = yoe™, (3.9)

(3.8)

donde =a—2 VU= L7 Lo y al poner z en funciéon de obtenemos las
5 5n 7 p Yy
llamadas curvas de fase.

Figura 3.5: Plano fase en una vecindad de P; de (3.5), (3.6).
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En la figura 3.5 se muestra un bosquejo de como seria el plano fase de las
ecuaciones (3.5),(3.6) en una vecindad de P;, donde se observa claramente
el punto silla de color rojo y las trayectorias en color azul.

Figura 3.6: Trayectoria alrededor de P, con graficas de t vs. N y t vs. T.
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En la figura 3.6 se muestra una trayectoria en color azul y las graficas de
N y T como funciones de t en las que se observa un crecimiento de ambas
poblaciones.

Figura 3.7: Trayectoria alrededor de P; con graficas de t vs. N y t vs. T\
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En la figura 3.7 se muestra otra trayectoria en color azul alrededor de P,
y las graficas de N y T como funciones de ¢, donde también se ohserva el
crecimiento de ambas poblaciones.

Seguimos ahora con la linealizacién alrededor del punto de equilibrio
P, = (1.6092,8.1897), y al evaluarlo en la matriz jacobiana obtenemos:

—0.07339  0.040619
Tr(P) = (—8.1897 —0.026797) ’

por ende el sistema lineal a analizar es:
z\  (—0.07339 0.040619 x
y) \ —8.1897 —0.026797) \vy/’

El polinomio caracteristico de la matriz Jp(P,) es aproximadamente: \? +
0.100187\ + 0.334624 entonces los valores propios son: \; = —0.050094 +
0.57637 y Ay = —0.050094 — 0.5763¢, por lo tanto, tenemos un foco estable
para el sistema lineal y concluimos que P es un foco estable para el sistema
no lineal (ecuaciones (3.5) y (3.6)). En la figura 3.8 se muestra otra trayectoria
en color azul alrededor de P, y en la figura 3.9 las graficas de t — N y t — T de
dicha trayectoria donde se observa una coexistencia de ambas poblaciones.
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Figura 3.8: Trayectoria alrededor de P.

70

Figura 3.9: Graficas de t vs. N y t vs. T' de la trayectoria alrededor de P.
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Figura 3.10: Graficasde t vs. Ny t vs. T.

Seguimos ahora con la linealizacién alrededor del punto de equilibrio
P3 = (0.75977,267.798), y al evaluar Jp(P;) el sistema a analizar es:

x\  (—0.15544 —0.0021537\ (=
Y —267.789 —0.87623 y/)
El polinomio caracteristico de la matriz Jp(Ps) es aproximadamente:
A2 4 1.03167\ — 0.440536 y asi los valores propios son: A\; = 0.32478 y
Ay = —1.3565, por lo tanto, tenemos un punto silla para el sistema lineal
y concluimos que P3 es un punto silla para el sistema no lineal (ecuaciones
(3.5) v (3.6)).
En la figura 3.11 se muestran algunas trayectorias en una vecindad al-
rededor del punto de equilibrio P3 (color rojo) y las isoclinas nulas de color

morado y naranja.
En la figura 3.12 se muestran las trayectorias Sy, S, S3 y S4 en una
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vecindad alrededor del punto de equilibrio P; y en las figuras 3.13 — 3.16 las
graficas de N y T como funciones de ¢ de dichas trayectorias.

320
300
280
260

2401

Figura 3.12: Punto de equilibrio P; de (3.5), (3.6).
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Figura 3.13: Sy alrededor de Pj.

Figura 3.14: S alrededor de Ps.



3.1. INTERACCION ENTRE CELULAS CANCEROSAS Y NK 55

I S S L

L Froeonnenennea Froeonnenennnea Frosennenennneas beeeen]
T E : : !
1] e S S
450 e m oo Foeemneenee e Foeemnoe oo Foeeneeeanee beeeee ]
E[17] P onanenesnanans bonaneneannns boneneneannnes oot
] e
| i | |
0 5 B 15 20

Figura 3.16: S, alrededor de Pj.
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Terminamos con la linealizacién alrededor del punto de equilibrio
Py = (0.17298,447.1342), y al evaluar Jp(P;) el sistema a analizar es:

&\ [ —0.68275 —0.00051987\ [z
g) ~ \—447.1342  —1.463 y)"

El polinomio caracteristico de la matriz Jp(P;) es aproximadamente:
A2+ 2.14575\ + 0.766412 y asi los valores propios son: \; = —0.45268 y
Ao = —1.6931, por lo tanto, tenemos un nodo estable para el sistema lineal y
por lo tanto concluimos que P, es un nodo estable para el sistema no lineal
(ecuaciones (3.5) y (3.6)).
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Figura 3.17: Trayectorias en una vecidad del punto de equilibrio P, de
(3.5),(3.6).
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En la figura 3.17 se muestran algunas trayectorias en color azul en una
vecindad del punto de equilibrio P (color rojo) y las isoclinas nulas de color
morado y naranja.
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Figura 3.18: Trayectorias Sy, Sz, S5 y Sy alrededor Py de (3.5), (3.6).

En la figura 3.18 se muestran las trayectorias Sy, Sy, S3 v Sy en color
azul en una vecindad alrededor del punto de equilibrio P, y en las figuras
3.19 — 3.22 las graficas de N y T' como funciones de ¢ de dichas trayectorias.
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Figura 3.19: Sy alrededor de P;.
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Figura 3.20: Sy alrededor de Pj.
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Figura 3.21: S3 alrededor de Pj.
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Figura 3.22: S, alrededor de Pj.
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En resumen: para los pardmetros utilizados se encontraron cuatro pun-
tos de equilibrio. Los puntos de equilibrio P, y P, resultaron ser estables. El
punto de equilibrio P, se caracteriza por un bajo nivel de células tumorales
y biologicamente nos referimos a él como el estado de un tumor latente, es
decir, un tumor que se encuentra en el cuerpo pero sin causar malestar. Por
otro lado el punto de equilibrio P, se caracteriza por tener un nivel elevado
de células tumorales y un bajo nivel de células NK, bioloégicamente esto co-
rresponde a un crecimiento incontrolado de células tumorales o dichas cé¢lulas
escapan de la vigilancia inmunitaria.
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Figura 3.23: Plano fase ecuaciones (3.5) y (3.6).
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Hasta este momento sb6lo se ha hecho un analisis local de estabilidad para
cada punto de equilibrio de las ecuaciones y se debe tener cuidado al hacer
inferencias globales, sin embargo, debido al Teorema de Hartman-Grobman y
la continuidad de f se pueden hacer algunas inferencias globales. En la figura
3.23 se muestra el plano fase de las ecuaciones (3.5) y (3.6) con los cuatro
puntos de equilibrio. El punto de equilibro P, se mostr6 que es un punto silla
entonces existe una separatriz S debido a que separa comportamiento de las
trayectorias totalmente distintos, asi condiciones iniciales tomadas debajo y
a la derecha de esta separatriz (regiones (i) y (iii)) las trayectorias se apro-
ximaran asintoticamente a P “el estado de tumor latente”. Para condiciones
iniciales por encima de la separatriz (regiones (i7) y (iv)), las células tumora-
les escapan a la vigilancia inmunitaria. En la figura 3.24 se muestra el plano
fase pero ahora marcando la direccién del tiempo.
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Figura 3.24: Campo direccional ecuaciones (3.5) v (3.6).
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3.2. Modelo modificado

En algunos modelos de interaccion de células inmunitarias con células
tumorales [16] el término de reclutamiento de células NK por presencia de
células tumorales se toma como hy(T) = pTTT, que es el que se estudié en
la seccion anterior, sin embargo, en otros modelos ([5], [6], [7]) se toma el
término ho(T) = g’f;. En esta seccion haremos el anélisis cualitativo usan-
do ho(T) y encontraremos cuales son las diferencias importantes entre estos
modelos.

El nuevo sistema es:

dN pT?

— =s—dN N —mNT
at JrngT2 M
dT

o =al(1—-0T)—nNT.

Es conveniente adimensionalizar las ecuaciones, para ello se realiza el si-
guiente cambio de variables:

o N(t) = Noa(r(1),
n T(t) = Toy(r (1)),
» 7(t) = nTot,

_ s _p -9 4_—m§_d ,_ _a 3__
. O_nN()TO7p_ nTOﬂ?— T027M— n’5 nTO’a nT()’B bTO

Donde Ny = T, = 10°, con lo que obtenemos el siguiente sistema y para
una mayor claridad de notacion volvemos a escribir N, T' y t en lugar de x,
Y v T respectivamente.

dN pT?

— =g —6N N — uNT 3.10
T

I (- BTy — NT. (3.11)

5 =
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Nuevamente, para encontrar los puntos (N,T') de equilibrio hay que en-
contrar las intersecciones de las isoclinas nulas por lo tanto, hay que resolver
el sistema:

o(n+1T?)
N — —0, 3.12
pI3 + (6 — p)T? +nuT + on (3.12)
aT(1— BT) — NT = 0. (3.13)

De la ecuacion (3.13) tenemos los mismos casos que en las ecuaciones
(3.5) v (3.6) (pag 37).

= Caso I Si 7" = 0 sustituyendo en la ecuacion (3.12) obtenemos que

N = 0/§, asi obtenemos el mismo punto de equilibrio (—,0).

57
= Caso II Si N = a — afT obtenemos una recta con pendiente negativa
y se debe cumplir que:

o(n+T7)

N=a—-afT = .
a—af pI3 + (6 — p)T? + nuT + on

Se obtiene asi un polinomio de grado cuatro para 7"

C4T4 + Cng + OQT2 + ClT —|— CO == O,

donde
- 00:%_6777
= Cy = 0nB — un,

Cy =3 +Bnu+p—9,
Cs = 0 — fBp—p,
Cy = pp.
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En el caso II al sustituir los valores de los parametros el polinomio de
grado tres a resolver es el que tiene los coeficientes:

Cp = —0.00000609963, C; = —0.00000004767, Cy = 0.8288882642,
Cs3 = —0.0046234, C, = 0.00000622.

Cuyas raices son:

T ~ —0.0027127,

T ~ 0.0027128,

T ~ 301.8966,

T ~ 441.416.

El caso T' = —0.0027127 lo podemos descartar debido a que no es biol6-
gicamente relevante, asi obtenemos los siguientes puntos de equilibrio:

1. P, ~ (1.636,0.0027128),
2. P3 ~ (0.64819,301.8966),

3. Py~ (0.19169,447.416).

Entonces en este caso, volvemos a tener tres puntos de equilibrio factibles.

Ahora podemos hacer la linealizacion de estos puntos. La matriz jacobiana
es:

T2 20nNT
Jp= | Ot wr —HT GhrmE kN )
-T a—2apT — N

El punto de equilibrio P, = (%, 0) es el mismo que en las ecuaciones (3.5),

(3.6) el cual es un estado libre de tumor, al evaluar P; en la matriz jacobiana
Jr(Py) = Jp(%,0), obtenemos:

Jr(P) = (_05 a__%og) .

1



3.2. MODELO MODIFICADO 65

Asi el sistema lineal a analizar es:

)= a2) () e

Al sustituir los valores de los parametros la matriz Jz(P;) tiene los valores
propios \; = —0.3743 y Ay = 1.3205, por lo tanto, el punto de equilibrio P; es
un punto silla en el sistema linealizado. Por el Teorema se tiene un punto silla
para el sistema no lineal (3.10), (3.11). Se concluye que el punto de equilibrio
libre de tumor es inestable, lo mismo fue para el modelo anterior.

Seguimos con la linealizacion del punto de equilibrio P, = (1.636,0.0027128),
y al evaluar Jp(P,) el sistema a analizar es:

z\ ( —0.072189 267.0507 T
y)  \—0.0027128 —0.0000088767) \vy /"
Los valores propios de la matriz Jp(P;) son: Ay = —0.036099 + 0.85038¢
v A2 = Ay, por lo tanto, tenemos un foco estable para el sistema lineal y para

el sistema no lineal (ecuaciones (3.10) y (3.11)).
La linealizacion del punto de equilibrio P3 = (0.64821,301.8966) da el

sistema:
z\ ([ —0.1822 —0.0020159\ [z
y) \—301.8966 —0.98781 y)
Los valores propios de la matriz Jr(P3) son: A\; = 0.29297 y Ay = —1.463,
por lo tanto, tenemos un punto silla para el sistema lineal y para el sistema

no lineal (ecuaciones (3.10) y (3.11)).
La linealizacion del punto de equilibrio Py = (0.19169,441.4153) da el

sistema:
T\ —0.6161 —0.00059615 x
y) \—441.4153 —1.4443 y)
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Los valores propios de la matriz Jp(Py) son: A} = —0.37094 y Ay = —1.6895
y asi, tenemos un nodo estable para el sistema lineal y no lineal (ecuaciones
(3.10) y (3.11)).
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Figura 3.25: Plano fase ecuaciones (3.5) y (3.6) pag. 37.

En la figura 3.25 se muestra un bosquejo del plano fase de las ecuaciones
(3.5) y (3.6) y en la figura 3.26 se muestra un bosquejo del plano fase pero
ahora de las ecuaciones (3.10) y (3.11).
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Figura 3.26: Plano fase ecuaciones (3.10) y (3.11).

En el primer modelo cuando se utiliz6 el término h; se obtuvieron cuatro
puntos de equilibrio Py, P, P3 y P4 los cuatro biologicamente relevantes que
resultaron ser punto silla, foco estable, punto silla y nodo estable respectiva-
mente; en el segundo modelo hay cinco puntos de equilibrio Py, Py, Ps, Py y
Ps5 de los cuales so6lo cuatro son biologicamente relevantes que resultaron ser
P, punto silla, P, foco estable, P; punto silla y Py nodo estable. Asi ambos
modelos tienen cuatro puntos de equilibrio que tienen un significado biolo-
gico y tienen el mismo tipo de estabilidad o inestabilidad. Sin embargo, con
respecto al punto de equilibrio P3 la poblacion de equilibrio de las células
NK disminuy6 al pasar de 0.75977 a 0.64819, es decir, dicha poblaciéon se
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redujo AT =~ —0.11158. Con respecto a las células tumorales éstas pasaron
de 267.798 a 301.8966 asi, dicha poblacion aumentd AT ~ 34.0986. Con esto
se aumenta la region i) de coexistencia asi, aunque se tengan menos células
NK y més células tumorales como condiciones iniciales se podria estar en la
region donde dichas poblaciones coexisten.

3.3. Interaccion con células NK y linfocitos T-
C D8+

Como se mencion6 en el primer capitulo, el sistema inmune esta confor-
mado por diferentes tipos de células; el modelo de la seccién anterior utiliza
s6lo un tipo de célula inmune, es por ello que ahora se estudiari una inter-
accion entre células tumorales con dos tipos de células inmunes. Se agrega
la poblacion de linfocitos T-C'D8+ por su gran capacidad citotéxica y se
analiza ctal es su contribucion al tratar de eliminar la poblacién tumoral. El
nuevo modelo fue propuesto por L.G. de Pillis y A. Radunskaya (|5], [6], [7],

18])-

Lo que se pretende en esta seccién es comparar los resultados que se ob-
tuvieron numéricamente a priori del estudio del modelo modificado, con el
trabajo realizado por los autores, es por ello que en una ecuaciéon tenemos
una tasa de producciéon constante de células NK y si recordamos el término
ho de la seccion anterior, el término de reclutamiento de células NK por la
presencia de células tumorales viene dado por hs /N, muy parecido a la ciné-
tica de Michaelis-Menten [9] salvo por los términos cuadraticos.

El sistema esta conformado por tres ecuaciones y las tres poblaciones que

contempla son:

» T'(t), poblacion de células tumorales al tiempo ¢.
= N(t), poblacion de células NK al tiempo t.

= L(t), poblacion de linfocitos T-C' D8+ al tiempo t.

Consideramos los siguientes supuestos:
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1. Las células tumorales tienen un comportamiento de tipo logistico en
ausencia de una respuesta inmunitaria debido a que experimentalmente
se ha observado este tipo de crecimiento para dichas células (el cual se
puede observar en la figura 3.27), y no se considera metastasis.

2. Las células NK y los linfocitos T-C' D8+ pueden eliminar (causar lisis)
a las células tumorales.

3. Las células NK y los linfocitos T-C'D8+ se activan por la presencia
de células tumorales. Las tasas con las que los dos tipos de células
inmunes lisan a las células cancerosas se incrementan al introducir un
modificador de respuesta biolégico.

4. Las células NK estan normalmente presentes en el cuerpo, atn sin la
presencia de células tumorales, ya que son parte del sistema inmune
innato como ya se habia mencionado.

5. Los linfocitos T-CD8- no estan presentes en ausencia del tumor ya que
forman parte del sistema inmune adaptativo.

6. Las células NK y los linfocitos T-C'D8+ se inactivan después de un
cierto nimero de interacciones con las células tumorales.
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Estimates of tumor growth parameters: a = 5822 b = 233108
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Figura 3.27: Crecimiento de tipo logistico de células tumorales, fuente [5].

Los supuestos mencionados sustentan la ley de evolucion que se propone
en el esquema de la figura 3.28.
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Figura 3.28: Esquema de razones de cambio.
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Es decir, la variacion instantanea de cada poblacion esta en términos de:
tasas de crecimiento, tasas de muerte celular natural y por interacciéon y tasas
de reclutamiento celular.

Entonces el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es de la forma:

i — oT(1 —bT) — Fx(T,N) — FL(T, )T, (3.15.1)

dt

N — 5 — fN + LN — Iy(T,N), (3.15.2) (3.15)
i — L+ #2550 — I, (T, L) + rNT. (3.15.3)

Se han incorporado los términos de crecimiento logistico, la tasa de pro-
duccién constante de las células tumorales y células NK en las ecuaciones
(3.15.1) y (3.15.2) respectivamente. Las dos funciones Fy y Ff en la ecua-
cion (3.15.1), representan las fracciones de células tumorales muertas por
interacciones de los dos tipos de células del sistema inmune. Estos térmi-
nos de competencia normalmente son proporcionales a las poblaciones que
compiten, es decir, Fiy = ¢cNT y F; = dLT para algunos pardmetros c y d.
Sin embargo, existen articulos ([5], [6], [7]) que sugieren que estos productos
no son un buen ajuste a datos proporcionados y se recomienda utilizar la
siguiente forma funcional para FT:

)
F, ds+ (TP

el

En experimentos se ha observado que el porcentaje de lisis celular parece
una funcion de la razon de linfocitos T-C D8+ a células tumorales, es por
eso que aparece el cociente L/T, indica que el porcentaje de células lisadas
nunca excede un maximo, resultado de ello es la forma racional de Fy, ([8],
14]).

Se ha considerado que las células T-C'D8+ se pueden activar por frag-
mentos de células tumorales que han sido lisadas por otras células T-C' D8+
[7].

La forma funcional de este reclutamiento se supone similar a la forma
de reclutamiento de las células NK, excepto que se reemplaza a la poblacion
tumoral por la poblacion de células tumorales lisadas por células T-C'D8+.
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Por lo tanto, en la ecuacion (3.15.3) D representa el nimero de células lisadas
por linfocitos T-C'D8+ de forma que D = FT. Los términos de inactivacion
son proporcionales a las poblaciones que compiten, es decir, In(T, N) = pNT
y IL(T, L) = qLT. Adicionalmente, las células T-C' D8+ son estimuladas por
la interaccién de las células NK con las células tumorales, dicha estimulacion
estd representada por el término rNT en la ecuacion (3.15.1), con r > 0.

Sustituyendo las formas funcionales, el sistema (3.15) queda de la siguien-
te manera:

4L = aT(1—bT)—cNT — D, (3.16.1)
N — 5 — fN + 255N — pNT, (3.16.2) (3.16)
AL — L+ 2B, L — qLT +rNT, (3.16.3)
donde
()
D=d—L__T
s+ (2)

Las soluciones de este sistema con apropiadas condiciones iniciales son
curvas en el espacio (T, N, L). Observamos que es un sistema no lineal de
ecuaciones diferenciales ordinarias por lo cual es complicado tratar de encon-
trar soluciones explicitas. Ahora en el sistema (3.16) las isoclinas nulas son
superficies en el espacio (T, N, L) las cuales se pueden observar en las figuras
3.29 — 3.31.
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Figura 3.29: Isoclina nula de la ecuaciéon (3.16.1).
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Figura 3.30: Isoclina nula de la ecuacién (3.16.2).
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Figura 3.31: Isoclina nula de la ecuacion (3.16.3).

Figura 3.32: Isoclinas nulas del sistema (3.16).
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En la figura 3.32 se realiz6 la gréafica de las tres isoclinas nulas para dar-
se una idea de donde podria estar su intersecciéon y asi tratar de encontrar
un punto de equilibrio del sistema (3.16) para asi poder realizar un anélisis
cualitativo, es decir, linealizando alrededor de dicho punto y utilizando nue-
vamente el Teorema de Hartman-Grobman siempre y cuando se cumplan las
hipétesis.

Debido a lo complicado que es el sistema (3.16) se opt6 por utilizar méto-
dos numéricos de integracion para tener una idea de como son las soluciones y
tratar de encontrar al menos un punto de equilibrio, variando las condiciones
iniciales y utilizando los parametros del apéndice B (tabla 2).

Sean Ty, Ny y Lo las poblaciones iniciales de células tumorales, células
NK y linfocitos T-C' D8+ respectivamente.

Un tumor es detectable para una cantidad de 10° células ([6], [7]) lo que
motiva a tomar a Ty = 10™ con n; € {5,6,7}, a las células inmunitarias
como Ny = 10" con ny € {5,6} y Ly = 10™ con n3 € {2}, esto debido a
que las células NK son parte del sistema inmunitario innato y los linfocitos
T-C D8+ forman del sistema inmune adaptativo y debe ser que Ny > Ly a
lo que se le denominara “sistema inmune sano” [7]. Con ayuda del software
MATLAB se obtuvieron los siguientes resultados.

En el primer caso se considera un sistema inmune sano lo que lleva a tomar
Ny = 10°, y Ly = 10%. Las graficas de las soluciones encontradas mediante
integracién numérica con estas condiciones iniciales se pueden observar en
las figuras 3.33 y 3.34.

En este trabajo el tiempo siempre se representa en el eje horizontal con
la letra ¢ y las variables T'(t), N(t) y L(t) en el eje vertical.
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Figura 3.33: Soluciones de (3.16) con Ty = 10°, Ny = 10°, Ly = 102, 10 dfas.
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Figura 3.34: Soluciones de (3.16) con Ty = 10°, Ny = 10°, Ly = 102, 100 dfas.
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Figura 3.36: Soluciones de (3.16) con Ty = 105, Ny = 10°, Ly = 10%, 100 dias.
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En el segundo caso se considera igualmente un sistema inmune sano, es
decir, Ny = 10° y Ly = 10? pero se considera una poblacién tumoral inicial
de Ty = 105, dichas graficas se observan en las figuras 3.35 y 3.36.

De la figura 3.35 y 3.36 nos podemos dar cuenta que las células inmunes
son incapaces de erradicar la poblacién tumoral, es decir, el sistema inmune
ha fallado en eliminar a las células tumorales, esto nos conduce a un estado
donde el paciente esta en riesgo de morir.

En cambio, si aumentamos la poblacion de células NK a Ny = 10°, (man-
teniendo Ty = 10° Ly = 10?) el comportamiento se observa en la figura 3.37.

Figura 3.37: Soluciones de (3.16) con Ty = 10%, Ny = 10%, Ly = 102, 10 dfas.
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Figura 3.38: Soluciones de (3.16) con Ty = 105, Ny = 105, Ly = 102, 100 dias.

De la figura 3.37 y 3.38 podemos observar que al inicio la poblacién de cé-
lulas tumorales comienza a crecer y las células NK comienzan a disminuir, sin
embargo, notamos que la poblaciéon de linfocitos T-C D8+ comienza crecer,
esto debido a la presencia de células tumorales. Después de cierto tiempo
la células inmunes son capaces de eliminar el tumor, conduciendo asi a la
supervivencia del paciente.

Consideramos el tltimo caso con Ty = 107, Ny = 10°, Ly = 10% cuyas
graficas se pueden observar en las figuras 3.39 y 3.40.
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Figura 3.40: Soluciones de (3.16) con Ty = 107, Ny = 10, Ly = 102, 100 dias.
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Nuevamente las células del sistema inmune son capaces de erradicar la
poblaciéon tumoral. Por otro lado, aunque se habia comentado al principio de
la seccion que un sistema inmune sano consta de una poblacion de células
NK aproximadamente de 10° y una poblacion de linfocitos T-C' D8+ de 102,
de forma que la pregunta es: ;cémo aumentar la poblacién de células
NK? puesto que al tener un sistema inmune con 10° células NK, se podria
erradicar un tumor de hasta 107 células (se realizo un método de integracion
numérica para Ty = 108, T, = 10° y las células del sistema inmune ya no son
capaces de erradicar la poblacion tumoral).

Tal vez no sea tan ficil contestar a esta pregunta. Sin embargo, ;,qué
sucederia si en lugar de aumentar la poblacion de células NK se aumentara la
poblacién de linfocitos T-C'D8+7. Una forma de hacerlo es con los linfocitos
infiltrantes de tumor que son un tipo de inmunoterapia o modificador de
respuesta biologico [7].

Ahora podemos tomar a ng > 2y que Ny < Lg. Primero consideramos
Ty = 107, Ny = 10° y Ly = 10° se observa el comportamiento de las pobla-
ciones en las figuras 3.41 y 3.42.

Figura 3.41: Soluciones de (3.16) con Ty = 107, Ny = 10°, Ly = 105, 10 dias.
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Figura 3.42: Soluciones de (3.16) con Ty = 107, Ny = 10°, Ly = 10°, 100 dfas.

Observamos que es posible erradicar una poblacion tumoral de hasta 107.
Se realizé también una integracion numérica con Ty = 10°, Ny = 10° y Ly =
108 y las células del sistema inmune fueron capaces de erradicar la poblacion
tumoral, sin embargo, la inmunoterapia también tiene efectos secundarios.

De las figuras 3.37 y 3.38 podemos observar como las células tumorales
empiezan a proliferar y la poblacion de células NK comienza a disminuir, esto
debido a las interacciones entre ellas, observamos también que la poblacion de
linfocitos T-C' D8+ empieza a crecer debido a la presencia del tumor, y ambas
células del sistema inmune son tales que hacen tender a cero la poblacion de
células tumorales (7' = 0).

Al observar la figura 3.38, parece ser que ambas poblaciones de células
imunes tienden a estabilizarse y como se mencion6 en el primer capitulo,
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los linfocitos T-C'D8+ al no haber presencia de células tumorales tienen que
extinguirse por ser parte del sistema inmune adaptativo. Esto también se
puede observar en la figura 3.39 y 3.40. Estos resultados numeéricos sugieren
que P; = (0,¢;1,0) podria ser un punto de equilibrio estable donde:

lfm N(t) = c1.

t—o00

Al integrar numéricamente el sistema (3.16) con un tiempo de ¢ = 1000, se
obtiene que ¢; = 0.315x10%, quedando el punto de equilibrio P, = (0,0.315 x
10%,0). También se realizé6 con t = 2000 y se obtuvo el mismo resultado,
esto nuevamente sugiere que P; podria ser un punto de equilibrio estable.
Si consideramos la poblacion de equilibrio de las células NK y utilizando los
valores de los parametros de la tabla 2 del apéndice B obtenemos:

1. 10

Entonces la poblacion de células NK se estabiliza después de haber eli-
minado el tumor, lo mismo pasa con los linfocitos T-C' D8+, dicho resultado
es muy interesante.

Debido a que no se ha hecho un analisis cualitativo profundo del sistema
(3.16) podria pensarse que tal vez el sistema sea muy sensible a variaciones
en las condiciones iniciales, dado que pequenas variaciones en dichas condi-
ciones iniciales podrian implicar cambios muy grandes en el comportamiento
futuro de la soluciéon, imposibilitando la prediccién a un tiempo largo. Po-
dria hacerse ese tipo de andlisis, sin embargo, dicho estudio puede ser muy
arduo o complicado y ese tipo de analisis no es el fin que se persigue con
la presente tesis. Debido a que con las condiciones iniciales tomadas no se
muestra un comportamiento de ese tipo no se realizé6 dicho analisis por las
razones mencionadas. Podria hacerse también un analisis de estabilidad del
punto P; que sugieren los resultados numéricos, sin embargo, el encontrar la
matriz jacobiana no es una tarea sencilla.

Todos los métodos de integracion y graficas se llevaron acabo con ayuda
del software mateméatico MATLAB, utilizando un paquete que trae integrado
para ecuaciones rigidas ode23s, esto debido al rango de pardmetros que hace
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que las ecuaciones sean rigidas, es decir, las ecuaciones tienen componentes
que cambian rapidamente, junto con componentes de cambio lento. También
se utilizo el método de Euler utilizando archivos .m, cambiando el codigo
para las diferentes condiciones iniciales, dichos co6digos se encuentran en el
apéndice C.



Capitulo 4

Conclusiones

La esencia de la tesis fue presentar una aplicaciéon de las ecuaciones di-
ferenciales ordinarias en el mundo real, mostrando que son una herramienta
muy poderosa al querer modelar fendmenos que cambian con el tiempo, y
asi tratar de entender un poco mas el mundo en el que vivimos. También se
mostrd lo complicado que puede llegar a ser el andlisis de un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias no lineales; la importancia de utilizar métodos
numéricos de integracion utilizando software mateméatico adecuado para el
tratamiento de las ecuaciones aqui presentadas.

En esta tesis han sido revisados algunos modelos matematicos para el
crecimiento de células tumorales y células del sistema inmune, todos ellos en
forma de ecuaciones diferenciales ordinarias. En el primer modelo se estudio
la dindmica de una poblacién tumoral, se hizo notar la relevancia de los
parametros; se realiz6 una adimensionalizacién, para estudiar las ecuaciones
diferenciales desde el punto de vista cualitativo; se buscaron los puntos de
equilibrio y se analiz6 su estabilidad. Al final se resolvié la ecuacion diferencial
por el método de separacion de variables y se graficaron algunas soluciones.

En un modelo se consideraron dos poblaciones, las células tumorales y
las células NK y su interaccion. Se hizo una modificacion en el término de
reclutamiento de células NK por la presencia de células tumorales, primero
se considerd un cociente de polinomios lineales hy y después un cociente de
polinomios cuadraticos hy. Para ambos se realizdé una adimensionalizaciéon y
para un conjunto especifico de pardmetros se buscaron las isoclinas nulas, los
puntos de equilibrio, se analizé su estabilidad. Para ambos modelos se en-
contraron cuatro puntos de equilibrio biol6gicamente relevantes, el principal
fue un estado de equilibrio libre de tumor y se mostr6 que dicho punto es
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inestable. La inestabilidad del equilibrio libre de tumor implica que cualquier
tratamiento exitoso deberd ser capaz de cambiar el conjunto de parametros
para que este deseable punto de equilibrio se convierta en estable. Con los
parametros utilizados no se observé una diferencia significativa en el anélisis
cualitativo entre el uso de hy o hsy, aunque el uso de estos dependera de los
datos que se obtengan experimentalmente. En el ltimo modelo se considera
la interaccion entre las células tumorales y dos tipos de células inmunes. De-
bido a la complejidad de las ecuaciones se muestra lo importante de utilizar
métodos numéricos de integracion y la importancia de utilizar el mas adecua-
do; se representaron soluciones para diferentes condiciones iniciales. Dichos
resultados se compararon con el trabajo [6] donde efectivamente se mues-
tra que cuando los dos tipos de células inmunes estan presentes, se puede
erradicar un tumor que contienes mas de 10¢ células.

Dado a que el objetivo de la inmunoterapia es fortalecer o mejorar la

efectividad del sistema inmune para combatir al cAncer, se consider6 un au-
mento de linfocitos T-C D8+ y se encontrd que se puede erradicar el tumor
manteniendo la misma poblacion de células NK en el modelo.
Hay una amplia variedad de comportamientos de las células entre diferentes
pacientes ya que es claro que el conjunto de parametros puede variar depen-
diendo del paciente por lo tanto se debe tener cuidado al hacer declaraciones
generales, cualquier informacién cuantitativa debe interpretarse como una
posibilidad y no como un firme predictor en cada caso.



Apéndice A

Conceptos asociados a los
sistemas no lineales

Consideramos sistemas dindmicos modelados por un ntmero finito de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

.%:1 = fl(t,xl,...,xn)
.’Jfg = fz(t,xl,...,xn)

Jjn - fn(taxlv v 7xn)

donde
) dx;
Las variables z1, zo, ..., x, son llamadas variables de estado del sistema.
En notacidén matricial escribimos:
X1 fl (tu X)
X2 fQ ta X
X = ) f(ta X) - ( ) )
T3 fn (ta X)

entonces podemos representar el sistema dindmico como:
x = f(t,x).
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Un caso especial es aquel en el que el campo vectorial f no depende
explicitamente del tiempo,

x = f(x), (A1)

y se llama sistema auténomo o invariante en el tiempo (el caso no auténomo
puede reducirse al autonomo ampliando el nimero de componentes de x).

1. Punto de equilibrio. Un punto x = x* en el espacio de estados se

llama punto de equilibrio para el sistema x = f(x) si x = f(x*) =0.
En otras palabras, cuando el estado del sistema es x* permanece en
x* para todo tiempo. También se le denomina punto fijo o punto esta-
cionario. Para los sistemas auténomos los puntos de equilibrio son las
raices reales de la ecuacion f(x) = 0. El punto de equilibrio se dice que
estd aislado si existe alguna vecindad del punto donde no existe otro
punto de equilibrio del sistema.
Por conveniencia se considera x* = 0 lo cual no representa una pérdida
de generalidad ya que cualquier punto de equilibrio x* # 0 puede ser
trasladado al origen mediante el cambio de variables y = x —x* con lo
que se tiene:

y=%x=fy+x")=g(y), v g(0)=0.

En esta nueva variable y el sistema y = ¢(y) tiene como punto de
equilibrio al origen del espacio de estados.

2. Estabilidad de un punto de equilibrio. Si ¢(¢; 9, %) representa la
solucion de (A.1) que satisface la condicion inicial x(ty) = x¢, entonces
el punto de equilibrio x = 0 del sistema es estable si:

Ve>03d=0(e) >0 tal que

[[x(to)ll <0 = [[o(t;to, x0)|| <€, VE=to.

En otras palabras, un punto de equilibrio x* es estable si para toda
vecindad V' de x* existe una vecindad V; C V tal que toda solucion
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x(x0,t) del sistema (A.1), con xq € V] esta definida y permanece en V
para todo t > 0

. Estabilidad asintética. Un punto de equilibrio es asintoticamente
estable si es estable y § se puede elegir de modo que:

|[x(to)|| < 6 = th o(t;tg, x0) = 0.
—00

Si Vi puede elegirse de modo tal que x(xo,t) — x* cuando t — oo ,
entonces x* es asintoticamente estable.

. El comportamiento de las trayectorias de un sistema lineal en el plano
(A.2) esta completamente determinado por los valores propios de la ma-
triz de orden dos que define al sistema, se puede consultar en [11],[12].

T = ax + by,
y = cx +dy,

G)-(0)6) 42
sixe (2) v 4= (%), onone

x = Ax.

Sean A1 y A2 los valores propios de la matriz A del sistema A.2, con
detA # 0. Por tanto el origen es el inico punto de equilibrio. Podemos
conocer su estabilidad a partir del valor de A y As:

» Estable si Re(\) <0y Re(A2) < 0.

e si \; v Ay son reales, las trayectorias forman un nodo estable.

e si A\ y A2 son complejos conjugados, las trayectorias forman
un foco estable.
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e si \; = )\, las trayectorias forman un nodo impropio estable
o un nodo propio estable.

= Punto silla si A\; y Ay son reales y tienen signos opuestos.
= Centro si \; y Ay son imaginarios puros.
» Inestable si Re(\) > 0y Re(\y) > 0.

e si \; y Ay son reales, las trayectorias forman un nodo inestable.

e si \; v Ay son complejos conjugados, las trayectorias forman
un foco inestable.

e si A\ = Ay las trayectorias forman un nodo impropio inestable
o un nodo propio inestable.

La estabilidad del punto fijo estd determinada tinicamente por el signo
de la parte real de los valores propios A; y Ao. El punto fijo es estable
si y solo si tanto A\; como A tienen parte real negativa.



Apéndice B

Tabla de valores estimados

Tabla 1

La siguiente tabla se puede consultar en [16].

’ Valores de los pardmetros ‘
a=0.18 day™!

b=2.0 x 107 cells™!

s =1.3 x 10* cells day™*

p =0.1245 day*

m =3.422 x 107 day~! cells™!
g =2.019 x 107 cells

n =1.101 x 10~ day ' cells~!
d =0.0412 day~!
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Tabla 2

La siguiente tabla se puede consultar en [6].

’ Valores de los pardmetros ‘
a=>5.14 x 107! day™!
b=1.02 x 1079 cells™!
c=3.23 x 107" day~! cells™!
d =5.80 day~!

o =1.3 x 10* cells day*

f =412 x 1072 day~!

g =25 x 1072 day~!

h =2.02 x 10" cells?

j =3.75 x 1072 day~*
k=2.0 x 107 cells®

m =2.00 x 1072 day~!

g =3.42 x 107 day~! cells™!
p=1.00 x 10~ day~* cells™!
r=1.1 x 1077 day ™" cells™*

s =2.5 x 107!

A =1.36

Nuevos valores de los parametros de las ecuaciones (3.5) y (3.6) (pag 37):

o =0.1181,
p =1.131,

n =20.19,
w1 =0.00311,
0 =0.3743,
a =1.636,
B8 =0.002.
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Nuevos valores de los parametros de las ecuaciones (3.10) y (3.11) (pag
65):

o =0.1181,
p=1.131,

1 =0.00002019,
p =0.00311,

§ =0.3743,

a =1.636,

B =0.002.
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Apéndice C

Codigo en Matlab

Se utilizo el software matematico MATLAB para al elaboracion de las
simulaciones con el método de Runge-Kutta de orden uno o método de Euler,
variando las condiciones iniciales y utilizando el siguiente codigo:

function canceres
a=>514%100 - 1);
b=1.02x100 - 9);
c=323%100-7);

d = 5.80;
z=13%10%1=1.36; f = 4.12 % 10{ — 2);
g=25%100 —2);

h =2.02%*107;
j=3.75% 100 - 2);
k=2x%10";

m =2 %100 —2);

q = 3.42 %100 — 10);

p=100—7);

5s=25%100—1);

r=1.1%100—7);

T(1) = To; N(1) = No; L(1) = Lo;
dt=0.01;

t(1)=0;

for i=1:1000

t(i+1)=t(i)-+dt;

Ti+1)=T@G)+dt*(axT()*(1—bxT(i)) —cx N(i)*T(i) — d* L(i)1) *

T(i)/ (s » T()1) + L(i)1)));
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N(i+1) = N(@@)+dtx(z— f*N(i)+gxT(i)*+«N (1) /(h+T(i)*) —pxN(3)
L(i4+1) = L) +dt « (—mx L(i) +j* d> « L(i))2 % 1 + 1) * T(:)%/(k
T(i)' + L()')* + d® = L(i) 2% 1) + T(i)?) — q + L(i) % T(i) + 7 N(i) *

end
plot(t,T,b",t,N,’g’ t,L.,’k’) legend ("T(t)’,’N(t)’,’L(t)") xlabel(’t’)
grid on

El siguiente codigo fue para utilizar ode23s.

function dydt=cancerespl(t,y)

D =real(d  y(3)1)  y(1)/ (s y(1)U) +
dydt = [axy(1) « (1 —bxy(1)) — cxy(2) *
(2= fy(2) +g*y(1)* xy(2)/(h +y(1)*
(=mxy(3) +j* D*xy(3)/(k+ D?) — g+ y(3)

~—

end
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