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de méxico

Facultad de Ciencias

Dinámica y Topoloǵıa de
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Gómez
Ramos
Iván Axell
Universidad Nacional Autónoma de México
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Prefacio

El presente trabajo se enmarca en las áreas de los Sistemas Dinámicos
Discretos, la Teoŕıa de Hiperespacios y la Topoloǵıa de Conjuntos. Aunque
el trabajo es lo más autocontenido posible, se espera que el lector tenga
una formación básica en dichas teoŕıas. En cuanto a la Topoloǵıa de Con-
juntos, por ejemplo, no damos la definición de espacio topológico, espacio
metrizable, función continua, ni del interior, la cerradura y la frontera de
un conjunto. Tampoco definimos los axiomas de separación más utilizados,
como son las propiedades T1, T2, T3 y T4. En cambio presentamos, princi-
palmente en el Caṕıtulo 1, las nociones de base de un espacio topológico, de
vecindad de un punto, de compacidad, compacidad local y conexidad, entre
otras. Con respecto a la Teoŕıa de Hiperespacios y los Sistemas Dinámi-
cos Discretos, lo que se requiere para comprender el presente trabajo, se
encuentra aqúı escrito.

Un sistema dinámico es una pareja (X, f), donde X es un espacio to-
pológico y f : X → X es una función continua. Al conjunto X que aparece
en la pareja (X, f), le llamamos espacio base del sistema dinámico, mien-
tras que a la función f se le conoce como la función base de dicho sistema
dinámico. Dado un punto x ∈ X, al conjunto {x, f(x), f(f(x)), . . . , } se le
llama la órbita de x bajo f.

Durante los últimos años, algunos trabajos en el estudio de sistemas
dinámicos consisten en construir, a partir de un sistema dinámico dado
(X, f), un nuevo sistema dinámico cuyo espacio base es una colección de sub-
conjuntos especiales de X, y su función base es la que considera las imágenes
de dichos subconjuntos bajo f. Este proceso de estudiar las imágenes de sub-
conjuntos de X bajo f, es lo que comúnmente se conoce como el estudio de
la dinámica colectiva. Uno de los intereses principales en la dinámica colec-
tiva, es encontrar relaciones entre las propiedades del sistema original y el
sistema construido o inducido por la colección de subconjuntos de X antes

vii
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mencionada. También es interesante encontrar relaciones entre el sistema
dinámico inducido y el sistema original. El Caṕıtulo 3 del presente trabajo
está dedicado a esto.

Las familias de subconjuntos especiales de un espacio topológico X, son
llamadas hiperespacios de X. El presente escrito se interesa principalmente
en dos hiperespacios de X, a saber 2X , el de los subconjuntos cerrados de
X y CL(X), el de los subconjuntos cerrados y no vaćıos de X. Notemos que
CL(X) ⊆ 2X y que, para estudiar un sistema dinámico que tenga a alguno
de CL(X) o 2X como espacio base, basta con dotar a 2X de una buena
topoloǵıa y, posteriormente, considerar en CL(X) la topoloǵıa de subespa-
cio. Ocasionalmente utilizaremos, para un número natural n, el hiperespacio
Fn(X) de los subconjuntos no vaćıos de X, con a lo más n puntos. También
aparecerá el hiperespacio K(X), de los subconjuntos compactos de X.

Tenemos muchas maneras de darle a 2X una topoloǵıa. Podŕıamos ele-
gir la topoloǵıa indiscreta, la discreta, la cofinita, etc. Como bien sabemos
de nuestros cursos de Topoloǵıa, la topoloǵıa que le demos a un conjunto
determinará sus propiedades. Por lo general buscamos que una buena topo-
loǵıa produzca un espacio con un buen axioma de separación, algún buen
axioma de numerabilidad, un buen axioma de compacidad y, si la suerte nos
sonŕıe, una buena propiedad de conexidad. En el mejor de los casos, espera-
mos que la topoloǵıa dada produzca un espacio metrizable. Entre las buenas
topoloǵıas que se le pueden dar a 2X hay dos distinguidas, la topoloǵıa de
Vietoris y la topoloǵıa de Fell, siendo la primera la más estudiada y aplicada
generalmente a CL(X) y a CL(X) ∩ K(X). La topoloǵıa de Vietoris, que
denotamos por τV , la presentamos en la Definición 2.4, en el Caṕıtulo 2. La
de Fell, denotada por τF , aparece en la Definición 2.7 del Caṕıtulo 2. De
hecho, el objetivo de dicho caṕıtulo, es estudiar los espacios topológicos

(CL(X), τV ), (2X , τF ) y (CL(X), τF ).

En la Sección 2.2 presentamos una base para τV (Teorema 2.3) y una base
para τF (Teorema 2.8). Posteriormente, en la Sección 2.3, mostramos una
condición que la cumplen los espacios T2, bajo la cual τF ⊆ τV . También
probamos que si X es compacto, entonces τV ⊆ τF . Por tanto, cuando X es
un espacio compacto y T2, la topoloǵıa de Vietoris coincide con la de Fell. A
partir de este momento resulta importante, si queremos que las topoloǵıas
de Vietoris y de Fell sean distintas, no suponer que el espacio topológico X
sea compacto y T2 a la vez.

Ya que sabemos que las topoloǵıas de Fell y de Vietoris son distintas, nos
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interesa ahora determinar si 2X y CL(X) poseen propiedades topológicas
similares cuando se les imponen dichas topoloǵıas. En la Sección 2.4, vemos
condiciones bajo las cuales (2X , τV ) contiene una copia topológica de X.
Lo mismo realizamos para (2X , τF ). Posteriormente, en la Sección 2.5, ve-
mos que (2X , τF ) siempre es un espacio compacto (Teorema 2.18). También
vemos que si X es compacto, entonces (CL(X), τF ) es compacto (Corola-
rio 2.19). Como probamos en el Teorema 2.22, si X es un espacio T2 entonces
(CL(X), τV ) es compacto si y sólo si X es compacto. Aśı pues, para obtener
una propiedad en CL(X), en este caso la compacidad, las condiciones que
hay que pedirle a X difieren, si deseamos en CL(X) la topoloǵıa de Vietoris
o la de Fell. Esto es lo que sucede en general y es de esperarse.

En la Sección 2.6 estudiamos condiciones en X para que 2X y CL(X)
posean un buen axioma de separación, considerando tanto la topoloǵıa de
Vietoris como la de Fell. Vemos que (2X , τF ) y (CL(X), τF ) siempre son T1

(Proposición 2.25), mientras que (CL(X), τV ) siempre es T0. Después mos-
tramos los axiomas de separación que se obtienen en (2X , τF ) y (CL(X), τF ),
cuando suponemos que X es localmente compacto. En la Sección 2.7 vemos
si la primero numerabilidad y la segundo numerabilidad en X, se relaciona
con dichas propiedades en 2X y CL(X). Probamos, por ejemplo, que cuando
X es T1, de la primero numerabilidad en (CL(X), τV ) se obtiene la primero
numerabilidad en X (Teorema 2.33). Por otro lado, cuando X es T2, de la
primero numerabilidad en (CL(X), τF ), se obtiene la primero numerabilidad
en X (Teorema 2.34). Un resultado importante de dicha sección es el Teo-
rema 2.41, donde probamos que si X es un espacio localmente compacto y
segundo numerable, entonces (2X , τF ) es T2 y segundo numerable. Posterior-
mente vemos que cuando X es localmente compacto y segundo numerable,
los hiperespacios (2X , τF ) y (CL(X), τF ) son metrizables (Teorema 2.44).

En la Sección 2.8 vemos condiciones en X que implican que 2X y CL(X)
son conexos, cuando se les da la topoloǵıa de Vietoris y también cuando
se considera la topoloǵıa de Fell. Por ejemplo, cuando X es conexo y T1,
resulta que (CL(X), τV ) es conexo (Teorema 2.46). Por otra parte, cuando
X es conexo y T2, sucede que (CL(X), τF ) es conexo (Proposición 2.49).
También mostramos que si X es conexo, T2 y no compacto entonces (2X , τF )
es conexo (Proposición 2.51). Otro resultado interesante de este sección es el
Teorema 2.55, en el cual vemos que cuando X es T1, la conexidad de (2X , τF )
se deriva de la conexidad de (2Y , τF ), para cada componente conexa Y de X.
Conviene mencionar que una buena parte de los resultados que probamos en
la Sección 2.8, se presentan en forma detallada y diferente de como aparecen
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originalmente en la literatura.

En la Sección 2.9 vemos condiciones en X bajo las que es posible definir
en CL(X) una métrica, cuya topoloǵıa inducida es la de Vietoris. También
vemos condiciones en X bajo las que es posible definir en 2X (y, por tanto
en CL(X)) una métrica cuya topoloǵıa inducida es la de Fell. Buena parte
de los resultados que utilizamos en este caṕıtulo se apoyan en teoremas que
enunciamos en el Caṕıtulo 1. El Caṕıtulo 1 del presente trabajo, contiene
una buena parte de resultados propios de la Teoŕıa de Conjuntos, de la
Topoloǵıa General y de los Sistemas Dinámicos Discretos, que utilizamos en
los caṕıtulos 2 y 3. La Subsección 1.3.3, que habla sobre espacios localmente
compactados y sobre la compactación por un punto, es importante para
justificar resultados que aparecen en la Sección 2.9 y en el Caṕıtulo 3. En
la Sección 1.4, presentamos lo que significa que dos sistemas dinámicos sean
topológicamente conjugados y lo que es una propiedad dinámica. Luego, en la
Definición 1.40, consideramos las propiedades dinámicas de ser una función
topológicamente transitiva, ser una función débilmente mezclante y ser una
función mezclante, y estudiamos las relaciones entre ellas.

En el Caṕıtulo 3 abordamos el tema de la dinámica colectiva. Nuestro
primer objetivo es dar condiciones, bajo las cuales, si (X, f) es un sistema
dinámico, entonces la función CLf : CL(X) → CL(X) definida para cada
A ∈ CL(X) como CLf (A) = f(A), sea continua cuando en CL(X) conside-
ramos la topoloǵıa de Vietoris, y también cuando consideramos la topoloǵıa
de Fell. Esto lo realizamos en la Sección 3.3. Aplicando estas condiciones, el
sistema dinámico (X, f) induce los sistemas dinámicos ((CL(X), τV ), CLf ) y
((CL(X), τF ), CLf ). Toca ahora estudiar relaciones entre el sistema dinámi-
co original y sus sistemas dinámicos inducidos. Consideramos el caso del sis-
tema dinámico inducido con la topoloǵıa de Fell y, en las dos últimas seccio-
nes del Caṕıtulo 3, vemos que si P es una de las tres propiedades dinámicas
que dimos en la Definición 1.40, entonces existe una propiedad dinámica Q,
distinta de P, de modo que el sistema dinámico (X, f) satisface la propiedad
Q si y sólo si el sistema dinámico inducido ((CL(X), τF ), CLf ) satisface la
propiedad P. Cuando P es la propiedad de ser una función topológicamente
transitiva, Q es la propiedad de ser una función c-topológicamente transitiva.
De manera similar, cuando P es la propiedad de ser una función débilmente
mezclante, Q es la propiedad de ser una función c-débilmente mezclante.
Finalmente, cuando P es la propiedad de ser una función mezclante, sucede
que Q es la propiedad de ser una función c-mezclante.

El trabajo aqúı presentado no abarca todo lo que existe en la lite-
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ratura con respecto al estudio topológico de los hiperespacios (2X , τF ) y
(CL(X), τF ). Tampoco se presenta todo lo que hay sobre relaciones dinámi-
cas entre los sistemas dinámicos (X, f) y ((CL(X), τF ), CLf ). Propiedades
dinámicas interesantes, como la densidad de los puntos periódicos o la en-
troṕıa y sus variantes, han quedado fuera de este trabajo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Introducción

A lo largo de este caṕıtulo haremos las convenciones necesarias de no-
tación que usaremos posteriormente. También presentaremos algunas defi-
niciones y las demostraciones de resultados que se utilizarán más adelante.
Si un resultado aparece sin demostración, entonces daremos una referencia
adecuada.

1.2. Preliminares de Teoŕıa de Conjuntos

El śımbolo N representará al conjunto de los números naturales, mientras
que R denotará el conjunto de los números reales. Un conjunto X será lla-
mado finito cuando es vaćıo o bien se le pueda poner en biyección con el
conjunto {s1, s2, . . . , sn}, para alguna n ∈ N. Diremos que X es numerable
cuando exista una biyección entre X y N y contable si el conjunto X es finito
o numerable. Si X no es contable, decimos que X es no numerable.

Dados un conjunto X y un subconjunto A de X, denotaremos el com-
plemento de A en X como X \A. Si queda claramente establecido el espacio
sobre el que se toma el complemento, se denotará como Ac.

En este trabajo vamos a suponer cierto el Axioma de Elección, del cual se
conoce que entre sus equivalencias se encuentra el Lema de Zorn. El siguiente
resultado que afirma lo anterior se prueba en [8, Teorema 2.1, p. 31].

Teorema 1.1. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Axioma de Elección Para cada colección indexada de conjuntos no vaćıos,
existe una función que a cada ı́ndice le asigna un elemento del corres-
pondiente miembro de la colección.

Lema de Zorn Sea X un conjunto distinto del vaćıo y preordenado bajo r
(i.e., r es reflexiva y transitiva). Si cada cadena en X (subconjunto del
conjunto preordenado en el que cualesquiera dos elementos se relacio-
nan) tiene una cota superior, entonces X tiene al menos un elemento
maximal.

Teorema de Zermelo Cualquier conjunto tiene un buen orden (i.e., existe
un orden total en el que cualquier subconjunto propio y no vaćıo tiene
un elemento mı́nimo).

A lo largo del presente escrito, en ocasiones será necesario notar si dos
conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad. En esto nos enfocaremos du-
rante la mayor parte de esta sección y, para ello, utilizaremos ideas bastante
básicas de la Teoŕıa de Conjuntos.

Definición 1.2. Si A y B son conjuntos tales que existe una biyección entre
A y B, se dice que A es equipotente a B, lo cual denotamos como A ∼ B. Si
A y B son equipotentes, se dice que A tiene la misma cardinalidad que B.

La cardinalidad de un conjunto B es denotada como |B|. La cardinalidad
del conjunto N se denota por ℵ0. Si existe una función inyectiva f : A→ B,
decimos que la cardinalidad de A es menor o igual que la de B, cosa que
se escribe como |A| ≤ |B| o bien por |B| ≥ |A|. Si los conjuntos A y B no
son equipotentes y, además, |A| ≤ |B|, entonces decimos que la cardinalidad
de A es menor que la de B, cosa que denotamos por |A| < |B| o bien por
|B| > |A|. Notemos que si A ⊆ B, entonces |A| ≤ |B|. Notemos también que
un conjunto X es no numerable si y sólo si X contiene un conjunto infinito
de cardinalidad mayor que N. En otras palabras, X es no numerable si y
sólo si |X| > ℵ0. Por consiguiente, un conjunto C es contable si y sólo si
|C| ≤ ℵ0.

Usando el Axioma de Elección se verá que también existe una relación
entre las funciones suprayectivas de un conjunto a otro y sus cardinalidades.

Lema 1.3. Sean A y B dos conjuntos. Si existe alguna función suprayectiva
f : A→ B, entonces |B| ≤ |A|.

Demostración. Al ser f suprayectiva de A en B, el conjunto de imágenes
inversas {f−1(b) | b ∈ B} es una colección no vaćıa de conjuntos no vaćıos.
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Por el Axioma de Elección, existe un conjunto E tal que, para cada b ∈ B,
hay un solo elemento ab en E tal que f(ab) = b. Definamos g : B → A tal que
g(b) = ab. De esta manera g es una función inyectiva, entonces |B| ≤ |A|.

El Lema 1.3 nos permite comparar cardinalidades de conjuntos dados.

Proposición 1.4. Sean A y B dos conjuntos, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) |A| ≤ |B|.

2) Existe una función f : A→ B inyectiva.

3) Existe una función g : B → A suprayectiva.

Demostración. La equivalencia entre 1) y 2) de la Proposición 1.4 es por
definición, mientras que la implicación de 3) a 1) se cumple usando el Lema
1.3. Sólo falta mostrar que 2) implica 3) lo que es sencillo pues, como f : A→
B es una función inyectiva, cada elemento a ∈ A tiene asignado un único
elemento en B, de modo que, tomando un elemento a0 en A, definimos
g : B → A como:

g(b) =

{
a si existe a ∈ A tal que f(a) = b;

a0 si no existe a ∈ A tal que f(a) = b.

la cual claramente es una función bien definida y suprayectiva.

Introducimos una última definición antes de meternos de lleno en el
asunto de “medir” la cantidad de elementos de un conjunto.

Definición 1.5. Para cualesquiera dos conjuntos A y B, definimos las ope-
raciones:

|A|+ |B| = |(A× {0}) ∪ (B × {1})| y |A| · |B| = |A×B|.

También decimos que κ es un cardinal si existe un conjunto A tal que κ =
|A|.

Con esta notación, es fácil notar que si κ y λ son cardinales tales que
κ = |K| y λ = |L| , entonces se tiene que:

κ+ λ = | (K × {0}) ∪ (L× {1})| y κ · λ = |K × L|.

Si el lector se interesa en asuntos de cardinalidad o encuentra demasiado
escueta la información proporcionada en este texto, puede hallar una intro-
ducción al tema en [2]. Ah́ı mismo puede encontrarse la demostración del
siguiente resultado ([2, Corolario 1, p. 109]).
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Lema 1.6. Sean κ y λ dos cardinales, uno infinito y el otro no cero. En-
tonces κ+ λ = κ · λ = máx {κ, λ}.

Entre las curiosidades que nos permiten obtener los lemas mencionados
anteriormente, se encuentran aquellas que nos indican que podemos unir
conjuntos contables una cantidad contable de veces, o realizar el producto
finito de conjuntos contables, y obtener un conjunto cuya cardinalidad es
igualmente contable.

Proposición 1.7. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(a) N× N es numerable.

(b) El producto finito de conjuntos contables es contable.

(c) La unión contable de conjuntos contables es contable.

Demostración. (a) La cardinalidad de N es ℵ0. El Lema 1.6 nos dice, por
tanto, que |N×N| = ℵ0 · ℵ0 = máx {ℵ0,ℵ0} = ℵ0. Luego el conjunto N×N
es numerable.

(b) Sean A y B dos conjuntos contables, lo que significa que |A| y |B|
son menores o iguales a ℵ0. Si A o B son vaćıos, entonces A × B es vaćıo.
Entonces, supongamos que tanto A como B no son vaćıos. Usando a N como
un conjunto de cardinalidad ℵ0, la Proposición 1.4 nos dice que existen
funciones suprayectivas f : N→ A y g : N→ B.

Definamos la función h : N×N→ A×B como h((n,m)) = (f(n), g(m))
y sea (x, y) ∈ A× B. Como f y g son suprayectivas, existe (n,m) ∈ N× N
tal que f(n) = x y g(m) = y. De donde h((n,m)) = (f(n), g(m)) = (x, y),
por lo que h es suprayectiva. Usando una vez más la Proposición 1.4 y el
hecho de que encontramos una función suprayectiva del conjunto numerable
N × N a A × B, obtenemos que |A × B| ≤ ℵ0. Esto prueba que A × B es
contable. Utilizando inducción se tiene que el producto finito de conjuntos
contables es contable.

(c) Sean C un conjunto contable y {An | n ∈ C} una familia no vaćıa
de conjuntos contables no vaćıos. Para cada n ∈ C, como An es contable, la
Proposición 1.4 dice que existe fn : N→ An suprayectiva. Como C también
es contable, por el mismo resultado, existe g : N→ C suprayectiva. Conside-
remos la función h : N×N→

⋃
n∈C An definida como h((k,m)) = fg(k)(m).

Notemos que h está bien definida pues si (k,m) ∈ N× N, entonces

g(k) ∈ C y h((k,m)) = fg(k)(m) ∈ Ag(k) ⊆
⋃
n∈C

An.
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Ahora, sea a ∈
⋃
n∈C An. Entonces existe m ∈ C tal que a ∈ Am. Como

fm es suprayectiva, existe s ∈ N tal que fm(s) = a. Pero g es también
suprayectiva y m ∈ C, por tanto existe k ∈ N tal que g(k) = m. De donde
h((k, s)) = fg(k)(s) = fm(s) = a. Esto prueba que h es suprayectiva. La
Proposición 1.4 nos dice que

⋃
n∈C An es un conjunto contable.

Al tener la Proposición 1.7, el lector puede estar tentado a suponer que
el producto numerable de conjuntos contables es una colección contable.
Lamentablemente tal supuesto es falso, incluso en un ejemplo tan simple
como el producto numerable del conjunto X = {0, 1} consigo mismo. Dicho
ejemplo está explicado a detalle en [21, Teorema 7.7].

Para finalizar esta sección, presentamos un último resultado que no es
trivial, pues acota la cantidad de cierto tipo de conjuntos en un conjunto
contable.

Teorema 1.8. Sea C un conjunto contable. Entonces

S = {D ⊆ C | D es un subconjunto finito de C}

es una colección contable.

Demostración. Definamos, para cada n ∈ N, An = {D ⊆ C | |D| ≤ n}.
Obviamente S =

⋃
n∈NAn. Mostraremos que cadaAn es contable. Para esto,

sea n ∈ N y definamos, para cada i ∈ {1, . . . , n} a Ci = C. Consideremos la
función fn :

∏n
i=1Ci → An definida como

fn((x1, x2, . . . , xn)) = {x1, x2, . . . , xn}

la cual claramente es suprayectiva. Además, como
∏n
i=1Ci es un producto

finito de conjuntos contables, por la parte (b) de la Proposición 1.7, es con-
table. Con lo anterior, hemos hallado una función suprayectiva del conjunto
contable

∏n
i=1Ci a An. La Proposición 1.4 nos dice que An es contable.

Luego, por la parte (c) de la Proposición 1.7, S =
⋃
n∈NAn es contable.

1.3. Nociones de Topoloǵıa

En la presente sección y a lo largo de este trabajo, las letras X, Y y
Z simbolizarán espacios topológicos. Si es sensible la necesidad de hacer
expĺıcita la topoloǵıa con que se ha equipado a, digamos X, entonces se
simbolizará al espacio como (X, τ) donde τ es dicha topoloǵıa.
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Sean X un espacio topológico y A ⊆ X. Con IntX(A) representaremos
al interior del conjunto A en X, y con ClX(A) a la cerradura de A en X.
Si no hay posibilidad de confusión sobre el espacio en el que efectuamos la
operación, entonces IntX(A), Int(A) y A◦ se usarán como iguales, lo mismo
que ClX(A), Cl(A) y A.

En esta sección mencionaremos algunos conceptos básicos de Topoloǵıa
General y mostraremos algunas propiedades de las cuales haremos uso en
caṕıtulos posteriores.

1.3.1. Bases, Vecindades y Peso de un Espacio

Introduciremos los conceptos que utilizaremos para definir vecindades de
un punto, subbases y bases de un espacio topológico.

Definición 1.9. Dado un espacio topológico (X, τ), definimos:

a) Para x ∈ X, una vecindad de x, es un subconjunto V ⊆ X para el que
existe un abierto U de X tal que x ∈ U ⊆ V.

b) Una familia B ⊆ τ es llamada una base para X, si cada abierto no
vaćıo de X puede ser representado como la unión de una subfamilia
de B.

c) Una familia P ⊆ τ es llamada una subbase para X si la familia de todas
las intersecciones finitas U1 ∩ · · · ∩ Un, con Ui ∈ P para 1 ≤ i ≤ n, es
una base para X.

Existen vecindades de un punto con propiedades adicionales. Por ejem-
plo, una vecindad abierta de x ∈ X es una vecindad de x que, además, es
un subconjunto abierto de X. Una vecindad cerrada de x es una vecindad
de x que es un subconjunto cerrado de x.

Tratar con bases hace mucho más fácil el estudio de un espacio topológi-
co, ya que un espacio con su topoloǵıa está determinado por su base y un
mismo espacio puede tener muchas bases diferentes, de entre las cuales es
posible encontrar algunas que cumplan propiedades especiales. Por ejemplo,
dado un espacio topológico (X, τ), la topoloǵıa con que se equipa podŕıa ser
no numerable, y aún aśı, es factible que posea una base contable. Si tal base
es considerada, trabajar con ella nos ahorra una gran cantidad de esfuerzo
en el estudio de las propiedades de dicho espacio.
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Proposición 1.10. Para un espacio topológico (X, τ) y una familia B ⊆ τ,
una definición alternativa para base es la siguiente: B es base de X si para
cada punto x ∈ X y todo abierto V de X tal que x ∈ V , existe U ∈ B tal
que x ∈ U ⊆ V .

Demostración. Para probar la Proposición 1.10, supongamos primero que
B ⊆ τ es una base de X. Sean x ∈ X y V un abierto de X tales que x ∈ V.
Entonces V puede ser representado como la unión de una subfamilia B′ de
B. Luego existe U ∈ B′ tal que x ∈ U y U es un subconjunto de

⋃
B′, donde

precisamente V =
⋃
B′. La implicación inversa se obtiene notando que si

x ∈ V, existe un Ux ∈ B tal que x ∈ Ux ⊆ V. Debido a esto V queda cubierto
con la unión de la familia {Ux | x ∈ V }, que es una subfamilia de B. Es fácil
notar que

⋃
{Ux | x ∈ V } = V.

El siguiente enunciado y su corolario son evidentes, pero es importante
mencionarlos dada la cantidad de veces que se utilizarán a lo largo del texto.

Proposición 1.11. Sea X un espacio topológico. Para cualquier A ⊆ X las
siguientes condiciones son equivalentes:

a) x ∈ A.

b) Para cada vecindad U de x, sucede que U ∩A 6= ∅.

Demostración. Recordemos que la cerradura de un conjunto A es la inter-
sección de todos los cerrados que contienen a A. Ambas demostraciones se
harán por contrapuesta. Si existe una vecindad U de x tal que U∩A = ∅, en-
tonces al tomar un abierto V de X tal que x ∈ V ⊆ U, resulta que V ∩A = ∅.
Luego A ⊆ V c y claramente V c ∈ {F ⊆ X | F es cerrado y A ⊆ F}. Por lo
tanto A ⊆ V c, de donde x /∈ A.

Si x /∈ A, entonces existe un cerrado F en X tal que A ⊆ F y x /∈ F , de
donde x ∈ U = X \ F . Por tanto U es vecindad abierta de x disjunta a F,
implicando que U ∩A = ∅.

Corolario 1.12. Si U es un conjunto abierto de X, A ⊆ X y U ∩ A 6= ∅,
entonces U ∩A 6= ∅.

Demostración. Sea x ∈ U ∩A. Entonces x ∈ A y, como U es una vecindad
de x, la Proposición 1.11, implica que U ∩A 6= ∅.

Retomando el hecho de la posibilidad de tener distintas bases para un
mismo espacio, una pregunta natural es si existe alguna base que sea “lo
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mas pequeña posible” en el sentido de cardinalidad, lo cual, en un afán de
simplicidad lleva a querer encontrar esa base para trabajar con ella. Lamen-
tablemente describir dicha base por lo general no es sencillo, pero se sabe que
al menos existe una base que cumpla con esas caracteŕısticas. Ello motiva
la siguiente definición.

Definición 1.13. El conjunto de números cardinales de la forma |B| con B
una base para el espacio X, tiene un elemento menor |B0|. El cardinal |B0|
es llamado el peso de X y lo denotamos como ω((X, τ)). Si no es relevante
especificar cual topoloǵıa es la que está equipada, denotaremos el peso de X
sólo como ω(X).

Sean (X, τ) un espacio topológico y p ∈ X. Una base local de X en p, es
una familia Bp ⊆ τ tal que cada uno de sus elementos posee a p y, para cada
abierto U en X con p ∈ U, existe V ∈ Bp de modo que V ⊆ U. Decimos que el
espacio topológico (X, τ) es primero numerable si cada p ∈ X posee una base
local Bp contable. Si sucede que el espacio topológico (X, τ) tiene una base
contable, decimos que es segundo numerable. De la Definición 1.13 es fácil
ver que si X es segundo numerable, entonces una base B0 de cardinalidad
mı́nima es a lo más numerable, de donde ω(X) ≤ ℵ0.

Recordemos que un conjunto es contable si es finito o numerable. De-
beŕıamos entonces decir “primero contable” y “segundo contable” en lugar
de “primero numerable” y “segundo numerable”, respectivamente. Sin em-
bargo, por fuerza de la costumbre, optamos por la terminoloǵıa como la
indicamos en el párrafo anterior.

El peso de un espacio es utilizado, entre otras cosas, para tomar una
base con caracteŕısticas que nos sean favorables, y a partir de aquella base,
extraer una de cardinalidad mı́nima que permita el estudio del espacio sin
los inconvenientes del manejo de bases de cardinalidad “grande”.

En los Teoremas 1.1.14 y 1.1.15 de [9], se prueban los siguientes enun-
ciados.

Proposición 1.14. Si ω(X) ≤ m, entonces para toda familia {Us | s ∈ S}
de subconjuntos abiertos de X, existe un conjunto S0 ⊆ S tal que |S0| ≤ m
y
⋃
s∈S0

Us =
⋃
s∈S Us.

Proposición 1.15. Si ω(X) ≤ m entonces, para cada base B de X, existe
una base B0 de X tal que |B0| ≤ m y B0 ⊆ B.
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1.3.2. Espacios Compactos

Supongamos que X es un espacio topológico. Una cubierta de X es una
familia F = {Fα | α ∈ Γ} de subconjuntos de X tal que

X =
⋃
α∈Γ

Fα.

Si F = {Fα | α ∈ Γ} es una cubierta de X y Υ ⊆ Γ es tal que

X =
⋃
α∈Υ

Fα,

entonces la familia C = {Fα | α ∈ Υ} se llama una subcubierta de F. Si
además Υ es un conjunto finito, entonces C es una subcubierta finita de
X. En el caso que Υ sea contable, C será llamada subcubierta contable de
X. Si todo elemento de la cubierta F es un subconjunto abierto de X, nos
referiremos a F como una cubierta abierta de X. Si Y ⊆ X, una colección B
de abiertos de X se dice que cubre a Y si la union de sus elementos contiene
a Y .

Existen conjuntos a los que dadas cubiertas abiertas, se les pueden ex-
traer subcubiertas con ciertas propiedades:

Definición 1.16. Decimos que X es un espacio compacto si toda cubierta
abierta de X posee una subcubierta finita. El espacio X será llamado de
Lindelöf si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta contable.

Si tomamos a Y ⊆ X y queremos mostrar que Y es compacto o bien
de Lindelöf, debeŕıamos mostrar que toda cubierta abierta de Y posee una
subcubierta finita o bien contable. Esto se hace de la manera natural, como
se indica en el siguiente resultado.

Lema 1.17. Sea Y ⊆ X. Entonces Y es compacto (respectivamente, de
Lindelöf) si y sólo si cada familia de abiertos de X, que cubre a Y, posee
una colección finita (respectivamente, contable) que cubre a Y .

Demostración. Mostraremos el lema sólo para el caso de la compacidad,
pues el caso de Lindelöf presenta una demostración muy similar.

⇒] Supongamos que Y es compacto y que C = {Ai | i ∈ J} es una
colección de abiertos de X que cubre a Y (es decir Y ⊆

⋃
i∈J Ai). Entonces

{Ai∩Y | i ∈ J} es una cubierta de Y con abiertos en Y. Como Y es compacto
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existe una subcubierta finita {Ai1 ∩Y, . . . , Ain ∩Y } que cubre a Y. Por tanto
{Ai1 , . . . , Ain} es una colección finita de C que cubre a Y.

⇐] Sea B = {Bi | i ∈ J} una cubierta de Y cuyos elementos son
abiertos en Y. Para cada i ∈ J elegimos un conjunto abierto Ai en X tal
que Bi = Ai∩Y. La colección {Ai | i ∈ J} es una colección de abiertos de X
que cubre a Y. Por hipótesis, existe una subcolección finita {Ai1 , . . . , Ain}
que cubre a Y. Entonces {Bi1 , . . . , Bin} es una subcubierta finita de B que
cubre a Y , de donde Y es compacto.

El lema anterior nos permite trabajar con subespacios compactos sin ne-
cesidad de usar abiertos relativos, lo que ahorra bastante trabajo. Por otra
parte, en el estudio de compactos, es bien sabido que bajo ciertas condi-
ciones, existe una relación entre los conjuntos cerrados y los compactos. La
demostración del siguiente resultado se encuentra en [30, Teorema 17.5].

Proposición 1.18. Sean (X, τ) un espacio topológico y Y un subconjunto
de X. Entonces se cumple:

1) si Y es cerrado en X y X es compacto, entonces Y es compacto;

2) si Y es compacto y X es T2, entonces Y es cerrado.

Hasta ahora solo hemos visto resultados que nos dicen cuando un espacio
o subespacio es compacto. El siguiente teorema, cuya demostración puede
verse en [30, Teorema 17.7], indica que la compacidad se preserva bajo las
funciones continuas.

Teorema 1.19. Sea f : X → Y una función continua. Si X es compacto
entonces f(X) es compacto.

Si suponemos además que f es suprayectiva, el Teorema 1.19 indica
que Y es un espacio compacto. Por tanto, la compacidad es una propiedad
topológica.

Haciendo uso del Lema de Zorn, mostraremos un resultado no trivial
en Topoloǵıa General, que nos indica que todos los espacios que no son
compactos, poseen unas cubiertas bastante especiales.

Teorema 1.20. Sea X un espacio topológico. Si X no es compacto, entonces
existe una familia M de subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

1) M es una cubierta abierta de X que no posee una subcubierta finita.
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2) Si U es una familia de abiertos en X tal que M ( U , entonces U es
una cubierta abierta de X que posee una subcubierta finita.

3) Si M ∈ M y U1, U2 . . . , Un son subconjuntos abiertos en X tales que
U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un ⊆M, entonces Ui ∈M para alguna i ∈ {1, . . . , n}.

Demostración. Como X no es compacto, existe una cubierta abierta C de
X que no posee subcubiertas finitas. Consideremos la familia C de todas las
cubiertas abiertas de X que no poseen subcubiertas finitas. Claramente C 6=
∅, pues C ∈ C. Ordenemos a C por la relación de inclusión ⊆. Supongamos
que D es una cadena en C, (i.e., D ⊆ C y cualesquiera dos elementos en
D son comparables bajo la relación de inclusión ⊆). Si D es el vaćıo, es
claro que cualquier elemento de C sirve como cota superior para D en C, en
particular C es dicha cota. De tal modo, supongamos que D 6= ∅ y sea

W =
⋃
D∈D
D = {V | V ∈ D, para alguna D ∈ D}.

Observemos que si D ∈ D y V ∈ D, entonces V es un abierto en X, pues
D es una cubierta abierta de X. Aśı se tiene que cada elemento de W es un
abierto en X. Como también D ⊆ W, para D ∈ D, resulta que W es una
cubierta abierta de X. Notemos queW no posee subcubiertas finitas, pues si
tuviera una subcubierta finita {V1, . . . , Vn}, como Vi ∈ W con i ∈ {1, . . . , n},
existe Di ∈ D tal que Vi ∈ Di. Pero la familia D es una cadena, por tanto
existe j ∈ {1, . . . , n} tal que V1, . . . , Vn ∈ Dj , de donde concluimos que
{V1, . . . , Vn} es una subcubierta finita de Dj para X, lo cual contradice el
hecho de que Dj sea un elemento de C. Por tanto W no posee subcubiertas
finitas.

Como W es una cubierta abierta de X y no posee subcubiertas finitas,
W ∈ C. Pero también sucede que D ⊆ W para cada D ∈ D. Entonces W es
una cota superior para D en C. Hemos probado aśı que cualquier cadena D
en C posee una cota superior en C. Usando el Lema de Zorn, deducimos que
C posee un elemento maximal M. Ya que M∈ C,M satisface 1). Como la
relación en D es la contención, si U es una familia de abiertos de X tal que
M ( U , entonces U es una cubierta abierta de X tal que V /∈ C. Por tanto,
U posee una subcubierta finita. Esto muestra que M satisface 2).

Para probar que M cumple 3), supongamos que M y U1, U2 . . . , Un son
como se indica en 3). Supongamos además que Ui /∈ M para ninguna i.
Definimos Mi =M∪ {Ui}, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Entonces M (Mi

para i ∈ {1, 2, . . . , n}. Además como M es una cubierta abierta para X,
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resulta que Mi también lo es. Aplicando 2) a cada familia Mi, deducimos
que cada cubierta Mi de X posee una subcubierta finita. De donde, para
cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, existen ni ∈ N y Mi1 ,Mi2 , . . . ,Mini

∈M tales que:

X = Mi1 ∪Mi2 ∪ · · · ∪Mini
∪ Ui. (α)

Tomemos ahora un punto x en X. Si x está en cada Ui, entonces x está en
la intersección, de donde por hipótesis, x ∈ M. Si existe algún Ui tal que
x /∈ Ui, entonces, utilizando (α) para dicho ı́ndice i, existe j ∈ {1, 2, . . . , ni}
tal que x ∈Mij . Con lo cual hemos probado que

X ⊆ (U1 ∩ · · · ∩ Un) ∪

 n⋃
i=1

ni⋃
j=1

Mij

 ⊆M ∪
 n⋃
i=1

ni⋃
j=1

Mij

 .

Por tantoM tiene como una subcubierta finita a la unión de M con los Mij ,
contradiciendo que M ∈ C. La contradicción vino de suponer que Ui /∈ M
para ninguna i. Luego existe i ∈ {1, 2, . . . , n} tal que Ui ∈ M y aśı hemos
probado 3).

Como consecuencia del resultado anterior podemos determinar cuando
un espacio es compacto, fijándonos solo en elementos de una de sus subbases.

Teorema 1.21 (Lema de la Subbase de Alexander). Sean X un espacio
topológico y S una subbase para X. Entonces X es compacto si y sólo si
cualquier cubierta de X, formada por elementos de S, posee una subcubierta
finita.

Demostración. ⇒] Sea C una cubierta de X por elementos de S. Como
los subbásicos son abiertos en X, C es una cubierta abierta del compacto X,
de donde C posee una subcubierta finita.

⇐] Supongamos que X no es compacto. Entonces, por el Teorema 1.20,
existe una familiaM de subconjuntos de X, con las propiedades 1), 2) y 3)
de dicho teorema. Vamos a probar ahora que la intersección S ∩M es una
cubierta abierta de X. Que los elementos de S ∩M son abiertos de X es
evidente, pues tanto los elementos de S como los de M son abiertos en X.
ComoM es una cubierta abierta de X, dado un punto x ∈ X, existe U ∈M
tal que x ∈ U . Ya que S es una subbase para X, existen S1, S2, . . . , Sn ∈ S
tales que x ∈ S1 ∩ · · · ∩ Sn ⊆ U . Por 3) del Teorema 1.20, existe i ∈
{1, 2, . . . , n} tal que Si ∈M. Entonces Si es un elemento de S ∩M tal que
x ∈ Si, de donde S ∩M es una cubierta abierta de X. Pero S ∩M ⊆ S,
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entonces por hipótesis, S ∩ M tiene una subcubierta finita F . Como los
elementos de F están en M, entonces F es una subcubierta finita de M.
Esto contradice la propiedad 1) del Teorema 1.20. Como la contradicción
viene de suponer que X no es compacto, deducimos que X es compacto.

La condición de compacidad se porta de buena manera, en el sentido que
la comparten espacios “cercanos” a un espacio compacto

Teorema 1.22. Sea X un espacio topológico. Supongamos que W,K ⊆ X
son tales que K es compacto y, para cada y ∈W , tenemos que {y}∩K 6= ∅.
Entonces W ∪K es compacto.

Demostración. Sea C una familia de abiertos en X que cubre a W ∪ K.
Entonces C es una familia de abiertos en X cuya unión contiene al compacto
K. Luego existen n ∈ N y C1, . . . , Cn ∈ C tales que K ⊆ C1 ∪ · · · ∪ Cn.

Dada y ∈ W , tenemos que {y} ∩K 6= ∅, por lo que {y} ∩ Cj 6= ∅ para
alguna j ∈ {1, . . . , n}. Como Cj es abierto en X, el Corolario 1.12 nos dice
que y ∈ Cj . Esto implica que W ⊆ C1∪ · · ·∪Cn. Por tanto {C1, C2, . . . , Cn}
es una colección finita de elementos de C que cubre a W ∪ K, probando
aśı que W ∪K es compacto.

1.3.3. Espacios Localmente Compactos

En ocasiones no es posible encontrar espacios compactos que nos ayuden
a resolver un problema en cuestión. En tal caso, se buscarán espacios que
aunque no cumplan con la maravilla de ser compactos, satisfagan una versión
“local” de compacidad. Los espacios con dicha propiedad son los que se
describen en la siguiente definición.

Definición 1.23. Un espacio topológico X es localmente compacto si para
cada x ∈ X y todo abierto V de X con x ∈ V, existe una vecindad compacta
G de x tal que G ⊆ V.

Notemos que una vecindad compacta de un punto x ∈ X es una vecindad
de x que, además, es un subconjunto compacto de X. La anterior definición
nos proporciona varias vecindades compactas de cada punto en un espacio
localmente compacto. Sin embargo, para algunos espacios, podemos decir
que cumple con la definición tan pronto encontremos una vecindad compacta
para sus puntos.

Proposición 1.24. Sea X un espacio T2. Entonces X es localmente com-
pacto si y sólo si cada punto de X posee una vecindad compacta.
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Demostración. Supongamos que X es un espacio T2. Si X es localmente
compacto y x ∈ X entonces, como X es un abierto de X que tiene al punto
x, existe una vecindad compacta G de x tal que x ∈ G ⊆ X. Esto prueba
que en cualquier espacio localmente compacto X, cada punto de X posee
una vecindad compacta.

Ahora supongamos que cada punto de X posee una vecindad compacta.
Sean x ∈ X y U un abierto en X tales que x ∈ U. Por hipótesis existe
una vecindad compacta K de x. Como X es T2 y K es un subconjunto
compacto de X, por la parte 2) de la Proposición 1.18, K es cerrado en
X. Sea V = (K ∩ U)◦. Notemos que V es abierto en X. Como U y K son
vecindades de x, la intersección K ∩ U también es una vecindad de x. Por
tanto V es una vecindad abierta de x. Notemos que V ⊆ K◦ ⊆ K por lo que
la cerradura de V en X, denotada por ClX(V ), es un subconjunto cerrado
en el conjunto compacto K. Luego, por la parte 1) de la Proposición 1.18,
ClX(V ) es compacto. En vista de que los subespacios de espacios T2 son
T2, el conjunto ClX(V ) es compacto y T2. Por tanto ClX(V ) es T3 (ver [30,
Teorema 17.10]). Usando que V es una vecindad de x en ClX(V ), existe un
abierto W de ClX(V ) tal que x ∈ W ⊆ ClClX(V )(W ) ⊆ V . Es claro que
ClClX(V )(W ), al ser cerrado dentro del compacto ClX(V ), es también un
compacto. Además, por ser W un abierto en ClX(V ), existe un abierto W0

de X tal que W = W0 ∩ ClX(V ). Afirmamos que

W0 ∩ ClX(V ) = W0 ∩ V.

Es claro que W0 ∩ V ⊆W0 ∩ ClX(V ). Por otra parte W0 ∩ ClX(V ) ⊆W0 y
W0 ∩ ClX(V ) = W ⊆ V, por lo que W0 ∩ ClX(V ) ⊆ W0 ∩ V. Esto prueba
que W = W0 ∩ClX(V ) = W0 ∩V. Como consecuencia de esto, W es abierto
en X. Luego ClClX(V )(W ) es una vecindad compacta de x contenida en U.
Lo anterior muestra que X es localmente compacto.

Corolario 1.25. Los espacios compactos y T2 son localmente compactos.

Es evidente que es mucho más fácil lidiar con espacios compactos. De
ah́ı que si el espacio donde trabajamos no es compacto, busquemos una
forma de hacerlo comportarse como si lo fuera y, al mismo tiempo, no per-
der muchas de sus propiedades topológicas en el proceso. Afortunadamente
existen formas de ver cumplido tal objetivo. Una de ellas es conocida como
la compactación de un espacio; en el caso de que nuestro espacio sea T2

y localmente compacto, existe una forma de hacerlo compacto agregándole
únicamente un punto. Este resultado es conocido como el Teorema de la
Compactación de Alexandroff ([8, Teorema 8.4, p. 246]).
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Definición 1.26. Sean X y Y dos espacios topológicos. Decimos que Y es
una compactación de X, si Y es compacto y Y posee un subespacio denso
que es homeomorfo a X. Cuando X es localmente compacto y T2, a la
compactación que resulta del Teorema de la Compactación de Alexandroff,
se le llama la compactación por un punto de X.

Para un espacio X no compacto, T2 y localmente compacto, su compac-
tación por un punto es la que hace de X un espacio compacto cuando se
le agrega un punto. Vamos a denotar dicha compactación como ωX o bien
como X ∪ {∞}, siendo ω o ∞ el punto que se agrega a X para hacerlo
compacto.

Existen relaciones conocidas entre un espacio X localmente compacto y
T2 y su compactación ωX. Una de ellas dice que el espacio ωX también es T2

(y, como ωX es compacto, tenemos que ωX es compacto y T2, luego también
es T4). Otro resultado dice que si X es localmente compacto y T2, entonces
X es segundo numerable si y sólo si su compactación ωX es metrizable ([8,
Teorema 8.6, p. 247]).

En lo que resta de la subsección, el interés será fijado en sólo una pro-
piedad de las funciones entre espacios localmente compactos y sus compac-
taciones. Para formularlo, requerimos de la siguiente definición.

Definición 1.27. Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X → Y una
función. Entonces

a) f es cerrada si para todo cerrado F en X, su imagen directa f(F ) es
un cerrado en Y.

b) f es propia si f es continua y para todo compacto K ⊆ Y , se cumple
que f−1(K) es un subespacio compacto de X.

La definición en la parte b) es poco utilizada en la forma que la tenemos.
Es mucho más conocida la noción de función perfecta, que es como se define
a una función continua y cerrada de X en Y con fibras f−1(y) compactas,
para cada y ∈ Y. En el Corolario 1.31, mostraremos una situación en la que
las funciones propias resultan ser perfectas.

Proposición 1.28. Si f : X → Y es continua donde X compacto y Y es
T2, entonces f es cerrada.

Demostración. Para probar el enunciado, tomemos un cerrado A en el
compacto X. La Proposición 1.18 nos dice que A es compacto. Luego f(A)
es un subespacio compacto de Y que es un espacio T2. Por tanto, aplicando
de nuevo la Proposición 1.18, f(A) es cerrado en Y.
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Teorema 1.29. Sean X y Y dos espacios topológicos localmente compactos
y T2. Consideremos que X ∪{ω} y Y ∪{ξ} representan las respectivas com-
pactaciones por un punto de X y de Y. Supongamos que f : X → Y es una
función propia. Definimos la función f∗ : X ∪ {ω} → Y ∪ {ξ} como sigue:
f∗(x) = f(x) si x ∈ X y f∗(ω) = ξ. Entonces f∗ es continua.

Demostración. Sabemos que f∗ es continua en x si para toda vecindad V
de f∗(x) en Y ∪ {ξ} se tiene que (f∗)−1(V ) es vecindad de x en X ∪ {ω}.
Claramente f∗ siempre es continua en cada punto x de X. Ahora veamos
que f∗ es continua en ω. Sea V una vecindad abierta de ξ en Y ∪ {ξ}.
Por tanto (Y ∪ {ξ}) \ V es un cerrado dentro del compacto Y ∪ {ξ}. Luego
(Y ∪ {ξ}) \ V es compacto. Como f es propia y podemos pensar que (Y ∪
{ξ}) \ V es un subconjunto compacto de Y, sucede que f−1((Y ∪ {ξ}) \
V ) es un subconjunto compacto de X. Como f y f∗ coinciden cuando no
intervienen los puntos especiales ω y ξ, resulta que (f∗)−1((Y ∪ {ξ}) \ V ) es
un subconjunto compacto de X ∪ {ω}, el cual es T2. Por tanto

(f∗)−1((Y ∪ {ξ}) \ V ) = (X ∪ {ω}) \ (f∗)−1(V )

es cerrado en X ∪{ω}. Luego (f∗)−1(V ) es abierto en X ∪{ω}. Esto prueba
que f∗ es continua en ω.

Dada una función propia f : X → Y, si agregamos condiciones a los
espacios X y/o Y , es posible obtener propiedades adicionales para dicha
función. Tales propiedades son bastante simples pero serán utilizadas en
demostraciones posteriores, de ah́ı el interés en mencionarlas.

Proposición 1.30. Sean X y Y dos espacios localmente compactos y T2.
Si f : X → Y es una función propia, entonces f es cerrada y f(X) es
localmente compacto.

Demostración. Tal como en el Teorema 1.29, tomaremos las compactacio-
nes por un punto X ∪ {ω} y Y ∪ {ξ} de X y de Y, respectivamente, además
de la función f∗ : X ∪ {ω} → Y ∪ {ξ} definida en dicho teorema. Como X y
Y son T2 y localmente compactos, sus compactaciones X ∪ {ω} y Y ∪ {ξ}
también son T2. Como f es propia, por el Teorema 1.29, f∗ es continua.

Para mostrar que f es una función cerrada, supongamos que A ⊆ X es
cerrado. Entonces A ∪ {ω} es cerrado en el conjunto compacto X ∪ {ω}.
Luego A ∪ {ω} es compacto, por lo que

f∗ (A ∪ {ω}) = f(A) ∪ {ξ}
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es compacto en Y ∪ {ξ}, pues f∗ es continua. Como Y ∪ {ξ} es T2, resulta
que f(A)∪ {ξ} es cerrado en Y ∪ {ξ}. Entonces el complemento de f(A) en
Y es abierto, por lo que f(A) es cerrado en Y , completando la prueba de
que f es cerrada. En particular f(X) es un cerrado en Y, que es localmente
compacto. Como los subconjuntos cerrados de espacios localmente compac-
tos son localmente compactos ([8, Teorema 6.5, p. 239]), f(X) es localmente
compacto.

Corolario 1.31. Sean X y Y dos espacios topológicos localmente compactos
y T2. Si f : X → Y es una función propia, entonces f es cerrada y, para
cada y ∈ Y, el conjunto f−1(y) es compacto.

Demostración. El resultado anterior dice que f es cerrada. Por hipótesis f
es propia y es evidente que cada unitario {y} es compacto. Luego f−1(y) =
f−1({y}) es compacto.

Proposición 1.32. Sea f : X → Y una función continua con Y un espacio
T2 y X compacto. Entonces f es propia.

Demostración. Sea K un subconjunto compacto del espacio Y, que es T2.
La Proposición 1.18 nos dice que K es cerrado en Y. Entonces Y \ K es
abierto en Y. Utilizando la continuidad de f y el buen comportamiento de
f−1, es claro que f−1(Y \K) = X\f−1(K) es abierto en X, de donde f−1(K)
es cerrado en el espacio X, que es compacto. Por la Proposición 1.18, f−1(K)
es compacto. Por tanto f es propia.

Corolario 1.33. Sean X y Y dos espacios localmente compactos y T2.
Consideremos que X ∪ {ω} y Y ∪ {ξ} representan las respectivas com-
pactaciones por un punto de X y de Y. Entonces toda función continua
g : X ∪ {ω} → Y ∪ {ξ} es cerrada y propia.

Demostración. Sabemos que X ∪ {ω} es compacto, Y ∪ {ξ} es T2 y g
es continua. Por la Proposición 1.32, g es propia. Usando que g es una
función propia entre espacios localmente compactos y T2 (pues los espacios
compactos y T2 son localmente compactos), el Corolario 1.31 garantiza que
g es cerrada.

1.3.4. Metrizabilidad

Entre los espacios topológicos más fáciles de estudiar, se encuentran
aquellos cuya topoloǵıa es inducida por la noción de lo comúnmente cono-
cido como distancia. Tales espacios son llamados metrizables. Y los espacios
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que admiten una distancia se llaman métricos. De cursos básicos de topo-
loǵıa son conocidas varias propiedades relacionadas con dichos espacios, por
ejemplo, que cualquier espacio metrizable es T2, que la metrizabilidad es un
invariante topológico o que cualquier espacio metrizable es primero nume-
rable, de modo que daremos por conocidas varias cuestiones relacionadas a
la metrizabilidad. El lector interesado puede ver las demostraciones de las
afirmaciones anteriores en el Caṕıtulo IX de [8].

En la presente subsección mencionaremos tres resultados que involucran
la metrizabilidad de un espacio topológico. El siguiente teorema se encuentra
probado en [30, Teorema 16.11].

Teorema 1.34. Para un espacio metrizable X, los siguientes enunciados
son equivalentes:

a) X es segundo numerable.

b) X es de Lindelöf.

c) X es separable.

En el mismo texto encontramos la demostración del Teorema de Me-
trización de Urysohn ([30, Teorema 23.1]), el cual corresponde al siguiente
enunciado. Recordemos que un espacio topológico X es regular si para cada
x ∈ X y toda vecindad abierta V de x en X, existe una vecindad cerrada G
de x tal que G ⊆ V.
Teorema 1.35. Para un espacio X que es T1, los siguientes enunciados son
equivalentes:

a) X es regular y segundo numerable.

b) X es separable y metrizable.

c) X puede ser encajado en el cubo de Hilbert, es decir, en el producto
cartesiano

∏∞
i=1 Ii con la topoloǵıa producto, donde Ii = [0, 1] con la

topoloǵıa usual, para cada i ∈ N.
Como resultado final de la sección para un espacio metrizable, damos

una equivalencia para la compacidad del espacio en términos de sucesiones.
Su demostración puede verse en [21, Teorema 28.2].

Proposición 1.36. Para un espacio metrizable X, los siguientes enunciados
son equivalentes:

a) X es compacto.

b) Cada sucesión de elementos de X, posee una subsucesión convergente.
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1.4. Nociones de Sistemas Dinámicos

Un sistema dinámico consta de un espacio topológico X y una función
continua f , donde f se aplica sobre el espacio X y su imagen está contenida
en X (i.e. f : X → X). Un sistema dinámico será representado como una
pareja (X, f). Durante el resto de la presente sección, a menos que se diga
otra cosa, todas las funciones de las que se hagan mención, serán continuas.

Dada una función f : X → X, una vez aplicada la función se puede
aplicar una y otra vez, y aśı considerar las iteraciones fn. Si n ∈ N, entonces
la n-ésima iteración de f es la composición de esa función consigo misma n
veces. Aśı

fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n veces

.

Consideramos a f0 como la función identidad en X, definida como f0(x) = x
para cada x ∈ X. Notemos que f1 = f. La composición de una función g
con una función f se denotará indistintamente como f ◦ g o bien fg.

En la presente sección daremos un breve repaso de algunas nociones
y resultados propios de los Sistemas Dinámicos. Esto nos permitirá tener
las herramientas necesarias para clarificar los resultados de los siguientes
caṕıtulos.

Definición 1.37. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dinámicos. Si existe
un homeomorfismo h : X → Y que satisface la relación de conjugación h ◦
f = g ◦ h, entonces se dice que (X, f) y (Y, g) son sistemas topológicamente
conjugados bajo h.

En el caso de que (X, f) y (Y, g) estén conjugados topológicamente bajo
h, para abreviar diremos que (X, f) y (Y, g) están conjugados bajo h. Si
no existe posibilidad de confusión respecto a la función de conjugación, se
dirá simplemente que (X, f) y (Y, h) están conjugados.

Definición 1.38. Una propiedad P es una propiedad dinámica si se preserva
bajo conjugación. Es decir, si cuando un sistema dinámico (X, f) posee la
propiedad P, resulta que cualquier otro sistema dinámico (Y, g) conjugado
con (X, f) también tiene la propiedad P.

Recordemos que si f : X → X es una función continua, entonces un
punto p de X se llama un punto fijo de f si f(p) = p. La propiedad de
“tener un punto fijo” es dinámica. Para ver esto supongamos que el sistema
dinámico (X, f) es tal que f posee un punto fijo p. Supongamos que el
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sistema dinámico (Y, g) es conjugado con (X, f) bajo h : X → Y. Entonces
h(p) = h(f(p)) = g(h(p)), por lo que h(p) es un punto fijo de g. Esto implica
que el sistema dinámico (Y, g) es tal que g posee un punto fijo.

Más adelante, en la presente sección, daremos otros ejemplos de pro-
piedades dinámicas. De momento consideramos el siguiente resultado, que
involucra la conjugación.

Proposición 1.39. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dinámicos que están
conjugados bajo h. Entonces, para cualquier n ∈ N, se cumple h◦fn = gn◦h.

Demostración. Por inducción sobre n. Para n = 1, h ◦ f = g ◦ h es la
definición de sistemas conjugados. Supongamos que se cumple h ◦ fn =
gn ◦ h. Mostraremos que h ◦ fn+1 = gn+1 ◦ h. Usando la asociatividad de la
composición de funciones, aśı como la hipótesis de inducción, tenemos que

h ◦ fn+1 = (h ◦ fn) ◦ f = (gn ◦ h) ◦ f = gn ◦ (h ◦ f) = gn ◦ (g ◦ h) = gn+1 ◦ h.

Entonces el resultado se cumple para toda n ∈ N.

Ahora vamos a definir tres de las propiedades dinámicas más interesantes
en la Teoŕıa de Sistemas Dinámicos.

Definición 1.40. Sea (X, f) un sistema dinámico.

a) f es topológicamente transitiva (o simplemente transitiva) si se cumple
que para cualesquiera dos abiertos y no vaćıos U y V deX, existe n ∈ N
tal que fn(U) ∩ V 6= ∅.

b) f es débilmente mezclante si para cualesquiera dos parejas (U1, U2) y
(V1, V2) de abiertos no vaćıos de X, existe n ∈ N tal que fn(U1)∩V1 6=
∅ 6= fn(U2) ∩ V2.

c) f es mezclante si para cualesquiera dos abiertos y no vaćıos U y V de
X, existe N ∈ N tal que fn(U) ∩ V 6= ∅, para cada n ≥ N.

Con las definiciones anteriores, si tomamos una función f : X → X, y
queremos que existan puntos en abiertos distintos tales que en algún mo-
mento, es decir luego de cierta iteración de f, se encuentren relacionados de
alguna manera (donde esa manera sea, por ejemplo, la de encontrarse den-
tro del mismo abierto), se arregla pidiendo que una función sea transitiva.
Tal definición, aunque interesante en la Teoŕıa de Sistemas Dinámicos, tiene
como limitante que funciona únicamente para una pareja dada de abiertos
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y nada asegura que, para dos parejas de abiertos, sea posible encontrar una
iteración común de la función tal que podamos relacionar puntos en dichos
abiertos de la manera antes mencionada.

Afortunadamente, si f es una función débilmente mezclante, entonces
es posible encontrar una iteración de la función tal que puntos de parejas
de abiertos se encuentren relacionados. Una vez más, un problema aparece,
pues existe la posibilidad de asomarse al comportamiento de la función en
uno de los momentos en que podŕıa suceder que las parejas de abiertos no
estén relacionados de la manera descrita con los puntos en su interior. Tal
problema, como es de esperarse, lo arregla la noción de función mezclante, ya
que ésta dice que una vez encontrada una iteración de la función que cumpla
lo que queremos, entonces los abiertos estarán relacionados para alguno de
sus puntos y cualquier iteración siguiente de la función.

Comentaremos ahora un resultado popular sobre las implicaciones entre
las nociones anteriores

Proposición 1.41. Sea f : X → X una función continua.

a) Si f es mezclante, entonces f es débilmente mezclante.

b) Si f es débilmente mezclante, entonces f es transitiva.

Demostración. Supongamos que f es mezclante. Tomemos dos parejas
(U1, U2) y (V1, V2) de abiertos no vaćıos de X. Como U1 y V1 son abiertos
no vaćıos de X y f es mezclante, existe m1 ∈ N tal que fN (U1) ∩ V1 6= ∅
para cualquier N ≥ m1. De manera análoga tomamos m2 ∈ N tal que
fN (U2) ∩ V2 6= ∅ para cualquier N ≥ m2. Tal y como se espera, haciendo
n = máx{m1,m2} tenemos que f es débilmente mezclante. Esto prueba a).

Ahora supongamos que f es débilmente mezclante. Dada una pareja
(U, V ) de abiertos no vaćıos de X, construimos las parejas (U, V ) y (V,U).
Usando la debilidad mezclante de f, existe un m ∈ N tal que fm(U)∩V 6= ∅.
Luego f es transitiva. Esto prueba b).

También es conocido que ninguna de las implicaciones de regreso, enun-
ciadas en la proposición anterior, es cierta en general. Por ejemplo, una
rotación de ángulo irracional con respecto a 2π de la circunferencia unitaria
S1 en S1, es un ejemplo de función transitiva que no es débilmente mezclan-
te. Un ejemplo de una función débilmente mezclante que no es mezclante
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es un poco más complicado, pero el lector interesado puede hallarlo en [16,
Teorema 1.3, p. 308].

Las funciones transitivas poseen la propiedad enunciada en el siguiente
resultado.

Proposición 1.42. Si f : X → X es una función transitiva y U es un
abierto no vaćıo de X, entonces f−i(U) 6= ∅, para cada i ∈ N.

Demostración. Sea U un abierto no vaćıo de X. Como X y U son abiertos
no vaćıos deX y f es transitiva, existe n ∈ N tal que fn(X)∩U 6= ∅. Entonces
existe x ∈ X tal que fn(x) ∈ U. Notemos que fn−1(x) es un elemento de
X tal que f(fn−1(x)) = fn(x) ∈ U, por lo que fn−1(x) ∈ f−1(U). Esto
prueba que f−1(U) 6= ∅. Con esto hemos demostrado que la imagen inversa
de cada abierto no vaćıo de X es, de nueva cuenta, un abierto no vaćıo de
X. Consecuentemente, para cada i ∈ N, el conjunto f−i(U) es un abierto no
vaćıo de X.

La condición de ser débilmente mezclante involucra parejas de abiertos
no vaćıos. El siguiente resultado muestra que la idea puede extenderse a
colecciones finitas de abiertos.

Teorema 1.43 (Teorema De Furstenberg). Sea (X, f) un sistema di-
námico. Entonces f es débilmente mezclante si y sólo si para cualesquiera
dos colecciones (U1, . . . , Uk) y (V1, . . . , Vk) de abiertos no vaćıos de X, existe
n ∈ N tal que fn(Ui) ∩ Vi 6= ∅ para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}.

Demostración. Por inducción sobre k. La base k = 2 es la definición de
función débilmente mezclante. Como hipótesis de inducción, supondremos
que cada vez que tengamos dos colecciones (U1, U2, . . . , Us) y (V1, V2, . . . , Vs),
de s abiertos no vaćıos de X, existe n ∈ N tal que fn(Ui) ∩ Vi 6= ∅ para
cada i ∈ {1, 2, . . . , s}. Mostraremos que se cumple lo deseado para s + 1.
Tomemos entonces dos colecciones (U1, . . . , Us, Us+1) y (V1, . . . , Vs, Vs+1) de
s + 1 abiertos no vaćıos de X. Usando las parejas de abiertos (Us, Vs) y
(Us+1, Vs+1) y que f es débilmente mezclante, obtenemos que existe n ∈ N
tal que fn(Us) ∩ Us+1 6= ∅ y fn(Vs) ∩ Vs+1 6= ∅.

Dado que la imagen inversa de abiertos bajo una función continua es un
abierto, se tiene que U = Us∩f−n(Us+1) y V = Vs∩f−n(Vs+1) son abiertos
no vaćıos de X. Entonces (U1, . . . , Us−1, U) y (V1, . . . , Vs−1, V ) son dos co-
lecciones de s abiertos y no vaćıos de X. Por la hipótesis de inducción, existe
m ∈ N tal que fm(Ui) ∩ Vi 6= ∅ para 1 ≤ i ≤ s− 1 y fm(U) ∩ V 6= ∅. Ahora
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tomamos x ∈ U = Us∩f−n(Us+1) tal que fm(x) ∈ V = Vs∩f−n(Vs+1). Cla-
ramente fn(x) ∈ Us+1 y fn(fm(x)) ∈ Vs+1, pero fn(fm(x)) = fm(fn(x)),
concluyendo que fm(Us+1)∩Vs+1 6= ∅. Aśı, el resultado es válido para s+ 1
y la inducción se cumple.

A pesar de que en los siguientes caṕıtulos trabajaremos con espacios no
tan restrictivos como los intervalos, es importante mencionar que, para fun-
ciones sobre intervalos, las nociones de mezclado y mezclado débil coinciden,
contrario a lo que sucede en general como hemos visto en anteriores ejem-
plos. No sólo eso, también el concepto de mezclado y transitividad son muy
cercanos: si f es transitiva y no mezclante sobre un intervalo I, entonces el
intervalo puede ser dividido en dos subintervalos tales que en cada uno de
ellos f2 sea mezclante.

Tales afirmaciones forman parte del Teorema 1.46 y no serán mostradas
en el presente texto, pero es de esperar que el lector pueda interesarse por
ellas y decida consultar lo afirmado. Antes de enunciar dicho teorema, es
necesario definir qué es una función totalmente transitiva

Definición 1.44. Sea X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Se dice que f es totalmente transitiva si fn : X → X es transitiva
para todo n ∈ N.

Es evidente que si f es totalmente transitiva, para n = 1 se tiene que
f es transitiva. De donde transitividad total implica transitividad. Como
seguramente ya se intuye, existe un ejemplo donde la implicación inversa
no se cumple: sean f : X → X una función continua y x1 ∈ X tal que
A = {x1, x2, x3} esté formado por las iteraciones de x1 bajo f de la siguiente
forma: f(x1) = x2, f(x2) = x3 y f(x3) = x1. Tenemos que (A, f) es un
sistema dinámico donde f es transitiva, pero f no es totalmente transitiva,
pues f3 es la identidad.

Usando el Teorema de Furstenberg mostraremos que existe una relación
entre las definiciones anteriores y la de transitividad total

Proposición 1.45. Sea X un espacio topológico y f : X → X una función
continua. Si f es débilmente mezclante, entonces f es totalmente transitiva.

Demostración. Sean (U, V ) y (U ′, V ′) dos parejas de abiertos no vaćıos de
X y n ∈ N. Definimos

W = (U ′, f−1(U ′), . . . , f−(n−1)(U ′), V ′, f−1(V ′), . . . , f−(n−1)(V ′))
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y
W ′ = (U, . . . , U︸ ︷︷ ︸

n veces

, V, . . . , V︸ ︷︷ ︸
n veces

).

Como U ′ y V ′ son abiertos no vaćıos, por la Proposición 1.42, f−i(U ′) y
f−i(V ′) son abiertos no vaćıos para toda i ∈ N. Luego W y W ′ son coleccio-
nes de abiertos no vaćıos de X con la misma cantidad de elementos, a saber
2n.

Usando el Teorema 1.43 sabemos que existe k ∈ N tal que

fk(U) ∩ U ′ 6= ∅ 6= fk(V ) ∩ V ′

y fk(U) ∩ f−i(U ′) 6= ∅ 6= fk(V ) ∩ f−i(V ′) para 1 ≤ i ≤ n− 1.

De esta manera, para 1 ≤ i ≤ n− 1, tenemos que

U∩f−k(U ′) 6= ∅ 6= U∩f−k(f−i(U ′)) y V ∩f−k(V ′) 6= ∅ 6= V ∩f−k(f−i(V ′)).

Es decir

U ∩ f−k(U ′) 6= ∅ 6= U ∩ f−(k+i)(U ′)) y V ∩ f−k(V ′) 6= ∅ 6= V ∩ f−(k+i)(V ′).

Como 1 ≤ i ≤ n− 1, debe existir un 0 ≤ j ≤ n− 1 tal que k+ j es múltiplo
de n. Tomemos ese j y escribamos k + j = np para algún p ∈ N. Se sigue
que

U ∩ f−np(U ′) 6= ∅ y V ∩ f−np(V ′) 6= ∅.

Finalmente, eso nos dice que fnp(U) ∩ U ′ 6= ∅ 6= fnp(V ) ∩ V ′. De donde
fn es una función transitiva. Como n era arbitrario, concluimos que f es
totalmente transitiva.

Al conocer la Proposición 1.45, el lector puede preguntarse si la implica-
ción inversa es cierta o si, como se acostumbra, existe una función totalmen-
te transitiva que no sea débilmente mezclante. De manera casi milagrosa, el
ejemplo de la rotación irracional que vimos al terminar la Proposición 1.41,
funciona perfecto para mostrar que transitividad total no implica mezclado
débil [1, Proposición 3.3, p. 596].

Para terminar la sección, enunciaremos el resultado prometido. La de-
mostración puede encontrarse en [23, p. 12–20].

Teorema 1.46. Sea f : [a, b] → [a, b] una función transitiva. Entonces se
cumple uno y sólo uno de los siguientes casos:
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f es mezclante.

Existe c ∈ (a, b) tal que, si J = [a, c] y K = [c, b], entonces f(J) = K
y f(K) = J ; además, c es el único punto fijo de f y tanto f2|J como
f2|K son mezclantes.

De tal modo, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f2 es transitiva.

2. f es totalmente transitiva.

3. f es débilmente mezclante.

4. f es mezclante.

5. Para toda ε > 0 y cualquier subintervalo no degenerado J , existe un
N ∈ N tal que, para toda n ≥ N , se cumple fn(J) ⊇ [a+ ε, b− ε].
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Caṕıtulo 2

Topoloǵıa de Fell

2.1. Introducción

En la Sección 1.4 dimos una introducción al estudio de los Sistemas
Dinámicos. A pesar de que normalmente este tipo de estudio se ocupa úni-
camente de puntos en un espacio, cobra un gran interés conocer como se
relaciona dicha forma de tomar iteraciones de una función aplicado a un
punto de X, con lo que sucede a subconjuntos de X al tomar sus sucesi-
vas imágenes bajo la función f . Es de conocimiento general que una forma
de realizar dicho estudio es tomar alguna colección de subconjuntos de un
espacio X, darle alguna topoloǵıa interesante y aplicar una función que lla-
maremos “inducida” por f, de la misma forma que lo haŕıamos en el caso
del sistema dinámico (X, f).

Dado un espacio topológico X, un hiperespacio de X es una familia de
subconjuntos de X, con alguna propiedad especial. Entre los hiperespacios
de X más comunes están 2X , el de los subconjuntos cerrados de X; CL(X),
el de los subconjuntos cerrados y no vaćıos de X; K(X), formado por los sub-
conjuntos compactos y no vaćıos de X; F (X), la familia de los subconjuntos
cerrados y no vaćıos de X que son finitos; y C(X), el de los subconjuntos
cerrados, conexos y no vaćıos de X. Existen diversos estudios sobre varios
hiperespacios, sin embargo en el caso de dinámica, es bastante usual partir
de un sistema dinámico (X, f), tomar al hiperespacio CL(X), asignarle una
buena topoloǵıa y posteriormente definir una función g en términos de f, de
tal modo que (CL(X), g) sea nuevamente un sistema dinámico.

Al trabajar con dinámica en el hiperespacio CL(X) de un espacio to-
pológico X, es común utilizar la topoloǵıa de Vietoris (que denotamos por

27
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τV ), o bien la métrica de Hausdorff, cuando X se supone metrizable y com-
pacto. En [13, Teoremas 3.1 y 3.2] se prueba que si X es compacto y metri-
zable, la topoloǵıa τV coincide con la topoloǵıa inducida por la métrica de
Hausdorff.

En el presente caṕıtulo estudiamos una topoloǵıa con la cual se pueden
obtener propiedades que con bastante dificultad se obtendŕıan con τV . Inclu-
so bajo ciertas condiciones, la topoloǵıa que veremos, respeta los resultados
ya conocidos cuando se aplica la topoloǵıa de Vietoris. La topoloǵıa a la que
nos referimos es la llamada topoloǵıa de Fell (que denotaremos por τF ).

En las siguientes secciones se hará un estudio sobre la topoloǵıa de Fell,
mencionaremos varias relaciones entre las topoloǵıas τV y τF . Veremos que
2X con la topoloǵıa de Fell es un espacio compacto. Describiremos la topo-
loǵıa τF en términos de una subbase y de una base. Posteriormente analiza-
remos algunos axiomas de separación, de numerabilidad y de conexidad en
los hiperespacios (2X , τF ) y (CL(X), τF ). Dejamos para el caṕıtulo siguiente
el estudio de la dinámica en los hiperespacios antes mencionados.

2.2. Hiperespacios y Topoloǵıa de Fell

Sea (X, τ) un espacio topológico. Considerando a todos los cerrados de
dicho espacio se define la familia:

2X = {F ⊆ X | F es cerrado en X}.

Notemos que ∅ ∈ 2X . Podemos excluir de la definición de 2X al conjunto
vaćıo, para aśı obtener la familia:

CL(X) = {F ∈ 2X | F 6= ∅}.

También se trabajará con la colección de los subconjuntos compactos y no
vaćıos de X:

K(X) = {A ⊆ X | A es compacto en X y A 6= ∅}.

Para darle una topoloǵıa a las familias 2X y CL(X), consideramos pri-
mero los conjuntos 〈U1, U2, . . . , Un〉 que se definen a continuación.

Notación 2.1. Sea H una familia finita de subconjuntos de X. Denotamos
por 〈H〉 al conjunto de todos los subconjuntos cerrados de X, contenidos en
la unión de H y que intersectan a cada elemento de H, es decir:

〈H〉 =
{
F ∈ 2X | F ⊆

⋃
H y F ∩H 6= ∅ para cada H ∈ H

}
.
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Notemos que, para toda n ∈ N y cada familia finita {U1, U2, . . . , Un} de
subconjuntos no vaćıos de X, sucede que 〈U1, U2, . . . , Un〉 ⊆ 2X . Por otro
lado si {U1, U2, . . . , Un} es una familia de subconjuntos de X, entonces

a) si para alguna i ∈ {1, 2, . . . , n} sucede que Ui = ∅, entonces 〈U1, U2, . . . ,
Un〉 = ∅;

b) si X es T1 y 〈U1, U2, . . . , Un〉 = ∅, entonces existe i ∈ {1, 2, . . . , n} tal
que Ui = ∅.

Más aún, como el vaćıo es un conjunto finito, es posible que la familia F
de la Notación 2.1 sea vaćıa. En ese caso, el conjunto 〈F〉 es la colección de
los subconjuntos cerrados de X, contenidos en

⋃
∅ = ∅ y que intersectan a

cada elemento de F . Por vacuidad, cualquier cerrado intersecta a cualquier
elemento de F . Sin embargo, el único cerrado que se queda contenido en la
unión de F es el vaćıo. De todo esto, podemos afirmar que si F es la familia
vaćıa, entonces 〈F〉 = {∅}. En este caso, tal familia se denotará como F∅ y
tenemos 〈F∅〉 = {∅}.

En el siguiente resultado enunciamos otras propiedades fundamentales
de los conjuntos anteriormente definidos.

Lema 2.2. Sean X un espacio topológico no vaćıo, n,m ∈ N y U1, U2, . . . , Un
⊆ X y V1, V2, . . . , Vm ⊆ X. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

a) 〈X〉 = CL(X);

b) 〈U1, . . . , Un〉∩〈V1, . . . , Vm〉 = 〈V ∩U1, . . . , V ∩Un, U ∩V1, . . . , U ∩Vm〉,
donde U =

⋃n
i=1 Ui y V =

⋃m
j=1 Vj .

Demostración. Para probar a) notemos que 〈X〉 ⊆ CL(X). Supongamos
ahora que F ∈ CL(X). Entonces F ⊆ X, por lo que F ∩X = F 6= ∅. Por
tanto F ∈ 〈X〉.

Para probar b), supongamos que U =
⋃n
i=1 Ui y V =

⋃m
j=1 Vj . Notemos

que
n⋃
i=1

(Ui ∩ V ) =

(
n⋃
i=1

Ui

)
∩ V = U ∩ V

y
m⋃
j=1

(Vj ∩ U) =

 m⋃
j=1

Vj

 ∩ U = V ∩ U.
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Entonces (
n⋃
i=1

(Ui ∩ V )

)
∪

 m⋃
j=1

(Vj ∩ U)

 = U ∩ V. (α)

Supongamos ahora que la intersección de 〈U1, U2, . . . , Un〉 y 〈V1, V2, . . . , Vm〉
es no vaćıa.

⊆] Sea F ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉∩〈V1, V2, . . . , Vm〉. Entonces F ∈ 2X , F ⊆ U ,
F ⊆ V y F ∩ Ui 6= ∅ 6= F ∩ Vj para 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m. Aśı

F ⊆ U ∩ V =

(
n⋃
i=1

(Ui ∩ V )

)
∪

 m⋃
j=1

(Vj ∩ U)

 .

Como F ∩ Ui 6= ∅ y F ⊆ V , entonces ∅ 6= F ∩ Ui ⊆ F ∩ (V ∩ Ui) para
toda i ∈ {1, . . . , n}. Análogamente ∅ 6= F ∩ Vj ⊆ F ∩ (U ∩ Vj) para cada
j ∈ {1, . . . ,m}. Usando lo anterior y (α) se tiene que

F ∈ 〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, U ∩ V1, . . . , U ∩ Vm〉.

Esto prueba que 〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, U ∩ V1, . . . , U ∩ Vm〉 6= ∅ y que,
además

〈U1, U2, . . . , Un〉∩〈V1, V2, . . . , Vm〉 ⊆ 〈V ∩U1, . . . , V ∩Un, U∩V1, . . . , U∩Vm〉.

Ahora supongamos que 〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, U ∩ V1, . . . , U ∩ Vm〉 6= ∅.

⊇] Sea F ∈ 〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, U ∩ V1, . . . , U ∩ Vm〉. Luego F ∈ 2X

y ∅ 6= F ∩ (V ∩ Ui) ⊆ F ∩ Ui con cualquier i ∈ {1, 2, . . . , n}. También
∅ 6= F ∩ (U ∩ Vj) ⊆ F ∩ Vj para toda 1 ≤ j ≤ m. Además, por definición,

F ⊆

(
n⋃
i=1

(V ∩ Ui)

)
∪

 m⋃
j=1

(U ∩ Vj)

 .

Usando (α) obtenemos que F ⊆ U ∩ V . En consecuencia, F ⊆ U, F ⊆
V, F ∩ Ui 6= ∅ para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} y F ∩ Vj 6= ∅ para toda j ∈
{1, 2, . . . ,m}. Por tanto F ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉∩〈V1, V2, . . . , Vm〉. Esto prueba
que 〈U1, U2, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, V2, . . . , Vm〉 6= ∅ y que, además,

〈V ∩U1, . . . , V ∩Un, U∩V1, . . . , U∩Vm〉 ⊆ 〈U1, U2, . . . , Un〉∩〈V1, V2, . . . , Vm〉.

De esta manera probamos que

〈V ∩U1, . . . , V ∩Un, U∩V1, . . . , U∩Vm〉 = 〈U1, U2, . . . , Un〉∩〈V1, V2, . . . , Vm〉.
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Del lema anterior se deduce el siguiente resultado.

Teorema 2.3. La familia

BV = {〈U1, . . . , Un〉 | {U1, . . . , Un} es una colección finita de abiertos de X}

es una base para una topoloǵıa τV de 2X .

Demostración. Usando la parte a) del Lema 2.2, aśı como el hecho de que
F∅ y {X} son colecciones finitas de abiertos en X, tenemos que CL(X) =
〈X〉 ∈ BV y {∅} = 〈F∅〉 ∈ BV . Luego 2X = CL(X)∪{∅} = 〈X〉 ∪ 〈F∅〉. Esto
muestra que la unión de los elementos de BV es 2X .

Es claro que la intersección de 〈F∅〉 con cualquier otro elemento de BV
tiene que estar contenido en {∅}. Por tanto, tal intersección es vaćıa o es
el unitario del vaćıo. Si la intersección es vaćıa, se puede ver como 〈X, ∅〉.
Si la intersección es el unitario del vaćıo, se puede ver como 〈F∅〉. Ambas
opciones son elementos de BV .

Por tanto, podemos suponer que 〈U1, U2 . . . , Un〉, y 〈V1, V2, . . . , Vm〉 son
elementos de BV . Entonces cada uno de los conjuntos Ui y Vj es abierto en
X. Luego los conjuntos U =

⋃n
i=1 Ui y V =

⋃m
j=1 Vj son abiertos en X. Esto

implica que cada uno de los conjuntos V ∩ Ui y U ∩ Vj es abierto en X.
Aplicando el inciso b) del Lema 2.2, deducimos que la intersección

〈U1, . . . , Un〉 ∩ 〈V1, . . . , Vm〉 = 〈V ∩ U1, . . . , V ∩ Un, U ∩ V1, . . . , U ∩ Vm〉,

es un elemento de BV . Esto muestra que la intersección de cada dos elementos
de BV es, de nueva cuenta, un elemento de BV . Por consiguiente, BV es base
de alguna topoloǵıa en 2X .

Como CL(X) ⊂ 2X y τV es una topoloǵıa para 2X , una manera natu-
ral de darle una topoloǵıa a CL(X), es considerar la topoloǵıa relativa de
2X a CL(X). Dicha topoloǵıa la denotaremos también por τV , en lugar de
(τV )|CL(X). Los elementos básicos de CL(X) son los de la familia

B′V = {〈U1, U2, . . . , Un〉 ∩ CL(X) | 〈U1, U2, . . . , Un〉 ∈ BV }.

Definición 2.4. La topoloǵıa τV indicada en el Teorema 2.3, y aplicada a
2X o bien a CL(X), se llama la topoloǵıa de Vietoris. A los básicos de dicha
topoloǵıa, es decir a los elementos de BV y a los de B′V , se les llama vietóricos
de 2X o bien de CL(X), según corresponda. Si Ṽ = 〈V1, V2, . . . , Vm〉 ∈ BV
o bien Ṽ = 〈V1, V2, . . . , Vm〉 ∩ CL(X) ∈ B′V , entonces los conjuntos Vi, con
1 ≤ i ≤ m, se llaman las entradas de Ṽ .
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La topoloǵıa de Vietoris fue definida en 1921 por Leopold Vietoris. Suele
definirse, por lo general, para CL(X) y también se le llama la topoloǵıa finita
de CL(X). A los espacios topológicos (2X , τV ) y (CL(X), τV ) se les llama
hiperespacios de X.

En el siguiente lema se muestra que, sin perder generalidad, siempre
podemos suponer que dos elementos vietóricos poseen el mismo número de
entradas.

Lema 2.5. Sea X un espacio topológico. Si Ũ = 〈U1, . . . , Un〉 y Ṽ =
〈V1, . . . , Vm〉 son dos vietóricos de 2X , entonces podemos escribir Ũ y Ṽ
de tal forma que tengan el mismo número de entradas. La misma con-
clusión obtenemos si suponemos que Ũ = 〈U1, . . . , Un〉 ∩ CL(X) y Ṽ =
〈V1, . . . , Vm〉 ∩ CL(X) son vietóricos de CL(X).

Demostración. Si tomamos a Ũ y queremos aumentarle la cantidad de
entradas, basta con tomar cualquiera de ellas y repetirla. De ese modo
〈U1, U2, . . . , Un〉 = 〈U1, U2 . . . , Un, Un, . . . , Un〉, donde la entrada Un se re-
pite un número finito de veces. Aśı, tomando Ũ y Ṽ , sin perder generalidad
supongamos que n < m. Repitiendo m − n veces la entrada Un, podemos
escribir a ambos vietóricos con el mismo número de entradas.

Ahora indicamos una notación que nos servirá para facilitar la redacción.

Notación 2.6. Sea (X, τ) un espacio topológico. A cada A ⊆ X le asigna-
mos los siguientes subconjuntos de 2X :

A− = {F ∈ 2X | A ∩ F 6= ∅} y A+ = {F ∈ 2X | F ⊆ A}.

Más generalmente, para una colección α no vaćıa de subconjuntos de X,
definimos

α− = {F ∈ 2X | F ∩ U 6= ∅ para todo U ∈ α}.

Informalmente hablando, decimos que cada F ∈ A− le “pega” a A y que
cada F ∈ A+ “esquiva” a X \ A (pues está contenido en A). Por tanto, los
conjuntos A− son “partes que pegan” y los A+ son “partes que esquivan”.

Notemos que ∅ ∈ A+, para cada A ⊆ X. Además los elementos A− y A+

se pueden escribir como sigue, en términos de vietóricos de 2X :

A− = 〈X,A〉 y A+ = 〈A〉 ∪ {∅}.

Si A ⊆ X es no vaćıo, puede suceder que el conjunto vaćıo es el único sub-
conjunto cerrado de X que está contenido en A. En dicha situación tenemos
que 〈A〉 = ∅.
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En el caso de CL(X), lo correcto es escribir A−∩CL(X) y A+∩CL(X)
para referirse a los conjuntos {F ∈ CL(X) | A ∩ F 6= ∅} y {F ∈ CL(X) |
F ⊆ A}, respectivamente. Sin embargo, a menos que pueda causar con-
fusión, escribiremos A− y A+ en lugar de A− ∩ CL(X) y A+ ∩ CL(X),
respectivamente. En [22, Notación 4.3, p. 54], A− se denota como Λ(U) y
A+ como Γ(U). Por lo que hemos visto, dados un subconjunto abierto O de
X y un subconjunto compacto K de X, tenemos que

〈X,O〉 =
{
F ∈ 2X | F ∩O 6= ∅

}
= O−

y

〈X \K〉 ∪ {∅} =
{
F ∈ 2X | F ⊆ X \K

}
= (X \K)+.

Notemos que

∅− = 〈X, ∅〉 = ∅, X− = 〈X,X〉 = 〈X〉 = CL(X),

∅+ = 〈∅〉 ∪ {∅} = {∅} y X+ = 〈X〉 ∪ {∅} = CL(X) ∪ {∅} = 2X .

Con los conjuntos de la forma O− y (X\K)+, donde O es un subconjunto
abierto de X y K es un subconjunto compacto de X, podemos crear a la
topoloǵıa que nos interesa, y es la que describimos a continuación.

Definición 2.7. Sea X un espacio topológico. La topoloǵıa de Fell en 2X ,
denotada por τF , es aquella que tiene como subbase la familia SF de los
conjuntos

O− = 〈X,O〉 =
{
F ∈ 2X | F ∩O 6= ∅

}
y

(X \K)+ = 〈X \K〉 ∪ {∅} =
{
F ∈ 2X | F ⊆ X \K

}
,

donde O es un subconjunto abierto de X y K es un subconjunto compacto
de X.

Notemos que los elementos subbásicos de τF , son las colecciones formadas
por los subconjuntos cerrados de X que le pegan a un abierto de X, junto con
aquellos que esquivan a un subconjunto compacto de X. Como hicimos con
la topoloǵıa de Vietoris en CL(X), para simplificar la notación, la topoloǵıa
de Fell en el subespacio CL(X) de 2X se denotará por τF , en lugar de
(τF )|CL(X). Los elementos subbásicos de CL(X), con la topoloǵıa de Fell,
describen la familia S ′F de los conjuntos

〈X,O〉 ∩ CL(X) = {F ∈ CL(X) | F ∩O 6= ∅}
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y

〈X \K〉 ∩ CL(X) = {F ∈ CL(X) | F ⊆ X \K} ,

donde O es un subconjunto abierto de X y K es un subconjunto compacto
de X.

La topoloǵıa de Fell también se conoce como la H-topoloǵıa, la topoloǵıa
de Choquet-Matheron o la topoloǵıa débil de Vietoris de 2X . Fue formalmente
definida por James M. G. Fell en 1962 como la H-topoloǵıa de 2X (ver
[10]), aunque en un art́ıculo publicado en 1961 la utiliza para resolver una
aplicación particular del Análisis Funcional en la Teoŕıa de las C∗-álgebras.
En 2008 Ji-Chen y Paolo Vitolo presentaron en [7], un estudio sistemático
de la topoloǵıa de Fell en 2X . Muchos de los resultados que probamos en el
presente caṕıtulo fueron mencionados originalmente en [7].

El objetivo del presente caṕıtulo es, por tanto, presentar propiedades
topológicas de los espacios (2X , τF ) y (CL(X), τF ), los cuales también po-
demos llamar hiperespacios de X. Nuestro primer objetivo es obtener una
base para (2X , τF ). Usando la definición de la familia α− que dimos en la
Notación 2.6, aśı como el inciso b) del Lema 2.2, para cualesquiera dos sub-
conjuntos U1 y U2 de X sucede que:

U−1 ∩ U
−
2 = 〈X,U1〉 ∩ 〈X,U2〉 = 〈X,U1, U2〉 = {U1, U2}−.

En general si n ∈ N y U1, U2, . . . , Un ⊆ X, entonces

U−1 ∩ U
−
2 ∩ · · · ∩ U

−
n = 〈X,U1, U2, . . . , Un〉 = {U1, U2, . . . , Un}−. (2.1)

Supongamos ahora que K1,K2 ⊆ X y que K = K1 ∪K2. Entonces

(X \K1)+ ∩ (X \K2)+ = (〈X \K1〉 ∪ {∅}) ∩ (〈X \K2〉 ∪ {∅}) =

(〈X \K1〉 ∩ 〈X \K2〉) ∪ {∅} = 〈(X \K1) ∩ (X \K2)〉 ∪ {∅} =

= 〈X \ (K1 ∪K2)〉 ∪ {∅} = 〈X \K〉 ∪ {∅} = (X \K)+.

Es decir, (X \ K1)+ ∩ (X \ K2)+ = (X \ K)+. En general, si m ∈ N,
K1,K2, . . . ,Km ⊂ X y K = K1 ∪K2 ∪ · · · ∪Km, entonces

(X \K1)+∩(X \K2)+∩· · ·∩(X \Km)+ = 〈X \K〉∪{∅} = (X \K)+. (2.2)

Notemos que si cada conjunto Ki es compacto, entonces la unión K es un
subconjunto compacto de X. Ahora bien, si U es un básico no vaćıo de
(2X , τF ), entonces U es una intersección finita de elementos en SF . Dicha
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intersección la podemos dividir en la intersección de elementos que son de la
forma U−, con U abierto en X, y la intersección de elementos que son de la
forma (X \K)+, con K compacto en X. Utilizando (2.1) y (2.2), deducimos
que U es de una de las tres formas siguientes:

a) 〈X,U1, U2, . . . , Un〉 con n ∈ N y cada Ui es un abierto de X (cuando en
la intersección que define a U no hay elementos de la forma (X \K)+,
con K compacto en X).

b) 〈X \K〉 ∪ {∅} con K un compacto de X (cuando en la intersección que
define a U no hay elementos de la forma U−, con U abierto en X).

c) 〈X,U1, U2, . . . , Un〉 ∩ (〈X \K〉 ∪ {∅}) con n ∈ N, Ui abierto en X para
cada i ∈ {1, . . . , n} y K compacto (cuando en la intersección que define
a U hay tanto elementos de la forma U− con U abierto en X, como
elementos de la forma (X \K)+, con K compacto en X).

Como 〈X〉 = CL(X), los elementos descritos en a), b) y c) pueden
resumirse en un único tipo, a saber los de la forma c). En efecto, a partir
de un elemento de la forma c) con K = ∅, obtenemos uno de la forma
a) y, haciendo U1 = U2 = · · · = Un = X, obtenemos uno de la forma b).
Naturalmente si U = ∅, entonces U satisface a) con U1 = U2 = · · · = Un = ∅.
Esto muestra el siguiente resultado, que aparece originalmente en [10].

Teorema 2.8. Sea X un espacio topológico. Una base para la topoloǵıa τF
de 2X es la familia:

BF = {〈X,U1, . . . , Un〉 ∩ (〈X \K〉 ∪ {∅}) | K ⊆ X es compacto, n ∈ N y

Ui ⊆ X abierto en X para cada i ∈ {1, . . . , n}}.

Notemos que los conjuntos de la forma a) se pueden escribir como

{U1, U2, . . . , Un}−,

donde {U1, U2, . . . , Un} es una familia de subconjuntos abiertos de X. Los de
la forma b) se pueden escribir como (X \K)+, donde K es un subconjunto
compacto de X y, los de la forma c) se escriben, por tanto, como

{U1, U2, . . . , Un}− ∩ (X \K)+,

donde {U1, U2, . . . , Un} es una familia de subconjuntos abiertos de X y K
es un subconjunto compacto de X. De esta manera, la base BF se puede
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describir como sigue:

BF = {α− ∩ (X \K)+ | α es una familia finita de abiertos de X

y K es un subconjunto compacto de X}.

Terminamos la presente sección indicando que la topoloǵıa de Vietoris
para CL(X) se puede dar en términos de una subbase.

Teorema 2.9. Sea X un espacio topológico. Entonces una subbase para la
topoloǵıa de Vietoris τV en CL(X) la constituye la familia

SV = {U− | U es abierto en X} ∪ {V + | V es abierto en X}.

Demostración. Notemos que, en CL(X), V + = 〈V 〉, para cada V ⊆ X.
Tomemos n ∈ N aśı como n subconjuntos U1, U2, . . . , Un de X. Hagamos
U =

⋃n
i=1 Ui. Vamos a probar que

〈U1, U2, . . . , Un〉 ∩ CL(X) = {U1, U2, . . . , Un}− ∩ 〈U〉. (2.3)

Tomemos F ∈ 〈U1, . . . , Un〉 ∩ CL(X). Entonces F ∈ CL(X) y F ⊆ U. Por
tanto F ∈ 〈U〉. Además F ∩ Ui 6= ∅ para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}. Luego
F ∈ {U1, U2, . . . , Un}−. Se sigue que 〈U1, U2, . . . , Un〉 ⊆ {U1, U2, . . . , Un}− ∩
〈U〉. Supongamos ahora que A ∈ {U1, U2, . . . , Un}− ∩ 〈U〉. Entonces A ∈
CL(X), A ⊆ U y A ∩ Ui 6= ∅, para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}. Luego A ∈
〈U1, U2, . . . , Un〉∩CL(X). De esta manera se prueba que {U1, U2, . . . , Un}−∩
〈U〉 ⊆ 〈U1, U2, . . . , Un〉, mostrando aśı (2.3).

Combinando (2.1) con (2.3), tenemos que

〈U1, U2, . . . , Un〉 = U−1 ∩ U
−
2 ∩ · · · ∩ U

−
n ∩ 〈U〉.

Entonces cada elemento de la base BV de τV es una intersección finita de
elementos de la familia SV . Por otra parte, cada elemento de la familia SV
pertenece a BV , pues U− = 〈X,U〉 y V + = 〈V 〉. Además, por la parte b) del
Lema 2.2, la intersección de dos elementos de BV es un elemento de BV . Por
consiguiente, cualquier intersección finita de elementos de SV es un miembro
de BV . Esto prueba que la familia BV es justo la de las intersecciones finitas
de los elementos de SV . Por tanto, SV es una subbase para τV .

Del Teorema 2.9 se infiere que los elementos subbásicos de τV son las
colecciones formadas por los subconjuntos cerrados de X que le pegan a un
abierto de X, junto con las colecciones formadas por cerrados que esquivan
a un subconjunto cerrado de X.
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Teorema 2.10. Sean X un espacio topológico y B ⊆ X un subconjunto
cerrado de X. Entonces el conjunto

H = {A ∈ CL(X) | A ⊆ B}

es cerrado en (CL(X), τV ).

Demostración. Sea U = X \B. Como B es cerrado en X, U es abierto en
X. Además

CL(X)\H = {A ∈ CL(X) | A * B} = {A ∈ CL(X) | A∩(X \B) 6= ∅} =

= {A ∈ CL(X) | A ∩ U 6= ∅} = U−.

Por el Teorema 2.9, U− es abierto en (CL(X), τV ). Luego CL(X) \ H es
abierto en (CL(X), τV ). Es decir, H es cerrado en (CL(X), τV ).

Una prueba similar a la efectuada en el teorema anterior, hace ver que
si B es cerrado en X, entonces el conjunto {A ∈ CL(X) | A ∩ B 6= ∅} es
cerrado en (CL(X), τV ).

2.3. Comparando τV y τF

Ya que hemos puesto las subbases de τV y de τF en términos de la
subbase de la otra topoloǵıa, un pensamiento que surge inmediatamente es
el querer saber si existe alguna relación entre la topoloǵıa de Fell y la de
Vietoris. Afortunadamente śı existe tal relación y lo único que necesitamos
es la siguiente definición.

Definición 2.11. Un espacio topológico X es KC si todo subconjunto com-
pacto de X es cerrado en X.

La propiedad KC se encuentra entre los axiomas de separación T2 y T1.
En efecto, por la parte 2) de la Proposición 1.18, en un espacio T2 todo
subconjunto compacto es cerrado. En otras palabras, los espacios T2 son
KC. Por otro lado si X es KC y x ∈ X, entonces como {x} es compacto
dicho conjunto también es cerrado. Luego {x} es cerrado para cada x ∈ X.
De esta manera X es T1. Esto muestra que los espacios KC son T1.

El siguiente resultado aparece probado originalmente en [10].

Teorema 2.12. En 2X las siguientes afirmaciones se cumplen:

a) Si X es un espacio KC, entonces τF ⊆ τV .
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b) Si X es un espacio compacto, entonces τV ⊆ τF .

Demostración. Para probar a), recordemos que los elementos de SF , los
subbásicos de τF , tienen la forma U− o bien (X \ K)+, donde K es un
compacto y U es abierto en X. Si K es un compacto en X, entonces K es
cerrado pues X es KC, de donde X \K es abierto en X. Por tanto

(X \K)+ = 〈X \K〉 ∪ {∅} = 〈X \K〉 ∪ 〈F∅〉

es la unión de dos elementos en SV , la subbase de τV . Por tanto (X \K)+ ∈
τV . Como también U− = 〈X,U〉 está en la subbase de τV para cada abierto
U de X, tenemos que SF ⊆ τV , implicando que τF ⊆ τV .

Para el enunciado restante, sea V un abierto en X. Entonces K = X \V
es cerrado en X, que es compacto. La Proposición 1.18 nos dice que K es
compacto, por lo tanto (X \K)+ = V + ∈ SF . Pero también U− ∈ SF para
todo abierto U de X, por lo que SV ⊆ SF . Deducimos aśı que τV ⊆ τF .

De los resultados anteriores, sucede que si X compacto y T2, entonces τF
coincide con τV . Entonces, para trabajar con algo distinto a la topoloǵıa de
Vietoris, en adelante trataremos con espacios topológicos que no cumplan
al mismo tiempo ser KC y compactos. En el Teorema 2.50 mostramos un
ejemplo de un espacio topológico (X, τ) que, entre otras propiedades, es com-
pacto, T1 y no KC. Para dicho espacio X, probamos que en el hiperespacio
CL(X) se tiene que τV ⊆ τF y τF * τV .

Las dos topoloǵıas que hemos visto hasta ahora, tienen una similitud:
ambas son topoloǵıas “hit-and-miss”, es decir, ambas tienen en sus subbases
a conjuntos de la forma A− y A+ (los que pegan y los que esquivan). En
el caso de τV tiene como subbase a los conjuntos U− y U+, donde U es un
abierto de X. Mientras que τF tiene como subbase a los conjuntos U− y
(X \K)+, con U abierto y K un compacto de X, respectivamente.

Existen otras topoloǵıas para 2X , llamadas “hit-or-miss”, donde solo se
pide que su subbase tenga elementos de la formaA− y/o B+ paraA,B ⊆ X.
A continuación describimos tres de ellas.

Topoloǵıa Baja de Vietoris. Su subbase consiste de conjuntos de la for-
ma U−, para todo subconjunto abierto U de X.

Topoloǵıa Alta de Vietoris. Su subbase consiste de conjuntos U+, con
U abierto en X.
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Topoloǵıa Alta de Fell. Su subbase consiste de conjuntos U+, para cada
subconjunto U de X tal que X \ U es compacto.

En el presente texto, por lo general nos interesaremos únicamente en la
topoloǵıa de Fell sobre 2X y CL(X).

2.4. Admisibilidad

En la Teoŕıa de Hiperespacios, en donde a la familia CL(X) se le da la
topoloǵıa de Vietoris, es bastante conocido que si X es un espacio T1, enton-
ces CL(X) contiene una copia de X, es decir, un subconjunto homeomorfo
a X. Dicho subconjunto se denota por F1(X) y se define como sigue:

F1(X) = {{x} | x ∈ X}.

Cuando a las familias 2X y CL(X) se les dan otras topoloǵıas, se busca
que éstas satisfagan propiedades que no se alejan tanto de las que se cono-
cen para la topoloǵıa de Vietoris. En nuestro caso, buscamos topoloǵıas en
2X y CL(X) que en cierto sentido posean a X como subconjunto. Dichas
topoloǵıas reciben el nombre que se indica en la siguiente definición.

Definición 2.13. Sea X un espacio topológico. Una topoloǵıa τ en 2X es
admisible si la función i : X → (2X , τ), definida para cada x ∈ X como
i(x) = ClX({x}) = {x}, es un encaje (es decir, un homeomorfismo de X en
i(X)).

Si X es un espacio T1, entonces la función i definida anteriormente es la
que a cada x ∈ X le asigna su unitario {x}. En tal situación, i(X) = F1(X).
Además, cuando X es T1 resulta que F1(X) ⊆ 2X .

Como deseamos trabajar con la topoloǵıa de Fell, es razonable desear
conocer las condiciones que deben cumplirse para que dicha topoloǵıa sea
admisible, y también cuáles son las diferencias que se pueden establecer con
la topoloǵıa de Vietoris. Esto queda resuelto en la siguiente proposición,
probada originalmente en [7].

Proposición 2.14. Sea X un espacio T1. Entonces se cumple:

a) τV es admisible.

b) τF es admisible si y sólo si X es KC.
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Demostración. Como X es T1, para cualquier x ∈ X se cumple i(x) =
{x} ∈ F1(X). Además es claro que i es biyectiva, como función de X en
F1(X). Para probar a) vamos a mostrar primero que i, como función de X
a F1(X) es continua. Sea U ⊆ X. Entonces

U+ ∩ F1(X) = {A ∈ F1(X) | A ⊆ U} =

= {A ∈ F1(X) | A ∩ U 6= ∅} = U− ∩ F1(X).

Además

i−1
(
U+ ∩ F1(X)

)
= {x ∈ X | i(x) ∈ U+ ∩ F1(X)} =

= {x ∈ X | {x} ⊆ U} = U.

Si U es un abierto enX, deducimos que U+∩F1(X) es un abierto subbási-
co de F1(X) (que coincide con U−∩F1(X)). Notemos que i−1 (U+ ∩ F1(X)) =
U , entonces i es continua.

Ahora, para i : X → F1(X), consideremos a g su función inversa, definida
para {x} ∈ F1(X) como g({x}) = x. Si U es un subconjunto de X, tenemos
que

g−1(U) = {{x} ∈ F1(X) | g({x}) ∈ U} = {{x} ∈ F1(X) | x ∈ U} =

= {{x} ∈ F1(X) | U ∩ {x} 6= ∅} = U− ∩ F1(X).

Si U es abierto de X, es obvio que U−∩F1(X) es un subbásico de F1(X)
y ya que g−1(U) = U− ∩ F1(X), deducimos que g es continua. De donde
i : X → F1(X) y su inversa son funciones continuas. Esto prueba que i es
un homeomorfismo y, por consiguiente, τV es admisible.

Para probar b), supongamos que X es KC y sean V , K un abierto y un
compacto de X respectivamente. Ya que X es KC, tenemos que U = X \K
es abierto en X. Siguiendo el proceder del inciso anterior es fácil observar
que

i−1
(
V − ∩ F1(X)

)
= i−1

(
V + ∩ F1(X)

)
= V.

Sustituyendo V por U = X \K, obtenemos

i−1
(
(X \K)+ ∩ F1(X)

)
= i−1

(
U+ ∩ F1(X)

)
= U = X \K.

En ambos casos, la imagen inversa de un subbásico de F1(X) es abierto,
por tanto i : X → (F1(X), τF ) es continua. Consideremos una vez más a
g, la inversa de i, definida como g({x}) = x para cualquier {x} ∈ F1(X).
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Tomando a U ⊆ X, al igual que en el inciso anterior g−1(U) = U− ∩F1(X).
Si U es un abierto, entonces podemos deducir que g es continua y por tanto
i es un homeomorfismo.

Finalmente, supongamos que τF es admisible. Mostraremos que X es
un espacio KC. Sea K un compacto de X, por tanto (X \ K)+ ∩ F1(X)
es abierto en (F1(X), τF ). Ya que τF es admisible, la función i : X →
(F1(X), τF ) es un encaje. En particular, i es continua. Lo anterior signi-
fica que i−1 ((X \K)+ ∩ F1(X)) = X \K es abierto en X, de donde K es
cerrado en X. Esto prueba que X es KC.

Como ya indicamos, el inciso a) de la Proposición 2.14 implica que si X
es T1, entonces X es homeomorfo a (F1(X), τV ). Mientras tanto, b) implica
que X es homeomorfo a (F1(X), τF ) si y sólo si X es KC. Esto nos da una
idea de la importancia de pedir que el espacio que estudiemos sea al menos
KC. De tal modo al trabajar con τF en su hiperespacio, la “copia” de X en
2X que vimos se puede obtener, nos permite conocer caracteŕısticas de X.
Obviamente si X es T2, automáticamente tenemos que τF es admisible.

Si X es T2, es conocido que F1(X) es cerrado en (CL(X), τV ). Dicho
resultado también es cierto cuando consideramos la topoloǵıa de Fell. Incluso
la demostración que presentamos a continuación, para la topoloǵıa de Fell,
también aplica para la topoloǵıa de Vietoris.

Teorema 2.15. Si X es un espacio T2, entonces F1(X) es cerrado en
(CL(X), τF ).

Demostración. Sea A ∈ CL(X) \ F1(X). Entonces A posee al menos dos
elementos a y b. Como X es T2, existen abiertos U y V en X tales que a ∈ U,
b ∈ V y U ∩ V = ∅. Notemos que {U, V }− es un abierto en (CL(X), τF ) tal
que A ∈ {U, V }− ⊆ CL(X) \ F1(X). Esto muestra que CL(X) \ F1(X) es
abierto en (CL(X), τF ) y, por tanto, F1(X) es cerrado en (CL(X), τF ).

Si X es T2, entonces claramente también es KC. Luego, por la Propo-
sición 2.14, τF es admisible. Entonces X es homeomorfo a F1(X). Por el
Teorema 2.15, F1(X) es cerrado en (CL(X), τF ). Esto significa que X se
puede dibujar dentro de CL(X) como un subconjunto cerrado.

El Teorema 2.15 se puede generalizar como sigue. Recordemos que para
un conjunto A, el śımbolo |A| representa la cardinalidad de A. Para un
espacio topológico X, definamos

Fn(X) = {A ⊆ X | 1 ≤ |A| ≤ n}.
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Si X es T1, entonces Fn(X) ⊆ CL(X), por lo que en Fn(X) podemos consi-
derar tanto la topoloǵıa de Vietoris como la de Fell. Es conocido que si X es
T2, entonces Fn(X) es cerrado en (CL(X), τV ) [20, Teorema 2.4.2, p. 156].
Una prueba similar a la realizada en el Teorema 2.15, muestra que si X es
T2, entonces Fn(X) también es cerrado en (CL(X), τF ).

Ahora vamos a probar que, en los espacios KC, se cumple el rećıproco
del Teorema 2.15.

Teorema 2.16. Sea X un espacio KC. Si F1(X) es cerrado en (CL(X), τF ),
entonces X es T2.

Demostración. Para ver que X es T2, sean a, b ∈ X con a 6= b. Como
X es KC, los subconjuntos finitos de X son cerrados en X. En particular
{a, b} es cerrado en X. Luego {a, b} ∈ CL(X) \ F1(X). Como el conjunto
CL(X) \ F1(X) es abierto en (CL(X), τF ), existe un abierto básico A en
(CL(X), τF ) tal que

{a, b} ∈ A ⊆ CL(X) \ F1(X).

Entonces A = α− ∩ (X \ K)+, donde α = {U1, U2, . . . , Un} es una familia
finita de subconjuntos abiertos y no vaćıos de X, y K es un subconjunto
compacto de X. Puesto que X es KC, el conjunto K es cerrado en X.
Ahora bien, como {a, b} ∈ (X \K)+, tenemos que {a, b} ⊆ X \K. Además
{a, b} ∩ Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2 . . . , n}. En vista de que A ∩ F1(X) = ∅,
no puede suceder que a se encuentre en todos los conjuntos Ui, y tampoco
puede suceder que b se encuentre en todos los conjuntos Ui. Para probar
esto supongamos, por el contrario, que a ∈ Ui, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Entonces

{a} ∈ α− ∩ (X \K)+ = A ⊂ CL(X) \ F1(X).

Si b ∈ Ui para toda i ∈ {1, 2, . . . , n} entonces,

{b} ∈ α− ∩ (X \K)+ = A ⊂ CL(X) \ F1(X).

Ambas situaciones son una contradicción. Con esto probamos que existen
i1, i2 ∈ {1, 2, . . . , n} tales que a /∈ Ui1 y b /∈ Ui2 . Como {a, b} ∩ Ui1 6= ∅
y {a, b} ∩ Ui2 6= ∅, resulta que b ∈ Ui1 y a ∈ Ui2 . Consideremos ahora los
conjuntos

U = (X \K) ∩
(⋂
{U ∈ α : a ∈ U

)
y

V = (X \K) ∩
(⋂
{U ∈ α : b ∈ U

)
.
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Es claro que U y V son abiertos en X tales que a ∈ U y b ∈ V. Si existe
z ∈ U ∩ V, entonces

{z} ∈ α− ∩ (X \K)+ = A ⊂ CL(X) \ F1(X).

Esto es una contradicción, aśı que U ∩V = ∅. Esto prueba que X es T2.

Corolario 2.17. Sea X un espacio KC. Entonces X es T2 si y sólo si F1(X)
es cerrado en (CL(X), τF ).

El corolario anterior aparece originalmente probado en [7].

2.5. Propiedades de Compacidad

Durante esta sección veremos algunos resultados que se pueden obtener
para (2X , τF ) y (CL(X), τF ), ligados a la noción de compacidad. En general,
no se pedirá que el espacio X cumpla un axioma de separación. La mayor
parte del tiempo, solo se pedirá que el espacio X sea localmente compacto.
Primero mostraremos que, sin importar que tan patológico sea el espacio
sobre el que trabajemos, el hiperespacio de los cerrados equipado con la
topoloǵıa de Fell es compacto. En la demostración del siguiente resultado y
su corolario, probado el primero originalmente en [10, Lema 1, p. 473], el
complemento de un subconjunto A de X, se representa por Ac, en lugar de
X \A.

Teorema 2.18. Sea X un espacio topológico. Entonces (2X , τF ) es compac-
to.

Demostración. Recordemos que una subbase para τF está formada por
conjuntos de la forma U− y (Kc)+, con U abierto y K compacto en X.
Para ver que (2X , τF ) es compacto, aplicaremos el Lema de la Subbase de
Alexander (Teorema 1.21) a dicha subbase para (2X , τF ). Supongamos, por
tanto, que {Uλ | λ ∈ Λ} es una familia de abiertos no vaćıos de X y que
{Kσ | σ ∈ Σ} es una familia de compactos en X tales que

L = {U−λ | λ ∈ Λ} ∪ {(Kc
σ)+ | σ ∈ Σ}

forma una cubierta abierta de 2X bajo τF . Entonces

2X =

(⋃
λ∈Λ

U−λ

)
∪

(⋃
σ∈Σ

(Kc
σ)+

)
.
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Si Kσ = ∅ para alguna σ ∈ Σ, entonces (Kc
σ)+ = X+ = 2X , por lo que L

posee una subcubierta finita. Supongamos, por tanto, que Kσ 6= ∅ para cada
σ ∈ Σ.

Es importante observar que la cubierta L debe tener elementos de la
forma U− = {F ∈ 2X | F ∩ U 6= ∅} y también de la forma (Kc)+ = {F ∈
2X | F ⊆ Kc}. En efecto, como ∅ ∈ 2X y para ninguna λ ∈ Λ sucede que
∅ ∈ U−λ , concluimos que ∅ ∈ (Kc

σ0)+, para alguna σ0 ∈ Σ. Como X ∈ 2X

y para ninguna σ ∈ Σ sucede que X ∈ (Kc
σ)+, tenemos que X ∈ V −λ0 , para

alguna λ0 ∈ Λ. Esto prueba lo que afirmamos, aśı que Λ 6= ∅ y Σ 6= ∅.

Vamos a probar ahora que las condiciones Λ 6= ∅ y Σ 6= ∅ implican que
L posee una subcubierta finita. Para esto, mostraremos primero que

a) Existe σ∗ ∈ Σ tal que Kσ∗ ⊆
⋃
λ∈Λ Uλ.

Para probar a) supongamos que, por el contrario, para cualquier σ ∈ Σ
se cumple Kσ *

⋃
λ∈Λ Uλ. Por lo tanto, para cada σ ∈ Σ existe xσ ∈ Kσ tal

que xσ /∈
⋃
λ∈Λ Uλ. Aśı, para toda λ ∈ Λ y para cada σ ∈ Σ, xσ /∈ Uλ, de

donde {xσ | σ ∈ Σ} ∩ Uλ = ∅.

Sea A = {xσ | σ ∈ Σ}. Entonces A ∈ 2X por lo que A ∈ U−λ1 para alguna
λ1 ∈ Λ o bien A ∈ (Kc

σ1)+, para alguna σ1 ∈ Σ. En el segundo caso tenemos
que xσ1 ∈ A ⊆ Kc

σ1 , lo cual es una contradicción con el hecho de que xσ1
es un elemento de Kσ1 . En el primer caso, cuando A ∈ U−λ1 , se sigue que
A∩Uλ1 6= ∅. Esto implica, por el Corolario 1.12, que {xσ | σ ∈ Σ}∩Uλ1 6= ∅.
Entonces existe σ2 ∈ Σ tal que xσ2 ∈ Uλ1 ⊆

⋃
λ∈Λ Uλ. Esto contradice la

elección del punto xσ2 . Por tanto, a) se cumple.

Ahora elijamos σ∗ ∈ Σ tal que Kσ∗ ⊆
⋃
λ∈Λ Uλ. Como los conjuntos Uλ

son abiertos y su unión cubre al compacto Kσ∗ , existen λ1, . . . , λn ∈ Λ tales
que Kσ∗ ⊆

⋃n
j=1 Uλj . Notemos que

2X = (X \Kσ∗)+ ∪

 n⋃
j=1

U−λj

 .

Para probar esto, sea F ∈ 2X . Si F ⊆ X \Kσ∗ , se encuentra en (X \Kσ∗)+.
Si F no está contenido en X \ Kσ∗ , entonces F ∩ Kσ∗ 6= ∅, por lo que
F ∩ Uλj 6= ∅ para alguna j ∈ {1, . . . , n}. Luego F ∈ U−λj . Esto muestra que

{(Kc
σ∗)+} ∪ {U−λi | 1 ≤ i ≤ n} es una subcubierta finita de 2X . Usando el

Lema de la Subbase de Alexander (Teorema 1.21), (2X , τF ) es compacto.
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Corolario 2.19. Si X es compacto, entonces (CL(X), τF ) es cerrado en
(2X , τF ) y, por tanto, es compacto.

Demostración. Supongamos que X es compacto. Entonces (X \ X)+ es
un abierto en (2X , τF ). Notemos que

(X \X)+ = ∅+ = {∅} = 2X \ CL(X).

Por tanto, 2X \ CL(X) es abierto en (2X , τF ). Es decir, (CL(X), τF ) es
cerrado en (2X , τF ). Por el Teorema 2.18, (2X , τF ) es compacto. Luego
(CL(X), τF ) también es compacto.

En [10] el Teorema 2.18 se prueba utilizando redes. La prueba que hemos
presentado utiliza, en su lugar, el Lema de la Subbase de Alexander.

Luego de la demostración del Teorema 2.23, mostramos que no es cierto
que para cualquier espacio topológicoX, (CL(X), τF ) es cerrado en (2X , τF ).

En [13, p. 20] se muestra el siguiente resultado.

Teorema 2.20. Si X es un espacio metrizable, entonces (CL(X), τV ) es
compacto si y sólo si X es compacto.

En [22, Teorema 4.13, p. 59] se utiliza el Lema de la Subbase de Alexan-
der para mostrar que si X es un espacio metrizable y compacto, entonces
(CL(X), τV ) es compacto.

Teorema 2.21. Sea X un espacio T2. Si (CL(X), τF ) es compacto, entonces
X es compacto.

Demostración. Como X es T2, por el Teorema 2.15, F1(X) es cerrado en
(CL(X), τF ). Ahora bien, si (CL(X), τF ) es compacto, entonces (F1(X), τF )
también es compacto. En vista de que X es KC, por la Proposición 2.14, τF
es admisible. Luego X es homeomorfo a (F1(X), τF ). Esto implica que X es
compacto.

Combinando el Corolario 2.19 y el Teorema 2.21, obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 2.22. Si X es un espacio T2, entonces (CL(X), τF ) es compacto
si y sólo si X es compacto.

El resultado anterior puede ser empleado para generalizar el Teore-
ma 2.20.
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Teorema 2.23. Si X es un espacio T2, entonces (CL(X), τV ) es compacto
si y sólo si X es compacto.

Demostración. Como X es un espacio T2, entonces F1(X) es cerrado en
(CL(X), τV ) (por [20, Teorema 2.4.2, p. 156]). Si (CL(X), τV ) es compacto,
resulta que (F1(X), τV ) es compacto. Puesto que X es T1, por la Proposición
2.14, τV es admisible. Luego X es homeomorfo a (F1(X), τV ). Esto implica
que X es compacto.

Ahora supongamos que X es compacto. En particular X es KC y com-
pacto por lo que, según el Teorema 2.12, τF = τV . Además, por el Teore-
ma 2.22, (CL(X), τF ) es compacto. Luego (CL(X), τV ) es compacto.

El Teorema 2.23 nos permite dar un ejemplo de un espacio X tal que
(CL(X), τF ) no es cerrado en (2X , τF ). Tomamos a X un espacio T2 y no
compacto (como la recta de Sorgenfrey). Si (CL(X), τF ) es compacto, enton-
ces por el Teorema 2.21, X es compacto. Esto es una contradicción, aśı que
(CL(X), τF ) no es compacto. Ahora bien, por el Teorema 2.18, (2X , τF ) es
compacto. Luego (CL(X), τF ) no es cerrado en (2X , τF ). Lo anterior mues-
tra que si X es un espacio T2 y no compacto, entonces (CL(X), τF ) no es
cerrado en (2X , τF ). Como consuelo, durante la demostración de la Propo-
sición 2.51, notaremos que si X no es compacto, al menos (CL(X), τF ) es
denso en (2X , τF ).

Terminamos la presente sección con el siguiente resultado, que se asemeja
al Teorema 2.20.

Teorema 2.24. Sea X un espacio topológico. Entonces X es compacto y
metrizable si y sólo si (CL(X), τV ) es compacto y metrizable.

Demostración. El Teorema 4.9.7 de [20] dice que son equivalentes:

1. X es compacto y metrizable.

2. (CL(X), τV ) es metrizable.

3. (CL(X), τV ) es compacto y metrizable.
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2.6. Axiomas de Separación

En la presente sección vamos a estudiar algunos axiomas de separación
en los hiperespacios 2X y CL(X) con la topoloǵıa de Fell. A partir de es-
te momento, cuando trabajemos con el hiperespacio CL(X), los elementos
subbásicos α− y (X \K)+ se considerarán contenidos en CL(X).

Anteriormente vimos que (2X , τF ) es compacto sin pedir nada al espacio
original X, otra de las propiedades que automáticamente se tienen bajo τF
es la que se enuncia a continuación.

Proposición 2.25. Si X es un espacio topológico, entonces (2X , τF ) es T1.

Demostración. Sean A, B ∈ 2X tales que A 6= B. Supongamos A * B.
Entonces existe a ∈ A \ B y se tiene que B 6= X. Claramente el unitario
{a} es un subconjunto compacto de X. Esto nos lleva a que (X \ B)− y
(X \ {a})+ son abiertos de (2X , τF ) tales que A ∈ (X \B)−, B /∈ (X \B)−,
B ∈ (X \{a})+ y A /∈ (X \{a})+. Si B * A, procedemos de manera similar.
Esto dice que (2X , τF ) es T1.

Aśı pues, para cualquier espacio topológico X, resulta que (2X , τF ) siem-
pre es compacto y T1. En el caso de la topoloǵıa de Vietoris, es conocido
que si X es un espacio topológico, entonces (CL(X), τV ) es T0. También se
conoce que si X es T1, entonces (CL(X), τV ) es T1. Por otra parte, si X es
regular, entonces (CL(X), τV ) es T2. La demostración de las afirmaciones
anteriores se encuentra en [20, Teorema 4.9, p. 163]. También se sabe que si
X es T1 y (CL(X), τV ) es T2, entonces X es T3 ([17, Teorema 1.56, p. 28]).

Si en cambio solicitamos que el espacio X sea localmente compacto (ver
Definición 1.23), se muestra que 2X bajo τF es un espacio T2, que aunado
al Teorema 2.18 nos lleva al siguiente resultado.

Teorema 2.26. Cuando X es localmente compacto, sucede que

1) (2X , τF ) es T2 y compacto.

2) (CL(X), τF ) es T2 y localmente compacto.

Demostración. Como se mencionó antes, el Teorema 2.18 muestra que
(2X , τF ) es compacto. Para mostrar que el hiperespacio es T2, sean A, B ∈
2X tales que A 6= B. Sin perder generalidad B * A. Elijamos b ∈ B∩(X \A)
y, dado que X es localmente compacto, existe una vecindad compacta K de
b, disjunta con A. Entonces (IntX(K))− y (X\K)+ son vecindades disjuntas
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de B y A en (2X , τF ), respectivamente (pues b ∈ B ∩ IntX(K), además de
que al tener A ∩K = ∅, obtenemos A ⊆ (X \K). Esto prueba que (2X , τF )
es T2.

Ahora la demostración de 2). Acabamos de mostrar que (2X , τF ) es
T2. También sabemos que (2X , τF ) es compacto (Teorema 2.18). Entonces
(2X , τF ) es compacto y T2, luego (2X , τF ) es localmente compacto. Ahora
bien, como (2X , τF ) es T1 el conjunto {∅} es cerrado en (2X , τF ). Aśı el com-
plemento 2X \ {∅} = CL(X) es abierto en (2X , τF ). Como la compacidad
local se hereda para subespacios abiertos ([8, Teorema 6.5, p. 239]), conclui-
mos que (CL(X), τF ) es localmente compacto. Puesto que la condición de
ser T2 se hereda a subespacios ([8, Teorema 1.3, p. 178]), (CL(X), τF ) es T2.
Esto termina la prueba de 2).

De lo anterior, la compacidad local es una condición en X que garantiza
que (CL(X), τF ) posee un axioma de separación tan útil como T2. Como
ya lo mencionamos, para obtener algo similar en el caso de τV , es necesario
pedir que X sea regular.

El siguiente resultado es un rećıproco parcial de la parte 2) del Teore-
ma 2.26.

Teorema 2.27. Sea X un espacio topológico. Si (CL(X), τF ) es T2, enton-
ces X es localmente compacto.

Demostración. Supongamos que (CL(X), τF ) es T2. Para ver que X es
localmente compacto, sean x ∈ X y V un abierto de X tales que x ∈ V.
Supongamos primero que X es el único abierto en X que contiene a x. Esto
significa que V = X. Además V es compacto. Para ver esto, sea C una
cubierta abierta de V. Entonces existe un abierto O en la cubierta C tal que
x ∈ O. Por tanto O = X. Aśı la cubierta C de V puede ser reducida a un
único abierto, a saber O, de donde V es compacto. Esto implica que X es
localmente compacto.

Supongamos ahora que X no es el único abierto en X que tiene a x.
Entonces existe un abierto V0 en X tal que x ∈ V0 y V0 6= X. Luego V ∩V0 es
un abierto en X que tiene a x y es diferente de X. Esto significa que podemos
trabajar con el abierto V ∩ V0 o bien, sin perder generalidad, suponer que
V 6= X, cosa que haremos. Ahora bien, como V 6= X, tenemos que X \V 6= ∅
(recordemos que x ∈ V ). Sean

E = X \ V y F = (X \ V ) ∪ {x}.
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Como V es abierto, E es cerrado en X, lo que lleva a que F también es
cerrado en X. Además E 6= ∅ y F 6= ∅ y, ya que x ∈ V ∩ F, se tiene E 6= F.
Por lo tanto E,F ∈ CL(X) y son distintos. En vista de que (CL(X), τF ) es
T2, existen abiertos A y B en (CL(X), τF ) tales que

E ∈ A, F ∈ B y A ∩ B = ∅.

Sin perder generalidad, podemos suponer que A y B son abiertos básicos en
(CL(X), τF ). Entonces

A = α− ∩ (X \K1)+ y B = β− ∩ (X \K2)+,

donde α = {U1, U2, . . . , Un} y β = {W1,W2, . . . ,Wm} son familias finitas de
subconjuntos abiertos y no vaćıos de X, mientras que K1 y K2 son subcon-
juntos compactos de X.

Como X \ V = E ∈ A, entonces X \ V ⊆ X \ K1 por lo que K1 ⊆ V.
Igualmente (X \ V ) ∪ {x} = F ∈ B aśı que, en particular, X \ V ⊆ X \K2.
Luego K2 ⊆ V, de donde K1 ∪ K2 ⊆ V. También tenemos que (X \ V ) ∩
Ui = E ∩ Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} y F ∩ Wj 6= ∅, para toda
j ∈ {1, 2, . . . ,m}. Esto significa que, para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m}, sucede que

∅ 6= F ∩Wj = [(X \ V ) ∪ {x}] ∩Wj = [(X \ V ) ∩Wj ] ∪ [{x} ∩Wj ].

Esto prueba que

(X \ V ) ∩Wj 6= ∅ o bien {x} ∩Wj 6= ∅, para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m}. (2.4)

Afirmamos ahora que

1) existe j0 ∈ {1, 2, . . . ,m} tal que {x} ∩Wj0 6= ∅.

Para probar 1) supongamos que, por el contrario, {x} ∩Wj = ∅, para
cada j ∈ {1, 2, . . . ,m}. Entonces, por (2.4), (X \ V ) ∩Wj 6= ∅ para todo
j ∈ {1, 2, . . . ,m}. Luego E = X \ V ∈ β−. Como también E ∈ (X \K2)+,
sucede que E ∈ β− ∩ (X \ K2)+ = A. Por tanto E ∈ A ∩ B. Como esto
contradice el hecho de que A y B son ajenos, 1) se cumple.

La misma demostración que hicimos para probar 1), muestra que existen
algunos Wj tales que (X \ V ) ∩Wj = ∅. Para dichos Wj , por (2.4), sucede

que {x} ∩Wj 6= ∅. Esto nos permite definir al conjunto

G =
⋂{

Wj | j ∈ {1, 2, . . . ,m} y {x} ∩Wj 6= ∅
}
.



50 CAPÍTULO 2. TOPOLOGÍA DE FELL

Sea j ∈ {1, 2, . . . ,m} tal que {x} ∩ Wj 6= ∅. Como Wj es abierto en X,
el Corolario 1.12 dice que {x} ∩Wj 6= ∅, aśı que x ∈ Wj . Como tenemos
una cantidad finita de conjuntos Wj , esto implica que G es un subconjunto
abierto de X tal que x ∈ G. En particular, G es una vecindad abierta de x.
Sea W = V ∩G. Notemos que W es un abierto en X tal que x ∈W ⊆ V.

Afirmamos que

2) para toda y ∈W, sucede que {y} ∩ (K1 ∪K2) 6= ∅.

Para mostrar 2), supongamos que existe y ∈W tal que {y}∩ (K1∪K2) = ∅,
entonces {y}∩K1 = ∅ = {y}∩K2. De tal modo {y} ⊆ X\K1 y {y} ⊆ X\K2.
Notemos que E ∪ {y} ∈ CL(X). Además, como E ⊆ X \ K1, sucede que
E∪{y} ⊆ X \K1. Esto muestra que E∪{y} ∈ (X \K1)+. Como E∩Ui 6= ∅,
para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que (E ∪ {y}) ∩ Ui 6= ∅, para toda
i ∈ {1, 2, . . . , n}. Por tanto E ∪ {y} ∈ α−. Esto prueba que

E ∪ {y} ∈ α− ∩ (X \K1)+ = A.

Notemos ahora que E ∪ {y} ∈ X \ K2, por lo que E ∪ {y} ∈ (X \ K2)+.
Notemos también que y ∈ W = V ∩ G, aśı que y ∈ G. Consideremos
un elemento j ∈ {1, 2, . . . ,m}. Si {x} ∩ Wj 6= ∅, entonces Wj es uno de
los intersectandos que definen a G, por lo que G ⊆ Wj . Esto implica que

y ∈ Wj y, por consiguiente, (E ∪ {y}) ∩Wj 6= ∅. Si sucede que {x} ∩Wj =
∅ entonces, por (2.4), E ∩ Wj 6= ∅. En este caso también deducimos que

(E ∪ {y}) ∩Wj 6= ∅. Con esto hemos probado que E ∪ {y} ∈ β−. Por tanto

E ∪ {y} ∈ β− ∩ (X \K2)+ = B.

Como consecuencia de esto E ∪ {y} ∈ A ∩ B 6= ∅. En vista de que esto
contradice el hecho de que A y B son ajenos, 2) se cumple.

Para finalizar, definamos K = W ∪ (K1 ∪ K2). Recordemos que W es
un subconjunto abierto de X tal que x ∈W ⊆ V. Recordemos también que
K1 ∪ K2 ⊆ V. Luego K ⊆ V, aśı que x ∈ W ⊆ K ⊆ V. Como K1 y K2

son subconjuntos compactos de X, resulta que K1 ∪K2 es un subconjunto
compacto de X. Además W es un subconjunto de X tal que, por 2), para
toda y ∈W, sucede que {y}∩ (K1∪K2) 6= ∅. Entonces, por el Teorema 1.22,
K es compacto. Esto prueba que X es localmente compacto.

La prueba del Teorema 2.27 está incluida en [7, Teorema 1, p. 114].
En dicho art́ıculo, los autores utilizan redes para probar que el conjunto
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K = W ∪ (K1∪K2), que definimos al final de la demostración, es compacto.
Como hemos visto, no es necesario utilizar redes, pues basta con recurrir al
Teorema 1.22.

Recordemos que, para un espacio topológico X,

K(X) = {A ⊆ X | A es compacto en X y A 6= ∅}.

Si X es T2 o bien KC, entonces K(X) ⊆ CL(X) (ver Proposición 1.18).
Se sigue que a K(X) le podemos dar la topoloǵıa de Fell y la de Vietoris,
las cuales denotaremos por τF y τV en lugar que (τF )|K(X) y (τV )|K(X),
respectivamente. En [20, Teorema 4.9.12] se prueba el siguiente resultado.

Proposición 2.28. Sea X un espacio topológico. Entonces X es localmente
compacto y T2 si y sólo si (K(X), τV ) es localmente compacto y T2.

Como ya mostramos que (2X , τF ) es T2 si X es localmente compacto,
lo siguiente es preguntar si podemos obtener otros axiomas de separación y
cuales son las condiciones que debemos buscar para obtener tales axiomas.
El siguiente resultado responde esto.

Teorema 2.29. Sea X un espacio topológico. Entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes.

a) X es localmente compacto.

b) (2X , τF ) es T4.

c) (CL(X), τF ) es T3 1
2
.

d) (CL(X), τF ) es T2.

Demostración. Supongamos que se cumple a). La primera parte del Teo-
rema 2.26 nos dice que (2X , τF ) es T2 y compacto, por lo que (2X , τF ) es T4.
Esto prueba b).

Ahora supongamos que b) se cumple. Entonces (2X , τF ) es T4, por lo
que también es T3

1
2 . Como ser T3

1
2 se hereda a subespacios ([30, Teorema

14.10]), deducimos que (CL(X), τF ) es T3
1
2 . Esto prueba c).

Como los espacios T3
1
2 son T2, claramente c) implica d). Mientras que el

Teorema 2.27 muestra que d) implica a). Esto termina la demostración.
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Es claro que a la lista de propiedades que aparecen en el Teorema 2.29,
podemos agregar la afirmación de que (CL(X), τF ) es T3. El Teorema 2.29
aparece originalmente probado en [5], sustituyendo el inciso b) por la afirma-
ción de que (CL(X), τF ) es T3. Con esa sustitución, el Teorema 2.29 aparece
en [7, Teorema 1, p. 114].

Con la topoloǵıa de Vietoris, en [20, Teoremas 4.9.8, 4.9.10 y 4.9.11], se
prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.30. Sea X un espacio topológico. Entonces se cumplen las si-
guientes propiedades:

1) X es T2 si y sólo si K(X) es T2.

2) X es T3 si y sólo si K(X) es T3.

3) X es T3 1
2

si y sólo si K(X) es T3 1
2
.

Determinar condiciones no métricas en X, bajo las cuales, el hiperespacio
CL(X) es T4, es un problema no trivial, tanto para la topoloǵıa de Vietoris,
como para la topoloǵıa de Fell. Con la topoloǵıa de Vietoris se tiene el
siguiente resultado (ver [14] y [15]).

Teorema 2.31. Suponiendo cierta la hipótesis del continuo, si X es un
espacio T2, entonces X es compacto si y sólo si (CL(X), τV ) es T4.

Con la topoloǵıa de Fell, tenemos el siguiente resultado, cuya demostra-
ción puede verse en [11, Teorema 1, p. 2194].

Teorema 2.32. Sea X un espacio T2. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) X es localmente compacto y de Lindelöf.

2) (CL(X), τF ) es de Lindelöf.

3) (CL(X), τF ) es T4.

2.7. Axiomas de Numerabilidad

En la presente sección vamos a considerar algunos axiomas de numera-
bilidad para los espacios 2X y CL(X), cuando se consideran la topoloǵıa de
Vietoris y la de Fell. En [26, p. 25], R. E. Smithson construyó un espacio
primero numerable, T2 y compacto X tal que (CL(X), τV ) no es primero
numerable. Tenemos, por otro lado, el siguiente resultado.



2.7. AXIOMAS DE NUMERABILIDAD 53

Teorema 2.33. Si X es un espacio T1 y (CL(X), τV ) es primero numerable,
entonces X es primero numerable.

Demostración. Como la primero numerabilidad se hereda a subespacios,
es claro que si (CL(X), τV ) es primero numerable, entonces (F1(X), τV )
es primero numerable. Ahora bien, como τV es admisible (Teorema 2.14),
(F1(X), τV ) es homeomorfo a X. Luego X es primero numerable.

Como en los espacios KC la topoloǵıa de Fell es admisible (Proposi-
ción 2.14), la demostración dada anteriormente es válida si suponemos que
X es KC y (CL(X), τF ) es primero numerable. Aśı tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 2.34. Si X es un espacio KC y (CL(X), τF ) es primero nume-
rable, entonces X es primero numerable.

Naturalmente, el ejemplo de R. E. Smithson es un espacio X primero nu-
merable tal que (CL(X), τF ) no es primero numerable, pues X es compacto,
T2 y entonces τF = τV .

La situación para 2X , con la topoloǵıa de Fell, y la primero numerabilidad
no es trivial e involucra la siguiente noción.

Definición 2.35. Sean X un espacio topológico y E ⊆ X. Decimos que E
es hemicompacto si existe una sucesión (Kn)n de subconjuntos compactos
de E tal que si K es un subconjunto compacto de E, entonces K ⊆ Kn,
para alguna n ∈ N.

En [5, Lema 3.1, p. 71] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.36. Sea X un espacio T2 tal que (CL(X), τF ) es primero nu-
merable. Entonces X es separable y cada subconjunto no vaćıo y abierto en
X es hemicompacto.

En [7, Lema 2, p. 117] se mejora un poco el resultado anterior, para
incluir espacios que no necesariamente son T2. El resultado obtenido es el
siguiente.

Teorema 2.37. Sea X un espacio tal que (CL(X), τF ) es primero nume-
rable. Entonces cada subconjunto no vaćıo, abierto y propio de X, es hemi-
compacto.
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Recordemos que un espacio topológico X es σ-compacto si X puede
verse como la unión contable de subespacios compactos. Utilizando el Teo-
rema 2.36 y la noción de conjunto compactamente segundo numerable ([5,
Definición 3.2, p. 72]), en [5, Teorema 3.3, p. 72] G. Beer prueba el siguiente
resultado.

Teorema 2.38. Sea X un espacio T2. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes.

1) (2X , τF ) es primero numerable.

2) (CL(X), τF ) es primero numerable.

3) X es localmente compacto, compactamente segundo numerable y cada
subconjunto abierto de X es σ-compacto.

El resultado anterior se mejora en [7, Teorema 5, p. 120]. En [7, Teore-
ma 3, p. 117] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.39. Sea X un espacio primero numerable. Entonces las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes.

1) (CL(X), τF ) es primero numerable.

2) Cada subconjunto cerrado de X es separable y cada subconjunto no
vaćıo, abierto y propio de X, es hemicompacto.

Probar éstos y los otros resultados que aparecen en la Sección 3 de [7],
e involucran la primero numerabilidad en 2X y/o CL(X) con la topoloǵıa
de Fell, alargaŕıa el presente trabajo. Nuestra intención con respecto a la
primero numerabilidad ha sido la de presentar algunos de los resultados que
se conocen, dando las respectivas referencias para que el lector interesado
en sus demostraciones las consulte.

Con respecto a la segundo numerabilidad con la topoloǵıa de Fell, en [5,
Teorema 3.4, p. 73] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.40. Si (X, τ) es un espacio T2, entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1) (2X , τF ) es segundo numerable;

2) (2X , τF ) es seudometrizable;

3) (2X , τF ) es metrizable;
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4) (CL(X), τF ) es segundo numerable

5) (CL(X), τF ) es seudometrizable;

6) (CL(X), τF ) es metrizable;

7) X es localmente compacto y segundo numerable;

8) X posee una métrica, compatible con τ, bajo la cual todos los subcon-
juntos cerrados y acotados de X son compactos.

A continuación vamos a probar algunos resultados que involucran la
segundo numerabilidad de 2X y la de CL(X), con la topoloǵıa de Fell, sin
considerar que X es T2.

Teorema 2.41. Si X es un espacio localmente compacto y segundo nume-
rable, entonces (2X , τF ) es T2 y segundo numerable.

Demostración. Como X es localmente compacto, por el Teorema 2.26,
(2X , τF ) es T2. Veamos que también es segundo numerable. Como X es
segundo numerable, X posee una base contable BX = {Vn | n ∈ N}. Sean
n ∈ N y Vn ∈ BX . Vamos a escribir a Vn como una unión contable de
interiores de compactos. Para esto, tomemos un elemento x ∈ Vn. Por la
compacidad local de X en x, existe una vecindad compacta Kx de x tal que
Kx ⊆ Vn. Como Kx es vecindad de x, existe un abierto contenido en Kx

que tiene a x. Puesto que (Kx)◦, el interior de Kx en X, es el abierto más
grande contenido en Kx, obtenemos x ∈ (Kx)◦ ⊆ Kx ⊆ Vn. Notemos que

Vn =
⋃
x∈Vn

(Kx)◦ =
⋃
x∈Vn

Kx. (2.5)

Observemos también que ω(X) ≤ ℵ0 y que {(Kx)◦ : x ∈ Vn} es una familia
de subconjuntos abiertos de X. Entonces, por la Proposición 1.14, existe
Sn = {xnm | m ∈ N} ⊆ Vn tal que |Sn| ≤ ℵ0 y⋃

x∈Vn

(Kx)◦ =
⋃
x∈Sn

(Kx)◦.

Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que |Sn| = ℵ0 y, para simplificar
la notación, escribiremos Knm en lugar de Kxnm

. Hagamos Rn = {Knm |
m ∈ N}. Entonces ⋃

x∈Vn

(Kx)◦ =
⋃
m∈N

(Knm)◦. (2.6)
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De (2.5) y (2.6) se infiere que

Vn =
⋃
m∈N

(Knm)◦ =
⋃
m∈N

Knm. (2.7)

Como S es contable, hemos escrito a Vn como una unión contable de interio-
res de compactos. Ahora bien, para demostrar que (2X , τF ) posee una base
contable definimos

R =
⋃
n∈N
Rn = {Knm | n,m ∈ N}

y

F =
{⋃

P | P es subconjunto finito de R
}
.

Recordemos que BX = {Vn | n ∈ N} es una base para X. Definimos ahora

B2X = {α− ∩ (X \K)+ | α es un subconjunto finito de BX y K ∈ F}.

Notemos que R es una colección de subconjuntos compactos de X, con
interior no vaćıo. Además, por definición, F tiene como elementos a una
unión finita de conjuntos compactos. Por tanto si K ∈ F , entonces K es un
subconjunto compacto de X.

Claramente R es contable y, como F está definido como una unión de
subconjuntos finitos de un contable, el Teorema 1.8 nos dice que hay una
cantidad contable de subconjuntos finitos de R. Por consiguiente, F tam-
bién es contable. Como BX es contable, aplicando de nuevo el Teorema 1.8,
resulta que hay una cantidad contable de subconjuntos finitos de BX . En-
tonces la familia B2X está determinada por intersecciones entre elementos
de conjuntos contables, con lo cual, B2X es contable. Es claro que cada
elemento de B2X es abierto en (2X , τF ).

Vamos a probar ahora que B2X es una base de (2X , τF ). Sean A ∈ 2X

y O = {U1, U2, . . . , Up}− ∩ (X \H)+ un abierto básico de (2X , τF ) tal que
A ∈ O. Entonces U1, U2, . . . , Un son subconjuntos abiertos de X, mientras
que H es un subconjunto compacto de X. Además A ⊆ X \H y A∩Ui 6= ∅,
para cada i ∈ {1, 2, . . . , p}. Tomemos un elemento ai ∈ A ∩ Ui para i ∈
{1, 2, . . . , p}. Como BX es una base de X y, para i ∈ {1, 2, . . . , p}, Ui es un
subconjunto abierto de X tal que ai ∈ Ui, existe Bi ∈ BX de modo que
ai ∈ Bi ⊆ Ui. Claramente α = {B1, B2, . . . , Bp} es un subconjunto finito de
BX . Además

A ∈ α− ⊆ {U1, U2, . . . , Up}−. (2.8)

Como A ⊆ X \H, tenemos que H ⊆ X \A. Afirmamos que
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a) existe K ∈ F tal que A ∈ (X \K)+ ⊆ (X \H)+.

Para probar a) notemos que, al ser BX = {Vn | n ∈ N} una base para
X, el abierto X \ A de X se puede escribir como una unión de elementos
de BX . Entonces existe un subconjunto J de N tal que X \ A =

⋃
n∈J Vn.

Ahora bien, por (2.7), para cada n ∈ J,

Vn =
⋃
m∈N

(Knm)◦ =
⋃
m∈N

Knm.

Entonces con la unión de todos los elementos de la forma (Knm)◦, con n ∈ J,
cubrimos a X \A. También con la unión de todos los elementos de la forma
Knm, con n ∈ J, logramos cubrir a X \A. En particular, como H ⊆ X \A,
para el conjunto compacto H sucede que C = {(Knm)◦ | n ∈ J y m ∈ N} es
una familia de abiertos en X tal que

H ⊆
⋃
{(Knm)◦ | n ∈ J y m ∈ N} =

⋃
{Knm | n ∈ J y m ∈ N} = X \A.

Entonces existe una subfamilia finita

C0 = {(Kn1m1)◦, (Kn2m2)◦, . . . , (Knrmr)◦}

de C tal que

H ⊆ (Kn1m1)◦ ∪ (Kn2m2)◦ ∪ · · · ∪ (Knrmr)◦.

Hagamos P = {Kn1m1 ,Kn2m2 , . . . ,Knrmr} y

K = Kn1m1 ∪Kn2m2 ∪ · · · ∪Knrmr .

Entonces P es un subconjunto finito de R y K ∈ F . Además H ⊆ K por lo
que X \K ⊆ X \H. Esto implica que (X \K)+ ⊆ (X \H)+. Ahora bien

K ⊆
⋃
{Knm | n ∈ J y m ∈ N} = X \A,

por lo que A ⊂ X \K. Esto implica que A ∈ (X \K)+ y, de esta manera,
a) se cumple.

Usando (2.8) y a) tenemos que

A ∈ α− ∩ (X \K)+ ⊆ {U1, U2 . . . , Up}− ∩ (X \H)+ = O.

Como α− ∩ (X \ K)+ ∈ B2X hemos probado aśı que B2X es una base de
(2X , τF ). Esto termina la demostración.
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Supongamos que X es localmente compacto y segundo numerable. En-
tonces, por el Teorema 2.41, (2X , τF ) es T2 y segundo numerable. Como el
axioma de separación T2 y la segundo numerabilidad son propiedades here-
ditarias, sucede que (CL(X), τF ) es T2 y segundo numerable. En el siguiente
resultado vemos que el rećıproco también es cierto.

Teorema 2.42. Un espacio topológico X es localmente compacto y segundo
numerable si y sólo si (CL(X), τF ) es T2 y segundo numerable.

Demostración. Si X es localmente compacto y segundo numerable enton-
ces, como ya hicimos ver, (CL(X), τF ) es T2 y segundo numerable. Suponga-
mos ahora que (CL(X), τF ) es T2 y segundo numerable. Como (CL(X), τF )
es T2, por el Teorema 2.29, X es localmente compacto. Vamos a probar
ahora que X es segundo numerable. Para esto, recordemos que (CL(X), τF )
tiene como base a la familia

C = {α− ∩ (X \K)+ | α es una colección finita de abiertos de X

y K es un subconjunto compacto de X}.

Dada la segunda numerabilidad de (CL(X), τF ), el peso del espacio es menor
o igual a ℵ0. Luego, por la Proposición 1.15, existe B ⊆ C tal que B es una
base de (CL(X), τF ) y la cardinalidad de B es menor o igual a ℵ0. Sin perder
generalidad, podemos escribir a la familia B como sigue:

B = {α−i ∩ (X \Ki)
+ | i ∈ N, cada αi es una colección finita

de abiertos en X y cada Ki es un subconjunto compacto de X}.

Definimos V =
⋃
{αi | i ∈ N}. Entonces V tiene como elementos a los

miembros de cada familia finita αi. Como toda unión contable de conjuntos
finitos es contable, V es contable. Sea

F =
{⋂

α | α es subconjunto finito de V
}
.

Como V es contable, el Teorema 1.8 nos dice que hay una cantidad contable
de subconjuntos finitos de V. Cada uno de ellos determina una intersección,
por lo que F es contable. Notemos que cada elemento de F es abierto en X.
Vamos a probar ahora que F es una base para X. Para esto, tomemos un
elemento x ∈ X y un abierto O de X tales que x ∈ O.

Supongamos primero que O = X. Como {x} es un cerrado no vaćıo de
X, X+ = {A ∈ CL(X) | A ⊆ X} = CL(X) es un abierto en (CL(X), τF )
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que tiene a {x} y B es una base de (CL(X), τF ), existe α−i ∩ (X \Ki)
+ ∈ B

tal que {x} ∈ α−i ∩ (X \ Ki)
+. Entonces {x} ∩ V 6= ∅ para todo V ∈ αi.

Usando el Corolario 1.12 deducimos que x ∈ V, para cada V ∈ αi. Entonces
x ∈

⋂
αi ⊆ X = O. Notemos que al ser αi una colección finita de abiertos,

la intersección
⋂
αi también es un abierto de X y, al ser αi un subconjunto

finito de V, tenemos que
⋂
αi ∈ F . De esta manera, cuando O = X, hemos

encontrado un elemento A ∈ F tal que x ∈ A ⊆ O.

Supongamos ahora que O 6= X. Como O es un abierto de X y es distinto
de X, entonces los conjuntos X \ O y (X \ O) ∪ {x} son dos elementos de
CL(X), es decir dos subconjuntos cerrados y no vaćıos de X. Además, como
x ∈ O sucede que X \ O 6= (X \ O) ∪ {x}. Como (CL(X), τF ) es T2 y B es
una base de (CL(X), τF ), existen i, j ∈ N tales que:

X \O ∈ α−i ∩ (X \Ki)
+ ∈ B, (X \O) ∪ {x} ∈ α−j ∩ (X \Kj)

+ ∈ B

y

(α−i ∩ (X \Ki)
+) ∩ (α−j ∩ (X \Kj)

+) = ∅. (2.9)

Notemos que αi y αj son colecciones finitas de subconjuntos abiertos de X.
Además Ki y Kj son subconjuntos compactos de X. También X\O ⊆ X\Ki

y (X \ O) ∪ {x} ⊆ X \ Kj . En particular X \ O ⊆ X \ Kj , por lo que
X \ O ∈ (X \ Kj)

+. Si (X \ O) ∩ W 6= ∅ para cada W ∈ αj , entonces
X \O ∈ α−j . Luego

X \O ∈ (α−i ∩ (X \Ki)
+) ∩ (α−j ∩ (X \Kj)

+).

Como esto contradice (2.9), existe Ws ∈ αj tal que (X \O)∩Ws = ∅. Luego

X \O ⊆ X \Ws, por lo que Ws ⊆ O. Ahora bien, como (X \O)∪{x} ∈ α−j ,
sucede que ((X\O)∪{x})∩Ws 6= ∅. Luego {x}∩Ws 6= ∅, pues (X\O)∩Ws =
∅. El Corolario 1.12 nos dice que x ∈Ws. Tenemos, con todo, que Ws es un
elemento de αj tal que x ∈ Ws ⊆ O. Hagamos α = {Ws}. Entonces α es
un subconjunto finito de V, por lo que

⋂
α = Ws es un elemento de F . De

esta manera, cuando O 6= X, hemos encontrado un elemento Ws ∈ F tal
que x ∈Ws ⊆ O.

De los dos casos anteriores se deduce que F es una base para (CL(X), τF ).
Esto prueba que (CL(X), τF ) es segundo numerable.

El Teorema 2.42 indica que la equivalencia mostrada entre las afirma-
ciones 4) y 7) del Teorema 2.40 se mantiene cierta en general, es decir sin
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suponer que X es T2. Hasta donde hemos podido investigar, el Teorema 2.42
aparece por primera vez en este trabajo.

El siguiente resultado que presentamos, aparece originalmente en [7, Teo-
rema 6, p. 120] y requiere de la siguiente definición.

Definición 2.43. Un espacio polaco es un espacio topológico no vaćıo y
separable que puede metrizarse con una métrica completa, es decir una en
la que toda sucesión de Cauchy es convergente.

Todo espacio métrico y compacto es polaco ([9, Teorema 4.3.28, p. 275]).
Más aún, por [8, Corolario 2.4, p. 292], todo espacio localmente compacto,
metrizable y separable es polaco. Utilizaremos este resultado en la demos-
tración del siguiente teorema.

Teorema 2.44. Sea X un espacio topológico no vaćıo. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes.

1) X es localmente compacto y segundo numerable.

2) (2X , τF ) es T2 y segundo numerable.

3) (2X , τF ) es separable y metrizable.

4) (CL(X), τF ) es un espacio polaco.

Demostración. Si 1) es cierto entonces, por el Teorema 2.41, 2) se cumple.
Aśı 1) implica 2).

Ahora supongamos que 2) es cierto. Entonces (2X , τF ) es T2 y segundo
numerable. Por el Teorema 2.18, (2X , τF ) es compacto. Luego (2X , τF ) es
compacto y T2, por lo que es T4. En particular, (2X , τF ) es T3 y, por ende,
también es regular. Tenemos aśı que (2X , τF ) es un espacio segundo nume-
rable y regular. Luego, por el Teorema de Metrización de Urysohn (Teore-
ma 1.35), (2X , τF ) es separable y metrizable. Esto termina la demostración
de que 2) implica 3).

Supongamos ahora que 3) es cierto. Como (2X , τF ) es metrizable, en par-
ticular es T2. Además, por el Teorema 2.18, (2X , τF ) es compacto. Entonces
(2X , τF ) es un espacio compacto y T2 y, por consiguiente, es localmente
compacto. Ahora bien, como (2X , τF ) es T1, el conjunto {∅} es cerrado en
(2X , τF ). Luego su complemento en 2X es abierto en (2X , τF ). Esto significa
que (CL(X), τF ) es un subespacio abierto del espacio localmente compacto
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(2X , τF ). Entonces (CL(X), τF ) es localmente compacto ([8, Teorema 6.5,
p. 239]). Como la metrizabilidad se hereda a subespacios y la separabilidad
se hereda a subespacios abiertos, tenemos que (CL(X), τF ) es un espacio
localmente compacto, metrizable y separable, aśı que es un espacio polaco.
Esto prueba que 3) implica 4).

Supongamos, por último, que 4) es cierto. Entonces (CL(X), τF ) es un
espacio polaco. En particular (CL(X), τF ) es metrizable y separable. Por el
Teorema 1.34, (CL(X), τF ) es segundo numerable y como es metrizable, en
particular es T2. Entonces (CL(X), τF ) es T2 y segundo numerable. Luego,
por el Teorema 2.42, X es localmente compacto y segundo numerable. Esto
prueba que 4) implica 1).

Terminamos la sección con el siguiente resultado, el cual combina lo
enunciado en los teoremas 2.41 y 2.42.

Teorema 2.45. Si X es localmente compacto y segundo numerable, entonces
los hiperespacios (2X , τF ) y (CL(X), τF ) son T2, localmente compactos y
segundo numerables.

Demostración. Como X es localmente compacto, por el Teorema 2.26,
(CL(X), τF ) es localmente compacto y T2. Utilizando ahora el Teorema 2.42,
deducimos que (CL(X), τF ) también es segundo numerable.

En el caso de (2X , τF ), por el Teorema 2.18, (2X , τF ) es compacto. Usan-
do el Teorema 2.41, se sigue que (2X , τF ) también es segundo numerable y
T2. Entonces (2X , τF ) es compacto y T2, aśı que es localmente compacto.

2.8. Propiedades de Conexidad

El objetivo de esta sección es encontrar condiciones simples que pedirle
a X, para garantizar que los hiperespacios 2X y CL(X) sean conexos con
la topoloǵıa de Fell. Para el caso de la topoloǵıa de Vietoris, las condiciones
que se piden son en realidad, muy sencillas. Para mostrar esto consideremos,
para cada n ∈ N, la familia

Fn(X) = {A ⊆ X | 1 ≤ |A| ≤ n}.

Cuando X es T1, sucede que Fn(X) ⊆ CL(X), por lo que en Fn(X) pode-
mos considerar la topoloǵıa de Vietoris, que denotamos por τV , en lugar de
(τV )|Fn(X). Definimos ahora

F (X) =
⋃
n∈N

Fn(X).
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Entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.46. Supongamos que X es un espacio T1 y conexo. Entonces
se cumplen las siguientes propiedades:

1) Fn(X) es conexo, para cada n ∈ N;

2) F (X) es un subconjunto conexo de CL(X) y denso en CL(X);

3) (CL(X), τV ) es conexo.

Demostración. Supongamos que X es T1 y que n ∈ N. Consideremos la
función fn : Xn → Fn(X) definida, para cada (x1, x2, . . . , xn) ∈ Xn, como

fn((x1, x2, . . . , xn)) = {x1, x2, . . . , xn}.

Es fácil ver que fn es suprayectiva. Por el Teorema 2.9, una subbase para
(Fn(X), τV ) es la familia

Sn = {U−∩Fn(X) | U es abierto en X}∪{V +∩Fn(X) | V es abierto en X},

donde
U− ∩ Fn(X) = {A ∈ Fn(X) | A ∩ U 6= ∅}

y
V + ∩ Fn(X) = {A ∈ Fn(X) | A ⊂ V }.

Sea U un abierto en X. Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} sea Ui =
∏n
j=1Bj , donde

Bi = U y Bj = X para cada j ∈ {1, 2, . . . , n} \ {i}. Es claro que cada Ui es
un abierto en el producto cartesiano Xn. Hagamos W =

⋃n
i=1 Ui. Notemos

que W es un abierto en Xn. Vamos a demostrar que

f−1
n (U− ∩ Fn(X)) = W.

Para ver esto, sea (x1, x2, . . . , xn) ∈ f−1
n (U− ∩ Fn(X)). Entonces

{x1, x2, . . . , xn} = fn((x1, x2, . . . , xn)) ∈ U− ∩ Fn(X),

por lo que {x1, x2, . . . , xn}∩U 6= ∅. Esto implica que existe i ∈ {1, 2, . . . , n}
tal que xi ∈ U, por lo que (x1, x2, . . . , xn) ∈ Ui ⊂ W. De esta manera
f−1
n (U− ∩ Fn(X)) ⊆ W. Si suponemos ahora que (x1, x2, . . . , xn) ∈ W, en-

tonces existe i ∈ {1, 2, . . . , n} tal que (x1, x2, . . . , xn) ∈ Ui. Por tanto xi ∈ U.
Esto implica que {x1, x2, . . . , xn} ∩ U 6= ∅, por lo que (x1, x2, . . . , xn) ∈
f−1
n (U−∩Fn(X)). Luego W ⊆ f−1

n (U−∩Fn(X)), aśı que f−1
n (U−∩Fn(X)) =

W.
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Hasta el momento hemos demostrado que, para cada abierto subbásico
de (Fn(X), τV ) de la forma U− ∩ Fn(X), con U abierto en X, su imagen
inversa bajo fn es un abierto en el producto cartesiano Xn. Vamos a probar
que lo mismo sucede para los abiertos subbásicos de (Fn(X), τV ), que son
de la forma V +∩Fn(X), con V abierto en X. Tomemos entonces un abierto
V en X. Entonces V n es abierto en Xn. Además

f−1
n (V +∩Fn(X)) = {(x1, . . . , xn) ∈ Xn | fn((x1, . . . , xn)) ∈ V +∩Fn(X)}

= {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Xn | {x1, x2, . . . , xn} ∈ V + ∩ Fn(X)}
= {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Xn | {x1, x2, . . . , xn} ⊆ V } = V n.

Esto prueba que f−1
n (V +∩Fn(X)) es abierto en Xn. Por tanto fn : Xn →

Fn(X) es una función continua.

A partir de este momento, supongamos que X es T1 y conexo. Como X
es conexo, el producto cartesiano Xn es conexo. Además Fn(X) = fn(Xn)
y fn es una función continua, por lo que Fn(X) es conexo. Esto prueba 1).

Para el segundo enunciado, por definición F (X) =
⋃
n∈N Fn(X) aśı que,

de acuerdo con 1), F (X) es una unión de subconjuntos conexos de CL(X).
Como ∅ 6= F1(X) ⊂ Fn(X), para cada n ∈ N, sucede que

⋂
n∈N Fn(X) 6= ∅.

Por tanto, F (X) es conexo. Para ver que es denso en (CL(X), τV ), sea U un
abierto no vaćıo en (CL(X), τV ). Tomemos un elemento A ∈ U y un abierto
básico 〈U1, U2, . . . , Un〉 en (CL(X), τV ), tales que

A ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉 ⊆ U .

Entonces Ui es abierto y no vaćıo en X, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Dada
i ∈ {1, 2, . . . ,m}, tomemos un elemento xi ∈ Ui. Entonces {x1, x2, . . . , xm} ∈
Fm(X) ⊂ F (X) y, además, {x1, x2, . . . , xm} ∈ 〈U1, U2, . . . , Um〉 ⊆ U . Enton-
ces U ∩ F (X) 6= ∅. Esto prueba que F (X) es denso en (CL(X), τV ) y, aśı,
2) es cierto.

Finalmente, de acuerdo con 2), ClCL(X)(F (X)) = CL(X). Además, por
2) mismo, F (X) es conexo. Como la cerradura de un conjunto conexo es
conexa, se sigue que (CL(X), τV ) es conexo. Esto prueba 3).

En [20, Teorema 4.10, p. 165] se extiende el Teorema 2.46 de modo que
podemos concluir el siguiente resultado.

Teorema 2.47. Sean X un espacio T1 y E tal que F (X) ⊆ E ⊆ CL(X).
Si es conexo alguno de los espacios X, E o Fn(X) (para alguna n ∈ N),
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entonces todos los espacios X, E y Fn(X) (para cada n ∈ N) son conexos,
considerando en E y en cada Fn(X) la topoloǵıa τV .

Del Teorema 2.47 se sigue que si X es T1 y (CL(X), τV ) es conexo,
entonces X es conexo. Combinando este resultado con el Teorema 2.46,
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.48. Sea X un espacio T1. Entonces X es conexo si y sólo si
(CL(X), τV ) es conexo.

Ahora vamos a considerar la conexidad de los hiperespacios, cuando se
considera la topoloǵıa de Fell. Comenzamos con el siguiente resultado.

Proposición 2.49. Sea X un espacio KC. Si X es conexo, entonces el
hiperespacio (CL(X), τF ) es conexo.

Demostración. Como X es KC, en particular, X es T1. Si X es además
conexo, entonces X es T1 y conexo. Luego, por el Teorema 2.48, (CL(X), τV )
es conexo. Ahora bien, como X es KC, el Teorema 2.12 indica que τF ⊆ τV .
Esto implica que (CL(X), τF ) es conexo. En efecto, si no es aśı, entonces
existen dos abiertos no vaćıos U y V en (CL(X), τF ) tales que CL(X) = U∪V
y U ∩ V = ∅. Como τF ⊆ τV , U y V son abiertos no vaćıos en (CL(X), τV )
cuya unión es CL(X) y cuya intersección es vaćıa. Luego (CL(X), τV ) no es
conexo, lo cual es una contradicción. Por tanto, (CL(X), τF ) es conexo.

Podŕıamos pensar que si X es T1 y conexo entonces, como sucede con
la topoloǵıa de Vietoris, el hiperespacio (CL(X), τF ) es conexo. Esto no es
aśı, tal y como hacemos ver en el siguiente resultado. Recordemos que un
espacio topológico es hereditariamente compacto si todos sus subespacios
son compactos.

Teorema 2.50. Existe un espacio topológico (X, τ) con las siguientes pro-
piedades:

1) (X, τ) es T1, conexo, hereditariamente compacto y no es KC;

2) en CL(X) tenemos que τV ⊆ τF y τF * τV ;

3) (CL(X), τV ) es conexo y (CL(X), τF ) no es conexo.

Demostración. Supongamos que (X, τ) es un espacio topológico tal que
X es infinito y τ es la topoloǵıa del complemento finito, es decir,

τ = {∅} ∪ {A ⊂ X | X \A es finito}.
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Entonces (X, τ) es T1 pues, para x ∈ X, el complemento X \ {x} de {x} es
abierto, justo porque X \ (X \ {x}) = {x} es finito. Entonces {x} es cerrado
en (X, τ), para cada x ∈ X. Esto prueba que (X, τ) es T1. También (X, τ)
es conexo. Para ver esto, supongamos que (X, τ) no es conexo. Entonces
existen dos subconjuntos abiertos y no vaćıos U y V de (X, τ) tales que
X = U ∪ V y U ∩ V = ∅. Entonces X \ U y X \ V son dos subconjuntos
finitos de X tales que (X \U)∪ (X \ V ) = X. Luego X es finito. Como esto
es una contradicción, (X, τ) es conexo.

Para ver que (X, τ) es hereditariamente compacto sean A ⊆ X y U =
{Us : s ∈ S} una familia de abiertos en (X, τ) tales que A ⊂

⋃
s∈S Us.

Tomemos un elemento a ∈ A y s0 ∈ S tales que a ∈ Us0 . Entonces X \ Us0
es finito. En particular (X \ Us0) ∩ A es finito y, como cada elemento de
dicho conjunto se encuentra en un miembro de U , deducimos que A puede
ser cubierto con una cantidad finita de elementos de U . Luego A es compacto.
Esto prueba que (X, τ) es hereditariamente compacto.

Consideremos un punto p ∈ X y el conjunto infinito Ap = X \{p}. Como
(X, τ) es hereditariamente compacto, Ap es compacto. Si Ap es cerrado,
entonces X \Ap = {p} es abierto. Luego X \ {p} = Ap es finito. Como esto
es una contradicción, Ap no es cerrado en (X, τ). Por tanto, (X, τ) no es
KC. Esto termina la prueba de 1).

Ahora bien, como (X, τ) es T1 y conexo, por el Teorema 2.48, (CL(X), τV )
es conexo.

Como (X, τ) es compacto, por el Teorema 2.12, en 2X sucede que τV ⊆
τF . Dicha contención se mantiene en CL(X). Supongamos que B es un sub-
conjunto no vaćıo de X, abierto en X y tal que B 6= X (B puede ser, por
ejemplo, el conjunto Ap que definimos antes). Como (X, τ) es hereditaria-
mente compacto, B es compacto. Luego (X \ B)+ ∩ CL(X) ∈ τF . Como B
es abierto en (X, τ), el conjunto X \B es finito. Además

(X \B)+ ∩ CL(X) = {A ∈ CL(X) | A ⊆ X \B}.

Notemos que X /∈ (X \ B)+ ∩ CL(X). Por tanto (X \ B)+ ∩ CL(X) es
un subconjunto propio de CL(X). También (X \ B)+ ∩ CL(X) 6= ∅ pues
si a ∈ X \ B, entonces {a} ∈ CL(X) y {a} ⊆ X \ B. Supongamos que
(X \B)+∩CL(X) ∈ τV . Como X \B es cerrado en X, por el Teorema 2.10,
el conjunto {A ∈ CL(X) | A ⊆ X \B} es cerrado en (CL(X), τV ). Entonces
(X \B)+ ∩CL(X) resulta ser un subconjunto no vaćıo y propio de CL(X),
que es tanto abierto como cerrado en el espacio conexo (CL(X), τV ). Esto es
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una contradicción. Por tanto (X\B)+∩CL(X) no es abierto en (CL(X), τV ).
Esto muestra que (X \B)+ ∩ CL(X) ∈ τF \ τV , por lo que τF * τV . Aśı 2)
se cumple.

Para terminar la prueba de 3), basta mostrar que (CL(X), τF ) no es
conexo. Supongamos, como antes, que B es un subconjunto no vaćıo de X,
abierto en X y tal que B 6= X. Entonces

B− ∩ CL(X) = {A ∈ CL(X) | A ∩B 6= ∅}

es un abierto en (CL(X), τF ). Como B 6= ∅, si a ∈ B, entonces {a} ∈ CL(X)
y {a}∩B 6= ∅. Por tanto B−∩CL(X) 6= ∅. Como B 6= X, para un elemento
c ∈ X \ B se tiene que {c} ∈ CL(X) y {c} ∩ B = ∅. Luego B− ∩ CL(X) 6=
CL(X). Como (X, τ) es hereditariamente compacto, B es compacto. Luego
(X \B)+ ∩ CL(X) es abierto en (CL(X), τF ). Además

CL(X) \ (B− ∩ CL(X)) = {A ∈ CL(X) | A ∩B = ∅} =

= {A ∈ CL(X) | A ⊆ X \B} = (X \B)+ ∩ CL(X).

Por tanto B− ∩CL(X) es cerrado en (CL(X), τF ). Hemos demostrado, aśı,
que B− ∩ CL(X) es un subconjunto no vaćıo y propio de CL(X), que es
tanto abierto como cerrado en (CL(X), τF ). Esto muestra que (CL(X), τF )
no es conexo y termina la demostración de 3).

Del Teorema 2.50 se sigue que la hipótesis de que X es un espacio KC,
dada en la Proposición 2.49, es esencial.

Regresando a la Proposición 2.49, al mostrar que (CL(X), τF ) es cone-
xo, podŕıamos pensar que (2X , τF ) debeŕıa ser conexo solicitando algo no
tan alejado de lo que le pedimos a CL(X). Sin embargo nuestra siguiente
proposición, que originalmente aparece en [7, Proposición 4, p. 123], nos ex-
pone que las condiciones se endurecen bastante en el caso de los cerrados
que incluyen al vaćıo.

Proposición 2.51. Sea X un espacio conexo y KC. Entonces (2X , τF ) es
conexo si y sólo si X no es compacto.

Demostración. ⇒] Supongamos que X es compacto. Entonces en (2X , τF )
el conjunto (X \ X)+ = ∅+ = {∅} es abierto. Por otro lado, la Proposi-
ción 2.25 nos dice que (2X , τF ) es T1. Por tanto, el unitario {∅} es un cerrado
de (2X , τF ). De esta manera {∅} es un subconjunto propio y no vaćıo de 2X ,
que es tanto abierto como cerrado en (2X , τF ). Luego (2X , τF ) no es conexo.
Como esto es una contradicción, deducimos que X no es compacto.
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⇐] Supongamos que X no es compacto. Vamos a probar que CL(X)
es denso en (2X , τF ). Sea {U1, U2, . . . , Un}− ∩ (X \ K)+ un abierto básico
no vaćıo de (2X , τF ). Entonces cada Ui es abierto en X y K es compacto.
Entonces K 6= X, por lo que (X \K)+ 6= ∅+ = {∅}. Esto implica que existe
un elemento en {U1, U2, . . . , Un}− ∩ (X \K)+ que se encuentra en CL(X).
De esta manera se prueba que CL(X) es denso en (2X , τF ). Ahora bien,
como X es KC y conexo, por la Proposición 2.49, (CL(X), τF ) es conexo.
Entonces 2X = Cl2X (CL(X)) es conexo.

Supongamos que X es un espacio conexo y KC. Entonces, por la Pro-
posición 2.51, la conexidad del hiperespacio (2X , τF ) es obtenida de la no
compacidad de X. Ahora vamos a mostrar que si X es un espacio T1, la
conexidad del hiperespacio (2X , τF ) es obtenida de la conexidad de cada hi-
perespacio (2Y , τF ), donde Y es una componente conexa de X. Para probar
esto necesitamos de algunos resultados y observaciones previos. Primero, si
X es un espacio topológico y Y es una componente conexa de X, entonces
Y es cerrado en X. Por tanto, 2Y ⊆ 2X .

A menos que digamos lo contrario, en lo que resta de la presente sección,
vamos a considerar que, para cada espacio topológico Z, 2Z y CL(Z) tienen
la topoloǵıa de Fell τF . Recordemos que si {X1, X2, . . . , Xn} es una familia
de espacios topológicos ajenos dos a dos, entonces la suma de dichos espacios,
denotada por X1 ⊕X2 ⊕ · · · ⊕Xn, es el conjunto X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xn con la
topoloǵıa τ definida como sigue: un subconjunto U de X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xn se
encuentra en τ si y sólo si U∩Xi es abierto en Xi, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Es conocido que un subconjunto A de X1∪X2∪· · ·∪Xn es cerrado en X1⊕
X2⊕· · ·⊕Xn si y sólo si A∩Xi es cerrado en Xi, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}
([9, Proposición 2.2.1, p. 74]). Por tanto, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, Xi es
abierto y cerrado en X1 ⊕X2 ⊕ · · · ⊕Xn.

De [9, Teorema 3.2.3, p. 138] se infiere que X1⊕X2⊕· · ·⊕Xn es compacto
si y sólo si Xi es compacto, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Utilizando este
resultado y [9, Proposición 2.2.3, p. 74], se sigue que un subespacio K de
X1 ⊕X2 ⊕ · · · ⊕Xn es compacto si y sólo si K ∩Xi es compacto, para cada
i ∈ {1, 2, . . . , n} justo porque K = (K ∩X1)⊕ (K ∩X2)⊕ · · · ⊕ (K ∩Xn).

Los lemas 2.52 y 2.54, que presentamos a continuación, aparecen en [7,
Lema 8 y Lema 9, p. 123].

Lema 2.52. Sean n ∈ N \ {1} y {X1, X2, . . . , Xn} una familia de espacios
topológicos ajenos dos a dos. Supongamos que X = X1 ⊕ X2 ⊕ · · · ⊕ Xn.
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Entonces la función

φn : CL(X1)× CL(X2)× · · · × CL(Xn)→ CL(X)

definida, para cada (A1, A2, . . . , An) ∈ CL(X1) × CL(X2) × · · · × CL(Xn),
como

φn(A1, A2, . . . , An) =
n⋃
i=1

Ai,

está bien definida y es continua.

Demostración. Para simplificar la notación, hagamos

C = CL(X1)× CL(X2)× · · · × CL(Xn).

Tomemos un punto (A1, A2, . . . , An) ∈ C. Dada i ∈ {1, 2, . . . , n}, el conjunto
Ai es cerrado y no vaćıo en Xi. Como Xi es cerrado en X, sucede que
Ai es cerrado y no vaćıo en X. Entonces

⋃n
i=1Ai es una unión finita de

subconjuntos cerrados y no vaćıos de X. Luego, dicha unión es cerrada y no
vaćıa. Esto muestra que φn(A1, A2, . . . , An) ∈ CL(X), aśı que φn está bien
definida.

Para ver que φn es continua, haremos ver que la imagen inversa, bajo
φn de cada abierto subbásico de CL(X), es un abierto en C. Supongamos
primero que V es un abierto en X. Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} hagamos
Vi = V ∩Xi,

Vi = CL(X1)× · · · × CL(Xi−1)× V −i × CL(Xi+1)× · · · × CL(Xn)

y V =
⋃n
i=1 Vi. Como V es abierto en X, tenemos que Vi es abierto en Xi.

Luego V −i es abierto en CL(Xi). Esto implica que Vi es abierto en C. Por lo
tanto, V es abierto en C. Vamos a probar que

φ−1
n (V −) = V.

Sea (A1, A2, . . . , An) ∈ φ−1
n (V −). Entonces φn(A1, A2, . . . , An) ∈ V −. Luego(⋃n

j=1Aj

)
∩ V 6= ∅, por lo que

⋃n
j=1(Aj ∩ V ) 6= ∅. Sea i ∈ {1, 2, . . . , n} tal

que Ai ∩ V 6= ∅. Entonces

Ai ∩ Vi = Ai ∩ (V ∩Xi) = (Ai ∩Xi) ∩ V = Ai ∩ V 6= ∅.

Esto implica queAi ∈ V −i . Luego (A1, A2, . . . , An) ∈ Vi ⊆ V.Hemos probado
que φ−1

n (V −) ⊆ V.
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Supongamos ahora que (A1, A2, . . . , An) ∈ V. Tomemos i ∈ {1, 2, . . . , n}
tal que (A1, A2, . . . , An) ∈ Vi. Luego Ai ∈ V −i , por lo que

∅ 6= Ai ∩ Vi = Ai ∩ (V ∩Xi) = Ai ∩ V,

es decir Ai∩V 6= ∅. Luego
(⋃n

j=1Aj

)
∩V 6= ∅, de donde (A1, A2, . . . , An) ∈

φ−1
n (V −). Esto prueba que V ⊆ φ−1

n (V −). Por tanto, la imagen inversa bajo
φn de todo abierto subbásico de CL(X) de la forma V −, con V abierto en
X, es un abierto en C.

Ahora sea K un subespacio compacto de X. Para cada i ∈ {1, . . . , n},
sea Ki = K ∩Xi. Entonces cada Ki es un subconjunto compacto de Xi, por
lo que cada (Xi \Ki)

+ es un subconjunto abierto de CL(Xi). Esto implica
que

H = (X1 \K1)+ × (X2 \K2)+ × · · · × (Xn \Kn)+

es un subconjunto abierto de C. Vamos a probar que

φ−1
n ((X \K)+) = H.

Para ver esto supongamos primero que (A1, A2, . . . , An) ∈ φ−1
n ((X \K)+).

Entonces φn(A1, A2, . . . , An) ∈ (X \K)+. Por tanto
⋃n
j=1Aj ⊆ X \K. Dada

i ∈ {1, 2, . . . , n} tenemos que Ai ⊆ X \ K y Ai ⊆ Xi. Luego Ai ∩ K = ∅,
por lo que Ai ∩ Ki = Ai ∩ (K ∩ Xi) = (Ai ∩ Xi) ∩ K = Ai ∩ K = ∅. En
consecuencia, Ai ∈ (Xi \Ki)

+, de donde (A1, A2, . . . , An) ∈ H. Esto prueba
que φ−1

n ((X \K)+) ⊆ H.

Supongamos ahora que (A1, A2, . . . , An) ∈ H. Dada i ∈ {1, 2, . . . , n}
tenemos que Ai ∈ (Xi \Ki)

+, por lo que ∅ = Ai ∩Ki = Ai ∩K. Por tanto(⋃n
j=1Aj

)
∩ K = ∅. Esto implica que φn(A1, A2, . . . , An) ∈ (X \ K)+ o,

lo que es lo mismo, que (A1, A2, . . . , An) ∈ φ−1
n ((X \K)+). Por tanto H ⊆

φ−1
n ((X \K)+). Esto prueba que la imagen inversa, bajo φn, de todo abierto

subbásico de CL(X) de la forma (X \K)+, con K un subconjunto compacto
de X, es abierto en C. Por consiguiente, φn es una función continua.

El resultado presentado en el lema anterior es válido en el hiperespacio
de los cerrados. Su enunciado queda como sigue.

Lema 2.53. Sean n ∈ N \ {1} y {X1, X2, . . . , Xn} una familia de espacios
topológicos ajenos dos a dos. Supongamos que X = X1 ⊕ X2 ⊕ · · · ⊕ Xn.
Entonces la función

φn : 2X1 × 2X2 × · · · × 2Xn → 2X
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definida, para cada (A1, A2, . . . , An) ∈ 2X1 × 2X2 × · · · × 2Xn , como

φn(A1, A2, . . . , An) =
n⋃
i=1

Ai,

está bien definida, es continua y suprayectiva.

Demostración. La prueba de que φn está bien definida y es continua es
similar a la la presentada en el Lema 2.52. Para ver que φn es suprayectiva,
sea A ∈ 2X . Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} sea Ai = A∩Xi. Entonces Ai ∈ 2Xi

por lo que (A1, A2, . . . , An) es un elemento de 2X1 × 2X2 × · · · × 2Xn tal que

φn(A1, A2, . . . , An) =

n⋃
i=1

Ai =

n⋃
i=1

(A ∩Xi) = A ∩

(
n⋃
i=1

Xi

)
= A ∩X = A.

Esto prueba que φn es suprayectiva.

Lema 2.54. Sea X un espacio T1. Entonces la familia de todos los subcon-
juntos cerrados de X, que intersectan a lo más un número finito de compo-
nentes conexas de X, es densa en (2X , τF ).

Demostración. Supongamos que A es la familia de todos los subconjuntos
cerrados de X, que intersectan a lo más un número finito de componentes
conexas de X. Sea U un abierto básico y no vaćıo de (2X , τF ). Si el vaćıo es
el único cerrado de X del que U es vecindad entonces, como ∅ ∈ A, sucede
que U ∩ A 6= ∅. Entonces podemos suponer que existe A ∈ CL(X) tal que
U es vecindad de A. Notemos que U = {V1, V2, . . . , Vn}− ∩ (X \K)+, donde
cada Vi es abierto en X y K es un subconjunto compacto que X. Luego
A ⊆ X \ K y A ∩ Vi 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Podemos entonces
tomar un punto ai ∈ A ∩ Vi, para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Sea B = {a1, a2, . . . , an}. Entonces B ∈ CL(X), B ∩ Vi 6= ∅ para toda
i ∈ {1, 2, . . . , n} y, además B ⊆ A ⊆ X \K. Luego B ∈ {V1, V2, . . . , Vn}− ∩
(X \K)+ = U . Notemos que B intersecta a lo más n componentes conexas
de X, por lo que B ∈ A. Luego U ∩ A 6= ∅. Esto prueba que A es denso en
(2X , τF ).

Estamos listos para probar el resultado mencionado en la página 67, que
involucra la conexidad de 2X y de 2Y , donde Y es una componente conexa
de X. En su demostración utilizaremos el hecho de que si {Ms | s ∈ S} es
una familia de subconjuntos conexos de un espacio topológico y, para cada
r, s ∈ S existe t ∈ S tal que Mt ∩Mr 6= ∅ y Mt ∩Ms 6= ∅, entonces la unión⋃
s∈SMs es conexa.
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Teorema 2.55. Sea X un espacio T1 tal que (2Y , τF ) es conexo para cada
componente conexa Y de X. Entonces (2X , τF ) es conexo.

Demostración. Notemos que el teorema que deseamos probar es trivial si
X es conexo. Supondremos, por tanto, que X no es conexo. Afirmamos que

a) si X tiene un número finito de componentes conexas, entonces (2X , τF )
es conexo.

Para ver a), supongamos que Y1, Y2, . . . , Ym son las componentes co-
nexas de X. Entonces X se puede escribir como la unión de la familia
{Y1, Y2, . . . , Ym} de subconjuntos abiertos de X, ajenos dos a dos. Luego, por
[9, Proposición 2.2.4, p. 74], X = Y1⊕Y2⊕· · ·⊕Ym. Además, por hipótesis,
2Yi es conexo para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Por tanto 2Y1 × 2Y2 × · · · × 2Ym es
conexo. Sea

φm : 2Y1 × 2Y2 × · · · × 2Ym → 2X

la función definida, para cada (A1, A2, . . . , Am) ∈ 2Y1×2Y2×· · ·×2Ym , como

φm(A1, A2, . . . , Am) =
m⋃
i=1

Ai.

Por el Lema 2.53, φm está bien definida, es continua y suprayectiva. Entonces

2X = φm
(
2Y1 × 2Y2 × · · · × 2Ym

)
es la imagen continua de un conjunto conexo. Esto prueba a).

De a) se sigue que si Z es un espacio topológico con un número finito
de componentes conexas, entonces 2Z es conexo. También, por a), supone-
mos que X posee una cantidad infinita de componentes conexas. Para cada
n ∈ N sea Fn la colección de los subconjuntos cerrados de X que poseen
exactamente n componentes conexas de X. Para toda n ∈ N\{1}, definimos

Dn = {F ∈ 2X | F intersecta a lo más a n componentes conexas de X}.

Supongamos que n ∈ N \ {1}. Afirmamos que

b) Dn =
⋃
Z∈Fn

2Z .

Para probar lo anterior, sea F ∈ Dn. Entonces F intersecta a lo más a
las componentes conexas C1, C2, . . . , Cm de X, con m ≤ n. Como las compo-
nentes conexas de X forman una partición de X, tenemos que F ⊆

⋃m
i=1Ci.
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También las componentes conexas de X son cerradas en X y tenemos una
infinidad de ellas. Entonces existe Z0 ∈ Fn tal que C1, C2, . . . , Cm son com-
ponentes conexas de Z0. Luego F ∈ 2Z0 . Esto muestra que Dn ⊆

⋃
Z∈Fn

2Z .

Si suponemos ahora que G ∈
⋃
Z∈Fn

2Z , entonces existe W ∈ Fn tal que

G ∈ 2W . Notemos que W es un subconjunto cerrado de X con exactamente
n componentes conexas de X. Además G es un subconjunto cerrado de W
y, por tanto también de X, aśı que G intersecta a lo más n componentes
conexas de X. Luego G ∈ Dn. Esto prueba b).

Afirmamos ahora que

c) si Z1, Z2 ∈ Fn, entonces existe Z3 ∈ Fn tal que 2Z3 ∩ 2Z1 6= ∅ y
2Z3 ∩ 2Z2 6= ∅.

Para ver esto sean Z1, Z2 ∈ Fn. Entonces Z1 y Z2 son subconjuntos
cerrados de X con exactamente n componentes conexas de X. Sean C y
D componentes conexas de Z1 y Z2, respectivamente. Como X tiene una
infinidad de componente conexas, existe un subconjunto cerrado Z3 de X
con exactamente n componentes conexas, de modo que dos componentes
conexas de Z3 son justo C y D, si C∩D = ∅, o bien una componente conexa
de Z3 es C, si C = D. Esto implica que 2Z3 ∩ 2Z1 6= ∅ y 2Z3 ∩ 2Z2 6= ∅,
probando aśı c).

Ahora vamos a probar que

d) si Z ∈ Fn, entonces 2Z es conexo.

Para probar d) sea Z ∈ Fn. Entonces Z es un subconjunto cerrado de
X con exactamente n componentes conexas, es decir, con un número finito
de componentes conexas. Entonces, por lo que mencionamos después de la
prueba de a), 2Z es conexo. Estro muestra d).

De c) y d) se sigue que
⋃
Z∈Fn

2Z es conexo. Luego, por b), Dn es conexo.
Ahora definimos D =

⋃
n∈N\{1}Dn. Entonces D es la familia de todos los

subconjuntos cerrados de X, que intersectan a lo más un número finito de
componentes conexas de X. Por el Lema 2.54, D es denso en 2X . Como cada
Dn es conexo y Dn ⊆ Dn+1, para cada n ∈ N \ {1}, sucede que

⋃
n∈N\{1}Dn

es conexo. Entonces D es denso y conexo en 2X . Luego, 2X es conexo.

El Teorema 2.55 muestra condiciones en subespacios del hiperespacio
2X , para que éste resulte ser conexo. En el siguiente resultado, mostramos
condiciones en X, para garantizar que el hiperespacio (2X , τF ) es conexo.



2.8. PROPIEDADES DE CONEXIDAD 73

Teorema 2.56. Sea X un espacio topológico. Entonces se cumplen las si-
guientes condiciones:

1) si X es KC y ninguna componente conexa de X es compacta, entonces
(2X , τF ) es conexo;

2) si existe un subconjunto compacto, abierto y no vaćıo de X, entonces
(2X , τF ) es disconexo;

3) sea X un espacio KC donde cada componente conexa de X es abierta.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

3.1) ninguna componente conexa de X es compacta;

3.2) (2X , τF ) es conexo;

3.3) ningún subconjunto abierto y no vaćıo de X es compacto.

Demostración. Antes de probar 1) veamos que la propiedad KC es he-
reditaria. Supongamos que X es un espacio KC y sea K un subespacio
compacto de Y ⊆ X. Por tanto, K es un subespacio compacto de X. En
vista de que X es KC, se sigue que K es cerrado en X. Luego K ∩ Y = K
es cerrado en Y. Esto muestra que Y es KC.

Para probar 1) supongamos que Y es una componente conexa de X.
Como X es KC y dicha propiedad es hereditaria, sucede que Y es KC. Te-
nemos aśı que Y es conexo y KC. Además, por hipótesis, Y no es compacto.
Luego, por la Proposición 2.51, 2Y es conexo. Hemos probado que 2Y es
conexo, para cada componente conexa de Y. Por tanto, por el Teorema 2.55,
2X es conexo.

Para probar 2), sea K un subconjunto compacto, abierto y no vaćıo de
X. Como K 6= ∅, es claro que X /∈ (X \K)+. Además ∅ ∈ (X \K)+. Luego
(X \ K)+ es un subconjunto abierto, propio y no vaćıo de 2X . Vamos a
probar que (X \ K)+ también es cerrado en 2X . Sea A ∈ 2X \ (X \ K)+.
Entonces A∩K 6= ∅, de donde A ∈ K−. En vista de que K es abierto en X,
resulta que K− es un subconjunto abierto de 2X tal que A ∈ K−.

Notemos que si B ∈ K−, entonces B ∈ 2X y B ∩ K 6= ∅, por lo que
B /∈ (X \K)+. Esto muestra que K− ⊆ 2X \ (X \K)+. Con esto probamos
que 2X \ (X \K)+ es abierto en 2X . Luego (X \K)+ es cerrado en 2X . Esto
implica que 2X es disconexo.
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Para probar 3), supongamos que X un espacio KC donde cada compo-
nente conexa de X es abierta. Si 3.1) se cumple entonces, por 1), (2X , τF )
es conexo. Aśı 3.1) implica 3.2).

Supongamos ahora que 3.2) se cumple. Si existe un subconjunto com-
pacto, abierto y no vaćıo de X sucede, por 2), que 2X es disconexo. Esto
contradice 3.2), aśı que ningún subconjunto abierto y no vaćıo de X es
compacto. Esto prueba que 3.2) implica 3.3).

Ahora supongamos que 3.3) se cumple. Sea Y una componente conexa
de X y supongamos que Y es compacto. Entonces Y es abierto, no vaćıo y
compacto, contradiciendo 3.3). Luego ninguna componente conexa de X es
compacta. Esto prueba que 3.3) implica 3.1) y, con esto, la prueba de 3)
termina.

2.9. Metrizabilidad y Convergencia

Esta sección está principalmente basada en el art́ıculo [28]. Recordemos
que si X es un espacio topológico, entonces

2X = {A ⊆ X | A es cerrado en X}, CL(X) = {A ∈ 2X | A 6= ∅}

y
K(X) = {A ⊆ X | A es compacto y A 6= ∅}.

Notemos que CL(X) ∩ K(X) es la familia de los subconjuntos no vaćıos
de X que son cerrados y compactos. Es claro que a CL(X) ∩ K(X) le
podemos dar la topoloǵıa de Vietoris que denotaremos por τV , en lugar
de (τV )|CL(X)∩K(X). También es claro que si X es KC, entonces K(X) ⊆
CL(X). Si X es compacto y KC, entonces CL(X) ∩K(X) = CL(X).

Vamos a indicar la manera usual de darle a CL(X) una métrica cuya to-
poloǵıa inducida es la de Vietoris. Posteriormente daremos condiciones, bajo
las cuales, podemos definir una métrica en CL(X) cuya topoloǵıa inducida
es la de Fell. Para realizar lo primero, requerimos de la siguiente noción.

Definición 2.57. Sean (X, d) un espacio métrico, x ∈ X y A ⊆ X. Defini-
mos la distancia de x a A como

d(x,A) = ı́nf{d(x, a) | a ∈ A}.

Si r es un número real mayor que cero, la nube de tamaño r alrededor de
A ⊆ X, denotada por N(A, r), es el conjunto de puntos de X cuya distancia
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a A es menor a r. Es decir

N(A, r) = {y ∈ X | d(y,A) < r}.

Para un conjunto unitario {x}, la nube N({x}, r) será abreviada como
N(x, r). En el siguiente resultado mencionamos algunas propiedades de las
nubes.

Teorema 2.58. Supongamos que (X, d) es un espacio métrico.

1) N(D, ε) es un abierto en X tal que D ⊆ N(D, ε), para cada D ⊆ X y
toda ε > 0;

2) si D ⊆ E, entonces N(D, ε) ⊆ N(E, ε), para cada ε > 0;

3) si ε, δ > 0 son tales que ε ≤ δ, entonces N(D, ε) ⊆ N(D, δ), para cada
D ⊆ X;

4) si A ∈ K(X) y U es un abierto en X tal que A ⊆ U, entonces existe
ε > 0 tal que N(A, ε) ⊆ U.

Demostración. Si x ∈ X y ε > 0, definimos

B(x, ε) = {y ∈ X | d(x, y) < ε}.

Es claro que cada conjunto de la forma B(x, r) con r > 0, es abierto en
X. No es dif́ıcil probar que, para cada D ⊆ X y toda ε > 0, tenemos que
N(D, ε) =

⋃
x∈D B(x, ε). Por tanto N(D, ε) es un abierto en X tal que

D ⊆ N(D, ε). Esto prueba 1).

La prueba de 2) se sigue del hecho de que un elemento x de N(D, ε)
dista de un punto de D en menos que ε. Como D ⊆ E, x también dista de
un punto de E en menos que ε. Luego x se encuentra en N(E, ε).

La demostración de 3) es trivial.

Para probar 4) sean A y U como se indican. Para cada a ∈ A tenemos que
a ∈ U, aśı que al ser U un abierto en X, existe εa > 0 tal que B(a, εa) ⊆ U.
Notemos que la familia {B(a, εa2 ) | a ∈ A} es una cubierta abierta del espacio
compacto A. Por tanto existen n ∈ N y a1, a2, . . . , an ∈ A tales que

A ⊂
n⋃
i=1

B
(
ai,

εai
2

)
.
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Sea ε = mı́n
{ εai

2 | i ∈ {1, 2, . . . , n}
}
. Tomemos x ∈ N(A, ε). Entonces existe

a ∈ A tal que d(x, a) < ε. Para dicho elemento a, existe i ∈ {1, 2, . . . , n} tal
que a ∈ B(ai,

εai
2 ). Luego

d(x, ai) ≤ d(x, a) + d(a, ai) < ε+
εai
2
≤ εai

2
+
εai
2

= εai .

Por tanto x ∈ B(ai, εai) ⊆ U. Esto prueba que N(A, ε) ⊆ U.

Con la noción de nube, es posible definir una métrica en el hiperespacio
CL(X), como indicamos a continuación.

Definición 2.59. Sea (X, d) un espacio métrico y acotado. La métrica de
Hausdorff inducida por d en CL(X), denotada por Hd, está definida como
sigue: para cualesquiera A,B ∈ CL(X),

Hd(A,B) = ı́nf{r > 0 | A ⊆ N(B, r) y B ⊆ N(A, r)}.

Supongamos que (X, d) es un espacio métrico y acotado. En [13, Teore-
ma 2.2, p. 11] se prueba que Hd : CL(X) × CL(X) → [0,∞) es, en efecto,
una métrica en CL(X). Es conocido que para cada A,B ∈ CL(X),

Hd(A,B) = máx {sup{d(a,B) | a ∈ A}, sup{d(b, A) | b ∈ B}} .

En [13, Comentario 2.5, p. 13] se prueba que si (X, d) es un espacio métrico,
entonces es posible restringir Hd a K(X)×K(X). En otras palabras, para
calcular la métrica de Hausdorff en CL(X), debemos pedir que la métrica d
de X está acotada. Pero esto no es necesario si queremos calcular la métrica
de Hausdorff entre elementos de K(X).

En [24, Teorema 1.33, p. 18] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.60. Sea (X, d) un espacio métrico. Si A,B ∈ K(X) y ε > 0,
entonces

Hd(A,B) < ε si y sólo si A ⊆ N(B, ε) y B ⊆ N(A, ε).

A la topoloǵıa inducida en CL(X) por la métrica de Hausdorff, la de-
notaremos por τHd

. En [13, Teorema 3.1, p. 16] se prueba que si (X, d) es
un espacio métrico, entonces (CL(X) ∩ K(X), τV ) es un espacio metriza-
ble y, además, τV = τHd

. En [13, Teorema 3.2, p. 18] se prueba que si el
espacio topológico (X, τ) es metrizable, entonces (CL(X) ∩ K(X), τV ) es
metrizable y, además, si d es una métrica en X cuya topoloǵıa inducida es
τ, entonces τV = τHd

. Posteriormente, en [13, Teorema 3.4] se prueba que si
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(X, τ) es un espacio T1, entonces (CL(X), τV ) es metrizable si y sólo si X
es compacto y metrizable. En tal situación, X resulta ser compacto y KC
aśı que CL(X) ∩K(X) = CL(X). Por tanto, cuando (X, τ) es compacto y
metrizable no sólo (CL(X), τV ) es metrizable sino que también si d es una
métrica en X cuya topoloǵıa inducida es τ, entonces τV = τHd

.

Supongamos ahora que X es un espacio T2, compacto y segundo nu-
merable. Por el Teorema 1.35, X es metrizable. Luego X es compacto y
metrizable y, como comentamos al final del párrafo anterior, la topoloǵıa
de Vietoris y la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff coinciden
en CL(X). Como X es compacto y T2, por el Teorema 2.12, la topoloǵıa
de Vietoris coincide con la topoloǵıa de Fell. Por consiguiente, cuando X es
un espacio T2, compacto y segundo numerable, la topoloǵıa de Fell, la de
Vietoris y la inducida por la métrica de Hausdorff son iguales en CL(X).

Sabemos que los espacios localmente compactos y T2 son espacios T3 1
2

(ver [30, Teorema 19.3, p. 163]). Notemos que si X es un espacio T2, local-
mente compacto y segundo numerable, entonces, por el Teorema 1.35, X es
metrizable. Supongamos que d es una métrica en X cuya topoloǵıa inducida
es la de X. Como X es localmente compacto y segundo numerable, por el
Teorema 2.44, (CL(X), τF ) es metrizable e incluso, por el Teorema 2.45,
(CL(X), τF ) es también un espacio T2, localmente compacto y segundo nu-
merable. Vamos a indicar cómo definir una métrica en CL(X) cuya topoloǵıa
inducida es τF . Como X es localmente compacto y T2, por el Teorema de la
Compactación de Alexandroff ([8, Teorema 8.4, p. 246]), podemos considerar
la compactación por un punto de X la cual, como indicamos en la Subsec-
ción 1.3.3, denotamos por ωX o bien por X ∪ {ω}. Naturalmente pensamos
que X está encajado en ωX como un subconjunto abierto. Entonces a cada
punto de X le corresponde un único punto en ωX \ {ω} y viceversa.

Como ya indicamos en la Subsección 1.3.3 en la página 15, ωX es com-
pacto y T2. Más aún, como X es segundo numerable, ωX es metrizable ([8,
Teorema 8.6, p. 247]). Además, como ωX es de Lindelöf (por ser compacto),
por el Teorema 1.34, ωX es segundo numerable. Tenemos aśı que ωX es
metrizable, compacto y segundo numerable. Sea d̃ una métrica en ωX cuya
topoloǵıa inducida es la de ωX. Como ωX contiene una copia de X y d es
una métrica en X cuya topoloǵıa inducida es la de X, las métricas d y d̃
deben ser consistentes en X (es decir, la distancia con respecto a d entre dos
puntos x y y de X, debe ser la misma que la distancia con respecto a d̃ entre
los puntos de ωX \{ω} que se corresponden con x y y). En vista de que ωX
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es un espacio metrizable, compacto y segundo numerable, el Corolario 1.25
nos dice que ωX es un espacio localmente compacto y segundo numerable.
Usando el Teorema 2.40 sabemos que (CL(ωX), τF ) es metrizable y, más
aún, la topoloǵıa de Fell en CL(ωX) coincide con la de Vietoris y con la in-
ducida por la métrica de Hausdorff H

d̃
en en el hiperespacio CL(ωX), de los

subconjuntos cerrados y no vaćıos de CL(X). Lo que falta es convencernos
de que, restringiendo H

d̃
a CL(ωX \ {ω}) × CL(ωX \ {ω}), obtendremos

una métrica en CL(X) cuya topoloǵıa inducida es τF .

Como X es T2, en particular X es KC y T1. Entonces, por la Proposi-
ción 2.14, τF es admisible. Esto significa que la función

h : X → (2X , τF ) definida por h(x) = {x} (2.10)

es un encaje. Entonces h se puede extender a ωX y, la prueba de esto, es
como la que dimos en la Proposición 2.14.

Teorema 2.61. Sea X un espacio T2 y localmente compacto. Supongamos
que ωX = X ∪ {ω} es la compactación por un punto de X. Entonces la
función

h̃ : ωX → (2X , τF ) definida por h̃(y) =

{
{y}, si y ∈ ωX \ {ω};
∅, si y = ω

es un encaje.

Los resultados anteriores indican que el espacio compacto (2X , τF ) con-
tiene una copia de X y también una copia de ωX. Vamos a probar que el
hiperespacio CL(ωX), con la topoloǵıa de Vietoris, contiene una copia del
hiperespacio 2X , con la topoloǵıa de Fell.

Ahora definimos la función C : 2X → CL(ωX) tal que, para cada F ∈
2X , C(F ) = F ∪{ω}. Es importante tener en cuenta el abuso de notación, ya
que en la igualdad C(F ) = F∪{ω}, los puntos de F ⊆ ωX en el lado derecho
de la igualdad son los puntos de F ⊆ X del lado izquierdo identificados
bajo la compactación de Alexandroff. Es de esperar que no sea necesario
mencionar a cada momento tal hecho. Vamos a probar que la función C es
un encaje. Para esto, utilizaremos el siguiente resultado, cuya demostración
puede verse en [25, Teorema 2.2].

Teorema 2.62. Sea X un espacio T2, localmente compacto y segundo nu-
merable. Una sucesión (Fn)n de subconjuntos cerrados de X converge, en
(2X , τF ) a un subconjunto cerrado F de X si y sólo si se satisfacen las
siguientes propiedades:
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(1) si un subconjunto compacto K de X es tal que K ∩ F = ∅, entonces
K ∩ Fn = ∅ para toda n ∈ N, salvo un número finito de ellas;

(2) si un abierto U en X cumple U ∩ F 6= ∅, entonces U ∩ Fn 6= ∅ para
toda n ∈ N, salvo un número finito de ellas.

En [18, Teorema 1-2-2, p. 6], se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.63. Sea X un espacio T2, localmente compacto y segundo nu-
merable. Una sucesión (Fn)n de subconjuntos cerrados de X converge, en
(2X , τF ) a un subconjunto cerrado F de X si y sólo si se satisfacen las
siguientes propiedades:

(1) para cada x ∈ F existe m ∈ N tal que para toda n ≥ m, existe xn ∈ Fn
de modo que la sucesión (xn)∞n=m aśı formada, converge a x;

(2) si (Fnk
)k es una subsucesión de (Fn)n y (xnk

)k es una sucesión en X
que converge a x y es tal que xnk

∈ Fnk
, para cada k ∈ N, entonces

x ∈ F.

Proposición 2.64. Sea X un espacio T2, localmente compacto y segundo
numerable. Supongamos que ωX = X ∪ {ω} es la compactación por un
punto de X. Entonces la función C : (2X , τF ) → (CL(ωX), τV ) definida,
para F ∈ 2X , como C(F ) = F ∪ {ω} es un encaje.

Demostración. Es claro que la función C es inyectiva. Como X es local-
mente compacto y segundo numerable, por el Teorema 2.45, (2X , τF ) es T2,
localmente compacto y segundo numerable. De hecho, (2X , τF ) es compacto
(Teorema 2.18). Ya comentamos que (CL(ωX), τV ) es metrizable (con la
métrica de Hausdorff H

d̃
), aśı que dicho espacio es T2. Por tanto C es una

función inyectiva de un espacio compacto a un espacio T2. Si probamos que
C es continua resultará, por [9, Teorema 3.1.13], que C es un homeomor-
fismo en su imagen. De esta manera tendremos que C es un encaje. Ahora
bien, como X segundo numerable (por tanto, también primero numerable)
y T2, para ver que C es una función continua en un elemento F ∈ 2X , basta
verificar que para cada sucesión (Fn)n en 2X que converge a F, sucede que
la sucesión (C(Fn))n converge a C(F ) ([9, Proposición 1.6.15 y Proposición
1.6.17]).

De tal modo, supongamos que (Fn)n es una sucesión en 2X que converge
a F ∈ 2X . Notemos que cada Fn es cerrado en el compacto ωX. Luego cada
Fn es compacto. Por las mismas razones, F es compacto. Esto implica que
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F ∪{ω} = C(F ) y cada conjunto Fn∪{ω} = C(Fn) son compactos. Entonces
podemos considerar la métrica de Hausdorff H

d̃
(C(Fn), C(F )).

Para probar que la sucesión (C(Fn))n converge a C(F ) vamos a con-
siderar dos casos, a saber cuando F = ∅ y cuando F 6= ∅. Supongamos
primero que F = ∅. Entonces C(F ) = {ω}. Sea r > 0. Por la parte 1)
del Teorema 2.58, N(ω, r) es un abierto en ωX tal que ω ∈ N(ω, r). Luego
ωX\N(ω, r) es un cerrado en el compacto ωX, por tanto es compacto. Como
ω /∈ ωX\N(ω, r), se sigue que ωX\N(ω, r) es un subespacio compacto de X.
Además, de la condición F = ∅ se sigue que F ∩(ωX \N(ω, r)) = ∅. Como la
sucesión (Fn)n converge a F bajo τF , la primera parte del Teorema 2.62 dice
que existe m ∈ N tal que, para todo n ≥ m, Fn ∩ (ωX \N(ω, r)) = ∅. Luego
Fn ⊆ N(ω, r), para cada n ≥ m. Como también {ω} ⊆ N(ω, r), tenemos
que

C(Fn) = Fn ∪ {ω} ⊆ N(ω, r) = N(C(F ), r), para cada n ≥ m.

Puesto que {ω} ⊆ Fn ∪ {ω} = C(Fn), usando 2) del Teorema 2.58,

C(F ) = {ω} ⊆ N(ω, r) ⊆ N(C(Fn), r), para cada n ≥ m.

Por el Teorema 2.60, H
d̃
(C(Fn), C(F )) < r, para toda n ≥ m. Esto muestra

que la sucesión (C(Fn))n converge a C(F ), y termina la prueba en el caso
en que F = ∅.

Ahora supongamos que F 6= ∅. Sean ε > 0 y y ∈ F. Como F ⊆ X y
ω /∈ X, se sigue que y 6= ω. Puesto que ωX es T2, existen abiertos ajenos U
y V en ωX tales que y ∈ U y ω ∈ V. Debido a que {ω} ∈ K(ωX), por la
parte 4) del Teorema 2.58, existe r > 0 tal que N(ω, r) ⊆ V. Por la parte
3) del Teorema 2.58 podemos suponer, sin perder generalidad, que r < ε.
Notemos que y /∈ N(ω, r).

Sean Xr = ωX \N(ω, r) y F ′ = Xr ∩ F. Es claro que y ∈ F ′, por lo que
F ′ 6= ∅. Como Xr es el complemento del abierto N(ω, r) de X, tenemos que
Xr es cerrado en el compacto ωX. Luego Xr es compacto. En vista de que
ω /∈ Xr, se sigue que Xr es un subespacio compacto de X. Puesto que X es
T2, también Xr es cerrado en X. Luego F ′ = Xr ∩F es cerrado en X. Como
F ′ ⊆ Xr y Xr es compacto, tenemos que F ′ también es compacto. Usando
argumentos como los que acabamos de utilizar, se tiene que Xr \ N(F ′, r)
es un subconjunto compacto de X.

Ya que Xr ∩ F = F ′ ⊆ N(F ′, r), sucede que F ∩ (Xr \ N(F ′, r)) = ∅.
Puesto que la sucesión (Fn)n converge a F bajo τF , la condición (1) del
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Teorema 2.62 dice que existe m1 ∈ N tal que, para todo n ≥ m1, se cumple
Fn ∩ (Xr \N(F ′, r)) = ∅. Luego, Fn ∩Xr ⊆ N(F ′, r) para cada n ≥ m1.

Además, de F ′ ⊆ F y de la definición de la función C, tenemos que
C(F ′) ⊆ C(F ). Utilizando esto y la parte 3) del Teorema 2.58, tenemos que

N(C(F ), r) ⊇ N(C(F ′), r) = N(F ′ ∪ {ω}, r) = N(F ′, r) ∪N(ω, r)

⊇ (Fn ∩Xr) ∪N(ω, r) ⊇ (Fn ∩Xr) ∪ (Fn ∩N(ω, r)) ∪ {ω}
= Fn ∩ (Xr ∪N(ω, r)) ∪ {ω} = (Fn ∩ ωX) ∪ {ω}
= Fn ∪ {ω} = C(Fn).

Es decir que C(Fn) ⊆ N(C(F ), r) para toda n ≥ m1. Por otro lado, para
cualquier punto x ∈ F ′, como F ′ ⊆ F la nube N(x, r2) es un abierto de X que
intersecta a F. Usando que la sucesión (Fn)n converge a F bajo τF , la parte
(2) del Lema 2.62 dice que existe un entero k(x) tal que para n ≥ k(x) se
cumple Fn∩N(x, r2) 6= ∅. Es evidente que {N(x, r2) | x ∈ F ′} es una cubierta
abierta del compacto F ′, de donde existen x1, x2 . . . , xs puntos de F ′ tales
que

F ′ ⊆
s⋃
i=1

N
(
xi,

r

2

)
.

Sea m2 = máx{k(xi) | 1 ≤ i ≤ s}. Se sigue que para cualquier n ≥ m2,
Fn∩N(xi,

r
2) 6= ∅ para i ∈ {1, 2, . . . , s}. Ahora, la unión de las nubes de radio

r
2 alrededor de los puntos xi es una cubierta de F ′. Entonces F ′ ⊆ N(Fn, r)
para n ≥ m2. Mas aún, por como definimos a Xr, se cumple que

F = F ∩ (Xr ∪N(ω, r)) = (F ∩Xr) ∪ (F ∩N(ω, r)) ⊆ (F ′ ∪N(ω, r)) \ {ω}.

Entonces para cualquier n ≥ m2

N(C(Fn), r) = N(Fn ∪ {ω}, r) = N(Fn, r) ∪N(ω, r)

⊇ F ′ ∪N(ω, r) ⊇ F ∪ {ω} = C(F ).

En el segundo renglón de la última ecuación, usamos las dos contenciones
que anteriormente hab́ıamos razonado, con lo cual finalmente obtenemos que
C(F ) ⊆ N(C(Fn), r), para cada n ≥ m2.

Tomando a m = máx{m1,m2} se sigue que

C(Fn) ⊆ N(C(F ), r) y C(F ) ⊆ N(C(Fn), r), para todo n ≥ m.

Luego, por el Teorema 2.60, H
d̃
(C(Fn), C(F )) < r < ε, para todo n ≥

m. Esto prueba que la sucesión (C(Fn))n converge a C(F ), y termina la
demostración.
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Utilizando la métrica de Hausdorff H
d̃

en CL(ωX), podemos considerar
la función ρ : 2X × 2X → [0,∞] definida, para A,B ∈ 2X como

ρ(A,B) = H
d̃
(C(A), C(B)).

Ya que la función C es inyectiva (pues es un encaje), tenemos que ρ es una
métrica en 2X . Ahora podemos mostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.65. La topoloǵıa en 2X inducida por la métrica ρ coincide con
la topoloǵıa de Fell. El encaje C : (2X , τF ) → (CL(ωX), τH) es un encaje
isométrico bajo las métricas ρ y H

d̃
.

Demostración. Al tener que C es un encaje de 2X en CL(ωX), fijémonos
únicamente en ωX. Dadas las caracteŕısticas de X, ωX es compacto y T2.
De tal forma sabemos que la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff
coincide con la topoloǵıa de Fell en CL(ωX).



Caṕıtulo 3

Dinámica en Hiperespacios

3.1. Introducción

Dados dos sistemas dinámicos (X, f) y (Y, g), puede pasar que una pro-
piedad P que se cumpla en (X, f) implique que en (Y, g) se cumple otra
propiedad Q. Incluso puede pasar que (X, f) satisface P si y sólo si (Y, g)
satisface Q. Durante este caṕıtulo, para un sistema dinámico (X, f), consi-
deraremos como P a las propiedades de transitividad, mezclado y mezclado
débil. CL(X) equipado con la topoloǵıa de Fell será el espacio Y . En la
Sección 3.3 veremos una manera de definir, bajo condiciones especiales so-
bre X y sobre f , una función continua CLf : CL(X) → CL(X). De esta
manera, tomando a g como CLf , tenemos dos sistemas dinámicos (X, f) y
(CL(X), CLf ). En el presente caṕıtulo veremos que para cada una de las
propiedades P (transitividad, mezclado y mezclado débil) existe una pro-
piedad Q de modo que (X, f) cumple P si y sólo si (CL(X), CLf ) cumple
Q. También discutiremos lo que sucede cuando en CL(X) consideramos la
topoloǵıa de Vietoris.

3.2. Primeras Consideraciones

Sean X un espacio topológico y f : X → X una función continua. Du-
rante el resto del caṕıtulo, a menos que sea expĺıcitamente mencionado,
trabajaremos con el sistema dinámico (X, f), al que llamaremos sistema ba-
se. Incluso, al espacio X le llamaremos espacio base y a f, función base.
Diremos que f es compatible con una colección A de subconjuntos de X, si
para toda A ∈ A se cumple que f(A) ∈ A. Como en el caṕıtulo anterior, a
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partir de X podemos considerar el hiperespacio

CL(X) = {F ⊆ X | F es cerrado en X y F 6= ∅},

al cual le podemos dar tanto la topoloǵıa de Vietoris como la de Fell. Inde-
pendientemente de la topoloǵıa que elijamos, es importante obtener condi-
ciones bajo las que f sea compatible con CL(X) pues, de esta manera, queda
bien definida la función CLf : CL(X)→ CL(X) que a cada F ∈ CL(X) le
asigna el valor

CLf (F ) = f(F ) = {f(x) | x ∈ F}.

Diremos que CLf es la función inducida de f en CL(X). Notemos que si
F ∈ CL(X), entonces F 6= ∅, aśı que CLf (F ) = f(F ) 6= ∅. Si pedimos que
f sea una función cerrada (Definición 1.27), entonces CLf (F ) ∈ CL(X).
Esto muestra que si f es una función cerrada, entonces f es compatible con
CL(X). Ya que tenemos esto, ahora debemos obtener condiciones bajo las
que CLf resulte ser continua cuando en CL(X) consideramos la topoloǵıa de
Vietoris, y cuando consideramos la topoloǵıa de Fell. A esto nos enfocaremos
en la Sección 3.3. Una vez obtenido esto, tendremos dos sistemas dinámicos,
a saber ((CL(X), τV ), CLf ) y ((CL(X), τF ), CLf ), a los que llamaremos
sistemas dinámicos inducidos por el sistema base (X, f).

Saber que (X, f) induce los sistemas dinámicos ((CL(X), τV ), CLf ) y
((CL(X), τF ), CLf ), nos permite preguntarnos por relaciones entre dichos
sistemas dinámicos. Si P yQ son propiedades dinámicas (ver Definición 1.38)
y, por ejemplo, (X, f) posee la propiedad P, nos interesa determinar si alguno
de ((CL(X), τV ), CLf ) o ((CL(X), τF ), CLf ) también posee la propiedad P,
o bien si uno posee la propiedad P y el otro la propiedad Q, o bien ambos
poseen la propiedad Q. También estamos interesados en saber si, conociendo
que alguno de los sistemas dinámicos inducidos posee una propiedad dinámi-
ca, digamos P, se deduce que el sistema base también tiene la propiedad P,
o bien la propiedad Q. Resolver situaciones como las que hemos planteado,
significa hacer dinámica en hiperespacios. En el presente trabajo, nos en-
focaremos en las propiedades dinámicas que consideramos en la Definición
1.40 y veremos que, cuando se las aplicamos al sistema dinámico inducido
((CL(X), τF ), CLf ), el sistema base (X, f) posee una propiedad dinámica.

Algunas propiedades dinámicas, como el ser una función transitiva, ser
una función débilmente mezclante, ser una función mezclante, tener un pun-
to fijo, tener un punto periódico, o bien tener un conjunto denso de puntos
periódicos, no dependen de una métrica en el espacio X que aparece en el
sistema dinámico base (X, f). Diremos que éstas son propiedades dinámicas
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topológicas. Para dichas propiedades, como ya hemos definido una topoloǵıa
en CL(X) (la de Vietoris o bien la de Fell), podemos hacer dinámica en hi-
perespacios sin importarnos si en CL(X) tenemos definida una métrica. Sin
embargo, existen propiedades dinámicas, como la sensibilidad bajo condi-
ciones iniciales o la transitividad por cadenas, que requieren de una métrica
para poder hablar de ellas. Diremos que éstas son propiedades dinámicas
métricas. Para hacer dinámica en hiperespacios con las propiedades dinámi-
cas métricas, necesitamos garantizar primero que el correspondiente hiper-
espacio CL(X) (cuando se considera con la topoloǵıa de Vietoris o bien con
la de Fell) sea metrizable y, más aún, que tengamos definida una métrica en
CL(X).

El Teorema 2.24 muestra que X es compacto y metrizable si y sólo si
(CL(X), τV ) también es metrizable. Por tanto, si el espacio X no es com-
pacto, las propiedades dinámicas métricas, tales como la sensibilidad a con-
diciones iniciales o la entroṕıa basada en métrica (las cuales son muy impor-
tantes en la Teoŕıa de los Sistemas Dinámicos), no podrán utilizarse para
hacer dinámica en hiperespacios con la topoloǵıa de Vietoris. En este sentido
se suele considerar que la topoloǵıa de Vietoris no siempre resulta la mejor
elección para hacer dinámica en hiperespacios de espacios métricos que no
son compactos. Por supuesto que todo es cuestión de gustos, pues si por
ejemplo, queremos hacer dinámica en hiperespacios de continuos (es decir,
de espacios métricos, compactos, conexos y no vaćıos), entonces la topoloǵıa
de Vietoris resulta muy conveniente, además de que dicha topoloǵıa coincide
con la de Fell, ya que el espacio base es compacto y T2 (ver Teorema 2.12).

Supongamos ahora que X es un espacio localmente compacto y segun-
do numerable. Entonces del Teorema 2.44 se tiene que (CL(X), τF ) es un
espacio polaco. En particular (CL(X), τF ) es metrizable. Más aun, por el
Teorema 2.45, (CL(X), τF ) es T2, localmente compacto y segundo nume-
rable. Esto implica que podemos hacer dinámica en hiperespacios con la
topoloǵıa de Fell, cuando el espacio base es localmente compacto y segundo
numerable, utilizando en el hiperespacio CL(X) tanto propiedades dinámi-
cas topológicas como métricas. Luego podemos preguntarnos si del hecho de
que el sistema dinámico inducido posea una propiedad dinámica métrica, se
sigue que el sistema base posee una propiedad dinámica topológica. Esto nos
da más libertad y, por dicha razón, suele considerarse que la topoloǵıa de
Fell es una mejor elección para hacer dinámica en hiperespacios de espacios
topológicos localmente compactos y segundo numerables.

Terminamos la presente sección indicando que, para la función inducida



86 CAPÍTULO 3. DINÁMICA EN HIPERESPACIOS

CLf : CL(X)→ CL(X), se cumple que si F ∈ CL(X), entonces

(CLf )n(F ) = fn(F ), para toda n ∈ N.

Aśı, una vez que garanticemos que CLf es una función continua, podremos
decir que la órbita de F bajo CLf , es análoga a la órbita del conjunto F
bajo f en el sistema original.

3.3. La Función Inducida

Supongamos que (X, f) es un sistema dinámico y que f es una función
cerrada. Como indicamos en la sección anterior, queda bien definida la fun-
ción inducida CLf : CL(X) → CL(X) que a cada F ∈ CL(X) le asigna el
valor CLf (F ) = f(F ). Ahora debemos encontrar condiciones para X, para
f , o ambos, de manera que CLf sea continua pensando que dicho hiper-
espacio posee la topoloǵıa de Vietoris o bien la de Fell. Como muestra el
siguiente resultado, si deseamos trabajar con la topoloǵıa de Vietoris, no
debemos pedir más.

Teorema 3.1. Supongamos que (X, f) es un sistema dinámico y que f es
una función cerrada. Entonces la función inducida CLf : (CL(X), τV ) →
(CL(X), τV ) es continua.

Demostración. Supongamos que U es un abierto básico en (CL(X), τV ).
Entonces existen n ∈ N y abiertos W1,W2, . . . ,Wn en X tales que U =
〈W1,W2, . . . ,Wn〉. Vamos a demostrar que

(CLf )−1(〈W1,W2, . . . ,Wn〉) = 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉. (3.1)

Para probar (3.1) no es necesario que f sea cerrada, dicha condición se ha
utilizado impĺıcitamente para justificar que CLf está bien definida. Supon-
gamos primero que

K ∈ (CLf )−1(〈W1,W2, . . . ,Wn〉).

Entonces K ∈ CL(X) y CLf (K) = f(K) ∈ 〈W1,W2, . . . ,Wn〉. Esto implica
que f(K) ⊆W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Wn, por lo que

K ⊆ f−1(f(K)) ⊆ f−1

(
n⋃
i=1

Wi

)
=

n⋃
i=1

f−1(Wi).

Tomemos ahora i ∈ {1, 2, . . . , n}. Como f(K) ∈ 〈W1,W2, . . . ,Wn〉, resulta
que f(K) ∩Wi 6= ∅. Esto implica que K ∩ f−1(Wi) 6= ∅. De esta manera K
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es un subconjunto de
⋃n
i=1 f

−1(Wi) que intersecta a cada conjunto f−1(Wi).
Luego K ∈ 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉. Esto prueba que

(CLf )−1(〈W1,W2, . . . ,Wn〉) ⊆ 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉.

Para probar la otra contención, supongamos ahora que

K ∈ 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉.

Entonces K ⊆
⋃n
i=1 f

−1(Wi). Luego

f(K) ⊆ f

(
n⋃
i=1

f−1(Wi)

)
=

n⋃
i=1

f(f−1(Wi)) ⊆
n⋃
i=1

Wi.

Sea i ∈ {1, 2, . . . , n}. Como K ∈ 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉, tene-
mos que K ∩f−1(Wi) 6= ∅. Esto implica que f(K)∩Wi 6= ∅. De esta manera
f(K) es un subconjunto de

⋃n
i=1Wi que intersecta a cada conjunto Wi. Lue-

go f(K) ∈ 〈W1,W2, . . . ,Wn〉, de donde K ∈ (CLf )−1(〈W1,W2, . . . ,Wn〉).
Entonces

〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉 ⊆ (CLf )−1(〈W1,W2, . . . ,Wn〉).

Esto prueba (3.1), aśı que la imagen inversa bajo CLf , del abierto básico
U , es el abierto básico 〈f−1(W1), f−1(W2), . . . , f−1(Wn)〉. Luego CLf es
continua.

Dar condiciones bajo las que la función inducida CLf : (CL(X), τF ) →
(CL(X), τF ) sea continua, requiere más trabajo. Vamos a realizarlo, hacien-
do ver primero que la función inducida 2f : (2X , τF ) → (2X , τF ) definida,
para K ∈ 2X \ {∅} como 2f (K) = f(K), es continua. Notemos que no
hemos indicado el valor que toma 2f en el conjunto vaćıo y éste es, preci-
samente, parte del trabajo que se tiene que realizar para justificar que 2f

está bien definida y es continua, considerando en 2X la topoloǵıa de Fell.
Para resolver esto, la siguiente definición es de gran ayuda.

Definición 3.2. Supongamos que X es un espacio T2 y que f : X → X es
una función. Decimos que

1) f converge a b ∈ X en el infinito, si para toda sucesión (xn)n de
puntos de X que no tenga subsucesiones convergentes en X, sucede
que la sucesión (f(xn))n converge a b;
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2) f converge a infinito en el infinito, si para toda sucesión (xn)n de
puntos de X que no posee subsucesiones convergentes en X, resulta
que la sucesión (f(xn))n tampoco tiene subsucesiones convergentes en
X;

3) f converge en el infinito, si f cumple con 1) o bien con 2).

Notemos que si f : X → X es convergente a b ∈ X en el infinito entonces,
por la unicidad del ĺımite en espacios T2, no existe c ∈ X \ {b} tal que f
es convergente a c en el infinito. Por tanto, una función convergente en el
infinito, converge a un único elemento de X en el infinito, o bien converge a
infinito en el infinito.

Supongamos ahora que X es un espacio T2, localmente compacto y se-
gundo numerable. Como ya hemos indicado en los caṕıtulos anteriores, al
ser X un espacio localmente compacto y T2, podemos considerar la compac-
tación por un punto de X, la cual denotamos por ωX o bien por X ∪ {ω}.
También ya indicamos que las condiciones impuestas en X, implican que
ωX es compacto y metrizable. Sea i : X → ωX el encaje natural definido
por i(x) = x. Notemos que dada una función continua g : X → X, es posible
producir una función continua ĝ : ωX \ {ω} → ωX \ {ω} que queda definida
por ĝ(y) = g

(
i−1(y)

)
, para y ∈ ωX \ {ω}. Más aún, utilizando el encaje

natural i : X → ωX, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 3.3. Sea X un espacio T2, localmente compacto y segundo
numerable. Si una función continua f : X → X converge en el infinito,
entonces f puede ser extendida a una función continua f̄ : ωX → ωX, donde
ωX es la compactación por un punto de X. Más aún, si b es el elemento de
X tal que f converge a b en el infinito, entonces f̄(ω) = i(b), mientras que
si f converge a infinito en el infinito, entonces f̄(ω) = ω.

Demostración. Supongamos que f : X → X converge en el infinito. Como
mencionamos en el párrafo anterior, podemos primero extender f a una
función continua f̂ : ωX \ {ω} → ωX \ {ω}. Ahora vamos a extender f̂ a
ωX y denotaremos dicha extensión como f̄ . Naturalmente f̄(x) = f̂(x) para
cada x ∈ ωX \ {ω}. Para definir f̄ en ω procedemos como sigue: en vista
de que f converge en el infinito, existe un único elemento b de X tal que f
converge a b en el infinito, o bien f converge a infinito en el infinito. En el
primer caso, definimos f̄(ω) = i(b) y, en el segundo caso, hacemos f̄(ω) = ω.

Para probar que f̄ : ωX → ωX es continua, basta verificar que es con-
tinua en ω. Además, como ωX es segundo numerable y, por ende también
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primero numerable, la continuidad es equivalente a la continuidad por su-
cesiones. Supongamos entonces que (xn)n es una sucesión en ωX \ {ω} que
converge a ω. Entonces (xn)n, vista como sucesión en X, no posee subsuce-
siones convergentes. Si f converge a b en el infinito, tenemos que (f(xn))n
converge a b. Como f̄(xn) = f̂(xn) = f

(
i−1(xn)

)
= f(xn), la sucesión

(f̄(xn))n converge a i(b) = f̄(ω) en ωX. Esto muestra que f̄ es continua en
ω cuando f converge a b en el infinito.

Para el otro caso, recordemos que un espacio X es secuencialmente com-
pacto si X es un espacio T2 y cualquier sucesión de puntos en X posee
una subsucesión convergente. Se sigue que un espacio compacto y métrico
es secuencialmente compacto [9, Teorema 4.1.17, p. 256]. Sin embargo, tal
como se ve en [9, Ejemplo 3.10.38, p. 210] no cualquier espacio compacto es
secuencialmente compacto.

Supongamos que f converge a infinito en el infinito. Entonces la sucesión
(f(xn))n no posee subsucesiones convergentes en X. Sin embargo, como ωX
es un espacio compacto y metrizable, la sucesión (f(xn))n vista en ωX, posee
una subsucesión convergente. Notemos que si alguna subsucesión convergen-
te de (f(xn))n converge a un elemento de ωX \ {ω}, entonces la sucesión
(f(xn))n posee una subsucesión convergente en X. Como esto es un absurdo,
toda subsucesión convergente de (f(xn))n, converge a ω en ωX. En particu-
lar hemos demostrado para toda sucesión (xn)n en ωX \ {ω} que converge
a ω, existe una subsucesión (xnk

)k de (xn)n tal que la sucesión (f̄(xnk
))k

converge a ω = f̄(ω). Entonces f̄ es continua en ω, cuando f converge a
infinito en el infinito. De esta manera probamos que f̄ es continua.

Intentando no crear un embrollo con la notación y en el entendido de
que i denota al encaje de X en ωX, tomaremos la convención de escribir
f̄(x) = f(x), para cada x ∈ X, en lugar de f̄(i(x)) = f̂(i(x)) = f(x).

Estamos en condiciones de definir formalmente a 2f . Para esto suponga-
mos que X es un espacio T2 y que f : X → X es una función cerrada y que
converge en el infinito. Definimos la función 2f : 2X → 2X como sigue:

a) si F ∈ 2X \ {∅}, entonces 2f (F ) = f(F );

b) si f converge a b ∈ X en el infinito, entonces 2f (∅) = {b};

c) si f converge a infinito en el infinito, entonces 2f (∅) = ∅.

De esta manera, la función 2f está bien definida. Ahora daremos con-
diciones, bajo las cuales, 2f : (2X , τF ) → (2X , τF ) es continua. Recordemos
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que si X y Y son espacios topológicos, entonces una función g : X → Y es
propia si g es continua y, para todo subespacio compacto K de Y, se cumple
que g−1(K) es un subespacio compacto de X. Como probamos en la Pro-
posición 1.30 , cuando X y Y son localmente compactos y T2, del hecho de
que g : X → Y sea propia, se sigue que g es cerrada.

Teorema 3.4. Supongamos que X es un espacio T2, localmente compacto y
segundo numerable. Sea f : X → X una función propia tal que f converge a
b ∈ X en el infinito. Entonces la función inducida 2f : (2X , τF ) → (2X , τF )
es continua.

Demostración. Como X es segundo numerable y localmente compacto,
por el Teorema 2.41, (2X , τF ) es T2 y segundo numerable. Entonces (2X , τF )
es primero numerable y, por tanto, la continuidad de 2f equivale a la con-
tinuidad por sucesiones. Tomemos un elemento F ∈ 2X . Para probar que
2f es continua en F, sea (Fn)n una sucesión en 2X que converge a F. Va-
mos a mostrar, utilizando el Teorema 2.62, que la sucesión (2f (Fn))n en 2X ,
converge a 2f (F ).

Supongamos primero que F 6= ∅. Entonces 2f (F ) = f(F ) y, sin perder
generalidad, podemos suponer que cada Fn es diferente del vaćıo. Sea K un
subconjunto compacto de X tal que 2f (F ) ∩K = ∅. Luego f(F ) ∩K = ∅.
Entonces F ∩ f−1(K) = ∅. Como f es propia, f−1(K) es un subconjunto
compacto de X. Como la sucesión (Fn)n converge a F, por la parte (1) del
Teorema 2.62, existe m ∈ N tal que Fn∩f−1(K) = ∅, para cualquier n ≥ m.
Aśı, f(Fn) ∩ K = ∅, de donde 2f (Fn) ∩ K = ∅. Por otro lado, si U es un
subconjunto abierto de X tal que 2f (F )∩U 6= ∅, entonces f(F )∩U 6= ∅, por
lo que debido a la continuidad de f, f−1(U) es un subconjunto abierto de X
tal que f−1(U)∩F 6= ∅. La parte (2) del Teorema 2.62 indica que existe s ∈ N
tal que, para todo n ≥ s, sucede que Fn∩f−1(U) 6= ∅. Luego f(Fn)∩U 6= ∅,
implicando que 2f (Fn) ∩ U 6= ∅. De todo esto, por el Teorema 2.62, la
sucesión (2f (Fn))n converge a 2f (F ) bajo la topoloǵıa de Fell.

Ahora supongamos que F = ∅. Como f es convergente a b en el infinito,
2f (F ) = 2f (∅) = {b}. Sea K un subespacio compacto de X tal que 2f (F ) ∩
K = ∅. Entonces b /∈ K. Si existe m ∈ N tal que Fn = ∅, para cada n ≥ m,
entonces 2f (Fn) = {b} siempre que n ≥ m. Esto implica que 2f (Fn)∩K = ∅,
para toda n ≥ m que es lo que queremos. Si no existe un número natural m
tal que Fn = ∅ para cada n ≥ m, entonces es posible obtener una subsucesión
de (Fn)n cuyos elementos se encuentran en 2X \{∅}. Para evitar trabajar con
demasiados sub́ındices, podemos suponer, sin perder generalidad, que Fn 6= ∅
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para cada n ∈ N. Luego 2f (Fn) = f(Fn), para toda n ∈ N. Supongamos que
no existe un número natural k tal que 2f (Fn) ∩ K = ∅, para toda n ≥ k.
Entonces es posible obtener una subsucesión (Fni)i de la sucesión (Fn)n tal
que 2f (Fni) ∩ K 6= ∅, para todo i ∈ N. Luego f(Fni) ∩ K 6= ∅, para cada
i ∈ N y, por tanto, existe una sucesión (xni)i en X tal que

xni ∈ Fni ∩ f−1(K), para cada i ∈ N.

Supongamos que la sucesión (xni)i tiene una subsucesión (xnij
)j convergen-

te, digamos a un punto x ∈ X. Como xnij
∈ Fnij

para toda j ∈ N y la

subsucesión (Fnij
)j de (Fn)n converge a F , sucede que x ∈ F , por la parte

(2) del Teorema 2.63. Esto es una contradicción, pues estamos suponiendo
que F = ∅. Por tanto, la sucesión (xni)i no posee subsucesiones convergen-
tes. Como f es convergente a b en el infinito, la sucesión (f(xni))i converge
a b. Como f(xni) ∈ K y K es compacto, resulta que b ∈ K. Esto contradice
el hecho de que b /∈ K. La contradicción nace de suponer que no existe un
número natural k tal que 2f (Fn)∩K = ∅, para toda n ≥ k. Por consiguiente,
existe un número natural k tal que 2f (Fn) ∩K = ∅, para toda n ≥ k.

Ahora tomemos un abierto U de X tal que 2f (F ) ∩ U 6= ∅. Entonces
b ∈ U, pues 2f (F ) = 2f (∅) = {b}.

Al igual que como hicimos cuando consideramos el compacto K, si existe
m ∈ N tal que Fn = ∅, para cada n ≥ m, entonces 2f (Fn) = {b} siempre que
n ≥ m. Luego 2f (Fn)∩U 6= ∅, para todo n ≥ m, que es lo que queremos. Si
no existe un número natural m tal que Fn = ∅ para cada n ≥ m, entonces es
posible obtener una subsucesión de (Fn)n cuyos elementos se encuentran en
2X \{∅}. Para evitar trabajar con demasiados sub́ındices, podemos suponer,
sin perder generalidad, que Fn 6= ∅ para cada n ∈ N. Luego 2f (Fn) = f(Fn),
para toda n ∈ N. Ahora bien, para cada número natural n, tomemos un
elemento xn ∈ Fn. Supongamos que la sucesión (xn)n aśı formada, posee
una subsucesión convergente. Esto implica (como hicimos ver cuando con-
sideramos el compacto K), por la parte (2) del Teorema 2.63, que F 6= ∅.
Como esto es una contradicción, la sucesión (xn)n no posee subsucesiones
convergentes. Como f es convergente a b en el infinito, la sucesión (f(xn))n
converge a b. Del hecho de que b ∈ U y de la convergencia de la sucesión
(f(xn))n a b, existe r ∈ N tal que f(xn) ∈ U, para todo n ≥ r. Luego
2f (Fn) ∩ U 6= ∅, para todo n ≥ r. De todo esto, por el Teorema 2.62, la
sucesión (2f (Fn))n converge a 2f (F ) bajo la topoloǵıa de Fell.

Teorema 3.5. Sean X un espacio topológico y f : X → X una función.
Entonces se cumplen las siguientes propiedades:
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1) Si X es KC y f es tal que 2f : (2X , τF )→ (2X , τF ) está bien definida
y es continua, entonces f es continua.

2) Supongamos que X es un espacio T2, localmente compacto y segundo
numerable. Consideremos que f converge a b en el infinito. Entonces
para todo subconjunto compacto K de X tal que b /∈ K, el conjunto
f−1(K) es compacto.

3) Supongamos que X es un espacio T2, localmente compacto y segundo
numerable. Consideremos que f es convergente a infinito en el infinito.
Entonces para todo subconjunto compacto K de X, el conjunto f−1(K)
es compacto.

Demostración. Para probar 1), consideremos la familia F1(X) = {{x} |
x ∈ X}. Debido a que X es KC, como hicimos ver en la demostración
de la Proposición 2.14, las funciones g1 : X → F1(X) y g2 : F1(X) → X
definidas, para x ∈ X, como g1(x) = {x} y g2({x}) = x son homeomorfismos
(de hecho g1 es la inversa de g2). Puesto que 2f está bien definida y es
continua, la restricción (2f )|F1(X) : F1(X) → F1(X) es continua. Notemos

que (2f )|F1(X)({x}) = {f(x)}, para cada x ∈ X. Esto implica que f =

g2 ◦ (2f )|F1(X) ◦ g1, por lo que f es continua.

Ahora supongamos que X es un espacio T2, localmente compacto y se-
gundo numerable. Como ya hemos indicado, esto implica que X es metri-
zable. Para probar 2), supongamos que f es convergente a b en el infinito.
Sea K un subconjunto compacto de X tal que b /∈ K. Si f−1(K) = ∅,
entonces f−1(K) es compacto. Consideremos, por tanto, que f−1(K) 6= ∅.
Más aún, supongamos que f−1(K) no es compacto. Como X es metriza-
ble, el subespacio f−1(K) de X es metrizable y no compacto. Luego, por
la Proposición 1.36, existe una sucesión (xn)n en f−1(K) que no posee sub-
sucesiones convergentes en X. Como f es convergente a b en el infinito, la
sucesión (f(xn))n converge a b. Como f(xn) ∈ K, para cada n ∈ N, resul-
ta que b ∈ K (usando la compacidad de K). En vista de que esto es una
contradicción, f−1(K) es compacto. Esto prueba 2).

Para verificar 3), supongamos que f es convergente a infinito en el in-
finito. Sea K un subconjunto compacto de X. Para verificar que f−1(K)
procedemos como en el párrafo anterior en donde, la situación importante
se da cuando suponemos que f−1(K) es un subconjunto no vaćıo de X que
no es compacto. Entonces, por la Proposición 1.36, existe una una sucesión
(xn)n en f−1(K) que no posee subsucesiones convergentes en X. Como f es
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convergente a infinito en el infinito, la sucesión (f(xn))n, de elementos en el
conjunto compacto K, no posee subsucesiones convergentes. Esto contradice
la Proposición 1.36 y muestra 3).

Aún falta ver que la función 2f es continua si f converge a infinito en el
infinito.

Teorema 3.6. Supongamos que X es un espacio T2, localmente compacto
y segundo numerable. Sea f : X → X una función continua, cerrada que
converge a infinito en el infinito. Entonces f es propia y la función inducida
2f : (2X , τF )→ (2X , τF ) es continua.

Demostración. Como f es cerrada y converge a infinito en el infinito, la
función inducida 2f está bien definida y, además, 2f (∅) = ∅. La parte 3)
del Teorema 3.5 dice que f es propia. Por la Proposición 3.3, si ωX es la
compactación por un punto de X, entonces f puede ser extendida a una
función continua f̄ : ωX → ωX, de forma que f̄(ω) = ω.

Ya que X es T2, localmente compacto y segundo numerable, resulta que
X es metrizable. Sea d una métrica en X cuya topoloǵıa inducida es la
de X. Como indicamos en la página 77, ωX también es metrizable. Sea
d̃ una métrica en ωX cuya topoloǵıa inducida es la de ωX. Naturalmente
pensamos que las métricas d y d̃ son consistentes en X. Como hicimos ver,
el hiperespacio (CL(ωX), τV ) es metrizable y, más aún, la topoloǵıa de Fell
en CL(ωX) coincide con la de Vietoris y con la inducida por la métrica
de Hausdorff H

d̃
en el hiperespacio CL(ωX), de los subconjuntos cerrados

y no vaćıos de ωX. Consideremos la función C : (2X , τF ) → (CL(ωX), τV )
definida, para F ∈ 2X , como

C(F ) = F ∪ {ω}.

Por la Proposición 2.64, C es un encaje. Además, la función ρ : (2X , τF ) ×
(2X , τF )→ [0,∞] definida, para A,B ∈ 2X como

ρ(A,B) = H
d̃
(C(A), C(B)),

es una métrica en 2X cuya topoloǵıa inducida es τF .

Notemos que (ωX, f̄) es un sistema dinámico. Como f̄ : ωX → ωX
es una función continua y ωX es un espacio compacto y T2, la Proposi-
ción 1.28 nos dice que la función f̄ : ωX → ωX es cerrada. Entonces, por
el Teorema 3.1, la función inducida CLf̄ : (CL(ωX), τV ) → (CL(ωX), τV )
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es continua. Con todos estos elementos, podemos probar que la función in-
ducida 2f : (2X , τF )→ (2X , τF ) es continua. Como hicimos ver en el primer
párrafo de la demostración del Teorema 3.4, la continuidad de 2f equiva-
le a su continuidad por sucesiones. Tomemos un elemento F ∈ 2X . Para
probar que 2f es continua en F, sea (Fn)n una sucesión en 2X que con-
verge a F. Vamos a mostrar que la sucesión (2f (Fn))n en 2X , converge a
2f (F ). Como la función C : (2X , τF ) → (CL(ωX), τV ) es continua, la su-
cesión (C(Fn))n converge a C(F ) en (CL(ωX), τV ). Como también la fun-
ción inducida CLf̄ : (CL(ωX), τV )→ (CL(ωX), τV ) es continua, la sucesión
(CLf̄ (C(Fn)))n converge a CLf̄ (C(F )). Notemos que, para cada n ∈ N,
como f̄ es una extensión de f,

CLf̄ (C(Fn)) = f̄(C(Fn)) = f̄(Fn ∪ {ω}) = f̄(Fn) ∪ {f̄(ω)} =

= f̄(Fn) ∪ {ω} = f(Fn) ∪ {ω} = 2f (Fn) ∪ {ω} = C(2f (Fn))

y, de forma similar, CLf̄ (C(F )) = 2f (F ) ∪ {ω} = C(2f (F )). De esta ma-
nera, en el hiperespacio (CL(ωX), τV ), la sucesión (C(2f (Fn)))n converge a
C(2f (F )). Luego la sucesión de distancias (H

d̃
(C(2f (Fn)), C(2f (F ))))n con-

verge a cero. Esto implica, de acuerdo con la definición de ρ, que la sucesión
de distancias (ρ(2f (Fn), 2f (F )))n converge a cero. Por lo tanto, la sucesión
(2f (Fn))n converge a 2f (F ) en (2X , τF ).

Combinando los teoremas 3.4 y 3.6, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.7. Supongamos que X es un espacio T2, localmente compacto
y segundo numerable. Sea f : X → X una función propia que converge en el
infinito. Entonces la función inducida 2f : (2X , τF )→ (2X , τF ) es continua.

Con las condiciones impuestas aX y a f en el teorema anterior, el sistema
dinámico (X, f) induce un sistema dinámico ((2X , τF ), 2f ). Naturalmente,
bajo las mismas condiciones, la función inducida

CLf : (CL(X), τF )→ (CL(X), τF )

es continua. Sin embargo, como mostramos en el siguiente resultado, para
probar la continuidad de CLf no es necesario suponer que f converge en el
infinito. Recordemos que CLf (F ) = f(F ), para cada F ∈ CL(X).

Teorema 3.8. Supongamos que X es un espacio T2, localmente compacto y
segundo numerable. Si f : X → X es una función propia, entonces la función
inducida CLf : (CL(X), τF )→ (CL(X), τF ) es continua.
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Demostración. Ya que f : X → X es propia y X es localmente compacto
y T2, la Proposición 1.30 nos dice que f es cerrada. También como X es lo-
calmente compacto y segundo numerable, por el Teorema 2.42, (CL(X), τF )
es T2 y segundo numerable. En particular (CL(X), τF ) es primero nume-
rable y, por tanto, la continuidad de CL(f) equivale a la continuidad por
sucesiones. Tomemos un elemento F ∈ CL(X). Para probar que CL(f) es
continua en F, sea (Fn)n una sucesión en CL(X) que converge a F. Va-
mos a mostrar, utilizando el Teorema 2.62, que la sucesión (2f (Fn))n en 2X ,
converge a 2f (F ).

Sea K un subconjunto compacto de X tal que CLf (F ) ∩ K = ∅. La
definición de CLf indica que f(F ) ∩ K = ∅. Entonces f−1(K) ∩ F = ∅.
Como f es propia, f−1(K) es un subconjunto compacto de X. La parte (1)
del Teorema 2.62 nos dice que existe m ∈ N tal que, para todo n ≥ m,
se cumple f−1(K) ∩ Fn = ∅. Por la definición de CLf lo anterior significa
CLf (Fn) ∩K = ∅, para cada n ≥ m.

Por otro lado, sea U un subconjunto abierto de X tal que CLf (F )∩U 6=
∅. Esto lleva a que F ∩f−1(U) 6= ∅. Como f es una función continua, f−1(U)
es abierto en X. La parte (2) del Teorema 2.62 indica que existe s ∈ N tal
que Fn∩f−1(U) 6= ∅ para cada n ≥ s. Luego, casi todos los conjuntos f(Fn)
“le pegan” a U, es decir CLf (Fn) ∩ U 6= ∅, para toda n ≥ s. Usando el
Teorema 2.62, deducimos que CLf (Fn) converge a CLf (F ) en CL(X), por
lo que CLf es continua.

Con las condiciones impuestas a X y a f en el Teorema 3.8, el sistema
dinámico (X, f) induce un sistema dinámico ((CL(X), τF ), CLf ).

3.4. Dinámica Colectiva

Supongamos que X es un espacio topológico y que f : X → X es una
función continua y cerrada. Por el Teorema 3.1, la función inducida

CLf : (CL(X), τV )→ (CL(X), τV )

es continua. En el 2005, J. Banks probó en [3] que si H es un subconjun-
to denso de CL(X) y f es una función compatible con H (es decir, pa-
ra toda A ∈ H se cumple que f(A) ∈ H), entonces la función inducida
(CLf )|H : (H, τV ) → (H, τV ) está bien definida, es continua y, además, con

τV aplicada a los sistemas dinámicos (X, f) y (H, (CLf )|H), las siguientes
condiciones son equivalentes:
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1) (X, f) es débilmente mezclante;

2) (H, (CLf )|H) es débilmente mezclante;

3) (H, (CLf )|H) es transitivo.

También se prueba que (X, f) es mezclante si y sólo si (H, (CLf )|H) es
mezclante.

Recordemos que en la Definición 1.40, hemos dado las definiciones de fun-
ción topológicamente transitiva (o simplemente transitiva), de función débil-
mente mezclante y de función mezclante. Posteriormente probamos que las
funciones mezclantes son débilmente mezclantes, y que las funciones débil-
mente mezclantes son transitivas. En el enunciado de J. Banks se está en-
tendiendo que un sistema dinámico es mezclante (respectivamente débilmen-
te mezclante, transitivo) si su función base es mezclante (respectivamente
débilmente mezclante, transitiva).

Claramente, si tomamos a CL(X) como el subconjunto denso de CL(X),
el resultado de J. Banks asegura que para (CL(X), τV ), las propiedades de
f mezclante y de f débilmente mezclante son, respectivamente, equivalentes
a las propiedades de CLf mezclante y CLf débilmente mezclante. Sin em-
bargo, esta equivalencia entre una función f y su función inducida, que se
cumple cuando se consideran las propiedades dinámicas de ser mezclante o
ser débilmente mezclante, no se cumple cuando la propiedad que nos interesa
es la transitividad. En efecto, del mismo resultado de J. Banks, se infiere que
si CLf es transitiva, entonces f es transitiva, justo porque f es débilmente
mezclante. En [24, Teorema 2.58] se muestra a detalle un ejemplo de una
función transitiva f : Y → Y, donde Y es la circunferencia unitaria, tal que
su función inducida CLf : (CL(Y ), τV )→ (CL(Y ), τV ) no es transitiva.

El caso de la función inducida CLf , cuando se considera la topoloǵıa
de Fell, es completamente distinto. El objetivo del resto de este trabajo, es
presentar los resultados que aparecen en [27]. Veremos que si P es una de las
tres propiedades dinámicas que dimos en la Definición 1.40, entonces existe
una propiedad dinámica Q, distinta de P, de modo que el sistema dinámico
(X, f) satisface la propiedad Q si y sólo si el sistema dinámico inducido
((CL(X), τF ), CLf ) satisface la propiedad P. Para definir las propiedades
del tipo Q, la siguiente noción será importante.

Definición 3.9. Sean X un espacio topológico y U un abierto no vaćıo de
X. Si X \ U es compacto, decimos que U es co-compacto.
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Notemos que X \ X = ∅ es un compacto, por tanto X mismo es co-
compacto. Si X es compacto, entonces todo subconjunto abierto y no vaćıo
de X es co-compacto. Supongamos que X es ahora un espacio T2 y lo-
calmente compacto. Entonces, como hemos indicado, podemos considerar
la compactación por un punto de X, que denotamos por ωX o bien por
X ∪ {ω}. No es dif́ıcil probar que un subconjunto abierto y no vaćıo U de
X es co-compacto si y sólo si U ∪ {ω} es una vecindad abierta de ω en ωX.

Consideremos ahora la siguiente definición.

Definición 3.10. Sea X un espacio topológico. Si U y V son abiertos no
vaćıos de X y al menos uno de ellos es co-compacto, decimos que (U, V ) es
una pareja co-compacta de X.

Anteriormente advertimos que X es co-compacto, luego (X,U) y (U,X)
son parejas co-compactas, para cualquier subconjunto abierto y no vaćıo U
de X. En adelante si decimos que (U, V ) es una pareja co-compacta de X,
entendemos que U y V son dos subconjuntos abiertos y no vaćıos de X, en
donde alguno de ellos es co-compacto.

3.4.1. Función c-mezclante

En la presente subsección, utilizando las parejas co-compactas, daremos
una definición que se asemeje a lo que definimos como función mezclante.
Recordemos que una función continua f : X → X es mezclante, si para
cualesquiera dos abiertos y no vaćıos U y V de X, existe N ∈ N tal que
fn(U) ∩ V 6= ∅, para cada n ≥ N.

Definición 3.11. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si para cualquier pareja
co-compacta (U, V ) de X, existe m ∈ N tal que fn(U) ∩ V 6= ∅ para toda
n ≥ m, se dice que f es co-compactamente mezclante o, simplemente, que f
es c-mezclante.

Es evidente que si f es mezclante, entonces f es c-mezclante. Por otro
lado, si X es compacto y f es c-mezclante, entonces f es mezclante, pues
cualquier abierto tiene complemento cerrado en el compacto X y por tanto
el abierto es co-compacto (ver Proposición 1.18).

Teorema 3.12. Supongamos que X es un espacio T2, localmente compacto
y segundo numerable. Supongamos también que f : X → X es una función
propia. Entonces la función inducida CLf : (CL(X), τF )→ (CL(X), τF ) es
mezclante si y sólo si f es c-mezclante.
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Demostración. Del Teorema 2.8, se sigue que una base para la topoloǵıa
τF de CL(X) es la familia:

B = {〈X,U1, . . . , Un〉 ∩ 〈X \K〉 ∩CL(X) | K ⊆ X es compacto, n ∈ N y

Ui ⊆ X abierto en X para cada i ∈ {1, . . . , n}}.

Suponemos que f es c-mezclante. Para probar que CLf : (CL(X), τF )→
(CL(X), τF ) es mezclante, sean U y V dos abiertos no vaćıos en CL(X).
Tomemos dos elementos A y B en B tales que ∅ 6= A ⊆ U y ∅ 6= B ⊆ V.
Entonces existen n,m ∈ N, subconjuntos abiertos y no vaćıos U1, U2, . . . , Un,
V1, V2, . . . , Vm y subconjuntos compactos K1 y K2 de X, tales que K1 6= X,
K2 6= X,

A = 〈X \K1〉 ∩ 〈X,U1, . . . , Un〉 ∩ CL(X)

y
B = 〈X \K2〉 ∩ 〈X,V1, . . . , Vm〉 ∩ CL(X).

Sea F ∈ A. Entonces F ∈ CL(X), F ⊆ X \ K1 y F ∩ Uj 6= ∅, para
cada j ∈ {1, 2, . . . , n}. Dada j ∈ {1, 2, . . . , n}, al tomar un punto en F ∩ Uj
y debido a que todos los elementos de F están en el complemento de K1,
resulta que Uj \K1 6= ∅. Como X es T2 y K1 es un subespacio compacto de
X, por la Proposición 1.18, K1 es cerrado en X. Luego X \K1 es abierto en
X, de donde Uj \K1 = Uj ∩ (X \K1) es abierto en X. Esto prueba que, para
cada j ∈ {1, 2, . . . , n}, Uj \K1 es un subconjunto abierto y no vaćıo de X.

Análogamente se observa que Vs \ K2 es un subconjunto abierto y no
vaćıo de X, para cada s ∈ {1, 2, . . . ,m}. Como K1 y K2 son subconjuntos
compactos de X, los subconjuntos abiertos y no vaćıos X \K1 y X \K2 de X,
son co-compactos. Entonces (X \K1, Vs \K2) y (Uj \K1, X \K2) son parejas
co-compactas de X, para cada j ∈ {1, 2, . . . , n} y toda s ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Como f es c-mezclante, para cada s ∈ {1, 2, . . . ,m}, existe Ms ∈ N tal que

f r(X \K1) ∩ (Vs \K2) 6= ∅, para todo r ≥Ms.

Sea R1 el máximo de los números naturales M1,M2, . . . ,Mm. Entonces, para
cada s ∈ {1, 2, . . . ,m}, se tiene que

f r(X \K1) ∩ (Vs \K2) 6= ∅, para toda r ≥ R1.

Haciendo lo mismo con las parejas co-compactas (Uj \K1, X \K2), encon-
tramos un número natural R2 tal que, para toda j ∈ {1, 2, . . . , n}, sucede
que

f r(Uj \K1) ∩ (X \K2) 6= ∅ para toda r ≥ R2.
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Sea M el máximo de los números naturales R1 y R2. Entonces M ∈ N y
para cada (s, j) ∈ {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n}, sucede que

f r(X \K1) ∩ (Vs \K2) 6= ∅ 6= f r(Uj \K1) ∩ (X \K2), para toda r ≥M.

Supongamos que r ≥ M y, para cada (s, j) ∈ {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n},
tomemos un elemento xs ∈ X \K1, aśı como yj ∈ Uj \K1 tales que f r(xs) ∈
Vs \K2 y f r(yj) ∈ X \K2. Hagamos

F = {x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn}.

Como X es un espacio T2, los subconjuntos finitos de X son cerrados en X.
Entonces F ∈ CL(X). Más aún,

F ∈ 〈X \K1〉 ∩ 〈X,U1, . . . , Un〉 ∩ CL(X) = A ⊆ U

y

(CLf )r(F ) = f r(F ) ∈ 〈X \K2〉 ∩ 〈X,V1, . . . , Vm〉 ∩ CL(X) = B ⊆ V.

Por tanto (CLf )r(U) ∩ V 6= ∅ para toda r ≥ M. Esto prueba que CLf es
mezclante.

Ahora supongamos que CLf es mezclante. Para ver que f es c-mezclante,
sea (U, V ) una pareja co-compacta de X. Entonces U y V son subconjuntos
abiertos y no vaćıos de X. Sin perder generalidad, supongamos que U es
co-compacto. Como V es un abierto no vaćıo y X \U es compacto, se sigue
que tanto 〈X \ (X \U)〉∩CL(X) = 〈U〉∩CL(X) como 〈X,V 〉∩CL(X) son
abiertos básicos de (CL(X), τV ). Usando que CLf es una función mezclante,
existe M tal que

(CLf )m(〈U〉 ∩ CL(X)) ∩ 〈X,V 〉 ∩ CL(X) 6= ∅ para toda m ≥M.

Consideremos que m ≥ M y sea A ∈ 〈U〉 ∩ CL(X) tal que (CLf )m(A) ∈
〈X,V 〉 ∩ CL(X). Entonces ∅ 6= A ⊆ U y fm(A) ∩ V 6= ∅. Esto implica que
fm(U) ∩ V 6= ∅. Por tanto, f es c-mezclante.

3.4.2. Función c-débilmente mezclante

Recordemos que una función continua f : X → X es débilmente mez-
clante si para cualesquiera dos parejas (U1, U2) y (V1, V2) de abiertos no
vaćıos de X, existe n ∈ N tal que fn(U1) ∩ V1 6= ∅ 6= fn(U2) ∩ V2. Por
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el Teorema de Furstenberg (Teorema 1.43), f es débilmente mezclante si y
sólo si para cualesquiera dos colecciones (U1, U2, . . . , Uk) y (V1, V2, . . . , Vk)
de abiertos no vaćıos de X, existe n ∈ N tal que fn(Ui) ∩ Vi 6= ∅ para cada
i ∈ {1, 2, . . . , k}. Esta propiedad, utilizando parejas co-compactas, es la base
de la siguiente definición.

Definición 3.13. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se dice que f es co-
compactamente débilmente mezclante o, simplemente, que f es c-débilmente
mezclante, si para un número finito de parejas co-compactas de X, a saber
(Ui, Vi) con i ∈ {1, 2, . . . , s}, existe n ∈ N tal que fn(Ui)∩Vi 6= ∅, para cada
i ∈ {1, 2, . . . , s}.

Es claro que si f es una función débilmente mezclante entonces f es
c-débilmente mezclante. Razonando de la misma forma que en el comen-
tario posterior a la Definición 3.11, tenemos que cuando X es compacto,
c-mezclado débil y mezclado débil son conceptos equivalentes. Haciendo uso
del Teorema 1.43, probaremos que existe una relación entre f y su función
inducida en el hiperespacio CL(X) si f es una función c-débilmente mez-
clante.

Teorema 3.14. Supongamos que X es un espacio T2, localmente compacto
y segundo numerable. Supongamos también que f : X → X es una función
propia. Entonces la función inducida CLf : (CL(X), τF )→ (CL(X), τF ) es
débilmente mezclante si y sólo si f es c-débilmente mezclante.

Demostración. Para facilitar los cálculos, usaremos el Lema 2.5 en básicos
de CL(X), para asegurar que posean el mismo número de entradas. Supon-
gamos que f es c-débilmente mezclante. Para probar que CLf es débilmente
mezclante, basta con verificar que si

A = 〈X \K1〉 ∩ 〈X,U1, . . . , Un〉 ∩ CL(X),

B = 〈X \K2〉 ∩ 〈X,V1, . . . , Vn〉 ∩ CL(X),

C = 〈X \K3〉 ∩ 〈X,W1, . . . ,Wn〉 ∩ CL(X)

y
D = 〈X \K4〉 ∩ 〈X,Z1, . . . , Zn〉 ∩ CL(X)

son cuatro abiertos básicos y no vaćıos de (CL(X), τF ), entonces existe M ∈
N tal que

(CLf )M (A) ∩ B 6= ∅ 6= (CLf )M (C) ∩ D.

Entendemos que K1,K2,K3 y K4 son subconjuntos compactos y propios de
X. Además, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} los conjuntos Ui, Vi,Wi y Zi son
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abiertos y no vaćıos en X. Como cada conjunto Kr es compacto y X es T2,
se tiene que cada conjunto abierto y no vaćıo X \Kr es co-compacto, para
r ∈ {1, 2, 3, 4}. Como hicimos ver en la demostración del Teorema 3.12, para
cada j ∈ {1, 2 . . . , n}, los conjuntos Vj \ K2 y Uj \ K1 son abiertos y no
vaćıos. Por tanto, para toda j ∈ {1, 2, . . . , n},

(X \K1, Vj \K2) y (Uj \K1, X \K2)

son parejas co-compactas de X. Utilizando el mismo razonamiento, para
cada j ∈ {1, 2 . . . , n},

(X \K3, Zj \K4) y (Wj \K3, X \K4)

son parejas co-compactas de X. Al tener un número finito de parejas co-
compactas y a f una función c-débilmente mezclante, existe M ∈ N tal que,
para toda j ∈ {1, 2, . . . , n}, se tiene que

fM (X \K1) ∩ (Vj \K2) 6= ∅ 6= fM (Uj \K1) ∩ (X \K2),

fM (X \K3) ∩ (Zj \K4) 6= ∅ 6= fM (Wj \K3) ∩ (X \K4).

Para cada j ∈ {1, 2, . . . , n}, tomamos xj ∈ X \ K1 tal que fM (xj) ∈
Vj \K2. También elegimos yj ∈ Uj \K1 de modo que fM (yj) ∈ X \K2. Sea

F = {x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn}.

Claramente F es cerrado y no vaćıo en X, es decir, F ∈ CL(X). Por la
forma en que tomamos a los elementos de F, sabemos que

F ∈ 〈X \K1〉 ∩ 〈X,U1, . . . , Un〉 ∩ CL(X) = A

y
(CLf )M (F ) ∈ 〈X \K2〉 ∩ 〈X,V1, . . . , Vn〉 = B.

Por tanto existe M tal que (CLf )M (A) ∩ B 6= ∅. Análogamente, utilizando
ahora que para toda j ∈ {1, 2 . . . , n},

fM (X \K3) ∩ (Zj \K4) 6= ∅ 6= fM (Wj \K3) ∩ (X \K4),

se concluye que (CLf )M (C) ∩ D 6= ∅. Esto prueba que CLf es débilmente
mezclante.

Ahora supongamos que CLf es débilmente mezclante. Para ver que f
es c-débilmente mezclante, consideremos un número finito de parejas co-
compactas de X, a saber (Ui, Vi) para 1 ≤ i ≤ s. Como no sabemos cuales
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abiertos no vaćıos de entre Ui y Vi son los de complemento compacto, pode-
mos reordenar las parejas, de modo que U1, . . . , Ut y Vt+1, . . . , Vs sean los
abiertos co-compactos. Luego 〈Ui〉∩CL(X), 〈X,Vi〉∩CL(X), con 1 ≤ i ≤ t,
y 〈Vj〉 ∩ CL(X), 〈X,Uj〉 ∩ CL(X), con t + 1 ≤ j ≤ s, son abiertos básicos
de (CL(X), τF ). Como CLf es débilmente mezclante, el Teorema 1.43 nos
dice que existe m tal que

(CLf )m(〈Ui〉) ∩ 〈X,Vi〉 6= ∅ con 1 ≤ i ≤ t; (α)

(CLf )m(〈X,Uj〉) ∩ 〈Vj〉 6= ∅ con t+ 1 ≤ j ≤ s. (β)

De (α) tenemos que fm(Ui) ∩ Vi 6= ∅ para 1 ≤ i ≤ t y, de (β), se sigue
que fm(Uj) ∩ Vj 6= ∅ para t+ 1 ≤ j ≤ s. Notamos que fm(Ui) ∩ Vi 6= ∅ con
1 ≤ i ≤ s. Entonces f es c-débilmente mezclante.

3.4.3. Función c-transitiva

Hasta ahora las nuevas definiciones que implican a los conjuntos co-
compactos, son relativamente parecidas a las ya conocidas (función mez-
clante y débilmente mezclante). En realidad no hemos visto nada nuevo a lo
que se ha hecho en otros trabajos al mostrar que existe una relación entre
las propiedades mencionadas para f y su función inducida.

Recordemos que una función f : X → X es transitiva si se cumple que
para cualesquiera dos abiertos y no vaćıos U y V de X, existe n ∈ N tal que
fn(U) ∩ V 6= ∅. Hab́ıamos dicho que para (CL(X), τV ) no hab́ıa forma de
relacionar el hecho de que f sea transitiva en el espacio X y que su inducida
lo sea en CL(X). Algo para remediar esto, y que supone un cambio en la
costumbre mostrada hasta ahora, se consigue con la siguiente definición, que
no es tan parecida a lo que conocemos como función transitiva.

Definición 3.15. Sea (X, f) un sistema dinámico. Se dice que f es co-
compactamente topológicamente transitiva o, simplemente, que f es c-tran-
sitiva, si para cualesquiera dos colecciones de subconjuntos abiertos de X

{U1, O1, O2, . . . , Os} y {U2,W1,W2, . . . ,Wt}

que cumplan con las siguientes dos condiciones:

a) U1 y U2 son abiertos co-compactos de X;

b) U1 ∩Oj 6= ∅ para 1 ≤ j ≤ s y U2 ∩Wj 6= ∅ para 1 ≤ j ≤ t,
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existe m ∈ N tal que

fm(U1) ∩ (Wj ∩ U2) 6= ∅, para cada 1 ≤ j ≤ t

y

fm(Oj ∩ U1) ∩ U2 6= ∅, para cada 1 ≤ j ≤ s.

De las definiciones 3.11, 3.13 y 3.15, mostraremos que si una función f
es c-mezclante, la función es c-débilmente mezclante y que f c-débilmente
mezclante implica que f es c-transitiva.

En efecto, supongamos que f es una función c-mezclante y (Ui, Vi) con
i ∈ {1, . . . , s} son un número finito de parejas co-compactas. Como f es una
función c-mezclante, para cada i existe Mi ∈ N tal que fm(Ui) ∩ Vi 6= ∅
para todo m ≥ Mi. Tomando M = máx{Mi} se tiene que fM (Ui) ∩ Vi 6= ∅
para todo i ∈ {1, . . . , s}. Entonces f es c-débilmente mezclante. Ahora tome-
mos una función f c-débilmente mezclante y colecciones finitas de abiertos
{U1, O1.O2, . . . , Os}, {U2,W1,W2, . . . ,Wt} cumpliendo las condiciones de la
Definición 3.15. Como U2 y Wj con 1 ≤ j ≤ t son abiertos no vaćıos es claro
que cada Wj ∩ U2 es un abierto no vaćıo. Análogamente, cada Oj ∩ U1 con
1 ≤ j ≤ s es un abierto no vaćıo. Por otro lado, usando que U1 y U2 son abier-
tos co-compactos, es evidente que (U1, (Wj∩U2)) es una pareja co-compacta
para cada 1 ≤ j ≤ t y de igual forma lo son las parejas ((Oj ∩ U1), U2) con
1 ≤ j ≤ s. Como f es c-débilmente mezclante y la colección de las anteriores
parejas co-compactas es finita, se sigue que existe m ∈ N tal que

fm(U1) ∩ (Wj ∩ U2) 6= ∅ para toda 1 ≤ j ≤ t

y

fm(Oj ∩ U1) ∩ U2 6= ∅ para toda 1 ≤ j ≤ s.

Luego, f es c-transitiva.

Finalmente mostraremos que para (CL(X), τF ), existe una relación entre
la transitividad de la función inducida y la c-transitividad de la función
original.

Teorema 3.16. Supongamos que X es un espacio T2, localmente compacto
y segundo numerable. Supongamos también que f : X → X es una función
propia. Entonces la función inducida CLf : (CL(X), τF )→ (CL(X), τF ) es
transitiva si y sólo si f es c-transitiva.
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Demostración. Supongamos primero que f es c-transitiva. Para ver que
CLf es transitiva, basta con verificar que para cualesquiera dos abiertos
básicos y no vaćıos A y B de (CL(X), τF ), existe m ∈ N tal que (CLf )m(A)∩
B 6= ∅. Hagamos

A = 〈X,O1, . . . , Os〉 ∩ 〈X \K1〉 ∩ CL(X)

y
B = 〈X,W1, . . . ,Wt〉 ∩ 〈X \K2〉 ∩ CL(X)

Entendemos que K1 y K2 son subconjuntos compactos y propios de X.
También sabemos que cada conjunto Oj y todo conjunto Wi es abierto y no
vaćıo en X. Consideremos las colecciones

(X \K1, O1, O2, . . . , Os) y (X \K2,W1,W2, . . . ,Wt).

Como ya hemos establecido, los conjuntos U1 = X \K1 y U2 = X \K2 son
co-compactos de X. Aśı, la condición a) de la Definición 3.15 se cumple.
Tomemos F ∈ A. Entonces F ∈ CL(X), F ∩K1 = ∅ (por tanto F ⊆ U1) y
F ∩Oj 6= ∅, para cada j ∈ {1, 2, . . . , s}. Esto implica que U1 ∩Oj 6= ∅, para
toda j ∈ {1, 2, . . . , s}. Tomando ahora un elemento en B y realizando un
análisis similar al que hicimos con F, obtenemos que U2 ∩Wj 6= ∅ para cada
j ∈ {1, 2, . . . , t}. Entonces la condición b) de la Definición 3.15 también se
cumple. Como f es c-transitiva, existe m ∈ N tal que

fm(U1) ∩ (Wj ∩ U2) 6= ∅, para cada 1 ≤ j ≤ t

y
fm(Oj ∩ U1) ∩ U2 6= ∅, para cada 1 ≤ j ≤ s.

Para cada i ∈ {1, 2, . . . , t} tomamos xi ∈ U1 tal que fm(xi) ∈ Wi ∩ U2.
También, para toda p ∈ {1, 2, . . . , s}, tomamos yp ∈ Op ∩ U1 de modo que
fm(yp) ∈ U2. Definimos

D = {x1, x2, . . . , xt, y1, y2, . . . , ys}.

Como X es un espacio T2, sabemos que D es un cerrado y no vaćıo. También
es fácil notar que

D ∈ 〈X,O1, . . . , Os〉 ∩ 〈X \K1〉 ∩ CL(X) = A

y
(CLf )m(D) ∈ 〈X,W1, . . . ,Wt〉 ∩ 〈X \K2〉 ∩ CL(X) = B.
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Lo anterior debido a que los xi, yp están en U1 y los yp están en Op para
1 ≤ i ≤ t y 1 ≤ p ≤ s. Además de que los fm(xi), f

m(yp) viven en U2 y
los fm(xi) están en los Wi. Con todo, hemos mostrado que existe m ∈ N tal
que (CLf )m(A) ∩ B 6= ∅. Esto prueba que CLf es transitiva.

Ahora supongamos que CLf es transitiva. Para ver que f es c-transitiva,
sean

{U1, O1, O2, . . . , Os} y {U2, V1, V2, . . . , Vt}

dos colecciones de subconjuntos abiertos de X que cumplan las condiciones
a) y b) de la definición 3.15. Entonces U1 y U2 son abiertos en X tales que
X \ U1 y X \ U2 son compactos. Luego

U = 〈X,O1, . . . , Os〉 ∩ 〈U1〉 ∩ CL(X)

y

V = 〈X,V1, . . . , Vt〉 ∩ 〈U2〉 ∩ CL(X)

son abiertos básicos y no vaćıos de (CL(X), τF ). Como CLf es transitiva,
existe m ∈ N tal que

(CLf )m(U) ∩ V 6= ∅.

Sea F ∈ U tal que fm(F ) ∈ V. Como el hiperespacio es CL(X), los cerrados
son no vaćıos, mostrando que fm(U1) ∩ (Vj ∩ U2) 6= ∅ para 1 ≤ j ≤ t y
fm(Oj ∩ U1) ∩ U2 6= ∅ con 1 ≤ j ≤ s. Por tanto, f es c-transitiva.

Las demostraciones de los teoremas 3.12, 3.14 y 3.16, están dadas para
espacios X que se suponen T2, localmente compactos y segundo numera-
bles, y para f una función propia. Dichos teoremas permanecen válidos si
suponemos que X es T2, compacto y segundo numerable. En esta situación,
basta suponer que f sea continua y cerrada, para justificar que la función
CLf está bien definida. Ahora bien, como X es compacto y T2, la topoloǵıa
de Vietoris y la de Fell son la misma en CL(X). Por consiguiente, los resul-
tados que hemos presentado para dinámica en el hiperespacio CL(X) con
la topoloǵıa de Fell, se convierten en resultados de dinámica en el hiperes-
pacio CL(X) con la topoloǵıa de Vietoris. Al suponer que X es compacto,
decir que f es c-mezclante equivale a decir que f es mezclante. De manera
similar, suponer que f es c-débilmente mezclante equivale a decir que f es
débilmente mezclante.

De lo anterior, como consecuencia del Teorema 3.12, tenemos el siguiente
resultado.



106 CAPÍTULO 3. DINÁMICA EN HIPERESPACIOS

Teorema 3.17. Supongamos que X es un espacio T2, compacto y segundo
numerable. Supongamos también que f : X → X es una función continua
y cerrada. Entonces la función inducida CLf : (CL(X), τV )→ (CL(X), τV )
es mezclante si y sólo si f es mezclante.

Y como consecuencia del Teorema 3.14, resulta el siguiente resultado.

Teorema 3.18. Supongamos que X es un espacio T2, compacto y segundo
numerable. Supongamos también que f : X → X es una función continua
y cerrada. Entonces la función inducida CLf : (CL(X), τV )→ (CL(X), τV )
es débilmente mezclante si y sólo si f es débilmente mezclante.

Los teorema anteriores son los obtenidos por J. Banks, y a los que nos
referimos al principio de esta sección. Como moraleja de todo esto, comen-
tamos que a través de resultados obtenidos de la dinámica en hiperespacios
con la topoloǵıa de Fell, es posible obtener resultados de dinámica en hiper-
espacios con la topoloǵıa de Vietoris.

Consideremos a X, de nuevo, como un espacio T2, compacto y segundo
numerable, y a f como una función continua y cerrada, del Teorema 3.16
se sigue que f es una función c-transitiva si y sólo si CLf es una función
transitiva bajo la topoloǵıa de Fell. Por las condiciones de X, el Teorema
2.12 dice que τF coincide con τV . Los resultados de J. Banks [3], garantizan
que CLf es transitiva si y sólo si f es débilmente mezclante. Por consiguiente
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.19. Supongamos que X es un espacio T2, compacto y segundo
numerable. Supongamos también que f : X → X es una función continua y
cerrada. Entonces f es c-transitiva si y sólo si f es débilmente mezclante.

Es importante notar que si X no es compacto, c-transitividad no es
equivalente a mezclado débil. Esta afirmación la mostraremos en la siguiente
sección que estudia algunas propiedades de las funciones c-transitivas.

3.5. Dinámica Individual

En esta corta sección exploraremos propiedades que son fácilmente de-
mostrables para el caso de funciones c-mezclantes, c-débilmente mezclantes y
c-transitivas. Además, dada una propiedad que posea una función transitiva,
veremos si existe una propiedad similar para el caso en el que la función es
c-transitiva, tal comparación será establecida para dos caracteŕısticas muy
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selectas. Finalmente, probaremos que c-transitividad es en verdad un con-
cepto nuevo y no una equivalencia de mezclado débil, la cual se da, por
ejemplo, bajo las condiciones del Teorema 3.19.

Proposición 3.20. Sean (X, f) un sistema dinámico y f una función tran-
sitiva. Si U es un abierto no vaćıo de X, entonces

⋃∞
n=1 f

n(U) es un sub-
conjunto denso de X.

Demostración. Sea V un abierto no vaćıo de X. Ya que f es una función
transitiva y U es un abierto no vaćıo, existe s ∈ N tal que f s(U) ∩ V 6= ∅.
Entonces existe un elemento en

⋃∞
n=1 f

n(U) que pertenece a V .

Para la c-transitividad tenemos un resultado similar.

Proposición 3.21. Sean (X, f) un sistema dinámico y f una función c-
transitiva. Si U es un subconjunto co-compacto de X,

⋃∞
n=1 f

n(U) es un
subconjunto denso de X.

Demostración. Sean U y V abiertos no vaćıos de X tal que U es co-
compacto. Consideremos los colecciones {U,X} y {X,V }. Notemos que U
y X son co-compactos y que U ∩X 6= ∅ 6= X ∩ V . De tal modo, satisfacen
las condiciones de la Definición 3.15. Como f es c-transitiva, existe m ∈ N
tal que

∅ 6= fm(U) ∩ (X ∩ V ) = fm(U) ∩ V y fm(U ∩X) ∩X 6= ∅.

Es decir, existe m ∈ N tal que para cualquier abierto V no vaćıo de X,
fm(U) ∩ V 6= ∅. Por lo tanto,

⋃∞
n=1 f

n(U) es denso en X.

Corolario 3.22. Sea f una función c-transitiva. Entonces f(X) es un sub-
conjunto denso de X.

Demostración. X es co-compacto pues tiene complemento vaćıo. Usando
la Proposición 3.21 obtenemos que

⋃∞
n=1 f

n(X) es denso en X. Notemos que
como f : X → X entonces

⋃∞
n=0 f

n(X) = X ∪ (
⋃∞
n=1 f

n(X)) = X.
Tenemos que

⋃∞
n=1 f

n(X) = f(
⋃∞
n=0 f

n(X)) = f(X). Concluimos que
f(X) es denso en X.

Para los siguientes resultados, recordamos que los sistemas dinámicos
(X, f) y (Y, g) están topológicamente conjugados si existe un homeomorfis-
mo h : X → Y tal que h ◦ f = g ◦ h.

Proposición 3.23. Las propiedades de mezclado, mezclado débil y transi-
tividad son invariantes bajo conjugación topológica.
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Demostración. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas topológicamente conjugados
por el homeomorfismo h : X → Y . Supongamos que f es mezclante y sean
U y V abiertos no vaćıos de Y . Como h es continua y biyectiva, h−1(U)
y h−1(V ) son abiertos no vaćıos de X. Usando que f es mezclante, existe
M ∈ N tal que

fn(h−1(U)) ∩ h−1(V ) 6= ∅ para toda n ≥M.

Tomamos a xn ∈ h−1(U) tal que fn(xn) ∈ h−1(V ) para cualquier n ≥ M .
Luego, hfn(xn) ∈ V y usando la Proposición 1.39 obtenemos que gnh(xn) ∈
V para cualquier n ≥M . Ya que xn ∈ h−1(U), concluimos que gn(U)∩V 6= ∅
para toda n ≥M . Por tanto, g es una función mezclante.

La idea es exactamente la misma para mostrar que si f es débilmente
mezclante o transitiva, entonces g también lo es.

En el caso de c-mezclado, c-mezclado débil y c-transitividad se mantiene
un resultado similar.

Teorema 3.24. Las propiedades de c-transitividad, c-mezclado débil y c-
mezclado son invariantes bajo conjugación topológica.

Demostración. Sea h un homeomorfismo de X en Y , ya que h es biyectiva,
es claro que si U es un subconjunto de X, entonces h(U c) = (h(U))c.

Notemos que si U es co-compacto de X, entonces h(X \ U) es un com-
pacto, pues h : X → Y es continua. Como h(X \U) = Y \h(U), tenemos que
Y \h(U) es compacto. De manera similar se sigue que si h(U) es co-compacto,
entonces U es co-compacto.

Es decir, si h es un homeomorfismo de X en Y , U es co-compacto si y
sólo si h(U) es co-compacto.

Ahora, la prueba del teorema: sean (X, f) y (Y, g) sistemas topológi-
camente conjugados y f una función c-mezclante. Sea (U, V ) una pare-
ja co-compacta de Y y supongamos sin perder generalidad que U es co-
compacto. Mostraremos que existe M ∈ N tal que gm(U)∩V 6= ∅ para toda
m ≥ M . Como U es co-compacto de Y y h es un homeomorfismo, se tiene
que h−1(Y \ U) = X \ h−1(U) es compacto. Aśı, h−1(U) es co-compacto de
X. Por otra parte, al ser V un abierto no vaćıo, sabemos que h−1(V ) es un
abierto no vaćıo de X. Usando que f es c-mezclante se tiene que existe M
tal que

fm(h−1(U)) ∩ h−1(V ) 6= ∅ para toda m ≥M.

Tomamos un xi ∈ h−1(U) tal que fM+i(xi) ∈ h−1(V ) para i ∈ N. Luego,
hfM+i(xi) ∈ V . Usando la Proposición 1.39 tenemos que gM+ih(xi) ∈ V ,
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donde h(xi) ∈ U . Por lo tanto gM+i(U) ∩ V 6= ∅ con i ∈ N. Lo anterior
muestra que g es c-mezclante.

Análogamente se muestra para los casos donde f es c-débilmente mez-
clante o f es c-transitiva.

Los siguientes dos resultados exploran la relación entre c-transitividad y
transitividad.

Teorema 3.25. Sea (X, f) un sistema dinámico. Si f es una función c-
transitiva, U es un co-compacto de X y V es un abierto no vaćıo de X,
entonces se cumple:

(a) existe m ∈ N tal que fm(U) ∩ V 6= ∅;

(b) existe n ∈ N tal que fn(V ) ∩ U 6= ∅.

Demostración. (a) Sean A = {U,X} y B = {X,V } dos colecciones de
abiertos deX. Sabemos que U es co-compacto por hipótesis. X es claramente
un co-compacto y U ∩ X 6= ∅ 6= X ∩ V . De tal forma, se cumplen las dos
condiciones de la Definición 3.15. Como f c-transitiva, existe m ∈ N tal que

fm(U) ∩ (X ∩ V ) 6= ∅ y fm(U ∩X) ∩ V 6= ∅.

Es decir, fm(U) ∩ V 6= ∅.

(b) Sean A = {X,V } y B = {U,X} colecciones de abiertos de X. U
es un co-compacto por hipótesis y X es trivialmente co-compacto. Además,
X ∩ V 6= ∅ 6= U ∩X, de donde se cumplen las condiciones para la definición
de c-transitividad. Como f es c-transitiva, existe n ∈ N tal que

fn(X) ∩ (U ∩X) 6= ∅ y fn(X ∩ V ) ∩ U 6= ∅.

Entonces fn(V ) ∩ U 6= ∅.

Corolario 3.26. Sean X un espacio compacto y (X, f) un sistema dinámi-
co. Si f es una función c-transitiva entonces f es transitiva.

Demostración. Sean U y V abiertos no vaćıos de X. Como X es compacto,
X \U y X \V son compactos, pues son cerrados dentro de un compacto. Al
tener a U y V co-compactos, podemos usar el Teorema 3.25 para encontrar
una m ∈ N tal que fm(U) ∩ V 6= ∅. Obtuvimos que f es transitiva.
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Es evidente que c-mezclado débil no necesariamente implica mezclado
débil pues en un espacio topológico X, existen abiertos no vaćıos que no
necesariamente tienen complemento compacto. Por ejemplo, sea X = N∪{0}
equipado con la topoloǵıa discreta. Definimos f : X → X como

f(i) = i+ 2 para cualquier i ∈ N ∪ {0}.

Ya que el espacio X es discreto y la función está definida para cada punto
de X, es evidente que es continua. Como X tiene una cantidad infinita de
puntos, se sigue que X no es compacto. Más aún, para que un subespacio
Y de X sea compacto, es necesario que Y esté conformado por un número
finito de puntos de X. Se sigue que si U es un abierto co-compacto de
X, entonces U solo tiene un número finito de enteros no negativos fuera
de U , es decir, solo tendrá fuera una cantidad finita de números pares y
una cantidad finita de impares. Por tanto, U posee una cantidad infinita
de números pares y una cantidad infinita de números impares. Tomamos a
(U1, V1) una pareja co-compacta. Como es necesario que algun abierto de
la pareja sea co-compacto, supongamos que V1 es co-compacto y U1 es un
abierto no vaćıo, entonces existe x ∈ U1. La definición de la función dice
que habrá una cantidad infinita de iteraciones fm1(x) tal que fm1(x) es un
elemento par o una cantidad infinita de iteraciones fm2(x) tal que fm2(x) es
un número impar. Es decir, en este caso existe un natural N tal que fn(x)
pertenece a V1, para cualquier n ≥ N . En el caso de que U1 sea co-compacto,
la infinidad de elementos en U1 nos dice que existe algún natural N ∈ N tal
que fn(U1)∩V1 6= ∅ para cualquier n ≥ N . De ambos casos, f es c-mezclante.
Sabemos que si f es c-mezclante, entonces f es c-débilmente mezclante. Por
tanto f es una función c-débilmente mezclante. Pero f no es una función
débilmente mezclante, pues si U0 es el abierto que únicamente contiene a
0 y U1 es el abierto que sólo contiene a 1, la definición de la función nos
dice que jamás existe un natural n tal que fn(U0)∩U1 6= ∅. Entonces basta
definir a las parejas (U0, U0) y (U1, U1) para mostrar que f no es débilmente
mezclante.

De la Sección 3.4 sabemos que mezclado débil implica c-mezclado débil y
que ésta a su vez implica c-transitividad. Por tanto, sabemos que mezclado
débil implica c-transitividad. Si ocurriera que c-transitividad implica mez-
clado débil, entonces tendŕıamos que ser débilmente mezclante es una con-
secuencia de ser c-débilmente mezclante, algo que ya mostramos no ocurre
en general. Concluimos que c-transitividad es una condición menos estricta
que mezclado débil, de donde se obtiene que c-transitividad y mezclado débil
verdaderamente son conceptos distintos.
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