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Prefacio

El presente trabajo se enmarca en las areas de los Sistemas Dinamicos
Discretos, la Teoria de Hiperespacios y la Topologia de Conjuntos. Aunque
el trabajo es lo méas autocontenido posible, se espera que el lector tenga
una formacién bésica en dichas teorfas. En cuanto a la Topologia de Con-
juntos, por ejemplo, no damos la definicién de espacio topoldgico, espacio
metrizable, funcién continua, ni del interior, la cerradura y la frontera de
un conjunto. Tampoco definimos los axiomas de separacién mas utilizados,
como son las propiedades 711, To, 15 v Ty. En cambio presentamos, princi-
palmente en el Capitulo 1, las nociones de base de un espacio topoldgico, de
vecindad de un punto, de compacidad, compacidad local y conexidad, entre
otras. Con respecto a la Teoria de Hiperespacios y los Sistemas Dinami-
cos Discretos, lo que se requiere para comprender el presente trabajo, se
encuentra aqui escrito.

Un sistema dindmico es una pareja (X, f), donde X es un espacio to-
polégico y f: X — X es una funcién continua. Al conjunto X que aparece
en la pareja (X, f), le llamamos espacio base del sistema dindmico, mien-
tras que a la funciéon f se le conoce como la funcion base de dicho sistema
dindmico. Dado un punto = € X, al conjunto {z, f(x), f(f(x)),...,} se le
llama la orbita de x bajo f.

Durante los ultimos afios, algunos trabajos en el estudio de sistemas
dindmicos consisten en construir, a partir de un sistema dindmico dado
(X, f), un nuevo sistema dindmico cuyo espacio base es una coleccién de sub-
conjuntos especiales de X, y su funcién base es la que considera las imagenes
de dichos subconjuntos bajo f. Este proceso de estudiar las imédgenes de sub-
conjuntos de X bajo f, es lo que comunmente se conoce como el estudio de
la dindmica colectiva. Uno de los intereses principales en la dindamica colec-
tiva, es encontrar relaciones entre las propiedades del sistema original y el
sistema construido o inducido por la coleccién de subconjuntos de X antes
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VIII PREFACIO

mencionada. También es interesante encontrar relaciones entre el sistema
dindmico inducido y el sistema original. El Capitulo 3 del presente trabajo
estd dedicado a esto.

Las familias de subconjuntos especiales de un espacio topolégico X, son
llamadas hiperespacios de X. El presente escrito se interesa principalmente
en dos hiperespacios de X, a saber 2%, el de los subconjuntos cerrados de
X y CL(X), el de los subconjuntos cerrados y no vacios de X. Notemos que
CL(X) C 2% y que, para estudiar un sistema dindmico que tenga a alguno
de CL(X) o 2% como espacio base, basta con dotar a 2% de una buena
topologia y, posteriormente, considerar en C'L(X) la topologia de subespa-
cio. Ocasionalmente utilizaremos, para un ntimero natural n, el hiperespacio
F,(X) de los subconjuntos no vacios de X, con a lo mas n puntos. También
aparecerd el hiperespacio K (X), de los subconjuntos compactos de X.

Tenemos muchas maneras de darle a 2% una topologfa. Podrfamos ele-
gir la topologia indiscreta, la discreta, la cofinita, etc. Como bien sabemos
de nuestros cursos de Topologia, la topologia que le demos a un conjunto
determinard sus propiedades. Por lo general buscamos que una buena topo-
logia produzca un espacio con un buen axioma de separacion, algin buen
axioma de numerabilidad, un buen axioma de compacidad y, si la suerte nos
sonrie, una buena propiedad de conexidad. En el mejor de los casos, espera-
mos que la topologia dada produzca un espacio metrizable. Entre las buenas
topologfas que se le pueden dar a 2% hay dos distinguidas, la topologia de
Vietoris y la topologia de Fell, siendo la primera la més estudiada y aplicada
generalmente a CL(X) y a CL(X) N K(X). La topologia de Vietoris, que
denotamos por 7y, la presentamos en la Definicién 2.4, en el Capitulo 2. La
de Fell, denotada por 7p, aparece en la Definicién 2.7 del Capitulo 2. De
hecho, el objetivo de dicho capitulo, es estudiar los espacios topolégicos

(CL(X)aTV)7 (2X7TF) y (CL(X)aTF)

En la Seccién 2.2 presentamos una base para 7y (Teorema 2.3) y una base
para 7r (Teorema 2.8). Posteriormente, en la Seccién 2.3, mostramos una
condiciéon que la cumplen los espacios T, bajo la cual 77 C 7y. También
probamos que si X es compacto, entonces 7y C 7. Por tanto, cuando X es
un espacio compacto y T», la topologia de Vietoris coincide con la de Fell. A
partir de este momento resulta importante, si queremos que las topologias
de Vietoris y de Fell sean distintas, no suponer que el espacio topoldgico X
sea compacto y Ts a la vez.

Ya que sabemos que las topologias de Fell y de Vietoris son distintas, nos



IX

interesa ahora determinar si 2% y CL(X) poseen propiedades topoldgicas
similares cuando se les imponen dichas topologias. En la Seccion 2.4, vemos
condiciones bajo las cuales (2X , Ty ) contiene una copia topolégica de X.
Lo mismo realizamos para (2%, 7r). Posteriormente, en la Seccién 2.5, ve-
mos que (2%, 7F) siempre es un espacio compacto (Teorema 2.18). También
vemos que si X es compacto, entonces (CL(X),7r) es compacto (Corola-
rio 2.19). Como probamos en el Teorema 2.22, si X es un espacio T, entonces
(CL(X),1y) es compacto siy sélo si X es compacto. Asi pues, para obtener
una propiedad en CL(X), en este caso la compacidad, las condiciones que
hay que pedirle a X difieren, si deseamos en C'L(X) la topologia de Vietoris
o la de Fell. Esto es lo que sucede en general y es de esperarse.

En la Seccién 2.6 estudiamos condiciones en X para que 2% y CL(X)
posean un buen axioma de separacién, considerando tanto la topologia de
Vietoris como la de Fell. Vemos que (2%, 1) y (CL(X), ) siempre son T}
(Proposicién 2.25), mientras que (CL(X), 7y) siempre es Ty. Después mos-
tramos los axiomas de separacién que se obtienen en (2%, 75) y (CL(X), ),
cuando suponemos que X es localmente compacto. En la Seccién 2.7 vemos
si la primero numerabilidad y la segundo numerabilidad en X, se relaciona
con dichas propiedades en 2% y CL(X ). Probamos, por ejemplo, que cuando
X es Ty, de la primero numerabilidad en (CL(X), 7y) se obtiene la primero
numerabilidad en X (Teorema 2.33). Por otro lado, cuando X es T5, de la
primero numerabilidad en (CL(X), 7r), se obtiene la primero numerabilidad
en X (Teorema 2.34). Un resultado importante de dicha seccién es el Teo-
rema 2.41, donde probamos que si X es un espacio localmente compacto y
segundo numerable, entonces (2%, 7r) es Ty y segundo numerable. Posterior-
mente vemos que cuando X es localmente compacto y segundo numerable,
los hiperespacios (2%, 7r) y (CL(X),7r) son metrizables (Teorema 2.44).

En la Seccién 2.8 vemos condiciones en X que implican que 2% y CL(X)
son conexos, cuando se les da la topologia de Vietoris y también cuando
se considera la topologia de Fell. Por ejemplo, cuando X es conexo y 71,
resulta que (CL(X), 7y) es conexo (Teorema 2.46). Por otra parte, cuando
X es conexo y 15, sucede que (CL(X),7r) es conexo (Proposicién 2.49).
También mostramos que si X es conexo, T y no compacto entonces (2%, 7r)
es conexo (Proposicién 2.51). Otro resultado interesante de este seccién es el
Teorema 2.55, en el cual vemos que cuando X es T1, la conexidad de (2%, 77)
se deriva de la conexidad de (2Y, TF), para cada componente conexa Y de X.
Conviene mencionar que una buena parte de los resultados que probamos en
la Seccion 2.8, se presentan en forma detallada y diferente de como aparecen
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originalmente en la literatura.

En la Seccién 2.9 vemos condiciones en X bajo las que es posible definir
en C'L(X) una métrica, cuya topologia inducida es la de Vietoris. También
vemos condiciones en X bajo las que es posible definir en 2% (v, por tanto
en C'L(X)) una métrica cuya topologia inducida es la de Fell. Buena parte
de los resultados que utilizamos en este capitulo se apoyan en teoremas que
enunciamos en el Capitulo 1. El Capitulo 1 del presente trabajo, contiene
una buena parte de resultados propios de la Teoria de Conjuntos, de la
Topologia General y de los Sistemas Dinamicos Discretos, que utilizamos en
los capitulos 2 y 3. La Subseccién 1.3.3, que habla sobre espacios localmente
compactados y sobre la compactacién por un punto, es importante para
justificar resultados que aparecen en la Seccion 2.9 y en el Capitulo 3. En
la Seccion 1.4, presentamos lo que significa que dos sistemas dindmicos sean
topoldégicamente conjugados y lo que es una propiedad dindmica. Luego, en la
Definicién 1.40, consideramos las propiedades dindmicas de ser una funcién
topoldégicamente transitiva, ser una funcién débilmente mezclante y ser una
funcién mezclante, y estudiamos las relaciones entre ellas.

En el Capitulo 3 abordamos el tema de la dindmica colectiva. Nuestro
primer objetivo es dar condiciones, bajo las cuales, si (X, f) es un sistema
dindmico, entonces la funcién CL/: CL(X) — CL(X) definida para cada
A€ CL(X) como CLf(A) = f(A), sea continua cuando en C'L(X) conside-
ramos la topologia de Vietoris, y también cuando consideramos la topologia
de Fell. Esto lo realizamos en la Seccién 3.3. Aplicando estas condiciones, el
sistema dindmico (X, f) induce los sistemas dindmicos ((CL(X),ry),CLf) y
((CL(X),7F), CLY). Toca ahora estudiar relaciones entre el sistema dindmi-
co original y sus sistemas dindmicos inducidos. Consideramos el caso del sis-
tema dindmico inducido con la topologia de Fell y, en las dos tltimas seccio-
nes del Capitulo 3, vemos que si P es una de las tres propiedades dinamicas
que dimos en la Definicion 1.40, entonces existe una propiedad dindmica @),
distinta de P, de modo que el sistema dindmico (X, f) satisface la propiedad
Q si y s6lo si el sistema dindmico inducido ((CL(X), 7r), CLY) satisface la
propiedad P. Cuando P es la propiedad de ser una funcién topolégicamente
transitiva, @) es la propiedad de ser una funcién c-topoldogicamente transitiva.
De manera similar, cuando P es la propiedad de ser una funcién débilmente
mezclante, () es la propiedad de ser una funcién c-débilmente mezclante.
Finalmente, cuando P es la propiedad de ser una funcién mezclante, sucede
que @ es la propiedad de ser una funcién c-mezclante.

El trabajo aqui presentado no abarca todo lo que existe en la lite-
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ratura con respecto al estudio topolégico de los hiperespacios (2X JTF) Y
(CL(X),7p). Tampoco se presenta todo lo que hay sobre relaciones dindmi-
cas entre los sistemas dindmicos (X, f) y ((CL(X),7r), CL'). Propiedades
dindmicas interesantes, como la densidad de los puntos periédicos o la en-
tropia y sus variantes, han quedado fuera de este trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccion

A lo largo de este capitulo haremos las convenciones necesarias de no-
tacion que usaremos posteriormente. También presentaremos algunas defi-
niciones y las demostraciones de resultados que se utilizaran mas adelante.
Si un resultado aparece sin demostracién, entonces daremos una referencia
adecuada.

1.2. Preliminares de Teoria de Conjuntos

El simbolo N representara al conjunto de los nimeros naturales, mientras
que R denotara el conjunto de los ntimeros reales. Un conjunto X serd lla-
mado finito cuando es vacio o bien se le pueda poner en biyeccién con el
conjunto {sy, s2,...,s,}, para alguna n € N. Diremos que X es numerable
cuando exista una biyeccién entre X y Ny contable si el conjunto X es finito
o numerable. Si X no es contable, decimos que X es no numerable.

Dados un conjunto X y un subconjunto A de X, denotaremos el com-
plemento de A en X como X \ A. Si queda claramente establecido el espacio
sobre el que se toma el complemento, se denotara como A°€.

En este trabajo vamos a suponer cierto el Axioma de Eleccion, del cual se
conoce que entre sus equivalencias se encuentra el Lema de Zorn. El siguiente
resultado que afirma lo anterior se prueba en [8, Teorema 2.1, p. 31].

Teorema 1.1. Los siguientes enunciados son equivalentes:
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Axioma de Elecciéon Para cada coleccion indexada de conjuntos no vacios,
existe una funcion que a cada indice le asigna un elemento del corres-
pondiente miembro de la coleccion.

Lema de Zorn Sea X un conjunto distinto del vacio y preordenado bajo r
(i.e., v es reflexiva y transitiva). Si cada cadena en X (subconjunto del
conjunto preordenado en el que cualesquiera dos elementos se relacio-
nan) tiene una cota superior, entonces X tiene al menos un elemento
maximal.

Teorema de Zermelo Cualquier conjunto tiene un buen orden (i.e., existe
un orden total en el que cualquier subconjunto propio y no vacio tiene
un elemento minimo).

A lo largo del presente escrito, en ocasiones serd necesario notar si dos
conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad. En esto nos enfocaremos du-
rante la mayor parte de esta seccién y, para ello, utilizaremos ideas bastante
bésicas de la Teoria de Conjuntos.

Definicién 1.2. Si A y B son conjuntos tales que existe una biyeccién entre
Ay B, se dice que A es equipotente a B, lo cual denotamos como A ~ B. Si
Ay B son equipotentes, se dice que A tiene la misma cardinalidad que B.

La cardinalidad de un conjunto B es denotada como |B|. La cardinalidad
del conjunto N se denota por Ng. Si existe una funcién inyectiva f: A — B,
decimos que la cardinalidad de A es menor o igual que la de B, cosa que
se escribe como |A| < |B| o bien por |B| > |A|. Si los conjuntos A y B no
son equipotentes y, ademds, |A| < |B|, entonces decimos que la cardinalidad
de A es menor que la de B, cosa que denotamos por |A| < |B| o bien por
|B| > |A|. Notemos que si A C B, entonces |A| < |B|. Notemos también que
un conjunto X es no numerable si y sélo si X contiene un conjunto infinito
de cardinalidad mayor que N. En otras palabras, X es no numerable si y
sélo si | X| > Wg. Por consiguiente, un conjunto C' es contable si y sélo si
|C] < Ro.

Usando el Axioma de Eleccién se verd que también existe una relacion
entre las funciones suprayectivas de un conjunto a otro y sus cardinalidades.

Lema 1.3. Sean A y B dos conjuntos. Si existe alguna funcion suprayectiva
f+ A— B, entonces |B| < |Al.

Demostracion. Al ser f suprayectiva de A en B, el conjunto de imagenes
inversas {f~1(b) | b € B} es una coleccién no vacfa de conjuntos no vacfos.
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Por el Axioma de Eleccién, existe un conjunto E tal que, para cada b € B,
hay un solo elemento a, en E tal que f(ap) = b. Definamos g: B — A tal que
g(b) = ap. De esta manera g es una funcién inyectiva, entonces |B| < |A]. O

El Lema 1.3 nos permite comparar cardinalidades de conjuntos dados.

Proposiciéon 1.4. Sean A y B dos conjuntos, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) [Al < |BJ.
2) Existe una funcion f: A — B inyectiva.
3) Existe una funcién g: B — A suprayectiva.

Demostracion. La equivalencia entre 1) y 2) de la Proposicién 1.4 es por
definicién, mientras que la implicacién de 3) a 1) se cumple usando el Lema
1.3. Sélo falta mostrar que 2) implica 3) lo que es sencillo pues, como f: A —
B es una funcién inyectiva, cada elemento a € A tiene asignado un tnico
elemento en B, de modo que, tomando un elemento ag en A, definimos
g: B — A como:

(b) = a  siexiste a € A tal que f(a) = b;
g ap  sino existe a € A tal que f(a) =b.
la cual claramente es una funcién bien definida y suprayectiva. O

Introducimos una tultima definiciéon antes de meternos de lleno en el
asunto de “medir” la cantidad de elementos de un conjunto.

Definicién 1.5. Para cualesquiera dos conjuntos A y B, definimos las ope-
raciones:

|A[+|B| =[(Ax{0hu(Bx{1})] vy [A]-|B]=|AxB|
También decimos que k es un cardinal si existe un conjunto A tal que k =
|Al.

Con esta notacion, es facil notar que si kK y A son cardinales tales que
k= |K|y A=|L|, entonces se tiene que:

kA= (K x{0DULx{1))] v & A=|KxL|

Si el lector se interesa en asuntos de cardinalidad o encuentra demasiado
escueta la informacién proporcionada en este texto, puede hallar una intro-
duccién al tema en [2]. Ahi mismo puede encontrarse la demostracién del
siguiente resultado ([2, Corolario 1, p. 109]).
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Lema 1.6. Sean k y A dos cardinales, uno infinito y el otro no cero. En-
tonces kK + A = K- A = mdz {k, \}.

Entre las curiosidades que nos permiten obtener los lemas mencionados
anteriormente, se encuentran aquellas que nos indican que podemos unir
conjuntos contables una cantidad contable de veces, o realizar el producto
finito de conjuntos contables, y obtener un conjunto cuya cardinalidad es
igualmente contable.

Proposicion 1.7. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(a) N x N es numerable.
(b) El producto finito de conjuntos contables es contable.

(¢) La unién contable de conjuntos contables es contable.

Demostracion. (a) La cardinalidad de N es Rg. El Lema 1.6 nos dice, por
tanto, que |N x N| = Ry - Ry = médx {Rg, No} = Ng. Luego el conjunto N x N
es numerable.

(b) Sean Ay B dos conjuntos contables, lo que significa que |A| y |B|
son menores o iguales a Ny. Si A o B son vacios, entonces A x B es vacio.
Entonces, supongamos que tanto A como B no son vacios. Usando a N como
un conjunto de cardinalidad Ng, la Proposicién 1.4 nos dice que existen
funciones suprayectivas f: N —> Ay g: N— B.

Definamos la funcién h: N x N — A x B como h((n,m)) = (f(n),g(m))
y sea (z,y) € A x B. Como f y g son suprayectivas, existe (n,m) € N x N
tal que f(n) =z y g(m) = . De donde h((n.m)) = (f(n), g(m)) = (z,1);
por lo que h es suprayectiva. Usando una vez mas la Proposicion 1.4 y el
hecho de que encontramos una funcién suprayectiva del conjunto numerable
N x N a A x B, obtenemos que |A x B| < ¥j. Esto prueba que A x B es
contable. Utilizando induccion se tiene que el producto finito de conjuntos
contables es contable.

(c) Sean C un conjunto contable y {A, | n € C} una familia no vacia
de conjuntos contables no vacios. Para cada n € C, como A, es contable, la
Proposicién 1.4 dice que existe f,: N — A, suprayectiva. Como C' también
es contable, por el mismo resultado, existe g: N — C suprayectiva. Conside-
remos la funcion h: N x N = J,cc An definida como h((k,m)) = fou)(m).
Notemos que h estd bien definida pues si (k,m) € N x N, entonces

gk) € C y  h((k,;m)) = fory(m) € Agy € | An-
neC
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Ahora, sea a € |J, o An. Entonces existe m € C tal que a € Ap,. Como
fm es suprayectiva, existe s € N tal que f,,,(s) = a. Pero g es también
suprayectiva y m € C, por tanto existe k € N tal que g(k) = m. De donde
h((k,s)) = fou)(s) = fm(s) = a. Esto prueba que h es suprayectiva. La
Proposicién 1.4 nos dice que |J,,c An €s un conjunto contable. O

Al tener la Proposicién 1.7, el lector puede estar tentado a suponer que
el producto numerable de conjuntos contables es una coleccién contable.
Lamentablemente tal supuesto es falso, incluso en un ejemplo tan simple
como el producto numerable del conjunto X = {0, 1} consigo mismo. Dicho
ejemplo estd explicado a detalle en [21, Teorema 7.7].

Para finalizar esta seccién, presentamos un tltimo resultado que no es
trivial, pues acota la cantidad de cierto tipo de conjuntos en un conjunto
contable.

Teorema 1.8. Sea C' un conjunto contable. Entonces
S={D CC|D es un subconjunto finito de C'}

es una coleccion contable.

Demostracion. Definamos, para cada n € N, A, = {D C C | |D| < n}.
Obviamente S = | J,,cy An- Mostraremos que cada A, es contable. Para esto,
sea n € N y definamos, para cada i € {1,...,n} a C; = C. Consideremos la
funcién f,: [[i; Ci — A, definida como

fol(x1, 29, .. xp)) = {21, 22, ..., Tp }

la cual claramente es suprayectiva. Ademds, como [[!" ; C; es un producto
finito de conjuntos contables, por la parte (b) de la Proposicién 1.7, es con-
table. Con lo anterior, hemos hallado una funcién suprayectiva del conjunto
contable [], C; a A,. La Proposicién 1.4 nos dice que A, es contable.
Luego, por la parte (c) de la Proposicién 1.7, S = (J,,cy An es contable. [

1.3. Nociones de Topologia

En la presente seccién y a lo largo de este trabajo, las letras X, Y y
Z simbolizaran espacios topoldgicos. Si es sensible la necesidad de hacer
explicita la topologia con que se ha equipado a, digamos X, entonces se
simbolizara al espacio como (X, 7) donde 7 es dicha topologia.
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Sean X un espacio topolédgico y A C X. Con Intx(A) representaremos
al interior del conjunto A en X, y con Clx(A) a la cerradura de A en X.
Si no hay posibilidad de confusién sobre el espacio en el que efectuamos la
operacion, entonces Intx(A), Int(A) y A° se usardn como iguales, lo mismo
que Clx(A), CI(A) y A.

En esta seccion mencionaremos algunos conceptos basicos de Topologia
General y mostraremos algunas propiedades de las cuales haremos uso en
capitulos posteriores.

1.3.1. Bases, Vecindades y Peso de un Espacio

Introduciremos los conceptos que utilizaremos para definir vecindades de
un punto, subbases y bases de un espacio topoldgico.

Definicién 1.9. Dado un espacio topoldgico (X, 7), definimos:

a) Para z € X, una vecindad de z, es un subconjunto V' C X para el que
existe un abierto U de X tal que x € U C V.

b) Una familia B C 7 es llamada una base para X, si cada abierto no

vacio de X puede ser representado como la unién de una subfamilia
de B.

¢) Una familia P C 7 es llamada una subbase para X si la familia de todas
las intersecciones finitas Uy N ---NU,, con U; € P para 1l <i < n, es
una base para X.

Existen vecindades de un punto con propiedades adicionales. Por ejem-
plo, una wvecindad abierta de x € X es una vecindad de x que, ademas, es
un subconjunto abierto de X. Una wecindad cerrada de x es una vecindad
de x que es un subconjunto cerrado de x.

Tratar con bases hace mucho més facil el estudio de un espacio topoldgi-
co, ya que un espacio con su topologia estd determinado por su base y un
mismo espacio puede tener muchas bases diferentes, de entre las cuales es
posible encontrar algunas que cumplan propiedades especiales. Por ejemplo,
dado un espacio topoldgico (X, 7), la topologia con que se equipa podria ser
no numerable, y ain asi, es factible que posea una base contable. Si tal base
es considerada, trabajar con ella nos ahorra una gran cantidad de esfuerzo
en el estudio de las propiedades de dicho espacio.
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Proposicién 1.10. Para un espacio topoldgico (X, 7) y una familia B C T,
una definicion alternativa para base es la siguiente: B es base de X si para
cada punto x € X y todo abierto V de X tal que x € V, existe U € B tal
quex € U CV.

Demostracion. Para probar la Proposicién 1.10, supongamos primero que
B C 7 es una base de X. Sean x € X y V un abierto de X tales que x € V.
Entonces V' puede ser representado como la unién de una subfamilia B’ de
B. Luego existe U € B’ tal que x € U y U es un subconjunto de | J B, donde
precisamente V = [JB'. La implicacién inversa se obtiene notando que si
x € V, existe un U, € B tal que x € U, C V. Debido a esto V' queda cubierto
con la unién de la familia {U, | x € V'}, que es una subfamilia de B. Es facil
notar que | J{U, |z € V}=V. O

El siguiente enunciado y su corolario son evidentes, pero es importante
mencionarlos dada la cantidad de veces que se utilizaran a lo largo del texto.

Proposicion 1.11. Sea X un espacio topoldgico. Para cualquier A C X las
siguientes condiciones son equivalentes:

a) z € A.
b) Para cada vecindad U de x, sucede que U N A # ().

Demostracién. Recordemos que la cerradura de un conjunto A es la inter-
seccién de todos los cerrados que contienen a A. Ambas demostraciones se
harén por contrapuesta. Si existe una vecindad U de z tal que UNA = (), en-
tonces al tomar un abierto V' de X tal que x € V C U, resulta que VNA = ().
Luego A C V¢ y claramente V¢ € {F C X | F es cerrado y A C F'}. Por lo
tanto A C V¢, de donde z ¢ A.

Si x ¢ A, entonces existe un cerrado F en X talque AC Fy z ¢ F, de
donde x € U = X \ F. Por tanto U es vecindad abierta de z disjunta a F,
implicando que U N A = (). O

Corolario 1.12. Si U es un conjunto abierto de X, AC X yUNA # 0,
entonces U N A # (.

Demostracion. Sea xz € UNA. Entonces x € Ay, como U es una vecindad
de x, la Proposicién 1.11, implica que U N A # 0. O

Retomando el hecho de la posibilidad de tener distintas bases para un
mismo espacio, una pregunta natural es si existe alguna base que sea “lo
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mas pequena posible” en el sentido de cardinalidad, lo cual, en un afan de
simplicidad lleva a querer encontrar esa base para trabajar con ella. Lamen-
tablemente describir dicha base por lo general no es sencillo, pero se sabe que
al menos existe una base que cumpla con esas caracteristicas. Ello motiva
la siguiente definicion.

Definicién 1.13. El conjunto de niimeros cardinales de la forma |B| con B
una base para el espacio X, tiene un elemento menor |By|. El cardinal |By|
es llamado el peso de X y lo denotamos como w((X,7)). Si no es relevante
especificar cual topologia es la que estd equipada, denotaremos el peso de X
sélo como w(X).

Sean (X, 7) un espacio topoldgico y p € X. Una base local de X en p, es
una familia B}, C 7 tal que cada uno de sus elementos posee a p y, para cada
abierto U en X con p € U, existe V' € B, de modo que V' C U. Decimos que el
espacio topoldgico (X, 7) es primero numerable si cada p € X posee una base
local B, contable. Si sucede que el espacio topoldgico (X, 7) tiene una base
contable, decimos que es sequndo numerable. De la Definicion 1.13 es féacil
ver que si X es segundo numerable, entonces una base By de cardinalidad
minima es a lo mas numerable, de donde w(X) < Ny.

Recordemos que un conjunto es contable si es finito o numerable. De-
beriamos entonces decir “primero contable” y “segundo contable” en lugar
de “primero numerable” y “segundo numerable”, respectivamente. Sin em-
bargo, por fuerza de la costumbre, optamos por la terminologia como la
indicamos en el parrafo anterior.

El peso de un espacio es utilizado, entre otras cosas, para tomar una
base con caracteristicas que nos sean favorables, y a partir de aquella base,
extraer una de cardinalidad minima que permita el estudio del espacio sin
los inconvenientes del manejo de bases de cardinalidad “grande”.

En los Teoremas 1.1.14 y 1.1.15 de [9], se prueban los siguientes enun-
ciados.

Proposicién 1.14. Si w(X) < m, entonces para toda familia {Us | s € S}
de subconjuntos abiertos de X, existe un conjunto Sop C S tal que |Sp| < m

Y Useso Us = Uses Us-

Proposicién 1.15. Si w(X) < m entonces, para cada base B de X, existe
una base By de X tal que |By| < m y By C B.
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1.3.2. Espacios Compactos

Supongamos que X es un espacio topoldgico. Una cubierta de X es una
familia § = {F, | @ € I'} de subconjuntos de X tal que

X:UFa.

ael

Si§={F.|a €T} es una cubierta de X y T C T es tal que

X=J F.,

aeY

entonces la familia € = {F, | @ € YT} se llama una subcubierta de §. Si
ademds T es un conjunto finito, entonces € es una subcubierta finita de
X. En el caso que T sea contable, € serd llamada subcubierta contable de
X. Si todo elemento de la cubierta § es un subconjunto abierto de X, nos
referiremos a § como una cubierta abierta de X. Si Y C X, una coleccion B
de abiertos de X se dice que cubre a Y sila union de sus elementos contiene
aY.

Existen conjuntos a los que dadas cubiertas abiertas, se les pueden ex-
traer subcubiertas con ciertas propiedades:

Definicion 1.16. Decimos que X es un espacio compacto si toda cubierta
abierta de X posee una subcubierta finita. El espacio X serd llamado de
Lindelof si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta contable.

Si tomamos a Y C X y queremos mostrar que Y es compacto o bien
de Lindel6f, deberiamos mostrar que toda cubierta abierta de Y posee una
subcubierta finita o bien contable. Esto se hace de la manera natural, como
se indica en el siguiente resultado.

Lema 1.17. Sea Y C X. Entonces Y es compacto (respectivamente, de
Lindeldf) si y solo si cada familia de abiertos de X, que cubre a'Y, posee
una coleccion finita (respectivamente, contable) que cubre a Y.

Demostracion. Mostraremos el lema sélo para el caso de la compacidad,
pues el caso de Lindelof presenta una demostracion muy similar.

=] Supongamos que Y es compacto y que € = {4; | i € J} es una
coleccién de abiertos de X que cubre a Y (es decir Y C J;c; 4i). Entonces
{A;NY | i € J} es una cubierta de Y con abiertos en Y. Como Y es compacto
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existe una subcubierta finita {A4;, NY,..., A;, "Y'} que cubre a Y. Por tanto
{4;,,...,A;,} es una coleccién finita de € que cubre a Y.

<] Sea B = {B; | i € J} una cubierta de Y cuyos elementos son
abiertos en Y. Para cada i € J elegimos un conjunto abierto A; en X tal
que B; = A;NY. La coleccién {A; | i € J} es una coleccién de abiertos de X

que cubre a Y. Por hipétesis, existe una subcoleccién finita {4;,,...,4;,}
que cubre a Y. Entonces {B;,, ..., B;,} es una subcubierta finita de B que
cubre a Y, de donde Y es compacto. O

El lema anterior nos permite trabajar con subespacios compactos sin ne-
cesidad de usar abiertos relativos, lo que ahorra bastante trabajo. Por otra
parte, en el estudio de compactos, es bien sabido que bajo ciertas condi-
ciones, existe una relacién entre los conjuntos cerrados y los compactos. La
demostracién del siguiente resultado se encuentra en [30, Teorema 17.5].

Proposicién 1.18. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y'Y un subconjunto
de X. Entonces se cumple:

1) si 'Y es cerrado en X y X es compacto, entonces Y es compacto;
2) si 'Y es compacto y X es Ty, entonces Y es cerrado.

Hasta ahora solo hemos visto resultados que nos dicen cuando un espacio
o subespacio es compacto. El siguiente teorema, cuya demostracién puede
verse en [30, Teorema 17.7|, indica que la compacidad se preserva bajo las
funciones continuas.

Teorema 1.19. Sea f: X — Y wuna funcion continua. Si X es compacto
entonces f(X) es compacto.

Si suponemos ademas que f es suprayectiva, el Teorema 1.19 indica
que Y es un espacio compacto. Por tanto, la compacidad es una propiedad
topoldgica.

Haciendo uso del Lema de Zorn, mostraremos un resultado no trivial
en Topologia General, que nos indica que todos los espacios que no son
compactos, poseen unas cubiertas bastante especiales.

Teorema 1.20. Sea X un espacio topolégico. Si X no es compacto, entonces
existe una familia M de subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

1) M es una cubierta abierta de X que no posee una subcubierta finita.
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2) Si U es una familia de abiertos en X tal que M C U, entonces U es
una cubierta abierta de X que posee una subcubierta finita.

3) St M e M yU,Us...,Up, son subconjuntos abiertos en X tales que
UinUan---NU, C M, entonces U; € M para alguna i € {1,...,n}.

Demostracion. Como X no es compacto, existe una cubierta abierta C de
X que no posee subcubiertas finitas. Consideremos la familia € de todas las
cubiertas abiertas de X que no poseen subcubiertas finitas. Claramente € #
(0, pues C € €. Ordenemos a € por la relacién de inclusién C. Supongamos
que © es una cadena en €, (i.e., ® C € y cualesquiera dos elementos en
© son comparables bajo la relacién de inclusién C). Si © es el vacio, es
claro que cualquier elemento de € sirve como cota superior para ® en €, en
particular C es dicha cota. De tal modo, supongamos que © # () y sea

W= U D ={V |V €D, para alguna D € D}.
DeD

Observemos que si D € © y V € D, entonces V es un abierto en X, pues
D es una cubierta abierta de X. Asi se tiene que cada elemento de W es un
abierto en X. Como también D C W, para D € D, resulta que W es una
cubierta abierta de X. Notemos que W no posee subcubiertas finitas, pues si
tuviera una subcubierta finita {Vi,...,V,,}, como V; € Wconi € {1,...,n},
existe D; € ® tal que V; € D;. Pero la familia ® es una cadena, por tanto
existe j € {1,...,n} tal que Vi,...,V,, € Dj, de donde concluimos que
{Vi,...,V,} es una subcubierta finita de D; para X, lo cual contradice el
hecho de que D; sea un elemento de €. Por tanto ¥V no posee subcubiertas
finitas.

Como W es una cubierta abierta de X y no posee subcubiertas finitas,
W € €. Pero también sucede que D C W para cada D € ©. Entonces W es
una cota superior para ® en €. Hemos probado asi que cualquier cadena %
en ¢ posee una cota superior en €. Usando el Lema de Zorn, deducimos que
¢ posee un elemento maximal M. Ya que M € €, M satisface 1). Como la
relacion en © es la contencion, si U es una familia de abiertos de X tal que
M C U, entonces U es una cubierta abierta de X tal que V ¢ €. Por tanto,
U posee una subcubierta finita. Esto muestra que M satisface 2).

Para probar que M cumple &), supongamos que M y Uy,U, ..., U, son
como se indica en 3). Supongamos ademds que U; ¢ M para ninguna i.
Definimos M; = M U {U;}, para cada i € {1,2,...,n}. Entonces M C M;
para i € {1,2,...,n}. Ademds como M es una cubierta abierta para X,
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resulta que M; también lo es. Aplicando 2) a cada familia M;, deducimos
que cada cubierta M; de X posee una subcubierta finita. De donde, para
cada i € {1,2,...,n}, existen n; € Ny M;, , M;,,... , M;,, € M tales que:

X:MilUMZ’QU"'UMiniUUi. (a)

Tomemos ahora un punto z en X. Si z estd en cada U;, entonces x estd en
la interseccién, de donde por hipdtesis, z € M. Si existe algin U; tal que
x ¢ U;, entonces, utilizando («) para dicho indice i, existe j € {1,2,...,n;}
tal que x € M;;. Con lo cual hemos probado que

n n; n n;

xcn--nuyu UM, | cmu (M
1=17=1 1=1j=1

Por tanto M tiene como una subcubierta finita a la unién de M con los M;_,
contradiciendo que M € €. La contradiccién vino de suponer que U; ¢ M
para ninguna i. Luego existe i € {1,2,...,n} tal que U; € M y asi hemos
probado 3). O

Como consecuencia del resultado anterior podemos determinar cuando
un espacio es compacto, fijAndonos solo en elementos de una de sus subbases.

Teorema 1.21 (Lema de la Subbase de Alexander). Sean X un espacio
topologico y S una subbase para X. Entonces X es compacto si y sdlo si
cualquier cubierta de X, formada por elementos de S, posee una subcubierta
finita.

Demostracion. =] Sea € una cubierta de X por elementos de S. Como
los subbésicos son abiertos en X, € es una cubierta abierta del compacto X,
de donde € posee una subcubierta finita.

<] Supongamos que X no es compacto. Entonces, por el Teorema 1.20,
existe una familia M de subconjuntos de X, con las propiedades 1), 2) y 3)
de dicho teorema. Vamos a probar ahora que la interseccién & N M es una
cubierta abierta de X. Que los elementos de & N M son abiertos de X es
evidente, pues tanto los elementos de S como los de M son abiertos en X.
Como M es una cubierta abierta de X, dado un punto z € X, existe U € M
tal que x € U. Ya que S es una subbase para X, existen S1,59,...,5, € S
tales que z € S;N---NS, C U. Por 3) del Teorema 1.20, existe i €
{1,2,...,n} tal que S; € M. Entonces S; es un elemento de S N M tal que
r € S;, de donde S N M es una cubierta abierta de X. Pero SN M C S,



1.3. NOCIONES DE TOPOLOGIA 13

entonces por hipdtesis, S N M tiene una subcubierta finita F. Como los
elementos de F estan en M, entonces F es una subcubierta finita de M.
Esto contradice la propiedad 1) del Teorema 1.20. Como la contradiccién
viene de suponer que X no es compacto, deducimos que X es compacto. [

La condicién de compacidad se porta de buena manera, en el sentido que
la comparten espacios “cercanos” a un espacio compacto

Teorema 1.22. Sea X un espacio topoldgico. Supongamos que W, K C X
son tales que K es compacto y, para cada y € W, tenemos que {y} N K # ().
Entonces W U K es compacto.

Demostracién. Sea C una familia de abiertos en X que cubre a W U K.
Entonces C es una familia de abiertos en X cuya unién contiene al compacto
K. Luego existen n €« Ny Cy,...,C, € C talesque K CCiU---UC,.

Dada y € W, tenemos que {y} N K # 0, por lo que {y} N C; # 0 para
alguna j € {1,...,n}. Como C; es abierto en X, el Corolario 1.12 nos dice
que y € Cj. Esto implica que W C C1U---UC,,. Por tanto {C1,Co,...,Cy}
es una coleccién finita de elementos de C que cubre a W U K, probando
asi que W U K es compacto. ]

1.3.3. Espacios Localmente Compactos

En ocasiones no es posible encontrar espacios compactos que nos ayuden
a resolver un problema en cuestién. En tal caso, se buscaran espacios que
aunque no cumplan con la maravilla de ser compactos, satisfagan una version
“local” de compacidad. Los espacios con dicha propiedad son los que se
describen en la siguiente definicion.

Definiciéon 1.23. Un espacio topoldgico X es localmente compacto si para
cada ¢ € X y todo abierto V de X con x € V, existe una vecindad compacta
G de x tal que G C V.

Notemos que una vecindad compacta de un punto x € X es una vecindad
de z que, ademads, es un subconjunto compacto de X. La anterior definicion
nos proporciona varias vecindades compactas de cada punto en un espacio
localmente compacto. Sin embargo, para algunos espacios, podemos decir
que cumple con la definicién tan pronto encontremos una vecindad compacta,
para sus puntos.

Proposiciéon 1.24. Sea X un espacio T>. Entonces X es localmente com-
pacto si y sélo si cada punto de X posee una vecindad compacta.
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Demostracion. Supongamos que X es un espacio 1. Si X es localmente
compacto y ¢ € X entonces, como X es un abierto de X que tiene al punto
x, existe una vecindad compacta G de x tal que x € G C X. Esto prueba
que en cualquier espacio localmente compacto X, cada punto de X posee
una vecindad compacta.

Ahora supongamos que cada punto de X posee una vecindad compacta.
Sean x € X y U un abierto en X tales que x € U. Por hipdtesis existe
una vecindad compacta K de x. Como X es To y K es un subconjunto
compacto de X, por la parte 2) de la Proposicién 1.18, K es cerrado en
X. Sea V= (KnNU)° Notemos que V es abierto en X. Como U y K son
vecindades de z, la interseccién K N U también es una vecindad de x. Por
tanto V es una vecindad abierta de x. Notemos que V' C K° C K por lo que
la cerradura de V' en X, denotada por Clx(V'), es un subconjunto cerrado
en el conjunto compacto K. Luego, por la parte 1) de la Proposicién 1.18,
Clx (V) es compacto. En vista de que los subespacios de espacios T» son
T3, el conjunto Clx (V') es compacto y Ts. Por tanto Clx (V') es T3 (ver [30,
Teorema 17.10]). Usando que V es una vecindad de = en Clx(V), existe un
abierto W de Clx (V) tal que x € W C Clgy vy (W) C V. Es claro que
Cleyy vy (W), al ser cerrado dentro del compacto Clx(V), es también un
compacto. Ademds, por ser W un abierto en Clx(V), existe un abierto W
de X tal que W = Wy N Clx (V). Afirmamos que

Wo ﬁClx(V) =WoynV.

Es claro que WoN'V C Wy N Clx (V). Por otra parte Wy N Clix(V) C Wy y
WoNClix(V) =W C V, por lo que Wy N Clx(V) C Wy N V. Esto prueba
que W =WyNClx(V) = WynV. Como consecuencia de esto, W es abierto
en X. Luego Cley, (v)(W) es una vecindad compacta de x contenida en U.
Lo anterior muestra que X es localmente compacto. O

Corolario 1.25. Los espacios compactos y 1o son localmente compactos.

Es evidente que es mucho mas facil lidiar con espacios compactos. De
ahi que si el espacio donde trabajamos no es compacto, busquemos una
forma de hacerlo comportarse como si lo fuera y, al mismo tiempo, no per-
der muchas de sus propiedades topoldgicas en el proceso. Afortunadamente
existen formas de ver cumplido tal objetivo. Una de ellas es conocida como
la compactacion de un espacio; en el caso de que nuestro espacio sea Th
y localmente compacto, existe una forma de hacerlo compacto agregandole
Unicamente un punto. Este resultado es conocido como el Teorema de la
Compactacién de Alexandroff ([8, Teorema 8.4, p. 246]).
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Definicion 1.26. Sean X y Y dos espacios topolégicos. Decimos que Y es
una compactacion de X, si Y es compacto y Y posee un subespacio denso
que es homeomorfo a X. Cuando X es localmente compacto y Ts, a la
compactacion que resulta del Teorema de la Compactacién de Alexandroff,
se le llama la compactacion por un punto de X.

Para un espacio X no compacto, 75 y localmente compacto, su compac-
tacién por un punto es la que hace de X un espacio compacto cuando se
le agrega un punto. Vamos a denotar dicha compactacion como wX o bien
como X U {00}, siendo w o oo el punto que se agrega a X para hacerlo
compacto.

Existen relaciones conocidas entre un espacio X localmente compacto y
T5 y su compactacion wX. Una de ellas dice que el espacio wX también es T5
(y, como wX es compacto, tenemos que wX es compacto y T, luego también
es Ty). Otro resultado dice que si X es localmente compacto y T», entonces
X es segundo numerable si y sélo si su compactacién wX es metrizable ([8,
Teorema 8.6, p. 247]).

En lo que resta de la subseccion, el interés serd fijado en sélo una pro-
piedad de las funciones entre espacios localmente compactos y sus compac-
taciones. Para formularlo, requerimos de la siguiente definicion.

Definiciéon 1.27. Sean X y Y dos espacios topoldgicos y f: X — Y una
funcién. Entonces

a) f es cerrada si para todo cerrado F' en X, su imagen directa f(F') es
un cerrado en Y.

b) f es propia si f es continua y para todo compacto K C Y, se cumple
que f~!(K) es un subespacio compacto de X.

La definicién en la parte b) es poco utilizada en la forma que la tenemos.
Es mucho maés conocida la nocién de funcion perfecta, que es como se define
a una funcién continua y cerrada de X en Y con fibras f~!(y) compactas,
para cada y € Y. En el Corolario 1.31, mostraremos una situacién en la que
las funciones propias resultan ser perfectas.

Proposicion 1.28. Si f: X — Y es continua donde X compacto y'Y es
Ty, entonces f es cerrada.

Demostracién. Para probar el enunciado, tomemos un cerrado A en el
compacto X. La Proposicién 1.18 nos dice que A es compacto. Luego f(A)
es un subespacio compacto de Y que es un espacio 1. Por tanto, aplicando
de nuevo la Proposicién 1.18, f(A) es cerrado en Y. O
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Teorema 1.29. Sean X y Y dos espacios topoldgicos localmente compactos
y Ty. Consideremos que X U{w} y Y U{E} representan las respectivas com-
pactaciones por un punto de X y de Y. Supongamos que f: X =Y es una
funcion propia. Definimos la funcion f*: X U{w} — Y U {&} como sigue:
ff(x)=f(zx) siz e X y f*(w) =& Entonces f* es continua.

Demostracion. Sabemos que f* es continua en x si para toda vecindad V
de f*(z) en Y U {¢} se tiene que (f*)~1(V) es vecindad de x en X U {w}.
Claramente f* siempre es continua en cada punto x de X. Ahora veamos
que f* es continua en w. Sea V una vecindad abierta de £ en Y U {{}.
Por tanto (Y U{¢}) \ V es un cerrado dentro del compacto Y U {£}. Luego
(Y U{&}) \ V es compacto. Como f es propia y podemos pensar que (Y U
{€}) \ V es un subconjunto compacto de Y, sucede que f~1((Y U {£})\
V) es un subconjunto compacto de X. Como f y f* coinciden cuando no
intervienen los puntos especiales w y &, resulta que (f*)"1((Y U{£})\ V) es
un subconjunto compacto de X U {w}, el cual es Ts. Por tanto

()Y ULEH\V) = (X u{wh \ (/)1 (V)

es cerrado en X U{w}. Luego (f*)~1(V) es abierto en X U{w}. Esto prueba
que f* es continua en w. O

Dada una funcién propia f: X — Y, si agregamos condiciones a los
espacios X y/o Y, es posible obtener propiedades adicionales para dicha
funcién. Tales propiedades son bastante simples pero serdn utilizadas en
demostraciones posteriores, de ahi el interés en mencionarlas.

Proposicion 1.30. Sean X y Y dos espacios localmente compactos y Ts.
Si f: X — Y es una funcion propia, entonces f es cerrada y f(X) es
localmente compacto.

Demostracion. Tal como en el Teorema 1.29, tomaremos las compactacio-
nes por un punto X U{w}y YU{{} de X y de Y, respectivamente, ademés
de la funcién f*: X U{w} — Y U{¢} definida en dicho teorema. Como X y
Y son Ty y localmente compactos, sus compactaciones X U {w} y Y U {¢}
también son Th. Como f es propia, por el Teorema 1.29, f* es continua.

Para mostrar que f es una funcién cerrada, supongamos que A C X es
cerrado. Entonces A U {w} es cerrado en el conjunto compacto X U {w}.
Luego AU {w} es compacto, por lo que

[T (AU{w}) = fF(A) U{E}
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es compacto en Y U {&}, pues f* es continua. Como Y U {¢} es Ty, resulta
que f(A)U{&} es cerrado en Y U {£}. Entonces el complemento de f(A) en
Y es abierto, por lo que f(A) es cerrado en Y, completando la prueba de
que f es cerrada. En particular f(X) es un cerrado en Y, que es localmente
compacto. Como los subconjuntos cerrados de espacios localmente compac-
tos son localmente compactos ([8, Teorema 6.5, p. 239]), f(X) es localmente
compacto. ]

Corolario 1.31. Sean X yY dos espacios topolégicos localmente compactos
y Ty St f: X = Y es una funcion propia, entonces f es cerrada y, para
cada y €Y, el conjunto f~1(y) es compacto.

Demostracion. El resultado anterior dice que f es cerrada. Por hipotesis f
es propia y es evidente que cada unitario {y} es compacto. Luego f~!(y) =
S7'({y}) es compacto. -

Proposicién 1.32. Sea f: X — Y una funcion continua con'Y un espacio
Ty y X compacto. Entonces f es propia.

Demostracion. Sea K un subconjunto compacto del espacio Y, que es T5.
La Proposicién 1.18 nos dice que K es cerrado en Y. Entonces Y \ K es
abierto en Y. Utilizando la continuidad de f y el buen comportamiento de
f~1 esclaroque f1(Y\K) = X\ f~!(K) es abierto en X, de donde f~!(K)
es cerrado en el espacio X, que es compacto. Por la Proposicién 1.18, f~1(K)
es compacto. Por tanto f es propia. O

Corolario 1.33. Sean X y Y dos espacios localmente compactos y Ts.
Consideremos que X U {w} y Y U {&} representan las respectivas com-
pactaciones por un punto de X y de Y. Entonces toda funcion continua
g: X U{w} = Y U{} es cerrada y propia.

Demostracion. Sabemos que X U {w} es compacto, Y U {} es To y g
es continua. Por la Proposicién 1.32, g es propia. Usando que g es una
funcién propia entre espacios localmente compactos y T5 (pues los espacios
compactos y T son localmente compactos), el Corolario 1.31 garantiza que
g es cerrada. O

1.3.4. Metrizabilidad

Entre los espacios topoldgicos méas faciles de estudiar, se encuentran
aquellos cuya topologia es inducida por la nocién de lo comtinmente cono-
cido como distancia. Tales espacios son llamados metrizables. Y los espacios



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

que admiten una distancia se llaman métricos. De cursos basicos de topo-
logia son conocidas varias propiedades relacionadas con dichos espacios, por
ejemplo, que cualquier espacio metrizable es T3, que la metrizabilidad es un
invariante topolégico o que cualquier espacio metrizable es primero nume-
rable, de modo que daremos por conocidas varias cuestiones relacionadas a
la metrizabilidad. El lector interesado puede ver las demostraciones de las
afirmaciones anteriores en el Capitulo IX de [8].

En la presente subseccién mencionaremos tres resultados que involucran
la metrizabilidad de un espacio topolégico. El siguiente teorema se encuentra
probado en [30, Teorema 16.11].

Teorema 1.34. Para un espacio metrizable X, los siguientes enunciados
son equivalentes:

a) X es sequndo numerable.
b) X es de Lindeldf.

c) X es separable.

En el mismo texto encontramos la demostracién del Teorema de Me-
trizacién de Urysohn ([30, Teorema 23.1]), el cual corresponde al siguiente
enunciado. Recordemos que un espacio topolégico X es regular si para cada
x € X y toda vecindad abierta V de x en X, existe una vecindad cerrada G
de x tal que G C V.

Teorema 1.35. Para un espacio X que es Ty, los siguientes enunciados son
equivalentes:

a) X es reqular y seqgundo numerable.
b) X es separable y metrizable.

¢) X puede ser encajado en el cubo de Hilbert, es decir, en el producto
cartesiano [[;2, I; con la topologia producto, donde I; = [0,1] con la
topologia usual, para cada i € N.

Como resultado final de la seccién para un espacio metrizable, damos
una equivalencia para la compacidad del espacio en términos de sucesiones.
Su demostracién puede verse en [21, Teorema 28.2].

Proposicién 1.36. Para un espacio metrizable X, los siguientes enunciados
son equivalentes:

a) X es compacto.

b) Cada sucesion de elementos de X, posee una subsucesion convergente.
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1.4. Nociones de Sistemas Dinamicos

Un sistema dindmico consta de un espacio topolégico X y una funcion
continua f, donde f se aplica sobre el espacio X y su imagen estd contenida
en X (i.e. f: X — X). Un sistema dindmico serd representado como una
pareja (X, f). Durante el resto de la presente seccién, a menos que se diga
otra cosa, todas las funciones de las que se hagan mencion, seran continuas.

Dada una funcién f: X — X, una vez aplicada la funcién se puede
aplicar una y otra vez, y asi considerar las iteraciones f”. Si n € N, entonces
la n-ésima iteracion de f es la composicion de esa funciéon consigo misma n
veces. Asi

fr=fofo of.
| S

n veces

Consideramos a f% como la funcién identidad en X, definida como f°(z) = z
para cada x € X. Notemos que f!' = f. La composicién de una funcién g
con una funcién f se denotard indistintamente como f o g o bien fg.

En la presente secciéon daremos un breve repaso de algunas nociones
y resultados propios de los Sistemas Dindmicos. Esto nos permitird tener
las herramientas necesarias para clarificar los resultados de los siguientes
capitulos.

Definicién 1.37. Sean (X, f) y (Y,g) dos sistemas dindmicos. Si existe
un homeomorfismo h: X — Y que satisface la relacién de conjugacién h o
f = g o h, entonces se dice que (X, f) y (Y, g) son sistemas topoldgicamente
conjugados bajo h.

En el caso de que (X, f) y (Y, g) estén conjugados topolégicamente bajo
h, para abreviar diremos que (X, f) y (Y, g) estdn conjugados bajo h. Si
no existe posibilidad de confusién respecto a la funcién de conjugacién, se
dird simplemente que (X, f) y (Y, h) estdn conjugados.

Definicion 1.38. Una propiedad P es una propiedad dindmica si se preserva
bajo conjugacién. Es decir, si cuando un sistema dindmico (X, f) posee la
propiedad P, resulta que cualquier otro sistema dindmico (Y, g) conjugado
con (X, f) también tiene la propiedad P.

Recordemos que si f: X — X es una funcién continua, entonces un
punto p de X se llama un punto fijo de f si f(p) = p. La propiedad de
“tener un punto fijo” es dindmica. Para ver esto supongamos que el sistema
dindmico (X, f) es tal que f posee un punto fijo p. Supongamos que el
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sistema dindmico (Y, g) es conjugado con (X, f) bajo h: X — Y. Entonces
h(p) = h(f(p)) = g(h(p)), por lo que h(p) es un punto fijo de g. Esto implica
que el sistema dindmico (Y, g) es tal que g posee un punto fijo.

Maés adelante, en la presente seccion, daremos otros ejemplos de pro-
piedades dindamicas. De momento consideramos el siguiente resultado, que
involucra la conjugacién.

Proposicién 1.39. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dinamicos que estdn
conjugados bajo h. Entonces, para cualquier n € N, se cumple ho f* = g"oh.

Demostracion. Por induccién sobre n. Paran = 1, ho f = go h es la
definicién de sistemas conjugados. Supongamos que se cumple h o f* =
g" o h. Mostraremos que h o f*t1 = ¢"*! o h. Usando la asociatividad de la
composicién de funciones, asi como la hipétesis de induccién, tenemos que

ho f™*' = (ho ™) of=(g"oh)of=g"o(hof)=g"o(goh) = g" " oh.
Entonces el resultado se cumple para toda n € N. ]

Ahora vamos a definir tres de las propiedades dindmicas mas interesantes
en la Teorfa de Sistemas Dindmicos.

Definicién 1.40. Sea (X, f) un sistema dindmico.

a) f es topoldgicamente transitiva (o simplemente transitiva) si se cumple
que para cualesquiera dos abiertos y no vacios U y V de X, existen € N
tal que f"(U)NV # 0.

b) f es débilmente mezclante si para cualesquiera dos parejas (Uy, Us) y
(V1, V) de abiertos no vacios de X, existe n € N tal que f™(U;)NVy #
0 # f"(Uz) N Va.

c) f es mezclante si para cualesquiera dos abiertos y no vacios U y V' de
X, existe N € N tal que f"(U)NV # (), para cada n > N.

Con las definiciones anteriores, si tomamos una funcién f: X — X,y
queremos que existan puntos en abiertos distintos tales que en algin mo-
mento, es decir luego de cierta iteracion de f, se encuentren relacionados de
alguna manera (donde esa manera sea, por ejemplo, la de encontrarse den-
tro del mismo abierto), se arregla pidiendo que una funcién sea transitiva.
Tal definicién, aunque interesante en la Teoria de Sistemas Dindmicos, tiene
como limitante que funciona tnicamente para una pareja dada de abiertos
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y nada asegura que, para dos parejas de abiertos, sea posible encontrar una
iteracién comun de la funcién tal que podamos relacionar puntos en dichos
abiertos de la manera antes mencionada.

Afortunadamente, si f es una funcién débilmente mezclante, entonces
es posible encontrar una iteracion de la funcién tal que puntos de parejas
de abiertos se encuentren relacionados. Una vez méas, un problema aparece,
pues existe la posibilidad de asomarse al comportamiento de la funcién en
uno de los momentos en que podria suceder que las parejas de abiertos no
estén relacionados de la manera descrita con los puntos en su interior. Tal
problema, como es de esperarse, lo arregla la nocién de funcién mezclante, ya
que ésta dice que una vez encontrada una iteracion de la funciéon que cumpla
lo que queremos, entonces los abiertos estardn relacionados para alguno de
sus puntos y cualquier iteracién siguiente de la funcién.

Comentaremos ahora un resultado popular sobre las implicaciones entre
las nociones anteriores

Proposicién 1.41. Sea f: X — X una funcion continua.
a) Si f es mezclante, entonces f es débilmente mezclante.
b) Si f es débilmente mezclante, entonces f es transitiva.

Demostracién. Supongamos que f es mezclante. Tomemos dos parejas
(U1,Uz) y (V4,V3) de abiertos no vacios de X. Como Uy y V; son abiertos
no vacios de X y f es mezclante, existe m; € N tal que fN(U1) N'Vy # 0
para cualquier N > mi. De manera analoga tomamos ms € N tal que
I (U2) NV # () para cualquier N > mgy. Tal y como se espera, haciendo
n = méx{m, ma} tenemos que f es débilmente mezclante. Esto prueba a).

Ahora supongamos que f es débilmente mezclante. Dada una pareja
(U, V) de abiertos no vacios de X, construimos las parejas (U, V) y (V,U).
Usando la debilidad mezclante de f, existe un m € N tal que f™(U)NV # 0.
Luego f es transitiva. Esto prueba b). O

También es conocido que ninguna de las implicaciones de regreso, enun-
ciadas en la proposiciéon anterior, es cierta en general. Por ejemplo, una
rotaciéon de dngulo irracional con respecto a 27 de la circunferencia unitaria
St en S, es un ejemplo de funcién transitiva que no es débilmente mezclan-
te. Un ejemplo de una funcién débilmente mezclante que no es mezclante
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es un poco méas complicado, pero el lector interesado puede hallarlo en [16,
Teorema 1.3, p. 308].

Las funciones transitivas poseen la propiedad enunciada en el siguiente
resultado.

Proposicion 1.42. Si f: X — X es una funcion transitiva y U es un
abierto no vacio de X, entonces f~(U) # (), para cada i € N.

Demostracion. Sea U un abierto no vacio de X. Como X y U son abiertos
no vacios de X y f es transitiva, existe n € N tal que f™(X)NU # (. Entonces
existe z € X tal que f"(x) € U. Notemos que " !(z) es un elemento de
X tal que f(f" Yz)) = f*(z) € U, por lo que f"1(x) € f~Y(U). Esto
prueba que f~1(U) # (. Con esto hemos demostrado que la imagen inversa
de cada abierto no vacio de X es, de nueva cuenta, un abierto no vacio de
X. Consecuentemente, para cada i € N, el conjunto f~(U) es un abierto no
vacio de X. O

La condicién de ser débilmente mezclante involucra parejas de abiertos
no vacios. El siguiente resultado muestra que la idea puede extenderse a
colecciones finitas de abiertos.

Teorema 1.43 (Teorema De Furstenberg). Sea (X, f) un sistema di-
ndmico. Entonces f es débilmente mezclante si y sdlo si para cualesquiera
dos colecciones (U1, ..., Ux) y (Vi,...,Vk) de abiertos no vacios de X, existe
n €N tal que f™(U;) NV; # 0 para cada i € {1,2,...,k}.

Demostracion. Por induccién sobre k. La base k£ = 2 es la definicién de
funcién débilmente mezclante. Como hipdtesis de induccién, supondremos
que cada vez que tengamos dos colecciones (U1, Us, ..., Us)y (Vi, Va, ..., V),
de s abiertos no vacios de X, existe n € N tal que f™(U;) N V; # 0 para
cada i € {1,2,...,s}. Mostraremos que se cumple lo deseado para s + 1.
Tomemos entonces dos colecciones (Ui, ..., Us,Usy1) y (Vi,..., Vs, Vsp1) de
s + 1 abiertos no vacios de X. Usando las parejas de abiertos (U, Vy) y
(Us+1, Vst1) y que f es débilmente mezclante, obtenemos que existe n € N
tal que f(U) N Usss £ 0y fH(Va) 1 Verr £ 0.

Dado que la imagen inversa de abiertos bajo una funcién continua es un
abierto, se tiene que U = UsN f~"(Usy1) y V = V5N f7(Vs41) son abiertos
no vacios de X. Entonces (Uy,...,Us—1,U) y (Vi,...,Vs_1,V) son dos co-
lecciones de s abiertos y no vacios de X. Por la hipétesis de induccién, existe
m € N tal que f™(U;))NV;#Dparal <i<s—1y f™U)NV # 0. Ahora
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tomamos z € U = UsN f~"(Usy1) tal que f™(z) € V = V,Nf"(Vss1). Cla-
ramente f"(x) € Ust1 y f"(f™ (%)) € Veqa, pero f"(f™(x)) = f"(f"(2)),
concluyendo que f(Usy1) N Vi1 # 0. Asi, el resultado es valido para s+ 1
y la induccién se cumple. O

A pesar de que en los siguientes capitulos trabajaremos con espacios no
tan restrictivos como los intervalos, es importante mencionar que, para fun-
ciones sobre intervalos, las nociones de mezclado y mezclado débil coinciden,
contrario a lo que sucede en general como hemos visto en anteriores ejem-
plos. No sélo eso, también el concepto de mezclado y transitividad son muy
cercanos: si f es transitiva y no mezclante sobre un intervalo I, entonces el
intervalo puede ser dividido en dos subintervalos tales que en cada uno de
ellos f? sea mezclante.

Tales afirmaciones forman parte del Teorema 1.46 y no seran mostradas
en el presente texto, pero es de esperar que el lector pueda interesarse por
ellas y decida consultar lo afirmado. Antes de enunciar dicho teorema, es
necesario definir qué es una funcién totalmente transitiva

Definiciéon 1.44. Sea X un espacio topoldgico y f: X — X una funcién
continua. Se dice que f es totalmente transitiva si f™: X — X es transitiva
para todo n € N.

Es evidente que si f es totalmente transitiva, para n = 1 se tiene que
f es transitiva. De donde transitividad total implica transitividad. Como
seguramente ya se intuye, existe un ejemplo donde la implicacién inversa
no se cumple: sean f: X — X una funcién continua y z1 € X tal que
A = {x1, 2,23} esté formado por las iteraciones de 1 bajo f de la siguiente
forma: f(z1) = x9, f(x2) = x5y f(x3) = x1. Tenemos que (A, f) es un
sistema dindmico donde f es transitiva, pero f no es totalmente transitiva,
pues f3 es la identidad.

Usando el Teorema de Furstenberg mostraremos que existe una relacién
entre las definiciones anteriores y la de transitividad total

Proposicion 1.45. Sea X un espacio topologico y f: X — X una funcion
continua. Si f es débilmente mezclante, entonces f es totalmente transitiva.

Demostracion. Sean (U, V) y (U, V') dos parejas de abiertos no vacios de
X y n € N. Definimos

W= U, U),..., D),V 7V, D)
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n veces n veces

Como U’ y V' son abiertos no vacios, por la Proposicién 1.42, f~4(U’) y
F7%(V") son abiertos no vacios para toda i € N. Luego W y W’ son coleccio-
nes de abiertos no vacios de X con la misma cantidad de elementos, a saber
2n.

Usando el Teorema 1.43 sabemos que existe k € N tal que

fFOynU £0# fFFv)ynv’
y RO N U #0# FFV)NFH(V ) para 1 <i<n— 1.

De esta manera, para 1 < i <n — 1, tenemos que
UNf U #£0A£UNFHU)) y VOF (V) £0 £ Vnf (V).
Es decir

UNf RO £0AUnf W) y Vo v) #0# V).

Como 1 <¢ < n—1, debe existir un 0 < 5 < n —1 tal que k + j es multiplo
de n. Tomemos ese j y escribamos k + j = np para algin p € N. Se sigue
que

UNfU)#0 y v £0.

Finalmente, eso nos dice que f"?(U)NU" # 0§ # f™(V) N V'. De donde
f™ es una funcién transitiva. Como n era arbitrario, concluimos que f es
totalmente transitiva. O

Al conocer la Proposicién 1.45, el lector puede preguntarse si la implica-
cién inversa es cierta o si, como se acostumbra, existe una funcién totalmen-
te transitiva que no sea débilmente mezclante. De manera casi milagrosa, el
ejemplo de la rotaciéon irracional que vimos al terminar la Proposicion 1.41,
funciona perfecto para mostrar que transitividad total no implica mezclado
débil [1, Proposicién 3.3, p. 596].

Para terminar la seccion, enunciaremos el resultado prometido. La de-
mostracién puede encontrarse en [23, p. 12-20)].

Teorema 1.46. Sea f : [a,b] — [a,b] una funcion transitiva. Entonces se
cumple uno y solo uno de los siguientes casos:
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= f es mezclante.

» FEziste ¢ € (a,b) tal que, si J =[a,c] y K = [¢,b], entonces f(J) = K
y f(K) = J; ademds, c es el tinico punto fijo de f y tanto f%|; como
2l son mezclantes.

De tal modo, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f? es transitiva.
2. f es totalmente transitiva.
3. f es débilmente mezclante.
4. f es mezclante.

5. Para toda € > 0 y cualquier subintervalo no degenerado J, existe un
N €N tal que, para toda n > N, se cumple f"(J) 2 [a+€,b— €.
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Capitulo 2

Topologia de Fell

2.1. Introduccion

En la Secciéon 1.4 dimos una introduccién al estudio de los Sistemas
Dindmicos. A pesar de que normalmente este tipo de estudio se ocupa 1ni-
camente de puntos en un espacio, cobra un gran interés conocer como se
relaciona dicha forma de tomar iteraciones de una funciéon aplicado a un
punto de X, con lo que sucede a subconjuntos de X al tomar sus sucesi-
vas imagenes bajo la funcién f. Es de conocimiento general que una forma
de realizar dicho estudio es tomar alguna colecciéon de subconjuntos de un
espacio X, darle alguna topologia interesante y aplicar una funcién que lla-
maremos “inducida” por f, de la misma forma que lo hariamos en el caso
del sistema dindmico (X, f).

Dado un espacio topoldgico X, un hiperespacio de X es una familia de
subconjuntos de X, con alguna propiedad especial. Entre los hiperespacios
de X mds comunes estan 2%, el de los subconjuntos cerrados de X; CL(X),
el de los subconjuntos cerrados y no vacios de X; K(X), formado por los sub-
conjuntos compactos y no vacios de X; F(X), la familia de los subconjuntos
cerrados y no vacios de X que son finitos; y C'(X), el de los subconjuntos
cerrados, conexos y no vacios de X. Existen diversos estudios sobre varios
hiperespacios, sin embargo en el caso de dinamica, es bastante usual partir
de un sistema dindmico (X, f), tomar al hiperespacio C'L(X), asignarle una
buena topologia y posteriormente definir una funcién g en términos de f, de
tal modo que (CL(X), g) sea nuevamente un sistema dindmico.

Al trabajar con dindmica en el hiperespacio C'L(X) de un espacio to-
polégico X, es comun utilizar la topologia de Vietoris (que denotamos por

27
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Tv ), 0 bien la métrica de Hausdorff, cuando X se supone metrizable y com-
pacto. En [13, Teoremas 3.1 y 3.2] se prueba que si X es compacto y metri-
zable, la topologia 7y, coincide con la topologia inducida por la métrica de
Hausdorff.

En el presente capitulo estudiamos una topologia con la cual se pueden
obtener propiedades que con bastante dificultad se obtendrian con 7y . Inclu-
so bajo ciertas condiciones, la topologia que veremos, respeta los resultados
ya conocidos cuando se aplica la topologia de Vietoris. La topologia a la que
nos referimos es la llamada topologia de Fell (que denotaremos por 7r).

En las siguientes secciones se hara un estudio sobre la topologia de Fell,
mencionaremos varias relaciones entre las topologias 7y y 7. Veremos que
2X con la topologia de Fell es un espacio compacto. Describiremos la topo-
logia 7r en términos de una subbase y de una base. Posteriormente analiza-
remos algunos axiomas de separacién, de numerabilidad y de conexidad en
los hiperespacios (2%, 77) y (CL(X), 7r). Dejamos para el capitulo siguiente
el estudio de la dindmica en los hiperespacios antes mencionados.

2.2. Hiperespacios y Topologia de Fell
Sea (X, 7) un espacio topolégico. Considerando a todos los cerrados de
dicho espacio se define la familia:

2X = {F C X | F es cerrado en X}.

Notemos que () € 2X. Podemos excluir de la definicién de 2% al conjunto
vacio, para asi obtener la familia:

CL(X)={F c2X | F #0}.

También se trabajara con la colecciéon de los subconjuntos compactos y no
vacios de X:

K(X)={AC X | A es compactoen X y A # (}.

Para darle una topologia a las familias 2% y C'L(X), consideramos pri-
mero los conjuntos (Uy, Us,...,U,) que se definen a continuacion.

Notacién 2.1. Sea H una familia finita de subconjuntos de X. Denotamos
por (H) al conjunto de todos los subconjuntos cerrados de X, contenidos en
la unién de ‘H y que intersectan a cada elemento de H, es decir:

<H):{F€2X|FQUHy FﬂH#@paracadaHEH}.
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Notemos que, para toda n € N y cada familia finita {Uy,Us,...,U,} de
subconjuntos no vacios de X, sucede que (Uy,Us,...,U,) C 2X. Por otro
lado si {Uy,Us,...,U,} es una familia de subconjuntos de X, entonces

a) siparaalgunai € {1,2,...,n} sucede que U; = (), entonces (Uy, Us, . . .,
Un> = Q;

b) si X es Ty y (Uy,Us,...,U,) =0, entonces existe i € {1,2,...,n} tal
que U; = 0.

Maés atin, como el vacio es un conjunto finito, es posible que la familia F
de la Notacion 2.1 sea vacia. En ese caso, el conjunto (F) es la coleccién de
los subconjuntos cerrados de X, contenidos en |J# = ) y que intersectan a
cada elemento de F. Por vacuidad, cualquier cerrado intersecta a cualquier
elemento de F. Sin embargo, el unico cerrado que se queda contenido en la
union de F es el vacio. De todo esto, podemos afirmar que si F es la familia
vacia, entonces (F) = {0}. En este caso, tal familia se denotard como Fy y
tenemos (Fy) = {0}.

En el siguiente resultado enunciamos otras propiedades fundamentales
de los conjuntos anteriormente definidos.

Lema 2.2. Sean X un espacio topoldgico no vacio,n,m € NyUy,Us,...,U,
CX yW,Vo,....V,, CX. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

a) (X) = CL(X);

b) (Ui, U O Vis o Vi) = (VAUL,...,VAU UNVA, ..., UNVi),
donde U =, Ui y V =UjL, V;

Demostracion. Para probar a) notemos que (X) C CL(X). Supongamos
ahora que F' € CL(X). Entonces F' C X, por lo que FNX = F # (). Por
tanto F' € (X).

Para probar b), supongamos que U = J_, U; y V = L, V;. Notemos

que
UUmv (U )ﬁV-UﬁV
=1 =1

Jwinu) = UV NU=VnU.
7j=1 7j=1
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Entonces
(U(UmV))u Uwino) | =vunw. (@)
i=1 j=1
Supongamos ahora que la interseccién de (U1, Us, ..., Up) y (V1,Va, ..., V)
es no vacia.
C]Sea F € (Uy,Us, ..., U )N (V1,Va, ..., Vp,). Entonces F € 2%, F C U,
FCVyFNU #0#FnViparal<i<n y 1<j<m. Asi

n

FCUNV = (U(Umv> 6 V;NU)

i=1

Como FNU; # 0y F C V, entonces ) # FNU; C Fn(VNU;) para
toda i € {1,...,n}. Andlogamente () # FNV; C F N (U NYV;) para cada
j €{1,...,m}. Usando lo anterior y («) se tiene que

Fe(VAU,..., VAU, UNVi,...,UN V).

Esto prueba que (V NUy,...,.VNU,UNV,...,UNVy,) # 0y que,
ademads

(U1,Usy ..., U)N(V1, Vo, ..., Vi) S(VAUL,..., VAU, UNVy, ..., UNVy,).
Ahora supongamos que (VNUy,...,VNU,, UNV,...,UNV,) # 0.
D] Sea F ¢ (VNUy,...,VNU, UNVy,...,UNVy,). Luego F € 2%

# FN(VNU;) € FnNU; con cualquier i € {1,2,...,n}. También
F

0
0+ FNUNV;) CFNVjpara toda 1 < j <m. Ademds, por definicién,

FC (O(VHU ) 6 Unv;)

Usando («) obtenemos que FF C U N V. En consecuencia, F' C U, F C
V, FNU; # 0 para cada i € {1,2,...,n} y FNV; # 0 para toda j €
{1,2,...,m}. Por tanto F' € (U, Us,...,Up)N{(V1,Va,..., V). Esto prueba
que (U1, Us,...,Up) N (V1,Va, ..., Vin) # 0 y que, ademés,

(VNUy, ..., VU, UNVi, ..., UNVy,) C (U1, Us, ..., Up)N{Vi, Vo, ..., Vin).
De esta manera probamos que

(VAU,...,.VAU, UMW, ... ,.UNV) = (U1, Us, ..., U} (i, Va, ..., Vi),
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Del lema anterior se deduce el siguiente resultado.

Teorema 2.3. La familia
By ={(U1,...,Uy) | {Uy,...,U,} es una coleccion finita de abiertos de X}

es una base para una topologia Ty de 2X.

Demostracion. Usando la parte a) del Lema 2.2, asi como el hecho de que
Fp v {X} son colecciones finitas de abiertos en X, tenemos que CL(X) =
(X) € By y {0} = (Fy) € By. Luego 2¥ = CL(X)U {0} = (X) U (Fp). Esto

muestra que la unién de los elementos de By es 2¥.

Es claro que la interseccién de (Fp) con cualquier otro elemento de By
tiene que estar contenido en {(}. Por tanto, tal interseccién es vacia o es
el unitario del vacio. Si la interseccién es vacia, se puede ver como (X, 0).
Si la interseccién es el unitario del vacio, se puede ver como (Fp). Ambas
opciones son elementos de By, .

Por tanto, podemos suponer que (Uy,Us...,Uy), y (V1,Va,..., Vi) son
elementos de By . Entonces cada uno de los conjuntos U; y V; es abierto en
X. Luego los conjuntos U = | J;_; U; y V = |Jj_, V; son abiertos en X. Esto
implica que cada uno de los conjuntos V NU; y U NV; es abierto en X.
Aplicando el inciso b) del Lema 2.2, deducimos que la interseccién

(U1, ..., U (i, Vi) =(VAUL...,VAU,UNVL, ..., UNVy),

es un elemento de By . Esto muestra que la interseccion de cada dos elementos
de By es, de nueva cuenta, un elemento de By . Por consiguiente, By es base
de alguna topologfa en 2X. O

Como CL(X) C 2X y Ty es una topologia para 2% una manera natu-
ral de darle una topologia a C'L(X), es considerar la topologia relativa de
2% a OL(X). Dicha topologia la denotaremos también por 7y, en lugar de
(7v)|cL(x)- Los elementos basicos de C'L(X) son los de la familia

By = {{U1,Us,...,Up) NCL(X) | (Uy,Us, ..., Uyn) € By}

Definicion 2.4. La topologia 7 indicada en el Teorema 2.3, y aplicada a
2% 0 bien a CL(X), se llama la topologia de Vietoris. A los basicos de dicha
topologia, es decir a los elementos de By y a los de By, se les llama vietdricos
de 2% o bien de CL(X), segiin corresponda. Si V = (Vi,Va,..., Vi) € By
o bien V = (V1,Va,...,Vin) N CL(X) € B, entonces los conjuntos V;, con
1 <i < 'm, se llaman las entradas de V.
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La topologia de Vietoris fue definida en 1921 por Leopold Vietoris. Suele
definirse, por lo general, para C L(X) y también se le llama la topologia finita
de CL(X). A los espacios topolégicos (2%, 1) y (CL(X),7y) se les llama
hiperespacios de X.

En el siguiente lema se muestra que, sin perder generalidad, siempre
podemos suponer que dos elementos vietéricos poseen el mismo niimero de
entradas.

Lema 2.5. Sea X un espacio topoldgico. Si U = (Uy,...,Un) vy vV =
(Vi,...,Vin) son dos vietéricos de 2%, entonces podemos escribir U Y 1%
de tal forma que tengan el mismo numero de entradas. La misma con-
clusion obtenemos si suponemos que U = (Uy,...,Uy,) NCL(X) y V =
(V1,..., Vi) NCL(X) son vietdricos de CL(X).

Demostracién. Si tomamos a U y queremos aumentarle la cantidad de
entradas, basta con tomar cualquiera de ellas y repetirla. De ese modo
(Uy,Us,...,Uy) = (U,Us...,Upn,Up,...,Uy,), donde la entrada U, se re-
pite un nimero finito de veces. Asi, tomando U y V, sin perder generalidad
supongamos que n < m. Repitiendo m — n veces la entrada U,,, podemos
escribir a ambos vietéricos con el mismo nimero de entradas. O

Ahora indicamos una notacién que nos servird para facilitar la redaccién.

Notacién 2.6. Sea (X, 7) un espacio topolédgico. A cada A C X le asigna-
mos los siguientes subconjuntos de 2¥:

A-={Fe2X |AnNF#0} y At ={Fe2X|FCA}.

Ma3s generalmente, para una coleccién « no vacia de subconjuntos de X,
definimos
o~ ={Fe2¥ | FNU # () para todo U € a}.

Informalmente hablando, decimos que cada F € A~ le “pega” a Ay que
cada F' € AT “esquiva” a X \ A (pues estd contenido en A). Por tanto, los
conjuntos A~ son “partes que pegan” y los AT son “partes que esquivan”.

Notemos que () € AT, para cada A C X. Ademés los elementos A~ y AT
se pueden escribir como sigue, en términos de vietéricos de 2%X:

A" =(X,A) y AT =(A)u{0}.

Si A C X es no vacio, puede suceder que el conjunto vacio es el tinico sub-
conjunto cerrado de X que esté contenido en A. En dicha situacién tenemos

que (A) = 0.
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En el caso de CL(X), lo correcto es escribir A~ NCL(X) y At NCL(X)
para referirse a los conjuntos {F € CL(X) | ANF # 0} y {F € CL(X) |
F C A}, respectivamente. Sin embargo, a menos que pueda causar con-
fusién, escribiremos A~ y AT en lugar de A~ N CL(X) y AT N CL(X),
respectivamente. En [22, Notacién 4.3, p. 54], A~ se denota como A(U) y
AT como I'(U). Por lo que hemos visto, dados un subconjunto abierto O de
X y un subconjunto compacto K de X, tenemos que

(X,0)={Fe2* |[FNO#0}=0"

(X\K)u{0} ={Fe2X | FCX\K}=(X\K)"
Notemos que
0~ =(X,0)=0, X =(X,X)=(X)=CL(X),

Pr=@u{0}=1{0} vy XT=(X)u{0}=CLX)U{0}=2"

Con los conjuntos de la forma O~ y (X \ K)*, donde O es un subconjunto
abierto de X y K es un subconjunto compacto de X, podemos crear a la
topologia que nos interesa, y es la que describimos a continuacion.

Definicién 2.7. Sea X un espacio topoldgico. La topologia de Fell en 2%,
denotada por 7p, es aquella que tiene como subbase la familia Sp de los
conjuntos

O =(X,0)={Fe2¥ | FNO #0}

(X\K)F = (X\K)u{0) = {F e2¥ | FC X\ K},

donde O es un subconjunto abierto de X y K es un subconjunto compacto
de X.

Notemos que los elementos subbdsicos de 77, son las colecciones formadas
por los subconjuntos cerrados de X que le pegan a un abierto de X, junto con
aquellos que esquivan a un subconjunto compacto de X. Como hicimos con
la topologia de Vietoris en C'L(X), para simplificar la notacién, la topologia
de Fell en el subespacio CL(X) de 2% se denotara por 7p, en lugar de
(TF)jcL(x)- Los elementos subbdsicos de C'L(X), con la topologfa de Fell,
describen la familia S7 de los conjuntos

(X,0)NCL(X)={F e CL(X)| FNO # 0}
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(X\ K)NCL(X) = {F € CL(X) | FC X\ K},

donde O es un subconjunto abierto de X y K es un subconjunto compacto
de X.

La topologia de Fell también se conoce como la H -topologia, la topologia
de Choquet-Matheron o la topologia débil de Vietoris de 2% . Fue formalmente
definida por James M. G. Fell en 1962 como la H-topologia de 2% (ver
[10]), aunque en un articulo publicado en 1961 la utiliza para resolver una
aplicacién particular del Anélisis Funcional en la Teoria de las C*-algebras.
En 2008 Ji-Chen y Paolo Vitolo presentaron en [7], un estudio sistemético
de la topologia de Fell en 2%. Muchos de los resultados que probamos en el
presente capitulo fueron mencionados originalmente en [7].

El objetivo del presente capitulo es, por tanto, presentar propiedades
topolégicas de los espacios (2%, 7r) y (CL(X), 7r), los cuales también po-
demos llamar hiperespacios de X. Nuestro primer objetivo es obtener una
base para (2%, 7r). Usando la definicién de la familia o~ que dimos en la
Notacién 2.6, asi como el inciso b) del Lema 2.2, para cualesquiera dos sub-
conjuntos Uy y Us de X sucede que:

Uy NUy = (X, U1) N{X,Uz) = (X, U1,Uz) = {U1, Uz}
En general sin € Ny Uy, Us,...,U, C X, entonces
U nU; N---NU, =(X,U1,Us,...,Up) ={U1,Us,...,U,}". (2.1)

Supongamos ahora que K1, Ko C X y que K = K; U K». Entonces

(X\ K" N (X Ky) " = ((X\ K1) U{0}) N (X \ K2) U{0}) =
(XN K1) N (X K2)) U0} = (X \ K1) N (X K2)) U{0} =
= (X\ (K1 U Ky)) U0} = (X \ K) U{0} = (X \ K)".

Es decir, (X \ K1)" N (X \ K2)" = (X \ K)*. En general, si m € N,
Ki,Ko,....Kpy CXy K=K UKyU---UK,,, entonces

(X\K)TN(X\K) N -n(X\K,)T = (X\K)U{0} = (X\K)". (2.2)

Notemos que si cada conjunto K; es compacto, entonces la unién K es un
subconjunto compacto de X. Ahora bien, si i es un bésico no vacio de
(2%, 7F), entonces U es una interseccién finita de elementos en Sg. Dicha
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interseccion la podemos dividir en la interseccién de elementos que son de la
forma U™, con U abierto en X, y la interseccién de elementos que son de la
forma (X \ K)*, con K compacto en X. Utilizando (2.1) y (2.2), deducimos
que U es de una de las tres formas siguientes:

a) (X,U1,Us,...,Upy) con n € Ny cada U; es un abierto de X (cuando en
la interseccién que define a U no hay elementos de la forma (X \ K)™,
con K compacto en X).

b) (X \ K)U{0} con K un compacto de X (cuando en la interseccién que
define a U no hay elementos de la forma U™, con U abierto en X).

c) (X,U1,Us,...,Up) N ((X \ K)U{0}) con n € N, U; abierto en X para
cada i € {1,...,n} y K compacto (cuando en la interseccién que define
a U hay tanto elementos de la forma U~ con U abierto en X, como
elementos de la forma (X \ K)*, con K compacto en X).

Como (X) = CL(X), los elementos descritos en a), b) y ¢) pueden
resumirse en un unico tipo, a saber los de la forma c). En efecto, a partir
de un elemento de la forma c) con K = (), obtenemos uno de la forma
a) y, haciendo Uy = Uy = --- = U,, = X, obtenemos uno de la forma b).
Naturalmente si U = (), entonces U satisface a) con Uy = Uy = --- = U, = ).
Esto muestra el siguiente resultado, que aparece originalmente en [10].

Teorema 2.8. Sea X un espacio topoldgico. Una base para la topologia Tp
de 2% es la familia:

Br = {(X,U1,....U) N ((X\K)U{0}) | K C X es compacto, n € N y
Ui € X abierto en X para cada i € {1,...,n}}.

Notemos que los conjuntos de la forma a) se pueden escribir como
{U17 U27 ey Un}77

donde {Uy,Us,...,U,} es una familia de subconjuntos abiertos de X. Los de
la forma b) se pueden escribir como (X \ K)T, donde K es un subconjunto
compacto de X y, los de la forma c) se escriben, por tanto, como

{U,Us,..., U} N(X\K)T,

donde {U;,Us,...,U,} es una familia de subconjuntos abiertos de X y K
es un subconjunto compacto de X. De esta manera, la base Br se puede
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describir como sigue:

Br ={a" N(X\ K)" | aes una familia finita de abiertos de X

y K es un subconjunto compacto de X }.

Terminamos la presente seccién indicando que la topologia de Vietoris
para CL(X) se puede dar en términos de una subbase.

Teorema 2.9. Sea X un espacio topologico. Entonces una subbase para la
topologia de Vietoris Ty en CL(X) la constituye la familia

Sy ={U™ | U es abierto en X} U{V™ |V es abierto en X}.

Demostraciéon. Notemos que, en CL(X), Vt = (V), para cada V C X.
Tomemos n € N asi como n subconjuntos Uy, Us, ..., U, de X. Hagamos
U = U;_, U;. Vamos a probar que

(UL, Uy, ...,Us) NCL(X) = {U1,Us, ..., Uy}~ N {U). (2.3)

Tomemos F € (Uy,...,U,) N CL(X). Entonces F' € CL(X)y F C U. Por
tanto F' € (U). Ademas F NU; # 0 para toda i € {1,2,...,n}. Luego
F € {Uy,Us,..., Uy} . Se sigue que (U, Us,...,U,) C{U1,Us,..., Uy}~ N
(U). Supongamos ahora que A € {Uy,Us,...,U,}~ N (U). Entonces A €
CL(X), AC Uy ANnU; # , para toda i € {1,2,...,n}. Luego A €
(Uy,Us, ..., U,)NCL(X). De esta manera se prueba que {Uy, Us, ..., Uy} N
(U) C(Uy,U,,...,U,), mostrando asi (2.3).

Combinando (2.1) con (2.3), tenemos que
(U1,Uz,...,Up) =U; NU; N---NU, N(U).

Entonces cada elemento de la base By de 7y es una interseccién finita de
elementos de la familia Sy . Por otra parte, cada elemento de la familia Sy
pertenece a By, pues U~ = (X, U) y V' = (V). Ademds, por la parte b) del
Lema 2.2, la interseccién de dos elementos de By es un elemento de By . Por
consiguiente, cualquier interseccion finita de elementos de Sy es un miembro
de By . Esto prueba que la familia By es justo la de las intersecciones finitas
de los elementos de Sy . Por tanto, Sy es una subbase para 7y . ]

Del Teorema 2.9 se infiere que los elementos subbésicos de 7y son las
colecciones formadas por los subconjuntos cerrados de X que le pegan a un
abierto de X, junto con las colecciones formadas por cerrados que esquivan
a un subconjunto cerrado de X.
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Teorema 2.10. Sean X wun espacio topologico y B C X wun subconjunto
cerrado de X. Entonces el conjunto

H={AeCL(X)|AC B}
es cerrado en (CL(X), y).

Demostracion. Sea U = X \ B. Como B es cerrado en X, U es abierto en
X. Ademas

CL(X)\H={AeCL(X)|AZ B} ={A e CL(X)| AN(X\B) #0} =
={AcCLX)|ANU £0}=U".

Por el Teorema 2.9, U™ es abierto en (CL(X),7v). Luego CL(X) \ H es
abierto en (CL(X),y). Es decir, H es cerrado en (CL(X), 1y). O

Una prueba similar a la efectuada en el teorema anterior, hace ver que
si B es cerrado en X, entonces el conjunto {A € CL(X) | ANB # 0} es
cerrado en (CL(X),y).

2.3. Comparando 7y y 7r

Ya que hemos puesto las subbases de 7y y de 7 en términos de la
subbase de la otra topologia, un pensamiento que surge inmediatamente es
el querer saber si existe alguna relacion entre la topologia de Fell y la de
Vietoris. Afortunadamente si existe tal relacion y lo tinico que necesitamos
es la siguiente definicion.

Definiciéon 2.11. Un espacio topoldgico X es K(C'si todo subconjunto com-
pacto de X es cerrado en X.

La propiedad KC se encuentra entre los axiomas de separacion 1o y 1.
En efecto, por la parte 2) de la Proposicién 1.18; en un espacio Ty todo
subconjunto compacto es cerrado. En otras palabras, los espacios T3 son
KC. Por otro lado si X es KC'y x € X, entonces como {z} es compacto
dicho conjunto también es cerrado. Luego {z} es cerrado para cada x € X.
De esta manera X es Tj. Esto muestra que los espacios KC son T7.

El siguiente resultado aparece probado originalmente en [10].
Teorema 2.12. En 2X las siguientes afirmaciones se cumplen:

a) Si X es un espacio KC, entonces Tp C Ty .
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b) Si X es un espacio compacto, entonces Ty C Tp.

Demostracion. Para probar a), recordemos que los elementos de Sp, los
subbésicos de T, tienen la forma U~ o bien (X \ K)*, donde K es un
compacto y U es abierto en X. Si K es un compacto en X, entonces K es
cerrado pues X es KC, de donde X \ K es abierto en X. Por tanto

(X\E)" = (X \E)U{0} = (X \ K) U (Fy)

es la unién de dos elementos en Sy, la subbase de 7y,. Por tanto (X \ K)* €
Ty. Como también U~ = (X, U) estd en la subbase de 7 para cada abierto
U de X, tenemos que Sg C 7y, implicando que 77 C 7.

Para el enunciado restante, sea V' un abierto en X. Entonces K = X \ V
es cerrado en X, que es compacto. La Proposiciéon 1.18 nos dice que K es
compacto, por lo tanto (X \ K)* = VT € Sp. Pero también U~ € Sp para
todo abierto U de X, por lo que Sy C Sg. Deducimos asi que 7y C 7. [

De los resultados anteriores, sucede que si X compacto y Ts, entonces 7p
coincide con 7y. Entonces, para trabajar con algo distinto a la topologia de
Vietoris, en adelante trataremos con espacios topolégicos que no cumplan
al mismo tiempo ser KC y compactos. En el Teorema 2.50 mostramos un
ejemplo de un espacio topolégico (X, 7) que, entre otras propiedades, es com-
pacto, T1 y no KC. Para dicho espacio X, probamos que en el hiperespacio
CL(X) se tiene que 7v C1p y 77 € 7.

Las dos topologias que hemos visto hasta ahora, tienen una similitud:
ambas son topologias “hit-and-miss”, es decir, ambas tienen en sus subbases
a conjuntos de la forma A~ y A" (los que pegan y los que esquivan). En
el caso de 7y tiene como subbase a los conjuntos U~ y U™, donde U es un
abierto de X. Mientras que 77 tiene como subbase a los conjuntos U™ y
(X \ K)™, con U abierto y K un compacto de X, respectivamente.

Existen otras topologfas para 2%, llamadas “hit-or-miss”, donde solo se
pide que su subbase tenga elementos de la forma A~ y/o B* para A, B C X.
A continuacién describimos tres de ellas.

Topologia Baja de Vietoris. Su subbase consiste de conjuntos de la for-
ma U™, para todo subconjunto abierto U de X.

Topologia Alta de Vietoris. Su subbase consiste de conjuntos U™, con
U abierto en X.
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Topologia Alta de Fell. Su subbase consiste de conjuntos U™, para cada
subconjunto U de X tal que X \ U es compacto.

En el presente texto, por lo general nos interesaremos tnicamente en la
topologia de Fell sobre 2% y CL(X).

2.4. Admisibilidad

En la Teoria de Hiperespacios, en donde a la familia CL(X) se le da la
topologia de Vietoris, es bastante conocido que si X es un espacio 71, enton-
ces CL(X) contiene una copia de X, es decir, un subconjunto homeomorfo
a X. Dicho subconjunto se denota por F;(X) y se define como sigue:

F(X) = {{z} |2z € X}.

Cuando a las familias 2X y CL(X) se les dan otras topologias, se busca
que éstas satisfagan propiedades que no se alejan tanto de las que se cono-
cen para la topologia de Vietoris. En nuestro caso, buscamos topologias en
2X vy CL(X) que en cierto sentido posean a X como subconjunto. Dichas
topologias reciben el nombre que se indica en la siguiente definicién.

Definicién 2.13. Sea X un espacio topoldgico. Una topologia 7 en 2% es
admisible si la funcién i: X — (2%, 7), definida para cada z € X como
i(r) = Clx({z}) = {z}, es un encaje (es decir, un homeomorfismo de X en

i(X)).

Si X es un espacio 17, entonces la funcion ¢ definida anteriormente es la
que a cada z € X le asigna su unitario {z}. En tal situacién, i(X) = Fy(X).
Ademss, cuando X es T} resulta que Fy(X) C 2%,

Como deseamos trabajar con la topologia de Fell, es razonable desear
conocer las condiciones que deben cumplirse para que dicha topologia sea
admisible, y también cudles son las diferencias que se pueden establecer con
la topologia de Vietoris. Esto queda resuelto en la siguiente proposicion,
probada originalmente en [7].

Proposiciéon 2.14. Sea X un espacio T1. Entonces se cumple:
a) Ty es admisible.

b) Tr es admisible si y sdlo si X es KC.
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Demostracion. Como X es 17, para cualquier x € X se cumple i(z) =
{z} € F1(X). Ademas es claro que i es biyectiva, como funcién de X en
F1(X). Para probar a) vamos a mostrar primero que i, como funcién de X
a F1(X) es continua. Sea U C X. Entonces

UtNFA(X)={Ae I(X)|ACU} =
={AcR(X)|ANU #0} =U" nF(X).

Ademss

i (UTNF(X)) ={z e X |i(z) e Ut NFi(X)} =
={reX|{z}CU}=U.

Si U es un abierto en X, deducimos que UTNF;(X) es un abierto subbési-
co de Fy(X) (que coincide con U~NF;(X)). Notemos que i1 (U N Fy (X)) =
U, entonces % es continua.

Ahora, parai: X — F;(X), consideremos a g su funcién inversa, definida
para {z} € F1(X) como g({z}) = z. Si U es un subconjunto de X, tenemos
que

g (U) = {{z} € F(X) | g({z}) e U} = {{z} € Ai(X) |z €U} =
= {{z} e (X)) [UN{z} #0} = U™ N Fi(X).

Si U es abierto de X, es obvio que U~ N F1(X) es un subbésico de Fy(X)
y ya que ¢~} (U) = U~ N Fy(X), deducimos que g es continua. De donde
i: X — F1(X) y su inversa son funciones continuas. Esto prueba que ¢ es
un homeomorfismo y, por consiguiente, 7y es admisible.

Para probar b), supongamos que X es KC y sean V, K un abierto y un
compacto de X respectivamente. Ya que X es KC, tenemos que U = X \ K
es abierto en X. Siguiendo el proceder del inciso anterior es facil observar
que

VTN RX) =i (VINnFR(X)) =V

Sustituyendo V por U = X \ K, obtenemos
X\ K) TN (X)) =i (UTNF(X))=U=X\K.

En ambos casos, la imagen inversa de un subbdsico de Fj(X) es abierto,
por tanto i: X — (F1(X),7r) es continua. Consideremos una vez mas a
g, la inversa de i, definida como g({z}) = x para cualquier {z} € F(X).
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Tomando a U C X, al igual que en el inciso anterior ¢g=1(U) = U~ N F(X).
Si U es un abierto, entonces podemos deducir que g es continua y por tanto
7 es un homeomorfismo.

Finalmente, supongamos que 7r es admisible. Mostraremos que X es
un espacio KC. Sea K un compacto de X, por tanto (X \ K)™ N F(X)
es abierto en (F1(X),7r). Ya que 7r es admisible, la funcién i: X —
(F1(X),7p) es un encaje. En particular, ¢ es continua. Lo anterior signi-
fica que i1 ((X \ K)TNF1(X)) = X \ K es abierto en X, de donde K es
cerrado en X. Esto prueba que X es KC. O

Como ya indicamos, el inciso a) de la Proposicién 2.14 implica que si X
es T, entonces X es homeomorfo a (F}(X), 7). Mientras tanto, b) implica
que X es homeomorfo a (F1(X),7r) siy sélo si X es KC. Esto nos da una
idea de la importancia de pedir que el espacio que estudiemos sea al menos
KC. De tal modo al trabajar con 7r en su hiperespacio, la “copia” de X en
2X que vimos se puede obtener, nos permite conocer caracteristicas de X.
Obviamente si X es Th, automdaticamente tenemos que 7p es admisible.

Si X es Ty, es conocido que Fj(X) es cerrado en (CL(X),7y). Dicho
resultado también es cierto cuando consideramos la topologia de Fell. Incluso
la demostracién que presentamos a continuacion, para la topologia de Fell,
también aplica para la topologia de Vietoris.

Teorema 2.15. Si X es un espacio Ts, entonces F1(X) es cerrado en
(CL(X), 7F).

Demostracion. Sea A € CL(X) \ F1(X). Entonces A posee al menos dos
elementos a y b. Como X es Th, existen abiertos U y V en X tales que a € U,
beV yUNV =(. Notemos que {U,V}~ es un abierto en (CL(X), 7r) tal
que A € {U,V}~ C CL(X)\ Fi(X). Esto muestra que CL(X) \ F1(X) es
abierto en (CL(X),7r) y, por tanto, F1(X) es cerrado en (CL(X), 7). O

Si X es Ty, entonces claramente también es KC. Luego, por la Propo-
sicién 2.14, 7 es admisible. Entonces X es homeomorfo a F}(X). Por el
Teorema 2.15, F1(X) es cerrado en (CL(X),7r). Esto significa que X se
puede dibujar dentro de C'L(X) como un subconjunto cerrado.

El Teorema 2.15 se puede generalizar como sigue. Recordemos que para
un conjunto A, el simbolo |A| representa la cardinalidad de A. Para un
espacio topolégico X, definamos

Fo(X)={AC X |1<|A| <n}.
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Si X es T4, entonces F,(X) C CL(X), por lo que en F,,(X) podemos consi-
derar tanto la topologia de Vietoris como la de Fell. Es conocido que si X es
Ty, entonces F,(X) es cerrado en (CL(X),1y) [20, Teorema 2.4.2, p. 156].
Una prueba similar a la realizada en el Teorema 2.15, muestra que si X es
T5, entonces F,,(X) también es cerrado en (CL(X), TF).

Ahora vamos a probar que, en los espacios KC, se cumple el reciproco
del Teorema 2.15.

Teorema 2.16. Sea X un espacio KC. Si F1(X) es cerrado en (CL(X), Tp),
entonces X es Ts.

Demostracién. Para ver que X es Tp, sean a,b € X con a # b. Como
X es KC, los subconjuntos finitos de X son cerrados en X. En particular
{a,b} es cerrado en X. Luego {a,b} € CL(X) \ Fi(X). Como el conjunto
CL(X) \ F1(X) es abierto en (CL(X),7p), existe un abierto bésico A en
(CL(X), 7r) tal que

{a,b} € AC CL(X)\ F1(X).

Entonces A = o~ N (X \ K)*, donde o = {Uy,Us,...,U,} es una familia
finita de subconjuntos abiertos y no vacios de X, y K es un subconjunto
compacto de X. Puesto que X es KC, el conjunto K es cerrado en X.
Ahora bien, como {a,b} € (X \ K)", tenemos que {a,b} C X \ K. Ademds
{a,b} NU; # 0, para cada i € {1,2...,n}. En vista de que AN F1(X) =0,
no puede suceder que a se encuentre en todos los conjuntos U;, y tampoco
puede suceder que b se encuentre en todos los conjuntos U;. Para probar
esto supongamos, por el contrario, que a € U;, para cada ¢ € {1,2,...,n}.
Entonces
{a}ea N(X\K)T=ACCL(X)\ Fi(X).

Si b e U; para toda i € {1,2,...,n} entonces,
b}eca N(X\K)"=ACCL(X)\ Fi(X).

Ambas situaciones son una contradiccién. Con esto probamos que existen
i1,i2 € {1,2,...,n} tales que a ¢ U;, y b ¢ U,,. Como {a,b} NU;;, # 0
y {a,b} NU;, # 0, resulta que b € U;; y a € U,,. Consideremos ahora los
conjuntos

U:(X\K)m(ﬂ{Uea:an)

V:(X\K)m(ﬂ{Uea:beU).
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Es claro que U y V son abiertos en X tales que a € U y b € V. Si existe
z € UNYV, entonces

{z}ea N(X\K)"=ACCLX)\ Fi(X).
Esto es una contradiccién, asi que U NV = (). Esto prueba que X es Ty. [

Corolario 2.17. Sea X un espacio KC. Entonces X es Ty si y solo si F1(X)
es cerrado en (CL(X), TF).

El corolario anterior aparece originalmente probado en [7].

2.5. Propiedades de Compacidad

Durante esta secciéon veremos algunos resultados que se pueden obtener
para (2%, 77) y (CL(X), 7r), ligados a la nocién de compacidad. En general,
no se pedird que el espacio X cumpla un axioma de separacion. La mayor
parte del tiempo, solo se pedird que el espacio X sea localmente compacto.
Primero mostraremos que, sin importar que tan patoldgico sea el espacio
sobre el que trabajemos, el hiperespacio de los cerrados equipado con la
topologia de Fell es compacto. En la demostracién del siguiente resultado y
su corolario, probado el primero originalmente en [10, Lema 1, p. 473], el

complemento de un subconjunto A de X, se representa por A°, en lugar de
X\ A

X

Teorema 2.18. Sea X un espacio topoldgico. Entonces (2%, Tr) es compac-

to.

Demostracion. Recordemos que una subbase para 77 estd formada por
conjuntos de la forma U~ y (K°)", con U abierto y K compacto en X.
Para ver que (2X ,TF) es compacto, aplicaremos el Lema de la Subbase de
Alexander (Teorema 1.21) a dicha subbase para (2%, 7). Supongamos, por
tanto, que {Uy | A € A} es una familia de abiertos no vacios de X y que
{K, | 0 € ¥} es una familia de compactos en X tales que

L={Uy [Xe AJU{(K7)" |0 eX}

forma una cubierta abierta de 2% bajo 7. Entonces

R CORCED)
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Si K, = () para alguna o € ¥, entonces (K¢)* = XT = 2% por lo que £
posee una subcubierta finita. Supongamos, por tanto, que K, # () para cada
oEX.

Es importante observar que la cubierta £ debe tener elementos de la
forma U~ = {F € 2% | FNU # 0} y también de la forma (K°)* = {F ¢
2X | F C K°¢}. En efecto, como ) € 2X y para ninguna A € A sucede que
0 € U, , concluimos que § € (K§0)+, para alguna og € . Como X € 2%
y para ninguna o € ¥ sucede que X € (K$)T, tenemos que X € VA_07 para
alguna \g € A. Esto prueba lo que afirmamos, asi que A # 0 y X # 0.

Vamos a probar ahora que las condiciones A # () y ¥ # () implican que
L posee una subcubierta finita. Para esto, mostraremos primero que

a) Existe o, € ¥ tal que Ky, € (Jycp Ux.

Para probar a) supongamos que, por el contrario, para cualquier o € ¥
se cumple K, Q U,\eA U,. Por lo tanto, para cada o € ¥ existe z, € K, tal
que To & [Jyep U Asi, para toda A € A y para cada 0 € X, x5, ¢ Uy, de
donde {z, | 0 € 2} N U, = 0.

Sea A = {x, | 0 € £}. Entonces A € 2% por lo que A € Uy, para alguna
A1 € Ao bien A € (K§, )", para alguna o1 € X. En el segundo caso tenemos
que o, € A C K¢, lo cual es una contradiccién con el hecho de que .,
es un elemento de K,,. En el primer caso, cuando A € U A S€ sigue que
ANU,, # 0. Esto implica, por el Corolario 1.12, que {z, | o0 € X} NU,, # 0.
Entonces existe o3 € X tal que x5, € Uy, C [Jycp U Esto contradice la
eleccién del punto z,,. Por tanto, a) se cumple.

Ahora elijamos o, € ¥ tal que K,, C (Jycp Ux. Como los conjuntos Uy

son abiertos y su unién cubre al compacto K, , existen Aq,..., A\, € A tales
que Ko, C Jj_; Uyj. Notemos que

X _ + _
2X = (X \ K,,)T U UIUAJ_
]:

Para probar esto, sea F' € 2X. Si F C X \ K,,, se encuentra en (X \ K,,)".
Si F' no estd contenido en X \ K,,, entonces F' N K,, # (), por lo que
FNU,, #0 para alguna j € {1,...,n}. Luego F € Uy, Esto muestra que
{(KS,)"YU{Uy; | 1 < i < n} es una subcubierta finita de 2%. Usando el
Lema de la Subbase de Alexander (Teorema 1.21), (2%, 7x) es compacto. [
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Corolario 2.19. Si X es compacto, entonces (CL(X),Tr) es cerrado en
(2X,7F) y, por tanto, es compacto.

Demostracién. Supongamos que X es compacto. Entonces (X \ X)T es
un abierto en (2%, 7). Notemos que

(X\X)t =0T = {0} =2%\ CL(X).

Por tanto, 2% \ CL(X) es abierto en (2%,7r). Es decir, (CL(X),7r) es
cerrado en (2%, 7p). Por el Teorema 2.18, (2X,7r) es compacto. Luego
(CL(X), ) también es compacto. O

En [10] el Teorema 2.18 se prueba utilizando redes. La prueba que hemos
presentado utiliza, en su lugar, el Lema de la Subbase de Alexander.

Luego de la demostracion del Teorema 2.23, mostramos que no es cierto
que para cualquier espacio topolégico X, (CL(X), 7r) es cerrado en (2%, 71).

En [13, p. 20] se muestra el siguiente resultado.

Teorema 2.20. Si X es un espacio metrizable, entonces (CL(X),1y) es
compacto si y solo st X es compacto.

En [22, Teorema 4.13, p. 59] se utiliza el Lema de la Subbase de Alexan-
der para mostrar que si X es un espacio metrizable y compacto, entonces
(CL(X),1y) es compacto.

Teorema 2.21. Sea X un espacio T>. Si (CL(X),Tr) es compacto, entonces
X es compacto.

Demostracion. Como X es Tb, por el Teorema 2.15, F;(X) es cerrado en
(CL(X),7p). Ahora bien, si (CL(X), 7r) es compacto, entonces (Fy(X), 7p)
también es compacto. En vista de que X es KC, por la Proposicién 2.14, 7
es admisible. Luego X es homeomorfo a (F1(X),7r). Esto implica que X es
compacto. ]

Combinando el Corolario 2.19 y el Teorema 2.21, obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 2.22. Si X es un espacio Ta, entonces (CL(X),Tr) es compacto
sty solo st X es compacto.

El resultado anterior puede ser empleado para generalizar el Teore-
ma 2.20.
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Teorema 2.23. Si X es un espacio Ts, entonces (CL(X),Ty) es compacto
si y solo si X es compacto.

Demostracion. Como X es un espacio Th, entonces Fi(X) es cerrado en
(CL(X),7v) (por [20, Teorema 2.4.2, p. 156]). Si (CL(X), Ty) es compacto,
resulta que (F1(X), 7v) es compacto. Puesto que X es 71, por la Proposicién
2.14, Ty es admisible. Luego X es homeomorfo a (F1(X), 7y ). Esto implica
que X es compacto.

Ahora supongamos que X es compacto. En particular X es KC' y com-
pacto por lo que, segtin el Teorema 2.12, 7 = 7. Ademads, por el Teore-
ma 2.22, (CL(X), 7F) es compacto. Luego (CL(X), 7y) es compacto. O

El Teorema 2.23 nos permite dar un ejemplo de un espacio X tal que
(CL(X),7r) no es cerrado en (2%, 7r). Tomamos a X un espacio Tp y no
compacto (como la recta de Sorgenfrey). Si (CL(X), 7r) es compacto, enton-
ces por el Teorema 2.21, X es compacto. Esto es una contradiccién, asi que
(CL(X),7r) no es compacto. Ahora bien, por el Teorema 2.18, (2%, 7r) es
compacto. Luego (CL(X),7r) no es cerrado en (2%, 7x). Lo anterior mues-
tra que si X es un espacio T» y no compacto, entonces (CL(X),Tr) no es
cerrado en (2X ,7r). Como consuelo, durante la demostracién de la Propo-
sicién 2.51, notaremos que si X no es compacto, al menos (CL(X),7r) es
denso en (2%, 7p).

Terminamos la presente seccién con el siguiente resultado, que se asemeja
al Teorema 2.20.

Teorema 2.24. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es compacto y
metrizable si y sdlo si (CL(X), ) es compacto y metrizable.

Demostracion. El Teorema 4.9.7 de [20] dice que son equivalentes:
1. X es compacto y metrizable.
2. (CL(X),7v) es metrizable.

3. (CL(X),7y) es compacto y metrizable.
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2.6. Axiomas de Separaciéon

En la presente seccién vamos a estudiar algunos axiomas de separacion
en los hiperespacios 2% y CL(X) con la topologia de Fell. A partir de es-
te momento, cuando trabajemos con el hiperespacio C'L(X), los elementos
subbdsicos o~ y (X \ K)* se considerardn contenidos en C'L(X).

Anteriormente vimos que (2%, 7r) es compacto sin pedir nada al espacio
original X, otra de las propiedades que automéaticamente se tienen bajo 7@

es la que se enuncia a continuacién.
Proposiciéon 2.25. Si X es un espacio topolégico, entonces (2X, TF) es Ty.

Demostracion. Sean A, B € 2X tales que A # B. Supongamos A ¢ B.
Entonces existe a € A\ B y se tiene que B # X. Claramente el unitario
{a} es un subconjunto compacto de X. Esto nos lleva a que (X \ B)™ y
(X \ {a})T son abiertos de (2%, 7p) tales que A € (X\B)~, B¢ (X \B)™,
Be (X\{a})TyA¢ (X\{a})". Si B¢ A, procedemos de manera similar.
Esto dice que (2%, 77) es T1. O

Asi pues, para cualquier espacio topolégico X, resulta que (2%, 7p) siem-
pre es compacto y T1. En el caso de la topologia de Vietoris, es conocido
que si X es un espacio topoldgico, entonces (CL(X),1y) es Tp. También se
conoce que si X es T, entonces (CL(X),7y) es T1. Por otra parte, si X es
regular, entonces (CL(X),7y) es Tb. La demostracién de las afirmaciones
anteriores se encuentra en [20, Teorema 4.9, p. 163]. También se sabe que si
X esTyy (CL(X),mv) es Ty, entonces X es T3 ([17, Teorema 1.56, p. 28]).

Si en cambio solicitamos que el espacio X sea localmente compacto (ver
Definicién 1.23), se muestra que 2% bajo 7p es un espacio T, que aunado
al Teorema 2.18 nos lleva al siguiente resultado.

Teorema 2.26. Cuando X es localmente compacto, sucede que
1) (2%, 71r) es Ty y compacto.
2) (CL(X),7F) es Ty y localmente compacto.

Demostracion. Como se mencioné antes, el Teorema 2.18 muestra que
(2%, 7F) es compacto. Para mostrar que el hiperespacio es Tb, sean A, B €
2% tales que A # B. Sin perder generalidad B ¢ A. Elijamos b € BN (X \ A)
y, dado que X es localmente compacto, existe una vecindad compacta K de
b, disjunta con A. Entonces (Intx(K))™ y (X\K)T son vecindades disjuntas
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de By Aen (2%, 7F), respectivamente (pues b € B N Intx(K), ademds de
que al tener AN K = (), obtenemos A C (X \ K). Esto prueba que (2%, 7r)
es Ts.

Ahora la demostracién de 2). Acabamos de mostrar que (2X,7r) es
T,. También sabemos que (2%, 7x) es compacto (Teorema 2.18). Entonces
(2X,7F) es compacto y Ty, luego (2%, 7r) es localmente compacto. Ahora
bien, como (2%, 7x) es T} el conjunto {(} es cerrado en (2%, 7). Asf el com-
plemento 2% \ {#} = CL(X) es abierto en (2%, 7). Como la compacidad
local se hereda para subespacios abiertos ([8, Teorema 6.5, p. 239]), conclui-
mos que (CL(X),7r) es localmente compacto. Puesto que la condicién de
ser Tj se hereda a subespacios ([8, Teorema 1.3, p. 178]), (CL(X), 7r) es To.
Esto termina la prueba de 2). O

De lo anterior, la compacidad local es una condicién en X que garantiza
que (CL(X),7r) posee un axioma de separacién tan util como 7. Como
ya lo mencionamos, para obtener algo similar en el caso de 7/, es necesario
pedir que X sea regular.

El siguiente resultado es un reciproco parcial de la parte 2) del Teore-
ma 2.26.

Teorema 2.27. Sea X un espacio topoldgico. Si (CL(X),Tr) es T, enton-
ces X es localmente compacto.

Demostracion. Supongamos que (CL(X),7r) es Th. Para ver que X es
localmente compacto, sean z € X y V un abierto de X tales que x € V.
Supongamos primero que X es el Gnico abierto en X que contiene a x. Esto
significa que V' = X. Ademds V es compacto. Para ver esto, sea C una
cubierta abierta de V. Entonces existe un abierto O en la cubierta C tal que
x € O. Por tanto O = X. Asi la cubierta C de V puede ser reducida a un
dnico abierto, a saber O, de donde V' es compacto. Esto implica que X es
localmente compacto.

Supongamos ahora que X no es el Unico abierto en X que tiene a z.
Entonces existe un abierto Vy en X tal que x € Vy y V # X. Luego VN1j es
un abierto en X que tiene a x y es diferente de X. Esto significa que podemos
trabajar con el abierto V N Vj o bien, sin perder generalidad, suponer que
V # X, cosa que haremos. Ahora bien, como V # X, tenemos que X \V # ()
(recordemos que z € V). Sean

E=X\V y F=X\V)u{z}.
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Como V es abierto, F es cerrado en X, lo que lleva a que F' también es
cerrado en X. Ademds E# () y F #( y, yaque x € VNF, se tiene F # F.
Por lo tanto E, F € CL(X) y son distintos. En vista de que (CL(X),7r) es
Ty, existen abiertos Ay Ben (CL(X),7r) tales que

EcecA FeB y AnB=0.

Sin perder generalidad, podemos suponer que A y B son abiertos basicos en
(CL(X), 7r). Entonces

A=a n(X\E)" y B=p n(X\K)"

donde ao = {U1,Us, ..., Uy} vy B = {W1,Wa,...,W,,} son familias finitas de
subconjuntos abiertos y no vacios de X, mientras que K; y K2 son subcon-
juntos compactos de X.

Como X \V = F € A, entonces X \ V C X \ Kj por lo que K; C V.
Igualmente (X \ V) U {z} = F € B asi que, en particular, X \ V C X \ K.
Luego Ky C V, de donde K; U Ky C V. También tenemos que (X \ V)N
Uy =ENU; # 0, para cada ¢ € {1,2,...,n} y FNW; # 0, para toda
j €4{1,2,...,m}. Esto significa que, para cada j € {1,2,...,m}, sucede que

0#FNW; = [(X\V)u{a}]nW; = [(X\V)nWj]u [{z} nWj].
Esto prueba que
(X\V)NW; # 0 o bien {x} NW; # (), para cada j € {1,2,...,m}. (2.4)
Afirmamos ahora que
1) existe jo € {1,2,...,m} tal que {x} N W, # 0.

Para probar 1) supongamos que, por el contrario, m NW; = 0, para
cada j € {1,2,...,m}. Entonces, por (2.4), (X \ V)N W; # 0 para todo
j€{1,2,...,m}. Luego E = X\ V € 87. Como también E € (X \ K3)™,
sucede que F € 7 N (X \ K3)* = A. Por tanto E € AN B. Como esto
contradice el hecho de que A y B son ajenos, 1) se cumple.

La misma demostracién que hicimos para probar 1), muestra que existen
algunos W; tales que (X \ V) N W; = (. Para dichos W}, por (2.4), sucede
que {z} N W, # (. Esto nos permite definir al conjunto

G={w;lje{l2....m} y ffnw; £0}.
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Sea j € {1,2,...,m} tal que {z} N W; # 0. Como W;j es abierto en X,
el Corolario 1.12 dice que {z} N W; # 0, asi que x € W;. Como tenemos
una cantidad finita de conjuntos Wj, esto implica que G es un subconjunto
abierto de X tal que z € G. En particular, G es una vecindad abierta de z.
Sea W =V N G. Notemos que W es un abierto en X tal que z € W C V.

Afirmamos que
2) para toda y € W, sucede que {y} N (K; U K) # 0.

Para mostrar 2), supongamos que existe y € W tal que {y} N (K, UK>y) = 0,
entonces {y}NK; = ) = {y}NKs. De tal modo {y} € X\ K,y {y} € X \Ko.
Notemos que FE U @ € CL(X). Ademés, como E C X \ K1, sucede que
Eu{y} € X\ K. Esto muestra que EU{y} € (X \ K1)*. Como ENU; # 0,
para cada i € {1,2,...,n}, tenemos que (E U {y}) NU; # 0, para toda
i€{1,2,...,n}. Por tanto E U {y} € a~. Esto prueba que

Eu{yfca Nn(X\K)" = A

Notemos ahora que F U {y} € X \ Ka, por lo que EU {y} € (X \ Ka)*.
Notemos también que y € W = V NG, asi que y € G. Consideremos
un elemento j € {1,2,...,m}. Si mﬂ W; # 0, entonces W; es uno de
los intersectandos que definen a G, por lo que G C W;. Esto implica que
y € W, v, por consiguiente, (E U {y}) N W; # 0. Si sucede que {x} N W, =
() entonces, por (2.4), E N W; # (. En este caso también deducimos que
(E U {y}) N W, # . Con esto hemos probado que E U {y} € 3~. Por tanto

Eu{y}ep n(X\ K" =B.

Como consecuencia de esto E U {y} € AN B # 0. En vista de que esto
contradice el hecho de que A y B son ajenos, 2) se cumple.

Para finalizar, definamos K = W U (K; U K3). Recordemos que W es
un subconjunto abierto de X tal que x € W C V. Recordemos también que
KiUKy CV.Luego K CV,asiquex € W C K CV. Como Ky y Ky
son subconjuntos compactos de X, resulta que K1 U K5 es un subconjunto
compacto de X. Ademds W es un subconjunto de X tal que, por 2), para
toda y € W, sucede que {y}N (K UK>) # 0. Entonces, por el Teorema 1.22,
K es compacto. Esto prueba que X es localmente compacto. ]

La prueba del Teorema 2.27 esta incluida en [7, Teorema 1, p. 114].
En dicho articulo, los autores utilizan redes para probar que el conjunto
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K =WU(K;UK3), que definimos al final de la demostracion, es compacto.
Como hemos visto, no es necesario utilizar redes, pues basta con recurrir al
Teorema 1.22.

Recordemos que, para un espacio topoldgico X,
K(X)={AC X | Aescompactoen X y A # 0}.

Si X es Ty o bien KC, entonces K(X) C CL(X) (ver Proposicién 1.18).
Se sigue que a K(X) le podemos dar la topologia de Fell y la de Vietoris,
las cuales denotaremos por 7r y Ty en lugar que (7r)x(x) ¥ (7V)|k(x);
respectivamente. En [20, Teorema 4.9.12] se prueba el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.28. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es localmente
compacto y Ty si y solo si (K(X),1y) es localmente compacto y Ts.

Como ya mostramos que (2X ,7F) es Tp si X es localmente compacto,
lo siguiente es preguntar si podemos obtener otros axiomas de separacién y
cuales son las condiciones que debemos buscar para obtener tales axiomas.
El siguiente resultado responde esto.

Teorema 2.29. Sea X un espacio topoldgico. Entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes.

a) X es localmente compacto.
b) (2%, 7F) es Ty.

¢) (CL(X),7F) es T3%.

d) (CL(X),1r) es Ts.

Demostracion. Supongamos que se cumple a). La primera parte del Teo-
rema 2.26 nos dice que (2%, 7r) es Ty y compacto, por lo que (2%, 7p) es T}.
Esto prueba b).

Ahora supongamos que b) se cumple. Entonces (2X,7r) es Ty, por lo
que también es T33. Como ser T3 se hereda a subespacios ([30, Teorema
14.10]), deducimos que (CL(X), ) es T33. Esto prueba c).

Como los espacios T: 3% son Ty, claramente ¢) implica d). Mientras que el
Teorema 2.27 muestra que d) implica a). Esto termina la demostracién. [
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Es claro que a la lista de propiedades que aparecen en el Teorema 2.29,
podemos agregar la afirmacién de que (CL(X),7r) es Ts. El Teorema 2.29
aparece originalmente probado en [5], sustituyendo el inciso b) por la afirma-
cién de que (CL(X), 7r) es T3. Con esa sustitucién, el Teorema 2.29 aparece
en [7, Teorema 1, p. 114].

Con la topologia de Vietoris, en [20, Teoremas 4.9.8, 4.9.10 y 4.9.11], se
prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.30. Sea X un espacio topolégico. Entonces se cumplen las si-
guientes propiedades:

1) X esTy siy solo si K(X) es Ty.
2) X esTs siy solo si K(X) es Ts.
3) X es T3% sty solo st K(X) es TB%'

Determinar condiciones no métricas en X, bajo las cuales, el hiperespacio
CL(X) es Ty, es un problema no trivial, tanto para la topologia de Vietoris,
como para la topologia de Fell. Con la topologia de Vietoris se tiene el
siguiente resultado (ver [14] y [15]).

Teorema 2.31. Suponiendo cierta la hipdtesis del continuo, si X es un
espacio Ty, entonces X es compacto si y solo si (CL(X),Ty) es Ty.

Con la topologia de Fell, tenemos el siguiente resultado, cuya demostra-
cién puede verse en [11, Teorema 1, p. 2194].

Teorema 2.32. Sea X un espacio To. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) X es localmente compacto y de Lindeldf.
2) (CL(X),7F) es de Lindeldf.
3) (CL(X),Tr) es Ty.

2.7. Axiomas de Numerabilidad

En la presente seccién vamos a considerar algunos axiomas de numera-
bilidad para los espacios 2% y CL(X), cuando se consideran la topologia de
Vietoris y la de Fell. En [26, p. 25], R. E. Smithson construy6 un espacio
primero numerable, T y compacto X tal que (CL(X),7y) no es primero
numerable. Tenemos, por otro lado, el siguiente resultado.
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Teorema 2.33. Si X es un espacio Ty y (CL(X),Tv) es primero numerable,
entonces X es primero numerable.

Demostraciéon. Como la primero numerabilidad se hereda a subespacios,
es claro que si (CL(X),7y) es primero numerable, entonces (F1(X),7y)
es primero numerable. Ahora bien, como 7y es admisible (Teorema 2.14),
(F1(X),7y) es homeomorfo a X. Luego X es primero numerable. O

Como en los espacios KC' la topologia de Fell es admisible (Proposi-
cién 2.14), la demostracién dada anteriormente es valida si suponemos que
X es KC y (CL(X),7F) es primero numerable. Asi tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 2.34. Si X es un espacio KC y (CL(X),Tr) es primero nume-
rable, entonces X es primero numerable.

Naturalmente, el ejemplo de R. E. Smithson es un espacio X primero nu-
merable tal que (CL(X), 7F) no es primero numerable, pues X es compacto,
T y entonces 7p = Ty.

La situacién para 2%, con la topologfa de Fell, y la primero numerabilidad
no es trivial e involucra la siguiente nocién.

Definicion 2.35. Sean X un espacio topoldgico y £ C X. Decimos que F
es hemicompacto si existe una sucesién (K,), de subconjuntos compactos
de F tal que si K es un subconjunto compacto de E, entonces K C K,
para alguna n € N.

En [5, Lema 3.1, p. 71] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.36. Sea X un espacio Ty tal que (CL(X),TF) es primero nu-
merable. Entonces X es separable y cada subconjunto no vacio y abierto en
X es hemicompacto.

En [7, Lema 2, p. 117] se mejora un poco el resultado anterior, para
incluir espacios que no necesariamente son T5. El resultado obtenido es el
siguiente.

Teorema 2.37. Sea X un espacio tal que (CL(X),TF) es primero nume-
rable. Entonces cada subconjunto no vacio, abierto y propio de X, es hemi-
compacto.
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Recordemos que un espacio topolégico X es o-compacto si X puede
verse como la unién contable de subespacios compactos. Utilizando el Teo-
rema 2.36 y la nocién de conjunto compactamente sequndo numerable ([5,
Definicién 3.2, p. 72]), en [5, Teorema 3.3, p. 72] G. Beer prueba el siguiente
resultado.

Teorema 2.38. Sea X un espacio Ts. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes.

1) (2%, 7F) es primero numerable.
2) (CL(X),7F) es primero numerable.

3) X es localmente compacto, compactamente sequndo numerable y cada
subconjunto abierto de X es o-compacto.

El resultado anterior se mejora en [7, Teorema 5, p. 120]. En [7, Teore-
ma 3, p. 117] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.39. Sea X un espacio primero numerable. Entonces las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes.

1) (CL(X),7F) es primero numerable.

2) Cada subconjunto cerrado de X es separable y cada subconjunto no
vacio, abierto y propio de X, es hemicompacto.

Probar éstos y los otros resultados que aparecen en la Seccién 3 de [7],
e involucran la primero numerabilidad en 2% y/o CL(X) con la topologia
de Fell, alargaria el presente trabajo. Nuestra intencién con respecto a la
primero numerabilidad ha sido la de presentar algunos de los resultados que
se conocen, dando las respectivas referencias para que el lector interesado
en sus demostraciones las consulte.

Con respecto a la segundo numerabilidad con la topologia de Fell, en [5,
Teorema 3.4, p. 73] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.40. Si (X, 7) es un espacio Ty, entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1) (2%, 7r) es segundo numerable;
2) (2%, 7r) es seudometrizable;

3) (2%,7F) es metrizable;
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4) (CL(X),Tr) es seqgundo numerable

5) (CL(X),Tr) es seudometrizable;

6) (CL(X),Tr) es metrizable;

7) X es localmente compacto y seqgundo numerable;

8) X posee una métrica, compatible con T, bajo la cual todos los subcon-
jJuntos cerrados y acotados de X son compactos.

A continuaciéon vamos a probar algunos resultados que involucran la
segundo numerabilidad de 2% y la de CL(X), con la topologfa de Fell, sin
considerar que X es T5.

Teorema 2.41. Si X es un espacio localmente compacto y sequndo nume-
rable, entonces (2%, 7r) es Ty y sequndo numerable.

Demostracion. Como X es localmente compacto, por el Teorema 2.26,
(2X,7r) es Ty. Veamos que también es segundo numerable. Como X es
segundo numerable, X posee una base contable Bx = {V,, | n € N}. Sean
n € Ny V, € Bx. Vamos a escribir a V,, como una uniéon contable de
interiores de compactos. Para esto, tomemos un elemento x € V,,. Por la
compacidad local de X en z, existe una vecindad compacta K, de x tal que
K, CV,. Como K, es vecindad de x, existe un abierto contenido en K,
que tiene a x. Puesto que (K,)°, el interior de K, en X, es el abierto més
grande contenido en K, obtenemos = € (K;)° C K, C V,,. Notemos que

Vo = U (Kx)o = U K. (2'5>

€V €V,

Observemos también que w(X) < Vg y que {(K;)°: = € V,,} es una familia
de subconjuntos abiertos de X. Entonces, por la Proposicién 1.14, existe
Sy ={xp,, | m e N} CV, tal que |S,| <Ny y

U (Kz>o = U (Kx)o'

eV, €Sy

Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que |S,| = Rg y, para simplificar
la notacién, escribiremos Ky, en lugar de K, . Hagamos R, = {Kp» |
m € N}. Entonces

U (K:B)o = U (Knm)o- (26)
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De (2.5) y (2.6) se infiere que
Vo= |J (Kam)® = | Kum. (2.7)

meN meN

Como S es contable, hemos escrito a V,, como una unién contable de interio-
res de compactos. Ahora bien, para demostrar que (2X , TF) posee una base
contable definimos

R = URn:{Knm|n,m€N}
neN

F= {UP | P es subconjunto finito de 7?,} .
Recordemos que Bx = {V}, | n € N} es una base para X. Definimos ahora
Box = {a” N (X \ K)" | a es un subconjunto finito de Bx y K € F}.

Notemos que R es una coleccién de subconjuntos compactos de X, con
interior no vacio. Ademds, por definicién, F tiene como elementos a una
unién finita de conjuntos compactos. Por tanto si K € F, entonces K es un
subconjunto compacto de X.

Claramente R es contable y, como F estd definido como una unién de
subconjuntos finitos de un contable, el Teorema 1.8 nos dice que hay una
cantidad contable de subconjuntos finitos de R. Por consiguiente, F tam-
bién es contable. Como B x es contable, aplicando de nuevo el Teorema 1.8,
resulta que hay una cantidad contable de subconjuntos finitos de B x. En-
tonces la familia B,x estd determinada por intersecciones entre elementos
de conjuntos contables, con lo cual, B,x es contable. Es claro que cada
elemento de Byx es abierto en (2%, 75).

Vamos a probar ahora que B,x es una base de (2%, 7). Sean A € 2%
y O = {U1,Us,..., Uy}~ N (X \ H)T un abierto basico de (2%, 7) tal que
A € O. Entonces Uy, Us, ..., U, son subconjuntos abiertos de X, mientras
que H es un subconjunto compacto de X. Ademas A C X\ Hy ANU; # 0,
para cada i € {1,2,...,p}. Tomemos un elemento a; € AN U; para i €
{1,2,...,p}. Como By es una base de X y, parai € {1,2,...,p}, U; es un
subconjunto abierto de X tal que a; € U;, existe B; € Bx de modo que
a; € B; C U;. Claramente o = {B1, Ba, ..., B,} es un subconjunto finito de
B x. Ademas
Aca C{U,Us,...,Uy}". (2.8)

Como A C X \ H, tenemos que H C X \ A. Afirmamos que
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a) existe K € F talque A€ (X \ K)* C(X\ H)".

Para probar a) notemos que, al ser Bx = {V}, | n € N} una base para
X, el abierto X \ A de X se puede escribir como una unién de elementos
de Bx. Entonces existe un subconjunto J de N tal que X \ A = {J,c; Va.
Ahora bien, por (2.7), para cada n € J,

Vn - U (Knm)o — U Knm

meN meN

Entonces con la unién de todos los elementos de la forma (K, )°, conn € J,
cubrimos a X \ A. También con la unién de todos los elementos de la forma
Kpm, con n € J, logramos cubrir a X \ A. En particular, como H C X \ A,
para el conjunto compacto H sucede que C = {(Kp,,)° | n € Jy m € N} es
una familia de abiertos en X tal que

HQU{(Knm)O\nGJymEN}:U{Knm|n6Jym€N}:X\A.
Entonces existe una subfamilia finita
Co = {(Knymi)®s (Kngmy)®, -5 (Ko, )°}
de C tal que
H C (Knymy)* U (Knymy) U U (Kppm,.)©-
Hagamos P = {Kn,mys Knomas - - Knpm, } Y
K=Kpm UKpymy, U+ UKy ...

Entonces P es un subconjunto finito de R y K € F. Ademas H C K por lo
que X \ K C X \ H. Esto implica que (X \ K)™ C (X \ H)". Ahora bien

K C| fEum |IneJymeN}=X\A4,

por lo que A C X \ K. Esto implica que A € (X \ K)" y, de esta manera,
a) se cumple.

Usando (2.8) y a) tenemos que
Aca N(X\K)" C{U,Us... .U} N(X\ H)" =0,

Como o~ N (X \ K)* € B,x hemos probado asi que Byx es una base de
(2%, 7r). Esto termina la demostracién. O
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Supongamos que X es localmente compacto y segundo numerable. En-
tonces, por el Teorema 2.41, (2%, 7x) es Ty y segundo numerable. Como el
axioma de separacién T» y la segundo numerabilidad son propiedades here-
ditarias, sucede que (CL(X), Tr) es T y segundo numerable. En el siguiente
resultado vemos que el reciproco también es cierto.

Teorema 2.42. Un espacio topologico X es localmente compacto y seqgundo
numerable si y solo si (CL(X),Tr) es Ty y sequndo numerable.

Demostracién. Si X es localmente compacto y segundo numerable enton-
ces, como ya hicimos ver, (CL(X), 7r) es Ty y segundo numerable. Suponga-
mos ahora que (CL(X),7r) es Ty y segundo numerable. Como (CL(X), 7r)
es 15, por el Teorema 2.29, X es localmente compacto. Vamos a probar
ahora que X es segundo numerable. Para esto, recordemos que (CL(X), TF)
tiene como base a la familia

C={a N(X\K)"|aesuna coleccién finita de abiertos de X

y K es un subconjunto compacto de X }.

Dada la segunda numerabilidad de (CL(X), 7r), el peso del espacio es menor
o igual a Ng. Luego, por la Proposicion 1.15, existe B C C tal que B es una
base de (CL(X),7F) y la cardinalidad de B es menor o igual a ®y. Sin perder
generalidad, podemos escribir a la familia B como sigue:

B={a; N(X\K;)" |i€eN, cada ; es una coleccién finita

de abiertos en X y cada K; es un subconjunto compacto de X }.

Definimos V = |J{a; | ¢ € N}. Entonces V tiene como elementos a los
miembros de cada familia finita a;. Como toda unién contable de conjuntos
finitos es contable, V es contable. Sea

F = {ﬂa | @ es subconjunto finito de V} .

Como V es contable, el Teorema 1.8 nos dice que hay una cantidad contable
de subconjuntos finitos de V. Cada uno de ellos determina una interseccion,
por lo que F es contable. Notemos que cada elemento de F es abierto en X.
Vamos a probar ahora que F es una base para X. Para esto, tomemos un
elemento x € X y un abierto O de X tales que x € O.

Supongamos primero que O = X. Como {z} es un cerrado no vacio de

X, XT={AeCL(X)| AC X} =CL(X) es un abierto en (CL(X), 7F)
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que tiene a {z} y B es una base de (CL(X),7r), existe a; N (X \ K;)T € B
tal que {x} € a; N (X \ K;)*. Entonces {x} NV # ) para todo V € a;.
Usando el Corolario 1.12 deducimos que x € V, para cada V' € «;. Entonces
z € (Na; € X = O. Notemos que al ser ; una coleccién finita de abiertos,
la interseccién () o; también es un abierto de X y, al ser a; un subconjunto
finito de V, tenemos que (| ; € F. De esta manera, cuando O = X, hemos
encontrado un elemento A € F tal que z € A C O.

Supongamos ahora que O # X. Como O es un abierto de X y es distinto
de X, entonces los conjuntos X \ O y (X \ O) U {z} son dos elementos de
CL(X), es decir dos subconjuntos cerrados y no vacios de X. Ademds, como
z € O sucede que X \ O # (X \ O)U {z}. Como (CL(X),7r) es Ty y B es
una base de (CL(X), 7r), existen i, j € N tales que:

X\Oea; N(X\K)teB, (X\O)U{z}ea; N(X\K;)" B

(07 N(X\K)T) N (g N(X\K;)T) =0. (2.9)

Notemos que «; y «; son colecciones finitas de subconjuntos abiertos de X.
Ademas K; y K; son subconjuntos compactos de X. También X \O C X\ K;
y (X \O)U{z} € X\ Kj. En particular X \ O C X \ Kj, por lo que
X\NO € (X\Kj)*t. St (X\O)NW # 0 para cada W € «;, entonces
X\ O € a;. Luego

X\ 0 € (a7 N(X\K)")N (g N(X\ K.

Como esto contradice (2.9), existe W, € o tal que (X \ O)NWy = (). Luego
X\ O C X\ W, por lo que W, C O. Ahora bien, como (X \ O)U{z} € oy,
sucede que ((X\O)U{z})NW # 0. Luego {x}NW # 0, pues (X \O)NW, =
(. E1 Corolario 1.12 nos dice que € W,. Tenemos, con todo, que Wy es un
elemento de o tal que x € W, C O. Hagamos o = {W,}. Entonces « es
un subconjunto finito de V, por lo que [Ja = W es un elemento de F. De
esta manera, cuando O # X, hemos encontrado un elemento W, € F tal
que z € W, C O.

De los dos casos anteriores se deduce que F es una base para (CL(X), 7r).
Esto prueba que (CL(X),7r) es segundo numerable. O

El Teorema 2.42 indica que la equivalencia mostrada entre las afirma-
ciones 4) y 7) del Teorema 2.40 se mantiene cierta en general, es decir sin
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suponer que X es T,. Hasta donde hemos podido investigar, el Teorema 2.42
aparece por primera vez en este trabajo.

El siguiente resultado que presentamos, aparece originalmente en [7, Teo-
rema 6, p. 120] y requiere de la siguiente definicién.

Definicion 2.43. Un espacio polaco es un espacio topolégico no vacio y
separable que puede metrizarse con una métrica completa, es decir una en
la que toda sucesién de Cauchy es convergente.

Todo espacio métrico y compacto es polaco ([9, Teorema 4.3.28, p. 275]).
Més ain, por [8, Corolario 2.4, p. 292], todo espacio localmente compacto,
metrizable y separable es polaco. Utilizaremos este resultado en la demos-
tracién del siguiente teorema.

Teorema 2.44. Sea X un espacio topologico no vacio. Los siguientes enun-
ctados son equivalentes.

1) X es localmente compacto y seqgundo numerable.
2) (2%,7p) es Ty y sequndo numerable.

3) (2%, 7F) es separable y metrizable.

4) (CL(X),7F) es un espacio polaco.

Demostracion. Si 1) es cierto entonces, por el Teorema 2.41, 2) se cumple.
Asi 1) implica 2).

Ahora supongamos que 2) es cierto. Entonces (2%, 7r) es Ty y segundo
numerable. Por el Teorema 2.18, (2%, 7) es compacto. Luego (2%, 7r) es
compacto y Tb, por lo que es Ty. En particular, (2%, 7r) es T3 y, por ende,
también es regular. Tenemos asi que (2X ,TF) es un espacio segundo nume-
rable y regular. Luego, por el Teorema de Metrizacién de Urysohn (Teore-
ma 1.35), (2%, 7r) es separable y metrizable. Esto termina la demostracién
de que 2) implica 3).

Supongamos ahora que &) es cierto. Como (2X , TF) es metrizable, en par-
ticular es Tb. Ademas, por el Teorema 2.18, (2X , TF) es compacto. Entonces
(2X ,TF) es un espacio compacto y Ty y, por consiguiente, es localmente
compacto. Ahora bien, como (2%, 7r) es Ty, el conjunto {()} es cerrado en
(2%, 7r). Luego su complemento en 2% es abierto en (2%, 7). Esto significa
que (CL(X),7r) es un subespacio abierto del espacio localmente compacto
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(2%, 7r). Entonces (CL(X),7r) es localmente compacto ([8, Teorema 6.5,
p. 239]). Como la metrizabilidad se hereda a subespacios y la separabilidad
se hereda a subespacios abiertos, tenemos que (CL(X),7r) es un espacio
localmente compacto, metrizable y separable, asi que es un espacio polaco.
Esto prueba que 3) implica 4).

Supongamos, por ultimo, que 4) es cierto. Entonces (CL(X), 7r) es un
espacio polaco. En particular (CL(X), 7r) es metrizable y separable. Por el
Teorema 1.34, (CL(X), 7r) es segundo numerable y como es metrizable, en
particular es T5. Entonces (CL(X),7r) es Ty y segundo numerable. Luego,
por el Teorema 2.42, X es localmente compacto y segundo numerable. Esto
prueba que 4) implica 1). O

Terminamos la seccién con el siguiente resultado, el cual combina lo
enunciado en los teoremas 2.41 y 2.42.

Teorema 2.45. Si X es localmente compacto y sequndo numerable, entonces
los hiperespacios (2X,7r) y (CL(X),7r) son Ty, localmente compactos y
sequndo numerables.

Demostracién. Como X es localmente compacto, por el Teorema 2.26,
(CL(X), 7r) es localmente compacto y T». Utilizando ahora el Teorema 2.42,
deducimos que (CL(X), 7r) también es segundo numerable.

En el caso de (2%, 77), por el Teorema 2.18, (2%, 7) es compacto. Usan-
do el Teorema 2.41, se sigue que (2%, 7r) también es segundo numerable y
T,. Entonces (2%, 77) es compacto y T, asi que es localmente compacto. [

2.8. Propiedades de Conexidad

El objetivo de esta seccién es encontrar condiciones simples que pedirle
a X, para garantizar que los hiperespacios 2% y C'L(X) sean conexos con
la topologia de Fell. Para el caso de la topologia de Vietoris, las condiciones
que se piden son en realidad, muy sencillas. Para mostrar esto consideremos,
para cada n € N, la familia

F.(X)={ACX|1<JA| <n}.
Cuando X es T1, sucede que F,,(X) C CL(X), por lo que en F,(X) pode-

mos considerar la topologia de Vietoris, que denotamos por 7y, en lugar de
(7v)|F,(x)- Definimos ahora

F(X) = Fu(x).

neN
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Entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.46. Supongamos que X es un espacio Ty y conexo. Entonces
se cumplen las siguientes propiedades:

1) F,(X) es conexo, para cada n € N;
2) F(X) es un subconjunto conexo de CL(X) y denso en CL(X);
3) (CL(X),1v) es conexo.

Demostracion. Supongamos que X es 11 y que n € N. Consideremos la
funcién f,,: X™ — F,(X) definida, para cada (z1,x2,...,2,) € X", como

fo((z1, 22, .. xn)) = {x1, 22, ..., 2}

Es facil ver que f, es suprayectiva. Por el Teorema 2.9, una subbase para
(Fr(X),v) es la familia

S, = {U NF,(X) | U es abierto en X }U{V T NF,(X) |V es abierto en X},

donde
U NFE(X)={Ae F,(X)|AnU # 0}

VINF,(X)={Ac F,(X)|ACV}.

Sea U un abierto en X. Para cadai € {1,2,...,n} sea U; = H?:1 Bj, donde
B; =Uy Bj = X para cada j € {1,2,...,n} \ {i}. Es claro que cada U; es
un abierto en el producto cartesiano X™. Hagamos W = |J;-_; U;. Notemos
que W es un abierto en X". Vamos a demostrar que

U™ N E(X)) =W,
Para ver esto, sea (1, T2,...,2,) € f, (U~ N F,(X)). Entonces
{z1,29, ..., } = ful(x1,20,...,20)) € U™ N Fr(X),

por lo que {z1,x9,...,2,} NU # 0. Esto implica que existe i € {1,2,...,n}
tal que x; € U, por lo que (z1,z2,...,2,) € U; C W. De esta manera
U~ N F,(X)) € W. Si suponemos ahora que (1, 22,...,7,) € W, en-
tonces existe i € {1,2,...,n} tal que (x1,x2,...,x,) € U;. Por tanto x; € U.
Esto implica que {z1,22,...,2,} NU # 0, por lo que (x1,22,...,2,) €
fH U NEL(X)). Luego W C f,y (U™NF, (X)), asi que f, (U~ NF, (X)) =
w.
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Hasta el momento hemos demostrado que, para cada abierto subbasico
de (F(X),7v) de la forma U~ N F,(X), con U abierto en X, su imagen
inversa bajo f,, es un abierto en el producto cartesiano X". Vamos a probar
que lo mismo sucede para los abiertos subbésicos de (Fj,(X), 7y ), que son
de la forma VN F,(X), con V abierto en X. Tomemos entonces un abierto
V en X. Entonces V"™ es abierto en X™. Adema&s

N VENF(X)) = {(21,. ) € X7 | ful(z1, .. 20)) € VINFR(X)}
={(z1,20,..., 1) € X" | {z1,2,...,2,} €V NE,(X)}
= {(z1,22,...,2y) € X" | {x1,29,...,2,} SV} =V"

Esto prueba que f,,1(V*NF, (X)) es abierto en X™. Por tanto f,,: X™ —
F,(X) es una funcién continua.

A partir de este momento, supongamos que X es 11 y conexo. Como X
es conexo, el producto cartesiano X™ es conexo. Ademés F,(X) = f,(X")
y fn es una funcién continua, por lo que F,,(X) es conexo. Esto prueba 1).

Para el segundo enunciado, por definicién F(X) = (J,cn Fn(X) asi que,
de acuerdo con 1), F(X) es una unién de subconjuntos conexos de CL(X).
Como @) # Fi(X) C F,(X), para cada n € N, sucede que ),y Frn(X) # 0.
Por tanto, F'(X) es conexo. Para ver que es denso en (CL(X), 7y ), sea U un
abierto no vacio en (CL(X), 7). Tomemos un elemento A € U y un abierto
bésico (Uy,Us,...,U,) en (CL(X),1y), tales que

A€<U1,U2,...,Um> Ccu.

Entonces U; es abierto y no vacio en X, para cada ¢ € {1,2,...,m}. Dada
i€ {1,2,...,m}, tomemos un elemento x; € U;. Entonces {x1,x2,...,xm} €
F(X) C F(X)y, ademés, {z1,22,...,2m} € (U1,Us,...,Upn) CU. Enton-
ces U N F(X) # (). Esto prueba que F(X) es denso en (CL(X),7v) v, asi,
2) es cierto.

Finalmente, de acuerdo con 2), Clopx)(F(X)) = CL(X). Ademds, por
2) mismo, F(X) es conexo. Como la cerradura de un conjunto conexo es
conexa, se sigue que (CL(X),7y) es conexo. Esto prueba 3). O

En [20, Teorema 4.10, p. 165] se extiende el Teorema 2.46 de modo que
podemos concluir el siguiente resultado.

Teorema 2.47. Sean X un espacio Th y € tal que F(X) C € C CL(X).
Si es conexo alguno de los espacios X, € o F,(X) (para alguna n € N),
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entonces todos los espacios X, € y F,(X) (para cada n € N) son conezxos,
considerando en £ y en cada F,(X) la topologia Ty .

Del Teorema 2.47 se sigue que si X es 71 y (CL(X),7y) es conexo,
entonces X es conexo. Combinando este resultado con el Teorema 2.46,
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.48. Sea X un espacio T1. Entonces X es conexo si y sélo si
(CL(X),7y) es conexo.

Ahora vamos a considerar la conexidad de los hiperespacios, cuando se
considera la topologia de Fell. Comenzamos con el siguiente resultado.

Proposicién 2.49. Sea X un espacio KC. Si X es conexo, entonces el
hiperespacio (CL(X),Tr) es conezo.

Demostracion. Como X es KC, en particular, X es 7. Si X es ademas
conexo, entonces X es 17 y conexo. Luego, por el Teorema 2.48, (CL(X), 1)
es conexo. Ahora bien, como X es KC, el Teorema 2.12 indica que 7p C Ty.
Esto implica que (CL(X),7r) es conexo. En efecto, si no es asi, entonces
existen dos abiertos no vacios U y V en (CL(X), 7r) tales que CL(X) = UUV
yUNY =0. Como 77 C 7y, U y V son abiertos no vacios en (CL(X),7y)
cuya unién es CL(X) y cuya interseccién es vacia. Luego (CL(X), Ty) no es
conexo, lo cual es una contradiccién. Por tanto, (CL(X), 7r) es conexo. []

Podriamos pensar que si X es 77 y conexo entonces, como sucede con
la topologia de Vietoris, el hiperespacio (CL(X),7r) es conexo. Esto no es
asi, tal y como hacemos ver en el siguiente resultado. Recordemos que un
espacio topolégico es hereditariamente compacto si todos sus subespacios
son compactos.

Teorema 2.50. Eziste un espacio topoldgico (X, T) con las siguientes pro-
piedades:

1) (X, 1) es Ti, conexo, hereditariamente compacto y no es KC,
2) en CL(X) tenemos que 7v C mp y 7p € Tv;
3) (CL(X),1v) es conexo y (CL(X),Tr) no es conezxo.

Demostracion. Supongamos que (X, 7) es un espacio topolégico tal que
X es infinito y 7 es la topologia del complemento finito, es decir,

T={0}U{A C X | X\ A es finito}.
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Entonces (X, 7) es T} pues, para = € X, el complemento X \ {z} de {z} es
abierto, justo porque X \ (X \ {z}) = {x} es finito. Entonces {x} es cerrado
en (X, 7), para cada = € X. Esto prueba que (X,7) es T1. También (X, 7)
es conexo. Para ver esto, supongamos que (X,7) no es conexo. Entonces
existen dos subconjuntos abiertos y no vacios U y V de (X, 7) tales que
X=UUVyUNV =0. Entonces X \ U y X \ V son dos subconjuntos
finitos de X tales que (X \U)U (X \ V) = X. Luego X es finito. Como esto
es una contradiccién, (X, 7) es conexo.

Para ver que (X, 7) es hereditariamente compacto sean A C X y U =
{Us: s € S} una familia de abiertos en (X,7) tales que A C (J,cqUs.
Tomemos un elemento a € Ay so € S tales que a € Us,. Entonces X \ U,
es finito. En particular (X \ Us,) N A es finito y, como cada elemento de
dicho conjunto se encuentra en un miembro de U/, deducimos que A puede
ser cubierto con una cantidad finita de elementos de /. Luego A es compacto.
Esto prueba que (X, 7) es hereditariamente compacto.

Consideremos un punto p € X y el conjunto infinito 4, = X'\ {p}. Como
(X,7) es hereditariamente compacto, A, es compacto. Si A, es cerrado,
entonces X \ A, = {p} es abierto. Luego X \ {p} = A, es finito. Como esto
es una contradiccién, A, no es cerrado en (X, 7). Por tanto, (X,7) no es
KC. Esto termina la prueba de 1).

Ahora bien, como (X, 7) es T} y conexo, por el Teorema 2.48, (CL(X), 1v)
es conexo.

Como (X, 7) es compacto, por el Teorema 2.12, en 2% sucede que 1 C
7. Dicha contencién se mantiene en C'L(X). Supongamos que B es un sub-
conjunto no vacio de X, abierto en X y tal que B # X (B puede ser, por
ejemplo, el conjunto A, que definimos antes). Como (X, 7) es hereditaria-
mente compacto, B es compacto. Luego (X \ B)T N CL(X) € 7p. Como B
es abierto en (X, 7), el conjunto X \ B es finito. Ademés

(X\B)"NCOL(X)={A€CL(X)| AC X\ B}.

Notemos que X ¢ (X \ B)" N CL(X). Por tanto (X \ B)* N CL(X) es
un subconjunto propio de C'L(X). También (X \ B)"™ N CL(X) # 0 pues
sia € X \ B, entonces {a} € CL(X) y {a} € X \ B. Supongamos que
(X\B)*NCL(X) € 7. Como X \ B es cerrado en X, por el Teorema 2.10,
el conjunto {A € CL(X) | A C X\ B} es cerrado en (CL(X), 7y). Entonces
(X \ B)T NCL(X) resulta ser un subconjunto no vacfo y propio de CL(X),
que es tanto abierto como cerrado en el espacio conexo (CL(X), 7y ). Esto es
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una contradiccién. Por tanto (X'\ B)TNCL(X) no es abierto en (CL(X), Ty ).
Esto muestra que (X \ B)T NCL(X) € 7p \ 7v, por lo que 7p € 7v. Asi 2)
se cumple.

Para terminar la prueba de 3), basta mostrar que (CL(X),7r) no es
conexo. Supongamos, como antes, que B es un subconjunto no vacio de X,
abierto en X y tal que B # X. Entonces

B NCL(X)={AeCL(X)| AN B # 0}

es un abierto en (CL(X), 77). Como B # (), sia € B, entonces {a} € CL(X)
y {a} N B # (. Por tanto B-NCL(X) # (. Como B # X, para un elemento
c € X \ B se tiene que {c} € CL(X) y {¢} N B = (. Luego B~ NCL(X) #
CL(X). Como (X, 7) es hereditariamente compacto, B es compacto. Luego
(X \ B)T N CL(X) es abierto en (CL(X), 7r). Ademéas

CL(X)\ (B NCL(X))={A€CL(X)|AnB =10} =
={AcCLX)|ACX\B}=(X\B)"nCL(X).

Por tanto B~ NCL(X) es cerrado en (CL(X), 7). Hemos demostrado, asf,
que B~ N CL(X) es un subconjunto no vacio y propio de CL(X), que es
tanto abierto como cerrado en (CL(X),7r). Esto muestra que (CL(X), )
no es conexo y termina la demostracion de 3). Ul

Del Teorema 2.50 se sigue que la hipdtesis de que X es un espacio KC,
dada en la Proposicién 2.49, es esencial.

Regresando a la Proposicién 2.49, al mostrar que (CL(X),Tr) es cone-
x0, podriamos pensar que (2X,7r) deberfa ser conexo solicitando algo no
tan alejado de lo que le pedimos a CL(X). Sin embargo nuestra siguiente
proposicién, que originalmente aparece en [7, Proposicién 4, p. 123], nos ex-
pone que las condiciones se endurecen bastante en el caso de los cerrados
que incluyen al vacio.

Proposicién 2.51. Sea X un espacio conexo y KC. Entonces (2X,7p) es
conexo st y solo st X no es compacto.

Demostracién. =] Supongamos que X es compacto. Entonces en (2%, 1)
el conjunto (X \ X)* = 07 = {0} es abierto. Por otro lado, la Proposi-
cién 2.25 nos dice que (2%, 7) es T1. Por tanto, el unitario {}} es un cerrado
de (2%, 7). De esta manera {(}} es un subconjunto propio y no vacio de 2%,
que es tanto abierto como cerrado en (2%, 7). Luego (2%, 77) no es conexo.
Como esto es una contradiccién, deducimos que X no es compacto.
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<] Supongamos que X no es compacto. Vamos a probar que CL(X)
es denso en (2%, 7r). Sea {U1,Us,...,U,}~ N (X \ K)* un abierto béasico
no vacio de (2%, 7). Entonces cada U; es abierto en X y K es compacto.
Entonces K # X, por lo que (X \ K)T # 0 = {0}. Esto implica que existe
un elemento en {Uy,Us,...,U,}~ N (X \ K)T que se encuentra en CL(X).
De esta manera se prueba que CL(X) es denso en (2%,7r). Ahora bien,
como X es KC' y conexo, por la Proposicién 2.49, (CL(X),7F) es conexo.
Entonces 2% = Clyx (CL(X)) es conexo. O

Supongamos que X es un espacio conexo y KC. Entonces, por la Pro-
posicién 2.51, la conexidad del hiperespacio (2%, 7r) es obtenida de la no
compacidad de X. Ahora vamos a mostrar que si X es un espacio 11, la
conexidad del hiperespacio (2%, 7) es obtenida de la conexidad de cada hi-
perespacio (2Y, Tr), donde Y es una componente conexa de X. Para probar
esto necesitamos de algunos resultados y observaciones previos. Primero, si
X es un espacio topolégico y Y es una componente conexa de X, entonces
Y es cerrado en X. Por tanto, 2¥ C 2¥.

A menos que digamos lo contrario, en lo que resta de la presente seccion,
vamos a considerar que, para cada espacio topolégico Z, 2% y CL(Z) tienen
la topologia de Fell 77. Recordemos que si {X1, Xo,..., X, } es una familia
de espacios topoldgicos ajenos dos a dos, entonces la suma de dichos espacios,
denotada por X1 & Xo @ --- @ X, es el conjunto X; U XoU---U X, con la
topologia 7 definida como sigue: un subconjunto U de X; U XaU---U X, se
encuentra en 7 si y s6lo si UNX; es abierto en X;, paracadai € {1,2,...,n}.
Es conocido que un subconjunto A de X1 UXsU---UX, es cerrado en X7 P
Xo@- - ® X, siysélosi ANX; es cerrado en X;, paracadai € {1,2,...,n}
([9, Proposicién 2.2.1, p. 74]). Por tanto, para cada i € {1,2,...,n}, X, es
abierto y cerrado en X1 ® Xo @ --- & X,,.

De [9, Teorema 3.2.3, p. 138] se infiere que X1 & Xo®- - -® X, es compacto
si y sélo si X; es compacto, para cada ¢ € {1,2,...,n}. Utilizando este
resultado y [9, Proposicién 2.2.3, p. 74], se sigue que un subespacio K de
X1 Xo® - d X, es compacto si y sélo si K N X; es compacto, para cada
i€{1,2,...,n} justo porque K = (KNX;)d(KNXy) & - & (KNX,).

Los lemas 2.52 y 2.54, que presentamos a continuacién, aparecen en [7,
Lema 8 y Lema 9, p. 123].

Lema 2.52. Sean n € N\ {1} y {X1, Xs,..., Xy} una familia de espacios
topoldgicos ajenos dos a dos. Supongamos que X = X1 ® Xo @ --- & X,,.
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Entonces la funcion
¢n: CL(X1) x CL(X3) x --+ x CL(X,,) —» CL(X)

definida, para cada (A1, Az, ..., A,) € CL(X1) x CL(X2) X -+- x CL(X,),

como
n

Gn(A1, As, ... An) = | A,

=1

estd bien definida y es continua.

Demostracion. Para simplificar la notacién, hagamos
C=CL(X1) x CL(X2) x -+ x CL(Xy).

Tomemos un punto (Aj, A, ..., A,) € C. Dadai € {1,2,...,n}, el conjunto
A; es cerrado y no vacio en X;. Como X; es cerrado en X, sucede que
A; es cerrado y no vacio en X. Entonces J_; A; es una unién finita de
subconjuntos cerrados y no vacios de X. Luego, dicha unién es cerrada y no
vacia. Esto muestra que ¢, (A1, Az, ..., A,) € CL(X), asi que ¢, estd bien
definida.

Para ver que ¢,, es continua, haremos ver que la imagen inversa, bajo
¢n, de cada abierto subbdsico de CL(X), es un abierto en C. Supongamos
primero que V es un abierto en X. Para cada i € {1,2,...,n} hagamos
Vi=VnX,

V; = CL(Xl) X - X CL(Xi_l) X Vi_ X CL(XH_l) X - X CL(Xn)

y V =, Vi. Como V es abierto en X, tenemos que V; es abierto en Xj.
Luego V;~ es abierto en C'L(X;). Esto implica que V; es abierto en C. Por lo
tanto, V es abierto en C. Vamos a probar que

¢ (V7)) =V,

Sea (A1, As, ..., An) € ¢, (V7). Entonces ¢, (A1, A, ..., A,) € V™. Luego
<U§L:1 Aj> NV # 0, por lo que U?ZI(AJ- NV)#0D. Seai e {1,2,...,n} tal
que A; NV # (). Entonces

Aiﬂ‘/;:Aiﬂ(VﬁXi)Z(AiﬁXi)ﬂV:AiﬂV#(b.

Esto implica que A; € V;~. Luego (A1, A, ..., 4,) € V; C V. Hemos probado
que ¢, (V™) C V.
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Supongamos ahora que (Aj, A, ..., Ay) € V. Tomemos i € {1,2,...,n}
tal que (A1, Ag, ..., A,) € V;. Luego A; € V™, por lo que

@#AZ‘QVZ‘:Aiﬂ(VﬂXZ‘):AiﬂV,

es decir A; NV # (). Luego (U?:1 Aj> NV # 0, de donde (A1, Aa, ..., Ap) €
¢, 1(V7). Esto prueba que V C ¢, 1(V ™). Por tanto, la imagen inversa bajo
¢rn, de todo abierto subbdsico de CL(X) de la forma V™, con V abierto en
X, es un abierto en C.

Ahora sea K un subespacio compacto de X. Para cada i € {1,...,n},
sea K; = KN X;. Entonces cada K; es un subconjunto compacto de X;, por
lo que cada (X; \ K;)" es un subconjunto abierto de CL(X;). Esto implica
que

H=(X1\ K" x (Xo\ Ko)" x - x (X, \ Kp)"

es un subconjunto abierto de C. Vamos a probar que
S (X\K)') =H.

Para ver esto supongamos primero que (Ay, As, ..., A,) € ¢, (X \ K)*).
Entonces ¢, (A1, Az, ..., 4,) € (X \ K)". Por tanto |Jj_; A; C X\ K. Dada
i€{1,2,...,n} tenemos que A; C X \ K y A; C X;. Luego A; N K = 0,
por loque A;NK;, = A4,N(KNX;)=A4NX;)NK =A4NK =(. En
consecuencia, A; € (X;\ K;)*, de donde (41, As, ..., A,) € H. Esto prueba
que 651 (X \ K)*) C .

Supongamos ahora que (Aj, As,...,A,) € H. Dada i € {1,2,...,n}
tenemos que A4; € (X; \ K;)T, por lo que ) = A; N K; = A; N K. Por tanto
(U?Zl Aj) N K = (). Esto implica que ¢, (A1, As,..., An) € (X \ K)T o,
lo que es lo mismo, que (A1, Ag,...,A4,) € ¢, (X \ K)T). Por tanto H C
¢, 1((X \ K)T). Esto prueba que la imagen inversa, bajo ¢y, de todo abierto
subbésico de CL(X) de la forma (X \ K)T, con K un subconjunto compacto
de X, es abierto en C. Por consiguiente, ¢, es una funcién continua. ]

El resultado presentado en el lema anterior es valido en el hiperespacio
de los cerrados. Su enunciado queda como sigue.

Lema 2.53. Sean n € N\ {1} y {X1, Xo,..., Xy} una familia de espacios
topologicos ajenos dos a dos. Supongamos que X = X1 ® Xo & --- & X,,.
Entonces la funcion

b 25 x 252 x o 2% 40X



70 CAPITULO 2. TOPOLOGIA DE FELL
definida, para cada (A1, A, ..., Ay) € 251 x 2%X2 x ... x 2%Xn como
Gn(A1, Ag, ... An) = | A,

estd bien definida, es continua y suprayectiva.

Demostracion. La prueba de que ¢, estd bien definida y es continua es
similar a la la presentada en el Lema 2.52. Para ver que ¢,, es suprayectiva,
sea A € 2%, Para cada i € {1,2,...,n} sea A; = AN X;. Entonces A; € 2%i
por lo que (A1, Aa, ..., Ay) es un elemento de 2X1 x 2%2 x ... x 2%» tal que

n

On(A1, Az, Ay) = Ai = U(AmXQ:Am( Xi> —ANX = A.
=1 =1

i=1
Esto prueba que ¢,, es suprayectiva. ]

Lema 2.54. Sea X un espacio 1. Entonces la familia de todos los subcon-
juntos cerrados de X, que intersectan a lo mds un niumero finito de compo-
nentes conezas de X, es densa en (2X,7p).

Demostracién. Supongamos que A es la familia de todos los subconjuntos
cerrados de X, que intersectan a lo méds un nimero finito de componentes
conexas de X. Sea U un abierto basico y no vacio de (2%, 7x). Si el vacio es
el tinico cerrado de X del que U es vecindad entonces, como () € A, sucede
que U N A # . Entonces podemos suponer que existe A € CL(X) tal que
U es vecindad de A. Notemos que U = {V1,Va,...,V,}~ N (X \ K)*, donde
cada V; es abierto en X y K es un subconjunto compacto que X. Luego
ACX\KyANnV; # 0, para cada i € {1,2,...,n}. Podemos entonces
tomar un punto a; € ANV, para toda i € {1,2,...,n}.

Sea B = {ay,as,...,a,}. Entonces B € CL(X), BNV; # () para toda
i€{l,2,...,n}y ademids BC AC X \ K. Luego B € {V},V,,...,V,} N
(X \ K)™ =U. Notemos que B intersecta a lo mds n componentes conexas
de X, por lo que B € A. Luego U N A # (). Esto prueba que A es denso en
(2%, 7r). O

Estamos listos para probar el resultado mencionado en la pagina 67, que
involucra la conexidad de 2% y de 2Y, donde Y es una componente conexa
de X. En su demostracién utilizaremos el hecho de que si {M; | s € S} es
una familia de subconjuntos conexos de un espacio topoldgico y, para cada
r,s € S existe t € S tal que My N M, # (0 y My N Mg # (), entonces la unién
Uses M es conexa.
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Teorema 2.55. Sea X un espacio T tal que (ZY,TF) es conexo para cada
componente conexa Y de X. Entonces (2%, 7r) es conezo.

Demostracion. Notemos que el teorema que deseamos probar es trivial si
X es conexo. Supondremos, por tanto, que X no es conexo. Afirmamos que

a) si X tiene un nimero finito de componentes conexas, entonces (2%, 77)
€s conexo.

Para ver a), supongamos que Y7,Ys,....Y,, son las componentes co-
nexas de X. Entonces X se puede escribir como la unién de la familia
{%1,Ys,...,Y,,} de subconjuntos abiertos de X, ajenos dos a dos. Luego, por
[9, Proposicién 2.2.4, p. 74], X = Y1 &Yo@ - - &Y,,. Ademds, por hipdtesis,
2Yi es conexo para cada i € {1,2,...,m}. Por tanto 21 5% 2Y2 ... x 2V g
conexo. Sea

G 271 x 2Y2 x .. x 2Vm 59X

la funcién definida, para cada (Ay, As, ..., Ay) € 2Y1 x2Y2 x ... x 2Ym | como

¢m(A17A27 < 7Am) - U Az

i=1
Por el Lema 2.53, ¢,,, esté bien definida, es continua y suprayectiva. Entonces
2% = ¢, (21 x 272 % - x 2¥)
es la imagen continua de un conjunto conexo. Esto prueba a).

De a) se sigue que si Z es un espacio topoldgico con un nimero finito
de componentes conexas, entonces 2% es conexo. También, por a), supone-
mos que X posee una cantidad infinita de componentes conexas. Para cada
n € N sea JF, la coleccién de los subconjuntos cerrados de X que poseen
exactamente n componentes conexas de X. Para toda n € N\ {1}, definimos

D, = {F € 2% | F intersecta a lo més a n componentes conexas de X }.

Supongamos que n € N\ {1}. Afirmamos que

Para probar lo anterior, sea F' € D,,. Entonces F' intersecta a lo més a
las componentes conexas C1,Ch, ..., Cy, de X, con m < n. Como las compo-
nentes conexas de X forman una particién de X, tenemos que F C [ J*, C;.
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También las componentes conexas de X son cerradas en X y tenemos una
infinidad de ellas. Entonces existe Zy € F, tal que C1,Co, ..., ), son com-
ponentes conexas de Zy. Luego F' € 290, Esto muestra que D,, C UZefn 27
Si suponemos ahora que G € J, 7, 27 entonces existe W € F,, tal que
G € 2. Notemos que W es un subconjunto cerrado de X con exactamente
n componentes conexas de X. Ademds G es un subconjunto cerrado de W
y, por tanto también de X, asi que G intersecta a lo més n componentes
conexas de X. Luego G € D,,. Esto prueba b).

Afirmamos ahora que

c) si 21,7y € Fy, entonces existe Z3 € F, tal que 223 N 2% £ () y
273 M 2%2 £ (),

Para ver esto sean 77,7y € F,. Entonces Z; y Z3 son subconjuntos
cerrados de X con exactamente n componentes conexas de X. Sean C'y
D componentes conexas de Z; y Zs, respectivamente. Como X tiene una
infinidad de componente conexas, existe un subconjunto cerrado Z3 de X
con exactamente n componentes conexas, de modo que dos componentes
conexas de Z3 son justo C'y D, si CND = (), o bien una componente conexa
de Z3 es C, si C = D. Esto implica que 273 N 2791 # () y 243 N 272 £ (),
probando asf ¢).

Ahora vamos a probar que
d) si Z € F,, entonces 27 es conexo.

Para probar d) sea Z € F,. Entonces Z es un subconjunto cerrado de
X con exactamente n componentes conexas, es decir, con un numero finito
de componentes conexas. Entonces, por lo que mencionamos después de la
prueba de a), 2% es conexo. Estro muestra d).

De c) y d) se sigue que (U £, 27 es conexo. Luego, por b), D,, es conexo.
Ahora definimos D = UnEN\ (1} DPn- Entonces D es la familia de todos los
subconjuntos cerrados de X, que intersectan a lo més un nimero finito de
componentes conexas de X. Por el Lema 2.54, D es denso en 2%. Como cada
Dy, es conexo y Dy, € Dpy1, para cada n € N\ {1}, sucede que U, e (13 Pn

es conexo. Entonces D es denso y conexo en 2%. Luego, 2% es conexo. [

El Teorema 2.55 muestra condiciones en subespacios del hiperespacio
2X | para que éste resulte ser conexo. En el siguiente resultado, mostramos
condiciones en X, para garantizar que el hiperespacio (2%, 7x) es conexo.
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Teorema 2.56. Sea X un espacio topologico. Entonces se cumplen las si-
guientes condiciones:

1) si X es KC y ninguna componente conexa de X es compacta, entonces
(2%, 7F) es conero;

2) si existe un subconjunto compacto, abierto y no vacio de X, entonces
(2%, 7F) es disconexo;

3) sea X un espacio KC donde cada componente conexa de X es abierta.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

3.1) ninguna componente conexa de X es compacta;
3.2) (2%,71r) es conexo;

3.83) mingun subconjunto abierto y no vacio de X es compacto.

Demostracion. Antes de probar 1) veamos que la propiedad KC' es he-
reditaria. Supongamos que X es un espacio KC y sea K un subespacio
compacto de Y C X. Por tanto, K es un subespacio compacto de X. En
vista de que X es K, se sigue que K es cerrado en X. Luego K NY = K
es cerrado en Y. Esto muestra que Y es KC.

Para probar 1) supongamos que Y es una componente conexa de X.
Como X es KC'y dicha propiedad es hereditaria, sucede que Y es KC. Te-
nemos asi que Y es conexo y KC. Ademds, por hipdtesis, ¥ no es compacto.
Luego, por la Proposiciéon 2.51, 2¥ es conexo. Hemos probado que 2¥ es
conexo, para cada componente conexa de Y. Por tanto, por el Teorema 2.55,
2X es conexo.
Para probar 2), sea K un subconjunto compacto, abierto y no vacio de
X. Como K # (), es claro que X ¢ (X \ K)*. Ademds ) € (X \ K)*. Luego
(X \ K)T es un subconjunto abierto, propio y no vacio de 2X. Vamos a
probar que (X \ K)* también es cerrado en 2X. Sea A € 2% \ (X \ K)™.
Entonces AN K # (), de donde A € K~. En vista de que K es abierto en X,
resulta que K~ es un subconjunto abierto de 2% tal que A € K.

Notemos que si B € K, entonces B € 2% y BN K # (), por lo que
B ¢ (X \ K)T. Esto muestra que K~ C 2%\ (X \ K)*. Con esto probamos
que 2%\ (X \ K)7* es abierto en 2X. Luego (X \ K)* es cerrado en 2%. Esto
implica que 2% es disconexo.
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Para probar 3), supongamos que X un espacio KC' donde cada compo-
nente conexa de X es abierta. Si 3.1) se cumple entonces, por 1), (2%, 7r)
es conexo. Asf 3.1) implica 3.2).

Supongamos ahora que 3.2) se cumple. Si existe un subconjunto com-
pacto, abierto y no vacio de X sucede, por 2), que 2% es disconexo. Esto
contradice 3.2), asi que ningin subconjunto abierto y no vacio de X es
compacto. Esto prueba que 3.2) implica 3.3).

Ahora supongamos que 3.3) se cumple. Sea Y una componente conexa
de X y supongamos que Y es compacto. Entonces Y es abierto, no vacio y
compacto, contradiciendo 3.3). Luego ninguna componente conexa de X es
compacta. Esto prueba que 3.3) implica 3.1) y, con esto, la prueba de 3)
termina. O

2.9. Metrizabilidad y Convergencia

Esta seccidn estd principalmente basada en el articulo [28]. Recordemos
que si X es un espacio topoldgico, entonces

22X = {AC X |Aescerradoen X}, CL(X)={Ae2¥|A+#0}

K(X)={AC X | Aes compactoy A # 0}.

Notemos que CL(X) N K(X) es la familia de los subconjuntos no vacios
de X que son cerrados y compactos. Es claro que a CL(X) N K(X) le
podemos dar la topologia de Vietoris que denotaremos por 7y, en lugar
de (7v)|cL(x)nK(x)- También es claro que si X es KC, entonces K(X) C
CL(X). Si X es compacto y KC, entonces CL(X)NK(X) = CL(X).

Vamos a indicar la manera usual de darle a C'L(X) una métrica cuya to-
pologia inducida es la de Vietoris. Posteriormente daremos condiciones, bajo
las cuales, podemos definir una métrica en C'L(X) cuya topologia inducida
es la de Fell. Para realizar lo primero, requerimos de la siguiente nocién.

Definicién 2.57. Sean (X, d) un espacio métrico, z € X y A C X. Defini-
mos la distancia de x a A como

d(xz,A) = inf{d(z,a) | a € A}.

Si r es un ntmero real mayor que cero, la nube de tamano r alrededor de
A C X, denotada por N(A,r), es el conjunto de puntos de X cuya distancia
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a A es menor a r. Es decir
N(A,r)={y € X |d(y,A) <r}.

Para un conjunto unitario {z}, la nube N({z},r) serd abreviada como
N(z,r). En el siguiente resultado mencionamos algunas propiedades de las
nubes.

Teorema 2.58. Supongamos que (X,d) es un espacio métrico.

1) N(D,e€) es un abierto en X tal que D C N(D,¢€), para cada D C X y
toda € > 0;

2) si D C E, entonces N(D,e) C N(E,€), para cada € > 0;

3) si€,0 >0 son tales que € < §, entonces N(D,e) C N(D,6), para cada
D C X,

4) si Ae K(X) yU es un abierto en X tal que A C U, entonces existe
€ >0 tal que N(A,e) CU.

Demostracion. Siz € X y € > 0, definimos
B(z,e) ={y € X [ d(z,y) <e}.

Es claro que cada conjunto de la forma B(z,r) con r > 0, es abierto en
X. No es dificil probar que, para cada D C X y toda ¢ > 0, tenemos que
N(D,e) = Uyep B(z,¢€). Por tanto N(D,e€) es un abierto en X tal que
D C N(D,e¢). Esto prueba 1).

La prueba de 2) se sigue del hecho de que un elemento = de N(D;¢)
dista de un punto de D en menos que €. Como D C E, x también dista de
un punto de E en menos que €. Luego x se encuentra en N(F,¢).

La demostracién de 3) es trivial.

Para probar 4) sean Ay U como se indican. Para cada a € A tenemos que
a € U, asi que al ser U un abierto en X, existe ¢, > 0 tal que B(a,¢,) C U.
Notemos que la familia { B(a, %) | @ € A} es una cubierta abierta del espacio
compacto A. Por tanto existen n € Ny ay,as,...,a, € A tales que

AcC OB (a%)
=1
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Sea e =min {5 | i€ {1,2,...,n}}. Tomemos z € N (A4, ¢). Entonces existe
a € A tal que d(x,a) < e. Para dicho elemento a, existe i € {1,2,...,n} tal
que a € B(a;, ). Luego
€a; _ €a; . €a;
d(z,a;) < d(z,a) +d(a,a;) < e+ 2’ < 7’ + 2” = €q;-
Por tanto = € B(a;, €4;,) C U. Esto prueba que N(A4,¢) C U. O

Con la nocién de nube, es posible definir una métrica en el hiperespacio
CL(X), como indicamos a continuacién.

Definicién 2.59. Sea (X,d) un espacio métrico y acotado. La métrica de
Hausdorff inducida por d en CL(X), denotada por Hy, estd definida como
sigue: para cualesquiera A, B € CL(X),

Hy(A,B) =inf{r >0| ACN(B,r) y BCN(A,n)}.

Supongamos que (X, d) es un espacio métrico y acotado. En [13, Teore-
ma 2.2, p. 11] se prueba que Hy: CL(X) x CL(X) — [0,00) es, en efecto,
una métrica en CL(X). Es conocido que para cada A, B € CL(X),

Hy(A, B) = méx {sup{d(a, B) | a € A},sup{d(b, A) | b € B}}.

En [13, Comentario 2.5, p. 13| se prueba que si (X, d) es un espacio métrico,
entonces es posible restringir H; a K(X) x K(X). En otras palabras, para
calcular la métrica de Hausdorff en CL(X), debemos pedir que la métrica d
de X estd acotada. Pero esto no es necesario si queremos calcular la métrica
de Hausdorff entre elementos de K (X).

En [24, Teorema 1.33, p. 18] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.60. Sea (X,d) un espacio métrico. Si A,B € K(X) ye > 0,
entonces

Hy(A,B)<e siysolosi ACN(B,e) yBC N(Ae).

A la topologia inducida en C'L(X) por la métrica de Hausdorff, la de-
notaremos por 7g,. En [13, Teorema 3.1, p. 16] se prueba que si (X, d) es
un espacio métrico, entonces (CL(X) N K(X),7y) es un espacio metriza-
ble y, ademds, 7v = 7g,. En [13, Teorema 3.2, p. 18] se prueba que si el
espacio topoldgico (X, 7) es metrizable, entonces (CL(X) N K(X),1y) es
metrizable y, ademads, si d es una métrica en X cuya topologia inducida es
T, entonces Ty = Tg,. Posteriormente, en [13, Teorema 3.4] se prueba que si
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(X, 7) es un espacio 77, entonces (CL(X), 7y ) es metrizable si y sélo si X
es compacto y metrizable. En tal situacién, X resulta ser compacto y KC'
asi que CL(X) N K(X) = CL(X). Por tanto, cuando (X, 7) es compacto y
metrizable no sélo (CL(X),Ty) es metrizable sino que también si d es una
métrica en X cuya topologia inducida es 7, entonces 7y = 7q,.

Supongamos ahora que X es un espacio Th, compacto y segundo nu-
merable. Por el Teorema 1.35, X es metrizable. Luego X es compacto y
metrizable y, como comentamos al final del parrafo anterior, la topologia
de Vietoris y la topologia inducida por la métrica de Hausdorff coinciden
en CL(X). Como X es compacto y Tb, por el Teorema 2.12, la topologia
de Vietoris coincide con la topologia de Fell. Por consiguiente, cuando X es
un espacio Tb, compacto y segundo numerable, la topologia de Fell, la de
Vietoris y la inducida por la métrica de Hausdorff son iguales en C'L(X).

Sabemos que los espacios localmente compactos y 15 son espacios 151
2

(ver [30, Teorema 19.3, p. 163]). Notemos que si X es un espacio T3, local-
mente compacto y segundo numerable, entonces, por el Teorema 1.35, X es
metrizable. Supongamos que d es una métrica en X cuya topologia inducida
es la de X. Como X es localmente compacto y segundo numerable, por el
Teorema 2.44, (CL(X),Tr) es metrizable e incluso, por el Teorema 2.45,
(CL(X),7p) es también un espacio Ts, localmente compacto y segundo nu-
merable. Vamos a indicar cémo definir una métrica en C'L(X) cuya topologia
inducida es 7. Como X es localmente compacto y 15, por el Teorema de la
Compactacién de Alexandroff ([8, Teorema 8.4, p. 246]), podemos considerar
la compactacién por un punto de X la cual, como indicamos en la Subsec-
ci6n 1.3.3, denotamos por wX o bien por X U {w}. Naturalmente pensamos
que X esta encajado en wX como un subconjunto abierto. Entonces a cada
punto de X le corresponde un tnico punto en wX \ {w} y viceversa.

Como ya indicamos en la Subseccién 1.3.3 en la pagina 15, wX es com-
pacto y T». Mdas atn, como X es segundo numerable, wX es metrizable (|8,
Teorema 8.6, p. 247]). Ademds, como wX es de Lindel6f (por ser compacto),
por el Teorema 1.34, wX es segundo numerable. Tenemos asi que wX es
metrizable, compacto y segundo numerable. Sea d una métrica en wX cuya
topologia inducida es la de wX. Como wX contiene una copia de X y d es
una métrica en X cuya topologia inducida es la de X, las métricas d y d
deben ser consistentes en X (es decir, la distancia con respecto a d entre dos
puntos x v y de X, debe ser la misma que la distancia con respecto a d entre
los puntos de wX \ {w} que se corresponden con x y y). En vista de que wX
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es un espacio metrizable, compacto y segundo numerable, el Corolario 1.25
nos dice que wX es un espacio localmente compacto y segundo numerable.
Usando el Teorema 2.40 sabemos que (CL(wX),7r) es metrizable y, mas
aun, la topologia de Fell en C'L(wX) coincide con la de Vietoris y con la in-
ducida por la métrica de Hausdorff H; en en el hiperespacio C'L(wX), de los
subconjuntos cerrados y no vacios de CL(X). Lo que falta es convencernos
de que, restringiendo Hy a CL(wX \ {w}) x CL(wX \ {w}), obtendremos
una métrica en C'L(X) cuya topologia inducida es 7p.

Como X es T3, en particular X es KC' y T;. Entonces, por la Proposi-
cién 2.14, 7 es admisible. Esto significa que la funcién

h: X — (2%, 7F) definida por h(x) = {z} (2.10)

es un encaje. Entonces h se puede extender a wX y, la prueba de esto, es
como la que dimos en la Proposicién 2.14.

Teorema 2.61. Sea X un espacio Tb y localmente compacto. Supongamos
que wX = X U{w} es la compactacion por un punto de X. Entonces la
funcion

h:wX — (2%, 7r)  definida por B(y) - {éy}v SZ: y€wX \ {w};
, Sty =w

es un encaje.

Los resultados anteriores indican que el espacio compacto (2%, 7) con-
tiene una copia de X y también una copia de wX. Vamos a probar que el
hiperespacio C'L(wX), con la topologia de Vietoris, contiene una copia del
hiperespacio 2%, con la topologia de Fell.

Ahora definimos la funcién C: 2X — CL(wX) tal que, para cada F €
2% O(F) = FU{w}. Es importante tener en cuenta el abuso de notacion, ya
que en la igualdad C'(F') = FU{w}, los puntos de F' C wX en el lado derecho
de la igualdad son los puntos de F' C X del lado izquierdo identificados
bajo la compactacion de Alexandroff. Es de esperar que no sea necesario
mencionar a cada momento tal hecho. Vamos a probar que la funcién C' es
un encaje. Para esto, utilizaremos el siguiente resultado, cuya demostracién
puede verse en [25, Teorema 2.2].

Teorema 2.62. Sea X un espacio Ty, localmente compacto y sequndo nu-
merable. Una sucesion (Fy,), de subconjuntos cerrados de X converge, en
(2X,7F) a un subconjunto cerrado F de X si y solo si se satisfacen las
siguientes propiedades:
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(1) si un subconjunto compacto K de X es tal que K N F = (), entonces
KN F, =0 para toda n € N, salvo un nimero finito de ellas;

(2) si un abierto U en X cumple UNF # 0, entonces U N F,, # 0 para
toda n € N, salvo un numero finito de ellas.

En [18, Teorema 1-2-2, p. 6], se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.63. Sea X un espacio Ta, localmente compacto y sequndo nu-
merable. Una sucesion (Fy,), de subconjuntos cerrados de X converge, en
(2X,7F) a un subconjunto cerrado F de X si y solo si se satisfacen las
siguientes propiedades:

(1) para cada x € F existe m € N tal que para toda n > m, existe x,, € F,

de modo que la sucesion (x,)02,, ast formada, converge a x;

(2) si (Fy, )i es una subsucesion de (Fy)n y (Tn, )k €s una sucesion en X
que converge a = y es tal que x,, € Fy,, para cada k € N, entonces
zeF.

Proposicién 2.64. Sea X un espacio T, localmente compacto y sequndo
numerable. Supongamos que wX = X U {w} es la compactacion por un
punto de X. Entonces la funcion C: (2%, 1r) — (CL(wX),7v) definida,
para F € 2%, como C(F) = F U {w} es un encaje.

Demostracion. Es claro que la funcién C' es inyectiva. Como X es local-
mente compacto y segundo numerable, por el Teorema 2.45, (2%, 75) es b,
localmente compacto y segundo numerable. De hecho, (2X , TF) €s compacto
(Teorema 2.18). Ya comentamos que (C'L(wX),7y) es metrizable (con la
métrica de Hausdorff Hy), asf que dicho espacio es Tz. Por tanto C' es una
funcién inyectiva de un espacio compacto a un espacio T». Si probamos que
C' es continua resultara, por [9, Teorema 3.1.13|, que C es un homeomor-
fismo en su imagen. De esta manera tendremos que C' es un encaje. Ahora
bien, como X segundo numerable (por tanto, también primero numerable)
y Ty, para ver que C es una funcién continua en un elemento F € 2%, basta
verificar que para cada sucesién (F},), en 2% que converge a F, sucede que
la sucesién (C'(Fy,)), converge a C(F) ([9, Proposicién 1.6.15 y Proposicién
1.6.17)).

De tal modo, supongamos que (F,), es una sucesién en 2X que converge
a F € 2%, Notemos que cada F}, es cerrado en el compacto wX. Luego cada
F), es compacto. Por las mismas razones, F' es compacto. Esto implica que
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FU{w} = C(F) y cada conjunto F,,U{w} = C(F,) son compactos. Entonces
podemos considerar la métrica de Hausdorff Hy{(C(F,), C(F)).

Para probar que la sucesiéon (C(F,)), converge a C(F') vamos a con-
siderar dos casos, a saber cuando F' = () y cuando F # (). Supongamos
primero que F' = (). Entonces C(F) = {w}. Sea r > 0. Por la parte 1)
del Teorema 2.58, N(w,r) es un abierto en wX tal que w € N(w,r). Luego
wX \N(w,r) es un cerrado en el compacto wX, por tanto es compacto. Como
w ¢ wX\N(w,r), se sigue que wX \ N(w, r) es un subespacio compacto de X.
Ademés, de la condicién F' = () se sigue que FN(wX \ N(w,r)) = 0. Como la
sucesién (Fy,), converge a F' bajo 7p, la primera parte del Teorema 2.62 dice
que existe m € N tal que, para todo n > m, F, N (wX \ N(w,r)) = 0. Luego
F, C N(w,r), para cada n > m. Como también {w} C N(w,r), tenemos
que

C(F,) =F,U{w} C N(w,r) = N(C(F),r), paracadan >m.
Puesto que {w} C F,, U{w} = C(F},), usando 2) del Teorema 2.58,
C(F) ={w} C N(w,r) C N(C(F,),r), paracadan > m.

Por el Teorema 2.60, H7(C(Fy), C(F)) < r, para toda n > m. Esto muestra
que la sucesién (C(F,)), converge a C(F), y termina la prueba en el caso
en que F = ().

Ahora supongamos que F # ). Sean ¢ > 0y y € F. Como F C X y
w ¢ X, se sigue que y # w. Puesto que wX es Th, existen abiertos ajenos U
y V en wX tales que y € U y w € V. Debido a que {w} € K(wX), por la
parte 4) del Teorema 2.58, existe r > 0 tal que N(w,r) C V. Por la parte
3) del Teorema 2.58 podemos suponer, sin perder generalidad, que r < .
Notemos que y ¢ N(w,r).

Sean X, = wX \ N(w,r) y F' = X, N F. Es claro que y € F’, por lo que
F’' # (. Como X, es el complemento del abierto N(w,r) de X, tenemos que
X, es cerrado en el compacto wX. Luego X, es compacto. En vista de que
w ¢ X, se sigue que X, es un subespacio compacto de X. Puesto que X es
T, también X, es cerrado en X. Luego F' = X,. N F es cerrado en X. Como
F' C X, y X, es compacto, tenemos que F’ también es compacto. Usando
argumentos como los que acabamos de utilizar, se tiene que X, \ N(F’,r)
es un subconjunto compacto de X.

Ya que X, N F = F' C N(F',r), sucede que F N (X, \ N(F',r)) = 0.
Puesto que la sucesién (F,,), converge a F bajo 7p, la condicién (1) del
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Teorema 2.62 dice que existe m; € N tal que, para todo n > m, se cumple
E, N (X, \N(F',r)) = 0. Luego, F,, N X,, C N(F',r) para cada n > m;.

Ademds, de F’ C F y de la definicién de la funcién C, tenemos que
C(F') C C(F). Utilizando esto y la parte 3) del Teorema 2.58, tenemos que
N(C(F),r) 2 N(C(F'),r) = N(F'U{w},r) = N(F',r) UN(w,7)
D(Fo,NX,)UN(w,r) D (FNXy)U(F,NN(w,r)) U{w}
=F,N (X, UN(w,r)) U{w} = (F, NwX) U{w}
= F,U{w} = C(F,).
Es decir que C(F,) C N(C(F),r) para toda n > m;. Por otro lado, para
cualquier punto z € F', como F' C F lanube N(z, §) es un abierto de X que
intersecta a F. Usando que la sucesién (F),), converge a F' bajo 7, la parte
(2) del Lema 2.62 dice que existe un entero k(x) tal que para n > k(x) se

cumple F,, NN (z, 5) # (. Es evidente que {N(z, §) | # € F'} es una cubierta
abierta del compacto F’, de donde existen x1,xs...,xs puntos de I’ tales

que
S
.
F' C 'LJlN (x 5) .
1=

Sea my = max{k(x;) | 1 < i < s}. Se sigue que para cualquier n > mao,
F,NN(xi, §) # O para i € {1,2,...,s}. Ahora, la unién de las nubes de radio
% alrededor de los puntos x; es una cubierta de . Entonces F' C N(F,,r)
para n > msy. Mas aun, por como definimos a X,., se cumple que

F=FN(X,UN(w,r)=(FNX,)U(FNN(w,r)) C(FUN(w,r))\{w}.
Entonces para cualquier n > mso
N(C(F,),r) = N(F,U{w},r) = N(F,,r) UN(w,r)
D F'UN(w,r) 2 Fu{w} =C(F).

En el segundo renglén de la tltima ecuacién, usamos las dos contenciones
que anteriormente habiamos razonado, con lo cual finalmente obtenemos que
C(F) C N(C(F,),r), para cada n > ma.

Tomando a m = méax{mj,ma} se sigue que
C(F,) CN(C(F),r) y C(F)ZN(C(F,),r), paratodon>m.

Luego, por el Teorema 2.60, H3(C(F,),C(F)) < r < ¢, para todo n >
m. Esto prueba que la sucesién (C(F,)), converge a C(F'), y termina la
demostracién. O
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Utilizando la métrica de Hausdorff H; en C'L(wX ), podemos considerar
la funcién p: 2% x 2% — [0, 0o] definida, para A, B € 2% como

p(A, B) = Hi(C(A), C(B)).

Ya que la funcién C' es inyectiva (pues es un encaje), tenemos que p es una
métrica en 2%. Ahora podemos mostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.65. La topologia en 2% inducida por la métrica p coincide con
la topologia de Fell. El encaje C: (2X,7r) — (CL(wX),TH) es un encaje
isométrico bajo las métricas p y Hy.

Demostracién. Al tener que C es un encaje de 2% en CL(wX), fijémonos
unicamente en wX. Dadas las caracteristicas de X, wX es compacto y 1.
De tal forma sabemos que la topologia inducida por la métrica de Hausdorff
coincide con la topologia de Fell en CL(wX). O



Capitulo 3

Dinamica en Hiperespacios

3.1. Introduccion

Dados dos sistemas dindmicos (X, f) y (Y, g), puede pasar que una pro-
piedad P que se cumpla en (X, f) implique que en (Y, g) se cumple otra
propiedad Q. Incluso puede pasar que (X, f) satisface P si y sélo si (Y, g)
satisface (). Durante este capitulo, para un sistema dindmico (X, f), consi-
deraremos como P a las propiedades de transitividad, mezclado y mezclado
débil. CL(X) equipado con la topologia de Fell serd el espacio Y. En la
Seccién 3.3 veremos una manera de definir, bajo condiciones especiales so-
bre X y sobre f, una funcién continua CL/: CL(X) — CL(X). De esta
manera, tomando a g como CL7, tenemos dos sistemas dinamicos (X, f) y
(CL(X),CLY). En el presente capitulo veremos que para cada una de las
propiedades P (transitividad, mezclado y mezclado débil) existe una pro-
piedad @ de modo que (X, f) cumple P si y sélo si (CL(X),CL7) cumple
(. También discutiremos lo que sucede cuando en C'L(X) consideramos la
topologia de Vietoris.

3.2. Primeras Consideraciones

Sean X un espacio topoldgico y f: X — X una funcién continua. Du-
rante el resto del capitulo, a menos que sea explicitamente mencionado,
trabajaremos con el sistema dindmico (X, f), al que llamaremos sistema ba-
se. Incluso, al espacio X le llamaremos espacio base y a f, funcion base.
Diremos que f es compatible con una colecciéon A de subconjuntos de X, si
para toda A € A se cumple que f(A) € A. Como en el capitulo anterior, a

83
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partir de X podemos considerar el hiperespacio
CL(X)={F C X | F es cerrado en X y F # 0},

al cual le podemos dar tanto la topologia de Vietoris como la de Fell. Inde-
pendientemente de la topologia que elijamos, es importante obtener condi-
ciones bajo las que f sea compatible con C L(X) pues, de esta manera, queda
bien definida la funcién CLf: CL(X) — CL(X) que a cada F € CL(X) le
asigna el valor
CLI(F) = f(F) = {f(x) | € F}.

Diremos que CLf es la funcion inducida de f en CL(X). Notemos que si
F € CL(X), entonces F # 0, asi que CLf(F) = f(F) # . Si pedimos que
f sea una funcién cerrada (Definicién 1.27), entonces CL/(F) € CL(X).
Esto muestra que si f es una funcion cerrada, entonces f es compatible con
CL(X). Ya que tenemos esto, ahora debemos obtener condiciones bajo las
que C'L7 resulte ser continua cuando en C'L(X) consideramos la topologia de
Vietoris, y cuando consideramos la topologia de Fell. A esto nos enfocaremos
en la Seccién 3.3. Una vez obtenido esto, tendremos dos sistemas dindmicos,
a saber ((CL(X),7y),CLT) y ((CL(X),7r), CL), a los que llamaremos
sistemas dindmicos inducidos por el sistema base (X, f).

Saber que (X, f) induce los sistemas dindmicos ((CL(X),7y),CLY) y
((CL(X),7F), CLY), nos permite preguntarnos por relaciones entre dichos
sistemas dindmicos. Si Py @ son propiedades dindmicas (ver Definicién 1.38)
y, por ejemplo, (X, f) posee la propiedad P, nos interesa determinar si alguno
de (CL(X),v),CL) o (CL(X), Tr), CLY) también posee la propiedad P,
o bien si uno posee la propiedad P y el otro la propiedad @, o bien ambos
poseen la propiedad (). También estamos interesados en saber si, conociendo
que alguno de los sistemas dindmicos inducidos posee una propiedad dindmi-
ca, digamos P, se deduce que el sistema base también tiene la propiedad P,
o bien la propiedad @. Resolver situaciones como las que hemos planteado,
significa hacer dindmica en hiperespacios. En el presente trabajo, nos en-
focaremos en las propiedades dindmicas que consideramos en la Definicion
1.40 y veremos que, cuando se las aplicamos al sistema dindmico inducido
((CL(X),7F), CLY), el sistema base (X, f) posee una propiedad dindmica.

Algunas propiedades dindmicas, como el ser una funcién transitiva, ser
una funcién débilmente mezclante, ser una funcién mezclante, tener un pun-
to fijo, tener un punto periédico, o bien tener un conjunto denso de puntos
periddicos, no dependen de una métrica en el espacio X que aparece en el
sistema dindmico base (X, f). Diremos que éstas son propiedades dindmicas
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topoldgicas. Para dichas propiedades, como ya hemos definido una topologia
en CL(X) (la de Vietoris o bien la de Fell), podemos hacer dindmica en hi-
perespacios sin importarnos si en C'L(X) tenemos definida una métrica. Sin
embargo, existen propiedades dinamicas, como la sensibilidad bajo condi-
ciones iniciales o la transitividad por cadenas, que requieren de una métrica
para poder hablar de ellas. Diremos que éstas son propiedades dindmicas
métricas. Para hacer dinamica en hiperespacios con las propiedades dindmi-
cas métricas, necesitamos garantizar primero que el correspondiente hiper-
espacio CL(X) (cuando se considera con la topologia de Vietoris o bien con
la de Fell) sea metrizable y, mas ain, que tengamos definida una métrica en

CL(X).

El Teorema 2.24 muestra que X es compacto y metrizable si y sélo si
(CL(X), y) también es metrizable. Por tanto, si el espacio X no es com-
pacto, las propiedades dinamicas métricas, tales como la sensibilidad a con-
diciones iniciales o la entropia basada en métrica (las cuales son muy impor-
tantes en la Teorfa de los Sistemas Dindmicos), no podran utilizarse para
hacer dindmica en hiperespacios con la topologia de Vietoris. En este sentido
se suele considerar que la topologia de Vietoris no siempre resulta la mejor
eleccién para hacer dindmica en hiperespacios de espacios métricos que no
son compactos. Por supuesto que todo es cuestién de gustos, pues si por
ejemplo, queremos hacer dindmica en hiperespacios de continuos (es decir,
de espacios métricos, compactos, conexos y no vacios), entonces la topologia
de Vietoris resulta muy conveniente, ademas de que dicha topologia coincide
con la de Fell, ya que el espacio base es compacto y T (ver Teorema 2.12).

Supongamos ahora que X es un espacio localmente compacto y segun-
do numerable. Entonces del Teorema 2.44 se tiene que (CL(X),7r) es un
espacio polaco. En particular (CL(X),7r) es metrizable. Mds aun, por el
Teorema 2.45, (CL(X),7r) es Ts, localmente compacto y segundo nume-
rable. Esto implica que podemos hacer dindmica en hiperespacios con la
topologia de Fell, cuando el espacio base es localmente compacto y segundo
numerable, utilizando en el hiperespacio C'L(X) tanto propiedades dindmi-
cas topoldgicas como métricas. Luego podemos preguntarnos si del hecho de
que el sistema dindmico inducido posea una propiedad dindmica métrica, se
sigue que el sistema base posee una propiedad dindmica topoldgica. Esto nos
da mas libertad y, por dicha razén, suele considerarse que la topologia de
Fell es una mejor eleccién para hacer dinamica en hiperespacios de espacios
topoldégicos localmente compactos y segundo numerables.

Terminamos la presente seccién indicando que, para la funcién inducida
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CL/: CL(X) — CL(X), se cumple que si F' € CL(X), entonces
(CLHYY(F) = f*(F), paratodanecN.

Asi, una vez que garanticemos que C'LY es una funcién continua, podremos
decir que la 6rbita de F' bajo CLY, es andloga a la érbita del conjunto F
bajo f en el sistema original.

3.3. La Funcion Inducida

Supongamos que (X, f) es un sistema dindmico y que f es una funcién
cerrada. Como indicamos en la seccion anterior, queda bien definida la fun-
cién inducida CLY: CL(X) — CL(X) que a cada F € CL(X) le asigna el
valor CLf(F) = f(F). Ahora debemos encontrar condiciones para X, para
f, o ambos, de manera que CLY sea continua pensando que dicho hiper-
espacio posee la topologia de Vietoris o bien la de Fell. Como muestra el
siguiente resultado, si deseamos trabajar con la topologia de Vietoris, no
debemos pedir mas.

Teorema 3.1. Supongamos que (X, f) es un sistema dindmico y que [ es
una funcion cerrada. Entonces la funcion inducida CLT: (CL(X),1y) —
(CL(X),7v) es continua.

Demostracién. Supongamos que U es un abierto bésico en (CL(X), 1v).
Entonces existen n € N y abiertos Wy, Wo,...,W,, en X tales que U =
(W1, Wa,...,W,). Vamos a demostrar que

(CLY) T (W, W, oo Wa)) = (f 1WA, fH (W), fH (W) (3.1)

Para probar (3.1) no es necesario que f sea cerrada, dicha condicién se ha
utilizado implicitamente para justificar que C'LY estd bien definida. Supon-
gamos primero que

K e (CLH™ (W1, Wa, ..., W,)).

Entonces K € CL(X) y CLY(K) = f(K) € (W, Wa,...,W,). Esto implica
que f(K) CWjUWaU---UW,, por lo que

KCfHfK)crt (U Wi) =Jrtm.
i=1 i=1
Tomemos ahora i € {1,2,...,n}. Como f(K) € (Wi, Wy,...,W,), resulta
que f(K)NW; # 0. Esto implica que K N f~1(W;) # 0. De esta manera K
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es un subconjunto de J_; f~1(W;) que intersecta a cada conjunto f~1(W;).
Luego K € (f~t(Wh), f~1(Wa),..., f~1(W,)). Esto prueba que

(CL) T (W, Wa, ..., W) © (fH W), £ (W), (W),
Para probar la otra contencion, supongamos ahora que

K e (f71 (W), f= (Wa), ..., fH(Wa)).

Entonces K C (JI, f~*(W;). Luego

fE)C f (U f‘l(Wi)) = Jrrt o)) < Uwi
=1 =1

=1

Sea i € {1,2,...,n}. Como K € (f~*(Wh), f1(Wa),..., fH(W,)), tene-
mos que K N f~1(W;) # 0. Esto implica que f(K)NW; # ). De esta manera
f(K) es un subconjunto de | J;"_; W; que intersecta a cada conjunto W;. Lue-
go f(K) € (Wi, Ws,...,W,), de donde K € (CLH™ (Wi, W, ..., W,)).
Entonces

W) f7H W), fTH (W) C (CLD) T (W, W, Waa)).

Esto prueba (3.1), asf que la imagen inversa bajo C'Lf, del abierto bésico
U, es el abierto basico (f~1(W1), f1(Wa),..., f~1(W,)). Luego CL/ es
continua. O

Dar condiciones bajo las que la funcién inducida CL/: (CL(X),7r) —
(CL(X),Tp) sea continua, requiere mas trabajo. Vamos a realizarlo, hacien-
do ver primero que la funcién inducida 2/: (2%, 77) — (2%, 7F) definida,
para K € 2%\ {#} como 2/(K) = f(K), es continua. Notemos que no
hemos indicado el valor que toma 27 en el conjunto vacio y éste es, preci-
samente, parte del trabajo que se tiene que realizar para justificar que 27
estd bien definida y es continua, considerando en 2% la topologfa de Fell.
Para resolver esto, la siguiente definicién es de gran ayuda.

Definicion 3.2. Supongamos que X es un espacio 1o y que f: X — X es
una funcién. Decimos que

1) f converge a b € X en el infinito, si para toda sucesiéon (x,), de
puntos de X que no tenga subsucesiones convergentes en X, sucede
que la sucesion (f(xy,)), converge a b;
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2) f converge a infinito en el infinito, si para toda sucesion (x,), de
puntos de X que no posee subsucesiones convergentes en X, resulta
que la sucesién (f(z,))n tampoco tiene subsucesiones convergentes en
X;

3) f converge en el infinito, si f cumple con 1) o bien con 2).

Notemos que si f: X — X es convergente a b € X en el infinito entonces,
por la unicidad del limite en espacios Ts, no existe ¢ € X \ {b} tal que f
es convergente a ¢ en el infinito. Por tanto, una funcién convergente en el
infinito, converge a un unico elemento de X en el infinito, o bien converge a
infinito en el infinito.

Supongamos ahora que X es un espacio 15, localmente compacto y se-
gundo numerable. Como ya hemos indicado en los capitulos anteriores, al
ser X un espacio localmente compacto y 15, podemos considerar la compac-
tacién por un punto de X, la cual denotamos por wX o bien por X U {w}.
También ya indicamos que las condiciones impuestas en X, implican que
wX es compacto y metrizable. Sea i: X — wX el encaje natural definido
por i(z) = z. Notemos que dada una funcién continua g: X — X, es posible
producir una funcién continua g: wX \ {w} — wX \ {w} que queda definida
por g(y) = g (z‘l(y)) , para y € wX \ {w}. Mas ain, utilizando el encaje
natural i: X — wX, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.3. Sea X un espacio Ts, localmente compacto y seqgundo
numerable. Si una funcion continua f: X — X converge en el infinito,
entonces f puede ser extendida a una funcién continua f: wX — wX, donde
wX es la compactacion por un punto de X. Mds aun, si b es el elemento de
X tal que f converge a b en el infinito, entonces f(w) = i(b), mientras que
si f converge a infinito en el infinito, entonces f(w) = w.

Demostracién. Supongamos que f: X — X converge en el infinito. Como
mencionamos en el parrafo anterior, podemos primero extender f a una
funcién continua f: wX \ {w} = wX \ {w}. Ahora vamos a extender fa
wX y denotaremos dicha extensién como f. Naturalmente f(z) = f(z) para
cada © € wX \ {w}. Para definir f en w procedemos como sigue: en vista
de que f converge en el infinito, existe un tinico elemento b de X tal que f
converge a b en el infinito, o bien f converge a infinito en el infinito. En el
primer caso, definimos f(w) = i(b) y, en el segundo caso, hacemos f(w) = w.

Para probar que f: wX — wX es continua, basta verificar que es con-
tinua en w. Ademds, como wX es segundo numerable y, por ende también
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primero numerable, la continuidad es equivalente a la continuidad por su-
cesiones. Supongamos entonces que (&), es una sucesién en wX \ {w} que
converge a w. Entonces (x,,),, vista como sucesién en X, no posee subsuce-
siones convergentes. Si f converge a b en el infinito, tenemos que (f(zn))n
converge a b. Como f(zn) = f(zn) = f (i '(xn)) = f(zn), la sucesién

(f(zpn))n converge a i(b) = f(w) en wX. Esto muestra que f es continua en
w cuando f converge a b en el infinito.

Para el otro caso, recordemos que un espacio X es secuencialmente com-
pacto si X es un espacio T y cualquier sucesiéon de puntos en X posee
una subsucesién convergente. Se sigue que un espacio compacto y métrico
es secuencialmente compacto [9, Teorema 4.1.17, p. 256]. Sin embargo, tal
como se ve en [9, Ejemplo 3.10.38, p. 210] no cualquier espacio compacto es
secuencialmente compacto.

Supongamos que f converge a infinito en el infinito. Entonces la sucesion
(f(xn))n no posee subsucesiones convergentes en X. Sin embargo, como wX
es un espacio compacto y metrizable, la sucesién (f(zy,)), vista en wX, posee
una subsucesién convergente. Notemos que si alguna subsucesién convergen-
te de (f(zy))n converge a un elemento de wX \ {w}, entonces la sucesién
(f(xn))n posee una subsucesién convergente en X. Como esto es un absurdo,
toda subsucesién convergente de (f(xy))n, converge a w en wX. En particu-
lar hemos demostrado para toda sucesion (z,,), en wX \ {w} que converge
a w, existe una subsucesion (z,, ) de (x,)n tal que la sucesion (f(zn,))x
converge a w = f(w). Entonces f es continua en w, cuando f converge a
infinito en el infinito. De esta manera probamos que f es continua. O

Intentando no crear un embrollo con la notacién y en el entendido de
que 7 denota al encaje de X en wX, tomaremos la convencién de escribir

f(z) = f(x), para cada x € X, en lugar de f(i(z)) = f(z(:c)) = f(x).

Estamos en condiciones de definir formalmente a 2/. Para esto suponga-
mos que X es un espacio 1o y que f: X — X es una funcién cerrada y que
converge en el infinito. Definimos la funcién 27: 2X — 2% como sigue:

a) si F' € 2%\ {0}, entonces 2/ (F) = f(F);
b) si f converge a b € X en el infinito, entonces 2/ () = {b};
c) si f converge a infinito en el infinito, entonces 27(()) = (.

De esta manera, la funcién 2/ estd bien definida. Ahora daremos con-
diciones, bajo las cuales, 2/: (2%, 1) — (2%, 7F) es continua. Recordemos
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que si X y Y son espacios topoldgicos, entonces una funciéon g: X — Y es
propia si g es continua y, para todo subespacio compacto K de Y, se cumple
que g~ !(K) es un subespacio compacto de X. Como probamos en la Pro-
posicién 1.30 , cuando X y Y son localmente compactos y 15, del hecho de
que g: X — Y sea propia, se sigue que g es cerrada.

Teorema 3.4. Supongamos que X es un espacio Ts, localmente compacto y
seqgundo numerable. Sea f: X — X una funcion propia tal que f converge a
b€ X en el infinito. Entonces la funcion inducida 27 : (2%, 77) — (2%, 7F)
es continua.

Demostracion. Como X es segundo numerable y localmente compacto,
por el Teorema 2.41, (2%, 7) es Ty y segundo numerable. Entonces (2%, 77)
es primero numerable y, por tanto, la continuidad de 2/ equivale a la con-
tinuidad por sucesiones. Tomemos un elemento F € 2X. Para probar que
2/ es continua en F, sea (F},), una sucesién en 2% que converge a F. Va-
mos a mostrar, utilizando el Teorema 2.62, que la sucesion (2/(F},)), en 2%,
converge a 2/ (F).

Supongamos primero que F # (). Entonces 2/ (F) = f(F) y, sin perder
generalidad, podemos suponer que cada F), es diferente del vacio. Sea K un
subconjunto compacto de X tal que 2/(F) N K = (). Luego f(F)N K = §.
Entonces F N f~1(K) = (. Como f es propia, f~'(K) es un subconjunto
compacto de X. Como la sucesién (F),), converge a F, por la parte (1) del
Teorema 2.62, existe m € N tal que F,,N f~1(K) = (), para cualquier n > m.
Ast, f(F,) N K = 0, de donde 2f(F,) N K = (). Por otro lado, si U es un
subconjunto abierto de X tal que 2/ (F)NU # (), entonces f(F)NU # 0, por
lo que debido a la continuidad de f, f~(U) es un subconjunto abierto de X
tal que f~1(U)NF # . La parte (2) del Teorema 2.62 indica que existe s € N
tal que, para todo n > s, sucede que F, N f~H(U) # ). Luego f(F,)NU # 0,
implicando que 2f(Fn) NU # (. De todo esto, por el Teorema 2.62, la
sucesién (2f(F},)), converge a 2f(F) bajo la topologia de Fell.

Ahora supongamos que F' = ). Como f es convergente a b en el infinito,
2/(F) = 27(0) = {b}. Sea K un subespacio compacto de X tal que 2/(F) N
K = (). Entonces b ¢ K. Si existe m € N tal que F,, = (), para cada n > m,
entonces 2/ (F,) = {b} siempre que n > m. Esto implica que 2/ (F,)NK = 0,
para toda n > m que es lo que queremos. Si no existe un nimero natural m
tal que F,, = () para cada n > m, entonces es posible obtener una subsucesién
de (F,), cuyos elementos se encuentran en 2% \ {(}}. Para evitar trabajar con
demasiados subindices, podemos suponer, sin perder generalidad, que F,, # ()
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para cada n € N. Luego 2/ (F,,) = f(F,), para toda n € N. Supongamos que
no existe un ntimero natural k tal que 2 (F,) N K = (), para toda n > k.
Entonces es posible obtener una subsucesion (F,); de la sucesién (F},),, tal
que 2/ (F,.) N K # (), para todo i € N. Luego f(F,,) N K # ), para cada
i € Ny, por tanto, existe una sucesion (x,,); en X tal que

Tn, € Fy, N fYK), paracadaicN.

Supongamos que la sucesion (zy,); tiene una subsucesién (x,, ); convergen-
te, digamos a un punto x € X. Como Tn;, € Fnij para toda j € N y la
subsucesion (Fm.j ); de (Fy)n converge a F, sucede que = € F, por la parte
(2) del Teorema 2.63. Esto es una contradiccién, pues estamos suponiendo
que F' = (). Por tanto, la sucesién (xy,); no posee subsucesiones convergen-
tes. Como f es convergente a b en el infinito, la sucesién (f(xy,)); converge
a b. Como f(z,,) € K y K es compacto, resulta que b € K. Esto contradice
el hecho de que b ¢ K. La contradiccién nace de suponer que no existe un
numero natural k tal que 2f(Fn)ﬁK = (), para toda n > k. Por consiguiente,
existe un nimero natural k tal que 2f(F,) N K = ), para toda n > k.

Ahora tomemos un abierto U de X tal que 2/(F) N U # (). Entonces
b e U, pues 2/ (F) = 2/ () = {b}.

Al igual que como hicimos cuando consideramos el compacto K, si existe
m € N tal que F,, = (), para cada n > m, entonces 2f(Fn) = {b} siempre que
n > m. Luego 2/ (F,) NU # 0, para todo n > m, que es lo que queremos. Si
no existe un nidmero natural m tal que F,, = () para cada n > m, entonces es
posible obtener una subsucesién de (F},), cuyos elementos se encuentran en
2X \{0}. Para evitar trabajar con demasiados subindices, podemos suponer,
sin perder generalidad, que F, # () para cada n € N. Luego 27 (F,) = f(F,),
para toda n € N. Ahora bien, para cada numero natural n, tomemos un
elemento x,, € F,. Supongamos que la sucesién (z,), asi formada, posee
una subsucesién convergente. Esto implica (como hicimos ver cuando con-
sideramos el compacto K), por la parte (2) del Teorema 2.63, que F # ).
Como esto es una contradiccion, la sucesion (x,), no posee subsucesiones
convergentes. Como f es convergente a b en el infinito, la sucesién (f(xn))n
converge a b. Del hecho de que b € U y de la convergencia de la sucesion
(f(zp))n a b, existe r € N tal que f(z,) € U, para todo n > r. Luego
2/(F,) N U # 0, para todo n > r. De todo esto, por el Teorema 2.62, la
sucesion (2/(F},)), converge a 2/(F) bajo la topologfa de Fell. O

Teorema 3.5. Sean X un espacio topoldgico y f: X — X una funcion.
Entonces se cumplen las siguientes propiedades:
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1) Si X es KC y f es tal que 27: (2%, 7p) — (2%, 7F) estd bien definida
y es continua, entonces f es continua.

2) Supongamos que X es un espacio To, localmente compacto y segundo
numerable. Consideremos que f converge a b en el infinito. Entonces
para todo subconjunto compacto K de X tal que b ¢ K, el conjunto
fYHK) es compacto.

3) Supongamos que X es un espacio Ts, localmente compacto y sequndo
numerable. Consideremos que f es convergente a infinito en el infinito.
Entonces para todo subconjunto compacto K de X, el conjunto f~1(K)
es compacto.

Demostracion. Para probar 1), consideremos la familia F}(X) = {{z} |
x € X}. Debido a que X es KC, como hicimos ver en la demostracién
de la Proposicién 2.14, las funciones ¢g1: X — Fi(X) y ¢g2: Fi(X) - X
definidas, para x € X, como g1(x) = {z} y g2({z}) = x son homeomorfismos
(de hecho g1 es la inversa de gs). Puesto que 2/ estd bien definida y es
continua, la restriccién (Zf)‘FI(X): Fi(X) — F1(X) es continua. Notemos
que (2f)|F1(X)({x}) = {f(z)}, para cada =z € X. Esto implica que f =
go © (2f)|F1(X) o g1, por lo que [ es continua.

Ahora supongamos que X es un espacio Ts, localmente compacto y se-
gundo numerable. Como ya hemos indicado, esto implica que X es metri-
zable. Para probar 2), supongamos que f es convergente a b en el infinito.
Sea K un subconjunto compacto de X tal que b ¢ K. Si f~1(K) = 0,
entonces f~!(K) es compacto. Consideremos, por tanto, que f~1(K) # (.
M4s atin, supongamos que f!'(K) no es compacto. Como X es metriza-
ble, el subespacio f~}(K) de X es metrizable y no compacto. Luego, por
la Proposicién 1.36, existe una sucesién (), en f~1(K) que no posee sub-
sucesiones convergentes en X. Como f es convergente a b en el infinito, la
sucesion (f(zp))n converge a b. Como f(z,) € K, para cada n € N, resul-
ta que b € K (usando la compacidad de K). En vista de que esto es una
contradiccién, f~1(K) es compacto. Esto prueba 2).

Para verificar 3), supongamos que f es convergente a infinito en el in-
finito. Sea K un subconjunto compacto de X. Para verificar que f~1(K)
procedemos como en el parrafo anterior en donde, la situacién importante
se da cuando suponemos que f~!(K) es un subconjunto no vacio de X que
no es compacto. Entonces, por la Proposicién 1.36, existe una una sucesion
(2)n en f~1(K) que no posee subsucesiones convergentes en X. Como f es
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convergente a infinito en el infinito, la sucesion (f(zy))n, de elementos en el
conjunto compacto K, no posee subsucesiones convergentes. Esto contradice
la Proposicién 1.36 y muestra 3). O

Adtin falta ver que la funcién 27 es continua si f converge a infinito en el
infinito.

Teorema 3.6. Supongamos que X es un espacio Ty, localmente compacto
y sequndo numerable. Sea f: X — X wuna funcion continua, cerrada que
converge a infinito en el infinito. Entonces f es propia y la funcidn inducida
2f . (2%, 1p) = (2%, 7F) es continua.

Demostracién. Como f es cerrada y converge a infinito en el infinito, la
funcién inducida 2/ estd bien definida y, ademés, 2/(()) = 0. La parte 3)
del Teorema 3.5 dice que f es propia. Por la Proposicién 3.3, si wX es la
compactacién por un punto de X, entonces f puede ser extendida a una
funcién continua f: wX — wX, de forma que f(w) = w.

Ya que X es T3, localmente compacto y segundo numerable, resulta que
X es metrizable. Sea d una métrica en X cuya topologia inducida es la
de X. Como indicamos en la pdgina 77, wX también es metrizable. Sea
d una métrica en wX cuya topologia inducida es la de wX. Naturalmente
pensamos que las métricas d y d son consistentes en X. Como hicimos ver,
el hiperespacio (CL(wX), Ty) es metrizable y, més atin, la topologia de Fell
en CL(wX) coincide con la de Vietoris y con la inducida por la métrica
de Hausdorff Hy en el hiperespacio C'L(wX), de los subconjuntos cerrados
y no vacfos de wX. Consideremos la funcién C: (2%,75) — (CL(wX), 1)
definida, para F € 2%, como

C(F) = FU{w}.

Por la Proposicién 2.64, C' es un encaje. Ademsds, la funcién p: (2%

(2X,7F) — [0, 00] definida, para A, B € 2% como

7TF) X

p(A, B) = Hi(C(A),C(B)),

es una métrica en 2% cuya topologfa inducida es 7.

Notemos que (wX, f) es un sistema dindmico. Como f: wX — wX
es una funcién continua y wX es un espacio compacto y 75, la Proposi-
cién 1.28 nos dice que la funcién f: wX — wX es cerrada. Entonces, por
el Teorema 3.1, la funcién inducida CLY: (CL(wX),7v) — (CL(wX), 1)
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es continua. Con todos estos elementos, podemos probar que la funcién in-
ducida 2/: (2X,7p) = (2%, 7F) es continua. Como hicimos ver en el primer
parrafo de la demostracién del Teorema 3.4, la continuidad de 2/ equiva-
le a su continuidad por sucesiones. Tomemos un elemento F € 2X. Para
probar que 2f es continua en F, sea (Fy)n una sucesién en 2% que con-
verge a F. Vamos a mostrar que la sucesién (27(F,)), en 2%, converge a
2/(F). Como la funcién C: (2X,77) — (CL(wX),7y) es continua, la su-
cesién (C(Fy))n converge a C(F) en (CL(wX),7y). Como también la fun-
cién inducida CLY : (CL(wX), 1) — (CL(wX), 7v) es continua, la sucesién
(CLY(C(F,)))n converge a CL/(C(F)). Notemos que, para cada n € N,

como f es una extensioén de f,

CLY(C(F,)) = f(C(Fy)) = f(Fn U{w}) = f(F) U{f(w)} =
= f(Fn) U {w} = f(Fn) U {w} = 2f(Fn) U {w} = C(2f(Fn))

y, de forma similar, CL/(C(F)) = 2/(F) U {w} = C(2/(F)). De esta ma-
nera, en el hiperespacio (CL(wX), 7v), la sucesién (C(2/(F},))), converge a
C(2/(F)). Luego la sucesién de distancias (Hd{C(2f(Fn)), C(2/(F))))n con-
verge a cero. Esto implica, de acuerdo con la definicién de p, que la sucesién
de distancias (p(27(Fy),2f(F))),, converge a cero. Por lo tanto, la sucesién
(27 (F,,))n converge a 27 (F) en (2%, 7r). O

Combinando los teoremas 3.4 y 3.6, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.7. Supongamos que X es un espacio Ty, localmente compacto
y seqgundo numerable. Sea f: X — X una funcion propia que converge en el
infinito. Entonces la funcién inducida 2/ : (2X,7p) — (2%, 7F) es continua.

Con las condiciones impuestas a X y a f en el teorema anterior, el sistema
dindmico (X, f) induce un sistema dindmico ((2X,7p),2/). Naturalmente,
bajo las mismas condiciones, la funcién inducida

CL?: (CL(X),7r) = (CL(X), )

es continua. Sin embargo, como mostramos en el siguiente resultado, para
probar la continuidad de C'L/ no es necesario suponer que f converge en el
infinito. Recordemos que CL/(F) = f(F), para cada F' € CL(X).

Teorema 3.8. Supongamos que X es un espacio Ts, localmente compacto y
sequndo numerable. Si f: X — X es una funcion propia, entonces la funcion
inducida CLT: (CL(X),7r) — (CL(X),Tr) es continua.
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Demostracion. Ya que f: X — X es propia y X es localmente compacto
y T3, la Proposicion 1.30 nos dice que f es cerrada. También como X es lo-
calmente compacto y segundo numerable, por el Teorema 2.42, (CL(X), )
es Ty y segundo numerable. En particular (CL(X),7r) es primero nume-
rable y, por tanto, la continuidad de C'L(f) equivale a la continuidad por
sucesiones. Tomemos un elemento F' € CL(X). Para probar que CL(f) es
continua en F, sea (F),), una sucesién en CL(X) que converge a F. Va-
mos a mostrar, utilizando el Teorema 2.62, que la sucesién (2/(F},)),, en 2%,
converge a 2/ (F).

Sea K un subconjunto compacto de X tal que CLf(F)N K = (). La
definicién de CL/ indica que f(F)N K = ). Entonces f~Y(K)NF = {.
Como f es propia, f~'(K) es un subconjunto compacto de X. La parte (1)
del Teorema 2.62 nos dice que existe m € N tal que, para todo n > m,
se cumple f~1(K) N F, = . Por la definicién de CL/ lo anterior significa
CL/(F,) N K =0, para cada n > m.

Por otro lado, sea U un subconjunto abierto de X tal que CL/ (F)NU #
(). Esto lleva a que FN f~1(U) # (). Como f es una funcién continua, f~1(U)
es abierto en X. La parte (2) del Teorema 2.62 indica que existe s € N tal
que F,, N f~Y(U) # () para cada n > s. Luego, casi todos los conjuntos f(F},)
“le pegan” a U, es decir CLf(F,) N U # (), para toda n > s. Usando el
Teorema 2.62, deducimos que C' L/ (F},) converge a CL(F) en CL(X), por
lo que CL/ es continua. O

Con las condiciones impuestas a X y a f en el Teorema 3.8, el sistema
dindmico (X, f) induce un sistema dindmico ((CL(X),7r), CLf).

3.4. Dinamica Colectiva

Supongamos que X es un espacio topolégico y que f: X — X es una
funcién continua y cerrada. Por el Teorema 3.1, la funcién inducida

CL: (CL(X),7v) = (CL(X),7v)

es continua. En el 2005, J. Banks prob6 en [3] que si H es un subconjun-
to denso de CL(X) y f es una funcién compatible con H (es decir, pa-
ra toda A € H se cumple que f(A) € H), entonces la funcién inducida
(CLT)j3y: (M, 7v) — (H,7v) estéd bien definida, es continua y, ademds, con
v aplicada a los sistemas dindmicos (X, f) y (H,(CLf)p,), las siguientes
condiciones son equivalentes:
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1) (X, f) es débilmente mezclante;
2) (H,(CLY)j3) es débilmente mezclante;

3) (H,(CLY)py) es transitivo.

También se prueba que (X, f) es mezclante si y sélo si (H, (CLS )j2) €s
mezclante.

Recordemos que en la Definicién 1.40, hemos dado las definiciones de fun-
cién topolégicamente transitiva (o simplemente transitiva), de funcién débil-
mente mezclante y de funciéon mezclante. Posteriormente probamos que las
funciones mezclantes son débilmente mezclantes, y que las funciones débil-
mente mezclantes son transitivas. En el enunciado de J. Banks se estd en-
tendiendo que un sistema dindmico es mezclante (respectivamente débilmen-
te mezclante, transitivo) si su funcién base es mezclante (respectivamente
débilmente mezclante, transitiva).

Claramente, si tomamos a C'L(X) como el subconjunto denso de CL(X),
el resultado de J. Banks asegura que para (CL(X),7y), las propiedades de
f mezclante y de f débilmente mezclante son, respectivamente, equivalentes
a las propiedades de CLf mezclante y CLf débilmente mezclante. Sin em-
bargo, esta equivalencia entre una funcién f y su funcién inducida, que se
cumple cuando se consideran las propiedades dinamicas de ser mezclante o
ser débilmente mezclante, no se cumple cuando la propiedad que nos interesa
es la transitividad. En efecto, del mismo resultado de J. Banks, se infiere que
si CL7 es transitiva, entonces f es transitiva, justo porque f es débilmente
mezclante. En [24, Teorema 2.58] se muestra a detalle un ejemplo de una
funcién transitiva f: Y — Y, donde Y es la circunferencia unitaria, tal que
su funcién inducida CL': (CL(Y),1v) — (CL(Y),Ty) no es transitiva.

El caso de la funcién inducida CLf, cuando se considera la topologia
de Fell, es completamente distinto. El objetivo del resto de este trabajo, es
presentar los resultados que aparecen en [27]. Veremos que si P es una de las
tres propiedades dindmicas que dimos en la Definicién 1.40, entonces existe
una propiedad dindmica @), distinta de P, de modo que el sistema dindmico
(X, f) satisface la propiedad @ si y sélo si el sistema dindmico inducido
((CL(X),7F), CL') satisface la propiedad P. Para definir las propiedades
del tipo @, la siguiente nocién serd importante.

Definicion 3.9. Sean X un espacio topolégico y U un abierto no vacio de
X. Si X \ U es compacto, decimos que U es co-compacto.
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Notemos que X \ X = ) es un compacto, por tanto X mismo es co-
compacto. Si X es compacto, entonces todo subconjunto abierto y no vacio
de X es co-compacto. Supongamos que X es ahora un espacio T y lo-
calmente compacto. Entonces, como hemos indicado, podemos considerar
la compactacién por un punto de X, que denotamos por wX o bien por
X U{w}. No es dificil probar que un subconjunto abierto y no vacio U de
X es co-compacto si y sélo si U U {w} es una vecindad abierta de w en wX.

Consideremos ahora la siguiente definicién.

Definicion 3.10. Sea X un espacio topolégico. Si U y V' son abiertos no
vacios de X y al menos uno de ellos es co-compacto, decimos que (U, V) es
una pareja co-compacta de X.

Anteriormente advertimos que X es co-compacto, luego (X,U) y (U, X)
son parejas co-compactas, para cualquier subconjunto abierto y no vacio U
de X. En adelante si decimos que (U, V') es una pareja co-compacta de X,
entendemos que U y V son dos subconjuntos abiertos y no vacios de X, en
donde alguno de ellos es co-compacto.

3.4.1. Funcidén c-mezclante

En la presente subseccion, utilizando las parejas co-compactas, daremos
una definiciéon que se asemeje a lo que definimos como funcién mezclante.
Recordemos que una funciéon continua f: X — X es mezclante, si para
cualesquiera dos abiertos y no vacios U y V de X, existe N € N tal que
fM(U)NV # 0, para cada n > N.

Definicién 3.11. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si para cualquier pareja
co-compacta (U,V) de X, existe m € N tal que f*(U) NV # () para toda
n > m, se dice que f es co-compactamente mezclante o, simplemente, que f
es c-mezclante.

Es evidente que si f es mezclante, entonces f es c-mezclante. Por otro
lado, si X es compacto y f es c-mezclante, entonces f es mezclante, pues
cualquier abierto tiene complemento cerrado en el compacto X y por tanto
el abierto es co-compacto (ver Proposicién 1.18).

Teorema 3.12. Supongamos que X es un espacio Ts, localmente compacto
y sequndo numerable. Supongamos también que f: X — X es una funcion
propia. Entonces la funcidn inducida CLY : (CL(X), 1) — (CL(X),7F) es
mezclante si y sélo si f es c-mezclante.
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Demostracion. Del Teorema 2.8, se sigue que una base para la topologia
7 de CL(X) es la familia:

B={(X,Up,...,U)N(X\K)NCL(X) | K C X es compacto, n € N y
U; C X abierto en X para cada i € {1,...,n}}.

Suponemos que f es c-mezclante. Para probar que CLf: (CL(X), 1r) —
(CL(X),7p) es mezclante, sean U y V dos abiertos no vacios en CL(X).
Tomemos dos elementos A y B en B tales que ) # A C Uy D # B C V.
Entonces existen n, m € N, subconjuntos abiertos y no vacios Uy, Us, ..., U,,
Vi, Va, ...,V y subconjuntos compactos K1y Ko de X, tales que K1 # X,
K; # X,

A= (X\K)n(X,Uy,...,U,) NCL(X)

B=(X\K)N(X,Vi,..., V) NCL(X).

Sea ' € A. Entonces F € CL(X), F C X\ K1y FNU; # 0, para
cada j € {1,2,...,n}. Dada j € {1,2,...,n}, al tomar un punto en F' N U;
y debido a que todos los elementos de F' estan en el complemento de K7,
resulta que U; \ K # (). Como X es T5 y K es un subespacio compacto de
X, por la Proposicién 1.18, K es cerrado en X. Luego X \ K es abierto en
X, de donde U; \ K1 = U;N (X \ K1) es abierto en X. Esto prueba que, para
cada j € {1,2,...,n}, U; \ K1 es un subconjunto abierto y no vacio de X.

Andlogamente se observa que Vs \ K3 es un subconjunto abierto y no
vacio de X, para cada s € {1,2,...,m}. Como K; y Ks son subconjuntos
compactos de X, los subconjuntos abiertos y no vacios X \ K1 y X\ K de X,
son co-compactos. Entonces (X \ K1, Vi \ K2) y (U; \ K1, X \ K3) son parejas
co-compactas de X, para cada j € {1,2,...,n} y toda s € {1,2,...,m}.
Como f es c-mezclante, para cada s € {1,2,...,m}, existe My € N tal que

JT(X\ K1) N (Vi \ Ka) # 0, para todo r > M.

Sea R; el maximo de los nimeros naturales My, Ma, ..., M,,. Entonces, para
cada s € {1,2,...,m}, se tiene que

FT(X\K1)N(Vi\ K2) # 0, para toda r > R;.

Haciendo lo mismo con las parejas co-compactas (U; \ K1, X \ K3), encon-
tramos un ndmero natural Ry tal que, para toda j € {1,2,...,n}, sucede
que

fT(U; \ K1) N (X \ K2) # 0 para toda r > R».
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Sea M el méaximo de los nimeros naturales Ry y Rs. Entonces M € N y
para cada (s,7) € {1,2,...,m} x {1,2,...,n}, sucede que

FIXN\NK)N (Ve \ Ka) #0# f(U; \ K1) N (X \ K2), para toda r > M.

Supongamos que r > M y, para cada (s,j) € {1,2,...,m} x {1,2,...,n},
tomemos un elemento z, € X \ K7, asi como y; € U; \ K; tales que f"(z) €
Ve \ K2y fT(y;) € X\ K2. Hagamos

F= {'xlax%--'axm7y17y2a"'7y’ﬂ}'

Como X es un espacio 15, los subconjuntos finitos de X son cerrados en X.
Entonces F' € CL(X). Mas aun,

Fe(X\K)N(X,Uy,...,U)NCL(X)=ACU

(CLNY'(F) = f"(F) e (X \ K2) N (X, Vi,..., V) NCL(X) = BC V.

Por tanto (CLY)"(U) NV # ) para toda r > M. Esto prueba que CLf es
mezclante.

Ahora supongamos que C'L’ es mezclante. Para ver que f es c-mezclante,
sea (U, V) una pareja co-compacta de X. Entonces U y V son subconjuntos
abiertos y no vacios de X. Sin perder generalidad, supongamos que U es
co-compacto. Como V es un abierto no vacio y X \ U es compacto, se sigue
que tanto (X \ (X \U))NCL(X) = (U)NCL(X) como (X,V)NCL(X) son
abiertos basicos de (CL(X), 7). Usando que CLf es una funcién mezclante,
existe M tal que

(CLHY™((UYNCL(X))N (X, V)N CL(X) # 0 para toda m > M.

Consideremos que m > M y sea A € (U) N CL(X) tal que (CLY)™(A) €
(X, V)NCL(X). Entonces ) # A C Uy f™(A) NV # (. Esto implica que
f™U)NV 0. Por tanto, f es c-mezclante. O

3.4.2. Funciéon c-débilmente mezclante

Recordemos que una funcién continua f: X — X es débilmente mez-
clante si para cualesquiera dos parejas (Up,Us) y (Vi,V2) de abiertos no
vacios de X, existe n € N tal que f"(Uy) NVy # 0 # f*(Us) N Va. Por
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el Teorema de Furstenberg (Teorema 1.43), f es débilmente mezclante si y
s6lo si para cualesquiera dos colecciones (Uy,Us,...,Ux) v (Vi,Va, ..., Vi)
de abiertos no vacios de X, existe n € N tal que f™(U;) N'V; # () para cada
1€ {1,2,...,k}. Esta propiedad, utilizando parejas co-compactas, es la base
de la siguiente definicién.

Definicién 3.13. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que f es co-
compactamente débilmente mezclante o, simplemente, que f es c-débilmente
mezclante, si para un nimero finito de parejas co-compactas de X, a saber
(U;, Vi) coni € {1,2,...,s}, existe n € N tal que f™(U;) NV; # (), para cada
ie{l,2,...,s}.

Es claro que si f es una funcién débilmente mezclante entonces f es
c-débilmente mezclante. Razonando de la misma forma que en el comen-
tario posterior a la Definicion 3.11, tenemos que cuando X es compacto,
c-mezclado débil y mezclado débil son conceptos equivalentes. Haciendo uso
del Teorema 1.43, probaremos que existe una relacién entre f y su funcion
inducida en el hiperespacio CL(X) si f es una funcién c-débilmente mez-
clante.

Teorema 3.14. Supongamos que X es un espacio Ta, localmente compacto
y sequndo numerable. Supongamos también que f: X — X es una funcion
propia. Entonces la funcion inducida CLY: (CL(X),7r) — (CL(X),7F) es
débilmente mezclante si y solo si f es c-débilmente mezclante.

Demostracion. Para facilitar los calculos, usaremos el Lema 2.5 en basicos
de CL(X), para asegurar que posean el mismo nimero de entradas. Supon-
gamos que f es c-débilmente mezclante. Para probar que CLY es débilmente
mezclante, basta con verificar que si

A= (X\ K1) N(X,Ui,...,U) N CL(X),

B=(X\Ks)N(X,Vi,..., V) N CL(X),
C=(X\ K3)N(X,Wi,...,W,) N CL(X)

D= (X\K)N(X,Z,...,2,) NCL(X)

son cuatro abiertos bésicos y no vacios de (CL(X), 7r), entonces existe M €
N tal que
(CLHYMA) NB# 0 # (CLHM(C)nD.

Entendemos que K1, K9, K3y K4 son subconjuntos compactos y propios de
X. Ademés, para cada i € {1,2,...,n} los conjuntos U;, V;, W; y Z; son
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abiertos y no vacios en X. Como cada conjunto K, es compacto y X es T,
se tiene que cada conjunto abierto y no vacio X \ K, es co-compacto, para
r € {1,2,3,4}. Como hicimos ver en la demostracién del Teorema 3.12, para
cada j € {1,2...,n}, los conjuntos V; \ Ky y U; \ K; son abiertos y no
vacios. Por tanto, para toda j € {1,2,...,n},

(X\ K1, V;\K2) vy (Uj\ K1, X\ K»)

son parejas co-compactas de X. Utilizando el mismo razonamiento, para
cada j € {1,2...,n},

(X\K3,Z;\Ky) vy (W;\ K3, X\ Ky)

son parejas co-compactas de X. Al tener un nimero finito de parejas co-
compactas y a f una funcién c-débilmente mezclante, existe M € N tal que,
para toda j € {1,2,...,n}, se tiene que

FIXNKD) N (Vi \ Ka) # 0 # FY(U; \ K1) N (X \ Ka),

XN KG) N (Z5\ Ka) # 0 # [ (W5 \ K3) 0 (X \ Ka).
Para cada j € {1,2,...,n}, tomamos z; € X \ K tal que fM(z;) €
V; \ Ks. También elegimos y; € U; \ K1 de modo que fM(y;) € X \ Ko. Sea
F= {371,372,---755717?41792;---ayn}-

Claramente F' es cerrado y no vacio en X, es decir, F' € CL(X). Por la
forma en que tomamos a los elementos de F, sabemos que

Fe(X\K)N(X,Up,...,U)NCL(X) = A

' (CLHYM(F) e (X \ K3) N (X, V1,...,V,,) = B.

Por tanto existe M tal que (CL/)M(A) N B # (. Andlogamente, utilizando
ahora que para toda j € {1,2...,n},
XN EKG) N (Z5\ Ka) # 0 # fY (W5 \ K3) 0 (X \ Ka),

se concluye que (CLHM(C) N'D # (). Esto prueba que CL es débilmente
mezclante.

Ahora supongamos que CL/ es débilmente mezclante. Para ver que f
es c-débilmente mezclante, consideremos un nimero finito de parejas co-
compactas de X, a saber (U;, V;) para 1 < i < s. Como no sabemos cuales
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abiertos no vacios de entre U; y V; son los de complemento compacto, pode-
mos reordenar las parejas, de modo que Uy,..., Uy v Viyq,..., Vs sean los
abiertos co-compactos. Luego (U;) NCL(X), (X, Vi)NCL(X), con 1 <i <t,
y (V;) NCL(X), (X,U;) NCL(X), cont +1 < j < s, son abiertos basicos
de (CL(X),7r). Como CL/ es débilmente mezclante, el Teorema 1.43 nos
dice que existe m tal que

(CLHY™((U)) N (X, V;) # 0 con1<i<t ()
(CLH™((X,U;)) N (V;) # 0 cont+1<j<s. (B)

De () tenemos que f™(U;) N V; # 0 para 1 < i < ty, de (), se sigue
que f™(U;) NV # 0 parat+1 < j <s. Notamos que f™(U;) NV; # () con
1 <+ < s. Entonces f es c-débilmente mezclante. O

3.4.3. Funcion c-transitiva

Hasta ahora las nuevas definiciones que implican a los conjuntos co-
compactos, son relativamente parecidas a las ya conocidas (funcién mez-
clante y débilmente mezclante). En realidad no hemos visto nada nuevo a lo
que se ha hecho en otros trabajos al mostrar que existe una relacién entre
las propiedades mencionadas para f y su funcién inducida.

Recordemos que una funcién f: X — X es transitiva si se cumple que
para cualesquiera dos abiertos y no vacios U y V de X, existe n € N tal que
f™(U)NV # . Habifamos dicho que para (CL(X), ) no habia forma de
relacionar el hecho de que f sea transitiva en el espacio X y que su inducida
lo sea en CL(X). Algo para remediar esto, y que supone un cambio en la
costumbre mostrada hasta ahora, se consigue con la siguiente definicién, que
no es tan parecida a lo que conocemos como funcién transitiva.

Definicién 3.15. Sea (X, f) un sistema dindmico. Se dice que f es co-
compactamente topoldgicamente transitiva o, simplemente, que f es c-tran-
sitiva, si para cualesquiera dos colecciones de subconjuntos abiertos de X

{U1,01,02,...,OS} y {UQ,Wl,WQ,...,Wt}
que cumplan con las siguientes dos condiciones:

a) Uy y Uy son abiertos co-compactos de X;

b) Ui1NOj #0paral<j<syUNW;#0paral<j<t,
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existe m € N tal que

fMU)N(W;NUz) #0, paracadal <j<t

fMO;NU1)NUz # 0, paracada 1 <j<s.

De las definiciones 3.11, 3.13 y 3.15, mostraremos que si una funcién f
es c-mezclante, la funcién es c-débilmente mezclante y que f c-débilmente
mezclante implica que f es c-transitiva.

En efecto, supongamos que f es una funcién c-mezclante y (U;, V;) con
i €{1,...,s} son un nimero finito de parejas co-compactas. Como f es una
funcién c-mezclante, para cada i existe M; € N tal que f™(U;) N V; # 0
para todo m > M;. Tomando M = méax{M;} se tiene que fM(U;)NV; # ()
paratodoi € {1,...,s}. Entonces f es c-débilmente mezclante. Ahora tome-
mos una funcién f c-débilmente mezclante y colecciones finitas de abiertos
{U1,01.09,...,0:}, {Uz, W1, W3, ..., Wi} cumpliendo las condiciones de la
Definicién 3.15. Como Uz y W; con 1 < j <t son abiertos no vacios es claro
que cada W; N Uz es un abierto no vacio. Andlogamente, cada O; N U con
1 < j < sesun abierto no vacio. Por otro lado, usando que Uy y Uz son abier-
tos co-compactos, es evidente que (U, (W;NUz)) es una pareja co-compacta
para cada 1 < j <ty de igual forma lo son las parejas ((O; N Uy),Uz) con
1 < j <s.Como f es c-débilmente mezclante y la coleccién de las anteriores
parejas co-compactas es finita, se sigue que existe m € N tal que

f™(U) N (W;NU2) # 0 para toda 1 < j <t

f™MO;NUL)NUz # 0 para toda 1 < j <s.
Luego, f es c-transitiva.

Finalmente mostraremos que para (C'L(X), 7r), existe una relacién entre
la transitividad de la funcién inducida y la c-transitividad de la funcion
original.

Teorema 3.16. Supongamos que X es un espacio To, localmente compacto
y sequndo numerable. Supongamos también que f: X — X es una funcion
propia. Entonces la funcidn inducida CLY : (CL(X), 1) — (CL(X),7F) es
transitiva si y solo si f es c-transitiva.
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Demostracion. Supongamos primero que f es c-transitiva. Para ver que
CLY es transitiva, basta con verificar que para cualesquiera dos abiertos
basicos y no vacios Ay B de (CL(X), ), existe m € N tal que (CLf)™(A)N
B # (). Hagamos

A=(X,01,...,0,) N (X \ K1) N CL(X)

B=(X,Wi,...,W)N(X\ K3) N CL(X)

Entendemos que K; y K5 son subconjuntos compactos y propios de X.
También sabemos que cada conjunto O; y todo conjunto W; es abierto y no
vacio en X. Consideremos las colecciones

(X\Kl,Ol,OQ,...,OS) y (X\KQ,WI,WQ,...,Wt).

Como ya hemos establecido, los conjuntos Uy = X \ K1 y Uy = X \ K3 son
co-compactos de X. Asi, la condicién a) de la Definicién 3.15 se cumple.
Tomemos F € A. Entonces F € CL(X), FNK; =0 (por tanto FF C Uy) y
FNOj#0, para cada j € {1,2,...,s}. Esto implica que U; N O; # (), para
toda j € {1,2,...,s}. Tomando ahora un elemento en B y realizando un
andlisis similar al que hicimos con F, obtenemos que Uy N W, # () para cada
j€{1,2,...,t}. Entonces la condicién b) de la Definicién 3.15 también se
cumple. Como f es c-transitiva, existe m € N tal que

fMU)N(W;NU) #0, paracadal <j<t

f™MO;NU)NU; #0, paracada 1 <j<s.

Para cada i € {1,2,...,t} tomamos z; € U; tal que f"(z;) € W; N Us.
También, para toda p € {1,2,...,s}, tomamos y, € O, N U; de modo que
/™ (yp) € Us. Definimos

D = {x17x27"')xt)y17y27"‘7y8}‘

Como X es un espacio 15, sabemos que D es un cerrado y no vacio. También
es facil notar que

De(X,01,...,0)N{X\ K1)NCL(X) = A

(CLHY™(D) e (X, W1,...,W) N (X \ K3) NCL(X) = B.
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Lo anterior debido a que los x;, y, estan en Uy y los y, estdn en O, para
1<i<tyl<p<s. Ademds de que los f™(x;), f™(yp) viven en Uy y
los f™(x;) estan en los W;. Con todo, hemos mostrado que existe m € N tal
que (CLH™(A) N B # . Esto prueba que CLf es transitiva.

Ahora supongamos que CL/ es transitiva. Para ver que f es c-transitiva,
sean

{U1701a027"'708} y {UQavly‘/Qv"'vW}

dos colecciones de subconjuntos abiertos de X que cumplan las condiciones
a) y b) de la definicién 3.15. Entonces Uy y U, son abiertos en X tales que
X\ Uy y X \ Uz son compactos. Luego

U= <X,01,...,OS> N <U1> ﬂCL(X)

V= (X,V,...,V,) N {Us) N CL(X)

son abiertos bésicos y no vacios de (CL(X),7r). Como CL/ es transitiva,
existe m € N tal que

(CLHY™WU) NV £ 0.

Sea F' € U tal que f™(F) € V. Como el hiperespacio es CL(X), los cerrados
son no vacios, mostrando que f™(U;) N (V;NUs) # @ paral < j <t y
f™O;NU)NUz # 0 con 1 < j <s. Por tanto, f es c-transitiva. O

Las demostraciones de los teoremas 3.12, 3.14 y 3.16, estan dadas para
espacios X que se suponen 75, localmente compactos y segundo numera-
bles, y para f una funcién propia. Dichos teoremas permanecen validos si
suponemos que X es 75, compacto y segundo numerable. En esta situacion,
basta suponer que f sea continua y cerrada, para justificar que la funcion
CL7 esté bien definida. Ahora bien, como X es compacto y T5, la topologia
de Vietoris y la de Fell son la misma en C'L(X). Por consiguiente, los resul-
tados que hemos presentado para dindmica en el hiperespacio C'L(X) con
la topologia de Fell, se convierten en resultados de dindmica en el hiperes-
pacio CL(X) con la topologia de Vietoris. Al suponer que X es compacto,
decir que f es c-mezclante equivale a decir que f es mezclante. De manera
similar, suponer que f es c-débilmente mezclante equivale a decir que f es
débilmente mezclante.

De lo anterior, como consecuencia del Teorema 3.12, tenemos el siguiente
resultado.
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Teorema 3.17. Supongamos que X es un espacio Ts, compacto y sequndo
numerable. Supongamos también que f: X — X es una funcion continua
y cerrada. Entonces la funcion inducida CL': (CL(X),7v) — (CL(X),Tv)

es mezclante si y solo si f es mezclante.
Y como consecuencia del Teorema 3.14, resulta el siguiente resultado.

Teorema 3.18. Supongamos que X es un espacio Ta, compacto y sequndo
numerable. Supongamos también que f: X — X es una funcion continua
y cerrada. Entonces la funcion inducida CLY : (CL(X),v) — (CL(X), v)
es débilmente mezclante si y solo si f es débilmente mezclante.

Los teorema anteriores son los obtenidos por J. Banks, y a los que nos
referimos al principio de esta seccién. Como moraleja de todo esto, comen-
tamos que a través de resultados obtenidos de la dindamica en hiperespacios
con la topologia de Fell, es posible obtener resultados de dindmica en hiper-
espacios con la topologia de Vietoris.

Consideremos a X, de nuevo, como un espacio 75, compacto y segundo
numerable, y a f como una funcién continua y cerrada, del Teorema 3.16
se sigue que f es una funcién c-transitiva si y sélo si CL{ es una funcién
transitiva bajo la topologia de Fell. Por las condiciones de X, el Teorema
2.12 dice que T coincide con Ty . Los resultados de J. Banks [3], garantizan
que CLY es transitiva si y s6lo si f es débilmente mezclante. Por consiguiente
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.19. Supongamos que X es un espacio Ts, compacto y sequndo
numerable. Supongamos también que f: X — X es una funcion continua y
cerrada. Entonces [ es c-transitiva si y solo si f es débilmente mezclante.

Es importante notar que si X no es compacto, c-transitividad no es
equivalente a mezclado débil. Esta afirmacién la mostraremos en la siguiente
seccion que estudia algunas propiedades de las funciones c-transitivas.

3.5. Dinamica Individual

En esta corta seccién exploraremos propiedades que son facilmente de-
mostrables para el caso de funciones c-mezclantes, c-débilmente mezclantes y
c-transitivas. Ademaés, dada una propiedad que posea una funcion transitiva,
veremos si existe una propiedad similar para el caso en el que la funcién es
c-transitiva, tal comparacién serd establecida para dos caracteristicas muy
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selectas. Finalmente, probaremos que c-transitividad es en verdad un con-
cepto nuevo y no una equivalencia de mezclado débil, la cual se da, por
ejemplo, bajo las condiciones del Teorema 3.19.

Proposicién 3.20. Sean (X, f) un sistema dindmico y f una funcion tran-
sitiva. St U es un abierto no vacio de X, entonces | J,—, f"(U) es un sub-
conjunto denso de X.

Demostracion. Sea V un abierto no vacio de X. Ya que f es una funcién
transitiva y U es un abierto no vacio, existe s € N tal que f5(U) NV # 0.
Entonces existe un elemento en | J;~, f"(U) que pertenece a V. O

Para la c-transitividad tenemos un resultado similar.

Proposicién 3.21. Sean (X, f) un sistema dindmico y f una funcién c-
transitiva. Si U es un subconjunto co-compacto de X, \J,—, f"(U) es un
subconjunto denso de X.

Demostracion. Sean U y V abiertos no vacios de X tal que U es co-
compacto. Consideremos los colecciones {U, X} y {X,V}. Notemos que U
y X son co-compactos y que U N X # () # X N V. De tal modo, satisfacen
las condiciones de la Definicion 3.15. Como f es c-transitiva, existe m € N
tal que

04 fMUYN(XNAV)=fU)NV y fUNX)NX #0.

Es decir, existe m € N tal que para cualquier abierto V no vacio de X,
f™U)NV #0. Por lo tanto, | Jo2; f"(U) es denso en X. O

Corolario 3.22. Sea f una funcion c-transitiva. Entonces f(X) es un sub-
conjunto denso de X.

Demostracion. X es co-compacto pues tiene complemento vacio. Usando
la Proposicién 3.21 obtenemos que | J;~; f™(X) es denso en X. Notemos que
como f: X — X entonces (Jo” o [M(X) =X U(Uy2, [M(X)) =X.
Tenemos que |J;~; f"(X) = f(U,2, f"(X)) = f(X). Concluimos que
f(X) es denso en X. O

Para los siguientes resultados, recordamos que los sistemas dindmicos
(X, f) v (Y, g) estan topolégicamente conjugados si existe un homeomorfis-
mo h: X - Y talque ho f=goh.

Proposicién 3.23. Las propiedades de mezclado, mezclado débil y transi-
tividad son invariantes bajo conjugacion topoldgica.
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Demostracion. Sean (X, f) y (Y, g) sistemas topolégicamente conjugados
por el homeomorfismo h : X — Y. Supongamos que f es mezclante y sean
U y V abiertos no vacios de Y. Como h es continua y biyectiva, h=(U)
y h~Y(V) son abiertos no vacios de X. Usando que f es mezclante, existe
M € N tal que

YR Y U))NRY(V) # 0 para toda n > M.

Tomamos a x, € h=1(U) tal que f*(x,) € h=1(V) para cualquier n > M.
Luego, hf"(x,) € V y usando la Proposicién 1.39 obtenemos que g"h(z,) €
V para cualquier n > M. Ya que z,, € h~1(U), concluimos que g™ (U)NV # ()
para toda n > M. Por tanto, g es una funcién mezclante.

La idea es exactamente la misma para mostrar que si f es débilmente
mezclante o transitiva, entonces g también lo es. O

En el caso de c-mezclado, c-mezclado débil y c-transitividad se mantiene
un resultado similar.

Teorema 3.24. Las propiedades de c-transitividad, c-mezclado débil y c-
mezclado son invariantes bajo conjugacion topoldgica.

Demostracion. Sea h un homeomorfismo de X en Y, ya que h es biyectiva,
es claro que si U es un subconjunto de X, entonces h(U¢) = (h(U))".

Notemos que si U es co-compacto de X, entonces h(X \ U) es un com-
pacto, pues h: X — Y es continua. Como h(X \U) = Y \ h(U), tenemos que
Y'\h(U) es compacto. De manera similar se sigue que si h(U) es co-compacto,
entonces U es co-compacto.

Es decir, si h es un homeomorfismo de X en Y, U es co-compacto si y
sélo si h(U) es co-compacto.

Ahora, la prueba del teorema: sean (X, f) y (Y, g) sistemas topoldgi-
camente conjugados y f una funcién c-mezclante. Sea (U,V) una pare-
ja co-compacta de Y y supongamos sin perder generalidad que U es co-
compacto. Mostraremos que existe M € N tal que ¢™(U)NV # () para toda
m > M. Como U es co-compacto de Y y h es un homeomorfismo, se tiene
que h"1{(Y\U) = X \ h"1(U) es compacto. Asi, h=1(U) es co-compacto de
X. Por otra parte, al ser V un abierto no vacio, sabemos que h=*(V) es un
abierto no vacio de X. Usando que f es c-mezclante se tiene que existe M
tal que

A HU))NRYV) # 0 para toda m > M.

Tomamos un x; € h=1(U) tal que fM+i(z;) € h=1(V) para i € N. Luego,
hfM+i(x;) € V. Usando la Proposicién 1.39 tenemos que g™ *h(z;) € V,
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donde h(x;) € U. Por lo tanto g™ (U) NV # @ coni € N. Lo anterior
muestra que g es c-mezclante.

Anélogamente se muestra para los casos donde f es c-débilmente mez-
clante o f es c-transitiva. O

Los siguientes dos resultados exploran la relaciéon entre c-transitividad y
transitividad.

Teorema 3.25. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es una funcion c-
transitiva, U es un co-compacto de X y V es un abierto no vacio de X,
entonces se cumple:

(a) existe m € N tal que f™(U)NV #0;
(b) existe n € N tal que f*(V)NU # 0.

Demostracion. (a) Sean A = {U, X} y B = {X,V} dos colecciones de
abiertos de X . Sabemos que U es co-compacto por hipotesis. X es claramente
un co-compacto y UN X # ) # X NV. De tal forma, se cumplen las dos
condiciones de la Definicién 3.15. Como f c-transitiva, existe m € N tal que

fFONXNV)#0 y ffUNX)NV #0.

Es decir, f™(U)NV # (.

(b) Sean A = {X,V} y B = {U, X} colecciones de abiertos de X. U
es un co-compacto por hipétesis y X es trivialmente co-compacto. Ademas,
XNV #0#UNX, de donde se cumplen las condiciones para la definicién
de c-transitividad. Como f es c-transitiva, existe n € N tal que

MX)NUNX)#0 y fA(XNV)NU #0.
Entonces f*(V)NU # 0. O

Corolario 3.26. Sean X un espacio compacto y (X, f) un sistema dindmi-
co. Si f es una funcion c-transitiva entonces f es transitiva.

Demostracion. Sean U y V abiertos no vacios de X. Como X es compacto,
X\ U y X\ V son compactos, pues son cerrados dentro de un compacto. Al
tener a U y V' co-compactos, podemos usar el Teorema 3.25 para encontrar
una m € N tal que f™(U) NV # (). Obtuvimos que f es transitiva. O
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Es evidente que c-mezclado débil no necesariamente implica mezclado
débil pues en un espacio topolégico X, existen abiertos no vacios que no
necesariamente tienen complemento compacto. Por ejemplo, sea X = NU{0}
equipado con la topologia discreta. Definimos f: X — X como

f(i) =i+ 2 para cualquier : € NU{0}.

Ya que el espacio X es discreto y la funcién estd definida para cada punto
de X, es evidente que es continua. Como X tiene una cantidad infinita de
puntos, se sigue que X no es compacto. Més ain, para que un subespacio
Y de X sea compacto, es necesario que Y esté conformado por un nitmero
finito de puntos de X. Se sigue que si U es un abierto co-compacto de
X, entonces U solo tiene un ntmero finito de enteros no negativos fuera
de U, es decir, solo tendra fuera una cantidad finita de nimeros pares y
una cantidad finita de impares. Por tanto, U posee una cantidad infinita
de nimeros pares y una cantidad infinita de nimeros impares. Tomamos a
(U1, V1) una pareja co-compacta. Como es necesario que algun abierto de
la pareja sea co-compacto, supongamos que Vi es co-compacto y Uy es un
abierto no vacio, entonces existe x € U;. La definicién de la funcién dice
que habra una cantidad infinita de iteraciones f™ (z) tal que f™!(z) es un
elemento par o una cantidad infinita de iteraciones f™2(z) tal que f2(x) es
un numero impar. Es decir, en este caso existe un natural N tal que f"(x)
pertenece a Vi, para cualquier n > N. En el caso de que Uj sea co-compacto,
la infinidad de elementos en U; nos dice que existe algiin natural IV € N tal
que f™(U1)NVy # ) para cualquier n > N. De ambos casos, f es c-mezclante.
Sabemos que si f es c-mezclante, entonces f es c-débilmente mezclante. Por
tanto f es una funcién c-débilmente mezclante. Pero f no es una funcién
débilmente mezclante, pues si Uy es el abierto que tinicamente contiene a
0 y Uy es el abierto que sélo contiene a 1, la definiciéon de la funcién nos
dice que jama&s existe un natural n tal que f™(Uy) NU; # 0. Entonces basta
definir a las parejas (Uy, Up) y (U1, U1) para mostrar que f no es débilmente
mezclante.

De la Seccién 3.4 sabemos que mezclado débil implica c-mezclado débil y
que ésta a su vez implica c-transitividad. Por tanto, sabemos que mezclado
débil implica c-transitividad. Si ocurriera que c-transitividad implica mez-
clado débil, entonces tendriamos que ser débilmente mezclante es una con-
secuencia de ser c-débilmente mezclante, algo que ya mostramos no ocurre
en general. Concluimos que c-transitividad es una condicién menos estricta
que mezclado débil, de donde se obtiene que c-transitividad y mezclado débil
verdaderamente son conceptos distintos.
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