
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO
POSGRADO EN CIENCIAS FÍSICAS

MODELOS UNIFICADOS DE MATERIA OSCURA,
ENERGÍA OSCURA E INFLACIÓN

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

DOCTOR EN CIENCIAS (FÍSICA)

PRESENTA:
JOSUÉ DE SANTIAGO SANABRIA

TUTOR PRINCIPAL

JORGE LUIS CERVANTES COTA
                      POSGRADO EN CIENCIAS FÍSICAS

MIEMBROS DE COMITÉ TUTOR

AXEL RICARDO DE LA MACORRA PETTERSSON MORIEL
INSTITUTO DE FÍSICA

DARÍO NÚÑEZ ZÚÑIGA
INSTITUTO DE CIENCIAS NUCLEARES

MÉXICO, D. F. NOVIEMBRE 2014



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 





Resumen

Modelos Unificados de Materia Oscura, Energía Oscura e Inflación

por Josué De Santiago Sanabria

En el presente trabajo estudiaremos modelos en que los fenómenos de energía oscura, ma-

teria oscura e inflación, se explican bajo un esquema unificado. Estos tres fenómenos cons-

tituyen los temas más activos de investigación en la cosmología actual debido a su carácter

dominante en la evolución del universo en distintas de sus etapas y a que muchas de sus

características aún son desconocidas. En particular, el desconocimiento actual del origen de

estos fenómenos nos lleva a proponer dos modelos particulares; en el primero los tres fenó-

menos son producidos como resultado de la evolución dinámica de un único campo escalar,

mientras que en el segundo se considera a la materia y energía oscuras como resultado de la

interacción entre un fluido de materia y la energía de vacío. Este segundo modelo posterior-

mente se identifica a otros modelos previamente estudiados en la literatura como el gas de

Chaplygin y los campos escalares.
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Abstract

Unified Models of Dark Matter, Dark Energy and Inflation

by Josué De Santiago Sanabria

In the present work, we will study models in which the phenomena of dark matter, dark en-

ergy and inflation are explained under a unified scheme. These three phenomena are some of

the most active research subjects in modern cosmology due to its dominant role in different

stages of the evolution of the universe, and due to the fact that many of their characteristics

are still unknown. The fact that the origin of these phenomena is unknown, leads us propose

two particular models. In the first one, the three phenomena are produced as a result of the

dynamical evolution of a single scalar field. On the second model, it is considered that dark

matter and dark energy are the result of the interaction between a matter fluid and the vac-

uum energy. The later model will be identified with other models previously considered in

the literature, as the Chaplygin gas and the scalar fields.
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Prefacio

Las pruebas observacionales que soportan la existencia de materia y energía oscuras han lle-

vado a la creación del actual modelo estándar de la cosmología. En este modelo introduce

como componentes del universo a la materia oscura fría y una constante cosmológica, por

lo que es conocido como ΛCDM (Λ Cold Dark Matter). Frente a otros modelos, éste tiene

la ventaja de ser capaz de explicar con el mínimo número de parámetros el amplio rango

de observaciones existentes hasta el momento; sin embargo, tiene diversos problemas tan-

to teóricos como observacionales, que justifican la búsqueda de modelos alternativos para

dar luz sobre los diversos problemas encontrados. Dichas modificaciones deberán ser con-

trastadas con los datos y comprobarse, al menos, que sean tan exitosas como ΛCDM en los

ámbitos en que éste lo es.

La inflación por su parte, fue propuesta originalmente para solucionar diversos problemas de

la teoría de la gran explosión [1, 2] y es actualmente el mecanismo más exitoso para producir

las condiciones iniciales requeridas por el modelo cosmológico estándar para funcionar. En

particular predice correctamente la forma de las perturbaciones primordiales que dieron ori-

gen a la estructura del universo y a las anisotropías de la radiación cósmica de fondo (CMB).

La poca información que se tiene acerca de ese periodo del universo, hace que exista una

gran cantidad de modelos inflacionarios con diferentes orígenes; sin embargo, el aumento

constante en la precisión de las mediciones cosmológicas [3, 4] permite poner cada vez más

restricciones a estos modelos y al mismo tiempo aporta evidencias de que este mecanismo

en efecto ocurrió.

Estos tres fenómenos (energía oscura, materia oscura e inflación) han sido estudiados obser-

vacionalmente debido a sus efectos gravitacionales en la evolución del universo; sin embar-

go, pese a que la precisión de estas observaciones aumenta rápidamente, aún existe un gran

espacio de posibilidades para su comportamiento. Por otro lado aún no se cuenta con un

modelo único del origen microscópico de ninguno de ellos. Para explicar estos fenómenos

será necesario modificar la relatividad general o el modelo estándar de partículas.

El intento de unificación que llevamos a cabo en este trabajo es una idea que ya se ha trata-

do previamente en la literatura [5–13]. El hecho de que estos fenómenos sean considerados
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como separados en la cosmología estándar proviene de que sus efectos se vuelven importan-

tes en épocas distintas del universo (a partir de z = 3400 [4] para la materia oscura y z = 0.5

[14] para la energía oscura), además de que tienen efectos opuestos en la expansión del uni-

verso pues la energía oscura lo acelera mientras que la materia oscura lo desacelera, y por

último por el hecho puramente histórico de que fueron descubiertos en momentos distin-

tos. Sin embargo solo se ha medido el efecto gravitacional de ambos componentes, el cual

no es suficiente para señalarlos como separados [15]. Aunque no hay que olvidar que el mo-

delo estándar de la cosmología actual (ΛCDM ) en que la energía oscura se explica como una

constante cosmológica y la materia oscura como un fluido tipo polvo, se mantiene como el

modelo más simple que explica todas las observaciones y por tanto es favorecido por el prin-

cipio de la navaja de Ockham. De aquí viene la idea desarrollada en el capítulo 4 de modificar

el modelo cosmológico estándar introduciendo una energía del vacío que, a diferencia de la

constante cosmológica, pueda depender del tiempo gracias a su interacción con otros tipos

de materia; esto implica necesariamente que cuando se estudie su comportamiento a nivel

no homogéneo también dependa de la posición, pero sin agregar nuevos grados de libertad.

El hecho de que durante el periodo inflacionario y, posteriormente, durante el periodo ac-

tual se presente en el universo una aceleración positiva sugiere que ambos periodos están

dominados por un tipo similar de materia. Por ello proponemos en este trabajo que se trate

del mismo campo. Sin embargo, esta unificación se lleva a cabo con mayor dificultad que la

primera. Esto porque la gran diferencia en los tiempos cósmicos de ambos fenómenos im-

plica una disparidad enorme en las escalas de energía de la materia que los produce. Como

veremos en el trabajo, esta disparidad se explica incluyendo términos separados para dichos

fenómenos en el Lagrangiano del campo escalar.

La unificación de los tres fenómenos ha sido investigada en diversos trabajos anteriores. En-

tre ellos se encuentra el trabajo de Liddle y Ureña-López [5], donde un único campo escalar

canónico permite la unificación, y que ha sido revisado y extendido en [6–9]. Otros mode-

los de unificación incluyen [10] usando un campo escalar tipo phantom, y [11] usando la

compactificación del modelo 6-dimensional de Salam-Sezgin de supergravedad, donde se

incluye un análisis del espectro de potencias que poseerían las ondas gravitacionales para

ese caso. Los trabajos en los que nos basamos para la unificación triple en el capítulo 3 in-

cluyen la propuesta de Bose y Majumdar [12, 13] de unificar los tres fenómenos basados en

un campo escalar con término potencial cuadrático y término cinético modificado incluido

en el trabajo de Chimento [16]. Dicho trabajo es extendido en el capítulo 3 y un análisis del

sistema dinámico asociado es llevado a cabo en el capítulo 2.

En los últimos años las observaciones relacionadas con el universo han modificado la for-

ma de estudiarlo. La cosmología ha pasado de ser una ciencia con grandes incertidumbres

en sus análisis, a la actualmente conocida como «cosmología de precisión». Nuevos y más

precisas observaciones del universo nos han llevado a entender más su comportamiento y

hacernos preguntas cada vez más particulares acerca de éste. En el presente trabajo estu-

diamos diversas de estas modificaciones. Observamos además que no es posible ignorar el



éxito del modelo estándar, y muchas veces la comparación con los datos observacionales

restringirán las teorías alternativas a regiones en su espacio de parámetros en que son ob-

servacionalmente indistinguibles de ΛCDM . Sin embargo es muy importante analizar las

posibles consecuencias observacionales de los nuevos modelos debido a que, en la era de la

cosmología de precisión, algunas de estas consecuencias podrían ser medidas en un futuro

no muy lejano.

Para estudiar a estos fenómenos existen dos posibles enfoques; uno de ellos consiste en ele-

gir por alguna consideración teórica una modificación particular a relatividad general o una

extensión del modelo estándar de partículas y buscar dentro del nuevo esquema qué nuevo

efecto pueden dar lugar a los fenómenos mencionados. Este enfoque tiene la desventaja de

que actualmente existen una gran cantidad de modelos de este tipo, muchos de ellos, a pesar

de poder reproducir estos fenómenos, también predicen muchos otros que aún no han sido

observados, y por otro lado también incluyen muchos grados de libertad que no pueden ser

fijados con las observaciones actuales. Desde este punto de vista si uno de estos modelos

lograra predecir uno o varios de los fenómenos mencionados a través de un número míni-

mo de grados de libertad, el sentido de economía permitiría situar a dicho modelo como un

candidato fuerte para la explicación de los fenómenos.

Un segundo enfoque, sería el fenomenológico en que se proponen esquemas que den lugar

a las observaciones, sin tomar en cuenta la posible teoría subyacente. Este enfoque tiene la

ventaja de que permite estudiar el comportamiento general de distintas clases enteras de

modelos simultáneamente. Además, al estar más cercano a las observaciones permite en-

tender mejor los mecanismos que dan lugar a estos fenómenos aun sin conocer la teoría

fundamental. Este será el enfoque que tomaremos en el presente trabajo. Para ello haremos

diversas propuestas para explicar a los fenómenos en cuestión, donde la validez de dichas ex-

plicaciones dependerá de su capacidad de reproducir satisfactoriamente las observaciones,

y en segundo lugar de su economía en términos de parámetros libres. Los modelos obteni-

dos bajo este procedimiento provendrán de una teoría fundamental que no se investiga en

el presente trabajo.

Este enfoque fenomenológico tiene libertad de elección al explicar la materia oscura, energía

oscura e inflación como efectos de una gravedad modificada o de un nuevo tipo de materia.

En este trabajo consideraremos estos fenómenos como efectos de un tipo de materia, por lo

cual introduciremos una modificación al tensor de energía-momento en las ecuaciones de

campo. En los capítulos 2 y 3 pensaremos en esta materia como un tipo de campo escalar,

mientras que en el capítulo 4 como una forma de energía del vacío.

En el capítulo 1 se tratan algunos temas básicos de la cosmología moderna que se ocuparán

en el resto del trabajo, y que se incluyen aquí como referencia y con el fin de fijar las conven-

ciones respectivas. Los siguientes capítulos de esta tesis están basados en las publicaciones

de mi autoría que dan soporte a esta tesis, ver referencias [17–24]. El capítulo 2 trata sobre

el análisis dinámico de las ecuaciones cosmológicas asociadas a un universo compuesto por



algún tipo de fluido barotrópico y un campo escalar no canónico; se incluyen los puntos crí-

ticos del sistema y su estabilidad, esto basado en la referencia [19]. En el capítulo 3 se estudia

la posibilidad de que una subclase de estos campos escalares sea la responsable de la uni-

ficación de los tres fenómenos, inflación, energía y materia oscuras ref. [17, 18, 23, 24]. Por

último, en el capítulo 4 se estudia un segundo tipo de modelos capaces de unificar la energía

y materia oscuras. Estos modelos consisten en la existencia de una densidad de vacío que

interactúa con algún fluido de materia; se demuestra que estos modelos pueden generalizar

el popular modelo de unificación conocido como gas generalizado de Chaplygin y también

verse como los campos escalares estudiados en la primer parte de la tesis, esto basado en las

referencias [20–22]. Las conclusiones se darán para cada uno de los capítulos individualmen-

te.



Capı́tulo 1
Introducción

En este capítulo revisaremos los temas básicos para entender el resto del trabajo. La mayor

parte de los temas tratados aquí se encuentran explicados con mayor amplitud en libros es-

tándar de Relatividad General y Cosmología o en artículos de revisión de estos temas. Estos

temas son incluidos aquí para fijar las convenciones apropiadas y como referencia para resto

del trabajo.

1.1. Notación y convenciones en relatividad general

A lo largo de este trabajo se usará la convención, incluida en la mayoría de los textos de re-

latividad, de escribir a las coordenadas en el espacio tiempo con índices griegos xα y a las

coordenadas espaciales con índices latinos xi , donde α va de cero a tres e i de uno a tres.

También se usará la convención de Einstein para la suma de índices repetidos, por lo que el

elemento de línea se podrá escribir simplemente como

d s2 = gµνd xµd xν , (1.1)

donde el tensor métrico gµν tendrá una signatura (−,+,+,+) por lo que los segmentos tem-

poraloides tendrán un elemento de línea negativo. Hay que señalar que esta convención no

es adoptada universalmente en los trabajos de cosmología, y en muchos de ellos se usa la

signatura (+,−,−,−).

El tiempo propio τ está dado en términos del elemento de línea como

dτ2 =−d s2 . (1.2)

La derivada con respecto a él a menudo se calculará como

d

dτ
= uµ∇µ , (1.3)

1



2 Capítulo 1 Introducción

donde uµ es la velocidad dada por d xµ/dτ. La derivada respecto al tiempo cósmico se deno-

tará por simplicidad con un punto

( )̇ = d

d t
. (1.4)

Otras cantidades geométricas útiles incluyen el operador de proyección ortogonal al vector

uµ, dado por P ν
µ = δνµ+uµuν; la razón de expansión asociada a un campo vectorial uµ dada

por

Θ= uµ
;µ ; (1.5)

la deformación cortante asociada a este mismo campo

σµν = 1

2
P α
µ P

β
ν

(
uα;β+uβ;α

)− 1

3
PµνΘ ; (1.6)

y por último su aceleración aµ = duµ/dτ.

Usaremos la convención común en cosmología de hacer las constantes c = ħ = 1. Con ello,

los intervalos temporales y espaciales pueden medirse con las mismas unidades, correspon-

dientes al inverso de la energía. Así, la densidad de energía está dada en unidades de energía

a la cuarta potencia; por ejemplo, la densidad de energía oscura actualmente es alrededor de

(10−3eV )4. Esta densidad puede convertirse a unidades del sistema internacional multipli-

cando por los factores apropiados de c y ħ; para el caso de la energía oscura se obtiene una

densidad de energía del orden de 1Joule/km3.

La gravedad está dada por la ecuación de Einstein

Rµν− 1

2
gµνR +Λgµν = 1

M 2
Pl

Tµν , (1.7)

donde la masa de Planck reducida está dada por MPl = (8πG)−1/2, y los tensores Rµν y R

provienen de las sucesivas contracciones de los índices del tensor de Riemann, el cual está

dado por

Rµ

ναβ
= Γµ

νβ,α−Γ
µ

να,β+Γ
µ
σαΓ

σ
νβ−Γ

µ

σβ
Γσνα . (1.8)

1.2. Dinámica de fluidos

El tensor de energía-momento de un fluido perfecto está dado por

Tµν = P gµν+ (P +ρ)uµuν , (1.9)

donde P es la presión del fluido y ρ su densidad. De aquí se puede observar que la densidad

de energía propia ρ y la velocidad de un fluido uµ corresponden al eigenvalor y eigenvector

del tensor de energía-momento respectivamente

T µ
ν uν =−ρuµ . (1.10)
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Siguiendo a la referencia [25] consideraremos esta relación como la definición de la velocidad

y densidad, y la usaremos para obtener estas propiedades en los campos escalares (Sección

1.4) y en el vacío (Capítulo 4); de este último encontraremos que la velocidad no está bien

definida.

El tensor de energía-momento total satisface la regla de conservación

∇νT µν = 0. (1.11)

En caso de encontrarse presentes varios fluidos I , sus respectivas divergencias no necesaria-

mente se anularán individualmente, sino que serán iguales a los vectores de transferencia de

energía Qµ

(I ) de la forma

∇αT µν

(I ) =Qν
(I ) , (1.12)

donde, de la ecuación de conservación, su suma total es cero

∑
I

Qν
(I ) = 0, (1.13)

y en el caso de que los fluidos no intercambien energía, estos vectores serán cero individual-

mente.

La regla de conservación puede separarse en una componente a lo largo de la velocidad del

fluido y una ortogonal a ésta. La primera corresponde a la expresión relativista de la ecuación

de continuidad

uν∇µT µν =−(ρ+P )Θ− dρ

dτ
= 0, (1.14)

donde Θ proviene de la definición (1.5) correspondiente a la razón de expansión del fluido,

mientras la segunda corresponde a la ecuación de balance de momentos, también llamada

ecuación de Euler

P σ
ν ∇µT µν = (ρ+P )

duσ

dτ
+DσP = 0, (1.15)

donde Dσ =P σν∇ν.

Para el caso en que el tensor de energía-momento tiene la contribución de varios fluidos, los

vectores de interacción de energía definidos en la ecuación (1.12) se pueden descomponer

en la componente en la dirección de la velocidad total y la ortogonal (véase [25–27]) como

Qν
(I ) =Q(I )u

ν+ f ν(I ) , (1.16)

donde la componente ortogonal cumple que fµuµ = 0 y uµ es el eigenvalor del tensor de

energía-momento total. De esta división tendremos que las ecuaciones de continuidad indi-

viduales se escriben como

(ρ(I ) +P(I ))Θ+ dρ(I )

dτ
=Q(I ) , (1.17)
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donde P(I ) es la presión del fluido (I ). Por su parte las ecuaciones de balance de momentos

se escribirán

(ρ(I ) +P(I ))
duσ

dτ
+DσP(I ) = f σ(I ) , (1.18)

donde
∑

I Q(I ) = 0 y
∑

I f σ(I ) = 0. De estas ecuaciones se puede observar que los términos Q(α)

miden la transferencia de energía entre los diversos fluidos, mientras que los f σ(α) miden la

fuerza, o transferencia de momento entre ellos. En el capítulo 4 analizaremos las ecuaciones

de continuidad y de balance de energía para el caso en de dos fluidos interactuantes donde

uno de ellos es el vacío.

Para obtener la evolución de un sistema particular, además de la ecuación de Einstein, es

necesario especificar la ecuación de estado de los fluidos. Un caso común es tener fluidos

con ecuación de estado barotrópica, en que la presión es función únicamente de la densidad

P = P (ρ) . (1.19)

Este tipo de ecuaciones de estado serán satisfechas por los campos escalares puramente ci-

néticos analizados en la sección 3.3 y, bajo las condiciones analizadas en la sección 4.4.1, por

el sistema interactuante de un fluido con el vacío. En estos fluidos, la velocidad del sonido es

única y está bien definida como

c2
bar o = dP

dρ
= P ′(ρ) . (1.20)

por lo que, si P ′ es negativa, estos fluidos son inestables. En [28] se demuestra además que

estos fluidos sirven para unificar a la materia oscura con la energía oscura solo en el caso en

que son indistinguibles del modelo ΛCDM . Esto se observa pues, para formar la estructura

del universo, el fluido debe tener una velocidad del sonido mucho menor que la velocidad

de la luz c2
bar o ¿ c2, 1 lo que restringe la variación de P (ρ) a una constante, que es de hecho

la constante cosmológica.

Un caso de este problema se observa para el del gas generalizado de Chaplygin [30]. Este gas

obedece una ecuación de estado barotrópica dada por

PgCg =−Aρ−α
gCg . (1.21)

Aquíα y A son constantes, la primera adimensional y la segunda con unidades [A] = m4(1+α).

En las referencias [31] y [32] se demuestra que el parámetro α está altamente restringido a la

región en que la presión es aproximadamente constante, −10−5 ¿ α¿ 10−4. Por ello, en la

sección 4.5, buscaremos una versión no barotrópica del gas en que la ecuación de estado

(1.21) solo se satisface a nivel de la cosmología homogénea; en esta versión la velocidad de

sonido del fluido se hará cero, lo cual permitirá reducir las cotas al parámetro α.

1Cuando el fluido tiene más de un grado de libertad podría formar estructura a pesar de tener una velocidad
del sonido alta, como ocurre en los modelos de materia oscura escalar [29].
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Los fluidos barotrópicos más usados en cosmología son aquellos en que la presión es pro-

porcional a la densidad

P = (γ−1)ρ , (1.22)

donde γ es constante 2. Para el caso del vacío γ = 0, ya sea tipo constante cosmológica o

vacío interactuante como el que estudiaremos en el capítulo 4; para para un fluido tipo polvo

como el usado para modelar a la materia oscura fría y a la materia bariónica una vez que se

desacopla de la radiación tenemos γ = 1; para la radiación γ = 4/3; y γ = 2 corresponde al

fluido tipo stiff o duro. En fluidos no barotrópicos también usaremos el parámetro γ definido

como

γ= ρ+P

ρ
, (1.23)

en particular en el análisis del capítulo 2.

1.3. Cosmología básica

Las suposiciones de isotropía y homogeneidad para el universo nos llevan a un espacio que

puede describirse por el sistema de coordenadas (t ,r,θ,ϕ) con el elemento de línea de Fried-

mann-Robertson-Walker (FRW)

d s2 =−d t 2 +a2(t )

[
dr 2

1−kr 2 + r 2(dθ2 + sen2θ dϕ2)

]
. (1.24)

El signo de k especifica la geometría de las subvariedades con tiempo constante, k positiva

corresponde a 3-esferas, k = 0 corresponde a subvariedades planas y k < 0 a generalizacio-

nes 3-dimensionales de una silla de montar. Las suposiciones de isotropía y homogeneidad,

por lo tanto, reducen los elementos libres de la geometría del universo a la constante k y la

función a(t ) conocida como factor de escala.

El tensor de Ricci para este espacio está dado por

R0
0 = 3ä

a
, (1.25)

R i
j =

(
ä

a
+ 2ȧ2

a2 + 2k

a2

)
δi

j , (1.26)

R = 6

(
ä

a
+ ȧ2

a2 + k

a2

)
, (1.27)

con lo que podemos observar que el caso k = 0, aunque corresponde a subvariedades espa-

ciales planas, no corresponde a un espacio-tiempo plano.

2Es común en los textos de cosmología usar también el parámetro ω = γ− 1. Aquí usaremos γ ya que esto
simplificará las expresiones en el capítulo 2.
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Las ecuaciones de Einstein asociadas a esta geometría son conocidas como ecuaciones de

Friedmann. La primera de ellas, correspondiente a la componente (0,0), tiene la expresión

H 2 =
(

ȧ

a

)2

= ρ

3M 2
Pl

− k

a2 , (1.28)

donde el factor de Hubble está dado por H = ȧ/a por lo que esta ecuación diferencial es de

primer orden en el factor de escala. La ecuación asociada a la componente (i , i ) es de segundo

orden en el tiempo y está dada por

Ḣ =− 1

2M 2
Pl

(ρ+P )+ k

a2 . (1.29)

En vez de usar esta ecuación es común usar la ecuación de conservación de energía-momento,

que puede escribirse como

ρ̇+3H(ρ+P ) = 0. (1.30)

De las ecuaciones (1.28 - 1.30), únicamente dos son linealmente independientes y al agre-

garse una ecuación de estado permiten calcular las tres funciones independientes de este

sistema, a, ρ y P como función del tiempo.

La ecuación (1.28) también es a menudo escrita a través de los parámetros

ρc ≡ 3M 2
PlH

2 , Ω= ρ

ρc
, (1.31)

con que puede reescribirse como

Ω−1 = k

a2H 2 . (1.32)

Para el fluido barotrópico, la ecuación de continuidad (1.30) puede integrarse para dar ρ∝
a−3γ. Además, si la cosmología es plana y solo está presente un tipo de fluido, es posible ob-

tener al factor de escala como función del tiempo cósmico a(t ) ∝ (t − t0)
2

3γ , excepto cuando

γ = 0 en cuyo caso la evolución conocida como solución de de Sitter corresponde a una ex-

ponencial a(t ) ∝ eH t , donde el factor de Hubble H es constante para este caso y está dado

en términos de la constante cosmológica H =p
Λ/3.

1.4. Campo escalar no canónico

La forma canónica del Lagrangiano de un campo escalar ϕ está dada por

L =−1

2
gµν∂µϕ∂νϕ−V (ϕ) , (1.33)

la cual es obtenida a partir de los requerimientos de que la teoría tenga una interpretación

de partícula después de su cuantización y que pueda ser resuelta en el límite clásico a partir

de condiciones de frontera apropiadas. El primer término corresponde a la parte cinética y el
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segundo a la potencial. Para el caso en que el potencial es una función cuadrática de la forma

V (ϕ) = m2ϕ2/2, se obtiene la ecuación de Klein-Gordon dada por

m2ϕ−äϕ= 0. (1.34)

A lo largo de este trabajo, sin embargo, usaremos una forma generalizada de este Lagran-

giano; para ello definiremos al término cinético como

X =−1

2
gµν∂µϕ∂νϕ , (1.35)

y el Lagrangiano será una función arbitraria de este término y el campo

L = P (X ,ϕ) . (1.36)

Este tipo de campos escalares con Lagrangianos no canónicos fueron propuestos por prime-

ra vez en cosmología por Armendáriz, Damour y Mukhanov en [33], como candidatos para

producir inflación. Casi inmediatamente, surgieron estudios donde este tipo de campos es-

calares eran propuestos como candidatos de energía oscura [34–36]; dichos campos fueron

designados con el nombre de k-esencia. Estos modelos luego han sido usados en trabajos en

que se propone la unificación de materia oscura y energía oscura [16, 28, 37, 38].

La idea original parte de la acción efectiva de teoría de cuerdas [39, 40], para bajas energías.

Esta acción para un único campo escalar en cuatro dimensiones y en el marco de referencia

de las cuerdas se escribe como

Se f =
∫

d 4x
√

−ĝ
{

Bg (ϕ)R̂ +B (0)
ϕ (ϕ)(∇̂ϕ)2 −α′

[
c(1)

1 B (1)
ϕ (ϕ)(∇̂ϕ)4 + . . .

]
+O (α′2)

}
(1.37)

donde α′ está relacionada con la escala de longitud de la cuerda a través de α′ = λs/2π. Una

transformación conforme con gµν = Bg (ϕ)ĝµν lleva al sistema de referencia de Einstein, en

que la acción tiene la forma

SE =
∫

d 4x
p−g

[
1

2
M 2

PlR +K (ϕ)X +L(ϕ)X 2
]

, (1.38)

donde X está definida en (1.35). Aquí las funciones K y L están dadas en términos de los

acoplamientos originales Bg , B (0)
ϕ y B (1)

ϕ .

A continuación analizaremos las ecuaciones de movimiento de estos campos que usaremos

a lo largo del trabajo. La ecuación de Euler-Lagrange para el Lagrangiano (1.36) está dada por

la expresión usual
∂L

∂ϕ
−∇µ

(
∂L

∂(ϕ,µ)

)
= 0. (1.39)

Sustituyendo la forma del Lagrangiano obtenemos la ecuación de campo como

Pϕ(X ,ϕ)+PX (X ,ϕ)äϕ−2X PXϕ(X ,ϕ)−PX X (X ,ϕ)ϕ,µνϕ
,µϕ,ν = 0, (1.40)
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donde los subíndices X y ϕ denotan las derivadas parciales del Lagrangiano con respecto

a estas variables. Es fácil comprobar que cuando el Lagrangiano está dado por la forma ca-

nónica con un potencial cuadrático, es decir P = X −m2ϕ2/2, se recupera la ecuación de

Klein-Gordon (1.34).

El tensor de energía momento se calcula usando la relación

Tµν =−2
∂L

∂gµν
+ gµνL , (1.41)

con lo que obtenemos

Tµν =ϕ,µϕ,νPX (X ,ϕ)+ gµνP (X ,ϕ) . (1.42)

Siguiendo lo señalado en la sección (1.2), es posible interpretar al campo escalar como un

fluido perfecto, aunque veremos que esta interpretación es bastante limitada. La densidad

del campo está dada por el eigenvalor del tensor de energía momento dado por

ρ = 2X PX (X ,ϕ)−P (X ,ϕ) . (1.43)

La velocidad sería proporcional al eigenvector asociadoφ,µ; sin embargo, en el caso del cam-

po escalar no podemos asegurar que este vector sea siempre temporaloide o que apunte

siempre hacia adelante en el tiempo. La imposibilidad de tener una definición de la velo-

cidad válida en todos los casos nos hace ver que el campo escalar en realidad no es un fluido.

Comparando la forma del tensor de energía momento del campo (1.42) y la del fluido perfec-

to (1.9) podemos ver que, interpretando al campo como un fluido, la presión está dada por la

función

P = P (X ,ϕ) (1.44)

a la que es igual el Lagrangiano del campo; esa es la razón de que le asignáramos este nombre

en la definición (1.36).

Es posible demostrar que la ecuación de conservación del tensor de energía momento del

campo (1.42), dada por T µν
,µ = 0, es equivalente a la ecuación de campo (1.40).

Para una geometría de FRW, debido a la homogeneidad del espacio, el campo dependerá

únicamente del tiempo, por lo que ϕ,i = 0 y el parámetro cinético estará dado por

X = 1

2
ϕ̇2 . (1.45)

Con ello, la ecuación de evolución del campo se simplifica a

ϕ̈PX +3Hϕ̇PX −Pϕ+ ϕ̇2(ϕ̈PX X +PXϕ) = 0, (1.46)
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o también se puede escribir de una forma que recuerda a la ecuación de conservación de

energía-momento de los fluidos (1.30) como

(2X PX −P )̇+6H X PX = 0. (1.47)

1.5. Perturbaciones cosmológicas

Las suposiciones de homogeneidad e isotropía que se hicieron en la sección 1.3 producen

una fenomenología que a menudo no es suficiente para describir propiedades interesantes

de universo. Por ello, se ha vuelto fundamental en la cosmología moderna estudiar las des-

viaciones lineales a esta descripción. Para ello seguiremos a las referencias [25–27, 41], defi-

niendo, para cada tensor que represente alguna cantidad física en el universo, una expansión

del tipo

δT (t , xi ) = T(0)(t )+δT (t , xi ) , (1.48)

donde el primer término corresponde al tensor definido en el fondo homogéneo e isotró-

pico, por ello solo depende del tiempo, mientras que el segundo es una perturbación lineal

asociada.

La métrica de Friedmann-Robertson-Walker para espacio plano, escrita en términos de las

coordenadas (t , x, y, x) tiene como componentes

g (0)
00 = −1,

g (0)
i j = a2δi j ,

g (0)
i j = 0. (1.49)

Partiendo de esta métrica, el tensor perturbado tendrá las componentes

gαβ =
(
−(1+2φ) aB j

aBi a2(δi j +2Ci j )

)
. (1.50)

Los términos Bi y Ci j a menudo se separan en sus partes escalar, vectorial y tensorial, lo

cual para Bi corresponde a una parte que puede escribirse como el gradiente de un escalar

(que llamaremos B sin índices) y otra que corresponde a un vector con divergencia cero; esta

descomposición finalmente queda como

Bi = B,i −Si , (1.51)

Ci j = −ψδi j +E,i j +F(i , j ) + 1

2
hi j , (1.52)

donde B ,ψ y E son escalares; Si y Fi son campos vectoriales con divergencia cero; y hi j es un

campo tensorial tranverso (hi j
,i =0) y de traza cero. En este trabajo estudiaremos únicamente
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las partes escalares de la perturbación, dada por φ, B , ψ y E . Haciendo cero las perturbacio-

nes vectoriales y la perturbación tensorial, finalmente obtenemos el elemento de línea dado

por

d s2 =−(1+2φ)d t 2 +2aB,i d td xi +a2 [
(1−2ψ)δi j +2E,i j

]
d xi d x j . (1.53)

Esta forma de nombrar las partes escalares de la perturbación métrica no es única. En nues-

tro caso seguimos la notación de Wands y Malik [27] basada a su vez en la de Mukhanov [41];

a menudo en la literatura (vease por ejemplo [42]) se usan a los potenciales φ y ψ de forma

intercambiada respecto a nuestra notación; además, es común el uso del escalar h dado por

la traza de Ci j , en este caso h =−6ψ+2∇2E .

Definiendo el vector unitario ortogonal a las superficies de tiempo constante

nµ∝ ∂t

∂xµ
, (1.54)

es posible obtener algunas cantidades geométricas importantes asociadas al elemento de

línea (1.53). Una de ellas es la deformación cortante dada por (1.6) y cuya parte escalar define

al potencial de corte σ como

σi j =
(
∂i∂ j − 1

3
∇2δi j

)
σ , (1.55)

que en términos de los potenciales de la métrica está dado por

σ= a2Ė −aB . (1.56)

Otra cantidad que usaremos es la razón de expansiónΘ= nµ
;µ, que a primer orden está dada

por

Θ= 3

(
H −Hφ− ψ̇+ 1

3a2 ∇2σ

)
, (1.57)

y que a orden homogéneo es proporcional al factor de Hubble.

Como todas las cantidades físicas a nivel lineal están dadas por su valor en el fondo cosmo-

lógico más una perturbación, la energía y presión de la materia estarán dadas por ρ+δρ y

P +δP . La velocidad, al ser un vector unitario, a nivel homogéneo está dada por las compo-

nentes uµ

(0) = (1,0,0,0), pues ningún vector con significado físico puede tener componentes

espaciales en el fondo de FRW o rompería la condición de isotropía. A nivel lineal sus com-

ponentes estarán dados por

uµ =
[

1−φ , a−1∂i v
]

, uµ =
[−1−φ ,∂iθ

]
, (1.58)

donde hemos supuesto como en el caso de la métrica, que la parte vectorial de la perturba-

ción es cero, quedándonos únicamente con el potencial v cuyo gradiente corresponde a la

3-velocidad respecto al tiempo conforme, es decir

∂i v = ∂xi

∂η
= a

∂xi

∂t
. (1.59)
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La cantidad θ está dada por

θ = a(v +B) (1.60)

y es el potencial asociado al momento de la perturbación.

La ecuación de conservación de energía para un único fluido, dada por la ecuación (1.14) a

nivel covariante y por (1.30) a nivel homogéneo, puede escribirse a orden lineal como

δ̇ρ =−3H(δρ+δP )+ (ρ+P )

(
3ψ̇− ∇2

a2 (θ+σ)

)
, (1.61)

mientras que la conservación del momento (1.15) que a nivel homogéneo es idénticamente

cero, a orden lineal se escribe como

(ρ+P )(θ̇+φ)+δP + Ṗθ = 0. (1.62)

Por otro lado, las ecuaciones de Einstein asociadas a las perturbaciones, están dadas por las

ecuaciones de constricción

3H
(
ψ̇+Hφ

)− ∇2

a2

[
ψ+Hσ

]=−4πGδρ , (1.63)

ψ̇+Hφ=−4πG(ρ+P )θ , (1.64)

más las dos ecuaciones de evolución

φ̈+3Hφ̇+Hφ̇− P

M 2
Pl

φ= 1

2M 2
Pl

(δρ+ 2

3
∇2Π) , (1.65)

σ̇+3Hσ+ 1

a2 (ψ+φ) = Π

M 2
Pl

. (1.66)

Las ecuaciones (1.61-1.66) describen a la cosmología a nivel lineal, donde únicamente cuatro

de ellas son linealmente independientes y dos se pueden obtener a partir del resto. Además

de estas 4 ecuaciones, para resolver el sistema se requiere una ecuación de estado perturba-

da, que relacione δP con δρ, la cual puede consistir, por ejemplo, en la especificación de una

velocidad del sonido c2
s = δP/δρ si se trata de un fluido en que esta cantidad tenga una forma

simple, o en el uso de las ecuaciones de campo perturbadas si se trata de un campo escalar;

además, en caso de la presencia de esfuerzos anisotrópicos Π una ecuación extra para ellos.

Así, en total tenemos 6 ecuaciones con las cuales se deben determinar los valores de las can-

tidades perturbadas asociadas al fluido δρ, δP , θ, Π y de las asociadas a la geometría E , B , φ

yψ. Para cerrar el sistema es necesario hacer una elección de norma, lo cual es equivalente a

escoger las coordenadas asociadas al problema.

A lo largo de esta tesis usaremos expresiones independientes de norma, aunque las eleccio-

nes más usuales en la literatura son la norma longitudinal o Newtoniana y la norma síncrona.

En la primera, los campos E y B se hacen cero. Aquí φ se interpreta como el potencial New-

toniano. Gracias a la ecuación(1.66), en ausencia de esfuerzos anisotrópicos, las ecuaciones

se simplifican pues ψ=φ. La norma síncrona consiste en eliminar B y φ. En este caso queda
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una libertad de norma residual que nos permite elegir las iniciales. Normalmente esta liber-

tad se aprovecha haciendo cero la velocidad de alguno de los fluidos θ(I ) = 0. Si este fluido no

tiene presión, la ecuación (1.62) asegura que su velocidad seguirá siendo cero. Usualmente

se elige a la materia oscura fría como dicho fluido; con lo cual se tiene una norma síncrona

que es comóvil a la materia oscura. Aquí hay que señalar que lo anterior solo es posible si

se tiene un fluido sin presión y que no intercambia momento con el resto de las componen-

tes del universo, en el caso de los modelos unificados que estudiaremos en este trabajo, a

menudo las componentes que asociaremos a la materia oscura tendrán presiones pequeñas

pero distintas de cero, con lo cual no se podrá definir simultáneamente una norma síncrona

y comóvil a la materia oscura.

1.6. Función de transferencia de materia

La función de transferencia es una función útil que permite calcular el comportamiento de

las perturbaciones de la materia oscura a partir de las perturbaciones del campo gravitacio-

nal ψ de la norma Newtoniana. En el espacio de Fourier asociado a esta perturbación, se

separa la evolución del campo de la siguiente forma [43]

ψ(k, t ) = 9

10
ψp (k)T (k)

D(a)

a
, (1.67)

donde ψp (k) es el espectro primordial obtenido de inflación, D(a) el factor de crecimiento

de las perturbaciones, el cual en el caso de un universo totalmente lleno con un fluido sin

presión está dado por D(a) = a. Así, la función T (k) es la función de transferencia, la cual

toma en cuenta la evolución diferenciada de las perturbaciones de distintas longitudes de

onda debido a que algunas entran en el horizonte antes de la época de dominación de ma-

teria y otras lo hacen después. Las perturbaciones que entraron al horizonte en la época de

radiación sufren un crecimiento logarítmico; mientras que las otras no. Esto genera un com-

portamiento característico en la función de transferencia dado por [44]

T (k) ∝
1 parak ¿ keq

k/k−2
eq parak À keq .

(1.68)

La ecuación (1.63) para el caso de la norma Newtoniana, se puede convertir en el espacio de

Fourier y en el límite de grandes k en la ecuación de Poisson

ψ=− a2δρ

2M 2
Plk

2
. (1.69)

Con ello se obtiene una ecuación para las perturbaciones de la forma

δρ

ρ
= 3

5

k2

Ωm H 2
0

ψp (k)T (k)D(a) . (1.70)
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Debido a la naturaleza estocástica de las perturbaciones, es útil definir el espectro de poten-

cias como

P (k, t ) =
〈∣∣∣∣δρρ

∣∣∣∣2〉
, (1.71)

el cual queda en términos de la función de transferencia como

k3

2π2 P (k.t ) = δ2
h

(
k

H0

)3+n T 2(k)D2(a)

D2(a = 1)
. (1.72)

Esta ecuación permite comparar la función de transferencia con las observaciones del espec-

tro de potencias adimensional [45]. Usaremos este resultado en la sección 3.6 con el objetivo

de comparar el crecimiento en las perturbaciones de la materia oscura fría y las de nuestro

modelo unificado.





Capı́tulo 2
Sistema dinámico

El estudio de este capítulo está basado principalmente en las referencias [19, 24]. Aquí ana-

lizaremos los campos escalares cuyo Lagrangiano no-canónico está dado por la expresión

separable

L (X ,ϕ) = F (X )−V (ϕ) . (2.1)

Este tipo de Lagrangianos se usarán en el siguiente capítulo para unificar materia oscura,

energía oscura e inflación, ya que tienen la ventaja respecto al caso más general (1.36) en

que las expresiones se ven simplificadas, por ejemplo, la velocidad del sonido adiabática está

dada únicamente como función de X de la forma [17]

c2
s =

FX

2X FX −F
. (2.2)

Por otro lado, como se puede ver en esta misma expresión, estos campos conservan mucha

de la rica fenomenología de los campos no canónicos. En particular, la posibilidad de que

la velocidad del sonido sea distinta de 1; lo cual es importante para que el campo pueda

reproducir la materia oscura, donde se necesita cs ¿ 1 para dar origen a la estructura en el

universo 1.

De este tipo de campos escalares ha sido estudiada su fenomenología en [47, 48]; así como

su comportamiento en el contexto de defectos topológicos en [49]; y sus extensiones de su-

persimetría en [50]; también como generadores de estrellas de bosones en [51]; como medio

para la unificación de materia y energía oscura en [38, 52]; y como medio para la unificación

de los tres fenómenos, materia y energía oscuras e inflación en [12] y en [17].

En este capítulo estudiamos un sistema de ecuaciones diferenciales autónomas asociado a

un universo que contiene al campo escalar más algún fluido ρm con ecuación de estado

1Sin embargo una serie de estudios apuntan a que campos canónicos también pueden generar estructura pese
a tener cs = 1 [46].

15
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constante 2 Este método es equivalente al usado para campos canónicos en [53, 54] y nos

permite identificar el comportamiento general de las soluciones cosmológicas asociadas a

este tipo de Lagrangianos. Este método ha sido aplicado a una gran variedad de modelos

cosmológicos y permite determinar la presencia y estabilidad de distintos tipos de solucio-

nes, por ejemplo aquellas con fases tipo de Sitter o con comportamientos tipo escalamiento

(scaling). Tan solo por citar los trabajos de los últimos años en este tipo de análisis tenemos

[55–64], para distintos modelos particulares.

2.1. Sistema autónomo para L = F (X )−V (ϕ)

Para el campo escalar con Lagrangiano separable, las ecuaciones de Friedmann (1.28, 1.29)

se simplifican a

H 2 = 1

3M 2
Pl

[2X FX −F +V +ρm] , (2.3)

Ḣ =− 1

2M 2
Pl

[2X FX +γmρm] , (2.4)

donde hemos supuesto una métrica FRW plana con un tensor de energía momento com-

puesto por el campo escalar más un fluido barotrópico con ecuación de estado Pm = (γm −
1)ρm .

Si el fluido barotrópico y el campo escalar no interactúan más que a través de la gravedad,

los tensores de energía momento respectivos se conservarán por separado. Para el fluido esto

significa que su densidad evoluciona como ρm ∝ a−3γm en caso de γ constante, mientras que

el campo escalar satisface la ecuación

d

d N
(2X FX −F +V )+6X FX = 0. (2.5)

Aquí la derivada respecto al tiempo se ha sustituido por la derivada respecto al número de

e-folds N dado por d N = d log a. Esta variable puede ser usada en el caso de una métrica

FRW para parametrizar el tiempo siempre y cuando no haya un cambio en el sentido de la

evolución de a, como un rebote (bounce) o un recolapso. Otra forma de obtener N es a través

de la relación d N = Hd t .

Para obtener el sistema autónomo aprovechamos que la densidad asociada a este tipo de

campos escalares puede ser separada en una parte cinética más una potencial ρ = ρk (X )+
2A pesar del uso del subíndice m no estamos suponiendo que el fluido es ρm es tipo polvo. Podría mantendre-

mos γm = (ρm +Pm )/ρm como constante arbitraria, por ejemplo si γm = 4/3 estaremos hablando de un fluido
de radiación.
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V (ϕ), donde ρk = 2X FX −F . Así, definimos las variables

x =
√
ρk

ρc
, (2.6)

y =
√

V

ρc
,

σ = − MPl√
3ρk

d logV

d t
,

donde ρc = 3M 2
PlH

2 es la densidad crítica. Las dos primeras variables son proporcionales a

las densidades cinética y potencial del campo, y la tercera variable es una variable extra que

para el caso de campos canónicos es proporcional a la pendiente del potencial de la forma

σcanonica =−
√

2

3

MPlVϕ
V

sign(ϕ̇) . (2.7)

Debido a las definiciones anteriores, la ecuación de Friedmann (2.3) se puede escribir como

x2 + y2 +Ωm = 1, (2.8)

donde Ωm se define como proporcional a la densidad del fluido barotrópico de la forma

ρm/ρc . Debido a que todos los factores de esta ecuación son positivos, se obtiene la con-

dición sobre x y y de estar acotadas entre 0 y 1.

Usando las definiciones de las variables y las ecuaciones de evolución (2.3, 2.5) podemos

obtener las ecuaciones del sistema dinámico

d x

d N
= 3

2
σy2 + 3

2
x

[
γk (x2 −1)+γm(1−x2 − y2)

]
, (2.9)

d y

d N
= 3

2
y

[−σx +γm(1− y2)+x2(γk −γm)
]

, (2.10)

dσ

d N
= −3σ2x(Γ−1)+ 3σ

2
(γk −2c2

s )

(
1− σy2

γk x

)
, (2.11)

donde hemos introducido dos nuevas variables dadas por

γk = ρk +Pk

ρk
= 2X FX

2X FX −F
, (2.12)

Γ = V Vϕϕ

V 2
ϕ

. (2.13)

El sistema dinámico (2.9, 2.11) por tanto, se compone de tres variables dependientes x, y y

σ que son función de N . El sistema, sin embargo, no es cerrado, pues en general las varia-

bles auxiliares γk , c2
s y Γ dependen del tiempo, con lo que se pueden definir ecuaciones de
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evolución para éstas, por ejemplo

dγk

d N
= 3(γk − c2

s −1)

(
γk −

σy2

x

)
. (2.14)

Sin embargo, las ecuaciones de evolución para c2
s y Γ requerirán terceras derivadas de F y

V , que no es posible obtener a partir de las variables dinámicas definidas hasta ahora, por

lo que se requerirá definir nuevas variables que a su vez requerirán nuevas ecuaciones de

evolución y así sucesivamente.

Para cortar la sucesión de ecuaciones y variables es posible limitar un poco nuestro análisis

al caso en que el término cinético está dado por la ley de potencias

F (X ) = AX η , (2.15)

y el potencial por una ley de potencias o una exponencial

V (ϕ) = Bϕn , o (2.16)

V (ϕ) = V0e−λϕ/MPl , (2.17)

donde A, B , V0,η, n, yλ son constantes. Gracias a esta definición las variables extra se vuelven

constantes. Aquellas relacionadas con la parte cinética adquieren los valores γk = 2η/(2η−1)

y c2
s = γk −1 que para el caso canónico corresponden a γk = 2 y c2

s = 1; por otro lado, la varia-

ble Γ relacionada con el potencial se vuelve 1 para el potencial exponencial o (n −1)/n para

el caso de ley de potencias. Al definir así los potenciales del Lagrangiano, estamos restrin-

giendo el rango de validez de nuestro análisis pero ganamos el que las variables dinámicas

se reduzcan a las 3 originales. El sistema autónomo de tres variables, por tanto, incluye las

ecuaciones (2.9, 2.10) y la ecuación de evolución para σ que se simplifica a

dσ

d N
=−3σ2x(Γ−1)+ 3

2
σ(2−γk )

(
1+ σy2

γk x

)
. (2.18)

Estas tres ecuaciones constituyen un sistema cerrado pues Γ y γk son constantes.

2.2. Puntos críticos

Los puntos críticos del sistema se encuentran en los valores x, y , σ para los que las ecuacio-

nes de evolución se anulan. Estos puntos definen soluciones del sistema autónomo en que

las variables dinámicas son constantes. Además, el análisis de los puntos críticos no solo nos

da información sobre estas soluciones particulares, sino que la estabilidad de estos puntos

críticos nos da información sobre las soluciones cercanas. Así, si el punto crítico resulta ser
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un nodo estable, las soluciones cercanas a éste tenderán al punto crítico para tiempos gran-

des; si es un nodo inestable, las soluciones se alejarán; y si es un punto silla se acercarán por

una de las direcciones y se alejarán por otra.

En este sistema además, debido a que la contribución del campo a la densidad total está dada

por x2 + y2, los puntos críticos corresponden a soluciones en las que dicha contribución se

mantiene constante. Esto puede ocurrir en tres escenarios: (i) si x2 + y2 es igual a uno, en

cuyo caso toda la energía del universo está contenida en el campo escalar y no hay presencia

del fluido barotrópico; (ii) si la densidad del campo es cero, que corresponde al caso en que

toda la densidad del universo está contenida en el fluido barotrópico; o (iii) cuando x2 + y2

se encuentra entre cero y uno, que corresponde a que la densidad del fluido y el campo se

mantienen en la misma proporción al evolucionar en el tiempo. Estas últimas soluciones son

conocidas como tipo escalamiento y son de interés en cosmología pues se ha especulado

que la energía oscura podría haber tenido un comportamiento de este tipo en el universo

temprano, véase [65].

En este análisis primero buscaremos los puntos para los que las ecuaciones de evolución de

x y y (2.9) y (2.10) se anulan sin importar el comportamiento de σ. Si bien estos puntos no

son estrictamente los puntos críticos del sistema, pues no se consideran las tres variables

dinámicas, sí reproducen el comportamiento descrito en el párrafo anterior pues x y y se

mantienen constantes. Luego de encontrar estos puntos, también buscaremos aquellos que

dependen de σ y que, por tanto, necesitan que la ecuación de evolución (2.11) también se

anule para que todas las variables dinámicas sean constantes. Aquellos puntos que coinciden

con los encontrados en el caso canónico cuando F (X ) = X serán etiquetados con caracteres

latinos siguiendo las referencias [19, 66], y aquellos que solo existen en sistemas no canónicos

serán etiquetados con letras griegas. Los primeros podrán reducirse al caso canónico y nos

servirán de guía para mostrar que nuestro análisis es correcto al compararlos con los puntos

críticos reportados en la literatura. Por otro lado, el segundo tipo de puntos críticos serán

interesantes pues representarán comportamientos dinámicos nuevos con respecto al caso

canónico.

(a) El punto xa = 0, ya = 0 corresponde a cuando el campo escalar no contribuye a la den-

sidad de energía total del universo. Este punto existe para todos los campos separables

sin importar sus potenciales escalar y cinético, además puede corresponder a un nodo

inestable cuando γk < γm en cuyo caso el campo escalar puede aumentar su contri-

bución relativa a la densidad del universo incluso si inicia con valores muy pequeños;

también puede corresponder a un punto silla, como de hecho es el caso para los cam-

pos canónicos y todo campo con γk > γm .

Si x = 0 y y 6= 0 la ecuación de estado del campo se reduce a γϕ = 0. Expresado de otra forma,

la relación entre la presión y la densidad del campo en este caso están dadas por P = −ρ,

como es el caso para una constante cosmológica. Debido a ello, este régimen del campo
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es útil para describir fenómenos como la inflación o la energía oscura. Las ecuaciones de

evolución se reducen a

d x

d N
= 3

2
σy2 , (2.19)

d y

d N
= 3

2
γm y(1− y2) , (2.20)

que para volverse cero requieren σ = 0, es decir un potencial que no cambia en el tiempo y,

además, que se cumpla que γm = 0 o y = 1. Resumiendo, tenemos los dos siguientes puntos

críticos

(α) El punto xα = 0, yα = 1 y σα = 0 en que el campo escalar es el único componente del

universo. La vecindad de este punto crítico corresponde al régimen de rodamiento len-

to que es de interés pues puede representar al campo durante el periodo de inflación.

El potencial domina sobre la parte cinética y su derivada respecto al tiempo es cero en

el punto y cercana a cero en la vecindad. Este punto puede ser un punto silla si γk < 0,

es decir, que la parte cinética del campo tiene un comportamiento tipo fantasma. Es-

to es de interés para los modelos inflacionarios pues este comportamiento explicaría

porqué el campo entra inicialmente en una fase de rodamiento lento para salir de ella

posteriormente. Otro comportamiento posible es como un nodo estable para γk > 0.

Este comportamiento es de relevancia para modelar la energía oscura, pues explicaría

la razón de que el campo se acerque a un régimen con P = −ρ para tiempos tardíos.

Para esto último, una posibilidad es el campo canónico que cumple con γk = 2; sin

embargo, en este punto crítico se requiere que σ sea cero y para el caso canónico esta

condición es equivalente a que el potencial potencial sea plano como puede verse en

la ecuación (2.7).

(β) El punto xβ = 0 con yβ arbitrario. En este caso tanto el fluido como el campo tienen una

contribución a la densidad total del universo que se mantiene constante; sin embargo

para su existencia es necesario que γm = 0, es decir, que el fluido se comporte como

una constante cosmológica. Esto es muy restrictivo pues en general estamos pensando

que este fluido se comportará como radiación o polvo. Este punto crítico se comporta

como una línea estable para γk > 0 y como una inestable en caso contrario.

Si y = 0 y x 6= 0 la energía potencial es cero, por lo que la densidad de energía del campo se

encuentra únicamente en su parte cinética y su ecuación de estado se reduce a la de la parte

cinética γϕ = γk . La ecuación de evolución para y se cancela y la de x se reduce a

d x

d N
= 3

2
x(γk −γm)(x2 −1), (2.21)

que es cero cuando x = 1 o cuando las ecuaciones de estado del campo y del fluido coinciden;

lo que nos deja con otros dos puntos críticos:
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(b) Para xb = 1, yb = 0 toda la densidad del universo se encuentra contenida en la parte

cinética del campo. Este punto puede ser inestable si γk es mayor que ambos γm y

σ, puede ser estable si γk es menor que los dos y un punto silla si se encuentra entre

ellos. Para el caso canónico, como γk = 2, este punto nunca será estable; en cambio,

dependiendo del valor de la pendiente del potencial podría presentar los comporta-

mientos de punto estable o punto silla. El punto (xb , yb) podría ser interesante como

nodo estable o punto silla pues en varios modelos de unificación de materia y energía

oscuras, incluido el considerado en el siguiente capítulo, el campo se presenta como

uno puramente cinético, así que la presencia de este punto podría explicar el porqué

el campo ha tendido a perder su componente de energía potencial y además ha em-

pezado a dominar el universo. En el siguiente capítulo usaremos un campo que en la

actualidad satisface la condición de que este punto crítico sea estable; lo que nos per-

mite suponer que el campo se encuentra en un estado en que su energía cinética es

dominante.

(γ) Paraγm = γϕ, con yγ = 0 y xγ arbitrario. Este punto crítico es una línea estable xσ> γk y

de otra forma es inestable. En este punto el fluido y el campo tienen la misma ecuación

de estado y evolucionan como en las soluciones tipo escalamiento. En estas soluciones

ambas componentes de densidad poseen la misma dependencia temporal y su razón

se mantiene constante. Sin embargo el potencial cinético F debe tener una forma par-

ticular para seguir el comportamiento del fluido. Por ejemplo, si F (X ) = AX 2 entonces

la ecuación de estado de la parte cinética está dada por γk = 4/3 y este punto crítico

existirá si el fluido se comporta como radiación. Éste comportamiento de hecho es in-

teresante en el caso del modelo de Scherrer estudiado en [37] y descrito en la sección

3.5; para energías altas dicho modelo tiene un comportamiento cuadrático como el

requerido para comportarse como radiación en la época de dominación de ésta.

Por último, los puntos críticos para los que ambas x y y son distintas de cero. Estos puntos

están presentes únicamente para dos posibilidades del Lagrangiano, cuando es uno canóni-

co con potencial exponencial, como los estudiados en la literatura, o cuando es la suma de

dos leyes de potencias

L = AX η−Bϕn (2.22)

cuyos exponentes cumplen la relación

η= n

2+n
; (2.23)

por ejemplo, esto puede ocurrir para Lagriancianos como L = AX 2 −Bϕ−4. Los puntos crí-

ticos obtenidos en estos casos dependen de σ pero, como será demostrado en la siguiente

sección, para estos Lagrangianos σ es función de las otras dos variables dinámicas y por tan-

to es constante en los puntos críticos.
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(c) El primer punto corresponde a

xc = σ

γk
, yc =

√√√√1− σ2

γ2
k

. (2.24)

En él, el campo escalar es la única contribución a la densidad de energía del universo.

La ecuación de estado del sistema está dada por

γϕ = σ2

γk
, (2.25)

y el punto corresponde a un punto silla para σ2 > γkγm o en caso contrario es un nodo

estable. Este punto solo existe siσ2 > γ2
k yσγk > 0. Aquí hay que aclarar la razón de que,

a pesar de que señalamos que este punto crítico corresponde a un universo cuya única

componente es el campo escalar, en las condiciones de estabilidad aparecen paráme-

tros correspondientes al fluido, el cual no está presente en el universo. La razón de ello

es que las condiciones de estabilidad hablan de soluciones en la vecindad del punto

crítico y no de la solución en el punto crítico mismo. Toda solución en un punto crítico

se mantendrá constante en el punto sin importar si es estable o intestable. En cambio,

las soluciones cercanas pueden alejarse o acercarse al punto crítico dependiendo de su

estabilidad. Este punto crítico en particular, tiene un comportamiento estable cuando

se cumple la desigualdad σ2 ≤ γkγm . En estos escenarios, el campo es casi dominante,

pero hay un poco de fluido, y el universo evoluciona a estados en que el campo domina

todavía más.

(d) El segundo punto corresponde a

xd = γm

σ
, yd =

√
γm(γk −γm)

σ
, (2.26)

que existe cuando se cumple que σ > p
γkγm y γm < γk . Además, este punto es un

nodo estable cuando
σ2(9γm −γk )

8γkγ
2
m

< 1, (2.27)

o una espiral estable en caso contrario. Este punto corresponde a la solución tipo esca-

lamiento encontrada en los campos canónicos; la fracción de la energía total a la que

contribuye el campo está dada por

Ωϕ = x2
d + y2

d = γkγm

σ2 . (2.28)

Aquí es importante notar que en [67] se muestra que el Lagrangiano más general para

el cual existen las soluciones tipo escalamiento es de la forma L = X g (X eλϕ), y sin

embargo este punto crítico existe para Lagrangianos de la forma (2.1) que no pueden

reducirse a los considerados en [67]. La razón de esta discrepancia es que en el trabajo

referido se hace la suposición de que existe algún tipo de interacción no gravitacional
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entre el campo y el fluido barotrópico, la cual no se aplica a este trabajo. Hay que to-

mar en cuenta que, si se usa un campo escalar para modelar a la energía oscura y éste

se tiene un comportamiento tipo escalamiento en el universo temprano, es necesario

algún proceso que saque este comportamiento pues de otra forma su densidad no po-

drá dominar en el universo actual; este proceso, sin embargo, no se observa en estos

modelos pues este punto es estable siempre que existe.

Un resumen de los puntos críticos y su estabilidad se presenta en la tabla 2.1.

2.2.1. Puntos críticos en infinito

Los puntos críticos a, b, c, α, β y γ fueron obtenidos suponiendo que las variables dinámicas

eran finitas. Esta suposición siempre se cumple para x y y . Como puede verse de la ecuación

(2.8) pues ambas variables son menores o iguales que uno. Sin embargo, de la definición de

σ (2.6) es posible que sea infinito cuando la energía cinética o potencial del campo tienden a

cero. Para estudiar estos casos definimos la variable alternativa σ̃= 1/σ con la cual podemos

obtener un sistema autónomo de ecuaciones y estudiar el régimen cuando tiende a cero.

Considerando γk y Γ las ecuaciones de evolución (2.9, 2.10, 2.18) se convierten en

d x

d N
= 3

2

y2

σ̃
+ 3

2
x

[
γk (x2 −1)+γm(1−x2 − y2)

]
, (2.29)

d y

d N
= 3

2
y

[
− x

σ̃
+γm(1− y2)+x2(γk −γm)

]
, (2.30)

dσ̃

d N
= 3x(Γ−1)++3

2
(γk −2)

(
σ̃− y2

γk x

)
. (2.31)

Para tener un punto crítico con σ̃= 0 se debe asegurar que los términos y2/σ̃ y x y/σ̃no diver-

jan. Estos términos pueden ser calculados si consideramos que los términos del Lagrangiano

tienen la forma (2.15 - 2.17). Para el potencial tipo ley de potencias, la variable σ̃ queda de la

forma

σ̃=− 1

nMPl

√
3(2η−1)A

2
sign(ϕ̇)ϕX (η−1)/2 , (2.32)

y los factores

y2

σ̃
= − nB

3MPlH 2

√
2

3(2η−1)A
sign(ϕ̇)ϕn−1X (1−η)/2 , (2.33)

x y

σ̃
= − n

3MPlH 2

√
2B

3
sign(ϕ̇)ϕ(n−2)/2X 1/2 . (2.34)

Para que los tres términos se vuelvan cero al mismo tiempo se necesita queϕ= 0 y n > 2. Con

esta condición, la variable y también se vuelve cero y las ecuaciones de evolución se reducen
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a

d x

d N
= 3

2
x(x2 −1)(γk −γm) , (2.35)

d y

d N
= 0, (2.36)

más las condiciones de ϕ= 0 y n > 2. Estas ecuaciones de evolución se anulan en tres casos,

cuando x vale 0 o 1, o cuando γk = γm . Estos tres puntos corresponden a los previamente

estudiados (a), (b), y (γ), respectivamente.

La segunda posibilidad es que el potencial sea exponencial, en cuyo caso y no puede ser cero

excepto cuando V0 = 0 que es el caso en que no hay potencial. Debido a esto, y2/σ̃ diverge

cuando σ̃→ 0 y no hay punto crítico. Con esto podemos concluir que no hay puntos críticos

extra para σ → ∞; sin embargo este estudio era necesario para asegurar que hubiéramos

considerado todo el espacio dinámico de parámetros.

2.3. Simetría en el sistema autónomo

El sistema autónomo obtenido en la sección 2.1 se compone, en su mínima expresión, de

tres ecuaciones de evolución para tres variables independientes x, y y σ. Esto es de esperar

pues el sistema original tenía tres grados de libertad, lo cual puede verse si consideramos que

(dado un Lagrangiano particular y una ecuación de estado para el fluido barotrópico) un es-

tado inicial está totalmente definido si conocemos a un tiempo inicial el valor del campo, su

derivada y la densidad de energía del fluido barotrópico. Con estos datos es posible calcular

el parámetro de Hubble y la evolución de las variables del sistema usando las ecuaciones de

evolución correspondientes. Así, el número de grados de libertad del sistema autónomo que

se deriva debe ser el mismo, 3. Sin embargo, en la literatura encontramos que para el caso

canónico es posible definir un sistema autónomo de solo dos variables (x, y). En este caso

σ se puede hacer constante tomando un potencial exponencial V ∝ e−λϕ/MPl , pues, de su

definición (2.6), se puede obtener

σ=
√

2

3
λ . (2.37)

En esta sección veremos que esta reducción en los grados de libertad del sistema proviene de

una simetría en el sistema que también puede aplicarse, aunque con algunas modificaciones,

al caso no canónico, permitiéndonos en ciertos casos reducir a dos el número de variables del

sistema autónomo. Una demostración de que la presencia de un grupo de simetrías ayuda a

reducir los grados de libertad de un sistema dinámico se incluye en el apéndice B.

Para el campo canónico con potencial exponencial, la transformación de simetría involucra-

da en el sistema es descrita en la referencia [68], y está dada por

(ϕ, X , ρm) 7→ (ϕ+ξ, e−λξ/MPl X , e−λξρm) . (2.38)
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Observamos que las ecuaciones de evolución para el sistema pueden reducirse a tres ecua-

ciones para las variables (ϕ, X ,ρ) dadas por

dϕ

d N
= sign(ϕ̇)

p
2X

H
,

d X

d N
= −6X −V0e−λϕ/MPl sign(ϕ̇)

p
2X

H
,

dρm

d N
= −3γmρm , (2.39)

donde la primera ecuación proviene de la definición de X , y las siguientes dos son las ecua-

ciones de continuidad para el campo y el fluido, respectivamente. Este conjunto de ecuacio-

nes de evolución está completo si consideramos al factor de Hubble como función de las tres

variables dinámicas a través de la ecuación de Friedmann

H(ϕ, X ,ρm) = 1p
3MPl

√
X +V0e−λϕ/MPl +ρm , (2.40)

con lo cual la transformación actúa indirectamente sobre H de la forma

H 7→ H−λξ/2MPl . (2.41)

Es fácil comprobar que las ecuaciones de evolución son invariantes ante la transformación

(2.38) y así esta simetría permite reducir el número de ecuaciones de evolución si se expresan

en términos de variables que también sean invariantes ante la transformación. En este caso

x y y son invariantes como se puede comprobar de la definición que para este caso particular

está dada por

x =
p

Xp
3MPlH

, y =
p

V0e−λϕ/2MPl

p
3MPlH

. (2.42)

Para el caso no canónico también podemos encontrar una transformación de simetría y re-

ducir el número de variables en ciertas condiciones. Primero, consideremos las ecuaciones

de evolución cuando los términos cinético y potencial del campo son leyes de potencias co-

mo en las ecuaciones (2.15, 2.16). Las ecuaciones estarán dadas por

dϕ

d N
= sign(ϕ̇)

p
2X

H
,

d X

d N
= − 1

Aη(2η−1)X η−1

[
Bnϕn−1

p
2X (signϕ̇)

H
+6ηAX η

]
,

dρm

d N
= −3γmρm , (2.43)

que al igual que en el caso canónico corresponden a la definición de X y las dos ecuaciones

de continuidad, y constituyen un sistema cerrado si se considera al factor de Hubble como
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función de ϕ, X y ρm a través de la ecuación de Friedmann

H(ϕ, X ,ρm) = 1p
3MPl

√
(2η−1)AX η+Bϕn +ρm . (2.44)

Para este caso proponemos la transformación

(ϕ , X ,ρm) 7→ (ξ2ηϕ ,ξ2n X ,ξ2nηρm) , (2.45)

la cual transforma también de forma indirecta al factor de Hubble como H 7→ ξnηH . Es fácil

ver que esta transformación deja invariante al conjunto de ecuaciones (2.43) únicamente en

los casos particulares en que se cumple

η= n

2+n
. (2.46)

Ésta de hecho es la misma ecuación que (2.23), la cual era una condición para la presencia

de los puntos críticos (c) y (d). Vemos que esta condición implica que el sistema dinámico se

puede reducir a dos variables.

Para ello, es necesario definir variables que sean invariantes ante la simetría, lo cual se puede

comprobar que es el caso para x, y yσ, por lo que dos cualesquiera de estas tres variables son

suficientes para definir la evolución del sistema. Si escogemos x y y para describir al sistema,

el hecho de que en las ecuaciones de evolución (2.9, 2.10) aparezca la variable σ lo único que

indica es que esta variable es suceptible de escribirse en términos de las otras dos. En efecto,

podemos comprobar que para este caso

σ= s

(
x

y

)2/n

, (2.47)

donde s es una constante dada por

s ≡−
√

2

3
MPlnB 1/n(A(2η−1))−1/2η . (2.48)

De esta relación podemos escribir el sistema de ecuaciones en términos de solo dos variables

como

d x

d N
= 3

2
x

[
s y

( y

x

)2/γk +γk (x2 −1)+γm(1−x2 − y2)

]
,

d y

d N
= −3

2
sx2

( y

x

)2/γk + 3

2
y
[
γm(1− y2)+x2(γk −γm)

]
, (2.49)

donde usamos la relación γk = 2n/(n −2) que se satisface solo en estos casos.

Los puntos críticos obtenidos en la sección 2.2 son válidos también para el sistema de dos va-

riables. De hecho los puntos críticos (c) y (d) solo son válidos cuando el sistema es suceptible

de escribirse en términos de dos variables, ya sea que el Lagrangiano sea canónico con po-

tencial exponencial o que sea la suma de dos leyes de potencias cuyos exponentes cumplen
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la relación (2.46). Podemos ver que estos dos puntos dependen deσpero ésta es constante en

el caso canónico, donde se cumple la relación (2.37). Para el caso no canónico, cuando estos

puntos críticos son válidos σ es función de x y y de la forma (2.47), con lo que las expresio-

nes para ambos puntos críticos deben obtenerse de sustituir esta expresión para σ y resolver

para x y y . En el caso del punto (c) estas ecuaciones no pueden resolverse de manera exacta,

quedando el sistema de ecuaciones

xc = s

γk

(
xc

yc

)2/n

, x2
c + y2

c = 1. (2.50)

Para el punto (d) las ecuaciones sí se pueden resolver quedando

xd =
√
γm(γk −γm)

s

(
γm

γk −γm

)1/γk

, yd = γk −γm

s

(
γm

γk −γm

)1/γk

. (2.51)

2.4. Análisis del espacio fase

En esta sección graficamos el espacio fase definido por las ecuaciones (2.9), (2.10 y (2.18)

para diversos Lagrangianos. Un caso interesante es cuando el Lagrangiano satisface la ecua-

ción (2.46) pues para estos sistemas existe una solución tipo escalamiento, además de que

el número de variables del sistema se puede reducir a dos. Esto ocurre, por ejemplo, para

un Lagrangiano de la forma L = AX 2 −B/ϕ4. Los parámetros extra en las ecuaciones de

evolución están dados por γk = 4/3 y Γ = 5/4. En las figuras 2.1, 2.2 y 2.3 podemos ver pro-

yecciones del espacio fase de tres dimensiones obtenido de soluciones con condición inicial

σ= 1.5. Podemos ver que en este espacio las soluciones se acercan a los puntos críticos (c) y

(d) dependiendo las condiciones iniciales. Estos puntos críticos forman dos curvas sobre el

espacio fase.

Sin embargo, como lo vimos en la sección anterior, estos sistemas en los que los puntos críti-

cos (c) y (d) existen son, de hecho, sistemas de dos dimensiones, pues σ cumple la condición

(2.47). En estos casos, dado un Lagrangiano como L = AX 2 −B/ϕ4 con valores particulares

de A y B , σ es función de las otras dos variables dinámicas. Con ello vemos que el espacio

tridimensional graficado en las figuras 2.1 a 2.3 está considerando de hecho distintos La-

grangianos y no únicamente distintas condiciones iniciales para el mismo Lagrangiano. Un

espacio fase para un solo campo escalar con un Lagrangiano definido, por tanto, se obtendrá

de graficar las ecuaciones (2.49), y será de solo dos dimensiones. En la figura 2.4 se grafica

el espacio para el caso S = 4 que significa que AB = 4M 4
Pl/27 con un fluido barotrópico tipo

polvo. En la figura se pueden observar los siguientes puntos críticos:

(a) El punto (0,0) que en este caso es un punto silla.

(b) El punto (1,0) que es un nodo inestable.
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FIGURA 2.1: Proyección del espacio fase sobre el plano (x, y) para un Lagrangiano de la for-
ma L = AX 2 − B/ϕ4, con condición inicial σ = 1.5. Las soluciones tienden a los puntos
críticos (c) (linea verde) y (d) (segmento de círculo rojo). Este comportamiento también se
observa en las figuras 2.2 y 2.3 que corresponden al mismo sistema proyectado sobre otras
direcciones. El sistema tridimensional para este caso en realidad comprende Lagrangianos
con valores de A y B distintas. El espacio fase mínimo para un solo Lagrangiano está grafi-

cado en la figura 2.4.
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FIGURA 2.2: Proyección del espacio fase sobre el plano (x,σ) para un Lagrangiano de la for-
ma L = AX 2 −B/ϕ4. Ver la explicación en la figura 2.1.

y 
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FIGURA 2.3: Proyección del espacio fase sobre el plano (x,σ) para un Lagrangiano de la for-
ma L = AX 2 −B/ϕ4. Ver la explicación en la figura 2.1.

(c) Este punto corresponde a un punto silla, en que la densidad del campo domina el

universo.

(d) El punto (31/4/4, 3−1/4/4) corresponde a una espiral estable.

Los otros puntos críticos no están presentes en este ejemplo.

El campo escalar canónico con potencial exponencial es el otro caso en que el espacio fase

puede reducirse a dos variables. En este caso σ es una constante dada por la ecuación (2.37).

En la figura 2.5 podemos ver el comportamiento para σ = 1.5 con γm = 1, es decir un fluido

tipo polvo.

Cuando la condición (2.46) no se satisface, el número de variables no puede reducirse, que-

dando en tres; tampoco existen los puntos críticos (c) y (d) para estos casos. En la figura 2.6

graficamos el sistema para el Lagrangiano L = AX 2−Bϕ2, en que los valores de los paráme-

tros auxiliares son γk = 4/3 y Γ = 1/2. Podemos ver que el sistema evoluciona hacia valores

grandes de σ, pues en este caso σ∝ 1/ϕ por lo que el sistema llega a σ infinito en un tiempo

finito; en ese momento la variable σ no es útil para describir el sistema. También podemos

ver que las soluciones no tienden a ningún punto crítico.
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x
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(a) (b)

(c)

(d)

FIGURA 2.4: Espacio fase para el sistema dinámico correspondiente a un campo escalar con
Lagrangiano L = AX 2−Bϕ−4 más un fluido barotrópico tipo polvo. Se observan los puntos

críticos (a), (b), (c) y (d).
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FIGURA 2.5: Espacio fase para el campo escalar canónico con potencial exponencial y σ =
1.5. El espacio fase para este sistema tiene dos dimensiones. Las soluciones tienden al punto

crítico (d), la solución tipo escalamiento
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FIGURA 2.6: Espacio fase para el Lagrangiano L = AX 2 −Bϕ2 con un fluido tipo polvo. Las
soluciones no tienden a ningún punto crítico y evolucionan a σ→∞ para tiempos finitos

pues este parámetro es proporcional a ϕ−1 en este caso.

2.5. Sistema autónomo durante un Gran Rebote

Un gran rebote (Big Bounce) es un escenario para el universo temprano en que se considera

que el actual estado de expansión del universo fue precedido por un estado inicial de colapso

en que ȧ < 0. Este escenario se ha propuesto como alternativa de inflación debido a que

algunos estudios sugieren que podría producir perturbaciones primordiales similares [69–

71], pero sin la presencia de un punto singular en el pasado pues se supone que el paso del

estado de colapso al de expansión ocurre para a 6= 0. Estos modelos se han estudiado en

distintos esquemas por ejemplo pre-big-bang [40, 72], universo ecpirótico [73–77], universo

cíclico [78, 79] o modelos con campos múltiples [80].

En esta sección estudiaremos cómo, cuando se permite que la densidad del campo esca-

lar sea negativa, es posible obtener un rebote en el marco de las ecuaciones de Friedmann

usuales. Debido a que las variables dinámicas definidas previamente en este capítulo no son

útiles para describir este fenómeno, redefiniremos el sistema siguiendo la referencia [80]. Pa-

ra obtener un rebote, encontraremos que el campo escalar debe violar la condición nula de

energía dando origen a inestabilidades; aunque diversos trabajos se han hecho para propo-

ner modelos en que dichas inestabilidades no están presentes [75, 81, 82] se ha argumentado

que esto no sea posible en el marco de los campos escalares estudiados aquí, ver por ejem-

plo [83, 84]; sin embargo, aquí no estudiaremos estas inestabilidades y nos restringiremos a

la cosmología homogénea.

Las ecuaciones dinámicas estudiadas en este capítulo presentan varios problemas durante

un rebote, los cuales provienen de que fueron planteadas para un universo que supusimos

en expansión. El primer problema con que nos encontramos es que durante un rebote el

factor de Hubble cruza por H = 0, por lo que las variables x y y definidas en (2.6) podrían

diverger. Otro posible problema es que, dependiendo del mecanismo por el que el rebote se
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produzca, es posible que las ecuaciones de Einstein no sean válidas. No consideraremos es-

ta posibilidad, pero si este no es el caso y la relatividad general es válida y además estamos

en un universo plano, la ecuación de Friedmann implica que durante el rebote la densidad

total del universo es cero. Para que esto pase existen dos posibilidades, que todos los cam-

pos del universo anulen sus densidades durante el rebote o, si alguno de estos campos tiene

densidad positiva, deberá existir un campo con densidad negativa para que el total sea cero.

Consideraremos aquí al fluido barotrópico que hemos usado en nuestros análisis como la

suma de todos los campos con densidad positiva y al campo no canónico como aquel con

densidad negativa que contrarreste al resto. Sin embargo las variables dinámicas x y y se

vuelven imaginarias en este caso.

Para eliminar los dos problemas anteriores definiremos nuevas variables que sean bien com-

portadas cuando H sea cero y cuando las densidades del campo sean negativas. Suponiendo

que la densidad de energía cinética del campo no se anula, definimos

x̃ =
p

3MPlH√|ρk |
,

ỹ =
√∣∣∣∣ V

ρk

∣∣∣∣sign(V ) , (2.52)

que están relacionadas con las variables de nuestro análisis original como x̃ = 1/x y ỹ = y/x,

en el régimen en que están definidas.

Otro problema con el análisis del rebote es que la variable independiente que hemos estado

usando como sustituto adimensional del tiempo N , dada por la integral
∫

Hd t , deja de tener

una relación invertible con el tiempo pues es decreciente antes del rebote y después de éste

se vuelve creciente. Para salvar este problema, si la variable original podía verse como

d N = Hd t =
√

ρc

3MPl
d t , (2.53)

la nueva variable la definiremos como

d Ñ =
√

|ρk |
3M 2

Pl

d t . (2.54)

La cual tendrá una relación invertible con el tiempo aún durante el rebote, siempre que ρk

no se haga cero, que era una condición que necesitamos también para que x̃ y ỹ estén bien

definidas.



34 Capítulo 2 Sistema dinámico

Las ecuaciones de evolución para estas nuevas variables se pueden obtener a partir de las

originales (2.9 - 2.11) como

d x̃

d Ñ
= 3

2
ỹ |ỹ |(γm − x̃σsign(ρk ))+ 3

2
(x̃2 − sign(ρk ))(γk −γm) ,

d ỹ

d Ñ
= 3

2
ỹ

[
γk x̃ −σ(1+ ỹ |ỹ |sign(ρk ))

]
,

dσ

d Ñ
= −3σ2(Γ−1)+ 3σ

2
(γk −2c2

s )

(
x̃ − σỹ2

γk

)
, (2.55)

donde hemos conservado aσ como la tercera variable dinámica con la misma definición que

en las secciones anteriores (2.6) pues sí está bien definida durante el rebote.

2.6. Condiciones para un Gran Rebote

Los puntos críticos del sistema con variables dinámicas (x̃, ỹ) son los mismos que los del

sistema con (x, y) debido a la relación que existe entre éstas, en el régimen en que ambos

conjuntos de variables están definidos. Además de los puntos críticos, el sistema de ecuacio-

nes (2.55) nos permite obtener información sobre las condiciones para que se produzca un

rebote en un escenario como el que planteamos en este capítulo, es decir, en que se cumplen

las ecuaciones de Einstein, el universo está descrito por una métrica de FRW plana y contiene

un fluido barotrópico con densidad de energía positiva y un campo escalar no canónico con

Lagrangiano L = F (X )−V (ϕ) que puede tomar valores negativos de densidad de energía. 3

El sistema de variables (x̃, ỹ) debe satisfacer una constricción proveniente de la ecuación de

Friedmann que aquí puede escribirse como

x̃2 − ỹ |ỹ |− Ω̃m = 1 · sign(ρk ), (2.56)

donde Ω̃m =Ωm/|ρk | está relacionada con la densidad del fluido barotrópico y es no negati-

va. De esta ecuación obtenemos la condición

x̃2 − ỹ |ỹ | ≥ 1 · sign(ρk ), (2.57)

que deben cumplir x̃ y ỹ y que define las regiones permitidas del espacio fase.

El signo de ρk juega aquí un papel importante en la determinación de estas regiones. Para el

caso de un campo no fantasma (non phantom) en que ρk > 0 se obtiene

x̃2 − sign(V )ỹ2 ≥ 1, (2.58)

3Como nos interesa el sistema únicamente en tiempos cercanos al rebote, no estudiaremos la evolución de
σ, y nos concentraremos en las otras dos variables, así que las gráficas bidimensionales presentadas en esta
sección deberán considerarse únicamente como representaciones esquemáticas del espacio fase completo con
tres variables.
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que para ỹ positiva corresponde a la región dentro de las ramas de la hipérbola x̃2 − ỹ2 = 1,

y para ỹ negativa a la región fuera de la circunferencia x̃2 + ỹ2 = 1. En la figura 2.8 hemos

graficado el espacio fase para este caso y la región en blanco corresponde a aquella que no

cumple la constricción.

Si el campo es tipo fantasma (phantom), es decir su energía cinética es negativa, la región

permitida del espacio fase está dada por

x̃2 − sign(V )ỹ2 ≥−1, (2.59)

que corresponde a la región debajo de la rama positiva de la hipérbola ỹ2−x̃2 = 1 como puede

verse en la región graficada en la figura 2.9.

El signo de la variable x̃ define el tipo de cosmología en que nos encontramos donde un

signo:

positivo corresponde a un universo en expansión,

negativo corresponde a un universo en contracción y

cero puede corresponder a un rebote, un recolapso o un universo estático.

Para x̃ = 0 será la derivada la que nos de información acerca de si se trata de un rebote, en

que el universo pasa de un estado de contracción a uno de expansión, o un recolapso en que

ocurre lo contrario. Así

d x̃
d Ñ

> 0 corresponde a un rebote,

d x̃
d Ñ

< 0 corresponde a un recolapso y

d x̃
d Ñ

= 0 no da suficiente información para saber de qué se trata.

En las ecuaciones de evolución (2.55) tenemos suficiente información para determinar las

condiciones cuando ocurre un rebote, pues éste corresponde a cuando x̃ = 0 y su derivada es

positiva, la cual en este punto está dada por

d x̃

d Ñ
= 3

2

[(
γm −γk

)
sign(ρk )+γỹ |ỹ |] . (2.60)

Para que sea positiva tenemos que ỹ debe cumplir

ỹ >
√∣∣∣∣γk −γm

γm

∣∣∣∣sign(ρk (γk −γm)) . (2.61)

Para que el rebote sea posible, esta condición debe ser compatible con la condición prove-

niente de la ecuación de Friedmann (2.57) para x̃ = 0

ỹ ≤ sign(−ρk ) . (2.62)
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FIGURA 2.7: Espacio fase para un campo escalar canónico con potencial exponencial más
una componente de radiación. Todas las soluciones que cruzan x̃ = 0 corresponden a reco-

lapsos, un rebote no es posible.

El signo de ρk una vez más juega un papel importante pues determina las condiciones ba-

jo las cuales las dos desigualdades anteriores pueden ser satisfechas simultáneamente. Para

que esto ocurra en un campo con energía cinética positiva, es necesario tener γk < 0. Por

ejemplo, para el campo escalar canónico en que la energía cinética es positiva con F (X ) = X ,

la ecuación de estado cinética es γk = 2 por lo que este campo no puede dar origen a un rebo-

te, como fue mostrado en [85], y puede verse en el espacio fase 2.7. Un rebote correspondería

a una solución que va de la región de colapso (x negativa) a la región de expansión (x posi-

tiva) como ocurre en el ejemplo de la figura 2.8 correspondiente a γk = −4; pero en el caso

canónico todas las soluciones que cruzan x = 0 van en sentido contrario, correspondientes a

recolapsos.

Para un campo con energía cinética negativa, la condición para que un rebote sea posible es

tener γk > 0. El campo tipo fantasma propuesto originalmente en que el signo del término

cinético en el Lagrangiano era simplemente invertido F (X ) = −X tiene γk = 2 por lo que

satisface la condición. En la figura 2.9 esto puede verse pues hay soluciones que cruzan el eje

vertical de izquierda (región de un universo en contracción ) a derecha (región de un universo

en expansión).

También podemos preguntarnos sobre la posibilidad de que un campo cuya energía esté

almacenada únicamente en la componente cinética produzca un rebote. En el lenguaje del

espacio fase, lo anterior significaría una solución que va de izquierda a derecha y pasa por

el punto (0, 0). Esto solo es posible para campos con energía cinética negativa que cumplan

γk > γm . En el ejemplo de la figura 2.9 con el campo fantasma esto es posible, pero en la

figura 2.10 tenemos un caso en el que no. Las condiciones obtenidas aquí, como veremos
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FIGURA 2.8: Proyección del espacio fase para un campo no canónico con energía cinéti-
ca positiva, γk = −4 y σ ∼ p

2/3, más un fluido tipo radiación. El rebote ocurre cuando las
soluciones cruzan la línea roja de izquierda a derecha.
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FIGURA 2.9: Espacio fase para un campo tipo fantasma con F (X ) = −X y potencial expo-
nencial más un fluido de radiación. El rebote puede ocurrir cuando las soluciones cruzan
de x̃ negativa a positiva (línea roja). También podemos observar el punto crítico (d) que en

este caso es una espiral estable

y 

jj 

Pm < o 
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FIGURA 2.10: Proyección del espacio fase para un campo escalar con energía cinética nega-
tiva, γk = 7/6,σ∼−p2/3 y un fluido tipo radiación. El rebote es posible para algunos valores

del campo (línea roja), pero no cuando el potencial se anula (ỹ = 0).

a continuación, pueden generalizarse para casos en que el campo tenga energía cinética y

potencial.

Para generalizar las condiciones del párrafo anterior a campos con potencial distinto de cero,

debemos observar que la densidad total del campo debe ser negativa, pues durante el rebote

debe cancelar a la densidad proveniente del fluido barotrópico. Además, la ecuación de esta-

do del campo γϕ debe ser mayor que la del fluido barotrópico para asegurar que el campo de

diluya más rápido al crecer el factor de escala, y así que la densidad de energía sea positiva

tanto antes como después del rebote, como puede verse en la figura 2.11. En caso contrario

la energía total será positiva solo para a < ar ebote , lo cual corresponde a un recolapso y no a

un rebote.

Estas dos condiciones son equivalentes a las desigualdades en términos de las variables di-

námicas. La condición de tener densidad del campo negativa puede traducirse a la expresión

(2.62), mientras que la condición de tener una ecuación de estado del campo mayor que la

del fluido puede ser reescrita después de un poco de álgebra como la desigualdad (2.61).

La condición de que el campo tenga una densidad de energía negativa y una ecuación de

estado mayor que la del fluido barotrópico, implican una violación a la condición de energía

nula (NEC por sus siglas en inglés) que restringe ρϕ+ pϕ a ser positivo, como puede verse

en la figura 2.12. En los últimos años, se ha escrito una extensa literatura estudiando campos

que violan esta condición de energía, con el principal interés de estudiar modelos de energía

oscura con γde < 0, los cuales están ligeramente favorecidos por las mediciones [65]. Sin em-

bargo, estos campos tienen distintos tipos de inestabilidades, por ejemplo, velocidades del

sonido imaginarias que dan lugar al crecimiento exponencial de inhomogeneidades [86, 87];
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FIGURA 2.11: Densidades del fluido barotrópico (línea azul), el campo escalar (línea roja) y
la densidad total de universo (línea verde), como función del factor de escala. La densidad
del campo debe decrecer más rápido que la del fluido para tener energía positiva en la región

con a grande

o decaimientos espontáneos del vacío en partículas del campo [88–90]. La inclusión de tér-

minos de orden mayor en el Lagrangiano se ha propuesto como un método para obtener

campos cuyas partículas asociadas tienen energía positiva; estos modelos son conocidos co-

mo condensados de fantasmas (Ghost condensate) [75, 81, 82, 91]; sin embargo, generalmente

estos términos extra agregan nuevos problemas de estabilidad a los modelos, que se espera

sean curados al introducir la teoría adecuada de altas energías de las que estos provienen,

aunque no es claro que dicha teoría exista [92]. Otros trabajos enfocados en la introducción

de nuevas simetrías pueden asegurar la estabilidad de estos modelos, véase [93–95]. Dichos

modelos son conocidos como Galileónicos, sin embargo, no fueron estudiados en este tra-

bajo, ver referencia [96].

2.7. Conclusiones

En este capítulo obtuvimos un sistema autónomo de ecuaciones dinámicas asociado a la

evolución de un campo escalar con Lagrangiano L = F (X )−V (ϕ). Esto nos permitió obtener

los puntos críticos asociados al sistema y analizar su estabilidad, lo cual resumimos en la

tabla (2.1).

El sistema autónomo de ecuaciones (2.9-2.11) es especialmente útil para analizar Lagran-

gianos con término cinético tipo ley de potencias y término potencial de tipo exponencial o

ley de potencias. Pero encontramos que los puntos críticos (c) y (d) no están presentes pa-

ra todos los campos con Lagrangiano de este tipo. Demostramos que para esta subclase de

Lagrangianos el número de grados de libertad del sistema se reduce a 2 debido a un tipo de

simetría que para el caso de los campos canónicos con potencial exponencial ya había sido

analizada, pero nosotros lo generalizamos para campos no canónicos con potencial tipo ley

de potencias.

logp 

Pm 
PT < o ~---'",--: ......... -PT 

Bounce oga 
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FIGURA 2.12: Plano ρ−p para un campo escalar. La región inferior izquierda corresponde
a la parte del espacio que puede generar un rebote si el fluido externo se comporta como
radiación; mientras que la región superior derecha satisface la condición de energía nula.
Las líneas punteadas no pueden ser cruzadas por un campo como el estudiado aquí, según

el trabajo [86].

Para estos casos, encontramos que existe una solución tipo escalamiento a pesar de que el

Lagrangiano no se pueda reducir a la forma L = X g (X eλφ) encontrada en la literatura como

la forma general para la presencia de este tipo de soluciones. La razón es que en los trabajos

donde se obtiene esta expresión se supone la existencia de una interacción distinta de cero

entre el campo escalar y la materia oscura. Sin embargo, aquí encontramos que este tipo

de soluciones se pueden generar usando únicamente la interacción gravitacional entre el

campo escalar y la materia oscura.

Para estudiar el caso en que el campo escalar produce un rebote no singular fue necesario

cambiar las variables usadas para obtener un nuevo sistema de ecuaciones dado por (2.55).

Mostramos que las condiciones para este rebote pueden entenderse como tener una densi-

dad negativa de campo con una ecuación de estado mayor que la de materia. Esto requiere

que el campo viole la condición nula de la energía, lo cual se ha estudiado en la literatura y

causa inestabilidades tanto clásicas como cuánticas en este tipo de campos. Esto probable-

mente signifique que los campos escalares del tipo F −V son muy simples para producir este

tipo de comportamientos y es necesario recurrir a otros que aseguren la estabilidad, como

los llamados campos Galileónicos; sin embargo, esto queda fuera del alcance de este trabajo.

En el siguiente capítulo estudiaremos cómo este tipo de campos escalares puede ser usado

para la unificación de la inflación con la materia y la energía oscuras. Para ello, será útil el

análisis de este capítulo pues nos permitirá estudiar si el tipo de solución que sirve para la

unificación de los tres fenómenos es una solución típica o tenemos que hacer un ajuste fino

de las condiciones iniciales para obtenerla.



Capı́tulo 3
Unificación

El presente capítulo está basado en el trabajo [17], en el cual presentamos un modelo parti-

cular de unificación de energía oscura, materia oscura e inflación. Para ello consideraremos

un campo escalar con Lagrangiano no canónico como los estudiados en la sección 1.4. Dicho

trabajo está basado en el modelo propuesto por Bose y Majumdar en [12], usando una clase

más general de Lagrangianos propuestos inicialmente por Chimento en [16].

La posibilidad de unificar bajo un mismo esquema los fenómenos de energía oscura, materia

oscura e inflación ha sido discutida en la literatura motivada por la falta de información que

tenemos sobre esos tres fenómenos. No existe una teoría establecida sobre el origen micros-

cópico de estos fenómenos, pero sabemos que no se encuentran en el marco del modelo es-

tándar de partículas. Un principio de economía nos puede llevar a preguntarnos si estos tres

fenómenos que han dominado al universo en distintas épocas pueden considerarse como re-

sultados de un mismo mecanismo subyacente como se ha investigado en [5, 8, 9, 11–13, 17].

En nuestro caso y el de muchos de los trabajos de la literatura, dicho mecanismo es un cam-

po escalar cuya densidad de energía permite la aparición de los tres fenómenos. Por ejemplo

tenemos el trabajo de Liddle y Ureña-López [5], en que un único campo canónico es respon-

sable de producir inflación en el universo temprano y posteriormente, gracias a oscilaciones

alrededor de un mínimo de potencial, generar también la materia y energía oscuras[29]. En

nuestro caso [17] y el de Bose y Majumdar [12, 13] el campo es no canónico y puede generar

la materia y energía oscura al acercarse suavemente a un mínimo de su parte cinética.

Un elemento importante en este tipo de modelos es la introducción de algún mecanismo que

permita que parte de la energía acumulada en el campo escalar durante inflación se conser-

ve en él sin convertirse en radiación durante la época de recalentamiento [97, 98], esto con

el objetivo de tener suficiente densidad de energía para producir la materia y energía oscu-

ras en el universo tardío. Para el modelo de Liddle y Ureña se propuso que el escenario de

preheating cumpliría con este objetivo; sin embargo, los valores para los parámetros de es-

te escenario serían poco naturales; por ello se han propuesto otros escenarios como el uso

41
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de plasmas [6, 48], la presencia de un periodo corto de inflación térmica [8], el uso de las

ecuaciones cosmológicas en un escenario de branas [9] o la producción y posterior evapo-

ración de agujeros negros al final de inflación [99]. En nuestro modelo propondremos como

mecanismo la producción gravitacional de partículas. Este mecanismo fue propuesto como

método de recalentamiento en [100, 101], y será analizado en la sección 3.7.2. Una carac-

terística importante de este tipo de recalentamiento es que no consume toda la energía del

campo escalar, por lo que puede ser ajustado para producir la cantidad correcta de radiación.

Reduciendo un poco nuestras ambiciones, es posible considerar la unificación de solo dos

de los tres fenómenos. Por ejemplo, de materia oscura e inflación en que las partículas de

la materia oscura provienen del mismo campo que produjo la inflación [102–104] o con el

uso de modelos de materia oscura escalar [105]. También podemos encontrar en la literatura

unificación de la energía oscura y la inflación en lo que se conoce como quintessential in-

flation [106–108]. Finalmente tenemos la unificación de energía y materia oscura, la cual es

posible debido a que únicamente hemos detectado efectos gravitacionales de ambos fenó-

menos [15]. Ésta se ha estudiado en [16, 28, 38, 109, 110] con el uso de campos escalares no

canónicos similares a los que usaremos aquí, o con el uso del fluido conocido como gas ge-

neralizado de Chaplygin [30, 111], cuyo espacio de parámetros está bastante constreñido por

las observaciones [31], al igual que cualquier modelo de unificación de la materia y energía

oscuras con ecuación de estado barotrópica P (ρ) como se muestra en [112, 113].

3.1. Lagrangiano no canónico

Este modelo usa una clase de campos escalares ϕ cuyos Lagrangianos son separables con la

forma

L (X ,ϕ) = F (X )−V (ϕ) . (3.1)

En particular, basados en un término cinético propuesto por Chimento en [16] con la adición

de un término potencial como se propone en [12], trabajaremos con el Lagrangiano

L (X ,ϕ) = 1

(2α−1)

[
(AX )α−2αα0

p
AX

]
− 1

2
m2ϕ2 +M , (3.2)

donde α es una constante adimensional que usaremos para diferenciar entre distintas cla-

ses de modelos; A, y α0 son parámetros constantes del término cinético con unidades [A] =
E 4/α−4 y [α0] = E 4−2/α, donde E es energía; m es un parámetro con unidades de masa, aun-

que no corresponde a la masa del campo escalar excepto para campos canónicos.M tiene

unidades [M ] = E 4 y juega el papel de una constante cosmológica (M = MPlΛ), aunque ob-

servaremos que su valor no será el valor usual de la densidad de energía oscura (10−3eV )4

ya que ésta incluirá una contribución de los otros términos del campo escalar. Definiremos

también

n = 2α

2α−1
, (3.3)
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como una constante adimensional auxiliar, la cual consideraremos entera y positiva por ra-

zones que serán claras en la sección 3.4. Ésto restringirá los valores que puede tomar α a un

conjunto discreto.

El uso de un Lagrangiano con un término cinético tan complejo se debe a la simplicidad de

las soluciones cosmológicas asociadas a éste. Como se verá en la sección 3.4, la densidad

asociada a este término cinético corresponderá a una suma finita de términos de densidad,

algunos de los cuáles podrán identificarse con la energía oscura y la materia oscura. Por otro

lado, en la sección 3.5 observaremos que un término cinético mucho más simple puede ge-

nerar un comportamiento parecido, pero únicamente de forma aproximada al encontrarse

cerca del mínimo. En el presente capítulo, se estudiará el comportamiento de este campo

escalar en un fondo cosmológico plano y con la presencia de materia bariónica o radiación

dependiendo de la época cosmológica. Los parámetros del Lagrangiano se ajustarán para

que el campo escalar cumpla el papel de los tres fenómenos, materia oscura, energía oscura

e inflación.

3.2. Soluciones cosmológicas y espacio fase

Para aplicar los criterios de la tabla 2.1 es necesario que γk y Γ sean constantes. En este caso,

si consideramos a la constante M como parte del potencial tenemos

γk = n

(
1− α0

(AX )(2α−1)/2

)
, (3.4)

y

Γ= 1

2
− M

m2ϕ2 . (3.5)

Observamos que el exponente que aparece en la ecuación (3.4) dado por (2α−1)/2 = 1/(2(n−
1)) es positivo por lo que, al estar en el denominador, este término puede despreciarse para

energías grandes; lo mismo ocurre con el segundo término en la expresión (3.5). Con ello, en

el régimen en que se cumplen las desigualdades

(AX )(2α−1)/2 À α0 , (3.6)

m2ϕ2 À M , (3.7)

el Lagrangiano (3.2) puede simplificarse a

L (X ,ϕ) = (AX )α

(2α−1)
− 1

2
m2ϕ2 . (3.8)

Aquí, las variables auxiliares γk y Γ corresponden a las constantes

γk = n , (3.9)

Γ = 1

2
, (3.10)
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además de que la variable σ queda escrita como

σ=−MPl

ϕ
sign(ϕ̇)

√
4(2α−1)

3α

X

(AX )α
. (3.11)

Supondremos que este régimen de altas energías es en el que empieza el universo. De la de-

sigualdad 3.6 se puede pensar que el universo se encuentra lejos del régimen de inflación,

pues el término cinético es grande. En efecto, es posible que inicialmente el término ciné-

tico domine, y el universo no se encuentre en un régimen inflacionario; sin embargo, en el

siguiente párrafo argumentaremos que, aun si esto ocurre, la evolución posterior del cam-

po escalar lo llevará a un régimen inflacionario. Esta época del universo será analizada con

detalle en la sección 3.7.1. Antes de ver este comportamiento, queremos recordar que la de-

sigualdad 3.6 no excluye el que ocurra inflación, pues el término cinético debe compararse

con el potencial, es decir, inflación puede ocurrir aunque se cumpla 3.6 siempre y cuando la

densidad de energía cinética sea menor que la potencial, lo cual está dado en este caso por

2α

2α−1
(AX )α¿ 1

2
m2ϕ2 . (3.12)

De la tabla 2.1 podemos observar que un sistema como éste con γk = n y Γ = 1/2 tiene úni-

camente los tres puntos críticos (a), (α) y (b). De ellos (a) x = y = 0 es un punto silla y corres-

ponde a un universo en que el campo escalar no está presente; (α) x = 0, y = 1 es un nodo

estable, presente cuandoσ≈ 0; y (b) x = 1, y = 0 es un nodo inestable para n >σ y punto silla

para n <σ. El comportamiento de (α) como un nodo estable es interesante en este caso pues

la vecindad de este punto corresponde al régimen inflacionario, en que la parte potencial

del campo escalar es dominante. Su estabilidad nos permite explicar porque nuestro modelo

entrará a un periodo de inflación; esto quiere decir que, inclusive si el universo inicia lejos de

esta solución, después de un periodo transitorio, el campo evolucionará a su régimen infla-

cionario. Hay que recordar que esto solo ocurre cuando X y φ son suficientemente grandes

para que σ, obtenida en la expresión (3.11) sea cercana a cero. Posteriormente, cuando σ

crece lo suficiente, este punto deja de ser estable y esperamos que el sistema se acerque al

punto (b) x = 1, y = 0 en que la parte cinética del campo es dominante; sin embargo, para

este momento ya no se cumplirán las condiciones (3.6) con lo que el análisis anterior ya no

es válido. A continuación llevaremos a cabo un análisis particular para este sistema en que

buscaremos observar este comportamiento.

Por lo analizado en el capítulo 2, sabemos que los puntos críticos fijos solo son válidos cuan-

do γk y Γ son constantes. Cuando las desigualdades (3.4) y (3.5) dejan de ser válidas, debido

a que X o φ hayan reducido su valor debido a la evolución del campo, este análisis deja-

rá de ser válido Sabemos, por lo discutido en dicho capítulo, que nos encontraremos con un

espacio fase de 3 dimensiones. Una forma de simplificar este sistema es despreciando la con-

tribución de los fluidos extra en el universo, aquellos que no provienen del campo escalar y
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que denotamos con el término ρm en que se incluyen los bariones y la radiación. Dicha sim-

plificación está justificada para periodos cercanos a inflación, en que el campo escalar es la

componente dominante en el universo; lo mismo puede decirse de los tiempos posteriores a

la época de la igualdad entre materia y radiación, ya que si el campo escalar genera la materia

oscura y la energía oscura, a partir de este momento dicho campo contribuye aproximada-

mente al 80% de la densidad de energía del universo, y dicha cantidad crece al aumentar la

contribución de la energía oscura en la época actual. Dicha simplificación, sin embargo, no

será válida durante la época de dominación de radiación.

Las ecuaciones de evolución para este periodo serán la ecuación de Friedmann y la de con-

tinuidad:

2X FX −F +V −3M 2
PlH

2 = 0,

d

d t
(2X FX −F +V )+6H X FX = 0, (3.13)

que para el Lagrangiano que estamos estudiando se convierten en

Aα

2α
|ϕ̇|2α+ 1

2
m2ϕ2 −M −3M 2

PlH
2 = 0, (3.14)

αAα

2α−1 ϕ̈+ 6Hα

2α−1

(
A

2

)α
ϕ̇+|ϕ̇|2(1−α)

(
m2ϕ− 6Hαα0

2α−1

√
A

2
signϕ̇

)
= 0. (3.15)

Este sistema se puede convertir en uno de dos variables si realizamos un cambio de variable

definiendo

Z ≡ ϕ̇ . (3.16)

Con ello la ecuación de evolución (3.15) se convierte en una ecuación de primer grado para

Z

Ż =− 3H

2α−1
Z −|Z |2(1−α)

[
m2

p
2Aα

ϕ− 3Hα0

2α−1
sign(Z )

]
, (3.17)

donde la ecuación de Friedmann se puede usar para sustituir el valor de la constante de

Hubble

H = 1p
3MPl

√
Z + 1

2
m2ϕ2 −M . (3.18)

Usando esto, podemos escribir un sistema de ecuaciones autónomas de primer orden en las

variables ϕ y Z de la forma

ϕ̇ =
√

2

A
Z ,

Ż =
p

3Z

MPl

√
Z + 1

2
m2ϕ2 −M(α0|Z |1−2α−1)− m2

p
2Aα

ϕ|Z |2(1−α) , (3.19)
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FIGURA 3.1: Espacio fase para las ecuaciones 3.19 con α = 1. Las líneas punteadas corres-
ponden a lineas de ecuación de estado constante. Una solución típica representada por la
línea gruesa, se acerca primero a γϕ ∼ 0 (inflación), atraviesa γϕ ∼ 1 emulando materia os-

cura y finalmente regresa a γϕ ∼ 0 para comportarse como energía oscura.

el cual puede ser analizado numéricamente. La ecuación de estado del campo en términos

de estas variables está dada por

γϕ = 2α

2α−1

|Z |2α−α0|Z |
|Z |2α+m2ϕ2/2−M

. (3.20)

El sistema dinámico (3.19) puede ser resuelto numéricamente para obtener su espacio fa-

se. Por ejemplo, para el caso particular α= 1 graficamos este sistema en la figura 3.1, donde

con líneas punteadas se encuentran señalados los puntos con ecuación de estado constante.

Como se puede ver, el sector de condiciones iniciales con grandes valores deϕ negativa y va-

lores positivos de Z evoluciona hacia una solución atractora con ecuación de estado cercana

a γϕ = 0. Esto en el modelo unificado se interpreta como el periodo inicial de inflación en que

la ecuación de estado se encuentra cercana a −1. Estas soluciones posteriormente cruzan las

líneas correspondientes a 0 (líneas puntuadas diagonales) que en los modelos unificados co-

rresponden a la época de dominación de materia. Luego, estas soluciones evolucionan hacia

un segundo periodo con γϕ cercana a 0, comportándose como un modelo de energía oscura

tipo freezing [114]. Un comportamiento equivalente ocurre también para cualquier solución

que inicie con valores grandes de ϕ positiva y valores negativos de Z ; en ese caso la solución

evoluciona de valores positivos a negativos de ϕ con y vive en la región del espacio fase con

Z < 0.

El análisis de este espacio fase es importante para entender la dinámica de las soluciones

cosmológicas del sistema dominado por el campo escalar con Lagrangiano (3.2). Un proble-

ma que podemos observar aquí es que el sistema de la figura 3.1 cruza la línea γϕ = 0, lo cual
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puede generar inestabilidades en el campo escalar, como se ha visto en trabajos como [86].

Sin embargo, este cruce se encontraría en el futuro ya que γϕ = 0.25 actualmente [12].

Finalmente, podemos concluir que un sector importante de las posibles condiciones inicia-

les puede producir el comportamiento necesario para unificar los fenómenos de materia os-

cura, energía oscura e inflación. En las siguientes secciones se analizarán más a fondo las

condiciones para que la unificación se lleve a cabo. En la sección 3.4 obtendremos las condi-

ciones para que el campo reproduzca la energía y materia oscuras, mientras que en la sección

3.7 obtendremos las condiciones para que el campo reproduzca el periodo de inflación. En

la subsección 3.7.2 incluimos una breve propuesta para el proceso por el cual parte de la

energía del campo escalar es transferida en las partículas del modelo estándar.

3.3. Lagrangianos puramente cinéticos

En la tabla (2.1) observamos que el punto crítico (b) corresponde a un nodo estable cuando

γk es menor que γm
1 y σ. En este caso el campo evolucionará a uno en que su dinámica

se encuentra dominada por su parte cinética. En esta sección iniciaremos el análisis de di-

cha dinámica, para en los siguientes analizar la posibilidad de que reproduzcan la energía y

materia oscuras. En la sección 3.4 mostraremos para el caso particular del Lagrangiano (3.2)

que su parte cinética puede reproducir la materia y energía oscuras; y lo mismo haremos en

la sección 3.5 para cualquier Lagrangiano cuyo término cinético F (X ) tenga un mínimo que

pueda ser aproximado por una función cuadrática.

Para este análisis supondremos que el campo ya se encuentra cerca del punto crítico (b)

(Véase tabla 2.1) y por lo tanto su Lagrangiano puede aproximarse de la forma

L = F (X ). (3.21)

La dinámica de los campos escalares asociados a este tipo de Lagrangianos se ve simplificada

debido a que dependen de una única variable. Con ello concluimos que el campo escalar

con un Lagrangiano puramente cinético es equivalente a un fluido cuya ecuación de estado

γϕ = (ρ+P )/ρ es función solo de la densidad, en otras palabras un fluido barotrópico.

Como en todos los fluidos barotrópicos, las perturbaciones lineales están dadas por la velo-

cidad del sonido

c2
bar o = dP

dρ
= PX

ρX
. (3.22)

Esta expresión es la misma que la obtenida por Garriga y Mukhanov en [115] para la velocidad

de perturbaciones isotrópicas c2
s . En el caso de Lagrangianos puramente cinéticos debido a

1γm se refiere a la ecuación de estado correspondiente a los fluidos presentes en el universo distintos del
campo escalar. No está limitado a valer 1 que corresponde a polvo, podría valer 4/3 si el fluido extra es tipo
radiación.
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que todas las variables físicas del campo dependen solo de una variable (X ), las perturbacio-

nes isotrópicas son las únicas posibles y c2
s = c2

bar o .

Las soluciones cosmológicas de este tipo de campos escalares pueden obtenerse observando

que el Lagrangiano es invariante con respecto a la transformación

ϕ 7→ϕ+ϕ0 , (3.23)

con lo cual esta es una simetría del sistema. Por tanto, aplicando el teorema de Noether pode-

mos obtener una corriente conservada de la forma Jµ = FX ∂
µϕ que satisface Jµ;µ = 0, usando

el teorema de la divergencia [116] observamos que

(p−g Jµ
)

,µ = 0, (3.24)

donde el determinante para una métrica de FRW plana está dado por g = −a6. Usando la

propiedad de homogeneidad, las derivadas espaciales en (3.24) se cancelan quedando solo

la derivada temporal que puede ser integrada como

a6F 2
X X = κ , (3.25)

donde κ es una constante de integración. Este resultado puede ser obtenido directamente

de la integración de las ecuaciones de evolución (1.28, 1.30) como se hace en las referencias

[16, 37, 117].

Hay que señalar también que este resultado no se ve afectado por la presencia de otras com-

ponentes en el universo. A diferencia de los resultados de la sección previa en que se suponía

la presencia o ausencia de un fluido extra, aquí no hemos hecho ninguna suposición sobre

los otros fluidos presentes en el universo.

3.4. Energía y materia oscura

Una vez que hemos especificado la forma funcional para F (X ) es posible obtener la ecuación

de estado y velocidad del sonido barotrópicas, así como la expresión para X en términos del

factor de escala a partir de la ecuación (3.25). En el caso del Lagrangiano (3.2), usando los

términos que no dependen explícitamente del campo escalar, obtenemos la parte cinética

dada por

F (X ) = 1

2α−1

(
(AX )α−2αα0

p
AX

)
+M , (3.26)

la cual, excepto por la constante M , fue propuesta por Chimento en [16]. La densidad del

campo escalar para esta expresión, calculada a partir de la ecuación (1.43) está dada por

ρ = (AX )α−M , (3.27)
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y la ecuación de estado puede escribirse explícitamente como

P = n
(
M −α0(M +ρ)n/(n−1))+ (n −1)ρ , (3.28)

donde n = 2α/(2α−1) como lo habíamos especificado en la sección previa. La velocidad de

sonido puede expresarse entonces como

c2
s = (n −1)

(
1+ α0

(M +ρ)1/n

)
. (3.29)

El término cinético puede ser obtenido como función del factor de escala usando (3.25), que-

dando

AX = (α0 + c0a−3)2/(2α−1) , (3.30)

donde c0 es una constante de integración. A partir de esta ecuación podemos obtener las

expresiones para las distintas cantidades físicas en términos del factor de escala. Así, la den-

sidad queda como

ρ =
[
α0 + c0

a3

]n
−M , (3.31)

la presión

P = 1

(2α−1)

[(
α0 + c0

a3

)n
−2αα0

(
α0 + c0

a3

)n/2α
]
+M , (3.32)

y la velocidad del sonido

c2
s =

PX

ρX
= 1

(2α−1)

1

α0a3/c0 +1
. (3.33)

A partir de la expresión (3.31) es posible identificar términos que evolucionan en el régimen

homogéneo de la misma forma que una constante cosmológica y una componente de mate-

ria. Como hemos supuesto que n es un entero positivo, es posible expandir la solución (3.31)

como la serie finita

ρ =
n∑

k=0

(
n

k

)
αn−k

0

( c0

a3

)k
−M . (3.34)

Los primeros términos de esta serie son

ρ =αn
0 −M + nc0α

n−1
0

a3︸ ︷︷ ︸
ρ3

+ n(n −1)c2
0α

n−2
0

2a6︸ ︷︷ ︸
ρ6

+... . (3.35)

donde los primeros dos términos son constantes y podemos identificarlos con una compo-

nente de energía oscura tipo constante cosmológica, y el término ρ3 evoluciona de la misma

forma que un fluido tipo polvo que identificaremos con la materia oscura. Los últimos tér-

minos, como el denotado por ρ6 se harán pequeños en la época de nucleosíntesis ajustando
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adecuadamente los parámetros, de otra forma podrían modificar la producción de elemen-

tos ligeros al inicio del universo. Para los primeros términos, explícitamente hacemos las si-

guientes identificaciones

αn
0 −M = ρde0 , (3.36)

nc0α
n−1
0

a3
0

= ρdm0 , (3.37)

donde ρde0 y ρdm0 son los valores presentes para la energía y materia oscura respectivamen-

te. Según los resultados del satélite Planck, [3] en el modelo ΛCDM la densidad actual de

materia oscura está dada respecto a la densidad de energía oscura como ρdm0 = 2.7ρde0, a lo

largo de este capítulo usaremos esta relación para cancelar todas las dependencias en ρdm0.

El número de términos extra en la expansión (3.35) dependen del valor de n. Para n = 2 co-

rrespondiente a la más pequeña posible, ρ6 es el único término extra; este caso fue analizado

en [12, 13]. Si n = 3 tendremos además un término ρ9 proporcional a a−9 y así sucesivamente.

Todos estos términos tienden a dominar en el pasado como puede verse en la figura 3.2. Para

que no destruyan la evolución conocida del universo, debemos asegurar que sean pequeños

no solo en la actualidad, sino también en el pasado y en particular en la época de nucleo-

síntesis; de otra forma el cambio en la historia de la expansión del universo modificaría las

abundancias observadas de los elementos ligeros en éste. Definiendo

ρ3k ≡
(

n

k

)
αn−k

0

( c0

a3

)k
, (3.38)

esta condición puede escribirse como ρk (anuc) ¿ ρr (anuc), la cual puede reescribirse usando

la condición (3.37) y la densidad ρdm0 medida por Planck como(
n

k

)
z3k−4

nuc ¿ (2.7n)k ρr 0

ρde0

(
αn

0

ρde0

)k−1

(3.39)

para k = 2,3...n, donde z es el corrimiento al rojo. Estas desigualdades se convierten en n −1

condiciones que α0 debe cumplir pues es el único parámetro libre en ellas; así obtenemos

αn
0 À ρde0

[(
n

k

)
z3k−4

nuc

(2.7n)k

ρde0

ρr 0

]1/(k−1)

. (3.40)

Como la condición más restrictiva corresponde a k = n, es necesario únicamente pedir a α0

que satisfaga la desigualdad

αn
0 À

[
z3n−4

nuc

(3n)n

ρde0

ρr 0

]1/(n−1)

ρde0 . (3.41)

Esta desigualdad se obtuvo de requerir que términos como ρ6 sean pequeños durante nu-

cleosíntesis; sin embargo, para el caso n=2 pareciera que α0 no aparece en ρ6 por lo que no

debería haber una restricción sobre este parámetro. En la sección 3.4.1 observaremos que
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FIGURA 3.2: Evolución de los distintos componentes de la densidad de energía para n = 3,
M = (10−24Mpl)

4. ρ9 y ρ6 son subdominantes desde antes de la época de nucleosíntesis y
hasta nuestros días.

para este caso particular la restricción sí está presente y observaremos con más detalle el

porqué.

Como znuc ' 1010, de la expresión anterior concluimos que αn
0 tiene una magnitud al menos

1010 veces aquella de la energía oscura, mientras que al mismo tiempo la condición (3.36)

señala que la diferencia de este término y M debe explicar la energía oscura. Esto implica

que ambas cantidades son prácticamente iguales, con una diferencia de una parte en 1010 lo

cual representa un problema de ajuste fino (fine tuning) para este modelo. Por otro lado la

condición (3.41) puede rescribirse también como una condición sobre M

M À
[

z3n−4
nuc

(3n)n

ρde0

ρr 0

]1/(n−1)

ρde0 , (3.42)

donde al observar el Lagrangiano (3.2) vemos que M entra como una constante cosmológica

la cual no tiene la condición tan restrictiva del modelo ΛCDM y aquí tiene posibilidad de

tomar los valores grandes obtenidos de consideraciones de teoría cuántica de campos. Para

evitar valores de la densidad por arriba de la escala de Planck, exigimos M < M 4
pl ∼ 10122ρde0.

Como la condición (3.42) implica que M en el caso más restrictivo debe ser mayor que ∼
1029ρde0, aún tenemos 93 ordenes de magnitud en que M puede tomar valores, o incluso

más en casos de n menos restrictivos como veremos en la siguiente sección con modelos

específicos.

3.4.1. Casos particulares

El caso particular para n = 2, α= 1 fue estudiado por primera vez en las referencias [12, 13].

Para este caso se aprovecha que A es un parámetro adimensional y se hace igual a uno. La
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densidad del campo estará dada, como función del factor de escala, por la expresión

ρ =α2
0 −M + 2c0α0

a3 + c2
0

a6 . (3.43)

Al identificar los primeros dos términos con la materia y energía oscuras, y el último término

hacerlo pequeño en la época de nucleosíntesis, obtenemos

α2
0 −M = ρde0 , (3.44)

2c0α0

a3
0

= ρdm0 , (3.45)

c2
0

a6
nuc

¿ ρnuc . (3.46)

La densidad de radiación en la época de nucleosíntesis, que denotamos como ρnuc , es del

orden de (1MeV )4; con esto, la desigualdad (3.46) se convierte en una condición para c0.

Si suponemos que el factor de escala es 1 en la época actual, en la época de nucleosíntesis

anuc = 10−10, por lo que tenemos como condición

c0 ¿ (10−9eV )2 . (3.47)

Este parámetro puede parecer muy pequeño, pero debemos recordar que en realidad es una

constante de integración que aparece por primera vez en la ecuación (3.30). De esta ecuación

observamos que c0 determina que tan cerca se encuentra el parámetro cinético del mínimo

de F (X ). Si denotamos como Xm al parámetro que minimiza a la función F , tenemos que

X −Xm ≈ 2α0c0

a3 , (3.48)

que no es más que la densidad de materia oscura.

Aunque la constante de integración c0 no tiene significado físico por si sola, la ecuación (3.47)

en conjunto con la ecuación (3.45) nos permite obtener la condición

α0 À
ρdm0z3

nuc

2
p
ρnuc

. (3.49)

Esta condición es equivalente a la que habríamos obtenido sustituyendo n = 2 en (3.41),

aunque la expresión se escribiría distinto, como

α0 À znucρde0

36
p
ρr 0

. (3.50)

Ambas expresiones son equivalentes, y numéricamente implican que α0 debe ser mucho

mayor que (1K eV )2. En términos de masas de Planck, esto equivale aproximadamente a que

α0 debe ser mucho mayor que 10−50M 2
Pl. Escogiendo como límite seguro

α0 = (1MeV )2 . (3.51)
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De la ecuación (3.44) obtenemos el valor de la constante M como

M = (1MeV )4 − (10−3eV )4 . (3.52)

Esta última ecuación ejemplifica el ajuste fino que introduce nuestro modelo. La velocidad

del sonido dada por la ecuación (3.33) resulta ser cs(teq ) ' 4.1×10−26 en la época de igualdad

de la densidad de materia y radiación, lo cual es suficientemente pequeño para permitir la

formación de estructura.

El caso n = 3, α = 3/4 fue desarrollado con detalle en el trabajo [17]. La densidad para este

caso corresponde a

ρ =α3
0 −M + 3c0α

2
0

a3 + 3c2
0α0

a6 + c3
0

a9 , (3.53)

que tiene dos términos extra que deben hacerse pequeños antes de la época de nucleosínte-

sis. Esto se logra con la condición (3.41) que implica que α3
0 ¿ 10−97MPl.

Podemos escoger, por ejemplo α3
0 ∼ (10−24Mpl)

4, como M es del mismo orden de magni-

tud que α3
0, ambas cantidades tendrán un valor de alrededor de 1028ρde0 mientras que su

diferencia será exactamente ρde0; esto es el problema de ajuste fino que mencionamos en

la anterior subsección. Al escoger estos valores para α0 y M podemos determinar usando la

ecuación (3.37) que c0 ∼ 10−53M 4/3
Pl a3

0, con lo cual la evolución de las distintas componen-

tes de la ecuación (3.53) queda completamente determinada, como se muestra en la figura

3.2. Los corrimientos al rojo a los cuales los valores de ρ6 y ρ9 son iguales a la densidad de

energía de radiación son, respectivamente, z6 = 1.6× 1014 y z9 = 1.3× 1011, en una época

anterior a nucleosíntesis. La contribución total de los términos extra en nucleosíntesis será

Ωextra(tnuc) = 10−6 y en el tiempo actual Ωextra(t0) = 10−56, así que no afectarán la dinámica

homogénea del universo en comparación con el modeloΛCDM.

Este mismo análisis puede ser hecho para cualquier otra elección particular del parámetro n.

Primero usar (3.42) para determinar la cota inferior de M . Luego de escoger un valor particu-

lar para este parámetro. Finalmente obtener los demás parámetros usando las condiciones

(3.36, 3.37). Por ejemplo, para n = 4 se obtiene la condición M À 3×1026ρde0.

3.5. Modelo de Scherrer

El modelo propuesto por Sherrer en [37] consiste en un campo escalar con Lagrangiano pu-

ramente cinético al igual que el estudiado en la sección anterior. Sin embargo, debido a su

simplicidad, este campo ha sido muy usado en trabajos de unificación de materia oscura con

energía oscura [28, 37, 38, 118]. La forma del Lagrangiano

F (X ) = F0 +F2(X −X0)2 (3.54)
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consiste en una parábola con mínimo en X = X0, donde F0 y F2 son constantes. Al igual que

en el Lagrangiano (3.26) es posible obtener la densidad del campo en términos de X como

ρ =−F0 +F2(X 2 −X 2
0 ) , (3.55)

y con ello obtener la presión P = F (X ) en términos de la densidad

P = F0 +F2

(√
ρ+F0

F2
+X 2

0 −X0

)2

, (3.56)

así como la expresión para la velocidad del sonido

c2
s =

X −X0

X
. (3.57)

Podemos observar que cuando X → X0 el sistema se comporta como una constante cosmo-

lógica con densidad ρ = −P = −F0 y ecuación de estado γϕ = 0, mientras la velocidad del

sonido tiende a cero.

La evolución para el término cinético X calculada a partir de la ecuación (3.25) está dada por

(X −X0)2X = d

a6 , (3.58)

donde d es una constante de integración. Para obtener X como función del factor de escala

vemos que esta ecuación tiene tres soluciones, como se observa en la figura 3.3. Se consi-

derará solo la solución con X > X0 pues es la única válida para todos los valores de a; esta

solución está dada por

X = 2X0

3
+ a2X 2

0

3
(

27c
2 −a6X 3

0 + 3
2

p
3
√

27c2 −4a6c X 3
0

)
1/3

+

(
27c

2 −a6X 3
0 + 3

2

p
3
√

27c2 −4a6c X 3
0

)
1/3

3a2 . (3.59)

La evolución del parámetro cinético dada por esta ecuación tiene dos comportamientos

asintóticos importantes; el primero ocurre para factores de escala grandes, cuando X se acer-

ca a X0 de tal forma que

ε= X −X0

X0
¿ 1. (3.60)

En este caso la evolución de X puede reducirse a

X = X0

[
1+ε1

( a1

a

)3
]

, (3.61)

y la densidad evoluciona como

ρ '−F0 +4F2X 2
0 ε1

( a1

a

)3
. (3.62)
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FIGURA 3.3: Evolución del parámetro cinético X como función del factor de escala en el
modelo de Scherrer. Existen tres soluciones, para factores de escala grandes; dos de ellas
tienden a X = X0 (línea azul, y línea verde) y una tiende a X = 0 (línea magenta). Solo toma-
remos en cuenta la solución dada por la línea continua pues es la única válida para todo el

rango del factor de escala.
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FIGURA 3.4: Gráfica del Lagrangiano (3.26) para los valores de n = 2, 3, 4 y 5.

Esta densidad tiene un comportamiento parecido a una constante más una componente de

materia sin presión. Este comportamiento lo presentará cualquier campo escalar con La-

grangiano puramente cinético cuyo parámetro cinético X se encuentre cerca de un mínimo

suave.

El segundo comportamiento asintótico ocurre cuando X À X0. En este caso, X 3 = c/a6 y

ρ = F2c/a4; por lo que la densidad de campo, al menos al nivel homogéneo, evoluciona de la

misma forma que la radiación. Este comportamiento, a diferencia del estudiado en el párrafo

anterior, no es genérico. Por ejemplo, la densidad para el Lagrangiano (3.26) en este mismo

régimen es proporcional a a−3n .

En la sección 3.4 observamos que el campo escalar que estudiamos, cuyo Lagrangiano está

dado en (3.26) puede tener una densidad de energía compuesta por una parte constante más

otra que evoluciona como a−3 si los parámetros se ajustan adecuadamente. Este comporta-

miento coincide con el encontrado para el campo de Scherrer cuando X ∼ X0. La razón de

que ambos comportamientos coincidan es que los Lagrangianos correspondientes son pa-

recidos en el régimen adecuado. Puede verse de la figura 3.4 que el Lagrangiano (3.26) tiene

F 
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un mínimo suave y que puede ser aproximado por una función cuadrática. Haciendo una

expansión de Taylor alrededor del mínimo α2(n−1)
0 /A se obtiene

F (X ) ≈ M −αn
0 + 1

4
A2αα−3n+4

0

(
X − α2(n−1)

0

A

)2

, (3.63)

con lo cual es fácil identificar los parámetros de este Lagrangiano con los correspondientes

en el de Scherrer como

X0 = α2(n−1)
0

A
, (3.64)

F0 = M −αn
0 , (3.65)

F2 = 1

4
A2αα−3n+4

0 . (3.66)

En nuestro modelo, el campo se acerca al mínimo del Lagrangiano desde épocas tempranas

del universo y permanece en dicho régimen. Esto se puede ver pues el parámetro de desvia-

ción respecto al mínimo está dado en este caso por ε' ρ3/ααn
0 , que de la condición (3.41) se

encuentra acotado como

ε¿ (n −1)ρ3

nρde0

(
(3n)nρr 0

z3n−4
nuc ρde0

)1/(n−1)

(3.67)

o

ε¿ (z +1)3(n −1)(3n)1/(n−1)10−30+36/(n−1). (3.68)

Para los casos con n = 2 y n = 3, la desviación al inicio de la dominación de materia zeq es

menor que 10−13 y 10−16, respectivamente. Y esta desviación continúa reduciéndose con la

evolución del universo. Este resultado será importante en la siguiente sección pues usaremos

dicho parecido entre los campos para aplicar resultados del modelo de Scherrer al nuestro.

3.6. Perturbaciones lineales

Las perturbaciones lineales para modelos de campo escalar que unifican materia y energía

oscuras se han estudiado en trabajos como [38] y, en particular para el modelo de Scherrer

en [118]. En este último se cuantifica la desviación entre la función de transferencia del mo-

delo de Scherrer T (k) y la del modelo ΛCDM a través de la función TQ (k) definida como

T (K ) = TQ (k)TCDM(k). El cálculo de esta función se realiza de forma numérica pero puede

ser aproximada por

TQ (k) ≈ 3 j1(x)

x

[
1+ (x/3.4)2]1/(β+1)

(3.69)

con

x =
(

kη∗
7.74

)
, β= 0.21

[
ε0

10−18

(
Ωm h2

0.14

)3
]0.12

, (3.70)

donde where η∗ es el tiempo conforme evaluado en a∗ = 14ε1/3
0 .
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FIGURA 3.5: Desviación de la función de transferencia entre nuestro modelo y el de ΛCDM
para n = 2 (línea azul continua) y n = 3 (línea roja punteada). La desviación es significati-
va solo para escalas menores que una centésima de megaparsec, en las cuales la teoría de

perturbaciones lineales ya no es válida.

Para ε0 → 0 la función de transferencia se vuelve cada vez más parecida a la de ΛCDM pues

TQ (k) → 1. En [118] se concluye que el valor actual de ε debe ser menor que 10−16 para gene-

rar un espectro adecuado en la radiación cósmica de fondo. En nuestro modelo, esta condi-

ción es satisfecha pues, como se demostró en la sección anterior, se cumple la desigualdad

(3.68) que se traduce para los modelos con n = 2 y 3 en que ε al tiempo actual es menor que

10−23 y 10−26, respectivamente. La figura 3.5 muestra la función TQ (k) para ambos casos, la

cual se desvía significativamente de 1 únicamente para escalas pequeñas (k’s grandes) fuera

de la región en que la teoría de perturbaciones lineales es válida. Para n’s mayores las desvia-

ciónes de T (k) ocurren para escalas aun más pequeñas.

3.7. Inflación y universo temprano

La solución encontrada para el Lagrangiano puramente cinético en la sección 3.4 es una so-

lución exacta que vale para todas las energías si el Lagrangiano no tiene un término potencial

o si éste nunca es importante. Es fácil darse cuenta de que esta solución no produce un perio-

do de expansión acelerada en la época temprana del universo, pero aquí demostraremos que

no es compatible con una época de inflación aun si ésta es generada por un campo externo,

y en la siguiente subsección observaremos cómo se resuelve este problema.

Una longitud típica del universo, al inicio de inflación está dada por el factor de Hubble de

la época λi = H−1
i la cual evoluciona de forma proporcional al factor de escala cuando el

universo se expande

λi (a) =λi

(
a

ai

)
. (3.71)

Esta longitud debe expandirse lo suficiente durante inflación de forma que en el presente sea

mayor que nuestro universo observableλ0 = H−1
0 . Para un periodo de expansión exponencial

donde a0/ai = eN a0/a f , este requisito se cumple si N es del orden de 60. En este caso, la
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razón entre ambas longitudes está dada por

λi (a0)

λ0
= H−1

i

H−1
0

eN
(

a0

a f

)
, (3.72)

y debe ser mayor que uno para que nuestro universo observable provenga de regiones cau-

salmente conectadas en el universo temprano.

La razón (3.72), está relacionada con ρ3, una de las componentes de la expansión (3.35) si

consideramos queΩ3 ≡ ρ3/3M 2
plH

2 y reemplazamos los factores de escala, obteniéndose

λi (a0)

λ0
=

√
Ω3iρ30

Ω30ρ3i
eN

(
a0

a f

)
, (3.73)

pero como ρ3 es proporcional a a−3, podemos simplificar a

λi (a0)

λ0
=

√
Ω3i

Ω30

(
ai

a0

)
. (3.74)

En el caso límite en que la inflación es apenas suficiente, esta razón es uno, lo que implica

Ω3i =Ω30
a0

ai
. (3.75)

Pero como Ω30 ≈ 0.26 y a0/ai es típicamente mayor que 1060, el parámetro de densidad al

inicio de inflación es enorme.

Esto es de esperarse pues para este resultado supusimos que el término ρ3 que hemos identi-

ficado con la materia oscura en la época actual estuviera presente aún antes de inflación; en

lugar de ser generado al final de este periodo. Para que esto pase, la densidad inicial debe ser

exageradamente grande. Para resolver este problema, en la siguiente subsección usaremos el

Lagrangiano completo (3.2) con su parte potencial, la cual modificará el comportamiento de

la densidad a tiempos tempranos y permitirá que el mismo campo actúe como el generador

de inflación. Otra posible solución, aplicable en caso de considerar un campo externo como

el inflatón, consistiría en introducir un término de interacción en el Lagrangiano del campo

que permitiera al inflatón decaer en nuestro campo durante el periodo de recalentamiento

del universo, al final de inflación. Esta posibilidad no fue considerada ya que estamos intere-

sados en el caso en que el mismo campo que produce inflación también produzca la materia

oscura y energía oscura.
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3.7.1. Inflación debida al campo escalar

Como se demostró en la sección 3.2, para energías grandes, el campo escalar tiende a un

estado donde el potencial domina sobre el término cinético. En este estado es válida la apro-

ximación de rodamiento lento (Slow Roll) donde las ecuaciones de movimiento dadas origi-

nalmente por

3M 2
plH

2 = 2X FX −F +V , (3.76)

(FX ϕ̇)̇ +3HFX ϕ̇+Vϕ = 0, (3.77)

se simplifican despreciando los términos debidos a la componente cinética del Lagrangiano.

Las ecuaciones simplificadas quedan de la forma

3M 2
plH

2 = V (ϕ) , (3.78)

3HFX ϕ̇+Vϕ(ϕ) = 0. (3.79)

Esta aproximación se mantendrá válida durante el periodo de inflación.

Usando las ecuaciones anteriores es posible obtener la relación FX = −VϕMpl/ϕ̇
p

3V , que

para el caso del potencial cuadrático que estamos usando se reduce a

FX = mMplp
3X

, (3.80)

donde esta ecuación define totalmente el valor de X durante el periodo de rodamiento lento

una vez que se ha especificado la forma de la función F (X ), por lo que este valor para el

parámetro cinético se mantendrá aproximadamente constante durante todo el periodo de

inflación. A este valor le llamaremos Xsr y es constante debido a la elección que hicimos de

un potencial cuadrático. Para otros tipos de potencial la ecuación (3.80) también dependerá

de ϕ y Xsr no será constante.

Los parámetros de slow roll para este tipo de Lagrangianos están dados por [119, 120]

ε =
M 2

pl

2FX

(
Vϕ
V

)2

, (3.81)

η =
M 2

pl

F 2
X

Vϕϕ
V

, (3.82)

los cuales difieren de las expresiones para campos canónicos en el factor FX , que para este

caso es constante pues depende solamente de Xsr. La aproximación de rodamiento lento es

válida mientras estos parámetros sean pequeños comparados con uno.

El final de inflación ocurre cuando ε∼ 1, que para el Lagrangiano (3.2) corresponde a

ϕ2
f =

2M 2
pl

FX
. (3.83)
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Podemos suponer que el parámetro η también se vuelve uno en este tiempo, lo cual implica

que FX (Xsr) = 1. Con esto, los parámetros de rodamiento lento y las ecuaciones de movimien-

to (3.78, 3.79) se convierten en las canónicas, así que el análisis siguiente se puede realizar de

forma similar al que se lleva a cabo para la aproximación estándar de rodamiento lento.

El número de e-folds se obtiene de la integral del parámetro de Hubble, dada por

N =
∫ t f

ti

Hd t =
∫ ϕi

ϕ f

FX

M 2
pl

V ′

V
d t ≈

(ϕ2
i −ϕ2

f )

4M 2
pl

, (3.84)

dondeϕi yϕ f son los valores del campo al inicio y final de inflación, respectivamente. Supo-

niendo N ≈ 60 y usando (3.83), obtenemos

ϕi = 15.5Mpl. (3.85)

El parámetro m se puede obtener usando la amplitud medida de las perturbaciones de tem-

peratura en el CMB [121, 122] δ= 2×10−5, como en [47, 123]; obtenemos m = 7×10−6Mpl(n−
1)1/4.

Con el valor del campo al inicio de inflación también es posible obtener los valores para los

parámetros de rodamiento lento, que en este caso dan

εi = 8.3×10−3
p

n −1, (3.86)

ηi = 8.3×10−3
p

n −1, (3.87)

donde n es el parámetro que hemos usado a lo largo de este capítulo, dado por 2α/(2α−1)

Con lo que obtenemos que efectivamente estamos dentro del régimen de rodamiento lento.

Con estos valores es posible calcular el índice espectral y la razón entre perturbaciones ten-

soriales y escalares. En particular, para el Lagrangiano de altas energías dado por (3.8), estas

expresiones fueron calculadas en la referencia [48]. Siguiendo a esta referencia obtenemos

que

ns = 1−0.03
p

n −1, (3.88)

r = 0.15
p

n −1. (3.89)

El índice espectral ns reportado por el satélite Planck en [3] tiene un valor de 0.960±0.007.

Comparando con nuestro modelo obtenemos que el caso con n = 3 es favorecido, pues en

este caso el índice espectral ns ≈ 0.957 se encuentra en el rango observado. Por su parte, los

modelos con n = 2 y n = 4 se encuentran en el rango entre 1σ y 2σ del valor observado, por

lo que, aunque se encuentran desfavorecidos por las observaciones, no son descartados. En

cambio, para el resto de los valores de n los modelos se encuentran más alejados que dos

desviaciones estándar del valor observado.
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La escala de energía durante inflación puede ser determinada usando las ecuaciones (3.83) y

(3.85) con el valor del parámetro m. Para el inicio y el fin de inflación obtenemos

Vi = 5.9×10−9M 4
pl

p
n −1,

V f = 4.9×10−11M 4
pl

p
n −1, (3.90)

la cual es baja comparada con la densidad de energía de Planck.

El valor de η se puede obtener de la ecuación (3.82) sustituyendo la segunda derivada del

potencial con la relación V ′′ = 3F 2
X X /M 2

pl, obtenida de la aproximación de rodamiento lento.

De ella obtenemos la expresión η = 3X /V . Como al final de inflación este parámetro es de

orden 1 concluimos que el valor del parámetro cinético en este momento es del mismo orden

de magnitud que el potencial, lo cual es de esperarse pues la época de inflación termina

cuando el potencial deja de ser dominante sobre el término cinético. De (3.90) obtenemos

que el parámetro cinético durante inflación vale

Xsr ∼ 1.6×10−11M 4
pl

p
n −1, (3.91)

siendo, como dijimos, aproximadamente constante. Esta cantidad también se puede escribir

en otras unidades como Xsr ∼ (4.8×1015GeV )4
p

n −1.

Durante el análisis supusimos que FX (Xsr) = 1. Esta suposición nos permite obtener el valor

del parámetro A que es el único que no ha sido constreñido con ninguna de las condiciones

para inflación, energía oscura o materia oscura. Así obtenemos

n

2

(
AαXα−1

sr −α0

√
A

Xsr

)
= 1, (3.92)

donde el término que contiene α0 es pequeño comparado con el otro, por lo que obtenemos

Aα = 2X 1−α
sr /n. Para el caso n = 2 que es el único en que este parámetro es adimensional

obtenemos A = 1, para n = 3, A = 10−4M 4/3
pl .

En las figuras 3.6 y 3.7 hemos integrado numéricamente las ecuaciones de evolución para el

caso n = 2. En la primera de ellas vemos cómo se justifica nuestra suposición de rodamiento

lento; la escala de energía asociada al potencial está varios órdenes de magnitud por arri-

ba de la asociada a la parte cinética. También vemos cómo al final de inflación el potencial

decae varios órdenes de magnitud en pocos e-folds. Esto justifica la aproximación hecha en

la sección 3.3 donde supusimos que la energía contenida en el campo escalar estaría conte-

nida principalmente en la parte cinética. Por su parte, en la figura 3.7 observamos como el

parámetro cinético llega rápidamente a su valor constante y se mantiene en él durante los

primeros e-folds de inflación, para alejarse de él al finalizar este periodo.
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FIGURA 3.6: Comportamiento de las densidades de energía potencial y cinética para el ca-
so n = 2. El eje horizontal es el número de e-folds. Luego de integrar numéricamente las
ecuaciones de evolución del campo, observamos que el potencial está varios órdenes de
magnitud por arriba de la densidad de energía cinética. Esto justifica el uso que hicimos de
la aproximación de rodamiento lento. También vemos cómo al final de inflación el potencial

decae varios órdenes de magnitud en pocos e-folds.
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FIGURA 3.7: Comportamiento del parámetro cinético X para el caso n = 2. El eje horizontal
es el número de e-folds. Luego de integrar numéricamente las ecuaciones de evolución del
campo, observamos que X se acerca rápidamente a su valor constante Xsr . Podemos leer en
la escala de energías que su valor se mantiene en el mismo orden de magnitud durante los

60 e-folds que dura inflación.

3.7.2. Fin de inflación

Al final de inflación, el término cinético empezará a dominar y el campo tenderá hacia el

estado puramente cinético analizado en la sección 3.4. Parte de la densidad de energía con-

tenida en el universo durante la época de inflación deberá transformarse en otros campos

que a final de cuentas den origen a las partículas del modelo estándar que sabemos que es-

tán presentes en el universo desde la época de nucleosíntesis. En el modelo más simple de

inflación con un campo escalar, esta transformación convierte toda la energía del inflatón

en partículas de otros campos. En nuestro modelo, sin embargo, requerimos que el campo

conserve parte de su energía de forma que sea subdominante en la época de dominación de

radiación y, posteriormente, vuelva a dominar en forma de materia y energía oscuras. Este

aspecto de los modelos de unificación es algo problemático, pues con los procesos usuales

de recalentamiento no es fácil obtener la cantidad correcta de campo remanente.
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En las referencias [6, 8, 9, 48, 97–99] se exploran diversas formas de producir este recalen-

tamiento sin consumir toda la energía del campo escalar. Por ejemplo, en [98] se ajustan los

parámetros el escenario conocido como preheating de forma que solo parte del campo decai-

ga. Por otro lado, en [99] se estudia la posibilidad de que, al final de inflación, la producción

y posterior evaporación de agujeros negros primordiales cree la densidad requerida de ra-

diación sin consumir toda la energía del inflatón. En otros trabajos, como la referencia [104],

también se ha considerado que, aunque el campo pierda toda su energía, algún decaimien-

to posterior de una de las componentes de radiación podría regresar parte de esta energía

al campo. En el presente trabajo exploramos el escenario conocido como producción gravi-

tacional de partículas, el cuál fue propuesto inicialmente en [124] y aplicado como método

de recalentamiento en [100, 101]. A continuación resumimos sus resultados y analizamos su

aplicación a nuestro modelo.

La producción de partículas en un universo en expansión fue reportada inicialmente en

[124]. En ese trabajo se considera un campo escalar con Lagrangiano canónico χ distinto

del campo ϕ que hemos usado hasta ahora. Si este campo se cuantiza con una métrica de

fondo de tipo FRW se observará que, a diferencia de lo que ocurre para la métrica de Min-

kowski, el estado de vacío dependerá del tiempo |0〉t . Debido a que la cuantización se realiza

en el esquema de Heisenberg, un estado inicial |0〉i se mantendrá constante pero sólo corres-

ponderá al estado de vacío en un tiempo inicial ti . A un cierto tiempo t f el estado del campo,

que sigue siendo |0〉i , ya no corresponderá al estado de vacío dado ahora por |0〉 f . El estado

por lo tanto tendrá un número de partículas distinto de cero dado por el valor esperado del

operador de número N̂k el cual depende del tiempo

i 〈0| N̂k (t f ) |0〉i 6= 0. (3.93)

Si este estado inicial ocurre al inicio de inflación en que todos los campos excepto ϕ se en-

cuentran en su estado de vacío, entonces al final de inflación el campo (y de hecho todos los

campos similares) tendrá un número de partículas distinto de cero. Dichas partículas final-

mente decaerán a los componentes del modelo estándar que se encuentran presentes en el

universo.

Para observar este efecto, se considera que el campo χ obedece la ecuación de Klein-Gordon

(1.34), que para una métrica de fondo tipo FRW está dada por

χ̈+3H χ̇− 1

a2 ∇2χ+m2
χχ= 0. (3.94)

De forma similar a la cuantización canónica en espacio plano, se propone una descomposi-

ción del campo en ondas planas dada por

χ(x, t ) = (aL)−3/2
∑
k

1√
2ω(k, t )

(
bk (t )exp

[
i k · x − i

∫ t

ti

ω(k, t ′)d t ′
]
+H .c.

)
, (3.95)
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donde «H.c.» significa Hermitiano conjugado, L es una escala de volumen sobre la que se

imponen condiciones periódicas 2, k es el vector de onda y ω la frecuencia. La amplitud de

las ondas planas, dada por bk , se convertirá en el operador de aniquilación al momento de

cuantizar el campo 3. A diferencia del campo en un espacio de fondo de Minkowski, en este

caso la frecuencia ω y las amplitudes bk dependerán del tiempo.

Para cuantizar se eleva el campo χ a la categoría de operador y se imponen las relaciones de

conmutación usuales

[χ̂(~x, t ), π̂(~x ′, t )] = iδ3(~x −~x ′) , (3.96)

donde π̂ es el momento conjugado dado por π̂= ∂L /∂χ̂. De esta relación es posible mostrar

que los operadores b̂k satisfacen las relaciones de conmutación usuales para los operadores

de aniquilación

[b̂k (t ), b̂k ′(t )] = δk,k ′ . (3.97)

Debido a que los operadores b̂k dependen del tiempo, es necesario analizar su evolución

temporal. Considerando el ansatz

b̂k (t ) =α(k, t )∗b̂k (ti )+β(k, t )b̂†
−k (ti ) , (3.98)

se pueden obtener ecuaciones de evolución para los factores α(k, t ) y β(k, t ).

Una vez que se tiene el operador de aniquilación, se puede obtener el estado de vacío como

aquel que se ve anulado por este operador

b̂k (t ) |0〉t = 0. (3.99)

Debido a que este estado cambia con el tiempo, si el campo se encuentra en el estado de vacío

al inicio de inflación |0〉i , dicho estado contendrá un número de partículas distinto de cero

al final de inflación. Para observar esto, definiremos el operador de número de partículas,

como N̂k (t ) = b̂†
k (t )b̂k (t ), el cual dependerá del tiempo al igual que b̂k . Es posible mostrar

que el valor esperado del número de partículas estará dado por

〈
N̂k (t )

〉= |β(k, t )|2 , (3.100)

donde el factor β es el que aparece en la ecuación (3.98).

Por lo anterior, el cálculo del número de partículas producidas por este proceso al final de

inflación, se reduce a calcular la evolución del factor β(k, t ). Para el caso de campos sin ma-

sa, este cálculo se fue realizado por Zel’dovich y Starobinsky en [125] y por Birrell y Davies

en [126]. Posteriormente, en [100], estos resultados fueron aplicados a universos que tran-

sitan de un régimen tipo De Sitter a uno desacelerado, como ocurre al final de inflación. La

2Al final de los cálculos esta escala se hace tender a infinito L →∞.
3Es usual llamar ak al operador de aniquilación, pero aquí usamos bk con el fin de evitar confusión con el

factor de escala.
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densidad de energía se calcula a través de la expresión

ρχ = 1

2π2a4

∫ ∞

0
k3|β(k, t )|2dk , (3.101)

y se es del orden de ρχ ∼ 10−2H 4
f . Si se considera que habrán g grados de libertad de distintos

campos con el mismo comportamiento que χ, la densidad total estará dada por

ρr f ∼ 0.01g H 4
f , (3.102)

donde H f es el valor del factor de Hubble al final de inflación.

Siguiendo a la referencia [101] consideraremos que el número de grados de libertad g de los

campos al final de inflación es cercano a 100; además, usando la ecuación (3.90) podemos

calcular el factor de Hubble al final de inflación como H f = 2V f /3MPl. Sustituyendo los valo-

res, se obtiene una densidad

ρr f ∼ 10−21M 4
pl . (3.103)

Si la energía potencial al final de inflación se transforma en energía cinética y se empieza

a comportar como la solución (3.34), ésta inicialmente decaerá como a−3n mientras que la

densidad de radiación decae solo como a−4. Entonces, luego de una expansión de 25/(3n−4)

e-folds después de inflación, estas densidades se cruzarán y la radiación empezará a dominar.

Es importante, para que el modelo sea viable, que este cruce ocurra antes de la época de

nucleosíntesis. Se puede observar en la fórmula que el cruce es más rápido entre mayor sea

n; por ejemplo, para n = 2 el universo debe expandirse 105 veces (12 e-folds) luego del final

de inflación; pero el modelo con n = 4 solo necesita 23 veces (3 e-folds). También podemos

calcular la densidad del universo al momento en que el cruce ocurre, que está dada por

ρc ∼V f

(
a f

ac

)3n

. (3.104)

Por ejemplo para n = 2, la energía será 1030 GeV4; para n = 3 ρc ∼ 1043 GeV4; e irá crecien-

do para n’s mayores. En todos los casos la época dominación de radiación inicia a energías

mayores que la de nucleosíntesis, que ocurre a energías alrededor de 1 MeV.

Un problema reportado en las referencias [127–129] para este tipo de procesos de recalen-

tamiento consiste en que, durante el periodo de transición entre inflación y dominación de

radiación, la proporción de densidad de ondas gravitacionales crece. Por ello, este periodo

no debe ser demasiado largo o se pueden dar escenarios como el investigado en [127] donde

la densidad de energía de las ondas gravitacionales domina sobre el resto de las componen-

tes del universo. La producción de ondas gravitacionales en este escenario ocurre debido al

mismo mecanismo cuántico que la producción gravitacional de partículas estudiada en es-

ta sección. Esto se debe a que cada una de las polarizaciones de las ondas gravitacionales

cumplen por separado una ecuación de Klein-Gordon con masa igual a cero. De lo anterior,
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la densidad de energía contenida en ondas gravitacionales al final de inflación se puede cal-

cular con la expresión (3.102) para dos grados de libertad (gGW = 2). Durante la subsecuente

dominación de la componente con ρϕ ∝ a−3n , la densidad de ondas gravitacionales evolu-

cionará por su parte con ρGW ∝ a−4, por lo que su proporción respecto a la densidad total

del universo crecerá como ΩGW ∝ a3n−4. De este último resultado podría parecer que un

periodo de transición demasiado largo permitiría que las ondas gravitacionales dominaran

la densidad del universo, sin embargo, falta considerar la evolución de la densidad de ra-

diación. Debido a que tanto la radiación como las ondas gravitacionales escalan de forma

proporcional a a−4, ambas densidades se mantendrán en la misma proporción al pasar el

tiempo. Considerando, como lo habíamos hecho, que el número de grados de libertad al fi-

nal de inflación es de g = 100 para la radiación y de gGW = 2 para las ondas gravitacionales,

podemos concluir de la ecuación (3.102) que

ρGW ∼ ρr

50
. (3.105)

Esta proporción se mantendrá constante al pasar el tiempo por lo que la densidad de ondas

gravitacionales siempre será menor que la de la radiación. En particular, durante la época

de nucleosíntesis, se satisfará la cota observacional de ρGW < 0.2ρr dada en las referencias

[128, 129].

3.8. Conclusiones

En este capítulo consideramos un tipo de campo escalar no canónico que permite unificar

la energía oscura, materia oscura e inflación. Esto se logra gracias a que la parte cinética del

Lagrangiano del campo puede producir la materia y energía oscuras y que la parte potencial

puede producir inflación. También obtuvimos los valores de los parámetros del Lagrangiano

que son necesarios para que se reproduzcan adecuadamente las observaciones de la historia

de expansión del universo.

Observamos que, aunque fue necesaria la introducción de un término tipo constante cos-

mológica M , su valor no es el de la energía oscura como ocurre en el modelo ΛCDM , sino

que puede ser tan grande como se quiera, lo cual alivia el problema del valor tan pequeño

que se obtiene en el modelo cosmológico estándar. Sin embargo, se introduce un ajuste fino

en el sentido de que la densidad de este parámetro debe anularse casi por completo con αn
0

pero no exactamente para que la diferencia produzca la densidad actual de energía oscura.

Considerando las perturbaciones lineales asociadas al modelo, concluimos que éste se en-

cuentra cerca del mínimo del potencial cinético antes del inicio de la era de dominación de

materia. Gracias a esto, observamos que las perturbaciones no se alejan demasiado del mo-

deloΛCDM en la época en que domina la materia y la energía oscuras.
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Para el periodo de inflación observamos que puede usarse una aproximación de rodamien-

to lento. Esta aproximación nos permite obtener expresiones para el índice espectral de las

perturbaciones escalares, y la razón entre perturbaciones escalares y tensoriales, las cuales

pueden compararse con observaciones. Al final de inflación introdujimos la producción gra-

vitacional de partículas como mecanismo de recalentamiento. Este proceso crea una den-

sidad de radiación inicial sin consumir toda la energía del campo escalar, la cual producirá

posteriormente a la materia y energía oscuras. La densidad de radiación inicialmente es una

pequeña fracción de la densidad del campo escalar; pero el periodo de dominación cinética

que sigue después de inflación permite que la densidad del campo decaiga suficientemente

rápido para que la radiación domine después de un tiempo.

El uso de este tipo de Lagrangianos para realizar la unificación de los 3 fenómenos se hizo

inicialmente en la referencia [12] a partir de la cual en nuestro trabajo [17], en el que este

capítulo está basado, generalizamos este trabajo para una clase mayor de campos escalares.





Capı́tulo 4
Vacío interactuante

En este capítulo estudiaremos modelos en que la energía del vacío es usada para reproducir

la energía oscura. Las discusiones de este capítulo están basadas en las referencias [20–22].

Estos modelos incluyen a la constante cosmológica que, hasta la escritura de este texto, es

el modelo más simple que reproduce todas las observaciones asociadas a la energía oscu-

ra. Además de ella, se han propuesto en la literatura otros modelos en que la densidad de

energía del vacío depende del tiempo. En la mayoría de estos modelos, sin embargo, se ha

considerado únicamente la dependencia temporal de esta densidad de energía en el régimen

homogéneo. En este capítulo observaremos que para que un análisis de las perturbaciones

del universo sea consistente se deben incluir también las perturbaciones de esta energía del

vacío. También encontraremos que, para que la densidad de vacío dependa del tiempo es

necesario que ésta interactúe con otros fluidos del universo.

En los modelos en que se tiene una teoría microfísica de la interacción del vacío se puede

obtener claramente la forma de las perturbaciones de éste; sin embargo, para modelos efec-

tivos, como lo son gran cantidad de modelos de la literatura, dicha microfísica es poco clara.

Para estos modelos efectivos concluiremos que es necesario obtener la forma covariante de la

interacción para poder obtener las perturbaciones del vacío. La expresión para la evolución

temporal de la densidad de vacío podrá ser usada como referencia para obtener la expresión

covariante; pero siempre habrán grados de libertad extra que nos permitirán formular más

de un modelo de perturbaciones para el mismo modelo homogéneo.

En relación con lo estudiado en capítulos anteriores, observaremos que los campos escalares

con Lagrangianos como los estudiados en los capítulos 2 y 3 también pueden verse como mo-

delos de vacío interactuante. En ellos la densidad de vacío está dada por el potencial V (ϕ), el

cual interactúa con la parte cinética del campo. Gracias a la ecuación de Euler-Lagrange para

el campo, tendremos una expresión covariante para el término de interacción y un modelo

único para las perturbaciones.

69
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4.1. Energía del vacío

Definimos la energía del vacío V como aquella que tiene asociado un tensor de energía-

momento proporcional a la métrica

Ť µ
ν =−V gµν , (4.1)

donde en adelante usaremos el símbolo (ˇ) para denotar cantidades relacionadas con el va-

cío. En el caso particular de la constante cosmológica, la densidad de energía es constante y

está dada por V = M 2
PlΛ.

Si consideramos al vacío como un fluido, podemos preguntarnos por su velocidad y su den-

sidad de energía en reposo, los cuales son, respectivamente, el eigenvector (unitario) y el

(menos) eigenvalor del tensor de energía momento

Tµνuµ =−ρuν . (4.2)

Debido a ser proporcional a la métrica, todos los vectores son eigenvectores de este tensor

de energía-momento pues

Ťµνuµ =−V uν ∀ uµ . (4.3)

Esto es un resultado esperado que nos dice que el vacío no tiene una velocidad definida y

por tanto tampoco un sistema de referencia preferencial. Por otro lado observamos que la

densidad de energía asociada a este tensor de energía-momento está dada por ρ̌ = V . Com-

parando con el tensor de energía momento del fluido perfecto

T µ
ν = P gµν + (ρ+P )uµuν , (4.4)

podemos identificar además, que la presión estará dada por P̌ =−ρ̌ =−V .

En el caso de que el vacío no interactúe con otros campos, como se supone usualmente en

los trabajos de cosmología, de la conservación del tensor de energía-momento obtendremos

que su densidad de energía es constante pues

∇µŤ µ
ν =−∇νV = 0, (4.5)

correspondiendo a una constante cosmológica. Para reproducir los modelos en que la ener-

gía del vacío cambia de valor en el tiempo, en cambio, es necesario considerar un término de

interacción entre ésta y el resto de los campos. La interacción estará dada por el vector Qν de

forma que

∇µŤ µ
ν =Qν ; (4.6)

lo cual implica

∇νV =−Qν . (4.7)
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Si el vector de interacción es distinto de cero, el vacío podrá depender del tiempo pero tam-

bién, necesariamente, dependerá del espacio para algún sistema de referencia o norma esco-

gida. De ahí la importancia de estudiar las perturbaciones lineales asociadas a este sistema.

Si consideramos que T (M)
µν es el tensor de energía-momento asociado al fluido o fluidos con

los que interactúa el vacío,debido a la conservación del tensor de energía-momento comple-

to T (M)µ
ν + Ť µ

ν , tendremos que el vector de interacción Qν también aparecerá en la ecuación

de conservación de T (M)µ
ν como

∇µT (M)µ
ν =−Qν , (4.8)

donde Qν podría estar definido en base a cantidades vectoriales asociadas a alguno de los

fluidos del universo.

A pesar de que, como lo mencionamos arriba, el vacío no tiene una velocidad única, cuando

el flujo de energía Qν es distinto de cero se genera una dirección preferencial dada por el

vector unitario

ǔµ = −∇µV

|∇νV ∇νV |1/2
, (4.9)

que cuando es tipo tiempo puede ser asociado a una velocidad. Por las mismas razones que

las definidas en el párrafo anterior esta velocidad tiene vorticidad cero, es decir ∇[µǔν] = 0.

4.2. Ecuaciones de balance de energía y momento

En el modelo de interacción desarrollado aquí, el tensor de energía-momento total se con-

serva

∇µ(T µ
ν + Ť µ

ν ) = 0, (4.10)

mas no cada componente por separado, pues éstas satisfacen las ecuaciones (4.6) y (4.8). Si

la parte de materia se comporta como un fluido perfecto, entonces tendremos

T (M)µν = uµuν(ρ+P )+ gµνP , (4.11)

y las variables asociadas al tensor de energía momento serán la densidad y presión de la ma-

teria, tres de sus componentes de velocidad (pues una cuarta queda determinada por la con-

dición de unitariedad). Estas variables más la densidad del vacío y las cuatro componentes

de la interacción Qµ suman 10 variables que deben ser encontradas usando las 8 ecuacio-

nes de continuidad a nuestra disposición, más una ecuación de estado para la materia y una

ecuación que especifique la interacción.

Es interesante que solo se necesite una ecuación para especificar el vector de interacción Qµ;

la razón es que, como puede verse en la ecuación (4.7), este vector proviene de un poten-

cial. Este hecho debe considerarse al momento de construir modelos de interacción, pues

no cualquier vector de interacción que se especifique cumplirá con esta condición. En par-

ticular, se deberá verificar que dicho vector sea irrotacional. A continuación observaremos
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que, dependiendo del tipo de interacción en que estemos interesados, existirán diferentes

métodos para especificarla adecuadamente.

Una de las formas para especificar modelos de interacción consiste en hacer que el vector de

interacción sea proporcional a la velocidad de la materia a través de la ecuación Qµ = Quµ,

donde Q es alguna función escalar. Esta condición puede ser muy restrictiva para la velocidad

del fluido de materia pues implica que debe ser no-rotacional con uµ∝∇µV . Estos modelos

serán estudiados en la sección 4.4.2 y tienen como ventaja que el fluido de materia no sentirá

fuerza debido a la interacción con el vacío, permitiendo que se comporte como un fluido sin

presión.

Otra posibilidad consiste en escribir las ecuaciones de continuidad de la forma

Qν = −∇νV ,

∇µT (M)µ
ν = ∇νV , (4.12)

y simplemente especificar V en términos de las otras variables dinámicas. En este caso, no

se especifica la interacción sino directamente la forma de la densidad de vacío. Este método

es equivalente a lo que sucede en electromagnetismo cuando se especifica el potencial eléc-

trico. Este método lo observaremos en la sección 4.5 en que estudiaremos diversas formas

en que los modelos de vacío interactuante pueden reproducir el gas de Chaplygin genera-

lizado (gCg); uno de ellos consiste en usar la ecuación V = Aρ−α más la especificación de

que la materia es tipo polvo P = 0, observaremos que este modelo es equivalente al gas de

Chaplygin generalizado a todos los órdenes de perturbaciones si se identifican las presiones

y densidades totales del modelo de vacío con las del gCg como V =−PgCg y ρ+V = ρgCg.

En ciertas ocasiones no tenemos la forma exacta del potencial y lo que deseamos es especifi-

car la interacción. Para ello es útil separar la divergencia de los tensores de energía-momento

en una parte en dirección de la velocidad y otra en dirección ortogonal 1 como lo hicimos

en la sección 1.2. Estas ecuaciones son conocidas como ecuaciones de balance de energía

y momento; las cuales, para fluidos generales que interactúan entre sí, están dadas por las

ecuaciones (1.17) y (1.18).

Para nuestro caso específico en que tenemos dos fluidos y uno de ellos es el vacío, separando

la interacción de la forma

Qν =Quν+ f ν , (4.13)

llegamos a las ecuaciones

(ρ+P )Θ+ dρ

dτ
= −Q , (4.14)

dV

dτ
= Q , (4.15)

1Como la velocidad del vacío no está bien definida, las proyecciones se hacen con la velocidad de la mate-
ria. Recordemos que ǔµ no representa estrictamente la velocidad del vacío sino únicamente la dirección de su
gradiente.
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para la conservación de la energía, conΘ≡∇µuµ; mientras, para la conservación de momen-

to obtenemos las ecuaciones

(ρ+P )
duσ

dτ
+DσP = − f σ , (4.16)

DσV = − fσ . (4.17)

también conocidas como ecuaciones de balance de fuerzas o de Euler.

Las ecuaciones (4.14) - (4.17) provienen de las ecuaciones para la divergencia del tensor de

energía-momento correspondientes al vacío y a la materia. Como lo mencionamos antes, és-

tas corresponden a 4 ecuaciones independientes cada una, siendo 8 en total. Aquí podría pa-

recer que tenemos 10 ecuaciones, una por cada una de las ecuaciones de balance de energía

y cuatro por cada una de las de momento; sin embargo, la condición de que fµ es ortogonal

a la velocidad del fluido implica que este vector solo tenga tres direcciones independientes

y, por tanto, que las ecuaciones de momento solo correspondan a tres ecuaciones cada una;

seis en total que, más las ecuaciones de conservación de energía, suman las 8 ecuaciones.

Como se había señalado, solo hay opción para una ecuación escalar que especifique la inter-

acción. Una posibilidad, por tanto, sería una ecuación para Q. Esto es suficiente para cerrar

el sistema, por lo que con ésta no es necesario especificar la forma de fµ. De hecho podemos

eliminar este término del sistema de ecuaciones igualando (4.16) y (4.17) y obteniendo

(ρ+P )
duσ

dτ
+DσP =−DσV . (4.18)

A pesar de ésto, sin embargo, aún es posible obtener información de las ecuaciones separa-

das pues éstas tienen una forma muy sugerente acerca de la naturaleza física de esta energía

del vacío. La ecuación (4.17) nos dice que la fuerza ejercida por el vacío sobre la materia está

dada por el gradiente de éste, de la misma forma que la energía potencial en física clásica

genera una fuerza proporcional a su gradiente. Este hecho nos hace identificar al vacío co-

mo una generalización relativista de la energía potencial, y a la ecuación (4.16) como una

ecuación de balance de fuerzas para el fluido de materia con fuerza externa − fµ dada por un

potencial −V .

4.3. Ecuaciones cosmológicas

4.3.1. Fondo homogéneo

Las ecuaciones de Einstein para una métrica de FRW toman la forma de la ecuación de Fried-

mann

H 2 = 8πGN

3

(
ρ+V

)− K

a2 . (4.19)



74 Capítulo 4 Vacío interactuante

Además, las ecuaciones de continuidad para el vacío y la materia provienen de las ecuaciones

(4.14 y 4.15) conΘ= 3H

ρ̇+3H(ρ+P ) = −Q , (4.20)

V̇ = Q . (4.21)

La energía del vacío depende del tiempo cósmico gracias al efecto del término de interacción.

Este término deberá incluirse en la ecuación para la materia o de otra forma no se cumpli-

rá la ecuación de continuidad global y por tanto se violarán las ecuaciones de Einstein. El

término −Q en la ecuación de continuidad para la materia no siempre se incluye en los mo-

delos tipo Decaying vacumm, lo cual es una inconsistencia ya que en ese caso no se satisface

la conservación del tensor de energía-momento total y por tanto las identidades de Bianchi.

En este caso, la condición de homogeneidad implica que todos los vectores que representen

cantidades físicas apuntarán en la misma dirección; la cual corresponde a aquella de creci-

miento del tiempo cósmico. Así, uµ y ǔµ, la velocidad de la materia y la dirección del flujo de

energía, serán paralelos. Además, la fuerza f µ será cero pues ningún vector espacial puede

ser distinto de cero en esta situación puramente homogénea.

4.3.2. Perturbaciones lineales

Siguiendo la sección 1.5 podemos estudiar las ecuaciones de evolución asociadas a nuestro

sistema. Así, obtenemos que a nivel lineal la densidad y presión de la materia están dadas

por ρ+δρ y P +δP ; mientras su velocidad satisface (1.58)

uµ =
[

1−φ , a−1∂i v
]

, uµ =
[−1−φ ,∂iθ

]
, (4.22)

con ∂i v = a−1∂xi /∂t y θ = a(v +B), donde B proviene de la ecuación (1.53). Para el vacío, su

densidad está dada por V +δV y su velocidad, como señalamos antes, no está bien definida

y de hecho su momento (ρ̌+ P̌ )θ es cero en todos los sistemas de referencia. Sin embargo,

se puede definir al vector ǔ en la dirección del gradiente del potencial como en la ecuación

(4.9), la cual escribimos, en analogía con la expresión para la velocidad de materia, como

ǔµ =
[

1−φ , a−1∂i v̌
]

, ǔµ =
[−1−φ ,∂i θ̌

]
. (4.23)

donde identificamos θ̌ =−δV /V̇ .

Las ecuaciones de conservación de energía para la materia y el vacío, están dadas por

δ̇ρ = −3H(δρ+δP )+ (ρ+P )

(
3ψ̇− ∇2

a2 (θ+σ)

)
−δQ −Qφ , (4.24)

˙δV = δQ +Qφ . (4.25)
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Éstas son equivalentes a la ecuación (1.61) pero con los términos Q y δQ asociados a la inter-

acción. Equivalentemente, las ecuaciones de balance de momentos se escriben como

(ρ+P )(θ̇+φ)+δP + Ṗθ = − f ,

δV + V̇ θ = − f , (4.26)

donde las componentes de la interacción especificadas en la expresión (4.13) para el caso de

perturbaciones escalares se escriben como

Qµ =
[−Q(1+φ)−δQ ,∂i ( f +Qθ)

]
, (4.27)

con fi = ∂i f . De las ecuaciones (4.26) vemos que la fuerza ejercida por el vacío sobre la mate-

ria es proporcional a la derivada del vacío, en analogía con lo que ocurre en mecánica clásica

para la energía potencial.

Las ecuaciones de Einstein asociadas a las perturbaciones, obedecen las ecuaciones

3H
(
ψ̇+Hφ

)− ∇2

a2

[
ψ+Hσ

]=−4πG
(
δρ+δV

)
, (4.28)

ψ̇+Hφ=−4πG(ρ+P )θ . (4.29)

La energía de vacío aparece únicamente en la ecuación para la energía (4.28) pero no en la

del momento (4.29).

Como siempre, para cerrar el sistema necesitamos una ecuación de estado para la materia

y una ecuación para la interacción. Es decir que es suficiente con especificar Q o f en una

ecuación. Incluir dos ecuaciones una para cada una de las componentes de la interacción

sobredetermina al sistema y puede llevar a contradicciones.

4.3.3. Perturbaciones invariantes de norma

Es bien conocido que la métrica y las perturbaciones de materia son dependientes de norma,

sin embargo, es posible construir combinaciones que no lo sean. Bajo una transformación

de norma de primer orden tenemos que t 7→ t +δ f (t , xi ), mientras que la densidad y presión

se transforman como δρ 7→ δρ− ρ̇δt y δP 7→ δP − Ṗδt . Por ello, la perturbación de presión

no adiabática δPnad = δP − (Ṗ/ρ̇)δρ, es invariante de norma. De la misma manera, la per-

turbación de la energía de vacío se transforma como δV 7→ δV −Qδt y la interacción como

δQ 7→ δQ − Q̇δt . Dados δP̌ = −δρ̌ = −δV y ˙̌P = − ˙̌ρ = −Q se observa que la perturbación no

adiabática para la presión es cero, como de hecho es el caso para cualquier fluido barotrópico

con P = P (ρ).

La 3-velocidad θ se transforma como θ→ θ+δt , con lo que la velocidad relativa θ̌−θ es inva-

riante de norma. La perturbación de densidad en hipersuperficies ortogonales a la velocidad

uµ, también conocida como la perturbación de densidad en la norma comóvil-ortogonal,
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también es invariante de norma, y está dada por

δρcom = δρ+ ρ̇θ . (4.30)

Para el vacío, la perturbación de densidad está dada por

δρ̌com = δV + V̇ θ , (4.31)

que en general es distinta de cero; sin embargo, si tomamos las superficies ortogonales al

flujo de energía ǔµ, las perturbaciones de densidad del vacío serán cero

∆ρ̌com = δV + V̇ θ̌ = 0. (4.32)

De aquí obtenemos que θ̌ = −δV /V̇ . Lo anterior es consecuencia de que el flujo de energía

ǔµ sea paralelo al gradiente de la densidad de energía como puede verse en la ecuación (4.9);

así, por construcción, el vacío es homogéneo sobre las hipersuperficies ortogonales a este

flujo. La perturbación comóvil de la densidad de vacío también se puede reescribir como

δρ̌com = V̇
(
θ− θ̌)

, (4.33)

por lo que, si θ = θ̌, el vacío será espacialmente homogéneo en sistemas de referencia comó-

viles con el fluido. En estos sistemas de referencia θ = 0 y, por tanto, δρ̌com = 0. Esto ocurre

en una clase de modelos en los que se demanda que el flujo de energía vaya en la dirección

de la velocidad del fluido ǔµ = uµ; sin embargo, estos modelos son muy restrictivos sobre

la velocidad del fluido ya que ésta no debe presentar vorticidad para que esta igualdad se

cumpla.

La perturbación de la densidad de vacío en sistemas de referencia cuyas superficies de tiem-

po constante son planas, también es un invariante de norma. Esta cantidad puede escribirse

como

ζ̌=−ψ− H

V̇
δV . (4.34)

En general esta perturbación será distinta de cero. En la literatura de cosmología, a esta per-

turbación se de denota simplemente como la perturbación de curvatura (véase [? ] como un

ejemplo de este uso), y su importancia proviene de que es a menudo usada para fijar las

condiciones iniciales de las ecuaciones de perturbación.

Otra expresión invariante de norma para la perturbación de energía del vacío es aquella me-

dida en superficies con densidad homogénea del fluido; ésta representa la perturbación de

densidad relativa y está dada por

Š = 3
(
ζ̌−ζ)=−3H

(
δV

V̇
− δρ

ρ̇

)
. (4.35)

En caso de que la densidad de energía fuera una función de la densidad de materia, esta

perturbación se cancelará Š = 0.
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La perturbación de presión no adiabática debido a la perturbación de presión relativa entre

el fluido y el vacío está dada por

δPnad = δP − c2
s δρ = (1+ c2

s )Q[Q +3H(ρ+P )]

9H 2(ρ+P )
Š . (4.36)

Esta perturbación se anula en sistemas en que las fluctuaciones del vacío son adiabáticas

Š = 0, o cuando no interactúa Q = 0.

4.4. Fluido efectivo

El modelo de vacío interactuante permite estudiar fluidos existentes en la literatura obser-

vándolos desde una nueva óptica. Los fluidos que estudiaremos en esta sección pueden tener

una ecuación de estado arbitraria; así que este tratamiento no estará limitado a ecuaciones

de estado barotrópicas sino que pueden ser más generales. La densidad y presión del flui-

do se pensarán como cantidades efectivas (ρef y Pef) que serán originadas por la suma de

un fluido tipo polvo (Pm = 0) y el vacío interactuando entre sí; por lo cual, se tendrán las

expresiones

ρef = ρm +V ,

Pef = −V , (4.37)

donde la presión del fluido efectivo estará dada únicamente por el vacío pues supusimos que

el fluido de materia no tiene presión. Si consideramos que el sistema interactuante solo será

medido en conjunto, es decir, que se medirán solamente la presión y densidad totales, en-

tonces estos fluidos serán equivalentes a uno único dado por la combinación de ambos. Este

fluido obedecerá una ecuación para la conservación de la energía y una para la conservación

del momento dadas por

(ρef +Pef)Θ+ ρ̇ef = 0,

(ρef +Pef)u̇σ+DσPef = 0, (4.38)

donde la velocidad del fluido efectivo será la misma que la del fluido original tipo polvo. El

hecho de que el vacío no tenga una velocidad definida permite que no haya imprecisiones

sobre cuál velocidad elegir para el fluido efectivo.

Las ecuaciones anteriores no serán suficientes para resolver el sistema completo pues usual-

mente es necesario introducir una ecuación de estado. En este caso dicha ecuación deberá

obtenerse a partir de la especificación de la interacción entre las componentes originales.

Como este fluido proviene de dos elementos, el fluido tipo polvo y el vacío, el comportamien-

to efectivo no necesariamente presentará una ecuación de estado sencilla. En lo siguiente

estudiaremos modelos en que esto es usado como una ventaja pues, por ejemplo, podemos
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construir un fluido efectivo que a nivel de la cosmología homogénea se comporte como el gas

de Chaplygin pero que a nivel perturbativo tenga velocidad del sonido cero, lo cual reduce en

varios órdenes de magnitud las fuertes constricciones que dicho modelo tiene actualmente.

Debido a que el fluido efectivo cumple las ecuaciones de continuidad (4.38) correspondien-

tes a un fluido perfecto sin interacción, podemos identificar a este fluido con alguno de los

que se usan para modelar la energía oscura y dividir sus componentes de presión y densidad

en una parte de vacío y otra de materia. Esto lo podemos realizar para una de las numerosas

soluciones tipo ρde(a) o Pde(ρde) que se encuentran en la literatura. Algunos de estos mo-

delos han sido propuestos como modelos de unificación de materia y energía oscura [111].

Cualquier modelo de energía oscura que esté descrito por un fluido perfecto, por tanto, podrá

ser descompuesto de la forma inversa a las ecuaciones (4.37) como

ρm = ρde +Pde , V =−Pde . (4.39)

donde el flujo de energía será Qµ =∇µPde que en un fondo de FRW está dado por Q =−Ṗde.

Uno podría escoger descomponer cualquier modelo de energía oscura ρde(a) en cualesquie-

ra dos fluidos interactuandoes ρde = ρ1 +ρ2, pero esto doblaría los grados de libertad del

modelo excepto cuando uno de estos dos fluidos es el vacío. Linder y Scherrer [130] demos-

traron que cualquiera de estos modelos de energía oscura puede ser representado por una

energía del vacío constante V = M 2
PlΛ más un fluido con la ecuación de estado apropiada

dada por γ= (ρde+Pde)/(ρde−V ). En este caso, el fluido de materia necesitaba una ecuación

de estado apropiada ya que la energía del vacío era constante. En nuestro caso, en cambio,

el especificar una interacción apropiada nos permite tener para la materia la ecuación de

estado que deseemos, la cual escogeremos casi siempre como γm = 1 para tener Pm = 0.

Si del modelo de energía oscura se obtiene Pde(a), la interacción asociada estará dada en el

fondo de FRW por Q =−Ṗde; sin embargo, esto no especifica la forma de la interacción en el

régimen de perturbaciones lineales, menos aún para el modelo en forma covariante. Gracias

a esto tendremos libertad para escoger la generalización a nivel perturbativo de los modelos,

obteniendo distintos comportamientos para un mismo modelo homogéneo. Esto lo estudia-

remos particularmente en el gas de Chaplygin en la sección 4.5, donde la generalización a

nivel de perturbaciones nos podrá llevar a un modelo barotrópico como el gas original o a

uno con cero velocidad del sonido, la cual es ventajosa en el momento de la formación de

estructura, que es un problema del gas original.

4.4.1. Fluido barotrópico

En esta sección analizaremos las condiciones necesarias para que el sistema interactuante

entre polvo y vacío produzca como fluido efectivo uno barotrópico. Partimos de que el fluido

efectivo tiene una ecuación de estado Pef = Pef(ρef). De la ecuación de conservación de ener-

gía (4.15) escrita en términos del fluido efectivo obtenemos que la interacción está dada por
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Q =−Ṗef, que se convertirá en Q =−F (ρef)ρ̇ef si definimos a F como

F ≡ dPef

dρef
. (4.40)

De la ecuación (4.38) podemos sustituir la derivada de la densidad de energía. Con ello obte-

nemos la expresión para la interacción que, en términos de las densidades de vacío y polvo,

está dada por

Q =ΘρF . (4.41)

Esta será la forma general de la interacción para que el fluido efectivo corresponda con un

fluido barotrópico.

Por ejemplo, para el gas generalizado de Chaplygin la ecuación de estado tiene la forma

Pef = −Aρ−α
ef , con lo que la función F definida en (4.40) estará dada por F = αPef/ρef y la

interacción como

Q =αΘ ρV

ρ+V
. (4.42)

Aquí podemos ver que una ventaja de especificar la interacción es que la constante A que

aparece en la ecuación de estado del gas no se necesita poner a mano como en el modelo

original, sino que aparece aquí como una constante de integración.

Al hacer el procedimiento en sentido opuesto, sin embargo, podemos observar que la espe-

cificación de la interacción no es suficiente para asegurar el carácter barotrópico del fluido

efectivo resultante. En este caso partimos de una interacción del tipo (4.41) y usando la ecua-

ción de conservación de energía (4.15), además de cambiando las variables por la densidad

y presión efectivas, llegamos a la ecuación

Ṗef = F ρ̇ef , (4.43)

que puede integrarse. Esta ecuación es equivalente a (4.40); sin embargo, solo puede inte-

grarse sobre las líneas de mundo del fluido. Como la ecuación no da información sobre la

forma de la constante de integración a lo largo de la superficie ortogonal a la velocidad, aún

queda libertad para obtener un fluido no barotrópico. Por ejemplo, para el gas de Chaplygin

el especificar la interacción (4.42) nos llevará a la ecuación diferencial de la forma

Ṗef =
αPef

ρef
ρ̇ef , (4.44)

cuya solución corresponde a Pbar = A(xi )ρ−α
bar, donde A es una función de la posición sobre

las superficies ortogonales a la velocidad, por lo que no llegamos al modelo original en que

A es constante. Esto sucederá con todos los modelos equivalentes, donde solo se especifica

la interacción, aunque como veremos en las siguientes secciones, se puede obtener que A es

constante a nivel de la cosmología homogénea e incluso de perturbaciones lineales.
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4.4.2. Fluidos geodésicos

Un tipo de modelos que no son reducibles a fluidos barotrópicos son los que aquí llamaremos

modelos geodésicos. En estos modelos usaremos un fluido tipo polvo al igual que el usado

en la subsección 4.4.1; pero además se especificará que la fuerza ejercida por el vacío, dada

por el vector f µ, será cero. Esto produce que la ecuación de momento para la materia (4.16)

satisfaga la ecuación
duµ

dτ
= 0, (4.45)

correspondiente a la ecuación geodésica, de ahí el nombre dado a estos modelos.

Por otro lado, la ecuación (4.17) se convierte en

DσV = 0, (4.46)

lo que implica que el vacío es constante sobre hipersuperficies ortogonales a la velocidad,

por lo que puede considerarse como una función únicamente del tiempo propio del flui-

do V = V (τ). Así, el potencial de hecho puede ser usado como una reparametrización del

tiempo propio si es una función monótona. Con ello, ésta puede ser usada para etiquetar las

superficies ortogonales a uσ. Para cerrar el sistema de ecuaciones en estos casos es necesario

obtener una forma para Q que asegure que f µ sea cero; esto no es fácil de encontrar por lo

que alternativamente se puede especificar V =V (τ), lo cual automáticamente implica que el

modelo es tipo geodésico.

La ecuación (4.46) implica además que el gradiente del potencial se encuentra en la dirección

de la velocidad de la materia ǔµ = uµ, lo cual es una condición bastante restrictiva para esta

velocidad, pues significa que está dada por un potencial uµ∝∇µV y no tiene vorticidad.

En cualquiera de los modelos geodésicos las ecuaciones de perturbación (4.24) y (4.26) se

reducen a

δ̇ρm +3Hδρm −3ρmψ̇+ρm
∇2

a2

(
θ+a2Ė −aB

) = − ˙δV , (4.47)

θ̇ = −φ , (4.48)

δV = −V̇ θ . (4.49)

Debido a la última de las ecuaciones podemos ver que θ̌ = θ, por lo que la perturbación de

densidad comóvil para el vacío (4.33) es cero. Como no hay perturbación de presión en la

norma comóvil, la velocidad del sonido del fluido es cero c2
s = 0.

Si escogemos la norma comóvil síncrona para escribir estas ecuaciones, su expresión será

más simple. Aquí θ = 0, y φ= 0, la ecuación (4.48) se satisface de manera trivial, y la constric-

ción de momento derivada de las ecuaciones de Einstein (4.29) requiere que φ̇= 0, por lo que

φ=C (xi ). Debido a que θ̌ = 0 en la norma comóvil, también tenemos que δV = 0. Entonces,

la ecuación (4.47) para la perturbación de la densidad de materia y la constricción de energía
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de la ecuación de Einstein (4.28) son las mismas que en ausencia de energía del vacío

δ̇ρm +3Hδρm +ρm
∂

∂t

(
ψ+∇2E

) = 0, (4.50)

∇2

a2

[
ψ+Hσ

] = 4πGδρm , (4.51)

excepto en que la evolución homogénea se debe tomar en cuenta la cosmología generada

por la materia y vacío interactuantes.

La forma de estas ecuaciones para las perturbaciones es extremadamente simple, como si

tuviéramos un vacío que es espacialmente homogéneo, a pesar de que estas ecuaciones per-

miten una perturbación del vacío ζ̌ = −C (xi ) distinta de cero, y por tanto una perturbación

de entropía Š.

Los modelos geodésicos pueden ser ventajosos en la unificación de materia y energía oscura

pues el hecho de que las líneas de flujo sigan geodésicas permite que este fluido forme las es-

tructuras del universo de la misma forma que una componente de materia sin presión, como

la materia oscura fría; pero con una presión efectiva distinta de cero Pef = −V . En nuestros

trabajos [20] y [21] esta ventaja fue explorada para el caso del gas de Chaplygin, en que es

posible obtener un fluido efectivo que a nivel homogéneo se comporta como el modelo ori-

ginal pero que a nivel de perturbaciones lineales permite formar estructura, reduciendo las

constricciones actuales que existen sobre el parámetro α como observamos en [22].

Estos modelos fueron estudiados por primera vez en la referencia [131] Dusty dark energy.

Ahí se usa un Lagrangiano de la forma

L = K (ϕ, X )+λ(X − 1

2
µ2(ϕ)) , (4.52)

dondeϕ y λ son campos escalares, y X =−ϕ,αϕ
,α/2 es el término cinético asociado al campo

ϕ. El segundo campo no tiene término cinético en el Lagrangiano, y por su forma actúa como

un multiplicador de Lagrange que restringe a X a ser igual al término con µ de la forma

X = 1

2
µ2(ϕ) . (4.53)

Esta ecuación se obtiene al escribir la ecuación de Euler-Lagrange correspondiente a λ y es

equivalente a dϕ/dτ = µ(ϕ) donde, como definimos en la introducción, d/dτ = uαd/d xα.

Además, la velocidad estará dada por uα = −ϕ,α/µ(ϕ). De la ecuación (4.53) podemos mos-

trar que esta velocidad cumple con la ecuación geodésica.

El tensor de energía-momento en este modelo está dado por la expresión

Tαβ =ϕ,αϕ,β(K,X +λ)+ gαβK , (4.54)

de la cual podemos leer que las componentes tipo polvo y tipo vacío del modelo son ρ =
µ2(KX +λ) y V =−K . Con esta información, podemos obtener las ecuaciones de movimiento
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del modelo usando las ecuaciones de conservación de la energía y el momento obtenidas

al inicio de este capítulo, y dichas ecuaciones serán las mismas que se obtendrían de las

ecuaciones de Euler-Lagrange.

El hecho de que la ecuación geodésica se satisfaga implica que la fuerza f σ es cero. La inter-

acción escalar puede ser obtenida de (4.15) como

Q =−µ(K,ϕ+µµ,ϕK,X ) , (4.55)

la cual es una función de ϕ y sus derivadas. Esta interacción produce de la ecuación (4.14) la

ecuación de continuidad

λ̇=−µϕλ−µK,Xϕ−µ2µϕKX X + (K,X +λ)äϕ+K,ϕ

ϕ
. (4.56)

que es la misma que se obtiene de la ecuación de Euler-Lagrange asociada al campoϕ, como

de hecho se obtiene en el trabajo original.

En la referencia [131] se concluye queϕ actúa como una reparametrización del tiempoϕ(xα) =
f (τ−ψ(x)), donde ψ es una función de las coordenadas espaciales x en la hipersuperficie

normal a la velocidad del campo. Este resultado es equivalente al que obtuvimos nosotros

respecto a la energía del vacío V que en este caso es una función del campo ϕ a través de

la ecuación V = −K (ϕ,µ2(ϕ)/2). La ecuación (4.17) implica que la fuerza es igual a cero y

que Dσϕ = 0. Además de esto, esta ecuación implica que la función ψ no es arbitraria, sino

constante en todas las hipersuperficies ortogonales.

Un problema para estos modelos, además del hecho de que la velocidad del fluido tenga

vorticidad cero, es que la densidad y otras cantidades físicas estarán multivaluadas en puntos

en los que se crucen las geodésicas. Este fenómeno es conocido como caustics para el caso

de campos escalares como el de la dusty dark energy estudiada aquí, y en nuestro caso estará

presente no solo para los campos escalares, sino para cualquier modelo de fluido geodésico

interactuante.

4.5. Gas de Chaplygin

El gas generalizado de Chaplygin («gCg» por sus siglas en inglés) es definido en las referencias

[30, 111] como un fluido que cumple la ecuación de estado

PgCg =−Aρ−α
gCg , (4.57)

donde A y α son parámetros del modelo. En el régimen homogéneo es posible resolver de

forma exacta su densidad en términos del factor de escala, obteniendo

ρgCg =
(

A+B a−3(1+α))1/(1+α)
, (4.58)
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donde B es una constante de integración. Esta solución se comporta en épocas tempra-

nas como ρgCg ∝ a−3; mientras que para tiempos grandes se aproxima a una constante

ρgCg → A1/(1+α). Debido a este comportamiento, el gCg ha sido propuesto como un modelo

de unificación del sector oscuro del universo. Sin embargo, este modelo está sumamente res-

tringido debido a que, a nivel perturbativo, solo puede reproducir el espectro de potencias

de materia cuando α es muy cercana a cero, es decir, cuando el modelo es indistinguible de

ΛCDM [31, 32].

La descomposición (4.39) para este modelo fue analizada a nivel homogéneo en [132] y ge-

neralizada a nivel de perturbaciones lineales en [20–22]. Esta descomposición está dada por

ρgCg = ρm +V , PgCg =−V . (4.59)

Con ello, la ecuación de estado (4.57) se convierte en una relación entre la energía del vacío

y la de materia, dada por

A = (ρm +V )αV ; (4.60)

mientras que las densidades evolucionarán a nivel homogéneo como

V = A
(

A+B a−3(1+α))−α/(1+α)
,

ρm = B a−3(1+α) (A+B a−3(1+α))−α/(1+α)
. (4.61)

De la ecuación (4.21) es posible obtener una expresión para la interacción, la cual estaría

dada por

Q = 3αH

(
ρmV

ρm +V

)
. (4.62)

Esta interacción en la época de dominación de materia se aproxima a Q ∝ HV , mientras

que en la época de dominación de la energía de vacío Q ∝ Hρm ; ambos límites han sido

estudiados previamente en [133].

Es interesante notar que, para el modelo definido en términos de la interacción,α es el único

parámetro. Por ello, A y B surgen como constantes de integración en la solución homogénea

que serán determinadas como condiciones de frontera; por ejemplo, a través de las relacio-

nes

A = V (ρm +V )α
∣∣
0 , (4.63)

B = V

ρm +V

∣∣∣∣
0

. (4.64)

Esto constituye una diferencia con respecto al modelo original definido en términos de la

ecuación de estado (4.57), pues en este modelo tanto α como A son parámetros, y la única

constante de integración es B . De las ecuaciones (4.35) y (4.60) podemos observar que la
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perturbación en la entropía a nivel lineal está dada por

Š =− (ρm +V )2

αρm
(
ρm + (1+α)V

) δA

A
, (4.65)

donde δA es la variación lineal del parámetro A y depende de la posición. Esta expresión se

anula para el modelo original, pues A tiene un valor fijo dado por el modelo; sin embargo,

esto no necesariamente ocurre en el modelo con interacción, pues A es una constante de in-

tegración que surgió de resolver el modelo en el caso homogéneo, y es posible que tenga una

variación espacial cuando se introduzcan perturbaciones lineales. De lo anterior podemos

concluir que, mientras que el modelo original es adiabático, en el modelo nuevo es posible

obtener perturbaciones no adiabáticas. La perturbación de presión no adiabática puede ser

calculada por la expresión (4.36), quedando para este modelo como δPnad =−V δA/A.

Roy y Buckert [134] han considerado previamente un gas de Chaplygin con una constan-

te A que depende de la posición y es una descripción efectiva al promediar en un universo

inhomogéneo. Las perturbaciones no adiabáticas en un gCg también fueron discutidas pre-

viamente por Zimdahl y Fabris [135] quienes introdujeron una componente extra de polvo

que interactúa con el gas barotrópico de Chaplygin, lo cual introduce nuevos grados de li-

bertad internos. En nuestro caso, las perturbaciones no adiabáticas surgen naturalmente de

la descomposición del gas en dos componentes, una de vacío y otra de materia, que pueden

tener perturbaciones de densidad relativas, sin introducir grados de libertad adicionales.

Hasta ahora el término de interacción está definido únicamente a nivel homogéneo. Debido

a que no existe una única generalización covariante de la expresión (4.62), es posible hacer

diversas elecciones que a nivel homogéneo se reduzcan a la misma expresión. En las siguien-

tes subsecciones analizaremos dos ejemplos de estas generalizaciones que, a pesar de ser

indistinguibles a nivel homogéneo, a nivel perturbativo arrojarán resultados distintos y, por

lo tanto, distintas predicciones observacionales.

4.5.1. Modelo barotrópico

Como lo señalamos en la sección 4.4.1, el fluido barotrópico es equivalente a un modelo de

vacío interactuante en el cual la interacción es proporcional al factor de expansión Θ= uµ
;µ,

donde uµ es la velocidad de la componente de materia. En el caso del gas de Chaplygin, esta

interacción está dada por

Q =αΘ
(
ρmV

ρm +V

)
. (4.66)

En esta expresión, el término de expansión Θ funciona como la generalización covariante

del factor de Hubble. De hecho, es fácil comprobar que en un fondo homogéneo de FRW la

expresión (4.66) se reduce a (4.62), pues en este casoΘ= 3H .
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FIGURA 4.1: Velocidad del sonido como función del factor de escala para el modelo baro-
trópico. El caso α = 0 es equivalente al modelo ΛCDM en que la velocidad del sonido se

anula.

El hecho de que la presión efectiva sea función de la densidad efectiva implica, en términos

del modelo de interacción, que la densidad de vacío es función de la densidad de materia,

V =V (ρm) . (4.67)

De esta relación se puede concluir que el vector de interacción Qµ estará en dirección del

gradiente de la densidad de materia ∇µ.

Desarrollando las densidades a orden lineal, de la ecuación (4.67) tenemos que

δV = V̇

ρ̇m
δρm . (4.68)

Comparando esta ecuación con la expresión (4.35), observamos que en este caso Š se anula,

por lo que las perturbaciones relativas entre el vacío y la materia serán adiabáticas. Con ello

podemos calcular la velocidad del sonido adiabática, dada por

c2
s =

−δV

δρm +δV
= αV

ρm +V
. (4.69)

En la figura 4.1 se puede observar que esta velocidad del sonido se aleja de cero dependiendo

el valor del parámetroα. El caso c2
s = 0 equivale al modeloΛCDM , por lo que las predicciones

observacionales cambiarán con respecto a este modelo cuando α 6= 0. En lo siguiente no

usaremos α negativo para este modelo, pues implica una velocidad del sonido imaginaria.

Para resolver las perturbaciones a nivel lineal necesitamos las reglas de evolución para las

variables δV , δρm y θm . Generalmente estas reglas se dan en la forma de un sistema de tres
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ecuaciones diferenciales de primer orden; sin embargo, para este caso la ecuación (4.69) per-

mite que una de las ecuaciones sea algebraica y esté dada por

δV = −αV δρm

ρm + (1+α)V
. (4.70)

Esta ecuación puede usarse junto con (4.24) y (4.25) para obtener una expresión para la per-

turbación de la densidad de materia; después de un poco de álgebra es posible obtener

˙δρm = (1+α)Q

ρm + (1+α)V
δρm −ρm

(
ρm + (1+α)V

ρm +V

)(
3H

ρm
δρm −3ψ̇+ ∇2

a2 (θm +σ)

)
. (4.71)

Por último, las ecuaciones (4.26) nos permiten obtener una ecuación de evolución para θm ,

la cual estará dada por

θ̇m = Q

ρm
θm − αV

ρm + (1+α)V
δρm −φ . (4.72)

Para resolver las ecuaciones (4.70), (4.71) y (4.72) se deben incluir ecuaciones equivalentes

para la densidad y velocidad del resto de las componentes del universo más otras para los

términos de perturbación de la métrica. Un resumen de estas ecuaciones puede encontrarse

en el artículo de Ma y Bertschinger [42]. Una vez hecho esto podemos resolver numéricamen-

te y comparar las cantidades obtenidas con observaciones como el espectro de potencias de

materia y las anisotropías de la radiación cósmica de fondo.

Para implementar estas ecuaciones en uno de los programas cosmológicos ya existentes, es

necesario elegir una norma y adaptar las ecuaciones a las convenciones usadas por el pro-

grama. En este trabajo usamos el código CAMB [136] (Code for Anisotropies in the Microwave

Background), el cual puede encontrarse en la página «http://camb.info». Primero debe-

mos notar que este código trabaja en la norma síncrona, en la cual φ= B = 0. El potencial de

corte σ, dado por la ecuación (1.56), se simplifica a σ= a2Ė . Con lo anterior, los términos ψ

y σ de la ecuación (4.71) se reducen a

−3ψ̇+ ∇2

a2 σ= ∂

∂t

(−3ψ+∇2E
)

. (4.73)

De lo escrito en la sección 1.5 puede verse que el término entre paréntesis es igual a un medio

de la traza de la perturbación del tensor métrico, la cual denotaremos por h. En lugar de

evolucionar la variable δρm , el programa evoluciona la variable adimensional δm = δρm/ρm .

Con esto, las ecuaciones (4.71) y (4.72) se convierten en

δ̇m = (1+α)Q

ρm + (1+α)V
δm + ρm − (1+α)V

ρm +V

∇2

a2 θm − ρm + (1+α)V

ρm +V

ḣ

2
, (4.74)

θ̇m = Q

ρm
θm − αV

ρm + (1+α)V
δm .

Finalmente, el último cambio que necesitan estas ecuaciones para implementarse en CAMB

es el escribirlas en el espacio de Fourier asociado a las perturbaciones; el único efecto sobre

la forma de las ecuaciones (4.74) es la sustitución de ∇2 por −k2. Las perturbaciones, que

http://camb.info
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FIGURA 4.2: Densidad de las perturbaciones de materia a las escalas k = 0.001[hM pc−1] y
k = 0.01[hM pc−1] como función del factor de escala. Observamos que para escalas grandes
las perturbaciones disminuyen un poco, mientras que para escalas pequeñas oscilan alre-
dedor de cero. Este efecto es más importante entre mayor sea α. El caso α= 0 coincide con

el modeloΛCDM .

originalmente dependían de la posición y el tiempo, ahora dependerán del número de onda

k y el tiempo.

Después de resolver numéricamente, mostramos en la figura 4.2 la evolución de las pertur-

baciones de materia para este modelo. Podemos observar que el aumentar α disminuye el

crecimiento en la perturbación para escalas grandes; mientras para escalas pequeñas estas

perturbaciones oscilan alrededor de cero. Este efecto es muy importante pues implicará un

espectro de potencias muy distinto del observado y, como veremos, será la razón de las res-

tricciones tan fuertes sobre el parámetro α.

El código CAMB nos permite calcular el espectro de potencias de la radiación cósmica de

fondo asociado a este modelo, como podemos observar en la figura 4.3 el mayor cambio

con respecto al modelo ΛCDM ocurre para l’s pequeñas. El cambio de la curva para estas

escalas ocurre debido al efecto Sachs-Wolfe integrado (ISW) [137]. Aunque el código resuelve

numéricamente las ecuaciones completas, es posible, haciendo algunas aproximaciones, ver

la razón de este efecto. El efecto ISW puede ser aproximado por la integral de los potenciales

Newtonianos a partir de la época de última dispersión (ls) hasta nuestros días; la fórmula está

dada por

δT I SW
l (k) ≈

∫ τ0

τl s
d t

(
φN (k,τ)+ψN (k,τ)

)
jl [k(τ0 −τ)] , (4.75)
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FIGURA 4.3: Espectro de potencias del CMB para para el modelo barotrópico. Las ecuacio-
nes de perturbación para el casoα= 0 coinciden con el modeloΛCDM . Observamos que el
mayor cambio es debido al efecto Sachs-Wolfe integrado, correspondiente a ángulos gran-

des (l’s pequeñas).

donde jl son las funciones esféricas de Bessel, τ es el tiempo conforme y φN ,ψN son las per-

turbaciones a la métrica en la norma Newtoniana. La ecuación de Poisson para el caso sin

esfuerzos anisotrópicos nos puede relacionar los potenciales de esta integral con las pertur-

baciones de densidad como [27]

φN (k,τ)+ψN (k,τ) =− a2

k2M 2
Pl

∑
I
ρI

[
δI −2HγIθI

]
, (4.76)

donde la suma es sobre todas las especies materiales del universo incluyendo la materia y el

vacío. Estas fórmulas nos permiten entender cómo la supresión en la perturbación de mate-

ria observada en la figura 4.2 se ve reflejada en la gráfica 4.3.

El espectro de potencias de materia es el más afectado debido a los cambios con respecto al

modelo ΛCDM . En las gráficas de la figura 4.4 se observa como el espectro de potencias de

la componente de materia oscura se ve suprimido a escalas pequeñas debido a la velocidad

del sonido distinta de cero. El espectro de potencias de los bariones se ve afectado indirec-

tamente y sus perturbaciones también se ven suprimidas. Esto es muy importante pues este

espectro de potencias puede medirse a través del conteo de galaxias en estudios como el

Sloan Digital Sky Survey [138].

Para la comparación de las predicciones del modelo con las observaciones, usamos el código

público COSMOMC [139] que puede ser encontrado en la página «http://cosmologist.

info/cosmomc/». Este código usa el método de cadenas de Markov para encontrar las dis-

tribuciones de probabilidad de los parámetros cosmológicos. En este caso usamos datos de

la radiación cósmica de fondo del satélite WMAP [122], y de la estructura a gran escala de la
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FIGURA 4.4: Espectro de potencias de materia para el modelo barotrópico. La línea azul co-
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séptima publicación de datos del Sloan Digital Sky Survey [138]. En la tabla 4.1 podemos ob-

servar que las cotas observacionales al parámetro α son un orden de magnitud más fuertes

al usar datos del espectro de potencias de materia.

4.5.2. Modelo geodésico

El segundo ejemplo que consideraremos corresponde al caso en que el modelo se comporta

como los estudiados en la sección 4.4.2. En este caso, la interacción (4.62) definida a nivel

homogéneo se generalizará de forma que el flujo de energía se encuentre a lo largo de la

velocidad de materia, es decir

Qµ =Quµ . (4.77)

Esta ecuación ya se cumple en el caso homogéneo, pues a ese nivel todos los vectores con

significado físico están en la misma dirección; así que en este modelo simplemente genera-

lizaremos este hecho requiriendo que se cumpla siempre.
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Parámetros WMAP+SNIa+BAO WMAP+SNIa+SDSS

Ωbh2 0.0225+0.0005
−0.0005 0.0224+0.0005

−0.0005
Ωdmh2 0.1115+0.0033

−0.0032 0.1156+0.0035
−0.0034

ΘS 1.0396+0.0025
−0.0025 1.0395+0.0025

−0.0025
τ 0.0872+0.0060

−0.0067 0.0855+0.0061
−0.0066

α < 2.68×10−3 < 5.66×10−6

ns 0.970+0.013
−0.012 0.964+0.012

−0.012
log[1010 As] 3.081+0.033

−0.033 3.091+0.032
−0.032

ΩV 0.73+0.01
−0.01 0.71+0.02

−0.02
H0 70.8+1.3

−1.2 69.1+1.5
−1.5

CUADRO 4.1: Valores de los parámetros cosmológicos con errores a 1σ para el modelo baro-
trópico. En la segunda columna, el uso de datos de la estructura a gran escala proporciona-

dos por SDSS, permite poner cotas muy restrictivas al parámetro α.

A diferencia del modelo barotrópico, en este caso no tendremos una forma explícita de la in-

teracción a nivel covariante Q =−uµQµ. En lugar de esto podremos construir las ecuaciones

de perturbación a partir de los requerimientos de que la interacción tenga la forma (4.62) a

nivel homogéneo y que, a nivel no homogéneo, sea paralela a la velocidad de la materia.

De la ecuación (4.49) obtenemos que δV =−Qθm , por lo que la evolución para la perturba-

ción del vacío queda dada por la fórmula

δV =−3θmαH

(
ρmV

ρm +V

)
. (4.78)

Una vez más tenemos una ecuación algebraica en lugar de una diferencial. La evolución de

las otras dos perturbaciones se obtiene de las ecuaciones (4.47) y (4.48), quedando

δ̇ρm = −3Hδρm +3ρmψ̇−ρm
∇2

a2

(
θm +a2Ė −aB

)− ˙δV ,

θ̇m = −φ . (4.79)

Al igual que en el caso barotrópico, necesitamos elegir la norma síncrona y adaptar la nota-

ción para implementar estas ecuaciones en CAMB. En esta norma φ = B = 0, por lo que la

ecuación para la derivada de θm se anula. Aprovechando este hecho y eligiendo que θm sea

cero a un tiempo inicial, tendremos

θm = 0, (4.80)

para todo tiempo. Esto es una simplificación característica del modelo geodésico, a diferen-

cia del caso barotrópico en que, aunque se elija θm como cero a un tiempo inicial, la ecuación

de evolución la llevará a otros valores al avanzar el tiempo. Debido a que la ecuación para δV

es proporcional a θm , esta cantidad también será cero en esta elección de norma

δV = 0. (4.81)
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FIGURA 4.5: Densidad de las perturbaciones de materia a las escalas k = 0.001[hM pc−1] y
k = 0.01[hM pc−1] como función del factor de escala.

Aquí hay que señalar que esta perturbación solo se anula para esta norma; por lo que, si

quisiéramos usar otra norma, tendríamos que considerar una perturbación distinta de cero

dada por la ecuación (4.81) que es válida para una norma arbitraria. De la misma forma que

para el caso barotrópico, necesitamos hacer el cambio de variable δm = δρm/ρm y cambiar

los potenciales −3ψ+∇2E = h/2; con esto tendremos la ecuación de evolución

δ̇m = Q

ρm
δm − ḣ

2
. (4.82)

Una vez más, podemos introducir las ecuaciones (4.80), (4.81) y (4.82) en el código CAMB y

evolucionar las perturbaciones para obtener el espectro de potencias. En la figura 4.5 obser-

vamos que la evolución de las perturbaciones no varía tanto como en el caso barotrópico de

la figura 4.2. En este caso las ecuaciones son muy parecidas a las del modeloΛCDM , el único

término extra es el proporcional a la interacción en la ecuación (4.82).

Al igual que en el caso barotrópico, podemos obtener el espectro de potencias del CMB en la

figura 4.6 y el de materia en la figura 4.7. Vemos que ambos se ven modificados mucho menos

con respecto al casoΛCDM esto se debe a que las perturbaciones de la materia oscura, como

las observadas en la figura 4.5 se ven menos modificadas que en el caso barotrópico. En par-

ticular, el cambio en la altura de los picos acústicos del CMB se debe al cambio en la época

de igualdad entre materia y radiación. Aumentar α provoca que esta época ocurra antes, lo

cual disminuye la amplitud de los picos. Por esta misma razón, al aumentar α la época de



92 Capítulo 4 Vacío interactuante

101 102 103
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

l

1(
1+

1)
C

lTT
/2
π[

(µ
K)

2 ]
α=−0.1
α=0
α=0.1

FIGURA 4.6: Espectro de potencias del CMB para para el modelo geodésico. El hecho de que
las perturbaciones de materia no se vean suprimidas como en el caso barotrópico, permite

que el modelo no cambie con respecto al modeloΛCDM .

10−4 10−3 10−2 10−1
102

103

104

105

k[h Mpc−1]

P(
k)

[(h
−1

M
pc

)3 ]

α=0.2
α=0.1
α=0
α=−0.1
α=−0.2

FIGURA 4.7: Espectro de potencias de materia para el modelo geodésico. A diferencia del
modelo barotrópico, aquí no vemos una supresión abrupta del espectro para escalas pe-

queñas. Esto se debe a que la velocidad del sonido de este modelo es cero.

dominación de materia es más larga, aumentando el espectro de potencias de materia como

se observa en la figura 4.7.

Al usar el código COSMOMC y comparar con las observaciones podemos obtener las cons-

tricciones sobre los parámetros cosmológicos, las cuales escribimos en la tabla 4.2. Vemos

que las cotas sobre α se ven reducidas en 3 ordenes de magnitud con respecto al caso baro-

trópico de la tabla 4.1.
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Parámetros WMAP+SNIa+BAO WMAP+SNIa+SDSS

Ωbh2 0.0224+0.0005
−0.0005 0.0224+0.0005

−0.0005
Ωdmh2 0.1077+0.0144

−0.0146 0.1167+0.0149
−0.0150

ΘS 1.0395+0.0026
−0.0026 1.0394+0.0026

−0.0026
τ 0.0864+0.0063

−0.0072 0.0862+0.0063
−0.0072

α 0.04+0.11
−0.11 −0.01+0.11

−0.11
ns 0.964+0.013

−0.013 0.965+0.013
−0.013

log[1010 As] 3.081+0.033
−0.033 3.086+0.033

−0.033
ΩV 0.74+0.04

−0.04 0.71+0.04
−0.04

H0 70.6+1.5
−1.5 69.3+1.9

−1.9

CUADRO 4.2: Valores de los parámetros cosmológicos con errores a 1σ para el modelo geo-
désico. Vemos que las cotas sobre α son mucho menos restrictivas que para el caso barotró-

pico observado en la tabla 4.1.

4.6. Modelos autointeractuantes

En esta sección estudiaremos un tipo de fluidos compuestos por colecciones de partículas

con masa que sienten una autointeracción. Dicha autointeracción se manifestará como una

densidad de energía del vacío que será función de la distancia típica de las partículas, o de su

densidad. Este tipo de fluidos por ejemplo, puede pensarse como gases de baja entropía en

los que las partículas sienten una fuerza entre sí que depende de su distancia. En ese sentido,

estos modelos podrán simular variados tipos de fluidos en que las partículas pueden sentir

fuerzas de atracción o repulsión entre ellas. Este modelo ha sido estudiado previamente en

[140–142] y se adapta al análisis del vacío interactuante de forma natural.

Considerando que la componente de materia consiste en un fluido compuesto de partículas

con densidad n y masa m que no tienen movimientos aleatorios entre sí, la densidad de

energía del fluido estará dada por ρ = nm. La conservación del número de partículas dada

por ∇µ(nuµ) = 0, puede usarse para obtener la derivada temporal tanto de la densidad de

partículas

ṅ =−nΘ , (4.83)

como de la densidad de energía ρ̇ = −nρΘ. Si la densidad de vacío proviene de las interac-

ciones entre las partículas del fluido, esta será función de su densidad de la forma V (n). La

forma de la interacción se puede obtener de la ecuación (4.15) como Q = V ′(n)ṅ, donde la

prima significa derivada con respecto a n; de la ecuación (4.83), la interacción se transforma

a

Q =−ΘnV ′(n) . (4.84)

Con estos resultados podemos obtener la presión del fluido a partir de la ecuación (4.14)

como P = nV ′(n); con lo que en general es distinta de cero a diferencia de lo que ocurre en

los demás modelos estudiados en las secciones previas.
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La presión y densidad efectivas no obedecen las ecuaciones de la sección 4.4, donde supusi-

mos que el fluido de materia no tenía presión, sino que están dadas por ρef(n) = mn+V (n) y

Pef(n) = nV ′(n)−V (n). Es claro que, una vez conocida la expresión para V (n), estas expresio-

nes pueden combinarse para obtener a la presión como función de la densidad, por lo que el

fluido efectivo es uno barotrópico.

Pensando en que este fluido pueda servir para unificar la materia y la energía oscura, pode-

mos separar las densidades y presiones del fluido efectivo entre una componente de polvo

con ρDM = mn y presión cero y una componente extra con densidad ρDE = V (n) y presión

PDE = nV ′(n)−V (n). La componente que identificamos como energía oscura (DE) tendrá

una ecuación de estado γDE = nV ′(n)/V (n) que podría ajustarse para ser cercana a cero y

producir aceleración en el universo. El problema con estos fluidos, sin embargo es que al

provenir de un fluido efectivo que en el fondo es barotrópico, tienen graves restricciones de-

rivadas de sus ecuaciones de perturbación. En este caso la velocidad de sonido del fluido está

dada por c2
s = nV ′′(n)/(m +V ′(n)).

Como un ejemplo para este tipo de sistemas, podemos tomar una densidad de vacío que

esté relacionada con la densidad a través de una ley de potencias V = Anγ, donde A y γ son

constantes. Aquí la densidad y presión totales tendrán las expresiones

ρef = mn + Anγ , (4.85)

Pef = A(γ−1)nγ . (4.86)

Este fluido efectivo puede verse como la suma de un fluido tipo polvo con densidad mn más

otro con ecuación de estado γ. Si queremos que este modelo pueda producir aceleración en

el universo se requiere que γ< 2/3. Por otro lado, la velocidad del sonido asociada está dada

por c2
s = γPef/ρef, que será negativa excepto que γ< 0, con lo que, para evitar inestabilidades

clásicas, es necesario tener una ecuación de estado tipo phantom que introducirá inestabili-

dades cuánticas. Esto limita mucho el modelo para unificar energía y materia oscura excepto

cuando γ es tan cercano a cero que el modelo es indistinguible deΛCDM .

Una posibilidad para obtener la forma particular de la función V (n) es considerando que las

partículas del fluido interactúan con sus vecinas con una energía potencial que depende de

la distancia; este potencial estará dado por Φ(λ) donde λ es la distancia entre dos partículas

del fluido. Entonces, la densidad de energía estará dada por la suma de potenciales dividida

entre el volumen. Si N es el número de partículas y Φ̄ el potencial promedio, la densidad será

V = N 2Φ(λ)

2V ol
. (4.87)

En ciertos potenciales, el promedio se podrá realizar sobre la distancia, obteniendo Φ̄=Φ(λ̄).

La distancia promedio puede escribirse en términos de la densidad de partículas como λ̄ ≈
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(N /n)1/3. Así, la densidad queda de la forma

V (n) = N n

2
Φ

((
N

n

)1/3
)

, (4.88)

donde el número de partículas N es constante.

Este sistema se puede ver a nivel homogéneo como la combinación de un fluido tipo polvo

más uno con una ecuación de estado

γDE = 1− λΦ′(λ)

3Φ(λ)

∣∣∣∣
λ=(N /n)1/3

. (4.89)

La velocidad del sonido estará dada por

c2
s =

λ2Φ′′(λ)−2λΦ′(λ)

3
( 6m
λ3n +3Φ(λ)−λΦ′(λ)

) ∣∣∣∣∣
λ=(N /n)1/3

. (4.90)

Por ejemplo, si el potencial entre las partículas está dado por la expresiónΦ(λ) ∝λα, la den-

sidad estará dada por V (n) = An(3−α)/3. Esta forma para la densidad corresponde en el nivel

homogéneo a un fluido de polvo más uno con ecuación de estado γex =−α/3+1. Para un po-

tencial cuadrático el fluido correspondería a un fluido con ecuación de estado γ = 1/3. Esta

ecuación de estado es capaz de producir aceleración en el universo; sin embargo, no es sufi-

ciente para satisfacer las cotas actuales sobre la ecuación de estado de la energía oscura, que

son especialmente restrictivas cuando la ecuación de estado es constante como en este ca-

so. Según datos del satélite Planck [3], en combinación con datos de polarización de WMAP

y BAO, la ecuación de estado γ se encuentra entre 0.12 y -0.26 con 95% de probabilidad; la

ecuación de estado γ= 1/3, estando a 4σ del valor central. Resultados similares se obtienen

de las mediciones de supernovas [143, 144] con γ< 0.17 a 95% de probabilidad.

Basados en este ejemplo, otro caso interesante sería que el potencial entre las partículas fuera

cuadrático pero con el mínimo para una cierta distancia λ0 distinta de cero. Esto correspon-

dería aΦ(λ) = A(λ−λ0)2. En este caso, el fluido extra tendría una ecuación de estado

γDE = 1− 2λ

3(λ−λ0)

∣∣∣∣
λ=(N /n)1/3

. (4.91)

Esta ecuación de estado no está bien definida para λ= λ0, pues la densidad del potencial se

hace cero en este punto; sin embargo, las densidades de las distintas componentes del fluido

están bien definidas. Como puede verse en la Figura 4.8, se observa que para ciertos valores

de λ la ecuación de estado del fluido puede ser menor que 1/3 e incluso negativa.
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FIGURA 4.8: La curva roja continua muestra la densidad del componente extra para un po-
tencial del tipoΦ(λ) = A(λ−λ0)2. Las líneas verde (rayada) y magenta (punteada) muestran
los comportamientos asintóticos del fluido, primero tipo polvo y luego con ecuación de es-

tado γ= 1/3.

4.7. Campo escalar como un modelo de vacío interactuando con un

fluido barotrópico

En esta sección consideraremos un campo escalar con Lagrangiano separable del tipo de los

estudiados en los capítulos 2 y 3, es decir con

L = F (X )−V (ϕ) . (4.92)

Al observar el tensor de energía-momento del campo, que tiene la forma

Tµν =−V (ϕ)gµν+F gµν+FXϕ,µϕ,ν , (4.93)

podemos notar que el término correspondiente al potencial tiene la forma de una energía de

vacío, como en la ecuación (4.1). Por ello en esta sección interpretaremos al potencial como

una densidad de vacío proveniente de la autointeracción del campo escalarϕ. Dicha energía,

a su vez, interactúa con la parte cinética del campo escalar. En esta sección obtendremos las

expresiones para esta interacción tanto a nivel covariante como a primer orden en perturba-

ciones cosmológicas.

Primero dividamos al tensor de energía-momento en una parte correspondiente al vacío,

dada por el potencial

Ťµν =−V (ϕ)gµν , (4.94)

y otra correspondiente a un fluido que interactúa con el vacío, dada por la parte cinética

T (k)
µν = F (X )gµν+FX (X )ϕ,µϕ,ν . (4.95)
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De aquí podemos ver que la densidad del vacío es V (φ) mientras la densidad y presión de la

componente cinética están dadas por

ρk = 2X FX (X )−F (X ) , Pk = F (X ) . (4.96)

Para la parte cinética tanto la densidad como la presión dependen de una única variable

escalar X ; por lo que, en general, es posible despejar X en términos de la densidad y sustituir

en la presión obteniendo que este fluido es barotrópico, es decir Pk = P (ρk ). La ecuación de

estado coincide con aquella que usamos en los análisis del capítulo 2 dada por (2.12)

γk = ρk +Pk

ρk
= 2X FX

2X FX −F
. (4.97)

La velocidad del vacío, como habíamos señalado, no está definida. Por otro lado, la veloci-

dad del fluido cinético, cuando esté definida, será proporcional al gradiente del campo ϕ,µ.

Para estos modelos en particular, esta velocidad coincide con la dirección del flujo de ener-

gía del vacío definida en la ecuación (4.9), es decir uµ = ǔµ. Como la interacción está en la

dirección del flujo de energía del vacío (ver ecuación (4.7)), concluimos que en este caso es

proporcional a la velocidad del fluido, obteniendo

Qν =Quν, (4.98)

que comparado con la ecuación (4.13) implica que la fuerza f ν asociada a la interacción es

cero.

Las divergencias de los tensores de vacío y materia están dadas por

∇µŤ µ
ν = −Vϕϕ,ν , (4.99)

∇µT (k)µ
ν = (

FX äϕ+FX Xϕ,µX ,µ)ϕ,ν , (4.100)

los cuales son iguales al vector de interacción. De aquí podemos leer la forma de la parte

escalar de la interacción Q, que mide el flujo de energía entre ambos fluidos. Esta interac-

ción puede escribirse en términos del potencial o en términos de la parte cinética con las

expresiones

Q =
p

2X Vϕ , (4.101)

Q =
p

2X
(
FX äϕ+FX Xϕ,µX ,µ) . (4.102)

Usando la ecuación de movimiento que sigue el campo escalar (1.40) es posible comprobar

que ambas expresiones son iguales.

En el régimen de perturbaciones lineales alrededor de un fondo homogéneo y plano de FRW,

el campo ϕ puede dividirse entre una parte homogénea y una perturbación de primer orden

ϕ0 + δϕ; de forma similar todas las cantidades que dependen del campo se separarán. El
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tensor de energía-momento para el vacío tendrá la expresión

Ť µ
ν = δµν(V0 +Vϕδϕ) . (4.103)

De ahora en adelante, para simplificar la notación escribiremos Vϕ(ϕ0) como Vϕ y lo mismo

para las otras cantidades homogéneas. El tensor de energía-momento de la parte cinética

tendrá los términos

T (k)0
0 = −2X0FX +F −δX (2X0FX X +FX ) , (4.104)

T (k)0
i = − ϕ̇0

a
F,Xδϕ,i , (4.105)

T (k)i
0 = ϕ̇0

a
F,X (aϕ̇0B i +δϕ,i ) , (4.106)

T (k) j
i = δ

j
i (F +FXδX ) , (4.107)

donde el término cinético está ha sido separado en sus componentes a nivel homogéneo y a

primer orden respectivamente X = X0 +δX , las cuales están dadas por las expresiones

X0 = ϕ̇2
0

2
, (4.108)

δX = ϕ̇0(δϕ̇− ϕ̇0φ) . (4.109)

De estas ecuaciones se pueden leer la densidad y presión a orden homogéneo

ρ̌0 = −P̌0 =V0 , (4.110)

ρ(k)
0 = 2X0FX −F , (4.111)

P (k)
0 = F , (4.112)

y a primer orden

δρ̌ = Vφδϕ , (4.113)

δρ(k) = δX (2X0FX X +FX ) , (4.114)

δP (k) = δX FX . (4.115)

La parte escalar de la interacción se puede obtener en términos del potencial a través de la

ecuación (4.101), su expresión a nivel homogéneo será

Q0 = ϕ̇0Vϕ , (4.116)

mientras que a primer orden

δQ =Q0

(
δϕ̇

ϕ̇0
+ δϕVϕϕ

Vϕ
−φ

)
. (4.117)

Ambas expresiones se pueden escribir en términos de la parte cinética usando la ecuación



Capítulo 4 Vacío interactuante 99

(4.102). Estas ecuaciones, a pesar de ser más elaboradas, son equivalentes a las dos expresio-

nes anteriores gracias a la ecuación de movimiento del campo. Para la parte homogénea, la

interacción está dada por

Q0 =−ρ(k)
X Ẋ −6H X FX , (4.118)

donde la derivada de la densidad de energía está dada por ρ(k)
X = 2X0FX X −FX . Por otro lado,

a nivel lineal tenemos

δQ = 4X 2
0

(
φ− δϕ̇

ϕ̇0

)(
Ẋ0FX X X +3FX X

(
H + ϕ̈0

ϕ̇0

))
+

(
2
δϕ̇

ϕ̇0
−3φ

)
Q0 +ρX ϕ̈0δϕ̇

+2X0ρX

[
φ̇− δϕ̈

ϕ̇0
+ c2

s

(
∇2

(
δϕ

ϕ̇0
− σ

a

)
+3ψ̇

)]
, (4.119)

donde c2
s es la velocidad del sonido del fluido cinético. Esta velocidad del sonido, debido

a que el fluido cinético es barotrópico, puede escribirse como c2
s = P (k)

X /ρ(k)
X siguiendo la

ecuación (3.22) o simplemente como el cociente de la presión y la densidad perturbadas

c2
s = δP (k)/δρ(k). Los términos de fuerza de la interacción f µ son cero como ya se dijo, no

solo a nivel lineal sino a todos los órdenes.

4.8. Conclusiones

En este capítulo estudiamos la dinámica de la energía de vacío, en particular para el caso

cosmológico, tanto a nivel homogéneo como a primer orden de perturbaciones. Observa-

mos que, para que esta energía sea dependiente del tiempo, necesariamente debe tener al-

guna interacción con otro tipo de materia. Así, propusimos diversos escenarios en que esta

interacción puede ocurrir.

Mostramos que, en el caso de los campos escalares, el potencial V (ϕ) puede verse como una

energía inhomogénea de vacío que interactúa con la parte cinética del campo escalar. Las

ecuaciones obtenidas en este caso son las mismas que en el análisis usual de los campos

escalares pero nos permiten verlos desde otra perspectiva. Por otro lado, en vez de considerar

la interacción del vacío con el campo escalar, es posible considerar la interacción con otros

tipos de materia como polvo o radiación.

Observamos que a través del vacío interactuante también es posible modelar fluidos efecti-

vos, en los que el campo de materia y el vacío se comporten en conjunto de alguna forma

que deseemos. Un ejemplo es el caso en que el fluido efectivo se comporta como uno baro-

trópico en que la velocidad del sonido está dada por la ecuación de estado. Si por otro lado,

definimos la interacción proporcional a la velocidad del fluido, es posible obtener un fluido

efectivo con presión distinta de cero, pero velocidad del sonido igual a cero. A estos modelos

los llamamos modelos geodésicos. Como un ejemplo usamos el gas generalizado de Chaply-

gin y construimos tanto el modelo barotrópico como el geodésico asociados a este, donde
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ambos se comportan igual a nivel homogéneo, pero tienen comportamientos distintos a ni-

vel perturbativo.

En particular, para el gas generalizado de Chaplygin observamos que el modelo geodésico y

el modelo barotrópico tienen perturbaciones muy distintas. Aprovechamos este comporta-

miento para calcular el espectro de potencias de la radiación cósmica de fondo y de la mate-

ria modificando el código CAMB. Posteriormente comparamos estos espectros con observa-

ciones de WMAP y SDSS para obtener el valor de los parámetros cosmológicos. Obtuvimos

que los límites observacionales para el modelo barotrópico son mucho más fuertes que para

el modelo geodésico.

Usando estos modelos de interacción entre el vacío y la materia oscura podemos obtener,

entonces, modelos unificados de energía y materia oscura. Una ventaja de estos modelos es

que no se introducen nuevos grados de libertad perturbativos con respecto al modeloΛCDM

debido a que la energía de vacío no tiene una velocidad definida.



Capı́tulo 5
Conclusiones generales

A lo largo de este trabajo exploramos algunas posibilidades para unificar la energía oscura,

materia oscura e inflación.

En los capítulos 2 y 3 estudiamos modelos con campos escalares cuyo Lagrangiano es del

tipo L = F (X ) −V (ϕ). En particular encontramos un modelo que permite reproducir las

características generales de la materia oscura y energía oscuras gracias a la contribución de

su parte cinética, mientras el potencial produce el periodo de inflación; este modelo estuvo

dado por el Lagrangiano (3.2)

L (X ,ϕ) = 1

(2α−1)

[
(AX )α−2αα0

p
AX

]
− 1

2
m2ϕ2 +M . (5.1)

La ventaja de este campo es que, pese a la complejidad aparente de su parte cinética, evolu-

ciona a nivel homogéneo como un fluido tipo polvo más una constante cosmológica.

En el capítulo 3, encontramos las condiciones sobre los parámetros del Lagrangiano anterior

para que el campo escalar asociado reprodujera los efectos de los tres fenómenos, materia

oscura, energía oscura e inflación.

Observamos que para reproducir la materia oscura, es necesario que la parte potencial del

Lagrangiano sea poco importante y que la parte cinética se encuentre cerca de un mínimo.

En este trabajo pedimos que ambas condiciones se cumplieran a partir de la época de nu-

cleosíntesis en adelante; esto con el fin de asegurar que el comportamiento del campo no

incluya términos extra de densidad; ya que sabemos que una desviación en la densidad de

esa época respecto al modelo ΛCDM se reflejaría en un cambio de las proporciones de nú-

cleos ligeros en el universo, lo cual no se observa. El hecho de que la parte cinética se vuelva

dominante es provocado por la dinámica del campo escalar, de la cual estudiamos sus ca-

racterísticas generales en el capítulo 2 y su el comportamiento particular de nuestro modelo

en la sección 3.2. Por otro lado, el hecho de que el campo se encuentre cerca del mínimo de

su potencial cinético, se obtiene ajustando el parámetro α0 al cual le encontramos una cota

101
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mínima dada por la desigualdad (3.41). Cuando esta desigualdad no se cumple, o en otras

palabras el campo se encuentra lejos del mínimo, surgen términos extra en la densidad que

evolucionan proporcionalmente a a−6, a−9 y que pueden modificar la evolución usual del

universo en contradicción con las observaciones.

Para reproducir la energía oscura necesitamos un ajuste fino de los parámetros M y α0. Es-

to ocurre debido a que el modelo tiene una constante cosmológica efectiva, cuya densidad

está dada por la resta αn
0 −M , que es de orden (10−3eV )4, mientras que el parámetro α0 está

constreñido a tomar valores mucho mayores para que el campo genere a la materia oscura,

como se mencionó en el párrafo anterior. Por ejemplo, en la sección 3.4.1 observamos que

para el caso n = 3, la resta entre α3
0 y M debe cancelarse casi exactamente, excepto por una

parte en 1028 la cual corresponde a la energía oscura. Sin embargo, aunque nuestro modelo

crea este problema de ajuste fino, al mismo tiempo resuelve el problema del valor pequeño

de la constante cosmológica; esto debido a que él el parámetro M que aparece en el Lagran-

giano jugando el papel de la constante cosmológica puede tomar valores tan grandes como

se quiera.

En la sección 3.5 observamos que la unificación entre energía y materia oscura observada

en nuestro modelo es un fenómeno común para cualquier campo escalar en que la parte

potencial del Lagrangiano pueda ser despreciada y que la parte cinética se encuentre cerca

del mínimo. Un modelo muy usado en la literatura que cumple con estas características es el

propuesto por Scherrer en [37], en él la parte potencial corresponde a una función cuadrática

de X . También observamos que nuestro modelo puede aproximarse por uno de Scherrer

cuando se encuentra cerca del mínimo, lo cuál sucede desde la época de nucleosíntesis en

adelante. Este resultado fue aprovechado en la sección 3.6 para obtener las perturbaciones

lineales relacionadas con nuestro modelo y demostrar que no se alejan de las del modelo

ΛCDM .

Para la inflación, obtuvimos que el campo puede ser considerado en el régimen de roda-

miento lento y modelado de forma similar al campo canónico con potencial cuadrático. La

modificación en el término cinético tiene efectos únicamente para los casos con n 6= 2 cam-

biando el índice espectral de las perturbaciones escalares y la razón entre perturbaciones

tensoriales y escalares. Encontramos que estas cantidades tendrían expresiones dadas por

ns = 1−0.03
p

n −1, (5.2)

r = 0.15
p

n −1. (5.3)

El índice espectral para n entre 2 y 4, se encuentra a menos de dos desviaciones estándar del

valor reportado por el satélite Planck [3] de 0.960±0.007; siendo el modelo con n = 3 el que

mejor coincide con esta observación. En cuanto a la razón entre perturbaciones tensoriales

y escalares, el experimento BICEP2 [4] ha reportado un valor de r = 0.20+0.07
−0.05 que concuerda

con nuestro resultado.
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En el capítulo 2 estudiamos el sistema dinámico asociado a un universo plano de FRW en

el que se encuentra presente un fluido barotrópico (que podría representar la radiación,

o la materia bariónica dependiendo el caso) y un campo escalar con Lagrangiano del tipo

L = F (X )−V (ϕ). Nuestro objetivo principal era usar estos resultados en el modelo particu-

lar del capítulo 3. Obtuvimos el sistema autónomo y los puntos críticos asociados a éste, con

él pudimos compilar la tabla 2.1 y en la sección 2.2 hicimos un recuento de los comporta-

mientos asintóticos asociados al sistema. Dependiendo de la relación entre la ecuación de

estado del fluido barotrópico y los parámetros del Lagrangiano escalar, fue posible encon-

trar sistemas en que la parte potencial del campo tiende a dominar la densidad de universo,

aproximándose éste a una etapa de inflación tipo rodamiento lento. En otros casos la ener-

gía cinética del campo tendía a dominar, o el fluido. También encontramos casos en que el

campo reproduce la ecuación de estado del fluido, estas soluciones son conocidas como de

tipo escalamiento (scaling).

Encontramos que los casos en que las soluciones tipo escalamiento existen, coinciden con

sistemas en que las ecuaciones de evolución pueden reducirse de 3 a 2. En la sección 2.3 en-

contramos que, a pesar de que el sistema tiene 3 grados de libertad dados por la densidad del

fluido, el valor del campo y el de su derivada temporal, en ciertos casos una simetría puede

reducir el número de ecuaciones. Mostramos que una de estas simetrías se encuentra pre-

sente en los campos canónicos con potencial exponencial; para ellos, un resultado conocido

es que tienen soluciones tipo escalamiento. Encontramos también la simetría asociada a los

campos no canónicos que también tienen este tipo de soluciones.

Usamos una variante del sistema dinámico para estudiar un escenario del universo tem-

prano en que la expansión actual fue precedida por un periodo de contracción, este suceso es

conocido como un gran rebote (Big Bounce). En la sección 2.5 reformulamos las ecuaciones

dinámicas para ajustarlas al estudio de este escenario y obtuvimos las condiciones para que

el campo escalar produjera el rebote. Concluimos que el campo debe tener una densidad de

energía negativa y una ecuación de estado mayor que la del fluido barotrópico. Estas con-

diciones violan la condición de energía nula, lo cual introduce inestabilidades en el modelo

que se expresan en la forma de perturbaciones que crecen muy rápidamente y de partícu-

las creadas a partir del vacío. Estas inestabilidades constituyen un importante argumento en

contra de que el escenario de gran rebote pueda ser producido por un campo del tipo de

los estudiados aquí. Se ha dicho que estas inestabilidades podrían eliminarse introduciendo

términos de mayor orden en el Lagrangiano; sin embargo, esto solo se ha logrado para los

campos escalares de tipo Galileónico como los estudiados en [94].

En el capítulo 4 se estudió un tipo de modelos basados en la interacción del vacío con al-

gún otro fluido. Estos modelos permiten una gran variedad de comportamientos dinámicos,

algunos de los cuáles fueron estudiados en las secciones 4.4 a 4.5.

Una de las razones iniciales para el estudio de estos modelos es la cantidad de trabajos en

la literatura donde se hace referencia a una constante cosmológica dependiente del tiempo.
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En la sección 4.2 mostramos que, para que estos modelos satisfagan la conservación del ten-

sor de energía-momento y sean compatibles con las ecuaciones de Einstein, el vacío debe

tener algún tipo de interacción con el resto de los fluidos del universo. Además, dicha inter-

acción necesariamente introduce inhomogeneidades en el vacío, como lo mostramos en la

sección 4.3, las cuales no pueden ser ignoradas en un análisis de perturbaciones lineales. La

interacción, además, a nivel homogéneo transfiere energía entre el vacío y otros fluidos del

universo y, a nivel lineal, ejerce fuerzas sobre dichos fluidos; ambos efectos cambian el com-

portamiento de los fluidos afectados lo cual debe tomarse en cuenta en los análisis de los

modelos. Como un resultado interesante encontramos que estas fuerzas son proporcionales

al gradiente del vacío, actuando éste de forma similar a un potencial en mecánica clásica.

En la sección 4.4 mostramos un método para descomponer cualquier tipo de fluido en un

fluido tipo polvo interactuando con el vacío, escogiendo apropiadamente el término de in-

teracción. Estos fluidos efectivos nos permiten proponer modelos de unificación de la ener-

gía y materia oscuras, donde el fluido tipo polvo se identifica con la materia oscura y el vacío

con la energía oscura.

La posibilidad de simular un fluido arbitrario se presentó a nivel covariante, con lo cual el

sistema reproducirá al fluido deseado a cualquier orden en perturbaciones cosmológicas.

Si, por otro lado, del fluido que se quiere modelar sólo se conoce su comportamiento a ni-

vel homogéneo, no existirá una forma única de describir la interacción entre los fluidos. Un

ejemplo práctico de lo anterior lo analizamos en la sección 4.5 donde obtuvimos dos mode-

los distintos que a nivel homogéneo se comportan como el gas generalizado de Chaplygin,

pero no coinciden a nivel perturbativo.

En la sección 4.4.1 obtuvimos la forma que debe tener la interacción para que el fluido efecti-

vo sea barotrópico. Esta interacción debe ser proporcional al factor de expansiónΘdel fluido.

Por otro lado en la sección 4.4.2 obtuvimos un tipo de modelos en que la velocidad del flui-

do tipo polvo sigue geodésicas, a pesar de su interacción con el vacío. Esto ocurre debido a

que la fuerza de interacción en esos modelos se anula. Observamos que estos modelos per-

miten favorecen la unificación entre la materia y energía oscuras pues la materia oscura, al

seguir geodésicas, puede generar estructura de la misma forma que se generaría en el mode-

lo ΛCDM . Encontramos también que estos modelos geodésicos son equivalentes a un tipo

de modelos propuestos en la referencia [131] y que consisten en dos campos escalares, uno

de los cuáles no tiene asociado un término cinético en el Lagrangiano y actúa como un mul-

tiplicador de Lagrange que obliga al otro campo a que su velocidad asociada siga geodésicas.

De los modelos basados en el gas generalizado de Chaplygin, se estudió el caso barotrópico

y el caso geodésico en la sección 4.5. Observamos que, a pesar de tener el mismo comporta-

miento a nivel homogéneo, sus ecuaciones de perturbación son distintas. Para el caso baro-

trópico, observamos que el fluido produce perturbaciones de presión adiabáticas, mientras

que para el caso geodésico existen perturbaciones no adiabáticas. Esto se ve reflejado en que

la velocidad del sonido para el modelo barotrópico sea distinta de cero, mientras que para
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el modelo geodésico sea cero. Al analizar la evolución de las perturbaciones de densidad en

el modelo barotrópico, encontramos que la velocidad del sonido distinta de cero produce

que las perturbaciones de escalas pequeñas decaigan. En el caso geodésico, las perturba-

ciones evolucionan de forma similar al modelo ΛCDM , creciendo para todas las escalas.

Estas diferencias de comportamiento tienen efectos en el espectro de potencias de la radia-

ción cósmica de fondo y y en el de la materia. Los cambios más importantes ocurren en el

modelo barotrópico para escalas pequeñas en el espectro de potencias de materia y para án-

gulos grandes en la radiación cósmica de fondo. Ambos espectros pueden compararse con

observaciones para obtener cotas observacionales a los parámetros del modelo. Como era de

esperarse, el modelo barotrópico resulta mucho más restringido que el geodésico.

En la subsección 4.5.1 y 4.5.2 analizamos las perturbaciones de un modelo barotrópico y uno

geodésico respectivamente, donde ambos se reducen al gas generalizado de Chaplygin en

el caso homogéneo. Modificando el código CAMB obtuvimos el espectro de potencias de la

radiación cósmica de fondo y de la materia. Estos resultados los comparamos con observa-

ciones cosmológicas usando el código COSMOMC. Obtuvimos que los parámetros para el

caso barotrópico están mucho más restringidos que para el caso geodésico. Esto se debe a la

velocidad del sonido distinta de cero para el caso barotrópico.

En la sección 4.6, guiados por el hecho de que el vacío se comporta de forma similar al poten-

cial newtoniano, encontramos un tipo de modelos en que la densidad de vacío es una fun-

ción de la separación promedio entre las partículas del fluido. Analizamos algunos modelos

con funciones particulares que son capaces de generar aceleración en el universo. Aunque

falta comparar dichos modelos con las observaciones cosmológicas usando programas co-

mo COSMOMC o MontePython. Estos modelos ofrecen una interesante opción para la uni-

ficación de la materia y energía oscuras debido a la simplicidad física de su origen, pues la

energía oscura sería el resultado de la autointeracción de las partículas de materia oscura.

Finalmente, en la sección 4.7 encontramos que los campos escalares del tipo L = F (X )−V (ϕ)

pueden modelarse como una energía de vacío dada por V (ϕ) interactuando con un fluido ba-

rotrópico con densidad de energía 2X FX (X )−F (X ). Obtuvimos la expresión para el término

de interacción a nivel covariante, así como sus perturbaciones lineales. Esto nos permite ver

desde otra óptica los modelos estudiados en los capítulos 2 y 3, los cuál es importante porque

es posible que la formulación de algunos de estos modelos desde la perspectiva de campo

requiera un Lagrangiano muy complejo, mientras que desde la perspectiva de fluidos inter-

actuantes la interacción tenga una expresión simple o viceversa. Como esta identificación

fue hecha a nivel covariante todos los resultados para las variables físicas del sistema, densi-

dad, presión y velocidad, serán iguales sin importar si se calculan desde el punto de vista de

campo escalar o desde el punto de vista de fluidos interactuantes.





Apéndice A
Símbolos y abreviaciones

a Factor de escala

B Perturbación escalar de la métrica (Shift)

c2
s Velocidad del sonido adiabática

Dµ Proyección de la derivada covariante Dµ ≡P ν
µ∇ν

d s Elemento de línea infinitesimal

E Perturbación escalar de la métrica

f µ Parte ortogonal de la interacción

F (X ) Parte cinética del Lagrangiano

gµν Tensor métrico

H Factor de Hubble H ≡ ȧ/a

L Densidad Lagrangiana

MPl Masa de Planck reducida MPl = (8πG)−1/2 ≈ 2.435×1018GeV

N Número de e-folds N = ∫
Hd t

P Presión

Pµν Operador de proyección ortogonal Pµν ≡ gµν+uµuν

Qµ

(α) Vector de interacción para el fluido (α)

Qµ Vector de interacción para el vacío

Q Interacción en la dirección de la velocidad

Rµν Tensor de Ricci

t Tiempo cósmico

Tµν Tensor de energía momento

uµ Velocidad

v Perturbación escalar de la velocidad ∂i v = aẋi

V Densidad del vacío

V (ϕ) Potencial escalar

X Parámetro cinético del campo escalar X ≡−1
2ϕ,µϕ

,µ

x Variable del sistema autónomo x ≡
√

ρk

ρc
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y Variable del sistema autónomo y ≡
√

V
ρc

γ Ecuación de estado γ≡ (ρ+P )/ρ

θ Perturbación de momento θ = a(v +B)

Θ Razón de expansión Θ= uµ
;µ

Λ Constante cosmológica

ρ Densidad de energía

ρc Densidad de energía crítica ρc ≡ 3M 2
PlH

2

σµν Deformación cortante

σ Variable del sistema autónomo σ≡− MPlp
3ρk

d logV
d t

τ Tiempo propio dτ2 =−d s2

φ Función de lapso

ϕ Campo escalar

ψ Perturbación de curvatura

Ω Razón de densidad entre densidad crítica Ω= ρ/ρc

(̇ ) Derivada respecto al tiempo coordenado

ä D’Alambertiano ä≡ ∂µ∂µ

FRW Friedmann Robertson Walker

gCg generalized Chapligyn gas

ΛCDM Λ Cold Dark Matter



Apéndice B
Simetrías

En este apéndice observaremos como la presencia de una simetría en un grupo de ecuacio-

nes diferenciales puede reducir el número de variables en un sistema de ecuaciones dife-

renciales, resultado que usamos en la sección 2.3. Consideramos un sistema autónomo de

ecuaciones diferenciales dado por las variables dinámicasϕ, X , ρm , este sistema estará com-

puesto por las ecuaciones

dϕ

d N
= F (ϕ, X ,ρm) , (B.1)

d X

d N
= G(ϕ, X ,ρm) ,

dρm

d N
= I (ϕ, X ,ρm) .

Llamamos una simetría del sistema a un grupo de transformaciones sobre el sistema diná-

mico que dejan invariantes las ecuaciones anteriores.

Si las transformaciones Tξ corresponden a una simetría del sistema, éstas actuarán sobre las

variables dinámicas llevando cada una de ellas a una función que depende de las variables

originales

ϕ 7→ ϕξ(ϕ, X ,ρm) , (B.2)

X 7→ Xξ(ϕ, X ,ρm) ,

ρm 7→ ρmξ(ϕ, X ,ρm) ,

donde las transformaciones satisfacen las propiedades de grupo, para ξ= 0 la transformación

corresponde a la identidad, es decir

ϕ0 = ϕ , (B.3)

X0 = X ,

ρm0 = ρm .
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Decimos que el sistema queda invariante ante el grupo de transformaciones si se cumplen

las igualdades

F (ϕξ, Xξ,ρmξ) = F (ϕ, X ,ρm) , (B.4)

G(ϕξ, Xξ,ρmξ) = G(ϕ, X ,ρm) ,

I (ϕξ, Xξ,ρmξ) = I (ϕ, X ,ρm) .

Basados en las transformaciones (B.2) es posible definir una transformación de variables in-

vertible y diferenciable dada por las variables

x(ϕ, X ,ρm) , (B.5)

y(ϕ, X ,ρm) ,

z(ϕ, X ,ρm) ,

con la propiedad de que las primeras dos variables sean invariantes ante la transformación,

es decir que

x(ϕξ, Xξ,ρmξ) = x(ϕ, X ,ρm) ,

y(ϕξ, Xξ,ρmξ) = y(ϕ, X ,ρm) .

(B.6)

Con lo cual la transformación (B.2) se verá como

x 7→ x , (B.7)

y 7→ y ,

z 7→ zξ .

Las ecuaciones diferenciales (B.1) se transformaran en términos de las nuevas variables a

d x

d N
= f (x, y, z) , (B.8)

d y

d N
= g (x, y, z) ,

d z

d N
= i (x, y, z) ,

a través de las relaciones

f (x, y, z) = ∂x

∂ϕ
F + ∂x

∂X
G + ∂x

∂ρm
I ,

g (x, y, z) = ∂y

∂ϕ
F + ∂y

∂X
G + ∂x

∂ρm
I ,

i (x, y, z) = ∂z

∂ϕ
F + ∂z

∂X
G + ∂x

∂ρm
I . (B.9)
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Debido a que las funciones F , G e I son invariantes ante la transformación de simetría, las

funciones f , g e i también lo serán, como además x y y también lo son obtenemos que

f (xξ, yξ, zξ) = f (x, y, zξ) = f (x, y, z) , (B.10)

g (xξ, yξ, zξ) = g (x, y, zξ) = g (x, y, z) ,

i (xξ, yξ, zξ) = i (x, y, zξ) = i (x, y, z) .

Debido a que, en general zξ 6= z podemos concluir que ninguna de las tres funciones depen-

den de z, lo que nos deja un sistema efectivo de dos ecuaciones diferenciales acopladas a

resolver

d x

d N
= f (x, y) , (B.11)

d y

d N
= g (x, y) ,

más una ecuación para z que puede resolverse por separado

d z

d N
= i (x, y) . (B.12)

Para el caso de Lagrangianos de campo escalar canónicos con potencial exponencial tene-

mos que las ecuaciones de evolución (2.39) definen a F , G e I como

F (ϕ, X ,ρm) = sign(ϕ̇)

p
2X

H
,

G(ϕ, X ,ρm) = −6X −V0e−λϕ/MPl sign(ϕ̇)

p
2X

H
,

I (ϕ, X ,ρm) = −3γmρm , (B.13)

con

H(ϕ, X ,ρm) = 1p
3MPl

√
X +V0e−λϕ/MPl +ρm . (B.14)

Es posible comprobar que el grupo de transformaciones

(ϕ, X , ρm) 7→ (ϕ+ξ, e−λξ/MPl X , e−λξρm) . (B.15)

cumplen las condiciones de formar un grupo que deja invariante a las ecuaciones de evolu-

ción. En este caso podemos definir las nuevas variables como

x =
p

Xp
3MPlH

,

y =
p

V0e−λϕ/2MPl

p
3MPlH

.

z = ϕ . (B.16)

Podemos comprobar que las primeras dos variables son invariantes ante la transformación y
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la tercera no lo es. Las ecuaciones de evolución son, como lo anticipamos, dependientes solo

de x y y

d x

d N
=

√
2

3
λy2 −3x + 3

2
x(2x2 +γm(1−x2 − y2)) ,

d y

d N
= −

√
2

3
λy2 + 3

2
y(2x2 +γm(1−x2 − y2)) ,

d z

d N
= p

6MPlx . (B.17)

Este resultado es el que permite que en la referencia [53] se escriba un sistema de ecuacio-

nes autónomo de dos variables para este sistema físico que en realidad tiene tres grados de

libertad.

Esta misma propiedad, pero con una transformación de simetría distinta, se puede usar para

simplificar a dos variables el sistema dinámico definido por un campo escalar no canónico

con Lagrangiano

L = AX η−Bϕn , (B.18)

donde η= n/(2+n). Este resultado lo presentamos en la referencia [19] y en la sección 2.3.
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