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Resumen

Modelos Unificados de Materia Oscura, Energia Oscura e Inflacién

por Josué De Santiago Sanabria

En el presente trabajo estudiaremos modelos en que los fenémenos de energia oscura, ma-
teria oscura e inflacidon, se explican bajo un esquema unificado. Estos tres fenémenos cons-
tituyen los temas mads activos de investigacién en la cosmologia actual debido a su caracter
dominante en la evolucion del universo en distintas de sus etapas y a que muchas de sus
caracteristicas atin son desconocidas. En particular, el desconocimiento actual del origen de
estos fenémenos nos lleva a proponer dos modelos particulares; en el primero los tres fen6-
menos son producidos como resultado de la evolucién dindmica de un tinico campo escalar,
mientras que en el segundo se considera a la materia y energia oscuras como resultado de la
interaccioén entre un fluido de materia y la energia de vacio. Este segundo modelo posterior-
mente se identifica a otros modelos previamente estudiados en la literatura como el gas de

Chaplygin y los campos escalares.
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Abstract

Unified Models of Dark Matter, Dark Energy and Inflation

by Josué De Santiago Sanabria

In the present work, we will study models in which the phenomena of dark matter, dark en-
ergy and inflation are explained under a unified scheme. These three phenomena are some of
the most active research subjects in modern cosmology due to its dominant role in different
stages of the evolution of the universe, and due to the fact that many of their characteristics
are still unknown. The fact that the origin of these phenomena is unknown, leads us propose
two particular models. In the first one, the three phenomena are produced as a result of the
dynamical evolution of a single scalar field. On the second model, it is considered that dark
matter and dark energy are the result of the interaction between a matter fluid and the vac-
uum energy. The later model will be identified with other models previously considered in

the literature, as the Chaplygin gas and the scalar fields.
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Prefacio

Las pruebas observacionales que soportan la existencia de materia y energia oscuras han lle-
vado a la creacién del actual modelo estdndar de la cosmologia. En este modelo introduce
como componentes del universo a la materia oscura fria y una constante cosmolégica, por
lo que es conocido como ACDM (A Cold Dark Matter). Frente a otros modelos, éste tiene
la ventaja de ser capaz de explicar con el minimo niimero de pardmetros el amplio rango
de observaciones existentes hasta el momento; sin embargo, tiene diversos problemas tan-
to tedricos como observacionales, que justifican la busqueda de modelos alternativos para
dar luz sobre los diversos problemas encontrados. Dichas modificaciones deberan ser con-
trastadas con los datos y comprobarse, al menos, que sean tan exitosas como ACDM en los

ambitos en que éste lo es.

Lainflacién por su parte, fue propuesta originalmente para solucionar diversos problemas de
la teoria de la gran explosion [1, 2] y es actualmente el mecanismo més exitoso para producir
las condiciones iniciales requeridas por el modelo cosmolégico estdndar para funcionar. En
particular predice correctamente la forma de las perturbaciones primordiales que dieron ori-
gen a la estructura del universo y a las anisotropias de la radiacién c6smica de fondo (CMB).
La poca informacién que se tiene acerca de ese periodo del universo, hace que exista una
gran cantidad de modelos inflacionarios con diferentes origenes; sin embargo, el aumento
constante en la precision de las mediciones cosmolégicas [3, 4] permite poner cada vez mds
restricciones a estos modelos y al mismo tiempo aporta evidencias de que este mecanismo

en efecto ocurri6.

Estos tres fenémenos (energia oscura, materia oscura e inflacién) han sido estudiados obser-
vacionalmente debido a sus efectos gravitacionales en la evolucién del universo; sin embar-
go, pese a que la precision de estas observaciones aumenta rdpidamente, atin existe un gran
espacio de posibilidades para su comportamiento. Por otro lado atin no se cuenta con un
modelo tnico del origen microscépico de ninguno de ellos. Para explicar estos fenémenos

serd necesario modificar la relatividad general o el modelo estdndar de particulas.

El intento de unificacién que llevamos a cabo en este trabajo es una idea que ya se ha trata-

do previamente en la literatura [5-13]. El hecho de que estos fenémenos sean considerados
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como separados en la cosmologia estandar proviene de que sus efectos se vuelven importan-
tes en épocas distintas del universo (a partir de z = 3400 [4] para la materia oscuray z = 0.5
[14] para la energia oscura), ademds de que tienen efectos opuestos en la expansion del uni-
verso pues la energia oscura lo acelera mientras que la materia oscura lo desacelera, y por
ultimo por el hecho puramente histérico de que fueron descubiertos en momentos distin-
tos. Sin embargo solo se ha medido el efecto gravitacional de ambos componentes, el cual
no es suficiente para sefialarlos como separados [15]. Aunque no hay que olvidar que el mo-
delo estandar de la cosmologia actual (ACDM ) en que la energia oscura se explica como una
constante cosmolégica y la materia oscura como un fluido tipo polvo, se mantiene como el
modelo més simple que explica todas las observaciones y por tanto es favorecido por el prin-
cipio de lanavaja de Ockham. De aqui viene la idea desarrollada en el capitulo 4 de modificar
el modelo cosmolégico estdndar introduciendo una energia del vacio que, a diferencia de la
constante cosmoldgica, pueda depender del tiempo gracias a su interaccién con otros tipos
de materia; esto implica necesariamente que cuando se estudie su comportamiento a nivel

no homogéneo también dependa de la posicion, pero sin agregar nuevos grados de libertad.

El hecho de que durante el periodo inflacionario y, posteriormente, durante el periodo ac-
tual se presente en el universo una aceleracién positiva sugiere que ambos periodos estan
dominados por un tipo similar de materia. Por ello proponemos en este trabajo que se trate
del mismo campo. Sin embargo, esta unificacién se lleva a cabo con mayor dificultad que la
primera. Esto porque la gran diferencia en los tiempos césmicos de ambos fenémenos im-
plica una disparidad enorme en las escalas de energia de la materia que los produce. Como
veremos en el trabajo, esta disparidad se explica incluyendo términos separados para dichos

fen6menos en el Lagrangiano del campo escalar.

La unificacién de los tres fenémenos ha sido investigada en diversos trabajos anteriores. En-
tre ellos se encuentra el trabajo de Liddle y Urefia-Lépez [5], donde un tinico campo escalar
canoénico permite la unificacion, y que ha sido revisado y extendido en [6-9]. Otros mode-
los de unificacién incluyen [10] usando un campo escalar tipo phantom, y [11] usando la
compactificacién del modelo 6-dimensional de Salam-Sezgin de supergravedad, donde se
incluye un andlisis del espectro de potencias que poseerian las ondas gravitacionales para
ese caso. Los trabajos en los que nos basamos para la unificacion triple en el capitulo 3 in-
cluyen la propuesta de Bose y Majumdar [12, 13] de unificar los tres fenémenos basados en
un campo escalar con término potencial cuadratico y término cinético modificado incluido
en el trabajo de Chimento [16]. Dicho trabajo es extendido en el capitulo 3 y un andlisis del

sistema dindmico asociado es llevado a cabo en el capitulo 2.

En los dltimos afos las observaciones relacionadas con el universo han modificado la for-
ma de estudiarlo. La cosmologia ha pasado de ser una ciencia con grandes incertidumbres
en sus andlisis, a la actualmente conocida como «cosmologia de precisién». Nuevos y mas
precisas observaciones del universo nos han llevado a entender més su comportamiento y
hacernos preguntas cada vez mds particulares acerca de éste. En el presente trabajo estu-

diamos diversas de estas modificaciones. Observamos ademés que no es posible ignorar el



éxito del modelo estdndar, y muchas veces la comparacion con los datos observacionales
restringirdn las teorias alternativas a regiones en su espacio de pardmetros en que son ob-
servacionalmente indistinguibles de ACDM . Sin embargo es muy importante analizar las
posibles consecuencias observacionales de los nuevos modelos debido a que, en la era de la
cosmologia de precision, algunas de estas consecuencias podrian ser medidas en un futuro

no muy lejano.

Para estudiar a estos fenémenos existen dos posibles enfoques; uno de ellos consiste en ele-
gir por alguna consideracion tedrica una modificacién particular a relatividad general o una
extension del modelo estandar de particulas y buscar dentro del nuevo esquema qué nuevo
efecto pueden dar lugar a los fen6menos mencionados. Este enfoque tiene la desventaja de
que actualmente existen una gran cantidad de modelos de este tipo, muchos de ellos, a pesar
de poder reproducir estos fenémenos, también predicen muchos otros que atin no han sido
observados, y por otro lado también incluyen muchos grados de libertad que no pueden ser
fijados con las observaciones actuales. Desde este punto de vista si uno de estos modelos
lograra predecir uno o varios de los fen6menos mencionados a través de un nlimero mini-
mo de grados de libertad, el sentido de economia permitiria situar a dicho modelo como un

candidato fuerte para la explicacién de los fen6menos.

Un segundo enfoque, seria el fenomenolégico en que se proponen esquemas que den lugar
a las observaciones, sin tomar en cuenta la posible teoria subyacente. Este enfoque tiene la
ventaja de que permite estudiar el comportamiento general de distintas clases enteras de
modelos simultineamente. Ademads, al estar mds cercano a las observaciones permite en-
tender mejor los mecanismos que dan lugar a estos fenémenos aun sin conocer la teoria
fundamental. Este serd el enfoque que tomaremos en el presente trabajo. Para ello haremos
diversas propuestas para explicar a los fenémenos en cuestion, donde la validez de dichas ex-
plicaciones dependera de su capacidad de reproducir satisfactoriamente las observaciones,
y en segundo lugar de su economia en términos de pardmetros libres. Los modelos obteni-
dos bajo este procedimiento provendran de una teoria fundamental que no se investiga en

el presente trabajo.

Este enfoque fenomenoldgico tiene libertad de eleccién al explicar la materia oscura, energia
oscura e inflacién como efectos de una gravedad modificada o de un nuevo tipo de materia.
En este trabajo consideraremos estos fenémenos como efectos de un tipo de materia, por lo
cual introduciremos una modificacién al tensor de energia-momento en las ecuaciones de
campo. En los capitulos 2 y 3 pensaremos en esta materia como un tipo de campo escalar,

mientras que en el capitulo 4 como una forma de energia del vacio.

En el capitulo 1 se tratan algunos temas bésicos de la cosmologia moderna que se ocupardn
en el resto del trabajo, y que se incluyen aqui como referencia y con el fin de fijar las conven-
ciones respectivas. Los siguientes capitulos de esta tesis estdn basados en las publicaciones
de mi autoria que dan soporte a esta tesis, ver referencias [17-24]. El capitulo 2 trata sobre

el andlisis dindmico de las ecuaciones cosmoldgicas asociadas a un universo compuesto por



algtin tipo de fluido barotrépico y un campo escalar no canénico; se incluyen los puntos cri-
ticos del sistema y su estabilidad, esto basado en la referencia [19]. En el capitulo 3 se estudia
la posibilidad de que una subclase de estos campos escalares sea la responsable de la uni-
ficacion de los tres fenémenos, inflacién, energia y materia oscuras ref. [17, 18, 23, 24]. Por
ultimo, en el capitulo 4 se estudia un segundo tipo de modelos capaces de unificar la energia
y materia oscuras. Estos modelos consisten en la existencia de una densidad de vacio que
interactia con algun fluido de materia; se demuestra que estos modelos pueden generalizar
el popular modelo de unificacién conocido como gas generalizado de Chaplygin y también
verse como los campos escalares estudiados en la primer parte de la tesis, esto basado en las
referencias [20-22]. Las conclusiones se dardn para cada uno de los capitulos individualmen-
te.



Capitulo

Introducciéon

En este capitulo revisaremos los temas bdsicos para entender el resto del trabajo. La mayor
parte de los temas tratados aqui se encuentran explicados con mayor amplitud en libros es-
tdndar de Relatividad General y Cosmologia o en articulos de revisiéon de estos temas. Estos
temas son incluidos aqui para fijar las convenciones apropiadas y como referencia para resto

del trabajo.

1.1. Notaciony convenciones en relatividad general

Alo largo de este trabajo se usard la convencién, incluida en la mayoria de los textos de re-
latividad, de escribir a las coordenadas en el espacio tiempo con indices griegos x* y a las
coordenadas espaciales con indices latinos x?, donde « va de cero a tres e i de uno a tres.
También se usard la convencion de Einstein para la suma de indices repetidos, por lo que el

elemento de linea se podré escribir simplemente como
ds? = gudxtdx, (1.1)

donde el tensor métrico g,y tendra una signatura (-, +, +, +) por lo que los segmentos tem-
poraloides tendrdn un elemento de linea negativo. Hay que sefialar que esta convencién no
es adoptada universalmente en los trabajos de cosmologia, y en muchos de ellos se usa la

signatura (+,—,—, ).

El tiempo propio 7 estd dado en términos del elemento de linea como
dr?=-ds*. (1.2)
La derivada con respecto a él a menudo se calculard como

d ©
——=u'Vy, (1.3)

1



2 Capitulo 1 Introduccién

donde u* eslavelocidad dada por dx*/dt. La derivada respecto al tiempo césmico se deno-

tard por simplicidad con un punto

0=—. (1.4)

Otras cantidades geométricas ttiles incluyen el operador de proyeccién ortogonal al vector
u#, dado por & = §), + uyu”; larazén de expansion asociada a un campo vectorial u* dada
por

0=uky; (1.5)

la deformacién cortante asociada a este mismo campo
I o B 1
Oy = 5 PPy (Uasp + tpia) — 37u®; (1.6)
y por ultimo su aceleracién a* = dut/dr.

Usaremos la convencién comtn en cosmologia de hacer las constantes ¢ = i = 1. Con ello,
los intervalos temporales y espaciales pueden medirse con las mismas unidades, correspon-
dientes al inverso de la energia. Asi, la densidad de energia estd dada en unidades de energia
ala cuarta potencia; por ejemplo, la densidad de energia oscura actualmente es alrededor de
(1073eV)*. Esta densidad puede convertirse a unidades del sistema internacional multipli-
cando por los factores apropiados de c y 7i; para el caso de la energia oscura se obtiene una

densidad de energia del orden de 1Joule/km?3.

La gravedad estd dada por la ecuacién de Einstein

1 1
RIW_EgIJVR—FAgI“’: M—I%lT’uv, (1.7)
donde la masa de Planck reducida estd dada por Mp; = (87G)~!/2, y los tensores Ry y R
provienen de las sucesivas contracciones de los indices del tensor de Riemann, el cual estd
dado por
R.U

_TH H K o
vaf rvﬁ,a - Fva,ﬁ +1gel

U
vﬁ_ra

ST (1.8)

1.2. Dinamica de fluidos

El tensor de energia-momento de un fluido perfecto estd dado por
Tyy =Pguv+ (P+pluyuy, (1.9)

donde P es la presion del fluido y p su densidad. De aqui se puede observar que la densidad
de energia propia p y la velocidad de un fluido u* corresponden al eigenvalor y eigenvector

del tensor de energia-momento respectivamente

THu = —put. (1.10)



Capitulo 1 Introduccién 3

Siguiendo alareferencia [25] consideraremos esta relacién como la definicidn de la velocidad
y densidad, y la usaremos para obtener estas propiedades en los campos escalares (Seccién
1.4) y en el vacio (Capitulo 4); de este Gltimo encontraremos que la velocidad no esta bien
definida.

El tensor de energia-momento total satisface la regla de conservacion
v, TH =0. (1.11)

En caso de encontrarse presentes varios fluidos I, sus respectivas divergencias no necesaria-
mente se anularan individualmente, sino que serdn iguales a los vectores de transferencia de

energia Q;,, dela forma

o
(€3] Y
v® T(‘}) =Ql (1.12)

donde, de la ecuacién de conservacién, su suma total es cero
> Qi =0, (1.13)
T

y en el caso de que los fluidos no intercambien energia, estos vectores seran cero individual-

mente.

La regla de conservacién puede separarse en una componente a lo largo de la velocidad del
fluido y una ortogonal a ésta. La primera corresponde a la expresion relativista de la ecuacion
de continuidad

uVVuT“V=—(p+P)®—%=O, (1.14)

donde O proviene de la definicién (1.5) correspondiente a la razén de expansién del fluido,
mientras la segunda corresponde a la ecuacién de balance de momentos, también llamada

ecuacién de Euler
du’

drt

PV, TH = (p+P) +D’P =0, (1.15)

donde D? = 2°VV,,.

Para el caso en que el tensor de energia-momento tiene la contribucién de varios fluidos, los
vectores de interaccion de energia definidos en la ecuacion (1.12) se pueden descomponer

en la componente en la direccién de la velocidad total y la ortogonal (véase [25-27]) como

Qip =Quu"+ [, (1.16)

donde la componente ortogonal cumple que f,u* = 0y u* es el eigenvalor del tensor de
energia-momento total. De esta division tendremos que las ecuaciones de continuidad indi-
viduales se escriben como

d
PO _ o, (1.17)

+P))O +
(o + Py g




4 Capitulo 1 Introduccién

donde Py es la presion del fluido (I). Por su parte las ecuaciones de balance de momentos

se escribiran
du®

drt

donde }'; Q) =0y X f7, = 0. De estas ecuaciones se puede observar que los términos Q(q)

(o +Puy)——+D Py = [}, (1.18)

miden la transferencia de energia entre los diversos fluidos, mientras que los f(‘;) miden la
fuerza, o transferencia de momento entre ellos. En el capitulo 4 analizaremos las ecuaciones
de continuidad y de balance de energia para el caso en de dos fluidos interactuantes donde

uno de ellos es el vacio.

Para obtener la evolucién de un sistema particular, ademds de la ecuacién de Einstein, es
necesario especificar la ecuacion de estado de los fluidos. Un caso comun es tener fluidos

con ecuacién de estado barotrépica, en que la presion es funcién inicamente de la densidad
P=P(p). (1.19)

Este tipo de ecuaciones de estado serdn satisfechas por los campos escalares puramente ci-
néticos analizados en la seccion 3.3 y, bajo las condiciones analizadas en la seccién 4.4.1, por
el sistema interactuante de un fluido con el vacio. En estos fluidos, la velocidad del sonido es

Unica y estd bien definida como

¢ = apr _ P(p). (1.20)
baro dp :

por lo que, si P’ es negativa, estos fluidos son inestables. En [28] se demuestra ademds que
estos fluidos sirven para unificar a la materia oscura con la energia oscura solo en el caso en
que son indistinguibles del modelo ACDM . Esto se observa pues, para formar la estructura

del universo, el fluido debe tener una velocidad del sonido mucho menor que la velocidad

2
bar

la constante cosmolégica.

delaluz ¢ 0 K 2 1lo que restringe la variacidon de P(p) a una constante, que es de hecho

Un caso de este problema se observa para el del gas generalizado de Chaplygin [30]. Este gas

obedece una ecuacién de estado barotrépica dada por
Pgcg = —Ap,. (1.21)

Aqui a y A son constantes, la primera adimensional y la segunda con unidades [A] = m*1+%),
En las referencias [31] y [32] se demuestra que el pardmetro « estd altamente restringido a la
regién en que la presién es aproximadamente constante, —10™° < a < 10™%. Por ello, en la
seccién 4.5, buscaremos una versién no barotrépica del gas en que la ecuacién de estado
(1.21) solo se satisface a nivel de la cosmologia homogénea; en esta version la velocidad de

sonido del fluido se hara cero, lo cual permitira reducir las cotas al pardmetro a.

1Cuando el fluido tiene més de un grado de libertad podria formar estructura a pesar de tener una velocidad
del sonido alta, como ocurre en los modelos de materia oscura escalar [29].
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Los fluidos barotrépicos mas usados en cosmologia son aquellos en que la presion es pro-
porcional a la densidad
P=(y-1p, (1.22)

donde y es constante 2. Para el caso del vacio y = 0, ya sea tipo constante cosmolégica o
vacio interactuante como el que estudiaremos en el capitulo 4; para para un fluido tipo polvo
como el usado para modelar a la materia oscura fria y a la materia bariénica una vez que se
desacopla de la radiacién tenemos y = 1; para la radiacién y = 4/3; y y = 2 corresponde al
fluido tipo stiff o duro. En fluidos no barotrépicos también usaremos el pardmetro y definido

como

Y= ) (1.23)

en particular en el andlisis del capitulo 2.

1.3. Cosmologia basica

Las suposiciones de isotropia y homogeneidad para el universo nos llevan a un espacio que
puede describirse por el sistema de coordenadas (¢,7,8, ¢) con el elemento de linea de Fried-
mann-Robertson-Walker (FRW)

dr?
1—kr?

ds® =—dt* + a*(p) +1r2(d6? + sen’0 d(pz) . (1.24)
El signo de k especifica la geometria de las subvariedades con tiempo constante, k positiva
corresponde a 3-esferas, k = 0 corresponde a subvariedades planas y k < 0 a generalizacio-
nes 3-dimensionales de una silla de montar. Las suposiciones de isotropia y homogeneidad,
por lo tanto, reducen los elementos libres de la geometria del universo a la constante k y la

funcién a(t) conocida como factor de escala.

El tensor de Ricci para este espacio estda dado por

Ry = —, (1.25)
a
.. 2
i (a 2a  2k)
R i = (E . +? 5], (1.26)
i a k
R = 6 E+E+g , (127)

con lo que podemos observar que el caso k = 0, aunque corresponde a subvariedades espa-

ciales planas, no corresponde a un espacio-tiempo plano.

2Es comiin en los textos de cosmologia usar también el pardmetro w = y — 1. Aqui usaremos y ya que esto
simplificard las expresiones en el capitulo 2.
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Las ecuaciones de Einstein asociadas a esta geometria son conocidas como ecuaciones de

Friedmann. La primera de ellas, correspondiente a la componente (0,0), tiene la expresiéon

12

k

HZ:(E) =L 2 (1.28)
a 3MPl a

donde el factor de Hubble estd dado por H = a/a por lo que esta ecuacién diferencial es de
primer orden en el factor de escala. La ecuacién asociada ala componente (i, i) es de segundo

orden en el tiempo y estd dada por

H=

k
- +P)+—. 1.29
M2 (o ) 2 ( )
Pl
Envez de usar esta ecuacion es comtn usar la ecuacion de conservaciéon de energia-momento,
que puede escribirse como
p+3H(p+P)=0. (1.30)

De las ecuaciones (1.28 - 1.30), inicamente dos son linealmente independientes y al agre-
garse una ecuacién de estado permiten calcular las tres funciones independientes de este

sistema, a, p y P como funcién del tiempo.

La ecuacioén (1.28) también es a menudo escrita a través de los pardmetros

pc=3MyH?, Q=-—, (1.31)

L
Pc

con que puede reescribirse como
k

Q-l=omp

(1.32)
Para el fluido barotrépico, la ecuacién de continuidad (1.30) puede integrarse para dar p o
a~37. Ademas, si la cosmologia es plana y solo estd presente un tipo de fluido, es posible ob-
tener al factor de escala como funcién del tiempo césmico a(t) «x (& — ty) %, excepto cuando
Y = 0 en cuyo caso la evolucién conocida como solucién de de Sitter corresponde a una ex-
ponencial a(t) o e!’?, donde el factor de Hubble H es constante para este caso y estd dado

en términos de la constante cosmolégica H = vV A/3.

1.4. Campo escalar no candnico

La forma candnica del Lagrangiano de un campo escalar ¢ estd dada por
£ = ! HVo ,p0 14 1.33
——Eg w0y —V(p), (1.33)

la cual es obtenida a partir de los requerimientos de que la teoria tenga una interpretacién
de particula después de su cuantizacion y que pueda ser resuelta en el limite clasico a partir

de condiciones de frontera apropiadas. El primer término corresponde a la parte cinética y el
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segundo a la potencial. Para el caso en que el potencial es una funcién cuadratica de la forma

V() = m?¢? 12, se obtiene la ecuacién de Klein-Gordon dada por

m?p—Og =0. (1.34)

A lo largo de este trabajo, sin embargo, usaremos una forma generalizada de este Lagran-

giano; para ello definiremos al término cinético como
1 v
X= —Eg” 0.0y, (1.35)
y el Lagrangiano serd una funcién arbitraria de este término y el campo
ZL=P(X,p). (1.36)

Este tipo de campos escalares con Lagrangianos no canénicos fueron propuestos por prime-
ra vez en cosmologia por Armenddriz, Damour y Mukhanov en [33], como candidatos para
producir inflacién. Casi inmediatamente, surgieron estudios donde este tipo de campos es-
calares eran propuestos como candidatos de energia oscura [34-36]; dichos campos fueron
designados con el nombre de k-esencia. Estos modelos luego han sido usados en trabajos en

que se propone la unificacién de materia oscura y energia oscura [16, 28, 37, 38].

La idea original parte de la accion efectiva de teoria de cuerdas [39, 40], para bajas energias.
Esta accién para un tinico campo escalar en cuatro dimensiones y en el marco de referencia

de las cuerdas se escribe como
Sef :fd4x\/ —g’{Bg((p)I?+B$) ((p)(mp)z —a ci”Bf,,” (@) (V) +] +@(a/2)} (1.37)

donde a' estd relacionada con la escala de longitud de la cuerda a través de @’ = A5/27. Una
transformacion conforme con g,y = Bg((p)g,“, lleva al sistema de referencia de Einstein, en

que la accién tiene la forma

1
EMglR+1<(<p)X+L((p)X2 , (1.38)

Sk :fd‘*x\/——g

donde X estd definida en (1.35). Aqui las funciones K y L estdn dadas en términos de los

acoplamientos originales Bg, B((po) y B((pl).

A continuacién analizaremos las ecuaciones de movimiento de estos campos que usaremos
alo largo del trabajo. La ecuacion de Euler-Lagrange para el Lagrangiano (1.36) estd dada por
la expresi6én usual
o g, (22 ).
O0p H 0(p,u)

Sustituyendo la forma del Lagrangiano obtenemos la ecuacién de campo como

(1.39)

Py(X, )+ Px(X,p)0¢ —2XPxy(X,p) — Pxx (X, )@ wepte¥ =0, (1.40)
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donde los subindices X y ¢ denotan las derivadas parciales del Lagrangiano con respecto
a estas variables. Es facil comprobar que cuando el Lagrangiano esta dado por la forma ca-
nénica con un potencial cuadrético, es decir P = X — mz(p2/2, se recupera la ecuaciéon de
Klein-Gordon (1.34).

El tensor de energia momento se calcula usando la relacién

0¥
T,uv =-2 Ogﬁ”’ + g;wf, (1.41)
con lo que obtenemos
T = @ up vPx (X, ) + guv P(X, ¢). (1.42)

Siguiendo lo sefialado en la seccidn (1.2), es posible interpretar al campo escalar como un
fluido perfecto, aunque veremos que esta interpretacién es bastante limitada. La densidad

del campo estd dada por el eigenvalor del tensor de energia momento dado por
p=2XPx(X,9)-P(X,¢). (1.43)

La velocidad seria proporcional al eigenvector asociado ¢*; sin embargo, en el caso del cam-
po escalar no podemos asegurar que este vector sea siempre temporaloide o que apunte
siempre hacia adelante en el tiempo. La imposibilidad de tener una definicién de la velo-

cidad valida en todos los casos nos hace ver que el campo escalar en realidad no es un fluido.

Comparando la forma del tensor de energia momento del campo (1.42) y la del fluido perfec-
to (1.9) podemos ver que, interpretando al campo como un fluido, la presién estd dada por la
funcién

P=P(X,¢) (1.44)

ala que es igual el Lagrangiano del campo; esa es la razén de que le asigndramos este nombre

en la definicién (1.36).

Es posible demostrar que la ecuaciéon de conservacién del tensor de energia momento del

campo (1.42), dada por T’”,u =0, es equivalente a la ecuacién de campo (1.40).

Para una geometria de FRW, debido a la homogeneidad del espacio, el campo dependerd

unicamente del tiempo, por lo que ¢ ; = 0y el pardmetro cinético estard dado por
X==¢°. (1.45)
Con ello, la ecuacién de evolucién del campo se simplifica a

@Px +3H@Px — Py + @*((pPxx + Pxy) =0, (1.46)
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o también se puede escribir de una forma que recuerda a la ecuacién de conservacién de

energia-momento de los fluidos (1.30) como

(2XPx—-P)+6HXPx =0. (1.47)

1.5. Perturbaciones cosmolégicas

Las suposiciones de homogeneidad e isotropia que se hicieron en la seccién 1.3 producen
una fenomenologia que a menudo no es suficiente para describir propiedades interesantes
de universo. Por ello, se ha vuelto fundamental en la cosmologia moderna estudiar las des-
viaciones lineales a esta descripcion. Para ello seguiremos a las referencias [25-27, 41], defi-
niendo, para cada tensor que represente alguna cantidad fisica en el universo, una expansiéon
del tipo

ST(t,x") = Ty (1) +8T(t, x1), (1.48)

donde el primer término corresponde al tensor definido en el fondo homogéneo e isotré6-
pico, por ello solo depende del tiempo, mientras que el segundo es una perturbacién lineal
asociada.

La métrica de Friedmann-Robertson-Walker para espacio plano, escrita en términos de las

coordenadas (¢, x, y, X) tiene como componentes

0
g(()o) = -1
0 2
glﬁj) = abij,
g = o. (1.49)

Partiendo de esta métrica, el tensor perturbado tendra las componentes

~(1+2¢) aB;

. (1.50)
aB,- a2(6,~j+2C,~j)

8ap =

Los términos B; y C;; a menudo se separan en sus partes escalar, vectorial y tensorial, lo
cual para B; corresponde a una parte que puede escribirse como el gradiente de un escalar
(que llamaremos B sin indices) y otra que corresponde a un vector con divergencia cero; esta

descomposicion finalmente queda como

Bi = B;-S;, (1.51)

1
Cij = _waij+E,ij+F(i,j)+§hij; (1.52)

donde B, v y E son escalares; S; y F; son campos vectoriales con divergencia cero; y h;; esun

campo tensorial tranverso (h; j’i=0) y de traza cero. En este trabajo estudiaremos tinicamente
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las partes escalares de la perturbacién, dada por ¢, B, y y E. Haciendo cero las perturbacio-
nes vectoriales y la perturbacién tensorial, finalmente obtenemos el elemento de linea dado
por

ds®=-(1+2¢)dt* +2aB;dtdx' +a* [(1-2y)8;; +2E,;;] dx'dx’ . (1.53)

Esta forma de nombrar las partes escalares de la perturbacién métrica no es tinica. En nues-
tro caso seguimos la notacién de Wands y Malik [27] basada a su vez en la de Mukhanov [41];
amenudo en la literatura (vease por ejemplo [42]) se usan a los potenciales ¢ y ¢ de forma
intercambiada respecto a nuestra notacién; ademads, es comun el uso del escalar h dado por

la traza de C;}, en este caso h = -6y + 2V2E.

Definiendo el vector unitario ortogonal a las superficies de tiempo constante

-—, (1.54)

es posible obtener algunas cantidades geométricas importantes asociadas al elemento de
linea (1.53). Una de ellas es la deformacién cortante dada por (1.6) y cuya parte escalar define

al potencial de corte o como

1
oij= (a,.aj—gvzaij)a, (1.55)
que en términos de los potenciales de la métrica esta dado por
o=a’E-aB. (1.56)

Otra cantidad que usaremos es la razon de expansion © = n#,;, que a primer orden estd dada
por

1
©=3|H-Hp-y+-—V0|, 1.57
-y 32 (1.57)
y que a orden homogéneo es proporcional al factor de Hubble.

Como todas las cantidades fisicas a nivel lineal estdn dadas por su valor en el fondo cosmo-
l6gico méas una perturbacion, la energia y presion de la materia estaran dadas por p +0p y
P+ P. Lavelocidad, al ser un vector unitario, a nivel homogéneo estd dada por las compo-

nentes u (1,0,0,0), pues ningiin vector con significado fisico puede tener componentes

u =
0
espaciales en el fondo de FRW o romperia la condicién de isotropia. A nivel lineal sus com-

ponentes estaran dados por
w'=[1-¢,a”'0'v|, uy=[-1-¢,0,6], (1.58)

donde hemos supuesto como en el caso de la métrica, que la parte vectorial de la perturba-
cion es cero, queddndonos tnicamente con el potencial v cuyo gradiente corresponde a la
3-velocidad respecto al tiempo conforme, es decir

ox’ ox'

= (1.59)

alv=22 2%
YT on T Yo
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La cantidad 6 est4d dada por
0=a(v+B) (1.60)

y es el potencial asociado al momento de la perturbacién.

La ecuacion de conservacién de energia para un tnico fluido, dada por la ecuacién (1.14) a
nivel covariante y por (1.30) a nivel homogéneo, puede escribirse a orden lineal como

2
8p=-3H(@Gp+8P)+(p+P) (31//—%(%0)), (1.61)

mientras que la conservaciéon del momento (1.15) que a nivel homogéneo es idénticamente

cero, a orden lineal se escribe como
(Pp+P)O+¢p)+5P+PO=0. (1.62)

Por otro lado, las ecuaciones de Einstein asociadas a las perturbaciones, estdn dadas por las

ecuaciones de constriccién

VZ
3H (y + Ho) - v+ Ho| =-4nGép, (1.63)
Y+ Hp=—-4nG(p+ P)b, (1.64)

mas las dos ecuaciones de evolucion

$+3H¢+Hgb—i(/)——l 0 +§V2H) (1.65)
Mz oz P T '
, 1 I
a+3H0+;(w+¢)=M—Zl. (1.66)
P

Las ecuaciones (1.61-1.66) describen a la cosmologia a nivel lineal, donde inicamente cuatro
de ellas son linealmente independientes y dos se pueden obtener a partir del resto. Ademads
de estas 4 ecuaciones, para resolver el sistema se requiere una ecuacién de estado perturba-
da, que relacione 6 P con 6 p, la cual puede consistir, por ejemplo, en la especificaciéon de una
velocidad del sonido c? = §P/5p si se trata de un fluido en que esta cantidad tenga una forma
simple, o en el uso de las ecuaciones de campo perturbadas si se trata de un campo escalar;
ademds, en caso de la presencia de esfuerzos anisotrépicos IT una ecuacién extra para ellos.
Asi, en total tenemos 6 ecuaciones con las cuales se deben determinar los valores de las can-
tidades perturbadas asociadas al fluido 6p, 6 P, 0, I1 y de las asociadas a la geometria E, B, ¢
y . Para cerrar el sistema es necesario hacer una elecciéon de norma, lo cual es equivalente a

escoger las coordenadas asociadas al problema.

Alo largo de esta tesis usaremos expresiones independientes de norma, aunque las eleccio-
nes més usuales en la literatura son la norma longitudinal o Newtoniana y la norma sincrona.
En la primera, los campos E y B se hacen cero. Aqui ¢ se interpreta como el potencial New-
toniano. Gracias a la ecuacién(1.66), en ausencia de esfuerzos anisotrépicos, las ecuaciones

se simplifican pues ¥ = ¢. La norma sincrona consiste en eliminar B y ¢. En este caso queda
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una libertad de norma residual que nos permite elegir las iniciales. Normalmente esta liber-
tad se aprovecha haciendo cero la velocidad de alguno de los fluidos 67y = 0. Si este fluido no
tiene presion, la ecuacién (1.62) asegura que su velocidad seguird siendo cero. Usualmente
se elige a la materia oscura fria como dicho fluido; con lo cual se tiene una norma sincrona
que es comdvil a la materia oscura. Aqui hay que sefialar que lo anterior solo es posible si
se tiene un fluido sin presiéon y que no intercambia momento con el resto de las componen-
tes del universo, en el caso de los modelos unificados que estudiaremos en este trabajo, a
menudo las componentes que asociaremos a la materia oscura tendrdn presiones pequefias
pero distintas de cero, con lo cual no se podra definir simultdneamente una norma sincrona

y comévil a la materia oscura.

1.6. Funcion de transferencia de materia

La funcién de transferencia es una funcioén ttil que permite calcular el comportamiento de
las perturbaciones de la materia oscura a partir de las perturbaciones del campo gravitacio-
nal ¥ de la norma Newtoniana. En el espacio de Fourier asociado a esta perturbacién, se

separa la evolucién del campo de la siguiente forma [43]

D(a)
a )

9
k0 = s vp (T (1.67)

donde v, (k) es el espectro primordial obtenido de inflacion, D(a) el factor de crecimiento
de las perturbaciones, el cual en el caso de un universo totalmente lleno con un fluido sin
presion esta dado por D(a) = a. Asi, la funcién T(k) es la funcién de transferencia, la cual
toma en cuenta la evolucién diferenciada de las perturbaciones de distintas longitudes de
onda debido a que algunas entran en el horizonte antes de la época de dominacién de ma-
teria y otras lo hacen después. Las perturbaciones que entraron al horizonte en la época de
radiacién sufren un crecimiento logaritmico; mientras que las otras no. Esto genera un com-

portamiento caracteristico en la funcion de transferencia dado por [44]

1 arak < k
T(k) o P e (1.68)
k/ke_5 parak > keq.

La ecuacioén (1.63) para el caso de la norma Newtoniana, se puede convertir en el espacio de

Fourier y en el limite de grandes k en la ecuacion de Poisson

___a%p (1.69)
V= 2M2k? '
Con ello se obtiene una ecuacién para las perturbaciones de la forma
5p 3 k?
— = V()T (k)D(a). (1.70)

P 5Q,H?2
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Debido a la naturaleza estocdstica de las perturbaciones, es ttil definir el espectro de poten-

2
P(k,f)=<‘5?p >, (1.71)

el cual queda en términos de la funcién de transferencia como

cias como

3 3+n 2 2
k ( k ) T*(k)D-(a) (1.72)

—P(k.t) = 6% | —

2m? "\ Ho D2(a=1)
Esta ecuacion permite comparar la funcién de transferencia con las observaciones del espec-
tro de potencias adimensional [45]. Usaremos este resultado en la seccién 3.6 con el objetivo
de comparar el crecimiento en las perturbaciones de la materia oscura fria y las de nuestro

modelo unificado.






Capitulo

Sistema dinamico

El estudio de este capitulo estd basado principalmente en las referencias [19, 24]. Aqui ana-
lizaremos los campos escalares cuyo Lagrangiano no-candénico estd dado por la expresion
separable

Z(X,p)=FX)-V(g). 2.1)

Este tipo de Lagrangianos se usardn en el siguiente capitulo para unificar materia oscura,
energia oscura e inflacién, ya que tienen la ventaja respecto al caso mds general (1.36) en
que las expresiones se ven simplificadas, por ejemplo, la velocidad del sonido adiabdtica estd
dada tnicamente como funcién de X de la forma [17]

2 Fx
S

A=—2 2.2)
2XFy—F

Por otro lado, como se puede ver en esta misma expresion, estos campos conservan mucha
de la rica fenomenologia de los campos no canénicos. En particular, la posibilidad de que
la velocidad del sonido sea distinta de 1; lo cual es importante para que el campo pueda
reproducir la materia oscura, donde se necesita c; <« 1 para dar origen a la estructura en el

universo 1.

De este tipo de campos escalares ha sido estudiada su fenomenologia en [47, 48]; asi como
su comportamiento en el contexto de defectos topolégicos en [49]; y sus extensiones de su-
persimetria en [50]; también como generadores de estrellas de bosones en [51]; como medio
para la unificacién de materia y energia oscura en [38, 52]; y como medio para la unificacién

de los tres fen6menos, materia y energia oscuras e inflacién en [12] y en [17].

En este capitulo estudiamos un sistema de ecuaciones diferenciales auténomas asociado a

un universo que contiene al campo escalar mds algin fluido p,, con ecuacién de estado

1gin embargo una serie de estudios apuntan a que campos canénicos también pueden generar estructura pese
atener cg =1 [46].

15
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constante 2 Este método es equivalente al usado para campos canénicos en [53, 54] y nos
permite identificar el comportamiento general de las soluciones cosmolégicas asociadas a
este tipo de Lagrangianos. Este método ha sido aplicado a una gran variedad de modelos
cosmolégicos y permite determinar la presencia y estabilidad de distintos tipos de solucio-
nes, por ejemplo aquellas con fases tipo de Sitter o con comportamientos tipo escalamiento
(scaling). Tan solo por citar los trabajos de los tltimos afios en este tipo de andlisis tenemos

[55-64], para distintos modelos particulares.

2.1. Sistema autéonomo para £ = F(X) — V()

Para el campo escalar con Lagrangiano separable, las ecuaciones de Friedmann (1.28, 1.29)

se simplifican a

H?= [2XFx—F+V+ppnl, (2.3)
2
3M2,
. 1
H=———1RXFx +Ympml, (2.4)
2
2M?,

donde hemos supuesto una métrica FRW plana con un tensor de energia momento com-
puesto por el campo escalar mds un fluido barotrépico con ecuacién de estado P, = (v, —
Dom-

Si el fluido barotrépico y el campo escalar no interactiian més que a través de la gravedad,
los tensores de energia momento respectivos se conservaran por separado. Para el fluido esto
significa que su densidad evoluciona como p,, «c a~3"" en caso de y constante, mientras que

el campo escalar satisface la ecuacién

d
d—N(ZXFX—F+ V)+6XFx =0. (2.5)

Aqui la derivada respecto al tiempo se ha sustituido por la derivada respecto al nimero de
e-folds N dado por dN = dloga. Esta variable puede ser usada en el caso de una métrica
FRW para parametrizar el tiempo siempre y cuando no haya un cambio en el sentido de la
evolucién de a, como un rebote (bounce) o un recolapso. Otra forma de obtener N es a través
delarelacion dN = Hdt.

Para obtener el sistema autébnomo aprovechamos que la densidad asociada a este tipo de

campos escalares puede ser separada en una parte cinética més una potencial p = pr(X) +

2A pesar del uso del subindice m no estamos suponiendo que el fluido es p,;; es tipo polvo. Podria mantendre-
mos Ym = (0m + Pm)/ pm como constante arbitraria, por ejemplo si y,; = 4/3 estaremos hablando de un fluido
de radiacion.
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V(g), donde py = 2X Fx — F. Asi, definimos las variables

x = Bk 2.6)
Pc
v
y o
Mp dlogV

‘/3pk dt

donde p, = SMng2 es la densidad critica. Las dos primeras variables son proporcionales a
las densidades cinética y potencial del campo, y la tercera variable es una variable extra que

para el caso de campos canénicos es proporcional a la pendiente del potencial de la forma

2 MPIV(p . )
O canonica = — g % sign(¢p) . 2.7

Debido a las definiciones anteriores, la ecuacién de Friedmann (2.3) se puede escribir como
P+ +Qn=1, (2.8)

donde Q,, se define como proporcional a la densidad del fluido barotrépico de la forma
pm!pc. Debido a que todos los factores de esta ecuaciéon son positivos, se obtiene la con-
dici6én sobre x y y de estar acotadas entre 0y 1.

Usando las definiciones de las variables y las ecuaciones de evolucién (2.3, 2.5) podemos

obtener las ecuaciones del sistema dinamico

dx 3 3

o = an2+Ex[yk(x2—1)+ym(1—x2—y2)], (2.9)
d 3

ﬁ{[ = Syloxtyn-y+ 2 0r-ym), (2.10)
40 e -1+ —26) (1 - —Uyz) @.11)
dN 5 kTG yix)’ '

donde hemos introducido dos nuevas variables dadas por

pk"‘Pk _ 2XFx

- _ , 2.12

VE pr  2XFx-F (212
vV,

r = —2 (2.13)
V‘P

El sistema dindmico (2.9, 2.11) por tanto, se compone de tres variables dependientes x, y y
o que son funcién de N. El sistema, sin embargo, no es cerrado, pues en general las varia-

bles auxiliares y, c2 y I' dependen del tiempo, con lo que se pueden definir ecuaciones de
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evolucion para éstas, por ejemplo

dyr ) ( Uyz)
dN—?)()/k cs— D |7k Pk (2.14)

Sin embargo, las ecuaciones de evolucion para c? y I requeriran terceras derivadas de F y
V, que no es posible obtener a partir de las variables dindmicas definidas hasta ahora, por
lo que se requerira definir nuevas variables que a su vez requerirdn nuevas ecuaciones de

evolucion y asi sucesivamente.

Para cortar la sucesién de ecuaciones y variables es posible limitar un poco nuestro andlisis

al caso en que el término cinético estd dado por la ley de potencias
F(X)= AX", (2.15)
y el potencial por una ley de potencias o una exponencial

V(p) By",0 (2.16)

Vip)

Voe 1o/ Mr (2.17)

donde A, B, Vi, 1, nn, y A son constantes. Gracias a esta definicion las variables extra se vuelven
constantes. Aquellas relacionadas con la parte cinética adquieren los valores v, = 2n/(2n—1)
y ¢2 = y; —1 que para el caso canénico corresponden a yj = 2y ¢? = 1; por otro lado, la varia-
ble I' relacionada con el potencial se vuelve 1 para el potencial exponencial o (n—1)/n para
el caso de ley de potencias. Al definir asi los potenciales del Lagrangiano, estamos restrin-
giendo el rango de validez de nuestro andlisis pero ganamos el que las variables dindmicas
se reduzcan a las 3 originales. El sistema auténomo de tres variables, por tanto, incluye las
ecuaciones (2.9, 2.10) y la ecuacién de evolucién para o que se simplifica a
do oy

do ., o 3 ( _2)
N - 30°x(I 1)+20(2 Yi) 1+ka . (2.18)

Estas tres ecuaciones constituyen un sistema cerrado pues I' y 4 son constantes.

2.2. Puntos criticos

Los puntos criticos del sistema se encuentran en los valores x, y, o para los que las ecuacio-
nes de evolucion se anulan. Estos puntos definen soluciones del sistema auténomo en que
las variables dindmicas son constantes. Ademads, el andlisis de los puntos criticos no solo nos
da informacién sobre estas soluciones particulares, sino que la estabilidad de estos puntos

criticos nos da informacién sobre las soluciones cercanas. Asi, si el punto critico resulta ser
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un nodo estable, las soluciones cercanas a éste tenderédn al punto critico para tiempos gran-
des; si es un nodo inestable, las soluciones se alejardn; y si es un punto silla se acercaran por

una de las direcciones y se alejardn por otra.

En este sistema ademads, debido a que la contribucién del campo a la densidad total estd dada
por x? + y?, los puntos criticos corresponden a soluciones en las que dicha contribucién se
mantiene constante. Esto puede ocurrir en tres escenarios: (i) si x>+ y? es igual a uno, en
cuyo caso toda la energia del universo esta contenida en el campo escalar y no hay presencia
del fluido barotrépico; (ii) si la densidad del campo es cero, que corresponde al caso en que
toda la densidad del universo estd contenida en el fluido barotrépico; o (iii) cuando X%+ y2
se encuentra entre cero y uno, que corresponde a que la densidad del fluido y el campo se
mantienen en la misma proporcién al evolucionar en el tiempo. Estas tltimas soluciones son
conocidas como tipo escalamiento y son de interés en cosmologia pues se ha especulado
que la energia oscura podria haber tenido un comportamiento de este tipo en el universo

temprano, véase [65].

En este andlisis primero buscaremos los puntos para los que las ecuaciones de evolucién de
Xy y (2.9) y (2.10) se anulan sin importar el comportamiento de o. Si bien estos puntos no
son estrictamente los puntos criticos del sistema, pues no se consideran las tres variables
dindmicas, si reproducen el comportamiento descrito en el parrafo anterior pues x y y se
mantienen constantes. Luego de encontrar estos puntos, también buscaremos aquellos que
dependen de o y que, por tanto, necesitan que la ecuacién de evolucién (2.11) también se
anule para que todas las variables dindmicas sean constantes. Aquellos puntos que coinciden
con los encontrados en el caso canénico cuando F(X) = X serdn etiquetados con caracteres
latinos siguiendo las referencias [19, 66], y aquellos que solo existen en sistemas no canénicos
serdn etiquetados con letras griegas. Los primeros podran reducirse al caso canénico y nos
serviran de guia para mostrar que nuestro anélisis es correcto al compararlos con los puntos
criticos reportados en la literatura. Por otro lado, el segundo tipo de puntos criticos serdn
interesantes pues representardn comportamientos dindmicos nuevos con respecto al caso

canonico.

(a) Elpunto x,; =0, y, =0 corresponde a cuando el campo escalar no contribuye a la den-
sidad de energia total del universo. Este punto existe para todos los campos separables
sin importar sus potenciales escalar y cinético, ademés puede corresponder a un nodo
inestable cuando vy < v, en cuyo caso el campo escalar puede aumentar su contri-
bucién relativa a la densidad del universo incluso si inicia con valores muy pequefios;
también puede corresponder a un punto silla, como de hecho es el caso para los cam-

pos canénicos y todo campo con yi > -

Six =0y y#0laecuacion de estado del campo se reduce a y, = 0. Expresado de otra forma,
la relacién entre la presion y la densidad del campo en este caso estan dadas por P = —p,

como es el caso para una constante cosmoldgica. Debido a ello, este régimen del campo
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es util para describir fen6menos como la inflacién o la energia oscura. Las ecuaciones de

evolucién se reducen a

dx 3,

an ~ 277 @19
dy 3 2

an =~ 'y (220

que para volverse cero requieren ¢ = 0, es decir un potencial que no cambia en el tiempo y,
ademds, que se cumpla que y,;, =0 o y = 1. Resumiendo, tenemos los dos siguientes puntos

criticos

(o) Elpunto x, =0, yo =1y 04 =0 en que el campo escalar es el inico componente del
universo. La vecindad de este punto critico corresponde al régimen de rodamiento len-
to que es de interés pues puede representar al campo durante el periodo de inflacién.
El potencial domina sobre la parte cinética y su derivada respecto al tiempo es cero en
el punto y cercana a cero en la vecindad. Este punto puede ser un punto silla si y; <0,
es decir, que la parte cinética del campo tiene un comportamiento tipo fantasma. Es-
to es de interés para los modelos inflacionarios pues este comportamiento explicaria
porqué el campo entra inicialmente en una fase de rodamiento lento para salir de ella
posteriormente. Otro comportamiento posible es como un nodo estable para yj > 0.
Este comportamiento es de relevancia para modelar la energia oscura, pues explicaria
la razén de que el campo se acerque a un régimen con P = —p para tiempos tardios.
Para esto tultimo, una posibilidad es el campo canénico que cumple con yj = 2; sin
embargo, en este punto critico se requiere que o sea cero y para el caso candnico esta
condicién es equivalente a que el potencial potencial sea plano como puede verse en

la ecuacién (2.7).

() Elpunto xg = 0 con yg arbitrario. En este caso tanto el fluido como el campo tienen una
contribucién a la densidad total del universo que se mantiene constante; sin embargo
para su existencia es necesario que v, = 0, es decir, que el fluido se comporte como
una constante cosmolégica. Esto es muy restrictivo pues en general estamos pensando
que este fluido se comportard como radiacién o polvo. Este punto critico se comporta

como una linea estable para y; > 0 y como una inestable en caso contrario.

Si y =0y x # 0 la energia potencial es cero, por lo que la densidad de energia del campo se
encuentra Ginicamente en su parte cinética y su ecuacién de estado se reduce a la de la parte
cinética y, = Y. La ecuacion de evolucion para y se cancelay la de x se reduce a

dx

_3 2_
d_N = zx(Yk Ym)(x™—=1), (2.21)

que es cero cuando x = 1 o cuando las ecuaciones de estado del campo y del fluido coinciden;

lo que nos deja con otros dos puntos criticos:
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(b) Para x; =1, y = 0 toda la densidad del universo se encuentra contenida en la parte
cinética del campo. Este punto puede ser inestable si y; es mayor que ambos y,, y
o, puede ser estable si y; es menor que los dos y un punto silla si se encuentra entre
ellos. Para el caso canénico, como Yy = 2, este punto nunca serd estable; en cambio,
dependiendo del valor de la pendiente del potencial podria presentar los comporta-
mientos de punto estable o punto silla. El punto (xj, y5) podria ser interesante como
nodo estable o punto silla pues en varios modelos de unificacién de materia y energia
oscuras, incluido el considerado en el siguiente capitulo, el campo se presenta como
uno puramente cinético, asi que la presencia de este punto podria explicar el porqué
el campo ha tendido a perder su componente de energia potencial y ademds ha em-
pezado a dominar el universo. En el siguiente capitulo usaremos un campo que en la
actualidad satisface la condicién de que este punto critico sea estable; lo que nos per-
mite suponer que el campo se encuentra en un estado en que su energia cinética es

dominante.

(y) Paray, =y, con yy, =0y x, arbitrario. Este punto critico es unalinea estable xo >y y
de otra forma es inestable. En este punto el fluido y el campo tienen la misma ecuacién
de estado y evolucionan como en las soluciones tipo escalamiento. En estas soluciones
ambas componentes de densidad poseen la misma dependencia temporal y su razén
se mantiene constante. Sin embargo el potencial cinético F debe tener una forma par-
ticular para seguir el comportamiento del fluido. Por ejemplo, si F(X) = AX? entonces
la ecuacidn de estado de la parte cinética estd dada por yy = 4/3 y este punto critico
existira si el fluido se comporta como radiacién. Este comportamiento de hecho es in-
teresante en el caso del modelo de Scherrer estudiado en [37] y descrito en la seccion
3.5; para energias altas dicho modelo tiene un comportamiento cuadratico como el

requerido para comportarse como radiaciéon en la época de dominacién de ésta.

Por ultimo, los puntos criticos para los que ambas x y y son distintas de cero. Estos puntos
estdn presentes Ginicamente para dos posibilidades del Lagrangiano, cuando es uno canéni-
co con potencial exponencial, como los estudiados en la literatura, o cuando es la suma de
dos leyes de potencias

£ = AX"-Bg" (2.22)

cuyos exponentes cumplen la relacién

=" 2.23)
n_2+n’ :

por ejemplo, esto puede ocurrir para Lagriancianos como £ = AX? — Bg~*. Los puntos cri-
ticos obtenidos en estos casos dependen de o pero, como serd demostrado en la siguiente
seccion, para estos Lagrangianos o es funcién de las otras dos variables dindmicas y por tan-

to es constante en los puntos criticos.
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()

(d)

El primer punto corresponde a
Xe=—, Ve=,|1-—. (2.24)

En él, el campo escalar es la tinica contribucién a la densidad de energia del universo.
La ecuacion de estado del sistema estd dada por

0_2

Y(ﬂ =) (225)
Yk

y el punto corresponde a un punto silla para 02 > ¥y, 0 en caso contrario es un nodo
estable. Este punto solo existe si 0> > yi y oYk > 0.Aqui hay que aclarar larazén de que,
a pesar de que sefialamos que este punto critico corresponde a un universo cuya tinica
componente es el campo escalar, en las condiciones de estabilidad aparecen pardme-
tros correspondientes al fluido, el cual no estd presente en el universo. La razén de ello
es que las condiciones de estabilidad hablan de soluciones en la vecindad del punto
critico y no de la solucion en el punto critico mismo. Toda solucién en un punto critico
se mantendrd constante en el punto sin importar si es estable o intestable. En cambio,
las soluciones cercanas pueden alejarse o acercarse al punto critico dependiendo de su
estabilidad. Este punto critico en particular, tiene un comportamiento estable cuando
se cumple la desigualdad 0 < ¥4y . En estos escenarios, el campo es casi dominante,
pero hay un poco de fluido, y el universo evoluciona a estados en que el campo domina

todavia mas.

El segundo punto corresponde a

\/7_
xdz%, yd:w' (2.26)

que existe cuando se cumple que 0 > /YxYm V Ym < Yk- Ademds, este punto es un
nodo estable cuando
o’ Oym =78 _
8Y kY

o una espiral estable en caso contrario. Este punto corresponde a la solucién tipo esca-

1, (2.27)

lamiento encontrada en los campos candnicos; la fraccidn de la energia total a la que

contribuye el campo estd dada por

_ .2 2 _YEVYm
Qp=Xa+Ya="7 -

(2.28)

Aqui es importante notar que en [67] se muestra que el Lagrangiano mds general para
el cual existen las soluciones tipo escalamiento es de la forma % = Xg(Xe!?), y sin
embargo este punto critico existe para Lagrangianos de la forma (2.1) que no pueden
reducirse a los considerados en [67]. La razén de esta discrepancia es que en el trabajo

referido se hace la suposicién de que existe algtin tipo de interaccién no gravitacional
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entre el campo y el fluido barotrépico, la cual no se aplica a este trabajo. Hay que to-
mar en cuenta que, si se usa un campo escalar para modelar a la energia oscura y éste
se tiene un comportamiento tipo escalamiento en el universo temprano, es necesario
algtin proceso que saque este comportamiento pues de otra forma su densidad no po-
drd dominar en el universo actual; este proceso, sin embargo, no se observa en estos

modelos pues este punto es estable siempre que existe.

Un resumen de los puntos criticos y su estabilidad se presenta en la tabla 2.1.

2.2.1. Puntos criticos en infinito

Los puntos criticos a, b, ¢, &, fy v fueron obtenidos suponiendo que las variables dindmicas
eran finitas. Esta suposicién siempre se cumple para x y y. Como puede verse de la ecuacién
(2.8) pues ambas variables son menores o iguales que uno. Sin embargo, de la definicién de
o (2.6) es posible que sea infinito cuando la energia cinética o potencial del campo tienden a
cero. Para estudiar estos casos definimos la variable alternativa ¢ = 1/0 con la cual podemos

obtener un sistema auténomo de ecuaciones y estudiar el régimen cuando tiende a cero.

Considerando y y I las ecuaciones de evolucién (2.9, 2.10, 2.18) se convierten en

dx _ 3y* 3 2 2 2

N - §g+§x[7/k(x —D+yn1l-x"=y9)], (2.29)
dy 3 X 2y, 42

ﬁ\/ = Ey[_g+'}’m(l_y )+x (Yk_Ym)] ’ (2.30)
A -1+ —2)(6—y—2) 2.31)
AN 2 Tk Yix) '

Para tener un punto critico con & = 0 se debe asegurar que los términos y?/& y xy/& no diver-
jan. Estos términos pueden ser calculados si consideramos que los términos del Lagrangiano

tienen la forma (2.15 - 2.17). Para el potencial tipo ley de potencias, la variable 6 queda de la

~ 1 32n-1DA . m-1)/2
=-— X1 , 2.32
15 Mo \/ 5 sign(@) ¢ (2.32)

forma

y los factores

2
y nB 2 . . =1y (1-)/2
yo_ _ N x-m2 2.33
o 3 Mp H? 3@2n - l)ASIgn((p)(p ( )
Xy n 2B . (=22 1/2
-~z - - /== X, 2.34
G M | 3 VBN 230

Para que los tres términos se vuelvan cero al mismo tiempo se necesita que ¢ =0y n > 2. Con

esta condicién, la variable y también se vuelve cero y las ecuaciones de evolucién se reducen
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CUADRO 2.1: Estabilidad y existencia de los puntos criticos. Los puntos etiquetados con letras latinas coinciden con los estudiados para los campos candnicos
en la literatura. Los puntos con letras griegas son nuevos. Los puntos (c) y (d) solo existen cuando el Lagrangiano es canénico con potencial exponencial o

cuando es de la forma (2.22) y los exponentes cumplen la condicién (2.23).

X ¥ Existencia Estabilidad Qq Yo
(@) 0 0 Siempre Nodo inestable para yi <y, 0 -
Punto silla para v, <y
() 0 1 o=0 Punto silla para y; <0 1 0
Nodo estable para y; >0
(b) 1 0 Siempre Nodo inestable para yi > {ym, 0} 1 Yk
Nodo estable para yi < {ym, o}
De lo contrario punto silla
(B) 0 Arbitraria o=0 Linea estable para y; >0 u\m 0
Ym=0 De lo contrario inestable
(y) Arbitraria 0 YE=Ym Linea estable para xo > yx 2 Ym
De lo contrario inestable
o o? 2.2 . 2 o’
(©) — 1-— o” >y Punto silla para o“ > yrym 1 —
Yk Y% Yk
oYr>0 De lo contrario nodo estable
2
(d) gw: E 0>./Yx¥Ym Nodo estable para $ <1 Q\MMS Ym
Ym <Yk De lo contrario espiral estable
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a
A Diye—ym) (2.35)
AN 2 YE=Ym), '
dy
— = 0, 2.36
- (2.36)

mads las condiciones de ¢ = 0y n > 2. Estas ecuaciones de evolucién se anulan en tres casos,
cuando x vale 0 o 1, o cuando Y = v»,. Estos tres puntos corresponden a los previamente

estudiados (a), (b), y (y), respectivamente.

La segunda posibilidad es que el potencial sea exponencial, en cuyo caso y no puede ser cero
excepto cuando V; = 0 que es el caso en que no hay potencial. Debido a esto, y*/& diverge
cuando 6 — 0y no hay punto critico. Con esto podemos concluir que no hay puntos criticos
extra para 0 — oo; sin embargo este estudio era necesario para asegurar que hubiéramos

considerado todo el espacio dindmico de pardmetros.

2.3. Simetria en el sistema autonomo

El sistema auténomo obtenido en la seccién 2.1 se compone, en su minima expresion, de
tres ecuaciones de evolucion para tres variables independientes x, y y 0. Esto es de esperar
pues el sistema original tenia tres grados de libertad, lo cual puede verse si consideramos que
(dado un Lagrangiano particular y una ecuacién de estado para el fluido barotrépico) un es-
tado inicial esta totalmente definido si conocemos a un tiempo inicial el valor del campo, su
derivada y la densidad de energia del fluido barotrépico. Con estos datos es posible calcular
el pardmetro de Hubble y la evolucién de las variables del sistema usando las ecuaciones de
evolucién correspondientes. Asi, el nimero de grados de libertad del sistema auténomo que
se deriva debe ser el mismo, 3. Sin embargo, en la literatura encontramos que para el caso
cano6nico es posible definir un sistema auténomo de solo dos variables (x, y). En este caso
o se puede hacer constante tomando un potencial exponencial V « e **'Me pues, de su

definicién (2.6), se puede obtener

=1/=A. 2.37
o 3 (2.37)

En esta seccién veremos que esta reduccion en los grados de libertad del sistema proviene de
una simetria en el sistema que también puede aplicarse, aunque con algunas modificaciones,
al caso no canénico, permitiéndonos en ciertos casos reducir a dos el nimero de variables del
sistema auténomo. Una demostracién de que la presencia de un grupo de simetrias ayuda a

reducir los grados de libertad de un sistema dindmico se incluye en el apéndice B.

Para el campo canénico con potencial exponencial, la transformacién de simetria involucra-

da en el sistema es descrita en la referencia [68], y estd dada por

@, X, pm) — (@ +& e MIMix g4y . (2.38)
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Observamos que las ecuaciones de evolucion para el sistema pueden reducirse a tres ecua-

ciones para las variables (¢, X, p) dadas por

dp si n(,)\/ZX

an =~ ST

dx V2X

ﬁ = —-6X- Voe_l‘p/MP‘sign((p)T ,

d

dpﬁm = —3YmPm, (2:39)

donde la primera ecuacién proviene de la definicidon de X, y las siguientes dos son las ecua-
ciones de continuidad para el campo y el fluido, respectivamente. Este conjunto de ecuacio-
nes de evolucién estd completo si consideramos al factor de Hubble como funcién de las tres

variables dindmicas a través de la ecuacién de Friedmann

1
V3Mp|

con lo cual la transformacion actiia indirectamente sobre H de la forma

H(p,X,pm) = \/ X+ Vge Mo/Mei 4o (2.40)

H— g M/2Mer (2.41)

Es facil comprobar que las ecuaciones de evolucién son invariantes ante la transformacién
(2.38) y asi esta simetria permite reducir el nimero de ecuaciones de evolucién si se expresan
en términos de variables que también sean invariantes ante la transformacién. En este caso
Xy yson invariantes como se puede comprobar de la definicién que para este caso particular

estd dada por

/N X \/70 e—/l(plepl
X= — y=——. (2.42)
V3Mp H V3MpH
Para el caso no candnico también podemos encontrar una transformacién de simetria y re-
ducir el nimero de variables en ciertas condiciones. Primero, consideremos las ecuaciones
de evolucién cuando los términos cinético y potencial del campo son leyes de potencias co-

mo en las ecuaciones (2.15, 2.16). Las ecuaciones estaran dadas por

dp sien( ,)\/ZX
an =~ SN
-1 . .
ax _ 1 Bnep" \/2X(s1gn<p)+6nAXn ’
dN An(2n—1)X1-1 H
d
dl;\rl'} = =3YmPm, (2.43)

que al igual que en el caso candnico corresponden a la definicién de X y las dos ecuaciones

de continuidad, y constituyen un sistema cerrado si se considera al factor de Hubble como
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funcién de ¢, X y p,, a través de la ecuacion de Friedmann

H(p, X, pm) = VCT=1AXT+B@" + pp. (2.44)

1
V3Mp

Para este caso proponemos la transformacién
(@, X, 0m) = €9, &"X, ¥ Mp ), (2.45)

la cual transforma también de forma indirecta al factor de Hubble como H — ¢™ H. Es facil
ver que esta transformacion deja invariante al conjunto de ecuaciones (2.43) inicamente en

los casos particulares en que se cumple

_n
2+n’

n (2.46)

Esta de hecho es la misma ecuacién que (2.23), la cual era una condicién para la presencia
de los puntos criticos (c) y (d). Vemos que esta condicién implica que el sistema dindmico se

puede reducir a dos variables.

Para ello, es necesario definir variables que sean invariantes ante la simetria, lo cual se puede
comprobar que es el caso para x, y y o, por lo que dos cualesquiera de estas tres variables son
suficientes para definir la evolucién del sistema. Si escogemos x y y para describir al sistema,
el hecho de que en las ecuaciones de evolucién (2.9, 2.10) aparezca la variable o 1o tinico que
indica es que esta variable es suceptible de escribirse en términos de las otras dos. En efecto,

podemos comprobar que para este caso

x 2/n
0:5(—) ) (2.47)
y
donde s es una constante dada por
__ ]2 1/n 172
s=— ghme (A@2n-1)~V2n, (2.48)

De esta relaciéon podemos escribir el sistema de ecuaciones en términos de solo dos variables

como
dx 3 21vk
d 3 2lve 3
_d]J\/Z = —Esx2 (J—/) +§y[)’m(1—y2)+x2(7’k—?’m)] : (2.49)

donde usamos la relacién yy = 2n/(n — 2) que se satisface solo en estos casos.

Los puntos criticos obtenidos en la seccién 2.2 son validos también para el sistema de dos va-
riables. De hecho los puntos criticos (c) y (d) solo son vélidos cuando el sistema es suceptible
de escribirse en términos de dos variables, ya sea que el Lagrangiano sea can6nico con po-

tencial exponencial o que sea la suma de dos leyes de potencias cuyos exponentes cumplen
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larelacién (2.46). Podemos ver que estos dos puntos dependen de o pero ésta es constante en
el caso canénico, donde se cumple la relacién (2.37). Para el caso no canénico, cuando estos
puntos criticos son validos o es funcién de x y y de la forma (2.47), con lo que las expresio-
nes para ambos puntos criticos deben obtenerse de sustituir esta expresion para o y resolver
para x y y. En el caso del punto (c) estas ecuaciones no pueden resolverse de manera exacta,

quedando el sistema de ecuaciones

2/n

S xe) 2, .2

Xe=—|— , x;+y;=1. (2.50)
¢ Yk(YC ¢ ¢

Para el punto (d) las ecuaciones si se pueden resolver quedando

VYmTk—=vm) ( Ym )“Yk

s Yik—Ym

(2.51)

Jg = Y= Ym ( Ym )””.

S Ye—Ym
2.4. Analisis del espacio fase

En esta seccién graficamos el espacio fase definido por las ecuaciones (2.9), (2.10 y (2.18)
para diversos Lagrangianos. Un caso interesante es cuando el Lagrangiano satisface la ecua-
cién (2.46) pues para estos sistemas existe una solucién tipo escalamiento, ademads de que
el nimero de variables del sistema se puede reducir a dos. Esto ocurre, por ejemplo, para
un Lagrangiano de la forma £ = AX? — B/¢*. Los pardmetros extra en las ecuaciones de
evolucion estan dados por yy = 4/3 y I' = 5/4. En las figuras 2.1, 2.2 y 2.3 podemos ver pro-
yecciones del espacio fase de tres dimensiones obtenido de soluciones con condicién inicial
o = 1.5. Podemos ver que en este espacio las soluciones se acercan a los puntos criticos (c) y
(d) dependiendo las condiciones iniciales. Estos puntos criticos forman dos curvas sobre el
espacio fase.

Sin embargo, como lo vimos en la seccién anterior, estos sistemas en los que los puntos criti-
cos (¢) y (d) existen son, de hecho, sistemas de dos dimensiones, pues o cumple la condicién
(2.47). En estos casos, dado un Lagrangiano como .2 = AX? — B/¢* con valores particulares
de Ay B, o es funcién de las otras dos variables dindmicas. Con ello vemos que el espacio
tridimensional graficado en las figuras 2.1 a 2.3 esta considerando de hecho distintos La-
grangianos y no Uinicamente distintas condiciones iniciales para el mismo Lagrangiano. Un
espacio fase para un solo campo escalar con un Lagrangiano definido, por tanto, se obtendra
de graficar las ecuaciones (2.49), y sera de solo dos dimensiones. En la figura 2.4 se grafica
el espacio para el caso S = 4 que significa que AB = 4Mgl/ 27 con un fluido barotrépico tipo

polvo. En la figura se pueden observar los siguientes puntos criticos:

= (a) El punto (0,0) que en este caso es un punto silla.

= (b) El punto (1,0) que es un nodo inestable.
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FIGURA 2.1: Proyecci6n del espacio fase sobre el plano (x, y) para un Lagrangiano de la for-

ma £ = AX? - B/¢*, con condicién inicial o = 1.5. Las soluciones tienden a los puntos

criticos (c) (linea verde) y (d) (segmento de circulo rojo). Este comportamiento también se

observa en las figuras 2.2 y 2.3 que corresponden al mismo sistema proyectado sobre otras

direcciones. El sistema tridimensional para este caso en realidad comprende Lagrangianos

con valores de Ay B distintas. El espacio fase minimo para un solo Lagrangiano esta grafi-
cado en la figura 2.4.

0.5 .
0.0

1.0

FIGURA 2.2: Proyeccién del espacio fase sobre el plano (x,0) para un Lagrangiano de la for-
ma % = AX? - B/¢". Ver la explicacién en la figura 2.1.
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FIGURA 2.3: Proyeccién del espacio fase sobre el plano (x, o) para un Lagrangiano de la for-
ma £ = AX? - B/¢*. Ver la explicacién en la figura 2.1.

= (c) Este punto corresponde a un punto silla, en que la densidad del campo domina el

universo.

= (d) El punto (3Y4/4,3714)g) corresponde a una espiral estable.

Los otros puntos criticos no estdn presentes en este ejemplo.

El campo escalar canénico con potencial exponencial es el otro caso en que el espacio fase
puede reducirse a dos variables. En este caso o es una constante dada por la ecuacién (2.37).
En la figura 2.5 podemos ver el comportamiento para o = 1.5 con y,,; = 1, es decir un fluido
tipo polvo.

Cuando la condicién (2.46) no se satisface, el nimero de variables no puede reducirse, que-
dando en tres; tampoco existen los puntos criticos (c) y (d) para estos casos. En la figura 2.6
graficamos el sistema para el Lagrangiano £ = AX? — Bg?, en que los valores de los parame-
tros auxiliares son vy = 4/3 y I' = 1/2. Podemos ver que el sistema evoluciona hacia valores
grandes de g, pues en este caso o « 1/¢ por lo que el sistema llega a ¢ infinito en un tiempo
finito; en ese momento la variable o no es ttil para describir el sistema. También podemos

ver que las soluciones no tienden a ninglin punto critico.
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FIGURA 2.4: Espacio fase para el sistema dindmico correspondiente a un campo escalar con
Lagrangiano £ = AX? — B¢ ~* mas un fluido barotrépico tipo polvo. Se observan los puntos
criticos (a), (b), (c) y (d).
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FIGURA 2.5: Espacio fase para el campo escalar canénico con potencial exponencial y o =

1.5. El espacio fase para este sistema tiene dos dimensiones. Las soluciones tienden al punto
critico (d), la solucién tipo escalamiento
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log(o)

FIGURA 2.6: Espacio fase para el Lagrangiano £ = AX? — B¢? con un fluido tipo polvo. Las
soluciones no tienden a ningtin punto critico y evolucionan a ¢ — oo para tiempos finitos
pues este pardmetro es proporcional a (p‘1 en este caso.

2.5. Sistema autonomo durante un Gran Rebote

Un gran rebote (Big Bounce) es un escenario para el universo temprano en que se considera
que el actual estado de expansion del universo fue precedido por un estado inicial de colapso
en que a < 0. Este escenario se ha propuesto como alternativa de inflacién debido a que
algunos estudios sugieren que podria producir perturbaciones primordiales similares [69—
71], pero sin la presencia de un punto singular en el pasado pues se supone que el paso del
estado de colapso al de expansion ocurre para a # 0. Estos modelos se han estudiado en
distintos esquemas por ejemplo pre-big-bang [40, 72], universo ecpirético [73-77], universo

ciclico [78, 79] o modelos con campos mdltiples [80].

En esta seccidn estudiaremos cémo, cuando se permite que la densidad del campo esca-
lar sea negativa, es posible obtener un rebote en el marco de las ecuaciones de Friedmann
usuales. Debido a que las variables dindmicas definidas previamente en este capitulo no son
ttiles para describir este fendmeno, redefiniremos el sistema siguiendo la referencia [80]. Pa-
ra obtener un rebote, encontraremos que el campo escalar debe violar la condicién nula de
energia dando origen a inestabilidades; aunque diversos trabajos se han hecho para propo-
ner modelos en que dichas inestabilidades no estdn presentes [75, 81, 82] se ha argumentado
que esto no sea posible en el marco de los campos escalares estudiados aqui, ver por ejem-
plo [83, 84]; sin embargo, aqui no estudiaremos estas inestabilidades y nos restringiremos a

la cosmologia homogénea.

Las ecuaciones dindmicas estudiadas en este capitulo presentan varios problemas durante
un rebote, los cuales provienen de que fueron planteadas para un universo que supusimos
en expansion. El primer problema con que nos encontramos es que durante un rebote el
factor de Hubble cruza por H = 0, por lo que las variables x y y definidas en (2.6) podrian

diverger. Otro posible problema es que, dependiendo del mecanismo por el que el rebote se
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produzca, es posible que las ecuaciones de Einstein no sean vélidas. No consideraremos es-
ta posibilidad, pero si este no es el caso y la relatividad general es vélida y ademads estamos
en un universo plano, la ecuacién de Friedmann implica que durante el rebote la densidad
total del universo es cero. Para que esto pase existen dos posibilidades, que todos los cam-
pos del universo anulen sus densidades durante el rebote o, si alguno de estos campos tiene
densidad positiva, deberd existir un campo con densidad negativa para que el total sea cero.
Consideraremos aqui al fluido barotrépico que hemos usado en nuestros andlisis como la
suma de todos los campos con densidad positiva y al campo no canénico como aquel con
densidad negativa que contrarreste al resto. Sin embargo las variables dindmicas x y y se

vuelven imaginarias en este caso.

Para eliminar los dos problemas anteriores definiremos nuevas variables que sean bien com-
portadas cuando H sea cero y cuando las densidades del campo sean negativas. Suponiendo

que la densidad de energia cinética del campo no se anula, definimos

V3Mp H

Viekl

sign(V), (2.52)

Pk

<
1l

que estdn relacionadas con las variables de nuestro andlisis original como X =1/xy y = y/x,

en el régimen en que estdn definidas.

Otro problema con el andlisis del rebote es que la variable independiente que hemos estado
usando como sustituto adimensional del tiempo N, dada por la integral [ Hdt, deja de tener
una relacién invertible con el tiempo pues es decreciente antes del rebote y después de éste

se vuelve creciente. Para salvar este problema, si la variable original podia verse como

dAN=Hdr= /-2 ar, (2.53)
\ 3Mp,

la nueva variable la definiremos como

[0kl
2
3MP1

dN = dt. (2.54)
La cual tendra una relacién invertible con el tiempo atin durante el rebote, siempre que py

no se haga cero, que era una condicién que necesitamos también para que X y j estén bien
definidas.
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Las ecuaciones de evolucién para estas nuevas variables se pueden obtener a partir de las

originales (2.9 - 2.11) como

ax 3 o 3 5 .

N = zylyl(ym—x081gn(pk))+z(x =sign(o)) (Y —Ym),

dy 3., . B

-5 = SV [yex—o(+7lsign(oi]

do = -30%T-1)+ ?E(yk -2¢%) (x- 0—5/2) (2.55)
dN 2 $ Yk ’ '

donde hemos conservado a 0 como la tercera variable dindmica con la misma definicién que

en las secciones anteriores (2.6) pues si estd bien definida durante el rebote.

2.6. Condiciones para un Gran Rebote

Los puntos criticos del sistema con variables dindmicas (X, ) son los mismos que los del
sistema con (x, y) debido a la relacién que existe entre éstas, en el régimen en que ambos
conjuntos de variables estdn definidos. Ademds de los puntos criticos, el sistema de ecuacio-
nes (2.55) nos permite obtener informacién sobre las condiciones para que se produzca un
rebote en un escenario como el que planteamos en este capitulo, es decir, en que se cumplen
las ecuaciones de Einstein, el universo esté descrito por una métrica de FRW plana y contiene
un fluido barotrépico con densidad de energia positiva y un campo escalar no canénico con

Lagrangiano % = F(X) — V(¢) que puede tomar valores negativos de densidad de energia. 3

El sistema de variables (X, j) debe satisfacer una constriccién proveniente de la ecuacién de

Friedmann que aqui puede escribirse como

%2 = 7171 — Q= 1 -sign(pp), (2.56)

donde Q,, = Q,,/|px| esté relacionada con la densidad del fluido barotrépico y es no negati-

va. De esta ecuacion obtenemos la condicién
% - 171 = 1-sign(py), (2.57)

que deben cumplir X y j y que define las regiones permitidas del espacio fase.

El signo de pj juega aqui un papel importante en la determinacién de estas regiones. Para el

caso de un campo no fantasma (non phantom) en que py > 0 se obtiene

# —sign(V)j? =1, (2.58)

3Como nos interesa el sistema tnicamente en tiempos cercanos al rebote, no estudiaremos la evolucién de
0, y nos concentraremos en las otras dos variables, asi que las gréficas bidimensionales presentadas en esta
seccién deberdn considerarse inicamente como representaciones esquematicas del espacio fase completo con
tres variables.
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que para j positiva corresponde a la regién dentro de las ramas de la hipérbola ¥*> — 2 = 1,
y para 7 negativa a la regién fuera de la circunferencia ¥* + 7° = 1. En la figura 2.8 hemos
graficado el espacio fase para este caso y la region en blanco corresponde a aquella que no

cumple la constriccién.

Si el campo es tipo fantasma (phantom), es decir su energia cinética es negativa, la regiéon

permitida del espacio fase esta dada por
~2 . ~2
X —sign(V)y* = -1, (2.59)

que corresponde a la regién debajo de larama positiva de la hipérbola 72— %? = 1 como puede
verse en la region graficada en la figura 2.9.
El signo de la variable X define el tipo de cosmologia en que nos encontramos donde un
signo:

= positivo corresponde a un universo en expansion,

= negativo corresponde a un universo en contraccién y

= cero puede corresponder a un rebote, un recolapso o un universo estatico.
Para X = 0 serd la derivada la que nos de informacién acerca de si se trata de un rebote, en

que el universo pasa de un estado de contraccién a uno de expansion, o un recolapso en que

ocurre lo contrario. Asi

] g—l’{, > 0 corresponde a un rebote,
] g—j{, < 0 corresponde a un recolapso y
= g—]’{, = 0 no da suficiente informacién para saber de qué se trata.

En las ecuaciones de evoluciéon (2.55) tenemos suficiente informacién para determinar las
condiciones cuando ocurre un rebote, pues éste corresponde a cuando X = 0y su derivada es
positiva, la cual en este punto estd dada por

dx 3

d—N:5[(Ym—Yk)Sign(Pk)+YJ7|J7|]- (2.60)

Para que sea positiva tenemos que j debe cumplir

Yk—Ym

m

y> sign(pr(Yk —ym)) - (2.61)

Para que el rebote sea posible, esta condicién debe ser compatible con la condicién prove-

niente de la ecuaciéon de Friedmann (2.57) para X =0

y <sign(—pg). (2.62)
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FIGURA 2.7: Espacio fase para un campo escalar canénico con potencial exponencial mas
una componente de radiacién. Todas las soluciones que cruzan X = 0 corresponden a reco-
lapsos, un rebote no es posible.

El signo de py una vez mds juega un papel importante pues determina las condiciones ba-
jo las cuales las dos desigualdades anteriores pueden ser satisfechas simultdneamente. Para
que esto ocurra en un campo con energia cinética positiva, es necesario tener y; < 0. Por
ejemplo, para el campo escalar canénico en que la energia cinética es positiva con F(X) = X,
la ecuacion de estado cinética es v = 2 por lo que este campo no puede dar origen a un rebo-
te, como fue mostrado en [85], y puede verse en el espacio fase 2.7. Un rebote corresponderia
a una solucién que va de la regién de colapso (x negativa) a la region de expansion (x posi-
tiva) como ocurre en el ejemplo de la figura 2.8 correspondiente a y = —4; pero en el caso
cano6nico todas las soluciones que cruzan x = 0 van en sentido contrario, correspondientes a

recolapsos.

Para un campo con energia cinética negativa, la condicién para que un rebote sea posible es
tener Y > 0. El campo tipo fantasma propuesto originalmente en que el signo del término
cinético en el Lagrangiano era simplemente invertido F(X) = —X tiene y; = 2 por lo que
satisface la condicion. En la figura 2.9 esto puede verse pues hay soluciones que cruzan el eje
vertical de izquierda (regién de un universo en contraccion ) a derecha (regién de un universo

en expansion).

También podemos preguntarnos sobre la posibilidad de que un campo cuya energia esté
almacenada tnicamente en la componente cinética produzca un rebote. En el lenguaje del
espacio fase, lo anterior significaria una solucién que va de izquierda a derecha y pasa por
el punto (0, 0). Esto solo es posible para campos con energia cinética negativa que cumplan
Yk > Ym- En el ejemplo de la figura 2.9 con el campo fantasma esto es posible, pero en la

figura 2.10 tenemos un caso en el que no. Las condiciones obtenidas aqui, como veremos
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FIGURA 2.8: Proyeccion del espacio fase para un campo no canénico con energia cinéti-
ca positiva, yx = —4 y 0 ~ v2/3, mas un fluido tipo radiacién. El rebote ocurre cuando las
soluciones cruzan la linea roja de izquierda a derecha.
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FIGURA 2.9: Espacio fase para un campo tipo fantasma con F(X) = —X y potencial expo-

nencial mds un fluido de radiacién. El rebote puede ocurrir cuando las soluciones cruzan

de % negativa a positiva (linea roja). También podemos observar el punto critico (d) que en
este caso es una espiral estable
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FIGURA 2.10: Proyeccidén del espacio fase para un campo escalar con energia cinética nega-
tiva, yx =7/6, 0 ~ —v2/3 yun fluido tipo radiacién. El rebote es posible para algunos valores
del campo (linea roja), pero no cuando el potencial se anula (j = 0).

a continuacién, pueden generalizarse para casos en que el campo tenga energia cinética y

potencial.

Para generalizar las condiciones del parrafo anterior a campos con potencial distinto de cero,
debemos observar que la densidad total del campo debe ser negativa, pues durante el rebote
debe cancelar a la densidad proveniente del fluido barotrépico. Adema4s, la ecuacién de esta-
do del campo y,, debe ser mayor que la del fluido barotrépico para asegurar que el campo de
diluya mas rapido al crecer el factor de escala, y asi que la densidad de energia sea positiva
tanto antes como después del rebote, como puede verse en la figura 2.11. En caso contrario
la energia total serd positiva solo para a < a,epote, lo cual corresponde a un recolapso y no a

un rebote.

Estas dos condiciones son equivalentes a las desigualdades en términos de las variables di-
namicas. La condicién de tener densidad del campo negativa puede traducirse a la expresiéon
(2.62), mientras que la condicién de tener una ecuacién de estado del campo mayor que la
del fluido puede ser reescrita después de un poco de dlgebra como la desigualdad (2.61).

La condicién de que el campo tenga una densidad de energia negativa y una ecuacién de
estado mayor que la del fluido barotrépico, implican una violacién a la condicién de energia
nula (NEC por sus siglas en inglés) que restringe p,, + p, a ser positivo, como puede verse
en la figura 2.12. En los dltimos afios, se ha escrito una extensa literatura estudiando campos
que violan esta condicién de energia, con el principal interés de estudiar modelos de energia
oscura con v 4, < 0, los cuales estdn ligeramente favorecidos por las mediciones [65]. Sin em-
bargo, estos campos tienen distintos tipos de inestabilidades, por ejemplo, velocidades del

sonido imaginarias que dan lugar al crecimiento exponencial de inhomogeneidades [86, 87];
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FIGURA 2.11: Densidades del fluido barotrépico (linea azul), el campo escalar (linea roja) y

la densidad total de universo (linea verde), como funcién del factor de escala. La densidad

del campo debe decrecer méds rapido que la del fluido para tener energia positiva en laregiéon
con a grande

o decaimientos espontdneos del vacio en particulas del campo [88-90]. La inclusién de tér-
minos de orden mayor en el Lagrangiano se ha propuesto como un método para obtener
campos cuyas particulas asociadas tienen energia positiva; estos modelos son conocidos co-
mo condensados de fantasmas (Ghost condensate) [75, 81, 82, 91]; sin embargo, generalmente
estos términos extra agregan nuevos problemas de estabilidad a los modelos, que se espera
sean curados al introducir la teoria adecuada de altas energias de las que estos provienen,
aunque no es claro que dicha teoria exista [92]. Otros trabajos enfocados en la introduccién
de nuevas simetrias pueden asegurar la estabilidad de estos modelos, véase [93-95]. Dichos
modelos son conocidos como Galilednicos, sin embargo, no fueron estudiados en este tra-

bajo, ver referencia [96].

2.7. Conclusiones

En este capitulo obtuvimos un sistema auténomo de ecuaciones dindmicas asociado a la
evolucion de un campo escalar con Lagrangiano £ = F(X) -V (¢). Esto nos permitié obtener
los puntos criticos asociados al sistema y analizar su estabilidad, lo cual resumimos en la
tabla (2.1).

El sistema auténomo de ecuaciones (2.9-2.11) es especialmente ttil para analizar Lagran-
gianos con término cinético tipo ley de potencias y término potencial de tipo exponencial o
ley de potencias. Pero encontramos que los puntos criticos (c) y (d) no estdn presentes pa-
ra todos los campos con Lagrangiano de este tipo. Demostramos que para esta subclase de
Lagrangianos el nimero de grados de libertad del sistema se reduce a 2 debido a un tipo de
simetria que para el caso de los campos candnicos con potencial exponencial ya habia sido
analizada, pero nosotros lo generalizamos para campos no canénicos con potencial tipo ley

de potencias.



40 Capitulo 2 Sistema dindmico

S Do

N NEC

\\ P

FIGURA 2.12: Plano p — p para un campo escalar. La region inferior izquierda corresponde

a la parte del espacio que puede generar un rebote si el fluido externo se comporta como

radiacién; mientras que la region superior derecha satisface la condicién de energia nula.

Las lineas punteadas no pueden ser cruzadas por un campo como el estudiado aqui, segiin
el trabajo [86].

Para estos casos, encontramos que existe una solucién tipo escalamiento a pesar de que el
Lagrangiano no se pueda reducir a la forma £ = Xg(Xe*?) encontrada en la literatura como
la forma general para la presencia de este tipo de soluciones. La razén es que en los trabajos
donde se obtiene esta expresion se supone la existencia de una interaccién distinta de cero
entre el campo escalar y la materia oscura. Sin embargo, aqui encontramos que este tipo
de soluciones se pueden generar usando tnicamente la interaccién gravitacional entre el

campo escalar y la materia oscura.

Para estudiar el caso en que el campo escalar produce un rebote no singular fue necesario
cambiar las variables usadas para obtener un nuevo sistema de ecuaciones dado por (2.55).
Mostramos que las condiciones para este rebote pueden entenderse como tener una densi-
dad negativa de campo con una ecuacién de estado mayor que la de materia. Esto requiere
que el campo viole la condicién nula de la energia, lo cual se ha estudiado en la literatura y
causa inestabilidades tanto cldsicas como cudnticas en este tipo de campos. Esto probable-
mente signifique que los campos escalares del tipo F — V son muy simples para producir este
tipo de comportamientos y es necesario recurrir a otros que aseguren la estabilidad, como

los llamados campos Galilednicos; sin embargo, esto queda fuera del alcance de este trabajo.

En el siguiente capitulo estudiaremos cémo este tipo de campos escalares puede ser usado
para la unificacién de la inflacién con la materia y la energia oscuras. Para ello, serd ttil el
andlisis de este capitulo pues nos permitira estudiar si el tipo de solucién que sirve para la
unificacion de los tres fenémenos es una solucion tipica o tenemos que hacer un ajuste fino

de las condiciones iniciales para obtenerla.
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Capitulo

Unificacion

El presente capitulo estd basado en el trabajo [17], en el cual presentamos un modelo parti-
cular de unificacién de energia oscura, materia oscura e inflacion. Para ello consideraremos
un campo escalar con Lagrangiano no canénico como los estudiados en la seccién 1.4. Dicho
trabajo estd basado en el modelo propuesto por Bose y Majumdar en [12], usando una clase

mads general de Lagrangianos propuestos inicialmente por Chimento en [16].

La posibilidad de unificar bajo un mismo esquema los fenémenos de energia oscura, materia
oscura e inflacién ha sido discutida en la literatura motivada por la falta de informacién que
tenemos sobre esos tres fendmenos. No existe una teoria establecida sobre el origen micros-
copico de estos fen6menos, pero sabemos que no se encuentran en el marco del modelo es-
tdndar de particulas. Un principio de economia nos puede llevar a preguntarnos si estos tres
fenémenos que han dominado al universo en distintas épocas pueden considerarse como re-
sultados de un mismo mecanismo subyacente como se ha investigado en [5, 8, 9, 11-13, 17].
En nuestro caso y el de muchos de los trabajos de la literatura, dicho mecanismo es un cam-
po escalar cuya densidad de energia permite la aparicion de los tres fen6menos. Por ejemplo
tenemos el trabajo de Liddle y Urefia-Lépez [5], en que un tinico campo candnico es respon-
sable de producir inflacion en el universo temprano y posteriormente, gracias a oscilaciones
alrededor de un minimo de potencial, generar también la materia y energia oscuras[29]. En
nuestro caso [17] y el de Bose y Majumdar [12, 13] el campo es no candnico y puede generar

la materia y energia oscura al acercarse suavemente a un minimo de su parte cinética.

Un elemento importante en este tipo de modelos es la introduccién de algtin mecanismo que
permita que parte de la energia acumulada en el campo escalar durante inflacién se conser-
ve en él sin convertirse en radiacién durante la época de recalentamiento [97, 98], esto con
el objetivo de tener suficiente densidad de energia para producir la materia y energia oscu-
ras en el universo tardio. Para el modelo de Liddle y Urefia se propuso que el escenario de
preheating cumpliria con este objetivo; sin embargo, los valores para los pardmetros de es-

te escenario serian poco naturales; por ello se han propuesto otros escenarios como el uso
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de plasmas [6, 48], la presencia de un periodo corto de inflacién térmica [8], el uso de las
ecuaciones cosmolégicas en un escenario de branas [9] o la produccién y posterior evapo-
racion de agujeros negros al final de inflacién [99]. En nuestro modelo propondremos como
mecanismo la produccién gravitacional de particulas. Este mecanismo fue propuesto como
método de recalentamiento en [100, 101], y serd analizado en la seccién 3.7.2. Una carac-
teristica importante de este tipo de recalentamiento es que no consume toda la energia del

campo escalar, por lo que puede ser ajustado para producir la cantidad correcta de radiacion.

Reduciendo un poco nuestras ambiciones, es posible considerar la unificacién de solo dos
de los tres fenémenos. Por ejemplo, de materia oscura e inflacién en que las particulas de
la materia oscura provienen del mismo campo que produjo la inflacién [102-104] o con el
uso de modelos de materia oscura escalar [105]. También podemos encontrar en la literatura
unificacién de la energia oscura y la inflacién en lo que se conoce como quintessential in-
flation [106-108]. Finalmente tenemos la unificacién de energia y materia oscura, la cual es
posible debido a que tinicamente hemos detectado efectos gravitacionales de ambos fen6-
menos [15]. Esta se ha estudiado en [16, 28, 38, 109, 110] con el uso de campos escalares no
can6nicos similares a los que usaremos aqui, o con el uso del fluido conocido como gas ge-
neralizado de Chaplygin [30, 111], cuyo espacio de parametros estd bastante constrefiido por
las observaciones [31], al igual que cualquier modelo de unificacién de la materia y energia

oscuras con ecuacién de estado barotrépica P(p) como se muestra en [112, 113].

3.1. Lagrangiano no candnico

Este modelo usa una clase de campos escalares ¢ cuyos Lagrangianos son separables con la
forma
Z(X,9)=F(X)-V(p). 3.1)

En particular, basados en un término cinético propuesto por Chimento en [16] con la adicién

de un término potencial como se propone en [12], trabajaremos con el Lagrangiano

L (A% - 2aagVAX]| - Lm2e?
LX) = 5o | (AX)° - 2aaq AX| - Sm*¢® + M, 3.2)

donde a es una constante adimensional que usaremos para diferenciar entre distintas cla-
ses de modelos; A, y @y son pardmetros constantes del término cinético con unidades [A] =
E4 a4 y [ao] = E*2/® donde E es energia; m es un parametro con unidades de masa, aun-
que no corresponde a la masa del campo escalar excepto para campos canénicos.M tiene
unidades [M] = E* y juega el papel de una constante cosmolégica (M = MpjA), aunque ob-
servaremos que su valor no sera el valor usual de la densidad de energfa oscura (10~3eV)*
ya que ésta incluird una contribucién de los otros términos del campo escalar. Definiremos

también
2a

2a—-1

n= , (3.3)
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como una constante adimensional auxiliar, la cual consideraremos entera y positiva por ra-
zones que serén claras en la seccion 3.4. Esto restringird los valores que puede tomar a a un

conjunto discreto.

El uso de un Lagrangiano con un término cinético tan complejo se debe a la simplicidad de
las soluciones cosmoldgicas asociadas a éste. Como se verd en la seccioén 3.4, la densidad
asociada a este término cinético corresponderd a una suma finita de términos de densidad,
algunos de los cudles podrédn identificarse con la energia oscura y la materia oscura. Por otro
lado, en la seccién 3.5 observaremos que un término cinético mucho més simple puede ge-
nerar un comportamiento parecido, pero tinicamente de forma aproximada al encontrarse
cerca del minimo. En el presente capitulo, se estudiard el comportamiento de este campo
escalar en un fondo cosmolégico plano y con la presencia de materia bariénica o radiacién
dependiendo de la época cosmoldgica. Los pardmetros del Lagrangiano se ajustardn para
que el campo escalar cumpla el papel de los tres fen6menos, materia oscura, energia oscura

e inflacion.

3.2. Soluciones cosmoldgicas y espacio fase

Para aplicar los criterios de la tabla 2.1 es necesario que v y I' sean constantes. En este caso,

si consideramos a la constante M como parte del potencial tenemos

Ye=n|l- e (3.4)
y
1 M

Observamos que el exponente que aparece en la ecuacion (3.4) dado por Qa—1)/2=1/(2(n—-
1)) es positivo por lo que, al estar en el denominador, este término puede despreciarse para
energias grandes; lo mismo ocurre con el segundo término en la expresion (3.5). Con ello, en

el régimen en que se cumplen las desigualdades

(AX)@eD2 & g, (3.6)
m?p? > M, (3.7)

el Lagrangiano (3.2) puede simplificarse a

3 (AX)* 1 4,
ZL(X,p) = a1 2m ©°. (3.8)

Aqui, las variables auxiliares y y I corresponden a las constantes

Ye = ) (3.9)

r = , (3.10)

N = S
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ademads de que la variable o queda escrita como

= Mlgign ([ 2220 _2 (3.11)
o= (psg ) e AX)"" )

Supondremos que este régimen de altas energias es en el que empieza el universo. De la de-
sigualdad 3.6 se puede pensar que el universo se encuentra lejos del régimen de inflacién,
pues el término cinético es grande. En efecto, es posible que inicialmente el término ciné-
tico domine, y el universo no se encuentre en un régimen inflacionario; sin embargo, en el
siguiente parrafo argumentaremos que, aun si esto ocurre, la evolucién posterior del cam-
po escalar lo llevara a un régimen inflacionario. Esta época del universo sera analizada con
detalle en la secci6én 3.7.1. Antes de ver este comportamiento, queremos recordar que la de-
sigualdad 3.6 no excluye el que ocurra inflacién, pues el término cinético debe compararse
con el potencial, es decir, inflacién puede ocurrir aunque se cumpla 3.6 siempre y cuando la

densidad de energia cinética sea menor que la potencial, lo cual estd dado en este caso por

2a 1
Sy (AX)Y < Emzqoz. (3.12)

De la tabla 2.1 podemos observar que un sistema como éste con y; = ny I' = 1/2 tiene tni-
camente los tres puntos criticos (a), (@) y (b). De ellos (a) x = y = 0 es un punto silla y corres-
ponde a un universo en que el campo escalar no estd presente; (a¢) x =0, y = 1 es un nodo
estable, presente cuando o = 0;y (b) x =1, y =0 es un nodo inestable para n > o y punto silla
para n < 0. El comportamiento de (@) como un nodo estable es interesante en este caso pues
la vecindad de este punto corresponde al régimen inflacionario, en que la parte potencial
del campo escalar es dominante. Su estabilidad nos permite explicar porque nuestro modelo
entrard a un periodo de inflacién; esto quiere decir que, inclusive si el universo inicia lejos de
esta solucion, después de un periodo transitorio, el campo evolucionaré a su régimen infla-
cionario. Hay que recordar que esto solo ocurre cuando X y ¢ son suficientemente grandes
para que o, obtenida en la expresién (3.11) sea cercana a cero. Posteriormente, cuando o
crece lo suficiente, este punto deja de ser estable y esperamos que el sistema se acerque al
punto (b) x =1, y = 0 en que la parte cinética del campo es dominante; sin embargo, para
este momento ya no se cumplirdn las condiciones (3.6) con lo que el andlisis anterior ya no
es vélido. A continuacién llevaremos a cabo un andlisis particular para este sistema en que

buscaremos observar este comportamiento.

Por lo analizado en el capitulo 2, sabemos que los puntos criticos fijos solo son validos cuan-
do v, y I son constantes. Cuando las desigualdades (3.4) y (3.5) dejan de ser validas, debido
a que X o ¢ hayan reducido su valor debido a la evolucion del campo, este andlisis deja-
ra de ser vélido Sabemos, por lo discutido en dicho capitulo, que nos encontraremos con un
espacio fase de 3 dimensiones. Una forma de simplificar este sistema es despreciando la con-

tribucién de los fluidos extra en el universo, aquellos que no provienen del campo escalar y
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que denotamos con el término p,, en que se incluyen los bariones y la radiacion. Dicha sim-
plificacién estd justificada para periodos cercanos a inflacién, en que el campo escalar es la
componente dominante en el universo; lo mismo puede decirse de los tiempos posteriores a
la época de laigualdad entre materia y radiacion, ya que si el campo escalar genera la materia
oscura y la energia oscura, a partir de este momento dicho campo contribuye aproximada-
mente al 80% de la densidad de energia del universo, y dicha cantidad crece al aumentar la
contribucidén de la energia oscura en la época actual. Dicha simplificacién, sin embargo, no

serd valida durante la época de dominacién de radiacion.

Las ecuaciones de evolucion para este periodo serdn la ecuacion de Friedmann y la de con-

tinuidad:

2XFx-F+V-3MyH* = 0,

d
E(ZXFX—F+ V)+6HXFx = O, (3.13)

que para el Lagrangiano que estamos estudiando se convierten en

A% 1
2—a|(p|2“+zm2(p2—M—3M§1HZ = 0, (3.14)
aA“ 6Ha (A\* 6Haay [A
b+ 21 o+19PP% 9 [ m2ep - 0 [2genao| = 0. (3.15)
2019755 1\2) YT P a1 V28

Este sistema se puede convertir en uno de dos variables si realizamos un cambio de variable
definiendo
Z=¢. (3.16)

Con ello la ecuacién de evolucién (3.15) se convierte en una ecuacion de primer grado para

V4
2

g3 5 | gpa-a| M SHa o (2) 3.17)
 2a-1 ,/_gAa(p 2a—1"% ’ '

donde la ecuacion de Friedmann se puede usar para sustituir el valor de la constante de
Hubble

__ 1 \/2+1mz(pz M (3.18)
V3Mp 2 . .

Usando esto, podemos escribir un sistema de ecuaciones auténomas de primer orden en las

variables ¢ y Z de la forma

. ZZ

¢ = \3%

. 32 1 m?

7 = v3 \/z+—m2<p2—M(a0|Z|1—2“—1)——<p|Z|2“‘“), (3.19)
Mp 2 V2Aa
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FIGURA 3.1: Espacio fase para las ecuaciones 3.19 con a = 1. Las lineas punteadas corres-

ponden a lineas de ecuacién de estado constante. Una solucién tipica representada por la

linea gruesa, se acerca primero a y,, ~ 0 (inflacion), atraviesa y,, ~ 1 emulando materia os-
curay finalmente regresa a y,, ~ 0 para comportarse como energia oscura.

el cual puede ser analizado numéricamente. La ecuacién de estado del campo en términos
de estas variables estd dada por

2« | Z|*% - ao| Z|
C2a-1|Z12% + m2@?/2—-M’

Yo (3.20)

El sistema dindmico (3.19) puede ser resuelto numéricamente para obtener su espacio fa-
se. Por ejemplo, para el caso particular a = 1 graficamos este sistema en la figura 3.1, donde
con lineas punteadas se encuentran sefialados los puntos con ecuacién de estado constante.
Como se puede ver, el sector de condiciones iniciales con grandes valores de ¢ negativay va-
lores positivos de Z evoluciona hacia una solucién atractora con ecuacién de estado cercana
ay, = 0. Esto en el modelo unificado se interpreta como el periodo inicial de inflacién en que
la ecuacion de estado se encuentra cercana a —1. Estas soluciones posteriormente cruzan las
lineas correspondientes a 0 (lineas puntuadas diagonales) que en los modelos unificados co-
rresponden a la época de dominacién de materia. Luego, estas soluciones evolucionan hacia
un segundo periodo con y,, cercana a 0, comportdndose como un modelo de energia oscura
tipo freezing [114]. Un comportamiento equivalente ocurre también para cualquier solucién
que inicie con valores grandes de ¢ positiva y valores negativos de Z; en ese caso la solucién
evoluciona de valores positivos a negativos de ¢ con y vive en la region del espacio fase con
Z <0.

El andlisis de este espacio fase es importante para entender la dindmica de las soluciones
cosmoldgicas del sistema dominado por el campo escalar con Lagrangiano (3.2). Un proble-

ma que podemos observar aqui es que el sistema de la figura 3.1 cruza la linea y, = 0, lo cual
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puede generar inestabilidades en el campo escalar, como se ha visto en trabajos como [86].

Sin embargo, este cruce se encontraria en el futuro ya que y,, = 0.25 actualmente [12].

Finalmente, podemos concluir que un sector importante de las posibles condiciones inicia-
les puede producir el comportamiento necesario para unificar los fenémenos de materia os-
cura, energia oscura e inflacién. En las siguientes secciones se analizardn més a fondo las
condiciones para que la unificacion se lleve a cabo. En la seccién 3.4 obtendremos las condi-
ciones para que el campo reproduzca la energia y materia oscuras, mientras que en la seccion
3.7 obtendremos las condiciones para que el campo reproduzca el periodo de inflacién. En
la subsecciéon 3.7.2 incluimos una breve propuesta para el proceso por el cual parte de la

energia del campo escalar es transferida en las particulas del modelo estdandar.

3.3. Lagrangianos puramente cinéticos

En la tabla (2.1) observamos que el punto critico (b) corresponde a un nodo estable cuando
Y €s menor que y,, | y o. En este caso el campo evolucionard a uno en que su dindmica
se encuentra dominada por su parte cinética. En esta seccién iniciaremos el andlisis de di-
cha dindmica, para en los siguientes analizar la posibilidad de que reproduzcan la energia y
materia oscuras. En la seccién 3.4 mostraremos para el caso particular del Lagrangiano (3.2)
que su parte cinética puede reproducir la materia y energia oscuras; y lo mismo haremos en
la seccién 3.5 para cualquier Lagrangiano cuyo término cinético F(X) tenga un minimo que

pueda ser aproximado por una funcién cuadrética.

Para este andlisis supondremos que el campo ya se encuentra cerca del punto critico (b)

(Véase tabla 2.1) y por lo tanto su Lagrangiano puede aproximarse de la forma
£ =F(X). (3.21)

La dindmica de los campos escalares asociados a este tipo de Lagrangianos se ve simplificada
debido a que dependen de una tnica variable. Con ello concluimos que el campo escalar
con un Lagrangiano puramente cinético es equivalente a un fluido cuya ecuacién de estado

Yo = (p+ P)/p es funcién solo de la densidad, en otras palabras un fluido barotrépico.

Como en todos los fluidos barotrépicos, las perturbaciones lineales estan dadas por la velo-

cidad del sonido
5 dP _Px

c =—= .
baro dp px

Esta expresion es la misma que la obtenida por Garriga y Mukhanov en [115] para la velocidad

(3.22)

de perturbaciones isotrépicas c2. En el caso de Lagrangianos puramente cinéticos debido a

Ly, se refiere a la ecuacién de estado correspondiente a los fluidos presentes en el universo distintos del
campo escalar. No estd limitado a valer 1 que corresponde a polvo, podria valer 4/3 si el fluido extra es tipo
radiacion.
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que todas las variables fisicas del campo dependen solo de una variable (X), las perturbacio-

2

nes isotrépicas son las tinicas posibles y ¢2 = Choaror

Las soluciones cosmoldgicas de este tipo de campos escalares pueden obtenerse observando

que el Lagrangiano es invariante con respecto a la transformacién

=9+, (3.23)

con lo cual esta es una simetria del sistema. Por tanto, aplicando el teorema de Noether pode-
mos obtener una corriente conservada de la forma J# = Fx0! ¢ que satisface /¥, = 0, usando

el teorema de la divergencia [116] observamos que

(v=g/*),=0, (3.24)

donde el determinante para una métrica de FRW plana estd dado por g = —a®. Usando la
propiedad de homogeneidad, las derivadas espaciales en (3.24) se cancelan quedando solo

la derivada temporal que puede ser integrada como
a®FiX =x, (3.25)

donde x es una constante de integracién. Este resultado puede ser obtenido directamente
de la integracion de las ecuaciones de evolucion (1.28, 1.30) como se hace en las referencias
(16,37, 117].

Hay que sefialar también que este resultado no se ve afectado por la presencia de otras com-
ponentes en el universo. A diferencia de los resultados de la seccién previa en que se suponia
la presencia o ausencia de un fluido extra, aqui no hemos hecho ninguna suposicién sobre

los otros fluidos presentes en el universo.

3.4. Energiay materia oscura

Una vez que hemos especificado la forma funcional para F(X) es posible obtener la ecuacién
de estado y velocidad del sonido barotrépicas, asi como la expresiéon para X en términos del
factor de escala a partir de la ecuacion (3.25). En el caso del Lagrangiano (3.2), usando los
términos que no dependen explicitamente del campo escalar, obtenemos la parte cinética
dada por

F(X) =

. ((AX)“—ZaaO\/AX) +M, (3.26)

la cual, excepto por la constante M, fue propuesta por Chimento en [16]. La densidad del

campo escalar para esta expresion, calculada a partir de la ecuacién (1.43) estd dada por

p=(AX)*-M, (3.27)
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yla ecuacion de estado puede escribirse explicitamente como
P=n(M-agM+p)"" D)+ (n-1p, (3.28)

donde n =2a/(2a — 1) como lo habiamos especificado en la seccién previa. La velocidad de

sonido puede expresarse entonces como

A=m-nl1+—2__|, (3.29)
s (M+p)1/n

El término cinético puede ser obtenido como funcién del factor de escala usando (3.25), que-
dando
AX = (ap+coa 3)*2e"1, (3.30)

donde ¢y es una constante de integracion. A partir de esta ecuacién podemos obtener las
expresiones para las distintas cantidades fisicas en términos del factor de escala. Asi, la den-

sidad queda como

p= [ao—i—; -M, 3.31)
la presion
1 Co\" Co M2

=—— |lag+ = | —2aaqp|ag+— +M, 3.32
Ca-1) [( 0 ag) 0( 0 ag) (3.32)

y la velocidad del sonido

, Px 1 1

2="X- (3.33)

px (a-1) agad/co+1’

A partir de la expresion (3.31) es posible identificar términos que evolucionan en el régimen
homogéneo de la misma forma que una constante cosmoldgica y una componente de mate-
ria. Como hemos supuesto que n es un entero positivo, es posible expandir la solucién (3.31)

como la serie finita
L (n n—k ( €0 k
= —| — M. 3.34
1Y ];) (k) ao ( a?) ) ( )

Los primeros términos de esta serie son

-1 2 n-2
ncoal nn-1)c5a
_.n_ 0 0%0
p=ag—M+——+ > (3.35)
—_—
P3 Ps

donde los primeros dos términos son constantes y podemos identificarlos con una compo-
nente de energia oscura tipo constante cosmoldgica, y el término ps evoluciona de la misma
forma que un fluido tipo polvo que identificaremos con la materia oscura. Los tltimos tér-

minos, como el denotado por pg se hardn pequenos en la época de nucleosintesis ajustando
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adecuadamente los pardmetros, de otra forma podrian modificar la produccién de elemen-
tos ligeros al inicio del universo. Para los primeros términos, explicitamente hacemos las si-

guientes identificaciones

ag—-M = pge, (3.36)

ncoa!

—=— = Pdmo (3.37)
ag

donde pge0 Y Pamo son los valores presentes para la energia y materia oscura respectivamen-
te. Segtn los resultados del satélite Planck, [3] en el modelo ACDM la densidad actual de
materia oscura estd dada respecto a la densidad de energia oscura como p 4,0 = 2.7p4e0, a lo

largo de este capitulo usaremos esta relacion para cancelar todas las dependencias en p 4.

El niimero de términos extra en la expansion (3.35) dependen del valor de n. Para n = 2 co-
rrespondiente a la més pequefia posible, pg es el tinico término extra; este caso fue analizado
en[12,13].Si n = 3 tendremos ademads un término pg proporcional a a? y asi sucesivamente.
Todos estos términos tienden a dominar en el pasado como puede verse en la figura 3.2. Para
que no destruyan la evolucién conocida del universo, debemos asegurar que sean pequenos
no solo en la actualidad, sino también en el pasado y en particular en la época de nucleo-
sintesis; de otra forma el cambio en la historia de la expansién del universo modificaria las

abundancias observadas de los elementos ligeros en éste. Definiendo

_[n) a0k
psk=(k)a8 (;) (3.38)

esta condicién puede escribirse como pg(anuc) < pr(anuc), 1a cual puede reescribirse usando

la condicién (3.37) y la densidad p ;4,0 medida por Planck como

364 (2 7mk L0 (“—g)k_l (3.39)
k e Pded \ Pdeo

para k = 2,3...n, donde z es el corrimiento al rojo. Estas desigualdades se convierten en n — 1

condiciones que ay debe cumplir pues es el tinico pardmetro libre en ellas; asi obtenemos

_ 1/(k-1)
n Z?lll.clc4 Pde0
k| @.7mk pro '

ag > Pdeo (3.40)

Como la condicién mds restrictiva corresponde a k = 1, es necesario Unicamente pedir a @

que satisfaga la desigualdad

Znuc Pde0
3" pro

n
a, >

3n—4 1/(n-1)
] Pdeo - (3.41)

Esta desigualdad se obtuvo de requerir que términos como pg sean pequefios durante nu-
cleosintesis; sin embargo, para el caso n=2 pareciera que @ no aparece en pg por lo que no

deberia haber una restricciéon sobre este pardmetro. En la seccion 3.4.1 observaremos que
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FIGURA 3.2: Evolucién de los distintos componentes de la densidad de energia para n = 3,
M= (10’24Mp1)4. P9 Y ps son subdominantes desde antes de la época de nucleosintesis y
hasta nuestros dias.

para este caso particular la restriccion si estd presente y observaremos con mds detalle el

porqué.

Como z,,,c = 109, de la expresién anterior concluimos que a( tiene una magnitud al menos
10'° veces aquella de la energia oscura, mientras que al mismo tiempo la condicién (3.36)
sefala que la diferencia de este término y M debe explicar la energia oscura. Esto implica
que ambas cantidades son practicamente iguales, con una diferencia de una parte en 10'° lo
cual representa un problema de ajuste fino (fine tuning) para este modelo. Por otro lado la

condicion (3.41) puede rescribirse también como una condicién sobre M

1/(n-1)
Pde0, (342)

3n—4
Znuc  Pdeo

Bn)" pro

M >

donde al observar el Lagrangiano (3.2) vemos que M entra como una constante cosmolégica
la cual no tiene la condicién tan restrictiva del modelo ACDM y aqui tiene posibilidad de
tomar los valores grandes obtenidos de consideraciones de teoria cuantica de campos. Para
evitar valores de la densidad por arriba de la escala de Planck, exigimos M < Mgl ~ 1022 p 40.
Como la condicién (3.42) implica que M en el caso mads restrictivo debe ser mayor que ~
10?90 400, atin tenemos 93 ordenes de magnitud en que M puede tomar valores, o incluso
mads en casos de n menos restrictivos como veremos en la siguiente seccién con modelos

especificos.

3.4.1. Casos particulares

El caso particular para n = 2, a = 1 fue estudiado por primera vez en las referencias [12, 13].
Para este caso se aprovecha que A es un pardmetro adimensional y se hace igual a uno. La
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densidad del campo estard dada, como funcién del factor de escala, por la expresion

2
2coap €
L%

p=a5— M+ (3.43)

as ab’

Al identificar los primeros dos términos con la materia y energia oscuras, y el tltimo término

hacerlo pequefio en la época de nucleosintesis, obtenemos

ag—-M = pae, (3.44)
2co

= Pamo, (3.45)
ay

¢

e < Pnuc- (3.46)
nuc

La densidad de radiaciéon en la época de nucleosintesis, que denotamos como p ., es del
orden de (1MeV)%; con esto, la desigualdad (3.46) se convierte en una condicién para cy.
Si suponemos que el factor de escala es 1 en la época actual, en la época de nucleosintesis

Anue = 10719, por lo que tenemos como condicién
~9 12
Co << (1077eV)~. (3.47)

Este parametro puede parecer muy pequefio, pero debemos recordar que en realidad es una
constante de integracién que aparece por primera vez en la ecuacion (3.30). De esta ecuacion
observamos que ¢y determina que tan cerca se encuentra el pardmetro cinético del minimo

de F(X). Si denotamos como X, al pardmetro que minimiza a la funcién F, tenemos que

2a0C
XX, ~ 0Co

prat (3.48)

que no es mdas que la densidad de materia oscura.

Aunque la constante de integracion ¢y no tiene significado fisico por si sola, la ecuacién (3.47)

en conjunto con la ecuacién (3.45) nos permite obtener la condicién

3
Z
g > LamoZnuc (3.49)

2\/ Pruc ‘

Esta condicién es equivalente a la que habriamos obtenido sustituyendo n = 2 en (3.41),

aunque la expresion se escribiria distinto, como

Znpucpdel
36\/pro '

Ambas expresiones son equivalentes, y numéricamente implican que a( debe ser mucho

ap > (3.50)

mayor que (1KeV)?. En términos de masas de Planck, esto equivale aproximadamente a que

ap debe ser mucho mayor que 10_50M§l. Escogiendo como limite seguro

ap = (1MeV)?. (3.51)
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De la ecuacion (3.44) obtenemos el valor de la constante M como
M=(1MeV)*—(103eV)*. (3.52)

Esta tltima ecuacién ejemplifica el ajuste fino que introduce nuestro modelo. La velocidad
del sonido dada por la ecuacion (3.33) resulta ser cs(feq) ~ 4.1 x 10728 enla época de igualdad
de la densidad de materia y radiacién, lo cual es suficientemente pequefio para permitir la

formacién de estructura.

El caso n = 3, a = 3/4 fue desarrollado con detalle en el trabajo [17]. La densidad para este

caso corresponde a

3coas 3ciag  C)
+ +

a3 ab a®’

p=ag— M+ (3.53)

que tiene dos términos extra que deben hacerse pequeiios antes de la época de nucleosinte-

sis. Esto se logra con la condicién (3.41) que implica que ag < 1079 Mpy.

Podemos escoger, por ejemplo ag ~ (10_24Mp1)4, como M es del mismo orden de magni-

tud que &, ambas cantidades tendran un valor de alrededor de 10?®

Pdeo Mientras que su
diferencia serd exactamente p4.0; esto es el problema de ajuste fino que mencionamos en
la anterior subseccién. Al escoger estos valores para g y M podemos determinar usando la
ecuacion (3.37) que ¢o ~ 1073 Mp/? a3, con lo cual la evolucion de las distintas componen-
tes de la ecuacion (3.53) queda completamente determinada, como se muestra en la figura
3.2. Los corrimientos al rojo a los cuales los valores de pg y pg son iguales a la densidad de
energia de radiacién son, respectivamente, zg = 1.6 x 10'* y zg = 1.3 x 10!!, en una época
anterior a nucleosintesis. La contribucién total de los términos extra en nucleosintesis sera
Qextra(tnuc) = 1076 y en el tiempo actual Qexira (fo) = 10796, asi que no afectardn la dindmica

homogénea del universo en comparacién con el modelo ACDM.

Este mismo anélisis puede ser hecho para cualquier otra eleccién particular del pardmetro 7.
Primero usar (3.42) para determinar la cota inferior de M. Luego de escoger un valor particu-
lar para este pardmetro. Finalmente obtener los demds pardmetros usando las condiciones

(3.36, 3.37). Por ejemplo, para n = 4 se obtiene la condicién M > 3 x 10%6p ..

3.5. Modelo de Scherrer

El modelo propuesto por Sherrer en [37] consiste en un campo escalar con Lagrangiano pu-
ramente cinético al igual que el estudiado en la seccién anterior. Sin embargo, debido a su
simplicidad, este campo ha sido muy usado en trabajos de unificaciéon de materia oscura con

energia oscura [28, 37, 38, 118]. La forma del Lagrangiano

F(X)=Fy+F(X - Xo)? (3.54)
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consiste en una pardbola con minimo en X = X, donde Fj y F» son constantes. Al igual que

en el Lagrangiano (3.26) es posible obtener la densidad del campo en términos de X como
p=-Fy+EX*-X5), (3.55)

y con ello obtener la presién P = F(X) en términos de la densidad

2

P=Fy+F +X§—X0) , (3.56)

p+F
F

asi como la expresion para la velocidad del sonido

= < (3.57)

X - X
2 0
Podemos observar que cuando X — X el sistema se comporta como una constante cosmo-
légica con densidad p = —P = —Fj y ecuacion de estado y, = 0, mientras la velocidad del

sonido tiende a cero.

La evolucién para el término cinético X calculada a partir de la ecuacion (3.25) estd dada por

2 d
X-Xo)"X=—

5’ (3.58)

donde d es una constante de integracién. Para obtener X como funcién del factor de escala
vemos que esta ecuacion tiene tres soluciones, como se observa en la figura 3.3. Se consi-
derara solo la solucién con X > X, pues es la tinica vélida para todos los valores de a; esta
solucién esta dada por

2X, a*Xx?
x = =204 0 +

3 3(%—a6Xg+%\/§ 2702—4a6(:X3)”3

2

(& — aGXg’ + %\/5 27c2 —4aﬁcXg) 1/3
. (3.59)

La evolucién del pardmetro cinético dada por esta ecuacién tiene dos comportamientos
asintéticos importantes; el primero ocurre para factores de escala grandes, cuando X se acer-

ca a Xy de tal forma que
. X -X

«<1. (3.60)
Xo

En este caso la evolucion de X puede reducirse a

X=X,

3
1+€ (ﬂ) ] 3.61)
a
y la densidad evoluciona como

2 [(a1)3
p=—Fo+4F X3¢, (;) . (3.62)



Capitulo 3 Unificacion 55

Xo

FIGURA 3.3: Evolucion del pardmetro cinético X como funcién del factor de escala en el

modelo de Scherrer. Existen tres soluciones, para factores de escala grandes; dos de ellas

tienden a X = Xj (linea azul, y linea verde) y una tiende a X = 0 (linea magenta). Solo toma-

remos en cuenta la solucién dada por la linea continua pues es la tinica valida para todo el
rango del factor de escala.

F(X)

n
M —-ag

FIGURA 3.4: Gréfica del Lagrangiano (3.26) paralos valoresde n =2, 3,4y 5.

Esta densidad tiene un comportamiento parecido a una constante mds una componente de
materia sin presiéon. Este comportamiento lo presentard cualquier campo escalar con La-
grangiano puramente cinético cuyo pardmetro cinético X se encuentre cerca de un minimo

suave.

El segundo comportamiento asintético ocurre cuando X > Xy. En este caso, X° = c¢/a® y
p = Fyc/a*; porlo que la densidad de campo, al menos al nivel homogéneo, evoluciona de la
misma forma que la radiacién. Este comportamiento, a diferencia del estudiado en el parrafo
anterior, no es genérico. Por ejemplo, la densidad para el Lagrangiano (3.26) en este mismo
régimen es proporcional a a=3".

En la seccién 3.4 observamos que el campo escalar que estudiamos, cuyo Lagrangiano estd
dado en (3.26) puede tener una densidad de energia compuesta por una parte constante mas
otra que evoluciona como a3 si los pardmetros se ajustan adecuadamente. Este comporta-
miento coincide con el encontrado para el campo de Scherrer cuando X ~ Xj. La razén de
que ambos comportamientos coincidan es que los Lagrangianos correspondientes son pa-

recidos en el régimen adecuado. Puede verse de la figura 3.4 que el Lagrangiano (3.26) tiene
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un minimo suave y que puede ser aproximado por una funcién cuadrética. Haciendo una

expansion de Taylor alrededor del minimo ag(”_l) /| A se obtiene

2

1 2(n-1)
FX)~M-al+ ZAza gy (X -2, (3.63)

A

con lo cual es facil identificar los parametros de este Lagrangiano con los correspondientes

en el de Scherrer como

2(n-1)

X, = %o , (3.64)
A

Fpb = M-a, (3.65)
1

F, = ZAzaa63"+4. (3.66)

En nuestro modelo, el campo se acerca al minimo del Lagrangiano desde épocas tempranas
del universo y permanece en dicho régimen. Esto se puede ver pues el pardmetro de desvia-
cién respecto al minimo estd dado en este caso por € = p3/ aag, que de la condicién (3.41) se

encuentra acotado como

n—1 3n)" /(n=1)
s ( )P3 ( (3n_)4 Pro ) (3.67)
nPde0 \Zpyc Pdeo
o
€< (Z+ 1)3(n_ 1)(3n)1/(n—1) 10—30+36/(ﬂ—1). (3.68)

Para los casos con n = 2y n = 3, la desviacion al inicio de la dominacion de materia z,, es
menor que 107!3 y 10716, respectivamente. Y esta desviacién contintia reduciéndose con la
evolucion del universo. Este resultado serd importante en la siguiente seccién pues usaremos

dicho parecido entre los campos para aplicar resultados del modelo de Scherrer al nuestro.

3.6. Perturbaciones lineales

Las perturbaciones lineales para modelos de campo escalar que unifican materia y energia
oscuras se han estudiado en trabajos como [38] y, en particular para el modelo de Scherrer
en [118]. En este tltimo se cuantifica la desviacién entre la funcién de transferencia del mo-
delo de Scherrer T'(k) y la del modelo ACDM a través de la funcién Tq(k) definida como
T(K) = To(k) Tcpm(k). El célculo de esta funcion se realiza de forma numérica pero puede

ser aproximada por

5
To(k) = ]lx(x) [1+ (x/3.42) P (3.69)
con
k. ,13]012
x:(7.24)’ ﬁ:0'21[1§—°w(—%'.'ﬁ) ] , (3.70)

donde where 7, es el tiempo conforme evaluado en a.. = 146(1)/ 3,
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FIGURA 3.5: Desviaci6én de la funcién de transferencia entre nuestro modelo y el de ACDM

para n = 2 (linea azul continua) y n = 3 (linea roja punteada). La desviacién es significati-

va solo para escalas menores que una centésima de megaparsec, en las cuales la teoria de
perturbaciones lineales ya no es vélida.

Para ¢y — 0 la funcién de transferencia se vuelve cada vez mds parecida a la de ACDM pues
To(k) — 1. En [118] se concluye que el valor actual de ¢ debe ser menor que 107® para gene-
rar un espectro adecuado en la radiacién césmica de fondo. En nuestro modelo, esta condi-
cion es satisfecha pues, como se demostré en la seccién anterior, se cumple la desigualdad
(3.68) que se traduce para los modelos con n =2y 3 en que ¢ al tiempo actual es menor que
10723 y 10726 respectivamente. La figura 3.5 muestra la funcién Tq (k) para ambos casos, la
cual se desvia significativamente de 1 inicamente para escalas pequeiias (k’s grandes) fuera
de laregion en que la teoria de perturbaciones lineales es valida. Para n’s mayores las desvia-

ciénes de T'(k) ocurren para escalas aun mds pequenas.

3.7. Inflacién y universo temprano

La solucién encontrada para el Lagrangiano puramente cinético en la seccién 3.4 es una so-
lucién exacta que vale para todas las energias si el Lagrangiano no tiene un término potencial
o si éste nunca es importante. Es ficil darse cuenta de que esta solucién no produce un perio-
do de expansion acelerada en la época temprana del universo, pero aqui demostraremos que
no es compatible con una época de inflacién aun si ésta es generada por un campo externo,

y en la siguiente subseccion observaremos c6mo se resuelve este problema.

Una longitud tipica del universo, al inicio de inflacion estd dada por el factor de Hubble de
la época 1; = Hl.‘1 la cual evoluciona de forma proporcional al factor de escala cuando el

universo se expande

Ai(a) = A; (ﬁ) 3.71)
a

i
Esta longitud debe expandirse lo suficiente durante inflacién de forma que en el presente sea
mayor que nuestro universo observable Ao = Hy !, Para un periodo de expansién exponencial

donde ay/a; = eN ap/ay, este requisito se cumple si N es del orden de 60. En este caso, la
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razon entre ambas longitudes estd dada por

Aitag) _ eN(@) (3.72)

Ao _HO_1 ar

y debe ser mayor que uno para que nuestro universo observable provenga de regiones cau-

salmente conectadas en el universo temprano.

La razén (3.72), estd relacionada con p3, una de las componentes de la expansion (3.35) si

consideramos que Q3 = p3/ 3M§1H2 y reemplazamos los factores de escala, obteniéndose

Ai(ag) _ Q3i030 N (@) (3.73)
Ao Q30p03i ar)’ .

pero como p3 es proporcional a a~3, podemos simplificar a

Ai(ﬂl()) _ QSi (&) (3.74)

Ao Q30 \ ap
En el caso limite en que la inflacién es apenas suficiente, esta razon es uno, lo que implica
0

a
Q3; =Q30—
aj

(3.75)

Pero como Q39 = 0.26 y ayp/a; es tipicamente mayor que 10%°, el pardmetro de densidad al

inicio de inflacién es enorme.

Esto es de esperarse pues para este resultado supusimos que el término p3 que hemos identi-
ficado con la materia oscura en la época actual estuviera presente atin antes de inflacién; en
lugar de ser generado al final de este periodo. Para que esto pase, la densidad inicial debe ser
exageradamente grande. Para resolver este problema, en la siguiente subseccién usaremos el
Lagrangiano completo (3.2) con su parte potencial, la cual modificaré el comportamiento de
la densidad a tiempos tempranos y permitird que el mismo campo actiie como el generador
de inflacién. Otra posible solucién, aplicable en caso de considerar un campo externo como
el inflatén, consistiria en introducir un término de interaccién en el Lagrangiano del campo
que permitiera al inflatén decaer en nuestro campo durante el periodo de recalentamiento
del universo, al final de inflacién. Esta posibilidad no fue considerada ya que estamos intere-
sados en el caso en que el mismo campo que produce inflacién también produzca la materia

oscura y energia oscura.
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3.7.1. Inflacién debida al campo escalar

Como se demostr6 en la secciéon 3.2, para energias grandes, el campo escalar tiende a un
estado donde el potencial domina sobre el término cinético. En este estado es valida la apro-
ximacién de rodamiento lento (Slow Roll) donde las ecuaciones de movimiento dadas origi-

nalmente por

3.M§1H2 2XFx-F+V, (3.76)

(Fx¢)+3HFx¢+V, = 0, (3.77)

se simplifican despreciando los términos debidos a la componente cinética del Lagrangiano.

Las ecuaciones simplificadas quedan de la forma

3My, H Vip), (3.78)

3HFx( + V,(p) 0. (3.79)

Esta aproximacion se mantendrd vdlida durante el periodo de inflacién.

Usando las ecuaciones anteriores es posible obtener la relacion Fx = —V,Mp,1/¢V3V, que

para el caso del potencial cuadrético que estamos usando se reduce a

mMpl
Fx = )
V3

donde esta ecuacion define totalmente el valor de X durante el periodo de rodamiento lento

(3.80)

una vez que se ha especificado la forma de la funcién F(X), por lo que este valor para el
pardmetro cinético se mantendrd aproximadamente constante durante todo el periodo de
inflacién. A este valor le llamaremos Xg; y es constante debido a la eleccién que hicimos de
un potencial cuadratico. Para otros tipos de potencial la ecuacion (3.80) también dependerd

de ¢ y X, no serd constante.

Los pardmetros de slow roll para este tipo de Lagrangianos estan dados por [119, 120]

M? V., \2
e - o (_‘P), (3.81)
2Fx \ V
M? Vv
1
n o= ——, (3.82)
2V

los cuales difieren de las expresiones para campos canénicos en el factor Fx, que para este
caso es constante pues depende solamente de Xg;. La aproximacién de rodamiento lento es

vélida mientras estos pardmetros sean pequefios comparados con uno.
El final de inflacién ocurre cuando € ~ 1, que para el Lagrangiano (3.2) corresponde a
2M?
pl

2 _
o= (3.83)
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Podemos suponer que el pardmetro n también se vuelve uno en este tiempo, lo cual implica
que Fx(Xg) = 1. Con esto, los pardmetros de rodamiento lento y las ecuaciones de movimien-
to (3.78, 3.79) se convierten en las candnicas, asi que el andlisis siguiente se puede realizar de

forma similar al que se lleva a cabo para la aproximacién estdndar de rodamiento lento.

El nimero de e-folds se obtiene de la integral del parametro de Hubble, dada por

2 2
i 9 Fy V' (i —9%)
N=| Hat=| s ——L, (3.84)

donde ¢; y ¢ r son los valores del campo al inicio y final de inflacion, respectivamente. Supo-

niendo N = 60 y usando (3.83), obtenemos

@i =15.5Mp;. (3.85)
El pardmetro m se puede obtener usando la amplitud medida de las perturbaciones de tem-
peratura en el CMB [121, 122] § = 2x 10~°, como en [47, 123]; obtenemos m = 7 x 10‘6Mp1(n—

1)1/4'

Con el valor del campo al inicio de inflacién también es posible obtener los valores para los

pardametros de rodamiento lento, que en este caso dan

;i = 83x103Vn-1, (3.86)
ni = 83x103Vn-1, (3.87)

donde n es el parametro que hemos usado a lo largo de este capitulo, dado por 2a/(2a — 1)
Con lo que obtenemos que efectivamente estamos dentro del régimen de rodamiento lento.
Con estos valores es posible calcular el indice espectral y la razén entre perturbaciones ten-
soriales y escalares. En particular, para el Lagrangiano de altas energias dado por (3.8), estas

expresiones fueron calculadas en la referencia [48]. Siguiendo a esta referencia obtenemos

que
ng = 1-0.03vn-1, (3.88)
r = 0.15vn-1. (3.89)

El indice espectral n; reportado por el satélite Planck en [3] tiene un valor de 0.960 + 0.007.
Comparando con nuestro modelo obtenemos que el caso con n = 3 es favorecido, pues en
este caso el indice espectral n; = 0.957 se encuentra en el rango observado. Por su parte, los
modelos con n =2y n =4 se encuentran en el rango entre 1o y 20 del valor observado, por
lo que, aunque se encuentran desfavorecidos por las observaciones, no son descartados. En
cambio, para el resto de los valores de n los modelos se encuentran mads alejados que dos

desviaciones estandar del valor observado.
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La escala de energia durante inflacién puede ser determinada usando las ecuaciones (3.83) y

(3.85) con el valor del pardmetro m. Para el inicio y el fin de inflacién obtenemos

Vi = 59x10°Myvn-1,
Vio= 49x107MM V-1, (3.90)

la cual es baja comparada con la densidad de energia de Planck.

El valor de n se puede obtener de la ecuacién (3.82) sustituyendo la segunda derivada del
potencial con la relaciéon V" = 3F )Z(X I M: ;1’ obtenida de la aproximacién de rodamiento lento.
De ella obtenemos la expresién n = 3X/V. Como al final de inflacién este pardmetro es de
orden 1 concluimos que el valor del pardmetro cinético en este momento es del mismo orden
de magnitud que el potencial, lo cual es de esperarse pues la época de inflacién termina
cuando el potencial deja de ser dominante sobre el término cinético. De (3.90) obtenemos

que el pardmetro cinético durante inflacién vale
X§~L6xm*“M;vn—L (3.91)

siendo, como dijimos, aproximadamente constante. Esta cantidad también se puede escribir
en otras unidades como Xy ~ (4.8 x 101°GeV)*vn —1.

Durante el andlisis supusimos que Fx (Xg;) = 1. Esta suposicién nos permite obtener el valor
del pardmetro A que es el tinico que no ha sido constrefiido con ninguna de las condiciones

para inflacién, energia oscura o materia oscura. Asi obtenemos

| A
AYXE gy [ —
Xsr

donde el término que contiene a es pequeiio comparado con el otro, por lo que obtenemos

n -1 (3.92)
2 - ’

A% = 2X17%/n. Para el caso n = 2 que es el Ginico en que este pardmetro es adimensional
obtenemos A=1,paran=3, A= 10—4M31/3_

En las figuras 3.6 y 3.7 hemos integrado numéricamente las ecuaciones de evolucion para el
caso n = 2. En la primera de ellas vemos c6mo se justifica nuestra suposicién de rodamiento
lento; la escala de energia asociada al potencial estd varios 6rdenes de magnitud por arri-
ba de la asociada a la parte cinética. También vemos cémo al final de inflacién el potencial
decae varios 6rdenes de magnitud en pocos e-folds. Esto justifica la aproximacién hecha en
la seccién 3.3 donde supusimos que la energia contenida en el campo escalar estaria conte-
nida principalmente en la parte cinética. Por su parte, en la figura 3.7 observamos como el
pardametro cinético llega rapidamente a su valor constante y se mantiene en él durante los

primeros e-folds de inflacion, para alejarse de él al finalizar este periodo.
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FIGURA 3.6: Comportamiento de las densidades de energia potencial y cinética para el ca-

so n = 2. El eje horizontal es el niimero de e-folds. Luego de integrar numéricamente las

ecuaciones de evolucion del campo, observamos que el potencial estd varios 6rdenes de

magnitud por arriba de la densidad de energia cinética. Esto justifica el uso que hicimos de

la aproximaci6én de rodamiento lento. También vemos cémo al final de inflacién el potencial
decae varios 6rdenes de magnitud en pocos e-folds.
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FIGURA 3.7: Comportamiento del pardmetro cinético X para el caso n = 2. El eje horizontal

es el nimero de e-folds. Luego de integrar numéricamente las ecuaciones de evolucién del

campo, observamos que X se acerca rapidamente a su valor constante X,. Podemos leer en

la escala de energias que su valor se mantiene en el mismo orden de magnitud durante los
60 e-folds que dura inflacién.

3.7.2. Finde inflacién

Al final de inflacién, el término cinético empezard a dominar y el campo tenderd hacia el
estado puramente cinético analizado en la secci6n 3.4. Parte de la densidad de energia con-
tenida en el universo durante la época de inflaciéon deberd transformarse en otros campos
que a final de cuentas den origen a las particulas del modelo estdndar que sabemos que es-
tén presentes en el universo desde la época de nucleosintesis. En el modelo mds simple de
inflacién con un campo escalar, esta transformacién convierte toda la energia del inflatén
en particulas de otros campos. En nuestro modelo, sin embargo, requerimos que el campo
conserve parte de su energia de forma que sea subdominante en la época de dominacién de
radiacién y, posteriormente, vuelva a dominar en forma de materia y energia oscuras. Este
aspecto de los modelos de unificacién es algo problemaético, pues con los procesos usuales

de recalentamiento no es facil obtener la cantidad correcta de campo remanente.
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En las referencias [6, 8, 9, 48, 97-99] se exploran diversas formas de producir este recalen-
tamiento sin consumir toda la energia del campo escalar. Por ejemplo, en [98] se ajustan los
pardmetros el escenario conocido como preheating de forma que solo parte del campo decai-
ga. Por otro lado, en [99] se estudia la posibilidad de que, al final de inflacién, la produccién
y posterior evaporacion de agujeros negros primordiales cree la densidad requerida de ra-
diacién sin consumir toda la energia del inflatén. En otros trabajos, como la referencia [104],
también se ha considerado que, aunque el campo pierda toda su energia, algtin decaimien-
to posterior de una de las componentes de radiacién podria regresar parte de esta energia
al campo. En el presente trabajo exploramos el escenario conocido como producci6n gravi-
tacional de particulas, el cudl fue propuesto inicialmente en [124] y aplicado como método
de recalentamiento en [100, 101]. A continuacién resumimos sus resultados y analizamos su

aplicaci6n a nuestro modelo.

La produccién de particulas en un universo en expansion fue reportada inicialmente en
[124]. En ese trabajo se considera un campo escalar con Lagrangiano canénico y distinto
del campo ¢ que hemos usado hasta ahora. Si este campo se cuantiza con una métrica de
fondo de tipo FRW se observara que, a diferencia de lo que ocurre para la métrica de Min-
kowski, el estado de vacio dependera del tiempo |0) ;. Debido a que la cuantizacién se realiza
en el esquema de Heisenberg, un estado inicial |0); se mantendra constante pero sé6lo corres-
ponderé al estado de vacio en un tiempo inicial ;. A un cierto tiempo ¢ el estado del campo,
que sigue siendo |0);, ya no correspondera al estado de vacio dado ahora por |0) r. El estado
por lo tanto tendrd un ntmero de particulas distinto de cero dado por el valor esperado del

operador de niimero Ny el cual depende del tiempo
i Ol Ny (££)[0); #0. (3.93)

Si este estado inicial ocurre al inicio de inflacién en que todos los campos excepto ¢ se en-
cuentran en su estado de vacio, entonces al final de inflacién el campo (y de hecho todos los
campos similares) tendra un nimero de particulas distinto de cero. Dichas particulas final-
mente decaerdn a los componentes del modelo estdndar que se encuentran presentes en el

universo.

Para observar este efecto, se considera que el campo y obedece la ecuacién de Klein-Gordon

(1.34), que para una métrica de fondo tipo FRW estd dada por
jg+3H;g—iv2;(+m2x=0. (3.94)
a2 X

De forma similar a la cuantizacién canénica en espacio plano, se propone una descomposi-

ci6n del campo en ondas planas dada por

x(x, )= (al) "2y

1
t V2w(k,t)

(bk(t) exp

t
ik-x—i[ w(k, thdt +H.c.), (3.95)
ti
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donde «H.c.» significa Hermitiano conjugado, L es una escala de volumen sobre la que se
imponen condiciones periédicas 2, k es el vector de onda y w la frecuencia. La amplitud de
las ondas planas, dada por by, se convertird en el operador de aniquilaciéon al momento de
cuantizar el campo 3. A diferencia del campo en un espacio de fondo de Minkowski, en este

caso la frecuencia w y las amplitudes by dependeran del tiempo.

Para cuantizar se eleva el campo y a la categoria de operador y se imponen las relaciones de
conmutacion usuales
R 0,#F, 0] =i6°G -3, (3.96)

donde 7 es el momento conjugado dado por 7 = 0.£/9j. De esta relacion es posible mostrar
que los operadores by, satisfacen las relaciones de conmutaci6n usuales para los operadores
de aniquilacién

(by(8), by ()] = 6 1 - (3.97)

Debido a que los operadores by dependen del tiempo, es necesario analizar su evolucién

temporal. Considerando el ansatz
bie(t) = a(k, 0)* br(t;) + Bk, )BT (1), (3.98)

se pueden obtener ecuaciones de evolucion para los factores a(k, t) y B(k, t).

Una vez que se tiene el operador de aniquilacién, se puede obtener el estado de vacio como

aquel que se ve anulado por este operador
bi()10), =0. (3.99)

Debido a que este estado cambia con el tiempo, si el campo se encuentra en el estado de vacio
al inicio de inflacién |0);, dicho estado contendrd un nimero de particulas distinto de cero
al final de inflacién. Para observar esto, definiremos el operador de niimero de particulas,
Ccomo Nk(t) = E;(t) f)k(t), el cual dependerd del tiempo al igual que Ek. Es posible mostrar

que el valor esperado del nimero de particulas estard dado por
(Ne() = 1Bk, D)7, (3.100)

donde el factor f es el que aparece en la ecuacion (3.98).

Por lo anterior, el célculo del ntimero de particulas producidas por este proceso al final de
inflacidn, se reduce a calcular la evolucién del factor §(k, t). Para el caso de campos sin ma-
sa, este cdlculo se fue realizado por Zel'dovich y Starobinsky en [125] y por Birrell y Davies
en [126]. Posteriormente, en [100], estos resultados fueron aplicados a universos que tran-

sitan de un régimen tipo De Sitter a uno desacelerado, como ocurre al final de inflacién. La

2Al final de los célculos esta escala se hace tender a infinito L — oo.
3Es usual llamar ay al operador de aniquilacién, pero aqui usamos by con el fin de evitar confusién con el
factor de escala.
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densidad de energia se calcula a través de la expresion
-1 fook?’m(k DI2dk (3.101)
P = opzgh o ’ ’ '

yseesdelordende py ~ IO‘ZH;. Si se considera que habran g grados de libertad de distintos

campos con el mismo comportamiento que ¥, la densidad total estard dada por
prf~0.01gH}, (3.102)

donde H res el valor del factor de Hubble al final de inflacién.

Siguiendo a la referencia [101] consideraremos que el nimero de grados de libertad g de los
campos al final de inflacién es cercano a 100; ademas, usando la ecuacién (3.90) podemos
calcular el factor de Hubble al final de inflacién como Hy = 2V /3 Mp,. Sustituyendo los valo-
res, se obtiene una densidad

prp~10721Mp,. (3.103)

Si la energia potencial al final de inflacién se transforma en energia cinética y se empieza

a comportar como la solucién (3.34), ésta inicialmente decaerd como a 3"

mientras que la
densidad de radiacién decae solo como a™*. Entonces, luego de una expansién de 25/ (3n—4)
e-folds después de inflacion, estas densidades se cruzardn y la radiacién empezard a dominar.
Es importante, para que el modelo sea viable, que este cruce ocurra antes de la época de
nucleosintesis. Se puede observar en la férmula que el cruce es mas rdpido entre mayor sea
n; por ejemplo, para n = 2 el universo debe expandirse 10° veces (12 e-folds) luego del final
de inflacién; pero el modelo con n = 4 solo necesita 23 veces (3 e-folds). También podemos

calcular la densidad del universo al momento en que el cruce ocurre, que esta dada por

a 5 3n

pc~Vr (—) . (3.104)
Ac

Por ejemplo para n = 2, la energia serd 103° GeV*; para n = 3 p. ~ 10*® GeV?; e ir4 crecien-

do para n’s mayores. En todos los casos la época dominacién de radiacion inicia a energias

mayores que la de nucleosintesis, que ocurre a energias alrededor de 1 MeV.

Un problema reportado en las referencias [127-129] para este tipo de procesos de recalen-
tamiento consiste en que, durante el periodo de transicién entre inflacién y dominacién de
radiacidn, la proporciéon de densidad de ondas gravitacionales crece. Por ello, este periodo
no debe ser demasiado largo o se pueden dar escenarios como el investigado en [127] donde
la densidad de energia de las ondas gravitacionales domina sobre el resto de las componen-
tes del universo. La produccién de ondas gravitacionales en este escenario ocurre debido al
mismo mecanismo cudntico que la produccién gravitacional de particulas estudiada en es-
ta seccion. Esto se debe a que cada una de las polarizaciones de las ondas gravitacionales

cumplen por separado una ecuacién de Klein-Gordon con masa igual a cero. De lo anterior,
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la densidad de energia contenida en ondas gravitacionales al final de inflacién se puede cal-
cular con la expresion (3.102) para dos grados de libertad (ggw = 2). Durante la subsecuente
dominacion de la componente con py, o a~3", la densidad de ondas gravitacionales evolu-
cionard por su parte con pgw < a~*, por lo que su proporcién respecto a la densidad total
del universo crecerd como Qg o a>"*. De este tiltimo resultado podria parecer que un
periodo de transicién demasiado largo permitiria que las ondas gravitacionales dominaran
la densidad del universo, sin embargo, falta considerar la evolucién de la densidad de ra-
diacién. Debido a que tanto la radiacién como las ondas gravitacionales escalan de forma
proporcional a a~#, ambas densidades se mantendran en la misma proporcién al pasar el
tiempo. Considerando, como lo habiamos hecho, que el nimero de grados de libertad al fi-
nal de inflacién es de g = 100 para la radiacién y de ggw = 2 para las ondas gravitacionales,

podemos concluir de la ecuacién (3.102) que

or

~— 3.105
pGw 50 ( )

Esta proporcién se mantendra constante al pasar el tiempo por lo que la densidad de ondas
gravitacionales siempre serd menor que la de la radiacién. En particular, durante la época
de nucleosintesis, se satisfaré la cota observacional de pgw < 0.2p, dada en las referencias
(128, 129].

3.8. Conclusiones

En este capitulo consideramos un tipo de campo escalar no candénico que permite unificar
la energia oscura, materia oscura e inflacién. Esto se logra gracias a que la parte cinética del
Lagrangiano del campo puede producir la materia y energia oscuras y que la parte potencial
puede producir inflacién. También obtuvimos los valores de los pardmetros del Lagrangiano
que son necesarios para que se reproduzcan adecuadamente las observaciones de la historia

de expansion del universo.

Observamos que, aunque fue necesaria la introduccién de un término tipo constante cos-
molégica M, su valor no es el de la energia oscura como ocurre en el modelo ACDM , sino
que puede ser tan grande como se quiera, lo cual alivia el problema del valor tan pequefio
que se obtiene en el modelo cosmolégico estandar. Sin embargo, se introduce un ajuste fino
en el sentido de que la densidad de este pardmetro debe anularse casi por completo con

pero no exactamente para que la diferencia produzca la densidad actual de energia oscura.

Considerando las perturbaciones lineales asociadas al modelo, concluimos que éste se en-
cuentra cerca del minimo del potencial cinético antes del inicio de la era de dominacién de
materia. Gracias a esto, observamos que las perturbaciones no se alejan demasiado del mo-

delo ACDM en la época en que domina la materia y la energia oscuras.
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Para el periodo de inflaciéon observamos que puede usarse una aproximacién de rodamien-
to lento. Esta aproximacién nos permite obtener expresiones para el indice espectral de las
perturbaciones escalares, y la raz6n entre perturbaciones escalares y tensoriales, las cuales
pueden compararse con observaciones. Al final de inflacién introdujimos la produccién gra-
vitacional de particulas como mecanismo de recalentamiento. Este proceso crea una den-
sidad de radiacidn inicial sin consumir toda la energia del campo escalar, la cual producira
posteriormente a la materia y energia oscuras. La densidad de radiacion inicialmente es una
pequena fraccion de la densidad del campo escalar; pero el periodo de dominacién cinética
que sigue después de inflacién permite que la densidad del campo decaiga suficientemente

rapido para que la radiacién domine después de un tiempo.

El uso de este tipo de Lagrangianos para realizar la unificaciéon de los 3 fendmenos se hizo
inicialmente en la referencia [12] a partir de la cual en nuestro trabajo [17], en el que este

capitulo estd basado, generalizamos este trabajo para una clase mayor de campos escalares.
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Capitulo

Vacio interactuante

En este capitulo estudiaremos modelos en que la energia del vacio es usada para reproducir
la energia oscura. Las discusiones de este capitulo estdn basadas en las referencias [20-22].
Estos modelos incluyen a la constante cosmolégica que, hasta la escritura de este texto, es
el modelo mds simple que reproduce todas las observaciones asociadas a la energia oscu-
ra. Ademas de ella, se han propuesto en la literatura otros modelos en que la densidad de
energia del vacio depende del tiempo. En la mayoria de estos modelos, sin embargo, se ha
considerado tnicamente la dependencia temporal de esta densidad de energia en el régimen
homogéneo. En este capitulo observaremos que para que un andlisis de las perturbaciones
del universo sea consistente se deben incluir también las perturbaciones de esta energia del
vacio. También encontraremos que, para que la densidad de vacio dependa del tiempo es

necesario que ésta interactte con otros fluidos del universo.

En los modelos en que se tiene una teoria microfisica de la interaccién del vacio se puede
obtener claramente la forma de las perturbaciones de éste; sin embargo, para modelos efec-
tivos, como lo son gran cantidad de modelos de la literatura, dicha microfisica es poco clara.
Para estos modelos efectivos concluiremos que es necesario obtener la forma covariante de la
interaccién para poder obtener las perturbaciones del vacio. La expresion para la evolucion
temporal de la densidad de vacio podra ser usada como referencia para obtener la expresion
covariante; pero siempre habran grados de libertad extra que nos permitiran formular mas

de un modelo de perturbaciones para el mismo modelo homogéneo.

En relacién con lo estudiado en capitulos anteriores, observaremos que los campos escalares
con Lagrangianos como los estudiados en los capitulos 2 y 3 también pueden verse como mo-
delos de vacio interactuante. En ellos la densidad de vacio estd dada por el potencial V(¢), el
cual interactta con la parte cinética del campo. Gracias a la ecuacién de Euler-Lagrange para
el campo, tendremos una expresion covariante para el término de interaccion y un modelo

Unico para las perturbaciones.

69
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4.1. Energiadel vacio

Definimos la energia del vacio ¥V como aquella que tiene asociado un tensor de energia-

momento proporcional a la métrica
=-vgl, (4.1)

donde en adelante usaremos el simbolo () para denotar cantidades relacionadas con el va-

cio. En el caso particular de la constante cosmoldgica, la densidad de energia es constante y
5 _ A2

estd dada por V = Mg A.

Si consideramos al vacio como un fluido, podemos preguntarnos por su velocidad y su den-
sidad de energia en reposo, los cuales son, respectivamente, el eigenvector (unitario) y el

(menos) eigenvalor del tensor de energia momento
Tyyut =—-pu,. 4.2)

Debido a ser proporcional a la métrica, todos los vectores son eigenvectores de este tensor
de energia-momento pues
Tyu! =-Vu, Yut. (4.3)

Esto es un resultado esperado que nos dice que el vacio no tiene una velocidad definida y
por tanto tampoco un sistema de referencia preferencial. Por otro lado observamos que la
densidad de energia asociada a este tensor de energia-momento estd dada por g = V. Com-

parando con el tensor de energia momento del fluido perfecto
' =pPgh + (o + P)utu,, (4.4)

podemos identificar ademas, que la presién estard dada por P = —p = - V.

En el caso de que el vacio no interactiie con otros campos, como se supone usualmente en
los trabajos de cosmologia, de la conservacién del tensor de energia-momento obtendremos

que su densidad de energia es constante pues
VT =-v,v=o, (4.5)

correspondiendo a una constante cosmoldgica. Para reproducir los modelos en que la ener-
gia del vacio cambia de valor en el tiempo, en cambio, es necesario considerar un término de
interaccion entre éstay el resto de los campos. La interaccién estara dada por el vector Q, de
forma que

VuTy =Qy; (4.6)

lo cual implica
V,V=-Q,. 4.7)
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Si el vector de interaccién es distinto de cero, el vacio podra depender del tiempo pero tam-
bién, necesariamente, dependera del espacio para algtin sistema de referencia o norma esco-

gida. De ahi la importancia de estudiar las perturbaciones lineales asociadas a este sistema.

Si consideramos que T v €s el tensor de energia-momento asociado al fluido o fluidos con
los que interactia el vacio,debido a la conservacién del tensor de energia-momento comple-
to T(M)‘V‘ + T!', tendremos que el vector de interaccién Q, también aparecerd en la ecuacién

M)H

de conservacién de T™}, como

v, ™ = —q,, 4.8)

donde Q, podria estar definido en base a cantidades vectoriales asociadas a alguno de los

fluidos del universo.

A pesar de que, como lo mencionamos arriba, el vacio no tiene una velocidad tinica, cuando
el flujo de energia Q, es distinto de cero se genera una direccién preferencial dada por el
vector unitario
" -VHV
u= 12’ (4.9)
IV, VVVV|
que cuando es tipo tiempo puede ser asociado a una velocidad. Por las mismas razones que

las definidas en el parrafo anterior esta velocidad tiene vorticidad cero, es decir V,i,) = 0.

4.2. Ecuaciones de balance de energia y momento

En el modelo de interaccion desarrollado aqui, el tensor de energia-momento total se con-
serva
V(TS + T8 =0, (4.10)

mas no cada componente por separado, pues éstas satisfacen las ecuaciones (4.6) y (4.8). Si

la parte de materia se comporta como un fluido perfecto, entonces tendremos
TR — ykyY (o + P) + g*V P, 4.11)

y las variables asociadas al tensor de energia momento serdn la densidad y presién de la ma-
teria, tres de sus componentes de velocidad (pues una cuarta queda determinada por la con-
dicién de unitariedad). Estas variables mads la densidad del vacio y las cuatro componentes
de la interaccién Q suman 10 variables que deben ser encontradas usando las 8 ecuacio-
nes de continuidad a nuestra disposicién, més una ecuacién de estado para la materia y una

ecuacion que especifique la interaccién.

Es interesante que solo se necesite una ecuacion para especificar el vector de interacciéon Q;
la razén es que, como puede verse en la ecuacion (4.7), este vector proviene de un poten-
cial. Este hecho debe considerarse al momento de construir modelos de interaccién, pues
no cualquier vector de interaccién que se especifique cumplird con esta condicién. En par-

ticular, se debera verificar que dicho vector sea irrotacional. A continuacién observaremos
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que, dependiendo del tipo de interaccién en que estemos interesados, existirdn diferentes

métodos para especificarla adecuadamente.

Una de las formas para especificar modelos de interaccién consiste en hacer que el vector de
interaccion sea proporcional a la velocidad de la materia a través de la ecuacion Q, = Quy,
donde Q es alguna funcién escalar. Esta condicién puede ser muy restrictiva parala velocidad
del fluido de materia pues implica que debe ser no-rotacional con u, oc V, V. Estos modelos
serdn estudiados en la seccién 4.4.2 y tienen como ventaja que el fluido de materia no sentird
fuerza debido a la interaccién con el vacio, permitiendo que se comporte como un fluido sin

presion.

Otra posibilidad consiste en escribir las ecuaciones de continuidad de la forma

Qv = _vay
v, ™Y = vV, (4.12)

y simplemente especificar V' en términos de las otras variables dindmicas. En este caso, no
se especifica la interaccién sino directamente la forma de la densidad de vacio. Este método
es equivalente a lo que sucede en electromagnetismo cuando se especifica el potencial eléc-
trico. Este método lo observaremos en la seccién 4.5 en que estudiaremos diversas formas
en que los modelos de vacio interactuante pueden reproducir el gas de Chaplygin genera-
lizado (gCg); uno de ellos consiste en usar la ecuacién V = Ap~® mas la especificacion de
que la materia es tipo polvo P = 0, observaremos que este modelo es equivalente al gas de
Chaplygin generalizado a todos los 6rdenes de perturbaciones si se identifican las presiones

y densidades totales del modelo de vacio con las del gCg como V = —Pgcg y p + V = pgcg.

En ciertas ocasiones no tenemos la forma exacta del potencial y lo que deseamos es especifi-
car la interaccién. Para ello es ttil separar la divergencia de los tensores de energia-momento
en una parte en direccién de la velocidad y otra en direccién ortogonal ! como lo hicimos
en la seccién 1.2. Estas ecuaciones son conocidas como ecuaciones de balance de energia
y momento; las cuales, para fluidos generales que interactian entre si, estdn dadas por las

ecuaciones (1.17) y (1.18).

Para nuestro caso especifico en que tenemos dos fluidos y uno de ellos es el vacio, separando

la interaccion de la forma

Q"=Qu"+f", (4.13)
llegamos a las ecuaciones
dp
+P)O+— = -Q, 4.14
(p+P) e Q (4.14)
av
& - o, 4.15
e Q (4.15)

1Como la velocidad del vacio no estd bien definida, las proyecciones se hacen con la velocidad de la mate-
ria. Recordemos que #i* no representa estrictamente la velocidad del vacio sino tinicamente la direccién de su
gradiente.
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parala conservacion de la energia, con® =V, u*; mientras, parala conservacién de momen-

to obtenemos las ecuaciones

du®

dr

(0+P)— +D°P —f°, (4.16)

D,V = —f;. (4.17)

también conocidas como ecuaciones de balance de fuerzas o de Euler.

Las ecuaciones (4.14) - (4.17) provienen de las ecuaciones para la divergencia del tensor de
energia-momento correspondientes al vacio y ala materia. Como lo mencionamos antes, és-
tas corresponden a 4 ecuaciones independientes cada una, siendo 8 en total. Aqui podria pa-
recer que tenemos 10 ecuaciones, una por cada una de las ecuaciones de balance de energia
y cuatro por cada una de las de momento; sin embargo, la condicién de que f, es ortogonal
a la velocidad del fluido implica que este vector solo tenga tres direcciones independientes
y, por tanto, que las ecuaciones de momento solo correspondan a tres ecuaciones cada una;

seis en total que, mads las ecuaciones de conservacion de energia, suman las 8 ecuaciones.

Como se habia sefialado, solo hay opcién para una ecuacién escalar que especifique la inter-
accion. Una posibilidad, por tanto, seria una ecuacién para Q. Esto es suficiente para cerrar
el sistema, por lo que con ésta no es necesario especificar la forma de f,,. De hecho podemos

eliminar este término del sistema de ecuaciones igualando (4.16) y (4.17) y obteniendo

du®

drt

(p+P) +D’P=-DV. (4.18)

A pesar de ésto, sin embargo, atin es posible obtener informacién de las ecuaciones separa-
das pues éstas tienen una forma muy sugerente acerca de la naturaleza fisica de esta energia
del vacio. La ecuacién (4.17) nos dice que la fuerza ejercida por el vacio sobre la materia esta
dada por el gradiente de éste, de la misma forma que la energia potencial en fisica cldsica
genera una fuerza proporcional a su gradiente. Este hecho nos hace identificar al vacio co-
mo una generalizacion relativista de la energia potencial, y a la ecuacién (4.16) como una
ecuacion de balance de fuerzas para el fluido de materia con fuerza externa — f, dada por un

potencial - V.

4.3. Ecuaciones cosmoldgicas

4.3.1. Fondo homogéneo

Las ecuaciones de Einstein para una métrica de FRW toman la forma de la ecuacién de Fried-

mann G X
881Gy
H? = +V)-=. 4.19
3 (P+V)—— (4.19)
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Ademés, las ecuaciones de continuidad para el vacio y la materia provienen de las ecuaciones
(4.14y4.15) con®=3H

p+3H(p+P)

-Q, (4.20)
Q. (4.21)

1%

La energia del vacio depende del tiempo césmico gracias al efecto del término de interaccion.
Este término deberd incluirse en la ecuacién para la materia o de otra forma no se cumpli-
rd la ecuacion de continuidad global y por tanto se violardn las ecuaciones de Einstein. El
término —Q en la ecuacién de continuidad para la materia no siempre se incluye en los mo-
delos tipo Decaying vacumm, lo cual es una inconsistencia ya que en ese caso no se satisface

la conservacién del tensor de energia-momento total y por tanto las identidades de Bianchi.

En este caso, la condicién de homogeneidad implica que todos los vectores que representen
cantidades fisicas apuntardn en la misma direccion; la cual corresponde a aquella de creci-
miento del tiempo cdsmico. Asi, u* y ii#, la velocidad de la materia y la direccion del flujo de
energia, seran paralelos. Ademds, la fuerza f* sera cero pues ningtin vector espacial puede

ser distinto de cero en esta situacién puramente homogénea.

4.3.2. Perturbaciones lineales

Siguiendo la seccién 1.5 podemos estudiar las ecuaciones de evolucién asociadas a nuestro
sistema. Asi, obtenemos que a nivel lineal la densidad y presion de la materia estdn dadas

por p +6p y P+ 6P; mientras su velocidad satisface (1.58)
w'=[1-¢,a”'0'v|, uy=[-1-¢,0:6], (4.22)

condiv=altoxi/ot y 0 = a(v + B), donde B proviene de la ecuacién (1.53). Para el vacio, su
densidad estd dada por V + 0V y su velocidad, como sefialamos antes, no estd bien definida
y de hecho su momento (¢ + P)6 es cero en todos los sistemas de referencia. Sin embargo,
se puede definir al vector # en la direccién del gradiente del potencial como en la ecuacién

(4.9), la cual escribimos, en analogia con la expresién para la velocidad de materia, como
i =1-¢,a”'0'v|, i=[-1-¢,0,0]. (4.23)
donde identificamos 6 = -6 V/ V.

Las ecuaciones de conservacién de energia para la materia y el vacio, estdn dadas por

. V2
3 (e+a)) 50— 0, (4.24)

6Q+Q¢. (4.25)

6p = -3H(@p+6P)+(p+P)

5V
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Estas son equivalentes a la ecuacién (1.61) pero con los términos Q y 6 Q asociados a la inter-

accion. Equivalentemente, las ecuaciones de balance de momentos se escriben como

(0+P)O+¢p)+5P+ PO
SV+Ve

_f,
-, (4.26)

donde las componentes de la interaccion especificadas en la expresion (4.13) para el caso de

perturbaciones escalares se escriben como

Qu=[-QU+¢)-6Q,0;(f+QO)], 4.27)

con f; =0; f. Delas ecuaciones (4.26) vemos que la fuerza ejercida por el vacio sobre la mate-
ria es proporcional a la derivada del vacio, en analogia con lo que ocurre en mecénica cldsica

para la energia potencial.

Las ecuaciones de Einstein asociadas a las perturbaciones, obedecen las ecuaciones

2

3H (v + Ho) [w+ Ho|=-47G(6p+6V), (4.28)

2
W+ Hp=—41G(p + P)6. (4.29)

La energia de vacio aparece tinicamente en la ecuacién para la energia (4.28) pero no en la

del momento (4.29).

Como siempre, para cerrar el sistema necesitamos una ecuacién de estado para la materia
y una ecuacién para la interaccién. Es decir que es suficiente con especificar Q o f en una
ecuacion. Incluir dos ecuaciones una para cada una de las componentes de la interacciéon

sobredetermina al sistema y puede llevar a contradicciones.

4.3.3. Perturbaciones invariantes de norma

Es bien conocido que la métrica y las perturbaciones de materia son dependientes de norma,
sin embargo, es posible construir combinaciones que no lo sean. Bajo una transformacién
de norma de primer orden tenemos que ¢ — t+96 f(t, x'), mientras que la densidad y presion
se transforman como §p — §p — pdty 6P — 8P — PSt. Por ello, la perturbacién de presién
no adiabatica 6 Pp,q = 6P — (P/ P)0p, es invariante de norma. De la misma manera, la per-
turbacién de la energia de vacio se transforma como 6V — 6§V — Q6't y la interaccién como
86Q— 8Q—Q4t. Dados 6P = —6p=—-6Vy pP= —p = —Q se observa que la perturbacién no
adiabética parala presion es cero, como de hecho es el caso para cualquier fluido barotrépico
con P = P(p).

La 3-velocidad 0 se transforma como 6 — 6+ 8¢, con lo que la velocidad relativa 6 — 6 es inva-
riante de norma. La perturbacién de densidad en hipersuperficies ortogonales a la velocidad

u#, también conocida como la perturbacién de densidad en la norma comévil-ortogonal,
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también es invariante de norma, y estd dada por

O0pPcom =0p+p0. (4.30)
Para el vacio, la perturbacién de densidad estd dada por

O0Pcom =6V + V0, (4.31)

que en general es distinta de cero; sin embargo, si tomamos las superficies ortogonales al

flujo de energia 1i*, las perturbaciones de densidad del vacio serdn cero
Afcom =06V +VE=0. (4.32)

De aqui obtenemos que 6 = —§V/V. Lo anterior es consecuencia de que el flujo de energia
ti# sea paralelo al gradiente de la densidad de energia como puede verse en la ecuacion (4.9);
asi, por construccion, el vacio es homogéneo sobre las hipersuperficies ortogonales a este

flujo. La perturbaciéon comdvil de la densidad de vacio también se puede reescribir como
8pcom =V (0-6), (4.33)

porlo que, sif = 0, el vacio serd espacialmente homogéneo en sistemas de referencia comé6-
viles con el fluido. En estos sistemas de referencia 6 = 0y, por tanto, 6 pcom = 0. Esto ocurre
en una clase de modelos en los que se demanda que el flujo de energia vaya en la direccién
de la velocidad del fluido #* = u*; sin embargo, estos modelos son muy restrictivos sobre
la velocidad del fluido ya que ésta no debe presentar vorticidad para que esta igualdad se

cumpla.

La perturbacién de la densidad de vacio en sistemas de referencia cuyas superficies de tiem-
po constante son planas, también es un invariante de norma. Esta cantidad puede escribirse
como

(= —w——I;éV. (4.34)

En general esta perturbacion serd distinta de cero. En la literatura de cosmologia, a esta per-
turbacion se de denota simplemente como la perturbacion de curvatura (véase [? ] como un
ejemplo de este uso), y su importancia proviene de que es a menudo usada para fijar las
condiciones iniciales de las ecuaciones de perturbacion.

Otra expresion invariante de norma para la perturbacién de energia del vacio es aquella me-
dida en superficies con densidad homogénea del fluido; ésta representa la perturbacién de

densidad relativa y estd dada por
S=3(Z—()=—3H(—.——_). (4.35)

En caso de que la densidad de energia fuera una funcién de la densidad de materia, esta

perturbacién se cancelard S = 0.
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La perturbacién de presion no adiabatica debido a la perturbacién de presion relativa entre

el fluido y el vacio est4d dada por

B (1+C§)Q[Q+3H(p+P)]§
- 9H2(p + P) '

8Ppag =06P —c25p (4.36)
Esta perturbacion se anula en sistemas en que las fluctuaciones del vacio son adiabaticas

S =0, o cuando no interacttia Q = 0.

4.4. Fluido efectivo

El modelo de vacio interactuante permite estudiar fluidos existentes en la literatura obser-
vandolos desde una nueva 6ptica. Los fluidos que estudiaremos en esta seccién pueden tener
una ecuacién de estado arbitraria; asi que este tratamiento no estara limitado a ecuaciones
de estado barotrépicas sino que pueden ser més generales. La densidad y presion del flui-
do se pensardn como cantidades efectivas (per v Pef) que serdn originadas por la suma de
un fluido tipo polvo (P,, = 0) y el vacio interactuando entre si; por lo cual, se tendran las

expresiones

pef = pm+V»
Py = -V, 4.37)

donde la presion del fluido efectivo estarda dada iinicamente por el vacio pues supusimos que
el fluido de materia no tiene presién. Si consideramos que el sistema interactuante solo sera
medido en conjunto, es decir, que se medirdn solamente la presion y densidad totales, en-
tonces estos fluidos serdn equivalentes a uno tinico dado por la combinacién de ambos. Este
fluido obedecerd una ecuacién para la conservacién de la energia y una para la conservaciéon

del momento dadas por

0,

(pef + Pef)® + pef
(pef+ Pef) u’ + Dapef

0, (4.38)

donde la velocidad del fluido efectivo serd la misma que la del fluido original tipo polvo. El
hecho de que el vacio no tenga una velocidad definida permite que no haya imprecisiones

sobre cudl velocidad elegir para el fluido efectivo.

Las ecuaciones anteriores no seran suficientes para resolver el sistema completo pues usual-
mente es necesario introducir una ecuacion de estado. En este caso dicha ecuacién debera

obtenerse a partir de la especificacion de la interaccién entre las componentes originales.

Como este fluido proviene de dos elementos, el fluido tipo polvo y el vacio, el comportamien-
to efectivo no necesariamente presentard una ecuacion de estado sencilla. En lo siguiente

estudiaremos modelos en que esto es usado como una ventaja pues, por ejemplo, podemos
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construir un fluido efectivo que a nivel de la cosmologia homogénea se comporte como el gas
de Chaplygin pero que a nivel perturbativo tenga velocidad del sonido cero, lo cual reduce en

varios 6rdenes de magnitud las fuertes constricciones que dicho modelo tiene actualmente.

Debido a que el fluido efectivo cumple las ecuaciones de continuidad (4.38) correspondien-
tes a un fluido perfecto sin interaccién, podemos identificar a este fluido con alguno de los
que se usan para modelar la energia oscura y dividir sus componentes de presién y densidad
en una parte de vacio y otra de materia. Esto lo podemos realizar para una de las numerosas
soluciones tipo pge(a) 0 Pge(pde) que se encuentran en la literatura. Algunos de estos mo-
delos han sido propuestos como modelos de unificacién de materia y energia oscura [111].
Cualquier modelo de energia oscura que esté descrito por un fluido perfecto, por tanto, podrd

ser descompuesto de la forma inversa a las ecuaciones (4.37) como
pm:pde"'Pde’ V =—-Pge. (4.39)

donde el flujo de energia serd Q, = V,Pqe que en un fondo de FRW estd dado por Q = —Pge.

Uno podria escoger descomponer cualquier modelo de energia oscura pqe(a) en cualesquie-
ra dos fluidos interactuandoes pge = p1 + p2, pero esto doblaria los grados de libertad del
modelo excepto cuando uno de estos dos fluidos es el vacio. Linder y Scherrer [130] demos-
traron que cualquiera de estos modelos de energia oscura puede ser representado por una
energia del vacio constante V = M}%IA mads un fluido con la ecuacién de estado apropiada
dada por y = (pge + Pde)/ (pde — V). En este caso, el fluido de materia necesitaba una ecuacién
de estado apropiada ya que la energia del vacio era constante. En nuestro caso, en cambio,
el especificar una interaccién apropiada nos permite tener para la materia la ecuacién de

estado que deseemos, la cual escogeremos casi siempre como y,, = 1 para tener P, = 0.

Si del modelo de energia oscura se obtiene Pqe(a), la interaccién asociada estard dada en el
fondo de FRW por Q = —Pge; sin embargo, esto no especifica la forma de la interaccién en el
régimen de perturbaciones lineales, menos atin para el modelo en forma covariante. Gracias
a esto tendremos libertad para escoger la generalizacion a nivel perturbativo de los modelos,
obteniendo distintos comportamientos para un mismo modelo homogéneo. Esto lo estudia-
remos particularmente en el gas de Chaplygin en la seccién 4.5, donde la generalizacién a
nivel de perturbaciones nos podré llevar a un modelo barotrépico como el gas original o a
uno con cero velocidad del sonido, la cual es ventajosa en el momento de la formacién de

estructura, que es un problema del gas original.

4.4.1. Fluido barotrépico

En esta secci6n analizaremos las condiciones necesarias para que el sistema interactuante
entre polvo y vacio produzca como fluido efectivo uno barotrépico. Partimos de que el fluido
efectivo tiene una ecuacion de estado Pes = Pes(pet). De la ecuacion de conservacion de ener-

gia (4.15) escrita en términos del fluido efectivo obtenemos que la interaccién estd dada por
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Q = —Pqf, que se convertirden Q = —F (pef) Pet Si definimos a F como

dap
F= ef

= . (4.40)
Apef

De la ecuacién (4.38) podemos sustituir la derivada de la densidad de energia. Con ello obte-
nemos la expresion para la interaccién que, en términos de las densidades de vacio y polvo,
estd dada por

Q=0pF. (4.41)

Esta sera la forma general de la interaccién para que el fluido efectivo corresponda con un

fluido barotrépico.

Por ejemplo, para el gas generalizado de Chaplygin la ecuacién de estado tiene la forma
Py = —Ap;f“, con lo que la funcién F definida en (4.40) estard dada por F = aPef/pes v 1a

interaccién como
pV
p+V’

0=a® (4.42)

Aqui podemos ver que una ventaja de especificar la interaccién es que la constante A que
aparece en la ecuacion de estado del gas no se necesita poner a mano como en el modelo

original, sino que aparece aqui como una constante de integracion.

Al hacer el procedimiento en sentido opuesto, sin embargo, podemos observar que la espe-
cificacién de la interaccién no es suficiente para asegurar el cardcter barotrépico del fluido
efectivo resultante. En este caso partimos de una interaccién del tipo (4.41) y usando la ecua-
cién de conservacion de energia (4.15), ademds de cambiando las variables por la densidad

y presion efectivas, llegamos a la ecuacion
Peg = Fpef, (4.43)

que puede integrarse. Esta ecuacion es equivalente a (4.40); sin embargo, solo puede inte-
grarse sobre las lineas de mundo del fluido. Como la ecuacién no da informacién sobre la
forma de la constante de integracion a lo largo de la superficie ortogonal a la velocidad, ain
queda libertad para obtener un fluido no barotrépico. Por ejemplo, para el gas de Chaplygin

el especificar la interaccion (4.42) nos llevard a la ecuacién diferencial de la forma

aPer
= Def, (4.44)
Pef

Pef:

cuya solucion corresponde a Py, = A(xi)pl; -, donde A es una funci6n de la posicién sobre
las superficies ortogonales a la velocidad, por lo que no llegamos al modelo original en que
A es constante. Esto sucedera con todos los modelos equivalentes, donde solo se especifica
la interaccién, aunque como veremos en las siguientes secciones, se puede obtener que A es

constante a nivel de la cosmologia homogénea e incluso de perturbaciones lineales.
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4.4.2. Fluidos geodésicos

Un tipo de modelos que no son reducibles a fluidos barotrépicos son los que aqui llamaremos
modelos geodésicos. En estos modelos usaremos un fluido tipo polvo al igual que el usado
en la subseccion 4.4.1; pero ademads se especificard que la fuerza ejercida por el vacio, dada
por el vector f*, serd cero. Esto produce que la ecuacién de momento para la materia (4.16)
satisfaga la ecuacion

dut
F = 0, (445)

correspondiente a la ecuacién geodésica, de ahi el nombre dado a estos modelos.

Por otro lado, la ecuacion (4.17) se convierte en
D,V =0, (4.46)

lo que implica que el vacio es constante sobre hipersuperficies ortogonales a la velocidad,
por lo que puede considerarse como una funcién tnicamente del tiempo propio del flui-
do V = V(7). Asi, el potencial de hecho puede ser usado como una reparametrizacion del
tiempo propio si es una funcién mondétona. Con ello, ésta puede ser usada para etiquetar las
superficies ortogonales a u?. Para cerrar el sistema de ecuaciones en estos casos es necesario
obtener una forma para Q que asegure que f* sea cero; esto no es facil de encontrar por lo
que alternativamente se puede especificar V' = V (1), lo cual autométicamente implica que el

modelo es tipo geodésico.

La ecuacidn (4.46) implica ademds que el gradiente del potencial se encuentra en la direccién
de la velocidad de la materia ti* = u*, lo cual es una condicién bastante restrictiva para esta

velocidad, pues significa que estd dada por un potencial u* o« V¥V y no tiene vorticidad.

En cualquiera de los modelos geodésicos las ecuaciones de perturbacién (4.24) y (4.26) se

reducen a
. V2 . i
5pm+3H6pm—3pm1'p+pm?(9+a2E—aB) = -5V, (4.47)
6 = —o, (4.48)
oV = -Ve. (4.49)

Debido a la tdltima de las ecuaciones podemos ver que @ = 0, por lo que la perturbacién de
densidad comévil para el vacio (4.33) es cero. Como no hay perturbacién de presién en la

norma comovil, la velocidad del sonido del fluido es cero c? =0.

Si escogemos la norma comévil sincrona para escribir estas ecuaciones, su expresion serd
mas simple. Aqui 8 =0, y ¢ =0, la ecuacion (4.48) se satisface de manera trivial, y la constric-
cién de momento derivada de las ecuaciones de Einstein (4.29) requiere que ¢ = 0, por lo que
$=C (x!). Debido a que 6 =0 en la norma comovil, también tenemos que 6 V = 0. Entonces,

la ecuacién (4.47) parala perturbacién de la densidad de materia y la constriccién de energia



Capitulo 4 Vacio interactuante 81

de la ecuacion de Einstein (4.28) son las mismas que en ausencia de energia del vacio

. 0
60 +3HSpm+Ppm— (W"'VZE)

0, 4.50
a7 (4.50)

vZ
?[w+Ha] = 4nGSpm, (4.51)

excepto en que la evolucion homogénea se debe tomar en cuenta la cosmologia generada

por la materia y vacio interactuantes.

La forma de estas ecuaciones para las perturbaciones es extremadamente simple, como si
tuviéramos un vacio que es espacialmente homogéneo, a pesar de que estas ecuaciones per-
miten una perturbacién del vacio { = —C(x*) distinta de cero, y por tanto una perturbaciéon

de entropia S.

Los modelos geodésicos pueden ser ventajosos en la unificacién de materia y energia oscura
pues el hecho de que las lineas de flujo sigan geodésicas permite que este fluido forme las es-
tructuras del universo de la misma forma que una componente de materia sin presién, como
la materia oscura fria; pero con una presién efectiva distinta de cero Pef = —V. En nuestros
trabajos [20] y [21] esta ventaja fue explorada para el caso del gas de Chaplygin, en que es
posible obtener un fluido efectivo que a nivel homogéneo se comporta como el modelo ori-
ginal pero que a nivel de perturbaciones lineales permite formar estructura, reduciendo las

constricciones actuales que existen sobre el pardmetro @« como observamos en [22].

Estos modelos fueron estudiados por primera vez en la referencia [131] Dusty dark energy.

Ahf se usa un Lagrangiano de la forma
1
£ = K, X) + MX = S 1 (9)), (4.52)

donde ¢ y A son campos escalares, y X = —¢ o¢’*/2 es el término cinético asociado al campo
¢. El segundo campo no tiene término cinético en el Lagrangiano, y por su forma acttia como

un multiplicador de Lagrange que restringe a X a ser igual al término con y de la forma
1o
X =) (4.53)

Esta ecuacion se obtiene al escribir la ecuacion de Euler-Lagrange correspondiente a A y es
equivalente a dg/dt = u(¢p) donde, como definimos en la introduccién, d/dt = u®*d/dx®*.
Ademads, la velocidad estard dada por u® = —@'*/u(g). De la ecuacién (4.53) podemos mos-

trar que esta velocidad cumple con la ecuacién geodésica.
El tensor de energia-momento en este modelo estd dado por la expresién
Top=@,app(Kx+A)+gapK, (4.54)

de la cual podemos leer que las componentes tipo polvo y tipo vacio del modelo son p =

,u2 (Kx+ A1)y V = —K. Con esta informacién, podemos obtener las ecuaciones de movimiento
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del modelo usando las ecuaciones de conservacion de la energia y el momento obtenidas
al inicio de este capitulo, y dichas ecuaciones serdn las mismas que se obtendrian de las

ecuaciones de Euler-Lagrange.

El hecho de que la ecuacién geodésica se satisfaga implica que la fuerza f“ es cero. La inter-

accion escalar puede ser obtenida de (4.15) como
Q=—p(Ky+ K x), (4.55)

la cual es una funcién de ¢ y sus derivadas. Esta interaccién produce de la ecuacion (4.14) la

ecuacion de continuidad

(Kx+A)0¢ + K,
" .

A= —ppA - pK xp — PP ppKxx + (4.56)
que es la misma que se obtiene de la ecuacion de Euler-Lagrange asociada al campo ¢, como

de hecho se obtiene en el trabajo original.

En la referencia [131] se concluye que ¢ actiia como una reparametrizacion del tiempo ¢ (x%) =
f(@ —wx), donde ¥ es una funcién de las coordenadas espaciales x en la hipersuperficie
normal a la velocidad del campo. Este resultado es equivalente al que obtuvimos nosotros
respecto a la energia del vacio V que en este caso es una funcién del campo ¢ a través de
la ecuacién V = —K(¢, u?(¢)/2). La ecuacién (4.17) implica que la fuerza es igual a cero y
que Dy = 0. Ademads de esto, esta ecuacion implica que la funcién ¥ no es arbitraria, sino

constante en todas las hipersuperficies ortogonales.

Un problema para estos modelos, ademds del hecho de que la velocidad del fluido tenga
vorticidad cero, es que la densidad y otras cantidades fisicas estaran multivaluadas en puntos
en los que se crucen las geodésicas. Este fendmeno es conocido como caustics para el caso
de campos escalares como el de la dusty dark energy estudiada aqui, y en nuestro caso estard
presente no solo para los campos escalares, sino para cualquier modelo de fluido geodésico

interactuante.

4.5. Gas de Chaplygin

El gas generalizado de Chaplygin («gCg» por sus siglas en inglés) es definido en las referencias

(30, 111] como un fluido que cumple la ecuacién de estado
Pgcg = —Apggg, (4.57)

donde Ay a son pardmetros del modelo. En el régimen homogéneo es posible resolver de

forma exacta su densidad en términos del factor de escala, obteniendo

pecg = (A+ B 30r0)/0+0 (4.58)
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donde B es una constante de integracién. Esta solucién se comporta en épocas tempra-
nas como Pgcg X a~3; mientras que para tiempos grandes se aproxima a una constante
PgCg — A0+ Debido a este comportamiento, el gCg ha sido propuesto como un modelo
de unificacion del sector oscuro del universo. Sin embargo, este modelo estd sumamente res-
tringido debido a que, a nivel perturbativo, solo puede reproducir el espectro de potencias
de materia cuando a es muy cercana a cero, es decir, cuando el modelo es indistinguible de
ACDM [31, 32].

La descomposicion (4.39) para este modelo fue analizada a nivel homogéneo en [132] y ge-

neralizada a nivel de perturbaciones lineales en [20-22]. Esta descomposiciéon estd dada por
PgCg = Pm+V, Pgcg=-V. (4.59)

Con ello, la ecuacién de estado (4.57) se convierte en una relacién entre la energia del vacio
yla de materia, dada por
A=(pm+ V)V, (4.60)

mientras que las densidades evolucionardn a nivel homogéneo como

V = A(A+Bg30r®) /e

’

-a/(l+a)

pm = Ba Ut (A+Ba 1Y) . (4.61)

De la ecuacién (4.21) es posible obtener una expresién para la interaccién, la cual estaria
dada por

(4.62)

Q:3aH(M).

pm+V
Esta interaccion en la época de dominacién de materia se aproxima a Q o« HV, mientras
que en la época de dominaciéon de la energia de vacio Q ox Hp,;; ambos limites han sido

estudiados previamente en [133].

Es interesante notar que, para el modelo definido en términos de la interaccién, a es el inico
pardmetro. Por ello, Ay B surgen como constantes de integracién en la solucién homogénea
que serdn determinadas como condiciones de frontera; por ejemplo, a través de las relacio-

nes

A = Vipp+WN%,, (4.63)
1%
B = ———|. (4.64)
pm+Vig

Esto constituye una diferencia con respecto al modelo original definido en términos de la
ecuacion de estado (4.57), pues en este modelo tanto @ como A son pardmetros, y la tinica

constante de integracién es B. De las ecuaciones (4.35) y (4.60) podemos observar que la
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perturbacion en la entropia a nivel lineal estd dada por

(om+V)? 5A

S=- —,
apm(pm+Q+a)V) A

(4.65)

donde 4 A es la variacidn lineal del pardametro A y depende de la posicién. Esta expresion se
anula para el modelo original, pues A tiene un valor fijo dado por el modelo; sin embargo,
esto no necesariamente ocurre en el modelo con interaccién, pues A es una constante de in-
tegracion que surgio de resolver el modelo en el caso homogéneo, y es posible que tenga una
variacion espacial cuando se introduzcan perturbaciones lineales. De lo anterior podemos
concluir que, mientras que el modelo original es adiabdtico, en el modelo nuevo es posible
obtener perturbaciones no adiabdticas. La perturbacién de presién no adiabatica puede ser

calculada por la expresion (4.36), quedando para este modelo como § P,oq = —VO A/ A.

Roy y Buckert [134] han considerado previamente un gas de Chaplygin con una constan-
te A que depende de la posicién y es una descripcion efectiva al promediar en un universo
inhomogéneo. Las perturbaciones no adiabéticas en un gCg también fueron discutidas pre-
viamente por Zimdahl y Fabris [135] quienes introdujeron una componente extra de polvo
que interacttia con el gas barotrépico de Chaplygin, lo cual introduce nuevos grados de li-
bertad internos. En nuestro caso, las perturbaciones no adiabdticas surgen naturalmente de
la descomposicion del gas en dos componentes, una de vacio y otra de materia, que pueden

tener perturbaciones de densidad relativas, sin introducir grados de libertad adicionales.

Hasta ahora el término de interaccion estd definido tiinicamente a nivel homogéneo. Debido
a que no existe una tnica generalizacién covariante de la expresion (4.62), es posible hacer
diversas elecciones que a nivel homogéneo se reduzcan a la misma expresion. En las siguien-
tes subsecciones analizaremos dos ejemplos de estas generalizaciones que, a pesar de ser
indistinguibles a nivel homogéneo, a nivel perturbativo arrojardn resultados distintos y, por

lo tanto, distintas predicciones observacionales.

4.5.1. Modelo barotrépico

Como lo sefialamos en la seccién 4.4.1, el fluido barotrépico es equivalente a un modelo de
vacio interactuante en el cual la interaccion es proporcional al factor de expansiéon © = ut,,,
donde u* es la velocidad de la componente de materia. En el caso del gas de Chaplygin, esta

interaccién estd dada por

(4.66)

Q:a@(M),

pm+V
En esta expresion, el término de expansiéon © funciona como la generalizacién covariante
del factor de Hubble. De hecho, es facil comprobar que en un fondo homogéneo de FRW la

expresion (4.66) se reduce a (4.62), pues en este caso ® =3 H.
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FIGURA 4.1: Velocidad del sonido como funcién del factor de escala para el modelo baro-
trépico. El caso a = 0 es equivalente al modelo ACDM en que la velocidad del sonido se
anula.

El hecho de que la presidon efectiva sea funcién de la densidad efectiva implica, en términos

del modelo de interaccién, que la densidad de vacio es funcién de la densidad de materia,
V=V(m). (4.67)

De esta relacion se puede concluir que el vector de interaccion Q, estard en direccion del

gradiente de la densidad de materia V.

Desarrollando las densidades a orden lineal, de la ecuacion (4.67) tenemos que

v
O0V=—0pm. (4.68)

m
Comparando esta ecuacion con la expresiéon (4.35), observamos que en este caso S se anula,
por lo que las perturbaciones relativas entre el vacio y la materia serdn adiabéticas. Con ello

podemos calcular la velocidad del sonido adiabética, dada por

ST Spm 0V pp+ V'

(4.69)

Enla figura 4.1 se puede observar que esta velocidad del sonido se aleja de cero dependiendo
el valor del parametro . El caso ¢2 = 0 equivale al modelo ACDM,, por lo que las predicciones
observacionales cambiardn con respecto a este modelo cuando a # 0. En lo siguiente no

usaremos a negativo para este modelo, pues implica una velocidad del sonido imaginaria.

Para resolver las perturbaciones a nivel lineal necesitamos las reglas de evolucién para las

variables 6V, 6 p;, y 0,,- Generalmente estas reglas se dan en la forma de un sistema de tres
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ecuaciones diferenciales de primer orden; sin embargo, para este caso la ecuacion (4.69) per-

mite que una de las ecuaciones sea algebraica y esté dada por

SV = —-aVopm

T pmt+U+a)V (470

Esta ecuacién puede usarse junto con (4.24) y (4.25) para obtener una expresion para la per-

turbacion de la densidad de materia; después de un poco de élgebra es posible obtener

m

_ (1+mQ 3 (pm+(1+a)V)(£{ e VP
Cpmt LV T T p v pmap’” S+ —On+o)]. (A7)

Por ultimo, las ecuaciones (4.26) nos permiten obtener una ecuacién de evolucién para 6,

la cual estara dada por

on=L0,-— Y 50 o 4.72)

Om pmt+1+a)V

Para resolver las ecuaciones (4.70), (4.71) y (4.72) se deben incluir ecuaciones equivalentes
para la densidad y velocidad del resto de las componentes del universo més otras para los
términos de perturbacién de la métrica. Un resumen de estas ecuaciones puede encontrarse
en el articulo de May Bertschinger [42]. Una vez hecho esto podemos resolver numéricamen-
te y comparar las cantidades obtenidas con observaciones como el espectro de potencias de

materia y las anisotropias de la radiacién cdsmica de fondo.

Para implementar estas ecuaciones en uno de los programas cosmoldgicos ya existentes, es
necesario elegir una norma y adaptar las ecuaciones a las convenciones usadas por el pro-
grama. En este trabajo usamos el c6digo CAMB [136] (Code for Anisotropies in the Microwave
Background), el cual puede encontrarse en la pagina «http://camb.info». Primero debe-
mos notar que este codigo trabaja en la norma sincrona, en la cual ¢p = B = 0. El potencial de
corte o, dado por la ecuacién (1.56), se simplifica a o = a®E. Con lo anterior, los términos v
y o de la ecuacion (4.71) se reducen a

3'+Vza—6( 3y + VE) (4.73)
VEEoT 5\ ' '

Delo escrito en la seccion 1.5 puede verse que el término entre paréntesis es igual a un medio
de la traza de la perturbacion del tensor métrico, la cual denotaremos por h. En lugar de
evolucionar la variable 0 p,,, el programa evoluciona la variable adimensional 6, =50/ pm.

Con esto, las ecuaciones (4.71) y (4.72) se convierten en

(1+a)Q pm—1+a)V V2 pom+1+a)V h
= — O, - 4.74
Om om+1+a)V " om+V azgm om+V 2 474)
) 1%
0, = Q a Om.

om " pmt+(1+a)V

Finalmente, el Gltimo cambio que necesitan estas ecuaciones para implementarse en CAMB
es el escribirlas en el espacio de Fourier asociado a las perturbaciones; el inico efecto sobre

la forma de las ecuaciones (4.74) es la sustitucién de V2 por —k?. Las perturbaciones, que


http://camb.info
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FIGURA 4.2: Densidad de las perturbaciones de materia a las escalas k = 0.001[hMpc~!]y

k=0.01[hMpc~'] como funcién del factor de escala. Observamos que para escalas grandes

las perturbaciones disminuyen un poco, mientras que para escalas pequefas oscilan alre-

dedor de cero. Este efecto es mds importante entre mayor sea a. El caso @ = 0 coincide con
el modelo ACDM .

originalmente dependian de la posicién y el tiempo, ahora dependeran del niimero de onda

ky el tiempo.

Después de resolver numéricamente, mostramos en la figura 4.2 la evolucién de las pertur-
baciones de materia para este modelo. Podemos observar que el aumentar a disminuye el
crecimiento en la perturbacién para escalas grandes; mientras para escalas pequefias estas
perturbaciones oscilan alrededor de cero. Este efecto es muy importante pues implicard un
espectro de potencias muy distinto del observado y, como veremos, sera la razén de las res-

tricciones tan fuertes sobre el parametro a.

El c6digo CAMB nos permite calcular el espectro de potencias de la radiacién césmica de
fondo asociado a este modelo, como podemos observar en la figura 4.3 el mayor cambio
con respecto al modelo ACDM ocurre para I's pequeiias. El cambio de la curva para estas
escalas ocurre debido al efecto Sachs-Wolfe integrado (ISW) [137]. Aunque el c6digo resuelve
numéricamente las ecuaciones completas, es posible, haciendo algunas aproximaciones, ver
la raz6n de este efecto. El efecto ISW puede ser aproximado por la integral de los potenciales
Newtonianos a partir de la época de tltima dispersion (Is) hasta nuestros dias; la férmula esta
dada por .

STV (k) zf ' dt(pN ke, 1)+ (k, ) j1 lk(zo - 1)1, (4.75)

TS
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FIGURA 4.3: Espectro de potencias del CMB para para el modelo barotrépico. Las ecuacio-

nes de perturbacién para el caso @ = 0 coinciden con el modelo ACDM . Observamos que el

mayor cambio es debido al efecto Sachs-Wolfe integrado, correspondiente a 4ngulos gran-
des (I's pequenas).

donde j; son las funciones esféricas de Bessel, T es el tiempo conforme y ¢V, ¢V son las per-
turbaciones a la métrica en la norma Newtoniana. La ecuacién de Poisson para el caso sin
esfuerzos anisotrépicos nos puede relacionar los potenciales de esta integral con las pertur-

baciones de densidad como [27]

2
a
Nk, ) +yN (k1) = ———= " p1[61-2Hy 6], (4.76)
k> Mg, T
donde la suma es sobre todas las especies materiales del universo incluyendo la materia y el
vacio. Estas férmulas nos permiten entender cémo la supresién en la perturbacién de mate-

ria observada en la figura 4.2 se ve reflejada en la gréfica 4.3.

El espectro de potencias de materia es el mdas afectado debido a los cambios con respecto al
modelo ACDM . En las gréficas de la figura 4.4 se observa como el espectro de potencias de
la componente de materia oscura se ve suprimido a escalas pequenas debido a la velocidad
del sonido distinta de cero. El espectro de potencias de los bariones se ve afectado indirec-
tamente y sus perturbaciones también se ven suprimidas. Esto es muy importante pues este
espectro de potencias puede medirse a través del conteo de galaxias en estudios como el

Sloan Digital Sky Survey [138].

Para la comparacion de las predicciones del modelo con las observaciones, usamos el c6digo
publico COSMOMC [139] que puede ser encontrado en la pagina «http://cosmologist.
info/cosmomc/». Este c6digo usa el método de cadenas de Markov para encontrar las dis-
tribuciones de probabilidad de los parametros cosmolégicos. En este caso usamos datos de

la radiacién césmica de fondo del satélite WMAP [122], y de la estructura a gran escala de la
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FIGURA 4.4: Espectro de potencias de materia para el modelo barotrépico. La linea azul co-

rresponde al espectro de perturbaciones parala componente de materia p,, que interactiia

con el vacio. El espectro para escalas pequenas se ve suprimido respecto del modelo ACDM

en negro. El espectro de los bariones (linea magenta, rayada) se ve suprimido en menor me-

dida pues sus perturbaciones solo se modifican indirectamente a través de la interaccién
gravitacional con la materia oscura.

séptima publicaciéon de datos del Sloan Digital Sky Survey [138]. En la tabla 4.1 podemos ob-

servar que las cotas observacionales al pardmetro a son un orden de magnitud mads fuertes

al usar datos del espectro de potencias de materia.

4.5.2. Modelo geodésico

El segundo ejemplo que consideraremos corresponde al caso en que el modelo se comporta
como los estudiados en la seccién 4.4.2. En este caso, la interaccion (4.62) definida a nivel
homogéneo se generalizard de forma que el flujo de energia se encuentre a lo largo de la

velocidad de materia, es decir
Qu=Quy. (4.77)

Esta ecuacion ya se cumple en el caso homogéneo, pues a ese nivel todos los vectores con
significado fisico estdn en la misma direccion; asi que en este modelo simplemente genera-

lizaremos este hecho requiriendo que se cumpla siempre.
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Pardmetros WMAP+SNIa+BAO WMAP+SNIa+SDSS
2 0.0005 0.0005
Qph , 0'022528'88% 0'022428'88%
Qamh 0.1115;8:88% 0.115618:88%
Oy 1.0?‘)96;8:88%8 1.039518:88%
T 0.08727 5 0067 0.08557 0066
a <2.68x1073 <5.66x 1078
0.013 0.012
", D970 000 0964 00n
log[10"" Ag] 3.081:8:(())%3 3.091:8:832
Qy 0.71-’>_+01:%1 0.71_+01:052
Hy 7087175 69.17,2

CUADRO 4.1: Valores de los pardmetros cosmolégicos con errores a 1o para el modelo baro-
trépico. En la segunda columna, el uso de datos de la estructura a gran escala proporciona-
dos por SDSS, permite poner cotas muy restrictivas al pardmetro a.

A diferencia del modelo barotrépico, en este caso no tendremos una forma explicita de la in-
teraccion a nivel covariante Q = —u/ Q. En lugar de esto podremos construir las ecuaciones
de perturbacién a partir de los requerimientos de que la interaccién tenga la forma (4.62) a

nivel homogéneo y que, a nivel no homogéneo, sea paralela a la velocidad de la materia.

De la ecuacién (4.49) obtenemos que 6V = —Q8,,, por lo que la evolucién para la perturba-

cién del vacio queda dada por la formula

oV = —30maH(

pmV ) . (4.78)

Pm+V

Una vez mds tenemos una ecuacion algebraica en lugar de una diferencial. La evolucién de

las otras dos perturbaciones se obtiene de las ecuaciones (4.47) y (4.48), quedando

& : i
—3HS8pm +3pmlr — Pm—g (0 +a°E—aB) -6V,

5P m
— (4.79)

Al igual que en el caso barotrépico, necesitamos elegir la norma sincrona y adaptar la nota-
cién para implementar estas ecuaciones en CAMB. En esta norma ¢ = B = 0, por lo que la
ecuacion para la derivada de 6,, se anula. Aprovechando este hecho y eligiendo que 6,, sea
cero a un tiempo inicial, tendremos

0,=0, (4.80)

para todo tiempo. Esto es una simplificacion caracteristica del modelo geodésico, a diferen-
cia del caso barotrépico en que, aunque se elija 8, como cero a un tiempo inicial, la ecuacién
de evolucion la llevara a otros valores al avanzar el tiempo. Debido a que la ecuacién para 6V

es proporcional a 8, esta cantidad también serd cero en esta elecciéon de norma

oV =0. (4.81)
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FIGURA 4.5: Densidad de las perturbaciones de materia a las escalas k = 0.001[hMpc~ ']y
k=0.01[hMpc~'] como funcién del factor de escala.

Aqui hay que sefialar que esta perturbacion solo se anula para esta norma; por lo que, si
quisiéramos usar otra norma, tendriamos que considerar una perturbacién distinta de cero
dada por la ecuacién (4.81) que es valida para una norma arbitraria. De la misma forma que
para el caso barotrépico, necesitamos hacer el cambio de variable §,, = 6 p,,/p;,m y cambiar
los potenciales -3y + V2E = h/2; con esto tendremos la ecuacion de evolucién

. Q h

Sp=—0m——.
m pmm 2

(4.82)
Una vez mads, podemos introducir las ecuaciones (4.80), (4.81) y (4.82) en el c6digo CAMB y
evolucionar las perturbaciones para obtener el espectro de potencias. En la figura 4.5 obser-
vamos que la evolucion de las perturbaciones no varia tanto como en el caso barotrépico de
la figura 4.2. En este caso las ecuaciones son muy parecidas a las del modelo ACDM, el tinico

término extra es el proporcional a la interaccién en la ecuacion (4.82).

Al igual que en el caso barotrépico, podemos obtener el espectro de potencias del CMB en la
figura 4.6 y el de materia en la figura 4.7. Vemos que ambos se ven modificados mucho menos
con respecto al caso ACDM esto se debe a que las perturbaciones de la materia oscura, como
las observadas en la figura 4.5 se ven menos modificadas que en el caso barotrépico. En par-
ticular, el cambio en la altura de los picos actsticos del CMB se debe al cambio en la época
de igualdad entre materia y radiacién. Aumentar a provoca que esta época ocurra antes, lo

cual disminuye la amplitud de los picos. Por esta misma razén, al aumentar « la época de
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FIGURA 4.6: Espectro de potencias del CMB para para el modelo geodésico. El hecho de que
las perturbaciones de materia no se vean suprimidas como en el caso barotrépico, permite
que el modelo no cambie con respecto al modelo ACDM .
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FIGURA 4.7: Espectro de potencias de materia para el modelo geodésico. A diferencia del
modelo barotrépico, aqui no vemos una supresion abrupta del espectro para escalas pe-
queiias. Esto se debe a que la velocidad del sonido de este modelo es cero.

dominacién de materia es més larga, aumentando el espectro de potencias de materia como

se observa en la figura 4.7.

Al usar el c6digo COSMOMC y comparar con las observaciones podemos obtener las cons-
tricciones sobre los pardmetros cosmolégicos, las cuales escribimos en la tabla 4.2. Vemos

que las cotas sobre a se ven reducidas en 3 ordenes de magnitud con respecto al caso baro-

trépico de la tabla 4.1.
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Pardmetros WMAP+SNIa+BAO WMAP+SNIa+SDSS
Qph* 0.0224*5-0002 0.0224*5-0002
Qamh? 0.1077%301%8 0.1167739122
O3 1.0395*0-0026 1.0394+0-0026
T 0.0864*0-0053 0.0862*0-0053
a 0.04*0-11 -0.0179-11
ns 0.964 10013 0.96579-913
log[10'0 A 3.08170-933 3.08670-933
Qv 0.74+0:07 0.71+0:0%
Hy 706712 69.3719

CUADRO 4.2: Valores de los pardmetros cosmolégicos con errores a 1o para el modelo geo-
désico. Vemos que las cotas sobre @ son mucho menos restrictivas que para el caso barotro-
pico observado en la tabla 4.1.

4.6. Modelos autointeractuantes

En esta seccién estudiaremos un tipo de fluidos compuestos por colecciones de particulas
con masa que sienten una autointeraccion. Dicha autointeraccién se manifestard como una
densidad de energia del vacio que serd funcién de la distancia tipica de las particulas, o de su
densidad. Este tipo de fluidos por ejemplo, puede pensarse como gases de baja entropia en
los que las particulas sienten una fuerza entre si que depende de su distancia. En ese sentido,
estos modelos podran simular variados tipos de fluidos en que las particulas pueden sentir
fuerzas de atraccién o repulsion entre ellas. Este modelo ha sido estudiado previamente en

[140-142] y se adapta al andlisis del vacio interactuante de forma natural.

Considerando que la componente de materia consiste en un fluido compuesto de particulas
con densidad n y masa m que no tienen movimientos aleatorios entre si, la densidad de
energia del fluido estara dada por p = nm. La conservacién del nimero de particulas dada
por V,(nut) = 0, puede usarse para obtener la derivada temporal tanto de la densidad de
particulas

n=-no, (4.83)

como de la densidad de energia p = —np®. Si la densidad de vacio proviene de las interac-
ciones entre las particulas del fluido, esta serd funcién de su densidad de la forma V(n). La
forma de la interaccién se puede obtener de la ecuacion (4.15) como Q = V'(n)n, donde la
prima significa derivada con respecto a n; de la ecuacion (4.83), la interaccién se transforma
a

Q=-6nV'(n). (4.84)

Con estos resultados podemos obtener la presiéon del fluido a partir de la ecuacién (4.14)
como P = nV'(n); con lo que en general es distinta de cero a diferencia de lo que ocurre en

los demds modelos estudiados en las secciones previas.
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La presion y densidad efectivas no obedecen las ecuaciones de la seccién 4.4, donde supusi-
mos que el fluido de materia no tenia presion, sino que estdn dadas por pef(n) = mn+V(n)y
Pet(n) = nV'(n)—V(n). Es claro que, una vez conocida la expresion para V' (n), estas expresio-
nes pueden combinarse para obtener a la presién como funcién de la densidad, por lo que el

fluido efectivo es uno barotrépico.

Pensando en que este fluido pueda servir para unificar la materia y la energia oscura, pode-
mos separar las densidades y presiones del fluido efectivo entre una componente de polvo
con ppy = mn 'y presion cero y una componente extra con densidad ppg = V(n) y presion
Ppp = nV'(n) — V(n). La componente que identificamos como energia oscura (DE) tendré
una ecuacion de estado ypg = nV'(n)/V(n) que podria ajustarse para ser cercana a cero y
producir aceleracion en el universo. El problema con estos fluidos, sin embargo es que al
provenir de un fluido efectivo que en el fondo es barotrépico, tienen graves restricciones de-
rivadas de sus ecuaciones de perturbacion. En este caso la velocidad de sonido del fluido esta
dada por ¢2 = nV"(n)/ (m+ V' (n)).

Como un ejemplo para este tipo de sistemas, podemos tomar una densidad de vacio que
esté relacionada con la densidad a través de una ley de potencias V = An’, donde Ay y son

constantes. Aqui la densidad y presion totales tendran las expresiones

Pet = mn+An?, (4.85)
Pet

Ay-Dn'. (4.86)

Este fluido efectivo puede verse como la suma de un fluido tipo polvo con densidad mn mas
otro con ecuacién de estado y. Si queremos que este modelo pueda producir aceleraciéon en
el universo se requiere que y < 2/3. Por otro lado, la velocidad del sonido asociada estd dada
por ¢ = yPet/ pef, que serd negativa excepto que y < 0, con lo que, para evitar inestabilidades
clasicas, es necesario tener una ecuacién de estado tipo phantom que introducird inestabili-
dades cudanticas. Esto limita mucho el modelo para unificar energia y materia oscura excepto

cuando v es tan cercano a cero que el modelo es indistinguible de ACDM .

Una posibilidad para obtener la forma particular de la funcién V(n) es considerando que las
particulas del fluido interactiian con sus vecinas con una energia potencial que depende de
la distancia; este potencial estard dado por ®(A) donde A es la distancia entre dos particulas
del fluido. Entonces, la densidad de energia estara dada por la suma de potenciales dividida

entre el volumen. Si N es el ntimero de particulas y ® el potencial promedio, la densidad sera

_ N*®(})

4.87
2Vol ( )

En ciertos potenciales, el promedio se podra realizar sobre la distancia, obteniendo ® = ®(A).

La distancia promedio puede escribirse en términos de la densidad de particulas como A =~
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(N/n)Y/3. Asi, 1a densidad queda de la forma

Nn

N 1/3
n

donde el nimero de particulas N es constante.

Este sistema se puede ver a nivel homogéneo como la combinacién de un fluido tipo polvo

mas uno con una ecuacién de estado

N AD' (A) (4.89)
DE 30A) |pe/mis '
La velocidad del sonido estard dada por
220" (A) — 249" (A
i —— b (,) . (4.90)
3 (355 +30W) = AP D) |, _ s

Por ejemplo, si el potencial entre las particulas estd dado por la expresiéon ®(A) < A%, la den-
sidad estard dada por V(n) = An®~®/3, Esta forma para la densidad corresponde en el nivel
homogéneo a un fluido de polvo més uno con ecuacién de estado y.x = —a/3+1. Para un po-
tencial cuadratico el fluido corresponderia a un fluido con ecuacién de estado y = 1/3. Esta
ecuacion de estado es capaz de producir aceleracion en el universo; sin embargo, no es sufi-
ciente para satisfacer las cotas actuales sobre la ecuacién de estado de la energia oscura, que
son especialmente restrictivas cuando la ecuaciéon de estado es constante como en este ca-
so. Segtin datos del satélite Planck [3], en combinacién con datos de polarizaciéon de WMAP
y BAO, la ecuacion de estado y se encuentra entre 0.12 y -0.26 con 95 % de probabilidad; la
ecuacién de estado y = 1/3, estando a 40 del valor central. Resultados similares se obtienen

de las mediciones de supernovas [143, 144] con ¥y < 0.17 a 95% de probabilidad.

Basados en este ejemplo, otro caso interesante seria que el potencial entre las particulas fuera
cuadratico pero con el minimo para una cierta distancia 1 distinta de cero. Esto correspon-

deria a ®(1) = A1 — Ag)?. En este caso, el fluido extra tendria una ecuacién de estado

21

1-— . (4.91)
3(/1—10) A=(N/n)l/3

YDE =
Esta ecuacién de estado no estd bien definida para A = A, pues la densidad del potencial se
hace cero en este punto; sin embargo, las densidades de las distintas componentes del fluido
estdn bien definidas. Como puede verse en la Figura 4.8, se observa que para ciertos valores

de A la ecuacion de estado del fluido puede ser menor que 1/3 e incluso negativa.
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log(p)

log(a)

FIGURA 4.8: La curva roja continua muestra la densidad del componente extra para un po-

tencial del tipo ®(1) = A(1 - Ao)2. Las lineas verde (rayada) y magenta (punteada) muestran

los comportamientos asint6ticos del fluido, primero tipo polvo y luego con ecuacién de es-
tadoy =1/3.

4.7. Campo escalar como un modelo de vacio interactuando con un

fluido barotrépico

En esta seccién consideraremos un campo escalar con Lagrangiano separable del tipo de los

estudiados en los capitulos 2 y 3, es decir con
L =F(X)-V(p). (4.92)
Al observar el tensor de energia-momento del campo, que tiene la forma

Tyww=-V(p)guv+Fguv+Fxp v, (4.93)

podemos notar que el término correspondiente al potencial tiene la forma de una energia de
vacio, como en la ecuacion (4.1). Por ello en esta seccién interpretaremos al potencial como
una densidad de vacio proveniente de la autointeraccién del campo escalar ¢. Dicha energia,
a su vez, interacttia con la parte cinética del campo escalar. En esta seccién obtendremos las
expresiones para esta interaccion tanto a nivel covariante como a primer orden en perturba-

ciones cosmoldgicas.

Primero dividamos al tensor de energia-momento en una parte correspondiente al vacio,
dada por el potencial
T/,w = _V((P)gyv , (4.94)

y otra correspondiente a un fluido que interactta con el vacio, dada por la parte cinética

TR = F(X) guv + Fx(X) @,y - (4.95)
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De aqui podemos ver que la densidad del vacio es V (¢p) mientras la densidad y presién de la

componente cinética estan dadas por
P =2XFx(X)-F(X), Pr=F(X). (4.96)

Para la parte cinética tanto la densidad como la presién dependen de una tnica variable
escalar X; por lo que, en general, es posible despejar X en términos de la densidad y sustituir
en la presion obteniendo que este fluido es barotrépico, es decir Pr = P(pg). La ecuacion de

estado coincide con aquella que usamos en los andlisis del capitulo 2 dada por (2.12)

p=L ’“;kpk - 2;;(3 = (4.97)
La velocidad del vacio, como habiamos sefialado, no esta definida. Por otro lado, la veloci-
dad del fluido cinético, cuando esté definida, serd proporcional al gradiente del campo ¢ .
Para estos modelos en particular, esta velocidad coincide con la direccién del flujo de ener-
gia del vacio definida en la ecuacion (4.9), es decir u* = i*. Como la interaccién estd en la
direccion del flujo de energia del vacio (ver ecuacién (4.7)), concluimos que en este caso es

proporcional a la velocidad del fluido, obteniendo
Q" =Qu", (4.98)

que comparado con la ecuaciéon (4.13) implica que la fuerza f¥ asociada a la interaccion es

cero.

Las divergencias de los tensores de vacio y materia estan dadas por

VI = Ve, (4.99)
Vv, T®H, = (FxO@+Fxx@ X*) o, (4.100)

los cuales son iguales al vector de interaccién. De aqui podemos leer la forma de la parte
escalar de la interaccion Q, que mide el flujo de energia entre ambos fluidos. Esta interac-

cién puede escribirse en términos del potencial o en términos de la parte cinética con las

expresiones
Q = V2XV,, (4.101)
Q = V2X(FxOp+FxxeuX*). (4.102)

Usando la ecuacion de movimiento que sigue el campo escalar (1.40) es posible comprobar

que ambas expresiones son iguales.

En el régimen de perturbaciones lineales alrededor de un fondo homogéneo y plano de FRW,
el campo ¢ puede dividirse entre una parte homogénea y una perturbacién de primer orden

o + 0¢; de forma similar todas las cantidades que dependen del campo se separardn. El



98 Capitulo 4 Vacio interactuante

tensor de energia-momento para el vacio tendra la expresién
T =65 (Vo + V6 ). (4.103)

De ahora en adelante, para simplificar la notacion escribiremos V,,(¢g) como V, y lo mismo
para las otras cantidades homogéneas. El tensor de energia-momento de la parte cinética

tendra los términos

700 = —2X(Fx+F-8X(2XoFxx +Fx), (4.104)
TR0, _ _%EX(;(,,J., (4.105)
TWi %EX(WOB:'JFML’), (4.106)
T®I; = §/(F+Fx6X), (4.107)

donde el término cinético estd ha sido separado en sus componentes a nivel homogéneoy a

primer orden respectivamente X = Xp + 6 X, las cuales estdn dadas por las expresiones

22
Xy = %, (4.108)
X = @obp—dod). (4.109)

De estas ecuaciones se pueden leer la densidad y presién a orden homogéneo

po= —Py =V, (4.110)
p® = 2XgFx-F, (4.111)
P = F, (4.112)
y a primer orden
80 = Vpdo, (4.113)
sp = 8X(@2XoFxx+Fx), (4.114)
5P = §XFy. (4.115)

La parte escalar de la interaccién se puede obtener en términos del potencial a través de la

ecuacion (4.101), su expresion a nivel homogéneo sera

Qo=¢oVy, (4.116)
mientras que a primer orden
59 09V,
5Q=Qy| 2L+ 220w (4.117)
Po V(p

Ambas expresiones se pueden escribir en términos de la parte cinética usando la ecuacién
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(4.102). Estas ecuaciones, a pesar de ser méas elaboradas, son equivalentes a las dos expresio-
nes anteriores gracias a la ecuaciéon de movimiento del campo. Para la parte homogénea, la
interaccién estd dada por

Qo=-pPX-6HXFx, (4.118)

donde la derivada de la densidad de energia estd dada por pg?) =2XoFxx — Fx. Por otro lado,

a nivel lineal tenemos

S [ )
6Q = 4X§(¢—.—(p)(X0Fxxx+3FXX(H+ﬂ )
¥o Po
py
+ (2_—"’ —3¢) Qo + Px P08
¥o
. 0¢ 2( 2(5(p U) )]
+2 X ——+c |V |———|+3 , (4.119)
oPx | @0 s P v

donde c? es la velocidad del sonido del fluido cinético. Esta velocidad del sonido, debido
a que el fluido cinético es barotrépico, puede escribirse como ¢? = P)(?)/ p%‘) siguiendo la
ecuacion (3.22) o simplemente como el cociente de la presion y la densidad perturbadas
c2 =56PM/5p®, Los términos de fuerza de la interaccién f* son cero como ya se dijo, no

solo a nivel lineal sino a todos los 6rdenes.

4.8. Conclusiones

En este capitulo estudiamos la dindmica de la energia de vacio, en particular para el caso
cosmolégico, tanto a nivel homogéneo como a primer orden de perturbaciones. Observa-
mos que, para que esta energia sea dependiente del tiempo, necesariamente debe tener al-
guna interaccién con otro tipo de materia. Asi, propusimos diversos escenarios en que esta

interaccion puede ocurrir.

Mostramos que, en el caso de los campos escalares, el potencial V (¢) puede verse como una
energia inhomogénea de vacio que interactia con la parte cinética del campo escalar. Las
ecuaciones obtenidas en este caso son las mismas que en el andlisis usual de los campos
escalares pero nos permiten verlos desde otra perspectiva. Por otro lado, en vez de considerar
la interaccién del vacio con el campo escalar, es posible considerar la interaccién con otros

tipos de materia como polvo o radiacion.

Observamos que a través del vacio interactuante también es posible modelar fluidos efecti-
vos, en los que el campo de materia y el vacio se comporten en conjunto de alguna forma
que deseemos. Un ejemplo es el caso en que el fluido efectivo se comporta como uno baro-
trépico en que la velocidad del sonido estd dada por la ecuacién de estado. Si por otro lado,
definimos la interaccion proporcional a la velocidad del fluido, es posible obtener un fluido
efectivo con presidn distinta de cero, pero velocidad del sonido igual a cero. A estos modelos
los llamamos modelos geodésicos. Como un ejemplo usamos el gas generalizado de Chaply-

gin y construimos tanto el modelo barotrépico como el geodésico asociados a este, donde
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ambos se comportan igual a nivel homogéneo, pero tienen comportamientos distintos a ni-

vel perturbativo.

En particular, para el gas generalizado de Chaplygin observamos que el modelo geodésicoy
el modelo barotrépico tienen perturbaciones muy distintas. Aprovechamos este comporta-
miento para calcular el espectro de potencias de la radiacién césmica de fondo y de la mate-
ria modificando el c6digo CAMB. Posteriormente comparamos estos espectros con observa-
ciones de WMAP y SDSS para obtener el valor de los pardmetros cosmolégicos. Obtuvimos
que los limites observacionales para el modelo barotrépico son mucho mas fuertes que para

el modelo geodésico.

Usando estos modelos de interaccién entre el vacio y la materia oscura podemos obtener,
entonces, modelos unificados de energia y materia oscura. Una ventaja de estos modelos es
que no se introducen nuevos grados de libertad perturbativos con respecto al modelo ACDM

debido a que la energia de vacio no tiene una velocidad definida.



Capitulo

Conclusiones generales

Alo largo de este trabajo exploramos algunas posibilidades para unificar la energia oscura,

materia oscura e inflacion.

En los capitulos 2 y 3 estudiamos modelos con campos escalares cuyo Lagrangiano es del
tipo £ = F(X) — V(¢). En particular encontramos un modelo que permite reproducir las
caracteristicas generales de la materia oscura y energia oscuras gracias a la contribucién de
su parte cinética, mientras el potencial produce el periodo de inflacién; este modelo estuvo

dado por el Lagrangiano (3.2)

- Y Jaxe- 1,
LX) = G [(AN —2aa0VAX | =S mPg? + M. (5.1)

La ventaja de este campo es que, pese a la complejidad aparente de su parte cinética, evolu-

ciona a nivel homogéneo como un fluido tipo polvo mds una constante cosmolégica.

En el capitulo 3, encontramos las condiciones sobre los pardmetros del Lagrangiano anterior
para que el campo escalar asociado reprodujera los efectos de los tres fenémenos, materia

oscura, energia oscura e inflacion.

Observamos que para reproducir la materia oscura, es necesario que la parte potencial del
Lagrangiano sea poco importante y que la parte cinética se encuentre cerca de un minimo.
En este trabajo pedimos que ambas condiciones se cumplieran a partir de la época de nu-
cleosintesis en adelante; esto con el fin de asegurar que el comportamiento del campo no
incluya términos extra de densidad; ya que sabemos que una desviacién en la densidad de
esa época respecto al modelo ACDM se reflejaria en un cambio de las proporciones de ni-
cleos ligeros en el universo, lo cual no se observa. El hecho de que la parte cinética se vuelva
dominante es provocado por la dindmica del campo escalar, de la cual estudiamos sus ca-
racteristicas generales en el capitulo 2 y su el comportamiento particular de nuestro modelo
en la seccién 3.2. Por otro lado, el hecho de que el campo se encuentre cerca del minimo de

su potencial cinético, se obtiene ajustando el pardmetro @y al cual le encontramos una cota

101
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minima dada por la desigualdad (3.41). Cuando esta desigualdad no se cumple, o en otras
palabras el campo se encuentra lejos del minimo, surgen términos extra en la densidad que

6

evolucionan proporcionalmente a a~®, a™® y que pueden modificar la evolucién usual del

universo en contradiccién con las observaciones.

Para reproducir la energia oscura necesitamos un ajuste fino de los parametros M y ay. Es-
to ocurre debido a que el modelo tiene una constante cosmolégica efectiva, cuya densidad
estd dada por la resta a(’f — M, que es de orden (1073eV)*, mientras que el pardmetro a esta
constreiiido a tomar valores mucho mayores para que el campo genere a la materia oscura,
como se mencioné en el parrafo anterior. Por ejemplo, en la seccién 3.4.1 observamos que
para el caso n = 3, la resta entre ag y M debe cancelarse casi exactamente, excepto por una
parte en 10?8 la cual corresponde a la energia oscura. Sin embargo, aunque nuestro modelo
crea este problema de ajuste fino, al mismo tiempo resuelve el problema del valor pequefio
de la constante cosmolégica; esto debido a que él el parametro M que aparece en el Lagran-
giano jugando el papel de la constante cosmoldgica puede tomar valores tan grandes como

se quiera.

En la seccién 3.5 observamos que la unificacién entre energia y materia oscura observada
en nuestro modelo es un fenémeno comun para cualquier campo escalar en que la parte
potencial del Lagrangiano pueda ser despreciada y que la parte cinética se encuentre cerca
del minimo. Un modelo muy usado en la literatura que cumple con estas caracteristicas es el
propuesto por Scherrer en [37], en él la parte potencial corresponde a una funcién cuadratica
de X. También observamos que nuestro modelo puede aproximarse por uno de Scherrer
cuando se encuentra cerca del minimo, lo cudl sucede desde la época de nucleosintesis en
adelante. Este resultado fue aprovechado en la seccién 3.6 para obtener las perturbaciones
lineales relacionadas con nuestro modelo y demostrar que no se alejan de las del modelo
ACDM.

Para la inflacién, obtuvimos que el campo puede ser considerado en el régimen de roda-
miento lento y modelado de forma similar al campo candénico con potencial cuadratico. La
modificacién en el término cinético tiene efectos tinicamente para los casos con n # 2 cam-
biando el indice espectral de las perturbaciones escalares y la razon entre perturbaciones

tensoriales y escalares. Encontramos que estas cantidades tendrian expresiones dadas por

ng = 1-0.03vn-1, (5.2)
r = 0.15vn-1. (5.3)

El indice espectral para n entre 2 y 4, se encuentra a menos de dos desviaciones estdndar del
valor reportado por el satélite Planck [3] de 0.960 + 0.007; siendo el modelo con n = 3 el que

mejor coincide con esta observacién. En cuanto a la razén entre perturbaciones tensoriales

+0.07

y escalares, el experimento BICEP2 [4] ha reportado un valor de r = 0.207 ;2

que concuerda

con nuestro resultado.
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En el capitulo 2 estudiamos el sistema dindmico asociado a un universo plano de FRW en
el que se encuentra presente un fluido barotrépico (que podria representar la radiacién,
o la materia baridnica dependiendo el caso) y un campo escalar con Lagrangiano del tipo
% = F(X) — V(). Nuestro objetivo principal era usar estos resultados en el modelo particu-
lar del capitulo 3. Obtuvimos el sistema auténomo y los puntos criticos asociados a éste, con
él pudimos compilar la tabla 2.1 y en la seccién 2.2 hicimos un recuento de los comporta-
mientos asint6ticos asociados al sistema. Dependiendo de la relacién entre la ecuacion de
estado del fluido barotrépico y los pardmetros del Lagrangiano escalar, fue posible encon-
trar sistemas en que la parte potencial del campo tiende a dominar la densidad de universo,
aproximéndose éste a una etapa de inflacién tipo rodamiento lento. En otros casos la ener-
gia cinética del campo tendia a dominar, o el fluido. También encontramos casos en que el
campo reproduce la ecuacién de estado del fluido, estas soluciones son conocidas como de

tipo escalamiento (scaling).

Encontramos que los casos en que las soluciones tipo escalamiento existen, coinciden con
sistemas en que las ecuaciones de evolucién pueden reducirse de 3 a 2. En la seccion 2.3 en-
contramos que, a pesar de que el sistema tiene 3 grados de libertad dados por la densidad del
fluido, el valor del campo y el de su derivada temporal, en ciertos casos una simetria puede
reducir el nimero de ecuaciones. Mostramos que una de estas simetrias se encuentra pre-
sente en los campos canénicos con potencial exponencial; para ellos, un resultado conocido
es que tienen soluciones tipo escalamiento. Encontramos también la simetria asociada a los

campos no canénicos que también tienen este tipo de soluciones.

Usamos una variante del sistema dindmico para estudiar un escenario del universo tem-
prano en que la expansién actual fue precedida por un periodo de contraccién, este suceso es
conocido como un gran rebote (Big Bounce). En la seccién 2.5 reformulamos las ecuaciones
dindmicas para ajustarlas al estudio de este escenario y obtuvimos las condiciones para que
el campo escalar produjera el rebote. Concluimos que el campo debe tener una densidad de
energia negativa y una ecuacién de estado mayor que la del fluido barotrépico. Estas con-
diciones violan la condicién de energia nula, lo cual introduce inestabilidades en el modelo
que se expresan en la forma de perturbaciones que crecen muy rdpidamente y de particu-
las creadas a partir del vacio. Estas inestabilidades constituyen un importante argumento en
contra de que el escenario de gran rebote pueda ser producido por un campo del tipo de
los estudiados aqui. Se ha dicho que estas inestabilidades podrian eliminarse introduciendo
términos de mayor orden en el Lagrangiano; sin embargo, esto solo se ha logrado para los

campos escalares de tipo Galileénico como los estudiados en [94].

En el capitulo 4 se estudié un tipo de modelos basados en la interaccién del vacio con al-
gtn otro fluido. Estos modelos permiten una gran variedad de comportamientos dindmicos,

algunos de los cudles fueron estudiados en las secciones 4.4 a 4.5.

Una de las razones iniciales para el estudio de estos modelos es la cantidad de trabajos en

la literatura donde se hace referencia a una constante cosmoldgica dependiente del tiempo.
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Enla seccion 4.2 mostramos que, para que estos modelos satisfagan la conservacion del ten-
sor de energia-momento y sean compatibles con las ecuaciones de Einstein, el vacio debe
tener algun tipo de interaccion con el resto de los fluidos del universo. Ademads, dicha inter-
accion necesariamente introduce inhomogeneidades en el vacio, como lo mostramos en la
seccion 4.3, las cuales no pueden ser ignoradas en un andlisis de perturbaciones lineales. La
interaccién, ademds, a nivel homogéneo transfiere energia entre el vacio y otros fluidos del
universo Y, a nivel lineal, ejerce fuerzas sobre dichos fluidos; ambos efectos cambian el com-
portamiento de los fluidos afectados lo cual debe tomarse en cuenta en los andlisis de los
modelos. Como un resultado interesante encontramos que estas fuerzas son proporcionales

al gradiente del vacio, actuando éste de forma similar a un potencial en mecénica cldsica.

En la seccién 4.4 mostramos un método para descomponer cualquier tipo de fluido en un
fluido tipo polvo interactuando con el vacio, escogiendo apropiadamente el término de in-
teraccion. Estos fluidos efectivos nos permiten proponer modelos de unificacién de la ener-
gia y materia oscuras, donde el fluido tipo polvo se identifica con la materia oscuray el vacio

con la energia oscura.

La posibilidad de simular un fluido arbitrario se present6 a nivel covariante, con lo cual el
sistema reproducird al fluido deseado a cualquier orden en perturbaciones cosmolégicas.
Si, por otro lado, del fluido que se quiere modelar sélo se conoce su comportamiento a ni-
vel homogéneo, no existird una forma tinica de describir la interaccion entre los fluidos. Un
ejemplo préctico de lo anterior lo analizamos en la seccién 4.5 donde obtuvimos dos mode-
los distintos que a nivel homogéneo se comportan como el gas generalizado de Chaplygin,

pero no coinciden a nivel perturbativo.

Enlaseccién 4.4.1 obtuvimos la forma que debe tener la interaccién para que el fluido efecti-
vo sea barotrépico. Esta interaccién debe ser proporcional al factor de expansién © del fluido.
Por otro lado en la secciéon 4.4.2 obtuvimos un tipo de modelos en que la velocidad del flui-
do tipo polvo sigue geodésicas, a pesar de su interaccién con el vacio. Esto ocurre debido a
que la fuerza de interaccién en esos modelos se anula. Observamos que estos modelos per-
miten favorecen la unificacion entre la materia y energia oscuras pues la materia oscura, al
seguir geodésicas, puede generar estructura de la misma forma que se generaria en el mode-
lo ACDM . Encontramos también que estos modelos geodésicos son equivalentes a un tipo
de modelos propuestos en la referencia [131] y que consisten en dos campos escalares, uno
de los cudles no tiene asociado un término cinético en el Lagrangiano y acttia como un mul-

tiplicador de Lagrange que obliga al otro campo a que su velocidad asociada siga geodésicas.

De los modelos basados en el gas generalizado de Chaplygin, se estudi6 el caso barotrépico
y el caso geodésico en la seccién 4.5. Observamos que, a pesar de tener el mismo comporta-
miento a nivel homogéneo, sus ecuaciones de perturbacién son distintas. Para el caso baro-
trépico, observamos que el fluido produce perturbaciones de presién adiabdticas, mientras
que para el caso geodésico existen perturbaciones no adiabéticas. Esto se ve reflejado en que

la velocidad del sonido para el modelo barotrépico sea distinta de cero, mientras que para
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el modelo geodésico sea cero. Al analizar la evolucién de las perturbaciones de densidad en
el modelo barotrépico, encontramos que la velocidad del sonido distinta de cero produce
que las perturbaciones de escalas pequefias decaigan. En el caso geodésico, las perturba-
ciones evolucionan de forma similar al modelo ACDM , creciendo para todas las escalas.
Estas diferencias de comportamiento tienen efectos en el espectro de potencias de la radia-
cién césmica de fondo y y en el de la materia. Los cambios mds importantes ocurren en el
modelo barotrépico para escalas pequefias en el espectro de potencias de materia y para an-
gulos grandes en la radiacién c6smica de fondo. Ambos espectros pueden compararse con
observaciones para obtener cotas observacionales a los pardmetros del modelo. Como era de

esperarse, el modelo barotrépico resulta mucho més restringido que el geodésico.

Enla subseccion 4.5.1 y 4.5.2 analizamos las perturbaciones de un modelo barotrépico y uno
geodésico respectivamente, donde ambos se reducen al gas generalizado de Chaplygin en
el caso homogéneo. Modificando el c6digo CAMB obtuvimos el espectro de potencias de la
radiacion c6smica de fondo y de la materia. Estos resultados los comparamos con observa-
ciones cosmoldgicas usando el codigo COSMOMC. Obtuvimos que los pardmetros para el
caso barotrépico estdn mucho més restringidos que para el caso geodésico. Esto se debe a la

velocidad del sonido distinta de cero para el caso barotrépico.

Enla seccién 4.6, guiados por el hecho de que el vacio se comporta de forma similar al poten-
cial newtoniano, encontramos un tipo de modelos en que la densidad de vacio es una fun-
ci6én de la separaciéon promedio entre las particulas del fluido. Analizamos algunos modelos
con funciones particulares que son capaces de generar aceleracién en el universo. Aunque
falta comparar dichos modelos con las observaciones cosmolégicas usando programas co-
mo COSMOMC o MontePython. Estos modelos ofrecen una interesante opcioén para la uni-
ficacién de la materia y energia oscuras debido a la simplicidad fisica de su origen, pues la
energia oscura seria el resultado de la autointeraccion de las particulas de materia oscura.

Finalmente, en la seccién 4.7 encontramos que los campos escalares del tipo £ = F(X)-V ()
pueden modelarse como una energia de vacio dada por V (¢) interactuando con un fluido ba-
rotrépico con densidad de energia 2X Fx (X) — F(X). Obtuvimos la expresién para el término
de interaccién a nivel covariante, asi como sus perturbaciones lineales. Esto nos permite ver
desde otra 6ptica los modelos estudiados en los capitulos 2 y 3, los cudl es importante porque
es posible que la formulacién de algunos de estos modelos desde la perspectiva de campo
requiera un Lagrangiano muy complejo, mientras que desde la perspectiva de fluidos inter-
actuantes la interaccién tenga una expresiéon simple o viceversa. Como esta identificacién
fue hecha a nivel covariante todos los resultados para las variables fisicas del sistema, densi-
dad, presion y velocidad, serdn iguales sin importar si se calculan desde el punto de vista de

campo escalar o desde el punto de vista de fluidos interactuantes.
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Simbolos y abreviaciones

Factor de escala

Perturbacion escalar de la métrica (Shift)

Velocidad del sonido adiabética

Proyeccion de la derivada covariante D, = 9’; Vy
Elemento de linea infinitesimal

Perturbacion escalar de la métrica

Parte ortogonal de la interaccion

Parte cinética del Lagrangiano

Tensor métrico

Factor de Hubble H=ala

Densidad Lagrangiana

Masa de Planck reducida Mp = 81G) 12 ~2.435x 1018GeV
Numero de e-folds N=[Hdt

Presion

Operador de proyeccién ortogonal Py = guv + Uy lly

Vector de interacciéon para el fluido (a)

Vector de interaccién para el vacio

Interaccion en la direccién de la velocidad

Tensor de Ricci

Tiempo cosmico

Tensor de energia momento

Velocidad

Perturbacién escalar de la velocidad v =ax'
Densidad del vacio

Potencial escalar

Parametro cinético del campo escalar = —%cp,ﬂ(p’“
Variable del sistema auténomo X=4/ %
c
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Raz6n de expansion
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Densidad de energia critica
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Campo escalar
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Apéndice

Simetrias

En este apéndice observaremos como la presencia de una simetria en un grupo de ecuacio-
nes diferenciales puede reducir el nimero de variables en un sistema de ecuaciones dife-
renciales, resultado que usamos en la seccién 2.3. Consideramos un sistema auténomo de
ecuaciones diferenciales dado por las variables dindmicas ¢, X, p,, este sistema estard com-

puesto por las ecuaciones

de

— = F(g,X, , B.1
AN (@, X, 0m) (B.1)
d = Gl X )

aN =~ @ Pmh

dpm

— = I(p, X, .

AN (0, X, pm)

Llamamos una simetria del sistema a un grupo de transformaciones sobre el sistema diné-

mico que dejan invariantes las ecuaciones anteriores.

Silas transformaciones T; corresponden a una simetria del sistema, éstas actuaran sobre las
variables dindmicas llevando cada una de ellas a una funcién que depende de las variables

originales

X = Xf((ﬂ;X;pm);

pm — pmf((P;X;pm),

donde las transformaciones satisfacen las propiedades de grupo, para ¢ = 0 la transformacién
corresponde a la identidad, es decir

Po = @, (B.3)
Xo = X,
Pmo = Pm-
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Decimos que el sistema queda invariante ante el grupo de transformaciones si se cumplen

las igualdades

F((pf)XE)pmf) = F((p)erm)) (B.4)
G((pE)Xf)me) = G((P»X;pm),

Basados en las transformaciones (B.2) es posible definir una transformacién de variables in-

vertible y diferenciable dada por las variables

x(p, X, 0m), (B.5)
Y, X, 0m),
Z((p) X; pm) )

con la propiedad de que las primeras dos variables sean invariantes ante la transformacion,

es decir que

X(e, Xe, pme) = x(@, X, 0m),
Ve, Xe, pme) = Y@, X, 0m).

(B.6)
Con lo cual la transformacion (B.2) se vera como
X — X, B.7)
y =¥
z — oz

Las ecuaciones diferenciales (B.1) se transformaran en términos de las nuevas variables a

aX o) (B.8)
N fx,2), .
d
d_l)\/l = gxy2),
dz = i(x,92)
dN - ;J/, )
a través de las relaciones
0x 0x X
.Y, = —F+—G+ I,
Jwra = 5 E xS aom
oy oy 0x
2 = —F+-—G+—oI,
gx,y,2) P aXG o

i(x,y,2) = —F+—G+TI. (B.9)
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Debido a que las funciones F, G e I son invariantes ante la transformacion de simetria, las

funciones f, g e i también lo serdn, como ademads x y y también lo son obtenemos que

[, ye,28) = f(x,y,20) = f(x, 1, 2), (B.10)
8(xe, ye,28) = g%, y,28) = 8(x, ¥, 2),
i(xg, Ye,ze) =i(x,y,2¢) =ix, ),2).

Debido a que, en general z; # z podemos concluir que ninguna de las tres funciones depen-

den de z, lo que nos deja un sistema efectivo de dos ecuaciones diferenciales acopladas a

resolver
dx o,y (B.11)
— = x,9), .
AN ¥
dy
N g(x,y),

mas una ecuaciéon para z que puede resolverse por separado

E_'( ) (B.12)
dN—lx,y. .

Para el caso de Lagrangianos de campo escalar canénicos con potencial exponencial tene-

mos que las ecuaciones de evolucion (2.39) definen a F, G e I como

. .Vv2X
Flo,X,om) = SIgn(tp)T,
V22X
G, X,pm) = —6X—V0e—’“ﬂ’MP1sign((p)7,
o, X, 0m) = =3YmPm, (B.13)
con
H(p, X,0m) = L\/X+ Voe Ao/Mei 4 (B.14)
V3 Mp

Es posible comprobar que el grupo de transformaciones

@ X, pm) — (@ +& e MMy o=4ep . (B.15)

cumplen las condiciones de formar un grupo que deja invariante a las ecuaciones de evolu-

cion. En este caso podemos definir las nuevas variables como

. - VX
V3MpH'
\/V()e_/up/ZMpl
Y= V3Mp H
z = ¢@. (B.16)

Podemos comprobar que las primeras dos variables son invariantes ante la transformaciény
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la tercera no lo es. Las ecuaciones de evolucion son, como lo anticipamos, dependientes solo

dexyy
dx 2 3
N = \/g/lyz—3x+5x(2x2+ym(l—x2—y2)),
dy \/5 2,3 2 2 2
— = /=2 ~y(2 1—x°— ,
N 3 y +2y(x +Ym(1=x"=y)
dz
— = V6Mpx. B.17
N V6 Mpyx (B.17)

Este resultado es el que permite que en la referencia [53] se escriba un sistema de ecuacio-
nes auténomo de dos variables para este sistema fisico que en realidad tiene tres grados de
libertad.

Esta misma propiedad, pero con una transformacién de simetria distinta, se puede usar para
simplificar a dos variables el sistema dindmico definido por un campo escalar no canénico
con Lagrangiano

£ =AX"-By", (B.18)

donde 1 = n/(2 + n). Este resultado lo presentamos en la referencia [19] y en la seccién 2.3.
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