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Introducciéon

La gran mayoria de las ramas de estudio de las mateméaticas han sido desa-
rrolladas con el propésito de aplicarlas como soporte tedrico de otras disciplinas.
Frecuentemente la comunidad matemaética aprecia en la rama de estudio gene-
rada un valor por si sola y contintia su desarrollo abstracto, como derivaciéon de
su fuente original.

El anélisis funcional no es la excepcion: surgié del estudio de espacios de
funciones orientado a establecer las propiedades de transformaciones en estos
espacios de funciones (como la transformacion de Fourier) y actualmente es la
base fundamental de varias especialidades dentro de la fisica cuantica; ademas,
el analisis funcional es también una disciplina atractiva por si sola para el ma-
tematico tedrico, siendo la continuacién directa del &lgebra lineal.

Esta tesis pretende acercar al lector a un problema de naturaleza tedrica del
analisis funcional que concierne al estudio de la fisica cuantica con un enfoque
particular: los operadores autoadjuntos son objetos fundamentales en las ma-
teméticas y de particular importancia en la fisica cudntica gracias al teorema
espectral y al teorema de Stone. Es por eso que dado un operador, es de gran
interés verificar que el operador con el que se estd tratando es autoadjunto, o
bien que existe una extensiéon de él que si lo sea. El anélisis funcional es una
rama de las matemaéticas que se encarga principalmente en el estudio de los
operadores, por lo tanto el problema de encontrar operadores autoadjuntos es
una tarea del anéalisis funcional. Para encontrar a los operadores autoadjuntos
utilizamos la teoria de los tripletes de frontera, una aplicaciéon que no es muy
comun pero si bastante 1til para ciertos tipos de operadores.

El teorema espectral para operadores autoadjuntos permite el desarrollo del
célculo funcional, y el teorema de Stone muestra una relacién biunivoca entre
operadores autoadjuntos y grupos de evolucién unitarios fuertemente continuos,
los cuales representan la evolucién de los estados cuanticos en el tiempo, es decir,
las soluciones de ecuaciones de Schrhédinger. Los operadores autoadjuntos son
un subconjunto propio de los operadores simétricos que cuentan exclusivamente
con las dos propiedades senaladas en los teoremas mencionados. Si el operador
simétrico fuera acotado, su extensién continua a todo el espacio de Hilbert seria
autoadjunta. Sin embargo, los operadores diferenciales y la gran mayoria de los
operadores en las aplicaciones no son acotados, y por esta razén se desarrolld
una teoria con nuevos conceptos a partir de los cuales podemos determinar las
extensiones autoadjuntas de un operador simétrico determinado.



La primera parte de esta tesis se encarga de presentar ésta teoria. En los
primeros dos capitulos presentamos a los conceptos involucrados en este estudio
junto con propiedades que esclarecen su importancia y relacién con los demés
conceptos en una forma concisa, sintética y al alcance de cualquier estudiante
familiarizado con los resultados mas elementales del anélisis funcional. Tras ela-
borar las nociones en juego del presente estudio, en la segunda parte exponemos
dos teorias de extensiones autoadjuntas: la teoria de extensiéon de Von Neumann,
v los tripletes de frontera. De las dos, la teoria de Von Neumann es la que se
emplea més frecuentemente en la literatura. Sin embargo, los tripletes de fron-
tera resultan bastante ttiles en especial para operadores diferenciales, lo cual
mostramos al aplicarlos a operadores de Sturm-Liouville en el ultimo capitulo
de este trabajo. En la tercera parte aplicamos toda la teoria antes desarrollada
a los operadores de Sturm-Liouville, un tipo de operador diferencial bastante
conocido en la fisica, y obtendremos sus extensiones autoadjuntas a partir de los
tripletes de frontera. Para esta tercera parte es recomendable que el lector esté
familiarizado con resultados elementales de ecuaciones diferenciales ordinarias y
de teoria de la medida, pues aunque esta tesis pretende ser lo més auto-suficiente
posible (los resultados que se usan que no se hayan probado antes muy proba-
blemente se presentan en el apéndice), algunas proposiciones de estos temas sélo
son mencionadas con una referencia. En términos generales, esta tesis fue escrita
para poder ser leida por cualquier estudiante de matematicas (o una disciplina
afin) que tenga una nocién bésica del analisis funcional.

El eje fundamental que ha orientado este texto es responder a la siguiente
pregunta: ;Cuando podemos asegurar que un operador determinado es autoad-
junto, o tiene extensiones autoadjuntas? Eso no implica que el lector que no
esté interesado en esta pregunta no encuentre nada de provecho en este texto:
la gama de conceptos y resultados es bastante amplia para que pueda encontrar
los cimientos necesarios para su interés particular del anélisis funcional aplica-
do. Esta tesis pretende recalcar la relacién intima que existe entre el andlisis
funcional y otras ramas de estudio dentro de las matematicas y la fisica, y se
propone, en su mejor lectura, ya sea como una introduccién al analisis funcional
aplicado, o como un estudio de un problema especifico de la mecénica cuantica
utilizando métodos diferentes a los usuales.

Sobre la notacién

Tradicionalmente, la notacion T : A — B significa que T es una funcién con
dominio D(T) = A y contradominio B. En el contexto de este trabajo, como
se hace en gran parte de los textos sobre el tema, esta notacion significa algo
ligeramente distinto, pues el dominio no es estrictamente todo el conjunto con
el cual se esta trabajando, T': A — B es una funcién con dominio D(T) C A
y contradominio B. Esto es una cuestiéon tan sélo préctica, que surge de la
importancia de determinar los dominios con precisién. Como se entendera a lo
largo del texto, operadores con la misma regla de correspondencia pueden tener
propiedades muy diferentes, segin el dominio en el que estén definidos.

En todo el texto, los operadores considerados actiian en espacios de Hilbert,
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es decir, para todo T operador lineal, se considera que T : H; — H,, donde H;
es un espacio de Hilbert. También, decimos que 7" es un operador en un espacio
de Hilbert H si T : H — H con D(T) C H. Observemos que, esencialmente,
operador lineal es lo mismo que transformacién lineal, pero el primero suele
usarse con mas frecuencia para casos en los que D(T) C H (como sucede en
nuestro contexto), mientras que decir que T : H; — Hj es una transformacion
lineal suele sugerir que D(T) = H;. En algunos casos, omitiremos la palabra
“lineal” cuando esta claro que se trata de un operador lineal. También, Tx =
T(z), y muchas veces los elementos de H los denotamos como f, g en lugar de
x, esto simplemente porque en las aplicaciones, los espacios considerados suelen
ser espacios de funciones. Nosotros usaremos de manera indistinta x o f.

Un operador T : H; — H» tiene inversa si existe 77! : Hy — H; tal que
T~YTx) =z, D(T~') = R(T). Por lo tanto un operador T tiene inversa si y
solo si es inyectivo.

Dados tres operadores T'y S de H; a Hy y P de Hy a Hs , definimos a T'+ S
como D(T+S) = D(S)ND(T) con (T+S)x = Tx+Sz,y a PT como D(PT) =
{r € Hy | Tx € D(P)} y (PT)x = P(Tx). Abreviamos (T" — \) para referirnos
al operador (T'— AI) (donde I es la identidad en H;) con D((T — X)) = D(T)
y (T — M)x = Tz — Az. Escribimos T'C S si S es una extension de T, es decir,
D(T) C D(S) y T(z) = S(z) para todo € D(T)

Finalmente, a un operador T se le llama operador diferencial si su regla de
correspondencia se puede describir a través de una expresion diferencial, por

ejemplo, T'(f) = f'
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Parte 1

Fundamentos del analisis
funcional aplicado






Capitulo 1

Tipos de operadores

Todos los conceptos introducidos en este capitulo son los cimientos del anali-
sis funcional que conciernen a nuestro estudio. Son todos conceptos tanto funda-
mentales como basicos, y es indispensable entender sus propiedades y relaciones
entre ellos, y tal es el propoésito de este primer capitulo.

1.1. Operadores cerrados

Dentro de operadores lineales, los operadores acotados son la clase de la
cual se cuenta con la mayor cantidad de resultados, es por esto que es una gran
ventaja si el operador con el que se esta trabajando resulta ser acotado. Des-
afortunadamente, en las aplicaciones, muy pocos operadores suelen ser acotados.
Muchos operadores diferenciales son discontinuos, por ejemplo, la derivada. Sin
embargo, éstos mismos resultan ser operadores cerrados, o cerrables, y tal es
el caso de la mayoria de los operadores que conciernen a las aplicaciones del
analisis funcional.

Dado un operador lineal T' : H; — Hs, Definimos al espacio Hy & H> como el
el espacio Hy; x Hy = {(h1,hs) | h1 € H1,hs € Hy} con las operaciones usuales
(h1,ha) + (k1,ke) = (h1 + k1, ha + k2) , AMh1, ha) = (Ah1, Ahe), y el producto
interior

((h1,h2), (K1, ko)) myem, = (b1, k1)1 + (he, k)2 (1.1.1)

el cual induce a la norma!

(71, )| o1, = V1P l|? + (212 (1.1.2)

donde cada uno de los productos interiores son operaciones en el correspondiente
espacio de Hilbert. A Hy; & Hs se le llama la suma ortogonal de Hy y Hs. Es
trivial verificar que Hy, & H> es un espacio de Hilbert.

1Se pueden considerar otros productos interiores que induzcan normas equivalentes, pero
esta funciona bien para nuestro proposito.
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Definicién 1.1 Sea T : H; — H; un operador lineal. definimos a G(T') =
{(h,T(h)) | h € D(T)} C H; & Hy Como la grafica de T

La definicion de grafica puede claramente extenderse a funciones que no sean
operadores lineales. Como T es lineal esto implica que G(T) es un subespacio
de Hy ® Ha, esto lo denotamos como G(T) < H; & H,. Entonces la grafica de
T es un subespacio en donde estd toda la informaciéon del operador de T. A
todo operador le corresponde un solo subespacio, pero no todo subespacio es la
grafica de un operador. Aqui damos una condicién necesaria y suficiente para
que un subespacio de H; & H» sea la grafica de un operador lineal:

Lema 1.1 Sea S un subespacio de H; & Ho, entonces S es la grafica de un
operador lineal T si y s6lo si (0g,,0p,) es el tnico elemento de S tal que
su primera entrada es Og, .

Demostracion.

Es evidente que si S es la gréfica de un operador lineal T', entonces (0g,,0x,) €s

un elemento de S, y por ser T funcion, es el unico. Por otro lado, si (0g,,05,)

es el tnico elemento de S cuya primer entrada es Oy, , entonces si (z,y), (z, z) €

S = (0,y—z) € S = y = z eso quiere decir que S representa la grafica de una

funcion f, el hecho de que S sea un subespacio implica que (Az, Af(z)), (y, f(y)) €
S :>.(M“+y,>\f($) +fW) €S = fAz+y)=Af(z)+ f(y) Yo,y € D(f), N €

K.

Definicién 1.2 Decimos que T es un operador cerrado si G(T') es un subcon-
junto cerrado de Hy @ Ho

Ahora, gran parte de los operadores con los que estamos familiarizados son
cerrados, por ejemplo, los operadores de dimension finita, lo cual es evidente con
la siguiente proposicién (ya que los operadores de dimension finita son continuos,
vy los espacios de dimension finita son cerrados). Muchas veces es méas conveniente
tratar con la siguiente definicién alternativa, que es, estrictamente, la definicién
de que el subespacio G(T') sea cerrado.

Proposiciéon 1.2 T : H; — H, es un operador cerrado si y sélo si para toda
(z,) sucesion de elementos de D(T) tal que (z,) — « , si (T'z,) es una
sucesion convergente, entonces x € D(T) y Tx, — Tx

Demostracion.

Si T es cerrado, entonces dada (z,,) que cumple las hipotesis, (x,,, T(x,,)) es una
sucesion de elementos de G(T') que converge. Como G(T') es cerrado, (z,, T(2,)) —
(z,y) € G(T), es decir, z € D(T) y (z,y) = (x,T(x)). Entonces se tiene que
T(z,) — T(x).

Inversamente, si (z,,T(x,)) es una sucesion convergente de G(7T'), entonces
(zn) = z y T(x,) — y, por lo que estamos suponiendo esto implica que z €
D(T) y T(x) =y, entonces (x,,T(x,)) — (z,T(z)) € G(T), es decir, G(T) es
cerrado W
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En la prueba anterior las equivalencias del tipo (zn,T(x,)) — (z,y) <
(xn) = =y T(x,) — y suceden gracias al tipo de norma que se eligié para
H, @® H,.

Es util saber que las transformaciones cerradas y las acotadas no tienen nin-
guna relacion de inclusién entre ellas, esto quiere decir que es posible construir
transformaciones que sean de un tipo, y no del otro:

Ejemplo 1.1

= T acotado no cerrado: Considera a I3 el espacio de sucesiones en R con la

norma ||(z,)|| = /2. 22 . Sea T : la — I3 con
D(T) = {(zy) € ly | x, # 0 para una cantidad finita de n’s}

y T((z,)) = (xn). T es acotado con norma 1, pero T no es cerrado:
Consideremos la sucesion (yy,) en D(T) definida por

(m) = % sim<mn
Yn 0 sim>n

Donde y,,(m) representa el m’ésimo término de la sucesion y,,. Es claro que y,, —

(%)TeN, la sucesion (1, %, %, ...y) € la, porque ||y, — (%)H — /23:7L(ﬁ)2a
entonces para T : lo — l2, tenemos una sucesion de elementos (y,,) en D(T) tal
que (y») = (), por lo que y, = T(y,) — (;), pero () ¢ D(T), por lo que la
Proposicion 1.2. implica que T no es cerrado.

= T cerrado no acotado:

Sea T : C[0,1] — C[0,1] donde C][0,1] esta equipado con la norma sup, i.e.
1£] = sup,cio {|/(@)]}. Definimos D(T) = {f € C[0,1] | /' € C[0,1]} con
T(f) = f' para todo f € D(T). Resulta trivial verificar que se trata de un
operador lineal (al igual que con todos los operadores diferenciales).

Para ver que T no es acotado, consideremos la sucesion (x,,) en D(T) definida
por z,(t) = t", entonces Tz, = nt"~ !, por lo que ||z,]| = 1y ||Tz,| = n, es
decir, T no esta acotado.

Dejamos como ejercicio para el lector verificar que T es cerrado, hecho que
deriva de la norma que elegimos para C[0,1] y de la Proposicion 1.2.

Notemos que en el primer inciso del ejemplo anterior, D(T') no es cerrado.
Si a una transformacion 7T se le pide que, ademas de ser acotada, tenga dominio
cerrado, ésta si resulta ser cerrada. La prueba de este enunciado es inmediata
usando la definicion alternativa dada por la Proposicién 1.2. Siempre que se
tenga un operador lineal acotado ¢ : Hy — Hs, se puede tomar una extension
lineal de ¢, T : Hy — Hs con D(T) = D(t) definiendo T'(z) = lim T'(x,,) si 2, —
z, o bien utilizando el teorema B.L.T. (Por “bounded linear transformation”)
que se encuentra en [RS80], pagina 9. Entonces se tendria que 7' es cerrado.

El teorema de la gréfica cerrada, junto con la proposiciéon que concluye esta
esta seccién, determinan la relacién que existe entre operadores cerrados, ope-
radores continuos, y operadores con dominio cerrado. Con los resultados que se
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obtienen, veremos que cualquiera de estas dos condiciones implica la tercera, por
ejemplo, un operador continuo y con dominio cerrado es un operador cerrado,
como se observoé en el parrafo anterior. Esta relacién nos interesa porque en par-
ticular implica que un operador cerrado no acotado (como muchos operadores
diferenciales) no puede estar definido en un subespacio cerrado (por ejemplo, en
todo Hy) Ahora, con el proposito de obtener la implicacion: operador continuo y
cerrado entonces su dominio es cerrado, definimos una nueva norma para D(T):

Definicién 1.3 Sea T' : Hy — H, un operador lineal, donde (-,-); v || - |I;
representan el producto punto y norma inducida en Hj;. Definamos un
producto interno en D(T') como

<$,y>T = <.’£,y>1+<TZL',Ty>2 Para T,y € D(T) (113)

Es trivial verificar que (-,-)r es en efecto un producto interno. Este induce a la
norma

lzllz = \/ll=]12 + || Tz|3 Para z € D(T) (1.1.4)

A esta norma se le llama la norma de la grafica. Omitiremos los subindices
de las normas cuando sea claro qué norma se estd manejando.

Lema 1.3 T : Hy — Hs es un operador cerrado si y solo si (D(T),] - |lr) es
completo, i.e. (D(T),(-,-)r) es un espacio de Hilbert

Demostracion.

Por las definiciones (1,1,2) y (1,1,4), la transformacion ¢ : (D(T), ||-||7) — G(T)
definida por gz = (z,T'z) es una biyeccion isomeétrica. Por lo tanto (D(T), ||-|l1)
es completo si y solo si G(T) es cerrado B

Proposicion 1.4 Si T es un operador acotado, entonces T es cerrado si y solo
si D(T') es cerrado

Demostracion.

Para todo « € D(T') se tiene

lzl| < lzllr = Iz + I T2]? < 221+ [T]?) < llllv/1+ [T

Entonces (z,) es una sucesion de Cauchy respecto a la norma de Hp siy
sblo si lo es respecto a la norma 7. Entonces, por el lema anterior, T' es cerrado
si y solo si (D(T),|| - |lT) es completo, y esto pasa si y solo si (D(T),] -||) es
completo, si y solo si D(T') es cerrado B

Aunque ya habiamos probado una de las implicaciones de la proposicién
anterior en el parrafo siguiente al Ejemplo 1.1, en la demostracién anterior
mostrar una de las equivalencias es igual de sencillo que mostrar las dos.

Para concretar las equivalencias que buscamos con el teorema de la grafica
cerrada, necesitamos introducir dos de los conceptos més importantes de este
trabajo, y las relaciones que existen entre ellos.
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1.2. Cerradurras, operadores adjuntos

1.2.1. Operadores cerrables

La propiedad de ser un operador cerrable es méas débil que ser continuo, y es
bastante 1til pues nos da un operador cerrado que extiende al operador original.
En el camino nos encontraremos con varios operados cerrables, y nos seran de
gran utilidad las propiedades vistas en este capitulo, sobre todo las desglosadas
en el Teorema 1.9.

Para ciertos operadores lineales T, existe el operador cerradura T que cum-
ple T C T y que es cerrado, similarmente a como sucede con la cerradura de
subconjuntos de espacios métricos. Pero a diferencia de éstos tltimos, no todos
los operadores lineales tienen cerradura, pues como veremos existen operadores
T tales que no existe ningin operador cerrado S que cumple T' C S. Este con-
traste no debe resultar sorpresivo, pues los conceptos considerados son de una
naturaleza completamente diferente, aunque los conceptos de andlisis matemé-
tico sirvieron de inspiracién para bautizar a los operadores de distintas clases,
y es la cerradura en el espacio métrico H; & Hs> lo que define a la cerradura de
un operador, como se verd a continuacion.

Definicién 1.4 Decimos que un operador T es cerrable si existe S operador
cerrado tal que T'C S

Claramente todo operador cerrado es cerrable. Posiblemente de la definicién no
es muy claro la existencia de operadores que no sean cerrables, pues es facil
encontrar un subespacio de H; @ Hy que sea cerrado y contenga a G(T'). Sin
embargo para que un operador no sea cerrable, debe suceder que cada uno de
estos subespacios no sea gréfica de ningun operador. Antes de ver un ejemplo
de un operador no cerrable, veamos algunas equivalencias de la definicién:

Proposicion 1.5 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es cerrable

2. Si (Zn)nen €s una sucesion en D(T) tal que (z,) — 0y T(xz,) — vy,
entonces y =0

3. La cerradura de G(T) es la grafica de un operador lineal
Demostracion.

1-3

Sea S un operador cerrado tal que T' C S, entonces G(T) C G(S), por
definicién de cerradura de un conjunto, se tiene entonces G(T') C G(S), y como
G(T) < Hy @ H> se sigue del Lema 1.1 que G(T) es la gréfica de un operador.

31

G(T) = G(S) para un operador S, entonces S es cerradoy T'C S, i.e. T es
cerrable

2—3
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Sea (0,y) € G(T), si () es tal que (x,,, T(2,)) — (0,%), entonces y = 0, y
por el Lema 1.1 se tiene 3

3—2 -

Si (x,,) es como se pide en 2., como (0,y) € G(T) el cual es gréfica de un
operador, el mismo lema implica que y =0 B

Definicién 1.5 Dado un operador cerrable T', definimos a la cerradura de T,
T, como el operador cuya grafica estd determinada por G(T') = G(T).

Por su definicién a partir de G(T'), D(T) esta definido como el conjunto de
x € H; para el cual existe (z,,) — x sucesion de D(T) tal que T'(x,) — y € Hs.
T(x) =y y T esta bien definida porque G(T) es gréifica de un operador. Este
operador claramente es cerrado y cumple que T C T, y también es el minimo
operador cerrado que cumple esta contencién, pues cualquier subespacio cerrado
que contenga a G(T') debe contener a G(T')

Corolario 1.6 Todo operador continuo es cerrable
Demostracion.

Si (x,) — 0 es una sucesion de elementos en D(T'), entonces T'(x,,) — T(0) = 0,
y T es cerrable por la Proposiciéon 1.5 B

De hecho, la Proposicién 1.5 descubre a la cerrabilidad como una debilitacion
de la continuidad en el siguiente sentido: sea (z,,) una sucesion de elementos en
D(T) tal que (zy,) — O, . Si el operador es continuo, implica que T'(z,,) — O,
es decir, la continuidad en el Of,, que en operadores lineales es equivalente a
ser continua en todo el dominio. Sin embargo, si T es cerrable, no podemos
deducir que T(x,) — 0g,, necesitamos pedir ademéas que la sucesion T'(z,,) sea
convergente para que la sucesién converja a Og,. Ser cerrable es pedir que si
T(x,) converge, lo haga a Ofz,, como lo hacen los operadores continuos.

Veamos dos ejemplos de operadores no cerrables, uno muy sencillo, y otro
que recordaremos méas adelante. En los dos ejemplos, se ve que (0,e) € G(T)
con e # 0, es decir, G(T) no es la grafica de un operador lineal. Recordemos que
un funcional de H es un operador f : H — K definido en todo H, donde K es
el campo del espacio de Hilbert

Ejemplo 1.1

1. Sea Hj un espacio de Hilbert de dimensio6n infinita. Sea (2, )nen un conjun-
to ortonormal. Considera a D =< {x,, | n € N} > el subespacio generado
por el conjunto ortonormal. Construimos un operador no cerrable para D.
Consideremos la sucesion (2 ),cn y sea e € D, e # Oy, . Entonces defini-

mos al operador T : D — D a partir de la base, como T'(x,) = ne. Ahora

como || == = %, se tiene que Z= — 0. También T'(%2) = —T(z") =t =e,

por lo tanto T'(%=) — e # 0. Entonces por la Proposicién 1.5 se tiene que
T no es cerrable.

2. Sea H; un espacio de Hilbert de dimensio6n infinita (por ejemplo, L?([0, 1]))
y sea D C H; un subespacio de dimensién infinita. Toma a f: D — C
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un funcional lineal de D no acotado ? y sea e € H; \ Op,. Definimos a
T : H — Hy con D(T) = D como T(z) = f(x)e. Veamos que esta T
no es cerrable: Como f no es acotada, existe una sucesion (z,) en D tal
que (z,) = 0y (f(x,)) no converge a 0. Esto quiere decir que existe una
k > 0 tal que hay una subsucesion (y,,) de (z,) que cumple |f(yn)| > k
para toda n Tomando a 2z, = f(yn) '¥n, como |f(y,)~*| < k! tenemos
que z, = 0,y T(2,) = f(yn) " f(yn)e = e # 0. Por lo que la Proposicién
1.5 implica que T no es cerrable.

1.2.2. Operadores adjuntos

Consideremos el caso de dimension finita, es decir, si T : V. — W, con
dim(V) = n, dim(W) = my D(T) = V, donde V y W son espacios con
producto interno. Es un teorema elemental de algebra lineal que para todo
funcional lineal f : V — K donde K es el campo del espacio V, existe un
yr € V tal que f(z) = (x,yys) para todo z € V. Usando este hecho, se prueba
también que para toda transformacion lineal T : (V, (,)v) — (W, (,)), existe
una transformacion lineal T : (W, (,)) — (V,(,)) (con D(T*) = W) tal que
(, T*(y))v = (T(z),y)w, a esta transformacion se le llama el adjunto de T
Para pruebas de estos sencillos hechos, junto con otras caracteristicas de la
transformacion descrita, ver [Fri03] paginas 357-360.

Para espacios de Hilbert, el primer teorema es cierto también, y se le co-
noce como el teorema de representacion de Riesz. Es decir, para un espacio de
Hilbert H, f es un funcional acotado de H si y solo si Jy € H tal que f(x) =
(x,y) para todo x € H, con ||y|| = ||f|| (Ver apéndice)

En los espacios de Hilbert, dada T : Hy — Hs, a partir del producto interno
de cada uno de los espacios de Hilbert, se define al operador adjunto 7™ :
H; — Hy, pero a diferencia del caso de dimensién finita, donde siempre se
puede definir a tal operador, aqui se debe de pedir que D(T') sea denso en
H,. La necesidad de esta condicion se vera cuando verifiquemos que 7™ es una
funcién, sin embargo, hay que aclarar algunos aspectos sobre esta condicion. Es
importante especificar el espacio en el que se esté trabajando, pues operadores
con el mismo dominio y regla de correspondencia, tendran operadores adjuntos
o no si se ven como T : D(T) — Hy 6 T : Hy — Hs. Es decir, todo operador
lineal tiene un operador adjunto T* : Hy — D(T). Si D(T) es cerrado, es un
espacio de Hilbert, entonces aunque no sea denso, T tiene operador adjunto pues
se puede ver como un operador T : D(T') — Ha, pero las valuaciones de T™* caen
en D(T), no en todo Hj.

Sea T : Hy — Hs un operador lineal tal que W = H;. Consideremos al
conjunto

D* ={y € Hy | 32, € H; tal que (z, zy)1 = (T'z,y)2 para todo z € D(T)}

2Por ejemplo, sea (en )nen Un conjunto ortonormal de D, que existe por ser D de dimension
infinita, y define f(en) = n. En el espacio de funciones L2([0,1]) es méas sencillo considerar,
por ejemplo, si a € R fijo, para todo g € D, f(g) = g(a)
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Y definimos a la relacion T* = {(y, zy) | y € D*} viéndola como un conjunto
de pares ordenados. Veamos primero que T* es una funcién, es decir, que si
(y,w) y (y,2) estdn en T*, entonces w = z. Se tiene que (z,w) = (Tz,y) =
(x, z) para todo « € D(T), por lo que {x,w—2z) = 0 para todo x € D(T'). Como
D(T) es denso, y la funcion (x,w — z) es continua (ver apéndice) se tiene que
w — z € Hi-, en particular ||w — z|| =0, i.e. w = z.

Por lo tanto, con un ligero abuso de notacion, T* : Hy — Hy con D(T*) = D*
y T*y = z, es una funcién. Si y,w € D(T™*), como (x,zy + Azw) = (T,2y) +
Mz, 2) = (Tx,y) + MTx,w) = (Tx,y + Mw), se tiene que y + A\w € D(T*) y
T*(y + Aw) = zy + Azy. Es decir, T es un operador lineal.

Definicién 1.7 Llamamos a T* el operador adjunto de T'.

Por definicién, estos operadores cumplen la igualdad (z,T*y) = (Tx,y) para
todo z € D(T), y € D(T*). En el caso en el que Hy = H,, puede ser que
T también cumpla esta igualdad, es decir, para todo z,y € D(T), (z,Ty) =
(T'z,y). En este caso, por definicion de D(T™*), se tendria que y € D(T*) y
T*y =Ty, es decir, T C T*.

Definicion 1.8 Decimos que T es simétrico si T C T™*. Si T = T*, entonces
decimos que T es autoadjunto

La igualdad T' = T significa que D(T) es el conjunto de todos los elementos
y € H para los cuales existe un elemento z, € H; tal que (z, z,) = (T'z,y) para
todo = € D(T).

Que T sea simétrico equivale a pedirle a T' que tenga dominio denso y que
cumpla

(Tz,y) = (z, Ty) para todo z,y € D(T) (1.2.1)

A un operador T se le llama Hermitiano si cumple (1.2.1), independien-
temente de si D(T') es denso o no. Aunque no trabajaremos con operadores
Hermitianos, lo mencionamos para hacer notar que, si T € B(H), entonces es
equivalente pedir que T sea Hermitiano, simétrico o autoadjunto.

Los operadores simétricos y autoadjuntos son actores centrales de este traba-
jo. Muchos operadores con los que trabajamos resultan ser simétricos, y como lo
hemos expresado en la introduccién, nos interesa obtener las extensiones auto-
adjuntas de estos operadores simétricos. Estudiaremos més a fondo ambos tipos
de operadores en el siguiente capitulo.

Regresando al operador adjunto T*, D(T™*) es en general un conjunto dificil
de determinar por su definicién. El Gnico elemento que podemos asegurar que
estd en D* es 0y, y en efecto hay algunos operadores T para los cuales D(T*) =
{0m,} (el lector interesado en un ejemplo puede revisarlo en [Wei80] pagina
69, ejemplo 3), aunque como veremos, los operadores cerrables con dominio
denso, que abarcan gran parte de los operadores de nuestro interés, cumplen
que D(T*) es denso en Hs. El teorema de representacion de Riesz puede ayudar
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a determinar los elementos de D(T™*), puesto que:

y € D(T*) < (Tx,y) = (z,u) para algin u € H, <= (1.2.2)

la funcién P : x — (T'z,y) es un funcional lineal continuo

Ejemplo 1.2 Con las mismos hipoétesis del Ejemplo 1.1 inciso 2, supongamos
que D(T') es denso en H;. Queremos determinar D(T™*), es decir, todos
los y € H; para los cuales el funcional P : z — (Tz,y) = f(z){e,y) es
continuo. Si (e, y) # 0, entonces P es un multiplo de f, que es no continuo,
por lo tanto P no es continuo. Si {e,y) = 0, P = 0, donde el 0 se entiende
como la funcién que manda todos los elementos al O, por lo tanto P es
continuo. Por lo tanto, D(T*) = et = {y € H; | (e,y) = 0}. Para todo
€ D(T), y € D(T*), (x,T"y) = (T, y) = f(x){e,y) = 0, y como D(T)
es denso, se tiene que (x,T*y) = 0 para todo « € Hy, y € D(T*), por lo
tanto se tiene que T*y = 0 para toda y € D(T™).

Veamos las propiedades esenciales del operado adjunto,

Proposiciéon 1.7 Sean Sy T operadores lineales de Hy a Hs tales que D(T'), D(S)
son densos en H;, entonces se cumple lo siguiente:

1. T* es un operador cerrado

2. R(T)L = N(T*)

3. Si D(T*) es denso en Hs, entonces T C T**, donde T* = (T*)*
4. TCS = S*CT*

5. (\T)* = \T*, A e C

6. Si D(T + S) es denso en Hy, entonces (T + 5)* D T* 4+ S*

7. Si S es continuo, con D(S) = Hy, entonces (T'+ S)* =T* + S*
Demostracion.

1.

Sea (y,) una sucesion en D(T™) tal que (y,) = y € Ha, y (T*y,) — 2. Nos
basta probar que y € D(T*) y T*y = z. Es decir, queremos la igualdad (T'z,y) =
(x,z) para todo = € D(T), pero por la continuidad del producto interior (ver
Apéndice), se tiene que si (yn) = v, (Tz,yn) — (Tz,y) v (&, T*yn) — (z,2).
pero estas dos sucesiones son la misma pues (Tz,y,) = (z,T*y,), entonces
deben de converger al mismo limite, es decir, (Tz,y) = (x, z)

2.

y€ R(T)r < (Tx,y) = (2,0) =0Vx € D(T) <= ye€ D(T*), T*y=0

3.

Sea x € D(T), entonces para todo y € D(T™*), (Tx,y) = (z,T"y) =
(T*y,x) = (y,Tx) = ze€ DT, Tz =Tz
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4.

Si y € D(S*), entonces para todo x € D(T), (Tz,y) = (Sz,y) = (x,S*y),
entonces y € D(T*) y T*y = S*y

5.

Para todo z € D(T), y € D(T*) , tenemos que (v, \T*y) = Az, T*y) =
MTz,y) = (\Tx,y), entonces y € D((\T)*) y (A\T)*y = AT*y. Con esto proba-
mos que (AT)* D XT*, perosiy € D((AT)*), entonces (\Tz,y) = (z, (\T)*y) =
(Tx,y) = (z, %y) = y € D(T™), asi que la demostracion anterior prueba
en efecto (\T)* = \T*

6.

Siy e D(T*)ND(S*) = D(T*+ S*), z € D(T + 5). entonces (z, (T +
S*)y) = (z, T*y+ S*y), y como D(T + S) es denso, usando la propiedad de que
el tinico vector ortogonal a todos es el cero, entonces (T*+.5*)y—T*y—S*y = 0,
que es lo que buscdbamos

7.

Por el inciso anterior basta probar que D((T'+5)*) C D(T* + S*). Notemos
que como S es acotada, el inciso 5 junto con la desigualdad de Cauchy nos
garantiza que D(S*) = Hy, con lo que tenemos D(T™* 4+ S*) = D(T™*). También
D(S+T)=D(T)y D(T*+S5*)=D(T*). Seay € D((T+5)*), x € D(T+5).
(Tz,y) = (T'+S)z,y) —(Sz,y) = (z,(T'+5)"y—S"y), por lo que y € D(T") =
D(T*+5*). 1

Por el inciso 1 tenemos que todo operador autoadjunto es cerrado. Si D(T™*)
es denso, el adjunto de T™* se puede definir, y cuando 7T** existe, es una extension
de T. De hecho, veremos en el proximo teorema que T = T**.

Con el propésito de obtener dicho teorema, que es un conjunto de propie-
dades utiles de las relaciones entre todos los conceptos que hemos visto hasta
ahora, utilizaremos el “método de la grafica” que consiste en tomar dos opera-
dores auxiliares U y V con dominio H; @ Hs y contradominio Hs & H; definidos
por

U(x,y) = (y’x)v V(xvy) = (—y,x)

Por cémo definimos el producto interno en Hy @& Hs, estas transformaciones
son unitarias, es decir, (U(x),U(y)) = (z,y) = (V(z),V(y)) (note que en este
caso, ¢ y y representan pares ordenados de Hy; @ Hz) y son biyectivas. Estos
hechos implican que para todo S < H; @ Ho, se tiene que

V(S)t =V(st)

pues si y = V(x)conz € Hi @ Hy, y € V(S)t = 0= (V(2),V(s)) =
(x,8) Vs € S <= x € S+ yyecV(Sh). Esto nos da flexibilidad para mover el
simbolo de perpendicular segtin nos convenga, y aplica para toda transformaciéon
unitaria, en particular también para —V ~!. También es directo notar que si
T:Hy — Hs,y S< H; @ Hs, pasa que

U(G(T)) =G(T™)
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Usaremos la proxima identidad, que prueba de paso una vez mas que los ope-
radores adjuntos son cerrados, usando el hecho de que todos los complementos
ortogonales de un conjunto son subespacios cerrados (Ver apéndice)

Lema 1.8 Para todo T : H; — Hs con D(T) = Hj, tenemos que G(T*) =
V(G(T))+

Sean (y,T*y) € G(T*) y (-Tz,z) € V(G(T)), entonces {(y, T*y), (-Tz,x)) =
(T*y,z) — (y, Tx) = (y,Tx) — (y,Tx) = 0. Por lo tanto tenemos que (y, T*y) €
V(G(T))*. Por otrolado, si (z,y) € V(G(T))*, entonces 0 = ((2,y), (-Tz,r)) =
(y,2) — (2, Tx) = (y,z) =(2,Tx) = z2€e DT*)yTz2=y. 1

Si el operador T cuenta con las condiciones necesarias para que la combi-
nacién de adjuntos e inversas tenga sentido, una demostracion analoga puede

probar que: G(T**) = —V=HG(T*))* y G((T™)*) = (=V - )(G(T)")
Teorema 1.9 Sea T : H; — H5 un operador con m =H;

1. T es cerrable si y solo si D(T™*) es denso en Hy

2. Si T es cerrable, entonces (T)* =T* y T = T**
3. T es cerrado si y sélo si T = T**
4

. Supongamos que N(T') = {0} y R(T) es denso en Hs, entonces T es
invertible y (T*)~! = (T—1)*

5. Si T es cerrable y N(T) = {0}, entonces T~! es cerrable si y sélo si
N(T) = {0}. Si esto pasa, se tiene que (T)~! = (T—1)

6. Si T es invertible, entonces T es cerrado si y solo si T~! es cerrado
Demostracion.

1.

Supongamos que T es cerrable. Sea x € D(T*)*, si probamos que z = 0,
tenemos entonces que D(T*)* = {0}, lo cual implica D(T*) = D(T*)*+ = H,,
que es lo que buscamos (la primera igualdad es una propiedad del ortogo-
nal de un subespacio ortogonal que se puede verificar en el apendice). Como
r € D(T*)*, (-2,0) € G(T*)*, (0,2) = Vi (~x ,0) € V™ HG(THt) =
VHV(G(T)H) = VHV(G(T)*)) = G(T)*+ = G(T), donde la segun-
da igualdad es por el Lema 1.8, y la tercera es porque V es unitaria. Como
G(T) es la grafica de un operador, y (0,z) € G(T), el Lema 1.1 implica que
z=0

Inversamente, si D(T*) es denso, sea (0, z) € G(T), como (0,z) € V-HG(T*)*),

entonces (—x,0) € G(T*)*, i.e. x € D(T*)*, y puesto que (z,-) es una funcién
E————
continua (Ver apéndice) z € D(T*) = Hs = {0}

2.
Usando el Lema 1.8, para probar que 7% = T* veamos que las graficas de T*
y T coinciden. G(T") = V(G(T))* = V(GT)* = V(GI)") = V(G(T)*) =

G(T*). De la misma forma veamos que G(T) = (T**)
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G(I™) = -V HG(T")*" = -V HV(G(T)H)*

= -V'WV(@GM)*) = -G(T) = G(T) = G(T)
3. -
Por el inciso 2, T" es cerrado <— T =T =T**
4.

Primero, verifiquemos que los operadores en cuestion existen. Como R(T') es
—
denso, la Proposicién 1.7 inciso 2, implica que {0} = R(T)" = R(T)* = N(T*),
por lo tanto T* es invertible. También R(T) = D(T~!) es denso, por lo que
T~! tiene operador adjunto (T~1)* : H; — H,. Veamos que G((T*)™!) =
G(T1)):

Q
5
]
I
S
[
E
I
S
=
2
-
X
I

U'V(G(T)"Y)

=V U(GT)r) =V HUGT)) =V H(GT ™)) = -V HG(T )
=G(T71)")

5. B

()O.a:) e G 1) = UG(T)) = UGTD)) = UG(T)), si y solo si (z,0) €

G(T),i.e. x € N(T), por lo que el Lema 1.1 y la Proposicion 1.5 y implican que
T~ es cerrable si y solo si N(T~!) = {0}.

En caso de que T~ sea cerrable, tenemos que G(T~1) = G(T~1) = UG(T) =
UG(T) = G((T)~1), de donde se obtiene el resultado.

6.

El resultado se sigue del hecho que U saca cerraduras, T = T si T es cerrado
y UG(T) =G(T™), GT)=UHG(T™)) m

Veamos ahora algunos corolarios del teorema anterior y de las proposiciones
vistas. L

Sea T : Hy — Hy un operador cerrable con D(T) = H;. Con los resultados
obtenidos, podemos ver a los espacios H; y Ho como suma directa de espacios
conocidos, y también nos da una igualdad tutil para los siguientes capitulos:

Dado un subespacio cerrado S < H de un espacio de Hilbert, entonces
H = S @ St (ver apéndice). Por el teorema anterior, inciso 2, tenemos que

T =T**, y aplicando la Proposicién 1.7 tanto a 7" como a T tenemos que

N(T*)=R(T)*  N(T)=R(T*)* (1.2.3)

Hy=N(I")oRT) H =NT)oRIT)

Corolario 1.10 Si T es un operador autoadjunto tal que N(T') = {0}, entonces
T~! es también autoadjunto

Demostracion.
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Por la Proposicién 1.7 inciso 2 tenemos que R(T)* = N(T) = {0}, entonces
R(T) es denso, asi que aplicando el inciso 4 del Teorema 1.9 tenemos que T~* =
(T~H* m

Veamos ahora el teorema de la grafica cerrada. Ya tenemos todas las herra-
mientas necesarias para su prueba, a excepcién del teorema de acotaciéon uni-
forme, que incluimos en el apéndice con una prueba bastante elemental, pero
demasiado larga para incluirla en esta seccion.

1.2.3. Teorema de la grafica cerrada

Teorema 1.11 (De la grafica cerrada) Sea T : H; — Hs un operador cerrado
con D(T') cerrado, entonces T es acotada.

Demostracion.

Podemos asumir que D(T) = D(T) = H;, pues como D(T) es un espacio
de Hilbert, T' se puede ver como un operador T : D(T) — Hs (sin alterar
sus caracteristicas), por lo que T tiene adjunto T* : Hy — D(T). Usando la
desigualdad de Cauchy, dado g € D(T*) con ||g|| < 1, para toda f € H;
tenemos que [(T*g, )| = |{g,Tf)| < ||Tf|. Para el conjunto de funcionales
L ={Ly | g€ D(T*),|lg|| <1} definidos por Lyf = (T*g, f), tenemos que
|Lg(f)| < | Tf]| para todo f € Hi, por lo que L es puntualmente acotado (es
decir, que para todo f € Hy, existe ¢ = ||[T'f|| tal que L,f < ||Tf|| para todo
L, € L). Usando el Teorema de Acotacion Uniforme (ver apéndice) tenemos que
existe C' > 0 tal que ||T*g|| = || Ly|| < C para todo g € D(T™) tal que ||g|| < 1.
La primera igualdad es una caracteristica de los funcionales definidos a partir
de productos interiores, se puede verificar en el apéndice. Esto implica que T
es acotado, con |T*|] < C. También es cerrado como lo senala la Proposicion
1.7 inciso 1. Por la Proposicion 1.4 tenemos que D(T™*) es cerrado. Dado que
T es cerrado, es también cerrable, por lo que Teorema 1.9 inciso 1 garantiza
que D(T*) es denso, por lo que D(T*) = D(T*) = Hj, en resumen, 7™ es
un transformacién acotada, cerrada con D(T*) = Hs , aplicando el mismo
proceso de esta demostraciéon a T en lugar de T', obtenemos que 7™* es una
transformacion acotada, cerrada con D(T*) = H;p, pero por el Teorema 1.9
inciso 2 tenemos que T =T = T**. B

El Teorema de la Gréfica Cerrada y la Proposicion 1.4 nos dan el siguiente
resultado

Corolario 1.12 Sea T : Hy — H operador lineal, entonces de las siguientes
tres condiciones, cualesquiera dos implica la tercera.

= T es cerrado
= D(T) es cerrado

= T es acotado
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Este teorema le da sentido a la definiciéon de operadores T : H; — Hs con
D(T) # H,, puesto que gran parte de los operadores en la practica son no
acotados y cerrados, por lo que su dominio debe de ser forzosamente no cerrado
(1) vy, por lo tanto diferente de Hy. Si D(T) = H; entonces D(T) es cerrado,
y por lo tanto T es acotado si y sélo si es cerrado, es decir, en el contexto
de operadores con D(T) = Hj, la definicion de cerrado es simplemente una
equivalencia a ser acotado.

Corolario 1.13 si T : H; — Hs es un operador cerrable tal que D(T) = H,
entonces 7" es acotado.

Demostracion.

D(T)=Hy,porloque T=T. 1
Esto implica que, en el contexto de D(T') = H, las propiedades de ser aco-
tado, cerrado o cerrable son todas equivalentes.

Corolario 1.14 Si T € B(H), entonces T* € B(H) con ||T| = ||T*|-
Demostracion.

Por el Corolario 1.12 T es cerrado. T es cerrado por la Proposiciéon 1.7 inciso
1, y también D(T*) = H por el Teorema 1.9, inciso 1. Si probamos que T™* es
acotada, entonces por el Corolario 1.12 tenemos que D(T*) = H y, por lo tanto,
T* € B(H). Seay € D(T*), ||y|| = 1. Tenemos que

IT*yl* = Ty, T*y) = (y, T(T"y)) < 7T )| < 17Ty

Por lo tanto |T*y|| < ||T|| y entonces T* es acotado con ||[T*|| < ||T|, por
lo que T* € B(H) La misma demostracion sustituyendo a T' por T nos da la
desigualdad ||T**| < ||T*|| (T** existe porque T es cerrable), pero la Proposicion
1.9 inciso 3 nos dice que T' = T**, por lo que ||T*|| = ||T|| &

Bibliografia escencial del capitulo 1

[BNO0O] Capitulo 16.
[Wei80] Capitulos 4 y 5.



Capitulo 2

El espectro, operadores
autoadjuntos

En el caso de dimensién finita, cuando tratdbamos con un operador 7' : X —
X, con dim(X) = n,dado x € D(T),  # 0y A un escalar, deciamos que x es un
eigenvector respecto a A si Tx = Az, lo cual pasa si y s6losi (T'— X))z =0, siy
solo si (T'— \) no es inyectiva, si y so6lo si (T'— \) no tiene inverso. Al correspon-
diente A se le llama eigenvalor. También uno puede probar que T tiene a lo més
n eigenvalores. Con estas definiciones, uno puede categorizar a los elementos del
campo K (del espacio vectorial X) respecto a si son eigenvalores o no, es decir,
si (T — \)7! existe o no. Si E es el conjunto de los eigenvalores, esta simple
division del campo es K = E U E° donde |E| < n. Si tenemos la suerte de que
nuestro operador es normal, es decir, TT* = T*T (trivialmente condicién mas
débil que ser autoadjunto) el poderoso teorema espectral nos permite escribir
a nuestro operador T' como una combinacién lineal de proyecciones ortogona-
les, y a X como una suma directa de eigenespacios ortogonales entre si. Estas
descripciones nos permiten, comprender mejor el funcionamiento del operador
y manipularlo con mas facilidad. Discutimos mas a fondo sobre los teoremas
espectrales en el capitulo 4 del presente trabajo. En el caso de dimension finita,
los eigenvalores son los que determinan la descomposicion, y es un resultado
que, aunque poderoso, no requiere de muchas herramientas para probar. Suele
estar dentro de los resultados vistos en un primer curso de &lgebra lineal.

Sin embargo, si tenemos que X es de dimensién infinita, todo este anélisis se
vuelve mucho mas complejo, a tal grado que se considera una rama particular
de estudio dentro del anélisis funcional, llamada teoria espectral.

Hay muchos factores que sugieren que en el caso de dimensiéon infinita, la
complejidad de este andlisis serd mayor. Para empezar, hay operadores para los
que existen una cantidad infinita de eigenvalores, tantos como el cardinal de
los reales. Esto insinta que la descomposiciéon de un operador puede no ser tan
sencilla como lo es en el caso de dimension infinita, y en efecto es asi. Resultard
indispensable categorizar a los elementos del campo K en méas subconjuntos,

17
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no solamente respecto a si (T — A\)~! existe o no, sino también considerar como
R(T — \) = D(T — \)~! esté definido en X.

El anélisis nos genera teoremas de descomposicién espectrales pero con mu-
cha mas diversidad que en el caso finito dimensional: hay uno para operadores
acotados normales, para acotados autoadjuntos, para no-acotados normales, pa-
ra compactos. Hay por lo menos siete diferentes teoremas de descomposicion es-
pectral, a diferencia del caso finito dimensional, donde sélo existen dos (normal
y autoadjunto), que son bastante similares entre si.

En este capitulo introducimos los conceptos basicos de la teoria espectral,
y veremos la propiedades espectrales de los operadores cerrados en general, asi
como herramientas que nos servirdn para criterios de autoadjuntidad. También
veremos mas a fondo a los operadores simétricos y autoadjuntos, con sus corres-
pondientes propiedades espectrales.

Durante todo este capitulo, siempre que nos refiramos a un operador 7' en
un espacio de Hilbert H, mientras que no se especifique lo contrario, estamos
suponiendo que el espacio de Hilbert es complejo, éstos son los espacios de
Hilbert en los que el estudio del espectro es interesante.

2.1. Puntos de regularidad y nimeros de deficien-
cia

Definicién 2.1 Decimos que A es un punto regular de T si existe ¢y > 0 tal
que
(T — Nz|| > exllz|| para todo z € D(T) (2.1.1)

Denotamos al conjunto de puntos regulares como 7(T"), y lo llamamos el dominio
regular. Notemos que esta desigualdad es opuesta a la que se necesitaria para
ver que T — X es acotado.

Recordemos que la dimensiéon de S < H se define como la cardinalidad de
una base ortonormal de S

Definicién 2.2 Para todo A € n(T') llamamos a R(T — \)* el espacio de defi-
ciencia de T'en A y a su dimensién dy(T') = dimR(T — \)* el nimero de
deficiencia de T" en A.

Las definiciones anteriores juegan un papel muy importante en la teoria de
extensiones autoadjuntas que desarrollamos en el capitulo 3. Veamos algunas
propiedades de estos conceptos. En algunos libros, definen como indice de de-
ficiencia lo que nosotros definimos como numero de deficiencia, pero nosotros
reservaremos ese término para cuando consideremos operadores simétricos

Proposiciéon 2.1 Para T un operador lineal en H, A € C, se cumple lo siguiente

1. M e wn(T) siysolosi (T —\)~! existe y es acotado, y la igualdad (2.1.1)
se cumple con ¢y = [|[(T' — )~ Y| ~!
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2. Si A e m(T), A€ Ccon |XA— Xo| < cy,, donde ¢y, es un real que cumple
la desigualdad (2.1.1) para Ao, entonces A € «(T'). Es decir que 7(T') es
un conjunto abierto de C.

3. Si T es cerrable, entonces n(T') = 7(T), y para todo A € n(T), R(T —\) =
R(T' = X) y dx(T) = dx(T)

4. Si T es cerrado, y A € w(T), entonces R(T — \) es un subespacio cerrado
de H

Demostracion.

1.

Sea A € m(T), entonces por (2.1.1) tenemos que (T — \) es un operador
inyectivo, es decir, (T — \)~! existe. Ahora paray € D((T' —\)~!) = R(T — \),
tenemos que y = (T — \)z, entonces ||(T — \)"y|| = |lz|| < ;' (T — Nz| =
¢y Hlyll, donde la desigualdad es gracias a (2.1.1). Por lo tanto (7' — A\)"les un
operador lineal acotado.

Ahora, si T — X tiene un inverso acotado, tomando de nuevo a y € D((T —

A)™Y = R(T — \), con y = (T — Nz, tenemos que ||z|| = [|[(T — ) 1y| <
1T =Nyl = T = N)"H(T — Nz|| por lo que se cumple (2.1.1) con
1T = )"ty A e n(T)

2.

Sean A, Ao y ¢, como en las hipétesis, x € D(T') entonces |[T — Az| =
(T = Ao)z + (Ao = )| = [(T' = Ao)x|| = [|(Ao = A)z[| = [ex, — (Ao = A]l[[| por
lo que A € (T

3.

Claramente 7(T) C 7(T) directo de (2.1.1). Ahora si A € n(T), € D(T),
entonces por la explicacion dada después de la Definicion 1.5, tenemos que existe
(x,,) sucesion de D(T) tal que (z,) — x, Tz, — Tz, como ||(T — N)a,| =
(T = XN)xn|| > cxllzn]l para todo n, tenemos que ||[(T — N)z|| > cy||=||, por lo
que A € 7(T).

Veamos ahora que R(T — \) = R(T — )\). Sea y € R(T — \), entonces existe
(yn) sucesion de R(T — M) tal que (T'— M)z, = yn, — y. Como A € m(T), tenemos
que ||z, —zm | < e (T =N (2 —2m)|| = |Yn—ym |, ¥ como (y,) es una sucesion
de Cauchy, (z,,) también lo es. Como 1z, esté en un espacio de Hilbert, tomamos
z el elemento al que (z,) converge. entonces Tx,, = y, + Az, — y + Az, por lo
que de nuevo el parrafo siguiente a la Definicion 1.5 garantiza que x € D(T) y
Tx = y+ Az, porloque y = (T—A)x € R(T—\), con lo que tenemos R(T —\) D
R(T —\). Siy € R(T — \), entonces y = (T — Az, tomando (z,,) sucesién en
D(T) tal que (z,) — x y Tx, — Tx tenemos que (T — Nz, — (T — Nz =y
por lo que y € R(T — \).

Como el complemento ortogonal de un conjunto S es igual al complemento
ortogonal de la cerradura S, tenemos que

RT-\) = R(T—)) — (RT-N)* = (R(T-\)* — d\(T) = d\(T)

4.

Es directo del inciso anterior l
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Corolario 2.2 Si T es un operador en H cerrable con D(T') denso, y A € n(T),

entonces H = R(T — \) & N(T* — \)
Demostracion.

Por (1.2.2) aplicado a T — A, y usando la Proposicion 2.1, inciso 3, tenemos que
H=NT*-AN@®R(T-\N=NT*-NoRT-)\1

Usaremos el siguiente lema para probar la Proposicién 2.4, un resultado cla-
sico que nos ayuda a entender mejor la naturaleza de los nimeros de deficiencia.
Este lema nos permite una prueba muy directa de tan util resultado

Lema 2.3 Si F' y G son subespacios de un espacio de Hilbert H, F' cerrado,
tales que dimF < dimG entonces existe un vector no nulo y € G N F*.

Demostraciéon.

Como F es cerrado, tenemos que H = F @ F+(ver apéndice). Sea ¢ : G — F
con D(¢) = G la proyeccion en F (Es decir, para todo g € G, ¢(g) = f, donde
g = fg+ f;- € F @ Ft). Tenemos que ¢ no es inyectiva, porque si lo fuera
dim G = dim¢(G) < dim F lo cual contradice nuestra hipotesis. Por lo tanto
Jy € G\ {0} tal que ¢(y) = 0, es decir, y = f, + f;- =0+ f;- € F*, por lo que
yeGNF'A

Proposicion 2.4 Sea T un operador cerrable en H. Entonces el nimero de defi-
ciencia de d(T) es constante en cada componente conexa por trayectorias
del conjunto abierto 7(7")

Nota: La Proposicién 2.4 se puede probar sin pedir que T sea cerrable, vea
[Wei80] pagina 230. Sin embargo, esa prueba es mas truculenta pues necesita
maés herramientas cuyo desarrollo desviaria el camino del presente trabajo, y en
nuestro caso, pedir que T sea cerrable es suficientemente general.

Demostraciéon.

Usando la Proposicién 2.1 inciso 3, Podemos suponer que T es cerrada pues los
nimeros de deficiencia de T y de T coinciden.

Supongamos que Ay € 7(T) y que A es tal que |A\g — A| < ¢,, la Proposicion
2.1 inciso 2 nos dice que A € 7(T), veamos que dx(T) = dy,(T)

Supongamos que dx(T) # dx,(T), si da(T) < dx,(T') por el Lema 2.3 existe
un vector no nulo y € R(T — \o)* tal que y € R(T — \)*+ = R(T - )\) =
R(T— ) donde la ultima desigualdad es por la Proposicion 2.1 inciso 4, entonces
y= (T — N)z. Como y € R(T — \o)* tenemos que

(T =Nz, (T =Xo)z) =0 (2.1.2)

Si hubiéramos supuesto que dy(T) > dy,(T) tendriamos que y € R(T—\)*+N
R(T — o) y por lo tanto (2.1.2) se cumpliria también.
Usando (2.1.2) tenemos que
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(T = Xo)z||* = ((T' = Xo)x — (T = Nz, (T = Ao)x) = (A = Ao)a, (T — Ao)a)
< (A= Qol[[z[[|T = Aoz

Por lo tanto || (T — Ao)z|| < |A—Aol||z]]- Como y # 0, z £ 0,y [Ao— A| <€)y,
entonces [\g — Al||z|| < e, ||z], por lo que

A= Nolllzll < ex |zl < [[(T = Ao)zl| < [A = Aol

Lo cual es una contradiccion, que viene de suponer dy(T") # dy,(T") (inde-
pendientemente de si dx(T") < dx,(T) 6 da(T) > dy,(T') pues de la desigualdad
solo utilizamos (2.1.2)) por lo que d)(T) = d,(T)

Finalizamos la demostracion utilizando un resultado elemental de topologia
que no engafla a la intuicion, se encuentra en [Will04] pagina 195. Tomemos
a A1, Ay € m(T') dentro de la misma componente conexa por trayectorias, que
llamaremos C'. Eso significa que existe una trayectoria p de A; a Ay dentro de la
componente. Considera al conjunto x = {B(u,c,) | p € C} donde B(u,c,) =
{k en(T) | |u— K| < cu}- Entonces x es una cubierta abierta de C. El teorema
de [Will04] nos dice que hay un subconjunto finito (porque p es compacto) de x
tal que es una cadena de A; a A\p. Como para todo ¢ en la cadena, sus elementos
tienen el mismo namero de deficiencia, entonces todos los elementos de la cadena
tienen el mismo numero de deficiencia, por lo tanto dy, (T') = dx,(7) R

2.2. Espectro y resolvente de operadores cerra-
dos

En esta seccién, asumimos que T es un operador cerrado en un espacio de
Hilbert complejo H

Definicién 2.3 Decimos que A € C estad en el conjunto resolvente p(7T') si el
operador T'— A tiene inverso continuo definido en todo H, es decir, T'— A
es biyectivo y (T — A)~! es continuo. A la funcién (T — \)~! se le llama el
resolvente de T  en A. El espectro de T se define como o(T') = C\ p(T).

Notemos que si (T — \)~! esta definida en todo H, entonces el Corolario 1.12

nos dice que (T'— \)~! es acotado si y solo si es cerrado, por el Teorema 1.9
tenemos que (T — \)~! es cerrado si y sélo si (T'— \) es cerrado, lo cual equivale
a pedir que T es cerrado (la prueba de este hecho es bastante directa usando la
Proposicién 1.2). Por lo tanto si T no es cerrado, y (T — \)~! esta definido en
todo H, entonces (T — \)~! no es acotado, por lo que en este caso, p(T) =0 y
o(T) =C.

En general, para operadores no necesariamente cerrados, se define al conjunto
resolvente de T' como el conjunto de todos los A € C para los cuales (T'— \)~1
existe, es continuo, y esté definido en un conjunto denso de H (no necesariamente
todo H). El Corolario 1.12 muestra que si T es cerrado, y A es tal que cumple
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esta definicion, entonces D((T'—\)~1) = D((T — \)~1) = H, por lo cual nuestra
Definicion 2.3 es consistente con la general, y ésta nos resulta mas practica para
nuestro estudio.

Proposicion 2.5 Para todo operador cerrado T', p(T) = {A € m(T) | dA(T) =
0}, y p(T) es un subconjunto abierto, por lo que o(T") es cerrado

Demostracion.

Si A\ € p(T), entonces la Proposicion 2.1 inciso 1 implica que A € 7(T'). También
R(T —\) = Hy R(T — \)* = {0}, por lo que d)(T) = 0. Si A € «(T) con
dx(T) = 0, entonces R(T — \)* = {0}, por lo que R(T —\) = R(T —\)*+ =H
por la Proposicion 2.1 inciso 4, es decir, por el Corolario 1.12, A € p(T'). Para
todo A € p(T), u € C tal que |\ — p] < ¢y, la demostracion de la Proposicion
2.4 nos dice que d,(T') = d\(T) = 0, entonces p € p(T') B

Gracias a las equivalencias del fuerte Corolario 1.12, veremos que en nuestra
definicion de conjunto resolvente, podemos omitir el requisito de que (7" — \)~!
es continuo

Proposicion 2.7 Sea T un operador cerrado, entonces p(T') es el conjunto de
nameros complejos A tales que (T — A) es una biyeccion de D(T) a H.

Demostracion.

Basta probar que para todo A tal que (T — \) es biyectivo, (T'—\)~! es continuo.
Como T es cerrado, (T'— \) también lo es. Por el Teorema 1.9, inciso 6, tenemos
que (T — \)~ltes cerrado, y por hipétesis D((T'— \)~1) = R(T — \) = H que es
un cerrado de H, por lo que el Corolario 1.12 implica que (7' — \)~! es continuo
|

La siguiente proposicién determina el espectro del operador adjunto a partir
del espectro del operador original, y viceversa. También nos muestra que el
espectro de un operador autoadjunto es un conjunto inmutable bajo conjugacién
compleja.

Proposicién 2.8 Sea 7' un operador cerrado con D(T') denso, A € C. entonces
A€ o(T) <= € o(T*). Ademas, (T — )" H)* = (T* — N1

Demostraciéon.

Probemos que A € o(T) <= X € o(T) viendo que \ € p(T) <= X € p(T)

Sea A € p(T), entonces por el Teorema 1.9 inciso 4 tenemos que (T — \)* =
T* — X es invertible, y ((T'— A)~1)* = (T* — X\)~! (la segunda afirmacion de
nuestra proposicién). Como A € p(T), (T—\)~! € B(H), y por el Corolario 1.14,
(T —X)~Y)* € B(H), entonces (T* — X\)~! € B(H), es decir, A € p(T*). Ahora
sustituyendo en la prueba anterior a 7' por T*, A por A y usando la igualdad
T = T** del Teorema 1.9 inciso 3 tenemos que A € p(T*) implica \ € p(T), i.e.
ANeo(T) <= Aeo(T)N

Vamos ahora a clasificar diferentes partes del espectro. Esta descomposicién
del espectro es crucial para el analisis funcional aplicado en general, por ejemplo,
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en mecénica cudntica el Hamiltoniano es un operador autoadjunto no acotado en
un espacio de Hilbert, y el espectro puntual del Hamiltoniano corresponde a los
niveles de energia de los estados del sistema. El espectro se suele dividir en tres
conjuntos: El espectro puntual o,(T'), el espectro continuo o.(T) y el espectro
residual o,.(T), aunque a veces las ultimas dos tienen definiciones ligeramente
diferentes dependiendo del autor.

El espectro es el complemento del resolvente, es decir, es el complemento del
conjunto de todos los A € C para los cuales T'— \ es biyectiva por la Proposicién
2.7. Entonces A € o(T) siy s6lo si T'— A no es inyectiva 6 T'— A no es suprayectiva,
el espectro puntual es el conjunto de escalares para el cual no es inyectivo. La
definicién del espectro puntual suele ser la misma en toda la literatura.

Definicién 2.5 El espectro puntual de T, denotado como o,(T), es el conjunto
de los A € C tales que T'— A no es un operador inyectivo, es decir, existe
x € D(T) tal que Tx = Az. A X se le llama un eigenvalor, y a todos los
que bajo T son igual a Az se les llama eigenvectores. La multiplicidad de
Aes dim(N(T — X))

Supongamos que A ¢ 0,(T), es decir, (T'— \)~! existe. Consideremos el primer
caso para o,(T): si R(T — \) es cerrado. Como T es cerrado, el Teorema 1.9
inciso 6 implica que (7' — A\)~! lo es también, y por el Corolario 1.12 tenemos
que R(T — )) es cerrado <= (T — \)~! es acotado. Entonces debemos de pedir
adicionalmente que R(T — \) # H para que o,.(T) N p(T) =0

Definicion 2.6

1. El espectro residual de T , denotado como o,.(T), es el conjunto de los
A € C tales que T'— X tiene un inverso acotado definido en un subespacio
cerrado propio de H

2. El espectro continuo de 7', denotado como o.(T), es el conjunto de los
A € C tales que T — A tiene un inverso y R(T — ) no es cerrado

Nota: Para la definicion de espectro residual, algunos libros quitan la condicién
de que el inverso de T'— X sea acotado. Pero en este contexto resulta util nuestra
definicién, porque como veremos, la Proposicion 2.17 nos dice que si T es un
operador autoadjunto, o,(7') = . También notemos que o.(T) = {\ € =n(T) |
dx(T) # 0} y que, por la Proposicion 2.4, o,.(T) es abierto.

Por el proceso que llevamos para definirlas, es claro que las tres partes del
espectro descritas arriba son ajenas por pares, y que el espectro es la unién de
estas tres partes.

Un resultado util de operadores acotados, es que dado T € B(H ), entonces el
espectro es no vacio y para todo A € o(T'), ||A|| < ||T||. La prueba de este hecho
se encuentra en [RS80] pagina 192, y no la presentamos aqui porque para nuestro
proposito, basta un resultado menos general para operadores autoadjuntos que
mostramos en el capitulo cuatro, aunque es bastante préctico tener presente el
resultado mencionado.
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2.3. Operadores simétricos y autoadjuntos

Nos interesa saber, dado un operador simétrico, si es autoadjunto 6 si tiene
extensiones autoadjuntas que nos sean tutiles. Veremos a continuacién algunos
criterios sencillos de autoadjuntidad.

En esta seccion suponemos que los operadores T' actiian sobre un espacio de
Hilbert complejo H

Como lo mencionamos en la Definicion 1.8, T' con D(T') denso en H es
simétrico si y s6lo si T C T*. Esto equivale a pedirle a T que tenga domino
denso y que cumpla

(Tzx,y) = (z,Ty) para todo z,y € D(T) (2.3.1)

El siguiente lema da una caracterizacion sencilla de los operadores simétricos

Lema 2.9 Sea T un operador en un espacio de Hilbert complejo H con D(T)
denso en H. Entonces T es simétrico si y solo si (Tx,z) es real para todo
x € D(T)

Demostracion.

Si T es simétrico, entonces por propiedades del producto interior tenemos que
(Tx,z) = (x,Tx) = (Tz,z), por lo tanto (T'z,z) es real para todo x € D(T).
Inversamente, si (T'z, z) es real para todo z € D(T), entonces dados z,y € D(T)
tenemos que

KTx,y) = (T(x+y),z+y) — (T(x—y)z—y) +i(T(x+iy),z +iy)
—i(T(x—iy),x—iy) = (x+y, T(x+y) —(@—y, T(z—y)) +i{z +iy, T(z+iy))
—i{x — iy, T(x — iy)) = 4z, Ty)

donde la primera y la dltima igualdad se obtienen simplemente desarrollando
las sumas y restas de los productos internos, y la segunda viene de la hipétesis
de que (T'z, z) es real B

Definicion 2.7 Para todo operador simétrico 7', decimos que:

1. T esta semiacotado inferiormente (resp. semiacotado superiormente) si
existe m € R tal que para todo z € D(T), (Tz,z) > m{z,x) = ml|xz|?
(resp. (Tx,z) < mlz]|?). A cada m que cumpla esto se le llama una cota
inferior (cota superior) de T.

2. T es positivo, lo que denotamos como T > 0, si (T'z,z) > 0 para todo
x € D(T).

Lema 2.10 Todo operador simétrico T es cerrable, y T es simétrico

Demostracion.
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Si T es un operador simétrico, entonces T' C T™*. Como T™ es cerrado (Proposi-
cion 1.7, inciso 1) tenemos que T es cerrable y que T C T*. Por el Teorema 1.9,
inciso 2, T = T*, asi que T es simétrico, y se tiene que T CT =T CT* R

Teorema 2.11 (Hellinger-Toeplitz) Si T es un operador simétrico en H con
D(T) = H, entonces T es continuo

Demostracion.

Por el Lema 2.10, T es cerrable, pero como D(T) = H, entonces T = T'. Por lo
que el Corolario 1.12 implica que T" es acotado B
Veamos algunas propiedades espectrales de los operadores simétricos

Proposiciéon 2.12 Si T es un operador simétrico en H, entonces
L C\RCa(T),y (T —AN)"! < HmA"! VA€ C\R

2. Si T es semiacotada inferiormente (resp. semiacotada superiormente) y m
es una cota inferior (resp. cota superior) de T', entonces (—oo,m) C 7 (T)
(tesp. (m, +00) C 7(T)

3. Si A € n(T), entonces R(T* —\) = H

Demostracién

Sea A =a+1i8y x € D(T), entonces

(T=N)z|* = (T—(a+iB))z, (T—(a+if)z) = (T-a)a—ifz, (T—a)r—ifz)
= (T = a)z||* + || B]|* — iB({z, (T — e)z) = (T — @)z, z))

Pero (x, (T —a)x) — (T — )z, z) = (x,Tx) — (Tz,z) —a({x,z) — {x,z)) =0,
entonces [|(T—N)z||* = (T —a)z|*+|8[?||z[|*, es decir, [(T—N)z|?> > [B]?||=],
por lo que si B # 0, A € 7(T). Por la Proposicién 2.1 (T — \)~! existe, entonces
para todo y € R(T = \), [(T =Nzl > |Blllz] = llyll > [BI(T — M)yl =
(T =N <1817

2.

Si A € (—oo,m), entonces m — A > 0, y (m — N)|z]|? < (T — Nz,z) <
1T = Nellllz], por 1o que (m — Mz < [(T — Al ¥ A € =(T). La prueba
para el caso en el que T' es semiacotado superiormente es anédloga.

3.

Sea y € H. Veamos que existe u tal que (T* — X\)u = y. Definimos a un
funcional lineal F,, en D(F,) = R(T — A) tal que F,((T — \)x) = (z,y). F, esta
bien definida porque como X\ € ©(T"), T'— X es inyectiva. También F), es acotada
porque si 1 > |[(T — A)z|| > exllz||, donde la ultima desigualdad es por (2.1.1),
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entonces |F, (T — N)z)| = [{z, v)| < |lz|[llyll < % Entonces podemos extender
FyaR(T —\).!

Nombrando también F), a la extension, el teorema de representacion de Riesz
implica que existe un v € H tal que Fy,((T — A)z) = ((T — A\)z,u) entonces
(T = Nz,u) = (z,y) para todo x € D(T — X), por lo que u € D((T' = N)*) y
(T-Nu=(T"~Nu=y R

La Proposicién anterior nos muestra lo simple que es el dominio regular
m(T) de un operador simétrico, y los ntumeros de deficiencia dentro de éste.
Recordemos que por la Proposicién 2.4 el nimero de deficiencia de los elementos
de cada componente conexa por trayectorias dentro de 7(T) es constante. Asi
que la Proposicién 2.12, inciso 1, nos garantiza que en el caso de que T es
simétrico, el nimero de deficiencia es constante para el semiplano superior S =
{zeC|lz=a+ibconb>0}yelinferior I = {2 € C|z=a+1ibcon b < 0}.
Mas atn, si existe algan A € RN« (T'), por ejemplo, si T es semiacotada superior
o inferiormente por el inciso 2 de la proposicién anterior, tendriamos que el
namero de deficiencia es constante en todo 7(7T')

Definicion 2.8 Para T un operador simétrico, se les llama indices de deficiencia
a los siguientes niimeros cardinales:

44 (T) = dy(T) = d
d\(T) = d

R(T — N con Im\ >0
R(T — A\ con Im\ <0

m
m

N

—

=
I

Por (1.2.3) tenemos que d (T) = dimN (T* — \) = dimN (T* +i) con Im\ > 0,

d_(T) = dimN(T*—\) = dimN(T*—1i) con ImA < 0. Algunas veces denotamos
a los indices de deficiencia como un par ordenado (a,b), a = d4(T) y b= d_(T)

Proposicion 2.13 SiT es un operador simétrico, y existe A € RNz (T') entonces
44 (T) = d_(T)

Demostracién
Consecuencia directa de la Proposicién 2.4 y la Proposicién 3.2 B
Lema 2.14 Si T es un operador simétrico, entonces se cumple

1. Todo eigenvalor de T es real

2. Eigenvectores de distintos eigenvalores son ortogonales entre si

Demostracién

1Esto se puede probar por tres caminos diferentes: como consecuencia al teorema de Hahn-
Banach, ver [BNOO| pagina 197, 6 por el teorema BLT que se encuentra en [RS80], al cual ya
hemos hecho referencia. Pero la mas atil para tener presente en el caso en el que tratan con
espacios de Hilbert, es la nota a pie que esta en [BNOO] pagina 496, pues ahi se demuestra que
toda transformaciéon acotada T': X — Y donde X es un espacio de Hilbert, y Y es un espacio
de Banach, con D(T') cualquier subespacio de X, se puede extender a todo X preservando su
norma
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Sea x un eigenvector de A, es decir, x € N(T—\), entonces (T'z, ) = \(x, x),
(Tz,x)

pero por el Lema 2.9 (T'z, x) es real, por lo tanto A = T2

2.

Sean x € N(T'— X)) yy € N(T — p) con p # A, entonces como p es real
tenemos que u{x,y) = (x, Ty) = (Tx,y) = A(x,y), lo cual implica que (z,y) =0
|

La siguiente es la nocién méas importante de nuestro trabajo.

Definicién 2.9 Decimos que un operador 1" es autoadjunto si 7' =T, Si T=
(TY* =T, decimos que T es esencialmente autoadjunto

Notemos algunas caracteristicas de los operadores autoadjuntos:
= Si T es autoadjunto, T es cerrado (porque T™* siempre lo es) y simétrico

= Un operador simétrico T es autoadjunto si y s6lo si D(T') = D(T*), y es

esencialmente autoadjunto si D(T') = D(T™*) (Puesto que (T)* = T*)

= Si T es un operador autoadjunto, y S es un operador simétrico tal que
T C S, entonces T'= S, pues si T C S, entonces por la Proposiciéon 1.7
SCS*CT*=Tentonces S =T

El siguiente resultado nos servira para desarrollar un criterio que determina si
el operador simétrico con el que estamos tratando es en efecto autoadjunto

Proposiciéon 2.15 Sea T un operador simétrico, entonces

D(T*) = D(T)+ N(I* —\) + N(IT* —X)  parareC\R
dim D(T*)/D(T) = d.(T) + d_(T)

Donde + es la suma directa de subespacios
Demostracion.

Basta con probar la contencién D(T*) C D(T)+ N(T* — )+ N(T* — ) puesto
que la otra es obvia, y dim D(T*)/D(T) = d,(T) + d_(T) es una consecuencia
directa de D(T*) = D(T)+N(T*—\)+N(T*—X). Abreviamos Ny = N(T*—)\)
y N5 = N(T* = ).

Sea x € D(T*). Por el Corolario 2.2 y la Proposicion 2.12 tenemos que

H=RT-)\o Ny (2.3.2)

Entonces para (I — Nz € H, tenemos que 3zo € D(T),2’ € Ny tales que

(T* =Nz = (T—\)xo+2'. Como X ¢ R, podemos considerar a z_ = (A—\)~'a’.

Entonces, por el Teorema 1.9 y el Lema 2.10 tenemos que T extiende a T, por
lo que la ecuacion anterior se puede ver como

(T = N)(x—z0)=2" = (T* - N(r—20—2_)=0
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Por lo que definiendo 1 =z —x9 —2_ € N, tenemos que x = g+ x4 +x_ €
D(T) ® Nx @ Ny.
Para ver que la suma es directa, supongamos que zg + z4 + x— = 0 donde

xg € D(T), x4 € Ny, z_ € Ny. Entonces tenemos que

(T* =N (zo+zy +2)=(T - Nxg+(A—Nz_ =0
= (T —Nzo=A—=XNz_ € R(T - NNx

Entonces por (2.3.2) tenemos que x_ = 0, entonces (T — \)zg = 0. Como T es
simétrico, y A no es real, el Lema 2.14 garantiza que xg = 0. Por lo tanto z, =0
y entonces la suma es directa. l

Para un operador simétrico 7', sabemos que es esencialmente autoadjunto si

y solo si D(T) = D(T*). Entonces usando la proposicién anterior, tenemos el
siguiente corolario:

Corolario 2.16 Sea T un operador simétrico. Entonces T' es esencialmente
autoadjunto si y solo si d(T") = d_(T) = 0. En particular si existe A €
7(T) N R (que incluye a los operadores semiacotados), tenemos que T es
esencialmente autoadjunto si y solo si para algin A € n(T), N(T* — \) =

{0} 6 R(T—\)=H.
Demostraciéon.

La primera afirmacion es directa de la Proposicion 2.15. El caso particular se
sigue de la Proposicién 2.13 B

El Corolario anterior implica que para un operador simétrico cerrado T', es
autoadjunto si y solo si d(T) =d_(T) =0

Para el caso autoadjunto, la siguiente proposicion simplifica la tarea de de-
terminar el espectro, mostrando que el dominio regular y el conjunto resolvente
coinciden

Teorema 2.17 Para un operador autoadjunto 7" en un espacio de Hilbert H,
A € C, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Aep(T)

2. xen(T)

3. RT—\)=H
Demostracion.

Como T = T*, el Corolario 2.2 nos da

R(T —\)* = N(T - ) (2.3.3)

Si A € C\R, entonces por la Proposicion 2.12 tenemos que A € =(T),

lo que implica que N(T — A\) = {0} = N(T — \), pero por (2.3.3) tenemos
que R(T — ) = H. Por la Proposicién 2.1, R(T — \) es cerrado, entonces
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R(T — \) = H, por lo que la Proposiciéon 2.7 implica que A € p(T'). Entonces,
cuando A € C\ R, las tres condiciones se satisfacen.

SileR:

1 = 2

Trivial, pues p(T) C #(T)

2 = 3

Por (2.3.3) tenemos que R(T —\)* = N(T'—\) =0, por lo que R(T — \) =
H, pero R(T — \) es cerrado por la Proposicion 2.1

3 =1

Por (2.3.3), N(T — \) = {0}, entonces A € p(T) por la Proposicion 2.7 B

Con el Teorema anterior, y uniendo lo que sabemos de 7(7T") por la Propo-
sicion 2.12 tenemos que para todo operador autoadjunto, C\ R C p(T'), o bien,
o(T) C R. Veremos que el inverso también es cierto, para lo cual necesitamos
la siguiente proposicién

Proposicién 2.18 Sea T' un operador simétrico, A € C\ R. Entonces T' es
autoadjunto si y solo si R(T—A\)=R(T -\ =H

Demostracion.

Supongamos que R(T — ) = R(T — ) = H. Como T es simétrico, tenemos que
T C T*. Para probar T = T* basta ver que D(T*) C D(T). Sea x € D(T*),
entonces existe y € D(T) tal que (T — Ny = (T* — Nz, y como T C T*
entonces y € D(T*) y Ty = T*y, por lo que (T* — N)(y —x) = (T* — Ny —
(T* — XNz = (T — Ny — (T — Ny = 0, usando la Proposiciéon 1.7, inciso 2,
y—x € N(T* = \) = R(T — \)* = {0}, por lo tanto = =y € D(T)

Ahora, si T es autoadjunto y A € C\R C p(T), por la Proposicion 2.17
D(T-AN"Y)=RT-)\=HHN

Se puede probar que dadas las hipdtesis de la proposicion anterior, si R(T —
A+) = R(T—X_) = H paraalgtn par Ay, A\_ € C\ Rcon ImAy > 0,ImA_ <0,
entonces para todo pq,pu— con Impy > 0,Imu_ < 0 se tiene que R(T —
) = R(T — p—) = H, asi que la eleccion de A en la proposiciéon anterior
es indiferente. Nosotros no lo mostramos en el presente trabajo, pero el lector
interesado puede referirse a [Wei80] pagina 121. También, en la demostracion
se ve que es suficiente pedir que R(T — \) = R(T — \) = H para ver que T es
autoadjunto.

La proposicién anterior, nos da el siguiente ttil corolario

Corolario 2.19 Sea T un operador simétrico cerrado. Entonces T' es autoad-
junto si y solo si o(T) C R

Demostracion.

T es autoadjunto si y sélo si para todo A € C\ R se tiene que R(T — \) = H

(Proposicién 2.18) y (T'— M) ™! existe (Proposicion 2.12 y Proposicién 2.17), es
decir, por la Proposicion 2.7 C\R C p(T), 6 c(T) CR N

Proposicion 2.20 Si T es un operador autoadjunto, entonces A € o,(T) si y
solosi R(T — \) # H
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Demostracion.

Sea A ¢ 0,(T). Por el Corolario 1.19 tenemos que 0,(T) C o(T') C R, entonces
X ¢ 0,(T). Por lo que R(T — A\t = N(T* —\) = N(T — X) = {0}, es decir
R(T — X\) = H. Inversamente, si A es tal que R(T — A) = H. Por el Corolario
2.19 tenemos que para todo p € C\ R, R(T — n) = H, por lo que también se
tiene R(T — \) = H, entonces N(T — \) = N(T* — \) = R(T — A\)* = {0}, por
loque A ¢ 0,(T) R

Como nota respecto a los resultados obtenidos a partir del Corolario 2.16,
es oportuno recalcar que se pueden hacer algunas ligeras modificaciones a los
enunciados:

= En el Corolario 2.16, se puede debilitar la condicién de T ser simétrico a
ser Hermitiano

» En la Proposicion 2.18, también se puede debilitar de T" simétrico a Her-
mitiano, permitir que \ sea un real, y que R(T — \) sea solamente denso
en H

Pueden revisarse estos resultados en [SK12], Proposicion 3.9 y 3.11. Con esto
se pueden obtener enunciados equivalentes al Corolario 2.16 y Corolario 2.19
para operadores Hermitianos cerrados, sustituyendo la condicién de que 7T sea
simétrico a que T sea Hermitiano y cerrado. Véase [SK12] pagina 44.

Recapitulando, dado un operador simétrico 7', sucede que C\ R C #(T),
y puesto que los numeros de deficiencia son constantes en cada componente
conexa por trayectorias, entonces debe haber un nimero de deficiencia que co-
rresponde al semiplano superior y otro al inferior del plano complejo, los cuales
definimos como los indices de deficiencia d4 (T) y d—(T'). Un operador simétrico
es esencialmente autoadjunto si dy(T) = d_(T) = 0, entonces si se tiene un
operador simétrico cerrado, los indices de deficiencia determinan si es autoad-
junto o no. También, otra forma de identificar un operador autoadjunto es fijarse
en su espectro, pues si T es cerrado, o(T) C R si y solo si T es autoadjunta.
Un operador autoadjunto cumple que w(T) = p(T), por lo que o(T) C R, y
dy(T) = d_(T) = 0, donde las ultimas dos son condiciones necesarias y sufi-
cientes para la autoadjuntidad si T' es cerrado.

Con esto hemos visto algunos criterios para determinar si un operador es
autoadjunto, y las caracteristicas fundamentales de estos operadores. Muchas
veces si el operador que tenemos no resulta ser autoadjunto, nos interesa saber
si podemos obtener una extension que si lo sea. En el siguiente capitulo, veremos
cuidndo y cémo podemos extender un operador simétrico a uno autoadjunto.

Bibliografia escencial del capitulo 2

[SK12] Capitulos 2 y 3.
[Wei80] Capitulos 5 y 8.
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Extensiones autoadjuntas
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Capitulo 3

Teorias de extension

3.1. Teoria de extensiéon de Von Neumann

En este capitulo analizaremos las extensiones simétricas cerradas de operado-
res simétricos, para lo cual nos basaremos en la transformaciéon de Cayley, como
lo hizo originalmente el matematico John Von Neumann. Con los resultados del
presente capitulo, seremos capaces de determinar cuéles son los operadores que
tienen extensiones autoadjuntas y las daremos explicitamente.

Al igual que en el capitulo anterior, suponemos que todos los operadores
estan sobre un espacio de Hilbert complejo

3.1.1. Operador de Cayley

En el campo de los nimeros complejos, la transformacion de Mobius de-
finida como z — (z —4)(z + 4)~! manda a la recta real al circulo unitario
T = {z € C | |z|] = 1}, y al semiplano superior (respectivamente inferior) al
interior de T (respectivamente exterior). El operador de Cayley es una trans-
formacién analoga a este operador en su regla de correspondencia, y relaciona
biyectivamente a los operadores simétricos con los operadores isométricos V'
tales que R(I — V) es denso.

Definicién 3.1 Decimos que un operador T es isométrico (o es una isometria)
si |Tz|| = ||z|| para todo z € D(T). Si ademés pedimos que D(T) =
R(T) = H, entonces decimos que 7' es unitario

De la definicién es directo que cada operador isométrico T es inyectivo, pues si
Te =Ty, 0= |Tz —Ty|| = |[T(x —y)| = |z —yll, y T~' es una isometria.
También T es acotado con norma 1, por lo que el Corolario 1.12 nos dice que T'
es cerrado si y solo si D(T) es cerrado.

A la igualdad

Az,y) = o+ yl* = llz — yl* + illz + iyl* - illa - iy|?

33
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Se le conoce como la identidad de polarizacion, y aplica para todo espacio
de Hilbert complejo. Para probarla basta con desarrollar el lado derecho de
la igualdad. De ésta, tenemos que un operador 7' es isométrico si y sélo si
(Tz, Ty) = (x,y) para todo x,y € D(T)

Para V un operador isométrico, A € C y x € D(V), tenemos que

IV =Nzl = [Vl = [Allzll] = [T = [Al]]l«]

Entonces por la definicion de 7(T), C\ T C «(T). Asi que por la Proposicion
2.4, los numeros de deficiencia son constantes en el interior de T y en el exterior
de T.

Definicion 3.2 Para todo operador isométrico V', a los nimeros cardinales
di(V) =d\(V) =dim R(V — A\)* con ||A]| < 1
de(V) =d\(V) = dim R(V — A\)* con ||\ > 1
se les llama los indices de deficiencia de V.

Los indices de deficiencia de un operador isométrico tienen una expresion sencilla
dada por el siguiente lema

Lema 3.1 d;(V) = dimR(V)* y d.(V) = dim D(V)*, por lo que d;(V) =
de(V7) y de(V) = di(VTT)

Demostraciéon.

La primera igualdad es trivial pues d;(V) = do(V) = dim R(V)+

Ahorasea A € C, ||| < 1, A # 0y z € D(V). Entonces como (V~!=\)Vz =
(I —AV)x = (V= X"1)(=)\x), se tiene que R(V~L — ) = R(V — A7 1), por lo
que

de(V)=dimR(V =AYt =dim RV - Nt =¢;(V7!) =dim R(V~ 1t
=dim D(V)*®

Lema 3.2 Si V es un operador isométrico tal que R(I — V) es denso en H,
entonces N(I — V) = {0}

Demostracion.

Sea z € N(I —-V), v € D(V), entonces (I — V)v,z) = (v,z) — (Vu,z) =
(v,z) — (Vo,Vz) = (v,2) — (v,2) = 0. Como R(I — V) es denso, se tiene que
r=0M

Ahora, dado un operador simétrico 7', por la Proposicion 2.12 sabemos que
—i € n(T), por lo que (T + i)' existe.

Definicion 3.3 Dado un operador simétrico T', decimos que el operador Vp =
(T —i)(T + i)~ es la transformacién de Cayley de T
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Entonces Vr esta definida en R(T + i) por Vp(T + i)z = (T — i)z, por lo cual
es claro que D(Vr) = R(T + i), y R(Vr) = R(T — i). Veamos las propiedades
que nos seran tutiles de Vi

Proposicion 3.3 Sea T un operador simétrico, Vp su transformacion de Cay-
ley, entonces

1. Vr es un operador isométrico, con R(I — Vp) = D(T)
2. T=i(l+Vy)(I—Vp)!
3. T es cerrado si y solo si Vr es cerrado
4. Si S es un operador simétrico en H, entonces T C S <— Vpr C Vg
5. di(Vr) = dy(T) y de(Vr) = d—(T)
Demostracion.

1.
Seay € D(Vr) = R(T + 1), y = (T + i)z, Como se tiene que

(T + D)al|* = (T £ i)z, (T £ i)a) = | Ta|® + |2 + i(w, Ta) F i(Tw, 2)
= |Tz|* + [l

Doénde en la dltima igualdad usamos el hecho de que T sea simétrico, entonces
(T +d)z| = [(T'— 9)z||, de donde [|Vry|| = (T —i)z| = (T + d)z|| = ||ly]|-

También, (I — Vp)y = (T + i)z — (T — i)z = 2iz, de donde se tiene que
R(I — V)= D(T).

2.

Usando la misma notacién que en la prueba anterior, tenemos que (I—Vr)y =
2ix. Tambien usando el Lema 3.2 tenemos que (I — Vr)~! existe. Por lo tanto,
(I — Vr)~'a = =%, Entonces para todo z € D(T), se tiene que

1 1 —1
Tz = 5((T+i)x+(T—i)x) = §(I+VT)y = i(H—VT)% =i([+Vr)I-Vr) 'z
Es decir, T C i(I + Vr)(I — V)™t Pero para todo x € D(i(I + Vp)(I — V)™,
x € D((I-Vy)~Y)y = R(I-Vr) = D(T), por lo tanto, T = i(I + Vy)(I — V)~ !

3.

Si T es cerrado, entonces por la Proposicion 2.1, inciso 4, R(T + i) = D(Vr)
es cerrado, por lo que usando el Corolario 1.12 tenemos que Vi es cerrado.
Inversamente, si Vr es cerrado, entonces R(Vy) = R(T — i) es cerrado (Porque
0 € w(Vr)), por lo que usando la Proposicion 2.1, inciso 3, R( i)=R(T—1i)=
R(T — i), Pero (T — i) y (T — ) son inyectivas y (T — i) C (T — i), por lo que

forzosamente (T'—i) = (T —14),y T =T.
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4.
TCS < (T'—i)C(S—1i) < Vr C Vg donde la tltima implicacion
es debido a que V(T + i)z = (T —i)a y D(Vr) = R(T + 1)

5.
di(Vp) = dim R(Vy)* = dim R(T — i)t = d(T)

de(Vr) = dim D(Vp)t = dim R(T +i)* =d_(T) &
Ahora, veremos que entre operadores simétricos y operadores isométricos con
R(I — V) denso la transformacion de Cayley es una biyeccion.

Sea V un operador isométrico tal que R(I — V') es denso. Entonces por el
Lema 3.2, I — V es invertible. Consideremos al operador Ty = i(I + V)(I —
V)=, D(Tyv) = R(I — V), es decir, para todo y € D(V), tenemos que Ty (I —
Viy=iI+V)y
Proposiciéon 3.4 Ty es un operador simétrico cuya transformacién de Cayley

esV

Demostracion.

D(Ty) = R(I — V) es un conjunto denso. Sea x € D(Ty), x = (I — V)y con
y € D(V), entonces

(Tva,z) = (Tv( = V)y,(I = V)y) = (i1 +V)y,(I = V)y)
= ifllyl* = IVyl* +{(Vy.y) — (v, V)] = i(i2Im((Vy,y)) = —2Im(Vy,y) € R
Por lo que el Lema 2.9 implica que Ty es simétrico.

Puesto que Ty (I — V)y = i(I + V)y, tenemos que (Ty + i)z = i(I + V)y +
i(I —V)y = 2iy por lo que R(Ty + i) = D(V). Sustituyendo a x en lo anterior,
se tiene que

Ty +i) (I —V)y=i(I+V)y+iy—iVy = 2iy
Ademas, tenemos que
Ty —) I - V)y=iI+V)y —iy +iVy =2iVy

Por lo que para toda y € D(V),

Vy = %Z_(QiVy) = %(Tv — ) =V)y=(Tv —i)(Tv +i)"'y

Donde (Ty + 1)~ ! existe puesto que Ty es simétrica y —i € (7T} ). Por lo tanto
tenemos que V C (Ty —i)(Ty + i)~ . Pero dado que D((Ty —i)(Ty +1i)~!) C
D(Ty +i)~' = R(Ty +i) = D(V), entonces en efecto V = (T —i)(Ty +14)71,
es decir, V es la transformacion de Cayley de Ty B

Juntando los resultados anteriores, obtenemos el teorema mas importante
de esta seccion.
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Teorema 3.5 La transformacion de Cayley es una biyeccion entre el conjunto
de todos los operadores simétricos definidos en H y los operadores isomé-
tricos V en H para los cuales R(I — V') es denso en H. Su inversa es la
transformacion V. — i(I + V)(I — V)71

Demostracion.

La transformacion de Cayley es inyectiva por la Proposicion 3.3 inciso 2, y es
suprayectiva por la Proposiciéon 3.4 B

Recordemos que un operador T es unitario si y solo si es isométricoy D(T') =
R(T)=H

Corolario 3.6 Un operador simétrico T' es autoadjunto si y sélo si V es uni-
tario

Demostracion.

Por la Proposicion 2.18, T es autoadjunto si y solo si R(T' —i) = R(T' +14) = H,
y como D(Vp) = R(T +14) y R(Vp) = R(T — i), entonces lo anterior se cumple
si y sélo si Vr es unitario W

Corolario 3.7 Un operador unitario V es la transformacién de Cayley de un
operador autoadjunto si y solo si N(I — V) = {0}

Demostracion.

Por el Teorema 3.5 y el Corolario 3.6, V es la transformacion de Cayley de un
operador autoadjunto si y solo si R(I —V) es denso. Usando el Lema 3.2, y dado
que V es unitaria, tenemos que R(I — V') es denso si y solo si N(I — V) = {0}
[ |

Corolario 3.8 Sea T un operador simétrico. Si alguno de los indices de defi-
ciencia d(T) 6 d_(T) es finito, entonces todo operador simétrico S en H

tal que S O T es cerrado
Demostracion.

Asumimos sin pérdida de generalidad que d_(T) < oo, pues el otro caso es
analogo. Por la Proposicién 3.3, inciso 4, como T C S, V&= C Vs. Como Vi
es continua por definicion, y cerrada por la Proposicion 3.3, entonces D(Vi) =
R(T+i) es cerrado, por lo que usando (1.2.3) tenemos que H = D(Vi)® N (T* —
i), por lo que existe un subespacio M < N(T™* —1) tal que D(Vs) = D(VF) @ M,
(completamos la base ortonormal de D(Vs) a una base ortonormal de D(Vz),
ver el apéndice). Como d_(T') = dim N(T™ — i) < oo, M es finito dimensional.
Por lo tanto, D(Vg) es cerrado, al igual que S por la Proposicién 3.3, inciso 3.
|
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3.1.2. El teorema de Von Neumann

Cuando decimos que S es una extension simétrica (o autoadjunta) de T,
queremos decir que S es un operador simétrico (o autoadjunto) y que T'C S.

Lema 3.9 Sea S un operador autoadjunto, 7' un operador simétrico. Entonces
S es una extension autoadjunta de T si y solo si S es una restriccion de
T*

Demostracion.
TCS = S=S*"CT*, ySCT* = S=S*D2T*=TDO>TH

Proposiciéon 3.10 Sea T un operador simétrico. Entonces existe una relaciéon
biyectiva entre las extensiones simétricas de T' y las extensiones isométricas
de VT

Demostracion.

Si S es una extension simétrica de T', entonces por la Proposicién 3.3 tenemos
que Vp C Vg. Inversamente, si Vp C V entonces R(I — Vp) C R(I — V) por
lo que R(I — V) es denso, entonces V es la transformacion de Cayley de algin
operador simétrico S, y de nuevo por la Proposiciéon 3.3 debemos tener T' C S
|

La razén por la cual hemos hecho todo este desarrollo respecto a la transfor-
macion de Cayley es por que nos da la alternativa de encontrar las extensiones
simétricas de T' via las extensiones isométricas de Vp. Esto nos permitiré desa-
rrollar, a lo largo de esta seccion, los teoremas para determinar si hay o no
extensiones simétricas o autoadjuntas de un operador dado, y cudles son. El
préximo teorema nos da explicitamente todas las extensiones simétricas cerra-
das de un operador simétrico.

Teorema 3.11 Sea T un operador simétrico. Supongamos que M, < R(T +
i)t = N(T*—i) y M_ < R(T —i)* = N(T* +1) son subespacios cerrados
de H tales que dim M, = dim M_ y que U es una isometria de M a M_.
Definimos a Ty como Ty = T* |p(z,) con D(Ty) = D(T) + (I — U)M,
es decir,

Ty(rx+ (I —-U)y) =Tz +iy+ iUy paraxz € D(T), y € M,

para x € D(T) y y € M. Entonces Ty es un operador simétrico cerrado
tal que T' C Ty, y toda extension cerrada simétrica de T en H es de esta
forma. También, dy(T) = dy(Ty) + dimM.

Demostraciéon.

Podemos suponer que T es cerrado, dado que Ty T comparten las mismas exten-
siones cerradas simétricas, y (T')* = T*. Si Vr es la transformacion de Cayley de
T, por la Proposicion 3.10, buscamos a todas los operadores isométricos cerrados
V tales que Vi C V. Por el Corolario 1.12 pedir que V es cerrado es equivalente
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a pedir que D(V) sea cerrado. Entonces, dado que H = R(T +14)® R(T +1i)*por
la Proposicion 2.1, inciso 4, y recordando que D(Vr) = R(T + i), entonces bus-
camos precisamente a subespacios cerrados M, < R(T+i)*ty M_ < R(T—i)*,
y a una isometria U de My a M_ (lo cual implica que dim M = dim M_) para
poder definir a la extension de Vp como D(V) = D(Vp) @ M, con Vy = Vpy
paray € D(Vp), y Vy = Uy para y € M, siendo claro asi que todas la exten-
siones de Vp tienen esta forma. Entonces eligiendo arbitraria y aleatoriamente
a una de estas V, y aplicandole la transformacién inversa de Cayley obtenemos
Ty =i(I+V)(I —V)~! (La nombramos Ty porque cada V es determinada por
su correspondiente U) con

D(Ty) = (I-V)(D(Vp)&My) = (I-Vy)D(Vp)+(I-U)My = D(T)+(I-U)M,

Donde la segunda igualdad es porque Vi C V| la tercera es porque T = i(I +
Vr)(I — Vr)™1, y la suma es directa porque (I — V) es inyectivo por el Lema
3.2. Entonces por construcciéon de Ty y por la Proposiciéon 3.3, inciso 4, tenemos
que T' C Ty, con Ty simétrica, por lo que Ty C Ty, C T™, entonces

Ty(xz+(I-U)y)=T"(x+ I -U)y) =Tz +iy+iUy (3.1.1)

para x € D(T), y € M, tal cual como lo sefala el teorema. Como esto fue para
cualquier V' arbitraria, entonces tenemos que toda extensiéon de T debe ser de
la forma senalada.

Como D(V) = D(Vr) ® My, entonces D(Vr)t = D(V)+ @ M., también
por el Lema 3.1 y la Proposicion 3.3 inciso 5, tenemos que d_(Ty) = d.(V) =
dim D(V)* y dim D(Vy)t = d.(Vr) = d_(T) por lo que

d_(T) = dim D(Vy)* = dim(D(V)* @ My) = d_(Ty) + dim M,

Analogamente, como R(Vy) = R(T — i), se tiene R(V) = R(Vr) ® M_ enton-
ces R(Vp)t = R(V)* @ M_, y dado que d(T) = d;(Vr) = dim R(Vp)* y
dim R(V)* = d;(V) = dy(Tv) entonces

d(T) = dim R(Vy)* = dim(R(V)* @ M_) = d, (Ty) +dim M_ &

El siguiente teorema de Von Neumann es uno de los resultados mas impor-
tantes de este trabajo, porque responde completamente a una de las preguntas
que nos conciernen. Es una continuaciéon del teorema anterior, y usa la misma
notacién de éste tltimo

Teorema 3.12 Sea T un operador simétrico en H

1. Si di(T) = d_(T), entonces todas las extensiones autoadjuntas de T" se
describen por los operadores Ty definidos en el Teorema 3.11 cuando el
operador isométrico U es tal que D(U) = N(T* — i)y R(U) = N(T* + i)

2. T tiene extensiones autoadjuntas en H siy solo si dy(T) = d_(T)

Demostracion.
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Podemos suponer de nuevo que 7 es cerrado por la Proposicién 2.1 inciso 3,
y porque todas las extensiones autoadjuntas de T' son extensiones autoadjuntas
de T. Bajo la notacién de la demostracién del teorema, anterior, por el Corolario
3.6, Ty es autoadjunto si y s6lo si V' es unitario, pero V' es unitario si y sélo
si D(V) =R(V)=H=RT—i)®RT—i)* = RT +1i)® R(T +i)*,
como V es extension de Vr la cual es una isometria con D(Vy) = R(T + i) y
R(Vp) = R(T — 1), V es unitario si y solo si U es isometria con D(U) = My =
R(T +i)* y D(U) = M_ = R(T —i)*, de donde el enunciado se sigue. Notese
que toda extension autoadjunta forzosamente debe ser de la forma descrita en el
enunciado del Teorema 3.11 porque los operadores autoadjuntos son cerrados.

2.

Todo operador isométrico V' tal que D(V') y R(V') son cerrados debe cumplir,
por ser inyectivo, que dim D(V) = dim R(V') (pues una base de D(V) bajo V
va a una base en R(V)), entonces por la demostracion del inciso anterior, T
tiene extensiones autoadjuntas si y sélo si existe U isometria tal que D(U) =
dim R(T+14)t y R(U) = dim R(T —1)*, si y sélo si dim R(T +i)* = dim R(T —
i)t ie. d_(T)=d(T) 1

Corolario 3.13 Todo operador simétrico T en H tiene una extension autoad-
junta en un espacio probablemente mas grande que H

Demostracion.

Consideremos al operador S = T'@®(—T) en el espacio de Hilbert K = H®H (ver
la discusion inicial en la seccion 1.1). S* existe porque D(S) = D(T) ® D(-T)
es denso en K. Ahoral, D(S8*) = D(T*) & D((-T)*) y S* =T* & (-T)*, por
lo que se tiene N(S* £1i) = N(T* +£4) & N(T* F 1), es decir, d_(S5) = d4(5)
y entonces por el Teorema 3.12 S tiene una extension autoadjunta A en K. Si
vemos a T' como un operador actuando en H & {0} en lugar de H, entonces
tenemos que TC SC AN

Recopilando lo obtenido, para un operador simétrico T' tenemos tres posibi-
lidades:

» Si dy(T)=d_(T) = 0, entonces por el Corolario 2.16 T es autoadjunto,
y como existen tantas extensiones autoadjuntas como isometrias entre
R(T +1i)*t = {0} y R(T — i)+ = {0}, como es descrito en el Teorema 3.11
y 3.12, entonces T es la tinica extensién autoadjunta de T"en H

» Sidy(T)=d_(T) # 0, entonces hay infinitas isometrias de N(T* — i) a
N(T* + 1) por lo que hay infinitas extensiones autoadjuntas de T en H

IEs directo ver que para todo = € D(T*), (x,0),(0,z) € D(S*) por lo que D(S*) D
D(T*) @ D((-T)*) = Dy S* |p= T* & (—T)*. Basta ver que D = D(S*). Entonces
(z,y) € D(S*) = 3(z,y) € K tal que (z,T2) + (y,—T%) = ((z,1), (Tz,~T))x =
(=", y), (2,2"))k = (2’,2) + (¥, 2') para todo (z,2') € D(S), en particular, para todo
(2,0), (0,2) con z € D(T), en cuyo caso se obtiene que (z,Tz) = (z/,2) y (y,—Tz) = (v, 2),
ie. (z,y) € D(T*) ® D((-T)*)
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» Sidy(T) # d_(T), entonces no hay extensiones autoadjuntas de T' en H.

Con este resultado podemos no sélo determinar, sino construir usando el proce-
dimiento del Teorema 3.11 a las extensiones autoadjuntas de muchos operadores
que ya conocemos, por ejemplo los operadores semiacotados, o en general cual-
quier operador simétrico T tal que IA € «(T) N R, puesto que los indices de
deficiencia son constantes en componentes conexas (ver Proposicion 2.4 y 2.12
inciso 2).

3.2. Tripletes de frontera

En esta seccion desarrollamos la teoria de extensiones autoadjuntas a par-
tir de tripletes de frontera, que suele ser particularmente ttil para operadores
diferenciales.

3.2.1. Relaciones lineales

Las relaciones lineales son, a grandes rasgos, una generalizaciéon de los ope-
radores lineales. Recordemos del capitulo 1 que todo operador 7" de H; a
H, puede verse como un subespacio lineal de H; @& Hs, puesto que la grafi-
ca G(T) < Hy ® Hy describe por completo el comportamiento de T'. Es por eso
que en esta seccion muchas veces nos referiremos a G(T') como T, y viceversa.
Toda grafica de un operador T cumple la condicion del Lema 1.1. Si quitamos
esta tltima condicion, lo que obtenemos es una relacion lineal.

Definicion 3.4 Sean Hy, H> espacios de Hilbert, si S < H; @ Hy decimos que
S es una relacion lineal de H; a Hs.

Para una relacion lineal M, se definen a los siguientes conjuntos:

s D(S)={zx € H| (z,y) €S}

~—
m
nn

-

= M(S)={y e Hz2[(0,y

Donde D(S) es el dominio de S, R(S) es el rango de S, N(S5) es el nucleo de
S,y M(S) es la parte multivariada de S. Notemos que por el Lema 1.1, S es la
grafica de un operador si y solo si M(S) = {0}

Como hemos visto en el Ejemplo 1.1 y en la Proposicién 1.5, no todo ope-
rador T es cerrable, puesto que existen operadores para los que G(T') es una
relacion lineal pero no es la grafica de un operador, es decir, M (G(T)) # {0}.
La operacién cerradura no es cerrada en el espacio de operadores. También es
necesario pedir que T esté densamente definido para poder definir a T*, o més
bien, para que T* sea un operador. Para S una relacién lineal, definimos a la
cerradura S, al adjunto S* y a la inversa S~! de una relacién lineal como
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» S={(z,y) € S} (es decir, la cerradura en Hy @ Ha)
» 5" ={(y,x) € H2® Hy1 | (y,v)m, = (x,u)n, para todo (u,v) € S}
- Sil = {(yax) S HQ@Hl | (lL’,y) € Hl EBH?}

Es claro que estos tres conjuntos son relaciones lineales, entonces, las tres ope-
raciones se pueden aplicar a cualquier relacion lineal, y al aplicarlas el resultado
es también una relacién lineal, a diferencia del caso de operadores. También es
claro que si S es un operador cerrable, con adjunto 6 con inversa, la grafica
de su cerradura, adjunto 6 inversa corresponden a los subespacios propuestos.
Decimos que T es cerrada si T = T. Definimos para S, P relaciones lineales
de H; a Hs, R relacién lineal de Hy a Hs y a € K a las siguientes relaciones

lineales
= aS={(z,ay) | (z,y) € S}
» S+P={(z,y+2)]|(z,y) €S (z,2) € P}
= RS = {(xay) | (I,Z) €S, (Zvy) € R}

De la misma forma, se puede verificar que estos subespacios corresponden a la
grafica del producto por escalar, la suma y composicion de operadores respec-
tivamente. En la generalidad de relaciones lineales, se siguen cumpliendo gran
parte de las igualdades y contenciones que hemos desarrollado para operadores,
entre las que se encuentran las siguiente

S =35, (S7H)* = (8")7!, R(S)t = N(S¥) (3.2.1)
D(S)*+ = M(S*), D(S*) = M(S) (3.2.2)

Las prueba de todas las igualdades en (3.2.1) son bastante similares a las
correspondientes en operadores que hemos dado en capitulos anteriores (usando
el "método de la grafica"), por lo que las omitimos. Probamos aqui la primera
de (3.2.2) (la segunda resulta consecuencia de ésta): x € D(S)t < (z,s) =
0Vse S < (0,v) = (z,u) Y(u,v) € S <= (0,z) € * < =z € M(S*).

Notemos que justamente lo que nos dice la igualdad D(S)*+ = M(S*) es que
si tu operador S no esté definido densamente, entonces S* no es la gréfica de
un operador.

Recordemos que dados dos subespacios cerrados S C P, definimos a P © S
como el subespacio tal que P = S@® (P 6 .5), es decir, el complemento ortogonal
de S en P (Este subespacio siempre existe porque S y P son cerrados, ver
apéndice). Nos gustaria tener, dada una relacion lineal T, el maximo subespacio
S C T tal que T es la grafica de un operador. Dada T relaciéon lineal cerrada de
H, en H,, definimos a dos subespacios de H; & Ho

Too = {(O’y) S T}a Ts = T@Too

Es decir, T' = Ts ® Two. Notese que T es un subespacio cerrado (porque T'
es cerrado) tal que M (Ts) = {0}, es decir, es la grafica de un operador cerrado.
Por eso a T se le llama la parte operador de T

Similarmente al caso de operadores, se definen a los siguientes conceptos
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Definicién 3.5 Sea T una relacion lineal en un espacio de Hilbert H

= Si T es cerrada, decimos que A € C estd en el conjunto resolvente p(T)
si (T'—A)~! € B(H) (Es decir, (T — X\)~! es la grafica de un operador
acotado con dominio H). Llamamos a (T — A)~! el resolvente de T en .
el espectro de T se define como el conjunto o(T) = C\ p(T)

= Decimos que T es Hermitiana si 7' C T*. T es simétrica si es Hermitiana
y su dominio es denso. T es autoadjunta si T' =T

En la definicién del conjunto resolvente, podemos omitir el requisito de que
(T — X\)~! sea acotado, de la misma forma que pasa en el caso de operadores
como lo muestra la Proposicién 2.7.

Proposicion 3.14 Para una relacion lineal cerrada T' en un espacio de Hilbert
H, A ep(T)siysolosi N(T—A)={0}y R(T—-)\)=H

Demostracion.

Notemos que se cumplen las dos igualdades:
N(T-XN)=M(T-N""), R(T—X\)=D{(T-\"1 (3.2.3)

Puestoque z € N(T— ) < (2,0)eT -\ < (0,z) € (T-\)"!
r e M{(T—-N1).

r€RT-N = ((Wr)eT -\ — (r,y) € (T-N""! < z¢€
DT — X))

Si A € p(T), por (3.2.3) tenemos que N(T'— \) = {0} y R(T —\) = H.

Inversamente, si A € C es tal que N(T'—\) = {0} y R(T'— A\) = H, entonces
por (3.2.3) M((T —X)~1) = {0} y D((T — \)~1) = H, es decir, (T — \)"! es la
grafica de un operador con dominio H. Como T es cerrado, T'— Ay (T'— \)~*
también lo son, por lo que el Corolario 1.12 implica que (T'— \)~! es acotado B

El objetivo de esta subseccion es, ademés de presentar los conceptos basicos
de las relaciones lineales, dar una biyecciéon similar a la que se da entre opera-
dores simétricos e isométricos con la transformacion de Cayley en el Teorema
3.5 en la generalidad de relaciones lineales, resultado que presentamos en la
Proposicion 3.16.

Denotamos como S(H) al conjunto de todos los operadores autoadjuntos B
que acttian en un subespacio cerrado Hg C H. para todo B € S(H), R(B) C
Hp. Denotamos a la proyeccion ortogonal de H en Hp como Pgp

Proposiciéon 3.15 Existe una correspondencia biunivoca entre los operadores
B € S(H) y las relaciones lineales autoadjuntas B en H dada por

B=G(B)® ({0} & (Hp)") = {(z,Bx +y) | x € D(B),y € (Hp)"}
(3.2.4)

Donde B es la parte operador de B, y (Hp)* es la parte multivariada de B

Demostracion.
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Primero notemos que B en (3.2.4) es en efecto una relacién autoadjunta para
B € S(H), puesto que

B* = {(z,y) € H® H | (x,v) = (y,u) para todo (u,v) € B}
= {(x,y) € H® H | (x, Bu +w) = (y,u) para todo u € D(B),w € (Hp)"}
={(z,Bx +y)| v e D(B),y e (Hp)"} =B

Donde la segunda igualdad deriva directamente del hecho de que B es un
operador autoadjunto. Inversamente, sea B una relacion autoadjunta en H, sea
B := B,y Hg := M(B)*. Usando (3.2.2) tenemos que D(B)*+ = D(B)*+ =
M (B)t = Hp, es decir, D(B) es un subespacio denso de Hp. Por definicién de
B, tenemos que By = G(B) L {0} & M(B), lo que implica R(B) C M(B)* =
Hp, es decir, B es un operador definido densamente en Hg. Dado que B es una
relacion autoadjunta, es trivial probar que B es autoadjunta también, y que B
es la construccién a partir de B en (3.2.4) B

Proposiciéon 3.16 Una relacién lineal B en H es autoadjunta si y sélo si hay
un operador unitario V en H tal que

B={(z,y) e HoH|(I-V)y=i(I+V)z} (3.2.5)

V' es tnico, y se le llama la transformacién de Cayley de B, y todo operador
unitario es la transformacién de Cayley de alguna relacién autoadjunta.

Demostracion.

Sea B autoadjunta, y B € S(H) su correspondiente operador autoadjunto de la
Proposicién 3.15, por el Corolario 3.6, tenemos que Vg = (B —i)(B + i)' es
un operador unitario en Hg. Entonces Vo = (I — Pg)x + Vg Pgx, x € H define
un operador unitario que cumple (3.2.5).

También, si V' es un operador que cumple (3.2.5), entonces V' actia como la
identidad en (I — Pg)H y como la transformacién de Cayley de B en Hp, por
lo tanto, V' es tnica.

Inversamente, sea V' un operador unitario, y consideremos a V; como la
restriccion de V a N (I — V)1, entonces se tiene que N(I — Vy) = {0}, y por el
Corolario 3.7, Vj es la transformaciéon de Cayley de un operador autoadjunto B
en Hg, tal que B = i(I + Vy)(I — V)~ !, entonces B definida por la Proposicion
3.15 es autoadjunta, y es tal que cumple (3.2.5) B

3.2.2. Tripletes de frontera

Durante esta subseccion, T' representa un operador simétrico en un espacio
de Hilbert H

Definicién 3.6 Un triplete de frontera para T™* es una tercia (K,T'g,T'1) donde
K es un espacio de Hilbert, Ty : D(T*) — K, I'; : D(T*) — K son
funciones lineales definidas en todo D(T™) tales que
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1. [z, y]r+ := (T*z,y)—(x, T*y) = (T12,Toy)x—(Tox.T1y)x para todo z,y €
D(T™)

2. La funcion = — (Dox,T12) de D(T*) a K & K es suprayectiva

A K se le llama, espacio frontera de T*.
Notemos que si I'y := Ty + g y I'_ := 'y — il'p, la condicién 1 de la
definicién anterior puede sustituirse por

2ilx,ylr» = (C_a,T_y)x — (Cyx, T y) para todo z,y € D(T*)  (3.2.6)

Si Ty y I'_ son funciones de D(T*) a K que cumplen (3.2.6) y tales que
z — (P_z,T'yx) es suprayectiva, entonces definiendo I'y = (I'y +T_)/2 y
Iy = (T'y —T'_)/2i tenemos que (K,T,T'1) es un triplete de frontera de T*.
En este caso también llamaremos a (K, T',T'_) un triplete de frontera, es decir,
para probar que (KC,T'y,T}) es un triplete de frontera hay que probar ya sea la
condicion 1 de la definicion 3.6 6 (3.2.6), aparte de la condiciéon 2.

La razon por la cual se les llama tripletes de frontera, es que usualmente en
operadores diferenciales, las funciones I'g y I'; suelen mandar a cada funcion
a los valores de ésta, o su derivada, en los puntos extremos delimitados por el
dominio del operador diferencial, también el espacio de Hilbert se le denota X
porque usualmente éste es un campo. Esto se vera méas claro cuando apliquemos
la teoria aqui desarrollada a operadores de Sturm-Liouville.

Al final de este capitulo, en el Teorema 3.20 veremos que 7™ tiene un triplete
de frontera si y solo si T tiene indices de deficiencia iguales (es decir, por el
Teorema 3.12, si y sblo si T tiene extensiones autoadjuntas)

Definicion 3.7 Decimos que un operador cerrado S es una extension propia
de T'si T C S C T*. Dos extensiones propias S; y Ss son disjuntas si
D(S1) N D(S2) = D(T), y son transversales si D(S1) + D(Ss) = D(T™*)

Entonces por el Lema 3.9 las extensiones autoadjuntas de un operador 7' son

extensiones propias de T. Veremos que existe una relacién biyectiva entre las

extensiones propias de T' y las relaciones lineales cerradas que hay en K (es decir,
subespacios cerrados de K @ K) para (K,Ty,T'1) triplete de frontera de T*, y en
particular, las extensiones autoadjuntas de 7' le corresponden relaciones lineales

autoadjuntas en K. Estos resultados se acumulan en el Teorema 3.18.

Las siguientes definiciones utilizan los conceptos principales de este capitu-
lo: relaciones lineales y tripletes de frontera. El Teorema 3.18 muestra el porqué
introducimos tales conceptos, ddndonos herramientas para encontrar extensio-
nes autoadjuntas. Aunque por ahora no hemos probado que existan tripletes de
frontera, lo haremos méas adelante y por lo pronto suponemos su existencia.

Sea (K,T'g,I'1) un triplete de frontera para 7. Sea B una relacién lineal en
K, denotamos por Tx a la restriccién de T al dominio

D(Tg) := {z € D(T*) | (Tox,T1z) € B} (3.2.7)

Si B es la grafica de un operador B en K, entonces el requisito (I'gz, I'1z) € B
significa que BTgz — I'yx = 0, es decir, D(Tg) = N(BTy —I'y).
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Para un operador lineal S tal que S C T*, definimos a su espacio frontera
como B(S) = {(Toz,T12) | « € D(S)}. Claramente se tiene que B(Tz) = B
(Igualdad por la cual el uso del simbolo B tanto para la relacion lineal como
para el espacio frontera no debe resultar confuso)

Proposicion 3.17 Sea B una relacion lineal en C, (KC,T,T';) un triplete de
frontera para 7% y S un operador lineal en H tal que ' C S C T* y
B(S) = B (Por ejemplo, T cumple las condiciones de S). Entonces

1. 8% =Tp-

2. S=Tg

3. Si S es cerrado, entonces B es cerrado

4. T =Ty0,0}, s decir D(T) = {x € D(T*) | Tox = 'z = 0}
Demostracion.

1. Notemos que 7™ es una extension de S* puesto que 7' C S C T* implica
T CS*CT* Seay € D(T*). y € D(S*) si y solo si para todo z € D(S),
tenemos que (T*z,y) = (Sz,y) = (x,T*y), lo cual equivale por la Definicion
3.6 a (I'yz,Toy) = Tox,T1y), es decir, (v,Toy) = (u,'1y) para todo (u,v) € B,
lo que a su vez equivale a (Igy,'1y) € B* por la definicion de adjunto de una
relacion lineal, y por (3.2.7) ésto dltimo significa que y € D(Ip+). Es decir,
hemos probado que D(S*) = D(I+), y dado que ambos son restricciones de
T*, tenemos que S* = Ti+.

2. Dado que B** = B (Ver (3.2.1)), aplicamos el indice anterior a S* y a
B* (se puede dado que S* cumple que B(S*) = B(Tp-) = B*), y obtenemos

3. Supongamos que S es cerrada, entonces S C T C Tz = S = S, donde las
primeras dos contenciones son por definiciéon de los operadores T, B relacién
lineal. Entonces tenemos que 73 = T%, lo que implica por la definicién (3.2.7)
y el inciso 2 de la definicién 3.6 que B =85

4. Para el caso B=K ® K, tenemos que B* = {(0,0)}, y Tg = T*, por lo

que usando el inciso 1, T'=T"* =T = T« =Ty o,0); B

Teorema 3.18 Si (K,T'o,I'1) es un triplete de frontera para T™*, entonces existe
una correspondencia biunivoca entre todas las relaciones lineales cerradas
B en K y todas las extensiones propias de T dada por B < Tz, Ademas,
si By By son relaciones lineales cerradas en I, tenemos que:

1. BQBO < TBQTBU
2. Tr y Tg, son disjuntas si y solo si BN By = {(0,0)}
3. T y Tg, son transversales si y solo si B+ By =K &K

4. Tp es simétrica si y s6lo si B es simétrica
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5. T es autoadjunta si y solo si B es autoadjunta
Demostracion.

Si B es una relacion lineal cerrada, entonces por la Proposicién 3.17 inciso 2
Ty es cerrada, y por el inciso 4 de la misma, T' C Ty C T*. Inversamente, si S
es un operador cerrado tal que 7' C S C T™, por la Proposicion 3.17 inciso 3
tenemos que B(S) es cerrado, y por el inciso 2, S = Tjg(g), con lo que se tiene
la correspondencia.

1. Es directo por la definicion (3.2.7) puesto que B(Tg) = By B(1p,) = Bo.
También se tiene 2. y 3. directo de las definiciones, y aplicando 1.

4. T es simétrica si y solo si Tg C (I5)* = T~ (la tltima igualdad por la
Proposicion 3.17, inciso 1), lo que equivale, por el inciso 1, a B C B*, es decir,
B es simétrico.

5. Tp es autoadjunta si y sblo si Tg = T~ es decir, por el inciso 1, si y s6lo
siB=5*1

Por la Proposicién 3.15 y el Teorema 3.18, tenemos que existe una relacion
biunivoca entre los operadores en S(K) y las extensiones autoadjuntas de 7.
recordemos de la Proposicion 3.15 que S(K) es el conjunto de los operadores
autoadjuntos B que actian en un subespacio cerrado Kg C K, y Pp es la pro-
yeccién en Kp. Muchas veces resulta mas conveniente describir a las extensiones
autoadjuntas de un operador dado a través de los operadores en S(K) (donde
(K,T0,T'1) es un triplete de frontera) en lugar de usar relaciones lineales, y tal
serd el caso cuando describamos las extensiones autoadjuntas de los operadores
de Sturm-Liouville. Por eso es conveniente usar la Proposicion 3.15 y el Teorema
3.18 para asignar una extension autoadjunta Tz a cada B € S(K):

Sea B € S(K), B = G(B) @ ({0} @ (Kp)*) su relacién lineal dada por la
Proposicion 3.15, y definimos al operador T = T C T*, es decir, D(Tg) =
D(T) ={xz € D(T*) | (Dpx,T1z) € B} ={z € D(T*) | Tox € D(B) y 'z =
BTz + h} = {z € D(T*) | Tyz € D(B) y Bl'gz = Pgl'iz} donde h € (Kp)*.
Es decir, las extensiones autoadjuntas de T estan definidas por los
operadores T con dominio

D(Tg) = {x € D(T*) | Tox € D(B) y Blox = Pgl'yz} (3.2.8)

donde B € S(K). Esta formula sera nuestra herramienta principal para des-
cifrar a las extensiones autoadjuntas que nos conciernen.

Usando el Teorema 3.18, consideramos a la extension autoadjunta Ty de T'
que le corresponde a la relacién lineal autoadjunta By = {0} @ K, es decir,

D(To) = D(Ts,) = {x € D(T") | (Toz, I'1z) € {{0} & K}} = N(To)

Por el Corolario 2.19 tenemos que C\ R C p(7p). El siguiente lema técnico nos
ayuda a mostrar las condiciones necesarias y suficientes que se deben de cumplir
para que exista un triplete de frontera de T*

Lema 3.19 D(T*) = D(Ty) + N(T* — ) con p € p(Tp).
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Demostracion.

Si probamos las siguientes dos igualdades

D(T*) = D(T) + (T — p) "' N(T* — i) + N(T* — p) (3.2.9)

D(Ty) = D(T) + (Ty — p) " N(T* — ) (3.2.10)

Se tendria el resultado que buscamos (notemos que se puede aplicar (Tp —
p)~1 a cualquier elemento de H porque i € p(Tp), en particular, a todo N (T* —
A)). Veamos que se cumple la primera. Si o = g + (Tp — p) " ly1 + y2 con
zo € D(T),y1 € N(T* = [i),y2 € N(T* — p), xo,y2 € D(T*) y (To — )~ 'y1 €
D(Ty — 1) € D(T* — p) por lo que x € D(T*). Inversamente, sea © € D(T*).
Como p € p(Tp). p € m(T) (La desigualdad (2.1.1) se cumple para Tp — p por
la Proposicién 2.5) Asi que usando el Corolario 2.2 tenemos que

H=R(T —p)® N(T* - ) (3.2.11)
_ Por lo que existen zo € D(T) y y1 € N(T* —f) tales que (T* — p)x =
(T — p)zo + y1- Definiendo a yo := x — 19 — (Tp — p) " 1y1, tenemos que

(T* — )y = (T* — )z — (T — p)zo — (To — p)(To — 1) 'y1 =1 —9y1 =0

(pudimos aplicar T* — u a y, gracias a que T C T* y Ty C T*) es decir,
yo € N(T* — p), por lo que tenemos que = = xg + (To — p) "*y1 +y2 € D(T) +
(To — ) IN(T* — 1) + N(T* — ). Entonces hemos probado que

D(T") = D(T) + (Ty — ) 'N(T" = 1) + N(T* - )

Solo falta ver que la suma es directa. Supongamos que xo+ (To — i) " ty1 +y2 = 0

con zg € D(T),y1 € N(T* — 1), y2 € N(T™ — p). Entonces
0= (T = p)(wo + (To — 1)~ 'yn +y2) = (T — wao + 1

Pero por (3.2.11) tenemos que (T — p)xo L y1, por lo que la ecuacién anterior
implica que (T — p)xo = y1 = 0, entonces 0 = (Ty — )~ (T — p)xo = 0, por lo
que yo = —x9 — (Tp — ) "ty1 = 0, es decir, se tiene (3.2.9)

Ahora probemos (3.2.10). Como la desigualdad en (3.2.9) es directa, basta
probar que D(Ty) = D(T)+(To—p) " N(T* —i). Como claramente tenemos que
D(T) C D(Ty) y (Ty — u)"'N(T* — 1) € D(Tp) entonces tenemos la inclusién
D(Ty) 2 D(T) + (To — p) " *N(T* —T). Sea x € D(Ty). Entonces usando (3.2.9)
se tiene que © = x¢ + (To — ) "ty1 + Y2, con g € D(T),y1 € N(T* — i), y2 €
N(T* — p1). Dado que zg + (Tp — p)~ty1 € D(Tp), entonces se tiene que y, €
D(Ty), por lo que (Ty — p)y2 = (T* — n)y2 = 0, pero Ty — p es inyectiva porque
p € p(Ty), entonces yo = 0, por lo que x € D(T) + (To — p) ' N(T* —z) B

Notemos que en el Lema anterior, Ty pudo haber sido cualquier extensiéon
autoadjunta de T'.
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Teorema 3.20 T* tiene un triplete de frontera (K,I'g,T'1) siy solo si d_(T) =
d+(T). Ademas, d_(T) = d4(T) = dim(K)

Demostraciéon.

Supongamos que (KC,I'g,T'1) es un triplete de frontera para T*. Sea z € p(Tp) N
C\R (ver la definicion de Ty justo antes del Lema 3.19), Si probamos que
Ty restringida a N(T* — z) es una biyeccion en K, se tendria que d_(T) =
dim N(T* — i) = dim(K) = dimN(T* + i) = d4+(T) con lo que se prueba
la primera implicacién del teorema. Por el Lema 3.19 tenemos que D(T*) =
D(Ty) + N(T* — p). Como Ty es tal que I'o(D(T*)) = K y T'o(D(Tp)) = 0,
entonces se tiene que I'o(N(T™ — p)) = K. Solo falta ver que 'y es inyectiva en
N(T*—p).Siz € N(T*—p) es tal que I'ox = 0, entonces € D(To)NN(T* —p),
pero la suma D(T*) = D(Ty) + N(T* — ) es directa, por lo que = 0, por lo
que se tiene que en efecto que T'g|y(p-—) es una biyeccion a K.

Inversamente, supongamos que d_(7T) = d+(T). Eso implica que existe una
isometria biyectiva W de N(T™*—i) a N(T*+4i) (dado que ambos son de la misma
dimensién, basta con mandar una base ortonormal a otra base ortonormal).

Para todo € D(T*), dado que D(T*) = D(T) + N(T* — i) + N(T* + i) por

la Proposicién 2.15, existen xg € D(T) ,z4 € N(T* — i) x_ € N(T* + i) tales
que x = 29 + x4+ + x_. Definimos a Q12 = z+. Proponemos a

Como triplete de frontera (N(T* + i) es cerrado porque T* + ¢ lo es, y
el producto en K es el mismo producto que en H). Veamos que cumple la
condicion (3.2.6). Sean © = zo+ x4 +2_, y = yo + y+ + y— vectores de D(T™).
Distribuyendo las sumas, es directo ver que

[z, Yl = [wo+ x4 +2_,y0 +y4 +y—|r- = (T (o +24 +2_), 90 +y+ +y-)
— oty +o-, T (yo + y+y-)) = 2i(w4,y4+) — 2i{x_, y—)

Usando esta ecuacién, y el hecho de que W es una isometria, se tiene que

2Z[x7y]T* - 4<$—7y—> - 4<x+7y+> = 4<x—ay—> - 4<W‘T+7 Wy+>
= <F_l‘,F_y> - <F+£,F+y>

Es decir, la condicién (3.2.6) se cumple. Sélo falta probar la condicién 2
de la Definicién 3.6. Sean uq,us € K. Tomando a x = %271“2, tenemos que
I 22 =2WQ ui +2WQ W tuy = 2us yI'_ 22 = 2Q _uy +2Q_W tuy = 2u;.
Porlo que (I'_z,T'yz) = (u1, uz2). Es decir, (K,T',T'_) es un triplete de frontera
|

Bibliografia escencial del capitulo 3

[SK12] Capitulo 13 y 14.
[Wei80] Capitulo 8.
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Capitulo 4

Teoremas de operadores
autoadjuntos

El camino que hemos recorrido en este trabajo nos llevé a introducir mu-
chas nuevas definiciones y conceptos, todo esto con la meta en mente de lograr
métodos para obtener operadores autoadjuntos. Gran parte de lo que hemos
hecho hasta ahora en este trabajo, se ha enfocado a encontrar operadores au-
toadjuntos, ya sea probando que se estd trabajando con uno, o que podemos
dar una extensién del operador con el que trabajamos que si sea autoadjunto.
Insistimos tanto en estos operadores, porque tienen propiedades exclusivas que
no comparten con los operadores simétricos. En este capitulo presentamos dos
teoremas que vuelven a los operadores autoadjuntos actores principales dentro
del analisis funcional aplicado: El Teorema espectral y el Teorema de Stone.

4.1. Teorema espectral

Aqui introducimos dicho teorema, enfatizando en la comprension de éste mas
que en las sutilezas técnicas que se utilizan en el desarrollo hacia este teorema.
Lo hacemos de esta forma porque no es el propésito de este trabajo el estudio de
este resultado, sin embargo, es importante comprender el teorema y reconocerlo
como una de las peculiaridades de los operadores autoadjuntos que nos motiva a
buscarlos con tanta insistencia. Para una explicacién mas profunda y completa
de teoremas espectrales, medidas espectrales y en general de teoria espectral,
se puede consultar el capitulo 7 en [Wei80], para el cual ya contamos con las
herramientas suficientes para su comprension, con lo visto en el presente trabajo
hasta ahora.

Para asimilar con mas facilidad el teorema espectral para operadores au-
toadjuntos no acotados, recordemos algunos de los teoremas espectrales para
operadores mas sencillos que se ven durante el estudio de analisis funcional, e
inclusive desde algebra lineal:

Recordemos que un operador T es normal si y sélo si TT* = T*T, por lo

o1
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que todo operador autoadjunto es normal, pero no todo operador simétrico es
normal

Teorema (Espectral en caso finito dimensional) Sea 7' : X — X una
transformacion (operador) normal donde D(T) = X es un espacio con
producto interno, con dimX = n € N, entonces para X existe una ba-
se ortonormal Aq, Ag, ..., A\x de eigenvectores de T, para estos eigenvalores
existen proyecciones ortogonales E1, Es, ..., Ej, tales que

1. F; es la proyecciéon ortogonal en N (T — A;)
2. E; #0y E;E; =0paratodoi,j < k,i#j
3.0 B =1

4.8 NE =T

Se puede verificar el resultado en [BN0O|] Teorema 2,2, y Teorema 2.6. El re-
sultado importante es el inciso 4, que nos permite descomponer al operador en
una combinacién lineal sencilla, y es ésta la meta de todos los teoremas espec-
trales. Recordando la definicion de conjunto resolvente y de espectro (con sus
correspondientes subdivisiones) que se encuentran la seccién 2.2, es directo ver
que en el caso de dimension finita, sucede que o(T) = o,(T'), con |o,(T)] fi-
nito. Entonces el teorema espectral mencionado arriba puede ser reformulado
como ZAJ_EG(T) AjE; = T. Senalamos esto porque es justamente el espectro el
conjunto clave que determina cudles elementos hay en la descomposiciéon de los
operadores para todos los teoremas espectrales

En el caso de arriba la descripciéon de T es sencilla, porque contamos con
un nimero finito de elementos en el espectro, y por lo tanto un ntmero finito
de proyecciones ortogonales (de hecho, se pueden debilitar las condiciones del
teorema anterior, sustituyendo la condicion de que X sea finito dimensional por
R(T) finito dimensional, y T' acotada. Ver [BN0O| pagina 430). Si tenemos que
|o(T)| no es finito, la descomposicion de T requiere de mas cuidados:

El siguiente paso en dificultad, es |o(T")| numerable. Esto pasa para opera-
dores compactos 7', es decir, operadores para los cuales conjuntos acotados van,
bajo T, a conjuntos cuya cerradura es compacta. Los operadores compactos son
operadores acotados, y su espectro es casi igual a su espectro puntual, pues
o(T) = 0,(T) U{0}, y si ademaés se tiene que T es normal, entonces se tiene el
siguiente teorema:

Teorema (Espectral para operadores normales compactos) Sea T un ope-
rador normal compacto en un espacio de Hilbert complejo H, entonces H
tiene una base ortonormal de eigenvectores de T tal que N(T)* tiene
una base a lo mas numerable de eigenvectores, a los que les correspon-
den una cantidad a lo mas numerable de eigenvalores {A1, A2...}. Sean
{E1, Es, ...} las proyecciones ortogonales a los eigenespacios correspon-
dientes (i.e., E; = N(T — )\;)). Entonces se tiene que

T = Z)\E
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En la prueba del teorema se nota que la expresion ), \;E; tiene sentido, es
decir, que la serie converge en la norma de B(H)

Las ideas aqui presentadas sobre operadores compactos se exponen con cla-
ridad en [Wei80] secciones 6.1 y 7.1. El teorema anterior le da mucha importan-
cia a los operadores compactos por su similitud con el teorema espectral para
operadores con dominio de dimensién finita. Existen operadores autoadjuntos
compactos (Ver [BNOO] pagina 445) por lo que para este caso particular, ten-
dremos una descomposicién espectral sencilla para el operador autoadjunto a
tratar.

Si contamos con un operador T autoadjunto cuyo espectro no es numerable,
no serd posible representar a 1" como una serie 6 combinacién lineal de pro-
yecciones ortogonales. Notando la analogia que hay entre la cardinalidad del
espectro, y el nimero de proyecciones a tratar en los teoremas espectrales an-
teriores, uno podria intuir que en este caso, se involucrardn una cantidad no
numerable de proyecciones ortogonales, y haciendo un esfuerzo de imaginaciéon
aun mayor, se podrd intuir que se sustituird a la serie por alguna especie de
integral, una integral que represente un operador. En efecto, el resultado de los
teoremas espectrales en estos casos representan a un operador a través de una
integral, pero cabe recalcar que evidentemente las integrales aqui mostradas son
de una naturaleza muy diferente a las integrales usuales de calculo, y se usa el
mismo simbolo porque la forma de describirlas tiene mucha semejanza a la for-
ma en la que se describen integrales de Riemann a partir de sumas parciales
(inclusive de Lebesgue, pero no se vera eso en este trabajo) como lo veremos a
continuacion.

En el anélisis desarrollado a continuacién, nos basamos principalmente en los
capitulos 4 y 5 de [SK12], en donde se explica la construccion de las integrales
desde un punto de vista muy general, con todas los obstaculos técnicos consi-
derados y probados. Nosotros evitaremos gran parte del desarrollo e inclusive
las pruebas, puesto que nuestro tnica meta es comprender el teorema espectral
y la integral /operador que ahi se presenta. El lector interesado en el desarrollo
completo puede referirse a [SK12].

Para entender el teorema espectral de operadores autoadjuntos en general,
necesitamos introducir la nocién de resolucion de la identidad, que es la reque-
rida familia de proyecciones espectrales. Recordemos de la definicién 2.7 inciso
2, que T es positivo, lo que denotamos como T > 0 si y solo si (T'xz,x) > 0 para
todo x € D(T'). Escribimos T'> S siy solosiT —S >0

Definiciéon Una resolucion de la identidad de un espacio de Hilbert H es una
familia de proyecciones ortogonales {E(X) | A € R} que cumple

2. limy 5+ E(N)x = E(X\o)z para todo x € H, A\ € R (continuidad por la
derecha)

3. limy—— 0o E(N)2z =0y limy 400 F(A)x = x para todo z € H
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La condicién 1 es equivalente a A\ < Ay = M; C M> donde R(E(\)) = M,
y R(E(A2)) = Mo, la cual a su vez es equivalente a Ay < Ay = E(A\)E(\g) =
E(X2)E(A1) = E(A1) (Ver Teorema 22.4 de [BN00]), es decir, en una resolucion
de la identidad, el espacio respecto al cual se hace la proyeccién ortogonal va
creciendo conforme A crece, y por la condicion 3 tiende a la identidad (proyeccion
en todo el espacio) por el lado positivo, y a la 0 (proyeccion en el 0) por el lado
negativo.

Dada una resolucion de la identidad {E(\) | A € R}, nuestro objetivo es
definir a los operadores [, A dE y [, A dE, donde I = [a,b], lo cual se hace de
forma similar a la construccion de la integral de Riemann:

Sea I = [a,b], a,b € R, y sea P una particiéon de I, es decir, una secuencia
Do, \ptalquea—1< N <a<A <...<\,=bt

Con |P| = méxy |\p — Ag—1|, elegimos a z; € [Ag—1,A;] v definimos a la
suma de Riemann

S\, P) = Zn: z(E(Ak) = E(Ar-1))
h=1

Los siguientes teoremas nos garantizan la existencia del operador buscado,
mostrandolo como el limite de sumas de Riemann tal cual como se hacen las
integrales de calculo en reales. Omitimos la demostracién, que se puede consultar
en [SK12] pagina 64-66, junto con algunas propiedades esenciales para el célculo
con estos operadores, pero que para nuestro propoésito son prescindibles.

Teorema Sea E = {E()) | A € R} unaresolucion de la identidad, con D(E(X)) =
H espacio de Hilbert, entonces

1. Si [ es un intervalo acotado cerrado, existe un operador continuo f [AAE
en H que estd determinado por la siguiente propiedad: Para todo € > 0,
existe d(e) > 0 tal que |P| < d(e) = || [;AdE - S\, P)|| <e

2. Existe un operador [ X dE tal que

(/)\dE)m: lim (/ X dE)z
R a——00,b—00 [a,b]

Por la Proposiciéon 4.17, inciso 2 de [SK12], los operadores fI AdE y fR)\ dE
son autoadjuntos. El teorema espectral es el inverso de esta afirmaciéon. Primero
veamos una particularidad de los operadores autoadjuntos acotados:

Lema Para todo operador autoadjunto acotado T, existe un intervalo acotado
Ital que o(T) C I

Demostracion.

Lel hecho de que pidamos a — 1 < A\p < a en lugar de a < Ag es una sutileza técnica que
deriva del hecho de que E(A\g) =1lim, - E()) es una proyeccioén que puede ser diferente de
0

E(Mo)- La condicién 2 de la Definicién de resolucién de identidad garantiza que E(b) = E(b1)
por lo que no tenemos que considerar Ap, > b.
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Por la desigualdad de Cauchy, tenemos que [(Tz,z)| < ||Tz|||z| para todo
z € D(T'). Usando este hecho y el Lema 2.9, tenemos que M = supy, = (I'z, z)
y m = inf) =1 (T'z, ) son ambos reales. Veamos que o(T") C [m, M]:

Si probamos que para todo A € R\ [m, M], A € n(T), por el Teorema 2.17 se
sigue el resultado. Supongamos que A\ > M, i.e., A = M + € con € > 0. Entonces

(T —Nzx,z) = (Tx,x) — Mz, z) < M{z,z) — Mz,z) = —e(z,z) <0

Para todo x € D(T'), donde la primera desigualdad surge de (Tﬁ, ﬁ) <
M. Tomando valores absolutos tenemos que |((T — \)z, x)| > €||z||?, pero como
(T = Nz, 2)] < (T — Nallllz], se sigue que [[(T — A)z|| > eljz]] para todo

x € D(T), es decir, A € w(T). El caso en el que A < m es anélogo B

Teorema (Espectral para operadores autoadjuntos acotados) SeaT un
operador autoadjunto acotado en un espacio de Hilbert H, I un intervalo
compacto en R tal que o(T) C I. Entonces existe una tnica resolucion a
la identidad E, donde cada E(\) € E acttia en H, tal que

T:/)\dE
I

La demostracion de este teorema se encuentra en [SK12], aunque no viene
enunciada tal cual como lo hacemos aqui, puesto que ahi se habla de medidas
espectrales en lugar de resoluciones a la identidad, pero por la Proposiciéon 4.6
de [SK12] vemos que las dos versiones son equivalentes. La version no nece-
sariamente acotada, cuya demostracion se encuentra también en [SK12], dice
asi:

Teorema (Espectral para operadores autoadjuntos) Sea T' un operador
autoadjunto en un espacio de Hilbert H. Entonces existe una tnica reso-
lucién a la identidad E, donde cada E()) € E actua en H, tal que

T:/)\dE
R

Al igual que en los casos més sencillos expuestos al principio de este capitu-
lo, el espectro determina al conjunto donde se considera la integral. Por eso no
debe resultar tan sorprendente que un teorema espectral para un operador nor-
mal, puesto que su espectro no estaria necesariamente contenido en los reales,
involucre a una “integral compleja”. Para ver méas detalles de esto, véase [BNOO]
capitulo 28.

El teorema espectral para operadores autoadjuntos no puede ser aplicado
para operadores simétricos en general. Las implicaciones de este teorema son de
gran utilidad para el desarrollo del calculo funcional, que es de gran importancia
en las aplicaciones, y de ahi la principal razon por la cual buscamos con tanta
insistencia operadores autoadjuntos.
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4.2. Teorema de Stone

En esta secciéon veremos otra caracteristica de los operadores autoadjuntos
que es de particular importancia para la mecénica cuantica, especificamente,
para el estudio de la ecuaciéon de Schrodinger. De la misma forma como se
ha hecho en la seccién anterior, omitiremos gran parte de las pruebas, y nos
enfocaremos en presentar los conceptos involucrados, haciendo hincapié en su
importancia. Esta seccion estd basada principalmente en [0li09] Capitulo 5.

Una ecuacion de Schrédinger es una ecuacion de la forma

.d¢

i) = Te() €(0) =€ € D(T)

Con T un operador autoadjunto en H, donde ¢ suele tomar el papel del
tiempo. En la mecanica cuantica esta ecuacion es de gran importancia. Es por
esto que hacemos la siguiente definicién que nos seré util para encontrar las
soluciones de la ecuacién de Schrodinger

Definicién Decimos que una funcion G : R — B(H) es un grupo de evolucion
unitario en H si G(t) es un operador unitario en H y G(t+s) = G(t)G(s)
para todo t, s € R. Ademaés, para todo grupo de evolucién unitario G(t),
definimos al generador infinitesimal de G(t) como el operador T tal que

D(T) = {c € H | 3]im - (G(h) - 1)€)

y T¢ :=ilimy_ 3 (G(h) — I)¢ para todo & € D(T)

Proposicion Sea G(t) un grupo de evolucion unitario, entonces su generador
infinitesimal T' es Hermitiano (es decir, (z,Ty) = (T'z,y) para todo z,y €
D(T)) y para £ € D(T) la curva en H £(t) := G(¢)€ es la tinica solucion
de

d€
i (1) =Te() €0) =¢
La demostracion se puede revisar en [Oli09] pagina 122
Dado T € B(H), z € C, podemos definir al operador e’ a partir de la serie
oo

JTi
eZT:ZZT

1
=0 F

Puesto que es convergente respecto a la norma de B(H). Se puede probar
que si T € B(H) es un operador autoadjunto, entonces la funcién t — e~ 7
es un grupo de evolucioén unitario tal que T es su generador infinitesimal (Ver
[O1i09] seccion 5.2)

Definicién Decimos que un grupo de evolucién unitario G(t) es

1. uniformemente continuo si Vto € R, lim; ¢, ||G(t) — G(to)||gm) = 0
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2. fuertemente continuo si lim,_,;, G(t)§ = G(t9)§ para todo tg € R, £ € H

Teorema Si G(¢) es un grupo de evolucion unitario en H, entonces se tiene
que G(t) es uniformemente continuo si y solo si existe T' € B(H) tal que
i 1 . ;
G(t) =e " =372 5 (—itT)
Demostracion en [0li09], Teorema 5.2.3
Una situacién que se da frecuentemente en la mecénica cudntica, es que
un operador autoadjunto es dado y se busca construir un grupo de evolucién
unitario para el cual T sea su generador infinitesimal.

Teorema Si T' es autoadjunto, existe un grupo de evolucién unitario fuerte-
mente continuo U (t) para el cual T es su generador infinitesimal, en este
caso escribimos U(t) = e T t € R

Notemos que e =T descrito en el Teorema anterior coincide con el e~#7 definido
anteriormente para T acotado. El Teorema de Stone es el inverso del Teorema
anterior.

Teorema Si U(t) es un grupo de evolucion unitario fuertemente continuo en

H, entonces su generador infinitesimal 7" es autoadjunto, es decir, U(t) =
o—itT

Las demostraciones de ambos Teoremas se encuentran en [Oli09] Seccion 5.3.
Con estos dos teoremas se tiene entonces que existe una correspondencia bi-
univoca entre operadores autoadjuntos en H y grupos de evolucién unitarios
fuertemente continuos, y esta es una de las motivaciones por las que se desea
tener operadores autoadjuntos.

Bibliografia escencial del capitulo 4

[RS80] Capitulo 8
[BNOO] Capitulos 24, 25, 28 y 29.
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En esta tercera parte de la presente tesis, aplicaremos todos los resultados
obtenidos anteriormente a un tipo de operadores diferenciales (i.e. que su regla
de correspondencia es una expresion diferencial) de particular interés para la
matematica aplicada, llamados operadores de Sturm-Liouville. Dada la natura-
leza multidisciplinaria de este tema, se usaran resultados relativamente bésicos
de otras ramas de estudio, por ejemplo, de ecuaciones diferenciales con coeficien-
tes de funciones continuas, y teoria de la medida: el espacio de Hilbert L?(a,b).
Para el lector que no este familiarizado con este espacio, lo hemos presentado en
el apéndice, ejemplo A1, junto con sus propiedades que nos resultan indispen-
sables. Si durante la lectura de esta parte encuentra alguna caracteristica que
desconoce sobre el espacio L%(a,b), vea el ejemplo Al.
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Operadores de
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En este capitulo desglosaremos las caracteristicas generales de los operadores
de Sturm-Liouville

5.1. Operador minimo y maximo, indices de de-
ficiencia

Una expresion diferencial de la forma

Lf=~f"+qf (5.1.1)

con ¢ funcién continua de (a,b) a R es una expresiéon de Sturm-Liouville. Cabe
recalcar que algunos autores consideran expresiones més generales, cominmente
Lf= T(lm) (pf")+qf (Ver [Wei03]), pero gran parte de los fenémenos interesantes
suceden dentro de nuestra propuesta.

Nosotros estudiaremos el comportamiento de tal expresiéon visto como ope-
rador en el espacio de Hilbert L?(a,b), con —co < a < b < 0o

Deseamos crear un operador 7' cuya regla de correspondencia sea la expre-
sada por (5.1.1), por lo que necesitamos dar un dominio D(T') C L?(a,b). Todo
f € D(T) debe cumplir, por lo menos, que f y f’ sean diferenciables, y que
Tf € L*(a,b), pero también resulta conveniente pedir que f y f’ sean local-
mente absolutamente continuas:

Recordemos que una funciéon f : [a,b] — C, [a,b] intervalo acotado, es una
funcién absolutamente continua si para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que si
S lai — bl <6, a;,b; € [a,b] entonces > |f(a;) — f(bi)| < e. Denotamos
al conjunto de las funciones absolutamente continuas en [a, b] como AC(a, b]. Si
definiéramos a AC(a,b), de la definicién obtendriamos que toda f € AC(a,bd)
puede ser extendida a a y a b, por lo que ACla,b] y AC(a,b) son esencial-

63
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mente el mismo espacio. Las caracteristicas que nos interesan de las funciones
absolutamente continuas son la siguientes:

1. Una funcién f en [a,b] es absolutamente continua si y solo si existe h €
L'(a,b) tal que f(z) — f(a) = [ h(t) dt. En este caso f es diferenciable
c.t.p. (abreviacion de "casi en todas partes", es decir en todo [a, b] excepto
en un conjunto de medida cero respecto a la medida de Lebesgue. Ver
Ejemplo Al) y f' = h c.t.p. en [a,b], La h con estas caracteristicas es
unica.

2. Para todo f,g € AC]a,b], se cumple la formula de integracion por partes,
. b b
ie. [/ fl(x)g(x) dz = f(b)g(b) — f(a)g(a) — [, f(x)g'(x) dx. Es claro
que AC[a,b] C L'(a,b) porque toda funcién absolutamente continua es
continua, por lo que {f(z) | = € [a,b]} es un conjunto acotado para todo

f € ACla, b

Los anteriores son resultados esenciales dentro de la teoria de la medida que
deben estar en cualquier libro del tema. Se pueden verificar, por ejemplo, en
[Coh13] pagina 173.

En general todos los operadores a tratar tendran la misma regla de corres-
pondencia expresada en (5.1.1), lo que los diferencia es su dominio. Definimos
al operador maximo Th,qz, Tinazf = Lf, con

D(Tynae) = {f € L*(a,b) | f € AC[ev, ], [ € AC[a, 5]
para todo [a, 8] C (a,b), Lf € L*(a,b)}

El operador Ty se define como D(Ty) = C5°(a,b), Tof = Lf, donde

C°(a,b) = {f : (a,b) = C | f™ existe para todo n € N, y existe K C (a,b)
compacto tal que f(z) =0 Va € (a,b) \ K}

es decir, las funciones que tienen derivadas de todos los grados y que tienen
soporte compacto.

Dada f € C§°(a,b), como f es continua y de soporte compacto, tenemos que
[21f(@)2 < [7 k2 donde | f(x)| < k para todo z, por lo que C§°(a,b) C L(a,b).
Similarmente se puede ver que £f € L?(a,b). La propiedad 1 sobre funciones
absolutamente continuas muestra que f") € ACa,3]. En sintesis, D(Tp) C
D(Tmam)-

A continuacion verificamos que T} es cerrable, con lo que definimos al ope-
rador minimo T},;, como la cerradura del operador Tj.

Lema 5.1 T} es cerrable, T}, = Tp es un operador simétrico y (Trin)* = Trnax
Demostracion.

Sea p € C§°(a,b), f € D(Tmaz)- Entonces usando la propiedad 2 sobre funciones
absolutamente continuas, y el hecho de que el soporte de ¢ es compacto (lo que
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implica que lim,_,, ¢™ (z) = lm, ga(”)(x) = 0), tenemos que

b 7 B 7
(Top, f) = / () +a(@)p(@)]F@) dz = lim / " () +a(2) ()] (@) de

a—at,B—b—

B . - b - -
= [ @ @@ @) = | @) o) T = (6 D)
Como D(Tp) es denso en L*(a,b) (ver Proposicion All) tenemos que Ty
es simétrico, y por lo tanto cerrable con Ty = T),;, simétrico (Lenﬁ 2.10) y
la ecuacion anterior nos dice que Tpey C (Tp)*. Como T, = (To)* = T
(Teorema 1.9, inciso 2) tenemos que Ta. C T

min-*

Verifiquemos que T7.. C Ty Sea f € D(T} ), T f = g. Puesto que

f,g € L?(a,b), y q es continua, tenemos que para todo intervalo [, 8] C (a,b),
ff q(t)f(t) — g(t) dt existe, lo que se denota como ¢f — g € L, (a,b). Por lo
tanto, dada ¢ € (a,b), definimos a la funciéon

o= a0 -soa

Por la propiedad 1 de funciones absolutamente continuas tenemos que h.h' €
AC|a, f] para todo [, 8] C (a,b), " = qf — g en (a,b) (estrictamente h” =
qf—g c.t.p. pero en L?(a, b) funciones con igualdad c.t.p. se consideran idénticas,
ver Ejemplo A1)

Ahora dada ¢ € C§°(a,b), tenemos que B € D(Tpnin), asi que

(f,=#" +4@) = {f, Tmin®) = (Trin ], @) = (9,@) = (af = 1", P)

De donde se obtiene que (f,p") = <h”,¢> es decir integrando por partes,
tenemos que f; f)e"(t) dt = f; R (t)p f h(t ) dt, lo cual implica
que la segunda derivada de f — h es cero en (a b), es dec1r ex1sten Cg, C1 CONS-
tantes tales que f(x) = h(x) 4+ ¢o + c1z en (a,b). Por lo tanto f, f' € AC|a, ]
para todo [, 8] C (a,b) y f" = h' = qf — g, por lo que qf — f"" = g € L*(a,b),
Le. fED( maa:) Y9="Tna:f B

Tenemos entonces que el operador minimo debe su nombre a tener la si-
guiente propiedad: si se define a un operador S en L?(a,b) con la regla de co-
rrespondencia Sf = Lf con un dominio denso D(S) tal que D(S) € D(Tonin),
entonces Th,q, C S*, pues la Proposicién 1.7 inciso 4 garantiza que T},q, C S,
por lo que el Teorema 1.9 inciso 1 garantiza que S es cerrable , y si Ty = S*
entonces Thim = S** = S, de donde se obtiene el resultado. Por lo tanto, los
operadores S con tales hip6tesis no nos interesan porque su adjunto no es un
operador diferencial con las condiciones minimas que requerimos (las condicio-
nes implicitas en el dominio de T},4z). Por lo tanto los operadores autoadjuntos
T que le corresponden a la expresion (5.1.1), si es que existen, deben tener un
dominio tal que D(Tyin) € D(T) € D(Tinaz), T = Tiaz|p(ry por el Lema 3.9.

Definicién 5.1 Decimos que la expresion £ en (5.1.1) es regular en a, y que
a es un punto regular sia € Ry fac lg(z)| de < oo para algun (y por lo
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tanto para todo) ¢ € (a,b). De lo contrario decimos que £ es singular en a.
Similarmente, decimos que L es regular en b, y que b es un punto regular si
beRy fcb |g(x)| dx < oo para algan (y por lo tanto para todo) ¢ € (a,b),
de lo contrario decimos que L es singular en b. Decimos que L es regular
si es regular en a y regular en b, es decir, (a,b) es un intervalo acotado y
q es integrable en (a, b).

Sean A € C, g : (a,b) — C continua. Decimos que f es una solucién de la
ecuacion Lf — A\f = g en (a,b) si f es una funciéon en (a,b) tal que f, f' €
AC[a, B] donde [a, 8] C (a,b) y Lf(z) — Af(x) = g(z) c.t.p. en (a,b)

El siguiente es un resultado esencial de ecuaciones diferenciales ordinarias,
el lector que no este familiarizado con éste puede encontrarlo en cualquier texto
sobre el tema, por ejemplo, [Cod89] Capitulo 3, secciones 2,3 y 6.

Teorema 5.2 Sea ¢ € (a,b), 6 ¢ un punto regular, g : (a,b) — C continua.
Entonces para todo c¢1,co € C existe una tnica soluciéon fde Lf —Af =g
en (a,b) tal que f(c) = c1, f'(c) = c2

Notemos que el teorema anterior implica que el espacio de soluciones de Lf —
Af = g es de dimensién dos (todas son combinaciones lineales de f; y fo donde
fi(b—a)/2) = f35((b—a)/2) = 1y fa((b—a)/2) = fi((b—a)/2) = 0). En

particular para g = 0 tenemos a la ecuacion

— " qf =\ (5.1.2)

Una base para el espacio de soluciones de ésta ultima ecuacién se llama un
sistema fundamental {uy,us}.

Gracias a la definicion de D(Tyq.) y al Teorema 5.2, podemos reducir las
posibilidades de los indices de deficiencia de T,;, a tres posibles casos

Teorema 5.3 Los indices de deficiencia de T,,;,, son (0,0), (1,1) 6 (2,2)
Demostracion.

N((Tin)* £14) = N(Tinae £ 0) es el conjunto de soluciones f de (5.1.2) con
\ = Fi tales que f,Lf € L?(a,b), pero Lf = \f, asi que basta pedir sélo
que f € L?(a,b). Esto implica, dado que el espacio de soluciones de (5.1.2)
es de dimension dos, que dy(Tinin) = dAim(N (Thhe £4)) < 2. También es
claro que f € N(Tpaz — 1) <= f € N(Tas +1), por lo que Ty, tiene
indices de deficiencia iguales B

Notemos que por el Corolario 3.8, todo extension simétrica de T5,;, es cerrada
Corolario 5.4 T,,;, tiene extensiones autoadjuntas
Demostracion.

El Teorema 3.12 nos garantiza que T,,;, tiene extensiones autoadjuntas. De
hecho, nos da explicitamente todas las extensiones autoadjuntas de T;,;, Bl
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Aunque el Teorema 3.12 exprese la extensiones autoadjuntas a partir de la
teoria de extension de Von Neumann, resulta més conveniente utilizar la teoria
de los tripletes de frontera para determinarlas, como se vera mas adelante. Por lo
pronto, el Corolario 2.16 nos dice que d_(Tiin) = d+(Tmaz) =0 <= Thin =
Tmar-

Nos gustaria determinar qué condiciones se deben cumplir para que Tj,;n
tenga ciertos indices de deficiencia. Con este propésito en mente, necesitaremos
un resultado de ecuaciones diferenciales ordinarias cuya demostracion se encuen-
tra, por ejemplo, en [Nai68], que enunciamos enseguida después de la proxima
definicién

Definicién 5.2 Decimos que una funcién f en (a,b) esta en L? cerca de a (res-
pectivamente b) si existe ¢ € (a,b) tal que f € L?(a,c) (respectivamente
f € L%(c,b))

Notemos que si f es solucion de (5.1.2), para algun A € C, entonces f € AC[a, f3]

con [a, 8] C (a,b), lo que implica que f € L?[a, (], por lo que f € N(Tax — M)

siy solo si f € L?(a,b) siy solo si f esta en L? cerca de a y cerca de b.

Proposicién 5.5 Sea A € C, g funcién en (a,b) en L? cerca de a (respectiva-
mente b). Si £ es regular en a (respectivamente b), y f es una funcion en
(a,b) soluciéon de Lf — Af = g, entonces existen los limites lim,_,, f(z) y

lim,_,, f'(z) (respectivamente lim,_,;, f(2) y lim,_p f/(2)),1.e. f v f’' pue-
den extenderse a funciones en [a,b) (respectivamente funciones en (a, b]).

Demostracion en [Nai68] pagina 56.

Corolario 5.6 Supongamos que a es un punto regular en (a,b) de L.

1. Para todo f € D(Tinaz), [y [’ se pueden extender en [a,b)

2. Si f es solucion de (5.1.2) para cualquier A € C entonces f y f’ se pueden
extender en [a, b), es decir, f y f’ estdn en L? cerca de a

3. Si b también es un punto regular, entonces los indices de deficiencia de
Tonin son (2,2)

Demostracion.

1. Como f € D(Traz), Tmazf € L?(a,b), por lo que aplicando la Proposicién
5.5 ag="Tnaf, N =0, tenemos que Lf = T}, f, de donde se sigue el
resultado.

2. Aplicando la Proposiciéon 5.5 a g =0

3. Por el inciso anterior tenemos que toda solucién de (5.1.2) estd en L?(a, b)
|
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Claramente el corolario anterior tiene un anédlogo para b punto regular.

La siguiente definicién serd vital para expresar los dominios de las exten-
siones autoadjuntas. Dados f,g € D(Timaz), ¢ € (a,b), definimos al bracket de
Lagrange como [f, gl = f(¢)g'(c) — f'(¢)g(c). Usando integracién por partes,
tenemos que Vf,g € D(Thaz), (@, 8] C (a,b)

B
/ T f (2)9(2) — (@) g (@) = L 915 — Uf- gl

Como f,g € D(Ty4z), tenemos que la integral de Troz f(2)g9(2)— () Thnazg(x)

en todo (a, b) es finita, puesto que f; Traef (@) g(x)—f(2)Tmazg(®) = Tmaxf,9)—
<f, Tmazg>- Lo que lmphca que existen [fa g]a = Hmoz*)a[fa g}ou [fa g]b = Hmﬁﬁb[f, g]ﬁ
Por lo tanto tenemos que

[fa g]Tmn,m = <Tmamfa g> - <fa Tmamg> = [fa g]b - [fa g]a (513)

para todo f,g € D(Taz).

Lema 5.7 Si f € D(Tiin),9 € D(Tiax), entonces [f,gla = [f,9]s =0
Demostracion.

Probaremos el enunciado para [f, g,, la prueba para [f, g, es anéloga. Tomemos
a go € D(Tyae) tal que g = go para alguna vecindad de a, y ¢ = 0 para
alguna vecindad de b. entonces tenemos que [f, gla = [f, 90la, [f, 90]s = 0. Como
(jEmzn])* — Tma:pa se tiene que 0= <Tmaw90> f> - <907 Tmznf> = [fa gO]b_ [f7 gO]a -
- fv dla n

Proposicion 5.8 Sea A € C\ R. Entonces para cada uno de los puntos extre-
mos de (a,b) (es decir, a 6 b) existe una solucion f # 0 de (5.1.2) tal que
f esta en L? cerca de ese punto.

Demostracion.

Veamos que el enunciado se cumple para el punto extremo a, la prueba para el
otro punto es analoga.

Tomemos a ¢ € (a,b), y consideremos al operador minimo correspondiente
Trnin,c definido en el espacio L?(a, ¢) como T, f = Lf (donde L es la que corres-
ponde en (5.1.2)). Elegimos a funciones f, g € C§°(a,b) tales que f(c) = ¢'(c) =
0y f'(c) = g(c) = 1. Entonces, usando (5.1.3) y el Lema 5.7, tenemos que

<(Tmin,c)*f7 g> - <f7 (Tmin7c)*g> = <Tmaz,cfa g> - <fa Tmax,cag> = [fa g}c =-1

(Haciendo un ligero abuso de notacién, denotando a fl(a,c) ¥ 9l(a,c) POT f
y g, respectivamente). Es decir, T4z, DO es simétrico, por lo que Ty, DO
es autoadjunto, eso implica que los indices de deficiencia de T, . son (1,1)
6 (2,2) (d-(Twmin) = d4+(Thmaz) = 0 <= Tpin = Trmaz). Por lo que 3fy €
N(Tmaz,c —A), fo #0. Sea d € (a,c), entonces aplicando el Teorema 5.2, existe
una unica solucion f de Lf = Af en (a,b) tal que f(d) = fo(d) y f'(d) = fi(d).
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Por la unicidad del teorema, y dado que fj es solucion de la ecuacion en (a, ¢),
entonces f(x) = fo(x) paratodo z € (a,c), por lo que f # 0. Como fy € L%(a,c),
entonces f estd en L? cerca de a W

Corolario 5.9 Si uno de los puntos extremos de (a,b) es regular, entonces los
indices de deficiencia de T, son (1,1) 6 (2,2).

Demostraciéon.

Supongamos sin pérdida de generalidad que a es el punto regular. Por la pro-
posicion anterior, existe una solucién f # 0 de (5.1.2) con A = i que esta en L?
cerca de b. Como a es punto regular, usando el Corolario 5.6 inciso 2, f esta en
L? cerca de a, por lo que f € L%(a,b),i.e. 0# f € N(Tjaz — 1), lo que implica
por el Teorema 5.3 que los indices de deficiencia son (1,1) 6 (2,2) B

5.2. La alternativa de Weyl y sus consecuencias

En esta seccién presentamos un resultado cldsico muy importante para el
anélisis de los operadores de Sturm-Liouville.

Definicion 5.3 Se define al Wronskiano de dos funciones derivables f,g en
(a,b) como W(f,g). = f(z)g'(z) — f'(2)g(z)

Se puede probar que para {u, v} sistema fundamental de una ecuacion (5.1.2) se
tiene que W, (u,v) es una constante diferente de 0 para x € (a,b) (Ver [Cod89]
Capitulo 3 seccién 4)

El siguiente resultado clésico es vital para el estudio de los operadores de
Sturm-Liouville. Nos ayudara a precisar los indices de deficiencia de un operador
dado.

Teorema 5.10 (Alternativa de Weyl) Sea d un punto extremo de (a, b). En-
tonces se tiene uno y sélo uno de los siguientes casos:

1. Para todo A € C, las soluciones de (5.1.2) estdn en L? cerca de d

2. Para todo X\ € C, existe una soluciéon de (5.1.2) que no estd en L? cerca
de d.

En el caso 1 decimos que d esta en el caso del circulo limite, para el caso 2
decimos que d esta en el caso del punto limite. Si T es un operador con regla
de correspondencia como el lado izquierdo de (5.1.2) , decimos que T esta en el
caso del circulo limite (caso del punto limite) en d.!

Notemos que si se da el caso 2, por la Proposicién 5.8, y dado que la dimen-
sion del espacio de soluciones de (5.1.2) es de dimension 2, tenemos que para
A € C\ R, existe una tnica (junto con sus multiplicaciones por constantes)
solucion de (5.1.2) diferente de 0 que esta en L? cerca de d

1La causa de bautizar con un nombre tan exético a estos casos tiene razén de ser en la,
demostracion original propuesta por el matematico H. Weyl en su anélisis a operadores de
Sturm-Liouville
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Demostracion.

Supongamos sin pérdida de generalidad que d = a. Basta con probar que si
para un \g € C, todas las soluciones de (5.1.2) estdn en L? cerca de a, entonces
esto mismo se cumple para toda A\ € C. Sea w una soluciéon de Lu = Au,
tenemos que demostrar que u € L?(a,c) para alguna c¢ € (a,b). Sea {u1,ua}
un sistema fundamental de £f = Ao f. Entonces el Wronskiano W (u1,us), = ¢
es una constante diferente de cero. Normalizando podemos suponer que ¢ = 1
(multiplicando u; y ug por la constante [u; (z)ub(z) —u} (x)uz(z)]~1). Dada una
funcioén continua g en (a,b), ¢ € (a,b), definimos a la funciéon f, como

£ (@) = ua () / " (gt dt — us(x) / " un(t)g(t) dt para todo z € (a,b)

(5.2.1)

Por el método de variacion de constantes de ecuaciones diferenciales ordina-

rias (Ver [Cod89] capitulo 3, seccién 6) sabemos que f, es solucién de la ecuacion
Lf—Xf=gen (a,b). denotando a v = u+ (Ao — A) fu, tenemos que

Ly =Xu~+ (Ao = N)(u+ Aofu) = Moo
Por lo tanto, existen aq, as constantes tales que v = aju; + asus, es decir,
U = QU] + QUg + (/\ - /\O)fu (522)

Fijando a ¢ := max{|u1|, |uz|}, o = max{|a1],|az|}. Puesto que todas las
soluciones de Lf = Agf estan en L? cerca de a, tomemos a e € (a,b) tal
que [fui(t)? dt < coy [F u1 2dt < o0 (cualquier e € (a b) cumple la
propiedad). Notemos que [ ¢(t dt < [Tui(t)? dt + [ ug(t)? dt < oo, por
lo que C = 8|A — Xo|? [ o(t)? dt < 00. Asi que usando las 1gualdades (5.2.2),
(5.2.1) para g = u, la desigualdad en reales 2ab < a? + b? y la desigualdad de
Holder (en ese orden), obtenemos

lu(@)® = |oqur () + agua(z) + (A = Xo) fu(@)]? < (larur (z)] + [aous ()]

x

1= 20)fu(@)])? < (ap(@) + A - Aoll2¢(x) / p(O)lu(t)] df])? < 8a®p(x)?

+8|>\*>\0|250($)2[/$<P(t)|u(t)|dt] < 80%p(2) / ut)[? dt
(5.2.3)

Como [ p(t)? dt < oo, existe ¢ € (a,e) tal que [ ¢(t)? < (2C)~'. Fijando
uny € (a,¢), e integrando ambos lados de la ecuacion (5.2.3) en (y, ¢), obtenemos

/yc|u(x)|2§8a2/ o(x)? d:1:+2C’/ / lu(t)|? dt) d
§8a2/ o(x)? dx+/y lu(t)|? dt
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Multiplicando por 2 y restando fyc |u(z)|?> en ambos lados de la ecuacién
anterior, obtenemos

/ lu(x)]? < 16a2/ o(x)? dx—i—/ lu(t)|? dt
Yy Yy c
< 16a2/ o(x)? dx—i—/ lu(t)|? dt

Puesto que u es continua en (a,b) y e, ¢ € (a,b), tenemos que [ |u(t)|* dt <
0o. Ademas, [ p(z)* < [p(t)? dt < oco. Por lo tanto, el lado derecho de
la ecuacién anterior es un numero real, y como y es arbitrario, tenemos que
[5 u(@)? = limy_q4 fyc |u(x)|? < oo, es decir, u estd en L? cerca de a B

Por el Corolario 5.6, inciso 2, tenemos que si a es un punto regular, entonces
a esta en el caso del circulo limite.

Utilizaremos los dos lemas siguientes para probar el importante Teorema
5.13

Lema 5.11 Supongamos que d es un punto regular de la expresion £ en (a, b),
entonces si f € D(Tinin), f(a) = f'(a) =0

Demostracion.

Supongamos sin pérdida de generalidad que d = a. Sean f € D(Thin), v i €
C§°(a —1,b),i € {1,2} tales que g1(c) = gh(c) =0y gi(c) = g2(c) = 1. Puesto
que g; € Cg°(a — 1,b), gil(ap) € D(Trmaz), con un ligero abuso de notacion,
denotamos también como g; a la restriccion de g; en (a,b). Por el Corolario 5.6
inciso 1, f, ', ¢1,9}, 92, 95 se pueden extender por continuidad a a. Del Lema
5.7, tenemos que [f, gle = f(a)gi(a) — f'(a)gi(a) = 0, por lo que tenemos que
f(a) = f'(a) =0 W

Lema 5.12 Si T),;, estd en el caso del punto limite en a (respectivamente b),
entonces [f, gl = 0 (respectivamente [f, g], = 0) paratodo f,g € D(Timaz)

Demostracion.

Probamos el lema suponiendo sin pérdida de generalidad que b esté en el caso
del punto limite. Sea ¢ € (a,b), y consideremos al operador minimo T, .
definido con la misma expresion de T}, en el espacio L%(c,b). Como c € Ry ¢
es continua en (a, b), tenemos que ¢ es un punto regular de Tpip. . dado A € C,
por el Corolario 5.6, inciso 2 tenemos que toda solucién de Lf = Af en (¢, b)
es L? cerca de c¢. Como T esta en el caso del punto limite en b, sabemos que
existe una tnica solucién (junto con sus miltiplos) que estd en L? cerca de b.
Por lo tanto, Ty,in  tiene indices de deficiencia (1,1), y por la Proposicién 2.15,
tenemos que dim D(Tinaz.c)/D(Tmin.c) = 2.

Sean f1, f2 € C5°(a,b) tales que fi(c) = f3(c) = 0y falc) = fi(c) = 1.
Entonces se tiene que f1, fo € D(Tynaq,c) (abusando de la notacion, f; representa
a fil(c,p))- Por el Lema 5.11, para todo h € D(Tpnin,c) se tiene que h(c) = h'(c) =
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0, lo que implica que f1 y f2 son linealmente independientes modulo D(Thyin ),
junto con dim D(Tinaz.c)/D(Timin,c) = 2 implica que

D(Tmam’c) = D(Tmin,c) + Lin{fh fg} (524)
T,

Donde Lin{fi, fo} es el subespacio generado por f1 y f2. Sean f,g € D(Timaz)-
Puesto que Thin.e C Tmin (viendo a L%(c,b) como subconjunto de L?(a,b)),
f,9 € D(Tasz,c)- Por (5.2.4) esto implica que existen fo, g0 € D(Tiin,c) ta-
les que f — fo vy g — go valen 0 en alguna vecindad de b (puesto que f; y
f2 cumplen esta propiedad). es decir, [f,g]s = [f, 90ls = [fo,90]s, Pero como

f0,90 € D(Tinin,c), €l Lema 5.7 implica que [fo, gols =0 W

Teorema 5.13 Los indices de deficiencia del operador T}, en (a,b) son:
= (2,2) si a,b estén en el caso del circulo limite
= (1,1) si s6lo uno de los puntos extremos esta en el caso del circulo limite
= (0,0) si a,b estén en el caso del punto limite

Demostracion.

Si a,b estan en el caso del circulo limite, entonces para todo A € C, todas las
soluciones de £f = Af estan en L? cerca de a y cerca de b, es decir, estan en
L?(a,b), por lo tanto, los indices de deficiencia son (2,2)

Si s6lo uno de los puntos extremos esté en el caso del circulo limite, supon-
gamos sin pérdida de generalidad que a es estd en el caso del circulo limite.
Entonces por el Teorema 5.10, existe una tnica solucién (junto con sus multi-
plos) de Lf = A\f que estd en L? cerca de b. Como a est4 en el caso del circulo
limite, entonces esta solucién estd en L? cerca de a, es decir, estd en L%(a,b),
por lo que los indices de deficiencia de T}, son (1,1)

Si tanto a como b estén en el caso del punto limite, entonces por el Lema
5.12 [f,9la = [f,g]s = 0 para todo f,g9 € D(Tinaz), es decir, por (5.1.3), Thaz
es simétrico, por 1o que Taz C 10w = Lo = Tin = Tmin € Timaa, €s decir,
Tmin €s autoadjunto, por lo que los indices de deficiencia de T,,;, son (0,0) H

Existen muchos criterios en la literatura para determinar si T,,;, estd en
el caso del circulo limite, 6 en el del punto limite en un punto extremo d,
a continuaciéon mencionamos tres de los mas importantes. Decimos que una
propiedad p(z) se cumple cerca de oo si se cumple para x > «, @ € R arbitrario
y fijo, similarmente para —ooc.

» Si existe C' € R tal que q(z) > C + %ﬁ para z cerca de a, entonces
Tnin esta en el caso del punto limite en a. (andlogamente a b)

= Si existe ¢ > 0 tal que |g(2)| < (§ — €) ;z4yz para « cerca de a, entonces

Tonin esta en el caso del circulo limite en a. (anélogamente a b)
» Si b = oo, y existe C > 0 tal que q(x) > —C|z|?> para z cerca de oo,

entonces Ty, esta en el caso del punto limite en oo (similarmente para
a = 00)

Estos resultados se pueden verificar, por ejemplo, en [DS63] capitulo 13.
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5.3. Tripletes de frontera en operadores de Sturm-
Liouville

5.3.1. Caso 1: T},;, en el caso del circulo limite en a y b

Veamos que existen uq,us € D(Timqz) con valores en los reales, tales que
[ur, ugla = [ur, uzlp =1 (5.3.1)

Sea ¢ € (a,b), A € R, por el Teorema 5.2, existen u1, ug soluciones unicas de
—u" + qu = Au en (a,b) tales que ui(c) = uh(c) =1y uj(c) = u2(c) = 0. Dado
que uy (uz) es también una soluciéon de la ecuacién que cumple las mismas
condiciones que u; (u2) en ¢, entonces u; (ug) es real en todo (a,b), lo que
implica W (u1, uz)z = [u1, us], para todo z € (a,b). Como T, estd en el caso
del circulo limite en a y en b, u; estd en L? cerca de a y cerca de b, i € {1,2},
es decir, u; € L?(a,b), y por lo tanto u; € D(Tpae). Como W(uy,us), es
constante para todo x € (a,b) (ver el parrafo siguiente a la Definicién 5.3),
tenemos que W(uy,uz2), = W(ug,us)e = [u1,us]. = 1 para todo = € (a,b), y
como uy,us € D(Tmaz), existen [uy, usq y [u1, us2lp (ver el parrafo que precede
a (5.1.3)), y por su definicion como limites, tenemos que (5.3.1) se cumple.

Ahora, para cualesquiera fi, fo, f3, f4 funciones derivables en (a,b), x €
(a,b), se tiene que

W (f1, f2)2W (f3, fa)e — W(f1, f3)aW (f2, fa)e + W (f1, f4)2W (f2, f3)2 =0

igualdad que se prueba directamente de la definicion del Wronskiano. Dados
f,9 € D(T)nas), aplicando la férmula anterior a f1 = f, fo =G, f3 = u1, fa = ug,
puesto que para toda u,v € D(Timaz), W(u,0), = [u,v],, tenemos que

[f, glelur, uale — [f, u1]2 (g, uz]e + [f, u2le[g, u1]e = 0

y como [u1,uglqg = 1,d € {a,b} y [§, ui]» = [g,ui]» para todo z € [a,b], tomando
limites * — a 6 * — b tenemos que

[f,gla = [f, v1lalg, u2la — [f, u2)alg, u1]a con d € {a,b}. (5.3.2)

Entonces, revisando la Definicion 3.6 y (5.1.3), junto con (5.3.2), tenemos
que

[fa g]Tmaz = [f? g]b - [f7 g}a
= [fvul]b[g,UQ]b - [fa u2}b[g’ ul}b - [f’ u1]a[g, UQ}G + [f7 ’LLQ]a[g,Ul]a. (533)
Proponemos al triplete de frontera (IC,T'0,T'1) de T4, como
K= CZ’ FO(f) = ([frul]a’ [f7 ul]b)7 Fl(f) = ([f’ u2]a7 _[fv Uﬂb)

con el producto usual en C2: ((a, b), (¢,d)) = ac+bd. Veamos que en efecto es
un triplete de frontera. La condicién 1 de la Definicién 3.6 se cumple directo por
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(5.3.3). Para probar la condicion 2, construimos a funciones w14, 1p, U2q, U2p €
D(Taz) que cumplen: u;q = u; cerca de d y u;g = 0 cerca de x € {a,b}\ d.
Dado que u; es una funcién con valores en los reales, de la definiciéon tenemos
que [u;, u;]g = 0coni € {1,2}, d € {a,b} Usando este hecho, la igualdad (5.3.1),
y la caracteristica de que el bracket [, *]4 es lineal en la primera entrada, para
todo @ = (w1, 22, 23,74) € C*, f = T3u14 — TaUrp + T1U24 + Totuzp € D(Tnas)
es tal que © = (Tof,T'1 f), por lo tanto, (K,T9,T'1) es un triplete de frontera.
Ahora, para encontrar a las extensiones autoadjuntas de T, fijémonos en los
operadores B € S(C?) (Ver (3.2.8)), y demos explicitamente al conjunto D(Tg),
es decir, descifremos el significado de T'gz € D(B) y Bl'gz = Pgl'1z. B actia
en Kp, que puede ser C?, {\c | A € C}, ¢ € C fijo, 6 {0}. Sea d la dimensi6n
de Kp, {e; | 0 <i < d < 2} una base ortonormal para Kp, y {¢; | d < j < 2}
una base ortonormal para (Kp)t. Recordemos que una matriz de n x n es
Hermitiana si y s6lo si a;; = aj; para toda a;; entrada de la matriz, y que un
operador (transformacién lineal) en un espacio de dimensiéon n es autoadjunto
si y solo si la matriz que le corresponde (respecto a cualquier base ortonormal)
es Hermitiana. Como B es autoadjunta en un espacio de dimensién finita, existe
una matriz hermitiana B = (By;) de d x d tal que Be; = ZZ=1 Byer. Dado que
en un espacio de Hilbert H con base ortonormal {e;}icr, z = >, (7, €;)e; para
todo © € H (Ver seccion 9.8 de [BN00]), entonces dado x € D(Tyaz), tenemos

que
d

Pgliz = Z(le, ek)ek
k=1

Si I'pz € Kp (lo cual equivale a T'gx € D(B) por estar en caso de dimensién
finita), entonces tenemos

BF()CC = Z <F0x, el>B€l = Z <F0$, el>Bklek
o<i<d 0<I<d, 1<k<d

De las dos igualdades anteriores, tenemos que z € D(T,4,) estd en D(Tg)
si y soélo si

(Toz,€}) =0

(Tyz,ex) = Y (Tox,e)Br con 0 <k <d (5.3.4)

0<i<d

Donde la primera condicién corresponde a gz € D(B) y la segunda es
BT'yx = Pgl'ix, pues es la igualdad de los coeficientes de su combinacién lineal
respecto a la base.

Veamos los tres casos:

= Caso 1: K = C?

Entonces {(1,0), (0,1)} es una base ortonormal para C2, y (Kg)* = {0}, por lo
que solo tenemos que revisar cuando € D(Ty,q,) cumple la segunda condicion
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de (5.3.4), es decir, el dominio de una extension autoadjunta de Ty (ver Pro-
posicion 3.17 y el parrafo subsecuente) es el conjunto de todos los 2 € D(Tinaz)
tales que cumplen las condiciones

[SL’, ’U/Z]a = bl [$7 Ul]a + C[.’E, ul]b
—[z, uzly = €z, ur]q + ba[z, uily (5.3.5)

donde b1,bs € R, ¢ € C son escalares fijos y arbitrarios que corresponden
a las entradas de la matriz Hermitiana (las condiciones de los escalares son

. . . Bi1 By
consecuencia de ser entradas de una matriz Hermitiana, pues < =

By B
b1 C
(%5 )

m Caso2: Kg=C=xe

Sea e = (a, 3) € C* un vector unitario tal que D(B) = C * e. Entonces gz €
D(B) equivale a T'gz L (8, —a@), es decir,

[z, u1]aB = [, u1]pex (5.3.6)
Ademas, la segunda condicion de (5.3.4) significa
(Thz,e) = (Tox,e)B

= <([$7u2]a7 —[:L',UQ]Z,), (O‘7B)> = <([x7u1]a, ['Tvul]b)7 (a76)>B
= alr,us)s — Bz, u2)p = B(@[z,u1]a + Bz, u1ly)

(donde B es la tnica entrada de la matriz Hermitiana) y sustituyendo por
(5.3.6) obtenemos

— [e% —

alz, usla — Blr, uzly = B(E(B[x,ul]b) + Blz,w]s) = Blz,uily
TEER Ty T el m Pl

y de forma similar se obtiene una expresion para B[z, u1]q, por lo que tene-
mos

B[xvul}b :aﬂ[xauﬂafgﬂ[xvuﬂb B[xvul]a :aa[‘r7u2]a73a[‘r7u2]b (537)

Si a # 0, definimos a los escalares ¢ := Ba~! y b := Bla|™2, tenemos que
las condiciones (5.3.6) y la (5.3.7) equivalen a

[, us]a = b1z, u1]e + ¢z, uslp  [z,u1]p = clx, u1]a (5.3.8)

Si @ = 0, definimos al escalar b; := B y las condiciones (5.3.6) y (5.3.7)
equivalen a
[’I’,UQ]b = 7b1 [‘Ta ul]b [xaul]a =0 (539)
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» Caso 3: Kp = {0}
Entonces la primera condiciéon de (5.3.4) se cumple si y sélo si
[z, u1]a = [z, u1]p = 0 (5.3.10)

Mientras que la segunda condicién trivialmente siempre se cumple para todo
x € D(Thaz)

Con esto, hemos expuesto a todos los operadores Tz con B € S(K), es decir,
en virtud de lo estudiado en la seccién sobre tripletes de frontera, todas las
extensiones autoadjuntas de Th,n:

El conjunto A de todos los = € D(T},42) qQue cumplen alguna de
las condiciones (5.3.5), (5.3.8), (5.3.9) 6 (5.3.10), con b;,bo € R,c € C
fijos y arbitrarios, es un dominio tal que T,,,.|4 es autoadjunto, toda
extension autoadjunta de T,,;, es de esta forma, y a cada eleccion de
escalares le corresponde una extensiéon diferente.

5.3.2. Caso 2: T},;, en el caso del circulo limite en d y en
caso del punto limite en = € {a,b} \ d

Supongamos sin pérdida de generalidad que T,,;, esta en el caso del circulo
limite en a y en el caso del punto limite en b (para el otro caso se debe sustituir
a por b en los resultados). De forma similar al caso anterior, veamos que existen
funciones con valores en los reales ui,us € D(Thnq.) tales que [ug,us], = 1.
Sean 1, las funciones uy, us construidas en el caso anterior respectivamente.
Puesto que T,,;, esta en el caso del punto limite en b, no podemos asegurar
que 1,42 € L*(a,b), pero podemos construir a u; € D(T}u4,) funcién con
valores en los reales tal que u; = u; para alguna vecindad de a y u; = 0 para
alguna vecindad de b, i € {1, 2}, entonces tenemos que [u1, us], = [l1,Ga]s = 1.
Notemos que en este caso la igualdad (5.3.2) sigue siendo valida para d = a, es
decir, tenemos que

[fag]a = [f;ul]a[gaUQ]a - [fa UZ]a[gaul]w

Por el Lema 5.12 tenemos que [f, g], = 0 para todo f,g9 € D(Taz). Entonces,
por (5.1.3) tenemos que

9 Tee = —1fs 9la = [f, u2lalg, u1)a — [f, u1]alg, u2]a

por lo que definiendo
K=C, Tof =I[fiutla, I'if=[f uzla

tenemos que (K,T'g,I'1) es un triplete de frontera de T),q.. En efecto, la
condicién 1 de la Definicion 3.6 se cumple por la expresion mostrada que define
a [f,glr,..., y la condicion 2 es trivial dado que [,], es lineal en la primera
entrada, y [u1,us], = 1. Sea B € S(C)
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» Caso 1: Kz =C
Entonces BT'gx = I'yx si y sélo si
blz, u1]e = [z, u2]a (5.3.11)

donde b € R (real puesto que B es Hermitiana, por lo que su matriz es una sola
entrada real)

= Caso 2: Kp = {0}
Entonces I'gz € D(B) si y solo si
[, u1]q = 0. (5.3.12)

Entonces, todas las extensiones autoadjuntas de T,,;, son los ope-
radores cuyos dominios cumplen alguna de las ecuaciones (5,3,11) y
(5,3,12) para algtan b € R.

Cuando ambos puntos extremos estan en el caso del punto limite, por el
Teorema 5.13 y el Corolario 2.16 tenemos que Tp,;, es autoadjunto (lo cual
implica que es la tnica extension autoadjunta de si misma) Con esto, hemos
obtenido las extensiones autoadjuntas de T;,;, para todos los casos. Sin embargo,
es interesante revisarlas para el caso particular en el que los puntos extremos
son regulares, ya que las expresiones que determinan a los dominios son mucho
més sencillas que las mostradas en los casos anteriores, lo cual es consecuencia
de tener un triplete de frontera més simple.

5.3.3. Casos especiales: puntos extremos regulares

a y b puntos regulares. Si f,g € D(Tyaz), entonces por el Corolario 5.6
tenemos que f, f',g y ¢’ se pueden extender a [a,b], por lo que se tiene que
[f, gla = Mmealf, gla = lime—q f(2)g'(x) — f'(x)g(x) = f(d)g'(d) — f'(d)g(d),
d € {a,b}, de donde obtenemos de (5.1.3) que

[f.9)000e = Lf9lb = (£, 9la = F(0)g'(B) — £ (b)g(b) — f(a)g'(a) + f'(a)g(a)

por lo tanto, proponemos a

K=C? Tof = (f(a),f(b)), T1f=(f(a),~f (b))

como triplete de frontera. En efecto, se cumple la condiciéon 1 de la Definicién
3.6:

(C1f,Tog) — (Tof T1g) = ((f'(a), = f'(b)), (9(a), g(b)))
—((f(a), f(0)), (¢ (a), =g"(0))) = (£, gls — [, gla

Veamos que la condiciéon 2 (suprayectividad de ¢ — (T'oz,I'12) de D(Taz)
a C*) también se cumple. Sea (aq, s, a3, a4) € C*, entonces por el Teorema
5.2, existen g, h soluciones de Lf = 0 tales que g(a) = a1, ¢'(a) = a3 h(b) =
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ag W(b) = —ay. Como T, es regular en a y b, ambas soluciones estan en
L?(a,b), es decir, en D(Tya.)- Considera a go,ho € D(Thnaz) tal que go = g
vy ho = 0 en alguna vecindad de a, go = 0 y hg = h en alguna vecindad de b.
Entonces f = gg + ho € D(Tmax) es tal que (Fof, Flf) = (0417 ag, (3, 014).

En la misma forma como se hizo en la seccién 5.3.1 después de que se de-
terminé el triplete de frontera, sustituyendo a [f, u1]a, [f, u1]e,[f; u2]a,—[f, ua]s
por f(a), f(b), f'(a),—f'(b), respectivamente, de forma completamente analoga
se obtiene que las extensiones autoadjuntas de T,,;, son los operadores
cuyos dominios estan definidos como el conjunto de las f € D(T),..)
que cumplen alguna de las 4 condiciones siguientes:

f'(a) =b1f(a) +cf(b), [f'(b)=—cf(a)—Dbaf(D)

f'(a) = bif(a) +2f'(b), f(b) = cf(a)
F(B) =b1f(b), fla)=0

fla) = f(b) =0

con b1,b2 € R, ¢ € C arbitrarios. (Comparar con las expresiones (5.3.5),
(5.3.8), (5.3.9) vy (5.3.10))

d punto regular y = € {a,b}\d caso del punto limite Supongamos que a es
punto regular, y b esta en el caso del punto limite (para el otro caso simplemente
invierta a y b). Entonces para toda f,g € D(Tyaz), f v f' se pueden extender
a funciones en [a,b) (Corolario 5.6), y [f,gls = 0 (Lema 5.12). Entonces de

(5.1.3) tenemos que [f,g|r,... = —[f,9la = f'(a)g(a) — f(a)g’(a). Por lo tanto,
proponemos al triplete de frontera como

K=C Tof =f(a) T1f = f'(a)

En efecto, la condicién 1 de la Definicién 3.6 se cumple por construccion,
para verificar la condicion 2, dado (a1, as) € C?, usamos el Teorema 5.2 y
obtenemos una funcion fy solucion de Lfy = 0 tal que fo(a) = a1 y fi(a) = ag,
y construimos a f € D(Tqz) tal que f = fy cercade ay f = 0 cerca de b. De la
misma forma como se hizo en la seccion (5.3.2), sustituyendo a [f, u1]a, [f, u2]a
por f(a), f(a), respectivamente, obtenemos que las extensiones autoadjuntas
de Tynin son los operadores cuyos dominios estan definidos como el conjunto de
las f € D(Tinax) tales que cumplen alguna de las siguientes dos condiciones

bf(a) = f'(a)

con b € R.
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Capitulo 6

Apéndice. Espacios de Hilbert

La nociéon de espacio vectorial es una de las més populares en matematicas,
tanto puras como aplicadas, por lo cual asumimos que el lector estd familiarizado
con ésta.

Definicion A.1 Sea X un espacio vectorial con campo K. Decimos que la
funcion (-,-) : X x X — K es un producto interno de X si cumple lo
siguiente:

s (2,9) = (y, ) para todo x,y € X
= paratodo«, 8 € K, x,y,z € X, se tiene que {(ax+py, 2) = alx, z2)+L{y, 2)
» (z,2) >0 paratodozr € Xy (z,2) =0 < =0

Se dice que la pareja (X, (-,-)) es un espacio vectorial de producto interno,
aunque usualmente se omite escribir la funcion, y escribimos simplemente que
X es un espacio de producto interno.

El teorema de Pitagoras se extiende trivialmente a espacios de producto
interno: Si (z,y) = 0, entonces

(x+y,z+y) = (x,2) + (Y, y) + (x,y) + (y,2) = (v,2) + (y,9)

Si z,y € H son tales que (x,y) = 0, decimos que z y y son ortogonales entre si,
y lo escribimos como x 1 y

La siguiente desigualdad es una de las mas tutiles y conocidas en todo el
mundo matemaético.

Teorema A.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea X un espacio vec-
torial de producto interno, z,y € X, entonces

N
Nl

l(z, )] < (2,2)2 (y,y)
Demostracion.

81
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Si y = 0 entonces la igualdad se cumple trivialmente. Supongamos que y # 0.
Consideremos al vector z = z — &%) 1y, entonces usando la definicion de producto

(,9)
interno tenemos que (z,y) = (v — gz;y y) = (z,y) — (g zgy y) = 0, entonces
(2, %y) = %(z, y) = 0, por lo que usando el teorema de Pitagoras tenemos
que oy
<I,y> <.’,E y> <$7y> 2
(z,2) = (2 + Y,z + y) =(z,2) +| *(y. )
) ) (v, y)
[z, 9) > _ (=9
=(z,2) + >
& (v, y) (v )
De donde |(z,y)| < (z,2)z (y,y)2 A
Recordemos que una funcion || - || : X — R es una norma de X si cumple:

» ||z]| >0paratodoz € X,y ||z]| =0 < =0
= || Az|| = |A|||z| para todo x € X, \ € K
= flz+yll <zl + vl

Dado un espacio de producto interno X, uno puede definir una norma en X
como ||z|| = (z,z)2. Es trivial ver que esta definicion cumple con los requisitos
de una norma. Para probar la desigualdad del triangulo (el tercer requisito para
la norma) se usa la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

lz+yl* = (& +y.z+y) = () + (z,9) + (y,z) + (1,9)
= (v,7) + 2Re(z,y) + (y,v) < (x,7) + 2[(z,y)| + (¥, y)
< A{z,x) +2((z,2)? (4,9)2) + () = (=] + [ly]])?

También, con esta definiciéon de norma, el teorema de Pitadgoras mostrado
arriba se puede reescribir como ||z + y||? = ||z||* + ||y||* para z L y

Definicion A.2 Decimos que un espacio de producto interno X es un espacio
de Hilbert si X es completo con la norma asociada al producto interno
(i.e., toda sucesion de Cauchy en X es una sucesion convergente en X). A
los espacios de Hilbert se les suele denotar como H

Entonces cada vez que se hable de aspectos analiticos del espacio de Hilbert
que involucren a alguna norma, por ejemplo, que una sucesiéon converge en H,
o la cerradura de un subconjunto de H, se asume que se estd utilizando la
norma inducida por el producto interno. Vale la pena mencionar que no todas
las normas de un espacio vectorial vienen de un producto interno, una forma
usual para probar que una norma no viene de un producto interno es encontrar
z,y € H que no cumplen la ley del paralelogramo:

l+ylI? + llz = ylI* = 2]jz]* + 2]ly||?
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Esta igualdad es trivialmente cierta para todo par de elementos en un espacio de
producto interno. Es posible probar que la norma de H proviene de un espacio
de producto interno si y sélo si se cumple la ley del paralelogramo para todo
x,y € H, ver [Wei80] Teorema 1.6. A un espacio vectorial normado completo
(cuya norma no viene necesariamente de un producto interior) se le llama un
espacio de Banach.

Proposiciéon A.2 Sea H un espacio de Hilbert. Entonces el producto interno
es continuo en las dos entradas, es decir, dada y € H fija, x,, — x sucesién
convergente en H, se tiene que (x,,y) = (z,y) v (y,zn) — (y, )

Demostracion.

Kzn,y) — (x,y)] = [{xn — 2,y)| < ||lzn — z||||y]| por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, pero ||z, — x| — 0, entonces (z,,y) — (z,y). (y,zn) — (y,x) se
obtiene analogamente H

Corolario A.3 Sea H un espacio de Hilbert, D un conjunto denso en H (i.e.
D = H) entonces si (x,d) = 0 para todo d € D entonces z = 0

Demostracion.

Sea d,, sucesion en D tal que d,, — x, entonces 0 = (z,d,,) — (x,x), por lo que
[z]| =01

Definiciéon A.3 Para un espacio de Hilbert H, el conjunto ortogonal de un
subconjunto (no necesariamente subespacio) S de H se define como S+ =
{r € H| (z,s) = 0 Vs € S}. También decimos que dos subconjuntos
M, N de H son ortogonales entre si si Vm € M,n € N, (m,n) =0, lo cual
escribimos como M 1 N

Claramente para todo S C H, S 1 S*. Veamos algunas propiedades basicas de
los conjuntos ortogonales que utilizamos en el texto

Proposicion A.4 Sean H un espacio de Hilbert, S un subconjunto de H, en-
tonces:

1. S+t es un subespacio cerrado
2 H: = {0}

3. Si R C S entonces S+ C R+
4. 8+ =5"

Demostracion.

1.

Usando las propiedades de la definicién del producto interno se ve que para
todo x,y € St A € K, (z+ \y,s) = 0 para todo s € S, es decir, S* es un
subespacio de H, y por la proposicién A.2 tenemos que S+ es cerrado: si x € H
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tal que x,, — = donde x,, € S+, entonces para todo s € S, 0 = (x,,,5) — (x, s),
por lo que z € S+.

2.

Si h € H* entonces (h,h) = 0 por lo que h = 0.

3.

Sean s € S*, r € R. Entonces 7 € S,y (s,7) = 0, por lo que s € R+

4.

Por el inciso anterior basta probar que St C S'. Sea s € St, s* € S,
entonces existe z,, sucesion en S tal que z,, — s*. entonces por la proposicién
A2,0=(s,z,) — (s,8), por lo que s € 5. .

El siguiente lema lo utilizamos para probar caracteristicas estructurales de
los espacios de Hilbert que usamos frecuentemente en este texto y, en general,
en toda teoria involucrada con espacios de Hilbert. También tiene fuerza por si
s6lo, recalcando una particularidad de los conjuntos cerrados que comparten los
espacios de Hilbert y los espacios euclidianos R™ que es bastante ttil

Lema A.5 Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, y sea
x € H. Definimos a d = d(z, M) = inf{||z — y|| | y € M }. Entonces existe
y € M tal que d = ||z —y|

Demostracion.

Por definicion de d, existe una sucesion {y,} de elementos de M tal que ||z —
Yn|| — d. Para n,m € N, considera a los vectores z — y,, y © — ¥, Usando la
ley del paralelogramo (mostrada después de la definicién A.2) tenemos que

122 — Y — Ym|l® + 1ym — Unll®> = 2/l — yu||® + 2[|z — ym|?
Es decir
Yn — Ym ”2

lym = ynl* = 20l = yall* + 2l = ym|* = 42 = ==

Pero como #»5¥m ¢ M, entonces |z — 5% || > d, de donde obtenemos que

[Ym = ynll? = 2l|z = yal® + 2]|2 = ym | — 4d

Asi que tomando el lim,, ,—oo €n la ecuacion anterior, dado que ||z — y,|| ¥
||z — ym| tienden a d, se tiene que ||y, — yn|| — 0. Entonces la sucesion {y,,} es
de Cauchy, y como X es completo, entonces y,, — y € X. Pero también tenemos
que M es un conjunto cerrado, por lo que y € M. Ahora, por la proposiciéon A.2,
tenemos que la funcion norma es continual, asi que ||z—y|| = || imy, 00 T—yn|| =
lim, oo ||z —ynl| =d A

Teorema A.6 Para todo M < H con H espacio de Hilbert, se tiene que M =
M+, donde M+t = (M+)+

Demostracion.

18i @y, — x, entonces ||z, || — [|2]| < ||zn — || = 0
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Claramente se tiene que M C M=*+ pues si # € M, y € M+, dada {z,}
sucesion en M tal que z, — x por A.2 tenemos que 0 = (x,,y) — (x,y), por lo
que © € M+,

Ahora sea z € M+, Supongamos que z ¢ M, entonces por el lema anterior
existe y € M tal que ||z —y|| = d > 0. Como x,y € M+ entonces z—y € M++.
Veamos que z—y € M para tener entonces la contradicciéon 0 = (z—y, z—y) =
lz =yl B

Sea z € M, a € K, entonces como y+az € M, ||z —y+az|| > d = |z —yl,
por lo que

0<lz —y+azl® = e —yl* = (z —y +az,z —y +az) — (z —y,z —y)
:a<.’I}—y,Z> +a<z,x—y> + |a|2||z||2

para todo a € K. Entonces si sustituimos a « por S{z —y,z) con § € Ren la
altima expresién, obtenemos

28(z =y, 2)I* + Bz =y, )P |12 = Bl(x — y, ) (2 + Bl II*)

Es decir, 0 < 8|(x —y, 2)|2(2+ B||z||?), por lo que debe ser que (x —y,2) =0
(si no, eligiendo 8 = W para el caso z # 0y 8 = —1 para z = 0 tenemos una
contradiccion), i.e. z —y € M+ W

La demostraciéon anterior es en esencia probar que dado un subespacio ce-
rrado M de un espacio de Hilbert, y un subespacio N de H que contiene pro-
piamente a M, entonces existe un vector x € N tal que x € M. También
en la prueba se obtiene que para todo S subconjunto de H, S+ N S++ = {0}.
Usando la Proposicion A.4 inciso 4, junto con el teorema anterior, tenemos que
S+ = §++L también nos dan una analogia entre operadores adjuntos y comple—
mentos ortogonales que puede ser util para recordar, especificamente T =T~

como S+ = St y T =T* como § = S+

Lema A.7 Sean M, N subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H tales
que M L N, entonces M +N = {m+n |m € M,n € N} es un subespacio
cerrado de H.

Demostracion.

Claramente M + N es un subespacio de H, solo basta probar que M + N C
M + N. Sea w € M + N. Entonces existe {w,} sucesion de M + N tal que
wy, — w. Viendo a cada w, como w, = x, + y, con x, € M,y, € N, notemos
que Wy, — Wy, = (T — ) + (Yn — Ym)- Como (z, — ) L (Y — ym), aplicando
el teorema de Pitagoras (mostrado al inicio de este apéndice) obtenemos que
lwn, —wm|]? = |20 —Zm||* + |Yn — Ym||?. Como {w,} es una sucesién de Cauchy,
la ecuacién anterior implica que {z,} vy {y,} también lo son. Puesto que tanto
M como N son subespacios cerrados de un espacio de Hilbert, entonces existen
x € M,y € N tales que =, = ¢ y Y, — ¥, por lo que w, = T, +yn — = + v,
entoncesw=x+yeM+N R
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Teorema A.8 (Teorema de la proyeccién) Para todo M subespacio cerra-
do de un espacio de Hilbert H, tenemos la suma ortogonal H = M @& M*.
(Recordemos que la suma ortogonal M @& M~ es el mismo espacio que
M + M+, s6lo que el signo @ hace notar que M L M*)

Demostracion.

Basta probar que H = M + M, pues el hecho de que los espacios sean ortogo-
nales entre si es por definicion. Como M C M @ M+ y M+ C M @ M+, usando
A4 inciso 3, tenemos que (M & M)t € M+ y (M & MYt C Mt ie.
(M e M)t C M+n M+t = {0}. Entonces, usando el Lema A.7 y el Teorema
A6, tenemos que M @ M+ =Moo MLt=MaoMHH ={0}t=HN

Para entender més sobre la estructura de los espacios de Hilbert, en espe-
cifico, de los conjuntos ortonormales que hay dentro de ellos, que sirven para
descomponer al espacio de Hilbert, en los capitulos 9.7 y 9.8 de [BNOO] esto se
explica muy clara y concisamente. Aunque no hagamos uso explicito de esto en
el presente trabajo, vale la pena revisarlo para tener una comprensién més a
fondo de los espacios de Hilbert.

Teorema de Representaciéon de Riesz

Definiciéon A.4 Sea X un espacio vectorial sobre un campo K. A toda funcién
f: X — K se le llama funcional de X.

Recordemos que toda transformacion lineal T : X — Y es continua si y solo
si es continua en un xy € D(T) si y s6lo si es acotada (es decir, existe k tal
que ||Tz|| < k|lz|| V& € D(T)). Este resultado elemental de analisis funcional
no lo probaremos aqui, porque es una prueba bastante sencilla que es anéloga
a la que uno ve en un curso de algebra lineal cuando se trata con espacios de
dimension finita. También, se define a la norma del operador acotado T como
IT)| = inf{k € R | ||l < kllz]}} y se ve que

T
17 = sup 220 o j7a
w20 |1zl z)=2

Y que, en efecto, esta definicién es una norma en el espacio de transforma-
ciones lineales continuas de X a Y. Se denota como B(X,Y) al espacio normado
de operadores acotados T': X — Y con D(T) = X.

El lector que no esté familiarizado con los hechos sefialados en el parrafo
anterior puede encontrarlos en cualquier libro introductorio al anélisis funcional,
por ejemplo, [BN00] Secciéon 14.2

Teorema A.9 (Riesz) Sea H un espacio de Hilbert. Entonces f es un fun-
cional lineal acotado de H si y so6lo si existe un tnico h € H tal que
fun(z) = (x, h) para todo x € H. Ademés ||k = | f||

Demostracion.
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Veamos que el funcional fj, : H — K definido por fi(x) = (2, h) es un funcional
lineal acotado:

Por las propiedades del producto interior, es claro que f;, es lineal. Ahora
por la desigualdad de Cauchy A.1 tenemos que para todo x € H, || fn(z)|| =
I{z, h)|| < ||z||||R]|, es decir, f es acotaday || fr|| < ||A]|- Pero también || f,(h)|| =
IRl = Wfa ()l = Il = [fall = IRl sih = 0, || full > [[2]| se cumple
trivialmente), i.e. || fn| = |||

Sélo falta probar que dado un f un funcional lineal acotado, se puede escribir
en la forma f(z) = (z,y) para algin y € H.

Considera al ntcleo de f, N(f) = {x € H | f(x) = 0}. Si N(f) = H entonces
f(z) = (x,0) y se cumple el enunciado, asi que supongamos que N(f) C H.
Por la continuidad de f, si (z,) es una sucesién convergente en N(f) a z,
pasa que 0 = f(x,) — f(x), es decir, N(f) es un conjunto cerrado de H.
También Jy € N(f)+\ {0}, pues si N(f)+ = {0}, por A.8 tenemos que N(f) =
N(f)*+ = {0}* = H, lo cual es una contradiccién. Sea w € N(f)* \ {0},

probemos que y = %w satisface las condiciones del teorema, observando
primero las evaluaciones de f en 2 casos especiales:

Caso 1: z € N(f)
flz)=0= Lo (2, w) = (z, Mw>

Caso 2: z :<§£> -

F(Bw) = Bf(w) = BLE: (w, w) = (Bw, L% w)

Ahora, parax € H, Como w ¢ N(f), Considera al vector x— %w, entonces
flz — J’:((z))w) = f(z) — L2 f(w) = 0, es decir, z — £2uw € N(f). Como

fw) Flw)
B+ e 16) = 1t~ F30) ) = (s~

f((i))w, {Tww))w> + (J]:((z))w, %uﬁ = (x, {;f“% w), donde la segunda igualdad se

da gracias a lo que demostramos para los dos casos especiales B

-~ 8

El siguiente es uno de los teoremas més importantes del analisis funcional,
el cual nosotros utilizamos para probar el teorema de la grafica cerrada.

Teorema A.10 Sean X, X espacios de Banach, y M un subconjunto de
B(X1,X5). Si M es acotada puntualmente (i.e. para todo x € X; exis-
te un C'(zp) > 0 tal que | Tz|| < C(xg) para todo T € M) entonces M es
acotado (i.e. existe C' > 0 tal que ||T|| < C para todo T € M)

Demostracion.

Basta probar que existen zg € X1, p > 0y C’' > 0 tales que ||Tz| < C’ para
todo x € B(zo,p) = {y € X1 | lly — xol| < p}, T € M, pues si tenemos a
Zo, p, C' con estas propiedades, entonces para todo x € B(0, p), T € M tenemos
que | T2]| = [T (wo+a—0)| < |7 (@o+a)||+|T(xo)| < C'+Clag) = C” puesto
que xo+x € B(zo, p) y por la hipétesis del teorema. Entonces multiplicando por
p~ ! tenemos que ||Tz| < p~1C" = C para todo = € B(0,1), es decir, |T|| < C
para todo T' € M.
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Probemos entonces la existencia de xq, p y C’ con las propiedades descritas.
Supongamos que no existen, es decir, para todo 9 € H,p > 0, el conjunto
{||Tz|| | T € M,z € B(zo,p)} es no acotado. En particular, {||Tz| | T € M,z €
B(0,1)} es un conjunto no acotado, es decir, existe un z; € B(0,1),7y € M
tal que |[Tiz1| > 1. Como T} es continua, existe p;, 0 < p; < 271 tal que
B(zy1,p1) C B(0,1) y ||[Thz| > 1 para todo z € B(z1, p1)-

Como {||Tz|| | T € M,z € B(x1,p1)} es un conjunto no acotado, existen
x2 € B(x1,p1),To € M tales que ||Toxa| > 2. Como T, es continua, existen
p2, 0 < pa < 272 tales que B(wa,p2) C B(z1,p1) v ||Tez| > 2 para todo
x € Bz, p2).

Asi, inductivamente obtenemos sucesiones (z,) en X1, (T,,) en M y (p,,) en
(0,1)_tales que B(2pni1, ppt1) C B(n,pn), pn < 27"y |Tpz| > n para todo
x € B(xp,p,). También tenemos que ||z, — Zml| < Pminfnm) < gmin{n,m}
por lo que (z,) es una sucesion de Cauchy, entonces existe z € X; tal que
x, — x. Puesto que para todo n > m tenemos que x, € B(Zy,, pm), entonces
x € B(xm, pm) para todo m € N. Por lo tanto ||T,,z| > m, para toda m € N, lo
cual contradice nuestra hipotesis de la existencia de un ¢, tal que |T,,z| < ¢,
|

Ejemplo A.1 Para la comprensién de este ejemplo se necesita tener un cono-
cimiento basico sobre la teoria de integraciéon de Lebesgue. Trabajamos
en el espacio R con la medida de Lebesgue, entonces las nociones de me-
dible, c.t.p. (abreviacion de "casi en todas partes", que significa que una
propiedad cumple en todo el conjunto a excepcién posiblemente de en
un subconjunto de medida cero) e integrable se consideran a partir de la
medida de Lebesgue.

Sea M C R un conjunto medible. Definimos primero al espacio auxiliar £2(M)
como

L3(M) = {f : M — C funciones medibles | /M |f(z)]? do < oo}

Es directo ver que £2(M) es un espacio vectorial (con campo C), puesto que
con la definiciéon usual de suma de funciones y producto por escalar, se tiene
que f+ gy af son funciones medibles, y dado que

laf (@) = lallf ()] y |f(@)+9(2)* < (|f(@)|+]g(2)])* = [f(@)]*+2|f (2)]|g(x)]
+g(@)* < 2/f (@) + 2|g(x)*

entonces [y, af(x)* dz < ooy [y, [f(x)+ g(x)|* dx < co. Sea s la funcion

s« L2(M) x L2*(M) — C definida por s(f,g) = [, f(x)g(z) dz. Es sencillo
verificar que s(-, -) cumple todas las condiciones de la Definicion A.1 a excepcion
de s(f,f) =0 < f =0 (dado a € M la funcién f definida como f(x) =
0 para x € M\ {a} v f(a) = 1 es tal que s(f,f) = 0). Por lo tanto, no
podemos definir un producto interior (-,-) en el espacio £L2(M) tal que (f, g) =
Sy f(x)g(x) dx. Es por esta razén que se tiene una consideracién extra para
definir al espacio L*(M):
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Sea
N(M) ={f: M — C funciones medibles | f(z) =0 c.t.p en M}

Entonces tenemos que N' (M) C L2(M),y que N(M) = {f € L2(M)|s(f, f) =
0}. Definimos
L*(M) = L2(M)/N(M)

Es decir, L?(M) es el conjunto de clases de equivalencia [f] de £?(M) tales
que dos elementos estdn en la misma clase si y sé6lo si son iguales c.t.p. La
suma y la multiplicacién en L?(M) se hace a partir de representantes, es decir
alf] = [af] v [f] + [g] = [ +g] donde f € [f] y g € [g] (se puede ver que no
importa la eleccién del representante puesto que dados dos representantes, al
hacer la operacién, el resultado da dos funciones que son iguales c.t.p., y por
lo tanto son el mismo elemento en L?(M)). Definimos al producto escalar en
L?(M) como

qﬂwﬁwmmzﬁﬁuﬁﬁm

Donde f € [f], g € [g]- Por como se definen las integrales de Lebesgue (en
conjuntos de medida cero son cero) el producto no depende del representante
que se elija. Si [f] € L?(M) es tal que (f, f) = 0 entonces tenemos que f = 0
c.t.p. (propiedad de la integral de una funcién no negativa), es decir, [f] es el
elemento cero en L?(M), por lo tanto tenemos que ([f],[g]) es en efecto un
producto escalar. Denotamos a [f] € L?(M) como f, y nos referiremos a estas
clases de equivalencia como funciones (puesto que podemos trabajar con ellas de
la misma forma a como lo hacemos con funciones). Esencialmente, por nuestra
construccion la tnica diferencia entre el espacio de funciones L?(M) y £2(M)
es que funciones en L?(M) que son iguales c.t.p. son idénticas. Para probar que
L?(M) es un espacio de Hilbert sélo nos falta verificar que L?(M) es completo,
la prueba de este hecho no la incluimos aqui, pero se puede verificar en [Wei80]
pagina 19.

Proposicion A.11 Para (a,b) C R un intervalo con —oco < a < b < o0, los
siguientes subespacios son densos en L2(a, b)

1. Li(a,b) = {f € L?(a,b) | 3K > 0 tal que f(z) < K c.t.p. en (a,b)y f(z) =
0 c.t.p. en {z € (a,b) | |z| > K}}

2. El conjunto de las funciones escalonadas T'(a,b) = {f € L?*(a,b) | f =
> cixs } donde X, es la funcion caracteristica en un intervalo finito
J; (abierto o cerrado en cualquier extremo) de (a,b), ¢; € C

3. El espacio de las funciones infinitamente diferenciables con soporte com-
pacto C§°(a,b) = {f € L*(a,b) | f(™ existe para todo n € N, y existe K C
(a,b) compacto tal que f(z) =0 Vz € (a,b) \ K}

Demostracion.
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Probar que cada uno de los conjuntos es un subespacio es trivial. Sea f € L?(a, b)
1.
Definimos a f,, € L(a,b) como

fala) = {f(x) si x| <ny f(z) <n

0 en cualquier otro caso

Entonces tenemos que |f,(z)| < |f(x)| para todo x € (a,b), y fn(z) — f(x)
si n — oo. Entonces por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue se
tiene que

b
15 = £l =t [ 17(@) = fu(o)? do 0

es decir, f, — f, por lo que L3(a,b) es denso en L?(a,b)

2.

Como LZ(a,b) = L?(a,b), basta probar que L3(a,b) C T'(a,b), (pues entonces
L?(a,b) = L3(a,b) C T(a,b)). Sea f € L%(a,b), entonces f es integrable y existe
una sucesion (f,,) de T'(a,b) tal que f,(z) = f(z) c.t.p. y

/|fn — f(x)]de —0 sin— o0

(ver [Wei80], A6). Como para K > 0 tenemos que | f(z)| < K c.t.p., podemos
asumir que |f,(z)| < K para todo x € (a,b) , n € N. Por lo tanto tenemos que

1fn = FII? = /Ifn |2da:</|fn — f(@)|(2K) dz — 0

Basta probar que T'(a,b) € C§°(a,b), para lo cual es suficiente ver que
la funcién caracteristica x; de un intervalo finito J es punto de contacto de
C§°(a,b). Con este proposito en mente definimos a d. € C§°(a,b) como

5 () = {exp{(|;zc|2 -7 sir| <e

0 si|z| >e

S = {/5:(95) dx} 1o,

Es sencillo verificar que 6. € C§°(a,b), y que el soporte de d. es {z € (a,b) |
|z| < e}. Para el intervalo J, y n € N definimos a

fu(z) = /(5%(,@ —y)xs(y) dy con z € (a,b)
entonces tenemos que f, € C§°(a,b) y

£o() 1 paraz € (a,b) con d(z, J¢) > %
n\T) =
0 paraz € (a,b) con d(z,J) >

1
n
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y 0 < fu(x) < 1 para todo = € (a,b), donde d(x, A) es la distancia eucli-
diana del punto x al conjunto A, y A° es el complemento de A. Tenemos que

fn(z) = x; paratodo z € (a,b)\{a, b}. Entonces por el teorema de convergencia
dominada de Lebesgue se tiene que

||fn—xJ|\2=/|fn<x>—xJ<x>|2 dz — 0

es decir, f,, — x; B

Bibliografia escencial del Apéndice

[BNOO] Capitulo 8, 9 y 10.
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Notacion

ImA es la parte imaginaria del numero complejo A

S < H S subespacio de H

T : Hi — H, operador lineal entre espacios de Hilbert

D(T) es el dominio de la funcién T

R(T) es el rango de T

N(T) es el ntcleo de T

T C G si G es una extension de T, es decir, D(T) C D(G) y T(z) = G(x)
para todo x € D(T)

B(H) =conjunto de operadores continuos con D(T') = H, también B(H;, Hs)

SSiACH, At ={zx € H|(x,a) =0Vac A}

A+B={a+blac A, Be B}

A+ B es la suma directa, i.e. es el subespacio A+ B, y el hecho de que la suma
sea directa senala que todo elemento de A + B tiene una Unica representacion
a+bconac Abe B

A @ B es la suma ortogonal, i.e. es el espacio A 4+ B con la caracteristica de
que A L B (Como AL B = AN B = {0} entonces si la suma es ortogonal,
es también directa) L

[f.gle = f(e)g'(c) — f'(c)g(c) es el bracket de Lagrange de fy gen ¢
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