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Resumen

En este trabajo proponemos una generalizacién de la definicién tradicional de longitud de
arco sobre una variedad diferenciable arco conexa. En la definicién propuesta, la longitud de arco
estd asociada a una funcion distancia J que satisface la propiedad de identidad pero puede no
satisfacer la desigualdad del tridangulo, no negatividad, definitoreidad y simetria. También
introducimos el concepto de premétrica, la cual es una funcion distancia que satisface la
desigualdad del tridgngulo v la propiedad de identidad. Por tanto, una premétrica, a diferencia de
las métricas, puede ser asimétrica y tomar valores negativos, y a diferencia de las distancias Lp,
puede ser no uniforme. De nuestra definicion de longitud de arco, surge de manera natural, una
nueva clase de arcos, los cuales llamamos &-conservativos. Un arco d-conservativo (0 un arco
inducido por una funcién distancia o) es un arco dirigido tal que para cualquier triada ordenada de
puntos del arco, la desigualdad del tridangulo se cumple en su forma de igualdad. Probamos que
cada arco d-conservativo tiene una Jd-longitud igual a la d-distancia entre sus puntos extremos, y
que si d satisface la desigualdad del triangulo (i.e., si 4 es una premétrica), entonces los arcos d-
conservativos coinciden con los arcos de minima d-longitud. También demostramos que la d-
longitud de un arco se puede expresar como la integral de una funcién 7 a lo largo del arco,
donde F es la derivada direccional unilateral de 4. En esta demostracion no requerimos que la
funcién distancia satisfaga la desigualdad del triangulo y no negatividad. Esta relacién entre dy F
fue probada por Busemann y Mayer (1941) para funciones distancia (distancias de Finsler) que
satisfacen, entre otras condiciones, la desigualdad del tridngulo y no negatividad. También
demostramos que si la derivada direccional unilateral 7 de una funcién distancia 4 es continua,
entonces d satisface la desigualdad del tridngulo si, y sélo si,  es convexa.
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Introduccion

H. Busemann [2] dice en su trabajo que la meta que se fijo Riemann [6] a si mismo fue
dar una definicion y discusion del espacio finito dimensional més general en el cual toda
curva tiene una longitud [F(x(1),x()))dt obtenida a partir de una longitud infinitesimal o
elemento linea F(x, dx).

En este trabajo de tesis coincidimos con Riemann en el sentido de que toda curva
suave tiene una longitud. Sin embargo, en la definicién de longitud de arco que
proponemos en este trabajo de tesis, la longitud de un arco se obtiene a partir de una
funcion distancia d dada, en lugar de a partir de un elemento linea Fix, dx) dado. La
expresion de longitud de arco en términos de F(x, dx) se puede obtener a partir de una
funcién distancia d, siempre que F(x, dx) sea la derivada direccional unilateral de d en x
en la direccién dx.

La definicion mas comin de longitud de arco obtenida a partir de una funcién
distancia ¢ define longitud como la minima cota superior de las longitudes de todos los
posibles poligonos inscritos. Esta definicion tiene la desventaja de requerir que la funcion
distancia J satisfaga tanto la desigualdad del tridangulo como la condicién de no
negatividad.

En el capitulo 1 se presenta la aportacion principal de esta tesis. Esta consiste en el
concepto que proponemos de longitud de arco asociada a una funcion distancia d que
cumple la propiedad de identidad pero no necesariamente la desigualdad del triangulo y
no negatividad, condiciones que se requieren en el concepto tradicional de longitud de
arco. Nuestro concepto se basa en una definicién alterna de la integral de Riemann (ver,
e.g., [7, p.160]) que se expresa en términos de refinamientos sucesivos de particiones del
arco. Como no se pide simetria de la funcion distancia J, la longitud de un arco en un
sentido puede ser diferente a la longitud de ese arco en el sentido contrario, por lo que los
arcos considerados son arcos dirigidos. Podemos afirmar entonces que de las propiedades
que satisfacen las funciones distancia tradicionales {no negatividad, simetria, desigualdad
del triangulo e identidad) solamente la propiedad de identidad (la distancia de un punto a
si mismo es cero) es necesaria para que a una funcién distancia d se le pueda asociar una
longitud de arco. De aqui que se define a una funcién distancia (generalizada) sobre una
variedad conexa diferenciable Af como una funcién binaria que satisface la propiedad de
identidad. A partir de la definicion propuesta de longitud de arco, surge la existencia de
ciertos arcos: aquellos que cumplen que todas sus particiones tienen la misma J-longitud.
Estos arcos, que llamamos d-conservativos, satisfacen una propiedad de conservacién de
la distancia d {d-distancia) a lo largo del arco, y se puede pensar en ellos como una
generalizacion de los segmentos de linea recta en R". Se muestra que cada arco d-
conservativo dirigido Cfa, b) tiene una d-longitud igual a la d-distancia de a hasta b, d(a,
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b), v satisface la propiedad de que para cualquier sucesion de puntos sobre el arco
conteniendo los puntos exiremos a y b, la suma de las d-distancias entre todos los puntos
consecutivos ordenados en la direccion del arco es exactamente igual a dia, b). Esta
propiedad se usa en el bien conocido procedimiento empirico para medir la distancia
entre dos puntos lejanos. Tambieén se prueba que si una funcion distancia d es completa
{para todo par de puntos ordenados a, b en M existe al menos un arco d-conservativo que
conecta a con b), entonces la desigualdad del tridngulo es una condicion necesaria y
suficiente para que ambos, los arcos d-conservatives y los arcos de minima 4-longitud,
sean los mismos. Ademas, en este capitulo se obtiene la bien conocida formula de la
longitud de arco, que es la integral de una funcion continua F a lo largo del arco Cla, b),
[Fix(s), (s)) ds, donde x:[a, B] — M es una representacion paramétrica de Cla, b);
también demostramos que esta integral es la longitud de arco asociada a una funcion
distancia d si, v solo si, la funcion Fix(s), (s)) es la derivada direccional unilateral de d.
Le.,
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como en la definicién tradicional, estan formadas por arcos de minima d-longitud. La
funcién fundamental, a diferencia de la premétrica, contiene informacién puramente
local, que se refiere a la tasa de cambio o “eficiencia” del desplazamiento en cada punto
para cada direccién del espacio. La funcién fundamental nos permite encontrar algunas
propiedades de su premétrica, tales como uniformidad, isotropia, simetria y antisimetria.
Estas propiedades las mostramos en la seccion 2.6.

En el capitulo 3 demostramos que los arcos que son simultaneamente arcos inducidos
de varias premétricas, son también arcos inducidos de cualquier combinacién lineal
positiva de esas premétricas, propiedad que también se cumple para las geodésicas de las
premétricas.

En el capitulo 4 se analizan las métricas Lp. Demostramos que los arcos inducidos por
estas métricas son segmentos de recta; en particular para las métricas ; y L., también son
arcos conservativos todos los arcos mondtonos entre pares de puntos y, segin sea la
direccion del camino, éstos arcos monotonos son crecientes o decrecientes. En este
capitulo también se obtienen las funciones fundamental, postfundamental y de desviacién
para las métricas Lp. Las funciones distancia obtenidas, tanto de métricas Lp pesadas
como de combinaciones lineales positivas de éstas, conducen forzosamente a funciones
distancia positivas definidas, simétricas y uniformes.



1. Longitud de arco asociada a una
funcion distancia generalizada

1.1 d-longitud de arco y arcos d-conservativos

En esta seccion proponemos una definicion de longitud de arco asociada a una funcién
distancia en una variedad diferenciable. Nuestra definicion requiere que la funcidn
distancia satisfaga la propiedad de identidad, pero puede no satisfacer la desigualdad del
tridngulo, simetria y no negatividad. También, en esta seccion se introduce una nueva
clase de arcos asociados a una funcidn distancia d. Estos arcos (los cuales llamamos arcos
d-conservativos) satisfacen una propiedad de conservacion de la distancia d a lo largo del
arco, y se puede pensar en ellos como una generalizacion de los segmentos de linea recta
en R". Demostramos que, bajo ciertas condiciones, la desigualdad del tridngulo es una
condicion necesaria y suficiente para que los arcos d-conservativos y los arcos de minima
d-longitud sean los mismos.

Sea M una variedad diferenciable k-dimensional en R”, con k < n. Denotemos por Ty M
el espacio tangente en xeM, TxM = {veR" x + vhel para h positiva suficientemente
pequena}, y por TM = sy TxM el haz tangente de A4, Cada elemento de 7M/ tiene la
forma (x, v}, donde xeM y veTx M. El subconjunto de 7Af cuyos elementos tienen la
forma (x, v) donde xeAf y ve T3 M \{0} se denota por 7M1 \{0}.

Un camino en M de aeM a belf es una funcién continua x:[a, b]—M, donde x(a) = a,
x{(b) = b, y a < b son nimeros reales. L.a imagen dirigida C{a,b) < M del camino x:[a,
bl—M se llama un arco (dirigido) que va de a a b. En este trabajo de tesis, con arco se
quiere decir arco dirigido. Un arco C(a,b) se dice que es un arco C' si este tiene una
representacion paramétrica x:[«a, b] — M con una derivada acotada x’ la cual es continua
en todo [a, b] excepto posiblemente en un nimero finito de puntos. El conjunto de todos
los arcos que son C' a trozos se denotara por Q. Por razones de simplicidad, el conjunto
de todos los arcos C' a trozos que van de a a b, y el conjunto de las representaciones
paramétricas de estos arcos se denotaran por Qpap).

Definicion 1. Se define una funcién distancia (generalizada) d sobre M como una
funcién binaria d:M x M —R que satisface la propiedad de identidad {d(a,a) = 0 para toda

acM).

Si d también satisface la desigualdad del triangulo (d(a,b) < d(a,c} + d(e, b) para todo
a,b,cell ), entonces se le llama premétrica.



Una métrica es una premétrica que satisface la condicion de simetria {(d(a,b) = d(b, a)
para todo a,beM ), la condicién de no negatividad (d(a,b) > 0 para todo a,belrf), v la
condicion de definitoreidad (d{a,b) =0 = a=b para todo a,bel ).

Una sucesion de puntos en A/ de la forma (a = xq, x1,..., Xi, X1 = b), donde £ > 0, se
dice que es una sucesion en M de a a b. Los puntos a y b se llaman puntos extremos de la
sucesion. El conjunto de todas las sucesiones en A/ de a a b se denota por P [a,b].

Para cada sucesién en M dada por P = (a = x, Xy,..., X, X;,1 = b), la funcién distancia
d: M x M — R determina un nimero real A(P), que llamamos d-longitud de la sucesion
P, y se define como la suma de las d-distancias:

k
A(P)=> d(x, x,,) paratoda P=(a=xy,X,...X, X, =h) cPlab].
i=0

En este trabajo de tesis, una particién de un arco quiere decir una particién del arco en
subarcos. Cada particién P de un arco C(a,b) determina una sucesion (a = xg, x1,..., Xz,
xx+1=b) de puntos a lo largo del arco C(a,b). Reciprocamente, tal sucesién (a = xg, x1.,...,
X, Xir1 = b) de puntos a lo largo del arco C(a,b) determina la particién P. Con el fin de
simplificar, también se denota por P a la sucesion de puntos a lo largo del arco C{a,b) que
corresponde a la particion P. La pariicion irivial de un arco C{a,b) es el conjunto
{C(a,b}}, el cual esta determinado por la sucesion trivial (a = xq, x; =b). A refinamiento
de una particion P del arco Ca,b) es una particién QO de C(a,b) tal que cada elemento de
O estd contenido en un elemento de P. El conjunto de todas las particiones de C{a,b) se
denota por P[C(a,b}]. Se define la d-longitud de una particion PeP[C(a,b)] de C(a,b)
como la longitud de la sucesion P con respecto a la funcion distancia d, denotada por
A(P).

Definicion 2. Se define la longitud asociada a una fincién distancia d sobre M de un
arco dirigido C (d-longitud de un arco C) como un nimero real L tal que, para todo g > 0,
existe una particion P, de C tal que |A(P) — L| < £ para todo refinamiento P de P..

La d-longitud de un arco Cf(a,b) la denotamos por Z{Cfa,b). Si ¢(C(a,b) es finita,

entonces C{a,b) se dice que es d-rectificable. Si la d-longitud de un arco existe, entonces
ésta es tnica. Es inmediato que todos los subarcos de cualquier particion P de un arco d-
rectificable Cf{a,b) son d-rectificables, y que la suma de sus d-longitudes es igual a la d-
longitud de C(a,b).

Cfa,b) es un arco de minima d-longitud si este es rectificable y su d-longitud es menor
o igual que la d-longitud de cualquier otro arco que va de a a b. Cada subarco de un arco
de minima ¢-longitud es un arco de minima d-longitud.

La definicion 2 nos permite deducir la existencia de ciertos arcos los cuales pueden
imaginarse como una generalizacién de los segmentos de linea recta en R”. La propiedad
de identidad que se le pide a una funcion distancia d es suficiente para determinar ciertas
curvas dirigidas formadas por arcos dirigidos que cumplen una condicion, llamada por
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donde x:[a, b]—>M es una representacion paramétrica de Cf(a,b). Se puede probar
directamente que (1.1) es equivalente a cualquiera de las siguientes dos condiciones:
d(x(s), x(z)) = d(x(s), x()) + d(x(1), x(z)), donde a < s <<z < b,

d(x(s), x(r)) — d(x(s), x()) = d(x(®), x(2)) — d(x(r), x(2)), a<s<t<r<z<bh. (1.2)

Claramente, las dos dltimas condiciones son mutuamente equivalentes. La primera de
ellas expresa la “desigualdad del triangulo™ para cualesquiera tres puntos ordenados sobre
Cfa, b). La ecuacion (1.2) expresa una ley de conservacién de la d-distancia. Sea C(a,b)
un arco d-conservativo con una representacion paramétrica x: [a, b]—>M, dondea <s<t
< r <z < b. Supdngase que el arco C(a, b) es descrito por el movimiento de una particula
que va de a a b. Supdngase también que el intervalo [a, b] es un intervalo de tiempo y
que el vector x(w), donde we[a, b], especifica la posicion de la particula en el tiempo w.
Para cualquier intervalo [z, 7] < [a, b] la particula viaja a lo largo del arco C(a, b) que va
de x{#} a x{r}. Si C(a, b) es un arco d-conservativo, entonces cuando la particula va de
x(7) a x{r), el incremento de la d-distancia desde cualquier punto sobre C(a,b} ya visitado
por la particula, x(s), donde s < ¢, a la particula misma, d(x(s), x(r)}) — d(x(s), x(¢)), es
igual al decremento de la dJ-distancia desde la particula hasta cualquier punto sobre
Cfa,b) que visitard la particula, x(z), donde r < z, d(x(z), x(z)) — d(x(#), x(z)). Esta es la
razén por la que le llamamos “arco d-conservativo” al arco C(a,b).

Una funcion distancia d es completa si para todo par ordenado de puntos (a,b) en A/
existe al menos un arco d-conservativo C* a trozos que va de a a b. Si una funcidn
distancia d es completa, entonces toda particion de un arco C(a,b) drectificable tiene
asociada una d-poligonal inscrita formada por arcos d-conservativos, cada uno de los
cuales conecta dos puntos consecutivos de la particién. Por lo tanto, la d-longitud de un
arco C{a,b) d-rectificable es igual al limite de la d-longitud de la d-poligonal d-
rectificable inscrita en C(a,b).

Teorema 1.1. (Propiedades de las premétricas). Sea d: M xM —R una funcion
distancia que satisface la desigualdad del trigngulo (i.e., d es una preméirica) vy sea C(a,

b) un arco d-rectificable C' a trozos cuya d-longitud es £(C(a,b)). Entonces:

(a) Si P,QeP[Clab)]| son dos particiones de Cla,b) tal que P es un refinamiento de Q,
entonces A(Q) < AP);

(b} dia,b) <A(P) < Z(C(a,b)) para toda PeP|C(a,b)];

(c} ¢{C(ab)) =sup{A{P): PeP[C(a,b}]};
{d} dab)=27(Clab)) siysolosi Cla,b) es un arco d-conservativo;

(e} Todo arco d-conservativo es un arco de minima d-longitud,
(f) Sides una funcién distancia completa, entonces todo arco de minima d-longitud es
un arco d-conservativo.

Demostracion.
(a} Se puede demostrar directamente usando la desigualdad del triangulo.



{(b) Esta conclusién es una consecuencia inmediata de (a): d{a,b), A(P), v £(C(a,b)) son

d-longitudes de tres particiones de C(a,b). La correspondiente particion para ¢ {(C(a,b)) es
un refinamiento de P, y P es un refinamiento de la particion trivial.

{c} Debido a (b), AP) < £(C(a,b)) para toda PeP[C(a,b}]. Usando la definicion de d-
longitud del arco C(a,b) y por la definicién del supremo de un conjunto, se obtiene
ZC(a,b)) = sup {A(P): PeP[C(a,b)]}.

(d) =) Como se mencioné en la definicion 3, si C(a,b) es un arco d-conservativo,
entonces d(a,b) = ¢ (C(a,b)). =) Supdngase que d(a,b) = ¢ (C(a,b)). Usando (b}, se
obtiene d{a,b) = A(P) para toda PeP[C{a,b}], v por tanto C(ab) es un arco d-

conservativo.
(e} Si C(a,b) es un arco d-conservativo el cual no es un arco de minima J-longitud,

entonces dab)=¢(Clab)) v Z({C*@b)) </ (Clab)) para algin C*(a,b)eQpup.
Entonces #{C*{a,b)) < d(a,b}, lo cual contradice (b). Por tanto, todo arco d-conservativo
es un arco de minima d-longitud.

() Debido a (b), d{a,b} < #{(C{a,b)). Por el hecho de que d es una funcién distancia
completa, existe un arco d-conservativo C! a trozos que va de a a b de d-longitud d(a,b).
Puesto que C(a,b) es un arco C' a trozos de minima d-longitud, entonces ¢ (C(a,b)) <

d{a,b): y por tanto, se cumple la igualdad d{a,b) = #(C(a,b)). Por (d), C(a,b) es un arco

d-conservativo. O

Por (c) del teorema 1.1, la bien conocida expresion para calcular la longitud de un arco
Cfa,b) en un espacio euclidiano, dada por Z(Cf{a,b)) = sup{A(P) : PeP[C(a,b)]} (ver,
e.g.. |5, p. 463]), es aplicable a cualquier funcién distancia d que satisface la desigualdad
del tridngulo. Si d no satisface la desigualdad del tridngulo, esta expresién no es valida,
como se muestra en el siguiente ejemplo: Sea d, una funcién distancia dada por dy(a,b) =
(=i b — ai|P)”P, Va, beR", i=1, ..., n, donde pe(0, 1) (a; y b; denotan las componentes
de los vectores a v b, respectivamente). Supénganse tres puntos en R, a = (0,0), ¢ =
(1,0), y b= (1,1). Sea C(a,b} el arco formado por dos subarcos, el primero vadea ae,y
el segundo va de ¢ a b. Para p=0.5, la dj 5 longitud de C(a,b) es 1 + 1 = 2. Sin embargo,
el segmento de linea recta que va de a a b es el supremo de todas las particiones de
Cfa,b), y su dys-longitud es (1+1)* = 4, de aqui que sup {A(P): PeP[Clab)]}=4> 2=
Z{C(a,b)).

1.2 Funcional d-longitud

En esta seccion, a partir de la definicién propuesta de longitud de arco se obtiene una
férmula para calcular la longitud de arco asociada a una funcién distancia ¢ dada.
También demostramos que si la derivada direccional unilateral # de una funcién distancia
d es continua, entonces d satisface la desigualdad del triangulo si, y sélo si, /7 es convexa.



Una funcién f: A — R se dice que tiene una derivada direccional unilateral en un
punto x eM con respecto a v e Tx M \{0} si, v solo si, el limite

D+f(X,V) = lim f(G(I)) —f(X)

t—0" {

existe en el conjunto de los niimeros reales extendidos, donde o: [0,1] — A/ es un camino
en M con o(0) = x v {do(n)/dh) (0) = v. Se puede demostrar directamente que D'f (x;v) es
homogénea positiva de grado uno en el argumento v, i.e., D'f (x; av) = a D'f(x;v} para
toda a > 0, para toda xeM. Entonces D'f es independiente de la representacién

paramétrica de la curva &. Fl segundo argumento de D7 (x:v), donde ve TxM \{0}, se
puede llamar una direccion en xeM.

Sea d: M x M — R una funcion distancia sobre M. La derivada direccional unilateral
de d(x,-) en xeM con respecto a una direccion ve Ty M \{0} se define como el limite
d(x,6(t)) — d(x,x)

f— !
si este existe. Por la propiedad de identidad de d, F(x,v) viene a ser
F{x,v):= H%IM para toda x e M ,v e T, M \{0}, (1.3)
t—0"

donde o:[0, 1] = A£ es un camino en A tal que 6(0) = x y (do/ds)(0) = v. La funcién
F: TM— R dada por (1.3) evaluada en el punto x en la direccién v se denotard por F(x,v),
y la funcién £ a lo largo de un camino x:[a, 5] — M se denotard por F(x(s), x(s)) y esta
dada por

F(x(s), x(s)) = rlﬁ(r)}

F(x,v)=lim
t—0"

d(x(s),x(s+1))
r . (1.4)

Es facil ver que F: TM— R dada por (1.3) es homogénea positiva de grado uno en su
segundo argumento, i.e., F(x,av) = aF(x,v) para toda o > 0, para todo xeM y ve
T M \{OL.

Una funcién F: TM— R es convexa en un punto xeM si F(x,av + (1 —a)w) < aF(x, v)
+ (1 —w)F(x, w), paratodo vweT M {0}, ae[0, 1].

Considerando que la funcién F(x,v) es homogénea positiva de grado uno en su
segundo argumento, /7 es convexa en x si y solo si F(x,v+w) < F(x,v) + F(x,w), para todo
vwe Ty M \{0}. Se dice que F es una funcion convexa si F es convexa en todo x M.

Ahora se determinara la d-longitud de un arco d-rectificable C{a,b) clase C! a trozos
en términos de la funcion derivada direccional unilateral # de d. Sea x:[a, ] — M una
representacion paramétrica C " atrozos de Cfa,b). Cualquier conjunto de puntos interiores
del intervalo [a, b], 51,52, ... , spe (@, b), donde k > 0, determina una particién no trivial (a
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2(C(a,b)) = iF(x (s),x{s))ds paratodo Cfa,b)eQ, (1.5)

si y solo si F: TM— R es continua y es la derivada direccional unilateral de d dada por
(1.3), donde x: [a, b] — M es una representacion paramétrica C' del arco C(a,b).

Considerando que la funcién F en (1.5) no depende explicitamente del parametro s, y
que F es homogénea positiva de grado uno en su segundo argumento, se sigue que F{(x{s),
x(s)}ds es invariante bajo cualquier transformacién del pardmetro s, y por tanto la d-
longitud de cualquier arco C(a,b) es independiente de la representacion paramétrica de la
curva.

Teorema 1.3 (Dos caracterizaciones de premétricas). Sea d una funcion distancia
sobre M y sea F: TM—> R la derivada direccional unilateral de d. Entonces se fiene:
(a) Sid satisfice la desigualdad del tridgngulo (i.e., d es una premétrica), entonces F es
una funcion convexa;
(b} Si F funcion convexa continua, entonces la funcion distancia d es una preméirica y
esta dada por

b
da,b) = min [F(x(s),%(s))ds paratodo abel x(s) e TM \{0}, (1.6)
X< [ﬂh] A
donde x: [a, b] = M es una representacion paramétrica C Ya trozos de Cla,b).
Demostracion:

(a) Seawo:[0,1] > My p: [0,1] = A dos caminos tales que a(0) = x, (do(®)/d){0) = v,
p(0) = x, v (dp(1)/d) (0} = w. Por (1.3) ¥ por la homogeneidad positive de F,
d(x,x+ae(t) + (1-a)pt))
t
d{x,x+uc{f)) +d(x+ac(t), (x+as(t) + 1-a)p(t)))

F{x,av+ (1-a)w) =lim
t—=0*

<lim
0" t

im d(x,x-lr—ao(t)) +lim d(x+ae(f), (X+0L:(f) +(1-wp(t))
0" t—0"

=F(x,av)+F(x, (I-a)w) = o (x,v) + 1 - o) F (x,w).
(b) Por el teorema 1.2, es suficiente probar que si F es convexa, entonces la derivada

direccional unilateral de d en (1.6) es justo el integrando de (1.6). Sustituyendo (1.6} en
(1.4):

h'm[l min X]VF(X(S),ﬁ(S))dSJ:F(x,v).

t=0" f XEQ[X,X+I'V]

La tltima igualdad se puede explicar de la siguiente forma: en el limite cuando t — 07,
se puede considerar a x(s) como una constante, y por tanto el integrando F(x(s), x(s))
solamente depende de x(s}; debido a la convexidad de F, F(x, v+w) < F(x, v} + F(x, w)
para todo v, we Ty A/ \ {0}, la integral alcanza su minimo valor si x{s) tiene la direccién v
en cada punto a lo largo del arco que va de x a x + vz. Por tanto, el integrando F{(x{s),
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%(s)) permanece constante a lo largo del arco que va de x a x + v y este es igual a F(x, v).
U

En la geometria de Finsler, la longitud de arco en una variedad M esta dada por (1.5),
y la funcion distancia esta definida por (1.6), donde la funcién /' es homogénea positiva
de grado uno en su segundo argumento, estrictamente convexa, no negativa, y de clase C
? sobre TM\{0} (ver, e.g., [4, p. 1] o [10, p. 484]). Busemann y Mayer [3, p. 186] (ver
también [1, p. 161]) probaron que bajo estas condiciones, la funcién F es la derivada
direccional unilateral de d, dada por (1.3).

La férmula bien conocida para calcular la longitud de arco en R”,
£(Cla,b) = [[x(s)] s, (1.7)

se puede obtener como caso particular de (1.5): Supéngase que d es una funcidn distancia
sobre R" que satisface la condicién d(a,b) = (0, b — a) = ||b — a|| para todo a, b, ceR”,
donde ||-|| denota la norma usual en R”. Esta condicion se satisfice si ¢ es invariante bajo
traslaciones (i.e., d{a + ¢, b + ¢} = d(a, b), 0 equivalentemente, F{x,v) no depende de x) y
es no negativa. Se sigue de (1.3) que

lim dx{s). x{s +1)) = limw= lim

t—0" { t—0" { t—0"

x(s),x(s+1)
f

lim x(s),x(s+1)
t—0" {

=[x .

Sustituyendo el lado derecho en (1.5) se obtiene (1.7).

Notese que el valor de la derivada direccional unilateral £ (x,v) es el limite de la razén
de cambio de la distancia desde el punto xeAs a un punto cercano a x sobre la direccion
veTM que emana desde x. Fsta interpretacion de F como la derivada direccional
unilateral de la funcion distancia d surge en algunas aplicaciones, ver e.g. [3,4], donde d
se puede referir a energia gastada, tiempo de recorrido, costo de recorrido, etc. Nuestro
enfoque para modelar funciones distancia se basa en esta interpretacion.
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2. Longitud de arco asociada a una
funcion distancia sobre R"x<R"

En este capitulo se desarrolla lo descrito en la capitulo anterior para el caso particular
en el que la variedad Af sobre la cual se definen las funciones distancia generalizadas es
R". En este espacio se presentan nuevas propiedades de las funciones distancia, tales
como uniformidad (invariante bajo traslaciones) e isotropia (invariante bajo rotaciones).

2.1 Algunas definiciones
Sea S" la n-esfera euclidiana, S" = {u eR"| Zuf = 1} c R".
i-1

Una funcién binaria d : R" x R" — R cumple la propiedad PX, si para todo a,b,ceR"y
paratodau,ve S™:

P1. d(a,b) < dfa,c)+d(c,b) (Desigualdad del tricdngulo)
P2. d(a,a)=0 (Identidad)

P3. d(a,b) =20 (No negatividad)

P4. d(a,b) =d(b,a) (Simetria)

P5. d(a,b)=0=a=>b (Definitoreidad)

P6. d(a+e,b+c¢)=d(a,b) (Uniformidad)

P7. d(a,b) =—d(b,a) (Antisimeiria)

P8. d(a,a+ vL) =d(a,a+ul) paratodad >0 pequena (Isotropia)

P9. d(Ja,ib) = Ad(a,b) paratodale R (Homogénea positiva

de grado uno en A >0).

Salvo en el caso trivial (d(a,b) = 0), (P7) es incompatible con (P3) y (P4). La
propiedad (P6) de uniformidad de una funcién binaria significa que J es invariante bajo
traslaciones, y se puede definir también de las siguientes dos formas equivalentes:

a) d(a,b) = d(0,b—a) para todo a,be R";

b) d(a,a+ ¢} = d(b,b+¢) paratodo a,b,eeR".

La propiedad (P8) de isotropia de una funcién binaria significa que d es invariante

bajo rotaciones sobre el primer argumento cuando el segundo argumento se encuentra
proximo a este.
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Toda funcién binaria d : R" x R —R se puede expresar de manera anica como la suma
de su componente siméirico, d : R" x R" =R, mas su componente antisiméirico, d : R"
xR" >R, ie,dlab)=d " (ab) + 4~ (a,b), VabeR", definidos respectivamente por

d+(a,b)= d(a:b)-;d(b:a) d— (a,b)= d(a:b);d(b:a)

Claramente d * es una funcién binaria simétrica y & una funcién binaria antisimétrica.

VabeR"

Una fincion distancia sobre R” es una funcién binaria d : R” x R" —R que cumple la
propiedad de identidad (P2).

Una premétrica en R" es una funcion distancia que cumple la desigualdad del tridngulo
(P1).

Una métrica débil es una premétrica no negativa (P3). Una cuasimétrica es una
métrica débil que cumple definitoreidad (P5) o en otras palabras, es una premétrica
estrictamente positiva (d(a,b) > 0 < a#b). Una pseudométrica es una métrica débil

simétrica (P4). Una métrica es una pseudométrica que cumple la propiedad de
definitoreidad (P5).

En la tabla 1 se da una clasificacién de estas funciones distancia acomodada tal que
resalte que la definicién propuesta de funcidn distancia (premétrica) es aquella funcién

que cumple menos condiciones, comparada con otras que se encuentran en la literatura.

Tabla 1. Clasificacion de las funciones distancia

Desigualdad del No negatividad ~ Simetria (P4)  Definitoreidad

Nombre triangulo e identidad (P3) (P5)
(P1, P2)

Premétrica V

Métrica déhil V IV

Cuasimétrica 14 V 14

Pseudométrica v |4 V

Meétrica V V V V

El siguiente teorema se puede demostrar directamente y permite construir nuevas
funciones distancia a partir de combinaciones lineales positivas de funciones distancia:

Teorema 2.1 (Cerradura de las propiedades PX bajo combinaciones lineales
positivas). Cada una de las propiedades (P1}) a (P9} es cerrada bajo combinaciones
lineales positivas: si di, ..., dn son m funciones binarias sobre R" que cumplen la
propiedad PX (X =1, ....9) v ki, ..., kn, son m nimeros reales no negativos, entonces la
funcién binaria sobre R” definida por d = k1d1+ ... + kindy, cumple la misma propiedad PX.

Por tanto, toda combinacion lineal positiva de funciones distancia, premétricas,
métricas débiles, cuasimétricas, pseudométricas o métricas es a su vez una funcién
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distancia, una premétrica, una métrica déhil, una cuasimétrica, una pseudométrica o una
métrica, respectivamente.

Un arco Cla,b) en R" cumple la forma simple de la igualdad del tridngulo para una
funcion binaria &: R” x R" — R si
d{a,b) = dlax(®) + d(x(1) ,b) Yiela, b 2.1
para alguna representacion paramétrica x: [a, b]— R" de C{a,b).

Un arco C{a,b) en R" es un arco inducido por la funcién distancia d (o arco d-
inducido) si cuample la igualdad del triangulo, es decir si para todo arreglo de tres puntos
del arco satisface

d(x(s) x(@) = dx(s),x(1)) +d(x(?), x()) si a<s <1< u<h (2.1

No se pierde generalidad y en cambio se gana simplicidad en las demostraciones, si en
esta definicion de arco d-inducido se exige que el tercer punto, x(u), sea el extremo b del
arco, es decir,

d(x(s).b) = d(x(s) . x() + d(x(?),b) Vsela, b] y Viels, b).

Teorema 2.2 (Definiciones equivalentes de arco d-conservative). Sea una funcion
binaria d: R" x R" — R. Para todo arco C(a,b) en R" las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
(a) Igualdad del triangulo:
d{x(s),b) = d(x(s) x(1}) + d(x{5),b)  Vsela, b] y Vie]s, b] (2.2)

donde x:[a,b] >R", con x(a) = a, x(h) = b, es una representacion paramétrica del
arco C(a,b);
(b) Propiedad de aditividad: 1a longitud de toda particién P = (a, x1, Xz, ..., X, b), k2> 1,
del arco C{a,b) es igual a la distancia del inicio al final del arco, d(a,b),

k
d{a,b) =Z:d(1«iI X)), YP=(a,x1, %y ..., X3 b)e P[Cla,b)] (2.3)
i=0
Demostracion:
Sea f{a, X1, X2, ..., Xz, b) una particién del arco C{a,b) y sea x:[a, b|—>R" una
representacién paramétrica de C(a,b). Entonces existen sy, s, ... , sz (a,b), tales que a
S0< 81.ve < Sk < Sga=h, k= 1y x(s)) = x1, x(s2) = x2, ..., X(53) = X1

=) Supdngase que Cla,b) cumple la igualdad del tridngulo, (2.2). Entonces C(a,b)
cumple la forma simple de la igualdad del tridangulo, (2.1), que corresponde a la
afirmacion (2.3) para k=1 (primer paso de la demostracién por induccién). Si (2.3) se
cumple para toda particion del intervalo [a, 5] de & puntos localizados arbitrariamente en
el intervalo (a, b), 51, $2,..., sxe (a, b), donde a = sp< s1... < sp < sw1=b, k=1, x(s1) =
X1, X(52) = Xz, ..., X(sx) = Xz, entonces (2.3) también se cumple si a esta sucesion se le
adiciona un nuevo punto dentro del intervalo abierto (a, b}, por decir te (s, 53,1}, 0 < j<
k. pues al despejar dix(s)), x(s;+1)) de d(x(s;}, b) = d(x(s;), x(s;1)) + d(x(s;21),b) y aplicar
(2.2) dos veces resulta,
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dix(s), x(5;.1)) = d(x(5), b) — d(x(5;.1), )
= d(x(s), x(0) + d(x(0), b) — d(x(s5.1), b)
= d(x(s), x(t) +d(x(1), x(s1)) + d(x(s11), b) — dlx(55.1), b)
= d(x(s), x(0) + d(x(®), x(s;.1),

y al sustituir d(x(s)), x{s;+1)) = d{x(s), x(1))} + d{x (), x(s;21)} en (2.3) se obtiene lo que se
quiere demostrar.
<) Para las particiones a, s, t, b, y a, s, b, la igualdad (2.3) se escribe como d(a, b) = d(a,
x(s)) + dix(s), x())+d(x({r), b) v d(a,b) = d(a, x(s)) +d(x(s}, b}, respectivamente, y al
resolver estas dos ecuaciones se obtiene (2.2).

[

El teorema anterior muestra dos definiciones equivalentes de arco d-conservativo. La
primera, a través de la igualdad del triangulo (2.2), expresa una ley de conservacion de la
d-distancia: para todo desplazamiento de un punto x a un punto x* sobre uno de estos
arcos, con direccion a su punto final b, la reduccion en la d-distancia de x al final del
arco, d(x, b) — d(x’, b), es igual al aumento en la d-distancia de cualquier punto x** a x,
donde x** se encuentra entre el inicio del arco a y x, d(x’*, x*) — d(x**, x}, esto es, d{x”’,
X’) — dx”, x) = d(x, b) — d(x’, b), lo cual se puede expresar en términos de (2.2): d(x”’,
X’) + d(x’, b) = d(x”’, x} + d(x, b}). La segunda definicion de arco inducido por una
funcién distancia d, dada por la afirmacién (b) del mismo teorema, expresa un principio
conocido en la medicién de distancias: la distancia de un punto a a un punto b es igual a
la suma de las distancias entre puntos consecutivos, situados arbitrariamente a lo largo de
un arco d-conservativo; el valor de esta suma no depende de la representacidn
paramétrica del arco.

Corolario. Sea una funcién binaria d: R" x R" — Ry C{a,b) un arco d-conservativo.
Entonces:

(a) Todos los subarcos de C(a,b) son arcos d-conservativos:

(b) Todos los puntos de C(a,b) cumplen la propiedad de identidad d(e, ¢) = 0 para todo
ceCla,b),y

{(c} Cfa,b) cumple la forma simple de la igualdad del tridngulo, ecuacion (2.1).

Demostracion:
{a) Si C'{a’,b’) < Cfa,b) es un subarco del arco d-conservativo C(a,b), entonces por el
teorema 2.2 todas las particiones del arco d-conservativo Cfa,b) cumplen (2.3), y en
particular cualquier particién con la forma (a, a'= xg,x1,..., XXk 1=b’, b}, es decir,
dlab)=d@a’)+d@a b’)+db b)),
e

dlab)=d@a’)+> dx,,x )} +db b},
=0
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i
y por tanto d(a’,b’) =Zd(xi,xi+1) para cualquier particién (a’ xy,x,, ..., Xz, b'). Por tanto
0
C’(a’ b’} es un arco d-conservativo.
(b) Al hacer 1= s en laigualdad (2.2), resulta d(x(#), x(¢}) = 0 para todo 7 en [q, b].
(¢} Laigualdad (2.1) se obtiene de (2.2) haciendo x(s) = a.
U

Por el inciso {b) del corolario anterior, la propiedad de identidad (P2) es una condicién
necesaria para que una funcién binaria induzca arcos. Por tal motivo esta es la condicién
minima para que una funcidn binaria sea una funcién distancia. Una funcién distancia en
general podra inducir mas de un arco entre dos puntos dados de R". El contraejemplo 8.1
muestra que una premétrica puede ser una métrica continua y no inducir arcos para al
menos algunos pares de puntos.

2.2 d-geodésicas

La definicién que proponemos permite que por dos puntos dados pase incluso una
infinidad de curvas d-geodésicas, como es el caso de las métricas L1 y L, (seccion 4.2).

Un par ordenado de arcos Cla,c}, Cle,b) en R” es concatenable si el final del primer
arco coincide con el inicio del segundo, en cuyo caso la concatenacion de estos dos arcos
es la unién de ambos, se denota por Cfa,c) @ C{e,b), v es un arco con inicio en el inicio a
de C(a,c}, v final en el final b de C{e,b). En general, un conjunto ordenado de & arcos es
concatenable si el final de cada arco coincide con el inicio del siguiente. Por tanto, se
pueden concatenar las representaciones paramétricas xi,..., x; de arcos concatenables (1,
e iCk de modo que x = x;...€0...x; es una representacion paramétrica del arco
concatenado, C... @ ...Cy. En general, para cualquier particion (a = xq, X1, X2, ..., Xk, Xier1
= b) de un arco C(a,b) en R", los respectivos subarcos C{x;, x;+1) < C(a,b}, i=0,... k son
concatenables, de modo que Cla,b) = C(xg, x1)...®... C(Xk, Xxr1). Cualquier arco con
ciclos se puede representar concatenando arcos simples v cualquier arco clase C' por
pedazos es una concatenacién de arcos simples clase C".

La propiedad que caracteriza a los arcos d-conservativos, de que todos sus subarcos
son también arcos d-conservativos (corolario teorema 2.2), se puede entonces ampliar, y
definir curva d-inducida como toda curva cuyos subarcos suficientemente pequenos son
arcos d-conservativos, y curva d-geodésica como una curva que no puede ser extendida
cuyos subarcos suficientemente pequefios son arcos d-conservativos. Por tanto, una curva
d-geodésica es una curva tal que todas sus tercias de puntos suficientemente préximos
cumplen la igualdad del tridngulo. Cabe hacer notar que los arcos d-conservativos y las d-
geodésicas son curvas d-inducidas.

La concatenacion Cfa,b) @ C(b,¢) de dos curvas d-inducidas C(a,b) v C(b,c) es curva
d-inducida, siempre que el extremo comin, b sea un punto interior de algin subarco d-
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conservativo de la concatenacion, C(a,b)@® C(b,c). En estas condiciones, se dice que el
arco C(a,b) es una extension (hacia atras) del arco C(b,¢), y que el arco C(b,c) es una
extension (hacia adelante) del arco C(a,b). Resulta el siguiente teorema.

Teorema 2.3. (El conjunto de las curvas d-inducidas es cerrado respecto de la
operacion de extension). Si C(ab) v C(b,¢) son dos curvas d-inducidas concatenables,
cuyo extremo comtn, b, es un punto interior de algin subarco d-conservativo de
C{a,b) @ C(b,¢), entonces C(a,b) @ C(b,¢) es una curva d-inducida. O

Las curvas d-inducidas son de dos clases, las que admiten alguna extension, es decir,
que estdn contenidas en alguna curva d-inducida, y las que no. Estas dltimas se
denominan curvas d-geodésicas o simplemente d-geodésicas. Puesto que todo arco d-
conservativo es una curva d-inducida, resulta que todo arco d-conservativo esta contenido
en alguna curva d-geodésica.

Cuando una d-geodésica tiene un extremo, al final, por ejemplo, significa que ella no
puede ser extendida hacia adelante con un nuevo arco d-conservativo, lo cual podra
deberse a discontinuidades de la funcién distancia o sus derivadas.

Una funcién distancia es completa si todo par ordenado de puntos a,b en R” esta
conectado por un arco d-conservativo, o equivalentemente, si todo par ordenado de
puntos esta conectado por una d-geodésica. Para algunas funciones distancia, como es el
caso de la métrica euclidiana, todo tramo de una d-geodésica es un arco d-conservativo,
pero esto no es lo general, porque puede ocurrir que un tramo suficientemente grande
entre a y b de una d-geodésica no sea un arco d-conservativo, pero si se considera que la
funcidn distancia d es completa, entonces existira al menos un arco d-conservativo de a a
b, que forma parte de otra d-geodésica que los conecta.

Para una funcion distancia completa cualquier arco d-conservativo Cfa,b) se puede
extender hasta llegar a ser una d-geodésica. Esta d-geodésica contendrd por supuesto a
dicho arco Cf{a,b) y esta contenida en el conjunto,

Glab) =Cla,b) UG (ab) UG (ab),

donde G *(a,b), G (a,b) son extensiones hacia adelante y hacia atras de C(a,b), dados
respectivamente por
G (a,b) = {xeR"|d@b)+dbx) = dax)}
G (a,b) = {yeR"|d(y,a)+d(ab)=d(yb)}
El siguiente teorema establece que las lineas rectas son d-geodésicas, aunque no
necesariamente las tnicas, de toda funcidén distancia que sea uniforme y homogénea de
grado uno.
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Teorema 2.4. (Las lineas rectas son d-geodésicas, no necesariamente las unicas, de
las funciones distancia uniformes y homogéneas de grado uno). Si d: R" x " — R es
una funcion distancia uniforme (P6) y homogénea de grado uno (P9), entonces cada linea
recta de R” es una d-geodésica.

Demostracion:

Sean a un punto de R", v una direccion de R" y s, t y b tres nimeros reales tales que s <
t < b. La demostracidn consiste en probar que los puntos a + sv, a + tv y a + bv, que se
encuentran alineados sobre una recta, cumplen la igualdad del del triangulo (2.2}, para lo
cual se usa la propiedad de uniformidad (P6) (el valor de la funcién d no se altera si se le
suma o se le resta el mismo valor a sus dos argumentos), y la condicion de homogeneidad
positiva (P9) (los factores comunes en los argumentos de d se pueden factorizar):

dla+sv,a+v) +da+iv,a+ bv) —d@+ sv, a+ bv),

por la propiedad (P6), se tiene que:
dla+sv,a+tv) +da+tv, a+bv) -da+ sv, a+ bv)=d(sv, tv) + d(tv, bv) — d(sv, bv),

nuevamente, por la propiedad (P6) si se resta sv, tv y sv al primer argumento de la dltima
igualdad, se obtiene:

disv, tv)+ d{iv, bv) — d(sv, bv) = d(0, (i—s)v) + d(0, (b-1)v) — d(0, (b—s)v),
y por la propiedad de uniformidad (P9), se cumple que:

d0, (¢ — 5)v) +d(0, (b —nv) -d(0, (b - s)v) =
=@ —5)d0,v)+ (b —1)d(0,v) — (b - s5)}d(0,v) =0

por lo que se cumple la igualdad del triangulo (2.2). Por tanto toda linea recta es un d-
geodésica. 0

2.3 Conos conservativos, funciones d-desviacion, fundamental, y postfundamental

Se define una funcidn de tres variables, llamada funcion d-desviacion, la cual depende
de dos puntos en R”, uno “inicial” y el otro “final”, y de una “direccién”, la cual se asocia
al punto “inicial”. Fsta funcién se anula dnicamente si la “direccion” coincide con la
tangente en el punto “inicial” de algin arco d-conservativo que va del punto “inicial” al
punto “final”. A partir de esta funcién se define el cono d-conservativo de un punto
“inicial” a otro “final”, con vértice en el primero, como el conjunto de las direcciones en
el punto “inicial” de los arcos d-conservativos que van del punto “inicial” al “final”. Se
define también la funcién fundamental 7 (x,v) asociada a una funcién distancia, con dos
argumentos: una posicion x y una direccion v. El valor de esta funcién, F, representa el
factor por el que hay que multiplicar una unidad de avance en el parametro s del camino
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para obtener la correspondiente d-longitud del segmento de arco que parte de x en la
direccion v.

Sea C(a,b) un arco d-conservativo de una funcién distancia d: R x R" - R, y x: [a,
bl— R" una representacion paramétrica de este arco, diferenciable por la derecha en
se |a, b]. Entonces el subarco C(x(s),x(s+4)) = Cf{a,b) es un arco d-conservativo, el
cual, para 4 positiva suficientemente pequena se puede aproximar por un segmento de
recta tangente por la derecha al arco C{ab) en selab]. Por tanto existe una
transformacion lineal A(s)": [a, ] =R", que es la derivada por la derecha de la funcién x
en s€[g, b], cuya imagen se denota también por x. La direccién de A(s)” se denota por v,
que es el vector tangente por la derecha al arco C{a,b) en el punto x. Por ser
C(x{s), x(s+h)) un tramo del arco d-conservativo C(a,b), para h positiva suficientemente
pequena se cumple la igualdad del triangulo,

dx,x+mv)+d(x+hv,b)—d(x,b)=0.

Supongase que la funcién distancia d es diferenciable en el punto x con direccion vy
con destino b, esto es, que existe el limite que define a la funcién D(x,v,b) dada por:

D(x,v,b) = lim d(x,x+hv)+d(x+hv,b)—d(x,b) ,

h—0" h

Por lo anterior, si existe un arco d-conservativo del punto x al punto b diferenciable
por la derecha en x, y v tiene la direccién de la tangente al arco en el punto x, entonces,
por cumplir el numerador la igualdad del tridngulo, se obtiene que D{x,v,b) = 0.

Si D(x,*,b) es una funcion continua, entonces D(x,v,b) es una medida de la desviacién
de v respecto de la tangente en x a un arco d-conservativo que va de x a b, tomando el
valor cero cuando ambas direcciones coinciden.

Si la expresion que define a D se descompone en dos términos, uno que depende del
punto inicial y el otro que depende del punto final, se tiene:
Dixv.b) = lim d{x,x+hv) lim d(x,b)—d(x+hv,b)
h—0" h h—0" h
0 lo que es lo mismo,

. x,ve R"x R" (2.4)

D(x,v,b) = F(x,v) - G(x,v,b),

donde las funciones F:R"x R"->R y G:R"xR"xR"->R, denominadas funcion d-
fundamental v funcion postfundamental, (de la funcion distancia d), respectivamente, se
definen por

F(x,v) = lim Mz lim d(X=X+hv)_d(X,X)

vx,veR" (2.5
h—0* h h—0* h
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Gix.v.b) = lim d(x,b)—d(x+hv,b)
h—0* h
Por cumplir & la condicion de identidad, F(x,v) dada por (2.5) es la derivada
direccional unilateral de la funcién J en (x,x} con respecto av.

vx,v,be R’ (2.6)

Fl valor de F(x,v) representa la tasa de aumento en la d-distancia del punto x al punto
cercano x+hv, debido a un desplazamiento pequeno a partir de x en la direccion v.

Fl valor de G{x,v,b) representa la tasa de reduccién en la distancia del punto x al punto
b, debido a un desplazamiento pequefio a partir de x en la direccidn v.

El siguiente teorema se refiere a las funciones F, G y D restringidas a un arco Cf{a,b),
las cuales se expresan en términos de una parametrizacién x: [a,b] ->R" mediante

d(x(s),x(s) + x(s) As) .

Fx{s), X)) = lim ~

2.7)

Gx(s) 1(s).b) = lim Z &0 —d&x(s) +x(s)As,b)

As—0* As
obteniendo D:

D(x(s), X(s), b} = F(x(s), X(s)} - G (x(s), X (5}, b)
= lim d(x(s), X(i) +X(s)As) lim d(x(s),b) - d(ZES) +x(s)As, b) ,
donde x(s} es la derivada de x respecto de s.

Teorema 2.5 (Homogeneidad positiva de las funciones F, G y D). Las funciones /', G
y D, definidas por (2.4) -(2.6), cumplen:
(a) Son homogéneas positivas de grado uno' en el segundo argumento.
(b) Los valores F(x(s),x(s)}ds, G(x(s),x(s),b)ds y D(x(s),x(s),b}ds no dependen de
la representacién paramétrica de x, es decir, son invariantes bajo una transformacidn
de la forma s = 5(¢), con ds/dt>0.

Demostracion:
(a}) Las funciones F'y &G son funciones homogéneas positivas de grado uno en el segundo
argumento, porque para o > 0,

Fx,av) = ]i?m - alirglm’x——;;ahv)
R0 h—0* a
= GIITM — (XF(X,V),
p—0*

! Una funcién real f es homogénea positiva de grado uno si f (Ax) = 3 (x) para toda 2-0.

21



d(x,b)—d(x+uhv,b)

m d(x,b) —d(x+ahv,b)

G(x,av,b) = lim ali

h—0* h h—0* ah
= g lim d(x.b) - CE;(X +Pv.b) = o G(x,v,b)
p—0"

Por tanto D es también homogénea positiva en el segundo argumento.
(b) Dado que F no depende explicitamente del pardmetro s y por ser F una funcién
homogénea positiva de grado uno en el segundo argumento, F (x(s),x(s)}ds es invariante
frente a una transformacion de la forma s = s(¢), con ds/dt > 0:
Fx,dx(t)/dt)dt=F(x,xds/ di)dt = F (x,x){ds / dt)dt = F (x,x)ds .
y similarmente para las funciones Gy D.
U

Nota: ds/dr >0 implica que la funcién s(7) es invertible y que ambas representaciones
del arco tienen la misma direccién de recorrido.

El inciso (b) del teorema 2.5 expresa que la funcién fundamental de una funcién
distancia no depende explicitamente del parametro s. Esta afirmacién no aplica cuando »
= 1 porque el parametro de la representacion paramétrica de los arcos es también la
variable coordenada.

El siguiente teorema establece que si la funcién fundamental de una funcién distancia
existe y es continua en todo su dominio, entonces los arcos d-conservativos forman un
campo de direcciones tal que en cada punto y en cada direccién pasa un arco d-
conservativo, y por tanto en cada punto y en cada direccidn pasa una d-geodésica.

Teorema 2.6 (Existencia de un arco d-conservative para cada direccion). Si la
funcidn fundamental F de una funcion distancia ¢: R” x R" — R es una funcion continua
sobre una vecindad de aeR", entonces para cada direccién ve R” existe un arco d-
conservativo que parte de a en la direccién v.

Demostracion:

Por la continuidad de F(a,v), existe un £>0 tal que sobre la imagen del camino
x: [0,g] = R", dado por x(s) =a+sv, 0 <s<g, la funcién F permanece constante, es
decir, F(x{(s},v} = F(a,v), 0 < 5 < &. Por la definicién (2.7} de la funcién F y por ser F
integrable en el intervalo [0, £], para una As suficientemente pequena, la funcién distancia
d sobre este arco esta dada por

d(x(s) x(®) = IF(X(S'),X(S'))dS' = Fla,v}{f—s) paratodo 0<s<t<g

y cumple la igualdad di—:‘l triangulo (2.2):
dx(s).x(®) + d(x(t) x(e)) - d(x(s).x(e)) =F@v)[(t-5) + - 1) - -] =0.
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La imagen de x, que es el segmento de recta de a a x(g), tiene direccion v y es un arco d-
conservativo pequeno. []

2.3.1 Interpretacion de las funciones fundamental, postfundamental y d-desviacion

Como se muestra en detalle, F(x,v}, G(x,v,b} y D(x,v,b) representan las siguientes
razones de cambio respecto del parametro s cuando el punto x se desplaza en la direccion
v, pasando de la posicidn x a una posicion cercana x+v As:

F(x,v) es la razon de cambio en la direccion v de la funcién Jd(x,x) respecto del
segundo argumento.

G{x,v,b) es la razén de cambio en la direccidn v de la funcién d{x,b) respecto del
primer argumento.

La diferencia D(x,v,b) = F(x,v} — G{x,v,b) vale cero si y solamente si, la direccién de
v coincide con la tangente en x a un arco d-conservativo que va de x a b; es positiva si la
tasa de alejamiento de a es mayor que la tasa de acercamiento a b, y negativa en caso
contrario. D(x,v,b) es entonces la tasa a la que se desvia de cero la igualdad del tridngulo
cuando x se mueve en la direccion v.

Lo anterior se puede ilustrar como sigue. considérese un punto x de un arco Cf{a,b),
cuya tangente en la direccidn hacia b tiene direccidn v. Sea el segmento de rectaen R",
C{x,x+ v}, que parte de x y termina en x+ v, con representacién paramétrica z: [0,1]—
R", dada por z(f) = x+#v, 0 < ¢ < 1. Si suponemos que la longitud de este segmento es
suficientemente pequena, las funciones /¥, G y DD permanecen constantes a lo largo de
dicho segmento, y el segmento C{x,x+v) queda contenido en C{a,b}. Entonces para todo
te[0,1] la d-distancia de x al punto z(r} vale F(x,v)t y la d-distancia de z(f) a b vale
G{x,v,b)t. Por el inciso (b) del teorema 2.5, F(x,v}) vy G(x,v,b) no dependen de la
representacion paramétrica del camino z, y por tanto, F(x,v) y G(x,v,b) son constantes
que representan las tasas de cambio mencionadas en el parrafo anterior.

Por tanto, una condicion necesaria para que un arco C{x,b) diferenciable por la
derecha del punto x al punto b sea un arco d-conservativo, es que la tangente, A(x)”, al
arco por la derecha en el punto x, cumpla que D(x, A(x)", b} = 0, es decir, que la direccién
de A(x)" esté contenida en el conjunto

K(x,b) = {v eR"|D(x,v,b) = U}.

En el inciso (a) del teorema 2.5, se demostré que la funcién d-desviacién D, es una
funciéon homogénea positiva de grado uno en el segundo argumento:
D(x,Av,b) = AD(x,v,b) . Por esto, para toda » > 0 se cumple que veK(x,b) implica
aveK(x,b). Esto es: el conjunto K(x,b} que es el conjunto de vectores v que satisfacen
D(x,v,b) =0, también cumpliran con D(x, Av,b) = AD(x,v,b) = A(0) =0, es decir que
todos los multiplos escalares de los vectores v, Av, cumplen con la definicién de K, y por
tanto X (x,b) es un cono, denominado cono d-conservativo en xeR" hacia beR".
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Se tiene entonces el siguiente teorema.

Teorema 2.7 (Condiciones para la existencia de arcos d-conservativos). Sean d. R" x
R" — R una funcién distancia, x: [a, b]— R" una representacion paramétrica diferenciable
por la derecha del arco C(a,b) vy A(s)" la derivada por la derecha del camino x en s.
Entonces:

{(a) Si existe un arco d-conservativo de x a b, entonces el cono d-conservativo en xe R"
hacia be R" es no vacio, K(x,b) = &.
(b} Cfa,b} es un arco d-conservativo siy sélo si paratodo s € [a, b] se cumple cualquiera
de las siguientes dos condiciones equivalentes:
() D(x(s), A(s)", b) existe y vale cero:
(i)} Als) eK(x(s}, b).
O

2.4 Longitud de un arco asociada a una funcion distancia d:R" x R" R

Una funcién distancia, cuya funcion fundamental es una funcion acotada, y continua
salvo por un nidmero finito de discontinuidades (por tanto integrable), determina una
funcional® sobre el conjunto de los arcos suaves por pedazos, la cual a cada arco suave le
asocia un ndmero real, denominado d-longitud del arco. Esta funcional es aditiva respecto
de la concatenacién de arcos, en el sentido que la d-longitud de un arco se puede
descomponer como la suma de las d-longitudes de los subarcos que lo componen. Se
muestra que la d-longitud de un arco d-conservativo es igual a la d-distancia entre sus
extremos. Se dan condiciones suficientes para que una funcidn distancia d sea completa,
es decir, para que induzca al menos un arco para cada par ordenado de puntos.

Teorema 2.8 (Condiciones para que una funcion distancia d determine una
Juncional longitud cuyo valor en un arco d-conservative es la d-distancia entre sus

extremos). Una funcion distancia d: R* x R"—>R cuya funcién fundamental /' es una
funcién acotada, y continua salvo por un nimero finito de discontinuidades (y por tanto

integrable) determina una funcional £,: Q— R sobre el conjunto Q de los arcos suaves
por pedazos, y esta dada por:

b
£, (Cla,b)) :jF(x(S),f((S))ds, v C{ab)e Q (2.8)

El valor de esta funcional para un arco d-conservativo, C(a,b), es igual a la d-distancia
entre sus extremos, es decir, d(a,b) = £, (Cla,b)).

Demostracion:

Sea una funcion distancia &: R" x R" -R cuya funcién fundamental #: R" x R* -R
dada por (2.5) es una funcién acotada, y continua salvo por un nimero finito de
discontinuidades (por tanto integrable). Entonces para cada arco suave por pedazos

? Una funcional se puede definir como una funcién cuyo dominio es un conjunto de funciones y cuyo
rango estd en R.
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Cfla,b)eQ la integral (2.8) existe y por (b) del teorema 2.5, el valor £, (C(a,b)) no

depende de su parametrizacion x:[a, b]—R". Para demostrar la dltima afirmacion del
teorema, sea P = {a = x(so), x(s1), ..., X{s3+1) = b) una particién de C(a,b), donde s, 2,
s skelab), a=s0 <51 ... <sp<sm1=b.SiC(ab) es un arco d-conservativo, entonces
la igualdad (2.3) se cumple para toda particién del arco Cfa,b), incluyendo la del paso al
limite que define la integral de Riemann:

3 i b
d{a,b) = Zd(xi,xM) = ,lij?ozd("f”‘m) = J.F(X(S),f((s))ds ={, (Cab)). O
i=0 i=0 a

La funcién £,:Q — R se denomina funcional longitud de la funcion distancia d y el
valor £, (Cfa,b)) es la d-longitud del arco C(a,b).

Por la aditividad de la integral de Riemann, para toda particion {a = xq, X1, X, ..., X,
Xi+1 = b) de un arco Cf{a,b) e Q, la funcional longitud de una funcién distancia d cumple
la propiedad de aditividad respecto de la concatenacion de arcos:

k
£CKy,x) D BC(X;, X)) = Zfd Cx X, ) 2.9

i=0

2.5 Premétricas y arcos minimos

Para que la d-distancia de un punto a otro sea precisamente la J-longitud del arco de
minima -longitud entre ellos es necesario y suficiente que la funcién distancia ¢ sea una
premétrica, y que entre dichos extremos exista un arco d-conservativo inducido por la
funcidn distancia. En estas condiciones, los arcos d-conservativos y los arcos d-minimos
coinciden. Esta igualdad establece una relacién entre la funcién distancia ¢ v su funcién
fundamental 7, que es precisamente la relacion inversa de la ecuacién (2.5) que define a
la funcién fundamental F en términos de su d-distancia. Dicha igualdad permite obtener
una premétrica a partir de su funcién fundamental mediante un problema variacional
simple (sin restricciones) el cual puede resolverse mediante las ecuaciones de Euler
Lagrange.

El siguiente teorema establece que la desigualdad del triangulo equivale a una
condicion de subaditividad de la funcién distancia. Esta equivalencia se usa para mostrar
que en una premétrica los arcos ¢-conservativos son arcos ¢-minimos.

Teorema 2.9. (La desigualdad del triangulo como una condicion de subaditividad)
Una funcion binaria  : R” x R" — R cumple la desigualdad del triangulo {P1) si y solo si
cumple la propiedad de subaditividad siguiente: la d-distancia d{a,b) entre los puntos
extremos de una sucesion P= (a = xq, X1, X2, ..., X, Xgr1 = b) € P[a,b] con inicio a y final
b, es menor o igual que la longitud de la sucesién, A(P), es decir,
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k
dlab) < > d(x,,x,,), VP=(a=xg X1, X2, ..., Xk, Xy = b) P [a,b], (2.10)
i=0

0 sea, d(a,b) < A(P) paratoda PeP[a,b].

Demostracion:
Sea (a, X1, X, ..., Xi, b} una particiéon del arco Clab) y x:[a, b]> R" una
representacion paramétrica de C(a,b). Entonces existen sy, 2, ... , si€ (a,b), tales que a =

S0< 81 e <8k < S =b, k2 1y x(s1) =x1, xX(59) = x3, ..., x(s8) = .

=) Para k =1 la igualdad (2.10) expresa la desigualdad del triangulo (P1).

<) Ahora se muestra por induccion que la desigualdad del triangulo va a implicar (2.10).
Supéngase que d cumple la desigualdad del triangulo (P1). Entonces para &£ = 1 (primer
paso de la demostracion por induccién) se cumple (2.10). Si (2.10) se cumple para toda
particion del intervalo [a, 5] de & puntos localizados arbitrariamente en el intervalo (a,b),
51,52, ..., ske(ab), donde a=sp < 51 ... < sp < sp1=b, k21, x(s1) = x1, x(52) = x2, ...,
x(s1) = x, entonces (2.10) también se cumple si a esta sucesion se le adiciona un nuevo
punto dentro del intervalo abierto (a,b), digamos t€ (s}, s;.1), 0< j < &, pues al despejar
d(x(s) x(s;.1) de dix(s)b) < dix(s)x(sy1) +dx(s;),b) v aplicar (2.2) dos veces
resulta,

dx(s) x(5:)) = dx(5).b) — dx(55:0,B) > d(x(s),x() +d(x(),b) — d(x(s;.1) b) 2
dlx(5) x(0) + A () x{s500) + d(x(57.0).b) = dx (53, b) = d(x(s),x(0) + dx(D,x (51,

y al sustituir d(x(s) x(s;.1)) = dix(s),x()) +d(x(®),x(s.1)) en la ecuacion (2.10} se obtiene
lo que se quiere demostrar. 0

Un arco C(a,b) € Q es un arco d-minimo de a a b, si resuelve

b
£,(Cla,b)) = I%in IF(X(S),X(S))dS ,C(a,b)e Q (2.11)
Xe [an] S
donde x:[a, b]—>R" es una parametrizacién de Cfab). El correspondiente valor
£, (C(a,b)) eslad longitud minima de los arcos de a a b.

El siguiente teorema establece condiciones suficientes para que la d-distancia entre
dos puntos cualesquiera sea igual a la correspondiente d-longitud minima. Esta igualdad
constituye una relacion entre d y F, que es precisamente la relacidn inversa de la ecuacién
(2.5) que define a la funcién fundamental £ en términos de su d-distancia.

Teorema 2.10 (Condiciones para que la d-longitud minima y la d-distancia de un
punto a otro sean iguales). Si d: R" x R"—>R es una funcidn distancia completa cuya
funcién fundamental F es una funcién acotada, y continua salvo por un nimero finito de
discontinuidades (por tanto integrable), entonces las dos siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) Lafuncién distancia d: R" x R” — R cumple la desigualdad del tridngulo (P1);
(b) Lad-distancia de un punto a a un punto b es igual a la d-longitud minima de a a b:
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b
dab) = min [ (x(),%(s)ds, VabeR". (2.12)
Xl gl

Demostracion:
(@) = (b): Supdngase que  cumple la desigualdad del triangulo (P1) y que C(a,b) e Q
es un arco suave por pedazos con una parametrizacién x:[a,b]—>R". Entonces, por el

teorema 2.9, para cualgquier particion P = (a = Xy, X1, X2, ..., Xi, Xir1 = b)eP[a, b] de
C(a,b) se cumple la desigualdad (2.10), y al tomar en cuenta la definicion de la integral
de Riemann y por la definicién (2.8) de ¢, (C(a,b)) resulta:

dia,b) < Zk:d(x(sz),x(sprl)) < IF(X(S),X(S))dS = £, {Cfa,b}).

Por ser d completa, existe un arco d-conservativo Cyfa,b) de a a b, el cual por el teorema
2.8 cumple d{ab) =£ (Cy(a,b)). Por tanto d(a,b) =£, (Cyla,b)) < £, (C(a,b)) para todo

Cla,b)eQ, pero como Cyla,b)eQ, resulta que este arco, Cy(a,b), es una arco con d-
longitud minima, es decir cumple (2.12).

(b) = (a): Por ser d completa existen arcos d-conservativos suaves por pedazos Cy(a,c),
Cole,b) v Cola,b), que vande a a ¢, de ¢ a by de a a b, respectivamente, por el teorema
2.8 y laigualdad (2.12) estos arcos resuelven los minimos

diac) = min] ]F(y(s)j(s))ds,

er[u

d(e,b) = min j F(z(s),2(s))ds,

xeQ2
[en] %

d(ab) = Xre%i[ﬂ] j Fx(s),x(s))ds .

La concatenacion de Cyla,e) vy Cyle,b) es un arco Cy(a,e) @ Cyle,b) de a a b, por lo que
usando la aditividad de la funcional longitud, expresada por la igualdad (2.9),

d(a,c) + d(c,b) = Xrerglli[:]] jF(y(S),Y(S))dS+ XIgIgl)i[EI:] jF(z (s),2(s))ds

b
=£, (Cola,e) ®Cyle,b)) = I%in jF(x (5),x(s))ds=d(a,b)
xe [ab] -
Con lo que se llega a que dfa,c) + d{c,b) = d(a,b), que es lo que se queria demostrar.
En cuanto a esta tltima parte de la demostracion, cabe sefialar que la primera igualdad
es por la definicion de la J distancia, la segunda igualdad se debe a que los arcos Cy(a,e)

y Cole,b) son d-conservativos y la desigualdad > es por propiedad de los minimos).
U
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d d

Teorema 2.11 (En una premétrica los arcos d-conservativos son arcos d-minimos).

d R"*xR" > R F
t, 23R
dab <{, Cab Cab &)
dab ={;, Cab Cab d
i d
Demaostracidn:

Cahbh Q2 X ab—o



ecuacion (2.11), y por el inciso (b} del teorema 2.10, £,(C{a,b)} cumple la ecuacion
(2.12). Entonces, por la aditividad de la integral de Riemann respecto a concatenaciones,
y porque el minimo global implica minimos locales, para toda particién de C(a,b) se

cumple:
S1) k

b i i
d{a,b) = Xreréi[n] [7(x(s)x(sDds =Y min [ F(x(s),x(9)) =D d(x(s),x(s;,1))
ah 2 i=0 x=Q X(.S‘i) i=0

Esta igualdad es la condicion (2.3) para que el arco C(a,b) sea un arco d-conservativo.
[

2.6 Propiedades de una premétrica a partir de su funcion fundamental

La funcién fundamental nos permite encontrar algunas propiedades de su premétrica,
tales como uniformidad, isotropia, simetria y antisimetria.

Sea d una premétrica completa de clase C' en R” con # > 2. La premétrica d es
isotropica en un punto xeR" si su funcién fundamental F satisface la igualdad:
F(x,v)=F(x,u} para todo u,veS” en caso contrario, d es anisotrépica en xeR".
Isotropia significa que la funcién fundamental 7' (x, v) , no depende de la direccién v. Si la
premétrica d es isotrépica en todos los puntos de su dominio, decimos que d es isotrdpica
sobre R, en cuyo caso F(x,v)} no depende explicitamente de v para toda xeR". Si d no
es isotropica sobre R" entonces es anisotropica sobre R'. Una premétrica d completa es
uniforme (invariante bajo traslaciones), si y sélo si F(x,v)=F(y,v) ¥V xyeR'y
v veS” lo cual equivale a que F no dependa de x.

En la siguiente tabla se resumen algunas de las propiedades que tiene una premétrica a
partir de propiedades que cumple la funcion fundamental correspondiente a dicha

premétrica, también se mencionan ejemplos de premétricas para cada caso.

Tabla 2. Propiedades de una premétrica en términos de su funcion fundamental

Si entonces d invariante bajo: g emplo§ Y
es: referencias
Fix,v)=Fly,v Atri
(a) (x.v) .v) Uniforme traslaciones Metr.l(':as L
vxyeR" Vves (seccién 4.2)
) F(x,v) = F(x,u) Isotrépica rotaciones Meétrica euclidiana
¥xeR" Vuvels P (seccion 4.2)
© F{x,—v) = F(x,v) Simétrica inversiones de Meétricas L,
vxeR" vYvel" direccion (seccion 4.2)
Fx—v) =—F (x,v) Premétrica asociada
(d) ’ ’ Antisimétrica - a una funcion
vxeR" Yvel"
X s v

(seccion 4.2)
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Las afirmaciones de la tabla anterior se demuestran en el siguiente teorema.

Teorema 2.12 (Propiedades de una premétrica obtenidas a partir de su funcion
SJundamental). Sea d :R"xR"—>R una premétrica y /:R" x R" —R su funcién
fundamental. Entonces tenemos:

(@) Invariancia bajo traslaciones. Si F(x,v)=F(y,v) para toda x,yeR" y para toda

direccion veS”, entonces d es una premétrica uniforme, d(a+e¢,b+¢) =d(a,b) para
toda a,b,ce R".

(b) Invariancia bajo rotaciones. Si F(x,v) = F(x,u) paratoda xeR"y para toda u,veS",
entonces d es una premétrica isotrépica, d(x,x+ vAs) =d (x,x +uAs) para toda u,
veS"y parauna As >0 suficientemente pequena.

(c) Invariancia bajo inversiones de direccion. Si F(x,—v) = F(x,v) para toda xeR" y
para toda veS", entonces d es una premétrica simétrica, d{a,b) = d(b,a), para toda
abeR".

(d) Aniisimetria. Si F(x,—v})=-F(x,v) para toda xeR" y para toda direccién veS",
entonces d es una premétrica antisimétrica, d(a,b) = —d(b,a) paratoda a,beR".

Demostracion:
(a) Supdngase que F(x,v)=F(y,v) Vx,yeR" ¥V veS" v que x:[a,b]>R" es una
parametrizacién del arco C(a,b). Entonces para toda ce R" el arco C(a+ ¢,b+ ¢) admite
la parametrizacion y: [a, b] = R", donde y(s) = x(s) + ¢ implica que y (s} =x(s) . Entonces
el integrando de la ecuacién (2.8) para el arco C{a,b} es igual al integrando para el arco
Cla+e, b+e), es decir,
F(x(s),x(s)) = Fx(s) +¢.X(5)) = F(y(s),5(s)),
y por tanto £{C(a,b))=£{Cla+c, b+c¢)), vy por la ecuacion (2.12),
da+c, b+c)=d(ab).
(b) Si F(x,v)=F(x,u) ¥xeR", Yu, veS", entonces por la ecuacion (2.5), d(x, x + vAs)
= d(x, x + uAs), ¥V u, veS", y para alguna As > 0 suficientemente pequena.
(c) Supdngase que F(x, — v) = F(x, v}, VxeR", ¥veS" Sean x: [a, b]> Ry y: [a', ']
— R" dos parametrizaciones del arco C(a,b), y sea s: [a¢’, b']—> [a, b] una funcién real,
continua y estrictamente decreciente sobre [a’, b'] con rango [a,b], tal que y(f) = x(s(#))
para a'< t < b'. Entonces los caminos x y y trazan el mismo arco C(a,b) en direcciones
opuestas. Por la regla de la cadena y{i) = x(s(t))ds/dt, donde ds/dt es estrictamente
negativa, y por la homogeneidad positiva de grado uno de F en su segundo argumento, F'
cumple lo siguiente:
F(y@),y@))dr = F(x(s()),x(s () ds / dr)dt

= F(x(s()),—x(s(r))) (~ds/ dt)dr

= F(5(0) % (s0) ()

= F(x(s5(0), x(s () (=ds) .
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Sustituyendo en (2.8) y puesto que las diferenciales ds v df tienen direcciones opuestas,
entonces £ (x) = £ (y), y por tanto d(a,b) = d(b,a).

(d) Bajo las mismas consideraciones del inciso anterior, excepto que aqui la funcién
fundamental es F'(x,—v) =—F'(x,v). Entonces F cumple lo siguiente:

Fyt),y@)d = F(x(s(0)), x(s @) ds / dt)dt
= F(x(s()),—x(s(1))) (—ds/ dt)clt
= Fx(s(1),—x(s(1)) (=ds)
=—F(x(s()).x(s(1)) (=ds).
Sustituyendo en (2.8) v considerando que las diferenciales ds y di tienen direcciones
opuestas, entonces £ (x) =—£ {y), y por tanto d(a,b) = —d(b.a).
U
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3. Geodésicas de combinaciones de
premétricas

3.1 Geodésicas de una combinacion lineal positiva de premétricas

Demostramos que los arcos que son simultaneamente arcos inducidos de varias
premétricas, son también arcos inducidos de cualquier combinacién lineal positiva de
esas premétricas, propiedad que también se cumple para las geodésicas de las
premétricas.

Teorema 3.1 (Arcos inducidos por una combinacion lineal positiva de premétricas).
Sea una premétrica d sobre R”, definida como una combinacién lineal positiva de m

premétricas dy, ..., d, sobre R", d = kidi+ ...+ kndy, donde ki, ..., &y, son m nimeros
reales positivos. Si un arco es inducido por todas las premétricas di, ..., dy, entonces es
también un arco inducido por &. Si las premétricas d, ..., d, son no negativas (métricas
débiles), entonces todo arco inducido por d es también un arco inducido por todas las
premétricas di, ..., dy. Estas afirmaciones se cumplen si se sustituye “arco inducido” por
“geodésica”.

Demostracion:

=: Si C(a,b) c R" es un arco d; -inducido para todo i = 1,...,m, entonces para cualquier
representacion paramétrica de Cla,b), x: [a, b]—> R”, x(a) = a, x(b) = b y para toda i =
1,....m se cumple
di(x(s),x () + di(x(1),b) — di(x(s),b) =0 vV sela, bly ¥ tels, b],
por lo que C(a,b) es también arco inducido por la premétrica o

d(x(s) x(1)) + d(x(5),b) — d(x(s),b) = ikf (di (x(s) x(2)) + di(x ()b} — dii(x(5),b)) = 0,

YV sela, by V¥ te s, b.
<: Reciprocamente, si C{a,b) es un arco inducido por la premétrica d,

iki (di(x(s),x (1)) + di(x (1), b) — di(x(5),b)) =0 YV sela, by V iels, bl,

y ademas las premétricas d, ..., d,, son no negativas, y como las constantes ki, ..., k, son
positivas, entonces

di(x(s),x (1)) + d: (x(£),b) — di(x(s),b) = 0 vV sela, bl y ¥ tels, b,
por lo que C(a,b) es también un arco inducido por cada premétrica di, ..., dp. [
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3.2 Premétrica asociada a una funcion real

Como se menciond en la seccién 2.1, toda funcion distancia asimétrica se puede
descomponer como la suma de dos funciones distancia: una simétrica y otra antisimétrica.
La premétrica asociada a una funcidn real que se define a continuacién es una premétrica
antisimétrica que tiene la propiedad de que todos los arcos para cada par ordenado de
puntos son arcos inducidos. Estas premétricas son una herramienta para modelar
funciones distancia asimétricas.

Al sumarse una premétrica asociada a una funcién real con cualquier premétrica, la
suma es una premétrica asimétrica, la cual es completa si y sélo si la segunda premétrica
es completa.

Sea una funcion real h: R"— R . La funcién binaria dj,:R" x R" —R determinada por
una funcién mediante

dn(a,b) = h(b) — h(a) para todo a,be R",
cumple la desigualdad del tridngulo en su forma de igualdad,
du(a,b) = dy(a,c) + dilc,b) para todo a,b,ce R",

asi como la propiedad de identidad (P2), y por tanto dj, es una premétrica, denominada
premétrica asociada a la funcion real h. Bsta premétrica es antisimétrica y, como se
demuestra directamente, tiene la singularidad de que todo arco, simple o no, que vade a a
b es un arco inducido por dj; es decir, todos los arcos de a a b tienen la misma d-
longitud. Fsta premétrica es completa, aun cuando sea una funcidn binaria discontinua. Si
la funcidn 4 es diferenciable, entonces la funcidn fundamental asociada a o, es

P ) = lim DX HEA) A4 EAS) - h()

As—0" As As—0*

=(Vh)'x VxeR' xes,

donde V# es el gradiente de la funcién # v - la operacion de producto punto. Por tanto, la
longitud con respecto a esta premétrica de cualquier arco x con inicio a y final b esta
dado por
b
£,(x) = [(VA)-%ds=h(b) - hla) = dy(ab), Vxe Q
lo que confirma que respecto de esta premétrica dj, todos los arcos con inicio a y final b
tienen la misma longitud 4(b) — h(a).
Esta premétrica dj, cumple ademas que si se suma a otra premétrica dr, la premétrica

suma tiene exactamente las mismas geodésicas que esta dltima, dp, como lo expresa el
siguiente teorema.

Teorema 3.2 (Geodésicas de una suma de premétricas). Sea dp una premétrica y dj la

premétrica asociada a la funcion real #: R" — R . Entonces las geodésicas de dy y las
geodésicas de la premétrica suma, d = dj + dp, coinciden.
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Demostracion:
La premétrica d se define como la suma de dos premétricas,
d(a,b) = di(a,b)+ dr (a,b), paratodo a,be R”
donde dy(a,b) = A(b) — hla) es la premétrica asociada a la funcién A, entonces las
geodésicas de la premétrica d coinciden con las de la premétrica del sumando d, pues
para cualquier s se cumple (2.1) en ambos lados de la equivalencia:
dlab) =dax(s)) + dx(s),b) < [h(b) — h(a)] + dr(ab)
= [A(x(s) — A@)] + [A(b) — A(x(s)] + dF (ax(s) +dr (x(s).b)
y similarmente se demuestra que d{a,b) = d;, (a,b}+ dr (a,b) cumple (2.2).
U

Observar que si dp es una premétrica simétrica y 4 no es una funcién constante,

entonces la premétrica suma d = dr + dj, es una premétrica asimétrica, en este caso dpy dj,
son los componentes simétrico y antisimétrico de d, respectivamente.
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4. Metricas L,

Ip




Demostracion:

La demostracién se resiringe a R y se considera a = (a1, a5}, b = (b1, by): Su
generalizacién a R" es inmediata. Sea f una funcion definida sobre [a; 5], con a;<b;,
que pasa por los puntos (a1, az) y (b1, ba); es decir, fa1) = az, f{b1) = by, la cual es
mondtona; esto es, x, = x, < f(x,) = f(x;) . Como caso particular /" podria ser la recta

que une los dos puntos (a1, az) v (b1, b2). Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que a;< b,. Entonces por la monotonia de f'se obtiene que a,<f'(x) <b,.

Caso 1. Primero consideramos el caso cuando 1< p <.

Por las tres suposiciones previas, a;<b;, a, £x<b;, y la monotonia de f, la igualdad
del triangulo

1/ 1/ 1/
(F=al +ly=al) " +(o=d +p =) " =(pi=al +p=al ) . (4.1)
viene a ser
[(x_al)p + (y_az)p]yp + [(bl _x)p + (bg —Jf)p]lfp = [(bl _al)p + (bz _ag)p]h,p . (42)

Si p =1, se obtiene la siguiente identidad:
x—a,+y—a,+b—x+b,—yv=b—a +b,—a,,

lo que demuestra que para p = 1 cualquier arco monétono que une (ay, az) con (by, ba,)

representa un arco inducido por la métrica ;.

Si f'es una recta, entonces su pendiente es
m= by —a){(by — a1) = y — a2}/ (x — a1) = (b2 = )/ (b1 — x},
por lo que al multiplicar y dividir apropiadamente cada término de (4.2} por (x— ay),
(b1 — x) ¥ (by— a1), respectivamente, obtenemos la identidad:
o= ar) 7 +m?)7 + B —x) 17 +m™ )7 = by — ar) 7 +m")7,
lo que demuestra que la recta que une (a1, a2} con (b1, b,) es un arco inducido por las
métricas L.pcon 1< p <.

Caso 2. Ahora consideramos el caso cuando p = 0.
Con el fin de que la grafica de la funcion y = f(x) sea un arco inducido por la métrica
L. se requiere que ésta cumpla la igualdad de la desigualdad del tridngulo:
max{ (x— a),(y - @) } + max{ (b, - x),(b, - y)} = max{(b: - a},(b,— a))},
suponiendo que la gréifica de f representa la linea recta que une los puntos (a1, az) vy
(b1, b2.),

max{(x - a), mlx - a)}+max{ (b, - x),m(b, - x)} = max{(h, - a), m(b, - a)},
factorizando (x— a):
(x—a) max{l, m}+ (b, - x) max{l, m} = (b, - a) max{1, m},
llegando finalmente a la identidad
Cc—a)+ (b1-x) = (b1 - ),
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lo que demuestra que la recta que une {(aq, as) con (b1, b2,) es un arco inducido por la
métrica L.,

Lo anterior demuestra (2.1); pero también demuestra (2.2) si se considera que las
implicaciones usadas siguen siendo validas si {a;, a;) ya no es el punto a sino algiin punto
intermedio del arco conservativo que va de a a b, donde este arco conservativo puede ser
una recta o una funcién mondétona. 0

4.3 Funcion fundamental, postfundamental y d-desviacion de las métricas Lp

Primero se va a determinar la funcién fundamental # para cada métrica Lp, la cual
sirve para determinar la longitud de cualquier arco en esa métrica a través de (2.8). Sip =
1 la funcién fundamental ¥ de d, es

u 1/p
(Z|xI +x As — xl.|p]

d (X, x+xAs ~
Fy(x,x)= lim M= lim ~=
As—0* AS As—0* AS
n 1/p
[ZIJ‘C:-ASI‘”J (|AS|P)”"’ . e)'?
= lim ~ = lim ———~— Z|xl| ,
As—0t As As—07" As 1
es decir,
» 1/p
Fp(x,j:)=[2|xi| ] p=1, VxeR"  xel”,
i=1

donde los componentes x, de x son los cosenos directores de x . Por la ecuacidn (2.8)

1/p
Lp(x)=}{2|ff|p] ds pzl, ¥xefy,,.
ah =1

ecuacion, que como se sabe proporciona la longitud de un arco correspondiente al camino
X.

Para p = oo la funcion fundamental correspondiente a d, es

d, (x,Xx +XAs)

F_(x,x)= lim
As—0"

max {|x1- + X A5 —X; |}

As—0" As

Aqui es oportuno mencionar la necesidad de especificar que la funcién fundamental
Fp(x,x ) se obtiene mediante un paso al limite por la derecha, As — 07, como indica la
definicidn (2.5), pues si este signo se omite resulta la derivada direccional en el segundo
argumento de la funcion d, en la direccion x, la cual en las métricas que nos ocupa no
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existe porque el limite por la derecha, As — 07, difiere del limite por la izquierda, As —

0 :
. Ve ¢ lp . PV
lim XIS M{Zmp} = J_{Z|xl| J , (4.3)
1

As—0* As As—0* As =]

=

obteniéndose dos resultados, uno positivo que corresponde al limite cuando As — 07y
otro negativo, correspondiente al limite cuando As — 07, lo cual era de esperarse porque
la funcién valor absoluto no es diferenciable en el vértice.

Como se menciond en la seccién 2.6, la funcién fundamental permite recuperar
propiedades de las premétricas. Para el caso de las métricas Lp, la funcién fundamental,
Fp(x,X), depende de la direccién x pero no del punto xeR", por lo que d, es una
premétrica uniforme, y es simétrica porque F(x,X ) = F,,(x,— X ). Ademas, para el caso p =
2 (métrica euclidiana), si el pardmetro del camino s es la longitud de arco euclidiano a
partir de un punto dado, entonces F,(x,x}=1: por tanto, la métrica euclidiana es
isotropica.

Ahora se va a determinar la funcién postfundamental G, dada por la ecuacién (2.6),
para cada métrica Lp, la cual junto con la funcién fundamental 7 va a determinar los
conos que determinan las d-geodésicas.

Sip =1, de la definicidn obtenemos que la funcién postfundamental G, de d, es

Gp(x,% ,b) = lim d(X,b)—a;g(+xAs,b) |
As—07"

u 1/p u 1/p
Sl | - (Sh-s-sad |
=1

G,(x,x b} = lim (“1

As—0" AS (44)
La direccién x del segmento de recta de x a b, denotada por vq , esta dada por
) b, —x,
=1 T (4_ 5)

i (b_; _xi) 2
u i=1
b—x = 4, /Z b, —x)" . 1.6)
i=1

Sustituyendo (4.6) en la ecuacién (4.4):

por tanto,
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=

n

>

=1

St ) (o] | - £h({Eoor-»]
As

no . Vp n ) o . 1/p P 2 \

() [Jz(bi) ] (S| [\/z(bi) =

Ar—0* As

{ ’i(bﬂ—xﬂ)zJ— ‘[ 3 (bi—xi)z—Asj

= Zn:|5c i B lim
J As—0" As

JZ: (b —x)* - {Ji (b —x)* —ASJ‘

0 . 1ip
=1 >3] lim
i1 As—0* As

@, (X,Vo,b)=A£i_I)l’(}+

p 1/p

= lim
Ar—0t

p 1p

Considerando que > (b, —x)" 2 As, lo cual se cumple puesto que As— 07, se llega
J=1
1/p JZ(bi_xi)z_(JZ(bz_xz)z_AS]
PNT ; =1 i=1
6, v =( S |t Lk

1/p
eI . As
(Skr ] pm

=1

finalmente a que

y, por tanto, la funcién postfundamental para las métricas Lp es:

&, (ay vyl = (zl|x|J . .

La funcién de d-desviacion, D, para el caso de las métricas Lp es:
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. p 1/p . p 1/p
Dyp(x,v0,b) = Fp(x,vg) — Gp(x,vo,b) = [Z|le J - {Z|xl| J =0. {4.8)
i1 i1

Por el inciso (b) del teorema 2.7, la direccién vy del segmento de recta de x a b es
tangente a un arco conservativo que va de x a b. Esto demuestra que para toda métrica Lp
(p=1 0 p=c0), el segmento de recta que une dos puntos es un arco inducido por las
métricas Lp (teorema 4.1).

Caso p=1. Por la ecuacién (4.4)

3 [p, - x| J_[fp,._xi_v,.m@
i=1

Gi(x,v,b) = A!;irrok [H

As

Por el inciso (b} del teorema 2.7, las geodésicas que van de x a b tienen derivadas por la
derecha en x que se encuentran en el cono K(x,b}) = { ve R"| D(x,v,b) = 0}, el cual esta
dado por las direcciones v que resuelven F;{(x,v) = G;(x,v,b}, donde

Fi(xv) = i

i=1

V;
es decir, que resuelven

" anlbi_xi|_i|bi_xi_"im|
i=1

F=Y||= lim &
i=1

lim. L =G 4.9

Si bi>x;, v b —x, >vAs para i =1,...,n, entonces la igualdad (4.9) se escribe como

i Zn:(bi—xi)—i(bi—xi—vi/_\s) Zn:vi/_\s i
Zlv_,- = lim & = = lim 22— Vv,
] As—07" As Ar—0* As )

Esta dltima igualdad se cumple solamente si v = 0, i=1,...,n. Por tanto todas las
geodésicas de x a b son arcos mondtonos de a a b (ver teorema 4.1).

Caso p = . Se desarrolla de manera similar.
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