
26 de octubre de 2014



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE
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2.4. Esquema numérico y modelado de la turbulencia . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.4.1. Modelado de la turbulencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.4.2. Simulación de grandes escalas (LES, Large-Eddy Simulation) . . . . 11

2.4.2.1. Modelo de sub-malla (Sub-Grid Scale) . . . . . . . . . . . . 12

2.4.3. Aproximación de cuasi compresibilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

iv



2.4.4. Ecuaciones en coordenadas generalizadas. . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Índice de figuras

3.1. Definición de la función Level Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.2. Descripción de la función Level Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.3. Formulación del método Ghost Fluid en una dimensión las variables continuas son
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Preámbulo

La ingenieŕıa moderna tiene la necesidad de responder a las demandas de la población
de una manera más efectiva, optimizando costos y acelerando procesos; se trata de una
carrera contra el tiempo para producir más y mejores productos y servicios para satisfacer
las necesidades de una población creciente.

Con el fin de cubrir de una mejor manera las exigencias del mercado, los procesos de
diseño y producción requieren de nuevas herramientas que signifiquen una ventaja respecto
a los métodos usados hasta ahora, como la experimentación o las hipótesis; por lo que las
grandes empresas empiezan a invertir en la investigación de nuevas técnicas esperando
resultados que se vean reflejados en su utilidad.

Una de estas técnicas es el manejo computacional de problemas de diseño, entre los
que se encuentra la Dinámica de Fluidos Computacional (CFD, Computational Fluid
Dynamics), una herramienta utilizada en problemas que involucran mecánica de fluidos,
transferencia de calor y masa, aśı como reacciones qúımicas, arrastre de sólidos, entre
otros [1] [2] [3] [4] [5]. Este método de solución es relativamente nuevo, está dando muy
buenos resultados y ya es utilizado en diseños para industrias muy importantes como la
aeroespacial, aeronáutica y automotriz; se encuentra aún en etapa de perfeccionamiento,
buscando más y mejores métodos de resolución, tanto matemáticamente como en progra-
mación, con el fin de aprovechar mejor los recursos computacionales, mejorar tiempos y
obtener soluciones cada vez más aproximadas a la realidad.

Tradicionalmente los problemas relacionados con mecánica de fluidos son resueltos con
datos obtenidos experimentalmente, la desventaja de esto es que generalmente los expe-
rimentos son muy caros y entregan resultados confiables después de un largo número de
pruebas, lo que lleva mucho tiempo. Además de que aún en experimentos muy detallados,
se tienen regiones del dominio en las que es muy dif́ıcil realizar mediciones que suelen ser
compensadas con cálculos anaĺıticos apoyados en la teoŕıa.

La Dinámica de Fluidos Computacional, es una herramienta que permite reforzar los
puntos débiles de los métodos experimentales, al entregar resultados que no se pueden
obtener en experimentos o permitir llevar los modelos a situaciones ĺımite, como tempe-
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raturas o reacciones peligrosas e inalcanzables experimentalmente; de una manera rápida
y confiable.

La CFD consiste en recrear matemáticamente un proceso natural, utilizando métodos
numéricos que serán resueltos por una computadora mediante la implementación de un
código. Los resultados son normalmente representados gráficamente y permiten estudiar,
analizar y trabajar con problemas que de otro modo resultaŕıan muy dif́ıciles de resolver,
por ser gobernados por ecuaciones no lineales muy complejas como es el caso de la mecánica
de fluidos.

Es por esta razón que siempre que se plantea una nueva metodoloǵıa numérica para
el modelado de fluidos, tiene que validarse usando para esto resultados obtenidos experi-
mentalmente, por lo que las técnicas de diseño se complementan, anaĺıtica, experimental
y computacionalmente. Aunque todo marcha bien de esta forma, el objetivo es reducir el
uso de modelos experimentales y anaĺıticos, diseñando técnicas de simulación que puedan
reproducir de una manera más fiel la realidad.



Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Generalidades

El principal problema que enfrenta la CFD es la simulación de los flujos altamente
complejos, que incluyen turbulencias, interfases móviles y fluidos de diferentes clases y
fases interactuando entre śı. Este tipo de sistemas son dif́ıciles de modelar por la gran
cantidad de datos que eso implica. Aśı mismo, estos flujos son también los de mayor
interés en la ingenieŕıa, pues son los más abundantes tanto en procesos naturales como en
artificiales.

Contar con una herramienta que permita reproducir el comportamiento de estos fenóme-
nos con una alta precisión, es de gran interés para la ingenieŕıa ya que se tendŕıa la
posibilidad de conocer, diseñar, prevenir y trabajar con estos fenómenos con fines muy di-
versos, desde construcción de estructuras o dispositivos que van a estar expuestos a ciertas
condiciones, hasta el aprovechamiento de flujos con fines energéticos.

Es por lo anterior que en las ultimas décadas, diversas investigaciones se han esforzado
por fortalecer las técnicas de simulación numérica. Los resultados de dichas investigaciones
aportan nuevos códigos numéricos que antes de ser utilizados con fines prácticos necesitan
probar su capacidad y sus limitaciones con el fin de evitar errores que podŕıan tener
consecuencias graves.

Por lo tanto una parte importante en Dinámica de Fluidos Computacional es la vali-
dación. Los métodos de validación consisten en simular un sistema y comparar los datos
obtenidos numéricamente con datos pertenecientes al experimento del mismo sistema, para
probar el desempeño del código numérico. [17] [18].
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Este trabajo se centra en la validación de un código numérico capaz de simular flujos
con superficie libre. Por lo que se espera sirva como apoyo para investigaciones futuras
que usen este código numérico o que se apoyen en las técnicas numéricas aqúı expuestas.

1.2. Flujos multifásicos

Un flujo multifásico es un sistema donde coexisten varias fases, entendiendo por fase un
estado de agregación de la materia de una o varias sustancias, que tiene cambios significati-
vos en sus propiedades como variaciones en composición, velocidad, presión, temperatura,
etcétera.

Los flujos multifásicos son muy importantes para la ingenieŕıa, pues se presentan en
la mayoŕıa de los sistemas naturales y artificiales como el flujo sangúıneo, ŕıos, mares,
medios atmosféricos, comportamiento y propagación de fuego en incendios, combustión,
cavitación, flotación y sedimentación, por mencionar algunas. A pesar de su importancia,
la implementación de métodos para simular numéricamente este tipo de flujos está en fase
de desarrollo [6] [7] [8] [9] [10].

El caso más básico de un sistema multifásico es cuando tenemos solo dos fases, se llama
flujo bifásico. La importancia de este sistema radica en que es muy útil para modelar
fenómenos de interés ingenieril de una manera sencilla. Prueba de esto es que la mayoŕıa
de métodos de simulación numérica de flujos multifásicos, parten de un sistema bifásico
para adaptarse a las limitaciones en capacidad computacional sin sacrificar la confiabilidad
de los resultados [11] [12] [13].

En la practica los sistemas que pueden tratarse como sistemas bifásicos son los flujos
en canal abierto, donde se tiene un ĺıquido abierto a la atmósfera. Se caracterizan por la
presencia de una interfase ĺıquido-gas, conocida como superficie libre.

1.3. Seguimiento de la superficie libre

Los problemas que incluyen dos o más fluidos (o fases de un mismo fluido) son una
de las principales complicaciones en Dinámica de Fluidos Computacional, debido a que
las condiciones de frontera son puestas arbitrariamente en una superficie en movimiento
que es necesario localizar, donde propiedades como la densidad y viscosidad cambian
discontinuamente y además actúan fuerzas como la tensión superficial.

Se han propuesto muchos métodos para resolver este tipo de problemas, que se dividen
en dos grupos, los métodos de malla móvil (Métodos Lagrangianos) y los métodos de malla
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fija (Métodos Eulerianos).

Para el caso de los métodos Lagrangianos, cada punto de la malla está fijo a un punto
del material, de tal manera que si el material se deforma también se deforma la malla.
Esto significa que este método sólo puede usarse para deformaciones pequeñas como en el
caso de un sólido o para fluidos en régimen laminar, ya que si el fluido tiene cambios de
forma de gran magnitud, se generan errores numéricos considerables.

Por otro lado, en los métodos Eulerianos, cada punto de la malla está fijo y el fluido se
mueve a través de la malla, por lo que en este caso el material se deforma, pero la malla
no lo hace. Esta caracteŕıstica vuelve a este método el ideal para el estudio de fluidos, ya
que estos se distinguen por tener deformaciones muy grandes.

Existen métodos como el llamado Hidrodinámica de part́ıculas suavizadas SPH (Smoot-
hed Particle Hydrodynamics). Este procedimiento tiene la ventaja de no necesitar de una
malla y poder conservar la masa sin cálculos adicionales, esta técnica consiste en represen-
tar el fluido con un conjunto de part́ıculas con caracteŕısticas propias que se comportan
de acuerdo a las ecuaciones de conservación, pero el costo computacional para representar
de manera realista el comportamiento de un fluido es muy alto ya que se requiere de un
enorme numero de part́ıculas [47] [48] [49] [50].

Dentro de los métodos Eulerianos uno de los más usados por sus buenos resultados es el
método del Volumen de Fluido (VOF, Volume OF Fluid) [31], utilizado para el seguimiento
de superficies libres e interfaces móviles. Esta técnica se apoya en la idea de que los fluidos
son inmiscibles, es decir, no pueden mezclarse; lo que significa que el volumen ocupado por
un fluido, no puede ser ocupado por otro. Esto nos lleva a tratar con funciones continuas en
espacio y tiempo llamadas fracciones de volumen, entonces en cada región de interes para
todo tiempo, la suma de las fracciones es igual a uno. La principal ventaja es que cumple
con las leyes de conservación de masa, pero tiene una mala estimación de la curvatura
de la interfase, si la deformación es muy grande la difusión numérica no permite ver con
claridad la interfase. Esta técnica es de las más aceptadas para el modelado de flujos con
superficie libre, debido a que tiene buenos resultados y cumple con las leyes conservativas,
cabe mencionar que son varios los trabajos donde se usa este método [32] [33] [34] [35] [36]
[37].

Otra técnica importante para tratar el movimiento de interfases es la conocida co-
mo el Método Level Set (LSM, Level Set Method), propuesto inicialmente por Osher y
Sethian[42], se trata de un método Euleriano muy utilizado en problemas de interfases
móviles por ser muy simple y eficiente para tratar con grandes deformaciones, en esta
técnica la interfase está dada por una curva de nivel cero de una función continua defi-
nida sobre el dominio computacional, dicha función se transporta con el fluido y es cero
en la superficie libre, para un lado es positiva y para el otro negativa, la desventaja es
su discretización, pues en presencia de difusión numérica excesiva tiene problemas con la
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conservación de masa. Aunque es un método relativamente nuevo, también representa una
muy buena alternativa para el manejo de la superficie libre por lo que es ampliamente
usado [44] [45].

La facilidad con la que el método Level Set modela el comportamiento de la interfase,
hace que esta técnica sea una de las más adecuadas para simulaciones de flujo con superficie
libre. Sin embargo, la no conservación de masa es un gran obstáculo para la implementación
de Level Set en los códigos de simulación numérica.

Es por lo anterior que muchos investigadores se han enfocado en minimizar esa desven-
taja usando diferentes alternativas que tratan de dar un carácter conservativo a la función
Level Set. Estas técnicas se dividen en tres grupos fundamentales, el primero de ellos es el
conocido como Level Set conservativo, este grupo de técnicas se basan en que la función
Level Set es altamente sensible a la discretización espacial, por lo que si se hace uso de
esquemas de discretización de alto orden para la función Level Set el grado de error inhe-
rente al método se reduce y la conservación de masa aumenta, aunque parece un enfoque
simple, el costo computacional implicado es muy alto, por lo que no es una opción para
flujos complejos.

Otra de las alternativas es la conocida como Adaptive Mesh Refiment [54] [55] [56],
la idea principal es refinar la malla en las regiones donde está presente la superficie libre,
de esta manera se reduce la difusión numérica en la zona donde la función Level Set
cobra importancia y por lo tanto la conservación de masa se mejora considerablemente,
el problema de esto es que en la mayoŕıa de los casos la ubicación de la superficie libre es
una incógnita, esto hace que el método sea generalmente impráctico.

Por último tenemos a los métodos acoplados, este tipo de técnicas consisten mejorar
los puntos débiles de una técnica, aprovechando las fortalezas de otra. Ejemplos de estas
metodoloǵıas son CLSVOF [57], su variante adaptativa ACLVOF [58], el método VOSEF
[?] y el método LS/VOF [60] [61]. Estos métodos requieren de un paso extra para la recons-
trucción de la interfase, que generalmente es complicado y costoso computacionalmente.

El método de MCLS (Mass-Conserving Level-Set) [62], es uno más de los métodos
acoplados cuya caracteŕıstica principal es que no necesita un paso para la reconstrucción
de interfase, ya que ésta es calculada como una relación entre la función Level Set y la
fracción de volumen (Función VOF). Con el uso de MCLS, la función Level Set es el método
principal y la técnica VOF es usada para realizar pequeñas correcciones de conservación
de masa con un pequeño costo computacional.
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1.4. Alternativas numéricas

En la actualidad se trabaja con diversos métodos para la simulación numérica de fluidos
que pueden aportar mucha información, cada uno con sus ventajas y desventajas; por lo
que la elección de la metodoloǵıa a utilizar está ı́ntimamente ligada a lo que se desea saber
de un fenómeno en particular, evitándose cierta información que podŕıa resultar menos
útil.

Entre las alternativas que se tienen para resolver las ecuaciones que rigen el compor-
tamiento de los fluidos, partiremos de la más fundamental: la simulación numérica directa
(DNS, Direct Numerical Simulation), en donde se resuelven las ecuaciones de Navier –
Stokes, sin ninguna aproximación o modelo, por lo que ofreceŕıan los resultados más exac-
tos posibles, pero para el caso de flujos muy complejos, la capacidad de las computadoras
actuales se ve rebasada, ya que requiere de un gran numero de celdas para capturar todas
las escalas espaciales y temporales de la turbulencia. No obstante se han llevado a cabo
algunas simulaciones con esta técnica que se encuentra en una etapa muy temprana de
desarrollo [19] [20] [21].

Por otro lado tenemos los modelos que promedian temporalmente las ecuaciones de
Navier – Stokes (RANS, Reynolds Averagend Navier – Stokes Equations), esta técnica
consiste en promediar las ecuaciones de transporte, resolviéndolas utilizando valores com-
puestos por la suma de un valor medio y un componente fluctuante, lo que genera términos
adicionales que necesitan de otras ecuaciones para cerrar el sistema en función del mode-
lo de turbulencia utilizado. Este método exige de menores recursos de cómputo, pero no
ofrece una buena precisión en flujos con turbulencia en regiones alejadas de la frontera. Es
quizá la técnica más estudiada y utilizada en simulación de fluidos, debido a su simplici-
dad y buenos resultados en problemas prácticos, por lo que existen una gran cantidad de
trabajos que usan RANS [22] [23] [24].

Finalmente tenemos la simulación de grandes escalas (LES, Large Eddy Simulation).
Consiste en resolver de forma directa las grandes escalas de turbulencia, modelando sobre
ellas el efecto de las más pequeñas; basándose en que teóricamente los grandes remolinos
son los que transportan mayor cantidad de enerǵıa, mientras que los pequeños están re-
lacionados con efectos de disipación. Aunque este método es más costoso que RANS en
términos de requerimientos computacionales, ofrece mejores resultados para flujos alta-
mente turbulentos incluso en regiones alejadas de la frontera, además de ser viable para
las computadoras con las que se cuenta.

Debido a las ventajas que presenta LES respecto a otros métodos, muchos investiga-
dores están trabajando con esta técnica para el modelado de diversos sistemas [25] [26]
[27]. La técnica LES, será utilizada en este trabajo, por lo que se tratará más a fondo en
caṕıtulos posteriores.
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1.5. Objetivo

Este trabajo tiene como propósito presentar un código numérico para la simulación
de un flujo tridimensional con superficie libre; dicho código fue desarrollado basándose
en investigaciones previas con el fin de encontrar una forma de reproducir este tipo de
sistemas de la manera eficiente.

Para llevar a cabo las simulaciones numéricas se implementarán la técnica de LES para
la resolución de las ecuaciones de gobierno y el modelo acoplado MCLS para el seguimiento
de la superficie libre con una discretización mediante diferencias finitas.

Para validar el código, se realizará la simulación y comparación de tres casos formados
por un sistema bifásico de agua y aire en 3D, el primer caso es una rotura de presa libre
(Dam-Break), el segundo es una rotura de presa en una cama de agua y el último caso es
una rotura de presa con un obstáculo.

Estos ejemplos fueron seleccionados por representar un reto importante para nuestro
código numérico, pues en ellos los cambios en la topoloǵıa de la superficie libre y la relación
de densidades en los fluidos son las caracteŕısticas dominantes.

El motivo de proponer un modelo numérico para simulaciones de sistemas de este tipo,
es porque se considera que cuentan con las caracteŕısticas más dif́ıciles de modelar compu-
tacionalmente como son: turbulencia y superficie libre, de tal forma que la información que
puede proporcionar es muy interesante desde el punto de vista de la simulación numérica.

El comprobar la confiabilidad del método, ayudará a la búsqueda de metodoloǵıas más
precisas con fines de reducir tiempo y costos en el diseño y manufactura de productos
de ingenieŕıa de alta tecnoloǵıa, significando el ahorro de recursos naturales y humanos,
aśı como la disminución en el costo de dichos productos.

Por ultimo, se pretende que este trabajo sirva como apoyo para investigaciones futuras
en las que el código numérico o las técnicas utilizadas sean desarrolladas de una manera
más profunda y práctica.



Caṕıtulo 2

Ecuaciones de Gobierno

2.1. Introducción

Las leyes de conservación son los principios fundamentales de los análisis en ingenieŕıa,
de acuerdo a estas leyes las propiedades materiales como la masa, cantidad de movimiento,
enerǵıa y entroṕıa pueden cambiar solamente en equilibrio con otras propiedades f́ısicas
como fuerza, trabajo y transferencia de calor.

Debido a la naturaleza de los fluidos dichas ecuaciones se han formulado de una manera
más útil para la resolución de problemas. Se trata de un conjunto acoplado de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales y no estacionarias que reciben el nombre de ecuaciones
de Navier-Stokes.

Para este trabajo los principios a resolver numéricamente son en esencia la conservación
de masa y la conservación de la cantidad de movimiento.

2.2. Ecuación de continuidad (Conservación de masa)

El principio más fundamental de la naturaleza es el que establece que la masa no se
crea ni se destruye, para el caso de sistemas cerrados decimos que la masa permanece
constante durante todo el proceso, pero en mecánica de fluidos es muy dif́ıcil trabajar con
porciones de materia, por lo que utilizamos el concepto de volumen de control, que es una
región del espacio en la que nos interesa la cantidad de masa que entra y sale, aśı que
para nosotros la ecuación de la conservación de masa recibe el nombre de ecuación de
continuidad y se escribe de la siguiente manera:

7
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∂ρ

∂t
+∇(ρ~u) = 0 (2.1)

Donde ρ es la densidad del fluido y ~u es la velocidad.

El primer termino expresa la variación de la densidad respecto al tiempo y el segundo
termino describe el flujo neto de masa a través de las fronteras.

En palabras sencillas esta ecuación significa que la transferencia neta de masa hacia
dentro o hacia fuera del volumen de control, es igual al cambio neto en la masa total que
esta dentro de ese volumen.

2.3. Ecuación de Conservación de Cantidad de Movimiento

El producto de la masa y la velocidad de un cuerpo, se llama cantidad de movimiento,
en mecánica clásica este principio es explicado matemáticamente mediante la segunda ley
de Newton.

La ley de conservación de la cantidad de movimiento dice que la cantidad de movi-
miento de un sistema permanece constante cuando la fuerza neta que actúa sobre él es
cero.

La conservación de cantidad de movimiento en mecánica de fluidos se describe a través
de la siguiente ecuación (conocida como ecuación de Cauchy):

∂ρ~u

∂t
+∇ · (ρ~u~u) = −∇p+∇ · ~~τ ′+ ρ ~fm (2.2)

Donde p es la presión, ~fm son las fuerzas másicas o de cuerpo y
~~τ ′ es el tensor de

esfuerzos viscosos que describe los esfuerzos superficiales en un punto en el flujo, esta
ecuación es valida para cualquier punto en el dominio del flujo y expresa que la variación
de la cantidad de movimiento del volumen del fluido es igual a las fuerzas que actúan en
él.

Las fuerzas que pueden actuar en un fluido son de dos tipos, fuerzas de cuerpo como
la gravedad, la eléctrica y la magnética; y fuerzas de superficie como la fuerza viscosa, la
presión y las reacciones en los puntos de contacto.
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En un marco de referencia cartesiano x,y,z las ecuaciones de flujo compresible de Na-
vier–Stokes son:

∂U

∂t
+
∂Fi

∂xi
= S (2.3)

Donde U es un vector de cuatro componentes definido por:

U =


ρλ
ρλu1

ρλu2

ρλu3

 (2.4)

Se considera además que u = (u1, u2, u3) es el vector velocidad, ρ es la densidad.

También el vector velocidad se escribe como u = (u, v, w). La ecuación (2.3) representa
la evolución de la densidad (ecuación de continuidad) y cantidad de movimiento.

Fi son flujos donde ∀i ∈ {1, 2, 3}, y para un fluido Newtoniano esta dado por:

Fi =


ρλui

ρλuiu1 + pδi1 − 2µλSi1
ρλuiu2 + pδi2 − 2µλSi2
ρλuiu3 + pδi3 − 2µλSi3


→ Ecuación de continuidad}

Ecuaciones de Navier-Stokes
(2.5)

Donde el sub́ındice λ denota propiedades de dos materiales diferentes, ĺıquido y gas,
respectivamente, δij es la delta Kronecker y Sij es el componente divergencia del tensor
deformación. Despreciando la viscosidad, Sij se escribe:

Sij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi
− 2

3
(∇·u) δij

)
(2.6)
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2.4. Esquema numérico y modelado de la turbulencia

2.4.1. Modelado de la turbulencia

La mayoŕıa de los flujos de interés en ingenieŕıa se desarrollan en un estado donde el
movimiento de las part́ıculas del fluido es caótico, aleatorio y por lo tanto inestable, bajo
estas condiciones la velocidad y la presión cambian continuamente con el tiempo, dicho
estado es conocido como régimen turbulento.

La turbulencia provoca la aparición de remolinos en el flujo, con una amplia gama de
escalas de longitud y tiempo que interactúan de una manera dinámica compleja. Las difi-
cultades para desarrollar un modelo general para la turbulencia se deben en gran medida
a los diferentes comportamientos en los remolinos grandes y los pequeños.

Las grandes escalas de la turbulencia son generalmente más energéticas debido a que
están dominadas por los efectos de inercia y los efectos viscosos son insignificantes, su
comportamiento esta dictado por la geometŕıa del dominio del problema, las condiciones
de frontera y las fuerzas de cuerpo. El comportamiento general es anisótropo, extraen
enerǵıa de la media del flujo y conservan su momento angular haciendo que la velocidad
de rotación aumente disminuyendo al mismo tiempo el radio de su sección transversal,
estas interacciones son las responsables de que la turbulencia crezca o se mantenga.

Por otro lado, las escalas pequeñas están dominadas por los efectos viscosos, son fuerte-
mente influenciados por las escalas más grandes y en menos medida por el flujo medio. La
enerǵıa asociada con su movimiento se disipa y se convierte en enerǵıa térmica interna, por
lo que su comportamiento es disipativo e isotrópico; no tienen influencia en el transporte
de propiedades y su comportamiento es universal.

Es por lo anterior que existen diferentes técnicas para modelar el efecto de la turbulen-
cia en un flujo, siendo la más usada el promediado de valores (RANS, Reynolds Averagend
Navier-Stokes) cuyos resultados son aceptables pero no tienen un buen grado de exactitud.
Otra alternativa es la simulación directa (DNS, Direct Numerical Simulation) donde los
resultados ofrecen un grado de exactitud muy elevado, pero que tiene la desventaja de
ser muy costoso computacionalmente hablando, por lo que para flujos complejos se vuel-
ve prácticamente imposible de implementar. Un enfoque diferente es la técnica conocida
como LES (Large-Eddy Simulation), la naturaleza de este método permite superar las
desventajas de RANS y DNS, sus caracteŕısticas se mencionan enseguida.

5
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2.4.2. Simulación de grandes escalas (LES, Large-Eddy Simulation)

La idea principal de la técnica LES se basa en la separación de escalas a través de un
filtrado espacial de las ecuaciones de Navier-Stokes. Las escalas de la turbulencia que son
afectadas por las condiciones de contorno (las grandes escalas); se resuelven directamente
y las escalas más pequeñas se parametrizan mediante el uso de un modelo estad́ıstico de-
nominado modelo de sub-malla (subgrid-scale model). Partiendo de esta idea y reteniendo
solo las grandes escalas del flujo, será posible reducir el costo computacional y al mismo
tiempo seguir capturando las caracteŕısticas deseables del flujo.

El método LES comienza con la operación de filtrado que consiste en separar una parte
deseable que se conserva y una parte no deseada que se rechaza. Lo que deriva en una
fracción filtrada libre de pequeñas escalas y una porción de sub-malla. El filtrado comienza
con la selección de la función de filtrado espacial G∆(x) de tamaño ∆. Donde el ancho de
corte ∆ es el indicativo de la medida del tamaño de los remolinos que serán retenidos en
los cálculos y los que serán rechazados.

Matemáticamente, la operación de filtrado corresponde a la integral de convolución de
alguna cantidad f(x, t) del flujo por la función filtro G∆(x) en la forma:

f(x, t) =

∫
f(y, t)G∆(x− y)dy (2.7)

La variable original está formada por la suma de la parte filtrada f más la parte
sub-malla.

f = f + f ′ (2.8)

La aplicación del filtro a las ecuaciones compresibles de Navier – Stokes produce:

∂U

∂t
+

Fi

∂xi
= S (2.9)

Es conveniente para los propósitos de LES introducir un promediado de Favre ,̃ definido
para una variable (φ) como

φ̃ =
ρφ

ρ
(2.10)
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Por lo que se tiene:

U =


ρ
ρũ1

ρũ2

ρũ3

 (2.11)

Los flujos resueltos Fi se escriben:

Fi =


ρũi

ρuiu1 + pδi1 − 2µSi1
ρuiu2 + pδi2 − 2µSi2
ρuiu3 + pδi3 − 2µSi3

 (2.12)

Dado que la ecuación de la continuidad es lineal, el filtrado no cambia, pero es impor-
tante notar que en las ecuaciones de Navier-Stokes ρuiuj 6= uiuj y la primer cantidad del
lado izquierdo no se calcula fácilmente, una aproximación de modelado para la diferencia
entre los lados de la desigualdad es la siguiente

Ti,j = −ρuiuj + ρuiuj (2.13)

Al introducirla en la ecuación (2.12). La expresión para los flujos resueltos se convierte
en

Fi =


ρũi

ρũiũ1 + pδi1 − τij − 2µSi1
ρũ1ũ2 + pδi2 − τij − 2µSi2
ρũ1ũ3 + pδi3 − τij − 2µSi3

 (2.14)

En el entorno de LES τij es llamado el esfuerzo de sub-malla (subgrid-scale stress). El
nombre “esfuerzo” deriva de la forma en que se trata más que por su naturaleza f́ısica.

2.4.2.1. Modelo de sub-malla (Sub-Grid Scale)

Con el fin de estimar los esfuerzos τij SGS, en este trabajo se usa el modelo de función
estructurada selectiva (SSF, Selective Structure-Funtion Model), reportado por [28]. Con
este modelo, el esfuerzo SGS queda como
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τij ≈ ρνtS̃ij (2.15)

Por lo que la ecuación (2.14) se puede reescribir como

Fi =


ρũi

ρũiũ1 + pδi1 − τij − 2(µ+ ρνt)S̃i1
ρũiũ2 + pδi2 − τij − 2(µ+ ρνt)S̃i2
ρũiũ3 + pδi3 − τij − 2(µ+ ρνt)S̃i3

 (2.16)

Esto proporciona al código numérico un fácil uso para el LES sin modificaciones severas.

Las expresiones para νt y Prt utilizadas en las siguientes simulaciones compresibles
corresponden a los modelos incompresibles descritos en Métais y Lesieur (1996), la única
diferencia es que aqúı se utiliza un promedio de Favre, antes descrito. Nuestro modelo de
submalla es el modelo de función estructurada selectiva, propuesto por David (1993) [29],
la viscosidad local del remolino, esta dada por:

νt(x,∆, t) = Cssf∆

√
F̃2(x,∆, t) (2.17)

Donde Cssf puede ser expresado como función de la constante de Kolmogorov

CK : Cssf = f(C
− 3

2
K ). Cssf toma el valor de 0,104 para CK = 1,4. ∆ se toma igual a

(∆x∆y∆z)
1
3 , donde ∆x, ∆y y ∆z, son los tamaños de la malla locales en las tres direc-

ciones espaciales.

F̃2(x,∆, t) es la función de estructura de segundo orden de la velocidad construida
con el campo ũ. F̃2 es calculado en el punto x con un promedio estad́ıstico local de las
diferencias de la velocidad de cuatro de los seis puntos más cercanos que rodean al punto
x en la malla computacional. La interpolación se basó sobre la ley de 2

3 de Kolmogorov
que se usa para la función estructura de la velocidad.

Según lo propuesto por David (1993) [29], la viscosidad turbulenta se apaga cuando
la turbulencia no es lo suficientemente tridimensional. El criterio para tres dimensiones
es definido como sigue: considérese en un momento dado que el ángulo entre el vector de
vorticidad en un punto dado de la malla y su medio aritmético de los seis puntos vecinos
más cercanos. La viscosidad turbulenta se cancela en los puntos donde este ángulo es más
pequeño que 20o. Finalmente, el número de Prandtl turbulento se toma igual a 0,6, con
lo que cierra la ecuación de la enerǵıa.
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2.4.3. Aproximación de cuasi compresibilidad

Al resolver una ecuación artificial de estado es posible aproximar un flujo incompresible.
Empezando con las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma compresible (2.3) y una
ecuación de estado cuasi incompresible en la forma.

p = f(ρ) (2.18)

Las simulaciones se realizan con la siguiente ecuación artificial de estado.

p = c2ρ (2.19)

Donde c es la velocidad del sonido en el medio. Siempre y cuando los flujos se man-
tengan en un número de Mach bajo y en condiciones isotérmicas, la solución de estas
ecuaciones debe aproximarse al ĺımite incompresible.

La velocidad del sonido debe ser elegida cuidadosamente para asegurar eficiencia y
exactitud al problema dado. El valor de c debe ser lo suficientemente grande para que
el comportamiento del correspondiente fluido cuasi incompresible se aproxime al fluido
real, sin embargo no debe ser tan grande para no permitir que el paso de tiempo sea
excesivamente pequeño. De acuerdo a [30] el número de Mach debe ser 0.1 o menos.

2.4.4. Ecuaciones en coordenadas generalizadas.

El código numérico usa coordenadas generalizadas. La adaptación a las coordenadas ge-
neralizadas se realiza introduciendo una matriz Jacobiana que transforma una geometŕıa
compleja de malla no uniforme o geometŕıa curviĺınea, en un sistema de coordenadas
Cartesiano (x, y, z), dentro de una geometŕıa ortogonal simple con malla uniforme en el
sistema de coordenadas generalizadas (ξ1, ξ2, ξ3) donde las ecuaciones se pueden resolver
más fácilmente. Para este caso, simplemente consiste en una transformación de una ma-
lla no uniforme en el espacio f́ısico (x, y, z) dentro de una malla uniforme en el espacio
computacional (ξ1, ξ2, ξ3). Cada término en la matriz Jacobiana inversa (J−1) se expresa
como funciones anaĺıticas de las medidas ∂xi

∂ξj
. Las medidas son introducidas y calculadas

por el esquema interno de primer orden, entonces la matriz (J) es calculada directamente
de (J−1).

La ecuación (2.3) se puede volver a escribir como:
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∂Û

∂t
+
∂F̂

∂ξ1
+
∂Ĝ

∂ξ2
+
∂Ĥ

∂ξ3
= Ŝ (2.20)

Con

Û =
U

J
,

F̂ =
1

J

[(
∂ξ1

∂x1
F

)
+

(
∂ξ1

∂x2
G

)
+

(
∂ξ1

∂x3
H

)]
,

Ĝ =
1

J

[(
∂ξ2

∂x1
F

)
+

(
∂ξ2

∂x2
G

)
+

(
∂ξ2

∂x3
H

)]
,

Ĥ =
1

J

[(
∂ξ3

∂x1
F

)
+

(
∂ξ3

∂x2
G

)
+

(
∂ξ3

∂x3
H

)]
,

Ŝ =
1

J
S.



(2.21)

J es el determinante de la matriz (J) y U es función de las coordenadas cartesianas y
del tiempo.

2.4.5. Esquema Numérico

El sistema en coordenadas generalizadas se resuelve por medio de una extensión del
completo esquema explicito McCormack, de segundo orden en el tiempo y cuarto orden
en el espacio, desarrollado por Gottlieb Turkel (1976). Debe observarse que cuando se usa
U tiende a ser reemplazada por U definida por la ecuación (2.11) cuando la técnica LES
es considerada. El esquema numérico es un esquema corrector – predictor definido en una
dimensión por,

Predictor

U
(1)
j = U

(n)
j +

1

6
λ
(
−f (n)

j+2 + 8f
(n)
j+1 − 7f

(n)
j

)
+ (δt)S

(n)
j , (2.22)

Corrector

U
(n+1)
j =

1

2

(
U

(n)
j +

(
U

(1)
j

))
+

1

12
λ
(

7f
(1)
j−2 − 8f

(1)
j−1 + f

(1)
j

)
+

1

2
(δt)S

(1)
j . (2.23)
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Los ı́ndices (n), (n+ 1) y (1) simbolizan respectivamente para los valores de la función
al tiempo t , tiempo t + δt y al paso – sub – tiempo. Obsérvese que las discretizacio-
nes espaciales intermedias son esquemas no centrados de primer orden con un predictor
adelantado (upwind) y un corrector atrasado (downwind). Como se especifica arriba el
esquema resultante es de cuarto orden en el espacio.

La formulación generalizada en tres dimensiones se escribe,

Predictor

Uni,j,k = Uni,j,k − JPi,j,k


∆t

∆ξ1

[
7
6

(
F̂ni+1,j,k − F̂ni,j,k

)
− 1

6

(
F̂ni+2,j,k − F̂ni+1,j,k

)]
∆t

∆ξ2

[
7
6

(
Ĝni,j+1,k − Ĝni,j,k

)
− 1

6

(
Ĝni,j+2,k − Ĝni,j+1,k

)]
∆t

∆ξ3

[
7
6

(
Ĥn
i,j,k+1 − Ĥn

i,j,k

)
− 1

6

(
Ĥn
i,j,k+2 − Ĥn

i,j,k+1

)]
 (2.24)

Corrector

Un+1
i,j,k =

1

2

[
U1
i,j,k + Uni,j,k

]
− 1

2
JCi,j,k


∆t

∆ξ1

[
7
6

(
F̂ 1
i,j,k − F̂ 1

i−1,j,k

)
− 1

6

(
F̂ 1
i−1,j,k − F̂ 1

i−2,j,k

)]
∆t

∆ξ2

[
7
6

(
Ĝ1
i,j,k − Ĝ1

i,j−1,k

)
− 1

6

(
Ĝ1
i,j−1,k − Ĝ1

i,j−2,k

)]
∆t

∆ξ3

[
7
6

(
Ĥ1
i,j,k − Ĥ1

i,j,k−1

)
− 1

6

(
Ĥ1
i,j,k−1 − Ĥ1

i,j,k−2

)]


(2.25)



Caṕıtulo 3

Metodos de captura de la interfase

3.1. Introducción

Los problemas que se presentan en ingenieŕıa que están relacionados con la mecánica
de fluidos son en su mayoŕıa multifásicos, esto quiere decir que involucran flujos de fluidos
que tienen mezclas inmiscibles, ya sea porque tratan con muchos fluidos o varias fases de
uno mismo.

Uno de los principales problemas de trabajar con este tipo de sistemas es el manejo
de la interfase, pues en este lugar se presentan discontinuidades en propiedades como la
viscosidad y la densidad, por lo que la forma en que se desarrolla el flujo depende de cómo
se relacionan los fluidos que lo conforman. Además, es dif́ıcil localizar la posición de la
superficie libre y actualizarla en función del tiempo.

Es por todo lo anterior que una buena simulación requiere de un método eficiente para
el cálculo de la evolución de la superficie libre.

El código numérico usado en esta tesis, está diseñado para trabajar con sistemas de
flujo bifásico incompresible y tiene la capacidad de simular de la manera más exacta
posible el comportamiento de la interfase entre dos fluidos, reduciendo al mismo tiempo
problemas asociados a las simulaciones de este tipo como son la pérdida de masa, topoloǵıas
f́ısicamente no realistas en la superficie libre, errores en continuidad de variables como
densidad y viscosidad cerca de la interfase, aśı como reducir los costos en computación
y tiempo que un modelo de este tipo requiere. Para lograr el desempeño esperado se
llevó a cabo la combinación de diversas técnicas numéricas que en conjunto consiguen
muy buenos resultados; las técnicas utilizadas y la forma en que se relacionan se describen
a continuación.

17
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3.2. Método Level Set (LSM)

El método Level Set (Level Set Method, LSM), propuesto inicialmente por Osher
y Sethian [42] es un procedimiento numérico para modelar el movimiento de curvas o
superficies evolutivas como la interfase, capaz de tratar con problemas tanto estáticos
como dinámicos.

El uso de esta técnica para la CFD tiene muchas ventajas, la principal es que el
movimiento de la superficie libre puede ser calculado en una malla fija, por lo que resulta
muy sencillo seguir cambios en la topoloǵıa de la interfase. Además la superficie libre no
tiene que ser encontrada expĺıcitamente sino que está guardada en toda la información
que aporta la función Level Set, es un método que se adapta fácilmente a dos y tres
dimensiones [43] [44]. Por lo anterior el método LS es tomado como la técnica principal
para la captura de la superficie libre para este trabajo.

El método consiste en la introducción de una función φ que cumple con ciertas carac-
teŕısticas que permiten capturar la evolución en el tiempo de curvas o superficies y que
recibe el nombre de función Level Set.

φ (x (t) , t) (3.1)

Para el caso de un flujo bifásico, la función Level Set es una función definida en ambos
fluidos pero con signo opuesto en cada uno, siendo positivo en un fluido y negativo en el
otro; de manera que la región de un fluido está definida por φ (x) > 0, mientras que en el
otro fluido se cumple que φ (x) < 0. Por lo tanto la interfase está impĺıcitamente definida
por el conjunto de puntos donde φ (x) = 0 Figura 3.1.

Cuando delimitamos el dominio Ω por una superficie cerrada en movimiento Γ, el
resultado es la existencia de dos subdominios Ω+ y Ω−, donde Γt : {x|φ (x, t) > 0}
delimita la parte interior de la superficie que encierra el subdominio Ω− mientras que
Γt : {x|φ (x, t) < 0} es la parte exterior, el subdominio Ω+ como se muestra en la Figura
3.2.

Para este caso la función Level Set satisface las siguientes condiciones.

φ (x (t) , t) < 0 en Ω+ (t)
φ (x (t) , t) = 0 en Γ (t)
φ (x (t) , t) > 0 en Ω− (t)

(3.2)

Entonces la frontera ∂Ω del dominio Ω esta definida por todos los puntos en donde la
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Figura 3.1: Definición de la función Level Set

función Level Set es igual a cero.

φ (x (t) , t) = 0, x ∈ ∂Ω (3.3)

Otras propiedades geométricas importantes de la interfase son la curvatura κ (x), y el
campo de vectores normales n (x). Las cuales solo tienen un significado f́ısico en la frontera
∂Ω y se calculan para cada paso de tiempo como sigue.

n (x) =
∇φ (x)

‖∇φ (x)‖ (3.4)

κ (x) = −∇ · n (x) (3.5)

La evolución de la interfase es el resultado de la advección de la función φ por el campo
de velocidades local u = ẋ (t). Por lo tanto, la ecuación de transporte para la función Level
Set es,

∂φ

∂t
+∇φ · u = 0 (3.6)

Además, sabemos que para cada x ∈ ∂Ω, se cumple

u · n = F (x) (3.7)
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Con lo que tenemos,

∇φ · u = F |∇φ| (3.8)

Finalmente obtenemos la ecuación Level Set que al combinarla con la superficie cerrada
inicial Γ, obtenemos los valores iniciales del problema.

φt + F |∇φ| = 0

Γ (t) = x : φ (x, t) = 0
(3.9)

Por lo tanto la ecuación que sirve para determinar la evolución de la función Level Set
φ en un campo de velocidades u se escribe en su forma conservativa como,

∂φ

∂t
+∇ · (φu )= 0 (3.10)

Figura 3.2: Descripción de la función Level Set

Una de las desventajas del método es que la función Level Set es una dimensión superior
a la de la frontera y si la frontera está en movimiento es necesario actualizar su valor para
cada instante de tiempo lo que representa un alto costo computacional, pero la mayor
desventaja radica en que la discretización de la función Level Set es propensa a errores
cuando la interfase sufre grandes deformaciones, lo que comúnmente se ve reflejado en una
pérdida o ganancia de masa.
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3.3. Local Level Set

Cuando se trabaja con el método Level Set, el costo computacional se incrementa
debido que se agrega una ecuación (Ecuación Level Set, 3.6) que tiene que ser resuelta en
todo el dominio computacional. Esta ecuación tiene la particularidad de ser de un orden de
magnitud mayor que el problema original, por ejemplo, un problema de una dimensión es
transformado en uno de dos dimensiones. De este modo en las tres dimensiones espaciales
el costo computacional es muy alto para cada paso de tiempo.

El método utilizado en este trabajo es una variante del método Level Set propuesto
inicialmente por Osher and Sethian en 1988 [42], que consiste en fijar unos ĺımites deter-
minados en los que será resuelta la ecuación Level Set, por lo tanto se trata de “Localizar”
el método debido a lo cual está alternativa recibe el nombre de Local Level Set.

En el método Local Level Set, en lugar de resolver la función Level Set en todo el
dominio computacional, se restrigen los cálculos a una banda estrecha con un espesor
determinado en los alrededores de la interfase. Por lo que solo una fracción de la función
Level Set es muestreada y actualizada en cada paso de tiempo. Cuando la interfase se
mueve fuera de la banda, el cálculo se detiene y se construye una nueva banda con la
interfase como centro.

Al localizar el método Level Set se tiene la ventaja de no afectar el resultado y reducir
el costo computacional al no tener la necesidad de resolver la función Level Set en todo
el dominio computacional, por lo que en este trabajo se adoptó el enfoque de [67] para la
implementación de Local Level Set.

La técnica consiste en la construcción de bandas estrechas con un espesor finito que se
actualizan siguiendo el movimiento de la interfase. El tamaño de las bandas es fijo y sus
valores γi’s son múltiplos del tamaño de malla. Generalmente solo se requieren dos bandas,
pero si el movimiento de la interfase implica cantidades delicadas como las derivadas de la
curvatura, es necesario usar una tercer banda. Para este cálculo se consideran tres bandas
γ1, γ2 y γ3 alrededor de la interfase donde 0 < γ1 < γ2 < γ3.

La elección del ancho de γi’s depende de los esténciles utilizados en la discretizacion
espacial. La mayor cantidad de esténciles usados en este trabajo es de un esquema WENO
de quinto orden. Por lo que los valores elegidos son: γ1 = 1,5∆l, γ2 = 3∆l y γ3 = 6∆l
donde ∆l es el tamaño medio de paso espacial.

La idea principal en el método Local Level Set está compuesta por dos partes. La
primera es actualizar la función Level Set solo en función del radio γ3 en los alrededores
del nivel cero establecido de acuerdo a la siguiente ecuación.
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∂φ

∂t
+ c(φ )u · ∇φ = 0 (3.11)

Donde c(φ ) es la función de corte que modifica el movimiento y se expresa por

c (φ) =


1 si | φ |≤ γ2

(|φ|−γ3)2(2|φ|+γ3−3γ2)

(γ3−γ2)3
siγ2 <| φ |≤ γ3

0 si | φ |> γ3

(3.12)

La función de corte c es usada para prevenir oscilaciones numéricas en la frontera de la
banda y prevenir discontinuidades. El uso de una función de corte suave limita los errores
en las regiones locales cerca de las discontinuidades que se propagan y da estabilidad. Este
paso ayuda a mejorar el tiempo de cálculo, ya que no se necesita determinar φ y φ1 para
todas las ubicaciones en todo el dominio computacional.

El segundo paso del método requiere actualizar la banda y la evolución de la interfase
en el tiempo, por lo que se regulariza la evolución mediante una ecuación de reincialización,
el valor de la función distancia de la función Level Set se puede utilizar para determinar
la banda de cálculo en la próxima etapa de tiempo. Por lo que este paso no requiere de
cálculos extras.

3.4. Función distancia y Re inicialización

La interfase es representada por una curva o superficie cuya evolución depende de
factores como la posición espacial, la geometŕıa y el tiempo. Esto implica que en ocasionas
se generan geometŕıas complicadas como zonas planas o muy empinadas que dificultan el
cálculo, cuando este tipo de errores ocurre el resultado es el trazo de contornos inexactos,
pues la función Level Set pierde su regularidad o suavidad en regiones cercanas a la
interfase, para evitar este tipo de errores se requiere reinicializar la función periódicamente.

La reinicializacion significa que la función Level Set es redefinida para eliminar proble-
mas de estabilidad numérica que pudieran provocar resultados erróneos pero manteniendo
siempre la información de la interfase que va a ser transportada. Existen muchas técnicas
de reinicializacion [67], una de las mejores opciones para llevarla a cabo es definir a la
función Level Set como una “función distancia con signo”.

La función distancia con signo cumple con todas las propiedades de la función Level
Set y además tiene algunas propiedades nuevas que son muy útiles matemáticamente
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hablando. De forma que redefinimos la función φ inicial como una distancia de x a Γ como
sigue:

φ (x, t = 0) = ±d, x ∈ ∂Ω (3.13)

Ahora nuestra función φ toma una distancia desde la frontera ∂Ω con un signo positivo
en el exterior, negativo en el interior y cero en la frontera de la superficie Γ.

φ (x) =


−d (x) x ∈ Ω−

0 x ∈ ∂Ω
+d (x) x ∈ Ω+

(3.14)

Ahora definimos la distancia de un punto x a la frontera ∂Ω como:

d (x) = min (|x− xc|), xc ∈ ∂Ω (3.15)

De la ecuación anterior se deduce que en d (x) = 0 se ubica la frontera donde x ∈ ∂Ω.
Por otra parte para un punto dado x, encontramos el punto en la interfase definida por el
conjunto ∂Ω más cercano a x y lo llamamos xc.

El segmento de ĺınea que va de x a xc es la trayectoria más corta del punto x a la
interfase, por lo tanto es la trayectoria de máxima variación de la función d. Este segmento
tiene una propiedad muy importante para nuestro método, pues si se evalúa −∇d en cada
punto de la trayectoria que va de x a xc, el resultado es un vector que apunda de x a xc.
Y como d es una distancia euclidiana, entonces podemos decir que se cumple lo siguiente.

|∇d| = 1 (3.16)

Y sabiendo que |φ (x) | = d (x) para todo x, podemos reescribir la ecuación (3.16)
como,

|∇φ| = 1 (3.17)

Existen tres razones importantes para mantener la función Level Set como una función
distancia con signo. La primera es que los métodos que trabajan en una banda con un
espesor finito, como el que se usa en este trabajo, son más exactos cuando se hace uso de
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la función distancia. La segunda razón es que al hacer la función Level Set una función
distancia con signo, se asegura que la interfase tiene un espesor fijo. Por último, al usar
una función distancia, la función Level Set se comporta bien cerca de la interfase. No es
dif́ıcil inicializar la función Level Set como una función distancia, sin embargo, cuando la
función (3.6) cambia en el tiempo, no necesariamente seguirá siendo una función distancia.
Por lo tanto, después de cierto tiempo, se debe reemplazar la función Level Set por una
función distancia con signo sin cambiar su nivel cero. Lo anterior es conocido como el
proceso de re inicialización y es una técnica diseñada para mantener la estabilidad de la
función Level Set.

Con el fin de mantener φ como una función distancia con signo a través del tiempo se
lleva a acabo un proceso de reinicialización basado en el enfoque introducido por [66] y
además desarrollado en [67] donde se resuelve la siguiente ecuación pseudo-transitoria de
Hamilton-Jacobi.

∂φ

∂t
+ S(φ0 )(|∇φ| − 1 )= 0 (3.18)

En estado estable en el pseudo-tiempo τ , con la condición inicial

φ(x, τ = 0 )= φ0 (3.19)

Donde S(φ0 ) es la función con signo definida como

S =
φ0√

φ2
0 + |∇φ0|2∆x2

(3.20)

Para este trabajo al igual que con la función Level Set se discretizo la ecuación (3.20)
usando un esquema WENO (Weighted Essentially Non-Oscillatory) de quinto orden en el
espacio y un esquema TVD-RK (Total Variation Diminishing, Runge-Kutta ) de tercer
orden en el pseudo-tiempo. Lo anterior se debe a la importancia de usar esquemas de
discretizacion de alto orden con el objetivo de minimizar los errores numéricos.

3.5. Ghost Fluid Method

Al trabajar con flujos multifásicos se presentan discontinuidades en la superficie libre,
debidas a que se tienen en contacto dos fluidos diferentes o en diferentes estados de agre-
gación, por lo que propiedades como la densidad y la viscosidad son tan dispares que es
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muy dif́ıcil el manejo de las ecuaciones de gobierno en esta zona. El método propuesto por
Fedkiw conocido como el método del fluido fantasma (GFM, Ghost Fluid Method) [72] ,
es una alternativa que permite capturar la interfase evitando las oscilaciones no f́ısicas y
minimizando los problemas asociados a las discontinuidades en las variables.

El método se fundamenta en la introducción de dos conjuntos de variables o “campos”
para cada fluido por separado, la frontera entre cada fluido esta definida por la función
Level Set. Para cada campo, el “nivel cero” de la función Level Set separa una zona “real”
y una zona “fantasma” de manera que un fluido real 1 coexiste con un fluido fantasma 2
y viceversa como se muestra en la Figura 3.3.

De esta manera tenemos dos campos de variables

[ρf , uf , Pf ]

donde

f =

{
0 aire (suave)
1 agua (ŕıgido)

Además se cumple que, φ > 0 para la región de aire y φ < 0 corresponde al agua. De
esta manera dependiendo del signo podemos tener aire “real” y “fantasma” o agua “real”
y “fantasma”. Donde aire “real” coexiste con agua “fantasma” y aire “fantasma” con agua
“real”.

Con esto, para cada paso de tiempo se necesita rellenar las zonas “fantasma” de cada
fluido con variables de campo y luego avanzar la solución en el tiempo para cada campo
resolviendo por separado las ecuaciones de conservación. Para lo que existen dos algoritmos
llamados el acoplamiento “suave” y el acoplamiento “ŕıgido”.

En el acoplamiento suave la presión y velocidad son consideradas funciones “continuas”
a través de la interfase, por lo que los puntos “fantasma” son llenados copiando valores
del fluido real. Por otro lado, propiedades como la densidad y la viscosidad cinematica son
tratadas como funciones discontinuas y sus valores se ajustan a los del campo particular,
es decir, son “extrapolados” de la zona real a la zona fantasma.

Sin embargo cuando se modelan flujos con fluidos de densidades muy diferentes como
agua y aire, el acoplamiento suave puede fallar. Esto es debido a que pequeños errores
numéricos en presión pueden causar grandes errores en velocidad para el fluido más ligero.

Cuando tenemos flujos con densidades muy dispares el camino adecuado es el acopla-
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miento ŕıgido. Este algoritmo se basa en considerar al fluido más denso como el ŕıgido en
este caso el agua y el aire es el fluido suave pues es el que tiene la densidad más baja. La
presión en la zona fantasma del fluido ŕıgido es copiada de la parte real del fluido suave,
por otro lado la presión en la zona fantasma del fluido suave es extrapolada de la región
real del mismo fluido suave. La velocidad total de la zona fantasma en el fluido ŕıgido
es extrapolada de su parte real, mientras que la velocidad de la zona fantasma del fluido
suave es directamente copiada de la parte real del fluido ŕıgido como se muestra en la
Figura 3.3.

Figura 3.3: Formulación del método Ghost Fluid en una dimensión las variables continuas son

copiadas de la parte real del fluido ŕıgido a la fantasma del fluido suave, mientras que las variables

discontinuas son extrapoladas de la parte real a la parte fantasma del mismo fluido

El criterio utilizado para determinar cuando se debe usar el acoplamiento suave o el
ŕıgido se basa en la relación de densidad de los fluidos involucrados en el flujo modela-
do. Cuando la relación de densidad es menos que 10:1 se usa un acoplamiento suave, el
acoplamiento ŕıgido se usa cuando la relación de densidad es de 1000:1, por lo que si se
trabaja con flujos de alta relación de densidad es esencial usar el acoplamiento ŕıgido para
tener resultados satisfactorios.

Cabe mencionar que el uso del método Ghost Fluid es importante para eliminar los
errores de divergencia asociados a saltos de densidad a través de la interfase y que el
algoritmo utilizado para este trabajo es el acoplamiento ŕıgido.

3.6. Conservación de masa

El código bifásico utilizado en este trabajo se basa principalmente en el método Level
Set debido a todas las ventajas que ofrece y que ya se han mencionado, sin embargo
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también existen desventajas inherentes al método que es necesario controlar. La principal
desventaja es que la función Level Set no conserva la masa.

Para remediar esta situación, se utiliza el método VOF (Volume Of Fluid) [31] cuya
función ψ conserva la masa de cierto fluido dentro de una celda computacional. Con la
ayuda de ψ se modifica la función Level Set y se impone localmente la conservación de
masa (MCLS, Mass-Conserving Level Set) [62] [63].

El método del volumen de fluido (VOF) [31], es una técnica euleriana que desde su
introducción ha sido usada y estudiada en muchos trabajos. En VOF el dominio compu-
tacional es dividido en pequeñas celdas y dado que los fluidos o las fases de fluido no
pueden mezclarse, podemos asignar a cada fluido una fracción de volumen.

A cada celda del dominio computacional se le asigna un valor en base a la fracción de
material que hay dentro de ella. El valor igual a cero indica la presencia de un solo fluido
en la celda, un valor igual a uno indica que la celda está llena del otro fluido; por último
los valores en las celdas de fracciones entre cero y uno indican la presencia de la interfase
y el valor de dichas celdas ofrece una indicación de las proporciones de cada fluido que
ocupan el volumen de cada celda.

Matemáticamente podemos definir a la fracción volumétrica del fluido como ψ, entonces
las tres posibilidades quedan de la siguiente manera [8][44].

ψ = 0 Celda llena de fluido 1
ψ = 1 Celda llena de fluido 2

0 < ψ < 1 Celda con interfase

A partir de las fracciones de volumen en cada celda se puede determinar la posición
de la interfase realizando una reconstrucción de la misma en las celdas atravesadas por
la interfase como se muestra en la Figura 3.4, bajo la suposición de que la interfase se
encuentra bien alineada con las direcciones del plano cartesiano.

Para representar la fracción de volumen ψ sólo se requiere una ecuación escalar (3.21),
que tiene la misma forma de la ecuación de la continuidad y que al ser resuelta se obtiene
la evolución de la interfase.

∂ψ

∂t
+∇ · (ψu )= 0 (3.21)

Debido a que la función es resuelta de manera conservativa el método conserva la masa
de manera exacta. Sin embargo, aunque el método tiene excelentes propiedades conservati-
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Figura 3.4: Interfase, con fracciones de volumen

vas, las aproximaciones en las propiedades geométricas en la interfase y la reconstrucción
de la misma son tareas computacionalmente caras, espacialmente en simulaciones 3D.
Además, debido a las discontinuidades de ψ, se requiere el uso de métodos numéricos para
reducir la difusión numérica que provoca manchas en la interfase, estas técnicas adicionales
pueden ser esquemas de discretización de alto orden como QUICK y TVD; o correctores
como el esquema Donnor Acceptor [38][39][40] [41].

3.6.1. Correción a la función LS

El método MCLS se basa en la idea de mejorar la conservación de masa de una función
explicita f que relaciona directamente la función LS con la función VOF cuyo gradiente
es

ψ = f(φ,∇φ) (3.22)

Las correcciones de conservación de masa se aplican a la función LS φ, usando la
función VOF ψ. Lo anterior se logra con la aplicación de tres pasos:

1. Cálculo la función VOF a partir de la función LS ψn = f(φn,∇φn)

2. Advección de la función VOF (ψn+1)

3. Corrección de la función φn+1 con la adveccion de la función VOF ψn+1, de tal forma
que φn+1 = f

(
φn+1,∇φn+1) .

A continuación se explica a detalle cada paso.
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3.6.1.1. Paso 1

La función VOF ψ en una celda computacional en términos de la función LS φ se define
como

Ψk =
1

vol (Ωk)

∫
Ωk

H (Φ)dΩ (3.23)

Donde Ωk es una celda en la malla, xk corresponde al nodo central de Ωk y H es la
fusión escalón de Heaviside. La función Level Set φ es linealizada alrededor de xk, lo que
lleva a

ϕ = φk +∇φk · (x− xk) (3.24)

Donde ∇φk se aproxima por diferencias centrales. La fracción de volumen ψk corta la
celda Ωk por el plano definido por ϕ = 0 que es calculado mapeando un cubo unitario Ω
con coordenadas (ξ, η, ζ) ∈ (1, 1)3. La ecuación (3.24) se puede reescribir como

ϕ = φk +Dξξ +Dηη +Dζζ (3.25)

Donde

ξ = (x−xk)
∆x

η = (y−yk)
∆y

ζ = (z−zk)
∆z

Los ejes son elegidos para cumplir que

Dξ ≥ Dη ≥ Dζ ≥ 0 (3.27)

Lo que limita el numero de posibles topoloǵıas de la interfase en el cubo, como conse-
cuencia de
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Dξ = max (|Dx|, |Dy|, |Dz|)
Dζ = min (|Dx|, |Dy|, |Dz|)
Dη = |Dx|+ |Dy|+ |Dz| −Dξ −Dζ

(3.28)

donde

dx = ∆x
∂φ

x


k

dy = ∆y
∂φ

y


k

dz = ∆z
∂φ

z


k

(3.29)

La función VOF se obtiene geométricamente calculando el volumen relativo encerrado
por el plano de corte en Ωk definido por el nivel cero de la linealización de función LS. La
topoloǵıa del plano de corte cambia cuando pasa por una esquina del cubo.

Después de algunas manipulaciones matemáticas la función f es calculada geométri-
camente a partir del volumen de recortado del cubo. La función f es evaluada como

f

{
A

6DξDηDζ
φ ≤ 0

1− f (−φ,∆φ) φ > 0
(3.30)

donde,

A = max (φA, 0)3 −max (φB, 0)3 −max (φC , 0)3 −max (φd, 0)3 +max (φE , 0)3 (3.31)

y

ΦA = Φk + (Dξ +Dη +Dζ) /2

ΦB = Φk + (Dξ +Dη −Dζ) /2

ΦC = Φk + (Dξ −Dη +Dζ) /2

ΦD = Φk + (−Dξ +Dη +Dζ) /2

ΦE = Φk + (Dξ −Dη −Dζ) /2

(3.32)
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ΦA representa el valor de Φ(xA) en la esquina A y de manera similar para las otras
esquinas. La Figura 3.5 es una representación geometrica del cálculo de f .

Figura 3.5: Volumen para Φ ≤ 0

3.6.1.2. Paso 2

La función LS φ corregida con la función VOF ψ es advetada por medio de los esquemas
WENO y Runge-Kutta.

3.6.1.3. Paso 3

La función LS inicial φn+1 es corregida con la función VOF ψn+1de tal forma que

|f
(
Φn+1
k ,∇Φn+1

k

)
−Ψn+1

k | ≤ ε ∀k = 1, 2, . . . (3.33)
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Donde ε es una tolerancia (para este trabajo ε = 10−6), φn+1
k es la función Level Set

en el nuevo tiempo y f es la función VOF. Cabe resaltar que debido al comportamiento
de ψ no hay una solución única para φ. Sin embargo, se busca una pequeña corrección a
φ∗, donde φ∗ viene de la advección de la función Level Set. Una solución φ es encontrada
cuando se realiza la siguiente iteración hasta la convergencia: Dejar sin modificar φ en un
punto de la malla cuando la restricción de VOF se satisface y hacer correcciones localmente
cuando no se satisface. Esto se logra utilizando la función g que es la inversa de f en la
ecuación (3.30) con respecto al argumento ωk,

f (g (ψ,∇φ),∇φ) =ψ (3.34)

El proceso anterior mejora la conservación de masa.

3.7. Discretizacion de las ecuaciones VOF y LS

La ecuación Level Set 3.10, es una ecuación hiperbólica, por lo que durante su evo-
lución existe la posibilidad de desarrollar zonas planas o pendientes muy empinadas que
eventualmente conducirán a discontinuidades en la solución.

Para tratar correctamente la evolución de la función Level Set 3.10, los esquemas
numéricos deben tener la precisión suficiente. El esquema elegido también debe limitar los
problemas numéricos de difusión y dispersión, con el fin de limitar la pérdida de masa y los
errores en la velocidad de adveccion para todas las escalas de la interfase, especialmente
en presencia de grandes deformaciones.

Tomando en cuenta lo anterior y sabiendo que nuestro código va a estar expuesto a
errores pequeños, pero que pueden tener influencia significativa principalmente por el hecho
que se combina una gran cantidad de técnicas y se tienen procesos de reinicialización, se
eligio la implementación de esquemas de discretización espacial y temporal de alto orden.

Para resolver la ecuación (3.9) se usa el esquema de quinto orden WENO (Weighted
Essentially Nonoscillatory; Jiang and Peng, 2000) [69], para la discretización espacial y un
esquema Runge–Kutta TVD de tercer orden (Fedkiw et al., 1998) [68] para la discretización
temporal.
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3.7.1. Esquema WENO

Debido a que el método Level Set es más sensible a la exactitud espacial en relación
a la temporal, se necesita una discretización espacial de orden más alto que el de la
discretización temporal. Por lo que la discretización espacial es llevada acabo con un
esquema de ponderaciones esencialmente no oscilatorias WENO (Weighted Essentially
Non-Oscillatory) de quinto orden .

La técnica WENO [69] es una mejora a la técnica conocida como ENO que permite
tener un orden de exactitud más alto en la parte suave de la función y un comportamiento
al menos igual a la técnica ENO en las discontinuidades, lo que representa un notable
incremento en exactitud además de eliminar o aliviar problemas de inestabilidad [71].

En la técnica ENO el objetivo es aproximar la función a un polinomio de la forma,

Φ (x) = Q0 (x) +Q1 (x) +Q2 (x) +Q3 (x) (3.35)

que puede ser diferenciado y evaluado en xi para encontrar (Φ−x )i y (Φ+
x )i donde el

signo indica si Φ (x) se mueve para la izquierda o la derecha, además el término Q0 (x)
desaparece después de derivar por lo que tenemos

Φ (xi) = Q
′
1 (xi) +Q

′
2 (xi) +Q

′
3 (xi) (3.36)

Cuando se calcula (Φ−x )i con la técnica ENO de tercer orden tenemos tres posibles
aproximaciones que son,

Φ1
x =

a

3
− 7b

6
+

11c

6
, (3.37)

Φ2
x = − b

6
+

5c

6
+
d

3
, (3.38)

Φ3
x =

c

3
+

5d

6
− e

6
(3.39)

El objetivo del método ENO es escoger la mejor opción de las tres anteriores, con la
que se puede construir la función más suave posible con el menor error.
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Por otro lado la técnica WENO es una combinación convexa de las tres opciones del
método ENO, de este modo se utiliza toda la información que se tiene, lo que resulta en
un mayor orden de exactitud en las regiones suaves de la función. Al polinomio resultante
de la técnica WENO se le conoce como combinación convexa y tiene la forma,

Φ = ω1

(
a

3
− 7b

6
+

11c

6

)
+ ω2

(
− b

6
+

5c

6
+
d

3

)
+ ω3

(
c

3
+

5d

6
− e

6

)
(3.40)

donde para el lado izquierdo Φ−0

a =
Φi0−2 − Φi0−3

∆x
(3.41)

b =
Φi0−1 − Φi0−2

∆x
(3.42)

c =
Φi0 − Φi0−1

∆x
(3.43)

d =
Φi0+1 − Φi0

∆x
(3.44)

e =
Φi0+2 − Φi0+1

∆x
(3.45)

mientras que para el lado derecho Φ+
0

a =
Φi0+3 − Φi0+2

∆x
(3.46)

b =
Φi0+2 − Φi0+1

∆x
(3.47)

c =
Φi0+1 − Φi0

∆x
(3.48)



3.7. DISCRETIZACION DE LAS ECUACIONES VOF Y LS 35

d =
Φi0 − Φi0−1

∆x
(3.49)

e =
Φi0−1 − Φi0−2

∆x
(3.50)

La clave es encontrar los pesos adecuados para combinación convexa dando más peso
a los polinomios más suaves y por supuesto, si cualquiera de las tres aproximaciones
interpola a través de una discontinuidad, se le da un peso mı́nimo en la combinación
convexa con el fin de minimizar su contribución y los errores resultantes. Los pesos de la
función se ponderan asignando un valor de 0 ≤ ωk ≤ 1 en la ecuación (3.40), cumpliendo
con ω1 + ω2 + ω3 = 1.

En las regiones suaves de la función las tres aproximaciones son tomadas en cuenta
para mejorar la exactitud local, por lo que un método ENO de tercer orden se convierte
en un método WENO de quinto orden. En estas zonas los pesos se toman t́ıpicamente
como ω1 = 0,1, ω2 = 0,6 y ω3 = 0,3 con lo que se obtiene una aproximación satisfactoria
de quinto orden a Φx.

Cuando se está en las regiones que tienen discontinuidades los valores anteriores de ωk
pueden llevar a graves errores de exactitud, por lo que es mejor dar valores de ωk = 0 o
ωk = 1 igual que la técnica ENO en tanto que el orden de exactitud en este caso decrece
de quinto hasta tercer orden.

Para definir los pesos de ωk, se estima la suavidad de las ecuaciones (3.37), (3.38) y
(3.39) como sigue,

S1 =
13

12
(a− 2b+ c)2 +

1

4
(a− 4b+ 3c)2 (3.51)

S2 =
13

12
(b− 2c+ d)2 +

1

4
(b− d)2 (3.52)

S3 =
13

12
(c− 2d+ e)2 +

1

4
(3c− 4d+ e)2 (3.53)

Respectivamente. Con los tres indicadores de suavidad anteriores obtenemos,

α1 =
0,1

(S1 + ε)2 (3.54)
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α2 =
0,6

(S2 + ε)2 (3.55)

α3 =
0,3

(S3 + ε)2 (3.56)

con ε = 10−6max{a2, b2, c2, d2, e2}+ 10−99, donde 10−99 evita la división entre cero de
αk [43]

Se tiene una solución suave cuando se tienen valores de Sk lo suficientemente pequeños
comparados con ε, dado que las ecuaciones (3.54), (3.55) y (3.56) se convierten en α1 ≈
0,1ε−2, α2 ≈ 0,6ε−2 y α3 ≈ 0,3ε−2. Normalizando αk tenemos los pesos,

ω1 =
α1

α1 + α2 + α3
(3.57)

ω2 =
α2

α1 + α2 + α3
(3.58)

ω3 =
α3

α1 + α2 + α3
(3.59)

Cuando no se tiene una solución suave, los valores de Sk son muy grandes y por lo
tanto las αk se vuelven pequeñas. Cuando dos de las Sk son relativamente grandes, las αk
se vuelven pequeñas en relación a la restante, dado que el comportamiento será similar al
esquema ENO, donde se escoge sólo un polinomio entre (3.37), (3.38) y (3.39).

Se tiene un caso especial cuando las tres Sk son grandes, pues la función se mantiene
suave siempre y cuando las tres Sk sean aproximadamente del mismo tamaño, en caso con-
trario ninguna de las tres alternativas (3.37), (3.38) y (3.39) es útil lo que es un problema
tanto en ENO como en WENO, afortunadamente esto sólo sucede en casos puntuales tanto
en espacio como tiempo y estos métodos se autoreparan cuando esta situación desaparece.

3.7.2. Esquema Runge-Kutta

Generalmente no es necesario utilizar esquemas de discretización temporal de alto
orden, pues los errores de truncado en el tiempo no producen un error significativo en la
solución numérica. Pero cuando es necesario, se pueden usar esquemas numéricos de alto
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orden con el fin de obtener una solución más exacta, una de estas técnicas es la conocida
como discretización de variación total decreciente (TVD, Total Variation Diminishing)
Runge-Kutta TVD [68] [43].

El esquema Runge-Kutta TVD de tercer orden se escribe como sigue. Si la discreti-
zación espacial del término de advección se escribe como −(u · ∇ )φ = L(φ ) , la ecuación
(3.11) puede escribirse como

∂φ

∂t
= L(φ) (3.60)

El esquema TVD Runge-Kutta de primer orden es el método de Euler progresivo

φn+1 = φn + ∆tL(φn) (3.61)

El esquema TVD Runge-Kutta de segundo orden es el metodo predictor - corrector de
Heun’s

{
φ∗ = φn + ∆tL (φn)
φn+1 = φn + ∆t

(
1
2(φn) + 1

2(φ∗)
) (3.62)

El esquema de tercer orden TVD Runge-Kutta esta dado por


φ1 = φn + ∆tL (φn)
φ2 = 3

4φ
n + 1

4

(
φ1 + ∆tL(φ1))

φn+1 = 1
3φ

n + 2
3

(
φ2 + ∆tL(φ2))

(3.63)

Generalmente se recomineda el método TVD de tercer orden, dado que tiene la mayor
exactitud y la mayor región de estabilidad de los esquemas TVD. Debido a su amplia
zona de estabilidad para un paso de tiempo pequeño se garantiza que el método sera
linealmente estable para una gran variedad de problemas. En contraste, los metodos de
primer y segundo orden requieren algunos terminos difusivos espaciales para ser estables.



Caṕıtulo 4

Validación

4.1. Introducción

Una vez que se tiene un código numérico surgen cuestiones como: ¿Hasta qué punto
se puede confiar en la exactitud de los resultados que entrega? ¿Cómo puede validarse
cŕıticamente un modelo numérico? ¿Qué se puede deducir cuando se realiza una predicción
de algún proceso f́ısico con un modelo que ha sido validado?

Para dar respuesta a las preguntas anteriores, el Instituto Americano de Aeronáutica y
Astronáutica (AIAA, American Institute of Aeronautics and Astronautics) y la Sociedad
Americana de Ingenieros Mecánicos (ASME, American Society of Mechanical Engineers)
han propuesto una metodoloǵıa de verificación y validación de códigos numéricos que es
utilizada en este trabajo [73], [74].

El proceso de validación consiste principalmente en comprobar el grado de exactitud
que tiene nuestra simulación con el “mundo real” mediante la comparación de resultados
obtenidos numéricamente con resultados obtenidos experimentalmente.

Consideramos a los datos experimentales como la observación del mundo real de una
manera controlada, por lo que una de las partes más importantes para llevar a cabo la
validación es la selección del caso experimental con el que se va a comparar el código pues
este debe de cumplir con una serie de requisitos como son [75]:

◦ Un experimento de validación debe estar diseñado para capturar la esencia f́ısica de
interés de una manera sencilla que evite al máximo caer en errores conceptuales o
de medición.

38
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◦ Debe de tener claramente especificados todos los datos f́ısicos como por ejemplo
condiciones iniciales, de contorno y condiciones ĺımite; condiciones de rugosidad en
las superficies, además de imperfecciones o desajustes en los componentes.

◦ Ubicación exacta de toda la instrumentación aśı como sus caracteŕısticas como escala
y rango de medición.

◦ Mediciones precisas de las dimensiones reales del modelo, se debe señalar claramente
la complejidad de la geometŕıa y procesos del flujo f́ısico, aśı como su naturaleza
temporal y espacial.

◦ Se debe tener un reporte detallado de los resultados obtenidos que incluya incerti-
dumbres y porcentajes de error.

Existen una serie de experimentos que se han convertido en los puntos de partida para
validar simulaciones numéricas en CFD [74], aśı como técnicas y consejos para desarrollar
experimentos nuevos o utilizar adecuadamente los datos proporcionados por experimentos
comprobados [74].

Aun con todos los apoyos anteriormente mencionados es importante tener en cuenta
que todo experimento incluso los realizados con herramientas de alta precisión y de manera
altamente controlada, tienen errores que no se pueden evitar. La magnitud de estos errores
está relacionada con la complejidad del experimento aśı como con la compresión de los
conocimientos teóricos de los procesos involucrados en él. Por lo tanto se recomienda que la
elección del experimento a utilizar para la validación de un código numérico este sustentada
por sólidos conocimientos de los procesos f́ısicos y matemáticos, además de optar siempre
por el experimento menos complejo posible.

Una vez que se seleccionó el experimento y se va a llevar a cabo la validación, los
puntos más importantes a evaluar son:

◦ Se debe comprobar que la solución de la simulación es coherente. Por ejemplo, se
debe cumplir con todas la leyes de gobierno como conservación de masa y cantidad
de movimiento.

◦ Debe de haber concordancia entre los datos obtenidos en la simulación y los experi-
mentales.

◦ Se deben considerar los errores de incertidumbre en la simulación. Estos son errores
inherentes a los métodos numéricos y se deben a los algoritmos de discretización,
cuestiones de hardware y software, falta de comprensión de procesos f́ısicos complejos
como por ejemplo la turbulencia, entre otros.
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Cuando el proceso de validación se ha completado debe quedar claro que los resultados
solo sirven para obtener conclusiones del desempeño del código numérico evaluado.

Un código que ha sido validado es por lo tanto más confiable y permite al analista
contar con datos útiles para el diseño de sistemas que involucran fluidos, pero tomando
en cuenta en todo momento que se trata de una herramienta complementaria que debe
usarse con precaución.

Considerando lo expuesto anteriormente se eligieron tres casos para poner a prueba el
código numérico presentado en este trabajo. En cada experimento se aumenta la dificultad
de simulación, lo que nos permite conocer el comportamiento del código ante diferentes
situaciones.

El primero caso es una rotura de presa o dam-break sencillo, el segundo consta del
rompimiento de una columna de agua sobre una cama del mismo fluido; por último se
simuló el rompimiento de una columna de agua que impacta contra un bloque sólido.

Los resultados se muestran a continuación.

4.2. Resultados

4.3. Dam-Break

Un dam-break o rotura de presa, es el derrame súbito de una columna de ĺıquido que
está confinada en un tanque con paredes ŕıgidas de dimensiones conocidas. Es uno de
los modelos f́ısicos más utilizados para la evaluación de técnicas numéricas que modelan
superficies libres e interfases móviles. Ya que ha sido analizado tanto numérica [15], [16],
[18], [50], [53], como experimentalmente [76], [77], se cuenta con información suficiente
para poder comparar los resultados con trabajos previos y determinar el desempeño del
código numérico utilizado en este trabajo.

T́ıpicamente el punto de partida para la validación de un método numérico son los
experimentos realizados por Martin Moyce (1952) [76] y Koshizuka et al. (1995)) [77]. A
pesar de que en estos trabajos experimentales no se obtuvo la forma exacta de la interfase,
se cuenta con datos importantes como la velocidad del borde delantero de la onda y la
reducción de la altura de la columna de ĺıquido, aśı como fotograf́ıas que muestran el
desarrollo de la interfase a través del tiempo.

Para este trabajo dimensiones del dominio computacional corresponden con la usadas
en el experimento realizado por Koshizuka et al. (1995) [77] y el arreglo experimental se
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muestra en la Figura 4.1.

Figura 4.1: Arreglo Experimental

El dominio experimental consta de un tanque de vidrio con una longitud de 4L, donde
L = 14,6cm que da un total de 0,584m, la columna de agua tiene una base de 0,146m (1L)
y una altura de 0,292m (2L). Inicialmente dicha columna es detenida por una placa vertical
que se retira en un tiempo de t = 0,0s (aunque en realidad es de alrededor de t = 0,05s).

La columna de agua parte del reposo y al retirar la placa vertical el agua cae hacia la
derecha por efecto de la gravedad ocupando el fondo del tanque, por lo que eventualmente
volverá al reposo. En las etapas iniciales, el flujo es dominado por los efectos de inercia,
mientras que los efectos viscosos toman importancia rápidamente a medida que el agua
tiende al reposo, se considera que la tensión superficial es despreciable.

El mallado está ı́ntimamente ligado con la calidad de la simulación ya que usualmente
una densidad de mallado elevada disminuye notablemente los errores normales que se
generan en la simulación debido a los errores de truncado y que se presentan en todos los
modelos numéricos. Por otro lado el contar con una malla muy refinada también significa un
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alto costo computacional, aśı como un tiempo de simulación más elevado que es ocasiones
es tan excesivo que se vuelve imposible llevar a la práctica.

Es por lo anterior que se deben encontrar las caracteŕısticas ideales del mallado para
cada código numérico, buscando lo que se conoce como independencia de mallado, es decir,
encontrar la densidad de malla en la que los resultados dejan de cambiar significativamen-
te. Por lo que el primer experimento va a servir para encontrar dichas caracteŕısticas
de manera sencilla por ser el experimento más simple de todos, una vez conocidos los
parámetros de mallado apropiados para el código se tomaran como punto de partida para
las simulaciones siguientes.

Para llevar a cabo lo anteriormente mencionado se realizaron 4 simulaciones de una
rotura de presa con las dimensiones del experimento de Koshizuka et al. (1995), haciendo
las pruebas hasta 0,6s con pasos de tiempo de 0,006s.

Al tratarse de una simulación tridimensional, las mallas se formaron en los ejes x, y,
z; y quedaron de la siguiente manera:

• Prueba 1: 150 x 83 x 20 = 249, 000 [Nodos]

• Prueba 2: 200 x 109 x 25 = 545, 000 [Nodos]

• Prueba 3: 300 x 165 x 35 = 1, 732, 500 [Nodos]

• Prueba 4: 350 x 191 x 44 = 2, 941, 400 [Nodos]

Figura 4.2: Mallado para cada prueba
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La Figura 4.2 muestra los mallados correspondientes a cada prueba.

En la Figura 4.3 se muestran las gráficas comparativas adimensionales de la evolución
temporal del frente del fluido desde que se retira la compuerta hasta que toca la pared
derecha del dominio, para todas las mallas utilizadas. Es importante mencionar que todas
las simulaciones se realizaron incluyendo el efecto de retirar la compuerta en lugar de
quitarla instantaneamente; este pequeño detalle es determinante para la exactitud en los
resultados como se verá más adelante.

Figura 4.3: Movimiento del frente de onda

La gráfica contiene resultados obtenidos experimentalmente por Martin Moyce (1952)
y Koshizuka et al. (1995) con la finalidad de compararlos con los resultados obtenidos por
el método LS-VOF. Puede observarse que la densidad de mallado tiene influencia en el
avance del frente de onda, sin embargo, la diferencia entre cada simulación no es tan grande
y la variación entre cada grafica es menor a medida que aumenta la densidad de malla. Lo
anterior confirma que para mallas refinadas el código numérico se vuelve independiente
de la discretización espacial, por lo que no tendŕıa caso trabajar con mallas más grandes
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pues el resultado no mejoraŕıa mucho y el tiempo de simulación se incrementaŕıa. Cabe
mencionar que en todos los casos se obtuvieron resultados buenos y que como era de
esperarse los resultados más exactos corresponden a la simulación con la mayor densidad
de mallado donde se tiene una amplia correspondencia sobre todo con el caso experimental
de Koshizuka et al. (1995).

Figura 4.4: Variación de altura de la columna de agua en función del tiempo

Una medición más fue realizada para conocer el comportamiento de la columna de
agua del lado izquierdo, esto se realizó registrando el valor de la altura de la columna en la
pared en diferentes tiempos y se graficó en ejes adimensionales, los resultados se muestran
a continuación en la Figura 4.4.

Para este caso solo se compararon los resultados obtenidos con la prueba 4, que de-
mostraron ser los más exactos; con los obtenidos experimentalmente por Martin Moyce
(1952), debido a que en el experimento de Koshizuka et al. (1995) la variación en la altura
de la columna de agua no fue registrada.
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Los resultados fueron muy satisfactorios para esta prueba, en donde la correspondencia
de los resultados experimentales con los numéricos es mucho mejor que para la medición
anterior. El hecho de que los resultados para este caso sean mejores que en la gráfica de
la Figura 4.3 se debe a que las variaciones de los campos de velocidades y presiones en la
pared izquierda del dominio son mı́nimas comparadas con las que ocurren en el fondo del
tanque donde se tiene el frente que rompe de la columna de agua.

Figura 4.5: Resultados Experimentales vs Resultados Numéricos

Una vez establecida la importancia del mallado se tomó la Prueba 4 para compararla
con los resultados experimentales de Koshizuka et al. (1995) [77], Martin Moyce [76];
aśı como con un trabajo numérico que usa la técnica NAR realizado por R.R. Nourgaliev,
et al. [53], la técnica SPH de Songdong Shao, et al. [47] y el método VOF llevado a cabo
por I. R. Park, et al. [32], los resultados están en la Figura 4.5.

Al analizar los resultados se nota que existe una discrepancia importante entre los
resultados obtenidos por las v́ıas numéricas con los resultados obtenidos por el LS-VOF
que también es numérico. La causa puede deberse a que en los casos numéricos mostrados
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en la gráfica de la Figura 4.5 no se consideró el efecto que tiene el retirar la compuerta en
el caso experimental, pues a pesar de ser un movimiento súbito, la compuerta f́ısicamente
está ah́ı por un instante de tiempo, que aunque parece mı́nimo puede provocar errores.

Para comprobar lo anterior se realizó una simulación más con nuestro código numérico,
con las caracteŕısticas de la Prueba 4, pero con la diferencia de que para este caso el retiro
de la compuerta no es simulado sino que simplemente desaparece, tal y como ocurrió en
los otros casos numéricos.

Por lo anterior el resultado LS-VOF corresponde a los datos obtenidos con la prueba
4 y la gráfica denominada LS-VOF (SC) corresponde a los datos obtenidos con la prueba
en donde no se considera el efecto de la compuerta.

Se puede observar que el comportamiento del código numérico correspondiente a este
trabajo LS-VOF tiene un buen desempeño, incluso mejor que el obtenido con códigos
numéricos similares, a tal grado de ser prácticamente igual al experimental realizado por
Koshizuka et al. (1995), en el caso en que se considera el efecto de la compuerta y que es
por lo tanto el más apegado a la realidad. Sin embargo, cuando dicho efecto no se toma en
cuenta, los resultados conseguidos por el LS-VOF siguen siendo muy buenos comparados
con los otros casos numéricos, pues se alcanza un alto grado de concordancia con los datos
experimentales.

Por último, es importante mencionar que el hecho de considerar la compuerta o no
hacerlo, tiene una alta influencia en el resultado final, este efecto es más evidente en las
etapas iniciales de la simulación donde la gráfica no avanza como debeŕıa, sino que parece
ir más lenta, resultando en una gráfica casi lineal.

4.3.1. Forma de la interfase bajo influencia de la malla

Una caracteŕıstica importante de este código es la manera en que se visualiza la in-
terfase. Al refinar la malla la forma de la interfase tiende a ser más cercana a la realidad
pues los errores inherentes a las técnicas numéricas son menores.

Con el fin de evaluar el efecto que tiene el mallado en la topoloǵıa de la superficie libre,
se compararon imágenes que corresponden al mismo tiempo de simulación pero con mallas
diferentes, se seleccionaron la malla menos densa correspondiente a la Prueba 1 y la malla
más refinada correspondiente a la Prueba 4, los resultados se muestran en la Figura 4.6.

En las imágenes se muestra que el comportamiento de la topoloǵıa de la superficie libre
cambia un poco con la malla y se hace evidente especialmente en la forma del frente de
onda. Para la Prueba 1 que corresponde a la malla menos densa, la punta de la ola tiende
a ser cuadrada, en cambio en la malla más fina correspondiente a la Prueba 4 el frente de
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onda tiene una forma similar a la correspondiente al caso experimental.

Figura 4.6: Evolución de la superficie libre para cada prueba

A medida que la malla se refina, la topoloǵıa de la interfase se vuelve más exacta y
también más ńıtida o definida; pero también se vuelve evidente que el frente de la onda
tiende a ser caótico. Esto se debe a que al tener una malla más fina, también se capturan
mejor los efectos de la turbulencia y por lo tanto la forma de la interfase no es lisa, sino
que tiene una forma muy irregular como salpicaduras, tal y como pasa en el experimento.

En la figura anterior, la forma de la interfase cambia con la densidad de la malla y
aunque los cambios parecen mı́nimos se presentan detalles como curvas más pronunciadas y
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una ligera variación en el avance que se puede observar en los últimos cuadros comparativos
donde la simulación correspondiente a la malla más densa avanzó más y tiene una forma
más definida en el fondo, mientras que la imagen correspondiente a la Prueba 1 presenta
formas irregulares e incluso parece no tocar el fondo del dominio.

4.3.2. Comparación con el caso experimental

De acuerdo con las fotograf́ıas obtenidas por Koshizuka et al. (1995) [77], se espera
que:

� En el tiempo t = 0,2s: aproximadamente el 75 % de la base del tanque está cubierta
por agua.

� En el tiempo t = 0,3s: el frente de la ola toca la pared derecha del tanque.

� En el tiempo t = 0,4s: Se forma un pequeño ángulo entre la horizontal de la interfase
y la base del tanque, y en la esquina superior derecha del dominio un poco de agua
sale del tanque.

� En el tiempo t = 0,6s: La horizontal de la interfase es prácticamente paralela a la
base del tanque y el agua que impacto contra la pared derecha comienza a descender
por efecto de la gravedad.

� En el tiempo t = 0,8s: la ola ha doblado hacia atrás y una porción de aire queda
atrapada.

� En el tiempo t = 1,0s: la lengua de la ola que dobló toca la pared izquierda y queda
atrapada una gran burbuja de aire.

Partiendo de lo anterior, se realizó una comparación de los perfiles obtenidos numéri-
camente usando el código perteneciente a esta tesis, con respecto al experimental llevado
a cabo por Koshizuka et al. (1995) [77] en los tiempos mencionados anteriormente Figura
4.7.
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Figura 4.7: Comparación de resultados numéricos y experimentales
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Se puede observar que el método se comporta como se esperaba, resaltando el pequeño
ángulo formado por la cama de agua respecto a la horizontal para el tiempo t = 4s,
aśı como que el flujo es prácticamente paralelo al fondo en el tiempo t = 6s. En el caso
experimental el dominio está abierto a la atmósfera, por lo que el agua sale del contenedor
en el tiempo t = 6s, debido a que en la simulación realizada para este trabajo el dominio
está totalmente cerrado, el fluido no tiene posibilidad de salir, pero choca con la parte
superior lo que nos permite pensar que tiene un comportamiento muy similar al real.

Finalmente, en la siguiente Figura 4.8. se muestra la tridimensionalidad de la simu-
lación, mencionando que aunque la naturaleza del experimento permite tratarlo como un
caso bidimensional; el código desarrollado para esta tesis trabaja con tres dimensiones, lo
que permite una simulación más exacta, donde la superficie libre es simulada de una forma
realista y detallada muy similar a un flujo real.

Figura 4.8: Desarollo del dam-break en tres dimensiones
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4.4. Rotura de presa sobre cama de agua

El segundo caso experimental considerado para validar el código numérico presentado
en este trabajo es una variante del anterior que por su naturaleza es un poco más dif́ıcil
de simular y por lo tanto es un reto importante para poner a prueba nuestro modelo.

El experimento fue realizado por Janosi et al. [78], y debido a sus interesantes ca-
racteŕısticas fue tomado como punto de partida para la validación de algunos códigos
numéricos [48] [79] [80] [81] [82] [83].

El arreglo experimental Figura 4.9 es un tanque con paredes y fondo de vidrio dividido
en dos partes, la primera de ellas va de la pared izquierda a la compuerta que mantiene
la columna a una altura 11 ≤ d0 ≤ 25cm, la separación entre pared y compuerta es de
x = 38cm. La segunda parte comprende de la compuerta a la pared derecha, separadas
por una distancia de 955cm; es en esta región donde se tiene una capa de agua cuya altura
d, cambia en cada experimento.

Figura 4.9: Arreglo experimental

En los experimentos se obtuvieron imágenes digitalizadas de los experimentos con los
que se determinó la posición del frente de agua en función del tiempo, dichas imágenes
son las que se van a ser comparadas con los resultados numéricos para llevar a cabo la
validación del código.

En el trabajo de Janosi et al. [78], se realizaron una gran cantidad de experimentos
con diferentes condiciones iniciales que consisten en variaciones de los valores de d0 y d.
Para este trabajo se tomó solo uno de dichos experimentos que a su vez fue elegido para
validación de algunos otros códigos numéricos [48] [79] [80] [81] [82] [83].

Este experimento consta del rompimiento de una columna de agua de altura d0 = 15cm,
sobre una cama de agua con una altura d = 18mm. Es importante mencionar que en los
casos numéricos [48], [79], la longitud de la segunda parte de tanque se redujo de 955cm
a 66cm, pues es en esta zona donde se llevan a cabo los fenómenos más importantes para
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la validación y al hacer esta reducción del dominio no se introducen errores en el código
numérico y se obtiene un ahorro importante de recursos computacionales y por ende se
reduce el tiempo de simulación. Esta consideración fue tomada para este trabajo por lo
que el dominio computacional con el que se realizaron las simulaciones queda como en la
Figura 4.10.

Figura 4.10: Dominio computacional

El desarrollo de una rotura de presa sobre una cama de agua es un proceso dificil
de tratar que dista mucho de ser estacionario sobre todo en las etapas iniciales, donde
el comportamiento del flujo es el resultado de una compleja interacción puesto que al
momento de entrar en contacto el agua de la columna con el agua de la cama se genera
una vorticidad que causa formas caracteŕısticas en la interfase como frentes verticales que
rompen hacia atrás y hacia adelante, aśı como el desarrollo de una pequeña ola que rebota
y genera una segunda ola pequeña. Estas caracteŕısticas especiales son las que permiten
validar nuestro código numérico.

En el momento que la placa es removida hay un cambio instantáneo en el campo de
presión debido a que el fluido es incompresible. Inicialmente la presión es discontinua entre
la columna y la cama de agua a causa de la presencia de la compuerta, en el instante que se
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quita la compuerta la presión se vuelve continua. Este repentino cambio causa un vórtice
y una ola que se comporta de manera diferente en función de la altura de la cama de agua.

Para este experimento se tiene una altura d = 18mm, al retirar la compuerta se genera
un vórtice debido a que el agua de la columna empuja al agua de la cama, lo que forma
una ola que trata de propagarse pero que es frenada por la cama de agua, por lo que la
onda en la superficie rompe hacia adelante y hacia atrás tomando una forma similar a
un hongo. Al romper la ola atrapa burbujas de aire, lo que contribuye al desarrollo de
turbulencias. La enerǵıa cinética se mantiene en el flujo hasta que se generan dos o tres
roturas de ola más, después de lo cual el flujo se vuelve tranquilo. Ya que el efecto de las
paredes laterales es despreciable, el flujo es prácticamente de dos dimensiones.

4.4.1. Resultados numéricos y experimentales

Para realizar las simulaciones numéricas para este experimento se tomó en cuenta la
información acerca del código aportada por la simulación del rompimiento de columna
sencillo que se presentó en este trabajo como el primer caso de validación.

Por lo tanto las simulaciones se realizaron usando una malla uniforme y fina de 1000
x 214 x 32, en las direcciones x, y, z; lo que permitió obtener resultados satisfactorios en
poco tiempo, nótese que el mallado en z es mucho menor en relación al número de nodos
en los otros ejes; esto no afecta de forma importante a la simulación pues por la naturaleza
del experimento el fenómeno puede considerarse bidimensional, sin embargo el hecho de
no mallar demasiado el eje z representa un ahorro importante de cálculos y por lo tanto
de tiempo y recursos computacionales.

Las condiciones iniciales no fueron diferentes, puesto que se partió de un campo de
velocidades nulo y un gradiente de presión tanto para la columna como para la cama de
agua, cabe mencionar que se cuidó el hecho de que ambas partes del dominio están bien
definidas y separadas, lo que significa que inicialmente se tienen dos campos de velocidad
y presión diferentes, tal y como pasa en el caso experimental.

Se compararon los resultados numéricos del código correspondiente a este trabajo con
los obtenidos numéricamente mediante el método SPH Crespo [48], aśı como con los re-
sultados experimentales. La comparación de los perfiles obtenidos se muestra en la Figura
4.11.
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Figura 4.11: Comparación de resultados para d = 18mm

De acuerdo con las fotograf́ıas obtenidas por Janosi et al. [78], se espera que:

� En el tiempo t = 0,156s: los dos campos de fluido entran en contacto con lo que se
forma un pequeño vórtice como resultado de la interacción de los dos flujos.

� En el tiempo t = 0,219s: se genera una ola cuyo movimiento tiende hacia atrás,
producto del empuje de la columna de agua sobre la cama de agua.

� En el tiempo t = 0,281s: la ola empieza a tomar fuerza y la forma de lengua carac-
teŕıstica de las olas.

� En el tiempo t = 0,343s: la ola rompe hacia delante y hacia atrás teniendo una forma
similar a un hongo.

� En el tiempo t = 0,406s: la ola rompió totalmente y toca la cama de agua por
primera vez.

� En el tiempo t = 0,468s: la enerǵıa de la ola se mantiene y se genera una segunda
ola mucho más pequeña que la primera.

� En el tiempo t = 0,531s: la segunda ola rompe y toca la cama de agua por segunda
vez.
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Al comparar los perfiles de la superficie libre formada es fácil notar que se tiene un
comportamiento similar en el desarrollo del fenómeno, la topoloǵıa de la interfase obtenida
por el código numérico correspondiente a este trabajo es igual a la capturada experimen-
talmente; incluso se tiene un mayor grado de concordancia con el método LS-VOF, que
con los perfiles obtenidos por el método numérico SPH donde no se consideró en la si-
mulación el efecto del retiro de la compuerta. . Lo anterior parece ser un detalle menor,
pero la diferencia es muy grande pues al retirar la compuerta el vórtice generado es mucho
mayor que el que se produce por la desaparición instantánea de la misma. Este fenómeno
es el causante de la discrepancia en los resultados, este hecho fue verificado en el trabajo
correspondiente al método SPH [48] con el que se comparó este trabajo.

Aunque las imágenes demuestran que el resultado obtenido con el método LS-VOF
perteneciente a este trabajo tiene un buen desempeño y por lo tanto un alto grado de
concordancia con los resultados experimentales; no se puede tener la certeza de que tan
aproximados son los resultados por un simple análisis visual, por lo que se realizaron unas
graficas de los perfiles numéricos y experimentales para algunos tiempos con el fin de poder
tener una visión más clara del comportamiento del código aqúı validado. Los resultados
se muestran en la Figura 4.12.

Figura 4.12: Comportamiento de los campos de velocidad para d = 18mm.
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Los perfiles obtenidos demuestran de una manera más contundente el grado de apro-
ximación de la simulación con el experimento para diferentes tiempos, lo que nos permite
asegurar que el comportamiento del código es bueno y los resultados confiables.

La simulación realizada con el código LS-VOF es en todo momento tridimensional,
por lo que los resultados son más exactos que los que podŕıan obtenerse con un código
bidimensional. Además la forma en que se captura la superficie libre es visualmente más
atractiva debido a las ventajas que ofrece la tridimensionalidad como se muestra en la
Figura 4.13

Figura 4.13: Rompimiento de columna sobre cama de agua para diferentes tiempos
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La figura anterior es un historial de la simulación en tres dimensiones, donde puede ob-
servarse el comportamiento la onda en diferentes instantes de tiempo. Resulta interesante
ver como aparecen rugosidades en la superficie libre conforme el tiempo avanza, lo que se
debe a que el flujo adquiere más enerǵıa, por lo tanto más velocidad y más turbulencia, lo
que lleva a que en las ultimas etapas (incisos g y h) se forman rugosidades en la cama de
agua, antes de que la onda llegue a ella, hecho que se presenta en las playas cuando una
ola se acerca a la zona de lavado.

4.5. Dam-break contra un obstáculo

Los experimentos anteriores son muy utilizados como punto de partida para la vali-
dación de códigos numéricos y aunque en este trabajo se ha simulado en 3D el compor-
tamiento del flujo, en ambos casos puede considerarse como 2D pues las variaciones en el
eje Z son mı́nimas comparadas con las que ocurren en los otros dos ejes.

Es por eso que el último experimento se seleccionó para poner a prueba el código
LS-VOF con un caso donde el comportamiento del flujo sea muy diferente en los 3 ejes.

Para llevar a cabo esto se optó por simular el experimento llevado a cabo por Kleefs-
man et al. (2005) [84], se trata del rompimiento de una columna de agua que impacta
contra un bloque puesto en el camino del flujo. Esta interacción incrementa significativa-
mente la dificultad de simulación, pues el flujo se vuelve altamente turbulento y por las
caracteŕısticas del impacto, tridimensional.

El caso experimental se llevó a cabo en un taque de 3,2 x 1,0 x 1,0 [m], donde se contiene
una columna de agua de 0,55[m] de altura de la pared izquierda a una compuerta, que
al ser retirada genera por la acción de la gravedad, la cáıda de la columna de agua sobre
la parte vaćıa del tanque, donde se encuentra el bloque solido que obstaculiza el libre
camino del flujo. Se registraron datos de altura y presión en diferentes partes del tanque,
un esquema del dominio experimental se muestra en la Figura 4.14

Para esta prueba el mallado para la simulación fue uniforme y no tan refinada como
para el caso anterior, quedando de 420 x 179 x 60 en las direcciones x, y, z; para un total
de 4, 510, 800[nodos].
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Figura 4.14: Dominio computacional para la tercer simulación

4.5.1. Comparación con el caso experimental

Inicialmente la columna de agua se encuentra en reposo, contenida por una compuerta
que es retirada rápidamente; después de lo cual el agua cae a la parte vaćıa del tanque
por efecto de la gravedad donde se encuentra un obstáculo en forma de prisma. Hasta
antes de que el agua toque el bloque, el comportamiento del flujo es el de un dambreak
sencillo como el visto en el primer caso, después de tocar el bloque el flujo se vuelve más
complejo debido al impacto súbito. La parte central del flujo se eleva en el instante del
choque, mientras que el flujo cercano a las paredes laterales del dominio experimental sigue
su curso pasando entre los espacios ubicados entre la pared y el bloque, hasta impactar
con la pared izquierda; donde sube un poco y se mezcla de nuevo con el flujo central que
cae violentamente atrapando aire, en ese instante se tiene un flujo altamente turbulento y
tridimensional. Después de tocar la pared izquierda, el frente de onda se recupera y regresa
al contenedor generando una especie de ola. Como puede verse en la Figura 4.15
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Figura 4.15: Simulación numérica vs experimental

De acuerdo con las fotograf́ıas obtenidas por Kleefsman et al. (2005) [84], se espera:

� En el tiempo t = 0,4s: El agua está a punto de impactar contra el bloque.

� En el tiempo t = 0,56s: El agua choca contra el bloque por lo que el frente de la ola
se rompe, la parte que colisiona se eleva, mientras que el resto del agua avanza por
los lados del bloque.

� En el tiempo t = 0,64s: El agua que paso por los lados del bloque choca contra
la pared izquierda del contenedor; detrás del bloque se forma un espacio sin agua,
mientras que el agua que impacto contra el bloque empieza a descender.

� En el tiempo t = 2,0s: El agua vuelve hacia el lado derecho del contenedor y el
bloque queda totalmente sumergido por el agua.
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La Figura 4.15 muestra imágenes del dambreak con un obstáculo, correspondientes
al caso experimental de (Kleefsman, 2005) [84], una simulación numérica Xin Lv [57] y
el código propuesto en esta tesis. Las imágenes corresponden a los mismos instantes de
tiempo, cuando se da el impacto, y cuando el frente de onda regresa generando una ola.

Puede observarse que se tiene un buen grado de semejanza entre las imágenes del
experimento y las numéricas, pero destacan principalmente dos aspectos. En la primer
imagen de la Figura 4.15, correspondiente al instante en que el agua toca el bloque; śı se
aprecia un salto en los casos numéricos pero en ninguno de los dos se alcanza la altura
del caso experimental, al observar más detenidamente, se aprecia que además de elevarse,
el frente de onda rompe en pequeñas gotas que se dispersan en muchas direcciones; cosa
que no pasa en los casos numéricos. Lo anterior pareciera ser un error numérico pero en
el caso del método LS-VOF no lo es; el hecho de que el agua no alcance la altura y el
frente de onda no rompa se debe al mismo motivo; el mallado. Como el flujo al momento
del impacto se vuelve extremadamente complejo se necesita una densidad de mallado muy
alta para capturar cada aspecto del fenómeno como son las pequeñas gotas y la altura
que alcanza el agua; por su naturaleza el código trata de mantener definida la forma del
frente de onda en todo momento, mientras más fina es la malla, mayor es la libertad del
fluido para deformarse libremente; en este caso la malla permite un nivel de deformación
que no es lo suficientemente bueno para simular el impacto y en consecuencia la altura en
el choque y las salpicaduras no corresponden con el caso experimental. La solución obvia
es mallar más finamente, pero no es tan sencilla de ejecutar pues como ya se mencionó el
elevar la densidad mallado incrementa considerablemente el tiempo de simulación y para
este caso no vale la pena por razones que se explicaran más adelante.

Por otro lado, en la ultima imagen los resultados son mejores. Aunque en la imagen
correspondiente al experimento se observa un flujo altamente turbulento en la superficie;
globalmente ya no es tan complicado como en el momento del choque y por lo tanto la
simulación es más sencilla. Para este instante de tiempo los casos numéricos se asemejan
al experimental en la posición de la onda que se mueve hacia la pared derecha, pero los
resultados obtenidos con el método LS-VOF son más satisfactorios pues la turbulencia
en la superficie se aprecia mucho mejor que la simulación correspondiente a Xin Lv [57]
donde la superficie libre es prácticamente lisa en toda la simulación.



4.5. DAM-BREAK CONTRA UN OBSTÁCULO 61

Figura 4.16: Historial de la simulación

Aunque se tienen resultados muy similares, la superficie libre tiene un aspecto más real
para cada instante de tiempo comparada con la simulación numérica de Xin Lv [57]. La
visualización de la superficie libre con ese grado de realismo es el resultado del trabajo en
sinergia de LES, GFM, LS y VOF, además de la discretización de alto orden que se utilizo
para el código numérico aqúı validado; la Figura 4.16 muestra un historial del dam-break
con un obstáculo donde puede observarse el comportamiento de la interfase y como se
vuelve turbulenta para cada instante de tiempo.
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En el caso experimental se usaron 4 sondas para medir la profundidad del flujo en
diferentes zonas del dominio experimental, estas mediciones se reportaron en el trabajo de
Kleefsman et al. [84], y con dos de ellas se generaron graficas que describen el comporta-
miento de la superficie libre. Para poder comparar mejor el desempeño de la simulación
correspondiente a este trabajo, se midió el comportamiento de la superficie libre en las
mismas zonas que el caso experimental, los resultados se muestran en las Figuras 4.17 y
4.18.

Con el apoyo de las gráficas se puede demostrar que la simulación obtenida con LS-
VOF da buenos resultados, la curva obtenida numéricamente se ajusta a la experimental
en la mayor parte del tiempo, mientras que en las partes complicadas donde los resultados
no son exactos; la tendencia se mantiene de una forma muy satisfactoria, es por ello que
anteriormente se mencionó que no valdŕıa la pena aumentar el mallado pues los resultados
son muy satisfactorios antes y después de la zona critica en el flujo, por lo que se puede
asegurar que el hecho de que el frente de onda no alcanzó la misma altura que el caso
experimental no es un error numérico al no alterar los resultados.

La primer grafica (Figura 4.17) se obtuvo con la sonda ubicada en el depósito donde
inicialmente se teńıa la columna de agua, por lo cual la variación de altura tiene en
las etapas iniciales el comportamiento de un dambreak sencillo, alcanzando una altura
mı́nima adimensional de 0,2 después de la cual se tienen dos picos importantes, el primero
aproximadamente en el tiempo adimensional 12, debido al retorno del flujo despues de
impactar contra la pared izquierda. Después de esta primer elevación el frente choca contra
la pared derecha y vuelve hacia al lado izquierdo aumentando su profundidad una vez más
alcanzando su máximo aproximandamente en el tiempo adimensional 16. Finalmente, el
flujo toca la pared izquierda una vez más y vuelve, por lo que se tiene otro pico de menor
tamaño en el tiempo 20. Los resultados obtenidos con el código LS-VOF muestran una
mayor exactitud que los obtenidos por Xin Lv [57], principalmente en los dos primeros
picos.

La segunda gráfica (Figura 4.18) corresponde a la sonda ubicada antes del bloque,
debido a que el agua esta inicialmente contenida por la compuerta y en esta zona no se tiene
agua, la gráfica empieza en una longitud adimensional inicial de 0, hasta aproximadamente
el tiempo adimensional 2, que es lo que tarda el agua en llegar a esta zona, el nivel de agua
empieza a aumentar hasta alcanzar un máximo aproximado de 0,7 de altura en el tiempo
7, ambos en adimensionales. El frente de onda choca contra la pared izquierda y regresa
al lado derecho, por lo que se registra un mı́nimo en el instante en que la mayor cantidad
de agua se encuentra viajando hacia la pared derecha aproximadamente en el tiempo
adimensional 17, que es muy similar al tiempo de altura máxima en la gráfica anterior.
Cuando la onda choca con la pared derecha y vuelve se tiene otro pico aproximadamente
para el tiempo adimensional 20. Para esta gráfica la aproximación numérica con el caso
experimental es un poco mejor que en la anterior teniendo una semejanza casi total.
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Figura 4.17: Variación de altura en la columna de agua

Figura 4.18: Variación de altura antes del bloque
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Las gráficas anteriores representan un historial del comportamiento del flujo durante
aproximadamente 6[s], el resultado de la simulación con LS-VOF es muy bueno, incluso
mejor que el obtenido con la técnica numérica de Xin Lv [57]. La forma de la superficie libre
es significativamente mejor, capturando los efectos de turbulencia. La mayor discrepancia
se presenta al momento del choque contra el bloque debido a que el flujo se vuelve muy
complejo y aunque visualmente el frente de onda en el momento del impacto no es tan
similar al experimental, el resultado final no se ve afectado y sigue siendo una buena
simulación. Existe la opción de refinar más el mallado para mejorar el efecto visual, pero
el tiempo computacional seŕıa mucho mayor y la ganancia seria mı́nima.

En el trabajo experimental se obtuvo también un historial del comportamiento de la
presión en el bloque, para ello se utilizaron 8 sensores ubicados en dos caras del obstáculo;
cuatro en el frente y cuatro en la superficie superior Figura 4.19

Figura 4.19: Ubicación de los sensores de presión en el obstaculo

Con los datos obtenidos por estos dispositivos se pudo conocer el comportamiento de
la presión en distintos puntos del bloque, esos datos se compararon con los obtenidos por
la simulación LS-VOF, los resultados se muestran en las gráficas (Figura 4.20)

Las gráficas corresponden a los puntos de presión P1 a P8, donde se puede ver que
el impacto del agua con el bloque es muy bien simulado por el código LS-VOF, pues las
gráficas generadas con los datos de la simulación tienen una tendencia muy similar a las
obtenidas experimentalmente. La magnitud de la presión en el momento del impacto en el
sensor de presión P1 es prácticamente la misma que la experimental, al igual que los picos
obtenidos en los sensores P2, P3 y P4, donde las magnitudes máximas son muy cercanas
a las experimentales. Después del impacto la curva de la simulación es un poco diferente
de la experimental, presentando ligeras oscilaciones que pueden deberse a que el impacto
violento del flujo contra el bloque genera fluctuaciones que se vuelven más pronunciadas
en la simulación como resultado de la discretización o limitaciones inherentes al tamaño
de la malla; pero la tendencia de la curva es la misma.
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En cuanto a los sensores ubicados en la parte superior del obstáculo P5, P6, P7 y
P8; el historial de la presión correspondiente a la simulación numérica es af́ın al obtenido
experimentalmente, una vez más se presentan oscilaciones en las curvas, en este caso un
poco más evidentes que en los sensores ubicados en el frente del bloque. Este historial
tiene mayor dificultad para ser simulado debido a que los fenómenos que se presentan en
esa región son muy complejos ya que la turbulencia es elevada como consecuencia de la
interacción de agua y aire en el momento del impacto.

Por lo tanto, las gráficas de la simulación de los sensores en la parte superior del bloque
son un poco menos apegadas a las experimentales comparadas con las correspondientes
a los sensores del frente del bloque, nuevamente los errores asociados a la discretización
y al mallado trabajan en sinergia con las complicaciones propias del experimento y en
consecuencia la simulación se complica. Sin embargo, la tendencia general tanto en el caso
experimental como en la simulación, tienen una buena correspondencia durante toda la
simulación.

Las gráficas de presión son un buen indicador del buen comportamiento del código
numérico para simulaciones de flujos a superficie libre en 3 dimensiones, pues aunque
la complejidad de simular estos sistemas es elevada, los resultados son buenos y las ca-
racteŕısticas principales del flujo aśı como los puntos importantes como los máximos y
mı́nimos de presión se capturan con un buen grado de exactitud, la ubicación de la super-
ficie libre es también un punto fuerte de este código que puede observarse en las gráficas
correspondiente a la altura del flujo donde el comportamiento concuerda con el caso ex-
perimental.



66 CAPÍTULO 4. VALIDACIÓN

Figura 4.20: Variación de la presión en cada sensor



Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajos futuros

Se realizaron simulaciones de flujos bifásicos con un código numérico que utiliza dis-
tintas técnicas para mejorar su desempeño y los resultados fueron satisfactorios.

Las mejoras son evidentes sobre todo en las gráficas de avance de frente en el primer
caso de validación, puesto que los resultados del método correspondiente a esta tesis tienen
una mayor concordancia con los datos experimentales que los resultados proporcionados
por otros métodos numéricos.

La técnica LES en conjunto con un buen mallado da como resultado una simulación de
alta calidad, hecho que puede observarse en la correspondencia casi exacta de los resultados
numéricos con los experimentales en las gráficas.

Por otro lado la dependencia de la malla se observa en la topoloǵıa de la superficie
libre, pues esta cambia de manera drástica con la densidad y suavidad de la malla. El
código cumple con la condición de anisotroṕıa, por lo debe mallarse más densamente las
zonas que presentar flujos más complejos.

El método permite que no exista un apreciable cambio en la masa del flujo, con-
servándose de buena manera a lo largo de toda la simulación. La pérdida de masa debida
al método Level Set es evidente en las simulaciones como pequeños saltos o burbujas
en la simulación en zonas que no debeŕıan de existir, esto no ocurre en las simulaciones
realizadas para esta tesis.

Además del buen manejo de la interfase, el código numérico usado en este proyecto fue
diseñado para simular flujos complejos en estado estable y transitorio por lo que ofrece
buenos resultados en datos como campos de presión y velocidad, asimismo es capaz de
simular flujos que presentan turbulencias. Por lo que puede asegurarse que es un modelo
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confiable.

Las dificultades que pueden se presentar al trabajar con este modelo están más relacio-
nadas con la forma de plantear el problema que con el código en śı mismo, como ocurrió en
el primer caso donde no se consideró en un principio el efecto de retirar la compuerta; por
lo que es importante analizar cuidadosamente las condiciones iniciales y de frontera. Por
otro lado, la interacción del fluido con objetos es un punto a mejorar, puesto que en el
caso del dambreak con un obstáculo, se observó una baja de desempeño justo en el punto
donde se da el contacto bloque-flujo.

El código permite simular de manera satisfactoria flujos bifásicos en tres dimensiones
y no se tienen complicaciones siempre y cuando se tenga una malla suave, los cambios
drásticos en la distribución de la malla generan notables cambios en los resultados. Por lo
tanto se recomienda que en trabajos futuros se tenga esto en mente para evitar problemas
asociados a la distribución de la malla, aśı como a su densidad.

Se demostró que este código tiene un buen comportamiento para flujos bifásicos e
incompresibles sencillos y se espera que en trabajos posteriores pueda ser probado en
condiciones que aumenten el grado de dificultad como simulaciones con más de dos fluidos o
con cambios de fase, aśı como probarlo a condiciones de presión y velocidad más complejas
aśı como con problemas que involucren transferencia de calor.

Por último es importante señalar que aun cuando parece que los resultados no son
exactos en cuanto a la topoloǵıa de la superficie libre, no significa que la simulación este
mal y los resultados deban despreciarse. Primeramente este hecho nos obliga a analizar
meticulosamente los resultados obtenidos por cualquier modelo computacional, analizar
qué parte del experimento no se está tomando en cuenta y encontrar una explicación a
los resultados “erróneos”, lo que nos permite comprender mejor el fenómeno en cuestión
y mejorar el modelo en cuanto sea posible.

Además, aun en el caso en que algunos datos no correspondan, muchos otros pueden
rescatarse, por ejemplo en el caso del dambreak sobre la cama de agua, aunque la super-
ficie libre no se comportó exactamente igual a la original, el movimiento de la onda era
prácticamente el mismo en el tiempo; esto nos aporta información valiosa del flujo, como
que la fricción del fondo es el factor principal en el velocidad de la onda y la causante del
rompimiento, lo cual fue corroborado por Janoshi [78]. Otro ejemplo de se encuentra en
el caso del dambreak con un obstáculo donde al momento de que el flujo impactó con el
obstáculo la ola de la simulación no rompió como lo hizo en el experimento, lo que intro-
dujo un error a la simulación que se demostró que no fue tan grave, ya que la tendencia en
las gráficas fue similar. Por todo lo anterior, se puede concluir que el código CFD, LS-VOF
es confiable y queda validado.
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[53] R.R. Nourgaliev, T.N. Dinh, and T.G. Theofanous. “The ‘Numerical Acoustic Rela-
xation (NAR)’ Method for Time-Dependent Incompressible Single- and Multiphase
Flows” Center for Risk Studies and Safety, University of California, Santa Barbara,
USA.

[54] Berger M, Oliger J., “Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential
equations,”J. Comput. Phys., 53, pp. 6484, 1984.

[55] R.R. Nourgaliev *, T.N. Dinh, T.G. Theofanous. “Adaptive characteristics-based mat-
ching for compressible multifluid dynamics” Center for Risk Studies and Safety, Uni-
versity of California at Santa Barbara, CA 93117, USA.

[56] Sussman M, Almgren A, Bell J, Colella P, Howell L, Welcome M., “An adaptive level
set approach for incompressible two-phase flows,”J. Comput. Phys., 148, pp. 81124,
1999.

[57] Xin Lv, Qingping Zou, Yong Zhao, Dominic Reeve, “A novel coupled level set and
volume of fluid method for sharp interface capturing on 3D tetrahedral grids” Journal
of Computational Physics 229 (2010) 2573–2604

[58] I. R. Park, K. S. Kim, J. Kim and S. H. Van, “A volume-of-fluid method for incom-
pressible free surface flows” International Journal For Numerical Methods In Fluids
2009; 61:1331–1362

[59] Sun, D.L., Tao, W.Q., “A coupled volume-of-fluid and level set (VOSET) method for
computing incompressible two-phase flows,̈Int. J. Heat Mass Transf., 53, pp. 445-455,
2010

[60] Z. Wang, J. Yang, B. Koo, F. Stern, “A coupled level set and volume-of-fluid method
for sharp interface simulation of plunging breaking waves,̈Int. J. Multhiphas Flow,
35, pp. 227-246, 2009

[61] Y. Wang, S. Simakhina, M. Sussman , “A hybrid level set-volume constraint method
for incompressible two-phase flow,”J. Comput. Phys., 231, pp. 6438-6471, 2012

[62] Sander Pieter Van Der Pijl, “Computation of Bubbly Flows with a Mass-Conserving
Level-Set Method” Tesis, Technische Universiteit Delft.

[63] S. P. van der Pijl, A. Segal, C. Vuik and P. Wesseling “A mass-conserving Level-
Set method for modelling of multi-phase flows”, Int. J. Numer. Meth. Fluids 2005;
47:339–361.

[64] Aris, R. Vectors, Tensors and the Basic Equations of Fluid Mechanics. Prentice Hall
International Series in the Physical and Chemical Engineering Sciences. 1962.

[65] Warnatz, J., Mass, U., Dibble, R. W. Combustion. Springer. 1996.

[66] Sussman M, Smereka P, Osher SJ., “A level set approach to computing solutions to
incompressible two phase flow. ,”J. Comput. Phys., 59, pp. 114-146, 1994.



74 BIBLIOGRAFÍA
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